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Introduccion

El tema objeto de esta memoria se enmarca dentro de la Inferencia Estadistica
con restricciones. Esta rama de la Estadistica, que aparecié hacia mediados de
los anos 50, recoge un conjunto de procedimientos disenados para aprovechar
la informacion a priori que a menudo se tiene, en las aplicaciones reales, sobre
los parametros de interés en un modelo estadistico.

Uno de los topicos mas desarrollados de esta rama es el de los contrastes
con restricciones para medias de poblaciones normales. El interés de este tipo
de contrastes surge en muchas aplicaciones précticas en las que se plantea la
verificacién de ciertas propiedades de un conjunto de medias como la homo-
geneidad, monotonia o unimodalidad. En este sentido se han logrado nota-
bles avances obteniendose inicialmente la distribucién del estadistico razén de
verosimilitudes en distintas situaciones en referencias como Bartholomew (61),
Barlow et al. (72), Shapiro (85), Raubertas et al. (86) y Robertson et al. (88)
entre otros y mas adelante propiedades de la funcién de potencia de los mis-
mos, Perlman (69) y Mukerjee, Robertson y Wright (86). Asimismo se han
detectado anomalias en este tipo de tests y caracterizado las situaciones en las

que son dominados por otros que no tienen en cuenta parte de la informacién
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adicional proporcionada por las restricciones, Menéndez y Salvador (91, 92) y
Menéndez, Rueda y Salvador (91, 92a, 92b). Por otro lado se han considerado
y estudiado con ciertos resultados positivos otro tipo de procedimientos alter-
nativos a la razén de verosimilitudes como por ejemplo los tests lineales cuyo
estudio aparece entre otros en Abelson y Tukey (63), Robertson et al. (88) y

Rueda (89).

El presente trabajo se engloba dentro del otro de los grandes tépicos de la
Inferencia con restricciones como es la estimacién. Aqui trabajamos sobre todo
con el Estimador de Maxima Verosimilitud, el objetivo principal sera comparar
el comportamiento de dicho estimador con otros estimadores propuestos y el
criterio principalmente empleado sera el del error cuadratico medio.

Como ocurre con los contrastes de razon de verosimilitudes, también se
han detectado anomalias en el comportamiento del EMV. Si bien es cierto
que el error cuadratico medio total del Estimador Méximo Verosimil (EMV)
restringido es menor que el del EMV no restringido en un modelo normal
(Robertson et al. (88)) esta propiedad no siempre se mantiene al estimar
funcionales del parametro. Situaciones en las que un estimador, que es glob-
almente mejor que otro, se ve después superado por este en la estimacion de
funciones lineales del parametro no son exclusivas de problemas con restric-

ciones. A saber, la primera referencia sobre este tipo de cuestiones en el caso
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no restringido es Rao y Shinozaki (78).

En el contexto de los problemas con restricciones, el caso particular de la
estimacién de la i-esima coordenada ha sido estudiado para diferentes tipos de
restricciones y distribuciones. Cuando el modelo es normal y bajo las restric-
ciones de un orden total Lee (81) prueba que cada coordenada del EMV tiene
error cuadratico medio menor que la correspondiente del EMV no restringido,
resultado que fue posteriormente ampliado en Kelly (89) utilizando el criterio
de la probabilidad de cubrimiento. En cambio, por otra parte, Lee (88) es-
tablece que en el cono del arbol simple (tree order) la propiedad anterior no
se verifica para la raiz del arbol y si, bajo determinadas condiciones, para las
otras coordenadas.

Sin embargo no hay muchos resultados referidos a la estimacién, individ-
ual o simultanea, de funciones lineales del parametro que son muchas veces
de interés, por ejemplo, en el modelo lineal, tampoco resultados generales que
expliquen el desigual comportamiento del EMV y pocos utilizando criterios de
comparacion diferentes al error cuadratico medio. Tiene interés por tanto es-
tudiar en general si los procedimientos de estimacion con restricciones suponen

0 no una mejora respecto de los estimadores clasicos.

En lo que a los criterios de comparacion se refiere el criterio més habitual

de comparacion entre estimadores es, por supuesto, el del error cuadratico
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medio. Este criterio presenta ventajas que son sobradamente conocidas. Pero
la eleccion de un criterio de comparacién no es una cuestiéon baladi puesto
que un estimador que supera uniformemente a otro con el criterio del error
cuadratico medio puede verse uniformemente rebasado por el otro si la funcién
de perdida empleada no es la cuadratica sino la cuartica, como puede verse en
un ejemplo que aparece en Rao y Shinozaki (78). Este tipo de situacién lleva
a buscar procedimientos de comparacién que sean “robustos” en el sentido
de que, cuando este procedimiento declara a un estimador mejor que otro no
solamente sea mejor bajo una determinada funcién de pérdida sino bajo una
clase mas amplia de funciones.

Con este objeto Hwang (85) define la U-dominacién o dominacién uni-
versal, criterio que emplearemos varias veces en esta memoria, de la forma
siguiente:

Sea Ry (0,0) = EgL (|0 —0(X)|p) el riesgo del estimador ¢ bajo la
funcion de pérdida L y bajo el error euclideo generalizado con respecto a la ma-
triz semidefinida positiva D donde |0 — 6 (z)|, = {(9 —6(x)' DO -9 (x))} 2,
Entonces §; domina universalmente a dy (bajo el error euclideo generalizado
con respecto a la matriz semidefinida positiva D) si para cada 6 y cada funcién
de pérdida no decreciente L, Ry, (0,d1) < Ry, (6, 02) v la desigualdad es estricta
para alguna funcién de pérdida.

Hwang (85) comprueba ademés que este criterio es equivalente a la cono-
cida dominacién estocastica que se define como sigue:

Se dice que la variable aleatoria Y es estocasticamente menor o igual que
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Z y se denota por Y <; Z si para cada ntmero real positivo t se tiene que
Pr(Y >t) < Pr(Z >t). Entonces un estimador §; domina estocésticamente
d2 bajo el error euclideo generalizado con respecto a la matriz semidefinida
positiva D si para cada 6, |61 (X) — 0|, <4 |62 (X) — 0|, y la desigualdad es
estricta para algin 6.

Otro criterio que utilizaremos y que relaciona la estimacion de funciones
lineales del parametro con el comportamiento global y la estimacién simultanea
del mismo es el definido en Lehmann (83) y que afirma que un estimador 9,
estd “ mas concentrado en torno al parametro 6 ” que otro d, si para cualquier
combinacién lineal de las componentes del pardmetro d’'f el error cuadrético
medio de d’'d; es menor o igual que el de d'd,.

El modelo general que nos proponemos estudiar y que iremos particular-
izando en determinadas circunstancias es el siguiente:

X1,...,X} son variables aleatorias con momento de orden 2 finito que
siguen un modelo de localizacién donde 6 = (6y,...,60;) es el pardmetro de
localizacion de dicho modelo de tal forma que 6; = EX; y # € C, donde C
es el cono de restricciones. En este modelo vamos a denotar por X* y X los
EMV restringido y no restringido respectivamente. El caso particular que mas

desarrollaremos es, por supuesto, el modelo normal.

Motivado por los resultados como los de Lee (81, 88) o Kelly (89) men-
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cionados antes y la falta de resultados referidos a direcciones que no sean las
coordenadas, se plantea en el capitulo I la caracterizacién de direcciones d'6
para las que el error cuadratico medio del estimador restringido es mayor que
el del EMV no restringido en diferentes situaciones cuando C' es un cono recto
o circular o un cono de orden. En este capitulo juega un papel fundamental
la llamada “direccién central” de un cono. El concepto de direccién central se
debe a Abelson y Tukey (63) quienes la definen como aquella que minimiza el
maximo angulo que forma con las direcciones que generan el cono.

Comenzamos estudiando el problema considerando C' el octante positivo
en R*; es decir el pardmetro § a estimar verifica §; > 0 para i = 1,...,k. En
este caso particular la sencillez de los calculos permite generalizar los resultados
a modelos bastante mas amplios que el modelo normal habitual. Por otro
lado, el hecho de que este cono sea recto (las direcciones que lo generan son
ortogonales), permite trasladar los resultados a otros conos rectos cualesquiera
cuando la distribucién subyacente es normal. Algunos de estos conos han sido
objeto de estudio en otros trabajos, por ejemplo los de promedios crecientes o el
star-shaped, que tienen bastantes aplicaciones practicas (Shaked (79), Dykstra
y Robertson (82, 83) y Robertson et al. (88)).

Los resultados fundamentales que se obtienen en relacién a los conos
rectos son de dos tipos. En primer lugar la influencia de la dimension £k a
la hora de determinar cual de los dos estimadores es mejor, y en segundo la
determinacion como “direccién mas desfavorable” en la estimacién méaximo

verosimil de la direccidén central del cono.
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Es precisamente este tltimo resultado relativo a las direcciones cen-
trales el que nos lleva al estudio de los conos circulares C'(w,c) que vienen
definidos precisamente a partir de su direccion central, ¢, que forma un angulo
w (0 <w < 7/2) con la generatriz del cono. Otro aspecto de interés en estos
conos es que coinciden con los conos poliédricos si la dimension del espacio, k,
es 2. La referencia mas completa en lo que se refiere a inferencia en espacios
paramétricos restringidos a conos circulares es Akkerboom (90). Suponiendo
también normalidad en la distribucién subyacente demostramos que si k£ > 4
existen conos circulares para los que el error cuadratico medio de ¢ X* no es
uniformemente mejor que el de ¢ X y que esto ocurre para cualquier angulo w
si la dimensién k es suficientemente grande. También realizamos un estudio
mas detallado del caso particular de interés k& = 2.

En un estudio de este tipo es obligado tratar también los conos de orden
por ser los que tienen mayor aplicacién practica. Una lista completa de ref-
erencias y resultados obtenidos hasta el momento aparece en Robertson et al.
(88). Entre los conos de orden mas ampliamente estudiados cabe destacar el
cono del orden total, Cor = {«9 eERFH, < < Hk} y el tree order o arbol
simple, Csr = {9 ERF:0yp<O;coni=1,... k— 1} asociado a problemas en
los que se comparan varios tratamientos con un control.

De los resultados de Lee (81, 88) y Kelly (89) parecia deducirse la exis-
tencia de alguna diferencia fundamental entre los dos conos mencionados antes.
Sin embargo, nosotros probamos que, en la estimacion de la direccién central,

0, tanto en el caso del tree order como en el del orden total a partir de una
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dimensién k tampoco se produce reduccion de error cuadratico cuando se uti-
liza ¢ X* en lugar de ¢ X como estimador. Por lo que sabemos es la primera
vez que se obtiene un resultado en el que el EMV no domina al no restringido
en un cono de orden total. Ademés utilizando valores calculados por Abelson
y Tukey (63) acotamos el valor de k para el que se tiene el resultado anterior,

valor que precisamos mas mediante simulacion.

El capitulo II esté dedicado a la estimacién simultanea de combinaciones
lineales del pardmetro en un modelo normal restringido. La estimacién si-
multanea es fundamental en la cuestién de la estimacién por intervalos de
varias componentes del pardmetro, es decir la construccién de regiones de
confianza (Seber (77) y Scheffé (59)) y también en los procedimientos de com-
paracién multiples (Hochberg y Tamhane (87)). Aqui estudiamos el problema
de la estimacion simultdnea de la media de un vector normal bajo dos tipos
diferentes de restricciones y hacemos uso de diferentes criterios a la hora de
comparar los EMV con y sin restricciones.

Inicialmente supondremos que el espacio paramétrico viene definido por
una unica restriccién lineal (es decir que el parametro pertenece a un semies-
pacio). Para este modelo particular contamos con algunos resultados previos
respecto a la estimacién individual de combinaciones lineales de ¢ (Rueda y

Salvador (95)).



Introduccién 15

La sencillez del cono de restricciones en este caso permite obtener resul-
tados muy fuertes respecto a los topicos considerados. Asi se demuestra que
X* es “mejor” que X para estimar ¢ utilizando un criterio que introducimos
y que es el mas fuerte de los definidos hasta ahora:

d; es mejor que dp si Pr(d; —0 € A) > Pr(d; — 0 € A) para cualquier
conjunto convexo y simétrico respecto del origen A.

Como aplicaciones particulares del resultado se obtiene que los intervalos
del tipo de Scheffé, Tukey o Bonferroni o incluso los mas generales de Bow-
den (70) tienen mayor probabilidad de cubrimiento si se centran en el EMV
restringido en lugar de en el no restringido. Ademas, segiin la terminologia de
Hwang (85) concluimos que X* domina universalmente a X y que por tanto
X es U-inadmisible.

Por otro lado, en el contexto de la estimaciéon simultdnea, se estudia el
caso particular de la estimacion de las coordenadas cuando el cono de restric-
ciones es un cono de orden. En este caso el criterio de comparaciéon es el de
la probabilidad de cubrimiento, ya que, desafortunadamente, no se pueden
obtener resultados tan generales como en la situacién anterior. De hecho,
creemos que resultados tan generales como los de la situaciéon anterior van a
ser dificilmente generalizables a conos definidos por 2 o mas restricciones. En
los casos del tree order y el orden total apuntamos los contraejemplos perti-
nentes.

Respecto a la estimacién simultanea de coordenadas obtenemos resulta-
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dos del tipo

para distintos conos de orden, modelos generales no necesariamente de lo-
calizacion y determinadas configuraciones de los ¢;. Ademds creemos que la
técnica de demostracion utilizada puede aplicarse para obtener mas resulta-
dos de este tipo en otras situaciones. Encontramos incluso situaciones bastante
generales, en lo referido a las restricciones y a la distribucién subyacente, en las
que se puede asegurar incluso la contencién entre los conjuntos que aparecen

involucrados en esa desigualdad.

A la vista de los resultados obtenidos en relacién a los EMV, en el sigu-
iente capitulo nos planteamos el estudio de otros estimadores que puedan ser
mejores que estos en cierto sentido. Un tipo de estimadores alternativos que
tratamos aqui son los llamados estimadores mixed, que son estimadores “inter-
medios” entre el EMV restringido y el no restringido y aparecen primeramente
en Katz (63) en un contexto binomial con restricciones y més recientemente en
Kumar y Sharma (88) para restricciones de orden total en modelos normales,
o en Vijayasree y Singh (93) para dos medias exponenciales ordenadas.

Mas concretamente, el capitulo III estda dedicado al estudio de esti-
madores alternativos al EMV y a su comparacién con ellos en la estimacién

de funciones lineales de 8 en dos modelos diferentes en lo referido tanto a las
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restricciones como a las distribuciones subyacentes. Por lo que respecta a las
restricciones, tratamos las situaciones de una sola restriccion y la del octante
positivo.

En el caso de una sola restriccion, retomando los resultados del capitulo
anterior consideramos un modelo normal y tratamos de ver hasta que punto
el EMV es bueno comparandolo con otros que son proyecciones con métricas
diferentes a la dada por la inversa de la matriz de covarianzas Y. Como
justificaciéon de este tipo de estimadores podemos decir que la proyeccién con
otras métricas es un procedimiento similar al empleado por Lee (88) en el
contexto del tree order. Obtenemos que aunque el EMV se comporta muy
bien en la comparacién con estos estimadores no siempre U-domina a todos
ellos.

En lo que se refiere al octante positivo empleamos de nuevo, gracias a
la sencillez de las restricciones, el modelo més general que describimos anteri-
ormente y utilizamos como criterio de comparacion el error cuadratico medio.
Consideramos estimadores mixed o intermedios X“ del tipo de los de Kumar
y Sharma (88) y los comparamos con X y X* obteniendo resultados referidos
tanto a la estimacion global del pardmetro 6 como a la de funciones lineales d'6.
El resultado mas significativo es, quizd, que algunos de estos estimadores X
siguen estando “mds concentrados en torno a #” (Lehmann (83)) que X, para
valores de k para los que esa propiedad ya no se verifica para X*. Ademas,
con el objeto de estudiar mas a fondo el comportamiento de estos estimadores

como en Kumar y Sharma (88) y Vijayasree y Singh (93), llevamos a cabo un
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estudio sobre la admisibilidad de estos estimadores y otros estimadores mixed
més relacionados con los de Vijayasree y Singh (93), X”, dentro de la clase

definida por ellos mismos en la estimacion de funciones lineales de 6.

Por ltimo dedicamos el capitulo IV al modelo de escala definido por
k variables aleatorias independientes uniformes en (0,6;). El objetivo funda-
mental es comprobar hasta que punto los resultados obtenidos en modelos de
localizacion pueden extenderse a otro tipo de modelos, pero hay que notar
ademas que los modelos restringidos de escala también estan recibiendo cierta
atencién en los tltimos anos. Kushary y Cohen (89) y Hwang y Peddada
(94), por ejemplo, tratan modelos generales de este tipo bajo restricciones de
orden obteniendo ciertos resultados relativos a la admisibilidad y dominacién
estocastica de las coordenadas del parametro.

El modelo considerado en el capitulo IV aparece en Elfessi y Pal (92),
que tratan el caso de dos poblaciones, y Misra y Dhariyal (95) quienes estudian
la admisibilidad de los estimadores en el orden total proponiendo alternativas.
Nosotros consideramos tanto restricciones de orden total como de tree order y
de nuevo los resultados obtenidos son del mismo tipo que los comentados en
modelos de localizacién, es decir en ambos casos obtenemos funciones ¢’ para
las que el error cuadratico medio de ¢ X* puede ser mayor que el de ¢ X si k

es suficientemente grande. Vemos también que, en este modelo, esto no solo
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ocurre con el EMV sino que también otros estimadores restringidos que dom-
inan al EMV se ven superados en determinadas condiciones por estimadores

no restringidos.

Como conclusiones finales de todo lo comentado anteriormente podemos
senalar las siguientes. En primer lugar que, a la hora de determinar si el
EMV X* es mejor o no que X no es tan importante el cono C' de restricciones
como la dimension de su linealidad y la del espacio en el que esta contenido.
Esta consideracion nos parece mas préxima a la realidad que la de Robertson
et al. (88) quienes justifican el hecho de que haya reduccién de error en las
coordenadas del orden total y no en las del tree order a partir del nimero
de conjuntos inferiores que existen en cada uno. Hemos probado aqui, de
hecho, que el comportamiento de ambos con respecto a la direccion central es
similar. A la vista de estos resultados tampoco parece vélida la alternativa
que proponen Hwang y Peddada (94) en la que se sustituye el EMV por otro
EMV més restringido.

En segundo lugar observamos que aunque el EMV con restricciones tiene
menor error cuadratico medio global que el correspondiente sin restricciones, no
se produce esta dominacion respecto de criterios de comparacion mas exigentes
y que solo en la situacion en la que C' es un semiespacio se obtiene un resultado

que permite asegurar que, el EMV con restricciones, es mejor que el EMV sin
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restricciones. Por tanto de nuevo la dimension de C' y de su linealidad es un
factor determinante.

Quedan, por tultimo, abiertas muchas cuestiones de interés, en partic-
ular obtener resultados respecto a la estimacion simultanea de funciones en
modelos generales y también encontrar estimadores mejores en algunas de las
situaciones mencionadas a lo largo de este trabajo. En este sentido una técnica
que creemos que podria dar buenos resultados, ya que parece que la consid-
eracién sistematica de la informacion adicional de que se dispone como una
truncacién del espacio paramétrico no es conveniente cuando la dimensién del
espacio es grande, es no tratar dicha informacién adicional como una trun-
cacién del espacio paramétrico sino como medio de definir una probabilidad
a priori sobre dicho espacio y utilizar por tanto procedimientos bayesianos de

estimacion.

Por tltimo, quisiera expresar mi sincero agradecimiento a Boni y Cristina
por la ayuda y el estimulo que de ellos he recibido durante la elaboracién de
este trabajo. También mi agradecimiento a Juanma por la realizacion del
estilo con el que esta memoria esta escrita (los errores en su uso son mios, por
supuesto) y al resto de los companieros del Departamento por el &nimo y apoyo

que he recibido de ellos.



Capitulo 1

Estimacion de Funciones
Lineales del Parametro

Este capitulo estda dedicado a la comparacién entre el EMV restringido y el
no restringido en la estimacion de funciones lineales de un parametro de k-
dimensional, # bajo diferentes conos de restricciones y utilizando el criterio del
error cuadratico medio. En estas comparaciones va a tener gran importancia
la denominada “direccién central” del cono. Este concepto y su desarrollo se

debe a Abelson y Tukey (63) quienes la definen como sigue:

Definicién 1.1 Se dice que ¢ € ®* es la direccion central del cono C C R* si
es la direccion cuyo mazrimo dngulo con el conjunto de direcciones que generan

el cono es minimo.

Para comparar dos estimadores multidimensionales ademéas del cono-
cido criterio del error cuadratico medio que mide el comportamiento del esti-
mador § = (d1,...,0x) para estimar el pardmetro 0 = (0y,...,60;) a través de
Sk LB (6 — 01-)2, utilizaremos el siguiente criterio que Lehmann presenta en

su libro Theory of Point Estimation (83).

21
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Criterio Se dice que el estimador § est4 mds concentrado en torno a 6 € R*
que 0* si

M (0,8%) — M (6, 5)

es una matriz semidefinida positiva, donde M (#,0) es una matriz cuyo ele-

mento (4,7) es E[(6; — 60;) (§; — 6;)].

Otra formulacién equivalente de este criterio es la siguiente: ¢ estd més

concentrado en torno a f € R* que 6* si y solamente si
E[d (5 -0)° < Ed (¢ - 0)

para cualquier d € ¥, es decir si al estimar una funcién lineal cualquiera del
parametro d'6, el error cuadratico medio del estimador d'd es menor que el de
d'o*.

En el contexto de la inferencia con restricciones se han encontrado situa-
ciones en las que el EMV que utiliza la informacién adicional disponible no
estd mas concentrado en torno a # que el EMV no restringido. Lee (88) probé
que en un modelo normal y cuando se sabe que el parametro verifica las re-
stricciones de un tree order, el error cuadratico medio en la coordenada raiz es
superior cuando el EMV empleado es el retringido.

Tratamos de ver aqui si esta falta de reduccion se produce también en
otros contextos, es decir en otro tipo de conos e incluso en modelos mas gen-
erales que el normal. Comparamos a través del error cuadratico medio el
comportamiento de X* = P (X /C') y X estimador no restringido en lo que a

estimacion de funciones lineales del pardametro 6 se refiere.
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El modelo mas general de los que consideraremos es el que aparece en la
primera seccién en la que suponemos que tenemos X, ..., X variables aleato-
rias independientes tales que E (X;) = 0; y Var (X;) < oo y con funcién de
densidad f (x;,0;) = f(z; —6;) (es decir provenientes de un modelo de lo-
calizacién cuyo pardmetro es la media de la distribucién). En esta seccién
suponemos que todas las componentes del parametro = (01, ..., 0) son pos-
itivas; o dicho de otro modo sabemos que el parametro pertenece al octante
positivo de :*¥. Vamos a comparar, en lo que a estimacién de funciones lin-
eales se refiere, el estimador equivariante de la familia no restringida, X, con el
estimador X*, proyeccién sobre el octante positivo. Hay que notar que el esti-
mador X* es ademads el Estimador Maximo Verosimil para # en casos usuales e
importantes como la familia normal o doble exponencial y en general siempre
que la densidad de X sea mondtona decreciente para los valores de X; menores
que la media de la variables.

El resultado principal de esta primera seccién puede resumirse diciendo
que, a pesar de que en el octante positivo el estimador X* es globalmente
mejor que X precisamente por serlo los correspondientes a las coordenadas
individuales (i.e. E (Zle (X; — 01)2) < FE (Zle (X; — 91-)2)), no siempre lo
es para funciones lineales del parametro que pueden ser de interés en muchas
aplicaciones. Probamos que esta situaciéon depende de la funcién lineal que se
estima y de la dimensién £ del espacio. Ademas este resultado se particulariza
para varias situaciones concretas como algunos modelos uniformes, el modelo

doble exponencial o el modelo normal. También se demuestra que para k = 2
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siempre es preferible desde el punto de vista del error cuadratico medio X*
a X para estimar funciones lineales independientemente de la distribucién
subyacente y damos un modelo en el que para £ = 3 hay pérdida en algunas
direcciones y otros en los que la reduccién de error en todas las direcciones se
produce hasta una dimensién ky arbitrariamente grande.

En cuanto a la estimaciéon de direcciones particulares probamos que efec-
tivamente para algunas como las coordenadas ya mencionadas o la comparacion
de medias es siempre preferible utilizar X* y que en cualquier caso la direccion
mas desfavorable desde este punto de vista es la direccion central del cono.

En la siguiente seccién se utilizan los resultados demostrados en el octante
positivo para estudiar la estimacién de funciones lineales del parametro en
conos rectos generales cuando la distribucion subyacente de las variables es
normal. Obtenemos en esta situacion que el estimador X* es mejor que X
para estimar cualquier funcién lineal cuando k£ < 44 p donde p es la dimensién
de la linealidad (mayor subespacio contenido en el cono) del cono recto que
estamos considerando. Adema&s obtenemos que se mantienen, en esta situacion,
resultados como el antes mencionado de la direcciéon diagonal del cono como
situacién mas desfavorable.

Estos resultados se aplican a los casos particulares de los conos star-
shaped y de los promedios crecientes que, como mencionan Dykstra y Robert-
son (83), son ttiles cuando se sabe, por ejemplo, que una funcién de regresién
sigue una tendencia genéricamente mondtona pero no que cumple las restric-

ciones de un orden total. En estas situaciones puede muchas veces utilizarse la
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suposicion de que la funcién es mondtona en promedio que es menos restrictiva
y permite que el orden se invierta en un rango pequeno de valores del conjunto
de parametros.

El hecho de que la direcciéon central del cono sea, en algunas circun-
stancias la direccién mas desfavorable motiva el estudio de los problemas de
estimacién de funciones lineales del parametro en unos conos particulares, de-
nominados conos circulares, definidos precisamente a partir de su direccién
central ¢ para los cuales el estudio de F (¢ X *)2 parece mas viable y que con-
sideraremos solamente en el modelo normal.

La referencia bésica en problemas de inferencia con restricciones dadas
por conos circulares es Akkerboom (90). El trabajo de Akkerboom estd referido
al estudio de contrastes de hipotesis para estos conos y su utilidad en otros
casos no circulares. Sin embargo y a pesar de encontrarnos en un contexto
diferente algunas de las propiedades referentes a la estructura de estos conos
y a distribuciones de estadisticos definidos en relacién a ellos nos seran de
utilidad.

En primer lugar se estudia el comportamiento en § = 0 de Ep (¢ X *)2 —
Ey (¢ X)? en funcién de la dimensién del espacio obteniendose que el estimador
X* es mejor que X cuando k£ < 4. Sin embargo para k = 4 existen conos
circulares en los que la situacién se invierte.

En segundo lugar en funcién del dngulo w del cono donde 0 < w < 7/2
obtenemos también que Ey (¢ X*)* — Eqy (¢ X)? > 0 si la dimensién del espacio

k es suficientemente grande.
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Por 1ltimo en el caso k = 2, en el que todos los conos son circulares, se
hace un desarrollo mas detallado obteniendo que cuando 6 = 0 no siempre la
direccién central del cono es la direccién de estimacion mas desfavorable sino
que existen angulos para los que esa direccion es la ortogonal a la central y
que existe un dngulo para el que Ey (d'X *)2 es constante cuando d es un vector
unitario cualquiera de %2 .

En la seccién cuarta de este capitulo tratamos el caso de los conos de
orden bajo normalidad que es uno de los mas frecuentes en la literatura. Lla-
mamos conos de orden a aquellos que vienen definidos por relaciones de orden
entre los pardmetros. Dentro de los conos de orden los mas estudiados por
sus aplicaciones son el orden total Cor = {0; < 0y < ... <0} vy el tree order
CST:{QOSQi Conizl,...,k—l}.

Probamos primeramente algunas propiedades relativas a conos convexos
y cerrados cualesquiera que vamos a utilizar después para los conos de orden.
Cuestiones relativas a estos conos mas generales y que nos seran de utilidad en
esta seccién pueden encontrarse en referencias como Raubertas, Lee y Nord-
heim (86) y Menéndez, Rueda y Salvador (92).

Demostramos que los estimadores correspondientes a dos funciones lin-
eales son independientes si las direcciones de estimacién pertenecen una a la
linealidad del cono Lg (C') y otra al ortogonal a dicha linealidad. Como con-
secuencia probamos también que la ganancia o pérdida cuadratica de X* con
respecto a X cuando estimamos una funcién lineal determinada por una di-

reccion d es la misma que cuando la funcién a estimar viene determinada por
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la direcciéon P (d /LS (C’)L).

Para el caso del tree order la direccion central resulta ser la proyeccion del
vector que determina la primera coordenada (1,0, ...,0) sobre el ortogonal de
la linealidad del cono y obtenemos que se tiene pérdida en el error cuadratico
medio para las mismas situaciones en las que esta pérdida existia para la
primera coordenada.

En el caso del orden total, para ver si efectivamente, el EMV X* es mejor
que X desde el punto de vista de Lehmann y teniendo en cuenta los resulta-
dos obtenidos en las secciones precedentes consideramos la direccion central
de este cono c¢. Demostramos aqui que en el caso del orden total, cuando
se considera esta direccién F (¢ (X* —6))* > E (¢ (X — 6))® para ciertos val-
ores del parametro cuando la dimensién del espacio es suficientemente grande.
Ademas obtenemos mediante simulacion que cuando k = 7 ya se tiene este tipo
de situaciéon. Nos parece importante senalar aqui que este tipo de resultado

no habia sido encontrado hasta ahora en el cono del orden total.

1.1 El octante positivo

Sean X1, ..., X} v.a.i. con momento de orden 2, provenientes de un modelo de
localizacion en el que el parametro es la media de la distribucién y verificando
E(X)=FE((X1,...,X})) =0 € O, donde O representa el octante positivo

de R* que se define de la forma siguiente
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Definicién 1.2 Denominaremos octante positivo de R* al conjunto
Of ={0eR/0:>0 i=1,.  k}
En esta seccion también emplearemos la siguiente notacion

Nota 1.1 Representaremos por

f(x) = F'(2)
X" = Xi Iix<o)

X; = =X Iix,<0)

En este caso el EMV X* proyeccion sobre el octante positivo definido

por

Definicién 1.3
X7 =P(X [Of) =X} = Xi Ix,z0p parai=1,... .k
Probaremos el siguiente resultado:
Teorema 1.1 Si lim, .., 22F (—z) = 0 entonces
E((d(X*=0)*) <E((d(X=0)*) Vee R voecO;

sty solamente si

(1.1)
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Para la demostracién de este teorema necesitaremos un par de lemas que

probamos previamente.

Lema 1.2 Dados cuatro nimeros reales positivos a,b, c,d se verifica que:

S

a+ S a b S a
c+d~ ¢ d " c
Demostraciéon. La demostracién es trivial. [ ]

Sean s (u) = E, (X{)y h(p)=E, <(X1)2> +2uE, (Xf)

Lema 1.3 Supongamos que s (6;) # 0 para algin i. Entonces la funcion

Z L ch(6:)

fe (0) = St 252 (6)

alcanza su minimo dentro del octante positivo en 0 independientemente de c,

es decir que verifica

fr(0) > fr(0) VO € Of
Nota 1.2 FEs conveniente tener en cuenta que

Nota 1.3 En lo sucesivo denotaremos X; por Y cuando sea conveniente para

evitar subindices innecesarios.

Antes de la demostracién presentamos una grafica del tipo de funcién

con el que estamos tratando
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141

121

101

Seccidn tipica de la funcién fy (6). Concretamente esta grafica corresponde a
un modelo normal bidimensional; se representa fs (1,62) cuando ¢; = ¢y =1

Demostracion. Primeramente especificamos més los valores de s (u) y
h ().

s =E,(Y)==/20y fly—np) dy

== (SPuly—m) Fly—p) dy+pl’ fly—p) dy) (1.2)

=%y fy) dy = pF (=p)
mientras que
B (V7)) = St fly—p) dy

=P —w? fly—p) dy+2u o0y fly—p) dy+p® 00 fly—p) dy

= [Ty fy) dy+2u Ly fy) dy+ pPF (—p)
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de donde

Ademaés vamos a necesitar

W () = —2uF (—p) (1.5)

El lema se va demostrar actuando por induccion sobre k. Probamos entonces

el resultado para k = 1 para lo que basta ver que f; (#) = sﬂz’(% es creciente en

6.

11(0) = W (6) 8(913—(9251 (6) s (9)

y de (1.4) y (1.5) tenemos

1 (0) s(0) —2h(0) s (0) = 2F (=0) (h (0) — 05 ()

= 2F (=0) (Ey (Y)?) + 0y (V7))

de donde es inmediato que f; (6) > 0 por ser Y~ una variable positivay 6 € O™.
Ademaés fi (f) > 0 puesto que estamos suponiendo s (#) =0 < F (—60) = 0.

Actuando por induccién suponemos ahora que fi_1 (6) > fr_1 (0) en las condi-
ciones descritas y vamos a probar que f; (6) > fi (0). Supongamos por contra

que existe 0° € OF tal que fi (0°) < fi (0).



Estimacién de Funciones Lineales del Parametro 32

Fijamos ahora las k — 1 primeras variables de la funcién fi (0), 01,...,0k_1
y consideramos g (0x) = fi (61,...,6;). Veamos que esta funcién alcanza su
minimo cuando 6, = 0 cualesquiera que sean 6; € Ot parai=1,...,k — 1.
Excluimos primeramente la situacién s (6;) = -+- = s(0x_1) = 0 puesto que
entonces estariamos de nuevo en el caso k = 1 y habriamos terminado.

En el resto de las situaciones lo que vamos a probar para ver esto es, primer-
amente que ¢’ (0) > 0 con lo que en 0 hay un minimo local, y después que
esa funcién tiene a lo sumo otro extremo en O} que deberfa ser por tanto un
maximo con lo que el inico competidor de 0 como minimo es el limite cuando

0 — oo que veremos que es mayor que ¢ (0).

o9 =B Ead0) 2 (EL @) d00s0)
(k22 (6)

de donde tenemos

2:2F (0) ((Sho) ¢ (6)) + 2 (0)) 5 0)

g (0) = >0
(Shot 252 (60:) + 32 (0))

notar que si F'(0) = 0 el problema que consideramos carece de sentido puesto

que serian variables positivas.

Ademés de (1.6) tenemos ¢’ (f;) = 0 si y solo si

saron o) o ) -

es decir que, o bien

F(—6,) =0
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o bien
629k82 (Hk) + HkA — S (Gk) Czh (Qk) — S (Hk) B = 0
donde A = Y1252 (0;) y B = -} ¢2h (6;). Entonces utilizando (1.2) y (3)
tenemos:
2 O Ok
& / v(@+0) f(2) de)+—% A=B (1.7)
—0o0 S (Qk)

Si ahora llamamos t (6,) al lado izquierdo de la expresién (1.7) y probamos que
la derivada de esa funcién es positiva sera estrictamente creciente y la solucion

de la ecuacién (1.7) serd tunica.

¢ (0) =~ (%o f(2) do) + A0S0

ek—xf x) dx

:c%(f__if—x f(x) dx)+AfW>O
utilizando (1.2) y (1.4). Notar que de nuevo [~% —z f (z) do =0 & F (—0;) =
0.
Entonces hemos probado que o bien existe un punto 6} verificando F (—0}) =
con lo cual F (—0;) = 0 para todo ) > 6} o bien el tnico extremo que puede
haber es un maximo. En cualquiera de los dos casos el tinico competidor de 0
como minimo es limy, .~ g (f%). Pero ahora tenemos:

i 11 ?h< i)
Gllinoog(ek) Zz 1 z ( )

puesto que limg, o h (0;) = limy, .o s (A1) = 0 ya que limy o, 0*F (—0) = 0

por hipotesis. Por otra parte

i 16 h(8;) + cih (0)
Yo st (0) + cs? (0)

9(0) =
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con lo que obtenemos ¢ (0) < limg, o g (fx) sin més que utilizar el lema 1.2 y
la hipotesis de induccion.

Entonces si existe el punto 0 € O} tal que f, (0°) < fi (0) tenemos también
que f (0?, . ,02_1,0) < fx(0) es decir que g (0) < fi (0) pero esto es falso

utilizando de nuevo el lema 1.2 y la hipétesis de induccion. [

Demostracién del Teorema :

Notemos primeramente que si s (f;) = 0 para todos los subindices en-
tonces X* = X y el problema no tiene interés.

Por otra parte tenemos

k
E( (X —0)" =Y 2E(X; -0, (1.8)

i=1

mientras que
k
E( (X" =0)) =Y E(X] - 0" + 2 cic; E (X - 0;) E (X} - 0;)
i=1 1<j

(1.9)

Ahora bien como:

se tiene
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obtenemos
E(X; -0, — E (X! —6,)" = B, (X—)2 +20;Ep, (X~) =h(6;)  (1.11)

Finalmente restando (1.9) de (1.8) y teniendo en cuenta (1.10) y (1.11)
tenemos
E(d (X —0)) - B(¢ (X" =) =Yk, Gh(0:) — 255 cicys (0:) 5 (6))
= b @h(0) - ((d-1)° = (@ d))
= >F Eh(0;) + (d - d) —k(d - d)cos?(d,1)

donde d; = ¢;s (0;). Obtenemos ahora inmediatamente la siguiente desigualdad
E(ld(X—=0)-E(l (X" —0)>0

si solamente si

1 Zk—l 02 ((91)
E< —— [ 1+ =—=—"—— 1.12
S w2 (@d ) < L (1.12)
. 2ne) .,
Ahora bien N fx (0) y el lema 1.3 prueba que esta funcién

alcanza su minimo en 0 independientemente del valor de ¢. Como ademads si
6 =0, cos®(d,1) = cos? (¢, 1) y esta funcién alcanza su méximo, que vale 1,
cuando ¢ = A - (1,...,1), entonces el lado derecho de la desigualdad (1.12)
alcanza su minimo cuando ¢ = \- (1,...,1) y # = 0 y este minimo vale

B
s2(0) (EO (X,—))2

Si ahora nos dedicamos a estimar algunas direcciones particulares obten-

emos los siguientes resultados.
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Corolario 1.4 La direccion mas desfavorable para la estimacion cuando se

comparan X* y X es la diagonal del cono en cualquier caso.

Demostracion. Evidente de la demostracion del teorema. ]

Corolario 1.5 Si intentamos estimar una direccion ¢ tal que cos (c,1) = cte

(es decir independiente de k) entonces existe kg tal que

E ((c' (X" — 9))2> > F ((c' (X — 0))2) para todo k > ky

Demostracién. Evidente de (1.12) eligiendo

Eqy i i
cos? (¢, 1) (Eo (X;D

Corolario 1.6 Para las direcciones ¢ = <O, cee i, e ,0) =e,1=1,...,ky

17

d=e —¢€;parai, j=1,....k, i#j se tiene que

E ((c’ (X* — 9))2) <FE ((c’ (X — «9))2) para todo k > 0

Demostracién. La primera afirmacién es evidente de (1.11) aunque puede

deducirse también de la demostracién del teorema 3.9 de Moors (85). |

Demostracion. En cuanto a la segunda referida a la comparacion de
medias de dos poblaciones basta notar que (1.9) se transforma en
2 2
E ((X; — X7 - (6, 6))) ) = E((X; - 0)°) + E ((X; ) > _
—2E (X} — 0;) E (X} - 6;)

J
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y tener en cuenta las ecuaciones (1.10) y (1.11). |

Nota 1.4 No se puede concluir del teorema que fijado ¢ se alcance en 0 = 0
el minimo de E ((c’ (X* — 9))2> -F ((c’ (X — 9))2> o dicho de otro modo que
en no es cierto que para un ¢ cualquiera
2
1 Eo ((Xi_) )

P =0r) < B =00) b < oty | (o))

en el Ejemplo 1.5 aparece un contraejemplo referido a esta situacion.

Ejemplo 1.1 La condicién limg_., 0*F (—60) = 0 se verifica en particular
cuando P (X < k) = 0 para algin k& € R, como en el caso de las variables

del tipo U (6 — a,0 + a). En esta situacién

0

s(Q)zEg(Y_):—/e_ayz—la dy = (0 —a)

B () - [ -

oo’ 2a 6a
h(0) = Ey ((Y)2) +20E, (Y™) = G —aa)3 ool ;aaf
Por tanto
O = 5= a3

y en éste modelo la estimacion de funciones lineales es mejor con X* mientras

k <3.
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Ejemplo 1.2 En el modelo normal, es decir cuando Y ~» N (6,02) tenemos

que claramente limg_,o, 0*F (—0) = 0 y ademés

2
a(7) = [ e (-

Entonces
B h, (0) B 02/2 B
1 0) =370y = o22m =

con lo que en el modelo normal el EMV, que en este caso es X*, es mejor para
estimar cualquier funcién lineal del pardmetro cuando este estd en O;f cuando
k <1+ 7 es decir cuando k < 5. Por contra si k > 5 entonces existe ¢ € R*

para el que es preferible utilizar X como base de la estimacion en lugar de X*.

Ejemplo 1.3 Si X ~ DFEzp(0,\) también tenemos que X* es el EMV y

ademas

lim 6?F (—0) = hm 0> (/ =\ exp{—A\|z|} dx)

0—o00
1
= hm 92 exp{—AM} = lim ——— =0
0—00 )2 exp{\0}

01 1
5(0):—/7005/\95 exp {\z} dx:ﬁ

01 1
h(0) = /_oo 5)\x2exp {\z} dx = 2
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con lo cual

Por tanto X*es mejor para estimar cualquier funcién lineal del parametro

cuando este estd en O} cuando k < 3.

Ejemplo 1.4 Del lado izquierdo de (1.1) se deduce inmediatamente que para

cualquier modelo de localizacion y £ = 2 es siempre mejor el estimador X™ que
Eo((x7)?
(Bo(x7))
Sean a, b, € tres niimeros reales tales que a,e >0y b < 0yseap € (0,1).

psiy € (a—1/2,a+1/2)

X puesto que 4 > 1. Ademas esa cota se alcanza en este ejemplo.

Definimos Y tal que f (y) = 12;819 siye (b—eb+e) . Tenemos entonces

0 en el resto de los casos

Ey(Y)=ap+b(1—p)

Ey(Y™)=—(1—p)b

E, <(Y)2> _ /bb+e yglz%p dy = (62 +€2) (1-p)

—&

Si queremos que E (Y') = 6 valga 0 debe suceder p = => con lo cual

fo) = hO Eo (V7)) @ +)(-p) <1+€2> a—b

$(0)  (Eo(Y))® 02 (1—p)’ ») a

y eligiendo b y e suficientemente pequenios conseguimos que f; (0) < 2y es-
tamos en la situacion buscada. Es decir que para £ = 3 se pierde en algunas

direcciones si se utiliza el estimador X*.
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Ademas se puede conseguir una distribucién para la que no se pierda

hasta un kg > 2 fijado sin méas que elegir b suficientemente grande en:

g2\ [a—b
-1 142
o= (15 (47)

Ejemplo 1.5 Tomamos ¢; = -+- = ¢4—1 = 1y ¢t = —(k—1) con lo que

cos (¢, 1) = 0. Mientras que si elegimos 0; = --- = 0;_; = 0 pero 0 suficiente-
mente grande tenemos que d; = s(0)si 1 <i<k—1y dg 2% 0 con lo que

utilizando (1.12) tenemos

T — |1t T
)T ()

y este ultimo termino serd menor que k£ simplemente tomando £ > 2 +
EO((X;)2)
(Bo(x7))"

s, b PE B (%))

Ejemplo 1.6 Modelo lineal normal

Consideremos un modelo lineal habitual, esto es tal que ¥ = X3 + ¢
donde ¢ ~» N, (0,02I) con lo cual 3 ~» Ny (6,02 (X’X)_1>, como es bien
sabido, y supongamos que tenemos medios para situar los regresores al nivel
que deseemos con lo que podremos conseguir que X'X =1 .

Es habitual en situaciones de este tipo el que se conozca el caracter de la
relacién que pueda existir entre los regresores y la variable respuesta o dicho de
otro modo el signo de [3; para cada ¢. Entonces haciendo una transformacion
trivial podemos suponer que 3; > 0 parai =1,... k.

En resumen tenemos 3 ~» Ny (3,0%I) y §; > 0 para i = 1,...,k con

lo que utilizando el Ejemplo 1.2 obtenemos que la estimacion del valor de
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la variable respuesta a un nivel cualquiera de las variables regresoras Y; =
B = Y, x;;3j, que es una funcién lineal de los pardmetros, serda mejor
desde el punto de vista del error cuadratico medio si y solamente si el nimero

de regresores es estrictamente menor que 5.

Nota 1.5 Es claro que, si en lugar de suponer las restricciones que hemos
empleado en esta seccion sabemos que 0; > a; parat = 1,...,k donde los a; son
numeros reales conocidos todos los resultados aqui demostrados siguen siendo
ciertos haciendo las traslaciones correspondientes y el cambio de variable Y; =
X, —a; parai=1,... k conlo que E (Y;) > 0.

Con otras palabras, el problema es invariante frente a este tipo de trasla-
ciones.

Ademds en el caso de un modelo de localizacion y escala de pardmetros
0; y o? respectivamente también es claro que el caso en el que los pardmetros
de escala sean conocidos puede reducirse al estudiado en esta seccion sin mds
que considerar el cambio de variable Y; = X;/o; puesto que si se sabia que
E (X;) > 0 también es E(Y;) = E(X;) /o, > 0 parai=1,... k.

Es decir que este problema también es invariante en relacion a estos

cambios de escala.

1.2 Otros conos rectos

Definicién 1.4 Decimos que un cono C' = {x eRt/alx >0,i=1,... ,n} es

recto cuando a;-a; =0 parai # j y1l <i,j <n.
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Para los resultados relativos a conos rectos generales que probaremos nos sera

de utilidad también el concepto de linealidad de un cono.

Definicién 1.5 Dado un cono C = {x eRt/alxr >0,i=1,... ,n} llamamos
linealidad de C y lo denotamos por Lg (C) al subespacio de mayor dimension

contenido en C', es decir
Ls(C) = {x e R /ax =0,i = 1,...,n}

En este caso el modelo a considerar no serd tan general como en la seccién
anterior sino que vamos a suponer que X; ~ N (0;,0%), i = 1,...,k son
variables aleatorias independientes tales que 6 = (0y,...,6;) € C donde
C = {x eRF/alr >0,i=1,... ,n} (k > n) cono recto cualquiera. Probamos
entonces el siguiente resultado

Teorema 1.7
E((d (X" =0)") <E((d(X-0)") VeeR WoeC

st y solamente si
k<4+p (1.13)

donde p =k —n =dim Lg (C).

Veamos primeramente un lema que contiene los célculos necesarios

Lema 1.8 Sean Y; ~ N (u;,0%), i = 1,...,k variables aleatorias independi-

entes tales que p = (1, . .., ug) € C" donde C" = {x eRF/z; > 0,1 = 1,...,n}
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es decir el octante positivo de R" sumergido en R*. En estas condiciones
(0 -w)) (¢ (-n))
—E((SLb (7 -m)) - E((ELbti-m)) 1)
= B (S b (7 = 10)*) = B (S b (¥ = 1))

para cualquier b € R*.

Demostracién. La prueba es directa teniendo en cuenta que Y;* =Y, para
t=n+1,...,ky que por la definicién de las variables Y;* estas siguen siendo

independientes con lo que

B (2t 0 —w))
- B (Y*—w) S B (Y — ) E (¥ — 1)
= B (7 = 00?) + S BB (Y — ) B (¥ — )

ya que E (Y, — ;) =0parai=n+1,..., k. Como adem&s

E ((é b (YV; — M)>2) - ébe ((Yi - Mi)2)

obtenemos inmediatamente (1.14). |
Ahora damos la demostracién del teorema.

Demostracion. Elegimos una base ortonormal B de R* de la siguiente

forma

B = {ﬁ,z’ =1,... ,n} U base ortonormal de Lg (C)
a;

y llamamos M a la matriz que tiene por filas los vectores de la base B. Por

construccién esta matriz verifica que MM’ = M'M = 1.
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Si X ~» Ny (0,02I) donde 6 € C entonces Y = MX ~» Ny (M6,0>MM') con
MQZMGMC:C’:{Mx/xEC}:{xeﬁ?k/xiz(),izl,...,n }

Ademas el estimador maximo verosimil para p sera
Y*=P(Y/MC)=P(MX/MC)=M-P(X/C)=MX"*

por las propiedades de las proyecciones.

Concretando mas

. Y " cuandoi=1,...,n
Y —

(2

Y;cuandoi=n+1,...,k

Ahora

E((¢ (X*=0)*) - E((¢ (X -0))*)

E (((Mc)’ (MX* — M@))Q) —E <((Mc)' (MX — M@))2>
= (0~ )P) B (0~ ))

B (i b (47 = 1)) — B (S b 1))

donde la primera igualdad es cierta porque M’'M = I y la tercera proviene

(1.15)

del lema previo. Si tenemos en cuenta el Ejemplo 1.2 de la seccién anterior

obtenemos inmediatamente (1.13). |

Corolario 1.9 Las direcciones de estimacion mds desfavorables para X* se

pueden escribir ahora como

n /
a.M’((1,...,1,)\n+1,...,)\k>> (1.16)

donde o, \pi1, ..., A\ son numeros reales cualesquiera.
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Demostracién. Evidente teniendo en cuenta (1.15) y aplicando el corolario
1.4 de la seccién anterior. Notar que los vectores escritos en (1.16) son la
transformacién inversa de vectores que pueden escribirse como un elemento de
la diagonal del octante positivo de R sumergido en ¥, (1, ce T, 0,..., 0)/més

uno cualquiera de los vectores de Lg (C") = {x eRF/ry = =, = } ]

Ejemplo 1.7 Cono de los promedios crecientes y cono star-shaped

El cono de los promedios crecientes se define como

<...<

0, +0 0y +...+6
012{91§ 1772 1Tk}

y puede escribirse también como
C={reR/ax>0i=1,. k-1}

eligiendo

a) = (—1,...,&,@,0,...,0) parai=1,... k—1 (1.17)

de donde es obvio que a} - a; = 0sii# j y el cono es recto.
Ademids Lg (C) = {x eRk/ = N(1,..., 1)'} y por tanto p = dim Lg (C4) =
1.

La matriz de transformacion M en este caso vale
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1 1
~ 7 0 0 0
1 1 2
% % ¥ 0 0
S 3 0
M =
-1 —1 —1 —1 k-1
VER=1)  \k(k=1) /k(k—=1) \/k(k-1) k(k—1)
1 _1 _1 _1 _1
\/E \/E \/E \/E e \/E

En este caso como dim Lg (C;) = 1 tenemos que los estimadores basados en
X* tienen menor error cuadratico medio que los basados en X para estimar
cualquier funcién lineal del parametro si y solamente si k£ < 5.

En cuanto a las direcciones mas desfavorables, para generar la diagonal de
C} podemos utilizar un elemento de la diagonal del octante positivo de R"
sumergido en ¥ como se hace en el corolario. Si elegimos por ejemplo b =

(1,...,1,0) obtenemos que M'b = d vale

!/
Y R ST 1 B 1 —(k—1)
( <\/§ Tt k:(k:—l)> V2 (x/é et k(k—l)) Ty k(k—l))
con lo cual esas direcciones serdn: d +A (1,...,1), A € R.

En cuanto al cono star-shaped podemos definirlo como

02={91§01+92<...<u§0}

2 - = k

y reescribirlo como

02:{xeﬂ%k/a;xz(),i:l,...,k}
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donde los k — 1 primeros vectores estan definidos en 1.17 y aj, = — (1,...,1).
Ahora la dimensién de la linealidad de C5 es 0 y la matriz M es la misma
que la de ;. La diagonal de este cono y direcciéon més desfavorable sera la

definida por el vector d definido para el cono anterior.

1.3 Conos circulares

Definicién Se dice que C (w,¢) es un cono circular de * con eje ¢ y dngulo

wdondece Ry 0 <w < 7/25si C(w,c) = {56 RE ¢ > ||§||cos(w)}

En esta seccién supondremos que X ~ Ny (0,0%I) donde 6§ € C. Ademds
supondremos, sin perdida de generalidad, que 02 = 1y ||c|| = 1 donde || || es
la norma euclidea habitual en ®*. E1 EMV sin restricciones es por tanto X y
sea como hasta ahora X* el EMV con restricciones en esta situacién.

Para determinar Ey (¢ X*)” se va a utilizar la distribucién del estadistico || X*||”
cuando 6 = 0. Esta distribucién, como es habitual, es una distribucién Chi-
BarSquared pero esto no puede determinarse como en otras ocasiones haciendo
uso de la independencia entre la norma de la proyeccién y la region sobre la que
se proyecta y agrupando después los sumandos segiin la dimension de dicha
region, puesto que los conos que tratamos son circulares y no cabe hablar de
dimension de caras del cono, ni siquiera de caras de dicho cono. Este argumento
estd implicito en los desarrollos de Akkerboom (90) parte de los cuales vamos
a utilizar en la demostracion del lema anterior y que se agrupan en los dos

siguientes lemas.
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1/2

Lema 1.10 (Akkerboom (90)) Sean U = X y V = (HXH2 — (C,X)Q)
entonces

u? +v? siou> (u2+02)"* cosw

-(u? + ’U2)1/2 senw < u

| X*||> ={ (ucosw+vsenw)® si
u < (u?+ v2)1/2 cosw

0 siu< (u2+v2)1/2cosw
Lema 1.11 (Akkerboom (90)) La distribucion conjunta de U y V' cuando
0 =0, 02 =1 viene dada por

1
q(u,v):C’k-eXp{—E (u2+v2>}-vk_2 parau € R y0<ov < oo

donde la constante de normalizacion Cy, estd definida en (1.20).
Ademds si denotamos por V¢ la funcion de distribucion de una Xfc, Vo = 1[0,00)
B, , la funcion de distribucion de una Beta con pardmetrosp y q y B (p,q) =

I'(p)T'(q) /T (p+q). Entonces:

Pro (| X°|° <t) = Zoajxpj (t) (1.18)

donde los d; estdn dados por

1
0o = 5 B1y2(6-1),1/2 (COSQ w) = Pro (X < CP)
1 2
o = EBl/g(kfl)’l/g (Sen w) = Pry (X S C)
1(k—2\B(35350k—1J . .
(Sj _ _( ‘ ) (2.7 2 ( j)) . senjflw . COSki]il(JJ (119)
2\ -1 B(33(k-1)

para 1 < j <k—1.
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Enunciamos ahora el lema que necesitaremos para los desarrollos posteriores.

Lema 1.12 Si 0 = 0 entonces

k-1 oo rutanw 1
E(¢X*)? = cos?w (Z J; -j) +C’k/ / u? exp{—§ (u2 +02>}vk_2du dv
= o Jo

donde los ¢; estdan definidos en (1.19) para1 < j<k—1y

Cp = {2’°—22r (%) r (%) }1 (1.20)

Demostracion. Teniendo en cuenta la particién de R en C, Cf y

éRk—(CuOP) =Ry

E(X*)? = /C (X f (@) dot [ (X f (@) drt /c (EX) f(2) du

utilizando las propiedades de la proyeccion y que C' es un cono circular de

angulo w se obtiene
:/ (¢ X)? f (2) da:+/ costw - ||X*|° f(z) de=11+12  (1.21)
C Ro

Ahora bien de (1.18), tenemos que

Pr([|X** >ty X € Ry)
=Pr(|X*P>¢) = Pr(|X** >ty X e CUCT)
=Pr (| X*|*> ) = Pr(|X*|* >ty X € C)

(1.22)
=1-3 50 (1) — (Pr(X e C) = Pr(|X*|* <ty X €C))

= 1= 30 0 (1) = (0 — 00 (1)
k-1

= 1= (0480 = Y 55 () =306 (10, (1))
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Con (1.22) podemos calcular 12:

12 =cos’w-

/
—_
2y
o
—~

B (1g, (X) | X°P)
= cos®w / Pr (X € Ryy || X** > t) dt
0
> k—1
= cos®w - / <Zj_1 6 (11—, (t))> dt
k—1
= cos?w - <Zj_1 o;- E (ij))
e (T

Ahora para I1 de los lemas 1.10 y 1.11 tenemos:

= /C <Q/X>2 f (x) dv = //u>(u2+v2)1/2 cos w U2 4 (U7U) du dv

oo rutanw (123)
= / / Cy, u? exp{—% (u® + v2)} <2 du dv
0oJo

Ademas se puede calcular completamente el valor de la integral I1. La ex-
presion final que aparece en el siguiente lema se obtiene en el apéndice a esta

seccion.

Lema 1.13 Cuando k es impar

1 i 2(r—p)—1)!

Il == —cos®w -sen?(r P (1.24)
2 R T (r—p- 1)

donder =(k—1)/2 .

Cuando k es par y mayor que 2

1 1 —
== (w + sen w cosw) —cos® w:)z—:l (T_p)!&(zz;f;)lzli?i; D senXr Py (1.95)

donde r = k/2.
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Si k = 2 obtenemos simplemente

1
Il = — (w+senwcosw) (1.26)
T

Los lemas anteriores son necesarios para la obtencion de los siguientes resul-

tados relativos a X y X*.

Teorema 1.14 Sea C (w) un cono circular de dngulo w en R*.
Si k < 4 entonces E (¢ X*)* < E(¢X)?

Si k =4 existe w € (0,7/2) tal que E (¢ X*)? > E (¢ X)*.

Demostracion. Hay que notar que E (¢ X )2 = 1 independientemente de
la direccién ¢ y de la dimensién del espacio con el que se trata, puesto que en
esa situacion el problema es invariante.

Para k = 2 de los lemas 1.12 y 1.13 se obtiene:

1 1
E(dX*)? == (w+senwcosw) + §COS2(,U (1.27)
T
y derivando con respecto a w
0 2
——E (¢ X*)* = cosw <— cosw — senw)
Ow T

cuyo unico cero en el intervalo (0,7/2) es el punto

2
wy = arctan (—)
T

utilizando aqui y en el resto de la seccién la determinaciéon (—m/2,7/2) del

arco tangente. Por otra parte mediante la derivada segunda comprobamos la
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condicion de méximo de ws

52
@E(C/X*)Q =~ COSWSenw — cos 2w < 0
y abora B (¢X*)?|  =0.6804 < 1.
w=wo

1
Si k = 3 entonces de los lemas 1.12 y 1.13 E (¢ X*)? = 5t cos® wsen w

y utilizando los mismos argumentos

iE (¢ X*)* = cosw (0082 w — 2sen? w)

Oow

la raiz de esta ecuacion en el intervalo considerado es ahora

1
w3 = arctan | —
v =artan (75

y como antes

52
WE (¢ X*)? = senw (—5 cos® w — 2cos 2w) <0
w

mientras que E (C/X*)2‘ =0.8849 < 1.
w=w3

En cambio cuando k = 4

1 2 1
E(dX*)* = = (w+senwcosw) + = cos® wsen w + cos® w (5 +sen2w)
m ™

En estas circunstancias la ecuacion %E (¢X*)> = 0 no tiene una solucién
explicita sencilla pero utilizando métodos numéricos obtenemos que cuando
w = 0.413701 y w = 0.889535 se tiene E (¢X*)* = 1 y el méximo de esta
funcién se alcanza en w = 0.647884 y es E (¢ X*)® = 1.10363. La grafica de

esta funcién puede observarse en la siguiente figura. [
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Error Cuadratico Medio en dimensién 4 bajo # = 0 para conos circulares de
angulo 0 < w < 7/2

Cabe preguntarse ahora si esta situaciéon depende solamente de la dimensién
o también del angulo del cono que se considera. A ello responde el siguiente

teorema

Teorema 1.15 Para cualquier dngulo w € (0,7/2), existe k € N tal que

E(¢X*)? > E(¢X).
Demostracién. De (1.21) tenemos que

k=1
E(¢X*)? > cos?w - (Z J; -j)
j=1

Si consideramos k = 2r es decir una dimension par y nos quedamos solamente
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con los sumandos j = 2p + 1 impares tenemos, puesto que d; > 0

k—1

E(@X*)? >cos?w- | S 6 (1.28)
j=1
J impar

Ahora de (1.19)

26] — (k_2)(7(1k)'_3_1) . (]é%;l)g . senjfl w Coskfjfl w
] ! (T) >
N o 2p-1 2p-3 1 o
2 2 2
- =1 '|' r=») -sen? w - cog2(rP—1
p!
_1 S
= (T ) - (sen?w)? - (cos?w) P
p

Y entonces el lado derecho de (1.28) es

cos? w (TZ (p 4+ %) (T;l) (sen2w)? - (cos? w)r—p—l)

p=0

(1.29)
= cos®w ((r —1)sen®w + %)

puesto que el sumatorio no es mas que F (Z + %)donde Z es una variable

aleatoria binomial de pardmetros r — 1 y sen®w.

El resultado se obtiene puesto que la expresion (1.29) tiende a oo cuando

r — oo para cualquier w € (0,7/2) . u

Hasta ahora hemos centrado nuestra atencion en la direccién central del cono
circular por dos razones esenciales, la primera porque es mas manejable y la
segunda por la supuesta condicién de direccion mas desfavorable que encon-
tramos en el cono recto. Para evaluar esta conjetura hemos estudiado el cono
circular en % y hemos determinado cual es en este caso bajo # = 0 la direccién

més desfavorable.
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Lema 1.16 Sea d € 2% unitario. Si w; representa el dngulo que forman c y

d:

1
E (d’X*)2 = — (w + coswsenw cos 2wy ) + 3 (C082 wy cos® w + sen? w sen? wl)

7r
(1.50)

para 0 <w <7/2 y 0 <w; <7/2.

Demostracién. Si en (1.27) denotamos g(w) = X (w+senwcosw) y

ademés llamamos h (w1, w) = E (d'X*)? entonces F (¢ X*)* = h(0,w). Ten-

emos entonces que si d es una direccién interior a C' podemos escribir:

h(wi,w) == (h(0,w+w)+h(0,w—w)) (1.31)

N | —

Y cuando la direccién que se considera d es exterior al cono:

1 1
h(wy,w) = 3 (g (w+wr) —g(w —w))+ 1 (0052 (w1 + w) + cos® (wy — w))
y como ¢ (—w) = —¢g (w) esta ultima expresién queda:

(h(0,w+w1) +h(0,w—w))

N | —

es decir que obtenemos de nuevo (1.31).
Hay que notar aqui que a pesar de que 0 < w+w; < 7 la expresion que define
g (w) sigue siendo valida en esta situacion.

Tenemos por tanto tras algunos calculos

1 1
h(wy,w) = Py (w + sen w cos w cos 2wy ) + 1 (cos2 (w+ wy) + cos® (w — wl))

de donde se obtiene (1.30). |
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Teorema 1.17 Sea C (c,w) un cono circular en R* de dngulo w y direccidn

central c. Entonces
Eo (¢ X*)? > Ey (d'X*)?, Vd € R?
sty solamente si

1
w<wy= 5 (7T + arctan (—g)) = 1.0688

Demostracién.  Es suficiente derivar (1.30) respecto w; con lo que obten-

emos tras algunos calculos:

0
—h (w1,w) = sen 2w, (—— sen 2w — 5 cos 2w)
s

8&)1

de donde se obtiene inmediatamente el enunciado del teorema puesto que el
tnico 0 de —% sen 2w — %COS 2w para 0 < w < 7/2 es claramente wy y esa

funcion es positiva para w > wy y negativa para w < wy. [ |

Nota 1.6 Los conos descritos por el teorema anterior incluyen todos los conos

agudos de R2.

Nota 1.7 Cuando w > wy = % (7T + arctan (—%)) la direccion mds desfavor-

able para la estimacion es la ortogonal al eje, o sea arg maxy F (d’X*)2 =ct.

Cuando w = wy entonces E (d'X*)* es constante como funcion de d.
1.3.1 Prueba del lema 1.13

Demostracién. De (1.23) tenemos que
IT = [5° [ Oy u? exp {—% (u® + v2)} R 2 du dv

= Cy, [ u? exp {—%ug} ( g pk=2 exp {—%vz} dv) du
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utanw  k—2

y si denotamos f (u,w, k) = [; v exp{ } dv, integrando por partes
tenemos
f(u,w, k) =
_ _Uk—3e—(1/2)v2}“tan“’ e (5 3)y exp{—% }
k—

0
4exp { 11)2} dv

(utanw)k 3 o= (1/2)(utanw)? e (p—3)y s

e iterando el proceso se obtiene que cuando k es impar y r = (k—1) /2 la

integral f (u,w, k) es igual a

r—1
_ 1 -1
—];)2” (utan w)?" =P exp {—5 (u tanw)z} m +2 1 (r — 1)

y cuando k es par, r =k/2y k > 2

=l k—1-2 2 r—p—1!
—p;o (utanw) pexp{—% (utanw) } i 2?;,27%;?—11),—1—
+% (<I> (utanw) — %)

Si k = 2 obtenemos simplemente f (u,w,2) = /27 (CID (utanw) — %)

Ahora para finalizar los calculos vamos a necesitar las integrales:

y
o0 1
/ exp {—5752} 2l dt =27 (1.33)
0

Entonces en el caso impar 11 = Cj, [5° u? exp {—%uZ} f (u,w, k) du queda

r—1
Ch [— p;o 2 (tan w)* ) r_r(;i)! ( oo u2r=p) exp{——u (1 + tan? )} du)] +

+C2 7 (r =D)L /5
donde r = (k —1) /2.
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Haciendo ahora un cambio de variable tenemos que

00 1 00 1
/ w?"P) exp {——u2 (1 + tan? w)} du = / t2=P) exp {——tQ} cos?" P dt
0 2 0 2

y utilizando (1.20) y (1.32) obtenemos (1.24).
En el caso par para obtener I1 = C}, [7° u? exp {—%u2} f (u,w, k) du es nece-

sario calcular

r—1
Ck [— S (tanw)* 1k 23];,27;5’—11 (fo exp{— (1 4+ tan? w)} u?r—p)+1 du)] +

p=0
+Cy ﬁfﬁ 31’), (fo ( (utanw)—%)u exp{ su } du)

donde r = k/2.

Basta ahora hacer el mismo cambio de variable que en el caso impar y utilizar
esta vez (1.33). Finalmente

o0 1 1
/0 ® (utanw) u2exp{—§u2} du:\/—Q_ﬂ (g—l—w—l—coswsenw)

y (1.20) de nuevo nos ayuda a conseguir (1.25).

Para el caso &k = 2 tenemos

I1 :02/:\/%(@) (utanw) —%) u2exp{—%u2} du

(%—l—w—kcoswsenw—@ . u2exp{—%u2} du)

Sy

Sy

(w+ coswsenw)

con lo que obtenemos (1.26). |

1.4 Conos de orden

Veamos primero algunas propiedades de los estimadores cuando las restric-

ciones estan definidas por un cono convexo y cerrado general. Sean por tanto
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X; ~» N (0;,0?) independientes verificando 6 = (6y,...,0;) € C cono convexo
y cerrado. Denotamos como hasta ahora por X* = P (X /C') es el EMV bajo
las restricciones impuestas. Enumeramos ahora una serie de lemas de interés
que nos van a ser de utilidad. Sus demostraciones pueden encontrarse en las

referencias originales correspondientes.

Lema 1.18 (Raubertas, Lee y Nordheim (86)) Sean Cy y Cy conos con-
vezos y cerrados en RN* con Cy C Cy. Entonces si C o Cy es un subespacio

lineal
P(P(x/Ch)[Cs) = P(x/Cs)

para todo x € R*.

Lema 1.19 (Menéndez, Rueda y Salvador (92) Sean C y L un cono con-
vezo y cerrado y un subespacio lineal respectivamente. Para cada © € R*, la
relacion

P(P(z/C)/L)=P(P(x/L)/C) (1.54)

se verifica si y solamente si x satisface las tres condiciones siguientes

P(P(x/L)/C) €L (1.35)
P(P(x/C)/L)€C (1.36)
P(P(z/C)/CNL)=P(x/CNL) (1.37)

Lema 1.20 (Menéndez, Rueda y Salvador (92) Sean C' y L verificando

(1.84). Entonces:

P(P(z/C)/t*)=P(P(z /L") /C) =P (z /L' NC), vz e R
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Hay que notar que el lema 1.18 en su enunciado original solo se refiere a conos
poliédricos pero como ya se anuncia en Menéndez, Rueda y Salvador (92)
el resultado es valido también para conos convexos y cerrados. Estos lemas

previos vamos a utilizarlos para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.21 1) Vd € Lg (C) se tiene que d'X =d 'X*.

2) Side Lg(C) yee Ls(C)" entonces d'X* y ¢! X* son independientes.

Demostraciéon. Para la primera parte tenemos
X =P(X/Ls(C))+ P (X /Ls (C)")
y del primeros de los lemas anteriores
X" =P(X/C)=P(X/Ls(C))+ P(P(x/C) /Ls (C)") (1.38)
con lo cual como d € Lg (C)
dX =dP(X/Ls(C))=dX"

Para probar la segunda parte construimos una base ortogonal de R* de tal

forma que los primeros elementos de dicha base sean a su vez una base de

Lg(C) y el resto lo sean de Lg (C)". Sea B = {ci,..., ¢} dicha base de tal

modo que si la dimensién de Lg (C) es p, {c1,...,¢,} es una base de Lg (C)
¥ {Cp41,-..,cx} es base ortogonal de Lg (C)". Entonces si el punto z tiene
coordenadas (x1,...,x)) en esta base tenemos del apartado anterior que d’' X*

solo depende de (z1, ..., ;).
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Por otra parte del lema 1.18 obtenemos que en estas circunstancias se verifica
(1.35) y (1.36) y (1.37) son obvios puesto que Lg (C') C C. Entonces de los

lemas 1.19 y 1.20 obtenemos
P(P(x/C)/Ls(C)y") =P (P(z/Ls(C)")/C) =P (x/CNLs (C)")
y por tanto considerando (1.38)
¢z*=¢'P(P(z/Ls(C)")/C)

donde P (P (x / Lg (C’)L> /C ) es un vector cuyas componentes no nulas de-
penden solamente de zp41,...,2; puesto que claramente P (:13 / Lg (C)L) =
0,...,0,Zps1s- -, Tk).

Por tanto ¢/ X* depende solamente de X),.1, ..., X}, y es independiente de d'X*.

Podemos ahora utilizar esta proposicion para probar el siguiente
Teorema 1.22 Sea d € R* y sea e = P (d /LS (C)L) entonces
E(dX —d0°—EdX* —d0)’=E (X —¢0)° —E(X*—¢0)’
Demostracién.  Si denotamos por f = P(d/Ls(C)) entonces d=e+ fy
E(dX —d0’=E(X -0+ E(f'X — f'0)°
mientras que

E(dX* —d60)° =E(€X* —0)’+E (f'X* — f'0°+E (¢ X* — ¢'0) (f'X* — ')
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entonces utilizando la proposicién 1.21 tenemos
E(X*=0)(f'X*—f0)=FE(X*"—0)E(f/X — f'0)=0

E(f'X* = [0 =E(f'X - [0)
y obtenemos el resultado. [

Tratamos ahora mas especificamente el caso de los conos de orden, es decir que
0 pertenece a un cono de orden. Sea ¢ € Lg (C)", ||| = 1 la direccién central
del cono de orden. Esta direccion tiene la propiedad de que el maximo angulo
entre ¢ y las direcciones generadoras del cono es minimo. Abelson y Tukey
(63) determinaron la existencia y unicidad de esta direccién para situaciones

como las aqui tratadas.

1.4.1 Tree Order

Veamos ahora que sucede en el caso del tree order, es decir que suponemos
que el vector de medias verifica § € C' = {6y <0, parai=1,...,k—1}.
La direcciéon central del tree order ha sido calculada por Robertson et al.
(88) y resulta ser ¢ = A (k—1,—1,...,—1) con A = ||(k —1,—1,...,—=1)| "
Tenemos entonces:

Teorema 1.23
E(d(X*—0))?>E((X-0))

st y solamente si

E(X;—6))? > E(Xy—6)? (1.59)
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Demostracion. Es inmediato comprobar que

o =(1,0,...,0)= P(a/Ls (C") + P (a /Ls (C')*")
=—(1...,)+—-(k—1,-1,...,-1) =1 + e

El teorema 1.22 resuelve entonces la cuestion. [}

Nota 1.8 Segin las simulaciones de Lee (88) si los tamarnios muestrales en
cada poblacion son iguales (1.39) ocurre ya cuando k = 9 mientras que si en
la poblacion correspondiente a la raiz del drbol se toma un tamano muestral
ng > 3.5n donde n es el tamano comin a las demds poblaciones (1.39) aparece

cuando k = 6.

1.4.2 Orden Total

Tratamos ahora el caso del orden total es decir que suponemos ahora que el
vector de medias 0 € C' = {0; <0, < ... <6} vy que ademds w; = w; para
cualesquiera 7, j. En esta situacién la direccién central, para la que no existe
una formula cerrada sencilla, fue calculada por Abelson y Tukey (63) quienes

ademas determinaron los valores de

r2. = min {COS2 (c, d)} , para d € {Generadores de CNLg (C’)l} (1.40)

min

para distintos valores de k.

Vamos a probar que si la dimensién del espacio que consideramos k es suficien-
temente grande ¢’ X* tiene mayor error cuadratico medio que ¢ X para estimar
0 cuando § = 0 € C. Para ello van a ser necesarios dos lemas que pasamos a

demostrar previamente al resultado anunciado.
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Lema 1.24 Si representamos por X representa la proyeccion de X sobre el

cono A.

k
E (HXst)LmoHi) = Z%

2
X7 — X&| (lemas previos) es el

2
e 2 * o
Demostracion. HXLs(C)LﬂCHk = H

estadistico Razén de Verosimilitudes para contrastar la linealidad contra el
cono del orden total y tiene una distribuciéon bajo § = 0 Chi-bar-squared

(Robertson et al. (88)). Es decir que

2 k
E (HXZS(C)LOCHk) - ZPI <l7 k) E (X1271) (1.41)
=1
donde
1 1
Pr(lvk):E Pf(k,k):g vy

1 -1
Pr(l,k):EPr(l—l,k—l)—i-kTPr(l,k—l) paral=2,... k—1

cuando w; = w; que es el caso que estamos considerando (Robertson et al.
(88), Corolario A, pag. 81).

De Robertson et al. (88) pag. 444 es claro que

. 1 1
E (HXLS(O)%OHQ =573

Por otra parte desarrollando la expresién a la derecha de (1.41) se obtiene

E (X ey ecly) = SoPr(ik) (-1
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y utilizando los valores de Pr (I, k)

T

=L EPr( - Lk -1+ 5 Pr (k-1 (- 1)

k—1
=L S Ipr(l-1Lk-1)(-1)+ ¥ B Pr(,k—1)(1—1)
’ =2

k-1, 1 | k-1 . 2
=SSP =L =) (=2 +Pr(—LE—1)| +5LE HXst)meHk_l
1,1 x 2 1 k—1 « 2
“uTk {E (HXLS(CMOH“) + (1 B (k—l)!)} 5k <HXLS<C)%CH“>

2
_ * 1
- HXLs(C)Lﬁo k—1> tTx
con lo que actuando por induccion sobre k resolvemos el problema. ]

Lema 1.25 Para r2;,

definido en (1.40) se tiene que

2 2

Timin > ST mE=D) (1.42)

2 _ 1
min — k 2
Z]’:l dj

Demostracién. De Abelson y Tukey (63) sabemos que r

donde

=

di={G-1D)[1—(G-1)/K]} - {0—-j/k)

es decir d; = z (j — 1) — z (j) donde
2(t) = {t(1—t/k)}? para 0<t<k
Notar ademas que
—djy = dy—jpara j =0,...,k =1y dysg41 = 0 para k impar (1.43)

Como

200 = 1—2t/k ;
2{t(1—t/k)}?
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verifica 2/ (t) > 0 cuando 1 < t < k/2y 2/(t) < 0 cuando k/2 <t < k' y

ademas

—2[2{t(1—t/k)}?] —2(1 - 2t/k) £ (¢)
1{t(1—t/k)}

2 (t) = <0

tenemos que d; = z(j — 1) — 2 (j) < 2/ (j — 1). Teniendo en cuenta (1.43)

ko , [k/2] (1-2(—1)/k)?
;dj <2d1+2;4{t(1—(j—1)//f)}

—1)? [k/2]
<2d2+2M+2/ Mdt
1

(1 _ 1/k, 4{t(1—-t/k)}
(1—2t/k)
<242 + +/ i lt{/k dt
(2 - /f)z

= —+1 In(k—1

2Mk—D+ +2 (k=1)
< 3 +—-In(k—1)

2

de donde se deduce (1.42). |

Teorema 1.26 Para 0 = 0 existe ko tal que para cualquier k > ko se verifica

que E (¢ X*)* > E(dX)°.

Demostracién.  Como ¢ € Lg (C)" (demostracién de la Proposicién 1.21,

pag. 60)
X" =dX; S(O) e (1.44)
Por otro lado de (1.40) tenemos que
Yz e C'NLg(C), <C"“’>> 2 (1.45)

]
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Entonces de (1.44) y (1.45)

E(dX*) = E( /X* 00)2 - (C - LQC) H LﬂCHk

LS(C)me

>l (HX ixorecl) (1.46)

y ahora utilizando los lemas 1.24 y 1.25 en (1.46) y la conocida desigualdad

lnk<2—

ala

tenemos que

Fyr 2 2 1 @L10+3+@: )_4
E(dX¥) >§:ﬂquj(é;5>> 34 (o 1) (1.47)

y (1.47) es mayor que 1 = E (¢ X)*cuando

ko1
E - >4
a=2

a
|
A la vista del teorema 1.22 podemos senalar otras direcciones d en las que el

error cuadratico medio utilizando d’ X* como estimador de d'# va a ser superior

para k suficientemente grande y 6 = 0 que si se utiliza d'X.

Corolario 1.27 Para § = 0 y k > ko, E(d'X*)* > E(d'X)® sid = ¢+
AL, 1), Ae R

Demostracién. Evidente de los Teoremas 1.22 y 1.26 puesto que Lg (C) =

(1, 1), n
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Nota 1.9 Utilizando los valores exactos para v2,. que aparecen en Abelson y

Tukey pdg. 1358 tenemos que cuando

k=15, r2, = 433 y por tanto E (¢ X*)* > 12 - (H H ) = 1.00379
mientras que si

k=14, 72 — 439 y por tanto E (¢ X*)? > 12, . (H o ) _ 0.988436

Por otra parte para precisar mas la dimensién en la que se produce este efecto
se efectuaron simulaciones en las condiciones que venimos manejando; esto es
en la direccion central y con § = 0. Los resultados obtenidos para el ECM tras
100.000 repeticiones del experimento tomando X; ~» N (0,1) y los valores de
los coeficientes del vector unitario de la direccion central del cono aparecen en
la tabla.

Los resultados indican que ese efecto se produce cuando k£ = 7 pero no son lo

suficientemente claros para k = 6 como para tomar una decisién al respecto.
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Valores de ¢;

J k=4 | k=5 | k=6 | k=7| k=8| k=9 | k=10

1 -.698 | -.690 | -.682 | -.674 | -.668 | -.662 | -.656
2 -.108 | -.155 | -.181 | -.196 | -.206 | -.214 | -.218
3 108 | .000 | -.052 | -.083 | -.103 | -.117 | -.127

4 698 | 155 | .052 | .000 | -.032 | -.053 | -.069

S 690 | 181 .083 | .032| .000| -.022
6 6821 196 | .103 | .053 .022
7 674 | 206 | .117 .069
8 668 | 214 127
9 .662 218
10 .656

ECM | 813 | .921 | .999 | 1.074 | 1.140 | 1.200 | 1.253

Tabla 1: Simulaciéon en la direccién central del orden total para diferentes

dimensiones



Capitulo 2

Estimacion Simultanea de
Coordenadas

Este capitulo esta dedicado a la estimacién simultanea de combinaciones lin-
eales del parametro en un modelo normal restringido.Concretamente utilizamos
el criterio de la probabilidad de cubrimiento, que es mas fuerte que el del error
cuadréatico medio y que ha sido tratado en articulos recientes por Hwang (85),
Kelly (89), en Hwang y Peddada (94) y Rueda y Salvador (95) quienes prueban
que cuando se tiene una unica restriccion la probabilidad de cubrimiento de
los EMV de cada una de las coordenadas es superior a la de los estimadores
estandar.

Primeramente consideramos el caso en el que existe una unica restriccion,
es decir aquel en el que el conjunto de valores posibles del pardmetro es un
semiespacio C' = {9 cRF:ah> O}, y obtenemos un resultado muy general
bajo hipdtesis de normalidad. Concretamente en la secciéon 2.1 probamos que

Para cualquier A C R#* convexo y simétrico con respecto al origen

Pr(X—0ecA) <Pr(X"—0cA)

70
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Desarrollamos en el contexto del modelo lineal aplicaciones a los intervalos de
confianza simultaneos habituales entre los que se incluyen los intervalos del tipo
de Scheffé, Tukey o Bonferroni o incluso los més generales de Bowden (70) y
a cuestiones relacionadas con la admisibilidad de los estimadores obteniendose
que segun el criterio de Hwang (85) X* U-domina a X.

En la seccién segunda tratamos el problema cuando las restricciones son de or-
den. Desafortunadamente en estas condiciones no pueden conseguirse resulta-
dos tan generales como en el caso anterior (obviamente la situacién es bastante
méas complicada ahora). Sin embargo probamos otros resultados parciales que,
a nuestro juicio, son de interés. Primeramente demostramos una propiedad
general que curiosamente no se habia encontrado hasta ahora, probamos que
para cualquier cono de orden y cualquier situacién en la que el algoritmo Min-
imum Lower Sets de célculo del EMV sea aplicable A; C Aj para cualquier

t > 0 donde

Ap = {weRr a0 <t i=1,.. k)

A = {a:e?Rk:|xi—€i]St,izl,...,k}

es decir que los intervalos de confianza de longitud fijada y la misma para todas
las coordenadas tienen mayor probabilidad de cubrimiento si se centran en X*
en lugar de en el EMV no restringido X. Intentamos también la extension
de esta propiedad de contencién a otras situaciones diferentes a los conos de
orden obteniendo otras en R? donde se verifica alguna similar. Seguidamente

notamos que la contencién no se mantiene para los conos de orden si los valores
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de t varian en cada coordenada e intentamos encontrar para que situaciones

puede seguir asegurandose que
Pr(|X;—0;| <t,i=1,....k)<Pr(|X;—0;| <ti,i=1,...,k)

Desarrollamos una técnica que nos permite, en un modelo normal, dar una
respuesta parcial a esta cuestion encontrando determinados tipos de restric-
ciones, que incluyen siempre al orden total, y determinadas configuraciones
de los t; para los que puede demostrarse la desigualdad anterior. En el caso
del orden total el resultado éptimo hubiera sido el probar la desigualdad para
valores cualesquiera de los t;. No hemos podido sin embargo conseguir una
demostracion analitica de este resultado aunque como puede comprobarse en
las simulaciones que ofrecemos como final de este capitulo todo parece indicar

que dicho resultado es efectivamente cierto.

2.1 Caso de un semiespacio

Sea C' = {6’ c Rk a0 > 0}. Suponiendo un modelo normal, vamos a probar
que, bajo este tipo de restriccién, cuando utilizamos como regién de confianza
un conjunto convexo y simétrico con respecto al valor de un cierto estimador
la probabilidad de cubrimiento simultanea de dicho conjunto es mayor cuando
se utiliza como valor central el Estimador Maximo Verosimil en lugar del Es-
timador que no tiene en cuenta la informacién adicional proporcionada por la
restriccion. Para la demostracién necesitaremos un par de lemas. La prueba

del primero de estos lemas puede encontrarse en Tong (90), Teorema 2.4.4
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pag.70.

Lema 2.1 Tong (1990)

Sea X ~ Ni(0,%), ¥ definida positiva. Entonces para cualquier nimero entero
positivo m, conjuntos Ai, ..., A, de R, y nimeros reales an, ..., o, tales que
a;, > 0yY a; =1, tenemos que

Pr (X € Z%’Az) > [ [Pr(X e 4;)]™.
i=1 i=1

Lema 2.2 Supongamos que X ~ Ni(0,%), ¥ definida positiva y conocido y 0
verificando, a'0 > 0 donde a € R*. Entonces para cualquier A C R¥ convexo

y simétrico respecto al origen tenemos que

Demostracién.
Pr(X —6e A/ dX =2z) esno decreciente para z < 0

Sea V la raiz cuadrada positiva y simétrica de X! y sea Z = V (X —6) con

lo que tenemos

Prg(X—0eA/dX=2) = Pry(X—-0eA/d(X—-0)=2z2—d0)

= Pry(Z€EB/VZ=")

Donde B = V A es un conjunto convexo y simétrico, b=V "lay 2’ = 2—a'0 <
0, puesto que z < 0y a’f > 0. Es suficiente entonces demostrar la propiedad
para § =0y ¥ = I. Notar que, en este caso la funcién g (z) que definimos en

(2.1) es simétrica.
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Consideramos entonces la transformaciéon ortogonal dada por la matriz M
tal que, Z = MX ~» Ng(0,1) y ademés Z; = ¢’X, y definimos C' = MA.

Entonces:

g(2)=Pr(Ze€C/Z)=2)=Pr((Zs,...,Zx) € C,) (2.1)

donde C, = {(zg, v 2k) ERFL ) (2,29, 00, 21) € C}
Sea 2’ con z < 2’ < 0. Entonces existe A € (0, 1) tal que 2’ = Az+(1 — ) (—2).
Si consideramos el conjunto B, = AC, 4+ (1 — \) C_,, de la convexidad de C'

podemos deducir inmediatamente que B, C C,,. Por tanto
9(2") =Pr((Zs, ..., Zy) € Co) = Pr((Za, ..., Zk) € B) (2.2)
Ahora del lema 2.1 y la simetria de ¢ (z) tenemos

Pr((Zs, ..., Z5) € By) > [Pr((Zs, ..., 2Z5) € CO [Pr(Zay ..., Z4) € C_)

= Pr((Zs,...Zy) € C,) =g(2) (2.3)

con lo cual el resultado se obtiene de (2.2) y (3). |

Enunciamos ahora el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.3 Supongamos X ~ N,(0,X), a € Rt a0 > 0, y ¥ definida
positiva y conocida. Entonces para cualquier A C R* convexo y simétrico con

respecto al origen tenemos que:

Pr(X—0e€A) <Pr(X*—0cA)
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Demostracién. Si denotamos X* = Py-1 (X / d’xr =0) tenemos que
podemos escribir X* = X%Ijg,<q + Xj42>0). Entonces es suficiente probar

que

Pr(X—0eA, dX<0) <Pr(X*—60eA,dX<0)

Y esto podemos deducirlo de

0

Pr(X—0cA,dadX<0) :/ Pr(X —0cA/adX =2)dFyx()
0

< / Pr(X —60¢€ A /dX =0)dFyx(z)
0

- / Pr(Xe—0¢c A /aX =0)dEyx()

=Pr(X*—0ecA, dX <0)

Donde la desigualdad se obtiene aplicando el lema 2.2 y la dltima igualdad es

consecuencia de la independencia entre Xy a'X. [

Corolario 2.4 Sea R el estimador usual de o y para cadar > 0 sea A (1) un

congunto convexo y simétrico. Entonces

Pr(X —0 € A(R)) <Pr(X*—0c A(R))

Demostracion. El resultado es directo condicionando en r en el teorema

anterior puesto que R es independiente de X y también de X™*. [

Las siguientes aplicaciones ilustran las implicaciones del teorema anterior y
su corolario en cuanto a la superioridad de X* frente a X para estimar 6 o

cualquier funcién lineal suya bajo diferentes criterios de dominacién.
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Aplicacién 2.1 Estimacién de coordenadas
Sea A; ={z; € R:|z;| <t;} cont; >0 para 1l <i < k. Entonces del teorema

tenemos que
Pr(|X;—0;| <t) <Pr(|X/—06; <t;) paral <i<k

Es decir que | X; — 6;] es estocasticamente menor que | X — 6;| para 1 <i < k.
De aqui puede deducirse no solo que el error cuadratico medio del estimador X/
es menor que el de X; sino que ademas para cualquier funcion de pérdida de la
forma ¢ (0;60) = p (|0 — 6|) con p (t) no constante y no decreciente en t > 0 ten-
emos que ¢ (X;;0;) es estocdsticamente menor que ¢ (X;;6;). Con argumentos
similares obtenemos que para cualquier ¢ € R*, |/ X — /0| es estocasticamente
menor que | X* — 0] y por tanto que X* estd mds concentrado alrededor de
0 que X, utilizando el criterio de Lehmann (83) pagina 291.

Este resultado ya aparece en Rueda y Salvador (95).

Aplicacion 2.2 Intervalos de confianza simultaneos de longitud constante
Para cada ¢ € ¥ sea t, > 0y sea A = {x e Rk |dz| < tc}. Entonces

ceRk
segun el teorema tenemos que

Pr (|C'X —dO| <t.,Vee 3?’“) < Pr (|C'X* —dO] <t.,Vce %k)

con lo cual los intervalos de confianza simultaneos para todas las funciones lin-
eales del parametro y de longitud constante centrados en el estimador maximo
verosimil tienen mayor probabilidad de cubrimiento que los centrados en el

estimador estandar. Obviamente este mismo tipo de argumentacion puede
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utilizarse para obtener un intervalo simultaneo para un subconjunto de direc-

ciones de interés.

Aplicacion 2.3 Intervalos de confianza simultaneos del tipo de Scheffé, de
Tukey o Bonferroni

Sean R el estimador estandar de o2 y para cada r > 0

Alr)= (N {x e RF | dz| < rtc}

ceERk

donde t. > 0, Ve € #*. Entonces del corolario deducimos
Pr (|c’X — 0| < Rt.,Vc € 3?]“) <Pr (|C’X* — 0| < Rt.,Vc € 3‘%’“)

Por tanto los intervalos de confianza simultaneos habituales también tienen una
probabilidad de cubrimiento superior cuando estan centrados en el estimador
maximo verosimil en lugar de utilizarse el estandar. Como en la aplicacién an-
terior podemos mejorar también los intervalos obtenidos para un subconjunto
de direcciones de particular interés como por ejemplo las del tipo ¢; = ¢; — ¢;
para 1l <i,j <k con i # j.

Se puede comprobar inmediatamente que este resultado también es valido para
el procedimiento general de Bowden (70) cuyo caso particular més interesante y

en ciertos sentidos 6ptimo, como prob6 Bohrer (73), es el S-método de Scheffé.

Aplicacion 2.4 Dominacién universal
Sea B una matriz simétrica definida positiva y para cada r > 0, ¢ > 0 sea

A(r)= {ac e Rt 2'Bx < tr}. De nuevo del corolario deducimos

Pr((X —0) B(X —0) < Rt) <Pr((X*—0)B(X"—0) < Rt)
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Utilizando la terminologia introducida por Hwang (85) sobre la dominacién
estocdstica bajo el error euclideo generalizado y la dominacién universal con-

cluimos que X* domina universalmente a X y por tanto que X es U-inadmisible.

Ejemplo 2.5 Modelo Lineal Normal

Tanto el teorema 2.3 como el corolario 2.4 tienen un interés claro en el caso de la
estimacién en un modelo lineal Y = X 5+¢. Bajo las hipétesis del modelo lineal
normal de regresion es bien sabido que B ~> N (/3 Lol (X'X )71) donde o2 es la
varianza comun y desconocida de los errores ¢;. En esta situacion si ademas se
dispone de la informacién adicional de que a/3 > 0, se puede concluir que una
estimacion simultanea de los parametros  del modelo tendra una probabilidad
de cubrimiento superior si se emplea el EMV 3* = Py (B Ja' X > O) en lugar
del estimador habitual 5 = (X'X)™' X'Y.

Si utilizamos el S-método de Scheffé para obtener una banda de confianza para
el hiperplano de regresién de la aplicacion tercera obtenemos que dicha banda
de confianza tiene mayor probabilidad de cubrimiento si la calculamos a partir

del EMV en lugar de utilizar el estimador estandar.

2.2 Estimacion simultanea en conos de orden

En esta seccién se van a demostrar resultados acerca de la probabilidad de
cubrimiento simultdnea para conos de orden. Mientras no se advierta lo con-
trario, en esta seccién tendremos que

X es un vector aleatorio normal k dimensional de media 6 perteneciente al
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cono de orden C'y de matriz de covarianzas diagonal D = diag (7y, ..., 7x).
C denotara un cono definido por la relacion de orden < sobre el conjunto de

subindices {1,...,k}. Es decir que
C = {9 € R 0; < 0, para cualesquiera i,j € {1,... k} tales que i < j}

En la demostracion de los resultados de esta seccién se hard uso del algoritmo
Minimum Lower Sets que esta descrito en Robertson et al. (88) paginas 24-
25. Este algoritmo esta disenado para calcular z* = Py (x /C'). Notar que
Py (z /C') coincide con la “regresién isoténica” de x con pesos w; que para el
caso normal son w; = 1/7;. Ademds Robertson et al., paginas 30-39, desar-
rolla la “regresion isotonica generalizada” que nos permite que algunos de los
resultados que aqui probamos tengan validez para distribuciones diferentes de
la normal. Para la aplicacion del algoritmo es necesario introducir el concepto

de conjunto inferior:
L C{1,2,...,k} esun conjunto inferior si Vi € L,j < ¢ implica j € L

ademds para un conjunto cualquiera de indices B y un punto z € ¥ deno-
taremos el promedio en B con pesos w; por

Av, (B) = 2=ieB i
>ieB Wi
cuando no haya ambigiiedad acerca del punto escribiremos simplemente Av (B).

Es conveniente recordar, puesto que haremos un uso frecuente de ello, que

la funcién promedio que acabamos de definir cumple la Propiedad del Valor
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Medio de Cauchy es decir que
DCByAv(D) < Av(B) = Av(D) < Av(B) < Av (B — D) (2.4)

Como esbozo del funcionamiento del algoritmo podemos decir que consiste en
construir primeramente el conjunto inferior de promedio minimo mas grande
posible y repetir el proceso sobre el conjunto de indices que no han entrado en
los conjuntos inferiores de promedio minimo definidos en los pasos anteriores.
El valor la coordenada i-esima de la regresion isoténica es el del promedio cor-
respondiente al inico conjunto dado por el algoritmo en el que esa coordenada

estd incluida.

Nota 2.1 En este contexto no se pueden obtener teoremas tan generales como
el de la seccion anterior. Es decir que si C' es un cono de orden definido por la
relacion = en general no es cierto que si A es un conjunto convero y simétrico

respecto al origen
Pr(X—-0c€A) <Pr(X*—0¢cA) (2.5)

Esto es obvio de Lee (88) sin mds que considerar un tree order, tomando k

suficientemente grande y
A= {%G%kl|l’0’ Sto}

Tampoco puede obtenerse un teorema de ese tipo para el caso particular de un
orden total puesto que a pesar de que para este cono Kelly (89) probd que para
1<i<k
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en el primer capitulo hemos visto que para k suficientemente grande y d di-

reccion central del cono
E((dX —d0)") > E((dX" - d0)) (2.6)

mientras que si una expresion del tipo (2.5) fuera cierta para este cono uti-
lizando los argumentos empleados para obtener las aplicaciones del capitulo

anterior tendriamos que
Pr(|dX — 6] <t) <Pr(|dX*— 0] <t)
para cualquier ¢ € R y para todo t > 0 entrando en contradiccion con (2.6).

Sin embargo si podemos obtener otro tipo de resultados como los que siguen.

Teorema 2.5 Para cualquiert > 0 se verifica que el conjunto
A={zeR:|n—0]<t i=1,2.. .k

estd contenido en

A*:{xeﬁ%k:|x§‘—6i|§t, i:1,2,...,k}

Demostracion. Elegimos x € A. Podemos obtener x* a través del
algoritmo Minimum Lower Sets. Sea Bj el primer conjunto inferior dado por

el algoritmo y elijamos ¢ € B;. Se considera:

K\ ={reB : i=r}

sup
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de tal forma que By — K, sigue siendo un conjunto inferior contenido en B;.

Entonces por el desarrollo del algoritmo Av (31 - K ) > Av(By) y de (2.4)

sup

tenemos:

Av (B1 ~ K

sup

) > Av(By) = a} > Av(Kl,) > inf (0, —t)=0;—t (27)

sup TeKsup

Definimos ademas:
ie={re By :r =i}
que es también un conjunto inferior contenido en B; y por tanto:

x; = Av (B;) < Av (Ki ) < sup (0, +t)=06;+1 (2.8)

) inf
reKins

Entonces de (2.7) y (2.8) hemos probado que |z} — ;| < t.

Si ahora repetimos este proceso en cada uno de los elementos de este conjunto y
sobre cada uno de los conjuntos que el algoritmo define obtenemos el resultado,
teniendo en cuenta que cada uno de los conjuntos que el algoritmo define
pueden ser considerados como el primer minimum lower set del conjunto de

coordenadas que no han sido tratadas antes. [

Nota 2.2 FEl teorema anterior puede demostrarse con valores de t; diferentes
para coordenadas no relacionadas por el orden establecido por <. Ademds
cuando se estiman simultdneamente coordenadas relacionadas es facil ver que
el unico resultado posible de este tipo se obtiene cuando las precisiones de las
estimaciones son iquales, es decir t; = t para cualquier subindice que se esté

estimando.
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Corolario 2.6

Pr(xE?TEk:|xi—9i|§t, i:1,2,...,k)

SPr(wE@?k:|xf—0i|§t, i:1,2,...7k>

Este corolario es consecuencia inmediata del teorema y es valido no solo en
el caso en el que X; ~ N (0;, ;) independientes sino también en todas las
situaciones que verifican el Teorema 1.5.2 de Robertson et al. (88) pagina 34,

entre las que estan las siguientes:

1. Cuando la distribucién de X; es geométrica, es decir Pr (X; = z) = 6* (1 — 0)
para x = 0,1,2,... y se pretende estimar el parametro 6 del vector X de
componentes X;, puede utilizarse el algoritmo haciendo una serie de trans-
formaciones que se describen en la referencia anterior.

xﬂ'—le—a)/ei

2. SiX;~ v(m,1/6;) es decir con densidad f (x) = —grrgy barar > 0. Si

suponemos que los 7; son conocidos entonces el estimador maximo verosimil
puede calcularse como la regresién isoténica de X;/7; con w; = ;.

3. Para X; ~ N (71;,0;) con 7; conocidos el EMV restringido de las varianzas
es la regresién isoténica de # con pesos w; = 1 donde 6; = (X; — Ti)Q.

4. Cuando la distribucion de X; es de Poisson de parametro \;T; con T; cono-
cidos también puede calcularse el estimador de A = (Aq, ... \x) a través de
la regresién isoténica de z;/T; con pesos w; = T;.

Podemos interpretar este corolario diciendo que bajo restricciones de orden

cualesquiera los intervalos de confianza simultaneos de longitud fijada e igual

para todas las coordenadas tienen mayor probabilidad de cubrimiento si estan

centrados en el EMV X* que si lo estan en el estimador estandar X.
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Podriamos pensar en extender el resultado del teorema 2.5 a restricciones mas
generales que las definidas por conos de orden. Esta situacion se trata en el
apéndice a esta seccion.

A continuacién en el teorema 2.7 y corolarios vamos a demostrar resultados
acerca de la probabilidad de cubrimiento simultanea cuando C' es un cono de
orden que tiene un unico elemento minimal o maximal. Diremos que ¢ es un
elemento minimal del cono de orden definido por la relaciéon < en el conjunto
{1,...,k} si no existe ningtin elemento j # ¢ en ese conjunto tal que j =< i.
La definicién de elemento maximal es andloga, es decir 7 serda maximal si no
existe j #£ i tal que 7 < j.

Como casos particulares importantes de este tipo de conos estan el cono del
orden total u orden simple C' = {9 ERFH, <. < Hk} que tiene como unico
minimal el elemento 1 y como tinico maximal el elemento k, el de la unimodali-
dad C' = {963’1‘,’“:91 <<y > zék} en el que p es el inico maximal o
el tree order C' = {8 ERF 0, <0;parai=1,.... k— 1} donde 0 es el tnico

minimal.

Sea X ~» Nj (0,02D) con D diagonal y conocida y 6 € C cono de orden.
Teorema 2.7 Supongamos que C' tiene un unico minimal que denotamos por
0. Entonces para cualquier tg >t > 0:

Pr (| Xo — 0] <to; |Xi—0; <t,i#0)<

< Pr(|Xg —6o <to; |X;—6;] <t,i#0)
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Demostracion. Primero ordenamos los valores de los parametros de forma
consistente con el orden parcial definido por <, y de tal forma que 6; < 6,4
para ¢ > 0. Denotamos ademas por A y A* los conjuntos cuyas probabilidades

estamos comparando. Es decir:

A = {I‘Z|l’0—90’§to; |IZ—Q$’§t,Z#0}

A = Az |ag — o] < to; |2] — 0| < t,i £0}

Para probar el resultado es suficiente ver que Pr (Aﬂﬁ) < Pr (A* HZ)

puesto que entonces

Pr(A) = Pr(ANA7) + Pr(An A*) < Pr(A"nA) +Pr(A"NA) = Pr(4")
(2.9)

Sean Bi"o, e ,B;’io los conjuntos de nivel asociados con un punto dado 2°,

donde evidentemente 0 € B?". Si p es el elemento mayor de B (considerando

el orden total que hemos definido) tenemos que:

Av (Bfo) = xg* > xg >0, —1t,>0;—1;, parai € Bfo (2.10)

donde t; =t para i > 0.

Elegimos x € A entonces del teorema 2.5 sabemos que
|z} — 6;| <t;, parai =0y parai ¢ B (2.11)
Supongamos que x ¢ A*, entonces de (2.10) y (2.11) deducimos que

di € By — {0} tal que ] = Av (By) >0, +1t
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pero como hemos ordenado los pardmetros, ¢; +t < 0; +t si i € Bf — {0}
y entonces Av(By) > 60, +t. Por otra parte, como z € A sabemos que
x1 < 01 +t, y por tanto de las propiedades del algoritmo MLS y la hipotesis

del inico minimal en el orden obtenemos 1 € BY y
Av, (0,1) > Av(BY) > 0, +t (2.12)
Ahora podemos escribir xg y x1 como:
ro=0y+t+ecyr;=0+t—e;dondec >0y 0<eg <2t (2.13)

Notar que si ¢ < 0 obtendriamos = € A* utilizando el teorema 2.5.

Entonces para cada x € AN A* definimos otro punto y de la siguiente forma:
Yo=T0—C; y1=x1—C; yi=x;811>1

donde

2t si Av, (0,1) — 2y <2t
(= (2.14)
Av, (0,1) — 2y si Av, (0,1) — 2y > 2t

Es facil comprobar que esta transformacion es inyectiva. Probamos ademas

que
— Wi

¢ <2t 422
wp + w1

(2.15)

De (2.12), Av, (0,1) = wofotendy | 4 4 woemwisr > ¢ ¢ y como 6y < 6,

wo+w1 wo+w1

obtenemos wpe — wie; > 0 . Esto prueba (2.15) cuando ¢ = 2t. De otro lado

cuando ¢ = Av, (0,1) — x;:

wOQO + w101 " Wo€ — Wié1
wo + wy wo + wy

C = —(91+t—€1)
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wo Wo
= 0o —01) + e+e
wg—i-wl(O 1) w0+w1( 1)
Wo
< E+e¢
- w0+w1< 1)
W w
= A+ —" (e+e —2)— —1 2t
wo + wy wo + wq
€ — W1€
< gpyp e HIe
W()—I—wl

teniendo en cuenta que como notamos en (2.13), ¢; < 2¢. Utilizando de nuevo
woe — wie1 > 0 probamos finalmente (2.15).

El punto y verifica claramente que y ¢ A a.s. porque y; — ) < —t excepto
en algunas de las ocasiones en las que se verifica que x; = 6; + ¢, conjunto
este que tiene probabilidad 0. Este punto verifica también que y € A*. Para
probar esta afirmaciéon actuamos en cuatro pasos.

Primeramente es claro que 0 € B pero B # {0} porque 3; < yo. Ademads

1 € BY ya que en caso contrario tendriamos que
Av (0) > Av (BY) > Av(B{ —{0}) > inf (y; : j € B{ —{0}) > 6, — ¢

y como y; < 67 —t entonces Av (Bf U{1}) < Av(BYy) llegdndose a con-
tradiccién.
Segundo Aw, (0,1) € [0y — t,6, + t] puesto que:

Cuando ¢ = 2t de (2.12) y (2.14) tenemos:
(91—|—t<A’Ux<Bf) SAUI(O,l) <z +2t <0+ 3t

y cuando ¢ = Av, (0,1) — x; es obvio que Av, (0,1) =z, € [6; —t,01 +1].
Tercero, para i € BY tenemos que yf € [0; —t;,0; + t;], donde t; =t si i > 0,

ya que si Bf = {0, 1} acabamos de probar que Av, (0,1) € [#; —t,0; +t] y en
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otro caso

Av, (BY) = yf <Av, (0,1) <O+t <0;+tsii#0

Avy (BY) = ys <yo <06y +1o

y de (2.10) deducimos que y; > 0; — ¢ para cualquier i € Bf

Finalmente cuando i £BY tenemos que x; = y; y por tanto hemos probado
que y € A*.

Ademas si f es la funcién de densidad de un vector aleatorio de distribucion

Ny (0, D), se tiene que f (y) > f (2):

Inf (2) = In f (y) = 3 (Showi (g — 6)° = Showi (2, — 6,)°)
:%(WO(t+E—C)2+W1<t—€1—C)2— (wo(t+€)2+w1(t—51)2))

= ( ((wo +w1) ¢ =2 ((wo +wi)t + (wog —wier))) <0
(2.16)

donde al desigualdad es consecuencia de (2.15).

Definimos ahora B = {z: Av, (0,1) — 2y < 2t} y las transformaciones g, h :

%k_>3:ek
g(x) =y donde yo =29 —2t, y1 = a1 — 2, Yy = 33514 > 1

h(x) =y donde yy = xo+ax1—Av, (0,1), y1 =221 —Av, (0,1), y; = z; sii > 1

Cada una de estas transformaciones es obviamente continua, con derivadas
parciales continuas e inversible. Es inmediato también comprobar que el de-

terminante jacobiano de cada una de estas transformaciones es 1 y por tanto
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tenemos

Pr (AmEmB = / U ) dx = / g(AerB)f(g‘l () dy
g/ () ) dy=Pr|g(AnA N B)]

ya que de (2.16) f (y) > f (97 (y)) = f (z) cuando y € AN A*N B. Con los

mismos argumentos podemos probar que
Pr(AnA*nB) <Pr|h(ANANB)
Ademas puesto que la transformacion original era inyectiva tenemos que
g(ANANB)Nh(ANANB) =0

Como también hemos demostrado que g (A NA*N B) Uh (A NA*N E) C

A* N A podemos concluir
Pr(AnA¥) <Pr|g(AnA N B)|+Pr|[h (ANA NB)| <Pr (A N4A)
y por tanto hemos probado (2.9). [

Corolario 2.8 Supongamos que C' tiene un unico maximal que denotamos por

k. Entonces para cualquier t;, >t > 0:

Demostracion. Basta considerar el cono —C' en el que el subindice

k es el correspondiente al unico elemento minimal y utilizar el teorema 2.7
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apoyandonos en que segin las formulas min-max de Robertson et al. (88)

Corolario 2.9 Si i es el unico elemento minimal (mazimal) de un cono C,

entonces Yt > 0
Pr(|X; —0;] <t, j#i) <Pr(|X;—0;| <t, j#1i)
sin mas que hacer ty — 00.

Ejemplo 2.6 Supongamos un experimento consistente en k — 1 tratamientos
y un grupo de control. Cada uno de estos grupos viene representado por una
variable aleatoria N (0;,w;) parai =0,...,k—1 donde i = 0 se refiere al grupo
de control. En ciertas aplicaciones (como por ejemplo en Dunnett (55) ) se
sabe que los parametros verifican 0y < 6; sii=1,...,k — 1. Esta ordenacién,
como es bien sabido, se denomina simple tree order, o tree order o arbol simple.
Del corolario anterior podemos deducir que para estimar simultaneamente las
medias de los tratamientos con la misma precision ¢ es preferible utilizar el

EMV que el estimador estandar.

Tratamos ahora sobre posibles extensiones o generalizaciones de este tipo de

resultados.

Nota 2.3 Cuando ty < t no tienen porque verificarse desigualdades como la
anterior puesto que como demostrd Lee (88) se tiene que, bajo las restricciones

correspondientes a un tree order, cuando k es suficientemente grande

PI‘(|X0 — 00| < to) > PI‘(LX'S< — 00| < to)
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Ademds ni siquiera es cierta la desigualdad del teorema para valores de tg
relativamente cercanos al valor de u puesto que utilizando simulacion se ha
comprobado que tomando k = 14 y to = 1, t = 3 se tiene que P (A) = 0.65

mientras que P (A*) ~ 0.46

Nota 2.4 Podria pensarse, una vez visto el teorema 2.7, en intentar uno simi-
lar que involucrara simultaneamente todos los elementos minimales de un cono
de orden, es decir intentar probar que:
Pr(|X;—0;| <t;,jeT; |X;—0;]|<t,i¢T)<
<Pr(|X;—0 <t jeT; |X;—6:]<ti¢T)

donde T es el conjunto de elementos minimales del orden que define el cono.

Sin embargo la conjetura anterior no es cierta como puede comprobarse uti-
lizando de nuevo el contraejemplo de Lee con el orden invertido.

Por otra parte, utilizando este mismo tipo de argumentos, es posible demostrar
resultados parciales para caso de ordenes especificos, en particular los resulta-
dos para el orden total son siempre de maximo interés por ser el cono de orden

de aplicacién mas extendida. En este sentido se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.10 Sea C el cono del orden total en R*. Entonces sii € {1,...,k}

se tiene que cuando 0 <t <t;:

Pr(|X; — 6 <t;; |X;—0;] <t,j #) <Pr(|X;7—6:] <t;

X; =0, <t,j#i)

Demostracion.  Elegimos v € A = {x eERF iz —0;| <t i=1,2,..., k‘}

de tal forma que z ¢ A* donde A* = {:EE?R'“:]%%“—QA <t, i:1,2,...,k}.
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Entonces es claro que no puede verificarse |z; — 6;| < t puesto que ese punto
verificaria las condiciones del teorema 2.5 y por tanto se tendria que x € A*.
Supongamos entonces que, por ejemplo, —t; < z; —6; < —t. La situacion en la
que t < x; —0; < t; es completamente simétrica y se trata de la misma manera.
Consideramos ahora los conjuntos de nivel correspondientes a este punto que
hemos seleccionado. Es claro que los conjuntos de nivel que no contienen al
subindice ¢ no nos dan problemas utilizando de nuevo el teorema 2.5. Queda
entonces por examinar el conjunto de nivel correspondiente a dicho subindice.
Denotemos por B = {i —p,...,i,i+1,...,i+ q} este conjunto de nivel. Es
claro que si p = 0 entonces también ¢ = 0 puesto que en estas condiciones
x; < x;, Vj > iy por tanto en esta situacién el problema esta resuelto (de
hecho = € A*).

Veamos primeramente que Av (B) no se escapa por la derecha de los intervalos.

Esto es claro de:

Av(B) <z p <0, +t<0;+1 sij>i—p

Por tanto si x ¢ A* ese promedio debe escaparse por la izquierda de alguno
de los intervalos. Es claro, por otra parte que no va escapar del intervalo
correspondiente al subindice i (haciendo de nuevo referencia al teorema 2.5,
por ejemplo).Veamos ahora que, en estas condiciones, Av (B) < 6;_1 —t y que
ademas ¢ = 0.

Si ¢ > 0 entonces puesto que Av (B) escapa por la izquierda de algin intervalo

debe escapar, al menos, del ultimo puesto que 6;1, > 0;, para j < i+ g.
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Entonces:
Av (B) < 0ipq —t < Tityq
con lo cual por la propiedad de valor medio de Cauchy:
Av(i—p,...,i+q—1) < Av(B)

lo que es una contradiccion con el algoritmo minimum lower sets. Hemos
probado entonces que B = {i — p,...,i} y que ademés Av (B) < ;1 —t.
Consideramos ahora el cono C' = {f; < ... < 6;} y le aplicamos el esquema del
teorema 2.7 al punto 2¢ = (x1,...,7;) obteniendose un nuevo punto y“ que
verifica y© ¢ A% c. s., y*¢ € Ay fC (yc> > f¢ (:CC)

Si denotamos ahora por y = (y1,..., ¥, Tit1,.-.,T) vVamos a ver que este

punto es suficiente para solucionar el problema puesto que verifica:

1. y ¢ Ac. s. obviamente puesto que y ¢ A c. s..

2. y € A*. Para probar esto supongamos que vamos ejecutando el algoritmo
minimum lower sets sobre este punto. Cuando se llega al subindice ¢ lo
que se tiene de momento es el punto y*¢ que pertenece a A°. Ademas del
teorema 2.7 se tiene que la componente i-esima verifica ;,—t; < y;¢ < 0;+t.
(Notar que 6; > 6;_; y se ha probado que y¢ € AY). Puede suceder
entonces:

y:¢ < 0;,—t con lo cual como Av, (i +1,...,i+ p) > §;,—t para cualquier
p > 0 se tiene que el siguiente conjunto de nivel empieza en i + 1 y por
tanto el teorema 2.5 aplicado al resto de los subindices concluye la
cuestion.

y:¢ — 0;| < t. Entonces, como por el algoritmo MLS se verifica que
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v = (Y5, Y5 i1, - -, Tk) T, y este Ultimo punto estd en A de nuevo
por el teorema 2.5 hemos terminado.

3. f(y) > f(2) porque f (y) = f () = K- (£ (y°) = £ (2)) con K >0.

Se concluye entonces el teorema como el teorema 2.7 puesto no es dificil com-
probar que estas transformaciones conservan las buenas propiedades que tenian

las definidas en ese teorema previo. [

Los resultados anteriores nos llevan a preguntarnos si una propiedad similar
a las anteriores serd valida para un orden total cuando se consideran valores
positivos arbitrarios para los t;. No hemos podido resolver completamente esta
cuestién pero presentamos unos estudios de simulaciéon que parecen indicar
que dicha conjetura puede ser cierta. En estas simulaciones se han utilizado

100.000 observaciones de un vector aleatorio X ~» Ny (6, I).

0=(0,...,0)
to t1 i t3 ty ts te tr ts tg Stand. | Tree | Total
1 25 25 3 3 3.5 35 4 4 4.5 66 60 | .80
45 1 25 25 3 3 35 35 4 4 .66 741 .93
1 25 25 27 27 3 3 3.25 3.25 3.5 .65 59 | .80
35 1 25 25 275 275 3 3 3.25 3.25| .65 74 .92
1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 425 4.5 .67 58 | .80
45 1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 425 | .67 741 .93

.80
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0=1(0,.1,...,.1)
to t1 it t3 ty ts tg tr ts tg Stand. | Tree | Total
1 25 25 3 3 35 35 4 4 4.5 .66 64 | 81
45 1 25 25 3 3 3.5 35 4 4 .66 74 .92
1 25 25 27 275 3 3 3.25 3.25 3.5 .65 63 | .81
35 1 25 25 275 275 3 3 3.25 3.25| .65 74 .92
1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 425 4.5 67 .62 .80
45 1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 4.25 | .67 74 .92
1 25 25 25 25 25 25 25 25 25 .61 60 | .80
0=1(0,.1,.1,.1,.1,.2,.2,.2,.2,.2)
to t1 i t3 ty ts te tr ts tg Stand. | Tree | Total
1 25 25 3 3 35 35 4 4 4.5 .66 66 | .81
45 1 25 25 3 3 35 35 4 4 .66 74 .92
1 25 25 27 27 3 3 3.25 3.25 3.5 .65 .65 .80
35 1 25 25 275 275 3 3 3.25 3.25| .65 74 .92
1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 4.25 4.5 .67 64 | 81
45 1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 4.25 | .67 74 .92
1 25 25 25 25 25 25 25 25 25 .61 .62 .80
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0 = (0,.25,.25,.25,.25,.5,.5,.5,.5,.5)

to t1  ts t3 ty ts tg tr ts tg Stand. | Tree | Total
1 25 25 3 3 35 35 4 4 4.5 .66 72 .82
45 1 25 25 3 3 35 35 4 4 .66 74 | .91
1 25 25 275 27 3 3 3.25 3.25 35 .65 72 82
35 1 25 25 275 275 3 3 3.25 3.25| .65 74 | .91
1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 4.25 4.5 .67 72 .82
45 1 25 275 3 3.25 35 3.7 4 4.25 | .67 74 | .91
1 25 25 25 25 25 25 25 25 25 .61 69 | .81

2.2.1 Extensiones del Teorema 2.5

El teorema 2.5 parece poder extenderse a otros conos que guarden ciertas car-
acteristicas comunes con los conos de orden. En particular, todas las restric-
ciones que definen los conos de orden son contrast, es decir que cualquier cono

de orden puede escribirse como C' = {a: eRtadlx>0i=1,... ,p} donde

Z?Zlazj = Oparai=1,...,pdetal formaque (1,...,1) EL(ai,izl,...,p)L.

En este sentido una posible generalizaciéon natural de dicho teorema seria a
conos del tipo C' = {alx >0,i=1,...,p} C R* donde Zle a;; = 0 para
1=1,...,pyt € L(ai)L con t; > 0. Sin embargo esto no es cierto como

probamos a continuacién.

2

cono definido por una tnica restriccién contrast. Sif = (2,3,3) € C'y elegimos

Ejemplo 2.7 Sea X ~ N3 (0,6%I3) donde § € C = {Q e RN O 102 < 93}
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ty =ty = t3 = 1, es decir t € L (a)" entonces para = = (1,4,2) tenemos que
5 23 7
= P(x/C) = <6’€’§> y mientras que |z; — 6;| = 1 para i = 1,2,3 en

cambio |z} — 6,| = 6> 1.

Aunque la conjetura anterior no sea cierta vamos a ver que el resultado del
teorema 2.3 puede extenderse a conos definidos por una restriccion cualquiera
en N? aunque esa restriccién no sea contrast bajo ciertas condiciones.

Vamos a considerar un vector aleatorio X de dimensién 2 de media 6 €

C = {z € R?/d'z > 0} donde a es un vector de R? y tal que el EMV X* =

S11 S12
Py (X /C) con ¥ = b
S12 S22

Teorema 2.11 Supongamos que s15 < 0. Entonces para cualquiert € L (OL)L

con t1,ty > 0 se tiene:

{l”l’z—91|§tz, z:1,2}C{x|xf—6’l|§tl, 221,2}

Demostraciéon. Suponemos sin perdida de generalidad que a; # 0, i = 1,2
puesto que en otro caso el problema se reduce a dimensién 1 y es trivial.
Como t € L(a)" es claro que a lo sumo uno de los vértices del rectéangulo
R={xeR?/|w; —0;| <t;;i=1,2} estd fuera del cono C la regién definida
por la restriccién. Véase la figura (77) al final de esta demostracion.
Evidentemente si R C C' se tiene la igualdad puesto que en esa region x = z*.
Supongamos sin perdida de generalidad que V, = (0 + 1,0, — t3) es el vértice
que queda fuera de C'. Entonces de a’'Vy < 0 tenemos ay (01 + t1)+az (02 — t2) <

0 < d'0+ (art; — asty) < 0 luego ait; — asty < 0 para valores de tq, o suficien-
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temente grandes. Por tanto debe suceder a; < 0,as > 0 y puede considerarse
adX <0« (—1,a) X < 0. Recordar que estamos suponiendo a; # 0,7 = 1, 2.
Ahora en estas condiciones tenemos que {a'X = 0}N{|X; — 6;| < t;,i =1,2} =
{PiP,} donde Py = (01 + 1,00 — t2) y Py = (01 + 11,02 — £2) con g1 € [~tt],
g9 € [—tg,t3]. El conjunto de los puntos del rectangulo que quedan fuera del

cono puede representarse entonces como:

p={mPi+nP+ 1=y —7)V2/0<y,7 <1} (2.17)

Si 2’ = (x1,x2) € @ entonces su proyeccion sobre el cono segin la métrica
definida por la matriz X7, es decir el valor del EMV con restricciones en ese

punto, es (vease (3.1), pag. 104):

1 (042822 — 04812) T+ 1 (06511 — 042812) )
S ° (2.18)
% (—812 + OfSQQ) T + % (811 — &512) i)

donde 6 = a'Ya = s11 + a?S99 — 200512

Por tanto de (2.17) y (2.18):

vt =5 (a%sy —asi) (71 (O +e1) +72 (01 + 1) + (1 =7 =) (6 + 1)) +
+5 (s — @®s19) (1 (02 — ta) + 72 (B2 — €2) + (1 =71 = 72) (62 — 12))
= % (&2822 — 04812) (Ql + 711+ (1 — ’71) tl)
+5 (asi — a®s13) (2 =ty — 72 (62 — 1))
>

% (Oé S99 — &812) (91 + 61) + (1; (OZSH — 812) (92 — tg) = 61 + &1
(2.19)

puesto que ¢; < t; y como a’P; = 0 tenemos 0; + €1 = a (02 — t2). De (2.19)

deducimos entonces que z} — 01 > g1 > —1;.
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Ahora bien como z verifica a’x < 0, es decir —x1 + axy < 0,tenemos ademéas

que:

)
1

SO e

J

con lo cual 7 — 0; <21 — 0 <t5.
Por tanto |z — 01| < t; ,Vx € p.

Ademads con argumentos similares

. 1 1
Ty = 5 (—s12 + Oz822) T+ 3 (811 — @s12) T2
1 1
> 5 (=812 + aSg9) g + 3 (s11 — as12) T2 = 9

luego x5 — 0y > w9 — Oy > —t5.

Ysizegp:

l‘; = % (—812 + 06822) (91 -+ Y1€1 + (1 — ’)/1) tl)

—i—% (811 - Oé812) (92 - (1 - 72) to — 7252)
<

% (—512 + (1/822) (91 + tl) + % (511 — Oleg) (02 — 62)

Sol

=0y — e

1
2 2
((1/ S99 — 04512) T + = (04511 — 812) i)

2
((1/ S99 — 04512) T + = (511 — 04812) 1 =T

(—812 + 06822) (0 (02 — 62) + % (811 — 04812) (92 — 62)

(2.20)

puesto que a'P, = 0, con lo que 6; + t; = a(fy — ). Entonces de (2.20),

x5 — Oy < —g9 < ty, ya que g9 € [—1a, L.

Tenemos entonces la otra desigualdad y consecuentemente |z — 05| <ty V2 €

.
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(apag)

Figura 1: Esquema grafico de la demostracion

Nota 2.5 Hay que tener en cuenta que el teorema 2.11 que acabamos de probar
es valido también para las situaciones en las que el EMV se calcula como
proyeccion bajo una métrica sobre el cono de restricciones. Concretamente este
resultado es vdlido para distribuciones normales bidimensionales verificando

Cov (X1, Xs) <0 ya que esta condicion es equivalente en este caso a s12 < 0.



Capitulo 3

Estimadores Alternativos

En capitulos anteriores hemos comparado el EMV restringido con el no re-
stringido y hemos obtenido situaciones donde el primero siempre es mejor,
como por ejemplo cuando se cuenta con la informaciéon dada por una tnica
restriccion, y otras en las que eso no ocurre como el octante positivo o al-
gunos conos de orden. Dedicamos este capitulo a comparar el EMV con otros
estimadores alternativos.

En la primera seccién, bajo hipotesis de normalidad, estudiamos hasta que
punto el EMV es el estimador 6ptimo bajo una unica restricciéon comparando
este estimador con otros obtenidos a través de proyecciones no ortogonales
sobre el subespacio definido por la restriccién. Como ya hemos senalado an-
teriormente este procedimiento de proyecciéon no ortogonal es similar al de
cambio de pesos empleado por Lee (88) en la estimacién de coordenadas en el
tree order.

Tenemos entonces que X ~» N (6,3) donde ¥ es una matriz definida positiva,
feC= {x eRFax > 0} con a’¥Xa = 1. Como en capitulos anteriores X™* es

el estimador maximo verosimil. En este caso X* = Pg-1 (X /C'). Denotamos

101
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ademés por W la matriz asociada a una métrica cualquiera y por X"V =
Py (X /C).

En esta primera seccién probamos primero que ningtin estimador ¢ X"V U-
domina a ¢ X* en la estimacién de . Seguidamente damos una condicién
sobre W bajo la cual ¢ X* U-domina a ¢ X", condicién que posteriormente
vemos que es suficiente pero no necesaria. Un ejemplo nos muestra ademas
que no siempre ¢ X* U-domina a ¢ X"

En la segunda seccién tratamos el caso del octante positivo O} ya definido
en el capitulo I. Como en ese capitulo consideramos X = (Xj,..., X}) donde
X, son variables aleatorias independientes con momento de orden 2 finito y
provenientes de un modelo de localizacién F (x,0) = F (x —6) (F funcién
de distribucién) donde el pardmetro es la media de la distribucién y tal que
el modelo verifica la condicién lim, .., #*F (—z) = 0 y sabemos ademds que
6 € Of.

Comparamos en esta seccion el estimador estandar X y estimadores inter-
medios entre este y el EMV X*. Estos estimadores intermedios, siguiendo
una tendencia general en la literatura, vamos a denominarlos con el nombre
genérico de mixed. Trataremos con dos clases de estimadores de este tipo.
Primeramente consideramos los que vamos a denotar por X* y que definimos
como X = max (X;,aX;) donde o € [0,1] y 1 < ¢ < k. En lo relativo a
la estimacion global el parametro 6 probamos que el error cuadratico medio
global de X“ es intermedio entre el de X y el de X* y que X* es minimax

para cualquier « € [0, 1] con lo que este criterio resulta poco 1til a la hora de
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discriminar entre estos estimadores. Seguidamente tratamos la estimacion de
funciones lineales y probamos que para cada « € [0, 1) existe una dimensién k
a partir de la cual no todas las funciones lineales de 6, ¢’0, se estiman mejor
segun el criterio del error cuadratico medio, utilizando ¢ X* en lugar de ¢ X.
Sin embargo esta dimension es superior a la obtenida cuando tratabamos con
X* con lo que estos estimadores podrian tener alguna utilidad en ese sentido.
Probamos ademas que fijada una dimension k existe g tal que Va > «q los

estimadores mixed X¢ verifican
E(X*—d0)° <E((X —d0)? VYeeR*

En la subseccién siguiente tratamos la admisibilidad de estos estimadores den-
tro de la clase que hemos definido y encontramos condiciones suficientes, que
involucran a « y ¢ para afirmar cuando ¢ X® es admisible para estimar 6
en la clase de los estimadores mixed. Caracterizamos ademas las direcciones
¢ para las que el unico estimador admisible es ¢ X* (direcciones que incluyen
a las coordenadas y a las diferencias de parametros) y probamos que para el
resto de las direcciones cualquier mixed X* es admisible si la dimensién k es
suficientemente grande. Particularizamos todos los resultados obtenidos a los
modelos normal y doble exponencial.

Por otra parte el hecho de que los estimadores mixed anteriores sean inadmis-
ibles frente al EMV para estimar las coordenadas nos llevan a definir otros
estimadores mixed II que denotamos por X#? que tienen la particularidad de

que el estimador del parametro siempre estd en la frontera del cono. De-
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mostramos que, dentro de la clase que definen, y en el modelo normal, estos
estimadores si son admisibles para estimar las coordenadas y las diferencias

entre las coordenadas del parametro 6.

3.1 Comparando el EMV con estimadores
basados en otras métricas

En esta seccién suponemos que X ~» N (0, %) donde ¥ es una matriz definida
positiva, § € C' = {a: ceRF:ad'z > 0} con a'Ya = 1. Como en capitulos an-
teriores denotamos por X* el estimador maximo verosimil. Es decir X* =
Pg-1 (X /C). Denotamos ademés por W una matriz simétrica, definida posi-
tiva cualquiera y por X" = Py (X /C).

Tenemos entonces que

aX
aW-1a

X=X I{a’XZU} + (X — W_16L> I{a’X<0} (31)
y X* =X,

Teorema 3.1 Supongamos que 0 € Fr(C). Entonces para cualquier c € R* y

cualquier t > 0

Pr ( XV 0

<t) <Pr(jdX* -6 <t)

Demostracion.  Supongamos, sin perdida de generalidad, que ¢ es también

un vector unitario segin la métrica definida por ¥~!. Es suficiente ver que

Pr(

XV —do| <t dX < 0) <Pr(|dX* =6 <t X <0)
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puesto que si a’X > 0 se tiene que X" = X*.

Sean
u=c—(dXa)a (3.2)
dWla
Up = €=~y (3.3)

Entonces ¢’¥u = 0 y ademds teniendo en cuenta (3.1) y que por hipdtesis

a’'0 = 0 obtenemos

{|¢X* =0 <t, d X <0} ={|u/X —u0| <t, /X <0} (3.4)

{C'XW—C’H <t, a'X<0} :{u;X—u;ﬂ <t dX <O}
Ahora bien :
Pr(c’XW—c’9 <t, a’X<O) :Pr(u;X—u;G <t, a’X<0)
(3.5)
< Pr(u;X* —uf| <t dX < O)

donde la desigualdad es consecuencia del teorema 2.3, pag. 74. Ademads de
la definicion de u y por ser a un vector unitario para la métrica dada por X

tenemos que

T/ —1 /W—l
U — (u,Xa)a = (c— W aa) — (c’Ea L ¢ (a’Ea)) a

aW-1ta aW=1a
= ¢c— (Za)a=u
lo que implica

Pr ( u, X* —u.,0

<t dX < O) =Pr(jv/X —u'f| <t, d’X <0) (36)

=Pr(|dX*—d0 <t, dX <0)

El resultado se obtiene entonces de (3.4), (3.5) y (3.6). |
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Veamos ahora que ocurre cuando el parametro no necesariamente esta en la
frontera. Para que el resultado se mantenga vamos a tener que imponer cierta
condicién sobre la métrica W, condicién que depende de la direccién ¢. Como
las direcciones ¢ y —c son equivalentes en nuestro analisis vamos a suponer,
sin perdida de generalidad, que a’>c > 0. Obviamente, en la otra situacién la

condicion sobre W seria la simétrica a la aqui dada.

Teorema 3.2 Supongamos que § € C y que W'W™la < 0 donde u = ¢ —

(¢Sa)a. Entonces, para cualquier c € R* y cualquier t > 0

Pr ( XV o

<t) <Pr(jdX* -6 <t) (3.7)

Demostraciéon.  Suponemos sin pérdida de generalidad que «'60 = 0 con lo
cual de (3.2)

0= (u+(d%c)a) 0 = (a'Sc)d'd >0 (3.8)

Ademads como a'Xu = 0 se tiene que a’X y «'X son independientes. Para

demostrar (3.7) basta como en ocasiones anteriores probar que

Pr ( XV 9

<t dX< 0) <Pr(|dX*—d0|<t, dX <0)

Ahora bien si denotamos por F' la funcién de distribucién de o’ X tenemos que

Pr ( XV o <t dX < 0) puede escribirse como
0
/ Pr(c’XW—c'Q <t, a’X<0/a'X:z) dF (z) (3.9)

Por tanto de (3.1), la independencia de o’ X y v/ X y (3.8), para cualquier z < 0
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tenemos

XV —

._U

T

'X<0/a’X—z)

= Pr

(
(
— Pr(
(
(
(¢

c’( — ,V[I/XIW a)

<t,d/X <0/dX :z)

wX + (a'>c) z—CW

<t,dX <0/dX = z)

= Pr(df—(a'3c)z+ (fblwil‘;) z—t<uX <d0—(ad3c) 2z + (CIW?la) z —|—t)

W1 aW—1a
= Pr c’(9~|—(“,vvg wW—la ) t<u’X<ct9+(Z:gVV:Z)z+t)
< Pr(df—t<u'X <d0+t)=Pr(WX -0 <t)

(3.10)
donde la desigualdad proviene de una propiedad estandar de la distribucién
normal unidimensional, ya que por hipétesis se tiene que w/W~=ta < 0.

Entonces

P

XV -0 <t dX < 0) <P(uWX -0 <t)-P(d’X <0)

=P(dX*—d0| <t d/X <0)

donde la desigualdad es consecuencia de (3.9) y (3.10) y la igualdad se obtiene

de la independencia de v’ X y o/ X y de (3.1). |

Esta proposicién no es cierta en general si no se verifica la condicién v'Wa < 0

como queda de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 Supongamos que X ~» Ny (0, I5) conf € C = {x € R?/ 2 > 0}.

—1 2 -1 0
Sean ¢ = WL = y 0 = con k£ > 0. En estas
1 —1 1 k

condiciones para ciertos valores de t va a verificarse

Pr(

XV ¢

< t) >Pr(|d X" — 6] <t)
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-1 -1
Con las elecciones anteriores tenemos que u = W la = y
0 1
por tanto v'W~la =1 > 0.
Ademis de (3.1):
T
X" = Xljzy>0y + (X — d'Xa) gy cop = Xjay>0y + ws<0}
0
w a' X L1+ T2
XW = XTpys0) + (X — a,WaWa) Iaycoy = X Tays0y + Iay<0)
0
luego basta comparar, tomando t = k
P2:P9(C’XW—C/ gk,XgéC’)

con

PL=P(|dX* =0 <k, X ¢C)

Haciendo los calculos pertinentes se obtiene:

Py = Py (X1 € [<2k,0], X5 < 0) = & (—k) - (% — (—2/{:))

P, = P( (X1 + X5 € [—2/{3,0] , Xg < 0)

- / /: 2k o Xp{ ; (x% oz = k)2)}dx1dx2
- / o lr2 = k) ( (—a2) = (—ay — 24)) dry

efectuando los célculos con k& = 1 tenemos:

P, =0.0757 y P, =0.09374
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0 =(0,k)

(-2k,0

-

Figura 2: Esquema grafico del ejemplo. P; es la probabilidad de la zona rayada

hacia la derecha y P, la de la zona rayada hacia la izquierda

es decir la desigualdad contraria a la del resultado anterior.

Nota 3.1 A partir de este ejemplo es inmediato, sin mds que considerar el
giro apropiado, que este tipo de situacion se tiene también cuando c es, por

ejemplo, una de las aplicaciones coordenadas.
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Sin embargo el ejemplo anterior no es suficiente para establecer que el EMV
restringido no U-domina a aquellos obtenidos por proyecciones que no verifican
la desigualdad anterior. Es decir que a la vista de este ejemplo podria pensarse
en un cierto reciproco del tipo:

Sea X ~» N (0,%) con X definida positiva y § € C = {x e Rk /a'x > O}.
Entonces dados a,c € R* con a’c > 0 y dada una métrica W verificando

W' Wla > 0 existen § € C' y t > 0 tales que

Pr ( XV 0

<t) >Pr(|dX"—d0] <t)
Sin embargo vamos a ver ahora que la afirmacién anterior no es cierta.

Teorema 3.3 Sea X ~» Ny (0,1}) tal que § € C = {x e R /a'x > O} con a
unitario. Sea ¢ € R* verificando a'c = 0. Entonces para cualquier matriz W

definida positiva y simétrica y para cualquier t > 0

Pr (| X" — 6| <t) <Pr(j¢dX*—d0] <1)
Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que a’ = (1,0, ... ,0)
con lo que ¢ = (0,¢,...,¢), y también que ¢ = (604,0,...,0). Denotemos

ademds W1 = (w;;) Je{l.. K} x{L..k)- Eontonces tenemos que u = c—(c'a)a =

(i,

cy de (3.1)

X' = X-[{a’XZO} + ' I{a’X<0}
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0
Xo — 22 Xy
XY = XTwxso) + o Liwx<oy
Xp— X,
Por tanto
k
Pr([dX*—d0|<t,X ¢C)=Pr ( doaXi| <t Xy < 0)
=2
y por otra parte
Pr(jdx" —do| <t X ¢C) (3.11)
k
= Pr ( Zch - — (Z%ﬂz) <t,X;< 0)
=2 Wit \;=2

S e, - (z Wh)

0 k
= / Pr (
—o© i=2

<t/Xy :z> dF (z)

donde F'(z) es la funcién de distribucién de Xj.

Ahora para cualquier z < 0

k
Pr(

(e () < S 5 (zc,%) )

w11 =2 =2

< Pr (—tSZciXi gt) Pr(

=2

X - T (Z CiWig

Wi \i=2

§t/X1:z>

Y entonces de (11) y ca =10
0 k
Pr ( <tx¢c) < | Pr(ZciXi
k
ZciXi

XV ¢

< t) dF (2)

< t) Pr(X; < 0)
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s

k
ZCiXi
=2
= Pr(|dX*—d0|<t,X ¢ C)

gt,X1<o>

[
3.2 Estimadores mixed para el Octante
Positivo
Consideramos X = (X1,...,X}) donde X; son variables aleatorias indepen-

dientes con momento de orden 2 finito y provenientes de un modelo de local-
izacion F' (x,0) = F (x — @) (F funcién de distribucién) donde el parametro es
la media de la distribucién y tal que el modelo verifica lim, o, 2*F (—z) = 0.
Suponemos que disponemos ademas de informacion adicional que nos dice que
0 € Of (octante positivo de R*).

Vamos a considerar primeramente el EMV X* y los estimadores que denomi-

namos mixed I y denotamos por X¢ que se definen como sigue.
Definicién 3.1 Dado « € [0,1], X = max (X;, aX;) para 1 <i < k.
Los resultados que obtenemos para este modelo los particularizamos a los mod-

elos normal y doble exponencial.

3.2.1 Estimacion global del parametro
El error cuadratico medio global de § como estimador del pardmetro § € R*

puede escribirse, en el caso de muestras independientes, como

E(l6-0|") = E (Z (6; — e,.)?) = ;E ((6: = 0:)°) (3.12)

i=1
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Entonces podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 3.4 Para cualquier € O" se tiene que

E (X7 —0l?) < E(I1X* - o)) < B (IX - 0I)

Demostracién.  Tenemos que X = X! y que X* = X° y que ademds

EKX?—@f:[ﬁ@v—&ff@ﬁm+/ixmﬂ—&ff@ﬁm

Podemos derivar bajo el signo integral y obtenemos para o > 0

0 o 2 ﬁ 0 —0.)% f(2)dx
Lro-or = [ e arsion

_ /OOOQ(ax—Hi)xf(x)d:U>O

113

2 Ny . .
con lo cual E (X —6;)” es una funcién creciente de o si a > 0. Entonces

teniendo en cuenta (3.12) obtenemos el resultado.

Vamos a probar ademas que todos estos estimadores mixed son minimax. Para

demostrar esto comenzamos recopilando un resultado de Kumar y Sharma (88).

Seguidamente se da una lectura de este resultado bajo el punto de vista de la

inferencia con restricciones mas general que la del articulo antes mencionado y

después ya méas concretamente pasa a tratarse el caso de los estimadores mixed

en el octante positivo.

Teorema 3.5 (Kumar y Sharma (88)) Sea ¥y un subconjunto de R* para

el que existe una sucesion {(a}b, . ,afﬁ) /n > 1} tal que

li_mn_,oo{(ﬁl,...,ﬁk)/(ﬁl+a}b,...,9k+a,’fb) EZO}:%k
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Si 0 es un estimador verificando
R(0,0) < R < oo siempre que 0 € ¥

donde R es el riesgo constante del estimador X, entonces § es un estimador

minimaz de 6 para 6 € Y.

Proposicién 3.6 Sea C un cono de R* de interior no vacio. Sea & un esti-

mador de 0 € C' verificando
R(0,0) < R < o0 para § € C

donde R es el riesgo constante del estimador X. Entonces § es minimax para

0 cuando 6 € C.

Demostracién. Sea a = (ay,...,a;) un elemento del interior del cono.

Basta entonces tomar g = C'y afl = a; - n en el teorema anterior. [ |

Teorema 3.7 X“ es minimaz para cualquier o € [0, 1].

Demostracién.  Segun el teorema de Kumar y Sharma (88) basta probar
que el riesgo de estos estimadores es menor que k, que es el riesgo constante
de estimador X, para todo # € O puesto que se verifican las condiciones del

teorema tomando la sucesion
1 k 1 _ _ ok
{(an,...,an>/n2 1} cona,=...=a, =n

con lo Cualli_mn_m{(ﬁl,...,ﬁn)/(é’l—I—a,ll,...,9n+afl) EC}:%’“.
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Debe suceder entonces que:
k k
R(X*,0) =3 E((Xf = 0)") <R(X.0) => E((X; —6,)°)

=1 i=1

luego basta que
E ((XZ — Qi)2) > F ((XZ“ — 91-)2) , para cualquier §; > 0y para 1 <i <k

y esto se sigue de la demostracion del teorema 3.4. [

Se puede afirmar entonces que este criterio no parece muy adecuado a la hora
de valorar situaciones de este tipo puesto que no es capaz de discriminar entre
los estimadores mixed.

Se puede dar una explicacion del porque de estos resultados y que constituye
el fundamento del teorema de Kumar y Sharma. El criterio trata de encon-
trar estimadores cuyo riesgo maximo sea lo menor posible con lo cual debe
poner a cada estimador en la peor posible de las situaciones. En el caso no
restringido el estimador minimax X tiene riesgo constante R. Por otra parte
un estimador minimax para el problema no restringido 6 no puede tener un
riesgo maximo inferior a R ya que cuando el parametro tiende a oo en todas
sus componentes el estimador se comporta aproximadamente como si la in-
formacion adicional no existiera y el problema fuera no restringido. Basta ver
entonces que en ningtn elemento de O™ el estimador ¢ supera el riego uniforme
de un estimador minimax X para el problema no restringido, puesto que ese
riesgo maximo no puede reducirse. En este caso eso sucede porque los riesgos

de los estimadores mixed para las coordenadas son siempre menores que los
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del estimador minimax del problema no restringido bajo la funcién de perdida

cuadratica.

3.2.2 Estimacion de funciones lineales del parametro

En esta seccién obtenemos primeramente resultados para la estimacion de
funciones lineales del parametro 6 a través de los estimadores mixed. Seguida-
mente tratamos la cuestion de la admisibilidad de estos estimadores mixed
dentro de la clase que ellos mismos definen y que incluye al EMV. El modelo
sigue siendo el descrito al comienzo de esta seccién, es decir que suponemos que
X = (Xi,...,X,) donde X; son variables aleatorias independientes con mo-
mento de orden 2 finito y provenientes de un modelo de localizacién F' (x,0) =
F (x — ) (F funcién de distribucién) donde el parametro 6 es la media de la
distribucién y tal que el modelo verifica la condicién lim, .., 2?F (—z) = 0.
Suponemos que disponemos ademaés de informacién adicional que nos dice que

0 € Of (octante positivo de R*).

Error cuadratico medio de los estimadores mixed en la estimacion
de funciones lineales Como en el capitulo primero vamos a necesitar para
el teorema posterior un lema previo. Sea Y una variable aleatoria de media 6
proveniente de dicho modelo de localizacién verificando lim, ., y*F (—y) = 0

y sean

ha,0) = (1+a)E ((Y‘>2> +20E, (¥

s(0) = Eo(Y7)

entonces se tiene el siguiente lema.
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Lema 3.8 La funcion

Zf:l Cth (Oé, 92)

@O =m0 sF, 2 0)

alcanza su minimo en 6 € Of cuando 8 = 0 para cualesquiera o € [0,1] y

c=(c1,...,c;) € R*.

La demostracién de este lema es similar a la del lema 1.3, pag. 29 y por esta
razon no se incluye aqui. A partir de este lema probamos el resultado principal
de esta subseccién valido para cualquier modelo de localizacion que verifique

las condiciones impuestas al comienzo de esta seccion.

Teorema 3.9
E((¢ (X*=0)°) <E((d (X —0)*) VeeR*VoeOy

st y solamente si

<1+ 5 (3.13)
e (B (7))
Demostracion.
k
E(d (X -0)" =Y ¢E(X; -6, (3.14)
i=1
mientras que
k
E(d (X" =0)" =Y B (XF = 0;)" + 2 cic; E (X — 6:) E (X — 6;)
i=1 i<j
(3.15)

Calculamos entonces E (X — 6;)° y E (X — 6;). Ahora bien:

X —0=(X—=0) x>0y + (aX = 0) I{x<0y
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entonces

E(X*~0) = E(X—0)+(a—1)E (X Iixe) (3.16)

= (1-a)Ey (X)) =(1-0a)s(0)

Por otra parte:

(X = 0)* Ixs0y) + E ((aX = 0)* Ix<0y)

(X* = 0)" = Plxeny) + E ((aX ™ +6)* — 0 xs0))

X =0+ X7)? = PIixcoy + B ((aX7)* 4+ 200X~ + 0*I(x<q))
(X =0)°) = (1—0a) (1+a)E((X)?) +20E (X))

(X —0)*) = (1—a)h(a,0)
(3.17)

Finalmente restando (3.15) de (3.14) y teniendo en cuenta (16) y (3.17) ten-

emos denotando d; = ¢;s (6;)

E(d (X —0)°—E(d(X*=0))

= (1-a) ; Ah(a,6;) —2(1 — a)? Z cicis (6;) s (6;)
= (1-a) ; h (e, 0;) = (1= a)? ((d'-1)* = (d'- d))
= (1-a) Z:c?h (a,0;) — (1 —a)*(d' -d) — k(1 —a)*(d - d)cos?(d,1)

de donde se obtiene
E(l(X—0)—E({(X*=0)>>0 VYeeR VoecO;

si y solamente si Ve € R*, V0 € O

Zi‘c:l C?h (Oé, ‘9%)
FS o @) (” (1—a)(d’-d)>
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Entonces utilizando el lema previo obtenemos inmediatamente la desigualdad

(3.13). n

Nota 3.2 Como el lado derecho de la desigualdad (3.13) es creciente en «
tenemos como consecuencia que para un k dado podemos obtener el o minimo
para el que se produce reduccion de error cuadrdtrico en la estimacion de

cualquier funcion lineal del pardmetro. De hecho obtendriamos puesto que

_ m(Cy)
Je(0.0) = Z 5y 2/, (0,0)
aZl—k_Hf;(O,O)

Esto puede tener interés por ejemplo en el caso de un modelo normal Y =

XpB + ¢ en el que el experimentador controle la matriz de diserio de tal forma
que pueda conseguir que (X'X) = I. Entonces dado el nimero de regresores

puede calcularse el o minimo correspondiente a ese k dado.

Nota 3.3 El teorema anterior no prueba sin embargo que el vértice del cono
sea el punto mds desfavorable en la estimacion de una funcion lineal fija

cualquiera 6. De hecho esto no es cierto como prueba el Ejemplo 1.5, pag.

40.

Tratamos ahora dos situaciones particulares habituales que consideramos de

interés.

Ejemplo 3.2 Distribuciéon Normal

Sea X; ~ N (6;,0?) entonces teniendo en cuenta los cdlculos hechos en el

Ejemplo 2 del Capitulo 1.2 obtenemos que X es mejor que el estimador es-
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tandar X, para estimar cualquier funcién lineal del parametro cuando se sabe

que este pertenece al octante positivo cuando

1+«
—«

E<1+ T

El o minimo que puede utilizarse en dimensién k para asegurarse una esti-
macion con menor error cuadratico medio en la estimacion de cualquier funcién

lineal del parametro seria entonces en este caso, cuando k > 5

k—1—7

> - 7
R

Ejemplo 3.3 Distribuciéon Doble Exponencial

Andlogamente cuando X; ~ DExp (6;,A) segun los célculos del Ejemplo 3
del Capitulo 1.2 y los resultados aqui obtenidos el estimador mixed X tiene
menor error cuadratico medio que el estandar en la estimacién de cualquier

funcion lineal de 6 si y solamente si

1
k§1+21+“

—

Admisibilidad local de los estimadores mixed en la estimacion de
funciones lineales Se pasa ahora a estudiar la admisibilidad de estos es-
timadores dentro de la familia de los mixed. Se considera concretamente la
admisibilidad frente al estimador maximo verosimil de los estimadores mixed
para funciones lineales del parametro. El estudio se hace originalmente para
modelos de localizaciéon bastante generales. Los resultados se particularizan

después a los modelos normal y doble exponencial.



Estimadores Alternativos 121

La funcién E (¢ (X® — 0)) es una funcién cuadrética en a relativamente con-
trolable cuando 6; = 0 ,1 < ¢ < k. Estudiando entonces el vértice de esta
pardbola (que es siempre un minimo) se puede deducir la admisibilidad para
algunos de los estimadores de tal forma que si un punto ag es vértice de una
de esas parabolas para un valor fijo de ¢, no solo ¢ X* sino todos ¢ X* con
a < ap resultan ser estimadores admisibles (frente al EMV) para ese ¢ dentro
de la clase de los estimadores mixed.

Para las direcciones ¢ € R* tales que ¢ 6 —c pertenecen al interior del cono del

octante positivo podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 3.10 Sea ¢ € R* verificando cos?(c,1) > % Entonces ¢ X® es

admisible dentro de los mized para estimar ¢'0 si

£ ()

(kcos?(c,1) —1) (EO (X;>)2

-1

Demostracién. Suponemos entonces que ¢ = ... = 0, = 0 = E(X;).

Utilizando ahora (3.15), (16) y (3.17) tenemos:

B (X = 0))* = (1) = () (1 — ) B2 (X)) +
(E (Xi—0)—(1—a) ((1 + a) Ey (XZ-_)2 +20Ey (Xz_)>)
= a?(¢e) (keos* (e,1) = 1) B (x7) + B (X)) +

+2a (de) (= (keos? (e, 1) — 1) B} (X]) + 0By (X)) + A (0)

y el coeficiente de a? es claramente positivo con lo cual esta funcién cuadrética

en « tiene un minimo.
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Como el vértice de la pardbola aa? + ba + ¢ estd en el punto g—f obtenemos

como valor de ese vértice
Vo) = (kcos? (¢, 1) = 1) B} (X;) = 0, (X;)
N (kcos? (¢,1) — 1) E? (X[) + Ey (X[)2

Hay que tener en cuenta ademas que si esa funcién de # toma un valor «y,

no solo ese valor de « sino todos aquellos @ € [0, ] nos dan estimadores
mixed admisibles dentro de la clase. Esto es consecuencia de que el numerador
de esa funcién es negativo cuando 6 es suficientemente grande. Notar que
Ey (X;) = 5(0) es decreciente en 6 puesto que s' () = —F (—0) y por tanto
(kcos®(¢,1) — 1) Ey (Xi_) — 60 — —oo cuando § — oo. Un argumento de
continuidad prueba entonces la afirmacion.

Para finalizar la prueba veamos que V' (6) alcanza su maximo cuando § = 0

para # > 0. Basta probar que la funcién
(kcos®(c,1) — 1) E? (X[)
(keos? (e, 1) = 1) B3 (X7) + By (X7)°

2 71
Ey ((X;) >
2
(kcos? (¢, 1) — 1) (Eg (Xi_))
alcanza su maximo en 0 cuando # > 0, o de forma equivalente que el minimo

B (%))
Ty

V2(0) =

= |1+

para # > 0 estd en 6 = 0.

0 B (X)) —2B3(X7)+2E (X)) F(-9)
00 (Ey (X)) Ej (X™)

Esta derivada es positiva como consecuencia de la desigualdad de Schwarz ya

que

B0v) - (f

0

Y f(y—H)dy)2
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< ([ ru-0a) ([ ru-0a)=5((x))re-o

7

2
Eo (X7
Por tanto ﬁ es creciente en 6 y su minimo bajo la condiciéon 6 > 0 se
O\

alcanza en 6§ = 0. ]

Podemos dar facilmente una cota superior para el lado derecho de (3.18) sin

Bo((x7)7) o
——~ 4 > 1. Obtenemos entonces inmediata-

(Fo(x))" ~

mas que tener en cuenta que

mente que

9 -1
Eo ((X) ) 1
2
1+ ;| <1-Z(1+tan’(c, 1))  (3.19)
(kcos?(c,1) —1) (Eg (X[)) k
Ademas de (3.18) es claro que la direccién més favorable para obtener esti-

madores mixed admisibles es la diagonal. Obtenemos entonces el siguiente

corolario.

Corolario 3.11 Eziste c € R* tal que ¢ X es admisible para estimar ¢ al

menos para los valores a verificando

£ ()
) (8 ()

Ademas segiin (3.19) el extremo superior de este intervalo estd acotado supe-

0<a< |1+

. (3.20)

riormente por 1 — %

Por otra parte, cuando la direccién c¢ es la diagonal es claro de (3.20) que el
extremo superior del intervalo de admisibilidad tiende a 1 cuando k£ — oo
con lo cual todos los estimadores son admisibles siempre que k sea suficiente-

mente grande. También se obtiene de la expresién (3.18) que si al aumentar
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k tomamos un ¢ tal que cos? (¢c,1) = cte < % sucede lo mismo; es decir que el
intervalo de admisibilidad crece con k hasta incluir cualquier estimador de la

clase de los mixed X“ . Esto lo resumimos en el siguiente teorema.
Teorema 3.12 Sea c € R* tal que cos? (¢,1) = p < ;. Entonces
Voo < 1, Jko € N tal que Vk > ko, 30 € O;F

verificando

arg min £ (' (X* — 0)) > g

Podemos ahora particularizar los resultados obtenidos a los modelos Normal

y Doble Exponencial.

Ejemplo 3.4 Distribucién Normal

En el caso normal con los cédlculos efectuados anteriormente tenemos que
utilizando (3.18) los estimadores mixed son admisibles para estimar ¢’6 con

cos? (¢, 1) > ¢ al menos cuando

-1
7r

<a<|1

0_a_< +kcos%c,l)—l)

y el extremo superior del intervalo en la direccién diagonal del cono es —£=1

k—1+m"

Ejemplo 3.5 Distribuciéon Doble Exponencial

Para este otro caso particular la expresion (3.18) se transforma en

9 -1
0<a<|l1
_a_( +kcos2(c,1)—1>
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k—1

y el extremo para la direccién diagonal nos queda ;7.

Sin embargo la técnica empleada hasta ahora no nos permite encontrar esti-

1

+» es decir cuando

madores admisibles dentro de los mixed cuando cos? (¢, 1) <
se estima una direccién en la frontera o en el exterior del cono. Segun el Teo-
rema 3.9 de Moors (85) en algunas situaciones como en aquella en la que ¢
es una aplicaciéon coordenada no solo no podemos obtenerla mediante esta
técnica sino que el EMV domina a los estimadores mixed. Esto es claro sin
mas que considerar la demostracién que Moors hace de su teorema aunque
para el caso particular del octante positivo ya lo hemos probado en el teorema
3.10. Quiza sea conveniente recordar en este momento que en este capitulo
no se pretenden obtener estimadores admisibles para los parametros sino com-
parar los estimadores que hemos definido con el EMV para conocer mejor su
comportamiento.

Ademas hay otras direcciones para las que también el Estimador Maximo
Verosimil domina a todos los estimadores mixed. Para las direcciones c tales
que ¢; = 0 para cualquier ¢ # i1, 45 y ademas ¢;, - ¢;, < 0 obtenemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.13 Sea ¢ € R verificando las condiciones anteriores. Entonces

para cualquier o € [0,1] y 0 € O}

E(d (X" =0)) < E(d (X" ~9))

Demostracién. Si escribimos de nuevo E (¢ (X® — 0))* = ao? + bo + d

como funciéon de a pero ahora sin suponer los parametros iguales en cada
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coordenada de las ecuaciones (3.15), (16) y (3.17) obtenemos que el coeficiente
de grado 2 de esta funcién cuadratica de a es de nuevo positivo y que ademas

—é = — ZcfﬁiE (Xz-_) + QZCiCjE (Xi_) E (Xj_> (3.21)

2 1<j

En este caso particular la ecuacion anterior se transforma en

b _ _ _ _
—5 =0, E (X)) = 0B (X;;) = 2ci,e0 B (X)) B (X;;) <0
Con lo cual ninguno de los vértices de esas parabolas esta en el octante positivo
y los estimadores son todos inadmisibles frente al Estimador Maximo Verosimil
ya que por la forma de estas funciones el minimo de aa® 4+ ba + c en a € [0, 1]

si el vértice de la parabola es negativo se alcanza en o« = 0 que es el valor

correspondiente al EMV. [

En dimensién 2 puede resolverse completamente el problema en el sentido de
que los valores de c¢ exteriores al cono y fuera del octante negativo tienen
al EMV como tunico estimador admisible dentro de los mixed y el interior
del cono tiene un limite superior ag para cada ¢ que determina el intervalo
de admisibilidad de los estimadores. Podemos entonces enunciar el siguiente

resultado.

Teorema 3.14 Si k = 2 existen estimadores admisibles dentro de la clase de

los mized para estimar ¢'0 si y solamente si ¢ 6 —c pertenecen al interior de

0F |

Los gréficos ilustran la situacién que se tiene en R? para un modelo normal

con varianza 1. En la figura 3 aparece el error cuadratico medio de los esti-
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madores mixed ¢ X% como funcién de # cuando el pardmetro es un elemento
de la diagonal del cono; el valor de este parametro aparece por tanto en el
eje de abscisas. En esta figura, c es la diagonal del cono y « toma los valores
0,0.1,0.2,0.3. La curva correspondiente a & = 0 (el EMV) es la més gruesa, la
de trazos corresponde a o = 0.3, la intermedia a 0.2 y la restante a 0.3. Notar
que para esta situacion habiamos obtenido como extremo superior de nuestro
intervalo de admisibilidad %ﬂ con lo cual los estimadores correspondientes a
a = 0.1, 0.2 son también admisibles entre los mixed como se observa en el
grafico.

En cuanto a la figura 4 tiene la misma estructura que la anterior para ¢ =

(1, —1). Habiamos obtenido que todos los estimadores mixed en esta situacién

son inadmisibles frente al EMV como refleja este gréfico.

Figura 3: ECM para estimadores mixed en modelo normal cuando c es la

diagonal de OF
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Figura 4: ECM para estimadores mixed en modelo normal cuando ¢ = (1, —1)

en N2

Consideramos ahora la situacién en la que el vector ¢ y el vector —c estan en el
exterior del cono del octante positivo y no verifican la condicién anterior en la
que probamos la no existencia de estimadores admisibles en la clase diferentes

del EMV. Es decir cuando cos? (¢, 1) < +. De hecho la situacién que falta por

1
-
estudiar es aquella en la que existen méas de dos coeficientes distintos de 0 en
¢ y no todos ellos tienen el mismo signo. Para obtener estimadores admisibles

en esta situacién vamos a imponer la condicién adicional limy ., 0F (X ) =0

(donde 0 = E (X)).

Teorema 3.15 Sea un modelo verificando limg .., 0E (X~) = 0. Sea c € R*
tal que existen i1,1a,13 con ¢, Ciy, Ciy 7 0 y ¢, - ¢, < 0. Entonces existe a > 0

tal que ' X® es admisible para estimar 6 dentro de la clase de los mized.
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Demostracion. Basta, como en teoremas anteriores, probar que el minimo
de £ (c’ (X*— 9)2> como funcién de « se encuentra en algiin a > 0 para algun
valor de € dentro del octante positivo. Como hemos visto antes esta funcién
resulta ser convexa con lo que el coeficiente de o es positivo en cualquier caso.
Analizamos por tanto el vértice de la parabola aa? 4 ba + ¢, es decir el punto
—2—ba que en estas condiciones resulta ser menor que 1 y como a > 0 basta
encontrar para cada ¢ un valor de # tal que en ese punto —g > (0. La ecuacion
(3.21) ya obtenida nos da el valor de —2.
_g = Y 0,E (X)) +2 ; o E (X)) B (X))
El vector ¢ puede escribirse como (01, A Cpy —Cpi1, 2, —Cpig, 0, ,O) donde
¢; > 0. Ademas podemos suponer que p > 2 considerando el vector —c si es
necesario. Se consideran entonces los puntos # de tal forma que: ¢; = --- =
0,=0y 0,1 =...=0,,=>0°con lo cual:
b _ _
—5 = €+ 2 ; cici By (Xi )EO (Xj )
ci,cj€ar
y ademads |e| — 0 cuando §° — oo por hipétesis.

Por tanto —g > () para algtin 6 del octante positivo. [

Si queremos delimitar los intervalos de admisibilidad que obtenemos con esta
técnica, haciendo uso de los resultados anteriores obtenemos los siguientes

valores.

Corolario 3.16 Sea c € R* tal que existen i1, 12,15 con Ciyy Cigs Cis 7 0 Yy iy -

ci, < 0. Entonces X es admisible dentro de los mized como estimador de
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0 al menos cuando v es mayor que 0 y menor o igual que

- (1 L B(x0)) /() ) N (1 L B(0)7) ) ) )

(pcosQ(cal,l)fl) (qcosZ(ca2,1>fl)

i ¢ = (Cays Cay, 0) cON Cqy = (€1, ... ,Cp) s Cay = (—Cpi1y- .., —Cpiq) Y ¢ > 0 para

1<1<p+gq.
Ejemplo 3.6 Distribuciéon Normal

En el caso normal tenemos que E (X~) = ¢ (0) + 0P (—0) y se puede probar,
mediante la regla de I'Hopital, que se verifica la condicion anterior con lo
que el resultado es valido y ademas pueden acotarse inferiormente los vértices
maximos; es decir el valor maximo de «, «pg, tal que ¢ X* es admisible como
estimador de 6 dentro de los estimadores mixed.

Haciendo los calculos y con las notaciones anteriores se puede probar que en

el caso normal:

s o il h
> 1 !
ao_maX(( +pCOS2<Ca171)_1> ’( +QCOS2(Ca271)_1> )

si ¢ = (CaysCay, 0) cON Cqy = (€1, ., Cp) s Cay = (—Cpi1s- -, —Cpiq) ¥ ¢ > 0 para

I<i<p+gq.

Lo que hace bésicamente el procedimiento anterior es reducir el caso cos? (¢, 1) <
% al caso en el que c estd en la frontera del cono llevando las variables cuyos
coeficientes en ¢ son negativos al infinito de forma que su influencia se haga
minima y prevalezca entonces la de las variables cuyo coeficiente es positivo
transformando en cierto modo el ¢ original en uno de la frontera del cono que

tiene todos sus elementos positivos o cero y al menos dos de ellos positivos
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que es la situacién para la que ya se habia probado la existencia de otros esti-
madores admisibles dentro de los mixed; evitandose precisamente la situacion
en la que uno solo de los elementos es positivo que es la que se transformaria en
las aplicaciones coordenadas para las que no existe ningtin estimador admisible

distinto del EMV dentro de los mixed.

3.2.3 Otro tipo de estimadores mixed en O*

En vista de que los estimadores mixed definidos anteriormente resultan inad-
misibles frente al EMV en dos casos particularmente interesantes como son
la estimacion de coordenadas y las diferencias de medias, se definen en esta
seccion, para el caso particular del modelo normal, otro tipo de estimadores
mixed siguiendo el modelo de Vijayasree y Singh (93). Vamos a denotar estos

estimadores mixed II por X” donde 8 = (8i,..., ) vy los definimos como

Definicién 3.2 Si X € C entonces X? = X. Y cuando X ¢ C:

X, = parai=1,2,....k

BZXZ st X; >0
El valor del estimador estd, en cualquier caso en la clausura del cono del octante
positivo. Es decir que se analizan proyecciones sobre C' con una métrica no
unidad. En concreto dentro de esta clase de estimadores mixed se estudian
la admisibilidad de Xiﬁ como estimador de 6; y de Xf — Xf como estimador
de 0; — 0, a través del error cuadratico medio de estos estimadores. En esta

seccién vamos a considerar solamente el caso normal que como ya hemos dicho

es el mds interesante; suponemos entonces que X ~ N (6,1) donde 6 > 0.
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Damos primero un lema que contiene los calculos necesarios. Utilizando la

siguiente notacion

s(0) = ¢(0) - 02 (-0)

L) = () +02(0)

(3.22)

F(B,0) = —(1+5)(2(0) —0p(9)) — 28000 (0) + (1 — B) 0@ (9)(3.23)

Y denotando ademas mediante g (5;, 85, 6;, 0;)la funcién

(Bip (0:) — (1 = B:) 0:2(0:)) (B (05) — (1 — B;) 0,2 (05)) — ¢ (0:) 0 (6;)

podemos probar que

Lema 3.17

JFi
Y ademas
B((X)=6) (X]-6)))
= (1—05;)0:® (—0;) ¢ (6;) + (1 — ;) ;@ (—0;) L (6;)
+s(0:) s (0;) + (1 -1 @ (9k>) 9 (B, B, 0:,05)
kot
Demostracion.

E(XP—0) = Pr(X,>0j#0)E (X —6) +

2
+Pr(X; <0, para algin j # i) £ (Xf — Qi)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Teniendo en cuenta la definicién de los estimadores y utilizando para la primera
esperanza (3.17) con el pardmetro « igual a 0 tenemos que la expresién anterior

se transforma en

(1 = K (Hj)) (‘I> (6:) — o (6;) + 679 (—Qi)) +

J#i

+ (]];[Z(I)<9])) (/meg@(x—ei)dx—l—/o (Bix_ei)QQD(I—Hi)d;p)

por otra parte la ultima integral vale

/Ooo (Biz — 0;)° o (z — 0;)dx = /OOO (Bi (= 6;) — (1 — ag) 6:)° ¢ (x — 6;) dz
B2 (® (0;) — O (0:)) + (1 — 5;)* 07 (6;)

—20; (1 - 5@) Os0 (91)

desarrollando el cuadrado y calculando las tres intregales resultantes. Tenemos

entonces (25) tras sustituir y efectuar algunas operaciones. Para (26) :

£ ((x-0) (57 -1)
= [ @i =0 (w5 = 0) 0w = 0 o ;= 0)) danda; +

+0,0,P (X; < 0,X; < 0) — 0,P (X, < 0) /0°° (Bj; — 0;) 0 (2 — 0;) da; —

—0,P (X, < 0) /0°° (B — 0) @ (0, — 0;) do; +

+ (1 - kgj ® (&;)) ZOCZ (Biwi — 6:) (Bjxj — 0;) o (i — 0:) ¢ (x; — 0;) dwida;

descomponiendo la situacion en las regiones adecuadas. La primera cuando
el valor observado esta en C' |, la segunda, tercera y cuarta cuando X;, X; o

ambos valores son negativos y la dltima cuando a pesar de ser los dos positivos
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alguno de los otros valores es negativo. Resolviendo estas integrales obtenemos

(26). ]
Podemos probar entonces el resultado principal.

Teorema 3.18 Para cualesquiera (3, 5; € [0,1], Xiﬂ es un estimador admisible
para el parametro 0; y Xf — Xjﬂ es admisible para estimar 0; — 0; dentro de la

clase de estimadores mized II. Ademds si 3; > 1, entonces Xiﬁ es iadmisible.

Demostracion. Utilizando (25) y denotando por X* el EMV, que es

también X! tenemos:

B (X! —6) — E(X; —6)" = (1 - 1;[@ <9j>) (1—8) f (Bi, 6:)
i

donde f (5;,6;) esta definido en (23).

Ahora si 8; > 1 se verifica que F (Xf — (%)2 > B (X} — 191-)2 puesto que en
esas condiciones f (5;,0;) < 0 con lo cual todos los estimadores mixed de este
tipo son inadmisibles frente al EMV.

Por otra parte la funcién (1 — 5) f (5,0) es una funcién cuadratica de 3 con
coeficiente de 32 > 0 (con un minimo por tanto) y ademas cuando 6 = 0 se
verifica

1+ 8

f(8,0) = —— = 0 sif>-1 (3.27)

con lo que la funcién que consideramos es negativa en § = 0 si 5 € [0,1] y
por tanto el valor de esta funcién parabdlica en su vértice es también negativo.

Este vértice estd, si tomamos en consideracién (23) en el punto:

0t(0)

O = 5o 705 0) + 70 (0)

(3.28)
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donde ¢ () estd definido en (22).

Ahora bien como §* (0) = 0 y ademas es claro de (3.28) que 5* () 2% 1 ten-
emos la parte del teorema referida a la estimacion de coordenadas, si notamos
que la aplicacién inversa de la definida en (3.28) es claramente inyectiva; con
lo cudl para cada (3 en [0,1) podemos encontrar un valor de # > 0 en el que se
alcanza el minimo y ademas valores diferentes para valores de [ diferentes. En
cuanto al extremo superior del intervalo su condicién de limite de los vértices
garantiza la admisibilidad de este valor frente a toda la clase por la simetria
de las parabolas respecto a su vértice.

En cuanto a la comparacién de dos poblaciones, esto es el analisis de la admis-

ibilidad de Xf - X JB como estimador de 0; — 0; en la clase pertinente se tiene

de (25) y (26):

E( —ej))Q) —E((X;‘—X;‘—(Qi—ej))Q)

E (X - ei) +B(XP—0,) —2B((x7 - 0) (X{ —6,)) -
<E 1B (x:—0))" —2E((x; - 0) (x; - @-)))
= (1= T ® (06) ) (1= B) [f (8 0] + (1 = Ty @ (0)) (1 = B)) [f (85, 605)] —
—2[(1 = B3;) 0;® (—06:) ¢ (0;) + (1 = 5;) 6,2 (—0;) ¢ (0;)] —
=2 (1= isi; ® (00)) 9 (Bi: 55, 63, 0;)

(3.29)
donde las funciones f (3,0), t () y g (5:, 8}, 6;, 0;) estan definidas en (23), (22)
y (3.24).

. ki, s . .
Si ahora hacemos 6, —> oo entonces el iltimo sumando tiende a 0 y ademas
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1 —TTiz @ (0) ~ @ (—0;). Entonces la expresién (3.29) tiende a:

(1= B ® (=0, [F (B:,0:) — 26, (6] + (1 — B,) ® (=0) [F (3;,6) — 20, (6,)]
(3.30)

Si volvemos a (3.27) vemos que la expresién (3.30) es menor o igual que 0

cuando 6; = 0; = 0 para cualesquiera 3;, 3; entre 0 y 1 con lo cual de nuevo

las parabolas que consideremos toman algin valor negativo y como su vértice

corresponde a un minimo el valor en este punto es también negativo.

Fijamos ahora un valor de §; y calculamos el vértice de la pardbola correspon-

diente cuando 6 "2 oo . Segin la expresién (3.30) tenemos:

x Okgi’ioo (Q% — QJ) ¢ (Qz)
B (6) D (6;) + O:0 (0;) + 62D (6;)

7

Entonces si

k#i,j

0; = 0; = B3; tenemos 3™ () %0
y también si en estas condiciones tomamos ¢; = 3; y 0; — oo entonces

(0: —0;) t(0:)
D (6;) + bip (0;) + 07 (6;)

Entonces utilizando argumentos similares al del caso de las coordenadas puede
concluirse que Vf;, 5; € [0,1] el estimador p Xjﬁ es admisible dentro de
la clase que se esta considerando ya que para cada pareja de valores hemos
encontrado un elemento del octante positivo en el que las parabolas alcanzan
su minimo. Como antes los extremos se solventan a través de pasos al limite.



Capitulo 4

Un Modelo Uniforme de Escala

En este capitulo estudiamos cuestiones relativas a la estimacion con restric-
ciones pero en un modelo que, a diferencia de los considerados anteriormente,
es un modelo de escala. Suponemos entonces que:

X, es una variable aleatoria U (0,0;) para 1 < ¢ < k que define la i-esima
poblacién

n; es el tamano de la muestra extraida en la poblacion i-esima

0; = max (Xi1, .., Xin,) es el EMV no restringido de 6;

Los modelos restringidos de escala estan recibiendo cierta atencion en los
ultimos anos. Estos modelos han sido tratados recientemente en, por ejem-
plo, Kushary y Cohen (89) y Hwang y Peddada (94). El modelo que aqui
estudiamos aparece en Effessi y Pal (92) y Misra y Dhariyal (95) si bien el
tratamiento de los primeros se refiere exclusivamente al caso de dos pobla-
ciones y los segundos estudian la admisibilidad de cierto tipo de estimadores
bajo diferentes condiciones.

Nosotros comparamos los estimadores maximo verosimiles con restricciones y

sin restricciones utilizando el criterio del error cuadritico medio cuando se

137
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estiman funciones lineales de los parametros y para dos tipos importantes de
restricciones: tree order y orden total.

Los resultados obtenidos demuestran que, tanto en el caso de restricciones del
tipo del orden total como del tree order, existen determinadas combinaciones
lineales de 6, ¢ para las que el EMV es mejor pero también se encuentran
combinaciones lineales para las que es mejor el EMV sin restricciones.

Misra y Dhariyal (95) proponen, en el caso de restricciones de orden total, es-
timadores restringidos frente a los cuales el EMV, por ejemplo, es inadmisible.
Nosotros demostraremos que estimadores propuestos en este articulo tampoco
superan, en todos los casos a otros estimadores similares que no tienen en
cuenta la informacién adicional suministrada por las restricciones de orden.
Por otra parte los resultados aqui obtenidos demuestran que la parte (ii) del
teorema 4.6 y el teorema 4.7 de Hwang y Peddada (94), que tratan de la
estimacién de coordenadas en modelos de escala, no se pueden generalizar a

todos los modelos de escala, como sus autores afirman.

4.1 Tree Order

Vamos a suponer que 6y > 6; para 1 < i < k; es decir la desigualdad inversa
a la usual. Utilizamos esta restriccion puesto que va a ser mucho mas comoda
a la hora de calcular los EMV y manejar las diferencias, en las combinaciones
lineales de los parametros entre los estimadores restringidos y no restringidos.

Ademas los EMV que se obtienen en este tipo de restriccién guardan mayor
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similitud con los que se obtienen en el orden total que los obtenidos con la de-
sigualdad contraria. Sea entonces C}, = {x ERF:xg>a;paral <i<k— 1}.
Cuando 0 € (Y, es inmediato comprobar que el estimador maximo verosimil 6*

de dicho vector viene dado por
0F = @-paralgigk—l
0, = max (50, e ,ék_l)
Como 6f = 0; para 1 < ¢ < k — 1 la diferencia de los estimadores con y sin
restricciones viene dada por el estimador para la coordenada raiz para la que,

como veremos en la proposicién siguiente 76 estd mas concentrado en torno

a 0y que 90”.
Proposicién 4.1 Para cualquier t > 0
Pr (105 — 6ol < t) > Pr (|0 — 60| < t)
Demostracion.  Esto es evidente puesto que de 51 <0; <Oygpara 0 <i <
k — 1 deducimos §0 <05 < 0. [ ]

Con los mismos argumentos obtenemos otras direcciones, ¢’f, en las que se

obtiene un resultado del mismo tipo.

Proposicion 4.2 Sic; > 0 para 0 <1 < k — 1 entonces para cualquier t > 0

Pr(|d0" — 0] <t) > Pr ( 60— o

<t)

Nota 4.1 Obuviamente el resultado también es cierto si ¢; < 0 para 0 < 1 <

k—1 y la prueba es la misma.
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Nota 4.2 Hay que notar que no solo tenemos reduccion estocdstica de error

sino que ademds para cualquiert >0 sic; >0 para 0 <1< k—1

{x eRF |0 -0

< t} C {a: cR¥:|d0F - 0] < t}
Andlogamente en la estimacion simultinea de coordenadas, siT = (to, ..., tx_1)

Yy

T

A*:{:UG%I“:|9?—9i|<tipam0§i§k—1}

~

AT:{IeéRki 9,—@

<tipam0§z'§k7—1}

tenemos que A, C A% para cualquier T con componentes positivas. En conse-
cuencia la probabilidad de cubrimiento de intervalos de confianza simultaneos
de longitud fija para las coordenadas es menor cuando dichos intervalos estdn
centrados en el EMV restringido que cuando lo estan en el EMV sin restric-

ctones.

Por otro lado en el préximo teorema se demuestra que en el caso particular
de que n; = n para 0 < ¢ < k — 1 existen direcciones para las que el error

cuadratico medio es menor utilizando 6 en lugar de 6* a partir de un k.

Teorema 4.3 Euxiste ko tal que si (Zf;ll ci) Jeco < —(n+1)/(n+2) yk >

ko, existe 0 € CY}, verificando
E ((0’9* — 6/9)2> > F ((c’é— 0/9)2>
Demostraciéon. De 0 = §Z para 1 <17 < k — 1 se tiene que

E ((6/9* = 0'9)2) —-F <(c/§— 0’9)2) =c (E 0y —6,)° — E (50 — 90)2) +
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+20 (S (B (05 -0 (3,-0)) - B ((a-0) (0.-0))))  (a)

i=1
Sea 0; = a para 0 < i < k — 1. Entonces tenemos que cuando k tiende a oo,
E6:—6)° — 0

E((@S—HO)(@—@)) — Oparal <i<k-—1

Como ademsds para el 6 elegido

B (B~ 00) = B (5, - 0:) = —a
y
~ 2 2
£ (B — o) = (n+1) (n+2)0‘2

tenemos que de la expresién (1)
: ! % /n\2 'n 10\ 2
kh_)IEOE((CH —c@))—E((c@—cQ))
262 k-1 -1 2
e
foe (1) (nt2)" CO(;C> S

y esta ultima expresion es positiva si y solo si

k—1

Zi—l C; n+1
= < _
Co n+2

como queriamos probar. [

Ejemplo 4.1 Un ejemplo de direcciéon del tipo de las estudiadas en el teorema

anterior es para ¢’ = 0y — 6; con lo cual la estimaciéon de la diferencia entre
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el pardmetro raiz y cualquiera de los otros utilizando el EMV 65 — 67 no es

siempre mejor que la obtenida a través del estimador no restringido 6o — 0;.

Por otro lado en el teorema siguiente demostramos que se puede obtener un er-
ror cuadratico medio menor para el EMV restringido aumentando los tamanos

muestrales para 1 <1 < k — 1.

Teorema 4.4 Para cualquier c € R*

n{l_rpoo E ((c’@* — 0'0)2> - F ((c’é— c'@) 2) <0

1<i<k—1

Demostracién. Cuando n; — oo para 1 < i < k — 1 tenemos que 8} <> 6,

con lo que

E@: =0, — 0

3

E (65— 60) (6: —6:)) — 0
y de (1) tenemos

Am o E ((6/9* — 0'9)2) - F <(c/§— 0’9)2)
1<i<k—1

= Cg <E (98 — 90)2 —F (é\o — (90)2> <0

4.2 Orden Total

En esta seccion suponemos que el parametro verifica las restricciones corre-

spondientes a un orden total, es decir que § € C}, = {x ERF iy <0 < :rk}
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El estimador méaximo verosimil 6* es
or :max(al,...,éz) paral <i <k

Como en el caso del tree order y utilizando el mismo tipo de argumentos
podemos probar que el estimador restringido es mejor para la estimaciéon de

las coordenadas.

Proposicion 4.5 Para 1 <1 < k y para cualquier t > 0

~

Pr (|07 — 6;] < ) > Pr (|0; — 6;

<t)

También tenemos la siguiente proposicién para las direcciones con coordenadas

de igual signo

Proposicién 4.6 Si signo(c;) = signo(c;) para 1 < i,j < k entonces para

cualquier t > 0

Pr(|d0* — 0| <t) > Pr ( 0 — 0

<t)

Y en lo referente a la estimacidén simultdnea de coordenadas si denotamos

7 = (t1,...,t;) donde t; > 0 para 1 < i < k tenemos que
Proposicién 4.7 Para cualquier T € O, A, C A* donde

Ai:{xeﬁ?k:|92‘—6i|<tipam1§i§k}

A\T:{I'E%k: 0, — 0,

<tipam1§i§k}
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Respecto a la estimacion de otras funciones lineales generales de 6, en esta

situacion se tiene

E ((6'0* — 0'0)2) -F <(c’§— 0'0)2) = Zcf (E (0 —6,)° — E (@ — 9i>2> +
+23cic; (E((0; —6:) (07— 0;)) — E((6: — 6:) (0, — 6,))) (4.2)

i<j

La complejidad de (2) no nos permite encontrar tan especificamente como en
el tree order situaciones en las que no hay reduccion de error aunque si algunas
como la estimacién de la diferencia entre los parametros extremos cuando el
numero de poblaciones es suficientemente grande. Supongamos también por

comodidad que ny = --- =ng =n.

Teorema 4.8 Euxiste kg tal que para cualquier k > ko, 30 € C), verificando
PO 2
E (67 = 67) — (61— 6,))* > E (61— 0) — (61 — 6))

Demostracién. Como 0; = 67 la expresién (2) se escribe como

(E(@* 0y)? E(@k—ﬁk)) (4.3)
(B (0500 (5~ 09) £ (50 (5~ )

si ahora elegimos 6 tal que 6; = o para 1 < i < k y tomamos k — 0o tenemos

que 0 == 0, v (3) tiende a

2
T (n+1)(n+2)

2
a2+2< a) >0

n+1
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Misra y Dhariyal (95) dan condiciones sobre la no admisibilidad de estimadores
de los parametros, en este mismo tipo de modelos uniformes, cuando se sabe
que estos verifican un orden total y proponen estimadores que mejoran al
EMYV en esta situacién. Sin embargo en el ejemplo siguiente vemos que dichos

estimadores también pueden verse superados por estimadores no restringidos.

Ejemplo 4.2 Uno de los estimadores que aparecen en Misra y Dhariyal (95)

viene definido por 6 = (47 ...,0x) tal que

7’Ll+2
5 =1 " g
! 7’Ll+11

N+2 .
51:N7—}—101 para?ﬁzgk

donde N = Zle n;. Sea y = (Zii?é\l,é\g,,é\k> Entonces si ny = --- =
n,=ny#t =aparal < i <k y consideramos la funcién lineal c;60, + c;0%

obtenemos que si hacemos k — 0o

n+2- ~ 2
E <<0151 + Ckfsk) — (6161 -+ Ckgk))Q — E ((Cln n 161 + Ckgk) — (6161 -+ Ckgk))

se aproxima a
2
2c;, 9 Q1 _ o

_(n+1)(n~|—2)a B (n—|—1)3

y esta diferencia es positiva cuando

2
a (n+1)
CL. n+2
Nota 4.3 Hwang y Peddada (9/4) tratan modelos de escala en la seccion 4 de su

articulo. Prueban que el EMV del primer parametro de un orden total domina

al estimador no restringido y afirman ademds que para cualquier modelo de
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escala, verificando un orden total el estimador mdximo verosimil no domina
universalmente al estimador no restringido sino que para cada valor de 6 € CY,

existe una constante positiva c tal que
Pr (|0; = 0k| < c) < Pr (|0 — 04| < c) (4.4)

donde 0 y 0), son los EMV restringido y no restringido para la ultima coorde-
nada respectivamente.

También asequran que en cualquier modelo de escala, bajo las restricciones
de un tree order 07 < 0; el EMV de la primera coordenada 07 no domina
universalmente a 0;. Sin embargo como se verd estas dos ultimas afimaciones
no son vdlidas en nuestro modelo de escala.

Hwang y Peddada basan estas afirmaciones en que si 6, < 07 vy la desigualdad

es estricta con probabilidad positiva entonces
Pr(0 < 0;/0x < c1) < Pr(0 < 0/6) < ) (4.5)

cuando se elige ¢y, = 1+ ¢/0y y ¢ > 0. De aqui se deduce inmediatamente
(4.4) puesto que O > 0. Sin embargo y a pesar de que en nuestro modelo
bajo el orden total es cierto que 6, < 0; y esta desigualdad es estricta con
probabilidad positiva, las probabilidades que aparecen en (4.5) valen 1 para esa
eleccion de constantes.

Para el caso del tree order usual 6, < 0;, 1 < 1 < k se tiene que 0 =

o~

max (§1,9i> para 1 <1 <k con lo que también gz <Or<0;y

~

Pr (|05 — 0;] < ¢) > Pr (|6; — 6,

<C)
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contradiciendo el Teorema 4.7 de Hwang y Peddada.

Parece por tanto que los Teoremas 4.6 (ii) y 4.7 de dicha referencia no son tan
generales como sus autores afirman, sino que para que se verifiquen hay que
anadir alguna condicion que involucre al soporte de las variables, por ejemplo

que dicho soporte sea RT.
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