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Resumen

En este trabajo se estudian las vibraciones inducidas por el desprendimiento alternado de
torbellinos en estructuras cilindricas tales como chimeneas industriales y mastiles usando un
algoritmo de acoplamiento en el contexto de los elementos finitos. Para ello, se resuelven las
ecuaciones de Navier-Stokes en 2D para flujo incompresible alrededor de la seccion transversal
junto con las ecuaciones del movimiento de la estructura. Para resolver el campo fluido y poder
determinar las cargas (presiones) sobre el contorno se utiliza un método de paso fraccionado de
segundo orden con segregacion de la presion. El movimiento del dominio del fluido es tenido en
cuenta mediante una formulacion ALE (arbitrariamente Lagrangiana-Euleriana). La
estabilizacion de los términos de conveccion y difusion se consigue mediante subescalas
ortogonales y se asume que la variacion temporal de las subescalas es despreciable. En la
simulacion no se incluye ningin modelo de turbulencia. Para la resolucion de la estructura se
considera un modelo monodimensional de barras de seccion de pared delgada, de forma que la
estructura es modelada a través de elementos tipo barra. En cada instante, las presiones sobre el
contorno en cada plano analizado se integran y se interpolan para determinar las cargas por
unidad de longitud que excitan a la estructura. El problema dinamico se resuelve mediante el
método estandar de Newmark de segundo orden. Para cada instante de tiempo se resuelve el
fluido y se realiza el analisis dinamico de la estructura, a la vez que se actualiza la geometria de
la malla de cada plano de fluido de acuerdo con el movimiento de la estructura. La técnica
propuesta se valida mediante ejemplos en los que se consiguen obtener los resultados numéricos
esperados tanto para estructuras rigidas como para otras mas flexibles. En estas ultimas, los
movimientos resultantes son apreciables y afectan al modo en el que el viento excita a la
estructura, produciéndose cierta interaccion que da lugar a fendmenos aeroeldsticos
denominados de /ock-in o sincronizacion y de amplificacion del coeficiente de arrastre. Estos

fenomenos experimentales son reproducidos con el método numérico propuesto.



Abstract

Flow—induced vibrations of line slender structures such as chimneys, cables or masts have been
studied using a simplified fluid—structure interaction algorithm. Navier—Stokes equations for
incompressible flow have been solved in 2D in several transverse planes of the line—like
structure. Afterwards, the resultant pressure field was introduced using standard FEM
interpolation techniques, together with the dynamical behaviour of the structure and its
boundary conditions. A fractional step scheme, which is based on the second order pressure
splitting scheme, has been used to solve the fluid field. In each fluid plane, the displacements
have been taken into account considering an Arbitrary Lagrangian Eulerian approach (ALE).
The stabilization of convection and diffusion terms has been achieved by means of orthogonal
subscales (OSS) assuming quasi—static ones, that is, the temporal variation of subscales is
negligible. In this simulation, no turbulence model has been included. In order to solve the
structural problem, a monodimensional element for thin wall section beam has been considered,
employing several elements for modelling the whole structure. The standard second order
Newmark method has been used to include the dynamical behaviour equations. The wind has
been considered to be an uncompressible fluid acting on the structure in a series of planes (cells
of vortex) that are independent among them, and perpendicular to the structure direction. For
each period of time, the fluid problem was solved, and the aeroelastic analysis was carried out,
and at the same time the geometry of the mesh of each fluid plane was updated according to the
structure displacements. To illustrate the applicability of the technique described above, an
example of the response of a cantilever beam subjected to the wind action is shown in a range

where vibration behaviour is critical, resulting in lock—in and drag amplification phenomena.
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Capitulo 1. Introduccion

1.1. Presentacion del tema en su contexto

Las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en estructuras tales como
chimeneas, maéstiles, torres o puentes son un problema de interés practico para muchos campos de la
ingenieria. Aunque raramente pueden llegar a provocar el colapso inmediato de la estructura, con el

tiempo pueden reducir su vida util por fatiga.

En el caso de chimeneas o mastiles, el viento es un tipo de accion que induce flexion sobre este
tipo de estructuras. Comportamientos andmalos caracterizados por vibraciones excesivas debidas al
viento han sido descritos por varios autores [1, 2, 3]. En el caso de torres metalicas, en general
ligeras y con bajo amortiguamiento, las vibraciones son lo suficientemente fuertes y frecuentes
como para causar un acumulo de dafio en la estructura. Las torres de hormigdn son, en general, mas
rigidas que las metalicas y en los dos casos los esfuerzos originados debido a la accion del viento

son determinantes en el proyecto.

Se distinguen dos tipos de acciones generadas por el viento: acrodinamicas y aeroelasticas. Las
acciones denominadas aerodindmicas estdn caracterizadas por la incidencia del viento sobre la
estructura de forma que las fuerzas resultantes no dependen del movimiento de la misma. Por otra
parte, las acciones aeroelasticas ocurren cuando el viento incide sobre una estructura en movimiento
dando lugar a una interaccion entre los movimientos de la estructura y el fluido, generando fuerzas
dependientes del movimiento de la estructura. La interaccion fluido-estructura puede ocasionar

oscilaciones de caracter divergente o no, en funcion de las llamadas fuerzas auto-excitadas.

Los fenémenos aeroeldsticos mas importantes descritos en ingenieria de estructuras segin
Simiu y Scanlan [4] son el desprendimiento de torbellinos (vortex shedding), el galope transversal

(galloping), el galope inducido por una estela (wake galloping), el flameo (flutter) y el bataneo
(buffeting).

El fendmeno aeroelastico ocasionado por la generacion y desprendimiento de torbellinos se
debe a la separacion del flujo de aire por la presencia de un obstidculo y se caracteriza por el
desprendimiento periddico de torbellinos con sentido de rotacion alternado llamados vortices de
Von Karméan. El mencionado desprendimiento de torbellinos genera unas fuerzas transversales a la
direccion del flujo de aire sobre la estructura cuyo sentido se va alternando, las cuales son la causa
de las vibraciones transversales tipicas de este fenomeno aeroelastico. Una particularidad del
desprendimiento de torbellinos es el fenomeno de lock-in [5, 6, 7, 8] que se produce cuando la

frecuencia a la que se desprenden los torbellinos esta proxima a la frecuencia natural de la
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estructura en la direccion transversal al flujo de aire. En esta situacion, el desprendimiento de
torbellinos pasa a estar controlado por la frecuencia mecéanica y la amplitud de la oscilacion es

maxima, pero autolimitada.

El galope transversal genera movimientos de gran amplitud en la direccion normal al flujo de
aire, con frecuencias menores a las que se producirian en el caso de desprendimiento de torbellinos.
Este fendmeno es caracteristico de estructuras esbeltas con secciones transversales rectangulares o
en forma de D, asi como de cables de tendido eléctrico con hielo adherido. El galope inducido por
una estela tiene lugar cuando existen dos obstaculos préximos de tal forma que uno de los cuerpos
se encuentra en la estela del otro. Debido a la estela de torbellinos que genera el cuerpo aguas arriba
del flyjo de aire, el segundo cuerpo recibe una corriente incidente cuya intensidad y sentido variaran
con el tiempo. Este fenomeno es tipico de las catenarias de ferrocarril y de las lineas de transporte
de energia eléctrica en las que los cables discurren agrupados en conjuntos formados por dos,
cuatro, seis o mas cables situados en paralelo y separados por espaciadores mecanicos en la

direccion transversal.

La inestabilidad aeroelastica provocada por el flameo se produce a partir de una cierta
velocidad critica de viento cuando las fuerzas que el flujo de aire provoca sobre la estructura, en
combinacién con los movimientos de la propia estructura, dan lugar a amortiguamientos negativos
en la estructura de tal manera que los movimientos de la misma se van amplificando hasta que,
debido al elevado nivel de tensiones que alcanza el material, se produce el colapso, como en el

ejemplo clasico del Puente de Tacoma [9].

La vibracion por bataneo es aquella que se produce por las turbulencias u otras perturbaciones
de la corriente no producidas por el obstaculo que las sufre, distinguiéndose dos tipos de bataneo: el
generado por la propia turbulencia de la corriente incidente (que puede dar lugar a cargas
cuasiestaticas o dinamicas) y el debido a las perturbaciones causadas por algin otro obstaculo
proximo situado corriente arriba del obstaculo en consideracion; este ultimo tipo de bataneo se

conoce en la literatura como bataneo de estela o interferencia.

Dependiendo del tipo de estructura, los fendmenos citados anteriormente pueden ocurrir
aisladamente o asociados con otros, como por ejemplo, las vibraciones por flexion de torres, son
provocadas por el desprendimiento periddico de torbellinos y por la turbulencia del viento. El
problema en el que se centrara este trabajo se refiere al caso especifico de vibraciones aeroelasticas

en estructuras esbeltas de seccidn circular como son las chimeneas industriales o los mastiles.

En mastiles o chimeneas de seccion circular variable o constante, la formacion de torbellinos se

desarrolla en regiones o tramos a lo largo de la altura de la torre, donde las frecuencias de
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desprendimiento o presiones sobre la superficie de la estructura son equivalentes. Esas regiones se
denominan células de torbellinos y son importantes en la apariciéon de las oscilaciones de la

estructura.

1.2. Motivacion

Es necesario disponer de herramientas numéricas que permitan simular el comportamiento
vibratorio de ciertas estructuras industriales (chimeneas, cables, etc.) o civiles (mastiles, puentes,
etc.). De esta manera, en la etapa de disefio se podra evaluar la respuesta y en caso necesario

dimensionar adecuadamente para que no aparezcan problemas a lo largo de la vida 1til.

Otro escenario aparece cuando en estructuras existentes se detectan desplazamientos o
vibraciones inadmisibles que habra que limitar o mitigar. En este caso, para chimeneas, edificios y
otras estructuras similares, puede ser eficiente incorporar dispositivos pasivos de absorcion de
vibraciones denominados TMD (tuned mass damper). Para evaluar a priori la mejora obtenida con
estos sistemas no es suficiente realizar una simulacién dindmica del conjunto estructura-TMD bajo
excitaciones conocidas (fuerzas armoénicas, vibraciones libres, etc.) u otras que simulen la accion
del viento (desprendimiento de torbellinos a una determinada frecuencia, respuesta tras un golpe de
viento, etc.). Con esta forma de proceder la eficiencia esperada de estos sistemas es mayor que la
cuantificable tras su puesta en servicio (experimentalmente), donde el viento interactia con el
conjunto estructural. Es importante disponer de aplicaciones de simulacion de la interaccion entre el
fluido y la estructura para poder sintonizar adecuadamente los parametros (masa, rigidez y
amortiguamiento) de los sistemas de absorcion de vibraciones. El elevado esfuerzo de calculo
necesario para realizar estas simulaciones en 3D hace atin hoy en dia inviable este tipo de estudios.
Con propuestas simplificadas como la incluida en esta Tesis Doctoral se pretende conseguir
resultados utiles para aplicaciones industriales como la comentada, o para explicar otros fendémenos

relacionados con la interaccion del viento con estructuras flexibles.

En definitiva, la falta de conocimiento respecto al fenomeno fisico de interaccion fluido-
estructura, la necesidad de modelos estructurales adecuados, la demanda de datos de alta calidad a
escala real, la necesidad de desarrollar técnicas de analisis de datos para comprender mejor los
resultados y la demanda de dispositivos eficaces de supresion de vibraciones por parte de la
industria constituyen aspectos que requieren de herramientas numéricas como la desarrollada en

este trabajo.
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1.3. Estado de los conocimientos sobre el tema

El interés desde un punto de vista practico de las vibraciones inducidas por el desprendimiento
de torbellinos ha dado lugar a un gran nimero de estudios, muchos de los cuales han sido
analizados en los trabajos de Sarpkaya [10], Griffin y Ramberg [11], Berman [12], Parkinson [13];
en el capitulo de un libro por Anagnostopoulos [14]; en libros por Blevins [15], Naudascher y
Rockwell [16], Simiu y Scanlan [4], y Sumer y Fredsde [17], y recientemente por Williamson y
Govardhan [18, 19].

A pesar de que existen en la bibliografia un gran numero de estudios sobre cilindros rigidos
apoyados elasticamente bajo vibracion libre y forzada donde sélo se permite el movimiento en la
direccion transversal al flujo, hay pocos articulos en los que también se permita la vibracion del
cuerpo en linea con el flujo, se estudie la dinamica de estructuras en voladizo, cilindros apoyados,
cables o cuerpos atados. Como ejemplo clasico de sistemas sometidos a vibraciones inducidas por
el desprendimiento de torbellinos, se considera un cilindro rigido apoyado elésticamente cuyo
movimiento queda restringido a la direccion transversal al flujo. En funcion del movimiento del
cuerpo, si es controlado o si bien la vibracion ocurre por la accion del fluido, se pueden establecer
diferentes modelos para el desprendimiento de torbellinos. Williamson y Roshko [20] estudiaron
modelos de desprendimiento de torbellinos para un cilindro sometido a un movimiento sinusoidal
en un amplio rango de amplitudes y longitudes de onda, definieron un conjunto de regiones para los
distintos modos de desprendimiento de torbellinos e introdujeron una nueva terminologia para cada
modo. Cada ciclo de desprendimiento de torbellinos comprende torbellinos simples (S) y parejas de
torbellinos (P), dando lugar a modelos tales como los modos 2S, 2P y P + S (Figura 1.1), los cuales
son los principales modos de desprendimiento de torbellinos cerca de la regiéon fundamental de

lock-in, la cual se estudiara con detenimiento en este trabajo.

Brika y Laneville [21, 22] fueron los primeros que probaron la existencia del modo 2P para la
vibracion libre usando un cable dentro de un tinel de viento. Afirmaron que los modos 2S y 2P
pueden ser facilmente reconocibles y confirmaron la explicacion dada por Williamson y Roshko
[20] para el ciclo de histéresis en términos de cambio en el modelo de desprendimiento de
torbellinos. La Figura 1.2(d) muestra la visualizacion de estos modos por medio de la utilizacion de
humo. Encontraron una clara correspondencia entre el modo 2S y el tramo inicial de la respuesta, y

el modo 2P y el tramo inferior.
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¢ oz 04 06 08 10 |2 14 16 I8 20 Fuente: Williamson y Roshko [20]

Figura 1.1. Mapa de regiones de los modos de desprendimiento de torbellinos

El fendmeno de lock-in o sincronizacion (Blevins [23], Sumer y Fredsde [17]) de forma
tradicional significa que a medida que la velocidad del fluido se incrementa, una vez alcanzado un
cierto valor de la velocidad, la frecuencia de desprendimiento de torbellinos (n;) llega a estar muy
proxima a la frecuencia natural (n.) de la estructura con lo que las dos frecuencias se sincronizan
dentro de un rango de velocidades. La frecuencia de desprendimiento de vortices y la frecuencia de
oscilacion permanecen proximas a la frecuencia natural de forma que la relacion f* = ng/n. esta
proxima a la unidad. Sin embargo, para cuerpos ligeros sumergidos en agua, el cuerpo vibra a una

frecuencia mas alta, f* = 1.4 (Khalak y Williamson [24]).
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Figura 1.2. Vibracion libre de un cilindro elasticamente apoyado
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Para poder predecir las vibraciones inducidas por el desprendimiento de los torbellinos se ha
creado una base de datos muy completa de fuerzas experimentales, obteniéndose éstas por medio de
ensayos con cilindros sometidos a una oscilacion sinusoidal controlada en el seno de una corriente
libre. Varios investigadores, incluyendo a Bishop y Hassan [25], Mercier [26], Sarpkaya [27],
Staubli [28], Gopalkrishnan [29], y mas recientemente Hover et a/.[30, 31], Sheridan et al. [32], y
Carberry et al. [33, 34, 35, 36], han medido las fuerzas en cuerpos sometidos a un movimiento
armonico simple y multifrecuencia. Hover et al. [30, 31], en colaboraciéon con el grupo de
investigacion de Michael Triantafyllou del MIT Towing Tank, desarrollaron un experimento
ingenioso y extremadamente versatil, en concreto, se trata de un nuevo retroalimentador de fuerza
“virtual cable testing apparatus’’. Las contribuciones mas recientes de este grupo se han centrado
en trabajar con numeros de Reynolds altos. El grupo de trabajo conjunto de Rockwell de la
Universidad de Lehigh y John Sheridan de la Universidad de Monash ha llevado a cabo un gran
numero de medidas a partir de la vibracion controlada de cilindros, dando lugar a numerosos

articulos interesantes (Sheridan et al. [32] y Carberry et al. [33, 34, 35, 36]).

En el trabajo experimental llevado a cabo por Moe y Wu [37] al cilindro se le permitia vibrar en
la direccion transversal al flujo (Y') y también en linea con el mismo (X). La relacion de masas
(cociente entre la masa de la estructura que vibra y la masa del fluido desplazado, m*) y las
frecuencias naturales se eligieron de tal manera que tuviesen valores diferentes en la direccion
transversal al flujo y en la direccion paralela. Bajo estas condiciones, los estudios demostraron un
amplio rango de sincronizacion, similar a los estudios en los que solo se considera el movimiento en
la direccion transversal al flujo, pero sin evidencias de diferentes tramos en la respuesta. Jeon y
Gharib [38] adoptaron un nuevo planteamiento de tal forma que el cilindro, en el seno de una
corriente fluida, era forzado a moverse en la direccion Y y en la X bajo movimientos impuestos por

las expresiones
x (t) = Ax sin (2wt + 6)
y (t) = Ay sin (wt)

Fijaron como angulos de fase los valores especificos § = 0° y 6 = -45°. Uno de los resultados mas
interesantes del estudio de Jeon y Gharib fue que incluso pequefios desplazamientos en la direccion

X (Ax /Ay =20%) pueden inhibir la aparicion del modo 2P en la formacion de torbellinos.

En la mayoria de los casos practicos, las estructuras cilindricas tienen la misma relacion de
masas y la misma frecuencia natural en la direccion paralela al flujo (X) y en la direccion

transversal (). Los ensayos llevados a cabo por Leyva et al. [39] y Jauvtis y Williamson [40, 41,
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42] han demostrado que incluso para bajas relaciones de masas (hasta m* = 6) el hecho de que el
cuerpo pueda oscilar en la direccion paralela al flujo afecta muy poco al movimiento en la direccion
transversal. Este resultado es importante porque indica que todo el conocimiento que se tiene sobre
las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en cuerpos a los que solo se les
permite el movimiento en la direccion transversal, es aplicable al caso de dos grados de libertad. Sin
embargo, para relaciones de masas por debajo de m* = 6 se produce un cambio importante en la
interaccion fluido-estructura. Aparece un nuevo tramo en la respuesta con un significativo
incremento en la magnitud del movimiento segun la direccion X, el cual fue definido por Jauvtis y
Williamson [41, 42] como tramo “super alto” (Figura 1.3). Esta respuesta se corresponde con un
nuevo modo de formacidn de torbellinos, el cual comprende un trio de torbellinos formandose cada
mitad de ciclo, el cual ha sido definido como modo 2T siguiendo la terminologia introducida por

Williamson y Roshko [20].
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Figura 1.3. Descubrimiento de un tramo “super alto” de alta amplitud

En general, a medida que los problemas son mas reales desde un punto de vista practico, mas
complejos resultan. No obstante, muchos de los fendmenos descubiertos para el problema tipo del
cilindro apoyado elasticamente se pueden trasladar a estructuras mas complejas. Por ejemplo, para
el caso estructuras flexibles en voladizo, el trabajo de Pesce y Fujarra [43] y Fujarra et al. [44]
indica que existe un tramo inicial en la amplitud de la respuesta similar al de un cilindro
elasticamente apoyado. Techet et al. [45] descubrieron un modo 2S-2P, que era combinacion de los
modos 2S y 2P, en la formacion de torbellinos para diferentes secciones a lo largo de la longitud de

un cilindro de seccion variable sometido a una vibracion transversal controlada (Figura 1.4).
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Fuente: Techet et al. [45]

Figura 1.4. Modo hibrido 2S-2P en un cilindro de seccion variable

Las vibraciones inducidas por desprendimiento de torbellinos en el caso de cilindros apoyados
también muestran tramos similares en la respuesta a los existentes para estructuras en voladizo
como pusieron de manifiesto los trabajos de Balasubramanian et al. [46] y Weiss y Szewczyk [47].
En estos estudios el movimiento del cilindro estaba restringido a la direccion transversal, sin
embargo, recientemente Flemming y Williamson [48] estudiaron la respuesta de un cilindro
apoyado el cual tenia permitido el movimiento en la direccion transversal y paralela al flujo.
Finalmente, Flemming y Williamson descubrieron un nuevo modo formado por dos torbellinos que
giran a la vez y se forman cada medio ciclo, denominado modo 2C, para las estructuras mas ligeras

que estudiaron.

Kim Vandiver en el MIT ha emprendido numerosos estudios de campo y ensayos de laboratorio
relativos a la dinamica de cables (Vandiver [49]; Vandiver y Jong [50]) y ha desarrollado el
conocido programa SHEAR?7 para el estudio de las vibraciones inducidas por el desprendimiento de
torbellinos en cables (Vandiver [51]) el cual actualmente estd basado en datos experimentales
obtenidos a partir de cilindros cortos. Similares experimentos han sido llevados a cabo también por
Marcollo y Hinwood [52] utilizando un cable sumergido en el seno de una corriente uniforme.
Trianyafyllou y Grosenbaugh [53] fueron capaces de calcular exitosamente la dinamica de cables
con un modelo empirico de la fuerza de sustentacion tratandola como una funcion lineal de la

amplitud.

Algunos modelos analiticos 2D empleados para el analisis de las vibraciones inducidas por el
desprendimiento de torbellinos describen la fuerza debida al desprendimiento de los torbellinos
como una forma sinusoidal usando coeficientes y parametros de ajuste y considerando que la
respuesta en esa region es basicamente armonica [54]. Otros autores hacen uso de la teoria de

vibraciones aleatorias para evaluar la respuesta de la estructura, con una fuerza de desprendimiento
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escrita en términos de espectro de banda larga o estrecha, como una funcion del tipo Gaussiana. Se
encuadra en este caso el modelo de Vickery y Clark [55], aplicado a torres, y usado por otros
investigadores [56] para su comparacién con resultados experimentales obteniéndose resultados

satisfactorios.

También se han desarrollado modelos semi-empiricos para el estudio las fuerzas debidas al
desprendimiento de torbellinos en cilindros, teniendo en cuenta la correlacion espacial de esas
fuerzas, las cuales dependen de la amplitud, y tratando el fendmeno como un proceso aleatorio,

estacionario, de banda estrecha, para nimeros altos de Reynolds [57].

La naturaleza de las vibraciones auto-excitadas por el desprendimiento de torbellinos sugiere
que el comportamiento del fluido también pueda ser modelado como un oscilador no lineal. Esta
idea fue inicialmente propuesta por Bishop y Hassan [58] y seguida por otros investigadores [59,
60, 61, 62] usando modelos donde el coeficiente de sustentacién (para cilindros dispuestos
horizontalmente) o de fuerza lateral (para cilindros dispuestos verticalmente) satisface una ecuacion
del tipo van der Pol, la cual estd acoplada a la ecuacion de movimiento de la estructura en términos
de la respuesta en velocidad. Algunos modelos evaliian puntos extremos de la region de lock-in para
flujo bidimensional [63]. Otros modelos introducen una variable que recoge el movimiento del

fluido para describir los efectos provocados por el desprendimiento de torbellinos [64].

Considerando la idea de un oscilador auto-excitado, Scanlan [4] presentd dos modelos
empiricos para simular la fuerza de desprendimiento de torbellinos en cuerpos rigidos: uno lineal en
el cual consideraba parametros de excitacion, de amortiguamiento y de rigidez, siendo utilizado este
modelo por otros investigadores [65, 66], y otro no lineal con parametros de la fuerza aeroelastica
dependientes de la velocidad y del desplazamiento de la estructura. Los modelos de Vickery y Basu
[67, 68, 69] y Paluch et al. [70] toman como partida la ecuacion de van der Pol. Skop y
Balasubramanian [71], y Skop y Luo [72] realizaron numerosos modelos para simular el
desprendimiento de torbellinos a lo largo de la longitud del cilindro y de la dinamica estructural de
cilindros para flujo uniforme y no uniforme usando también un oscilador del tipo van der Pol, con
un término de acoplamiento proporcional a la velocidad del cuerpo. En un metddico articulo
Facchinetti et al. [73] llegaron a la conclusion de que el término de acoplamiento 6ptimo ha de tener

en cuenta la aceleracion del cuerpo, en lugar del desplazamiento o la velocidad.

Modelos mas recientes [74] toman como punto de partida el modelo empirico no lineal
desarrollado por Scanlan [4] combinandolo con el modelo oscilador acoplado de Blevins [64, 75], y

con aplicacién de las técnicas de analisis modal.
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A diferencia de los modelos analiticos, la metodologia puramente numérica basada en la
Mecanica de Fluidos Computacional (CFD) y empleada para resolver problemas aeroelasticos en el
ambito de la ingenieria de estructuras tiene como caracteristica la ausencia de requerimientos de

datos cuyo origen sea experimental.

Los primeros estudios numéricos del flujo de aire alrededor de un cilindro fueron llevados a
cabo en 1969 por Son y Hanratty [76]. A su vez, Braza et al. [77] emplearon en 1986 el método de
los volumenes finitos para analizar el desprendimiento de torbellinos en cilindros con un ntimero de
Reynolds inferior a 1000. Por otro lado, Leconite y Piquet aplicaron diferencias finitas en los casos
de flujo estacionario y no estacionario. En el afo 1993 Dawes [78] empled el método de los
volimenes finitos para resolver el mismo problema. Utilizd un método adaptativo incorporando la
capacidad de refinar la malla en funcién de la solucién obtenida, logrando asi una solucion
computacionalmente economica. Kalktsis [79] utiliz6 el método de los elementos espectrales para
llevar a cabo un estudio computacional de las fuerzas que act@ian sobre un cilindro oscilando
armoOnicamente en direccion perpendicular a un flujo uniforme. Autores como Anagnostopoulos
[80, 81], Jan y Sheu [82] y Mittal et al. [8, 83, 84] han empleado el método de los elementos finitos
para analizar el fendmeno de desprendimiento de torbellinos. Dicho método es el que se empleara

en esta Tesis Doctoral.

El grupo de George Karniadakis de la Universidad de Brown ha llevado a cabo amplios
estudios computacionales. Las investigaciones de este grupo parten del analisis del flujo laminar
alrededor de un cable sometido a vibracion libre (Blackburn y Karniadakis [85]). El potencial de un
analisis computacional tridimensional se puso de manifiesto en la simulacién que hicieron Newman
y Karniadakis [86, 87], donde mostraron las diferentes estelas de torbellinos formadas en los nodos

y antinodos de un cable sometido a una vibracion de onda estacionaria (Figura 1.5).

Fuente: Newman y Karniadakis [86, 87]

Figura 1.5. Analisis 3D de la vibracion inducida por el desprendimiento de torbellinos de un cable
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Lucor et al. [88] estudiaron las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en
cilindros flexibles muy esbeltos (esbeltez > 500) sometidos a flujos tangenciales uniformes y
exponenciales. Observaron dislocaciones de torbellinos similares a las visualizadas en experimentos
realizados sobre cilindros inmoviles, las cuales pueden causar una sustancial modulacién en las

fuerzas de sustentacion.

Willden y Graham [89] llevaron a cabo una exitosa simulaciéon “quasi-3D”. En su simulacion,
resolvian un fluido 2D para distintas posiciones a lo largo de la longitud del cilindro elasticamente
apoyado y las soluciones para cada plano se relacionaban hidrodindmicamente a través de una
representacion mallada tridimensional a gran escala de los torbellinos. El modelo estructural que

acoplaban al fluido despreciaba el amortiguamiento estructural.

Otros investigadores como Rodi [90] en 1997 estudiaron el fendmeno de desprendimiento de
torbellinos en cuerpos no aerodinamicos. Steggel y Rockliff [91] emplearon a su vez el método de
los vortices discretos. Utilizando ese mismo método, Larsen [92] y Larsen y Walther [93]
calcularon para diferentes secciones transversales parametros aerodinamicos como los coeficientes

de sustentacion y de arrastre o el nimero de Strouhal.

Otros autores como Lopes, Cunha y Simoes [94] emplean la metodologia numérica para
analizar el fenomeno de /ock-in y su relacion con las condiciones de utilizacion de estructuras
esbeltas con el fin de limitar los niveles de vibracion. Para analizar el flujo de aire y su accion sobre
la estructura estos investigadores emplean un método basado en la técnica de los volimenes finitos
mientras que el comportamiento dindmico de la estructura es calculado mediante el método de los

elementos finitos.

1.4. Modelos numéricos

A continuacién se muestra una breve descripcion de las caracteristicas de diferentes métodos

numéricos utilizados en la simulacidén de problemas de interaccion fluido-estructura.

= CENAERO

Durante los ultimos aflos CENAERO [95] ha desarrollado una plataforma de simulacion de
problemas de interaccion fluido-estructura por medio del acoplamiento entre el programa Argo [96]
de CFD y el programa de elementos finitos Samcef Mecano de andlisis estructural a través del

programa MpCCI (Mesh based parallel Code Coupling Interface) [97, 98].
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El solver Argo de CFD se basa en una descomposicion del dominio para resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes en 3D. Dado que se trata de un esquema implicito, en cada paso de tiempo se debe
resolver un sistema de ecuaciones no lineales. Para ello utiliza un método de Newton inexacto
basado en un algoritmo de Newton-GMRES por diferencias finitas. Samcef [99] es un programa de

elementos finitos de caracter general para el analisis de estructuras y transferencia de calor.

El solver del fluido se acopla al solver de la estructura por medio del programa MpCCI para
realizar simulaciones aeroeldsticas. MpCCI es un programa que proporciona una interfaz
independiente para el acoplamiento de diferentes codigos de simulacion. Es capaz de intercambiar
diferentes datos (desplazamientos, fuerzas, etc.) entre las mallas del fluido y la estructura a lo largo
de la interfaz fluido-estructura. Ofrece interpolaciones lineales y bilineales, conservativas y no-
conservativas cuando las mallas no son compatibles, lo cual suele ser habitual en el caso de
aplicaciones aeroelasticas. Esta herramienta de simulacion fue utilizada por Fitschy et al. [100] para

la optimizacion estructural del ala de una avioneta a partir de las respuestas aeroelasticas.

= ANSYS

ANSYS [101] es un programa de analisis y disefio basado en el método de calculo por
elementos finitos. El programa ANSYS CFX de simulacion fluido-dindmica permite realizar
andlisis estacionarios y/o transitorios de flujo y transferencia de calor, permitiendo la interaccion

fluido-estructura gracias a la conexion con ANSYS.

La soluciéon ANSYS FSI es una herramienta que permite realizar simulaciones de problemas de
interaccion fluido-estructura. En el caso de acoplamiento en una sola direccion, el solver del fluido
y el de la estructura se ejecutan de forma independiente utilizando los resultados de una simulacion
como cargas o condiciones de contorno de una segunda simulacion. Los datos se transfieren en una
sola direccion. Este nivel de acoplamiento de la mecanica de fluidos computacional es posible entre

ANSYS (version Profesional o superior) y el solver CFX.

Para los casos en los cuales la estructura se deforma considerablemente es necesario realizar un
analisis de interaccion fluido-estructura con acoplamiento en dos direcciones. El solver iterativo
ANSYS Multi-field permite la simulacion de problemas de interaccion fluido-estructura acoplados
en dos direcciones con una transmision de datos bidireccional. Este programa constituye el marco
de trabajo y proporciona el acoplamiento entre el solver del fluido (ANSYS CFX) y el de la
estructura (ANSYS Mechanical), los cuales se ejecutan simultaneamente. Se pueden realizar
andlisis estacionarios y/o transitorios con movimiento/deformacion de la geometria de la estructura.

Estas son algunas de las caracteristicas de este programa:
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- El problema estructural y el dominio fluido son tratados como campos diferentes con

modelos y mallas independientes.
- Los datos entre los dos sistemas se intercambian a través de la interfaz fluido-estructura.
- La solucion del fluido y de la estructura se puede dividir entre dos ordenadores diferentes.
- No-linealidad material y geométrica.

Chen et al. [102] utilizaron esta aplicacioén para realizar una simulaciéon numérica a escala real
de las vibraciones inducidas por el desprendimiento alternado de torbellinos en las tuberias

utilizadas para transportar petroleo desde el fondo del mar (risers).

El programa ANSYS CFX también se puede acoplar a codigo desarrollado in-house por
investigadores, universidades, etc. a través del programa MpCCI para simular la respuesta de
estructuras civiles sometidas a cargas de viento. En el trabajo de Miana et al. [103] se emplea la
herramienta MpCCI para acoplar el programa de mecénica de fluidos computacional FLUENT
[104] con el programa de elementos finitos ABAQUS [105] y simular el problema de interaccion

fluido-estructura en un cilindro oscilante.

=  SolidWorks

SolidWorks [106] es un programa de disefio asistido por ordenador (CAD) que cuenta con
diferentes herramientas para la validacion de los disefios. Una de esas herramientas es SolidWorks
Flow Simulation, la cual permite el andlisis de flujo externo de liquidos y gases alrededor de

cuerpos rigidos.

Respecto al estudio de las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en las
tuberias utilizadas para transportar petréleo desde el fondo del mar, en mayo de 2003 varios grupos
de investigadores desarrollaron 11 modelos numéricos para predecir desplazamientos, curvaturas y
frecuencias una vez habian concluido las mediciones en laboratorio de las vibraciones inducidas por
el desprendimiento de torbellinos en un modelo de tuberia [107]. Estos métodos numéricos se

pueden dividir en tres grupos.

El primero estaria formado por los cddigos Norsk Hydro, USP, DeepFlow y VIVIC. Estos
cuatro codigos usan las técnicas de la mecanica de fluidos computacional para calcular el flujo 2D
alrededor de una tuberia en diferentes planos horizontales distribuidos a lo largo de su longitud
(strip theory approach). Bajo este planteamiento, la {inica comunicacion entre los flujos en

diferentes planos es a través del movimiento de la tuberia, cuya posicion se actualiza en cada paso
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de tiempo en respuesta a la fuerza instantanea inducida por el flujo en cada plano. El segundo grupo
estaria compuesto por dos codigos, Orcina Vortex Tracking y Orcina Wake Oscillator, los cuales
usan el mismo el planteamiento que los anteriores, pero adoptan métodos mas pragmaticos para
calcular la fuerza en cada plano. Estos dos grupos de codigos operan en el dominio del tiempo. Los
codigos del tercer grupo (VIVA, VIVANA, VICoMo, SHEAR7 y ABAVIV) usan de diversas
maneras los datos obtenidos de mediciones realizadas sobre cilindros rigidos sometidos a
vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos o forzadas para identificar la amplitud
del modo (o el rango de modos) mas probable de ser excitado. En muchos de estos modelos no se
considera la posibilidad de calcular la respuesta de la tuberia en la direccion del flujo. En el trabajo
de Chaplin et al. [108] se puede encontrar una descripcion mas detallada de todos estos modelos

numeéricos.

Fuente: Kendon [109]

Figura 1.6. Simulacion en VIVIC de la vibracion inducida por el desprendimiento de
torbellinos en dos tuberias

= NekTar

NekTar [110] es un programa desarrollado en la Universidad de Brown (Newman y
Karniadakis [111]) que permite una simulaciéon numérica directa (DNS) del flujo alrededor de
cilindros rigidos o flexibles, acoplado al correspondiente modelo estructural. Hace uso de dos
formulaciones diferentes para tener en cuenta el movimiento del dominio: un sistema de
coordenadas fijo al contorno y una formulacion arbitrariamente Lagrangiana-Euleriana.
Evangelinos et al. [112] utilizaron este programa para determinar la distribucion de fuerzas sobre un

cilindro flexible sujeto a vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos.
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= DEEPSEA Engineering and Management

DeepSea [113] ha desarrollado su propio codigo CFD para el estudio de diferentes proyectos,
entre los que destaca el estudio de las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos
en las tuberias utilizadas para el transporte de petroleo desde el fondo marino. Esta herramienta fue
utilizada por Stavropoulos et al. [114] para evaluar el comportamiento hidrodindmico de este tipo
de tuberias. Los resultados hidrodinamicos obtenidos se pueden utilizar como datos de entrada en
ciertas aplicaciones de analisis de las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en

el dominio de la frecuencia, como por ejemplo SHEAR7.

Fuente: DeepSea [113]

Figura 1.7. Simulacion de la vibracion de las tuberias satélites proximas a la tuberia
principal con DeepSea

= Principia

Principia [115] ha desarrollado junto con el Instituto Francés del Petrdleo (IFP) el programa de
elementos finitos DeepLines. Este programa dispone del modulo DeepVIV que permite simular las
vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en las tuberias utilizadas para el
transporte del petroleo desde el fondo del mar, realizar pre-andlisis estaticos y modales, identificar
las zonas de lock-in y la respuesta en amplitud de la tuberia y estudiar la variacion del coeficiente de

arrastre.

La amplitud de la vibracion y la fatiga resultante se obtienen a partir de un calculo modal de la
respuesta a una corriente estacionaria. La estructura se define con elementos cable, viga o barra. En
primer lugar se realiza un andlisis estatico para determinar la posicion de equilibrio, a continuacion
se lleva a cabo un analisis modal y finalmente se hace el calculo de las vibraciones inducidas por el
desprendimiento de torbellinos. Existe la posibilidad de utilizar los resultados almacenados en una
base de datos de un analisis modal anterior, lo cual resulta de gran utilidad cuando se excita un
elevado numero de nodos. Una descripcion mas detallada de este programa se puede encontrar en el

trabajo de Le Cunff ez al. [116].

21



Capitulo 1. Introduccion

=
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{; :j Fuente: Le Cunff [116]

Figura 1.8. Simulacion del desprendimiento de torbellinos en una tuberia con el programa DeepVIV

» PFLOW

PFLOW [117] es un programa de interaccion-fluido estructura desarrollado en el Centro
Internacional de Métodos Numéricos en Ingeriria (CIMNE) basado en el método de las particulas
finitas (Particle Finite Element Method, PFEM). Este método es una clase particular de la
formulacion Lagrangiana que trata de resolver los problemas en los que existe interaccion entre
fluidos y sélidos de una manera unificada. PFEM trata los nodos de la malla del fluido y del s6lido
como particulas que pueden desplazarse libremente e incluso separase del dominio principal del

fluido, como por ejemplo, el efecto de las gotas de agua.

1.5. Objetivos y aportaciones originales

El principal objetivo de este trabajo es desarrollar un método simplificado que permita simular
ciertos fendmenos propios de interaccion entre un determinado fluido y la estructura sobre la que
incide, mas concretamente se estudian las vibraciones inducidas por el desprendimiento alternado

de torbellinos en estructuras esbeltas.

Este estudio se realizara dentro del contexto de la Mecanica de Fluidos Computacional y
respecto a los fendmenos aeroelasticos causados por el desprendimiento de torbellinos se prestara

especial interés al fendmeno de lock-in y al de amplificacion del coeficiente de arrastre.
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El método desarrollado para abordar este estudio resulta novedoso. De forma simplificada la
propuesta consiste en no resolver el fluido en 3D, sino solamente en algunos planos transversales a
la estructura a lo largo de su longitud. Aunque la estructura se modela con elementos
monodimensionales, en cada plano se considera la forma concreta de la seccion transversal de la
estructura y sobre ella se calculan las presiones con las cuales se determinan, tras integracion e

interpolacion, las cargas por unidad de longitud que actian sobre la estructura.

1.6. Contenido

En el primer capitulo se presenta el tema en su contexto dejando constancia de la importancia
que tienen las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en estructuras tales como
chimeneas o mastiles. También se realiza una descripcion de los trabajos desarrollados por otros

autores respecto al tema en cuestion y se indican los objetivos especificos de esta Tesis Doctoral.

En el segundo capitulo se realiza una descripcion tedrica del flujo alrededor de un cilindro. Se
describe la variacion de los coeficientes de sustentacion y de arrastre y se introduce el numero de
Strouhal. Posteriormente, se describe el fendomeno aeroeldstico de lock-in mostrando resultados
experimentales de otros autores y se introduce el concepto de células de vortices para el estudio de
las vibraciones debidas al desprendimiento de torbellinos en torres o chimeneas sometidas a la
accion del viento. Finalmente, se describe el fenomeno, también aeroeléstico, de amplificacion del

coeficiente de arrastre aportando resultados obtenidos experimentalmente por otros autores.

En el tercer capitulo se presenta un modelo monodimensional para el andlisis de barras de
seccion de pared delgada. La formulacion hace uso de los modelos de Navier-Bernoulli y Vlasov
para describir la flexion y la torsidn, respectivamente, a nivel de barra, y del modelo de Love-
Kirchhoff para plantear las relaciones de comportamiento a nivel de ldmina. Este modelo tiene
caracter general y contempla la posibilidad de que las barras estén constituidas por materiales

compuestos.

En el cuarto capitulo se aborda el problema de la dinamica estructural, con especial interés en el
rango no-lineal. Aunque existen tanto técnicas explicitas como implicitas para resolver el problema,

solo se consideraran los algoritmos implicitos.

El quinto capitulo se centra en la resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible. En la primera parte se describen las ecuaciones de conservacion que gobiernan los

fenomenos de la fluidodinamica, en una segunda parte se aborda la resolucion practica de las
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ecuaciones utilizando métodos de paso fraccionado y finalmente, se estudia el movimiento de la

malla.

En el sexto capitulo se estudia el problema de interaccion fluido-estructura. El primer apartado
contiene una descripcion del problema y de las principales estrategias computacionales usadas para
su resolucion, ademds de una breve revision del estado de los conocimientos. En el segundo
apartado se describe el esquema computacional utilizado en este trabajo, el cual integra las etapas
de la resolucion estructural en la formulacion de paso fraccionado del fluido. En el apartado
siguiente se analiza el error local que introduce este planteamiento teniendo en cuenta las etapas de
resolucion del fluido. Finalmente, en el Gltimo apartado se muestra un estudio de la estabilidad del

esquema.

En el séptimo capitulo se muestran los resultados obtenidos para las diferentes simulaciones que
se han realizado. Se trata de aplicar el método descrito en los capitulos anteriores a modelos de
estructuras esbeltas sometidas a cargas de viento para estudiar su comportamiento vibratorio. En el
primer ejemplo se muestra la respuesta de una chimenea de acero de 90 m sometida a la accién del
viento, a continuacién se analiza la influencia del nimero de planos de fluido utilizados para
modelar la accion del viento en la respuesta transversal de un mastil de acero de 34 m de altura de
seccion constante y finalmente se estudian los fendmenos de lock-in y de amplificacion del

coeficiente de arrastre para esa misma estructura.

Por ultimo, en el octavo capitulo se muestran las conclusiones extraidas de este trabajo y se

establecen las lineas futuras de investigacion.
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Capitulo 2. Fenomenos aeroeldsticos

2.1. Resumen

En este capitulo se realiza una descripcion teorica del flujo alrededor de un cilindro. Se describe
la variacion de los coeficientes de sustentacion y de arrastre y se introduce el nimero de Strouhal.
Posteriormente, se describe el fenomeno aeroelastico de lock-in o de sincronizacion mostrando
resultados experimentales de otros autores y se introduce el concepto de células de vortices para el
estudio de las vibraciones inducidas por el desprendimiento alternado de torbellinos en torres o
chimeneas sometidas a la accion del viento. Finalmente, se describe el fendomeno, también
aeroelastico, de amplificacion del coeficiente de arrastre aportando resultados obtenidos de forma

experimental por otros autores.

2.2. Flujo alredor de un cilindro

El flujo alrededor de un cilindro es uno de los problemas clasicos de la Mecanica de Fluidos. En
principio, la geometria circular sugiere la existencia de un patrén de flujo estacionario y claramente
simétrico, lo cual se cumple en el caso de valores del nimero de Reynolds muy bajos: cualquier
perturbacidon que se introduzca aguas arriba es amortiguada por las fuerzas viscosas. Sin embargo,
para numeros de Reynolds mas grandes, las perturbaciones no pueden ser neutralizadas, lo cual
conlleva importantes fendomenos peridodicos aguas abajo del cilindro, conocidos como

“desprendimiento de vortices” (vortex shedding).

2.2.1. Regimenes de flujo

Cuando un cuerpo no aerodinamico se expone a una corriente de fluido de velocidad U, las
presiones en la superficie del cuerpo varian de modo alternado a lo largo del tiempo, conforme se

ilustra en la Figura 2.1 [1].

En la medida en que los torbellinos se desprenden de manera alternada en cada lado del cilindro
provocan fuerzas periddicas sobre el cuerpo. Si el cilindro tiene permitido el movimiento en la
direccion transversal a la que actia la corriente de fluido, esas fuerzas periddicas interactiian con el
movimiento del cilindro dando lugar a las vibraciones inducidas por el desprendimiento de
torbellinos. En general, estas fuerzas se expresan en términos adimensionales por medio de

coeficientes de fuerza de la forma
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oo P

1 2.1
ipUgd (2.1)

donde F'(t) es la fuerza periddica que actiia sobre el cilindro, p es la densidad del fluido y d es el
diametro del cilindro. Nétese que el coeficiente de fuerza C' dependera del tiempo, C'(t).

t = 0.935 SEC

A

t - 0968 SEC
Fuente: Pinheiro [2]
Figura 2.1. Campo de presiones en la superficie de un cilindro

El arrastre y la sustentacion se definen como las componentes paralela y normal,
respectivamente, a la velocidad relativa de aproximacion, de la fuerza ejercida sobre un cuerpo por
el fluido en movimiento a su alrededor. La accion dinamica del fluido en movimiento relativo

respecto al cuerpo es la que desarrolla el arrastre y la sustentacion.

Para una seccion circular, el coeficiente de arrastre C'p, y el de sustentacion C, varian en el
tiempo tal como se muestra en la Figura 2.2, la cual muestra los resultados obtenidos mediante la
mecanica de fluidos computacional en el caso del cilindro considerado como obstaculo. Notar que
el valor medio del coeficiente de sustentacion es nulo, C';, = 0, mientras que el valor medio del
coeficiente de arrastre es distinto de cero, C'p # 0. La frecuencia de la componente de sustentacion
viene dada por la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos y su valor se corresponde con la
mitad del valor de la frecuencia de la componente de arrastre, es decir, el cuerpo vibra el doble de
rapido en la direccion paralela al flujo, con una frecuencia doble que en la direccion perpendicular,
sin embargo, la magnitud de la amplitud de las vibraciones en la direccion paralela es pequeia
comparada con la que ocurre en la direccidon perpendicular siendo, por lo tanto, éstas ultimas las
més importante. Finalmente, se utiliza Cp y C7, para designar los valores RMS (raiz cuadrada del

valor cuadratico medio) de los coeficientes de arrastre y sustentacion respectivamente.
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Ni siquiera para los casos mas sencillos (seccion circular, obstaculo, flujo laminar, etc.) existen

soluciones analiticas capaces de describir estos fendmenos dada la complejidad del problema.
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Figura 2.2. Variacion con el tiempo del coeficiente de arrastre y de sustentacion

La formacion de torbellinos en un cilindro circular depende del numero de Reynolds, Re. Los

principales regimenes de desprendimiento de torbellinos se muestran en la Figura 2.3 [3].

Para valores bajos del nimero de Reynolds (Re < 5), el fluido pasa alrededor del cilindro sin
que haya desprendimiento de vortices. Cuando el nimero de Reynolds varia entre 5 y 40, el fluido
se separa formando un par de vortices estacionarios justo en la parte posterior del cilindro con una
configuracion inestable, de manera que una pequeia perturbacion daria lugar a una configuracion

alternada de desprendimiento de vortices periddica [4].

El desprendimiento alternado de torbellinos se denomina en la literatura como calle de vortices
de Von Karman (Von Kdrman vortex street) y tiene lugar para valores del nimero de Reynolds

comprendidos entre 40 y 150 (Figura 2.4).

Para valores del nimero de Reynolds entre 150 y 300 se produce una transicion del régimen
laminar al régimen turbulento y para la franja de 300 a 3-10°, la estela es completamente turbulenta.

En esta franja de valores del nimero de Reynolds, los vortices se desprenden con una frecuencia

bien definida.
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Cuando el niimero de Reynolds se sitia entre 3-10° y 3.5-10° se produce una nueva transicion, el
punto de separacion se mueve hacia atrds y la estela se hace mas estrecha y desorganizada. En este
rango el desprendimiento de voértices se produce para una banda ancha de frecuencias y de forma no
armoénica. Para niimeros de Reynolds mayores de 3.5-10° se reestablece la calle de vortices

turbulenta.

—= Re <5 Flujo sin desprendimiento de vortices

m 5 < Re < 40 Se forman un par de vortices estacionarios en la
V" parte posterior del cilindro

40 < Re < 150 Desprendimiento alternado de vortices en
régimen laminar

O 150 < Re < 300 Transicion del régimen laminar al turbulento
_Q/Qt 300 < Re < 3 -10° Desprendimiento alternado de vértices en

régimen turbulento

'/\'\«\__ 3-10° < Re < 3-10° La transicién de flujo laminar a
—@g turbulento ocurre en la capa limite, la estela se hace mas
—\_/M estrecha y desorganizada

/h\gx 8 Re > 3-10° Reestablecimiento del desprendimiento alternado
— (e -9V
Q Q de voértices en régimen turbulento

Figura 2.3. Regimenes de flujo alrededor de un cilindro circular

Fuente: Techet [5]

Figura 2.4. Calle de vortices de Von Karmén (Re = 150)
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2.2.2. Variacion de los coeficientes de fuerza en funcion del numero
de Reynolds

En la Figura 2.5 se muestra la variacion del coeficiente de arrastre en funcion del numero de
Reynolds [6, 7]. Cabe destacar en particular la drastica reduccion del coeficiente de arrastre (drag
crisis) cuando Re ~ 2.5-10°. Esta region se denomina region critica [8] y corresponde a un estado
en el cual la transicion de flujo laminar a flujo turbulento ocurre en la capa limite que se forma en la
superficie del cilindro. El punto de separacion de la capa limite se desplaza hacia la parte posterior
del cilindro y la estela se hace mas estrecha, reduciéndose el valor del coeficiente de arrastre de

forma considerable.

10% PEEERTTT AR TTIT B RETIT BT BT 11T BRI R P17 S S TIT N S B A UT1T| M S W ¥ TRTT Iy

T T TTTIT

10" 100 10! 10?2 - 103 10 10% 108 107

Re=Va/v Fuente: Dalton [9]

Figura 2.5. Variacion del C'p en funcion del nimero de Re

La rugosidad relativa de la superficie del cilindro juega un papel muy importante en la
definicion del perfil de la curva de variaciéon del coeficiente de arrastre en funcion del nimero de
Reynolds [10, 11], tal como se muestra en la Figura 2.6. Una rugosidad relativa elevada hace que la
transicion de la capa limite laminar a la turbulenta ocurra para numeros de Reynolds mas bajos y
provoca que la caida del coeficiente de arrastre se produzca antes. Sin embargo, esta caida es menos
acusada cuanto menos lisa es la superficie del cilindro. Cuanto mas lisa sea la superficie del
cilindro, mayor sera el descenso del coeficiente de arrastre, llegdndose a reducir éste, en el caso de

un cilindro liso, hasta el 50%.
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Figura 2.6. Influencia de la rugosidad sobre el Cp

El coeficiente de sustentacion también varia en funcion del nimero de Reynolds tal como se
aprecia en la Figura 2.7 [12], en la cual se han representado los valores RMS del coeficiente de
sustentacion a nivel de seccidn. Ademds de resultados experimentales también se recogen

resultados numéricos 2D y 3D.

07
I ¥ Numerical 2-D
06 | ® Numerical 3-D
I O Keefe
05 + Leehey / Hanson
I A Sonneville
04 A Mohr
& - V Meeller
03 B Gartshore
+ O West / Apelt
02 > Szepessy Bearman
L ® Norberg (2000)
01 bk 4 Sakamoto / Haniu
L ¥ Bouak / Lemay
"0 10° 10° 10* 10° 10° Fuente:

Norberg [12]

Figura 2.7. Valor RMS del coeficiente de sustentacion frente al nimero de Reynolds

2.2.3. Numero de Strouhal

Las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos ocurren cuando los torbellinos
se desprenden alternativamente desde lados opuestos de la estructura. Esto da lugar a una carga

fluctuante perpendicular a la direccion del fluido. Cuando se forma un torbellino en un lado de la

40



Capitulo 2. Fenomenos aeroeldsticos

estructura, la velocidad del fluido se incrementa en el otro lado, y de acuerdo con la teoria de
Bernoulli, esto da lugar a una reduccion en la presion. De modo que la estructura estara sometida a
una fuerza lateral tal como se muestra en la Figura 2.8. En la medida en que los torbellinos se
desprenden alternativamente, primero desde un lado y luego desde el otro, se establece una fuerza

lateral armonica con la misma frecuencia que la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos.

La velocidad en la direccion del fluido U; de los torbellinos es aproximadamente 0.85U, donde
U es la velocidad de la corriente sin perturbar. Para una estructura que tiene impedido el
movimiento, la distancia [, entre torbellinos en la misma direccion debe ser proporcional al ancho
de la estructura d perpendicular a la direccion del fluido. El tiempo transcurrido entre torbellinos es
igual a la distancia [, dividida por la velocidad U; de los torbellinos. Esto significa que la frecuencia
ns de la carga lateral causada por el desprendimiento de torbellinos es U; /1, que es proporcional a
U/d. El factor de proporcionalidad se llama namero de Strouhal, St. Esta relacion fue publicada por

Strouhal en 1878 [13].

ng = St

Acrosswind force ~— Vortices —
, . B
Wind velocity U Us- 0.85 U
——>s d =
<

== G
Fuente: Dyrbye

| ly~4.3d | y Hansen [14]

(2.2)

&l

Figura 2.8. Desprendimiento alternado de torbellinos

En estructuras de ingenieria civil pueden ocurrir, bajo determinados vientos, grandes
vibraciones si la frecuencia dominante del desprendimiento de torbellinos ng, estd proxima o
coincide con una frecuencia natural de la estructura n., asociada a un modo de vibracioén en la
direccion transversal al viento. Se define la velocidad critica del viento U, para ng = n. y tiene
la siguiente expresion

d

& (2.3)

Uerit = ne

El nimero de Strouhal depende de la forma de la seccion transversal de la estructura, de la
rugosidad de la superficie, de la turbulencia del viento, del movimiento de la estructura
(aeroelasticidad) y del nimero de Reynolds. En la Figura 2.9 [15, 16] se muestra la dependencia del

numero de Strouhal respecto del nimero de Reynolds.
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Figura 2.9. Numero de Strouhal frente al nlimero de Reynolds para cilindros circulares

2.2.4. Turbulencia
La velocidad del viento se puede expresar por medio de un vector con tres componentes
V() ={U+u(t),v(t),w)} (2.4)

asociadas a la direccion longitudinal de la velocidad media del viento sin perturbar U, a la direccion
lateral y vertical, siendo u, v y w las componentes de fluctuacion del viento en las tres direcciones
sefaladas. La velocidad media del viento U, en estructuras “tipo” chimenea o mastil como las que
se estudian en este trabajo, s6lo depende de la altura respecto del suelo y las componentes que
describen la fluctuacion del viento pueden ser tratadas matematicamente como procesos
estacionarios estocdsticos con valor medio nulo. Las componentes de fluctuacion lateral v, y
vertical w, dependen de las variaciones de la direccion del viento. En general, la velocidad media
del viento U, y la componente de turbulencia u en la direccion del viento son las mas importantes

ya que proporcionan las mayores contribuciones a la carga de viento que actua sobre la estructura.
El efecto de la turbulencia en las fuerzas aerodinamicas y aeroelasticas depende de:

= La intensidad de la turbulencia I, definida por (2.5) siendo @ la desviacion estandar de

la componente longitudinal u

I, =a/U (2.5)

42



Capitulo 2. Fenomenos aeroeldsticos

= Las escalas de turbulencia, que miden el tamafio medio de los remolinos de un flujo

turbulento [17]

La escala longitudinal de turbulencia viene definida por

1 o0
L= /0 R (1) (2.6)
donde R, 2 es la funcion de correlacion cruzada entre los registros de velocidades del viento uq y
uo de dos puntos separados entre si una cierta distancia en la direccién de la velocidad media del

viento U.

Para estimar las escalas de turbulencia LY se recurre a mediciones experimentales, las cuales
dependen de la altura respecto del suelo, de la rugosidad y del propio valor de la velocidad media
del viento U. Como estimaciones para LI atmosférica se indican valores minimos del orden de

decenas de metros y valores maximos del orden de centenares de metros.

Fluctuaciones de la componente de turbulencia u en la direccion del viento de gran escala dan
lugar a una modificacion lenta de la velocidad media del viento U, haciendo variar la frecuencia de

desprendimiento de los torbellinos y el nimero de Strouhal.

Si la relacion L7 /d es grande, la fuerza lateral generada por el desprendimiento de torbellinos
se ve modificada [18, 19]. El espectro de potencia de esa fuerza tendra un pico muy pronunciado
para flujo con baja turbulencia, siendo practicamente armonica la fuerza, pero a medida que la
turbulencia aumenta, mayor es el ancho de banda a la vez que se reduce el valor del pico, tal como
se observa en Figura 2.10. De forma que cuanto mayor es la turbulencia del viento, mas bajo es el

pico de la fuerza lateral y mas ancho es su espectro.

” baixa turbuiéncia
Velodidade de refaréncia
paracéicuio de St Vg,
50
oF /4 ™~ n\
ll \\ alta turbuiéncia
/ \
/ \
/ \
/ AN
/
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,// | S
I
st Fuente: Pinheiro [2]

td/v

Figura 2.10. Influencia de la turbulencia en el espectro de la fuerza lateral
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La turbulencia de pequefia escala influye en el coeficiente de arrastre, en concreto, en la region
critica en la cual ocurre la caida brusca del coeficiente, tal como se muestra en la Figura 2.11 [20],
en la cual se observa que a medida que la turbulencia se incrementa disminuye el nimero de

Reynolds critico.

41 44 47 50 53 56 59 o
log o Re Fuente: Pinheiro [2]

Figura 2.11. Influencia de la turbulencia en el C'p para un cilindro circular

2.2.5. Interaccion fluido-estructura. Fenomeno de lock-in

El flujo aguas abajo de un cuerpo situado perpendicularmente a una corriente incidente
uniforme se caracteriza por el desprendimiento alternado y periodico de torbellinos: la denominada
calle de torbellinos de Von Karman. El desprendimiento de torbellinos genera sobre el cuerpo
fuerzas laterales periddicas que son la causa de las vibraciones laterales experimentadas por muchas
estructuras esbeltas cualquiera que sea su seccion, aunque el fendmeno es mdas apreciable en

obstaculos de seccion circular.

Para el caso mas sencillo, se considerara que el cuerpo es un cilindro circular rigido inmerso en
el seno de una corriente de aire con velocidad media uniforme, esta elasticamente apoyado y posee
amortiguamiento mecénico en la direccion perpendicular a la de incidencia del viento y tiene

impedido el movimiento en la direccion paralela.

En estas condiciones, el desprendimiento de torbellinos hace que el cilindro se mueva
periodicamente, si bien, la amplitud del moviendo serd pequefia a menos que la frecuencia de
desprendimiento de los torbellinos se aproxime o coincida con la frecuencia natural del cilindro.
Cerca de esta frecuencia, la amplitud del movimiento se hace mayor y el cuerpo comienza a
interaccionar con la corriente (fendmeno aeroelastico). Experimentalmente se observa que en ese
punto la frecuencia mecéanica del cuerpo controla el desprendimiento de torbellinos incluso cuando
variaciones en la velocidad media de la corriente alejan la frecuencia nominal de Strouhal de la

frecuencia natural del cilindro en un pequefio porcentaje. Este control del fendmeno por las fuerzas
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mecanicas es conocido como lock-in. En la teoria de sistemas dinamicos este fendmeno es conocido

como sincronizacion.

En definitiva, existe una franja de velocidades de la corriente en la cual la frecuencia de
desprendimiento de los torbellinos se sincroniza con la frecuencia natural del cuerpo. El fenémeno
de lock-in se representa en la Figura 2.12, en la cual se aprecia que en la region de lock-in la
frecuencia de desprendimiento de torbellinos es constante e igual a la frecuencia natural del cuerpo

y no sigue una funcién lineal de la velocidad, tal como establece la ley de Strouhal (2.2).

frequency

lock-in
region

natural frequency <\_>
of the structure

vortex shedding frequency

flow velocity

Figura 2.12. Evolucion de la frecuencia de desprendimiento de torbellinos con la
velocidad de la corriente

Las observaciones muestran que en la region de lock-in la amplitud de las oscilaciones alcanza
los valores maximos y se corresponden con alguna fraccion de la seccion transversal del cuerpo, la
cual raramente excede la mitad. En la Figura 2.13 se muestran los resultados experimentales
obtenidos por Feng [21] para un cilindro circular rigido apoyado elasticamente con diferentes tasas

de amortiguamiento.

La velocidad reducida U,, se define como el cociente entre la velocidad media de la corriente

incidente y el producto de la frecuencia natural del cuerpo por el didmetro caracteristico

v, =2 (2.7)

Ned

En la Figura 2.14 se muestran los resultados experimentales de la oscilacion de un cilindro
circular rigido elasticamente apoyado antes, durante y después de la sincronizacion, junto con los
correspondientes espectros de las oscilaciones, donde fsy f, son la frecuencia del desprendimiento
de torbellinos y la frecuencia natural del cilindro respectivamente. Antes y después de la

sincronizacién en la respuesta temporal del cilindro existen las dos frecuencias, mientras que
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durante la sincronizacion la respuesta solo tiene una componente en frecuencia y ésta es la

frecuencia natural del cilindro.
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Figura 2.14. Oscilacion de un cilindro circular rigido elasticamente apoyado
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2.2.6. Longitud de correlacion

La correlacién espacial es una medida de los efectos tridimensionales del fluido en la estela que
se forma aguas abajo del cilindro. Una correlacién igual a la unidad corresponde a un flujo
bidimensional, donde los torbellinos se desprenden uniformemente a lo largo de la longitud del
cilindro y con la misma frecuencia. Multitud de experimentos se han realizado para determinar la
influencia del movimiento del cuerpo en la correlacion entre las cargas laterales que provoca el
viento. Los resultados de una de estas investigaciones se muestran en la Figura 2.15 [18], en la cual

se aprecia que un incremento en la amplitud de la oscilacion incrementa la longitud de correlacion.
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Figura 2.15. Influencia de la oscilacion del cilindro sobre la correlacion espacial del
desprendimiento de torbellinos

Por otro lado, la turbulencia provoca una disminuciéon de la correlacion espacial entre las
presiones laterales de acuerdo con los resultados experimentales de Vickery [22], los cuales son

mostrados en la Figura 2.16.
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Figura 2.16. Correlacion entre las cargas laterales a lo largo del eje de un paralelepipedo
de seccion cuadrada, Re = 10°
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En definitiva, el fenomeno de lock-in tiene un efecto organizador en la formacion de la estela,
aumentando de forma considerable la correlacion entre los torbellinos a lo largo del eje del cilindro

en esa region.

2.3. Accion del viento sobre torres y chimeneas

El comportamiento de torres o chimeneas sometidas a la accion del viento presenta una mayor
complejidad que el comportamiento del cilindro circular rigido eldsticamente apoyado expuesto en
secciones anteriores. Para el problema del cilindro, excepto cerca de los extremos, la corriente podia
ser considerada como bidimensional, mientras que para el caso de torres o chimeneas existen

distintos factores que introducen efectos tridimensionales, entre los cuales se citan, por ejemplo:
= Laseccion transversal de la estructura, en general, es variable.

* La estructura tiene dimensiones finitas y la corriente pasa por el extremo libre de la

estructura.

= El viento presenta un perfil de velocidades variable a lo largo de la altura de la

estructura, normalmente definido por una expresion exponencial o logaritmica.

= La turbulencia del viento.

2.3.1. Células de vortices

De acuerdo con las observaciones experimentales, el desprendimiento alternado de torbellinos
en cilindros [23, 24, 25, 26, 27] se desarrolla en células de vortices. Estas células son tramos de una
cierta longitud a lo largo de la extension de la estructura en los cuales la frecuencia de
desprendimiento de los torbellinos ng, es constante y se puede expresar en funcidon del numero de
Strouhal, un didmetro caracteristico de la celda d;, y un valor U de la velocidad de la corriente

U

ng = St
3 dcel

(2.8)

Esto mismo ocurre en torres y chimeneas de seccion constante o variable sometidas a la accion
del viento con un gradiente de velocidades a lo largo de la altura de la estructura tal como muestran
los resultados experimentales de Vickery y Clark [28]. En su trabajo estudiaron el desprendimiento

de torbellinos a lo largo de la altura de un modelo reducido de una chimenea flexible con seccion
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linealmente variable. En la Figura 2.17 se muestran las frecuencias de desprendimiento de los
torbellinos en funcion de la altura y para flujo laminar y turbulento. Para flujo laminar se observan
con mayor claridad las regiones en las cuales la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos es

constante, configurando las llamadas células de torbellinos.
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Figura 2.17. Variacion de la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos con la altura

Aun no se conoce con precision el mecanismo de formacion de las células de torbellinos, sin
embargo, se sabe que existen varios factores que influyen en la longitud de estas células, como son
la relacion entre la altura de la estructura y su diametro, las condiciones de contorno, la rugosidad
superficial de la estructura, la propia amplitud del desplazamiento, la cual tiene un efecto
organizador de los torbellinos, ademéas del gradiente de velocidades del viento que incide sobre la
estructura. Diversos ensayos descritos en [18] para cilindros lisos y rugosos, con perfil de velocidad
lineal, para régimen laminar y turbulento, indican que la longitud de las células se situa

aproximadamente entre 3 y 10 diametros.
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2.3.2. Influencia del amortiguamiento estructural

El aumento del amortiguamiento estructural disminuye la amplitud de las oscilaciones, tal como
se aprecia en la Figura 2.18, en la cual se muestran los resultados experimentales obtenidos por
Wootton [29] de la respuesta de una estructura en voladizo de seccion transversal circular sometida

a una corriente uniforme para diferentes valores del amortiguamiento estructural.

a
E4

§ off

Fuente: Pinheiro [2]

Figura 2.18. Respuesta de una estructura en voladizo de seccion circular para
diferentes valores del amortiguamiento estructural

La Figura 2.19 muestra los resultados calculados con el modelo analitico de Vickery y Basu
[30] frente a los resultados experimentales obtenidos por Wootton [29] de las amplitudes de las
oscilaciones correspondientes a las velocidades del flujo mas desfavorables en funcion del
amortiguamiento estructural para una estructura en voladizo. Se aprecia que el fendémeno de lock-in
ocurre s6lo para valores del amortiguamiento estructural pequefios. Cuando el amortiguamiento
estructural es grande, se tiene una vibracion forzada ocasionada por la carga lateral que induce el

desprendimiento de torbellinos, existiendo una zona de transicion entre medias.

2.4. Amplificacion del coeficiente de arrastre

Es sabido que las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos tienden a
incrementar el valor del coeficiente de arrastre. Este incremento fue estudiado experimentalmente
por Gopalkrishnan [31], Sarpkaya [32] y Bishop y Hassan [33] en cilindros sometidos a vibraciones

forzadas con diferentes amplitudes en la direccion transversal a la corriente de fluido.
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Figura 2.19. Respuesta experimental y estimada en flujo laminar de una estructura en
voladizo en funcion del amortiguamiento estructural

Los resultados obtenidos por Gopalkrishnan [31] se muestran en la Figura 2.20 para A,/d =
0.75 y en la Figura 2.21 para A,/d = 1.2. Se puede observar que tanto un aumento en la velocidad
del fluido como en la amplitud de la vibraciéon del cilindro conducen a un incremento en el

coeficiente de arrastre.
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Figura 2.20. Amplificacion del coeficiente de arrastre para A, /d = 0.75
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Figura 2.21. Amplificacion del coeficiente de arrastre para A, /d = 1.2

La Figura 2.22 ilustra la amplificacion del coeficiente de arrastre obtenida por Sarpkaya [32] y
en la Figura 2.23 se muestran los resultados de Bishop y Hassan [33]. Se observa que la fuerza de
arrastre se incrementa al incrementar la amplitud de la vibracion. Esto esta relacionado con el hecho
de que la velocidad del movimiento del cilindro junto con la velocidad del fluido definen una

velocidad relativa distinta que, en definitiva, es la que gobierna el comportamiento del fluido.
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Figura 2.22. Amplificacion del coeficiente de arrastre medio para Re = 5-10° —2.5-10*
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Figura 2.23. Amplificacion del coeficiente de arrastre para Re = 1.1-10". C’D/ representa (C%) 12
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Capitulo 3. Formulacion Tedrica del Modelo de Barras

3.1. Resumen

En este capitulo se presenta un modelo monodimensional para el andlisis de barras de seccion
de pared delgada constituidas por materiales compuestos. La formulacion hace uso de los modelos
de Navier-Bernoulli y Vlasov para describir la flexion y la torsion, respectivamente, a nivel de
barra, y del modelo de Love-Kirchhoff para plantear las relaciones de comportamiento a nivel de
lamina. Como primer resultado, se consigue una matriz de rigidez de dimensiones 5 X 5 que
relaciona los esfuerzos y las deformaciones monodimensionales a nivel de seccion. Posteriormente,
utilizando el Principio de los Trabajos Virtuales y las funciones de forma apropiadas se obtiene la
matriz de rigidez de un elemento tipo barra. El método es aplicable a barras con secciones de forma

arbitraria con cualquier esquema de laminado, tanto abiertas como cerradas.

3.2. Introduccion

Jung, Nagaraj y Chopra [1] han descrito el estado del arte en lo referente a las técnicas para la
obtencion de modelos capaces de reproducir la respuesta de barras de seccion de pared delgada
constituidas por materiales compuestos ante diferentes estados de carga, poniendo de manifiesto la
importancia de los acoplamientos elasticos y del alabeo de las secciones. Para caracterizar estos

fendmenos se puede plantear el problema desde dos perspectivas diferentes.

Uno de estos planteamientos consiste en el Analisis Asintdtico Variacional de la Seccion
Transversal de la Barra (VABS) [2, 3, 4, 5]. Esta herramienta permite dividir un problema general
de elasticidad no lineal 3D en dos partes, una lineal 2D para analizar la seccidn transversal que
permita obtener sus caracteristicas y otra no-lineal 1D en la que se estudia la barra considerando las
caracteristicas de la seccion antes obtenidas. Se trata de un modelo de elementos finitos en el que se
desprecian los términos poco significativos, con la consiguiente pérdida de perspectiva fisica en la

formulacion.

La otra tendencia para el analisis de barras de materiales compuestos consiste en desarrollar
modelos analiticos monodimensionales basados en la combinacion de las teorias clasicas de barras,
de laminas y de materiales compuestos. Estos modelos tienen la ventaja de ser simples y utiles para
realizar disefios preliminares y para optimizacion. Su formulacién permite plantear el problema
tanto en desplazamientos como en fuerzas. El primero de los planteamientos ha sido aplicado por

autores como Rehfield, Atilgan y Hodges [6], Smith y Chopra [7], Chandra y Chopra [8, 9], Jonson

59



Capitulo 3. Formulacion Tedrica del Modelo de Barras

[10], Patil y Jonson [11], Zhang y Smith [12]. Consiste en plantear un campo de desplazamientos
adecuado a nivel de lamina y a partir de €l obtener la energia de deformacion y la matriz de rigidez
de la seccion transversal de la barra. De otra parte, el planteamiento en fuerzas fue aplicado por
Mansfield y Sobey [13] y por Libove [14] a barras de pared delgada de materiales compuestos de

seccion cerrada. En €l se asume directamente un campo de tensiones a nivel de lamina.

Como alternativa a estos dos planteamientos extremos, Jung, Nagaraj y Chopra [15]
desarrollaron un modelo mixto combinando ambos y lo aplicaron con éxito tanto a secciones
abiertas como a cerradas. Estos autores plantearon el funcional de energia semi-complementaria de
Reissner y obtuvieron una matriz de rigidez de dimensiones 7 X 7 (considerando la teoria de
Timoshenko) por derivacion de las ecuaciones que relacionan los desplazamientos generalizados a
nivel de barra con las correspondientes fuerzas generalizas. Recientemente, Jung y Park [16] han

aplicado este modelo mixto al estudio de secciones multicelulares.

En el presente capitulo se desarrolla un modelo analitico monodimensional para describir el
comportamiento a flexiéon y a torsion de barras de seccion de pared delgada constituidas por
materiales compuestos. La metodologia propuesta parte del modelo de lamina de Love-Kirchhoff
para relacionar los esfuerzos con las deformaciones a nivel de lamina. En dicha relacion se
introducen las deformaciones generalizadas de barra correspondientes a los modelos de Navier-
Bernoulli y Vlasov mediante consideraciones geométricas. A continuacion, integrando los esfuerzos
de lamina en la seccidon se obtienen los esfuerzos de barra en funciéon de las deformaciones
generalizadas de barra. Dicha relacion se establece a través de una matriz de rigidez de dimensiones
5 x 5. Por ultimo, utilizando el Principio de los Trabajos Virtuales y las funciones de forma
apropiadas se obtiene la matriz de rigidez de un elemento tipo barra con siete grados de libertad en
cada nodo, que son las tres traslaciones y las tres rotaciones respecto a cada eje, asi como el alabeo.
En definitiva, se consigue una matriz de rigidez que puede ser utilizada para el analisis de barras

sometidas a flexioén-torsion.

En el Anexo G se presentan dos ejemplos que ilustran la aplicabilidad de la técnica descrita. En
el primer ejemplo se analizan dos secciones abiertas, una en doble T y otra en T, y en el segundo se
estudia una barra de seccion en cajon rectangular bajo dos configuraciones de laminado diferentes,
una con rigidez circunferencial uniforme (CUS) y otra con rigidez circunferencial asimétrica
(CAS), para el estudio de los acoplamientos axil-torsion y flexion-torsion, respectivamente La

técnica ha sido validada comparando los resultados obtenidos con los deducidos por otros autores.
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3.3. Formulacion teorica

En la Figura 3.1.a se muestra la geometria de una barra de seccion de pared delgada con forma
arbitraria. En dicha barra se considerard un sistema de referencia global Oxyz, con origen en una
seccion arbitraria. Para referir localmente las variables asociadas a los puntos de la seccion se
utilizara otro sistema de referencia O'zns (Figura 3.1.b), con origen en un extremo libre si la
seccion es abierta y en un punto arbitrario de la linea media de la seccion si ésta es cerrada. El eje
local O’s es tangente a la linea media de la seccion en el punto considerado, el eje O’z es paralelo al
eje Oz global de la barra y la tercera direccion, definida por el eje O'n, lleva la direccion del
espesor, de modo que con los dos anteriores forme un triedro directo. Los vectores unitarios segiin
los ejes coordenados seran s fy y k. en el sistema global y 7, j y k en el sistema local. Para
describir el comportamiento de una rebanada genérica de barra, con longitud dx, se considerara la

interaccidn entre elementos ldmina de esa misma longitud y area dxds.

(@) (b)

Figura 3.1. Sistemas de coordenadas

3.3.1. Cinematica

Tras la deformacion, el desplazamiento de cualquier punto viene dado por

D(z,y,2) = (U(x) + By (x) 2+ B: (2) y + U (2,9, 2)) iz + o)
+ (V(2) + V9 (2,9,2) Jy + (W (2) + W? (2,y,2)) k- ‘
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que consiste en una traslacion de toda la seccion dada por el vector Ui, + ny + Wk, méas un

movimiento Vd’fy + W9k, adicional en el plano de la seccidn transversal que contiene al punto
considerado debido al giro ¢ por torsion alrededor del eje Ox, més sendos giros 3, y (3. alrededor
de los ejes Oy y Oz, respectivamente, a causa de la flexién, mas un desplazamiento en la direccion

axial U debido al alabeo.

Ese mismo desplazamiento se puede expresar en las coordenadas locales (x,n, s) del elemento
ldmina

—

J(x, n,s) =u(x,n,s) i+ v (z,m,8)7(8) + vy (z,n,$) E(s) (3.2)

Dado el pequefio espesor, se despreciara la deformacion normal en la direccion de esa
dimension (g, = 0 — v, = v, (x,s)). El campo de desplazamientos se puede expresar de la
siguiente forma

-

d(z,n,s) = (u® (2, s) + nipg (, 5)) i+ (vf (z,8) + nips (z,5)) J (s) + 00 (2, 5) k (s) (3.3)

donde {u®(z,s),v}(z,s),vn (z,s)} son las componentes del desplazamiento del punto de

coordenadas (z, 0, s) (situado en el plano medio), Figura 3.2.

—

czo(x, s) = ci(x,O, 5) = ul (z, s) i+ V) (z,8) 7 (s) + 00 (x,5) E(S) (34

Z
N
\//-

Figura 3.2. Plano medio del perfil

Se admitira que los planos xn y ns de los elementos ldmina se mantienen planos en la

deformacion. Con referencia a la Figura 3.3, v, es un giro del plano medio alrededor del eje O's,
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que provoca un desplazamiento en la direccion x, y ¢5 es un giro del plano medio alrededor del eje

O'z, que origina un desplazamiento en la direccion de s.

Figura 3.3. Giros 1, y s

El campo de desplazamientos asumido se corresponde con el modelo de ldmina de Love-

Kirchhoff.

U u® + nap,
d=<{ v p =< v +nyy (3.5)
Un, vg

Teniendo en cuenta que en una ldmina de Love-Kirchhoff no se produce deformacion por
cortante (w, = 0, ws = 0), las rotaciones de la de la normal v, y s han de coincidir con las

rotaciones de las tangentes a las lineas coordenadas de la superficie de referencia ¥, denominadas

02 ¥ s (Figura 3.4).

(T s = s (3.6)

longitud
inicial: 1 nueva longitud:

n(l 4+ y)

direccion normal a 2 direccion normal a 3¢

Figura 3.4. Cinematica
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3.3.2. Ecuaciones de compatibilidad

Como es sabido, en términos de ecuaciones de compatibilidad en coordenadas locales, el campo

de deformaciones es (Anexo D)

{e"} ={e} + n{k} (3.7)
u,
Exx 0
0 n
'Ut + -
€ss " a
0 0
U+ Vi,
Yas = ’ b (3.8)
0
v —+ Yy
Yxn i v
0
.
Ysn U?L,s - ;t + ¢8
Raa ¢z,x
Kss = Ps,s (3.9)
Rys 'Ll)ac,s + ws,x

donde a es radio de curvatura de la lamina en el punto considerado y se ha usado la notacion
tensorial para indicar las derivaciones. Dado que no se considera la deformacion por cortante, se

tiene que

Yan = U%x + 1z =0= 1y = _Ug,x

o o 310
'st:Un,g_;+ws:0:>ws:_vn,s+;

De otra parte, las componentes v) y v0 del desplazamiento de los puntos pertenecientes a la
superficie de referencia se pueden expresar en funcidon de las correspondientes componentes
globales V' y W del desplazamiento de un punto P(x,0,s) de la linea media y del desplazamiento
adicional debido al giro ¢ por torsion adoptando la teoria de Navier-Bernoulli para la flexion y de

Vlasov para la torsion.
v (@,s) =V (2)y(s) s+ W (x) 2 (s) , +7(5) ¢ ()
vp(2,8) =V (2) 2(s) s = W (2)y (), — q(s) b (x) (3.11)
Vs (z,8) = ¢ (x)

donde r y ¢ son las distancias existentes entre el centro de esfuerzos cortantes y las rectas tangente

y normal, respectivamente, a la linea media de la seccidn en el punto considerado (Anexo B).
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En definitiva, las componentes tangencial y normal del desplazamiento de un punto cualquiera

de la seccidn seran
ve(z,m,8) =V (2)y(s) s+ W(x)2(s) s+ [r(s) +n]¢(z)

. (3.12)
Un (ZE, n, S) =y (.f, 5) =V (.f) z (S),s -W (l‘) Y (S),s —q (5) ¢ (l‘)

z
Superficie de referencia
Wz s
PI S
—
w7
; \
o Y
Vzg— Wy,s P % — |
w -7
Y,s
Wz
Vz, Vs
Vys+ Wz,
n

Superficie de
referencia

Centro de torsion

q(s)

Figura 3.6. Desplazamiento del punto QQ(z, n, ) debido a la torsion
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Derivando adecuadamente las ecuaciones (3.11) y sustituyendo el resultado en (3.8) y (3.9), se

obtienen las siguientes relaciones

Extension de la superficie de referencia segin la direccion z, €4,
_ .0
Epx = Uy (3.13)

Extension de la superficie de referencia segtin la direccion s, 44

00
ESS:’U?’S_‘_;n:O (314)
Variacion angular, s
Yrs = 'LL?S + ’ng = U?S + V:Ey,s + W,IZ,S + r¢,z (315)

Pseudo-cambio de curvatura segln la direccion z, Ky
Koz = Yz0 = _Ug,mt = ﬁz,xz,s - ﬁy,zy,s + 4P 2z (3.16)

Pseudo-cambio de curvatura segun la direccion s, kss
Rss = ¢s7s =0 (3.17)

Pseudo-torsion geodésica de la superficie media, x4

1
KRgs = 2¢,x + E (ﬁzy,s + ﬁyz,s - T(b,:(:) (318)

En las ecuaciones anteriores, ain no ha sido deducido el desplazamiento axil «°. Para su
determinacion es necesario integrar la expresion de la deformacion angular +,, entre el origen de la

coordenada s y el punto considerado en la linea media de la seccion. De dicha integral se obtiene
ud(z,8) = U(z) + B:(2)y(s) + By(z)2(s) — ¢(x) zw(s) (3.19)

estando w definido como

S
w= / rds (3.20)
0
Por tanto, El desplazamiento u de cualquier punto del plano medio puede expresarse como
la superposicion de los siguientes movimientos axiles
= Latraslacion axil U de la seccion por la actuacion de un esfuerzo axil, si lo hubiere.

= El desplazamiento 3.y + B,z en el que se traducen los giros alrededor de los ejes de la

seccion por la accion de los momentos flectores.
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» El desplazamiento axil asociado al alabeo por deformacion angular —¢ w.

Con ello, la ecuacion (3.13) se transforma en

Exx = U,x + 62,903/ + ﬂywz - d’,x:}cw (3.21)

3.3.3. Ecuaciones de equilibrio

Segun la teoria clasica de laminas, las ecuaciones de equilibrio de un elemento diferencial de
lamina de pequefio espesor (se desprecian los esfuerzos de membrana Ng, y N,,) se muestran a

continuacion.

ds
s

Figura 3.7. Esfuerzos de lamina

Imponiendo la condicion de que la suma las fuerzas aplicadas al elemento debe ser nula, se

obtiene la siguiente ecuacion vectorial
0 - - = 0 - - = (3.22)
9 <Nmz + Nooj + Nmk:) + 5 (Nssz + Nooj+ Nsnk) —0 .
x S

La cual es equivalente a las siguientes dos ecuaciones escalares

Nx:z:,x + Nx&s =0

(3.23)
Nxs,z =0

Actuando de forma analoga respecto a los momentos aplicados al elemento, se obtiene la

siguiente ecuacion vectorial
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0
ox

La cual es equivalente a las ecuaciones escalares

Mxxm: + M:cs,s =0
st,x + Mss,s =0

En definitiva, las ecuaciones de equilibrio de un elemento diferencial de lamina son

Nyzz + Npss =0

Nese =0
Mz + Mys s =0
Mys oy + Mgs s =0

Figura 3.8. Esfuerzos sobre un elemento lamina

3.34. Ecuaciones de comportamiento

85 ((Mss 4 $N) T — (Mys — stn)j') =0 (3.24)

(3.25)

(3.26)

Con relacion a la Figura 3.8, donde se muestran los sentidos positivos de los esfuerzos

aplicados sobre un elemento diferencial de 1amina, las ecuaciones de comportamiento de una lamina

de material compuesto expresadas en forma matricial son

Ny A A
Ny A Ao
Nes | | Ais Az
Mgy (| Bu B
M Bia B2
Mg | Bis B2

68

At
Asg
Asge
Bie
Bag
Bege

Bia

B
B
Bag
Dy2
Do
Dog

Big
Bog
Bee
Dy
Do
Dgg

8131

Yxs
Raa
Kss

Ras

(3.27)
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siendo A;j, B;j y D;; las rigideces de la ldmina asociadas al esfuerzo axil, al acoplamiento flexion-
axil y a la flexion, respectivamente. Asumiendo, al igual que otros investigadores [15], que el
esfuerzo Ngs es despreciable frente al resto (Ngs = 0), se puede expresar la deformacion 44 en
funcion del resto de deformaciones. Utilizando este resultado y reordenando, la expresion (3.27) se

convierte en

Ny Anpe Ank And) An’y Apr Exx

My Ans Ams Armz) Am'y Amr Rxz

M = A,wg Am¢> A¢¢ A¢,y A¢T Res (328)
Vs - An’y - Amfy - ch)'y A'y'y Afyfr Ngs
Rss —Anr —Ans _A¢7— AA/T A Mg,

En la expresion anterior, los tres primeros términos del vector de la derecha ya han sido
expresados en funcion de las deformaciones generalizadas de barra (3.21), (3.16) y (3.18), sin
embargo, los dos ultimos términos aun no han sido calculados. Para ello se recurre a las ecuaciones
de equilibrio de un elemento diferencial de lamina. A partir de las ecuaciones de equilibrio (3.25) se
puede deducir que N, consta de una parte constante y de otra que depende de la integral en s de
Nz oz Asimismo, M, esta formado por un término constante, otro que varia linealmente con sy un
tercero que depende de la integral en s de M, ;. Despreciando los sumandos que dependen de las

integrales en s, por ser funcion de las segundas derivadas de las deformaciones, se puede escribir

Nys = Na(:)s

(3.29)
Mg = M2 4y MY + 2 MZ,

Para obtener el valor de las constantes N?

O, MO, MY% y MZ se deben imponer las siguientes

condiciones obtenidas al considerar la unicidad del campo de desplazamientos

/ Yos ds = 2400
S

/mxsds:()

S

/mxsyds:o
S

/K;xszds—o
S

Finalmente, integrando los esfuerzos de lamina N,,, M,, y M., en la seccion se obtienen los

(3.30)

esfuerzos de barra en funcion de las deformaciones generalizadas de barra. Es decir,
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N—/des
C

M,y = /C [2Nzw — Y,sMaa] ds

M, = /C [YNzw + 2,s M) ds (3.31)
T, = /C (2Mys + My ds

Mo = [ oo + aMe] ds

donde N es la fuerza axil, M, y M. son los momentos flectores alrededor de los ejes Oy y Oz,
respectivamente, T es el momento torsor de St. Venant y M, es el bimomento de Vlasov. En la

Figura 3.9 se han representado los sentidos positivos de los esfuerzos de barra.

Figura 3.9. Esfuerzos de barra

La matriz de rigidez de la seccion transversal de la barra, que relaciona los esfuerzos con las
deformaciones de barra, se obtiene a partir de las ecuaciones (3.31) sin mas que expresar en ellas
los esfuerzos de lamina en funcion de las deformaciones de barra utilizando las expresiones (3.21),
(3.16), (3.18), (3.28) y (3.29). Se trata de una matriz simétrica de dimensiones 5 x 5 que representa
el modelo de Navier-Bernoulli respecto a flexion y de Vlasov en lo relativo a torsion

F=Kq (3.32)
siendo
FT:{N My Mz Ts Mw}
. (3.33)
q = { U,:E 6y,m 62@ ¢,a: ¢,:m: }
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3.4. Analisis mediante el método de los elementos finitos

El sistema de ecuaciones que definen el comportamiento de un elemento tipo barra (beam) en el

contexto de los elementos finitos se puede obtener aplicando el Principio de los Trabajos Virtuales
/ deo dV = §¢'® f©) (3.34)
v(e)

Para reproducir el comportamiento del elemento tipo barra se utilizan dos tipos de funciones de

forma. Para el desplazamiento axil U se emplea una funcion Lagrangiana de dos nodos

u(§) = N1 (§) ur + N2 (§) uz
) ) (3.35)
Nl(f)zi(l—ﬁ) N2(5)25(1+5)

Las rotaciones (3, y (3. son interpoladas utilizando una funcién Hermitica de dos nodos de

manera que se satisfaga la condicion de continuidad C'! en cada nodo del elemento. Finalmente,
para aproximar el giro por torsidon ¢ y sus derivadas se emplea también una funcién Hermitica de

dos nodos

w(€) = Nu(©wi +Ni (&) (%) +Na(©wa+ Na () (%),
) =1 (2-3¢+¢) N () =1 (2436 -¢) (3.36)
ME=11-6-+8) ME=1(-1-¢+&+8)

Asi, cada uno de los dos nodos del elemento tiene asociados siete grados de libertad (con sus
correspondientes esfuerzos), que son las tres traslaciones y las tres rotaciones respecto a cada eje,
asi como el alabeo. Es decir, cada elemento tiene un total de 14 grados de libertad. Llevando esta

aproximacion a la ecuacion (3.34) se obtiene la relacion
donde K es la matriz de rigidez del sistema de ecuaciones, Fg es el vector de cargas, y g, es el
vector de desplazamientos generalizados.

El elemento tipo barra, cuyo desarrollo se ha expuesto anteriormente, ha sido implementado con
éxito en el paquete de software Kratos [17, 18], con el cual se han obtenido los resultados, entre
otros, que se exponen en el Anexo G. El amortiguamiento estructural es tenido en cuenta y se

supone proporcional a la matriz de masa.
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Capitulo 4. Problema Dindmico

4.1. Resumen

En el presente capitulo se aborda el problema de la dindmica estructural, con especial interés en
el rango no-lineal. Aunque existen tanto técnicas explicitas como implicitas para resolver el

problema, sélo se consideraran los algoritmos implicitos.

4.2. Introduccion

La solucion de la ecuacién de movimiento tiene un gran interés para el estudio de sistemas
estructurales. Este problema ha sido estudiado desde los inicios del desarrollo del Método de los
Elementos Finitos (MEF) e incluso desde antes, en lo referente a la resolucion numérica de sistemas
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO). Los primeros estudios se centraron principalmente
en la precision, conservando, por supuesto, la estabilidad. Recientemente, las propiedades
disipativas de los métodos de integracion en el dominio del tiempo han adquirido una gran

importancia, fundamentalmente debido a cuestiones de estabilidad en el rango no-lineal.

La solucién del problema dinamico consiste en la integracion en el tiempo de un sistema de

ecuaciones diferenciales de la forma
Mx + Cx + Kx = fo; (x, 1) 4.1)
el cual se puede reescribir en forma residual de la siguiente manera
Mx+Cx —r(x,t) =0 ; r(x,t)="Ffe(x,t) — fine (x,1) 4.2)
Citando al Prof. Hughes [1], un buen esquema de integracién en el tiempo debe estar
caracterizado por
= ser capaz de comenzar por si mismo (self-starting)
= precision de segundo orden
= incondicionalmente estable
= presentar una disipacion numérica controlable para las altas frecuencias
= requerir la solucién de no mas de un sistema de ecuaciones en cada paso de tiempo
La estabilidad incondicional y la precision de segundo orden no requieren de comentario

alguno. Por otro lado, el resto de las caracteristicas han representado una linea de trabajo que ha

influido notablemente en el desarrollo de los algoritmos numéricos durante los ultimos afios.
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Los métodos que son capaces de comenzar por si mismos (self-starting) deben ser “locales” a
un paso de tiempo dado y no hacer uso de un conjunto de datos historicos. Por otro lado, los
métodos Lineales de Paso Multiple utilizan un mayor conjunto de datos, lo cual hace que no
cumplan esta “condicién”. La necesidad de disipacion numérica se describe en la seccion siguiente.
Finalmente, la Gltima caracteristica esta relacionada con la dimension del sistema a resolver: existen
métodos de orden alto en los cuales se incrementa la dimension del sistema a resolver, por ejemplo,

escribiendo el sistema en términos de desplazamientos y velocidades.

Aunque las directrices dadas por el Prof. Hughes son ampliamente aceptadas, existen métodos

eficaces que no satisfacen la primera o la ltima condicion.

4.3. La necesidad de disipacion numérica

Aunque los fendmenos disipativos pueden manifestarse debido a diferentes causas, en general,
se acepta la hipotesis de la conservacion de la energia para sistemas estructurales no amortiguados.
Desde este punto de vista, la introduccion de la “disipacion numérica” puede ser considerada como
una fuente de error innecesaria. Este argumento tiene cierta validez y de hecho representa el
planteamiento correcto cuando el método de integracion se aplica a la resolucién de problemas
tedricos. Sin embargo, cuando el método tiene que ser aplicado a un sistema de ecuaciones
discretizado, como en nuestro caso, la discretizacion espacial es una fuente de error en si misma.
Este error llega a ser muy importante para los modos altos de la estructura [1, 2] y puede ser
considerado como wuna fuente de “ruido numérico”. La introduccion de un adecuado
amortiguamiento numérico puede ser estudiada de manera que afecte de forma importante a los
modos altos, sin alterar de forma razonable la precision alcanzada en los modos mas bajos (los

cuales son mas fiables). Esto constituye el fundamento base de los “M¢étodos Disipativos”.

Esta caracteristica se manifiesta también en el rango no-lineal. Lamentablemente, la prueba de
estabilidad espectral y energética esta basada en una descomposiciéon modal y no necesariamente se
sostiene en el dominio no-lineal. Citando las palabras del Prof. Belytschko [3] “Los resultados
generales relativos a la estabilidad numérica estan en gran parte basados en el analisis de sistemas
lineales. Estos resultados son extrapolados a sistemas no-lineales por medio del estudio de modelos
linealizados”. Una condicion suficiente para asegurar la estabilidad en presencia de no-linealidades

viene dada por [4]

AU + AT < Wy (4.3)
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donde AU representa la variacion de la energia de deformacion durante un paso de tiempo, AT la

variacion de la energia cinética y We,; el trabajo de las fuerzas externas.

De manera sorprendente, se observé que las propiedades disipativas introducidas para controlar
el ruido en los modos altos garantizaban de manera eficaz la condicion (4.3). Se las considera
completamente necesarias, especialmente cuando existen no-linealidades geométricas importantes.
En el trabajo desarrollado por Taylor [5] se proporciona un detallado estudio sobre diferentes
algoritmos disipativos aplicados a este tipo de problemas. Este trabajo fue usado en la eleccion del

algoritmo Bossak para su implementacién en el cédigo Kratos [6, 7].

4.4. Analisis lineal

El procedimiento para analizar las propiedades de los métodos de integracion en el tiempo es
ampliamente conocido hoy en dia y puede encontrarse en cualquier texto sobre andlisis de
elementos finitos [1, 2, 8]. El planteamiento depende en gran medida de la suposicion de linealidad
y de superposicion de efectos, y esta basado en la posibilidad de descomponer cualquier sistema
estructural lineal (sin amortiguamiento o proporcionalmente amortiguado) en una base de vectores
propios generalizados. En lineas generales, la idea consiste en lo siguiente: un sistema no

amortiguado libre (sin término de fuerzas) es de la forma
Mx+Kx=0 (4.4)

La matriz de masa es definida positiva y la matriz de rigidez es semidefinida positiva.

t

Asumiendo una solucion del tipo x = e*“!v, sustituyendo esta solucion en (4.4) y simplificando,

resulta el siguiente problema de valores propios
(K — wQM) v=0 4.5)

Las propiedades de las matrices involucradas garantizan que existe una base de vectores
propios. La ortogonalidad entre los vectores propios puede ser demostrada facilmente y permite

escribir cualquier solucion posible como x (t) = y; (t) vi + ... + yn (t) v . Premultiplicando (4.4)
T

por v; se obtiene un conjunto de /N ecuaciones independientes entre si del tipo
IMv;j; + vIKviy; = 0= § + w?y; = 0 4.6
\Zi Viy; T~ V; RV, Yi T WY ( . )

Por lo tanto, la solucion completa puede ser obtenida resolviendo cada ecuacion por separado

para cada coordenada modal y posteriormente superponiendo los resultados.
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En definitiva, el resultado mas importante es que la estabilidad puede ser estudiada sobre el
sistema de ecuaciones de la forma (4.6): cuando se garantiza la estabilidad para todas las ecuaciones

modales, la estabilidad del conjunto global también se garantiza.
El método iterativo se puede expresar de la siguiente manera
Vpt1 = Avy, (4.7)
donde A es una matriz de amplificacion y v es un vector que contiene la solucion y sus derivadas.

Considerando dos soluciones distintas para un tiempo n, v% y v%, la aplicacion del algoritmo de

integracion para la determinacion de la solucion en el siguiente paso se corresponde con

a — a
Vil = Av

(4.8)
b _ Ayb
Vo = Av,
Restando ambas expresiones, se obtiene de forma inmediata
b _ b
Viil— Vay1 = A (v?L - vn) (4.9)

Si en particular, una de las dos soluciones fuera la exacta y la otra una aproximacion, su
diferencia corresponderia con la definicion de error. Considerando que la expresion (4.9) se
mantiene recursivamente para cada paso de tiempo se puede comprobar ficilmente que el error
viene definido por una expresion del tipo €, = A"¢y. Por lo tanto, la condicion necesaria para
asegurar la estabilidad puede ser planteada a través de los valores propios de la matriz de
amplificacion. Esto conlleva que la condicién necesaria y suficiente para la estabilidad es que el

radio espectral debe ser menor o igual a 1.

El grado de precision obtenido en la solucion puede ser evaluado a través del error de
truncamiento local, definido como la diferencia entre la solucién exacta en un instante de tiempo
dado y la solucion aproximada para un punto de partida comtn, es decir, es el error que se comete
en un solo paso. La idea es que tanto la solucion exacta como la aproximada puedan ser expresadas

en su forma amplificada

exr — exr
Vi, = A%,

apror._ A aprox (410)
n+l Vn
De manera que el error de truncamiento se puede expresar de la siguiente forma
aproxr __
Vil = Vi = (AY = AW v, (4.11)
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De lo cual se concluye que el error de truncamiento local puede ser evaluado a través de la

diferencia entre la matriz de amplificacion exacta y otra aproximada.

4.5. Solucion exacta

Segun se ha indicado en el punto anterior, el estudio de la precision del método requiere la
definicion de la matriz de amplificacién exacta, la cual se puede obtener de una manera

relativamente sencilla usando cualquier manipulador simbolico.

Su determinacion estd basada en la integracién analitica de la ecuacion (4.1) para fuerzas

externas nulas y condiciones iniciales x (0) =xg ; @ (0) = g

El estudio del problema general con amortiguamiento no presenta ninguna dificultad, sin
embargo, los resultados que se obtienen son bastante extensos y no seran mostrados aqui. El
problema no amortiguado, que en particular tiene una gran importancia en el estudio de la

estabilidad, conduce a la definicién de la matriz

sin (wz)
w (4.12)

—sin (wzx)w cos (w)

cos (wx)

la cual tiene un papel fundamental en la evaluacion de la precision de la solucion obtenida.

4.6. Uso de métodos numéricos para la resolucion de EDO de
orden alto

Métodos numéricos para la resolucion de EDO de orden alto se encuentran disponibles como
librerias en muchos y diferentes lenguajes de programacion. Comunmente estos paquetes se

gjecutan para resolver sistemas de EDO de primer orden de la forma
v ="_1(v,t) (4.13)

Por lo tanto, para resolver la ecuacion (4.6) es necesario expresarla como una EDO de primer
orden. Esto se lleva a cabo introduciendo una variable auxiliar y = &, con lo que se obtiene el

siguiente sistema de EDO de primer orden
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[3?}{5}:“23]{5} (4.14)

Se puede concluir de forma inmediata que las librerias pueden ser aplicadas usando

v:—{ i } ;. f(v,t) :—{ _:f% } (4.15)

4.77. Método de Newmark

El método de Newmark representa uno de los métodos numéricos de integracion en el tiempo
mas populares en la dindmica estructural. Para un andlisis lineal el método proporciona buenos
resultados, y aunque puede utilizarse para analisis no-lineal, en presencia de grandes no-linealidades
geométricas se sabe que conduce a resultados inestables, a no ser que el paso de tiempo se reduzca

drésticamente.
Este método parte de la ecuacion de equilibrio dindmico particularizada para el instante ¢,,4 1
M3y, 41 + Cxpy1 + Kxny1 = £574 (4.16)

En esta expresion los vectores desplazamiento, velocidad y aceleracion son desconocidos, pero
bajo determinadas hipotesis, el desplazamiento y la velocidad pueden expresarse en funcion de la
aceleracion X,41 y de los resultados de la etapa anterior, con lo que queda un unico vector
incognita. Para expresar la velocidad y el desplazamiento en funcion de la aceleracion, Newmark

[9] utiliza las siguientes expresiones

. 1—-206.. ..
Xnil = Xp + Atx, + At? ( 5 an + ﬂan)

(4.17)
).(nJrl =X + At ((1 - ’7) Xn + 7)..(”+1)

siendo v y (8 dos parametros cuyos valores caracterizan los distintos métodos de la familia.

La segunda expresién puede interpretarse como una correccion de la velocidad i, obtenida
mediante la integracion de una aceleracidn interpolada linealmente en un punto determinado por el

parametro 7. Puede hacerse una interpretacion analoga para la primera expresion.

Estas dos ecuaciones se pueden resolver para el campo de velocidades y aceleraciones de la

siguiente forma
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Xpt1 = (Xn+1 _Xn) - (g - 1) Xp — % (g - 2) Xp

(4.18)
X ! (x Xp) L X 1 1%
XKntl = =——5 — — | == | = -
n+1 ﬁAtQ n+1 n ﬁAt n 2ﬁ n
La forma residual de la ecuacion de equilibrio es
Mx+Cx —r(x,t) =0 ; r(x,t)="fu(xt) —Kx (4.19)

La solucion exacta requiere su linealizacion y el empleo del método de Newton-Raphson. Para
preservar la convergencia cuadratica del método Newton-Raphson se debe calcular la matriz

tangente consistente. Definiendo un residuo “dindmico” como

Y (Xpt1) = g1 — M1 — CXpp (4.20)

el término tangente puede ser obtenido realizando la diferenciacion —

Xn+1
5 M .
Kim.— _ 0 _ POy OMEngy | OCKni (4.21)
aXn—i—l 8Xn—‘,—l 8XTL+1 aXn—i—l

El primer término corresponde a la linealizacion de la contribucién estatica, que por definicion
es el operador tangente estatico. La matriz de masa y de amortiguamiento pueden suponerse

constantes, de forma que

a7“(n+1 o 1 I
Oxni1  BAR
. (4.22)
OXn+1 _ 7
axn-i—l ﬁAt

donde la matriz identidad I aparece ya que los grados de libertad en (4.18) estan desacoplados.
Finalmente, el tensor dindmico tangente es de la forma

dyn 1 vy
Koy = Kean + 3aEM+ 5a:C (4.23)

Las relaciones descritas permiten la definicion de un modelo del tipo predictor-corrector para el
algoritmo de Newmark, el cual es adecuado tanto para problemas lineales como no-lineales. El
procedimiento se muestra resumido en la Tabla 4.1. Para problemas lineales la matriz tangente
estatica coincide con la matriz elastica. Se puede verificar ficilmente que el procedimiento de

Newton-Raphson proporciona la solucion “exacta” en un solo paso para problemas lineales.

El uso de las ecuaciones (4.18) y (4.20) para un tiempo n y n + 1 permiten, en el caso de

problemas lineales, la determinacién de la matriz de amplificacion. Esta se obtiene resolviendo las
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relaciones de equilibrio para las aceleraciones y substituyendo en las relaciones de diferencias

finitas. Su determinacion es descrita en detalle por el Prof. Hughes [1].

Se demuestra que el esquema es incondicionalmente estable si los parametros v y G cumplen
las siguientes condiciones [9]

1 1 1\2
> . B>= - 4.24
V_Q;ﬁ_4<7+2) (4.24)

El grado de amortiguamiento artificial del esquema de integracion viene determinado por el
parametro . Para un sistema sin amortiguamiento con un solo grado de libertad, que vibra
libremente, los valores v = 0.5 y 8 = 0.25, que habitualmente se utilizan, hacen que el
amortiguamiento artificial introducido por el algoritmo sea nulo para cualquier paso de tiempo
elegido. El valor de dicho amortiguamiento aumenta a medida que se incrementa el valor de + por
encima de 0.5. Este incremento implica, al mismo tiempo, una peor precision en los resultados, a

menos que se elija un paso de tiempo muy pequefio.

» Prediccion del desplazamiento como x,,41 = x,, + Atx,, llevar a cabo la actualizaciéon usando las
expresiones (4.18)
» Calcular el residuo usando el desplazamiento predicho (4.20)

» Calcular la matriz tangente dinamica utilizando (4.21)

= Resolver K¥"dx = 1

tan
= Corregir el desplazamiento como xj;fl =x! 41 +dx, y a continuacion actualizar las velocidades y

aceleraciones

» Comprobar la convergencia, si no converge ir al paso 2 y repetir el bucle

Tabla 4.1. Diagrama de flujo para la implementacion del método de Newmark

4.8. Generalizacion alfa de la familia de Newmark

Las ecuaciones en diferencias finitas que constituyen la base del método de Newmark pueden
ser usadas de manera eficaz en el disefio de algoritmos disipativos de integracion en el tiempo. El
método alfa, también conocido como método de Hilber-Hughes-Taylor (HHT), y el método de
Bossak representan dos buenos ejemplos de algoritmos disipativos de segundo orden de precision

obtenidos a partir de las ecuaciones en diferencias finitas de Newmark. Dichos métodos se basan en
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modificar la forma de la ecuacion de equilibrio incluyendo un término de suavizado (regularizador)

entre el paso de tiempo actual y un paso anterior para preservar los requisitos de consistencia.
Para el método de HHT la forma de la ecuacion de equilibrio asumida es
M1+ CXpy 10l — T (Xpp 140t typiiai) =0 (4.25)

donde z, 1,0 = (1 +aoff ) Znt1 — a2, y los términos suavizados son las fuerzas residuales y

las de amortiguamiento.

La eleccion de

2
"o 1-22% (1-af) (4.26)

garantiza una precision de segundo orden y estabilidad incondicional. La maxima disipacion se

consigue para ol = —1/3.

El método de Bossak sigue un planteamiento similar, pero la modificaciéon afecta
exclusivamente al término relacionado con las fuerzas de inercia. La ecuacién de equilibrio se

expresa de la siguiente forma
Mkn+lfo¢3 + anJrl —-r (Xn+17tn+1) =0 4.27)
Eligiendo

(1-a%)’
4

of <0; ’yz%—aB; 8= (4.28)

se asegura una precision de segundo orden y estabilidad incondicional.

Actualmente se considera que el método de HHT es mas exacto cuando la disipacion numérica
es maxima, sin embargo, el método de Bossak presenta algunas ventajas a la hora de su

implementacion para problemas no-lineales.

4.9. Métodos multipaso lineales

Las técnicas multipaso lineales fueron introducidas por Felippa y Park [10, 11] con el objetivo
de proporcionar algoritmos disipativos precisos. Desde el punto de vista de su utilizacion practica
tienen poca importancia ya que su precision estd limitada por el Teorema Dahlquist [1], sin

embargo, las técnicas introducidas para el analisis son ttiles y merecen una descripcion.
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En el curso publicado por el Prof. Felippa [12], relativo a la resolucion de problemas de

Interaccion Fluido-Estructura (FSI), se puede encontrar una buena introduccion al tema.

Dado un sistema de segundo orden de EDO de la forma (4.1), el primer paso para lograr una
discretizacion multipaso es la reduccion del sistema de ecuaciones a otro de primer orden. Una
opcion para hacer esto es la utilizacion de un vector auxiliar y = AMx + Bx donde A es una
matriz cuadrada no singular y B es una matriz cuadrada. Derivando esta ecuacion y sustituyendo en

(4.1) se obtiene un sistema equivalente de primer orden

aots 15 L ax o {3 -{ A} 429)

Los métodos del tipo multipaso estan basados en formulas en diferencias finitas, para un paso

de tiempo At constante, de la forma

m m
xr T,
Xn+1 + g G Xpy1—; = At E B Xn41—i
i=1 i=0

m m
Vi1 + Y yni1i =AY BYyni1
i—1 =0

(4.30)

Ejemplos de distintos métodos multipaso se pueden obtener particularizando para diferentes
matrices auxiliares A y B, o para los coeficientes indicados en (4.30). Sustituyendo (4.30) en (4.29)
se obtiene la definicion de la expresion de amplificacion para el método de integracion en el tiempo
dado, que puede expresarse como

Agvvppi +A v+ o AV =0 5 v = { ;1 } 4.31)
i

Esta forma es interesante porque representa una generalizacion de la expresion de amplificacion

para los métodos de un solo paso.

El polinomio de amplificaciéon se obtiene asumiendo una solucion de la forma viy; = zvy,
donde z es un factor de amplificacion. La estabilidad del método se puede estudiar evaluando las

raices de dicho polinomio
det (z™Ag + 2" TA1 + ...+ 20A,,) =0 (4.32)

En general, calcular las raices de este polinomio resulta tedioso, si bien, existen diferentes
técnicas que simplifican el calculo. Algunas de estas técnicas han sido descritas ampliamente por el

Prof. Felippa [12].
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4.10. Otras Técnicas para abordar el problema de la precision.
Método de Ecuaciones Modificadas

El planteamiento tradicional para el estudio de la precision esta basado en la estimacion del
error local de truncamiento, definido como el error introducido en cada paso de tiempo debido al
método iterativo. Este planteamiento se conoce con el nombre de “andlisis del error a prior”
(Forward Error Analysis). Existen diferentes maneras de abordar el mismo problema, en particular
el denominado “analisis del error a posteriori” (Backward Error Analysis). En este trabajo no se
emplea el analisis del error a posteriori, sin embargo, resulta conveniente indicar alguna de sus

particularidades.

El fundamento tedérico de estos métodos consiste en lo siguiente: dada una ecuacién en
diferencias que describe la accion de un método de integracion en el tiempo para una ecuacion test,
el método de andlisis a posteriori busca la ecuacion diferencial que si se resolviese exactamente
reproduciria el comportamiento de la ecuacion en diferencias original. Cuando esta operacion es
posible, la ecuacion diferencial se puede resolver y comparar su solucién con la solucion analitica
de la ecuacioén test. Esto permite la evaluacion del error en cualquier instante de tiempo, lo cual
resulta mas conveniente que la evaluacion del error de truncamiento. Una descripcion mas detallada

de estos métodos se puede encontrar en el trabajo del Prof. Felippa [12].

4.11. Filosofia de implementacion en Kratos

Incluso en un entorno estandar proporcionado por el MEF, cada planteamiento particular para la
resolucién de un problema dado tiene algunas caracteristicas “favorables” que a menudo hacen
necesario la implementacion de técnicas de resolucion peculiares con objeto de maximizar el
rendimiento. Cuando un codigo es desarrollado para “un solo objetivo”, generalmente, es posible
tener en cuenta las necesidades particulares de la implementacion para conseguir algunos objetivos

especificos como maximizar la velocidad computacional o minimizar el uso de memoria.

Dependiendo de las primeras suposiciones adoptadas en el disefio, cada codigo muestra
aspectos positivos y negativos en relacion con problemas diferentes. En nuestro caso, cuando el
mismo codigo tiene que tratar con campos de resolucion diferentes no es posible hacer suposiciones
rigidas sobre la “forma” que el problema dado asumird, ya que la especializaciéon en un campo
concreto probablemente conlleve una resolucion desfavorablemente en otro. Por lo tanto, la palabra

clave para el disefo es “flexibilidad”.
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Lamentablemente no es posible omitir los aspectos vinculados a la velocidad de célculo y al uso
eficaz de la memoria, por lo tanto, el reto consistira en aportar la flexibilidad necesaria al cddigo sin

penalizar severamente estos aspectos.

Dada la naturaleza del problema, es posible considerar que usuarios diferentes pueden esperar
cosas diferentes del mismo nucleo de resolucion; “un recién llegado” puede demandar una
estrategia de resolucion estandar para comprobar la implementacién de un elemento finito, sin
embargo, un usuario “experto” podria estar interesado en la obtencién de la maxima velocidad
posible utilizando una formulacién conocida. Por lo tanto, se puede aceptar que se requiere un
grado de conocimiento diferente para realizar las dos tareas indicadas, respecto del primer usuario,
se espera que conozca mas bien poco o nada sobre los detalles de la implementacion de la estrategia
de resoluciéon, mientras el segundo necesita un conocimiento y control total sobre la fase de

resolucion.

En definitiva, el desafio consiste en proporcionar unas pocas herramientas estdndares de
caracter general pero eficientes, permitiendo a usuarios avanzados la posibilidad hacer uso de ellas

para el desarrollo de sus propias aplicaciones.

El trabajo parte de la consideracion de que la mayoria de los problemas de elementos finitos

tienen en comun los siguientes puntos:

1. Cada elemento (y en definitiva cada nodo) lleva asociado unos “términos”
caracteristicos, por ejemplo, para el caso estructural serian la matriz de rigidez
StiffnesMatrix, la matriz de masa MassMatrix, y la matriz de amortiguamiento

DampingMatrix, junto con un vector de residuos ResidualVector.

2. Para cada elemento, los diferentes términos se unen para formar una matriz y un vector

de residuos adecuados al esquema de resolucion de interés (estatico, dinamico,...).
3. Las contribuciones de cada elemento son ensambladas en una o mas matrices globales.

4. Se forma un sistema lineal (ensamblado directamente las contribuciones de cada

elemento o afiadiendo matrices ya ensambladas), y se resuelve.
5. La base de datos debe ser actualizada teniendo en cuenta la naturaleza del problema.
6. Se comprueba la convergencia si fuera necesario.

Se puede ver como los pasos 2 y 5 estan relacionados y deben ser consistentes el uno con el otro
para la implementaciéon de un esquema dado, a saber, un esquema “estitico” o un esquema de

integracion en el tiempo. Por lo tanto, ambas etapas estardn organizadas conjuntamente en una sola
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clase, la cual contiene la naturaleza “fisica” del problema. Esta clase “pide” al elemento las

caracteristicas necesarias (etapa 1) y las combina para formar las contribuciones adecuadas.

Aparte de la comprobacion de la convergencia, todas las otras etapas estan estrechamente
relacionadas con el manejo de los datos asociados a los elementos, la formacion de un sistema lineal
y la inversion de la matriz de dicho sistema. En general, el usuario no esta interesado en los detalles
de la implementacién de estas operaciones, sin embargo, la mayor parte del esfuerzo
computacional, probablemente, se invierte en la ejecucion de las mismas. La introduccidon de un
objeto “Ensamblador-Solver” BuilderAndSolver, exige realizar todas estas etapas, las cuales no se

muestran al usuario final manteniendo un codigo simple y eficiente.

Cada una de las etapas descritas anteriormente demanda un acceso rapido a las matrices
ensambladas y a los vectores, y puede implicar el manejo de datos en una forma mas compleja que
el clasico “double”. El empleo de un lenguaje de bajo nivel como Fortran implicaria un gran
esfuerzo a la hora hacer frente a esta situacion, por ejemplo, si el tipo de dato o el formato de
almacenamiento de las matrices fuesen cambiados, ello supondria reescribir gran cantidad de
codigo. Por otro lado, las caracteristicas del moderno lenguaje C++ permiten un manejo eficiente
del problema mediante el uso del patrén de disefio Meta-programming. Todos los objetos descritos
son disefiados para ser implementados como patrones de disefio, pasando el tipo de dato y el
formato de almacenamiento de la matriz como argumentos del patron de disefio. Esto permite al
compilador generar automaticamente en tiempo de compilacion diferentes instalaciones de los
objetos para las distintas combinaciones de los argumentos del patron de disefio, permitiendo la

maxima eficiencia posible y la minima reescritura de codigo.

En el Anexo H se muestra una breve descripcion del papel de cada uno de los objetos que

constituyen el nucleo de resolucion.

4.12. Validacion

La validacion del procedimiento descrito, tanto en el contexto lineal como no-lineal, se puede
encontrar en la Tesis de Rossi [13], donde se eligio el problema del péndulo para llevar a cabo dicha
validacién. Se utiliz6 una malla no estructurada y altamente distorsionada para maximizar
eventuales problemas relacionados con el comportamiento a altas frecuencias, y la densidad del
muelle se establecio proxima a cero para poder comparar los resultados obtenidos con los analiticos

para el péndulo idealizado.
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En lo que hace referencia a este trabajo, se estudié el comportamiento dinamico de estructuras
constituidas por barras y modeladas utilizando el modelo monodimensional de barras descrito en el
Capitulo 3. En la Figura 4.1 se muestra la respuesta dindmica de una barra de acero empotrada-
libre, obtenida con el software Kratos y utilizando el modelo monodimensional de barras, cuando se
encuentra sometida a una carga concentrada constante normal a la directriz de la barra en el extremo
libre. Junto a ella se muestra la respuesta que proporciona el software de elementos finitos
COSMOS/M, asi como también, la repuesta analitica calculada con el manipulador simboélico

Mathematica. Se observa una plena coincidencia en los resultados.

0.006

= AANANAANANNAN
ﬁiﬁﬁz\/vvvvv\/vvm

t [s]

— KRATOS paso de tiempo 0.005s  — COSMOSM paso de tiempo 0.005s  — Mathematica solucion analitica

despl [m)]

Figura 4.1. Respuesta dindmica de una barra empotrada-libre

En la Figura 4.2 se muestra la respuesta dinamica de una barra en voladizo para diferentes
valores del amortiguamiento estructural, el cual se supone proporcional a la matriz de masa. La
barra es de acero y se encuentra sometida a una carga concentrada constante normal a la directriz en
el extremo libre, siendo su primera frecuencia natural n, = 1 Hz. En la Figura 4.3 se muestra el
andlisis FFT de la respuesta dindmica de la barra, y se puede observar que la estructura vibra a su

frecuencia natural, tal como era de esperar.

despl [m)]

—c=025 —c=037 —c=0.75 —c=20.00

Figura 4.2. Respuesta de una barra en voladizo para diferentes valores del amortiguamiento estructural
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Figura 4.3. Analisis FFT de la respuesta dinamica
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5.1. Resumen

El presente capitulo se centra en la resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible. En la primera parte se describen las ecuaciones de conservacion de la masa y de la
cantidad de movimiento que gobiernan los fenomenos de la fluidodinamica, en una segunda parte se
aborda la resolucion practica de las ecuaciones a través de la utilizacion de métodos de paso

fraccionado y finalmente, se estudia el movimiento de la malla.

5.2. Introduccion

Desde sus inicios, el método de los elementos finitos experimentd un amplio éxito en su
aplicacién a problemas estructurales y de transmisioén de calor. A pesar de sus ventajas frente a los
métodos de diferencias finitas, en el campo de la simulacion de la mecanica de fluidos
computacional (CFD) no experiment6 tal éxito. Las razones de esto se debian fundamentalmente a

la estructura matematica del problema.

El método de Galerkin en elementos finitos, usado para la discretizacion de problemas
estructurales, presenta un comportamiento optimo para problemas de operadores autoadjuntos. Sin
embargo, este comportamiento se pierde si el método se aplica a operadores que no son
autoadjuntos, como sucede en los problemas en los que intervienen fluidos. En la practica, la
aplicacién directa de las técnicas de Galerkin conduce a un comportamiento sub-difusivo, el cual se
manifiesta en soluciones excesivamente oscilatorias cuando el término convectivo tiende a dominar.
Este fendmeno se puede corregir introduciendo una viscosidad “artificial” adecuada, la cual suele
depender de la direccion. Esta cuestion se aborda brevemente mas adelante y se proporcionan

algunas referencias para un tratamiento mas exhaustivo.

Un segundo problema surge de la solucion numérica del problema de flujo incompresible. El
problema de incompresibilidad fue estudiado detalladamente en la mecénica estructural y condujo a
la definicion de la conocida condiciéon de Babuska-Brezzi. En el presente capitulo se proporciona
una descripcion sobre las técnicas de estabilizacion modernas tanto para el problema de conveccion

-difusion como para el de incompresibilidad.

Finalmente, se obtendra la forma adecuada del problema de flujo incompresible y se describira
el procedimiento de paso fraccionario empleado para el desarrollo de los diferentes solvers de flujo

de fluidos (flow solvers) usados en este trabajo.
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5.3. Ecuaciones de conservacion

Para analizar el problema de Navier-Stokes, el primer paso es plantear la formulacion
matematica subyacente, y para ello, es conveniente referirse a las ecuaciones de conservacion que

gobiernan el problema.
En el caso de flujo incompresible son suficientes dos ecuaciones:
»  Ecuacion de Conservacion de la Masa o Ecuacion de Continuidad.
»  Ecuacion de Conservacion de la Cantidad de Movimiento.

Para obtener la forma fuerte de estas ecuaciones son necesarios unos resultados matematicos
preliminares. El planteamiento de los teoremas y de las ecuaciones de conservacién propuesto en

este capitulo se basa en el trabajo de Liu, Belytschko y Moran [1].

= Teorema de la divergencia

agid()-/mgidf 0 /V-gd(}:/n-gdf (5.1)
0 Oz; r 0 r

= Teorema de Gauss

9gi
o 07;

dQZ/njgidF 0 /ngn—/ n®gdl (5.2)
r o} r
= Teorema de Green-Gauss

—/wVQudQ:—/ (Vw-Vu—V . .wVu)d2 =
2 2 (5.3)

z/Vw-VudQ—/w(n-Vu)dF
i) r

* Derivada del determinante jacobiano

. Dy .
= det (F — =4 = . (5.4)
J et (F) — Dt j=3V-v
= Teorema de transporte de Reynolds
D Df
2 nae= [ (2 iv. ) (5.5)
i 7 /9<Dt+v W)
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5.3.1. Ecuacion de conservacion de la masa

La masa contenida en un determinado dominio se puede expresar como

m(Q):/Qp(x,t)dQ (5.6)

donde p es la densidad del material. La conservacion de la masa implica que ésta se conserva en
cualquier dominio dado, es decir

Dm (22 (t)) D

5 = B Qp(x,t)d.QZO (5.7

Aplicando el teorema de Reynolds se llega a

Dp

vdR =0
DTV (5.8)

La arbitrariedad del dominio asegura que para cualquier punto se cumple

Dp

. p— 5-9
Dt—i—va 0 (5.9)

En general, la densidad sigue una ecuacion de estado del tipo p(7, p). Para flujos isotérmicos se

cumple la siguiente relacion

1 Dp 1D
de%dp—uip:—de—p— P (5.10)

c2 Dt 2Dt
donde K es el médulo de Bulk y ¢ es la velocidad de propagacion de la onda.

Muchos fluidos reales bajo ciertas condiciones de flujo adoptan un comportamiento
incompresible, en este caso, la dependencia de la densidad respecto del tiempo desaparece y la

ecuacion (5.9) se reduce a
V-v=0 (5.11)

la cual se utiliza en el tratamiento de flujos incompresibles.

5.3.2. Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento

La ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento relaciona las fuerzas que actian
sobre un determinado cuerpo con sus aceleraciones. Dado un dominio {2 con contorno I” sujeto a
unas fuerzas de volumen b y a unas fuerzas de superficie t, la fuerza total que actia sobre el

dominio se puede calcular como
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£(0, t)—/ﬁpb(x,t)d(l—k/jﬁt(x,t)df (5.12)

El momento lineal se define como

Prin (£2,1) ::/Qp(x,t)de (5.13)

La segunda ley de Newton (conservacion de la cantidad de movimiento en un medio continuo)

es de la forma

Dle (Qv t) —

o £(02,1) (5.14)

Diferenciando la ecuacion (5.13) y usando el teorema de Reynolds se llega a

Dpy;,, (£2,1) / Dpv / Dv Dp
EPiin 15 1) il v. 0= Zy G v 0
Dt L\ D TevVev)d S\ Poe Vi VoY) )d (5.15)

Teniendo en cuenta que la conservacion de la masa implica (5.9), se obtiene

Dplm(‘Qvt) Dv
Pin 50,2V g0 1
Dt . Dt (5.16)

Por otro lado, usando el teorema de la divergencia

/tdF:/n-Udfz/V-Ud.Q (5.17)
r r 2

agrupando los términos convenientemente y teniendo en cuenta la arbitrariedad del dominio, se

obtiene finalmente

Dv
—v. b 5.18
P D V-o+p (5.18)

que es la forma fuerte de la ecuacioén de conservacion de la cantidad de movimiento.

5.4. Ecuaciones de comportamiento

Una diferencia importante entre los fluidos y las estructuras esta relacionada con la ley de
comportamiento. Un fluido en reposo no puede soportar tensiones tangenciales, pero presenta un
comportamiento viscoso cuando se deforma dinamicamente. Esto sugiere, por lo tanto, que la ley de

comportamiento debe ser expresada como una funcion de la tasa de deformacion en lugar de la
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deformacioén. De forma anéloga a la definicion de pequefias deformaciones, la tasa de deformacion

se puede expresar como

1 /0v;, Ov;
: J
Eii = = + 5.19
J 2 81’]' 8$7; ( )
En muchas situaciones de interés practico el fluido se comporta como incompresible o cuasi-
incompresible. Asumiendo esta condicidén, resulta conveniente distinguir entre deformacién

volumétrica y desviadora para tratar por separado las presiones y las tensiones tangenciales. Para

ello, se descompone el tensor de tensiones de Cauchy o;; en una parte volumétrica
1 1
p = §TT (o) = 37 (5.20)
y otra parte desviadora
T =0 —pI — Tz’j = Uz’j — (5,-j§0ii (521)

Para fluidos newtonianos, los cuales representan una categoria muy importante, las ecuaciones

constitutivas se pueden expresar de la siguiente forma
o1 . . 1.
T = 2,u g — gTT (E) 1) — Tij = 2[1, 515]’ — g&‘n‘ (522)

Para flujo incompresible, que es el caso de interés para nuestras aplicaciones, no se establece
ninguna ley de comportamiento para la presion, la cual se considera dada por la solucion de
elementos finitos. Haciendo uso de la ley de comportamiento viscoso (5.22), el tensor de tensiones

de Cauchy puede expresarse como
.1 .
o=17+pl=2u (5— gTr (€) I> + I (5.23)

o directamente como funcion de las velocidades

_ Ou; ~ Ouy 2 Ouy -
oij = |t <83:j + 8@) 3“89% dij + poij (5.24)

el cual se reduce para flujo incompresible (V - v =0) a

. aul 8uj
oij = i ( o, + axi> + pdi; (5.25)

Para este ultimo caso, la notacion puede simplificarse considerando que el gradiente de

velocidades
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[ Ovi O O ]
89:1 (3%2 31:3
8’[12 81}2 31)2
Vvi=| —— — — .
v 81‘1 8:132 8953 (5 26)
vy dvg - Dy
L 8:(:1 81‘2 8333 _
se puede descomponer en una parte simétrica V°v y en otra antisimétrica V¥v
s 1 T w 1 T
VV::§(VV—|—VV) ; VV::i(VV—FVV) (5.27)

Por lo tanto, la ecuacion de comportamiento para flujo incompresible se puede reescribir de la

siguiente forma

o =2uVv —pl (5.28)

5.5. Ecuaciones de Navier-Stokes. Flujo incompresible

Las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden escribir substituyendo la ley de comportamiento
(5.24) en las ecuaciones de conservacion (5.9) y (5.18). En el marco de la ingenieria civil, la
hipétesis de incompresibilidad estd generalmente aceptada. A partir de ahora, por lo tanto, se
particularizara para flujo incompresible, el cual se puede describir haciendo uso de las ecuaciones
(5.11) y (5.28). Ello conduce a lo siguiente

Dv

pﬁ:V~a+pb:V~2uvsv—V-pI+pb (5.29)

Por otro lado, considerando la expresion

Dv  0Ov
— L (v-V)v 5.30
Dt ot (v-V) ( )

e introduciendo la viscosidad cinematica v = p/p y la presion cinematica p, definida como el

cociente entre la presion y la densidad, se obtiene

%+(V-V)v:2yv-vsv—v-p1+b (5.31)

Teniendo en cuenta que

V-pI=Vp (5.32)
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e introduciendo la definicion de V3v
WV - Vv =vV-Vv+uV. Vvl =vViv 40V (V- v) (5.33)
donde V* representa el operador Laplaciano, la ecuacion (5.31) se puede expresar como

88—::—}—(V~V)V—VVQV—VV(V-V)—|—Vp:b (5.34)

La expresion (5.34) adopta la forma de la ecuacion de la velocidad-presion tension-divergencia
(velocity-pressure stress-divergence equation). El empleo de la condicion de incompresibilidad

(5.11) permite obtener finalmente

%+(V-V)V—yv2v+Vp:b (5.35)

V.ov=0 (5.36)

la cual representan la forma habitual usada para la discretizacion de las ecuaciones de Navier-

Stokes.

La ventaja de esta forma sobre otras posibles opciones radica en que las componentes de la
velocidad estan desacopladas salvo para el término convectivo. Otra forma interesante se puede

obtener substituyendo el término convectivo en (5.35) por

1
(V~V)V—>(V-V)V+§V'VV

que es equivalente al primero siempre que la divergencia de la velocidad sea nula. Se denomina
forma antisimétrica del término convectivo y presenta algunas ventajas en el estudio de la

estabilidad.

5.6. Condicion de incompresibilidad

Es interesante observar el papel de la presion en las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo
incompresible. La ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento adquiere la forma (5.35)
bajo la hipoétesis de que la condicion de incompresibilidad se cumple en cualquier punto del
dominio. La presion actiia como un multiplicador de Lagrange y hace que la velocidad cumpla la
condicion de divergencia nula, lo cual implica que la presion no puede estar gobernada por una ley
de comportamiento. Por lo tanto, el papel de la presion es “ajustarse” para asegurar que el campo de

velocidades satisface la condicidon de incompresibilidad.
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Cuando el problema se expresa como una funcioén de (v, p) surgen problemas asociados a la
capacidad de resolucion eficaz de los sistemas resultantes. De hecho, a menudo sucede que el
sistema a resolver esta mal condicionado o incluso, es singular. Aunque esta cuestion se trata en
diferentes libros, como por ejemplo [1, 2, 3, 4], a continuaciéon se muestran algunos comentarios
sobre el problema. Para ello, se considera la ecuacidén (5.35) particularizada para un estado
estacionario y para el caso en el que las fuerzas dominantes son las viscosas. Este problema se

denomina problema estacionario de Stokes o flujo de Stokes y estd descrito por las ecuaciones
Vv +Vp=>b (5.37)
V-v=0 (5.38)

Aplicando el planteamiento de Galerkin estandar a la discretizacion del problema (5.37) se llega

a la definicion de un sistema discreto de ecuaciones de la forma

[éﬂ{;‘%{ﬁ} (5.39)

donde las contribuciones proporcionadas por la discretizacion de los diferentes términos se

describen a continuacion [3]
V> —=Ku ; Vp—Gp ; V-v—GTu

El sistema (5.39) solo se puede resolver si su determinante es distinto de cero, lo cual sucede si

ker (G) = 0 [2], donde ker (G) se define segiin la siguiente expresion
ker (G) := {q| Gq = 0}

Ladyzhenskaya, Babuska y Brezzi [5, 6, 7] determinaron una condicion de compatibilidad,
conocida como condicion de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB), la cual se debe satisfacer por
los espacios de interpolacion para los campos de velocidad y presion con objeto de garantizar que se
cumple la condicion ker (G) = 0, es decir, los campos de velocidad y de presion no pueden ser
elegidos arbitrariamente. Esto conduce al desarrollo de diferentes familias de elementos finitos
caracterizados por diferentes 6rdenes de interpolacion para los campos de velocidad y presion [1,

4]. La utilizaciéon de estas familias de elementos permite la solucion directa del problema (5.37).

El uso de diferentes 6rdenes de interpolacion para la velocidad y la presion no resulta adecuado
cuando el interés se centra tanto en las presiones como en las velocidades. Planteamientos
modernos del problema estan basados en el uso de interpolaciones de igual orden para la velocidad
y la presion. La idea es imponer directamente la definicion positiva de (5.37) modificando la forma

débil y asi evitar que el término diagonal resultante de la condiciéon de incompresibilidad sea nulo.
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Esto se consigue, por ejemplo, a través de la utilizacion de técnicas de estabilizacion tales como

Galerkin Least Squares (GLS) o Finite Increment Calculus [8] (FIC).

La presencia del término convectivo no modifica la situacién. Para el problema estacionario de

Navier-Stokes la presencia del término convectivo modifica (5.39) de la siguiente manera

K+G(;(v) (3}{3}:{12} (5.40)

El término adicional C(v), procedente de la discretizacion del término convectivo (v - V) v, es
no simétrico, no-lineal e introduce un nuevo reto en el proceso de resolucion. Sin embargo, el uso
del mismo planteamiento de estabilizacion permite resolver tanto inestabilidades debidas al

problema de incompresibilidad como a la presencia del término convectivo.

5.7. Estabilizacion del término convectivo

En la seccion anterior se describia brevemente el problema de incompresibilidad indicando que
se pueden usar interpolaciones de igual orden para la velocidad y la presion cuando se elige una
técnica de estabilizacion adecuada. El término convectivo introduce un problema similar. Cuando
los efectos convectivos tienden a dominar sobre los efectos viscosos (flujos con numeros de
Reynolds altos), planteamientos de elementos finitos no estabilizados conducen a una solucion

excesivamente oscilatoria que pronto pierde cualquier semejanza con la solucion real del problema.

En el trabajo de Liu ef al.[1] y de Huerta y Donea [3] se puede encontrar una descripcion mas

detallada del problema. A continuacion se expone un resumen del planteamiento utilizado.

De la misma manera que para el problema de incompresibilidad era conveniente estudiar el
problema estacionario de Stokes en lugar de las ecuaciones completas de Navier-Stokes, las
principales caracteristicas del problema se pueden estudiar sobre una ecuacion mas simple. Para ello

se parte del problema de conveccion-difusion, el cual esta gobernado por una ecuacion de la forma
(a-V)v—vViv=s (5.41)

donde a representa la velocidad de conveccién y s = s(x) es un término fuente volumétrico. La

forma débil asociada es

/w(a~V)de/wuV2de:/wsdQ (5.42)
0 2 0
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donde w es una funcién test que vale cero en el contorno en el cual se han impuesto condiciones

tipo Dirichlet.

Usando el teorema de Green-Gauss (5.3) se obtiene lo siguiente
/w(a-V)de—l—/Vw-l/Vde—/wsdQ (5.43)
Q 2 Q

Aplicando el planteamiento estandar de Galerkin se llega a la definicién de una ecuacion

discreta de la forma
(C+K)u=f (5.44)

donde Cy K se obtienen ensamblando las distintas contribuciones elementales

a= [ Na(a-VNy)d? (5.45)
Qe

e / UV N, - (VN,) df2 (5.46)

e = / wN,s df2 (5.47)

El caso multidimensional es demasiado complejo para el tratamiento analitico. Sin embargo, es
posible estudiar analiticamente la solucion para el caso 1D sobre una malla regular con elementos

lineales. La ecuacion (5.41) en una dimension es de la forma

2
a@ — I/@ =5 (5.48)

Asumiendo un tamafio de elemento constante h, y un término fuente constante s = 1, los

operadores discretos son

cr =3 [ j 1 ] (5.49)
K= [ 51 _11 } (5.50)
f¢ = { 1;; } (5.51)
Ensamblando las diferentes contribuciones se llega a
anH;hUj_l YA s zhzj Rl 1 (5.52)
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Introduciendo el numero de Peclet Pe = ah/2 - 1a expresion anterior se puede reescribir como

a (Pe—1 2 Pe+1
an \pe Bt pe ) 7 39

Bajo la hipotesis de que la ecuacion, sujeta a condiciones de contorno homogéneas, se resuelve

en un dominio 1D de longitud 1, la solucion analitica es

1 1 —exp (yx) . _a
v(x)a<x_1exp’y> 3 'Y*V (554)

Teniendo en cuenta la solucion analitica es posible encontrar la ecuacidén en diferencias que

reproduciria exactamente dicha solucion. Esta ecuacion en diferencias es de la forma

Vj+1 — 2’Uj + Vj—1

Uj+1 ~ Uj-1 . _
aT —(v+p) 13 =1 (5.55)
donde ¥ es una difusion numérica adicional definida como
U cothP 1 P 5.56
UV = e — — vre .
Pe (5.56)

Comparando (5.52) con (5.55) es evidente que la solucion de Galerkin introduce una falsa
difusion numérica negativa. El planteamiento estdndar de Galerkin también se puede aplicar para la

resolucion de la siguiente ecuacion

ov 9%
o) 2 — 5.57
a . (v—"0) 3 s ( )

Cuando el numero de Peclet adopta valores superiores a la unidad la difusion efectiva puede
caer por debajo de cero, dando lugar a una solucién inestable. En la Figura 5.1 [4] se muestran

ejemplos de soluciones numéricas para diferentes numeros de Peclet.

En definitiva, el comportamiento oscilatorio mostrado por la discretizacion espacial de Galerkin
se puede corregir de manera eficaz afiadiendo una difusion numérica adecuada. Esto lleva a la
definicion de los esquemas Streamline Upwind (SU), los cuales asumen, para el caso general, el

tensor de difusion numérica siguiente
V=U—07 (5.58)
La correspondiente forma débil es

/w(a~V)de—|—/Vw-(uI—D)~(Vv)dQ=/wsdQ (5.59)
0 0 0
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Las técnicas SU permiten una facil implementacion y aseguran una solucion suave para
problemas con numeros de Peclet altos. Sin embargo, el principal inconveniente que presentan estas
técnicas es que la solucion exacta de (5.41) no satisface exactamente la forma débil (5.59), lo cual

conduce a problemas de precision en situaciones complejas.

===y --=- Galerkin estandar o =0
= = == Petrov-Galerkin o = 1.0 (diferencias contracorriente)
—0— Petrov-Galerkin o = oy -

— Exacto
|
e

Pe = Uhi2k = 0 / 10

A=O0=0

(Todos exactos) ]/
i
1

Pe=1.0

Pe=25

=0
(Exacto)

Pe =0

Fuente: Taylor y

| L | Zienkiewicz [4]
I |

Figura 5.1. Resultados para el problema de conveccion-difusion en 1D usando diferentes
técnicas de estabilizacion

5.7.1.  Técnicas de estabilizacion Streamline Upwind Petrov-Galerkin
y Galerkin Least Squares

La desventaja de las técnicas SU se puede superar introduciendo las formulaciones Streamline
Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) y Galerkin Least Squares (GLS). Estos métodos estan basados en

la definicion de una forma débil modificada que se verifica por la solucion exacta. La razén
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fundamental del éxito de estas técnicas radica en la definicion de una forma residual que se hace

cero de acuerdo con la solucion exacta.
Definiendo el operador diferencial
L(v)=(a-V)v—-vV3y (5.60)
el residuo se define como
R(v)=L(v)—s (5.61)

Estas técnicas de estabilizacion utilizan una forma débil del tipo
/ R(v)df + Z P(w)TR(v)d2° =0 (5.62)
Q o J e

donde 7 es un parametro de estabilizacion y P(w) es un operador aplicado a la funcion test.
El método SUPG se obtiene haciendo

Pw):=L(w)=(a-V)w (5.63)
y el método GLS se obtiene para

Pw):=L(w)=(a-V)w—-vViw (5.64)

En ambos casos el operador P(w) se toma como discontinuo a través de los elementos. Esto

hace que los métodos SUPG y GLS sean practicamente equivalentes para problemas lineales. La

eleccion del parametro de estabilizacion es muy importante para el éxito de la formulacion. Segin
Codina [9], un valor apropiado para este parametro es

2a 4w\
r= <; n h’;) (5.65)

5.7.2.  Finite Increment Calculus

Una alternativa para la obtencion de formulaciones estabilizadas viene dada por el método
Finite Increment Calculus (FIC). Este método se basa fundamentalmente en imponer las ecuaciones
de conservacion sobre dominios de tamafio finito en lugar de discretizar directamente la forma
fuerte de estas ecuaciones. Esto conduce a la definicion de ecuaciones de balance de orden alto, las
cuales implicitamente contienen una contribucion estabilizadora. Una explicacion mas detallada de
la aplicacion de este método a problemas de conveccion-difusion se puede encontrar en el trabajo

de Otiate [10].
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A continuacion se proporciona un resumen del método. Dado un dominio 1D de longitud § en

el intervalo (z — d, x), el balance de los términos convectivo y difusivo viene dado por

o 62 0%

Fcot%vectivo =av Fcignvectivo =av —oa o + 5 Ox2 + O (63)
ov ; 0 v 1620%
t _ _ 3
Fgg}usivo - _nual, cll’?fusivo - _Vax (U - 5; + 228$2> +0 (6 ) (566)

52 Os
/5dx—53—28+0(63)

xT

La condicion de equilibrio es
(Fcignvectivo - Fcoolgvectivo) + (Fdi?fusivo - gffusivo) = /S dz (567)
sustituyendo (5.66) en (5.67) y simplificando se obtiene finalmente la ecuacion

2 2
ov 0%v 58(81} 811)_8 (5.68)

G— — v G— — Ve
Oz Ox?

o Vo2 T 20z

la cual conduce a un esquema estabilizado.

5.7.3. Variational Multiscale Methods

La idea original del método de estabilizacion de las sub-escalas o multi-escalas (sub-grid
scales) fue inicialmente propuesta por Hughes [11] para resolver ecuaciones escalares del tipo

conveccion-difusion.

La idea fundamental que introduce el método de las sub-escalas es que al definir una malla de
elementos finitos quedan establecidos dos niveles de resolucion; un nivel corresponde a la malla y
serd aproximado por elementos finitos y el otro, denominado sub-escala, que no podra ser captado
[11, 12]. Si bien se admite que existe una componente de la solucién que no puede ser resuelta, se
deberia aproximar al menos “el efecto” de la sub-escala sobre la componente que se resuelve
numéricamente. De acuerdo con esto, la causa de diversos problemas de estabilidad numérica seria
el no considerar este efecto en la formulacién. En este contexto, considerando que ademas de la
componente aproximada por la solucion de elementos finitos v existe una componente no resuelta

v/, la solucion exacta se puede expresar como v = v + v’

El solver de flujo de fluidos utilizado en este trabajo emplea el método de estabilizacion de las

sub-escalas ortogonales descrito por Codina en [13].

108



Capitulo 5. Mecanica de Fluidos Computacional

5.8. Métodos de paso fraccionado

Como se indico anteriormente, la discretizacion del problema de flujo incompresible conduce a
la definicion de un sistema discreto de ecuaciones de la forma (5.39) 6 (5.40). Incluso cuando la
resolucion del sistema estad garantizada, éste suele estar mal condicionado debido a la coexistencia

de términos procedentes de la discretizacion de diferentes variables.

En un primer instante se podria pensar en la utilizacion de solvers directos para la resolucion
del problema, pero teniendo en cuenta que el tamaiio real de los problemas CFD puede suponer
cientos de miles, o incluso millones de grados de libertad (DOF), la utilizacion de estos solvers
podria resultar ineficaz, o incluso imposible. Por otro lado, los solvers iterativos son sumamente
eficientes en la resolucion de sistemas no “stiff” de gran tamafio, sin embargo resultan poco
robustos al tratar con sistemas mal condicionados. El éxito de los métodos de paso fraccionado
depende en gran medida de su capacidad para dividir el problema en una serie de etapas,
implicando cada una de ellas la inversion de un sistema bien condicionado. La aplicacion de
métodos de paso fraccionado en el contexto de los elementos finitos a la mecanica de fluidos es
algo relativamente reciente, no obstante, en el trabajo de Huerta y Donea [3] se describen diferentes

planteamientos del problema.

A continuacion se describe brevemente el esquema de paso fraccionado propuesto por Codina
[9] v que ha sido utilizado en el desarrollo de este trabajo. Se presenta en su forma basica, sin la

introduccion de ningun tipo de estabilizacion para el término de presion.

El punto de partida es la discretizacion espacial de las ecuaciones de Navier-Stokes (5.35) y
(5.36). El sistema discreto de ecuaciones equivalente se puede obtener usando el método de

Galerkin

Mvn+1 _yn

5 K (V"“’) vl 4 gprtl = prtt (5.69)

DVt =0 (5.70)
donde V y P son los vectores de las velocidades y presiones nodales, respectivamente.
Las componentes de las matrices que aparecen en las ecuaciones anteriores son

My = /Q No Ny df2 (5.71)

K (V"+9)ab - /Q (Nav”+9 : VNb) + %Na (v : v"+9) Ny + VN, - VN, dS) (5.72)

ij
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ON,
ab a
.. = — N IQ .
G4 o N d (5.73)
Fo = / N, f; dR (5.74)
n
D=-GT (5.75)

’ . . . . . ~n+1
El método de paso fraccionado se basa en la introduccion de una variable auxiliar V' | la cual

permite reescribir la derivada temporal como

Vn+1 _Vn B Vn+1 o {[n+1 N {/’n+1 S Va0

5.76
ot ot ot (5.76)

Substituyendo (5.76) en (5.69) se puede dividir la ecuacidon de la conservacion de la cantidad de

movimiento en dos

\N[n—s—l S V4
M- ——+K (V”+9) Vil A GPT = FY (5.77)
vnrtl Vn+1
M- +G (P —4P") =0 (5.78)
DVl =0 (5.79)

donde v es un pardmetro numérico, cuyos valores de interés son 0 y 1.

En este punto es necesario hacer la aproximacion

K (Vn+9) Vn+9 ~K (Vn-‘r@) {fn—‘-@ (580)

donde V"™ .= vt 4 (1 —6)V™. Expresando V™! en términos de V" usando (5.78) e

introduciendo el resultado en (5.79), el conjunto de ecuaciones a resolver es

v+l _yn _ _
MT + K <Vn+9) Vn+9 + ’YGP” — FTL+9 (581)
StDM™'G (Pt — 4P") = DV (5.82)

v+l Vn—',—l
M—

5 + G (P" —4P") =0 (5.83)

Notar que DM ™! G representa una aproximacién del operador Laplaciano. Para evitar tratar

con esta matriz, se puede hacer la siguiente aproximacion
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DM 'G ~ L, concomponentes L = —/ VN, -V Nydf? (5.84)
o)

Después de usar (5.80) y (5.84), el método de paso fraccionado asume finalmente la forma

= pasol
\7”“ -vr +6 +6 +6

M= K (V" ) Vo | AGP" = F" (5.85)

= paso?2
StL (P! — 4P") = DV (5.86)

= paso3

v+l Vn—',—l

M————— + G (P"" —4P") =0 (5.87)

ot

El método de paso fraccionado descrito tiene muchas propiedades interesantes, en particular,
posee una cierta estabilidad intrinseca incluso en ausencia de cualquier término de estabilizacion.
En el trabajo de Codina [9] se puede encontrar un estudio completo sobre la estabilidad del esquema
incluyendo el efecto de los términos de estabilizacion. En los trabajos de Codina y Badia [14, 15] se
estudia la estabilidad de los esquemas de segundo orden de paso fraccionado estabilizados que

actualmente estdn implementados en Kratos.

5.9. Ejemplo. Flujo alrededor de un cilindro

A continuacion se resuelve el problema de flujo bidimensional alrededor de un cilindro circular
utilizando el esquema que se ha presentado anteriormente. Se trata de una prueba clasica para
evaluar el comportamiento de un algoritmo en la resolucion de flujos incompresibles. El problema
ha sido ampliamente estudiado y existen en la bibliografia numerosos resultados experimentales

[16, 17] y numéricos [18, 19, 20, 21, 22] con los que poder contrastar los resultados obtenidos.

El diametro del cilindro es 0.5 m y las dimensiones del dominio del fluido se muestran en la
Figura 5.2. Respecto a las condiciones de contorno, se impone una velocidad de entrada de fluido
de valor (v, 0) en el contorno I, en los contornos laterales ', se fija velocidad normal nula v, =
0, en el contorno de salida I’y se asigna la condicidon de salida sin tension (traction-free boundary
condition) y en el contorno del cilindro S se fija la condicion de no deslizamiento (no-slip

condition). Inicialmente el campo de velocidades es nulo en todos los puntos salvo en la entrada.
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Figura 5.2. Dominio del problema de flujo bidimensional alrededor de un cilindro

El mallado del contorno el cilindro S se realizé asignandole un tamafio caracteristico de 0.05 m
y el del dominio del fluido de acuerdo con el esquema de la Figura 5.3 concentrando un mayor

numero de elementos en el entorno mas proximo al cilindro. La malla resultante tiene la forma que

se muestra en la Figura 5.4.
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a 0.50
‘ b 0.10
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Figura 5.3. Esquema de mallado del dominio del fluido
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Figura 5.4. Malla del fluido
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Se llevaron a cabo varias simulaciones, asignando distintos valores a la componente de la
velocidad v, de entrada del fluido, con objeto de obtener datos suficientes para representar la

variacion del numero de Strouhal y del coeficiente de arrastre en funcion del nimero de Reynolds.

En la Figura 5.5 se muestra la dependencia del nimero de Strohual respecto al nimero de
Reynolds observandose una buena correlacion con los resultados de Lienhart [23] y Achenbach y
Heinecke [24]. En la Figura 5.6 se ha representado el coeficiente de arrastre en funcion del namero
de Reynolds. Se aprecia una tendencia correcta respecto a los resultados experimentales [25, 26],
aunque en el intervalo 10* < Re < 10° el algoritmo subestima ligeramente los valores del
coeficiente de arrastre. Notar que no se capta la caida brusca del coeficiente de arrastre (drag crisis)

que ocurre para Re ~ 2.5:10°.

0.25

St .
0.15

0.1 -

0.05

0 T T T T T T )
1.0E+0 1.0E+1 1.0E+2 1.0E+3 1.0E+4 1.0E+5 1.0E+6 1.0E+7

Re

Figura 5.5. Variacion del nimero de Strohual en funcién del nimero de Reynolds

25

Cp
1.5

0.5

0 T T T T T T )
1.0E+0 1.0E+1 1.0E+2 1.0E+3 1.0E+4 1.0E+5 1.0E+6 1.0E+7

Re

Figura 5.6. Variacion del coeficiente de arrastre en funcion del nimero de Reynolds
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A modo de ejemplo, en la Figura 5.7 se muestra la variacion en el tiempo del coeficiente de
arrastre y del coeficiente de sustentacién para Re = 150 y en la Figura 5.8 para Re = 10*. Se
observa en ambos casos que el coeficiente de sustentacion presenta una mayor amplitud de

oscilacion siendo su valor medio cero, tal como era de esperar.

1.2 A
1]

5 08

O 06

A 04

CEINNANNNNNNNNNNNNNN
Y/AAVEAVEAVEAVEAVEAVAAVAAVEAVEAVEAVERVERVERVERY
-O":oooo 11000 12000 13000 14000 15000 16000 17000 18000 19000 20000

t[s]
Figura 5.7. Variacion en el tiempo de los coeficientes de arrastre y sustentacion para Re = 150
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t[s]
Figura 5.8. Variacion en el tiempo de los coeficientes de arrastre y sustentacion para Re = 10*
En la Figura 5.9 y en la Figura 5.10 se muestran los andlisis en frecuencias de la oscilacién del

coeficiente de arrastre y de sustentacion para Re = 150 y Re = 10, respectivamente. El anélisis en

frecuencias se realizado a partir de la transformada rapida de Fourier (FFT).

8.0E-5 - 1.8E-6 -
7.0E-5 1.6E-6
6.0E-5 1 1.4E-6
5.0E-5 1266 1
Ym Xm 1.0E-6 1
4.0E-5 |
8.0E-7 -
3.0E-5 6.0E.7 #
2.0E-5 - 4.0E-7
1.0E-5 2.0E-7 JJ
0.0E+0 — ; ; ; 0.0E+0 : ‘ ; ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02
fr[Hz] fr[H7]

Figura 5.9.Analisis en frecuencias de los coeficientes de sustentacion y de arrastre para Re = 150
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Figura 5.10. Analisis en frecuencias de los coeficientes de sustentacion y de arrastre para Re = 10*

Finalmente, en la Tabla 1 se indican las frecuencias de oscilacidon para cada caso. Se comprueba
que la frecuencia de vibracion del coeficiente de sustentacion, la cual coincide con la frecuencia de

desprendimiento de los vortices, es la mitad que la del coeficiente de arrastre.

Re =150 Re = 10*
Cr 0.00147 Hz 0.122 Hz
Cp 0.00301 Hz 0.244 H 2z

Tabla 1. Frecuencias de oscilacion de los coeficientes de arrastre y sustentacion

5.10. Formulacion arbitrariamente Lagrangiana-Euleriana

Los procedimientos de resolucion presentados hasta aqui siguen un planteamiento puramente
Euleriano, que es la opcion natural en CFD. Sin embargo, para abordar la resolucion de problemas
acoplados de interaccion fluido-estructura es necesario modificar los solvers de calculo de fluidos
para que puedan manejar mallas moviles. La formulacién arbitrariamente Lagrangiana-Euleriana
(ALE) proporciona el marco tedrico necesario para tratar esta cuestion. La formulacion ALE
permite considerar el movimiento de la malla conforme el fluido interactua con la estructura que se
deforma. Una excelente presentacion de las técnicas ALE se puede encontrar en los trabajos de Liu

et al. [1], Huerta y Donea [3], y Stein et al. [27].

En la mecanica de los medios continuos es habitual definir dos variables x y X para describir el
dominio espacial y el dominio material, respectivamente. Estas dos cantidades estan relacionadas

por una funcién de la forma
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b= (X,1) — ¢ (X, 1) = (x,1) (5.88)

Por otro lado, las variables x y X pueden ser referidas a un tercer dominio el cual no coincida
con el dominio espacial ni con el dominio material. Esta idea constituye la base de la formulacion

ALE. Desde un punto de vista practico, el método parte de la definicion de las funciones siguientes
b= (x,t) = 2(x; 1) = (%, 1) (5.89)
V= (1) = v (1) = (X, 1) (5.90)

las cuales relacionan el dominio espacial y el dominio material con el dominio computacional y. La

funcion ¢ se puede expresar como una composicion de las funiones (5.89) y (5.90).
p=>doy! (5.91)

Considerando los gradientes de (5.88), (5.89) y (5.90) se puede obtener informacién util

ro0x
6¢ — V ox
ax.n | & 1} T (5-92)
[ O0x
0P i - ox
9 (1) 0 at |, (5-93)
_ ox
oY ! - W Ox
2(X, 1) {88( ) } AT (-94)

Las distintas funciones estan relacionadas a través de la operacion de composicion (5.91), por lo

tanto, su gradiente sigue la regla

9% Ox o1 o
[ax V] = | oy {ax W} (5.95)
0 1 0 1 0 1

Operando sobre la expresion anterior se puede verificar ficilmente que

X
V=V+ —W (5.96)

CI=V—-—V=_—W (5.97)

que es la diferencia entre la velocidad del fluido y la velocidad de la malla. Una descripcion mas

detallada de este concepto y otros asociados a la formulacion ALE se pueden encontrar en [3].
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Un desarrollo similar se puede aplicar a la derivada de cualquier funcién f (X, t). Es habitual
en la mecanica computacional simplificar la notacion usando el mismo simbolo para indicar la
funcion equivalente operando desde un dominio diferente, por ejemplo, podemos utilizar f (x,t)
para indicar f (¢ (X, t),t). Tomando como referencia el trabajo de Stein ez al. [27], inicialmente se
distinguiran las funciones operando desde dominios diferentes y sélo al final de la derivacion se

suprimird la diferencia. Para ello se define
[ (Xot) = f(o(X, 1), 1) (5.98)
T 06t) = Fo (X 1), 1) = [ (X, 1) (5.99)
Usando la regla de la cadena se obtiene de forma inmediata

_ _of of 5.100
ot Dt ot T ax (5.100)

que es la relacion habitual entre las derivadas temporales materiales y espaciales.
Por otro lado, la relacion entre f**y f* es

% - Df ot + an (5.101)
Sustituyendo la definicion de la velocidad convectiva c, se obtiene la expresion
of of
= 2L Vi
at|, = ot X+c f (5.102)

la cual permite reescribir las ecuaciones de conservacion en el contexto de la formulacion ALE de

la siguiente manera

Dp _Op _

Ft+pv.v_8tx+c Vp+pV-v=0 (5.103)
Dv ov
pﬁfpax—kpc-vaV-a—l—pb (5.104)

Esto pone de manifiesto que las modificaciones con respecto a la formulacion Euleriana son de
poca importancia, por esta razoén, a menudo la formulacién ALE recibe el nombre de cuasi-
Euleriana. En la discretizacion para flujo incompresible el unico cambio hace referencia a los
términos convectivos, los cuales deben ser modificados substituyendo la velocidad Euleriana por la
velocidad convectiva. Sin embargo, las consecuencias son importantes ya que la formulacion ALE
permite conservar las ventajas de la formulacion Lagrangiana en el contorno acoplado conservando

las caracteristicas eulerianas en el dominio mas alejado.
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Desde un punto de vista practico, el problema de interaccion fluido-estructura se puede
formular como un sistema de tres campos: la estructura, el fluido y el movimiento de la malla. El
movimiento de la estructura hace que la malla del fluido se mueva y la resolucion del fluido se lleve
a cabo sobre esta malla modvil. Intuitivamente, el movimiento de la malla coincide con el
movimiento de la estructura en el contorno acoplado, donde la formulacion ALE tiende al
planteamiento Lagrangiano, mientras que la deformacion del dominio disminuye con la distancia a
la estructura, lo que hace que la formulacion tienda al planteamiento Euleriano a medida que la

distancia aumenta.
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Capitulo 6. Acoplamiento Fluido-Estructura

6.1. Resumen

En el presente capitulo se estudia el problema de interaccion fluido-estructura. El primer
apartado contiene una descripcion del problema y de las principales estrategias computacionales
usadas para su resolucion, ademas de una breve revision del estado de los conocimientos. En el
segundo apartado se describe el esquema computacional utilizado en este trabajo, el cual integra las
etapas de la resolucién estructural en la formulacion de paso fraccionado del fluido. En el apartado
siguiente se analiza el error local que introduce este planteamiento teniendo en cuenta las etapas de
resolucion del fluido. Finalmente, en el ultimo apartado se muestra un estudio de la estabilidad del

esquema tomando como referencia el trabajo de Piperno et al. [1, 2].

6.2. Introduccion

Durante los ultimos afios el Método de los Elementos Finitos ha experimentado un crecimiento
exponencial que ha dado lugar a la definicion de un conjunto de técnicas computacionales fiables
para la resolucion de problemas de muy diversa indole. Este desarrollo, junto con la cada vez mayor
disponibilidad de potentes recursos informaticos, recientemente ha dado lugar a un creciente interés
por los problemas acoplados. El trabajo de Park y Felippa [3] y de Felippa [4] proporciona una
interesante introduccion al problema junto con una revision de las técnicas modernas utilizadas en

el estudio de la estabilidad y precision de los algoritmos.

A pesar de que se considera el problema de interaccion estructura-estructura, el cual representa
un caso limite de los sistemas acoplados, algunos de los resultados son generales y se pueden

extrapolar a otros tipos de problemas.

Un gran numero de problemas acoplados en los que intervienen dos campos se pueden expresar

matematicamente como un sistema de EDO de la forma

RGeS R e L s S S B
My, My, y Cyz Cyy y Kye Ky y f, ‘
donde x e y representan las variables de estado de cada campo y los términos de las matrices

proceden de la discretizacion espacial.

Los términos con indices combinados en (6.1) expresan la interaccion o acoplamiento entre los

campos. El problema acoplado en dos direcciones (two way coupling) surge cuando cada campo
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depende del otro, en términos matematicos, cuando al menos uno de los términos “xy” es distinto
de cero y uno de los términos “yz” también es no nulo. Por otro lado, si la formulaciéon asume una

forma del tipo

e e e U ) e
Myx ny y CZ/$ ny y ny Kyy y B fy ()

describiendo una situaciéon en la cual solo el segundo campo depende del primero, se tiene el
problema acoplado en una direccion (one way coupling). En tltimo lugar, cuando los términos no
diagonales en (6.1) son cero, cada campo es completamente independiente del otro y se tendria un

problema desacoplado.

Asumiendo que todos los términos en la expresion (6.1) son explicitamente conocidos, el
sistema de EDO se puede discretizar directamente en el tiempo dando lugar a la denominada
formulacion monolitica del problema acoplado. De este modo, el sistema acoplado de ecuaciones es
tratado simultdneamente resolviéndose todas las variables al mismo tiempo. Aunque se consigue
una alta precision en la solucidn, el sistema que resulta generalmente es muy grande, lo cual supone
un elevado coste computacional, y a menudo estd mal condicionado debido a la coexistencia de
términos que proceden de la descripcién de problemas fisicamente diferentes. Otra desventaja de
este planteamiento es la pérdida de modularidad del software debido a la resolucién simultanea de

los dos campos.

Teniendo en cuenta estas circunstancias, a menudo resulta interesante introducir un esquema
basado en la solucidn particionada del sistema de ecuaciones acopladas (6.1). El sistema se divide
espacialmente en particiones (dominios) en funcion de consideraciones fisicas o computacionales.
La solucion de cada campo progresa en el tiempo por separado y los efectos de interaccion se

justifican por la transmision y la sincronizacion de las variables de estado acopladas.

Esta division puede ser algebraica (algebraic partitioning) o diferencial (differential
partitioning). En la particion algebraica se discretiza espacialmente el sistema acoplado completo
en primer lugar y después se divide, mientras que en la particion diferencial primero se realiza la
divisién y posteriormente se discretiza por separado cada campo. La particion diferencial fue
desarrollada originalmente para problemas de interaccion fluido-estructura, en los cuales es facil
encontrar mallas no coincidentes. Se puede encontrar informacién mas detallada sobre este

planteamiento en el trabajo de Felippa et al. [5].
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Este planteamiento da lugar a una redefinicion del problema monolitico de la forma

H] w1} = {gon} - B2 {0l ) {uen} = { } } 6.3)

donde [H'] + [H?] = [H™oltico] y {ul” |} es una prediccion.

Si [HZ] = [0] se tiene el sistema monolitico y el acoplamiento se resuelve implicitamente. Por

otro lado, si [Hz] toma una forma del tipo

0 H H 0
)=, o] = ] 64

el acoplamiento se resuelve de manera totalmente explicita.
La viabilidad de este planteamiento depende de las siguientes hipdtesis:
= el sistema de ecuaciones debe ser lineal
» todos los coeficientes de la matriz han de ser conocidos
= posibilidad de definir un sistema test fisicamente estable

En general, cuando se trata de problemas complejos de multifisica una o varias de estas
hipétesis no se cumplen. En particular, para el problema de interaccion entre estructuras flexibles y
flujos de fluidos incompresibles (modelados usando las ecuaciones de Navier-Stokes), que es el

caso de interés para nosotros, ninguna de las hipotesis anteriores puede ser aceptada.

Respecto a la hipotesis de linealidad del sistema para el fluido, simplemente no se sostiene
debido a la estructura matematica del problema. Por otro lado, la segunda hipotesis es mas delicada

y requiere una explicacion mas detallada.

Dada la no linealidad del problema, los dos campos acoplados implican la definicion de un

sistema no lineal de ecuaciones de la forma

fs(z,y) =0
(6.5)
el cual puede ser linealizado usando el método de Newton-Raphson como
Ofs Ofs
ox oy dx —fs (ﬂik?yk)
= (6.6)
Ofr Ofr | | dy —fr (2*,yF)
dr Oy
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Los términos no diagonales de la matriz de rigidez tangente expresan la dependencia de un
campo respecto de las variaciones del otro. Debido a la estructura matematica del problema fluido,
cualquier perturbacion sobre el contorno se propaga muy rapidamente (en el limite, de forma
instantanea para fluidos realmente incompresibles) a todo el dominio fluido. El término O fr/Ox no
suele ser nulo y por lo tanto el calculo explicito no resulta atractivo. Incluso si teéricamente fuese
posible la linealizacion del campo fluido, por lo general no se realiza ya que suele ser preferible
utilizar algin método de iteracion del punto fijo para resolver las no linealidades. El calculo del
jacobiano en (6.6) implica una completa redefinicion de la estrategia adoptada para el fluido, lo cual

supone un importante inconveniente desde el punto de vista de la modularidad del software.

Respecto a la ultima hipotesis sefialada, en general resulta dificil encontrar un sistema test
adecuado, ya que la condicion relativa a la estabilidad fisica no suele ser facil de satisfacer en la

practica.

Para hacer frente a estas cuestiones existen dos planteamientos fundamentalmente. Uno de los
planteamientos es puramente algebraico y estd basado en técnicas iterativas de resolucion del
sistema (6.5) acercandose tanto como sea posible al comportamiento Optimo del sistema de
Newton-Raphson (6.6), mientras que el otro se centra en técnicas de acoplamiento explicitas donde
la convergencia a la solucion acoplada se obtiene por ajuste de los valores estimados (predictors) y

de los datos transferidos entre los dominios.

El primer planteamiento tiene su expresion mas facil en el método iterativo de Jacobi por

bloques (block jacobi method) que consiste en la solucidn iterativa del sistema
fs (@ yF) =0 =y

i (a1, 1) = 0 0

que puede ser modificado para incluir un paso de relajacion del tipo z¥+! = wzk ! 4 (1 — w) z¥.

Aunque esta técnica permite obtener resultados muy buenos en muchos casos (en otros casos los
resultados pueden ser totalmente ineficaces), en general, presenta una convergencia muy lenta a la

solucion acoplada.

Otros planteamientos se basan en los métodos cuasi-Newton. Estos métodos reemplazan la
matriz jacobiana en el método de Newton por una matriz de aproximacion que se actualiza en cada
iteracion. Su desventaja radica en que se pierde la convergencia cuadratica de Newton al ser
sustituida por una convergencia denominada superlineal. Destaca particularmente el trabajo de Wall
y Mok [6] en el cual se propone la utilizacion del acelerador de Aitken para mejorar la convergencia

del proceso iterativo.
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En términos generales, estas técnicas son ideales desde el punto de vista de la modularidad del
software y, naturalmente, tienden a la solucion de la formulacion monolitica, de la cual toman las
propiedades de estabilidad. Sin embargo, suelen presentar un gran coste computacional debido a la

necesidad de resolver el sistema implicito con un alto grado de precision.

Por otro lado, el segundo planteamiento se basa en un disefio meticuloso de la fase de
prediccion y de correccion para minimizar la energia no real que se introduce en el sistema. Farhat y
Piperno llevaron a cabo trabajos pioneros sobre este tema y desarrollaron estrategias de resolucion

explicitas para aplicaciones aeronauticas [1, 2].

Dada la ausencia de una formulacion matematica comin para los dos dominios acoplados, el
estudio de las propiedades de estabilidad de los diferentes métodos numéricos supone, en este caso,
un importante reto. En esta linea, Piperno et al. [1] estudiaron un caso 1D para flujo compresible,
mientras que en el trabajo de Piperno y Farhat [2] se planteaba un test simple para evaluar la

tendencia de un método dado a la inestabilidad.

Farhat et al. [7] aplicaron las técnicas descritas a estructuras aeronduticas obteniendo resultados
satisfactorios. Por otro lado, ejemplos de aplicacion de estas técnicas de resolucion a estructuras
flexibles en el campo de la ingenieria civil se pueden encontrar en los trabajos de Halfmann et al.

[8] y Rank et al. [9].

6.3. Esquema de acoplamiento

En el desarrollo de un algoritmo de acoplamiento resulta muy importante la eleccion de la
posicion en el tiempo en la cual se desean plantear y resolver las ecuaciones de movimiento de la
estructura y del fluido, es decir, la eleccion del dominio de integracion. Cabe destacar que para
preservar la coherencia con la formulacién variacional subyacente, el dominio no deberia ser
modificado durante la ejecucion del método de paso fraccionado, aunque pueda ser movido fuera

del bloque de resolucién del fluido.
El disefio del esquema de acoplamiento tiene en cuenta una serie de consideraciones:
* la solucidn estructural tiene menor coste computacional que la solucion del fluido

= el esquema de integracion en el tiempo asociado al problema estructural es al menos de
segundo orden de precision y por consiguiente mucho mas preciso que el solver del

fluido
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= se pueden seleccionar diferentes métodos de integracion en el tiempo para el problema

estructural
=  generalmente el movimiento de la malla supone un coste computacional alto

= el usuario debe tener la posibilidad de elegir entre diferentes esquemas de actualizacion

de la malla

La conclusion inmediata es que en el disefio de un esquema de acoplamiento las caracteristicas
particulares del esquema estructural y del algoritmo de movimiento de la malla no se deberian tener
en cuenta. Por otro lado, el alto coste computacional del movimiento de la malla comparado con la
resolucion estructural sugiere minimizar los pasos de actualizacion de la malla y dedicar el tiempo a
la resolucion estructural en todos aquellos casos en los cuales se considere que esto puede mejorar

la solucion.

El solver del fluido usado en el presente trabajo esta basado en el algoritmo Characteristic
Based Split (CBS), el cual esta descrito en los trabajos [10, 11, 12, 13, 14]. Su esquema baésico,

excluyendo todos los términos de estabilizacion [13, 15], adopta la forma

= pasol
MV, 1 = MV, — §tK (C,) V, (6.7)

= paso?2
LP, ., = —%GT\%H (6.8)

= paso3
MV, 1 =MV, — 0tGP, (6.9)

donde C =V — V... En el trabajo de Zienkiewicz y Taylor [16] se describe con sumo detalle el
fundamento tedrico del algoritmo, poniéndose de manifiesto claramente las ventajas de los métodos

de paso fraccionado.

De manera muy simplificada, el algoritmo CBS se basa en el calculo de una solucion del campo
de velocidad para presion constante en una primera etapa seguida posteriormente de una fase de
correccion de los campos de velocidad y presion. En términos generales, este mismo planteamiento
puede aplicarse al método de acoplamiento. Por lo tanto, se plantea un esquema de acoplamiento

basado en los siguientes pasos:
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1. solucioén del problema estructural utilizando el método de integracion en el tiempo
escogido y una estimacion inicial de la presion de la forma PZ‘ﬂmado =P, =Py,

r * Wk *
En simbolos, X}, ;. =X, (Pr, )
2. mover fluido de manera acorde al movimiento de estructura — X% | = X%, (P7, ;)

3. paso A — V41

4. pasoB — P,,1, imponer las condiciones de contorno de la presion

5. “corregir” la solucion estructural usando la presion final X1, = X414 (Ppt1)
6. paso C — V,. 1, imponer las condiciones de contorno de la velocidad

Por lo tanto, todas las ecuaciones del fluido se resuelven en la configuracion del dominio “al
final del paso”. Cabe sefalar el paralelismo entre este esquema y la division en etapas de la solucion
del fluido. En particular, el paso de prediccion de la solucion estructural aporta la configuracion
deformada a la que tiende el sistema estructural debido a la accion de la presion del fluido, que es el

equivalente Lagrangiano (para un so6lido) del primer paso de la solucion del fluido.

Si no se realiza ninguna iteracion, el esquema de acoplamiento es explicito y no se comprueba
la convergencia. La diferencia entre el desplazamiento de la estructura predicho (paso 1) y el
corregido introduce un error que se refleja en la determinacion del campo de presiones, y por
consiguiente en la posicion “corregida” de la estructura. Este error se puede reducir iterando en el
procedimiento descrito, sin embargo, tales iteraciones no resultan atractivas en la medida en que se

elige un solver de fluido “explicito” (cuasi-explicito).

A continuacion se valoraran las propiedades del esquema de acoplamiento propuesto. Para ello
se compara la solucion aproximada que proporciona el método con la solucion “ideal” que se podria
encontrar iterando los pasos descritos (asumiendo que tales iteraciones convergen). El anélisis que
se realiza es local en el tiempo, de forma que se puede asumir que tanto la solucion acoplada
“exacta” como la “calculada” comparten las mismas condiciones X,,, V,,, P,, al principio del paso

de tiempo y la misma malla computacional inicial.

Para ello es necesario tener en cuenta la forma de los diferentes operadores implicados. En el
trabajo de Park y Felippa [3] o de Zienkiewicz y Codina [10] se puede encontrar una informacion
mas detallada sobre la formulacion del fluido. Para el caso de tridngulos y tetraedros con

integracion sobre un sélo punto de Gauss, los diferentes términos se pueden describir como

M = ¢j (6.10)
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donde ¢ es una matriz de factores agrupados (lumping factors)y j := det (J) = det (5;()
K(c") =K1+ Ko+ K (6.11)
(K1) 7505 = N1 (Cn - V) jdis (6.12)
(K2)7iy; = (Tr (VxCy)) NIN;jdi (6.13)
(Kg)”Jj = VVL : V;]{](SU (614)
donde se introduce el gradiente
ON,
81‘1
ON,
Vil = = )
Vi =1 o (6.15)
ON,
axg )
y finalmente
ON;
Grij=— N. .1
IiJ oz, 7 (6.16)

CASO “IDEAL”

Se considerara como referencia la soluciéon en la cual todas las condiciones de acoplamiento
ajustan de forma coherente, es decir, la configuracion del dominio que asegura el equilibrio de
fuerzas y la compatibilidad de desplazamientos en la interfaz entre los diferentes dominios. Una
cuestion importante es que mas que referirnos a la solucion “exacta”, se considerara la solucion que
se obtendria después de un nimero infinito de iteraciones entre los dominios (bajo la hipdtesis de
que tal proceso iterativo converge). De esta manera, la solucion “ideal” estara libre de cualquier
error asociado al acoplamiento, pero se vera afectada por todas las fuentes de error propias de los

solvers de cada campo.

Bajo esta hipdtesis, la configuracion de la estructura sera de la forma X,, 11 (Vy41, Pnt1) y la
del dominio del fluido sera 2 = 2 (X (Vy+1, Pyy1)). Substituyendo la posicion “exacta” de la

estructura X,,4+1 (Pp41) en el esquema descrito anteriormente se obtiene
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* pasoA
MV,11 = MV, — 6K (C,) V,, (6.17)

= pasoB
LP,, = —éeT\?nH (6.18)

= pasoC
MV, 1 =MV, — 6tGP,, (6.19)

donde todas las matrices estan definidas sobre el dominio {2,,;1, el cual representa la configuracion

“ideal” que el dominio adopta debido a la interaccion.

CASO “REAL”

En el caso real la configuracién final se desconoce a priori y se calcula usando un campo de

presiones P, , | estimado de la distribucion de presiones final, la cual es desconocida. Esto conduce
a una solucion estructural X7 |, (P¥, ) estimada y a una deformacion posterior del dominio del

fluido X3, | (P ). El dominio de integracion en el tiempo ¢,1, denominado 27 |, no coincide

n+1
con el “ideal”, por lo tanto, al hacer el analisis todos los términos calculados sobre esta malla se

denotaran usando el superindice . De forma analoga al caso anterior, se obtienen las ecuaciones

= paso A
MPVP_ | = MPV,, — §tKP (C,,) V,, (6.20)

= pasoB
L'PY | = f%GT?’Vﬁ " (6.21)

= pasoC
MPVP | = MPVE | — 5tGPPY (6.22)

Evaluacion del error de acoplamiento

El estudio del error de acoplamiento se puede realizar evaluando la diferencia entre la solucion
acoplada aproximada y la exacta. Haciendo la diferencia entre las ecuaciones (6.17) y (6.20) se
obtiene

" AETT D

MV, = =0tK“" (C,) V, — M (Vn+1 — Vn) (6.23)
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donde se han introducido los simbolos ¢ = a — aP tanto para matrices como para vectores, con el
fin de indicar la diferencia entre un término calculado sobre la configuracion de malla exacta y ese

mismo término pero calculado sobre la configuracion aproximada.

La ecuacidén (6.23) muestra claramente la dependencia del error de acoplamiento respecto del
error que se comete en la determinacion de las matrices. A continuacion se mostrard la relacion
entre este error y el error cometido en la prediccion de la solucion estructural. Cuando la prediccion
se realiza avanzando en el tiempo y manteniendo la presion constante, como sucede en nuestro
caso, se puede verificar facilmente que (asumiendo al menos precision de segundo de orden para el

solver estructural)
XP = Xpq1 = O (6t (Pry1 — Pp)) (6.24)
VP = Va1 =0 (6t (Pypy — Py)) (6.25)
lo cual muestra que la prediccion tiene una precision de tercer orden.

El jacobiano de las coordenadas es de la forma

o Oxp __ ONp Cgr) = (x —x) ONE
JU = 85] = XTi af] <sz _Jij) = (Xlz _XH) 65] (6.26)

Teniendo en cuenta que cada componente de la inversa de un tensor depende de todas las

componentes del tensor original

J;jl = J[jl (J11, J12, ey Jik) (6.27)

y utilizando del desarrollo en serie de Taylor, se puede concluir de forma inmediata que

ot

N =5

dJ; (6.28)

Este resultado permite deducir que J;jl — Jf;l =0 (6t3), asi como también los resultados
analogos j — 37 = O (5t3), yJ Ly —Jr-lip =0 (6t3). Estos resultados son muy importantes para
el anélisis que se realizard posteriormente ya que permitiran asignar un valor al orden del error

introducido por los diferentes términos.
Substituyendo en (6.10) se obtiene

M" = ¢ (j — j7) = O (6t3) (6.29)
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Por otro lado, introduciendo el vector

ON,
061

AN,
val = a 6.30
{ 13 s ( )
ON,

&3

es facil verificar que
{va} =[37"] {VZ‘} (6.31)
lo que permite encontrar la relacion
Vij = ViPjP = (j371 = jPIP1) VE = O (61%) (6.32)

y a su vez proporcionar una estimacion del error para los términos de la matriz K

(K1)7iy; = N1 (Co - (V4 — VRPG?)) 655 = O (6t%) (6.33)
err .y 80% . — 8Cn
(K2)p7; = (Tr <JJ 175 —jrJr 186)) NiNyb;; = O (5t°) (6.34)

(K3)fig; = v (Vx - Vg = VP - VIPjP) 6i5 =

(6.35)
= v (Vk — VAP) - V3joy; + VP - (Vij = VI2jP) 655 = O (5¢%)

De forma analoga se puede demostrar que la misma estimacion es valida para L y G*'".

Si bien esta estimacion se cumple a nivel de elemento, las matrices globales se obtienen
ensamblando las diferentes contribuciones elementales sin que se vea alterado el orden del error.
Por lo tanto, substituyendo en (6.23) se puede comprobar que

MV, =5t O (5t3) + 0 (6t3) O (6t) = O (5t*) (6.36)
lo cual indica que el error en \7““ debido a la aproximacion en la estimacion es de cuarto orden en

el tiempo.

Haciendo la diferencia entre las expresiones (6.18) y (6.21) se obtiene la expresion

1

GTerrVerll —_ L¢TPP o (6t3)
ot "

LP¢". — _
n+1 n+1 5t

+0 (6t*) = O (5t) (6.37)

la cual nos muestra que el error en la presion es de segundo orden en el tiempo.
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Finalmente, considerando (6.19) y (6.22) se llega a la expresion

"AETT

MV = —0tGP{, — 5tGEMPfL+1 + MV, - M7 (Vf7,+1 - Vﬁ+1) = (638)
=0 (6t*) + O (3t*) 4+ O (6t*) + O (6t*)

que da una estimacion del error en la velocidad al final del paso.

Surge una cuestion relativa a las condiciones de contorno en velocidad utilizadas. Si la
velocidad estructural predicha se impone en el contorno acoplado, el error estara gobernado por el
error en el valor predicho de la velocidad estructural, que es de segundo orden en el tiempo. Esta
situacion se puede mejorar (al menos cuando el comportamiento estructural estd acoplado sélo por
medio de la presion) siguiendo el método de paso fraccionado descrito e imponiendo el valor

corregido de la velocidad sobre el contorno acoplado.

En cualquier caso, el término de fuerzas calculado que actia sobre la estructura difiere a lo
sumo en un término de segundo orden respecto del “exacto”, con lo que la posicion final de la
estructura diferird a lo sumo en un término de cuarto orden respecto de la que se podria obtener

utilizando un esquema de iteracion.

Sin embargo, cabe destacar que el orden de precision del esquema de acoplamiento en su
conjunto viene determinado por el orden de su parte “mas débil”. El método de paso fraccionado es
solo de primer orden de precision, con lo que el esquema de acoplamiento en su conjunto es a lo

sumo de primer orden.

6.4. Analisis del esquema de acoplamiento

Hasta ahora se ha probado que el método de paso fraccionado acoplado propuesto converge a la
solucion del problema acoplado, y que al hacerlo, el error es de segundo orden en el tiempo y la
precision del solver del fluido no se ve afectada. Este resultado es valido para cualquier esquema de
resolucion estructural con precision de segundo orden, pero sélo para el caso particular de la

estrategia de resolucion del fluido adoptada.

Ahora es necesario asegurar que todo el procedimiento es estable, en otras palabras, que los
errores introducidos por la aproximacioén no se adicionan en el tiempo y estropean la solucion. Para

ello se estudiaran las propiedades del método evaluando su comportamiento en modelos simples.

Lamentablemente no se cuenta con un sistema de ecuaciones estdndar para el problema de

interés, de forma que se procedera segun lo propuesto por Piperno y Farhat [1, 2] y se evaluara el
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comportamiento del esquema de acoplamiento en un caso especial (fisicamente relevante). Después
se elegira una ecuacion tipo (haciendo uso de consideraciones analogas) y se estudiara la estabilidad

y la precision utilizando un planteamiento clasico.

6.4.1. Comprobacion de la estabilidad

Es sabido que los problemas de interaccion fluido-estructura (FSI) pueden mostrar un
comportamiento inestable con soluciones divergentes, lo cual puede constituir un problema para los
métodos estandar de investigacion. Se puede comprobar que aunque cada campo presente
oscilaciones importantes, la energia total del sistema acoplado necesariamente se conserva (bajo
algunas condiciones). Esto implica que la energia perdida por uno de los campos se transfiere al
otro a través del contorno comun [1]. En el trabajo de Farhat y Piperno [2] se muestra que en el
disefio de un procedimiento alternado (staggered procedure), en el cual las ecuaciones del fluido y
las de la estructura se integran alternativamente en el tiempo, un aspecto muy importante esta

relacionado con la descripcion de este intercambio de energia.

La idea es que el error que surge de forma natural debido al procedimiento alternado se refleja
en una diferencia entre la energia transmitida desde uno de los campos y la absorbida por el otro. Si
estos errores en la energia se suman en el tiempo, la estrategia alternada seleccionada tiene una
fuerte tendencia a la inestabilidad, por otro lado, si el error se mantiene pequefio en el tiempo, el

procedimiento alternado puede ser considerado como estable.

La intuicion sugiere que la solucion acoplada tendrd una forma sinusoidal con el fluido
actuando como un término de fuerza con una frecuencia similar a la de la estructura y con un cierto
desfase. En linea con esta idea Farhat y Piperno [2] propusieron un problema test para evaluar la
tendencia de una estrategia dada a la inestabilidad. En definitiva, se trata de evaluar el

comportamiento del método ante la resolucion de la ecuacion escalar
.. 2 Do .
T+ wr = Ssin (wt + ) (6.39)

la cual representa un sistema lineal de masa m y frecuencia natural w. Por lo tanto, la idea es que
procedimientos alternados que no funcionen de forma correcta para este supuesto, es decir, que
tiendan a ser inestables, probablemente no se comporten de manera satisfactoria bajo condiciones

mas generales.

En el trabajo de referencia, la evaluacion de la estabilidad del esquema de acoplamiento se lleva

a cabo teniendo en cuenta la eleccion particular de los métodos de integracion del fluido y de la
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estructura y asumiendo que la solucion estructural es de la forma wug = sin (wt). Esto permite
concluir que algunas opciones son preferibles a otras respecto a las formulas utilizadas para la

prediccion (predictor) y el avance en el tiempo (time advancement formula).

En este trabajo no se hace ninguna suposicion respecto al método de integracion en el tiempo
utilizado. Por lo tanto, se considera que la presion varia de forma sinusoidal ug = sin (wt + @) y se
asume que el desplazamiento de la estructura resuelve exactamente la correspondiente ecuacion
diferencial (lo cual es coherente con la hipotesis de exactitud de los solvers de cada campo) Aunque
esto es ligeramente diferente de lo que se hace en el articulo de referencia, en el cual el movimiento
de la estructura esta prescrito y la presion se calcula consecuentemente, el planteamiento propuesto

en esta trabajo es muy similar al del articulo.

En nuestro método, la malla del fluido se mueve de acuerdo a la estimacidn estructural mientras
que la estructura esta sujeta a una fase de correccion. Los dos campos comparten la presion, lo que

significa que la solucion del fluido en el contorno avanza en el tiempo como
p(t),z* (t) = p(t+h),z" (t+h) (6.40)
y la de la estructura como
p(t),z(t) —=p({t+h),z(t+h) (6.41)
donde A representa el tamafio de paso usado.

El valor predicho del desplazamiento estructural viene dado por la solucion de la ecuacion

diferencial

o (1) + Wt gy (1) = Lestimado (6.42)
m

para las condiciones iniciales
Tauz (0) = Vin 5 Laux (0) = Tin (643)

con lo que el valor del desplazamiento predicho de la estructura (sobre el cual se mueve la malla del

fluido) se puede expresar como
] =2 (t) = Taua (h) (6.44)

con vy, = & (t — h); @i = x (t — h); Pestimado = Posin (w (t — h) + ¢) para el valor al principio

del paso, y
x5 =a" (t +h) =2quz (t+ h) (6.45)

con v, = & (t); Tin, = x (t); Pestimado = Po sin (w (t) + ¢) para el valor al final del paso.
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Se puede calcular el trabajo en el lado del fluido como

¥ g t+h
2l / posin (wy + ¢) dy (6.46)
t

W f1uido (t, h) =

y el trabajo en el lado de la estructura como

z(t+h)—x(t) [HHh
h /t b

Westructura (t7 h) = 0 Sin (wy + gb) dy (6.47)

donde se usa la misma regla para el calculo del trabajo con objeto de asegurar que la diferencia es
cero cuando el valor predicho y corregido coinciden para la estructura.
Se define una funcién para describir su diferencia de la siguiente manera
Waig (t,h) = W fiuido (t, ) — Westructura (t, h) (6.48)
Esta funcion permite obtener toda la informaciones que se necesita y en particular

1. el orden de la “aproximacion local” para un tiempo dado como una funcion del tamafio

de paso

2. el orden de la diferencia del trabajo “total”, el cual se obtiene sumando todas las

contribuciones locales
t=kh ; W@?Tzkgowdif (kh, h) (6.49)

Estos resultados se pueden obtener una vez se conocen las expresiones de WZ;?T y Wair (¢, h)

por medio del desarrollo en serie de Taylor [17]

= el error local para cualquier tiempo ¢ es O (h4) y tiene la forma

2
Wais (t.h) = —é% sin (¢)° w?h* + O (1°) (6.50)

= el error total (después del desarrollo en serie de Taylor) tiene la forma
n 2
WET (t,h) = Wags (kh,h) = fé% sin (¢)w? (n+ 1) h* + O (h°) (6.51)
k=0

Se observa que el error total es de orden cuarto. Aplicando el mismo procedimiento al caso
bésico alternado se obtendria una dependencia del error respecto de h2. Notar que el problema test

propuesto no debe ser considerado como una prueba de estabilidad, no obstante su capacidad para
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distinguir correctamente entre procedimientos alternados fiables y poco fiables se puso de

manifiesto en el trabajo de Farhat y Piperno [2].

Cabe destacar que también se obtienen resultados muy similares cuando la frecuencia de la

carga es diferente a la frecuencia natural de la estructura. Resulta muy facil verificar, introduciendo

el Parélmetro /B = Qcarga/west’ructura, que

2
Wais (t,h) = =% sin (¢)° 8% + O () (6.52)
n 2
WZl;?T (n) = ZWdif (kh,h) = —é% sin (¢)2w262 (n+1)r*+0 (h5) (6.53)
k=0

Se comprueba que el error esta gobernado exclusivamente por la frecuencia de la carga y no por

la frecuencia de la estructura.

6.4.2. Algunos comentarios relativos a la estabilidad y a la precision

La estabilidad del esquema de acoplamiento se puede estudiar utilizando un planteamiento mas
tradicional una vez que se ha elegido un sistema de ecuaciones adecuado. La eleccion de tal sistema
lamentablemente no es univoca ya que el comportamiento del fluido es, en general, sumamente
complejo. En la practica, se suele eludir la solucion del fluido y la interaccion entre la estructura y
el fluido se describe a través del intercambio de una fuerza de presion entre el fluido y la estructura.

Tal fuerza de presion suele ser modelada expresando el campo de presiones del fluido como
p= Ai + Bx (6.54)

donde los coeficientes A y B generalmente dependen de la frecuencia del movimiento y suelen ser

de origen experimental.

De esta forma, una carga puede ser considerada en el dominio de frecuencia, pero debe ser
transformada para aplicaciones en el dominio del tiempo. La utilizacion de estos datos para el
andlisis en el dominio del tiempo es un tema de investigacion [18] y no serd tratado aqui. Sin
embargo, el interés de este resultado radica en que esta transformacion da lugar a la definicion de un
término dependiente de la aceleracion, denominado masa aeroelastica (aeroelastic mass). Este
término se hace mds importante en la medida en que la densidad del fluido se aproxima a la de la
estructura. Sin embargo, para los casos de interés en ingenieria civil a menudo es posible asumir

que la masa aeroelastica es pequefia o incluso despreciable en comparacidon con la masa estructural.
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Es sabido que una eleccion cuidadosa de las constantes aeroelasticas puede conducir a una
excelente descripcion de las caracteristicas mas importantes de la accion del fluido sobre la
estructura. Por lo tanto, para una velocidad y desplazamiento estructural dados, un buen modelo del
fluido deberia producir sobre la estructura una fuerza que pudiera ser aproximada con una ecuacion
como la descrita de manera muy precisa. Esto sugiere la posibilidad de estudiar la estabilidad a
través del sistema de ecuaciones tipo

Mx+Cx+Kx=p
(6.55)
MeexX + Cpex + Kpex = p

El fundamento teorico utilizado para estudiar las propiedades de los diferentes algoritmos de
acoplamiento se puede exponer de forma bastante simple: los procedimientos que “se comportan
bien” para un sistema test de la forma (6.55), con parametros K, C,c (y Mge si no fuese
despreciable) fisicamente adecuados, son idoneos para describir correctamente el efecto del fluido
sobre la estructura. En otras palabras, es de esperar que procedimientos aproximados que resuelvan
exactamente el sistema test muestren un comportamiento satisfactorio en la simulacion de
problemas de interaccion fluido-estructura para todos los casos en los que se considera como valido

un modelo de la forma M.X + Cgex + K,x para objetivos de disefio.
La solucion exacta del sistema (6.55) es
Mx, 11+ Cxp1 + Kxp1 = MgeXnt1 + CoeXnt1 + KaeXngi (6.56)
la cual describe, en forma diferencial, el comportamiento del problema acoplado.

De otra parte, la aplicacion del procedimiento alternado al mismo sistema conduce a la ecuacion

diferencial
Mz, 1 + Cxpy1 + Kxppn = MoeXD | + Coekl | + Koexh (6.57)
que representa una aproximacion de la ecuacion (6.56).

Nuestro interés se centra exclusivamente en la evaluacion de las propiedades de (6.57) para un
predictor determinado. La discretizacion en el tiempo de (6.56) y (6.57) introduce un error asociado
al esquema de integracion en el tiempo utilizado. Es importante observar que este error no tiene
ningun interés para nosotros ya que es intrinseco a la integracion en el tiempo y no depende del
acoplamiento, por consiguiente, nos referiremos a la ecuacidon en tiempo discreto “exacta” en la
evaluacion del error de truncamiento. En definitiva, se trata de describir “como de mala” es la

solucién aproximada en comparacion con la “exacta’.
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Antes continuar es conveniente hacer un breve comentario acerca de las propiedades deseables
para un esquema de integracion en el tiempo acoplado. Citando al Prof. Felippa [4], un buen

esquema de integracion en el tiempo deberia:
1. preservar la estabilidad de modelos matematicos estables
2. manifestar la inestabilidad de modelos matematicos inestables

Mientras que una extrapolacion de las directrices dadas por el Prof. Hughes [19] sugiere que “la
disipacion numérica controlable para los modos altos” y “la estabilidad incondicional” son muy

deseables.

A continuacion se mostrard que el método propuesto es estable en las condiciones en las cuales
el sistema test es estable, y que reproduce el comportamiento de la solucion acoplada exacta cuando
el sistema es fisicamente inestable. Ademas, se evaluard el amortiguamiento “efectivo” mostrando

las condiciones en las cuales el método aproximado estd mas o menos amortiguado que el exacto.

6.4.3.  Analisis del algoritmo de acoplamiento de paso fraccionado

En parrafos anteriores se describid el método que se desea estudiar y se mostr6 su relacion con

el algoritmo CBS. Al aplicar el algoritmo propuesto al sistema tipo se obtiene lo siguiente:
1. resolucion del sistema
M)+ Cx) L+ KX) ) = 0Py + dPn-1 (6.58)
2. calculo de la presion del fluido
Pni1 = CacXp ) + Koexh (6.59)
3. calculo de la posicion final de la estructura resolviendo
Mz, 11 + Cxpi1 + KXl = Prt (6.60)

Notar que el término del lado derecho de (6.58) incluye dos pasos previos. El caso descrito en

parrafos anteriores puede ser retomado haciendo n =1y ¢ = 0.

Con objeto de simplificar los siguientes desarrollos, la masa y la rigidez aeroelasticas se
expresaran (sin pérdida de generalidad) como un ratio de los correspondientes parametros
estructurales y los términos asociados a la rigidez y al amortiguamiento estructural también se

expresaran de forma adecuada.
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K=uw?; K.=0K (6.61)
C=2w ; Cgu = 24w (6.62)
M=1 ; My, =aoM (6.63)

Sin pérdida de generalidad, para el estudio de las propiedades de la solucién se asumira un

método de integracion en el tiempo de la forma

X
Ynt+1 = AYn + ann + Ln+1pn+l s Yn = { ).cn } (664)
n

Los resultados que se muestran seguidamente implicaran manipulaciones puramente algebraicas

de estas ecuaciones.

6.4.4. Solucion discreta del problema acoplado exacto

El primer paso consiste en la definicion de la solucion de referencia, la cual se obtiene

resolviendo de forma exacta el problema discreto asociado a (6.56).
Definiendo los vectores auxiliares
G={K,C} ; G = {Kqu, Cp} (6.65)
es posible expresar la presion como
Pni1 = MaeXnt1 + GaeYnt1 5 Pp = MaeXn + Gaeyn (6.66)
La aceleracion puede ser calculada a partir de y,, , ; imponiendo el equilibrio
MX; 41 = Pnt+1 — GY 41 (6.67)
Sustituyendo el resultado anterior en (6.66) se obtiene
(I = a)Ppi1 = (Gae — aG) ynt1 (6.68)

Las expresiones (6.64) y (6.68) se pueden expresar en forma matricial como

I _Ln+1 :| ( Yn+1 ) |: A Ln :| { Yn }
= 6.69
oG -Gy 1—a Pnt1 0 0 Pn (6.69)

o bien, en forma compacta como
Zni1 = AexZn (6.70)

donde
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-1
I _Ln—',-l A Ln Yn+1
= : = 6.71
Aca aG —Gg 1-—a } {o 0 ] > Zntl {an (©6.71)

6.4.5. Solucion aproximada del problema acoplado

En el punto anterior se expreso la solucion exacta en funcién de una matriz de amplificacion, la
cual relaciona los desplazamientos, velocidades y presiones en un paso con los del paso anterior. Un
desarrollo similar se puede llevar a cabo a partir del método de paso fraccionado descrito. Con
objeto de facilitar el desarrollo, resulta util distinguir entre una primera fase de prediccion y las
sucesivas correcciones.

Fase de prediccion

En el primer paso (prediccion) la presion se calcula como

Pl = 1Pn + oPn1 (6.72)

Teniendo en cuenta el método de integracidn en el tiempo de la estructura (6.64) y considerando

que ésta se encuentra sometida a la presion predicha, la prediccion estructural que se obtiene es

Y{Hrl = Ay, +L,p, + Ln+1p£+1 (6.73)

Agrupando las dos ecuaciones anteriores se obtiene

_ + 6.74
[ 0 1 P 0 n Pn 0 ¢ Pn—1 (6.74)
Introduciendo las matrices auxiliares

A L 00

Al .=cC "l Al.=C [ } 6.75
con
-1

| T =Ly I B P

C:= [ 0 1 ] = { 0 1 (6.76)

la prediccion se puede expresar como

zl | = Alz, + Alz, (6.77)
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Fase de correccion

El primer paso de la fase de correccion es el calculo del campo de presiones corregido. Para
incluir esto en el modelo simplificado es necesario calcular las aceleraciones predichas. Imponiendo

el equilibrio se tiene
Ml =pl — Gyl (6.78)
con lo que el valor corregido de la presion se puede expresar como
Pl = Maek 4 Gaey) = aplyy + (Gae — aG)y) (6.79)
mientras que la correccion estructural adopta la forma
yil, = Ay, + Lupn + Lniipll (6.80)

Esta expresion se puede reescribir en funcion de una serie de matrices de amplificacion

z/\ = Boz), 1 + Biz, + Boz, (6.81)

donde
BOZZC[GaegaG g}:[(l) LTlHGan—aG 2] (6.82)
B1::C[‘8‘IB”]:H L”l“ [‘g‘ I(‘)"] (6.83)
BQZZC|:88:|:|:88] (6.84)

La matriz B» esta vacia y so6lo se incluye para una futura generalizacion. Substituyendo (6.77)

en (6.81) se obtiene
z} = Bo (Alz, + Alz, 1) + Biz, + Baz, (6.85)
la cual permite obtener la forma de amplificacion final para el método de paso fraccionado
z!l, = (BoAl + By) z, + (BoAl + By) 2,1 (6.86)

Esta expresion se utilizard a continuacion para estudiar la estabilidad y la precision de la

formulacion propuesta.
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6.4.6. Analisis del error de truncamiento

Bajo la hipotesis de que la solucion exacta es conocida en los pasos 1 al n, el error de
truncamiento se puede obtener haciendo la diferencia entre la solucion aproximada y la exacta. La
forma de amplificacion (6.86) obtenida en el punto anterior permite evaluar este error. Sin embargo,
para realizar esta operacion es necesario indicar que y, y p, no pueden estar prescritos
independientemente ya que se asume que la solucién exacta se utiliza como punto de partida. En
general, solo los desplazamientos y las velocidades estan prescritos y la presion se calcula en
consecuencia. Una relacion de equilibrio dindmico necesariamente establece una relacion entre los
desplazamientos, velocidades y presiones en los pasos iniciales. En simbolos, esto implica que z,, se

puede expresar explicitamente como

z, = Dy,, (6.87)
con
I
D := ﬁ (Gae — aG) (6.88)

Por otro lado, la definicion de la matriz de amplificacion exacta permite escribir

Z

e (6.89)
Este resultado, junto con (6.87), permite expresar la solucion exacta en el paso n+ 1 de la
siguiente forma
28" = A A, Dy, | (6.90)
Siguiendo el mismo razonamiento, la solucion aproximada en el paso dado es

apr

z,"'1 = ((BoA{ + B1) Acy + (BoAj + By)) Dy, (6.91)

Finalmente, haciendo la diferencia entre (6.90) y (6.91) es posible definir una matriz de error

reducida, la cual proporciona toda la informacidn necesaria relativa al orden de precision.

28" — 7y = B0 (6.92)
con
E = (AcpAcy — (BoAl +By) A, — (BoAL +By)) Dy, (6.93)

144



Capitulo 6. Acoplamiento Fluido-Estructura

6.4.7. Integracion en el tiempo de Newmark y exacta

La matriz de error (6.93), junto las expresiones de los términos que aparecen en ella, es valida
para cualquier método de integracion en el tiempo que pueda ser expresado segun la forma (6.64).
Sin embargo, para estudiar sus propiedades es necesario escoger un esquema de integracion en el

tiempo en concreto y encontrar una expresion explicita de las matrices de amplificacion.

La matriz de amplificacion y los términos de fuerza del esquema de integracion en el tiempo de
Newmark son ampliamente conocidos y pueden ser encontrados, por ejemplo, en el trabajo del Prof.

Hughes [19]. En el caso mas general asumen la forma
A:=AAy (6.94)
con

14+ h2pw? 2h%BEw
A= (6.95)
hryw? 1+ 2~hyéw

h2

1——(1-28)w? h(1—h(1-28)¢w)
Ay = 2 (6.96)
—h(1—75)uw? 1-2h(1—7)&w
h2
5 (1 =20) Fu +26Fa41)
L, :=A]" (6.97)

h((L=7) Fn+vFnt1)

En lo sucesivo se considerard precision de segundo orden, caso no disipativo. Asumiendo que
las fuerzas varian linealmente dentro del paso de tiempo, es posible encontrar un resultado similar

correspondiente a una integracion en el tiempo exacta. En este caso, la matriz de amplificacion es

cos (wh) sin (wh)
A w (6.98)

—sin (wh)w cos (wh)
y el término de fuerza es

— (—sin (wh) + cos (wh) wh)
w3h
L, = (6.99)
sin (wh)wh — 1 + cos (wh)
w2,
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La sustitucion en (6.93) es sencilla, pero implica calculos algebraicos tediosos. Aunque realizar
esta operacion con la ayuda de un manipulador simbodlico no presenta ninguna dificultad en
particular, incluso para el caso general, resulta interesante prestar atencion al caso no amortiguado
ya que éste conduce a resultados mas simples. Se puede comprobar que lo resultados obtenidos

también son validos para el caso general amortiguado.

Un resultado importante es que la condicion de consistencia requiere que se cumpla la relacion
n+ ¢ =1. Las opciones n =1, ¢ =0y n =2, ¢ = —1 son atractivas y corresponden a precision
de primer y segundo orden para el campo de presiones predicho. El orden de esta prediccion inicial

determina el orden del esquema de integracion en el tiempo en su conjunto.

La Tabla 6.1 contiene los primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor de la
matriz de error. El andlisis de estos resultados muestra de forma inmediata que las mismas
estimaciones del error son validas para el esquema de integracion en el tiempo de Newmark y el
exacto. Esta caracteristica resulta muy atractiva ya que pone de manifiesto que se pueden considerar

diferentes esquemas de integracion en el tiempo sin que el error de acoplamiento se vea afectado.

Las propiedades del esquema de paso fraccionado acoplado dependen de los valores adoptados
por la masa aeroelastica y el término de amortiguamiento. Para o < 1y § < 1 (de otra manera la

solucién no tendria sentido fisicamente) se obtienen las siguientes desigualdades

2
-1
a <0;ﬁ

>0
a—1

a—1
las cuales permiten obtener informacion relativa a las propiedades del amortiguamiento del método

de paso fraccionado propuesto.

La exactitud de estos resultados fue evaluada utilizando el esquema de integracion en el tiempo
de Newmark para comprobar que las predicciones tedricas se ajustaban a los valores numéricos. El
planteamiento numérico permite también la evaluacion directa del orden de precision. La Figura 6.1
y la Figura 6.2 corresponden al caso general [17] (incluyendo un amortiguamiento distinto de cero)
y muestran la variacidon del error respecto al tamafio del paso de tiempo. Se puede ver claramente
que el error dominante es el asociado a la presion, lo cual no es sorprendente ya que el término de

presion depende de la aceleracion.

Noétese que estas estimaciones también son validas para el caso general. Si la masa aeroelastica
es despreciable, el comportamiento del método de paso fraccionado mejora significativamente y el
orden de precision en su conjunto es 3. Utilizando el método de integracion en el tiempo exacto se

obtiene la siguiente matriz de error
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—%gwf’ (—1+8) (B+4E%) h° —%5%4 (28446 —1) h°

b= —%Eaﬁ (—1+8) (B+4€2)h'  —€2* (26 + 462 — 1) 1 (6.100)

£’ (-14B) (B+E)h* 282" (28442 - 1) A3 |

PREDICCION DE PRIMER ORDEN EN LA PRESION =1 ; ¢ =0

Integracién en el tiempo exacta
18-1 1
— 7&)4 h4 — 6&)2]7/3

4oa-—1
2
d o (a—p)| 38-1 1
ngdffit:g:a—l « 104—1W4h3 7§w2h2

3—-1 4 9 2
2a—1Wh wh

Integracion en el tiempo de Newmark
g—1 1
3 E—wtht —Zu?h?

8a—1 4
2
d o (a—fp)| 38-1 1
ngd:l’itzo - a—1 « 4o — IW4h3 —§w2h2
-1
§57w4h2 —w2h
L 2a—1

PREDICCION DE SEGUNDO ORDEN EN LA PRESION n =2 ; ¢ = —1
Integracion en el tiempo exacta

1 1
S Ly

6 6
2
dE a® (a— 5) B—1
Erazsit—0 = a—1 a a—1 %w‘lh?’ —%w4h4
wih? —win?

Integracion en el tiempo de Newmark

1 1
e Ay L

6 6
2
red _ G« (a — 6) p—-1 1 1
Eord:Q,it:() - a—1 « a—1 7w4h3 —7w4h4
2 2
wih? —wih?

Tabla 6.1. Matriz de error
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plot of error for varying stepsize
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Figura 6.1. Esquema de paso fraccionado de primer orden. Grafico del error logaritmico.
PressureError: azul, DisplacementError: rojo, VelocityError: verde

plot of error for varying stepsize
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Figura 6.2. Esquema de paso fraccionado de segundo orden. Grafico del error logaritmico.
PressureError: azul, DisplacementError: rojo, VelocityError: verde

6.4.8. Técnicas iterativas

La estabilidad y la precision del método de paso fraccionado descrito pueden ser mejoradas
adoptando una estrategia de iteracion. Este se puede expresar en simbolos modificando (6.81) de la

siguiente manera
2t = Boz! | + Bz, + Boz, 1 (6.101)

Esta expresion corresponde a un método de iteracion de tipo Jacobi y puede no converger en

algunas situaciones. Este problema ha sido ampliamente estudiado y normalmente se introduce un
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factor de relajacion w para solucionarlo. El valor 6ptimo de este pardmetro de relajacion se puede
calcular por el método de prueba y el error o utilizando algun acelerador. Wall y Mok [6] abogan

por el uso del acelerador de Aitken para problemas de interaccion fluido-estructura.

Tomando como referencia el marco teérico propuesto, la matriz de error correspondiente a la
aplicacion iterativa de la etapa de correccion puede ser evaluada directamente. El resultado es
simple e interesante. Siendo E™? la matriz de error reducida calculada para el método de paso
fraccionado “bésico” y que contiene los principales términos del desarrollo en serie del error, las

relaciones siguientes son validas para el error después de sucesivas iteraciones.

1 . ..
Zego = EEred (prediccion explicita)

red — B (final del método de paso fraccionado basico)

red __ red
EjjZy = aE

red __ _2yred
it=3 = @B

Por extrapolacion se puede asumir
Ei—; =o' 'E (6.102)

Este resultado es importante ya que establece que la iteracion simple de Jacobi no converge

cuando v < —1. Por lo tanto, para asegurar la convergencia serd necesario utilizar un acelerador.
Por otro lado, a partir de la definicion de error se obtiene

Vi — Y&, =o' 'Ey, (6.103)

Calculando la diferencia entre iteraciones sucesivas y premultiplicando por un cierto vector v’

se consigue
VI (Y1 —Yign) ® @2 (a = 1) vTEy, (6.104)
VI (v —¥n) ® e (a = 1) v By, (6.105)

Finalmente, el cociente entre ambas expresiones proporciona una estimacion del coeficiente de

masa aeroelastica

\ (y;il+1 -y ;;11)

\a (yi;rll -y 2121)

o =

(6.106)

Esta estimacion resulta util para la determinacion del factor de relajacion 6ptimo.
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Por definicion, la relajacion toma la forma
vy =wyl + (1 —w)y! (6.107)
Usando la definicion del error (6.103) y simplificando se obtiene
V' Ry*+ (w+ (w—-1)a)Ey, (6.108)
que permite obtener el factor de relajacion 6ptimo como

_ 1 _ vl (ygﬂ - Y:;ll)
l+a  vI(yi, -y, 2)

(6.109)

Adoptando este factor de relajacion se consigue (en el sistema test) un orden mas alto de

precision en el tiempo.

Esta estrategia de aceleracion consistente puede ser aplicada al modelo propuesto y comparada
con la aceleracion de Aitken. Cuando la masa aeroelastica es pequeia los resultados que
proporcionan ambos métodos de aceleracion son completamente comparables, sin embargo, cuando
a << —1, la aceleracion propuesta presenta una ventaja importante en la precision. Esto se muestra

en la Figura 6.3 y en la Figura 6.4.

Notar que en algunas condiciones el acelerador de Aitken encuentra la convergencia en sélo dos
iteraciones, mientras el método de aceleracidon consistente propuesto requiere siempre tres pasos de
resolucion en el modelo. Cuando el acelerador de Aitken es forzado a realizar al menos tres

iteraciones, los resultados de las dos estrategias son totalmente comparables.

alpha =-0.5, beta = 0.0
8e-12

6e-12

4e-12

2e-12

-2e-12

-de-12

-6e-12

-8e-12
0

10
time Fuente: Rossi [17]

Figura 6.3. Error con respecto a la solucion exacta: Aceleracion de Aitken — linea roja, “Aceleracion
consistente” — linea verde. « = 0.5 ; §=0.0
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alpha =-200.0, beta = 0.0
8e-11

Be-11

WI\/‘\""(‘W'\“C lll
N M\}‘\'JW“M\'“‘\”” |
\"‘ \M‘ M ““ l\‘H | \‘ \I“ ‘W 1”\ ‘\ |‘\ \ i

il

ITIT
\\i||\ lil HI\‘\

2e-11

0

|‘H
w»‘ (T
mm}\w \‘H\‘(l.‘u /\‘MJ \M M\ | \”

e-11 T i W

wmmm

-2e-11

-6e-11

-8e-11
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

time Fuente: Rossi [17]

Figura 6.4. Error con respecto a la solucion exacta: Aceleracion de Aitken — linea roja, “Aceleracion
Consistente” — linea verde. « = —200 ; 5= 0.0

Una forma iterativa del Método de Relajacion Consistente

Para aplicar el acelerador consistente propuesto a problemas con multiples grados de libertad
(MDOF) se debe expresar en una forma iterativa. Es necesario distinguir entre series no aceleradas
y aceleradas para estudiar el factor de aceleracion 6ptimo. Reescribiendo (6.101) en una forma mas

compacta, se tiene la serie no acelerada
Vit = Cy1 +D (6.110)
donde Cy D son dos operadores auxiliares lineales.

Teniendo en cuenta que los términos de la serie acelerada se representan como ¥, y que los

términos auxiliares como ¥, se tiene
gyt =Cyi , +D (6.111)
La operacion de relajacion implica
Vo = wina¥ 4 (1= wis1) g (6.112)
de manera que los términos en la serie relajada son de la forma
o =wit1 (C¥L41 + D) + (1 —wi) 7 6.113
V1 = wit1 (C¥nqq + D) + (1 = wig1) T (6.113)
Por otro lado, cualquiera de los términos en la serie relajada puede ser expresado como

g =y + B (6.114)
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Sustituyendo se obtiene
¥l = w1 (Cy* + D + CE;) + (1 — wiy1) (y° + E;) (6.115)
y teniendo en cuenta que y** = Cy** 4+ D se llega a
Eit1 =wi1CE; 4+ (1 — wis1) E; (6.116)

Este resultado es importante porque permite demostrar la dependencia lineal del error de la serie
relajada respecto a los términos de la serie no relajada. Este resultado se deduce de forma inmediata
observando que los primeros términos de la serie relajada coinciden con los correspondientes

términos de la serie no relajada. Considerando (6.102) se obtiene
CE;11 = aE;y1 = CE;y1 = aE;i (6.117)
lo cual demuestra la relacion
Eit1 = (awit1 + 1 — wiy1) E (6.118)

Calculando el cociente entre la diferencia de la solucion en pasos diferentes es posible obtener

una estimacion del coeficiente de masa aeroelastica como

T(3,, - i1
~ v Yna1 yn+1) 1- Wi
UL N T ey T (6.119)
v (yn+1 yn+1) v
y estimar el parametro de relajacion 6ptimo como
: (6.120)
Wipl = ———— .
’ T+ aim

Un comentario sobre la aplicacion de técnicas de relajacion a problemas MDOF

Las técnicas de relajacion descritas son aplicables a la resolucion de problemas acoplados con
MDOF. En particular, estos algoritmos fueron probados en el trabajo de Rossi [17] por medio de su
aplicaciéon a un voladizo flexible situado justo detrds de un cuerpo romo cuadrado, lo cual
constituye una prueba clésica para este tipo formulaciones acopladas. Los resultados preliminares
que se obtuvieron mostraron que en este caso no se obtenia ninguna ventaja significativa en la

utilizacion del acelerador consistente o de Aitken respecto al método de iteracion de punto fijo.
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6.4.9. Uso de algoritmos disipativos para la integracion estructural

En muchas ocasiones la solucién de problemas acoplados de interés real requiere la simulacion
de estructuras no lineales. Desde un punto de vista practico, esto implica la utilizacion de solvers

disipativos para la integracion de las ecuaciones de movimiento.

En la Figura 6.5 se representa el resultado del esquema acoplado iterativo frente al obtenido
para un planteamiento monolitico usando el mismo método de integracion en el tiempo. Se observa
que la solucién iterativa presenta un falso amortiguamiento que no aparece cuando la soluciéon se
obtiene usando un algoritmo no disipativo. Este falso amortiguamiento es proporcional a la masa
aeroelastica y desaparece cuando el paso de tiempo tiende a cero. Por lo tanto, la importancia de
este efecto es pequefia en la medida en que la masa de la estructura es sensiblemente mayor que la
del fluido circundante. Este efecto puede llegar a ser importante en el caso de fluidos de alta

densidad.

Notar que la solucion “exacta” se obtiene usando el mismo algoritmo de integracion, por lo que

el amortiguamiento que presenta la respuesta depende del algoritmo de acoplamiento utilizado.

Monolithic and Iterative solution using Bossak algorithm: Mae = -0.5M

0.5 [

-0.5

0 10 20 30 40 50 60 70 80
time

Fuente: Rossi [17]

Figura 6.5. Comparacion entre la solucion exacta y la solucion acoplada iterativa usando el algoritmo de
Bossak. Parametro de Bossak = —0.1, periodo dividido en 50 pasos

6.4.10. Cuestiones de estabilidad

Para completar el estudio es necesario estudiar la estabilidad del esquema acoplado propuesto.
Considerando por simplicidad el método de paso fraccionado de primer orden (de un paso), la
solucion exacta del problema acoplado, incluyendo tanto las variables estructurales como la presion,

viene dada por
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zph = Acrzy” (6.121)
mientras que la solucion aproximada se puede expresar como
Zn+1 = Aaprzn +Ez, ; E:= Aap'r — A (6.122)

donde se ha introducido una nueva matriz de error E que relaciona tanto las variables estructurales
como la presion. Notar que las matrices de amplificacion A.;, y A,y son matrices cuadradas de

orden 3 y no deben ser confundidas con las formas reducidas utilizadas en el estudio de la precision.

La estabilidad del esquema esta controlada por el radio espectral de la matriz de amplificacion.
Para el método de paso fraccionado de un paso, los valores propios se pueden calcular
analiticamente. Desafortunadamente, para el caso general los resultados son complejos y dificiles de
manejar, sin embargo, a partir del desarrollo en serie de Taylor en {2 = w/h de los valores propios
analiticos se puede obtener cierta informacion 1til. Los principales términos de este desarrollo en

serie son [17]

a—14+i2V1—ay/1-23+1

e = (6.123)
oa—1
ez = abs («) (6.124)
a—1—if2vV1—ay/1-28+1
€3 = P (6.125)

Una condicion necesaria para la estabilidad es que en el limite, con {2 = w/h tendiendo a cero,

el radio espectral sea inferior o igual a uno. Este limite tiene la forma
Pmae = max (|laf|, 1) (6.126)

la cual pone de manifiesto que la estabilidad depende del problema y que el esquema acoplado

propuesto es incondicionalmente inestable para oo < —1.

Cabe destacar que esta definicion de estabilidad no es completamente apropiada para el
problema de acoplamiento de interés. En problemas acoplados de interaccion fluido-estructura son
posibles tanto soluciones divergentes como convergentes. Esto implica que la matriz de
amplificacion exacta puede estar caracterizada por valores propios de valor mayor que uno. Cuando
no se considerada el amortiguamiento el valor de referencia para el radio espectral es uno. Un valor
mayor que uno (pero que tiende a uno cuando se disminuye el tamafio de paso de tiempo) puede ser

aceptado, incluso si correspondiese a una solucion numéricamente divergente. Sin embargo, cuando
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el sistema estd caracterizado por @ < —1, incluso para pasos de tiempo pequefios, la solucidén es

divergente y no se puede mejorar la situacion reduciendo el paso de tiempo.

6.4.11. Caso de masa de aeroelastica despreciable

Como consideracion final, es interesante considerar el comportamiento del algoritmo de
acoplamiento para « tendiendo a cero. Cuando no se considera la masa aeroelastica las ecuaciones
se simplifican considerablemente y la precision se puede incrementar en un orden para el caso de

prediccion de segundo orden.

Si el amortiguamiento aeroelastico es cero, las ecuaciones se simplifican de manera importante
y las condiciones de estabilidad se pueden estudiar analiticamente (para el caso de prediccion de
primer orden). Bajo estas condiciones, el esquema de acoplamiento es incondicionalmente estable si
B > —1 y condicionalmente estable en caso contrario. Para 3 < —1 se puede comprobar que la

condicion de la estabilidad es

2

h < ——m

wy/—1-7
Por otro lado, el caso general amortiguado conduce a resultados dificiles de manipular
analiticamente. El radio espectral se puede expresar en este caso como p (Ngiv,&ae, 3) donde
ngiw = 27/ {2 representa el numero de pasos de tiempo utilizados para la discretizacion del periodo
natural de la estrutura. Se puede obtener informacion util relativa al comportamiento del método a
partir de la representacion grafica del radio espectral como funcion de &, y (3 para diferentes

valores crecientes del nimero de divisiones del periodo estructural.

En la Figura 6.6 se muestra que el radio espectral es siempre menor que uno cuando la
constante de amortiguamiento aeroelastico es negativa. Se observa también que la region de
estabilidad se extiende al rango de amortiguamiento positivo para valores muy pequefios del
parametro ng;,,. Esto sugiere que el amortiguamiento algoritmico (algorithmic damping) es alto
cuando el nimero de divisiones es muy pequeio. Para valores grandes del niimero de divisiones las
isolineas de la representacion grafica del radio espectral son rectas y paralelas, lo cual significa que
el amortiguamiento algoritmico adicional desaparece. Por otro lado, los graficos de la Figura 6.7
muestran una medida del amortiguamiento algoritmico frente al amortiguamiento numérico e
indican las areas del plano &,. § donde el amortiguamiento algoritmico es mayor o menor que el del

esquema de Newmark aplicado al caso exacto.
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(a) ngiw = 2 (d) naiv =20

(€) naiv = 40 (f) ngiv = 80 Fuente: Rossi [17]

Figura 6.6. Representacion grafica de paproz — 1

(a) ngiv = 2

(¢) naiv =10 (d) naiv = 20

(€) nai, =40 (f) ngiw = 80 Fuente: Rossi [17]

Figura 6.7. Representacion grafica de Paproz = Pezact

Pezact
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6.5. Validacion

El método numérico propuesto fue probado en diferentes ejemplos en el trabajo de Rossi [17].
Una prueba importante estaba constituida por un voladizo flexible situado detras de un cuerpo romo
cuadrado. La prueba fue realizada empleando tanto técnicas implicitas como explicitas y en la
Figura 6.8 se muestran una serie de capturas de pantalla. El algoritmo explicito mostraba una

tendencia a la inestabilidad aeoreléstica por flameo (flutter), la cual se puede corregir iterando.

Fuente: Rossi [17]

Figura 6.8. Vista de la solucion acoplada en diferentes pasos de la solucion
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7.1. Resumen

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos para las diferentes simulaciones que se
han realizado. Se trata de aplicar el método descrito en los capitulos anteriores a modelos de
estructuras esbeltas sometidas a cargas de viento para estudiar su comportamiento vibratorio. La
estructura se modela utilizando el modelo de barras descrito en el Capitulo 3, el fluido segun el
esquema expuesto en el Capitulo 5 y finalmente, al acoplamiento fluido-estructura se consigue a
través del algoritmo de acoplamiento expuesto en el Capitulo 6. En el primer ejemplo se muestra la
respuesta de una chimenea de acero de 90 m de altura sometida a la acciéon del viento, a
continuaciéon se estudia la influencia del nimero de planos de fluido utilizados para modelar la
accion del viento en la respuesta transversal de un mastil de acero de 34 m de altura de seccion
constante y por ultimo, se analiza el fendémeno de sincronizacion o de lock-in y la amplificacion del
coeficiente de arrastre para esa misma estructura. El analisis se realiza dentro del entorno de
multifisica Kratos [1], el cual ha sido utilizado con éxito en la simulacion de problemas de

aeroeslasticidad en el trabajo de Rossi [2].

7.2. Chimenea sometida a la accion del viento

Segun se expuso en el Capitulo 2, en el caso de chimeneas o torres sometidas a la accidon del
viento, el desprendimiento de torbellinos se desarrolla en células de torbellinos. Teniendo en cuenta
esta hipotesis, parece ldgico considerar que el flujo de aire en un punto de la estructura estara
desacoplado del flujo que se desarrolla en otro punto de la misma, separados una cierta distancia.
Esto sugiere la posibilidad de modelar la corriente de aire con un determinado numero de planos 2D
independientes entre si, donde el fluido se resuelve por separado en cada plano. De esta manera, la
accion del viento es modelada por medio de un cierto nimero de planos de fluido que actuan sobre

ciertas secciones de la estructura a lo largo de su altura.

Conceptualmente, la solucién en cada plano de fluido proporcionara una distribucion de
presiones sobre el contorno de la seccidon. Integrando sobre el contorno esa presion se obtiene una
fuerza por unidad de longitud para dicha seccion. A partir de estos valores discretos se interpola
linealmente en cada tramo para obtener una ley de cargas por unidad de longitud distribuida sobre la
estructura. La estructura se modela utilizando el modelo de barras descrito en el Capitulo 3 y su
deformada establece la relacion entre el movimiento de las diferentes secciones en las que actua

cada plano de fluido.
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La chimenea objeto de analisis es de acero, tiene una altura de 90 m y se encuentra situada
dentro de una planta industrial en la provincia de Rayong (Tailandia). El caidn de la chimenea es
una estructura lineal autosustentada por la seccion inferior y con secciones transversales en forma
de corona circular. El diametro varia desde los 2.20 m en la parte superior hasta los 5.50 m en la
base, tal como se muestra en la Figura 7.1. El espesor de la pared varia desde 22 mm en la base

hasta 12 mm en el extremo libre segiin se indica en la Tabla 7.1. Respecto a las condiciones de

contorno, se supondra que esta empotrada en la base y libre en la parte superior.

Figura 7.1. (a) Chimenea de 90 m en Rayong, (b) Dimensiones de la chimenea.

22m
wm| "
20m | | 32m

Intervalo de altura ] | Diametro [m) Espesor [mm]
0-30 52 22
30-60 4.1 19
60 — 80 3.2 15
80-90 2.2 12

Las propiedades del acero son:

Tabla 7.1. Datos de la chimenea

» densidad p = 7850 kg/m?

» moédulo de Young de elasticidad £ =2.1-10" Pa

»  modulo de cortadura G = 8.077-10"° Pa

El fluido es aire y sus propiedades son:

«  viscosidad dinamica p = 1.8 10 N's/m?

» densidad p=1.21kg/m?
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Antes de realizar el analisis acoplado se planted el estudio de la chimenea sometida a una
excitacion tipo escalon de valor 1000 NV aplicada en el extremo libre con objeto de caracterizar su
primera frecuencia natural. Este dato servira para calcular el paso de tiempo a utilizar en posteriores
analisis y para realizar algunas comprobaciones. En la Figura 7.2 se ha representado la respuesta
temporal de la chimenea y en la Figura 7.3 se muestra el analisis de Fourier de la misma. Se obtiene

una primera frecuencia natural de 0.94 H z.

0.0014

0.0012 +

0.001 /\

”v“\/“vm/vvw

0.0002 +

despl [m)]

0 T T T T )
0 2 4 6 8 10

Figura 7.2. Respuesta temporal de la chimenea ante una excitacion tipo escalon

0.004 -
0.0035 -
0.003 +

fr=0.94Hz

0.002 +

X 0.0025 A
0.0015

0.001 ~
0.0005 -

0 T 7 T 1
0 5 10 15 20

fr[Hz]

Figura 7.3. Analisis de Fourier de la respuesta temporal de la chimenea

Dado que la chimenea esta constituida por cuatro tramos bien definidos con diferentes
diametros, el viento se modelara con cuatro planos de fluido situados a diferentes alturas (30, 60, 80
y 90 m de la base de la chimenea). Notar que segin la ley de Strohual cada tramo tendrd asociada

una frecuencia de desprendimiento de torbellinos diferente, tanto por la distribucion del viento
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como por la variacion del diametro. La chimenea se considera que esta orientada en la direccion del

eje Oz y que el fluido circula en planos Oxy. El modelo del problema se muestra en la Figura 7.4.

N, il

Figura 7.4. Modelo de la chimenea expuesta a la accion del viento

Al tener cada tramo de la chimenea una seccién con un didmetro diferente, el dominio fluido
asociado a cada seccion varia con objeto de reducir el nimero de elementos finitos en cada plano de

fluido y asi también el coste computacional.

En la Figura 7.5 se muestra la geometria de uno de los planos de fluido considerados. Respecto
a las condiciones de contorno, se impone una velocidad de entrada del fluido de valor (v, 0) en el
contorno I, en los contornos laterales I, se fija velocidad normal nula v, = 0, en el contorno de
salida I'y, se asigna la condicion de salida sin tension (traction-free boundary condition) y en el
contorno de la seccion S, se fija la condicion de no deslizamiento (no-slip condition). Inicialmente

el campo de velocidades es nulo en todos los puntos salvo en la entrada.

17:: r,
—_ ll
|
= S
=lr. O— Iy
- lo =T4/2
= Iy
yL
T

Figura 7.5. Geometria de un plano de fluido
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Se ha supuesto que el perfil de velocidades del viento viene dado por la expresion (7.1) [3]

h p
u = Uref <h,,,ef> (71)

siendo p el exponente del perfil del viento, U,..r la velocidad del viento a una altura de referencia
hrey 'y u la velocidad del viento a la altura h. La velocidad de entrada del fluido en cada plano se

muestra en la Tabla 7.2 para p = 0.15, hyeyf =300 m y Uyer = 15 m/s.

h [m] Vg [m/s] Re
30 10.62 3.68E+06
60 11.78 3.22E+06
80 12.30 2.62E+06
90 12.52 1.84E+06

Tabla 7.2. Velocidades de entrada del viento

La chimenea fue mallada con cuatro elementos tipo barra y se asumi6é un amortiguamiento
estructural proporcional a la matriz de masa, siendo el coeficiente de proporcionalidad 0.75. El
dominio del fluido estaba constituido por 29694 elementos triangulares de superficie y las
caracteristicas de la geometria y del mallado de cada plano de fluido se indican a continuacioén en la

Tabla 7.3 y Figura 7.6.

= Seccion de didmetro 2.2 m *  Seccion de didmetro 3.1 m
Longitud [m] Tamafio caracteristico [m] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 ry, 128 a 3.20
ry 44 b 0.44 Iy 64 b 0.64
=13 13.2 S 0.10 Lh=l3 19.2 S 0.15
= Seccién de diametro 4.1 m = Seccién de diametro 5.2 m
Longitud [m] Tamafio caracteristico [m] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 164 a 4.10 r, 208 a 5.20
ry 82 b 0.82 ry 104 b 1.04
=1 24.6 S 0.19 L=l 31.2 S 0.24

Tabla 7.3. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido
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Figura 7.6. Caracteristicas del mallado de un plano de fluido

Finalmente, en la Figura 7.7 se muestra la malla utilizada. En el anexo I se muestra una

comparacién de los resultados obtenidos con diferentes mallas.

/t:
x
B4
I

Figura 7.7. Malla del dominio del fluido

Dado que para encontrar la solucion del problema acoplado es necesario resolver por separado
el fluido y la estructura, se debe elegir un paso de tiempo adecuado para la resolucion exitosa de
ambos campos. Teniendo en cuenta la primera frecuencia natural de la chimenea, la velocidad de
entrada del viento y el tamafio caracteristico de los elementos de la malla del fluido se adopto el

valor de 0.002 s para el paso de tiempo.

La chimenea se somete a la accion del viento durante 40 s. Transcurrido ese tiempo cesa la
accion del viento y se estudia la respuesta libre de la estructura. Los resultados que se muestran a
continuacién corresponden a los desplazamientos del extremo libre de la chimenea segin los ejes

Oz (direccién paralela a la que actlia el viento) y Oy (direccion transversal a la que actfia el viento).

168



Capitulo 7. Ejemplos

En la Figura 7.8 se muestra el desplazamiento del extremo libre de la chimenea segun el eje Oy.
Durante los primeros 40 s de estudio (desde ¢ =20 s a t = 60 s) la chimenea vibra en esa direccién
como consecuencia del desprendimiento alternado de torbellinos. Después de ese tiempo, la accion
del fluido cesa y la chimenea vibra libremente hasta que recupera su posicion de equilibrio. Notese

que la vibracion en el eje Oy ocurre alrededor de la posicion de equilibrio inicial.

wors L1 ' Y
soes L AALA [ A

ooeso LI

-2.0E-3 N ” l

jooog I A A AT B A A A A A

-6.0E-3

desply [m]

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Figura 7.8. Vibracion del extremo libre de la chimenea segin el eje Oy

El analisis FFT de la vibracion forzada de la chimenea en el eje Oy entre t =20 sy t = 60 s se

muestra en la Figura 7.9. Se observa que la estructura vibra con varias frecuencias, predominando la

frecuencia de 0.89 H z sobre las frecuencias de 1.13, 0.55y 1.62 H z.

0.16 -
0.14 - f’l'l =055 Hz
fro =089 Hz

0.12 frs =113 Hz

ym %17
0.08

0.06 -

0.04 | fra=162Hz
0.02 pd

V
0 »«IJV \‘»—'\;‘ : : : :
0 2 4 6 8 10
fr[Hz]

Figura 7.9. Analisis FFT de la vibracion forzada de la chimenea en el eje Oy

En la Figura 7.10 se muestra el andlisis FFT de la respuesta libre de la estructura entre ¢t = 60 s

y t =70 s. Se comprueba que vibra a su frecuencia natural de 0.94 H 2.
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Figura 7.10. Analisis FFT de la respuesta libre de la chimenea en el eje Oy

La variacion del coeficiente de arrastre y de sustentacion en el tiempo para la seccion de la

chimenea situada a 90 m de altura y con didmetro de 2.2 m se muestra en la Figura 7.11. En la

Figura 7.12 se muestra el analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion y se puede

observar que ésta ocurre a la frecuencia de 1.62 H .

0.65
05 |
~ 035 L b, A T IO U N L
SEES! vl N e e A N ! ]
L
011
025 1
04 T T T T T T T T T
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Figura 7.11. Variacion del coeficiente de arrastre y de sustentacion en el tiempo
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Figura 7.12. Anélisis FFT de la oscilacion de Cp,
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La frecuencia de oscilacion del coeficiente de sustentacion coincide con la frecuencia de
desprendimiento de los torbellinos, de manera que aplicando la ley de Strouhal (7.2) se obtiene un
numero de Strouhal de 0.284, el cual estd en sintonia con la Figura 2.8 del Capitulo 2 para
Re =1.84-10°.

d 2.2
= ng— = 1.62——— = 0.284 (7.2)
St =nop = 16275 = 0.28

Por otro lado, el valor RMS del coeficiente de arrastre es 0.3, el cual es coherente con la Figura

2.4 del Capitulo 2 para Re = 1.84-10°.

De acuerdo con la ley de Strouhal y asumiendo que el nimero de Strouhal es 0.28, las
frecuencias teoricas de la excitacion causada por el desprendimiento periddico de torbellinos se

muestran en la Tabla 7.4 para las distintas secciones de la chimenea.

Diametro [m] Velocidad [m/s] Frec. de excitacion [Hz] | Frec. de la respuesta [H z|
5.2 10.62 0.58 0.55
4.1 11.78 0.81 0.89
3.2 12.30 1.09 1.13
2.2 12.52 1.60 1.62

Tabla 7.4. Frecuencias de excitacion y de la respuesta

Comparando las frecuencias de excitacion con las de la vibracion transversal de la estructura
(Figura 7.9), se observa que existe una buena sintonia entre ellas. Cabe destacar que en la oscilaciéon
del coeficiente de sustentacion existen las frecuencias 0.55, 0.89 y 1.13 H z, las cuales no coinciden
exactamente con ninguna de las frecuencias de excitacion debido a la interaccion entre el

movimiento de la estructura y el dominio del fluido.

En la Figura 7.13 se muestra la vibracion del extremo libre de la estructura segin el eje Ozx.
Inicialmente (entre t = 20 s y t = 25 s aproximadamente) la chimenea vibra con una amplitud
mayor hasta que alcanza la nueva posicidon de equilibrio respecto a la cual practicamente no vibra.
Cuando cesa la accion del viento (¢ > 60 s) la chimenea tiende a recuperar la posicion de equilibrio
inicial. Finalmente, en la Figura 7.14 se muestra el analisis FFT de la vibracion forzada y de la
vibracion libre de la chimenea en el eje Ox. Se comprueba que tanto en la vibracion forzada como
en la vibracion libre predomina la frecuencia natural, observandose un pico en la vibracion forzada

a la frecuencia de 0.27 H z correspondiente a la oscilacion del coeficiente de arrastre.

Resulta atractivo representar las curvas de Lissajous de la trayectoria que describen las

diferentes secciones de la chimenea. En la Figura 7.15 se muestra la trayectoria descrita por las
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distintas secciones entre t =25 sy t = 60 s y en la Figura 7.16 se ha representado la respuesta libre

para t > 60 s En el Anexo K se muestran este tipo de curvas para un mastil de 34 m de altura.

7.5E-3
6.0E-3

e\
1 sea LUV |y

0.0E+0 - \ / \ /\/\/\/\Nﬂ

-1.5E-3 i

-3.0E-3 -

45E-3 : : : : : : : : : ‘
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

despl, [m]

Figura 7.13. Vibracion del extremo libre de la chimenea segtn el eje Ox
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Figura 7.14. Analisis FFT de la respuesta libre de la chimenea en el eje Ox
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Figura 7.15. Curvas de Lissajous de la trayectoria de la chimenea entre t =25 sy ¢t =60 s
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Figura 7.16. Curvas de Lissajous de la trayectoria de la chimenea para ¢ > 60 s

7.3. Estudio del numero de planos de fluido en la respuesta
transversal de un mastil de acero

Se pretende estudiar la influencia del nimero de planos de fluido utilizados para modelar la
accion del viento en la respuesta de una estructura en la direccion transversal a la que actua éste.

Para ello se comparara la respuesta de un mastil de seccién circular de acero para los casos en los
que el viento es discretizado por medio de 4, 6 y 8 planos.

Para simplificar se ha considerado que la seccidn es constante. La altura del mastil es 34 m, el
diametro 0.5 m y el espesor 4.8 mm. Las propiedades del material son:

densidad p = 7772 kg/m?

moédulo de Young de elasticidad F =2.1-10"" Pq

médulo de cortadura G = 8.077-10"° Pq

Respecto a las condiciones de contorno, se considera que el mastil estd empotrado en la base y
libre en la parte superior.

La estructura fue mallada con 4, 6 y 8 elementos tipo barra en funcion del nimero de planos
utilizados para modelar el viento respectivamente y se asumié un amortiguamiento estructural

proporcional a la matriz de masa, siendo el coeficiente de proporcionalidad 0.1.
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Con el fin de determinar la primera frecuencia natural de la estructura se realiz6 un estudio
dinamico de la misma. En la Figura 7.17 se muestra la respuesta dinamica de la estructura ante una
excitacion tipo escalon de 10 N aplicada en el extremo libre y en la Figura 7.18 se ha representado
el analisis FFT de la respuesta dindmica correspondiente al movimiento en modo 1 de flexion con la

frecuencia de 0.43 H z, que serd la primera frecuencia natural buscada.

0.0006 -

0.0004 {\ /\ N A N

I\ I\ /\ /\ /\ AN A
0.0002 \/\/\/\/
0.0001 - U U \/ \-/ \/ \j VoY

t[s]

despl [m)]

Figura 7.17. Respuesta dindmica de la estructura

0.008 1 4 0432
0.007
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0.002
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fr[Hz]
Figura 7.18. Analisis FFT de la respuesta dinamica de la estructura

El fluido es aire y sus propiedades son:
«  viscosidad dinamica p = 1.8 10 N's/m?
» densidad p=121kg/m?

De forma andloga al ejemplo anterior, el fluido se supondra actuando en planos perpendiculares
a la directriz de la estructura situados a distintas alturas en cada caso de estudio segiin se muestra en

la Tabla 7.11.
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Nimero de planos Altura respecto a la base [m)
4 34,25,17, 8.5
6 34,28.25,22.6, 16.95, 11.30, 5,65
8 34,29.75, 25,21.25, 17, 12.75, 8.5, 4.25

Tabla 7.5. Posicion de los planos de fluido

En la Figura 7.19 se muestran los distintos modelos de la estructura sometida a la accion viento
para los casos en los éste es modelado con 4, 6 y 8 planos. Notar que todos los planos de fluido son

iguales.

34 m

29.75 m

25 m

21.25m
17m
12.25 m
8.5m

4.25 m

Figura 7.19. Modelo de la estructura sometida a la accion del viento

Las dimensiones del dominio del fluido se muestran en la Figura 7.20. Respecto a las
condiciones de contorno, se impone una velocidad de entrada del fluido de valor (vg,0) en el
contorno [, en los contornos laterales I, se fija velocidad normal nula v, = 0, en el contorno de
salida Iy, se asigna la condicion de salida sin tension (traction-free boundary condition) y en el
contorno del cilindro S, se fija la condicién de no deslizamiento (no-slip condition). Inicialmente el

campo de velocidades es nulo en todos los puntos excepto en la entrada.

El mallado del contorno el cilindro S se realizo asignandole un tamafio de 0.05, y el del
dominio del fluido de acuerdo con el esquema de la Figura 7.21, concentrando un mayor nimero de
elementos en el entorno mas proximo al cilindro. La malla resultante estaba constituida por 5846

elementos triangulares de superficie y tiene la forma que se muestra en la Figura 7.22.
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Figura 7.20. Dominio del fluido
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Figura 7.21. Esquema de mallado del dominio del fluido

ALY

L (il

Figura 7.22. Mallado del dominio del fluido
Se ha supuesto un perfil de velocidades del viento exponencial de acuerdo con la expresion

(7.1). La velocidad de entrada del fluido en cada plano se muestra en la Tabla 7.6, Tabla 7.7 y Tabla

7.8 para los casos estudiados con 8, 6 y 4 planos respectivamente siendo p = 0.15 'y h,.r =34 m.
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Altura 1 3100 | 29.75 | 25.00 | 21.25 | 17.00 | 12.75 | 850 | 425 | U, [Zﬁ]

8 planos

2.88 2.82 2.75 2.68 2.60 2.49 2.34 2.11 13.0 2.88
243 2.38 2.32 2.26 2.19 2.10 1.97 1.78 11.0 243
1.55 1.52 1.48 1.44 1.40 1.34 1.26 1.13 7.0 1.55
1.33 1.30 1.27 1.24 1.20 1.15 1.08 0.97 6.0 1.33
vg[m/s] | 1.22 1.20 1.17 1.14 1.10 1.05 1.00 0.89 5.5 1.22
1.11 1.09 1.06 1.03 1.00 0.96 0.90 0.81 5.0 1.11
1.00 0.98 0.95 0.93 0.90 0.86 0.81 0.73 4.5 1.00
0.90 0.88 0.86 0.84 0.81 0.78 0.73 0.66 4.0 0.90
0.77 0.75 0.74 0.72 0.69 0.66 0.63 0.56 3.5 0.77

Tabla 7.6. Velocidades de entrada del fluido para 8 planos

Altura | 5000 | 2825 | 22.60 | 16.95 | 1130 | 565 | U, | U
[m/s]
288 | 2.80 | 271 | 2598 | 2.44 | 220 | 13.0 | 2.88
243 | 236 | 229 | 2,19 | 206 | 186 | 11.0 | 243
155 | 151 | 146 | 140 | 131 | 118 | 7.0 | 1.55
133 [ 129 | 125 | 120 | 113 | 1.02 | 60 | 1.33
velm/s) | 122 | 119 | 115 | 110 | 1.03 | 093 | 55 | 1.22
111 | 1.08 | 1.04 | 1.00 | 094 | 085 | 50 | L11
100 | 097 | 094 | 090 | 085 | 076 | 45 | 1.00
090 | 088 | 085 | 0.81 | 076 | 069 | 40 | 0.90
077 | 075 | 072 | 069 | 065 | 059 | 35 | 077

6 planos

Tabla 7.7. Velocidades de entrada del fluido para 6 planos

Altura | 5000 | 2500 | 1700 | 850 | U, | Ures
[m/s]
288 | 275 | 260 | 234 | 13.0 | 2.88
243 | 232 | 219 | 197 | 110 | 243
155 | 148 | 140 | 126 | 7.0 | 155
133 | 127 | 120 | 108 | 60 | 133
velm/s] | 122 | 117 | 1.10 | 1.00 | 55 | 122
111 | 1.06 | 1.00 | 090 | 50 | .11
100 | 095 | 090 | 081 | 45 | 1.00
090 | 086 | 081 | 073 | 40 | 090
0.77 | 074 | 069 | 063 | 35 | 077

4 planos

Tabla 7.8. Velocidades de entrada del fluido para 4 planos
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A modo de ejemplo, en la Figura 7.23 se ha representado el perfil de velocidades para U, = 7.

30
ff —a— 4 planos
25
—=— 6 planos
—e— 8 planos

alturam]
3

velocidad [my/s|

Figura 7.23. Perfil de velocidades para el caso U, =7

De la misma manera que ocurria en el ejemplo anterior, es necesario elegir un paso de tiempo
adecuado para la resolucion exitosa del problema acoplado. Teniendo en cuenta la primera
frecuencia natural de la estructura, la velocidad de entrada del viento y el tamafio caracteristico de
los elementos de la malla del fluido se adoptd como valor del paso de tiempo 0.005 s para todos los

casos estudiados.

En la Tabla 7.9 se muestran los resultados numéricos relativos al desplazamiento transversal del
extremo libre de la estructura para 8, 6 y 4 planos y en la Figura 7.24 y Figura 7.25 se han
representado graficamente esos resultados. Notar que en la Figura 7.24 se han utilizado dos
representaciones graficas, una en escala normal y otra en escala logaritmica, para una mayor

claridad en la representacion de los resultados.

U, 8 planos, A, /d 6 planos, A, /d 4 planos, A, /d
3.5 0.001434 0.001416 0.001422
4.0 0.003208 0.003245 0.003104
4.5 0.006870 0.006616 0.007340
5.0 0.014792 0.014905 0.015006
5.5 0.008091 0.008837 0.006762
6.0 0.004335 0.004282 0.004273
7.0 0.002433 0.002438 0.002297
11.0 1.138332 1.090476 0.991824
13.0 2.015796 1.932944 1.791256

Tabla 7.9. Respuesta transversal de la estructura en desplazamientos
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Figura 7.24. Respuesta transversal de la estructura en desplazamientos
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Figura 7.25. Respuesta transversal de la estructura en desplazamientos en escala logaritmica

En la Tabla 7.10 se indican numéricamente las frecuencias asociadas al movimiento transversal

de la estructura y a la excitacion correspondiente al plano de fluido que actia en el extremo libre de

la estructura.
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8 planos 6 planos 4 planos
ngdespl. | nsF ngdespl. | ns F ngdespl. | nsF
Ur | Re |G e | S0 M | e |0 e | e |
3.5 | 5.16E+04 0.31 0.32 0.21 0.31 0.32 0.21 0.31 0.32 0.21
4.0 | 4.43E+04 0.37 037 |0.21 0.37 0.37 0.21 0.37 0.37 0.21
4.5 | 4.06E+04 0.41 0.41 0.21 0.40 0.41 0.21 0.39 0.41 0.21
5.0 | 3.69E+04 0.42 0.45 0.20 0.42 0.45 0.20 0.44 0.46 0.20
5.5 | 3.32E+04 0.43 0.51 0.21 0.43 0.51 0.21 0.49 0.51 0.21
6.0 | 2.99E+04 0.54 0.56 | 0.21 0.54 0.56 0.21 0.53 0.56 0.21
7.0 | 5.90E+04 0.63 0.65 0.21 0.63 0.65 0.21 0.62 0.65 0.21
11.0 | 9.59E+04 0.43 0.43 0.09 0.43 0.43 0.09 0.43 0.43 0.09
13.0 | 1.11E+05 0.43 0.43 0.07 0.43 0.43 0.07 0.43 0.43 0.07

Tabla 7.10. Respuesta en frecuencias de la estructura

Finalmente, en la Figura 7.26 se muestra graficamente la relacion entre la frecuencia del

movimiento transversal y la frecuencia natural de la estructura y en la Figura 7.27 la relacion entre

la frecuencia de excitacion asociada al plano de fluido que actia en el extremo libre de la estructura

y la frecuencia natural de la misma.

N despl / Ne
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0.4 -

0.3 A

0.2
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= 6 planos

¢ 8 planos

Figura 7.26. Relacion entre la frecuencia del moviendo transversal y la frecuencia natural

Comparando los resultados obtenidos para 4, 6 y 8 planos se pone de manifiesto una buena

similitud entre los resultados obtenidos tanto en desplazamientos como en frecuencias,

observandose una convergencia en los resultados. Se puede concluir que la accion del viento se

puede modelar con un numero relativamente pequefio de planos de fluido.

180




Capitulo 7. Ejemplos

0.7 4

0.6

0.5 . A 4 planos

= . . . = 6 planos

¢ 8 planos
0.3 1

0.2 -

0.1 T T T T T T T 1

Figura 7.27. Relacion entre la frecuencia de excitacion en el extremo libre y la frecuencia natural

A modo de ejemplo, en la Figura 7.28 y en la Figura 7.29 se muestra la vibracion de la
estructura en la direccién transversal y en la direccidon en la que actia el viento para U, = 5.5,
respectivamente, siendo en este caso en el que mayor discrepancia se observa entre los resultados.
Esto es debido a la cercania entre la frecuencia de excitacion correspondiente al plano Z = 12.75 m
en el caso de 8 planos y Z = 11.30 m en el caso de 6 planos (aplicando la ley de Strouhal para St =
0.21 se obtienen las frecuencias 0.44 y 0.43 Hz, respectivamente) y la frecuencia natural de la
estructura (0.43 Hz). En el caso de 4 planos, las frecuencias de excitacion no estan tan proximas a
la frecuencia natural de la estructura. En la Figura 7.30 se muestra la variacion con el tiempo del

coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion.
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Figura 7.28. Vibracion de la estructura en la direccion transversal para U, = 5.5

Finalmente, en la Figura 7.31 se ha representado la vibracion transversal de la estructura y en la
Figura 7.32 en la direccion del viento para U, = 7. En la Figura 7.33 se muestra la variaciéon con el

tiempo del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion.
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Figura 7.29. Vibracion de la estructura en la direccion del viento para U, = 5.5
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Figura 7.30. Oscilacion del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion U, = 5.5
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Figura 7.31. Vibracion de la estructura en la direccion transversal U,. = 7
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Figura 7.32. Vibracion de la estructura en la direccion del viento U, = 7
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Figura 7.33. Oscilacion del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion U, = 7

A la vista de estas graficas se comprueba que la respuesta tanto en la direccion transversal a la
que actua el viento como en la direccioén paralela son muy similares con independencia del nimero

de planos utilizados para “discretizar” el viento.

En los siguientes puntos del capitulo que nos ocupa se estudiaran los fendémenos aeroelasticos
de lock-in y de amplificacion del coeficiente de arrastre considerando la misma estructura de
seccidn circular y 34 m de altura, si bien, con objeto de simplificar el calculo y centrarnos en el

estudio de estos fendmenos, solo se considerara un plano de fluido actuando en el extremo libre.

7.4. Mastil de acero. Estudio del fenomeno de lock-in

De acuerdo con lo expuesto en el Capitulo 2 (Figura 2.18) el amortiguamiento estructural tiene
una fuerte influencia en el fendémeno de lock-in o de sincronizacién, de manera que este fendémeno
solo ocurre para valores pequefios del amortiguamiento estructural. A continuacion se estudia este
fendmeno aeroelastico para la misma estructura que la descrita en el punto anterior sometida a la

accion del viento y considerando diferentes valores del amortiguamiento estructural.

La primera frecuencia natural de la estructura es 0.43 H z y tanto para la estructura como para el
fluido las condiciones de contorno son las indicadas en el punto anterior asi como también la malla
del fluido utilizada. La estructura fue mallada con cuatro elementos tipo barra. De forma analoga al
ejemplo anterior, el fluido se supondra actuando en planos, si bien, en este caso sélo se considerara
un Unico plano perpendicular a la directriz de la estructura situado su extremo libre, tal como se

muestra en la Figura 7.34.

Para estudiar la dependencia del fenémeno de sincronizacidén respecto al amortiguamiento

estructural se estudiaron varios casos con diferentes valores del coeficiente de amortiguamiento
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estructural. A su vez, para cada uno de los casos estudiados, se adoptaron valores distintos de la
componente de la velocidad v, de entrada del fluido con objeto de obtener datos suficientes para
representar la variacion de la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos y la amplitud de la

respuesta vibratoria de la estructura en funcion de la velocidad reducida.

z

[\ i

Figura 7.34. Modelo de la estructura sometida a la accién del viento

Al igual que sucedia en los ejemplos anteriores es necesario definir un paso de tiempo adecuado
para la correcta resolucion del problema estructural y del fluido. Para ello se debe tener en cuenta la
frecuencia natural de la estructura, el tamafo caracteristico de los elementos de la malla del fluido y

la velocidad del flujo de aire. En definitiva, se tomé como valor del paso de tiempo 0.005 s.

Caso 1. Coeficiente de amortiguamiento estructural 0.075

En la Figura 7.35 se ha representado la variacion de la frecuencia de vibracion de la estructura
en la direccion transversal y de la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos divididas por la
frecuencia natural de la estructura, n, = 0.43 Hz, frente a la velocidad reducida. Se observa que el
fendmeno de sincronizacidon no se produce para el rango de velocidades estudiado y esto es debido a

que el amortiguamiento estructural es elevado.

En la Figura 7.36 se muestra la respuesta en amplitud de la vibracion de la estructura frente a la
velocidad reducida. Se puede ver que en el entorno préoximo a U, = 5 se obtienen las mayores
amplitudes, ya que para esa velocidad reducida la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos

esta muy proxima a la frecuencia natural de la estructura.
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Figura 7.35. Respuesta en frecuencias frente a la velocidad reducida
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Figura 7.36. Respuesta en amplitud frente a la velocidad reducida

En la Tabla 7.11 se muestran los resultados obtenidos en frecuencias y amplitud para diferentes
velocidades reducidas. También se proporcionan los valores obtenidos del nimero de Strouhal y del

coeficiente de arrastre.

U, | Re st | Cp fr'ﬁ?jf"' na/n, | A,m] | A,/d tf(f;l‘)‘f’fgrz'] na/n,
10.0 | 7386404 | 021 | 077 | 092 | 215 | 9.59E-05 | 1.92E-04 | 0.92 2.15
9.0 | 6.65E104 | 021 | 0.78 | 084 | 194 | 1.70E-04 | 3.40E-04 | 0.84 1.94
80 | 5.00E+04 | 021 | 077 | 074 | 172 | 2.66E-04 | 532E-04 | 0.74 1.72
70 | 5.16E+04 | 021 | 077 | 065 | 151 | 3.33E-04 | 6.656-04 |  0.65 151
6.0 | 443E+04 | 021 | 0.77 | 055 | 129 | 5.34E-04 | 1.07E-03 | 0.5 1.29
55 | 406E+04 | 021 | 077 | 051 | 119 | 8.00E-04 | 1.60E-03 | 051 1.19
50 | 3.69E+04 | 021 | 077 | 046 | 108 | 1.79E-03 | 3.57E-03 |  0.46 1.08
45 | 3326404 | 021 | 078 | 042 | 097 | 1.98E-03 | 3.96E-03 | 042 0.97
40 | 2.99E+04 | 021 | 079 | 037 | 086 | 595E-04 | 1.19E-03 | 037 0.86
3.5 | 2.58E+04 | 021 | 077 | 032 | 075 | 2.63B-04 | 527604 | 0.32 0.75

Tabla 7.11. Resultados obtenidos para amortiguamiento estructural 0.075
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A modo de ejemplo, en la Figura 7.37 se ha representado la vibracion de la estructura en la
direccion transversal a la que actiia el viento y en la Figura 7.38 en la misma direcciéon en la que

actia el viento para U, = 6.
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Figura 7.37. Vibracion de la estructura en la direccion transversal
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Figura 7.38. Vibracion de la estructura en la direccion del viento

Finalmente, en la Figura 7.39 se muestra la variacion con el tiempo del coeficiente de arrastre y

del coeficiente de sustentacion para U, = 6.
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Figura 7.39. Oscilacion del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion
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Caso 2. Coeficiente de amortiguamiento estructural 0.05

De la misma manera que en el caso anterior, en la Figura 7.40 se muestra la respuesta en
frecuencias frente a la velocidad reducida. Se puede observar que el fendmeno de sincronizaciéon no
se produce para el rango de velocidades estudiado debido a que el amortiguamiento estructural
permanece elevado. En la Figura 7.41 se muestra la respuesta en amplitud observandose las

mayores amplitudes en el entorno proximo a U, = 5.

21
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L
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Figura 7.40. Respuesta en frecuencias frente a la velocidad reducida
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Figura 7.41. Respuesta en amplitud frente a la velocidad reducida

A modo de ejemplo, en la Figura 7.42 y en la Figura 7.43 se muestra la vibracion de la
estructura en la direccidn transversal y en la direccién en la que actia el viento para U, = 5.5,
respectivamente. La variacion del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion se ha

representado en la Figura 7.44.
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Figura 7.43. Vibracién de la estructura en la direccion del viento
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Figura 7.44. Variacion del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion

En la Tabla 7.12 se resumen los resultados obtenidos para amortiguamiento estructural 0.05.

U, | Re | st | cp f“[l‘;“'j]l"' no/n, | A,[m] | A,/d g;gffgz] na/m,
80 | 5.90E+04 | 021 | 0.77 | 0.74 | 172 | 2.84E-04 | 5.68E-04 | 074 1.72
70 | 5.16E+04 | 021 | 0.77 | 0.65 | 151 | 3.16E-04 | 6.32E-04 |  0.65 151
6.0 | 443E+04 | 021 | 0.77 | 056 | 129 | 5.11E-04 | 1.02E-03 | 056 1.29
55 | 4.06E+04 | 021 | 0.77 | 051 | 1.19 | 7.64E-04 | 1.53E-03 | 051 1.19
50 | 3.69E+04 | 021 | 0.77 | 046 | 108 | 1.72E-03 | 345E-03 | 046 1.08
45 | 3.32E+04 | 021 | 0.78 | 041 | 096 | 2.05E-03 | 409E-03 | 041 0.96
40 | 299E+04 | 021 | 0.78 | 037 | 087 | 6.32E-04 | 126E-03 | 037 0.87
35 | 2.58E+04 | 021 | 0.77 | 032 | 075 | 2.51E-04 | 5.03E-04 | 032 0.75
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Caso 3. Coeficiente de amortiguamiento estructural 0.025

En la Figura 7.45 se muestra la respuesta en frecuencias frente a la velocidad reducida y en la
Figura 7.46 la respuesta en amplitud. Se observa que para este caso aparece el fendmeno de

sincronizacion y por lo tanto, la ley de Strouhal no se cumple en un cierto rango de velocidades.
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Figura 7.45. Respuesta en frecuencias frente a la velocidad reducida
0.035
*
0.03 -
*
0.025
Ay/d
0.02 -
0.015
0.01 -
0.005 -
0 T * \. T T hd T 1
2 3 4 5 6 7 8
U,

Figura 7.46. Respuesta en amplitud frente a la velocidad reducida

El fenémeno de lock-in se puede apreciar en la Figura 7.47, en la cual se ha representado la
variacion del coeficiente de sustentacion respecto al tiempo para U, = 5.5. La frecuencia de
oscilacion de este coeficiente viene dada por la frecuencia a la que se produce el desprendimiento
de los torbellinos. Al principio del estudio, hasta ¢t = 800 s aproximadamente, la frecuencia a la que
ocurre el desprendimiento de los torbellinos es 0.51 Hz (Figura 7.48), la cual se corresponde a la

que se obtiene aplicando la ley de Strouhal para St = 0.21 de acuerdo a (7.3)
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Figura 7.47. Variacion del coeficiente de sustentacion
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Figura 7.48. Analisis FFT de la oscilacion del C, para ¢t < 800 s

Cuando t se sitiia entre 800 s y 1050 s aproximadamente, la frecuencia del coeficiente de
sustentacion comienza a cambiar y se sincroniza con la frecuencia natural de la estructura. Es en

este intervalo de tiempo cuando ocurre la sincronizacidn entre las dos frecuencias (Figura 7.49).

4.5 fr=051Hz

35+—fr=043 Hz

S -

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
frH2]

Figura 7.49. Analisis FFT de la oscilacion del C, en el intervalo 800 < ¢ < 1050 s
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A partir de t = 1050 s aproximadamente, la frecuencia a la que se desprenden los torbellinos es
igual a la frecuencia natural de la estructura n. = 0.43 Hz (Figura 7.50), lo cual implica que la
frecuencia de desprendimiento de los torbellinos pasa a estar controlada por la frecuencia natural de

la estructura.
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Figura 7.50. Andlisis FFT de la oscilacion del Cy, para ¢t > 1050 s

Notar que en el intervalo de tiempo en el que tiene lugar la sincronizacion entre las dos
frecuencias la amplitud de la vibracion de la estructura en la direccion transversal a la que actia el
viento comienza a incrementarse de forma considerable, tal como se muestra en la Figura 7.51. Se
observa que la amplitud crece hasta un cierto valor y permanece constante una vez ha alcanzado

dicho valor, lo cual pone de manifiesto el cardcter autolimitado de estas vibraciones [4].
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Figura 7.51. Vibracién de la estructura en la direccion transversal

En la Figura 7.52 se muestra el analisis FFT de la vibracion de la estructura en la direccion

transversal. Se puede ver que la estructura vibra a su frecuencia natural de 0.43 H z, tal como era de

esperar.
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Figura 7.52. Analisis FFT de la vibracion de la estructura en la direccion transversal
En la Figura 7.53 se muestra la vibracion de la estructura en la direccion del viento y en la
Figura 7.54 la variacion con el tiempo del coeficiente de arrastre. Se aprecia un incremento en la

amplitud de la vibracion en la region de sincronizacion debido al incremento en la amplitud de la

oscilacion del coeficiente de arrastre.
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Figura 7.53. Vibracion de la estructura en la direccion del viento
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Figura 7.54. Oscilacion del coeficiente de arrastre

192



Capitulo 7. Ejemplos

A continuacion, para destacar el fendmeno de /ock-in se mostraran los resultados obtenidos en

desplazamientos y en coeficientes de fuerza para U, =4y U, = 6.5.

despl, [m]

despl, [m]

Cp, Cp,

. U, =4

7.0E-4
5.0E-4 4
3.0E-4 -
1.0E-4 -
-1.0E-4 -
-3.0E-4 -
-5.0E-4
-7.0E-4

50 100 150 200 250 300 350
t[s]

Figura 7.55. Vibracion de la estructura en la direccion transversal para U, = 4
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Figura 7.56. Vibracion de la estructura en la direccion del viento para U, = 4
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Figura 7.57. Oscilacion del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion para U, = 4
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Figura 7.58. Vibracion de la estructura en la direccion transversal para U,. = 6.5
1.0E3
8.0E-4 “‘
E SR L LT T
TN ——
£ o= I
2.0E-4 i
0.0E+0 ; ; ; ; ; ; ‘
50 100 150 200 250 300 350 400

t[s]

Figura 7.59. Vibracion de la estructura en la direccion del viento para U,. = 6.5
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Figura 7.60. Oscilacion del coeficiente de arrastre y del coeficiente de sustentacion para U,. = 6.5

Cp, Cp,

Finalmente, en la Tabla 7.13 se muestra un resumen de los resultados obtenidos para
amortiguamiento estructural 0.025 y en la Figura 7.61 se muestra una comparacién de las respuestas
en amplitud de los distintos casos de amortiguamiento estructural estudiados. Se observa que las

mayores amplitudes se consiguen para amortiguamiento estructural 0.025 en la region de lock-in.
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U, Re st | ¢p fr.{?;:]Pl- ng/n, | Ay[m] Ay /d tf(l)‘ﬂ()le[sgl;] ns/n,
6.50 | 4.79E+04 | 0.21 | 0.77 0.60 1.40 6.28E-04 | 1.26E-03 0.60 1.40
6.00 | 4.43E+04 | 0.21 | 0.77 0.56 1.29 9.44E-04 | 1.89E-03 0.56 1.29
5.50 | 4.06E+04 | 0.18 | 0.74 0.43 1.01 1.41E-02 | 2.82E-02 0.43 1.01
5.00 | 3.69E+04 | 0.20 | 0.78 0.43 1.01 1.59E-02 | 3.17E-02 0.43 1.01
4.50 | 3.32E+04 | 0.21 | 0.79 0.41 0.96 2.20E-03 | 4.40E-03 0.41 0.96
4.05 | 2.99E+04 | 0.21 | 0.78 0.37 0.87 1.08E-03 | 2.17E-03 0.37 0.87
3.50 | 2.58E+04 | 0.21 | 0.77 0.32 0.75 2.52E-04 | 5.03E-04 0.32 0.75

Tabla 7.13. Resultados obtenidos para amortiguamiento estructural 0.025
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Figura 7.61. Respuesta en amplitud para diferentes valores del amortiguamiento estructural

7.5. Mastil de acero. Estudio de la amplificacion del coeficiente
de arrastre

A continuacion se estudia el fendmeno aeroeléastico de amplificacion del coeficiente de arrastre
utilizando el modelo descrito en la seccidon anterior para la misma estructura de 34 m de altura.
Tanto para la estructura como para el fluido las condiciones de contorno son las indicadas en el

punto anterior asi como también las mallas utilizadas.

En la Figura 7.63 a la Figura 7.67 se muestran la respuesta en frecuencias y amplitud (en escala
normal y logaritmica) para diferentes valores del amortiguamiento estructural. Se observa que a
partir de una cierta velocidad la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos se sincroniza con
la frecuencia natural de la estructura y la amplitud de la vibracion transversal de la estructura se
incrementa notablemente. El valor de la velocidad para la cual ocurre esta situaciéon es menor

cuanto menor es el amortiguamiento estructural.
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Figura 7.62. Respuesta en frecuencias para amortiguamiento estructural 0.075
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Figura 7.63. Respuesta en amplitud para amortiguamiento estructural 0.075
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de torbellinos
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Figura 7.64. Respuesta en frecuencias para amortiguamiento estructural 0.05
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Figura 7.65. Respuesta en amplitud para amortiguamiento estructural 0.05
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Figura 7.66. Respuesta en frecuencias para amortiguamiento estructural 0.025
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Figura 7.67. Respuesta en amplitud para amortiguamiento estructural 0.025
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Notar que en el caso de amortiguamiento estructural 0.025 (Figura 7.66 y Figura 7.67) existe
una region de velocidades en la cual se produce el fendmeno de lock-in. Superado ese rango de
velocidades se cumple la ley de Strouhal hasta que la velocidad alcanza un cierto valor y se produce
de nuevo la sincronizacion entre la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos y la de la

estructura.

Fujarra et al. [5] estudiaron las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos en
cilindros flexibles en voladizo. Entre los resultados que se derivan de su estudio, cabe destacar en el
que se mostraba que a partir de un cierto valor de la velocidad (U, = 12, de acuerdo con sus
ensayos) la amplitud de las vibraciones en la direccion transversal a la de la corriente de fluido
aumentaba de forma considerable, y ello sucedia fuera del rango habitual de velocidades (U, =4 —

8) en el que ocurre el fendomeno de lock-in (Figura 7.68).

Este comportamiento se atribuye al acoplamiento entre el movimiento de la estructura en la
direccion transversal y el que ocurre en la misma direccion en la que actia el fluido, el cual se hace
importante y por lo tanto no se puede despreciar. También se observa que la frecuencia de la
vibracion en la direccion transversal es exactamente igual a la mitad de la frecuencia de la vibracion

en la direccion de la corriente de fluido.
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s
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Fuente: Fujarra ef al. [5]
U*

Figura 7.68. Respuesta en amplitud de un cilindro flexible en voladizo

Una respuesta similar se puede encontrar también en el trabajo de Kitagawa et al. [6] para
velocidades elevadas (U, = 14 — 17), aunque en este caso las amplitudes del movimiento en la
direccidn transversal eran bastante mas pequefias. En definitiva, los resultados mostrados por

Fujarra et al. y Kitagawa et al. guardan una cierta relacion con los obtenidos en este trabajo.
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Caso 1. Amortiguamiento estructural 0.075

Para ilustrar la amplificacion del coeficiente de arrastre se estudiara el caso de U, = 13. En la
Figura 7.69 se muestra la variacion con el tiempo del coeficiente de sustentacion y en la Figura 7.70
la del coeficiente de arrastre. A medida que transcurre el tiempo de analisis se observa que la
amplitud de la oscilacion de ambos coeficientes se incrementa de forma considerable hasta alcanzar
un cierto valor, el cual permanece constante en el tiempo. Esto sucede cuando se produce la
sincronizacion entre la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos, la cual coincide con la

frecuencia del coeficiente de sustentacion, y la frecuencia natural de la estructura.

Al principio del andlisis, para ¢ < 250 s, la oscilacion del coeficiente de sustentacion ocurre a la
frecuencia de 1.2 Hz (Figura 7.71), la cual coincide con la que se obtiene a partir de la ley de
Strouhal (7.4). La sincronizacion entre las dos frecuencias se produce entre ¢ = 250 s y ¢t = 350 s
aproximadamente (Figura 7.72). Al final del andlisis, para ¢ > 350 s, la frecuencia del coeficiente de

sustentacion coincide con la frecuencia natural de la estructura n. = 0.43 Hz (Figura 7.73).

¥ 288 _ (74)
Nng = Std =0.21 05 1.2Hz
6 -
4]
) it “Ilyl'l‘l‘m.l ‘ul‘I.|[|’|‘|‘H‘.‘ II‘Iwi‘mll
“ i
2
_4 4
50 150 250 350 450 550 650 750
t[s]
Figura 7.69. Oscilacion del coeficiente de sustentacion para amortiguamiento estructural 0.075
4 -
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o R i
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Figura 7.70. Oscilacion del coeficiente de arrastre para amortiguamiento estructural 0.075
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9 fr=12Hz

0 0.5 1 1.5 2
fr[H2]

Figura 7.71. Andlisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para ¢ <250 s
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Figura 7.72. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion en el intervalo 250 <t <350 s
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Figura 7.73. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para ¢ > 350 s
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Notar que el coeficiente de sustentacion siempre oscila en torno a 0, sin embargo, el coeficiente
de arrastre pasa a oscilar en torno a un valor mayor una vez que se ha producido la sincronizacién
de las frecuencias, es decir, ocurre la amplificacion del coeficiente de arrastre. Al principio del
analisis, para ¢t < 350 s, el valor RMS del coeficiente de arrastre es 0.77 y al final del analisis, para

t > 500 s, dicho valor es 2.33.

En la Figura 7.74 se muestra el analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de arrastre y se
comprueba que ésta tiene lugar a la frecuencia de 0.86 H z, que es justo el doble de la frecuencia a

la que oscila el coeficiente de sustentacion.

60 fr=086 Hz
50 -
40
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. ye |

0 0.5 1 15 2
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Figura 7.74. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de arrastre

En la Figura 7.75 se ha representado la vibracion de la estructura en la direccion transversal y
en la Figura 7.76 en la direccion del flujo. Se puede apreciar que a partir de que se produce la
sincronizacion de las frecuencias la amplitud de la vibracion de la estructura en ambas direcciones
se incrementa, si bien, en mayor medida en la vibracion transversal. También se observa que la
estructura en la direccion del flujo pasa a vibrar respecto a una nueva posicion de equilibrio como

consecuencia de la amplificacién que experimenta el coeficiente de arrastre.

En la Figura 7.77 se muestra el analisis FFT de la vibracion de la estructura en la direccion
transversal y en la direccion del flujo. En la direccion transversal se observa que la estructura vibra
a su frecuencia natural n, = 0.43 Hz. En la direccion en la que actaa el aire, al principio del analisis
la estructura vibra a su frecuencia natural hasta que alcanza la nueva posicion de equilibrio, en torno
a la cual practicamente no vibra. A partir del momento en el que se produce la sincronizacion entre
la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos y la frecuencia natural de la estructura, ésta
vibra respecto a una nueva posicion de equilibrio a la frecuencia de 0.86 H z, que es exactamente

igual al doble de la frecuencia de la vibracion en la direccion transversal, 0.43 Hz. Esto pone de
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manifiesto la fuerte correlacion que existe entre el movimiento de la estructura en la direccion

transversal y en la direccion paralela al flujo una vez que se han sincronizado las frecuencias.
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Figura 7.75. Vibracion de la estructura en la direccion transversal para amortiguamiento estructural 0.075
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Figura 7.76. Vibracion de la estructura en la direccion del flujo para amortiguamiento estructural 0.075
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Figura 7.77. Analisis FFT de la vibracion de la estructura

En la Figura 7.78 se ha representado la componente de la velocidad en la direccion transversal
del extremo libre de la estructura y en la Figura 7.79 la componente de velocidad en la direccion del
flujo. Finalmente, en la Figura 7.80 se muestra el moédulo de la velocidad del extremo libre de la
estructura y en la Figura 7.81 se ha representado el analisis FFT de las componentes de la velocidad

y de su modulo.
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Figura 7.78. Componente transversal de la velocidad para amortiguamiento estructural 0.075
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Figura 7.79. Componente de la velocidad en la direccion del flujo para amortiguamiento estructural 0.075
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Figura 7.80. Modulo de la velocidad para amortiguamiento estructural 0.075
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Figura 7.81. Andlisis FFT de la velocidad del extremo libre de la estructura
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En la Tabla 7.14 se muestra un resumen de los resultados obtenidos para el caso de

amortiguamiento estructural 0.075. Se distinguen dos zonas de estudio, al principio del anélisis,

cuando aun no se ha producido la sincronizacion de las frecuencias y al final del analisis, cuando las

frecuencias ya se han sincronizado. El resto de las graficas se muestran en el punto J.1 del Anexo J.

Al principio del analisis Al final del analisis
U RMS RMS 3 RMS RMS R
U, (m/s] Re A,/d despl, [vel| Cp | despl, [vel| Cp
[m] [m/s] ml | [m/s]
7.0 1.55 2.57E+04 6.65E-04 5.52E-04 0.77 | 5.52E-04 0.77
6.0 1.33 2.97E+04 1.07E-03 4.07E-04 0.79 | 4.07E-04 0.79
5.5 1.22 3.33E+04 1.60E-03 3.42E-04 0.78 | 3.42E-04 0.78
5.0 1.11 3.70E+04 3.57E-03 2.80E-04 0.77 | 2.80E-04 0.77
4.5 1.00 | 4.07E+04 3.96E-03 2.32E-04 0.77 | 2.32E-04 0.77
4.0 | 0.89 4.43E+04 1.19E-03 1.83E-04 0.77 | 1.83E-04 0.77
3.5 | 077 5.17E+04 5.27E-04 1.38E-04 0.77 | 1.38E-04 0.77
8.0 1.77 5.90E+04 5.32E-04 7.23E-04 0.77 | 7.23E-04 0.77
9.0 | 2.00 6.67E+04 3.40E-04 9.16E-04 0.78 | 9.16E-04 0.78
10.0 | 2.21 7.37E+04 1.92E-04 1.11E-03 0.77 | 1.11E-03 0.77
11.0 | 2.43 8.10E+04 2.90E-01 1.36E-03 0.0013 | 0.77 | 1.45E-03 0.1492 | 0.84
13.0 | 2.88 9.60E+04 1.04E+00 1.91E-03 0.0037 | 0.77 | 5.16E-03 0.5001 2.33
15.0 | 3.32 1.11E+05 1.61E+00 | 2.55E-03 0.0045 | 0.77 | 8.60E-03 0.7739 | 2.96
17.0 | 3.76 1.25E+05 2.31E+00 | 3.29E-03 0.0058 | 0.77 | 1.33E-02 1.1091 3.61
19.0 | 4.20 1.40E+05 3.15E+00 | 4.13E-03 0.0067 | 0.77 | 1.97E-02 1.5127 | 4.31

Tabla 7.14. Resultados obtenidos para al caso de amortiguamiento estructural 0.075

En la Figura 7.82 se ha representado el valor RMS del coeficiente de arrastre en funcion de la

velocidad reducida y en la Figura 7.83 en funcion de la amplitud de la vibracion de la estructura en

la direccion transversal en escala normal y logaritmica. Se observa que a partir de un cierto valor de

la velocidad del flujo y de la amplitud de la vibracion transversal de la estructura se produce la

amplificacion del coeficiente de arrastre.

Debido a la amplificacion del coeficiente de arrastre el desplazamiento de la estructura en la

direccion en la que actia el flujo se incrementa. Esto se puede comprobar en la Figura 7.84, en la

cual se ha representado el valor RMS del desplazamiento del extremo libre de la estructura frente a

la velocidad reducida.
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Figura 7.82. Valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la velocidad reducida
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Figura 7.83. Valor RMS coeficiente de arrastre frente a la amplitud de la vibracion de la estructura en la
direccion transversal
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Figura 7.84. Valor RMS del desplazamiento en la direccion del flujo del extremo libre de la estructura
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Caso 2. Amortiguamiento estructural 0.025

De forma andloga al caso anterior, a continuacion se estudia el caso de U, = 9. La oscilacion del

coeficiente de sustentacion se muestra en la Figura 7.85 y la del coeficiente de arrastre en la Figura

7.86. Se aprecia que a medida que transcurre el tiempo la amplitud de la oscilacion de ambos

coeficientes aumenta notablemente hasta alcanzar un cierto valor, el cual permanece constante en el

tiempo, de la misma manera que ocurria en el caso anterior.

Al principio del analisis, para t < 150 s, la oscilacion del coeficiente de sustentacion ocurre a la

frecuencia de 0.84 Hz (Figura 7.87), la cual coincide con la que se obtiene al aplicar la ley de

Strouhal (7.5)

(7.5)

0.84 Hz

2.0
0.5

=0.21=

U
s = Ot—
n Sd

La sincronizacion de la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos con la frecuencia

natural de la estructura ocurre, en este caso, entre t = 150 s y ¢t = 250 s aproximadamente (Figura

7.88). Al final del anélisis, para ¢ > 250 s, la frecuencia del coeficiente de sustentacion coincide con

la frecuencia natural de la estructura n. = 0.43 Hz (Figura 7.89).
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Figura 7.85. Oscilacion del coeficiente de sustentacion para amortiguamiento estructural 0.025
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Figura 7.86. Oscilacion del coeficiente de arrastre para amortiguamiento estructural 0.025
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Figura 7.87. Andlisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para ¢ < 150 s
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Figura 7.88. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion en el intervalo 150 < ¢ <250 s

3.5

0.5 1 15 2
frH=]

fr=043 Hz

2.5

Ym

1.5

0.5

05 1 15 2
frlHA]

Figura 7.89. Andlisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para ¢ > 250 s
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Cabe destacar que si bien el coeficiente de sustentacion oscila en torno a 0, el coeficiente de

arrastre pasa a oscilar respecto a un valor mayor, de la misma manera que ocurria en el ejemplo

anterior. Al principio del andlisis, para ¢ < 250 s, el valor RMS del coeficiente de arrastre es 0.77 y

después de que se produce la sincronizacion de las frecuencias el valor RMS de dicho coeficiente es

2.3. En la Figura 7.90 se muestra el andlisis FFT de la oscilacion del coeficiente de arrastre y se

comprueba que oscila a una frecuencia de 0.86 H z, que es justo el doble de la del coeficiente de

sustentacion.
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Figura 7.90. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de arrastre

En la Figura 7.91 se muestra la vibracion de la estructura en la direccion transversal y en la

Figura 7.92 en la direccién del flujo. Vuelve a suceder lo mismo que ocurria en el caso anterior, es

decir, a partir de que se produce la sincronizacion de las frecuencias, la amplitud del movimiento en

ambas direcciones aumenta y ademas, en la direccion del flujo, la estructura pasa a vibrar respecto a

una nueva de posicion de equilibrio debido a la amplificacion del coeficiente de arrastre.
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Figura 7.91. Vibracion de la estructura en la direccion transversal para amortiguamiento estructural 0.025
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Figura 7.92. Vibracion de la estructura en la direccion del flujo para amortiguamiento estructural 0.025

En la Figura 7.93 se muestra el analisis FFT de la vibracion de la estructura en la direccion
transversal y en la direccion del flujo. Se observa que en la direccion transversal la estructura vibra
a su frecuencia natural n. = 0.43 Hz, y que en la direccion del flujo vibra a una frecuencia de 0.86

Hz, que es justo el doble de la frecuencia de la vibracion transversal de la estructura.
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Figura 7.93. Analisis FFT del movimiento de la estructura

En la Figura 7.94 se ha representado la componente de la velocidad en la direccion transversal
del extremo libre de la estructura y en la Figura 7.95 la componente de la velocidad en la direccion

paralela al flujo.
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Figura 7.94. Componente transversal de la velocidad para amortiguamiento estructural 0.025
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Figura 7.95. Componente de la velocidad en la direccion del flujo para amortiguamiento estructural 0.025

Finalmente, en la Figura 7.96 se muestra el modulo de la velocidad del extremo libre de la

estructura y en la Figura 7.97 el analisis FFT de las componentes de la velocidad y de su médulo.
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Figura 7.96. Modulo de la velocidad para amortiguamiento estructural 0.025
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Figura 7.97. Andlisis FFT de la velocidad del extremo libre de la estructura

En la Tabla 7.15 se resumen los resultados obtenidos para el caso de amortiguamiento
estructural 0.025. Al igual que en el caso anterior, se distinguen dos zonas de estudio, al principio
del analisis, cuando atn no se ha producido la sincronizaciéon de las frecuencias y al final del
andlisis, cuando las frecuencias ya se han sincronizado. El resto de las graficas se muestran en el

apartado J.3 del Anexo J.
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al principio del analisis al final del analisis
U RMS RMS ~ RMS RMS R
U, (m/s] Re A,/d despl, [vel| Cp | despl, [vel| Cp
(m] [m/s] [m] [m/s]
3.5 | 0.77 | 2.57E+04 5.03E-04 1.37E-04 0.77 | 1.37E-04 0.77
4.1 | 090 | 3.00E+04 2.17E-03 1.87E-04 0.78 | 1.87E-04 0.78
45 | 1.00 | 3.33E+04 | 4.40E-03 2.32E-04 0.79 | 2.32E-04 0.79
50 | L.11 3.70E+04 3.17E-02 | 2.86E-04 0.78 | 2.86E-04 0.78
55 | 1.22 | 4.07E+04 2.82E-02 | 3.24E-04 0.74 | 3.24E-04 0.74
6.0 | 1.33 | 4.43E+04 1.89E-03 4.05E-04 0.77 | 4.05E-04 0.77
6.5 | 144 | 4.80E+04 1.26E-03 4.72E-04 0.77 | 4.72E-04 0.77
7.0 | 1.55 | 5.17E+04 2.83E-01 5.68E-04 0.0014 | 0.77 | 9.09E-04 | 0.1363 | 1.33
8.0 | 1.77 | 5.90E+04 | 4.97E-01 7.33E-04 0.0023 | 0.77 | 1.63E-03 | 0.2390 | 1.88
9.0 | 2.00 | 6.67E+04 7.76E-01 9.60E-04 0.0025 | 0.77 | 2.48E-03 | 0.3741 | 2.30
11.0 | 243 | 8.10E+04 1.55E+00 | 1.46E-03 0.0035 | 0.77 | 4.84E-03 | 0.7491 | 3.17
13.0 | 2.88 | 9.60E+04 | 3.05E+00 | 2.00E-03 0.0042 | 0.77 | 1.06E-02 1.4740 | 5.14
150 | 332 1.11E+05 | 4.97E+00 | 2.75E-03 0.0055 | 0.77 | 2.11E-02 | 2.4067 | 7.78

Tabla 7.15. Resultados obtenidos para al caso de amortiguamiento estructural 0.025

En la Figura 7.98 se muestra el valor RMS del coeficiente de arrastre en funcion de la velocidad
reducida y en la Figura 7.99 en funcién de la amplitud de la vibracion de la estructura en la
direccion transversal en escala normal y logaritmica. Se observa que a partir de un cierto valor de la
velocidad del flujo y de la amplitud de la vibracion transversal de la estructura se produce la
amplificacion del coeficiente de arrastre. En la Figura 7.100 se muestra que el desplazamiento en la
direccion del flujo del extremo libre de la estructura se incrementa como consecuencia de la

amplificacion del coeficiente de arrastre.

6 = al principio
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4 A ¢ al final

*
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Figura 7.98. Valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la velocidad reducida
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Figura 7.99. Valor RMS coeficiente de arrastre frente a la amplitud de la vibracion de la estructura en la
direccién transversal
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Figura 7.100. Valor RMS del desplazamiento en la direccion del flujo del extremo libre de la estructura

Caso 3. Amortiguamiento estructural 0.05

Dado que el comportamiento es analogo al de los casos estudiados anteriormente, en este caso
solo se muestran las graficas relativas al valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la velocidad
reducida (Figura 7.101) y frente a la amplitud del movimiento en la direccion transversal (Figura
7.102). También se muestra la representacién grafica del incremento del desplazamiento en la
direccion del flujo debido a la amplificacion del coeficiente de arrastre frente a la velocidad

reducida (Figura 7.103). El resto de las graficas se muestran en el apartado J.2 del Anexo J.
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Figura 7.101. Valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la velocidad reducida
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Figura 7.102. Valor RMS coeficiente de arrastre frente a la amplitud de la vibracion de la estructura en la
direccion transversal

0.02

0.018

0.016 4
0.014
0.012

® al principio

0.01

de Sp ll [m]

0.008

¢ al final

0.006 -
0.004

0.002
0 Yy YY1l hd "

4 8

U,

12

16 20

Figura 7.103. Valor RMS del desplazamiento en la direccion del flujo del extremo libre de la estructura
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Para finalizar este estudio se muestra una comparacion entre los resultados obtenidos para cada

caso estudiado en funcion del grado de amortiguamiento estructural.

En la Figura 7.104 se muestra el valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la velocidad
reducida. Se observa que la amplificacion del coeficiente de arrastre ocurre antes, esto es, para
valores mas pequenos de la velocidad, cuanto menor es el amortiguamiento estructural que presenta

la estructura.
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Figura 7.104. Valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la velocidad reducida

El valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la amplitud de la vibracién transversal de la
estructura en escala normal y logaritmica se ha representado en la Figura 7.105. Se puede apreciar
que la amplificacion del coeficiente de arrastre ocurre a partir de un cierto valor de la amplitud de la
vibracion transversal de la estructura con independencia del grado de amortiguamiento estructural,
y que el incremento del valor del coeficiente de arrastre depende de la amplitud del movimiento

transversal de la estructura.
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Figura 7.105. Valor RMS del coeficiente de arrastre frente a la amplitud de la vibracion transversal
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En la Figura 7.106 se ha representado el desplazamiento en la direccion del flujo del extremo
libre de la estructura en funcién de la velocidad reducida. Se observa un incremento notable del
desplazamiento al producirse la amplificacion del coeficiente de arrastre y que este incremento es

mayor cuanto menor es el grado de amortiguamiento estructural.
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Figura 7.106. Valor RMS del desplazamiento del extremo libre de la estructura en la direccion del flujo

Respecto al coeficiente de sustentacion, en la Figura 7.107 se muestra la variacion de la
amplitud de la oscilacion de dicho coeficiente frente a la velocidad reducida. Se puede apreciar un
incremento considerable de la amplitud a partir del momento en el que la frecuencia de
desprendimiento de los torbellinos y la frecuencia natural de la estructura se sincronizan y tiene
lugar la amplificacion del coeficiente de arrastre. Este incremento ocurre a velocidades mas

pequefias y es mayor cuanto menor es el grado de amortiguamiento estructural.

A Ac=0.075

10 PO " c=0.05

amplitud Cy,

¢c=0.025

.
ssdglsen m 4 A
T T

0 4 8 12 16 20
U,

Figura 7.107. Amplitud del coeficiente de sustentacion frente a al velocidad reducida
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Notar que en el caso de amortiguamiento estructural 0.025 existe un rango de velocidades en el
cual las frecuencias se sincronizan pero no ocurre la amplificacion del coeficiente de arrastre. En
ese rango de velocidades también tiene lugar un incremento considerable de la amplitud de la
oscilacion del coeficiente de sustentacion, tal como se muestra en la Figura 7.108. En ella se ha
representado la amplitud del coeficiente de sustentacidon para el rango de velocidades en el que no
se produce la amplificacion del coeficiente de arrastre para cada caso de amortiguamiento

estructural estudiado.
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Figura 7.108. Amplitud del C}, cuando no hay amplificacion del Cp

Finalmente, En la Figura 7.109 se muestra la amplitud de la vibracion transversal de la
estructura en escala normal y logaritmica frente a la velocidad reducida. Se observa que cuanto

menor es el amortiguamiento estructural mayor es la amplitud del movimiento transversal de la

estructura.
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Figura 7.109. Respuesta en amplitud de la estructura
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En la representaciones graficas anteriores se aprecia con claridad la relacion entre la amplitud
de la oscilacion del coeficiente de sustentacion y la amplitud de la vibracion transversal de la
estructura en el rango de velocidades en el que no hay amplificacion del coeficiente de arrastre y en
el rango de velocidades en el que si se produce. En definitiva, en funcion de que se establezca una
fuerte correlacion entre el movimiento de la estructura en la direccion transversal y en la direccion
del flujo (conlleva la amplificacion del coeficiente de arrastre) o no, se pueden distinguir dos zonas

de comportamiento muy diferentes para una misma estructura.
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Capitulo 8. Conclusiones y Lineas Futuras

8.1. Conclusiones

Se ha desarrollado una herramienta simplificada numérica para la simulacion de problemas de
interaccion fluido-estructura. Para ello fue necesario desarrollar un modelo estructural e
implementarlo en el codigo de Kratos, junto con el interfaz entre el solver del fluido y el de la
estructura. Esta herramienta se ha aplicado al estudio de las vibraciones inducidas por el
desprendimiento alternado de torbellinos en estructuras esbeltas, si bien, también podria aplicarse a

la simulacion de otros fendmenos aeroelasticos.

Respecto al planteamiento estructural, se ha formulado un modelo analitico monodimensional
de propdsito general que permite describir el comportamiento a flexién y a torsion de barras de
material compuesto de pared delgada. El método es aplicable a barras con secciones de forma
arbitraria con cualquier esquema de laminado, tanto abiertas como cerradas. El modelo ha sido

validado con los resultados aportados por otros investigadores obteniéndose una buena correlacion.

Respecto a la mecanica de fluidos computacional, en el presente trabajo se ha hecho uso de las
técnicas numéricas y algoritmos implementados en Kratos para resolver y analizar el flujo del

fluido. Se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo 2D incompresible.

Se ha conseguido simular con el método simplificado de interaccion fluido-estructura propuesto
la respuesta vibratoria forzada de una chimenea de 90 m de altura sometida a la accidn del viento,
asi como también la respuesta libre cuando cesa esta accion. Se ha representado graficamente la
vibracion de la chimenea en el tiempo en la direccion de incidencia del viento y en la transversal,
ademas de la variacion en el tiempo de los coeficientes de sustentacion y de arrastre. Los resultados
obtenidos han sido satisfactorios, dada la gran aproximacién que se da entre €stos y los deducidos

tedricamente.

Se ha estudiado la influencia del nimero de planos de fluido utilizados para modelar la accion
del viento en la respuesta transversal de un mastil de 34 m de altura. Dado que la velocidad del
viento varia con la altura y la seccidon de la estructura también puede variar, cada plano de fluido
tendrd asociada una determinada frecuencia de excitacién en funcién de la ley de Strouhal. Por lo
tanto, resulta decisiva la eleccion del nimero de planos y la posicion de cada uno de ellos a la hora

de modelar la accion del viento.

Por otro lado, también se han podido simular con éxito los fenémenos aeroelasticos de lock-in o
de sincronizacién y de amplificacién del coeficiente de arrastre causados por el desprendimiento

alternado de torbellinos en un mastil de 34 m de altura de seccion constante.
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La variacion de la frecuencia de desprendimiento de los torbellinos y la amplitud de la respuesta
vibratoria de la estructura en la direccion transversal al flujo se han representado graficamente en
funcion de la velocidad reducida para diferentes valores del coeficiente de amortiguamiento
estructural de la estructura, pudiéndose observar la influencia de este parametro en la aparicion del
fendmeno de sincronizacion. Se muestran graficas de la respuesta vibratoria del mastil a lo largo del
tiempo en la direccion del flujo y en la transversal, observandose cambios en la frecuencia de

desprendimiento de los torbellinos en un cierto rango de velocidades.

La variacion del coeficiente de arrastre en funcion de la velocidad reducida y de la amplitud de
la vibracion transversal de la estructura se ha representado graficamente para distintos valores del
amortiguamiento estructural, observandose el fenomeno de amplificacion de dicho coeficiente.
También se muestra graficamente la amplificacion de la amplitud de la oscilacion del coeficiente de
sustentacion para distintos valores del amortiguamiento estructural. Se puede concluir que, si bien
desde un punto de vista clasico se ha considerado que los coeficientes de arrastre y de sustentacion
tienen valores constantes para una seccion dada, al considerar el problema de interaccion fluido-
estructura se demuestra que éstos pueden variar y no ser constantes. Se muestran graficas de la

variacioén temporal del coeficiente de sustentacion y de arrastre.

Finalmente, se han representado las curvas de Lissajous de la trayectoria que describen
diferentes secciones de la estructura observandose graficamente el acoplamiento entre el
movimiento en la direccion del flujo y en la direccidon transversal para ciertos valores de la
velocidad reducida y del amortiguamiento estructural. A partir de la observacion de este tipo de
curvas se puede deducir el grado de interaccion entre el fluido y la estructura identificando posibles

fenomenos aeroelasticos como el lock-in o la amplificacion del coeficiente de arrastre.

Adicionalmente, se ha encontrado un modo de vibracién a alta velocidad con una respuesta en
amplitud grande, el cual se sittia fuera del rango principal de sincronizacion, y es debido al fuerte
acoplamiento entre la vibracion de la estructura en la direccion del flujo y la vibracion en la
direccion transversal. La frecuencia de la vibracion en la direccion del flujo de este modo de alta
velocidad es el doble de la frecuencia de la vibracidn transversal, también de acuerdo con resultados

experimentales.

Este trabajo ofrece nuevas oportunidades de validacion de las fuerzas inducidas por el
desprendimiento alternado de torbellinos calculadas por medio de la teoria de la mecanica de
fluidos computacional acoplada a un modelo estructural, asi como también de la respuesta
vibratoria de la estructura. Desde el punto de vista computacional resulta evidente la necesidad de

mejorar los codigos actuales, no solo aquellos basados en la mecanica de fluidos computacional
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sino también los modelos empiricos basados en datos experimentales. Los métodos numéricos de la
mecénica de fluidos computacional son especialmente interesantes debido a su potencial, junto con
los modelos estructurales de elementos finitos, para simular comportamientos reales de ciertos
elementos estructurales. Esto es una demanda del sector industrial (industria de la construccion, del

petréleo, energética, etc.) a fin de disefiar sistemas mas fiables y robustos.

En definitiva, se trata de una herramienta simplificada que reproduce cualitativamente y, en la
medida de lo posible, cuantitativamente el comportamiento de estructuras esbeltas sometidas a un
flujo de fluido. En los ejemplos planteados, el viento se ha modelado con un nimero relativamente
pequeio de planos de fluido y suficientemente espaciados entre si, ya que el modelo no contempla
los posibles fenomenos de transporte que pudieran ocurrir entre capas proximas de viento que
harian que los planos no pudiesen considerarse independientes. Los posibles efectos 3D que puedan

ocurrir en el borde del extremo libre de la estructura tampoco son captados con este modelo.

8.2. Lineas futuras

Dentro de las simplificaciones adoptadas, una primera linea de trabajo futuro estaria constituida

por la simulacion de diferentes estructuras y situaciones:
- Chimeneas con aletas longitudinales uniformes.
- Cables sometidos al viento o a corrientes.
- Tablero de un puente.
- Aerogenerador.
- Otras construcciones o edificios altos.
- Tuberias de transporte del petroleo desde el fondo del mar (risers).

- Interaccion entre dos o mas estructuras alineadas en la direccion del flujo, en la

direccion transversal o a tresbolillo.

- Incorporar a la simulacion modelos de dispositivos pasivos de absorcion de

vibraciones (TMD) en mastiles o chimeneas.

El método, tal y como esta planteado, exige gran capacidad de calculo, sobre todo en la

resolucién del fluido en cada plano. Estos calculos CFD son independientes en cada plano y podrian
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realizarse en ordenadores distintos, es decir, el método permite la paralelizacion. Para aprovechar

este aspecto computacional debe adaptarse adecuadamente el codigo.

Otra linea de trabajo tenderia a superar ciertas limitaciones de la herramienta numérica

planteada:

» Introducir la formulacion de grandes desplazamientos en el modelo estructural dado
que en el modo de vibracion a alta velocidad la amplitud del movimiento de la

estructura en la direccion del flujo y en la transversal es importante.
= Actualizar el esquema numérico de resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes.

= Estudiar la implementacion de un modelo de turbulencia que acompafie a las

ecuaciones de Navier-Stokes.

Aunque estas limitaciones fueran superadas, el modelo continuaria siendo simplificado en tanto
que el flujo de fluido se seguiria modelando con planos transversales a la estructura separados entre
si una cierta distancia. El modelo no podria capturar los posibles fendémenos de transporte entre las

capas de viento ni los efectos 3D en el borde extremo de la estructura.

Para solventar estas dificultades seria necesario recurrir a modelos 3D del problema de

interaccion fluido-estructura.
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Anexo A

Anexo A. Derivadas de los vectores unitarios
Derivadas de los vectores unitarios segun los ejes locales respecto a esos mismos ejes.

L. F B} . .
ie=0 jo=0 ka=0 iy=0 jo=—> in=0 jn=0kpy=0  (AD

)

-
ko=

ISERN]

Las expresiones de f,s y l;::s se obtienen con la ayuda de la Figura A.l. Asi, para una
pequeiiisima variacion As = a (s) A
k(s) =k (s + As)cos (A8) — 7 (s + As)sin (A0) = k (s + As) — j (s + As) A (A2)

donde se ha aproximado el seno por el angulo y el coseno por la unidad, habida cuenta que Af es

un angulo muy pequefio. Reordenando y dividiendo por As se obtiene

k(s+As)—k(s)  j(s+As)A0  j(s+ As)

= = A3
As a(s) Af a(s) (A.3)
Calculando el limite de la expresion (A.3) se llega finalmente a
b 7 - A - -
o F+ A —F(s) | JstAy) i) _J(s) a4
As—0 As As—0  a(s) ds a(s)
k(s + As) 7 .
k(s + As) R(s)
Superficie de
o referencia
J(s+ As)
Figura A.1.
Analogamente se tiene
7(s) =k (s+ As)sin (AB) + j (s + As) cos (A) = k (s + As) A + j (s + As) (A.5)
im Jj(s+ As) —j(s) ~ lim —k(s+ As) N dj(s) _ k(s) (A6)
As—0 As As—0  a(s) ds a(s)
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Anexo B. Derivadas de las componentes del radio vector

Derivadas de las componentes 7 (s) y ¢ (s) del radio vector & (s).

) rs(s) = ) (B.1)

En efecto, con referencia a la Figura A.2, donde C define la posicion del centro de esfuerzos

cortantes de la seccion

Superficie de

referencia
(s +ds)
Figura A.2.
se tiene

R=qj+rk (B.2)

dR .o L. LK L7
O g ATtk R, =qef — g~ +r k4L (B.3)

ds a a
R(s+ds) = R(s)+dR(s)= (q + (q,s + 2) ds) j+ (r + (7“75 — g) ds) k (B.4)

R(s+ds)— R(s) = ds = <q75+2) dsj + (7"75— %) dsk = dsj
j— (q,ﬁg)s:ds:sq,s:l—g (B.5)

k— (rs—g)dSZO:hS:g
a a

)
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Anexo C. Centro de esfuerzos cortantes y area sectorial

Obtencidn del centro de esfuerzos cortantes y del area sectorial en secciones de pared delgada.

Para el célculo del centro de esfuerzos cortantes y del area sectorial se tendra en cuenta el
espesor de la seccion. El elemento diferencial de area se ha representado en la Figura A.3 y estd

definido por la expresion

dA = (1 + g) dnds = pdnds ~ n € [—e/2,e/2] (C.1)

dA = dnds’

dA = dnds' (n)
ds' (n)|,—o = ds

/
ds _ds'(n) ., _atn,

a a+n a

dA = pdnds

Figura A.3.

La siguiente expresion permite calcular el centro de esfuerzos cortantes C, y el area sectorial

principal de la seccion wp (n, s), a partir de un polo A

wp (n7 5) =wAa (S) - wzo4 — ngA (S) +zcy (nv S) —Yyc = (TL, S) (C2)

siendo yc v z¢ las coordenadas del centro de esfuerzos cortantes respecto del polo 4.

Para un tramo genérico k se tiene

W (8) = /0 T4 (8) ds — gy iy (5) (C3)

5 ds
g (k) (8)_/0 e)

We(k (8) = Py sy (8)

siendo

(C4)
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Por otro lado, el vector p se obtiene a partir de la siguiente expresion

p=2a"10= {p(i)} (C.5)
siendo
{2} el vector de areas encerradas por la linea media de la seccion

aj; la matriz de coeficientes, definidos como sigue
N / ds / ds C6
- s —
T Jooy e (9) 7 e, e(s) (€6)

0f); define el conjunto de tramos que constituyen el contorno de la célula i-ésima

donde

I';; representa el tramo que separa las células i-ésima y j-ésima

a1 —og2 0 0 0
| a2 ax —az 00
4= 0 —oe3 a3z —az O €7
La constante torsional de la seccion es
J=J+JV (C.8)
siendo
JC = 40710 (C9)
1ol
JV = 3 Z/ (e; (s)) ds (C.10)
i=1 70

n" el namero de voladizos

Una vez obtenido wy (s), la constante w) se obtiene imponiendo la condicién de que la

distribucion de las tensiones normales es autoequilibrada
/ wp (n,s)dA =0 (C.11)
A
De forma que se obtiene la siguiente expresion para su calculo

S S re/2
/0 wa (s)e(s) ds—/o /_E/anA(s)udnds} (C.12)

WY =
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Con lo indicado hasta aqui se habria obtenido el término wy (s) — w4 — nga (s) del 4rea

sectorial principal, por lo que el siguiente paso sera el calculo del centro de esfuerzos cortantes.

Para ello se utilizan las siguientes condiciones estaticas

/ e (s 5) wp (1, 5)dA = / Yo (.5) (w0a (5) — ) — nqa () dA + 20L, —yel,. =0 (C.13)
A A

/zGe (n,s)wp (n,s)dA = /Z(;'e (n, s) (wA (5) —wG —nga (s)) dA + zoly, —ycly, =0 (C.14)
A A

Si se definen los productos de inercia sectoriales de la seccion transversal referidos al polo

como

Iy, = /AzGe (n,s) (wA (5) — w9 — nga (s)) dA

(C.15)
Faos = [ w60 (n.9) (0 (5) = 5§ = g (5)) dA
A
la resolucion del sistema anterior conduce a

Llyo, — Tyzlowy Tylowy — Tyzlyw,
Yo = ZC == C.16
LI — 12 I,L. — I2. (C.16)

Obtenido el centro de esfuerzos cortantes, el area sectorial principal de la seccion es

wp (n,8) = wa (5) — W —nga (s) + zc y (n,5) — yo z (n, s) (C.17)

Notese que g4 (s) es la componente tangencial del radio vector respecto del polo. Por lo tanto,

desde el centro de esfuerzos cortantes se tiene
wp (n,8) =w(s) —w® +ngq(s) (C.18)

El modulo de alabeo de la seccion se obtiene a partir de la siguiente formula

IA:/A(WP (n,s))* dA (C.19)
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Anexo D. Ecuaciones de compatibilidad de una lamina

Determinacion de las ecuaciones de compatibilidad en la [dmina de Love-Kirchhoff.

Con referencia a la Figura A .4

AB = dai AC = ds'y AD = dnk (D.1)

- B(zx + dx,n,s")
~

~
\w
Figura A 4.

Dado que el desplazamiento del punto A viene dado por

AA = (u0 4 mapy) T+ (o0 + napy) T+ o0F (D2)

el de los puntos B, C'y D sera

B—>B’ = (u0 + ny + (uom + m/}m,z) d:c) i+

) B (D.3)
+ (v? + ns + (Ugw + nws,m) dac) 7+ (vg + vg,zdx) k
p 0 1 0 1z
CC' = (u +n, + ; (u7$ + mﬁz,s) ds |1+
, o , 0y (D.4)
+ (v? + nabs 4 — (v?s 4y nws,s> ds’) i+ <v2 += <vg R ns> ds’) k
n ’ a o ’ a a
! 0 = 0 = 07,
DD’ = (u” + nipy + Ypdn) i + (v) + nos + Ysdn) j + vpk (D.5)

donde p se ha obtenido de la siguiente forma (Figura A.5)
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O
Figura A.5.

dA =dnds' (n) ds'(n)|,_,=ds

/
@:ds (’I’L) — ds' =
a a+n a

a-+n

ds

ds' = (1-1—%) ds = pds

A partir de la Figura A.6 se llega a las siguientes relaciones

_— —

AB + BB = AB' —
= A'B'= AB+ BB’ — AA'

A'B' + AA = AB'

—

AB = (1 4+ + nibey) dai + (00, + nips ) daj + 00 dak

—

Alc/ —

236

— —_— —
AC+CC" = ACY

- —_— — —
— s = A'C" = AC + CC' — AA
A'C"+ AA = ACY

1

a

1 v) P -
+ M (vgvs — Zt — ns> ds'k

—_ g —_
AD+ DD' = AD’

_  — N :>A/D/ZJTD+D—)D/*Z/?
A'D' + AA" = AD'

. . . .
A'D' = 1) dni + sdnj + dnk

- 1 UO -
M ( ?s + g s) ds'i + (1 + p (vgs + Zn + nw878)> ds'y +

(D.6)

(D.7)

(D.8)

(D.9)

(D.10)
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Figura A.6.

Por lo tanto, el tensor de deformaciones, en términos de ecuaciones de compatibilidad en

coordenadas locales, es
0 1 0 1 0 1 0
ul, + 1y o 3 (v + ¥a) 3 Ve + sz + m () + mapy,s)
. 1 11 o)
{e"(z,n,8)} = ) (Vng + ¥ 0 25 (7’2,5 ;t + 7/Js> (D.11)
1 1 11 o) 1 o
1 <’U?z + sz + m (u?S + 711&113)) o <v2,s — (—Lt + 1/)3> m (vgs + 7” + m/)s,z>

2
donde se ha usado la notacion tensorial para indicar las derivaciones.

Alternativamente, teniendo presente que en una lamina de Love-Kirchhoff no se produce

deformacion por cortante (w, = 0, ws = 0) el campo de deformaciones también se puede expresar

en funcion de las nuevas deformaciones generalizadas €., Kz,

€ss T NK

* * EL EEE] .
Eye = Exz + NKag €as = . Epmn =0

(D.12)

Exs + NKgs " 1
- S =w, =0 Vo = —wWs =0

*
'y{ES = Esx + NKsg + u rn

Si la ecuacion (D.12) se particulariza para la superficie de referencia de la lamina (basta hacer

n = 0), las componentes €., y €55 aparecen como los alargamientos unitarios de la superficie de

referencia en las direcciones coordenadas, v ;s = €sp + €5 proporciona la variacion angular

registrada por las mismas.

Deformaciones generalizadas de membrana
0 up 0 0
s T — Yzs = V¢ o + U s (D13)

0 —
= Ut,

oz = Uy Ess
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Deformaciones generalizadas de flexion
Rge = ww7w Rgs = wazs Rsx = Q;Z]s,w Rss = 7st,s (D.14)

Teniendo en cuenta que en la teoria clasica de laminas se suele admitir que el escalar

w = (14 n/a) vale aproximadamente la unidad, la ecuacion (D.11) queda de la siguiente forma

1 1
w0, + Nty e 3 (1)271. + 1) 3 (vgl. +ntpsp + (u?5 +ipgs))
1,5 1/, oY
{E* (LU,TL,S)} = 5 (Un«,m'i'wJ) 0 5 Un,s - ;J’_wg (DIS)
1 1 o) 0
3 (vgz + nips p + (u?s + mﬂz,s)) 3 (1)2’3 — Zt + 1[15> (1)25 + f + mﬂs,l)

que, a su vez, puede expresarse como suma de la matriz {¢}, la cual recoge las deformaciones de los
puntos de coordenadas (x, 0, s) correspondientes al plano medio, y las deformaciones que resultan
de multiplicar por la coordenada n (del punto en el que se calculan las deformaciones) la matriz {}

de curvaturas del plano medio en el punto (x, 0, s).

{e*} = {e} + n{x} (D.16)
siendo
Uy 3 (vha +¥2) 3 (Wl + i)
{e} ={e(@,0,5)) = | 2 (na+e) 0 2 (U%s —%4 ws) (D.17)
Ph+ofs) F(u0.-%4u)  (uh+%)
waz,x 0 % (ws,x + wx,s)
{k} ={K(x,0,9)} = 0 0 0 (D.18)

% ('lzzjs,z + wr,s) 0 Q;Z]s,s

Las variables cinematicas de los puntos del plano medio determinan por si solas la cinematica

de la lamina.
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Anexo E. Ecuaciones de equilibro de una lamina

Deduccion de las ecuaciones de equilibrio de una lamina.

Se parte de un elemento diferencial dx ds dn (Figura A.7)

Onn + Oppndn

Tns T Tnsndn
Tna + an,ndn

Tan + TondT

Opa + Ogg 2dT

Ton + Ton,sdS

Oss + Oss,5ds

Tow + Toz,sdS

S
Tas + TusxdT

Figura A.7.

Puesto que el elemento diferencial debe estar en equilibrio, se tiene

g (am;—k szj + TME> dzx| dsdn + g (TSI;-I- assj + TsnE> ds| dxdn+
or Js

0 - - = B B .
+ [8n (Tnx’l + Tns) + Unnk) dn} dxds + [pxz + ps] + pnk} dxdsdn =0

donde p; son fuerzas por unidad de volumen.
Planteando el equilibrio segun los ejes O'x, O's 'y O'n se obtiene respectivamente

Ozza T Tsz,s + Tnan + Pz = 0

Tsn
Trsae + Oss,s + o + Thsn + Ps = 0

Oss
Teng T Ten,s — a + Opnn + P = 0

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)
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Figura A.8.

Fuerzas por unidad de longitud

A partir de la ecuacion (E.2) se tiene

e/2 o e/2 o e/2 o e/2
/ — O dn + / —Tezdn + / —Tpzdn + / pzdn =0
—e/2 Ox —e/2 Js —e/2 on —e/2

Admitiendo las siguientes definiciones (Figura A.8)

e/2
Nyw = / Ozzdn
—e/2

e/2
Ny = / Tsadn = Ngg
—e/2
e/2 e/2 e/2
fo= / dTm—l—/ Pzdn = Tpg (€/2) — The (—e/2) —|—/ pzdn
—e/2 —e/2 —e/2
se obtiene

Nmﬁ,m + Na:s,s + fx =0

Procediendo de forma analoga con la ecuacion (E.3)

e/2 e/2 e/2 e/2 e/2
/ ﬁTde’I’L +/ gossdn +/ B—ndn +/ ngsdn + / psdn =0
—e/2 6!17 —e/2 68 —e/2 a —e/2 an 76/2

y admitiendo las siguientes definiciones (Figura A.8)
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e/2
Nss = / Ussdn
—e/2

e/2
N, = / Tsndn
—e/2

e/2 e/2 e/2
fs = / dTns“‘/ psdn = Tps (6/2) — Tns (_6/2) + / psdn

—e/2 —e/2 —e/2

se llega a
N,
Nxs,:z: + Nss,s + % + fs =0

Finalmente, para la ecuacion (E.4)

e/2 e/2 e/2 e/2 e/2
/ ngndn + / 2Tsndn — / Tss dn + / 3O'nndn + / pﬂdn =0
—e/2 Ox —e/2 ds —e/2 @ —e/2 on —e/2

Admitiendo las siguientes definiciones (Figura A.8)
e/2
Nyn :/ Tandn
—e/2
e/2 e/2 e/2
o= / dann+/ pndn = oy (€/2) — opp (—e/2) +/ Pndn

—e/2 —e/2 —e/2

se obtiene

N,
Na?n,x +Nsn,s - ;S + fn =0

Momentos por unidad de longitud

A partir de la ecuacion (E.2)

e/2 e/2 e/2 e/2
/ 00z ndn + / 075z ndn + / O ndn + / pendn =
—e/2 8213 —e/2 88 _

Teniendo en cuenta que

e/2 e/2 e/2
/ Ona ndn = / E (Than) dn — / Tandn
—e/2 an —e/2 on —e/2

(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.15)

(E.16)

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E.20)
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la ecuacion (E.19) se transforma en

e/2 e/2 e/2 e/2 e/2
00 1 OTgy 0 _
/ Wndn + / s ndn + / n (Tnzn) dn — / Tendn + / pzndn =0
—e/2 —e/2 —e/2 —e/2 —e/2

Admitiendo las siguientes definiciones (Figura A.8)

e/2
My, = / Ozxndn
—e/2

e/2
M, = / Tesndn = M,

—e/2
e/2 ) e/2 e/2 e/2
my = / — (Tpen) dn + / pzndn = / d (Tpzn) + / pzndn =
—e/2 on —e/2 —e/2 —e/2
e e/2
=3 [Tna (€/2) + Tna (—e/2)] —|—/ pandn
—e/2

se obtiene
Mazw,z + Mms,s - N:En +mg =0

Procediendo de forma analoga respecto a la ecuacion (E.3)

e/2 e/2 e/2 e/2 e/2
/ O ndn + / 05 ndn + / @ndn + / Ons ndn + / psndn =0
—e/2 Ox —e/2 Os —e/2 @ —e/2 an

Teniendo en cuenta que

e/2 e/2 e/2
/ Ons ndn = / 9 (Tnsn) dn — / Tendn
—e/2 on —e/2 on —e/2
la ecuacion (E.19) se transforma en

e/2 e/2 e/2 e/2
/ O ndn + / 9055 ndn + / Ton pdn + / 9 (Tnsn) dn —

e/2 Ox —e/2 Os —e/2 @ —e/2 on
e/2 e/2
—/ Tnsdn—{—/ psndn =0
—e/2 —e/2

Admitiendo las siguientes definiciones (Figura A.8)

e/2
My, = / Ossndn
—e/2
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3/2 6 6/2 5/2 6/2
mg = / a. (Tnsn) dn + / psndn = / d (Tnsn) + / psndn =

—e/2 on —e/2 —e/2 —e/2
e e/2
= = [Tns (€/2) + Tns (—e/2)] +/ psndn
2 —e/2
y que
e/2
/ Tnpdn =0 (Fn || )
—e/2 a
se obtiene

st,:z: + Mss,s — Ngp +ms =0

En definitiva, las ecuaciones de equilibrio de un elemento diferencial de lamina son

Nrr,r + Nrs,s + f:z: =0

N,
sn+f$:0

Na:s,x + Nss,s + T

Nss
an,r+Nsn,s_ +fn:0
a

Mxx,:z: + Mx&s — Ny +my =0
st,x + Mss7s — Ngp +ms =0

(E.30)

(E.31)

(E.32)

(E.33)

243






Anexo F

Anexo F. Ecuaciones de comportamiento de un laminado

Deduccion de las ecuaciones de comportamiento de un laminado.

Ademas del sistema de referencia O’xns se define el sistema de coordenadas cartesianas 0’123,
en el cual la direccion 1 coincide con la direccion de la fibra y las direcciones 2 y 3 son

perpendiculares a la direccidon de la misma segliin se muestra en la Figura A.9.

Figura A.9.

La matriz de rigidez de una ldmina de material compuesto ortétropa bajo un estado de tension

plana (o3 = 113 = T93 = 0) tiene la siguiente forma

o1 Qu Q12 0 €1
o2 p=| Qa Q2 0 €2 (F.1)
T2 0 0 Qes Y12

{o} = QI {e}h (F.2)

Para llevar acabo el calculo de una estructura constituida por materiales compuestos se requiere
una caracterizacion del material siguiendo la normativa correspondiente. En general, los
coeficientes de la ecuacion (F.1) no se pueden medir directamente en un laboratorio. Por otro lado,
las constantes que pueden ser mediadas en un laboratorio se denominan constantes ingenieriles y
son, entre otras, el médulo de Young, el mdédulo de cortadura y el coeficiente de Poisson. Esto hace
necesario introducir la matriz de flexibilidad, en la cual se pueden expresar sus términos en funcion
de dichas constantes ingenieriles de la forma que se indica a continuacion. La relacion matricial
deformacion-tension (matriz de flexibilidad) de una lamina ortotropa esta representada por la

siguiente expresion
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€1 Si1 S22 0 o1
£9 = 521 522 0 g9 (F.3)
Y12 0 0 Ses T12
donde
1 V12
= — S = ——
S 12 i
Soy = Va1 Soo — i F4
2= 2=7 (F.4)
1
Gon —
6= G,

Las constantes ingenieriles F; y FEo son los moédulos de Young segun las direcciones
coordenadas. Ej es el médulo axial (direccion de la fibra) y F2 es mdédulo en la direccion
transversal. Respecto a los coeficientes de Poisson v;;, el primer subindice se refiere a la direccion

en la cual se aplica la tension y el segundo subindice corresponde a la direccidon asociada a la

deformacion lateral. E1 modulo de cortadura G, se define para tensiones tangenciales actuando en

el plano ¢ — j. Para una ldmina de material compuesto unidireccional, G2 es el moddulo de

cortadura axial en el plano ortogonal que contiene a las fibras.

Para expresar la ecuacion (F.1) en el sistema de referencia O’zns es necesario hacer una

transformacion de coordenadas (Figura A.10).
= vector de tensiones:
{o}, = [N]{o}, (F.5)
donde la matriz de transformacion [T7] es

m?  n? 2mn
1] = n?  m?  —2mn (F.6)

—mn mn m2—n2

= vector de deformaciones

{eh = [T2]{e}, (F.7)
donde la matriz de transformacion [T3) es

m2 n2 mn

[T] = n? m? —mn (F.8)

—2mn  2mn m?2—n?
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1 m = cos(6)
n = sin(6)

Figura A.10.

Manipulando adecuadamente las expresiones anteriores se tiene

{0}, =[] [QI[T2] {e), (F.9)

La ecuacion (F.9) se puede reescribir como

{0}, = [Q] {¢}, (F.10)
Oz Qll QIQ Q16 Exx
oss 0= | Q2 Q2 Q% Ess (F.11)
Tas Q6 Q2 Qes Vs
donde la matriz [Q] es
Q] = 1]~ Q] [T2] (F.12)

Los términos );; de esta matriz se determinan a partir de las ecuaciones (F.6), (F.8) y (F.12)

Q11 = m*'Qu1 + 2m*n? (Q12 4 2Q¢6) + 1" Q22

Q12 = m*n? (Q11 + Q22 — 4Qes) + (m* + n*) Q12

Q16 = mn [m? (Q11 — Q12 — 2Qe6) + n* (Q12 — Q22 + 2Q6) |
Q22 = n*Qu1 + 2m*n” (Q12 + 2Qe6) + n* Qa2

Q26 = mn [n? (Qu1 — Q12 — 2Qe6) + m? (Q12 — Q22 + 2Qss)
Qa1 = m*Qus + n*Qss

Qa5 = mn (Qs5 — Qua)

Q55 = n*Qua + M*Qs5

(F.13)

Una lamina de material compuesto presenta espesores muy bajos (0.1 mm a 1.5 mm). Por lo
tanto, practicamente en la totalidad de los casos de estructuras de materiales compuestos, la [dmina

estd integrada en un laminado constituido en general por IV laminas (Figura A.11).
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| n

1
e/2 - ng
S
- i et |
—e/2 k ny
KR N

Figura A.11.

Se adoptan las siguientes hipdtesis (teoria clasica de laminas)

* El laminado esté constituido por un nimero finito de ldminas perfectamente unidas.

= (Cada lamina es un material homogéneo con propiedades efectivas conocidas.

» Las laminas individuales pueden ser isotropas, ortotropas o transversalmente isotropas.

= En cada ldmina se asume estado de tension plana.

= El laminado se deforma de acuerdo a la teoria de Love-Kirchhoff.

El campo de deformaciones de una ldmina bajo estas hipotesis es

{e}, = {ehp + s},

*

€II Exx
* —

688 - Ess
*

Vs Yas

La tension para cualquier cota-n puede ser determinada sustituyendo (F.14) en (F.10)

K/I{E
+n Kgs
K‘Is

{o}, = [Q]" {e*}, = [Q)" {e} + n [Q]" {x}

(F.14)

(F.15)

(F.16)

En la Figura A.12 se muestran los sentidos positivos de los esfuerzos aplicados en un elemento

diferencial de lamina. Las fuerzas por unidad de longitud N,, Ngs y Nys se definen de la siguiente

manera
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—e/2
e/2
Ny, = / 05 dn (F.17)
—e/2
e/2
Ny = / Trs AN
—e/2

Figura A.12.

Las ecuaciones (F.17) se pueden expresar en forma condensada
e/2
{N} = / {o}dn (F.18)
—e/2
Combinando las ecuaciones (F.16) y (F.18)
e/2 & e/2 -k
= [ @) epn s / n Q] {x},dn (F.19)

—e —e/2

Teniendo en cuenta que {¢} y {x} son independientes de la coordenada n, la integral sobre el
espesor del laminado se puede sustituir por un sumatorio de integrales sobre el espesor de cada una

de las laminas que constituyen el laminado, entonces

N N _ N s _
(N} =3 ( / [@}’“dn) b+ ( / n [@}kdn) {r}, (F.20)
k=1 k—1 k=1 k—1

Esta ecuacion se puede reescribir de la siguiente manera
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{N} = [Al{e} + [B] {r} (F.21)
donde
Nk
[A] = k; Q] (n — ng—1) (F.22)
1 N oAtk
[Bl=3 % [Q]" (nf —ni_y) (F.23)

Respecto a los momentos por unidad de longitud M,,, Mss y M, éstos se definen de la

siguiente forma (Figura A.12)

e/2
M., = / Ogzn dn
—e/2
e/2
Mg = / ogsndn (F.24)
—e/2
e/2
M, = / TesT dN
—e/2
En forma condensada
e/2
{M} = / {o}ndn (F.25)
—e/2

Combinando las ecuaciones (F.16) y (F.25) se obtiene la siguiente expresion para los momentos

por unidad de longitud

{M} = [B]{e} + [D] {x} (F.26)
donde
Lo ko3 3
[D] = 3 Z [Q]" (ni — nig_1) (F.27)
k=1

Las ecuaciones (F.21) y (F.26) pueden combinarse para obtener la ecuacion fundamental de la

teoria de materiales laminados

{J\]\;}:[gg“i} (F.28)

Esta ecuacion se puede expresar en su forma expandida
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=

A1
Ago

Ao

Bas

Bog

Ass
A

Asge

Bog

Beg

Bia

Big

D12

D¢

B
Bas

Bog

Do

Dog

Big
Bag

Bes

Dog

Dge

(F.29)
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Anexo G. Ejemplos. Modelo de Barras

Se presentan dos ejemplos que ilustran la aplicabilidad de la técnica descrita en el Capitulo 3.
En el primero se analizan dos secciones abiertas, una en doble T y otra en T, y el segundo se dedica

al estudio de una seccion en cajon bajo dos configuraciones de laminado diferentes, CUS y CAS.

G.1. Ejemplo 1. Seccion en doble Ty en T

La primera parte de este problema consiste en el estudio de una barra en voladizo de seccion
como la representada en la Figura A.13.a, cuyo extremo no empotrado tiene impedidos los
desplazamientos de alabeo, aunque puede sufrir desplazamientos no axiles, incluidos giros por
torsion. Estas condiciones cinemadticas suelen darse, por ejemplo, en determinadas palas de
helicopteros, donde secciones como la representada en la mencionada Figura A.13.a constituyen el
cuerpo resistente del elemento estructural ligero que une la pala al rotor. A efectos de comparacion
de algunos de los resultados presentados con los obtenidos por otros autores, se ha adoptado el
sistema anglosajon de unidades, siendo la longitud de la pieza 30 in. Las dimensiones de la seccion
y los valores de las constantes elasticas del material (AS4/3501-6 grafito/epoxy) se especifican en la
Tabla A.1. En cuanto a la orientacion de las fibras de las laminas se refiere, los casos estudiados son
los sefialados en la Figura A.13.a, donde puede observarse que en el alma se disponen laminas

intercaladas con fibras orientadas a 0° y 90°, respectivamente.

z z
| b |
h 0
© Y h—e Y
b 1
Esquema de laminado: Esquema de laminado:
Alas: [(0/90)s/(90/0) /6] Alas: [(0/90)s/(90/0) /6]
Alma: [(0/90)2] @ Alma: [(0/90)2]s (b)

Figura A.13. Secciones consideradas en el Ejemplo 1
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Caracteristica Valor
En 141.9 GPa (20.59 10° psi)
Ex 9.78 GPa (1.42 10° psi)
G1o 6.13 GPa (0.89 10° psi)
V12 0.42
Espesor de lamina (e) 0.127 mm (0.005 in)
Canto (h) 12.7 mm (0.5 in)
Ancho (b) 254 mm (1 in)
Longitud de la barra (L) 762.12 mm (30 in)

Tabla A.1. Propiedades elésticas y geométricas del Ejemplo 1

Con objeto de caracterizar los acoplamientos elasticos, se han considerado dos estados de carga
simples. El primero consiste en una carga unitaria concentrada normal a la directriz y el segundo

con s6lo un momento torsor de valor unidad, estando ambas cargas aplicadas en la seccion extrema

no empotrada.

Se comenzard exponiendo los resultados conseguidos para la seccién en doble T (Figura
A.13.a). En la Figura A.14 se muestra la variacion del giro por flexion cuando se dispone una
configuracion simétrica del laminado con fibras orientadas a 15° y se aplica una carga normal a la
directriz. Junto a ella se muestra la curva obtenida por Jung et al. [1], a la cual se ajusta

extraordinariamente, y los valores experimentales que derivan de los ensayos realizados por
Chandra y Chopra [2].

0.009

0.0075 - \
j— .
0.006 - .
—— Presente

0.0045 = Jung

B [rad]

+ Experimental
0.003 -

0.0015 ~

0 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura A.14. Giros de flexion (doble T)
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Los giros por torsion se muestran en la Figura A.15. Se aprecia que los resultados coinciden con
los deducidos por Jung ef al. [1]. Sin embargo, el estudio experimental arroja valores algo mayores
aunque en ambos casos siguen la misma evolucién. En cuanto a las magnitudes, se tiene que el del
giro inducido debido al acoplamiento flexidn-torsion, originado por la orientacion de las fibras y
por el cardcter simétrico de la configuracion del laminado, es del orden de diez veces menor que en

el problema de torsion.

0.30

0.25

0.20 A
—— Presente

0.15 4

@ [rad]

= Jung

+ Experimental
0.10 A

0.05 4

0.00

Figura A.15. Giros de torsion (doble T)

En la Figura A.16 y en la Figura A.17 se recogen la primera y la segunda derivada del giro
inducido, respectivamente. En el problema de flexion, el alabeo crece rapidamente desde el
empotramiento hasta la seccion situada aproximadamente a un tercio de la longitud de la barra, para
decrecer hasta anularse en el la seccion exterior donde se han restringido los desplazamientos
normales. Como es logico, éstos son mucho mayores cuando la barra es sometida a torsion,
resultando una ley simétrica como consecuencia de haber restringido los movimientos normales en
el extremo no empotrado y de que la ley de giros presenta simetria puntual respecto a la seccion

central de la pieza.

Por su parte, en ambos casos, el bimomento decae desde el empotramiento hasta anularse en la
seccion donde el alabeo es maximo, con el consiguiente cambio de signo que afecta al resto de la
pieza (Figura A.17). En consonancia con los resultados anteriores, la magnitud bimomento es
menor en el problema de torsion inducida por flexion que en el de torsion, presentando simetria
puntual en este caso la curva que lo define. El cambio de signo del mismo refleja un

comportamiento cualitativo diferente respecto a la flexion local de las alas.
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En la Figura A.18 se ha representado el valor del bimomento en el empotramiento para distintas
orientaciones de las fibras del laminado cuando la barra estd sometida a torsion y se permite el
alabeo de la seccion exterior. Se aprecia que la seccion debe desarrollar mayores tensiones normales
para hacer efectiva la restriccion al alabeo cuando las fibras se orientan a 0° y que el material debe
esforzarse menos a medida que va aumentando la inclinaciéon de las fibras. A 45° se tiene un

minimo relativo y para inclinaciones mayores vuelve a crecer el bimomento. Esta conclusion es

0.012

0.010

0.008 -

0.006 -

¢ [rad/in)

0.004 -

0.002 -

AN
—

j |

0.000

5 10 15 20 25

x [in]

Figura A.16. Curvas de alabeo (doble T)

30

(D
\

AN

j |

5 10 15 20 25

Figura A.17. Curvas de bimomento (doble T)

valida también cuando la configuracioén del laminado es antisimétrica.

A fin de conocer la influencia de la rigidez torsional en las variables de disefio de este tipo de
barras, se ha estudiado también el caso en el que la seccion de la barra se obtiene eliminando el ala

inferior de la doble T (Figura A.13.b). En la Figura A.19 y en la Figura A.20 se muestran unas
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comparativas entre ambas secciones. En la primera se ha representado el giro por torsion para
distintos angulos de las fibras del laminado de las alas. Como puede apreciarse, en el perfil en T la
torsion es practicamente del tipo uniforme, mientras que para la doble T Ia torsion es del tipo no
uniforme. Como consecuencia de ello, la ley de alabeo presenta la forma que se indica en la Figura
A.20. Observando esta figura, junto con la anterior, se comprueba que el perfil en doble T trabaja

mejor a torsion, pues tanto el giro como el alabeo son mas pequeiios.

11

N
10 1
T y A
= 9 j \ ' o
= —e— C. Antisimétrica
2 —a— C. Simétrica
< &7
=
7 -
6 T T T T T
0 15 30 45 60 75 90
0[]
Figura A.18. Valor del bimomento en el empotramiento (doble T)
1.00
0.80 - N
0.60 \ —— T simple, ang=15°
T ' — T simple, ang=45°
\il o
= 0.40 1 —— Doble T, ang=15
—— Doble T, ang=45°
0.20 A
0-00 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
 [in]

Figura A.19. Comparativa de giros por torsién

Por tultimo, en la Figura A.21 y en la Figura A.22 se muestran, para el problema de torsiéon con
los desplazamientos normales impedidos en la seccién extrema libre y fibras orientadas a 15°, el
alabeo y el bimomento de la barra con seccion en T, respectivamente. Al igual que sucede con la
seccion en doble T, la ley que define el alabeo es simétrica y la del bimomento presenta simetria

puntal.
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258

¢ [rad/in]

0.035
0.030 - -
-
0.025 4 .
;‘ —— T simple, ang=15°
0.020 ’,?” 1 A T simple, ang=45°
0015 | 2 \ — Doble T, ang=15°
0.010 75 —— Doble T, ang=45
0.005 +
0.000 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
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Figura A.20. Comparativa del alabeo
0.035
0.030 -
= 0.025 4 [\
£ 1
< | ,
§ 0.020 d \
T‘ 0.015 -
<
0.010 4
0.005 4
0000 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
Figura A.21. Alabeo en el problema de torsion (seccion en T)
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0.04 -
1 A
< 0.02 | ] \
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23 -0.02
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Figura A.22. Bimomento en el problema de torsion (seccion en T)
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G.2. Ejemplo 2. Seccion en cajon

Como segundo ejemplo, a continuacion se estudia el comportamiento de una barra en voladizo
con seccion en cajon rectangular como la representada en la Figura A.14. Este tipo de seccion
también es ampliamente utilizada en la construccioén de palas de helicopteros. El estudio se realiza
tanto para la configuracion simétrica (CAS, Figura A.23.a), en la cual existe un acoplamiento
elastico flexion-torsion, como para la antisimétrica (CUS, Figura A.23.b), existiendo en este caso un

acoplamiento elastico axil-torsion.

Los valores de las constantes elasticas del material (AS4/3501-6 grafito/epoxy) se especifican
en la Tabla A.1. Las dimensiones de la seccion son canto h = 13.64 mm (0,537 in), ancho
b = 24.21 mm (0.953 in), espesor de ldmina ¢ = 0.127 mm (0.005 in) y longitud de la barra
L=762.12 mm (30 in).

/| P . A/ g
A

sb b
X
@ (b)
Caracteristicas del laminado
Paredes horizontales Paredes verticales
Configuracion Superior Inferior Izquierda Derecha
Simétrica [15]¢ [15]6 [15]¢ [15]¢
Antisimétrica [15]¢ [-15]6 [15/-15]6 [-15/15]6

Figura A.23. Secciones cajon correspondientes al Ejemplo 2

Con objeto de estudiar los acoplamientos eléasticos se han estudiado tres estados simples de
carga. En el primero de ellos se aplica una carga unitaria concentrada normal a la directriz de la
barra en su extremo libre. En el segundo, la carga se aplica en la misma seccion pero es paralela a
dicha directriz. Por ultimo, en el tercero se aplica un momento torsor, también de valor unidad y en

el extremo libre de la barra.
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G.2.1. Configuracion antisimétrica (CUS)

En la Figura A.24 se muestra la variacion del giro por torsién cuando se aplica el momento
torsor. Junto a ella se muestra la curva obtenida por Jung et al. [1], si bien se aprecia una pequefa
discrepancia, esta puede ser debida a la diferente forma del calculo del momento torsor de St.
Venant. También se han representado los valores experimentales aportados por Chandra et al. [3].

La forma de la curva pone de manifiesto que la torsion es practicamente del tipo uniforme.

0.004
0.003 4 j \/'\ .
. —— Presente
—_— [ ]
— Jun,
5 0.002 + - ® s
< o Testl
D) = Test2
0.001 4
-
0.000 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura A.24. Giro por torsion en el problema de torsion

El desplazamiento longitudinal originado como consecuencia de la carga de traccion aplicada
en el extremo libre se representa en la Figura A.25, donde también se ha representado el
desplazamiento longitudinal inducido por el acoplamiento elastico axil-torsién cuando se aplica el
momento torsor. Como se aprecia, un torsor positivo produce acortamientos en la barra.
Logicamente, este resultado depende de la orientacion de las fibras del laminado, llegando incluso a
invertirse cuando se aumenta el dngulo del mismo en 90°. Ademas, en el caso que nos ocupa, el
valor del acortamiento de la barra sometida a torsién es incluso cuatro veces mayor que el

alargamiento producido por la carga de traccion.

En la Figura A.26 se muestra el giro inducido como consecuencia de los acoplamientos
elasticos para el problema de traccion, asi como también los resultados experimentales obtenidos
por Chandra et al. [3] y la curva calculada a partir de la matriz de rigidez deducida por Jung et al.
[1] para este mismo problema. Se vuelve a apreciar una pequefia diferencia entre los resultados.
Asimismo, debido a la orientacion del laminado que se ha utilizado, una carga de traccion produce

giros negativos.
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Figura A.25. Comparativa de desplazamientos longitudinales
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Figura A.26. Giro por torsion en el problema de traccion
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—— Presente
— Jung

o Testl

= Test2

Finalmente, en la Figura A.27 se representan los desplazamientos de alabeo para los problemas

de torsion y de traccion. Dada la forma del giro alrededor del eje Oz de la barra, el alabeo es

constante a partir de una seccion muy proxima al empotramiento.

1.2E-4
1.0E-4
8.0E-5 1
6.0E-5 -
4.0E-5

¢ [rad/in]

2.0E-5 1
0.0E+0

A
\

AN

AN

-2.0E-5
0

T
5 10 15 20 25

Figura A.27. Comparativa del alabeo
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G.2.2. Configuracion simétrica (CAS)

En la Figura A.28 se muestra la variacion del giro por flexion alrededor del eje Oz, cuando la
barra es sometida a una carga unitaria normal a la directriz en el extremo libre. Se ha representado
también la curva obtenida por Jung et al. [1], asi como los resultados derivados de los ensayos
realizados por Chandra et al. [3]. La pequena discrepancia existente entre los resultados puede ser

debida a que en el presente andlisis no se ha considerado la deformacidn por cortante.

0.012
\ >
0.010 1 j .
0.008 +
§ —— Presente
<
. 0.006 - — Jung
Q
o Test
0.004 4
0.002 4
0.000 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura A.28. Giro por flexion en el problema de flexion

Como consecuencia del acoplamiento elastico existente para esta configuracion, se produce un
giro inducido alrededor del eje Oz, el cual se ha representado en la Figura A.29. Junto a la curva se
ha representado la obtenida por Jung et al. [1] y los resultados derivados de los ensayos realizados
por Chandra et al. [3], apreciandose una pequeia diferencia en los resultados, debido posiblemente

a la diferencia en el calculo del momento torsor uniforme.

0.012

0.010 - \
i— .
? 0.008 4 i —— Presente

& 0.006 — Jung
< o Test
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Figura A.29. Giro por torsion en el problema de flexion
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En la Figura A.30 se muestra el giro por torsion para el problema de torsion. Junto a la curva se
han representado los resultados obtenidos experimentalmente por Chandra et al. [3], observandose

una buena correlacion entre los resultados. Se puede ver como la torsion es del tipo uniforme

practicamente.
0.0025
0.002 -
jl (\ ’
? 0.0015 -| s
&, —— Presente
<
L3
0.001 - ¢ Test
0.0005 -
L
0 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Figura A.30. Giro por torsion en el problema de torsion

Debido al acoplamiento elastico caracteristico de este tipo de configuraciones, en el problema
de torsion se ocasiona un giro inducido alrededor del eje Oz. Esta ley de giros se muestra en la
Figura A.31 asi como también los resultados experimentales de Chandra et al. [3], poniéndose de

manifiesto de nuevo una buena correlacion entre los resultados.
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Figura A.31. Giro por flexion en el problema de torsion
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Para finalizar, en la Figura A.32 se ha representado el alabeo para los problemas de torsion y de
flexién. El alabeo debido al momento torsor crece rapidamente para alcanzar un valor conste en una
seccion proxima al empotramiento, sin embargo, el alabeo inducido originado por la carga de
flexidn crece rapidamente hasta alcanzar su valor maximo (mayor que el debido al momento torsor)

en las proximidades del empotramiento, para posteriormente decrecer hasta hacerse practicamente

nulo en el extremo libre.
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Figura A.32. Giro por flexion en el problema de torsién

264



Anexo H

Anexo H. Filosofia de implementacion. Nucleo de resolucion

A continuaciéon se muestra una breve descripcion del papel de cada uno de los objetos que

constituyen el nicleo de resolucion.

H.1. Esquema

En la introduccion del Capitulo 4 se explicd a grandes rasgos el problema y se hizo un breve
comentario sobre los motivos que han llevado a un disefio como el que se expone a continuacion. Se
pretende describir el uso de la clase “esquema” aportando ejemplos para una mejor comprension de

la misma.

La discretizacion espacial de un determinado problema fisico se considera realizada una vez
que el dominio es discretizado utilizando una formulaciéon de elementos finitos adecuada. En
muchos casos la discretizacion del dominio del tiempo esta claramente separada de la discretizacion
del dominio espacial. En este planteamiento, el elemento describe el problema espacial y el

esquema facilita la implementacion del método de integracion en el tiempo.

La mejor manera de describir el papel que desarrolla esta clase es a través de unos ejemplos, en
concreto, la implementacion de un esquema predictor-corrector estatico y del esquema de

Newmark.

H.1.1. Esquema predictor-corrector estiatico

En este caso el problema es puramente espacial. El esquema consigue de cada elemento la
matriz de rigidez StiffnessMatrix, y el vector de residuos ResidualVector, y los devuelve sin
modificarlos. Las funciones clave de este esquema son

»  Predict(...)

Xn+1 = Xn
*  CalculateSystemContributions(...)
LHSContribution = rCurrentElement—StiffnessMatrix(...)
RHSContribution = rCurrentElement— ResidualVector(...)
= Update(...)
i+1

xith =x!, +dx (dx obtenido de la solucion del sistema lineal)
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Surge la pregunta sobre “quién” pedird al esquema estas contribuciones del sistema. Esto se

mostrard mas adelante en la descripcion del BuilderAndSolver.

H.1.2. Esquema predictor-corrector de Newmark

Este segundo caso es ligeramente mas complejo. La dindmica se tiene en cuenta utilizando una
aproximacion implicita que conlleva una modificacion tanto del término de la parte izquierda (LHS,
Left Hand Side) como del término de la parte derecha (RHS, Right Hand Side) del problema.
Incluso si el sistema se resuelve solo para el campo de desplazamientos, la fase de actualizacion
implica la modificacién de su primera y segunda derivada en el tiempo. Por otro lado, no es
necesario hacer cambios en el elemento, el cual puede proporcionar sin modificacion alguna todos
los términos demandados.

= Predict(...)

Xptl = Xp + XAt
X = Xold
x=0

*  CalculateSystemContributions(...)

K = rCurrentElement—StiffnessMatrix(...)
M = rCurrentElement—MassMatrix(...)
C = rCurrentElement— DampMatrix(...)

b = rCurrentElement— ResidualVector(...)

LHSContribution = K + ﬁc + ﬁZtZ M

RHSContribution =b — Mx — Cx
= Update(...)

i+l i
X, =X,y tdx

i+l gl i+1 vy . At (v .
Xn%:M(XnE—Xn)—(ﬁ—l)Xn—2(5—2>Xn

it v i1 1 . v ..
K = g (48 = x0) = % (g5 1) %

Se observa facilmente que el mismo interfaz permite la descripcion del comportamiento estatico

y dindmico, constituyendo la base de la definicion de la clase esquema.
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Los ejemplos propuestos son simples pero dan una idea sobre la filosofia del planteamiento. El
esquema constituye una “capa” entre la etapa de ensamblaje y el nivel elemental en el cual la
dinamica esta involucrada. Por lo tanto, el esquema debe combinar las contribuciones a nivel de
elemento para permitir la aplicacion de un método iterativo general. Los ejemplos mostrados

proporcionan una idea de como pueden ser tratados problemas de mayor complejidad.

H.2. Ensamblador-Solver (BuilderAndSolver)

BuilderAndSolver es el objeto encargado de llevar a cabo todas las operaciones de ensamblaje
asi como la inversion del sistema lineal resultante. El hecho de agrupar conjuntamente la resolucién
y la etapa de ensamblaje se hizo con objeto de permitir, en un futuro, la paralelizacién del codigo, la

cual deberia implicar tanto la resolucion del sistema lineal como la fase de ensamblaje.

Debido a sus caracteristicas, BuilderAndSolver lleva asociadas las etapas de mayor coste
computacional del conjunto del proceso de resolucién. Esto claramente requiere ajustes a bajo nivel
para asegurar un rendimiento alto. Un usuario no avanzado no necesita saber los detalles de la
implementacion de esta clase, sin embargo, es necesario que conozca el papel que juega este objeto

dentro del codigo.

Es importante destacar que existen distintas posibilidades para llevar a cabo la etapa de
ensamblaje. El punto critico es que el mismo problema numérico se puede expresar en forma
“predictor-corrector” usando un residuo, o en forma “total” usando un enfoque basado en la
prescripcion de las cargas externas. Cuando el problema se expresa en la forma predictor-corrector,
las condiciones de Dirichlet se incluyen en el residuo implicitamente. Por otro lado, en el segundo
caso el objeto BuilderAndSolver se encarga de las condiciones de Dirichlet sobre los nodos fijos.
Los planteamientos ResidualBased proporcionan una “correccién” para una solucion predicha y los
ExtLoadBased devuelven la solucion total. El convenio establecido para dar nombre a los objetos de

esta clase tiene en cuenta esta diferencia.

Resulta util aportar algunos ejemplos de implementaciones para mostrar algunas de las opciones
disponibles en el codigo. En lo siguiente se considerara un sistema que tiene n grados de libertad

libres y IV grados de libertad totales.
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H.2.1. ResidualBasedElminationBuilderAndSolver

Este objeto estd disefiado para resolver problemas de la forma

[ BT i) ()Y -
[Ki] [Kq] {0} {-R}
El sistema lineal se resuelve obteniéndose una correccion que es aplicada en la etapa de

prediccion. Notar que esta correccion es 0 en los nodos donde la solucion estd prescrita como una

condicion de Dirichlet.

A continuacién se muestra una descripcion “simbolica” de las operaciones realizadas por las

funciones publicas

=  BuildLHS(...) devuelve
[A] = [[K]]

nxn
*  BuildLHS-CompleteOnFreeRows(...) devuelve la matriz rectangular
[A]=[ K] [Kd] ], v
»  BuildLHS-Complete(...) devuelve la matriz singular
K] [Kd

w1 K LM

= ApplyDirichletConditions() no hace nada, las condiciones de Dirichlet se tienen en cuenta
implicitamente en el residuo

= BuildRHS() ensambla el vector {b} a partir de las contribuciones elementales

»  CalculateReactions() calcula el vector de reacciones { —R} ensamblando las contribuciones

elementales

En este caso, las condiciones de contorno se imponen eliminando (en realidad no ensamblando)
los grados de libertad fijos, que es posiblemente la estrategia mas eficiente para problemas

incrementales (ResidualBased).

H.2.2. ExtLoadBasedElminationBuilderAndSolver

Este objeto realiza las operaciones de ensamblaje y de resolucion dado el vector de cargas
externas. En este caso, el sistema lineal se resuelve obteniéndose la solucion “total” en lugar de una

correccion como en el caso anterior.

En este caso el problema es de la siguiente forma
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[ [[II<<1]] %Ej ] { {xi::icr} }:{ {{fﬁ}} } (H.2)

Las operaciones realizadas por las funciones principales son

*  BuildLHS(...) devuelve

y construye dos matrices auxiliares
Ka] = [[Kd“nx(an)

B] = [ (K] [K2] ]y n

las cuales se almacenan internamente y se utilizaran mientras se aplican las condiciones de
contorno. La matriz [B] s6lo se calcula si se requiere el calculo de las reacciones.
*  BuildLHS-CompleteOnFreeRows(...) devuelve la matriz rectangular
[Al=[ K] [Kd ], v
*  BuildLHS-Complete(...) devuelve la matriz singular
(K] [Kd

WZM&]%JWN

= ApplyDirichletConditions() esta operacion asume que la matriz auxiliar [Kq4] ha sido
construida antes (de forma coherente con la matriz LHS) y devuelve
{b} = {feat} — [Ka] {Xprescr}
= BuildRHS() ensambla el vector {f¢,;}
*  CalculateReactions() calcula el vector de reacciones haciendo

w-m{ 0

{Xprescr}

Este planteamiento es muy eficiente, no obstante, al hacer uso de un cierto almacenamiento
interno resulta menos flexible que el anterior. Por otro lado, este planteamiento representa una
buena opcioén para problemas lineales, ya que permite imponer las condiciones fijas sobre el

término RHS de un modo muy eficiente (sin tener que volver a ensamblar la matriz del sistema).

H.2.3. ExtLoadBasedDiagonalSpring BuilderAndSolver

También son posibles otros planteamientos para problema descrito en el punto anterior, en
particular, resulta interesante evitar el almacenamiento interno. Una posible solucion (menos

precisa, pero eficaz) viene dada por el objeto ExtLoadBasedDiagonalSpring-BuilderAndSolver, el
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cual esta basado en la idea de aplicar muelles equivalentes a los nodos fijos. La ventaja de este
planteamiento radica en la posibilidad de manejar los contornos fijos sin requerir ningun tipo
almacenamiento interno. Esto supone una pérdida de exactitud en la solucion del sistema lineal y un

peor acondicionamiento de la matriz del sistema.

En este caso, la forma asumida para el problema es

[ K (< ] { ey } - { s } (H.3)

Las operaciones realizadas por las funciones principales son

BuildLHS(...) de vuelve la matriz singular
(K] [Kd

A= [ Ki] [Ko] :|N><N

*  BuildLHS-CompleteOnFreeRows(...) devuelve la matriz rectangular
[Al=[ K] [Kd ], . »
*  BuildLHS-Complete(...) funciona exactamente igual que la funcion BuildLHS(...)
*  ApplyDirichletConditions() esta funcién modifica los términos LHS y RHS afiadiendo un
“pivote diagonal” a la diagonal (sobre los nodos fijos) y sustituyendo la correspondiente

posicion del término RHS con el valor fijo del grado de libertad.

*  BuildRHS() ensambla el Vector{ {fewt} {frijor }T

*  CalculateReactions() calcula el vector de reacciones multiplicando la matriz del sistema por

el vector solucion

{ {{—Of}i} }: [ [[II<<1]] @ } { {xiiw} } (H4)

Este método resulta muy simple pero el tamafio del sistema que debe ser invertido es mayor que

en los otros casos.

H.3. La “estrategia”

La estrategia es el objeto en el que se implementa el “orden de las llamadas” a las diferentes
etapas de la resolucion del problema. Todo el sistema de matrices y vectores debe ser almacenado
en la estrategia, lo cual permite tratar con multiples términos LHS y RHS. Ejemplos triviales de
estrategias son la “estrategia lineal” y la “estrategia de Newton Raphson”. En problemas lineales la

implementacion depende del método usado en el ensamblaje (ResidualBased o ExtLoadBased), y en
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problemas no lineales el planteamiento se basa en el residuo. Los puntos claves en el disefio de la

estrategia son la flexibilidad y la capacidad de reutilizacion.

El interfaz basico, disponible directamente desde el archivo de entrada, viene dado por

Predict(...)

Solve(...)
IsConverged(...)
CalculateOutputData(...)

A continuacién se muestran algunas funciones

SetEchoLevel(int level) para fijar el comando “echo” facilitado por la estrategia

nivel = 0: en silencio...

- nivel = 1: impresion del tiempo e informaciones basicas

nivel = 2: impresion de datos del solver lineal

nivel = 3: impresion de informaciones de depuracion
SetRebuildLevel(int level) este flag proporciona informacion sobre la frecuencia con la que
la matriz del sistema tiene que ser ensamblada

- nivel = 0: construir la matriz de rigidez una vez

- nivel = 1: construir la matriz de rigidez al comienzo de cada paso de resolucion

- nivel = 2: construir la matriz de rigidez en cada iteracion
SetMoveMeshFlag(bool flag) le dice a la estrategia si es necesario o no actualizar la
posicion de los nodos de la malla. Se debe fijar en 1 para problemas estructurales o de
movimiento de malla, y en 0 para otros casos.
SetBuilderAndSolver(Pointer NewBuilderAndSolver) permite modificar el ensamblador y el

solver (para usuarios avanzados)

Este interfaz basico, complementado con otras funciones que se omiten aqui por brevedad,

puede ser usado como componente basico en el desarrollo de métodos de paso fraccionado. Esto se

puede realizar directamente desde el archivo de entrada definiendo adecuadamente las estrategias de

resolucion idéneas para cada una de las etapas, combinando, por ejemplo, fases de resolucion

lineales y no-lineales.

La implementacion de las estrategias de acoplamiento depende en gran medida de este

planteamiento.
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Anexo 1. Estudio de 1a malla

Respecto al ejemplo de la chimenea de 90 m estudiado en el Capitulo 7, a continuacion se

estudian otras mallas para el dominio del fluido.

En la Figura A.33 se muestran las caracteristicas de la geometria y del mallado de uno de los
planos de fluido considerados. Se suponen las mismas condiciones de contorno, tanto para la
estructura como para el fluido, que las utilizadas en el ejemplo de la chimenea. La malla de la
estructura también es la misma, siendo el coeficiente de proporcionalidad del amortiguamiento
estructural 0.75. Respecto al perfil de velocidades de entrada del viento, se ha supuesto el mismo

que el indicado en el ejemplo que nos ocupa.

U :: Fw
l
—_ 1
— |
- S
—\|r. O— I'q
:: ZQZFd/Q
- Ty
yL
X
«:’a\‘)

\\
'
’
-
PEES
’
[~
\\

detalle

Figura A.33. Detalle de la geometria y del mallado de un plano de fluido

En las figuras que se muestran a continuacion se ha representado la variacion en el tiempo de
los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la seccion de la chimenea situada a 90 m de altura
y con diametro de 2.2 m asi como también el andlisis FFT de la oscilacion del coeficiente de

sustentacion. El nimero de Reynolds en este caso es 1.84-10°,
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Malla 1. 9348 elementos

»  Seccion de didmetro 2.2 m »  Seccion de didmetro 3.1 m
Longitud [m] Tamario caracteristico [m)] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 I'y 128 a 3.20
ry 44 b 1.32 ry 64 b 1.92
Lh=1 13.2 S 0.60 L=l 19.2 S 0.80

Seccion de didmetro 4.1 m

Seccién de diametro 5.2 m

Longitud [m] Tamaflo caracteristico [m] Longitud [m)] Tamaflo caracteristico [m]
Iy 164 a 4.10 Iy 208 a 5.20
ry 82 b 2.46 I'g 104 b 3.12
Iy =13 24.6 S 1.00 I =13 312 S 1.40

Tabla A.2. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido para la malla 1

s
Qﬁ Oz AAAAAAAAAAAAA [«\ /A\/\{A\A " A P A a N
s MYVVVVVYVVVVVY VU VVVVVYVYVVVYVY

t[s]

Figura A.34. Oscilacion de los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la malla 1
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fr[Hz]

Figura A.35. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para la malla 1
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Malla 2. 12792 elementos

Seccion de didmetro 2.2 m »  Seccion de didmetro 3.1 m
Longitud [m] Tamario caracteristico [m)] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 I'y 128 a 3.20
ry 44 b 0.88 ry 64 b 1.28
Lh=1; 13.2 S 0.38 L=l 19.2 S 0.56
Seccion de diametro 4.1 m = Seccion de didmetro 5.2 m
Longitud [m] Tamaflo caracteristico [m] Longitud [m)] Tamaflo caracteristico [m]
r, 164 a 4.10 r, 208 a 5.20
ry 82 b 1.64 I'g 104 b 2.08
=13 24.6 S 0.72 I =13 31.2 S 0.91

Tabla A.3. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido para la malla 2

INAANAANAANANANANNANANANNANAANAANANAAANANANANAANANANAAAANANANANANANAANANANANNNAAAAN N

AAAAAAARAARAAAAARAAARAAANAAANDD

i os LAAAAAAR
S A AU LA UL A AR A A TR A

os U AR AT AR AN ARHARCATT N

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
t[s]

Figura A.36. Oscilacion de los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la malla 2
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Figura A.37. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para la malla 2
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Malla 3. 22236 elementos

Seccion de diametro 2.2 m

Seccion de diametro 3.1 m

Longitud [m] Tamario caracteristico [m)] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 I'y 128 a 3.20
Iy 44 b 0.44 I'y 64 b 0.64
Ii=1l3 13.2 S 0.38 i =13 19.2 S 0.56

Seccion de didmetro 4.1 m Seccion de didmetro 5.2 m

Longitud [m] Tamaflo caracteristico [m] Longitud [m)] Tamaflo caracteristico [m]
r, 164 a 4.10 I'y 208 a 5.20
ry 82 b 0.82 I'g 104 b 1.04
=13 24.6 S 0.72 i =13 312 S 0.91

Tabla A.4. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido para la malla 3

Y e Y Y R eV Y g e Y Y T Y e Y Y Y At Y Y g Y Y VA VAl Vo VotV AV e Ve eV V|

S s IAMAAAAARAAAAARAAARANAARAARDARRARLARNAR
S o LTI AL AR
vy v T vy v vy

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
t[s]

Figura A.38. Oscilacion de los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la malla 3

9000 —
8000 -
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3000 4
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0 2 4 6 8 10
fr[Hz]

fr=104Hz

Figura A.39. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para la malla 3

276



Anexo I

Malla 4. 24064 elementos

»  Seccion de didmetro 2.2 m »  Seccion de didmetro 3.1 m
Longitud [m] Tamario caracteristico [m)] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 I'y 128 a 3.20
ry 44 b 0.44 ry 64 b 0.64
Lh=1; 13.2 S 0.20 L=l 19.2 S 0.30
= Seccion de didmetro 4.1 m = Seccion de didmetro 5.2 m
Longitud [m] Tamaflo caracteristico [m] Longitud [m)] Tamaflo caracteristico [m]
r, 164 a 4.10 r, 208 a 5.20
ry 82 b 0.82 I'g 104 b 1.04
lh =13 24.6 S 0.38 Lh=ls 31.2 S 0.48

Tabla A.5. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido para la malla 4

G\Zénnﬂn adoan Pt doana oA an Aa Aoone foppa,
$ It et
AR M RARIR N RI NIRRT N

t[s]

Figura A.40. Oscilacion de los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la malla 4
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Figura A.41. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para la malla 4
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Malla 5. 26140 elementos

»  Seccion de didmetro 2.2 m »  Seccion de didmetro 3.1 m
Longitud [m] Tamario caracteristico [m)] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 I'y 128 a 3.20
ry 44 b 0.44 ry 64 b 0.64
Lh=1; 13.2 S 0.15 L=l 19.2 S 0.22
= Seccion de didmetro 4.1 m = Seccion de didmetro 5.2 m
Longitud [m] Tamaflo caracteristico [m] Longitud [m)] Tamaflo caracteristico [m]
r, 164 a 4.10 r, 208 a 5.20
ry 82 b 0.82 I'g 104 b 1.04
=13 24.6 S 0.28 I =13 31.2 S 0.35

Tabla A.6. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido para la malla 5

g A N AT R T
Pt R A L

t [s]

Figura A.42. Oscilacion de los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la malla 5
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Figura A.43. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para la malla 5
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Malla 6. 29694 elementos

»  Seccion de didmetro 2.2 m »  Seccion de didmetro 3.1 m
Longitud [m] Tamario caracteristico [m)] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 I'y 128 a 3.20
ry 44 b 0.44 ry 64 b 0.64
Lh=1; 13.2 S 0.10 L=l 19.2 S 0.15
= Seccion de didmetro 4.1 m = Seccion de didmetro 5.2 m
Longitud [m] Tamaflo caracteristico [m] Longitud [m)] Tamaflo caracteristico [m]
r, 164 a 4.10 r, 208 a 5.20
ry 82 b 0.82 I'g 104 b 1.04
=13 24.6 S 0.19 I =13 31.2 S 0.24

Tabla A.7. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido para la malla 6

:%ﬂ%MMWM\ﬂﬂﬂvﬂ\ﬂjmmﬂﬂ”ﬂmaﬂn”f\nﬂ/k il M‘mw 1 nv
PRULRR R UM RURIAI l"'v'*""' Py

t [s]

Figura A.44. Oscilacion de los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la malla 7
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2500
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1500 ~
1000
0 M ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10

fr[Hz]

Figura A.45. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para la malla 7
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Malla 7. 52282 elementos

»  Seccion de didmetro 2.2 m »  Seccion de didmetro 3.1 m
Longitud [m] Tamario caracteristico [m)] Longitud [m] Tamafio caracteristico [m]
r, 88 a 2.20 I'y 128 a 3.20
ry 44 b 0.22 ry 64 b 0.32
Lh=1; 13.2 S 0.10 L=l 19.2 S 0.15
= Seccion de didmetro 4.1 m = Seccion de didmetro 5.2 m
Longitud [m] Tamaflo caracteristico [m] Longitud [m)] Tamaflo caracteristico [m]
r, 164 a 4.10 r, 208 a 5.20
ry 82 b 0.41 I'g 104 b 0.52
=13 24.6 S 0.19 I =13 31.2 S 0.24

Tabla A.8. Caracteristicas geométricas y del mallado de los planos de fluido para la malla 7

0.6

0.45 -
0.3 tast AL LJAAﬂ«A Aﬂ J\LM A/.Aﬂ‘)w AL

< il

Figura A.46. Oscilacion de los coeficientes de arrastre y de sustentacion para la malla 7
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Figura A.47. Analisis FFT de la oscilacion del coeficiente de sustentacion para la malla 7
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En la Tabla A.9 se resumen los resultados obtenidos para cada una de las mallas utilizadas
relativos al valor RMS del coeficiente de arrastre, la frecuencia de desprendimiento de los
torbellinos y el numero de Strouhal. Se observa que no se obtienen resultados coherentes con las
graficas del coeficiente de arrastre (Figura 2.4) y del nimero de Strouhal (Figura 2.8) mostradas en
el Capitulo 2 hasta que el tamafio caracteristico se hace lo suficientemente pequefio. Teniendo en
cuenta esas graficas se eligio la malla 6 para resolver el ejemplo de la chimenea, la cual tiene un

menor numero de elementos que la malla 7 y se obtienen resultados similares con un menor coste

computacional.
Malla Tamaiio caracteristico [m] | Numero de elementos ng St C D
1 0.6 9348 0.76 0.13 1.45
2 0.38 12792 0.94 0.17 1.36
3 0.38 22236 1.04 0.18 1.31
4 0.2 24064 1.28 0.23 0.66
5 0.15 26140 1.43 0.25 0.47
6 0.1 29694 1.62 0.28 0.30
7 0.1 52282 1.74 0.31 0.30

Tabla A.9. Comparacion de los resultados obtenidos para las diferentes mallas para Re = 1.84-10°
Finalmente, en la Figura A.48 y en la Figura A.49 se muestra graficamente la variacion del

numero de Strouhal y del coeficiente de arrastre respecto al nimero de elementos utilizados en la

malla del fluido, respectivamente.

0.35

0.3 *

0.25

St M
0.2

*

0.1 -

0.05

0 T T T T T 1
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

numero de elementos

Figura A.48. Variacion del niimero de Strouhal en funcion de la malla del fluido
para Re = 1.84-10°
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Figura A.49. Variacion del coeficiente de arrastre en funcion de la malla del fluido
para Re = 1.84-10°
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J.1. Amortiguamiento estructural 0.075
» U,=35
B
?j
<
100 120
t [s]
Figura A.50. Vibracion transversal de la estructu
E-4
E-4 |
= sl
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=
K
000000 ‘ ; ; ; ; ;
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Figura A.51. Vibracion en la direccion del flujo de la estructura
Cr,

o faf fafnfadahsfiafaloflsAnfandssfedatofdafifiafafshifsfiaahefafshashafsfadnfsfnts
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Figura A.53. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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despl, [m]

despl, [m]
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Figura A.58. Vibracion transversal de la estructura
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Figura A.59. Vibracion en la direccion del flujo de la estructura
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Figura A.60. Oscilacion del coeficiente de sustentacion

0.85 -
0.825 -
0.8 -

0.75 FH

0.725
0.7

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t[s]

Figura A.61. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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despl, [m]

despl, [m]
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Figura A.62. Vibracion transversal de la es
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Figura A.63. Vibracion en la direccion del flujo de la estructura
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Figura A.64. Oscilacion del coeficiente de sustentacion
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Figura A.65. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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Figura A.69. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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Figura A.72. Oscilacion del coeficiente de sustentac
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Figura A.74. Vibracion transversal de la estructura
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Figura A.75. Vibracion en la direccion del flujo de la estructura
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Figura A.76. Oscilacion del coeficiente de sustentacion
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Figura A.77. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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Figura A.85. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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despl, [m]

despl, [m]

Cr
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Figura A.86. Vibracion transversal de la estructura
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Figura A.136. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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Figura A.144. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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Figura A.159. Oscilacion del coeficiente de sustentacion

WWH“H‘ ‘H“‘H“H“” ‘\“ \“H U‘ H\

250

450 650 850 1050 1250 1450
t[s]

Figura A.160. Oscilacion del coeficiente de arrastre
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Figura A.209. Componente de la velocidad en la direccion transversal

1820

1.8E-3 ‘

1.2E-3

6.0E-4

0.0E+0 ~

-6.0E-4

-1.2E-3

-1.8E-3 T T T T T T T T
50 250 450 650 850 1050 1250 1450 1650

t[s]

Figura A.210. Componente de la velocidad en la direccion del flujo

1850

0.25
0.2 4
0.15 4

0.1

0.05

-0.05 T T T T T T T
20 220 420 620 820 1020 1220 1420 1620

Figura A.211. Modulo de la velocidad

324

1820



Anexo J

AR

L

L ~- v o v «

650

550

450

350

250

150

t[s]
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Figura A.226. Vibracion transversal de la estructura
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Figura A.234. Vibracion en la direccion del flujo de la estructura

1 M |

[

T i
T Il

Wi

PN A

100 150 200 250 300 350 400 450

N

t[s]
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Anexo K. Curvas de Lissajous

Para el ejemplo de la estructura empotrada-libre de 34 m de altura y sobre la cual se realizo el
estudio del fenomeno de lock-in y de amplificacién del coeficiente de arrastre se muestran a
continuacion las curvas de Lissajous de la trayectoria del extremo libre para diferentes valores de la
velocidad reducida. Se ha supuesto amortiguamiento estructural 0.1 y un sélo plano de fluido en el

extremo libre.

La estructura se somete a la accion del viento durante 200 s, entre t = 100 s y ¢ = 300 s.
Transcurrido ese tiempo cesa la accidon del viento y se estudia la respuesta libre de la estructura.
Notar que durante los primeros 100 s la aplicacioén solo resuelve el campo fluido con objeto de
obtener una buena solucién del fluido. Una vez que se ha obtenido esa solucion, se puede resolver

el problema acoplado de interaccion fluido-estructura.

En la Figura A.247 se muestra el desplazamiento del extremo libre en la direccion en la que

actia el aire y en la Figura A.248 en la direccion transversal para U, = 7.
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Figura A.247. Desplazamiento del extremo libre segun la direccion del flujo
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Figura A.248. Desplazamiento transversal del extremo libre
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En la Figura A.249 a la Figura A.251 se muestra la evolucion en el tiempo de la trayectoria del
extremo libre de la estructura mientras existe la accion del viento. Se observa que a partir de un
determinado momento en el tiempo la estructura alcanza una nueva posicion de equilibrio en el eje
Oz respecto de la cual vibra.

Finalmente, en la Figura A.252 se muestra la trayectoria del extremo libre de la estructura una

vez que ha cesado la accion del viento. Se observa como la estructura tiende a recuperar la posicion

de equilibrio inicial.
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Figura A.249. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 100 <t <150 s
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Figura A.250. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 150 <t <250 s
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Figura A.251. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 200 < ¢ <300 s

De forma analoga se muestran a continuacion las curvas obtenidas para U, =5y U, = 3.5.
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Figura A.252. Trayectoria del extremo libre para ¢ > 300 s
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Figura A.253. Desplazamiento del extremo libre segun la direccion del flujo
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Figura A.254. Desplazamiento transversal del extremo libre
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Figura A.255. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 100 <t <150 s
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Figura A.256. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 150 <t <250 s
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Figura A.257. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 200 < ¢ <300 s
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Figura A.258. Trayectoria del extremo libre para ¢ > 300 s
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Figura A.260. Desplazamiento transversal del extremo libre
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Figura A.261. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 100 <t <150 s
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Figura A.262. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 150 <t <250 s
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Figura A.263. Trayectoria del extremo libre en el intervalo de tiempo 200 < ¢ <300 s
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Figura A.264. Trayectoria del extremo libre para ¢ > 300 s

Finalmente, en la Figura A.265 se ha representado la respuesta en amplitud en funcion de la
velocidad reducida y en la Figura A.266 se muestra una comparacion de la trayectoria descrita por
el extremo libre de la estructura para diferentes valores de la velocidad reducida y una vez que la

estructura ha alcanzado la nueva posicion de equilibrio respecto de la cual vibra.

Aunque para el valor del amortiguamiento estructural considerado en este ejemplo no se
produce el fenémeno de lock-in, se comprueba que para U, = 5 se obtiene la mayor amplitud de la
vibracion de la estructura ya que para esa velocidad reducida la frecuencia de desprendimiento de

los torbellinos estd muy proxima a la frecuencia natural de la misma. También se observa que a
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medida que aumenta la velocidad del flujo se incrementa el desplazamiento de la estructura en la

direccion éste, produciéndose la vibracion transversal en cotas mas alejadas del eje Ox.

despl, [m]
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A,/d

Figura A.265. Respuesta en amplitud de la estructura frente a la velocidad reducida

U-=5
U, =35 U =7
0 0.00005 0.0001 0.00015 0.0002 0.00025 0.0003 0.00035 0.0004 0.00045
despl, [m]

Figura A.266. Comparacion de la trayectoria del extremo libre de la estructura para
diferentes U, en el intervalo de tiempo 200 < ¢ <300 s

A continuacion se muestran las curvas de Lissajous en 2D y en 3D de la trayectoria que

describen diferentes secciones de la estructura para U, = 4, U, = 5.5 y U, = 13. Se ha considerando

el caso de amortiguamiento estructura 0.025 y un solo plano de fluido en el extremo libre.

Cabe destacar la notable diferencia que existe en la trayectoria que describe la estructura en

funcion de la velocidad reducida. En la caso U, = 4 (Figura A.267 y Figura A.268) no se produce el

fenémeno de lock-in mientras que para U, = 5.5 (Figura A.269 y Figura A.270) si se produce. Para

U, = 13 tiene lugar la amplificacion del coeficiente de arrastre, lo cual se puede apreciar

graficamente en la Figura A.271 y en la Figura A.272.
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Figura A.267. Curvas de Lissajous 2D para U,. = 4
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Figura A.268. Curvas de Lissajous 3D para U,. = 4
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Figura A.269. Curvas de Lissajous 2D para U, = 5.5
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Figura A.270. Curvas de Lissajous 3D para U,. = 5.5
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Figura A.271. Curvas de Lissajous 2D para U, = 13

altura [m]

N W W
a o O

N
o

0,005
0,010

diSp/\ X [m]

0,015

——h=34m

——h=25m
h=17m
h=8.5m

Figura A.272. Curvas de Lissajous 3D para U,. = 13
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Por ultimo, en las figuras que se muestran a continuacion se han representado las curvas de

Lissajous para el caso de amortiguamiento estructural 0.1 y 8 planos de fluido.
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Figura A.273. Curvas de Lissajous 2D para U, = 4.5
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Figura A.274. Curvas de Lissajous 3D para U, =4.5
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Anexo K

despl, [m]
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Figura A.275. Curvas de Lissajous 2D para U, =5
——h=425m
35 T ——h=85m
| —h=1275m
| ——h=17m
30 | h=2125m
| h=25m
25 | ——h=2075m
| ——h=34m
20 |
E |
o 15 |
2 |
'«‘; i
10 |
...... |
|
0,004
0,0800 0 0%808
0,0002 0,001
0,0004 o 000,(1)00 N
" 0,0006 0,002 3 &
0/ x4 0,0008 -0,003 é\e‘?
0,0010 -0,004

Figura A.276. Curvas de Lissajous 3D para U, =5
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Anexo K
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Figura A.277. Curvas de Lissajous 2D para U,. =7
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Figura A.278. Curvas de Lissajous 3D para U, =7
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Anexo K
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Figura A.279. Curvas de Lissajous 2D para U, = 13
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Figura A.280. Curvas de Lissajous 3D para U, = 13
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