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Para Ruth






Veritatis simplex oratio est.

(Séneca)

La frase de Séneca que hemos situado en el encabezamiento motiva gran parte
del trabajo que hemos realizado. Si la Matematica encierra — o pretende encerrar —
aquello que de verdadero tiene nuestro cambiante mundo, no vemos el motivo para que
el lenguaje que utilice sea complicado y dificil de entender. Sin embargo, a menudo,
encontramos que los textos de Matematicas, incluso los escolares, parecen perseguir un
objetivo distinto; afiadiendo a la relativa dificultad de los conceptos que se manejan, la
necesidad de memorizar nombres, técnicas y procedimientos que para los alumnos son

poco menos que trucos de magia.

Estamos convencidos de que esto no debe ser asi. Pensamos que gran parte de la
Matematica escolar puede fundamentarse en base a ideas claras y sencillas. En el caso
de la Proporcionalidad aritmética esas ideas son las estructuras multiplicativas de los
naturales y racionales positivos y el manejo de las magnitudes. A partir de ahi podremos
construir todos los conceptos importantes relativos a la Proporcionalidad. Esta es,

concretamente, la tarea que pretendemos iniciar con este trabajo.

Hay muchas personas que merecen nuestro agradecimiento. EI Departamento de
Matematicas del L.E.S. Avempace de Zaragoza por su colaboracion durante la
implementacion de la propuesta didactica disefiada. Tomas Ortega, por prestarse a
codirigir este trabajo y posibilitar su defensa en la Universidad de Valladolid. José
Maria Gairin por su apoyo y motivacion, por “acogerme” en un momento complicado y
por haberme brindado la posibilidad de desarrollar esta investigacion. También quiero
agradecer a José Maria Mufioz su apoyo y las muchas conversaciones (matematicas,

didacticas y “profanas”) que hemos mantenido a lo largo de los afios.

No puedo ni quiero olvidar tampoco a mi familia, los que estan y los que ya no
estan, porque sin lo que me han ensefiado (méas importante que cualquier cosa que haya

leido en un libro) no podria haber alcanzado las metas que me he ido proponiendo.

Y por supuesto, aunque ya le haya sido dedicado este trabajo, las ultimas lineas
son para Ruth. Gracias por acompafiarme — espero — todos los dias de mi vida.
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CAPITULO I:

EL PROBLEMA DE INVESTIGACION.

I.1. INTRODUCCION

Nos proponemos redizar una investigacion en Didéctica de la Matemética, en
ambito de la innovacion y e desarrollo curricular en Educacion Secundaria, sobre un

tépico concreto: la proporcionalidad aritmética.

La ensefianza actual de la proporcionalidad aritmética, como gran parte de la
instruccion, se basa en la adquisicion de una serie de destrezas y técnicas de resolucion
de problemas que, en gran medida, culminan con lallamada Regla de Tres. Estatécnica,
en cierto modo, supone el punto agido de la aritmética escolar y sera una de las ideas-

fuerza que los alumnos, futuros ciudadanos, asimilaran tras su formacion aritmética.

Sin embargo, existen multitud de estudios que demuestran que esta ensefianza
basada en destrezas y técnicas aplicadas acriticamente conduce a resultados indeseados,
como la llamada “ilusién de linealidad” o & uso indiscriminado de la Regla de Tres.
Constamos, no obstante, que son escasos |os trabajos que critican el estado actual de la
ensefianza de la proporcionalidad aritmética, y menos aln los que ofrecen propuestas
didacticas alternativas que abarquen la totalidad del curriculum relacionado con la
proporcionalidad: concepto de razén, magnitudes directa e inversamente proporcional es,
porcentajes, proporcionalidad compuesta, repartos, mezclas, etc... Esta realidad nos
impulsa a considerar € objetivo fundamental de nuestra investigacion: investigar las
dificultades de comprension del concepto y, basandonos en ellas, realizar una propuesta

curricular que ayude a superar dichas dificultades.
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Por tanto, emprendemos un trabgjo de investigacion en Didéactica de la
Matematica situado dentro de la linea de investigacion denominada Pensamiento
Numeérico y Algebraico, puesto que trata fenOmenos de ensefianza, aprendizae y
comunicacion de aspectos puramente aritméticos en el Sistema Educativo y en el medio
social. El marco conceptual del Pensamiento Numérico y Algebraico nos permite
asumir en nuestra investigacion los siguientes principios. la construccion del
conocimiento matematico es un fendmeno social y cultural; la educacion matemética
desempefia un papel relevante en la transmision de los significados y valores
compartidos en nuestra sociedad; y la investigacion tiene una orientacion esencialmente
curricular, en la que ocupa un lugar central €l estudio de los errores y las dificultades de

compresion de los alumnos.

A la hora de llevar a cabo nuestra investigacion hemos tenido en cuenta el
procedimiento denominado Andlisis Didactico (Gomez, 2002) que se preocupa
especialmente “del procedimiento en virtud del cual e profesor planifica, lleva a la
practica y evalia una unidad didactica, una hora de clase o una porcion de una hora
de clase” (GOmez, 2002, pag. 257). Este marco de investigacion ha sido utilizado en
diversos trabajos por € propio Gémez (2004), por Lupiéfiez y Rico (2008) o por Rico,
Marin, Lupiafiez y Gomez (2008); por citar sdlo algunos gjempl os.

En e cuadro siguiente, tomado de Gémez (2002, pag. 258), se presenta el ciclo

del andlisis didactico tal y como lo concibe e citado autor:

Determinacion de
Comprension de los estudiantes __Disefio curricular
Contenidos global
Objetivos
1 Contextos
Social
Wetis Educativo
) Analisis de E Institucional
{'I’.)I]l{‘l]i{lll ll
Conocimiento Disefio de
didactico actividades
Anilisis Anilisis de
_-— )
¢ cognitivo instruccion
Creencias
Anilisis de Puesta en prictica
acluacion de actividades

Figura I.1. Ciclo del Andlisis Didactico segin Gémez (2002).
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EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Pensamos que este marco de investigacion se adapta bien tanto a la filosofia del trabajo
que pretendemos realizar como a la metodol ogia de investigacion elegida parallevarlo a

cabo, metodol ogia que sera descrita algo més adel ante.
|.2. PROBLEMASY DIFICULTADESEN EL MANEJO DE LA PROPORCIONALIDAD

Un aspecto que contribuye a la importancia de la proporcionalidad aritmética
como contenido curricular, es gue ésta supone en gran medida la culminacion de toda la
aritmética escolar. Los numeros naturales y racionales, las magnitudes, las operaciones
e interrelaciones entre estos objetos, asi como su significado, entran en juego (o
deberian hacerlo) a la hora de afrontar situaciones que hoy Ilamamos “de

proporcionalidad”.

Sin embargo, pese a largo devenir historico (ver Capitulo Il) y pese a la gran
importancia que posee este contenido en € sistema educativo (ver Capitulo I11), son
multiples las evidencias que muestran problemas de comprension por parte de los
alumnos. En este sentido, una valiosa fuente de informacién la constituye el Proyecto
TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study). Se trata de un estudio
que pretende mostrar € rendimiento de los alumnos entre 4° de primariay 2° de E.S.O.
de paises de la O.C.D.E. La diferencia fundamental con los estudios PISA es que no se
centra en las competencias, sino en los contenidos y en € curriculum. Espafia,
desafortunadamente, se presentd por primera y Ultima vez en 1995 (L6pez y Moreno,
1997).

En e citado estudio aparecian 11 preguntas, sobre un total de 130, relacionadas
con la proporcionalidad aritmética. Estas preguntas se plantearon a alumnos de 7° y 8°
grados (equivalentes a 1° y 2° curso de E.S.O.). A continuacion vamos a analizar
algunas de las 6 preguntas del bloque de proporcionalidad que se han hecho publicas;

aquellas que nos parecen de especia relevancia para nuestros intereses.

1. PreguntaV-03:

“Para fabricar una cierta clase de pintura, Alana mezcla 5litros de pintura roja
con 2 litros de pintura azul y otros 2 litros de pintura amarilla. ¢Cuél esla

razon entrela pinturarojay la cantidad total de pintura?”

A) 5/2 B) 9/4 C) 5/4 D) 5/9
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Tan sblo un 23'9% de los alumnos de 7° grado y un 34’ 1% de los de 8° indica la

respuesta correcta (la opcion D).

Para resolver este gjercicio, es necesario conocer y comprender Unicamente €
significado del concepto de razén. Sin embargo, como pondremos en evidencia
mas adelante en nuestro trabajo, e concepto de razdn suele presentarse de forma

puramente numérica sin hacer apenas referencia alguna a su significado.

2. Preguntal -14:

“La siguiente tabla muestra los valores de x e y, donde x es proporcional ay:
Xx|3|6|P
y|7|/Q1|35

Encuentralosvaloresde Py Q.”
A)P=14yQ=31 B)P=10yQ=14 C)P=10y Q=31
D) P=14y Q=15 E) P=15y Q=14

Tan solo un 16’ 1% de los alumnos de 7° grado y un 10’ 3% de los de 8% indica la

respuesta correcta (laopcion E).

Este tipo de gercicios suelen plantearse habitualmente a los alumnos al
introducir las magnitudes directa e inversamente proporcionales. Se trata de un
gercicio puramente rutinario y que, a encontrarse completamente
descontextualizado, no permite al alumno comprender |a situacion. Los alumnos,
por tanto, terminan por buscar relaciones puramente numéricas entre las
cantidades implicadas, o que explica que la opcién preferida por 1os alumnos,
con un 31%, seala C; que es “correcta’ (si intercambiamos losvaoresde Py Q)

con unarelacion “aditiva’, lo que se traduce en la funcion afin y=x+4.

3. Pregunta M-06:

“Una clase tiene 28 estudiantes. La razén entre las chicasy los chicos es 4:3. Se

pregunta cuantas chicas hay en clase.”

En este caso Unicamente un 14% de los alumnos de 7° grado y un 23'8% de los
de 8° responden acertadamente (16 chicasy 12 chicos).
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En este caso, para resolver € gercicio, ademas de conocer y comprender €l
significado del concepto de razon es necesario que los alumnos sean capaces de
utilizarlo en una situacion problematica. Sin embargo habitualmente los
problemas relacionados con la proporcionaidad se resuelven sin recurrir en
absoluto a concepto de razon y haciendo uso de técnicas en gran medida
carentes de sentido.

Pensamos que los resultados que acabamos de exponer y comentar justifican
plenamente uno de los objetivos principales de este trabajo, que es desarrollar una
propuesta curricular de la Proporcionalidad aritmética que contribuya especifica y
esencialmente a

1. Ayudar asuperar las dificultades de |os alumnos.

2. Fortalecer la comprension que los mismos tienen respecto ala proporcionalidad.

|.3. ALGUNAS DEFICIENCIASDE LA PRACTICA EDUCATIVA HABITUAL

En principio pensamos que |os problemas y dificultades de comprension por parte
de los alumnos que se han ilustrado en el apartado anterior pueden tener un triple

origen. En concreto existen dificultades:
1. Procedentes de la propia dificultad de los conceptos invol ucrados.
2. Procedentes de deficiencias cognitivas de |os propios alumnos.
3. Procedentes de |la préactica educativa.

De estas tres opciones, nuestra investigacion se va a centrar en la Ultima de ellas,
puesto que una mejora de la préactica educativa necesariamente deberia tener como
objetivo evitar o suavizar la dificultad de los conceptos matematicos implicados; y
también deberia tratar de solventar las deficiencias cognitivas de los alumnos. No
obstante encontramos que la mayor parte de los trabajos dedicados a la didéctica de la
Proporcionalidad Aritmética se centran principamente en las dos primeras
posibilidades, sin entrar a analizar la préactica educativa tradiciona y, mucho menos, a

proponer posibles aternativas.
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En e apartado anterior hemos comentado brevemente |os escasos porcentgjes de
acierto de los aumnos en las preguntas sobre proporcionaidad del estudio TIMSS 95,
indicando como una posible causa puede rastrearse hasta € modo tradicional de
presentar los contenidos relativos a la proporcionalidad. A continuacion vamos a
abundar en estaideay, a modo de gjemplo, presentamos algunos aspectos de la practica
educativa tradiciona; ejemplos que en nuestra opinion, dan lugar a importantes

dificultades por parte de los alumnos:

1. Desaparece e significado de las operaciones aritméticas, se sustituye por la
utilizacion de unatécnica. En la figura siguiente, se presenta un gy emplo sacado
de Alvarez et a. (2003, pég. 160):

Resuelve el ejemplo anterior por el método de reduccion a la
unidad.
Calculamos el precio de 1 barra y luego hallamos el precio de 20 barras

Barras de pan Precio

> X & X 0,5
6

| barra cuesta 0,5 € — 20 barras cuestan — 20- 0,5 € =10 €

Figura |.2. Desaparicién del significado de las operaciones.

En & gemplo se muestra un procedimiento para calcular € precio de una barra
de pan a partir del precio de seis barras. En lugar de recurrir a significado de la
division pertinente en este contexto, se plantea una técnica similar a la de la
Regla de Tres (pese a que e procedimiento mostrado pretende evitarla). Es
interesante observar, ademas, el abuso de conectores 16gicos que € alumno no

entiende.

Lo grave, més alade las conclusiones que podrian sacarse respecto a los autores
del texto, son las consecuencias que este tipo de argumentos tienen sobre €l
alumnado. Asi, en la figura siguiente se muestra € razonamiento de un alumno
de la Licenciatura en Mateméticas ante la necesidad de comparar la tasa de
cambio Euro-Dolar en dos bancos diferentes:
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VU

Figura l.3. Consecuencias de la desaparicion de los significados.

El resultado de dividir los ddlares que se obtienen entre los euros entregados no
se hace para calcular |os ddlares gue se obtienen a cambio de un euro, sino que
simplemente es uno de los pasos necesarios para completar el algoritmo de la

Reglade Tres.

2. Como consecuencia directa y natural de este abandono del uso de los
significados de las manipulaciones numéricas y con magnitudes se plantea la
resolucion de problemas como la aplicacién de destrezas carentes de significado
e incluso, a veces, de logica. En la figura siguiente se presenta un gemplo
extraido de Coleray Gaztelu (2008a, pag. 165):

Tres chocolatinas pesan 60 gramos. ;Cudnto pesan ocho chocolatinas?

r{ MAGNITUDES }—\]

N.° DE CHOCOLATINAS PESO [g!

3 ' > 60 | Con estos dos pares de valores formamos
8§ — > x [ dos fracciones equivalentes:

3.8 — 3.x=60-8 — x=60'8=160g

8 & 3

Solucién: Ocho chocolatinas pesan 160 gramos.

Figura 1.4. Destrezas carentes de sentido.

La resolucién del problema es una mera sucesion de pasos cuya motivacion o
significado estédn ausentes. Al final, magicamente, se da un sentido al nimero
obtenido pero no como consecuencia de las operaciones realizadas, sino porque
eso es “lo que nos estan pidiendo”. Este texto, como el anterior, muestra gran
preocupacion por |os aspectos mateméticos pero ningun razonamiento didactico.

Este tipo de ensefianza produce consecuencias muy claras. Por gemplo, en la
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figura siguiente, ver (Gairin y Escolano, 2009), se muestra e intento de
resolucion de un alumno de 2° de E.S.O. del problema “Cuatro vacas negras y
tres vacas marrones dan tanta leche en cinco dias como tres vacas negras y

cinco marrones en cuatro dias. ¢Qué clase de vaca es mgjor lechera?”:

4 negras S5dles 3 marrones
Y '
3 f‘l‘:gf‘d9- ——-—-—Llcj.c.‘& EJ marrorces
Nearps =25 - 4 25 _y
G- S 2 '_ET
. g -5 = 20 _ &
HARRCMNES = m —» —==
q3 =3 2 3
ZAs Harrowes

Figura I.5. Consecuencias de la aplicacion de destrezas sin sentido.
Ante un enunciado que claramente evoca los problemas “de proporcionalidad
compuesta’ €l alumno trata de reproducir las técnicas aprendidas. El éxito es
imposible, pero e aumno persevera y termina por llevar a cabo una serie de
operaciones que también evocan la aplicacion de la Reglade Tres. El objetivo de
aplicar de algun modo el agoritmo aprendido esta cumplido aunque los nimeros
obtenidos carezcan de sentido.

3. En dltimo lugar encontramos que se produce un abuso de técnicas utilizadas en
situaciones inapropiadas. Nétese que este hecho no deja de ser nuevamente una
consecuencia de los dos puntos mencionados anteriormente. En la figura
siguiente, sacada del texto de Becerra et al. (1997, pag. 95), vemos un giemplo
de este hecho:

La prensa informa que a los cuatro acertantes aparecidos, cuando se
lleva realizado la mitad del escrutinio de los boletos del sorteo de
Bonoloto, les corresponden 75 millones de pesetas. Al terminar el
escrutinio, los acertantes son 6. ;Qué premio le corresponde ahora a
cada uno?

Al aumentar el numero de acertantes, disminuye la cantidad
que le corresponde a cada uno, por tanto, estas magnitudes estan
en proporcionalidad inversa.

Figura 1.6. Uso de técnicas en situaciones inadecuadas.

Se ha enmarcado la tipica caracterizacion incompleta y, por tanto, incorrecta de
la proporcionalidad inversa. La consecuencia inevitable es e uso de técnicas

relacionadas con la proporcionalidad no ya en situaciones donde no son Utiles
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(como sucedia en @ punto anterior), sino en situaciones en las que no tiene
sentido hacerlo. Como g emplo valgala siguiente produccién de un alumno de 1°

deE.S.O.
5.- Fernando tiene 13 avios y pesa 47 kilos. ;Cuanto pesara a los 40 arios?
Operaciones: Razonamiento:
B—y,
ho — * Ky

i

Figura I.7. Consecuencias del uso de técnicas en situaciones inadecuadas.

Este panorama que acabamos de presentar justifica sobradamente |a pertinencia de
una actuacion sobre la préctica educativa tradicional en lo que la Proporcionalidad

Aritmética se refiere.

|.4 ASPECTOSMETODOLOGICOSDE LA INVESTIGACION

El trabgjo que emprendemos, que sigue las lineas generadles del modelo de
investigacion ya desarrollado con anterioridad por Castro (1994), Romero (1995),
Gairin (1999) y Escolano (2007), ha sido concebido dentro de la metodologia
denominada Investigacion-Accion. La idea fundamental de este método de
investigacion es reflexionar sobre la préactica en general (la préctica educativa en
particular), con la intencién fundamental de mejorar la calidad de dicha préctica
educativa (McNiff, 1992) a través de una indagacion introspectiva colectiva (Kemmis 'y
McTaggart, 1988). De este modo € campo de actuacion de esta metodologia se limitaa
entornos reducidos que permitan la introduccion de modificaciones y € andlisis de las

consecuencias de dichas modificaciones por un pequefio grupo de investigadores.

En este método de trabajo se da la particularidad de que € investigador actia
también como profesor de aula, haciendo que la division entre préacticos e

investigadores se desvanezca (Lewin, citado por Elliot, 1990).

A la hora de detalar con mayor precision la metodologia que utilizaremos
podemos recurrir a diversos autores. Asi, atendiendo a la clasificacion de Arnal et al.
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(1992) podemos decir que nuestro trabajo se halla en la interseccion de dos de las

categorias de la escuelalewiniana:

Lo consideramos dentro de la categoria de investigacidn-accion diagnostica
puesto gque estd enfocado hacia la recogida de datos y su interpretacion

realizando un diagndéstico y enunciando medidas de accion.

Lo consideramos dentro de la categoria de investigacion-accion empirica ya que
se estudia un problema social mediante una accién que supone un cambio

tratando de valorar sistematicamente los efectos que tal cambio produce.

Si acudimos a la tipologia planteada por Stake (1994) podemos calificar nuestra

investigacion como estudio de caso instrumental puesto que se trata de una experiencia

curricular. Por ultimo, volviendo al trabajo de Arnal et a. (1992), delimitamos nuestro

trabajo en los términos siguientes:

Es unainvestigacion aplicada en cuanto a su finalidad, ya que se trata de mejorar
la calidad educativa mediante una modificacion de las condiciones de

ensefianza.

Es un estudio longitudinal en su alcance temporal, puesto que se recaban datos

de dos grupos alo largo de un periodo de sesiones.

Respecto a su objeto, se trata de una investigacion de tipo descriptivo, pues hay
interés hacia el descubrimiento y lainterpretacion de fendmenos que se dan en €

aula

Por el marco, lainvestigacion desarrollada es de campo al trabajar en €l aula con

grupos naturales de alumnos.

Es una investigacion evaluativa por cuanto se pretende introducir un cambio en

el curriculo y valorar los efectos que se producen.

|.4.1 Fases dela Investigacion-Accion

El método de trabajo en estalinea de investigacion se articula en torno alas cuatro

fases siguientes:

1. Fasede planificacion.
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2. Fasedeaccion.
3. Fase de observacion.
4. Fasedereflexion.

Estas fases se suceden de forma ciclica, formando distintas etapas de manera que
las conclusiones obtenidas en la fase de reflexién de una de las etapas sirven de punto
de partida ala hora de planificar la siguiente (Kemmisy McTaggart, 1998; Elliot, 1990;
Castro, 1994).

En e caso de nuestro estudio nos centramos en la primera de dichas etapas. En
particular implementamos y evaluamos una propuesta curricular sobre la
proporcionalidad aritmética con dos grupos naturales de 1° de E.S.O. Las cuatro fases

antes resefiadas se concretan del siguiente modo:

1.4.1.1. Fase de planificacion:

e Se rediza un estudio epistemoldgico e historico de la proporcionalidad
aritmética. Este estudio se completa con una revision de textos escolares de los

ultimos 150 afios asi como con € analisis de una propuesta didéactica actual .

e A partir de los datos obtenidos en € punto anterior se elabora una propuesta
curricular novedosa para la proporcionaidad aritmética en secundaria cuyos
aspectos fundamental es son:

- Lautilizacion de un modelo estable basado en |as situaciones de intercambio
sobre e que construir e concepto de razon entre dos magnitudes e introducir

|as ideas bésicas relacionadas con € mismo.

- La extensién del concepto de razdn a situaciones no de intercambio,

caracterizando asi |as magnitudes directamente proporcionales.

- El uso de larazén como “tanto por uno” ala hora de resolver situaciones de
busqueda de cantidades desconocidas, de porcentajes y de repartos respecto
de una magnitud.

- El tratamiento diferenciado de la proporcionalidad inversa, definida en base

alos conceptos de razén y de constante de proporcionalidad.
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- El uso de los conceptos anteriores para resolver situaciones de busqueda de
cantidades desconocidas.

- Latraduccién de las situaciones de proporcionalidad compuesta en otras de
proporcionalidad simple teniendo en cuenta el significado de |as operaciones

entre magnitudes.

De acuerdo a los aspectos anteriores se disefia la programacion de las sesiones
de clase que se llevaran a cabo en la siguiente fase. Para € disefio de dichas
sesiones se han tomado en consideracion Unicamente los contenidos
correspondientes a 1° de E.S.O. por ser en dicho curso en e que se llevara a
cabo la experimentacion. Del mismo modo se disefian las tareas de refuerzo que
los alumnos llevaran a cabo en su propia casa. Para cada una de las sesiones y
tareas la programacion se organiza en torno a cuatro componentes curricul ares:

objetivos, contenidos, metodologiay evaluacion.

1.4.1.2. Fase de accion:

En esta fase se lleva a cabo la programacion disefiada en la fase anterior. Los

alumnos han de enfrentarse a dos tipos de trabgj o:

Actividades de aula

Estas actividades tienen el objetivo de servir de introduccion o presentacion de
aspectos tanto conceptuales como procedimentales. Se llevan a cabo en pargjas
(y agun grupo de tres, segun la paridad del nimero total de aumnos) y siempre
de manera previaalaexposicion del profesor.

Esta exposicion tiene como punto de partida las aportaciones de los alumnos y

permite lainstitucionalizacion de las ideas matematicas en juego.
Tareas para casa:
Estas tareas se plantean con una doble finalidad:

- Reforzar los contenidos introducidos y trabajados en las actividades de aula

precedentes.

- Enocasiones, servir de punto de partida paraintroducir ideas que se trabajan

en laactividad de aula siguiente.
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Las sesiones de clase suelen comenzar (Si es € caso) con una puesta en comun
de parte del trabagjo realizado por los alumnos en la tarea de casa. Con esta

puesta en comun se pretenden cumplir los dos fines que acabamos de resefiar.

La planificacion inicial de la propuesta contempla que, alo largo de 11 sesiones,
los alumnos Ileven a cabo 8 actividades de aulay 7 tareas de casa. Ademas se reservan 2
sesiones de trabajo en las que redlizar una recapitulacion de los contenidos trabajados
hasta ese momento. Finalmente, la Ultima sesion se dedicara a la realizacion de una

prueba final de evaluacion.

|.4.1.3. Fase de observacion:

Una vez completadas las dos fases anteriores se dispone de datos respecto a la
puesta en practica de los contenidos y sobre la comprension de los estudiantes sobre
dichos contenidos. El objetivo principal de esta fase no es otro que recopilar y organizar

toda estainformacion.
L as principales fuentes de datos en el estudio realizado son:
e Las producciones escritas de los aumnos.
e El diario de clase del profesor, donde se recogen las incidencias de cada una
de las sesiones de clase.
1.4.1.4. Fase dereflexion:

Tras recopilar y organizar todos |os datos disponibles en la fase anterior € trabgo
consistira en realizar un andlisis y valoracion de dichos datos que permita extraer
conclusiones y tomar las decisiones que se deriven. En concreto la reflexion debe

encaminarse a:

e Determinar los aspectos relacionados con la organizacion del contenido

gue deben mejorarse.

e Determinar € grado de comprension alcanzado por los alumnos, asi

como las formas de mejorarlo.

e Determinar los aspectos de la metodologia que deben mantenerse o

modificarse; y si es asi, en qué sentido.
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1.4.1.5. Fasesdela I nvestigacion-Accion y Andlisis Didéctico

En laintroduccion hemos hecho mencion del marco de investigacion denominado
Andlisis Didactico, presentado en la Figura I.1. € ciclo del mismo con sus diversas
etapas. Parece interesante indicar aqui como dichas etapas encuentran acomodo en las

distintas fases de la metodologia el egida.

En concreto, las etapas 1, 2 y 3 de la citada figura se desarrollan durante la Fase
de planificacion. La etapa numero 4 se lleva a cabo durante la Fase de accién y, por

ultimo, las etapas 5 y 6 se completan en las Fases de observacion y reflexion.

|.4.2. Focos de investigacion

La finalidad principal del trabajo que estamos llevando a cabo es formativa

Pretendemos mejorar la comprension de los alumnos en tres campos fundamental mente:

e En e uso significativo de las estructuras multiplicativas que han estudiado con

anterioridad.

e ENn la aprehension de los aspectos conceptuales relacionados con la
proporcionalidad.

e En la aplicacion de dichos aspectos a la hora de resolver situaciones

problemati cas rel acionadas con la proporcionalidad.

Para ello la propuesta didactica que experimentamos en €l aula se articula en torno atres
nucleos de contenido o focos de investigacion que detallamos a continuacion.

[.4.2.1. Primer foco deinvestigacion: razén y condicién de regularidad.

Para introducir € concepto de razon (central en toda la propuesta), se disefia un
modelo estable basado en los intercambios. A partir del trabajo sobre este modelo se
introducen las condiciones necesarias para la existencia de la razén, asi como €l uso de

larazdn ala hora de comparar situaciones.

En este nicleo de contenido se busca que los alumnos construyan las ideas

anteriores a partir de su trabajo y reflexion sobre el modelo disefiado.
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1.4.2.2. Segundo foco de investigacion: proporcionalidad directay porcentajes.

Los conceptos introducidos en e foco anterior pueden extenderse a situaciones
mas generales que las de intercambio. Esta idea sirve como caracterizacion de las
magnitudes directamente proporcionales. El concepto de porcentgje se presenta
intimamente relacionado con €l de razdn y se hace especial énfasis en las relaciones
entreellos.

Se pretende que los alumnos sean capaces de identificar magnitudes directamente
proporcionales y distinguir aquellas que no lo son. También se persigue que apliquen €l
concepto de razon y los significados de las operaciones entre magnitudes a la hora de
resolver problemas de busqueda de cantidades desconocidas y, en particular, en

problemas de porcentgjes.

1.4.2.3. Tercer foco deinvestigacion: proporcionalidad inver sa.

Tras e foco anterior los aumnos distinguen magnitudes directamente
proporcionales de las que no lo son. En este bloque se presenta un segundo tipo de
relacion entre magnitudes. la proporcionalidad inversa. Las magnitudes inversamente
proporcionales se caracterizan nuevamente haciendo uso del concepto de razon, aunque

en este caso entra en juego unaidea nueva: la constante de proporcionalidad.

Ademas del andlisis de situaciones de un modo mas profundo (considerando
magnitudes que varian 0 que permanecen constantes), y del reconocimiento y la
distincion de las magnitudes inversamente proporcionales, en este nucleo se pretende
gue los aumnos hagan uso de las ideas de razon y constante de proporcionalidad y de
los significados de las operaciones entre magnitudes a la hora de resolver problemas de
busqueda de cantidades desconocidas.

1.4.3. El andlisisdeerrores.

El estudio de los errores cometidos por los alumnos ala hora de resolver unatarea
debe ser (Rico, 1998) “un objeto de estudio para la Educacién Matematica”. En nuestro
caso el andlisis de los errores cometidos por los alumnos a la hora de afrontar las tareas
que se les proponen debe servir para evaluar y, en su caso, megorar la propuesta

didéactica que hemos disefiado.
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Puesto que este andlisis de errores va a ser utilizado principalmente como
indicador del buen o mal funcionamiento de nuestra propuesta, sélo realizaremos un
estudio detallado de dichos errores ala hora de analizar |as respuestas de los alumnos en
la prueba final. Es evidente que los alumnos cometeran errores a lo largo de todo €
proceso de aprendizaje, pero estos errores pueden atribuirse a propio proceso. Nuestro
interés se centrard, por tanto, en observar qué errores cometen 1os alumnos una vez que

han completado e proceso de instruccién de acuerdo ala propuesta disefiada.

|1.5. REVISION BIBLIOGRAFICA

Laimportancia de la Proporcionalidad aritmética como contenido curricular, junto
con las multiples dificultades que, siquiera brevemente, hemos visto que conlleva su
aprendizaje, hacen que exista un gran numero de trabajos en Didéactica de la Matemética
dedicados a este tema.

Esta abundancia de trabajos hace que sea también muy variado € enfoque de los
mismos. Sin animo de pretender ser exhaustivos podriamos distinguir trabajos de los
siguientes tipos:

a) Trabgos de tipo tedrico que reflexionan sobre los conceptos mateméticos

involucrados.

b) Trabajos de campo que muestran repuestas de alumnos ante tareas rel acionadas

con la Proporcionalidad.

c) Trabgos que tratan de estudiar parametros de los problemas relacionados con la
Proporcionalidad que influyen en las dificultades que encuentran los alumnos a
la hora de resolverlos.

d) Trabaos que pretenden proponer un modelo para el desarrollo del razonamiento

proporcional.

€) Trabaos que reflexionan sobre e método habitua de ensefianza y/o proponen
alternativas al mismo.

En lo que sigue haremos algunos comentarios méas detallados sobre cada uno de estos

tipos de trabajos y presentaremos al gunos ejemplos concretos.
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a) Trabajosdetipo tedrico:

Consideramos bagjo este epigrafe aguellos trabajos que se centran en estudiar
diversos aspectos del aparato matematico relativo a la Proporcionalidad aritmética, ya

sean |os conceptos implicados o los métodos de resolucién de problemas.

Clark, Berenson y Cavey (2003) presentan los posibles enfoques existentes a la
hora de considerar la relacion entre los conceptos de ‘fraccion’ y ‘razon’ (las razones
como un subconjunto de las fracciones, las fracciones como un subconjunto de las
razones, ambos conjuntos disuntos, conjuntos distintos con interseccion no vacia o
conjuntos idénticos), y buscan evidencias de estas concepciones en respuestas de
alumnos, profesores y analizando libros de texto. Person, Berenson y Greenspon (2004)
han analizado estas ideas a través de un estudio con profesores de Secundaria en

formacion.

Otro tipo de estudio es € realizado por Fernandez y Puig (2002), que presentan €l
andisis fenomenol 6gico de la Proporcionalidad presentado por Freudenthal (1983) que
distingue entre “exposiciones’, “composiciones’ y “constructos’ a la hora de presentar
situaciones que dotan de sentido a la razdn, y recurre a paregjas de las anteriores para

presentar laidea de proporcionalidad.

Finalmente, Gomez (1999, 2006) analiza desde un punto de vista histérico la
evolucion en los métodos de resolucion de los problemas de compariias (en su trabagjo

de 1999) y de los métodos de aplicacion de la Reglade tres (en €l de 2006).

Los Capitulos 11 y 11l de esta memoria recogen en cierto modo el espiritu de los
trabajos de Gomez, s bien pretenden ser mucho mas exhaustivos. La finalidad general
de nuestra investigacion hace que hayamos evitado discusiones de tipo més tedrico,
como las de los trabgjos de Clark, Berenson y Cavey (2003) o de Fernandez y Puig
(2002).

b) Trabajos de campo:

Aungue gran parte de los trabajos que comentaremos en epigrafes posteriores
incluyen en mayor o menor medida el andlisis de las producciones de |os alumnos ante

un cuestionario relativo a la Proporcionalidad, consideraremos en este epigrafe a
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aquellos que no van mucho més alla de la mera descripcion y categorizacion de las
respuestas.

Los trabajos de este tipo varian mucho en cuanto a contexto en que se presentan
los estudios. Asi, Benchaim et a. (1998) muestran diversas estrategias utilizadas por
alumnos de 7° grado (12-13 afios) con experiencias curriculares diversas. Por su parte
Nabors (2003) estudia las respuestas de cuatro aumnos de 7° grado en un entorno
informatico. AUn mas restringido resulta el trabajo de Singh (2000) que se centra en dos

alumnos de 6° grado, analizando especiamente el uso de estrategias multiplicativas.

Algo més amplio es € estudio realizado por Solar y Zamorano (2005) en Santiago
de Chile. En concreto, los autores analizan respuestas de 80 alumnas (de un nivel
equivalente a de 4° de E.S.O. y 1° de Bachillerato esparioles), a la hora de distinguir
relaciones de proporcionalidad entre magnitudes. También se estudian las técnicas de

resolucion de problemas utilizadas por parte de 8 de las anteriores alumnas.

Algunos trabgjos se centran en aspectos geométricos de la proporcionalidad
entendiendo que la idea de figuras semejantes es un buen punto de partida. Ejemplos de
esto son € trabajo de Psycharis y Kynigos (2004) en el que se analizan las actuaciones
de alumnos de 13 afios en un entorno informatico, o €l trabajo de Sophian (2000) que
compara la capacidad de identificar la semganza de figuras en diversas situaciones
entre alumnos de 4-5 afos y adultos. También en un contexto geométrico, pero mas
centrado en aspectos métricos (areas, volumenes, etc.), se enmarca en trabgo de
Modestou et al. (2007) que ilustran la tendencia de los alumnos a pensar que “todo es
lineal”.

Y a con alumnos espafioles Fernandez y Llinares (2010) presentan la evolucién de
las respuestas de alumnos de entre 9 y 16 afos a la hora de resolver problemas lineales y
no lineales, y Fernandez (2009) en su tesis doctora analiza las respuestas de alumnos de
segundo y tercer ciclo de Primaria (8-12 afios) con € animo de comprobar la posibilidad
de introducir los conceptos de razdn y proporcién en dicho nivel educativo.

En & Capitulo VI de esta memoria se presenta la fase de observacion de nuestra

investigacion que, en gran medida, supone un trabajo de este tipo.
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c) Trabajos centrados en la dificultad delos problemas:

Gran parte de los trabgos de campo disponibles en la literatura ponen de
manifiesto, como también hemos hecho nosotros en los apartados 1.2. y 1.3., las
dificultades que los alumnos encuentran a la hora de afrontar situaciones relativas a la
proporcionalidad. Unalinea de investigacion natural consiste en tratar de establecer qué
aspectos de los problemas de proporcionaidad tienen una influencia directa sobre tales
dificultades.

Rapetti (2003), por gemplo, estudia la influencia que tiene sobre € éxito de los
alumnos el que los problemas involucren razones internas o externas en e sentido
apuntado por Freudenthal (1983).

Steinthorsdottir (2006) estudia la influencia de diversos factores, como la
categoria semantica de los problemas segun la clasificacion de Lamon (1993) o €
carécter entero de las razones y la respuesta, sobre las estrategias utilizadas por 53
alumnos islandeses de 8° grado y sobre su tasa de éxito. En lamisma lineava €l trabgjo
de Van Dooren et a. (2006) que defienden |a hipétesis de que una razon entera entre los
datos de un problema verba estimula a los alumnos a utilizar métodos proporcionales

aln siendo estos inapropiados.

d) Trabajos que presentan modelos para e desarrollo del razonamiento

proporcional:

L os estudios de campo también plantean como linea de trabgjo interesante €l tratar
de disefiar un modelo de desarrollo para € razonamiento proporcional. Es decir, tratar
de comprender si dicho desarrollo es jerarquico y, caso de serlo, averiguar qué

mecani smos intervienen en el proceso.

Uno de los trabgjos mas importantes en este sentido es el de Noelting (1980a,
1980b) que se centra tanto en determinar las etapas del desarrollo del razonamiento
proporcional, como en anadlizar las estrategias de resolucion de problemas propias de
cada etapa.

Trabgjos en una direccion similar son los de Alatorre y Figueras (2004, 2005) en
los que se utiliza una tipologia de problemas mas variada que en los de Noelting antes
citados.
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e) Trabajos centrados en modificar e método de ensefianza:

Todos los trabajos anteriores ponian su foco bien en los conceptos relacionados
con la proporcionalidad, bien en e aumno. Evidentemente quedan por mencionar
aquellos trabajos que se centran en €l tercer vértice del tridngulo didactico: €l método de

ensefianza.

En algunos casos, como en e trabgo de Miyakawa y Winsow (2009) se
comparan dos disefios didéacticos (uno francés y otro japonés), orientados a introducir €l
razonamiento proporcional en alumnos de 11-12 afios en un contexto geomeétrico

(nuevamente apelando alaideade “tener igual forma”).

Adjiage y Pluvinage (2007) comparan, en 6° y 7° grados, |os resultados obtenidos
por alumnos en un contexto tradicional, frente a los obtenidos por alumnos que han

recibido instruccién en un contexto informatico utilizando un software especifico.

Van Dooren et a. (2004) disefian un entorno de aprendizaje orientado a evitar la
“ilusion de linearidad” de los alumnos especiamente en contextos de geometria métrica

(éreas, volumenes, €etc.).

Abrahamson y Cigan (2003) y €l propio Abrahamson (2004) en su tesis doctoral
presentan un método para introducir los conceptos de razén y proporcion a alumnos de
5° grado. Su idea se basa en el uso de latabla de multiplicar como herramienta.

L os trabgj os anteriores se centran en aspectos muy restringidos o bien, como en €
caso de estos ultimos, presentan situaciones que realmente no dotan de significado alos
conceptos de razén y proporcion. Gairin y Escolano (2009), sin embargo, presentan
ideas generaes y significativas que han influido en gran medida a la hora de disefiar la
propuesta didactica completa para la Proporcionalidad aritmética en Secundaria que

presentamos en €l Capitulo 1V de esta memoria.

|.6. OBJETIVOSDEL TRABAJO

El trabgjo que planteamos pretende, en cierto modo, llenar e vacio indicado en e
apartado I.1., aumentando la atencién de los alumnos hacia el contexto de los problemas

y mejorando su manegjo de las magnitudes y su comprension de las operaciones entre
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ellas (entendida la razén como una de dichas operaciones). Mas en concreto los
objetivos principal es de esta investigacion son los siguientes:

1. Elaborar una propuesta didactica para aumnos de secundaria que abandone |la
ensefianza tradicional (basada en las operaciones descontextualizadas y la Regla

de Tres) y que se caracterice por:

e Separar completamente el estudio de la proporcionalidad directa del de la

proporcionalidad inversa

e Prestar especial atencion a uso y mango de las magnitudes y a

significado de las operaciones entre ellas.

e Hacer especia énfasis en las condiciones necesarias para la existencia de

larazdn entre dos magnitudes.

e Utilizar e significado de razén como “tanto por uno”, como cantidad de
una magnitud que se corresponde con una unidad de otra magnitud, en

situaciones de proporcionalidad directa.

e Concebir la constante de proporcionalidad como una cantidad de
magnitud que se mantiene constante en situaciones de proporcionalidad

inversa

e Transformar las situaciones de proporcionalidad compuesta en
situaciones de proporcionalidad simple, redlizando las adecuadas
operaciones entre las cantidades de magnitud implicadas en la situacién
inicial.

2. Concretar esta propuesta al tiempo, espacio, contenido y necesidades concretas

de un grupo natural de alumnos de 1° de E.S.O. e implementarla.

3. En base alaimplementacion anterior, evaluar las potencialidades y limitaciones
de lapropuestainicial.

|.7. PLAN DE LA OBRA

El trabajo realizado se organiza en base a dos ambitos: tedrico (capitulos Il y I11) y
de aplicacién (capitulos 1V, V y VI). El capitulo VII, con € que se cierra este trabgjo,
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esta dedicado a presentar |as conclusiones principales de nuestra investigacion asi como
a presentar algunas ideas para futuras investigaciones. Los aspectos principales de cada

uno de los capitul os centrales son |os siguientes:

[.7.1 Capitulo I1: Estudio histérico sobrela Proporcionalidad aritmética.

El uso de la Proporcionaidad aparece reflggado ya en los primeros textos
matematicos gque se conservan y ha sido una constante a lo largo de la historia. En este
capitulo se realiza un detallado estudio, tanto epistemol 6gico como fenomenol dgico, de

la Proporcionalidad aritmética desde un punto de vista histérico.

El estudio histérico redlizado se estructura en torno a tres grandes bloques de

contenido:
e Aspectos conceptual es de la Proporcionalidad.
e Tipologiade problemas.
e Técnicas de resolucion de los citados problemas.

El capitulo concluye con una serie de conclusiones extraidas de la investigacion
realizada y que seran tenidas en cuenta a la hora de disefiar una propuesta didactica en

capitul os posteriores.

[.7.2. Capitulo 111: Caracteristicas de la ensefianza tradicional.

La Proporcionaidad ha sido tema de estudio en la Matemética escolar desde €l
surgimiento de los primeros planes de estudios reglados en Espaia hacia mediados del
siglo X1X. Consecuentemente se trata de un contenido que aparece reflgjado en los

libros de texto y manual es escol ares desde ese momento hasta la actualidad.

En este capitulo, mediante el andlisis de textos escolares de distintas épocas,

perseguimos |os dos objetivos parciales siguientes:

1. Caracterizar los significados que se utilizan en la enseflanza de la
proporcionalidad aritmeética desde 1850 hasta la vigente ley de educacion.

2. Andizar laensefianza actual de la proporcionalidad.

Las conclusiones obtenidas seran nuevamente de utilidad a la hora de disefiar una
propuesta didéctica.
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[.7.3. Capitulos 1V, V y VI: Disefio y experimentacion dela propuesta didactica.

La metodologia de Investigacion-Accidn que se ha elegido a la hora de desarrollar
nuestro trabajo se articula, como hemos dicho mas arriba, en cuatro fases. Estas cuatro

fases aparecen recogidas en estos tres capitulos. En concreto:

- El Capitulo 1V se dedica ala Fase de Planificacion. En particular se recogen las
conclusiones de los dos capitulos anteriores y se disefia la propuesta didactica
completa para la ensefianza de la Proporcionalidad en Secundaria; sin duda uno

de los principal es aportes de esta investigacion.

- En d Capitulo V se desarrolla la Fase de Accion, es decir, se describe la
particularizacion de la propuesta anterior en una secuencia de sesiones para
alumnos de primer curso de E.S.O. También se recogen las incidencias mas

importantes sucedidas en € transcurso de la experimentacion.

- El Capitulo VI esté dedicado a las Fases de Observacion y Reflexion. En € se
completa un andlisis detalado de la informacion obtenida durante la Fase de

Accion.

[.7.4. Capitulos VII: Conclusiones.

En este Ultimo capitulo se recogeran las principales conclusiones que se
obtengan a partir del andlisis de los datos obtenidos en la Fase de accion, relativas tanto
a la comprensiéon de los alumnos como a la propia propuesta didactica. También se

dedicara espacio a apuntar posibles lineas de trabajo futuro.
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CAPITULOII:

FENOMENOLOGIA Y EPISTEMOLOGIA
DE LA PROPORCIONALIDAD
ARITMETICA DESDE UN PUNTO DE

VISTA HISTORICO.

[1.1. INTRODUCCION

En este capitulo nos proponemos emprender un estudio fenomenol 6gico historico
sobre la proporcionalidad aritmética y su epistemologia en € sentido que sefiala
Freudenthal (1983, pp. 28-29). Este estudio es interesante no sélo por su importancia
académica, sino también por que las conclusiones a las que conduce tendran una
influencia muy significativa sobre la propuesta didactica para la proporcionalidad

aritmética que hemos disefiado y que presentaremos en siguientes capitul os.

En las siguientes secciones vamos a estudiar 1os distintos enfoques y € devenir en
el tiempo de tres aspectos fundamentales relativos a la proporcionalidad aritmética: los
conceptos involucrados, la tipologia de problemas en que aparecen estos conceptos, y

las técnicas y métodos de resolucion de dichos problemas.
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I1.2. MARCO ESPACIO-TEMPORAL Y FUENTESREVISADAS

A la hora de afrontar este estudio se ha marcado como limite temporal més
cercano la época de publicacion del Liber Abaci de Leonardo de Pisa; es decir, los
inicios del siglo XIII. Esta decision se basa en la evidencia de que, en esa época, los
conceptos y técnicas de la proporcionaidad aritmética estan ya plenamente
establecidos. A partir de este momento comienza a extenderse y generalizarse €l uso del
Algebray de sus técnicas propias. Estas técnicas, que encontraran gran aplicacion en el
campo de los problemas tradicionales sobre proporcionalidad, quedan fuera de este

estudio pese a su evidente interés.

Se ha mencionado con anterioridad la gran importancia préactica cotidiana del
razonamiento proporcional. Esta importancia se hace patente, por giemplo, en € hecho
de que podemos encontrar vestigios de su uso en los mas antiguos textos matemati cos
conservados. Por gemplo en e Papiro de Rhind encontramos, entre otros muchos

problemas, € siguiente (Robinsy Shute, 1987, p. 51):

“g 10 hekat* de grasa deben durar un afio, ¢cuanta grasa puede usarse en un

dia?”
=z & WL R e eI ALY (1 Ak Ryl P d 1)
1 ? m‘.’%i Tl ;jtrl}"”l/;-eaw ‘Wi‘ﬁ?ﬁ‘
g X fieo, ] ' LN = 2313 @‘.ELTIL-v
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f-é)lﬂxr—z %y 4
Figura ll.1. El problema 66 del Papiro de Rhind.

En ese mismo texto aparecen problemas referentes a intercambios de mercancias o
a repartos proporcionales. También aparecen estos tipos de problemas, junto con otros
muchos, en textos chinos desde € siglo 11 an.e. (Cullen, 2007) y en textos hindules que,
aunque cronol 6gicamente mucho més tardios, recogen tradiciones anteriores;, como €l
Lilavati (Patwardan et a., 2001). Es remarcable € hecho de que las técnicas de
resolucion y los algoritmos utilizados son ya similares a los actuales pese a que surgen
en contextos agados del paradigma griego (Crespo et a., 2009).

1 Unidad de volumen aproximadamente igual a 4.8 litros (Robinsy Shute, 1987, p. 14).
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Por otra parte, en los Elementos de Euclides ya se encuentra un tratamiento
tedrico de los conceptos de razdn y proporcion relativamente proximo al actual; si bien
es cierto que dicho tratamiento se trata de una version ya refinada de teorias anteriores
(Fowler, 1979, 1980, 1981, 1982; Thorup, 1992). Curiosamente no se conservan textos
griegos en los que la teoria de las proporciones se utilice en aplicaciones préacticas a
estilo oriental; sin embargo, si hay aplicaciones por gemplo en la Fisica de Aristoteles
(Caveing, 1994). En la Edad Media se unificaran en cierto sentido las dos corrientes
anteriores, utilizando y ampliando (aunque, como veremos, no de forma completamente
correcta desde un punto de vista matematico), €l marco tedrico griego parajustificar 1os
algoritmos y técnicas orientaes; asi 1o haran Al-Khwarizmi (Rosen, 1986), Al-Biruni
(Bag, 1975) u Omar Khayyam (Rashed y Vahabzadeh, 1999). También se avanzara en
la progresiva aritmetizacion del concepto de razon, que originariamente es un concepto
no numeérico, por parte de Omar Khayyam (Rashed y Vahabzadeh, 1999, p. 279) o
Campano (Rommevaux, 1999, pp. 104-106), por gemplo. Por otro lado, y en esta
misma época, aparecen nuevos problemas; asociados a los repartos de herencias en €l
mundo érabe (Laabid, 1990, 1999), (Meusnier, 2007) y a los intercambios de divisas y
la acufiacion de moneda en €l cristiano (Cassinet, 1999; Spiesser, 1999; Williams,
1995). Como egjemplo paradigmatico de la fusion acaecida durante la Edad Media se
puede tomar e Liber Abaci de Leonardo de Pisa (Sigler, 2002).

Estas consideraciones justifican la eleccidn de las culturas objeto de este estudio y

cuya rel acién se refleja de manera esquemética en el siguiente gréfico®

CHINA

GRECIA

EUROPA MUNDO
MEDIEVAL ARABE

Figura ll.2. Influencia y transmision entre culturas antiguas.

2 EnlaFigurall.2. se muestra un esquema de la influencia y transmisién de conocimientos sobre la
proporcionalidad aritmética entre algunas de las culturas estudiadas. Hemos dejado a margen la
civilizacion egipcia debido a su excesiva distanciaen el tiempo.

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE
SECUNDARIA

Ademas de la revision de gran cantidad de bibliografia secundaria, se ha hecho

imprescindible recurrir al andlisis de fuentes directas o, a menos, de traducciones lo

mas directas posible. En nuestro caso las fuentes primarias estudiadas han sido las

siguientes:

El Papiro de Rhind (Egipto, siglo XVII an.e):

Se hamangjado € texto de Robins y Shute (1987). No se trata de una traduccion
completa, sino mas bien de un comentario critico que, en ocasiones, omite los

enunciados de |os problemas.
Suan shu shu (Ching, siglo |1 a.n.e.):

Se ha empleado €l texto de Cullen (2004). Se trata de unatraduccion completa al

inglés, acompariada de comentarios.

Jiu zhang suan shu. (China, siglo 11, aunque e contenido es varios siglos

anterior):

Se ha mangjado € texto de Kangshen et al. (1999). Se trata de una traduccion
critica completa al inglés del texto original y de los comentarios de Liu Hui (el

“editor” delaobraoriginal).
Los Elementos (Grecia, siglo 111 an.e.):

Se ha utilizado edicién critica en castellano de la editorial Gredos (Euclides,
1994).

Lilavati (India, siglo XI1):

El texto utilizado ha sido e de Patwardan et al. (2001). Se trata de una edicién

critica en inglés acompafiada de comentarios.
Comentarios de Omar Khayyam alos Elementos (Mundo érabe, siglo XI):

Se ha empleado la traduccion completa a francés, con comentarios, que puede
encontrarse en Rashed y Vahabzadeh (1999).

El Algebra de Al-Khwarizmi (Mundo &rabe, siglo 1X):
Se haempleado latraduccion integra al inglés de Rosen (1986).

Propositiones ad acuendos juvenes (Europa medieval, siglo V1II):
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Se ha trabgjado con la traduccion a inglés y comentarios de Hadley y
Singmaster (1992).

El Liber abaci (Europa medieval, siglo XI11):

El texto empleado ha sido latraduccion integra al inglés de Sigler (2002).

I1.3. SOBRE ASPECTOS CONCEPTUALES

A la hora de estudiar el tratamiento que los aspectos puramente conceptuales

relacionados con la proporcionalidad han recibido a lo largo de la historia, surgen

algunas dificultades que, por otra parte, son inherentes a la propia investigacion

historica:

1

Las teorias mateméticas siempre aparecen ante la necesidad de resolver
problemas préacticos concretos. Incluso desde la rama mas abstracta de la
matematica actual puede rastrearse €l camino gue lleva a las raices del arbol
hundidas en la tierra. Esto hace que e modo de manipular los conceptos
abstractos esté influido por los usos précticos que se vayan a dar a esos
conceptos. En otros términos, hay que ser conscientes y tener en cuenta que la

realidad modelada influye de manera decisiva en e modelo de lamisma.

El modo en que concebimos los conceptos sometidos a estudio influye en como
los buscamos a analizar un texto antiguo. No buscamos el concepto en la forma
en que se concibe hoy en dia, pues nuestra concepcion actua es fruto de una
evolucion que pretendemos rastrear y de una cultura que no necesariamente era

laimperante en e momento o el lugar en que se escribié la obra que se analiza.

En esta seccion abordamos tres aspectos principa mente:

1

En primer lugar, estudiaremos € texto de los Elementos de Euclides, donde los
conceptos clave de ‘razén’ y ‘proporcion’ aparecen por vez primera 'y donde €

tratamiento que estos conceptos reciben, en esencia, es similar al actual.

En segundo lugar, analizaremos y comentaremos €l intento de fundamentacion

tedrica de los fenébmenos asociados a la proporcionalidad que se encuentra en un
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texto chino cuyo origen e inspiracion son radicamente diferentes a los del

anterior: el Jiu zhang suan shu.

3. En tercer lugar, presentaremos el proceso de aritmetizacion, entendida como la
identificacion de las razones con entes numeéricos que se iniciaen laEdad Media

y que llega hasta nuestros dias.

[1.3.1. Razon y proporcion en los Elementos

De los trece libros que conforman la obra de Euclides, dos son los dedicados a la
temética que nos ocupa: € libro V, dedicado alas magnitudesy € libro VII, dedicado a
laaritmética’,

El primer inconveniente importante del texto es que € concepto ‘razén’ no esta
definido. En € libro VI, este término apenas aparece mientras que en €l libro V todo lo
gue se dice es que “una razon es determinada relacion con respecto a su tamafio entre
dos magnitudes homogéneas’ (V, Def. 3) y que “guardan razon entre si las magnitudes
gue, al multiplicarse, pueden exceder una a otra” (V, Def. 4). Lo que parece quedar
claro alaluz de la primera de estas dos definiciones es que la razon no es, en modo
alguno, un nimero. Este caracter no numérico de las razones en los Elementos esta
reforzado por € hecho de que no se haga ningun intento de definir sisteméticamente
operaciones entre razones®; ademés, nunca se habla de igualdad de razones, sino de
“guardar la misma razon” (V, Def. 5) o de “guardar una razén mayor” (V, Def. 7).

Parece comunmente aceptado €l hecho de que antes del desarrollo de la teoria de
proporciones de Eudoxo, presentada por Euclides en € libro VII de sus Elementos, la
razén entre dos nimeros® 0 magnitudes homogéneas venia dada por un proceso |lamado
antifairesis o antanairesis®. Este proceso se lleva a cabo del siguiente modo: dados dos
nimeros 0 magnitudes homogeéneas, se resta e menor a mayor tantas veces como se
pueda hasta que quede un resto menor que el menor de |os nimeros de partida. Entonces

se repite €l proceso tomando como partida e menor de los nimeros inicidles y €l resto

3 Si bien en €l texto los nlmeros aparecen representados como segmentos.

4 Tan solo se admite la composicion de dos razones de la forma a:b y b:c para obtener a:c. Grattan-
Guinness (1996, pp. 367-368) ve en esto un cierto trasfondo musical reforzado por el paralelismo
entre las ternas nlmero-magnitud-razén y aritmética-geometria-musica.

5 Entendidos como niimeros solo los enteros positivos.

6 Hoy lo denominamos Algoritmo de Euclides.
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obtenido; y asi sucesivamente. Lo importante aqui es €l proceso en si y no los nimeros
gue aparecen durante el mismo; es decir, llevamos la cuenta sélo de las longitudes de las

series de restas que efectuamos antes de cambiar |os papeles. Por gemplo:
(14,6)>(8,6)>(2,6)
(6,2>(4,2)>(2,2)>(2,0)

y asi, puesto que hemos hecho primero dos restas y luego tres, la antifairesisde 14y 6

serialasucesion (finita) {2,3}.

Esta definicion de razon mediante la antifairesis refuerza claramente e caracter
no numeérico del concepto junto con su intima relacion con un proceso de medida, ala
vez que aclara e motivo por @ cua sdlo se consideran razones entre magnitudes
homogéneas. En € caso de numeros, ademas, es importante indicar que e proceso
siempre termina en un numero finito de pasos debido a la existencia del méximo comun
divisor. Sin embargo, al aplicar e proceso a magnitudes esto no tiene por qué suceder”;
por giemplo, s d y | denotan respectivamente la diagona y el lado de un cuadrado se
tiene®:

(d,h~> (d-1,1)
(I,d-h->(2-d,d-1)=(D,L)~>(D-L,L)

y €l proceso se repetiria a partir de aqui indefinida, pero periddicamente, puesto que
D=2I-d y L=d-| son nuevamente diagonal y lado de un cuadrado®. En definitiva,

se tiene que la razén d:| vendria dada por la sucesion™® (infinitay periodica) {1,2,2,...}.
Debe resaltarse el hecho de que todas | as operaciones realizadas durante este proceso de
antifairesis pueden llevarse a cabo con reglay compés a estilo de la época. Mas aln,
segun Fowler (1980) e Libro Il seria un compendio de las herramientas bésicas

necesarias para profundizar en € estudio de la antifairesis.

7 S6lo sucederden el caso de magnitudes conmensurables.

8 Ver (Fowler, 1979) para una demostracion geométrica.

9 Esto ya era conocido en la época. De hecho este seria € estilo de la primera demostracion de
inconmensurabilidad.

10 En el primer paso se ha efectuado una sola resta, en el segundo paso dosy a partir de ese momento se
repite el proceso con dos restas en cada iteracion.
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Aunque en trabajos como los de Fowler (1980,1982) o Thorup (1992) se muestra
coémo esta definicion de razén permite construir toda la teoria de proporciones del Libro
VI, lo cierto es que las dificultades en & mango™ superan con mucho las
potencialidades de la definicion. De este modo, la teoria original quedo relegada al
ambito de laaritméticay ddl Libro V, mientras que para el caso de magnitudes hubo de
idearse una nueva teoria. En concreto fue Eudoxo® e que dio con una solucién
satisfactoria que pasd por dear indefinido € concepto de razén y definir Unicamente
aquello que importaba desde un punto de vista puramente geomeétrico; es decir, definir
lo que significa ‘guardar la misma razén’ y ‘guardar una razn mayor’. En concreto
“una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda que una tercera con
una cuarta, cuando cualesguiera equimiltiplos de la primera y la tercera excedan a la
par, sean iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualesguiera equimultiplos
de la segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en € orden correspondiente” (V,
Def. 5) y una definicion analoga se da para € caso de ‘ guardar una razon mayor’ en (V,
Def. 7). Estas definiciones tienen la virtud de que son vdlidas para cualquier tipo de
magnitudes, conmensurables o inconmensurables, dejando de lado la necesidad de

calcular la sucesion definida por la antifairesis de dichas magnitudes.

Sin embargo surge un problema al tener dos teorias, una para nUmeros y otra para
magnitudes, y es que hay que probar resultados similares dos veces. Esto es asi por la
forma en la que los griegos concebian las magnitudes. Para ellos no tenia sentido
considerar e producto de dos magnitudes™ y asi resultados como “si cuatro nimeros
son proporcionales, € producto del primeroy €l cuarto serd igual al del segundo y €
tercero” (VII, Prop. 19) y “si cuatro rectas son proporcionales, e rectangulo
comprendido por las extremas es igual** al rectangulo comprendido por las medias’
(VI, Prop. 16) requieren de tratamientos radicalmente diferentes™. No obstante estos
tratamientos se reconciliarén en e Libro X cuando se pruebe que dos magnitudes son

11 De hecho, segun Fowler (1979, p. 829) toda una rama del saber de la época, la logistica, estaria
dedicada al estudio de las razones.

12 Véase (Filep, 2003) para la reconstruccion del posible razonamiento original de Eudoxo y (Rusnock y
Thagard, 1995) para un andlisis del proceso de cambio conceptual que tuvo lugar.

13 El producto de dos longitudes no es una superficie, por giemplo.

14 Seentiende quedeigual érea.

15 Aun cuando para nosotros son equivalentes.
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conmensurables si y solo si guardan entre si la misma razon que un nimero con otro
nimero (X, Prop. 5-8).

Otro aspecto problemético interesante surge a la hora de aplicar en situaciones
précticas concretas toda |la teoria desarrollada. La razén tenia sentido Unicamente entre
magnitudes homogeéneas, € producto de magnitudes carecia de sentido. Estos dos
hechos hacen préacticamente inaplicable la teoria a las situaciones practicas en las que
deberia aplicarse, que tan profusamente aparecen en los textos orientales, y que
evidentemente debian ser situaciones cotidianas también en la Grecia clésica. Esta
imposibilidad de aplicar rigurosamente la teoria quizas sea una explicacion de porqué
no hemos sido capaces de encontrar textos griegos clésicos sobre, digamos, aritmética
préctica mientras que si es posible encontrar aplicaciones a mundo de la Fisica, como €

siguiente texto extraido de la Fisica de Aristételes (Caveing, 1994):

“Supongamos que A es el moviente, B la cosa movida, C la distancia s&g la
cual es movida y T el tiempo en el cual es movida. Entonces, en el tiempo T una
fuerzaigual a A hara que algo que es la mitad deB se mueva sobre el doble de
la distancia C, y o hara mover sobre la distancia C en la mitad del tiempo T,
pues de esta manera se mantendra la proporcion. Y s la fuerza de A hace
mover a B sobre la distancia C en el tiempo T, también hard mover a B sobre la
mitad de C en la mitad del tiempo T, y una fuerza igual a la mitad de A movera
a la mitad de B sobre la distancia C en el tiempo T.” (V11, 249031-250a7)

Notese que las razones son siempre entre tiempos o entre distancias y nunca entre
distancias y tiempos, en otras paabras, solo se consideran razones internas y no
externas. Como veremos mas adelante, el enfoque chino sera mucho més apropiado para

las aplicaciones “comerciales’.

[1.3.2. Proporcionalidad en €l Jiu zhang suan shu

Pese a ciertos prejuicios, no es la griega la Unica cultura en la que pueden
encontrarse algunos intentos de fundamentacién tedrica. Aunque es cierto que no puede
encontrarse un texto puramente tedrico como son los Elementos, no debe creerse que no

existiera una preocupacion por la busqueda de métodos generales o por la
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justificacion™® de dichos métodos. Asi, aunque algunos andlisis psicolingtiisticos del
chino, como los citados por Dauben (1998), dan cuenta de las dificultades que esta
cultura pudiera encontrar ala hora de intentar desarrollar un rigor 16gico, digamos, “ala
griega’; no es menos cierto que en la medida de sus posibilidades los mateméticos'’
chinos se preocupaban por algo més que por la mera aplicacion de métodos. En este
sentido Cullen (2007, pég. 39) traduce las palabras de un maestro chino del siglo | de

nuestra era:

“La dificultad en cuanto a la comprension del Camino es que, cuando uno lo ha
estudiado, debe preocuparse por aplicarlo ampliamente. Una vez que ha sido
ampliamente aplicado, uno se preocupa de ponerlo en practica. Cuando ha
sido puesto en préctica, surge la preocupacion de no ser capaz de
comprenderlo. Asi, métodos similares se estudian comparativamente y
problemas similares son comparativamente considerados. Esto distingue al
estudiante inteligente del estUpido y al valioso del que no vale. La capacidad de
clasificar para unificar categorias. esa es la esencia de como €l valioso se

dedica arefinar la practicay la comprension.”

L os textos antiguos orientales y los chinos en particular, por mas que escondan —
como ya se ha dicho — una cierta blsqueda de métodos generales, poseen un eminente
enfoque practico. Se trata de colecciones de problemas acompafiados de una solucién
numerica o de una mera descripcion del método de resolucion aplicado a los datos
concretos del problema presentado. Esta presentacion, que choca radicalmente con €l
paradigma griego (que de hecho constituye la excepcion en € mundo antiguo) se
prolongara mucho en € tiempo y puede observarse alin su influencia en textos muy

posteriores como € Liber Abaci, por g emplo.

El Jiu zhang suan shu no pasaria de ser uno de tales repertorios de problemas si
no fuera por los comentarios con 10s que un matematico chino del siglo 111 [lamado Liu
Hui acompafi6 a su edicion del libro. En sus comentarios, ademas de relacionar unos

problemas con otros o de aclarar los métodos del texto original, también aparecen

16 Decimos justificacion y no demostracion por la carga de 16gica que posee dicha palabra. Ladistincion
entre justificacion y demostracion es muy finay, desde luego, la segunda no existe sin la primera.

17 Aunque no tenga sentido hablar de matematicos (como profesién) hasta épocas muy recientes.
Entenderemos que matemético, incluso actualmente, son aquellos que hacen o utilizan mateméticas.
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algunos indicios de lo que, salvando las distancias, podriamos llamar una cierta

fundamentaci n tedrica.

Dada la naturaleza de la obra, los aspectos rel acionados con la proporcionalidad
no podian fatar. El concepto central en & tratamiento que Liu Hui hace de la
proporciondidad es e de 1G*™. Liu Hui define 1t como un “conjunto de nuimeros
correlacionados” y enumera algunas propiedades y operaciones entre ellas. En
concreto: “Las |0 pueden convertirse unas en otras. S hay fracciones en una |, ésta
puede convertirse en otra en enteros multiplicando por un nimero adecuado. Las |U se
pueden simplificar reduciéndolas usando € comin denominador” (Kangshen et d.,
1999, p. 80).

La interpretacion de este concepto es sencilla. Se dispone de varias magnitudes
directamente proporcionales™ y una | i no es mas que un conjunto de vaores de dichas
magnitudes. Las propiedades y operaciones descritas se siguen de la proporcionalidad
directa entre las magnitudes consideradas. Kangshen et a. (1999, p. 81), en este
contexto, interpretan la razén entre dos magnitudes como su U cuando una de ellas
toma e valor 1. No obstante no hay nada parecido ala definicion euclidea de razén ni a
la razon por antifairesis, aunque e proceso de simplificacion de fracciones descrito en
el Jiu zhang suan shu es idéntico a Algoritmo de Euclides. Este concepto de 1,
decimos, es fundamental para Liu Hui y nos permitira comprender perfectamente, como

veremos mas adelante, € tipo de razonamiento detras de la génesis de laRegla de Tres.

El motivo por e que esta concepcion de la proporcionalidad se adapta mejor alas
aplicaciones mercantiles saltaalavista. En este contexto no hay problemas a la hora de
relacionar directamente dos magnitudes distintas;, de hecho, se consideran
simulténeamente pares de magnitudes diferentes. Es més, esta forma de enfocar |la
situacion esta mucho més cerca de una concepcion funcional puesto que mientras en €l
enfoque griego se relacionan por separado cada una de las magnitudes y después se
comparan dichas relaciones, en € chino se entra directamente a andizar la relacion

18 Latraduccion de este término parece problemética. En el capitulo X1V —en francés —de (Benoit et al .,
1992) se dgja sin traducir. En (Kangshen et a., 1999) se traduce a inglés como rate. En (Lam, 1994)
latraduccion es proportional value. Nosotros optaremos por no traducir, las traducciones inglesas dan
unaidea aproximada de [o que se quiere decir.

19 Laidea de magnitudes directamente proporcionales se da por supuesta en Los nueve capitul os.
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existente entre ambas magnitudes. Aqui predomina la idea de razon externa frente a la

interna.

11.3.3. Comparando ambos enfoques

Consideremos e siguiente enunciado extraido de un manual escolar cuaquiera:
“Una fuente arroja 42 litros de agua en 6 minutos. ¢Cuantos litros arrojara en 15

minutos?”.

Bajo un punto de vista griego debe tenerse en cuenta que los litros arrojados
guardan la mismarazén gue |os tiempos necesarios para arrojarlos. Es decir, se buscaun
nimero de forma que dicho nimero guarde con 42 la misma razén que 15 con 6. En
términos modernos y empleando €l lengugje algebraico, planteariamos la proporcion:

x_15

42 6

Bajo un punto de vista chino, considerariamos e par (6,42) y estariamos
interesados en encontrar un par correspondiente a la misma situacion bajo la restriccion
de que € primer elemento ha de ser 15. De nuevo empleando un lenguaje algebraico

planteariamos la proporcion:

Consideradas desde un punto de vista puramente numérico y descontextualizado
ambas situaciones son equivalentes. Sin embargo € significado es bien distinto. El
primer enfoque careceria de sentido para un resolutor chino puesto que si € problema
muestra claramente que la relacion es entre litros arrojados y tiempo necesario para
hacerlo ¢por qué relacionar tiempos y litros separadamente? Para un griego es €
segundo enfoque € carente de sentido puesto que no concibe “dividir” o “repartir” litros
entre tiempo.

Es muy interesante observar como al plantear situaciones de este tipo a alumnos
gue no estan familiarizados con las técnicas de la proporcionalidad y, dejando de lado
estrategias aditivas 0 argumentos incorrectos, la dialéctica entre estos dos enfoques
permanece viva (ver Capitulo VI1). Por supuesto, lo deseable es conseguir ambas

visiones en los alumnos, pero no podemos evitar sefialar € mayor sentido que
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proporciona a las operaciones y la mejor comprension de la situacion que, a nuestro
juicio, se obtiene pensando “alo chino” antes que “alo griego”.

I1.3.4. Laaritmetizacion delasrazones

De los dos enfoques posibles que acabamos de presentar y comparar, fue la
potente teoria griega de la proporcionalidad la que permanecio alo largo de los siglos;
primero en € propio mundo griego vy, después, adoptada por la cultura arabe, en la
Europa medieval. Sin embargo, pese a su potencia, existian algunos defectos o

inconvenientes en lateoria. Los principales eran:

1. El concepto de razén no estaba definido en los Elementos y laidea de razon por
antifairesis no aparece sino insinuada en € agoritmo de la divisién. También
subyace |la problematica respecto a la naturaleza — numeérica o no — de dichos

entes.

2. En los Elementos, Euclides sélo admite la composicion de dos razones de la
forma alb y b:c para obtener a:c. En algunas traducciones aparece una
definicion interpolada de composicion de dos razones cualesquiera, que falla

parael caso de magnitudes®.

El primero de estos problemas es de carécter puramente tedrico. La necesidad de
solucionarlo surge Unicamente del deseo de que la teoria esté completa desde un punto
de vista l6gico. El segundo de los problemas es quizas més interesante puesto que surge
— a nuestro juicio — ante la necesidad de dar un fundamento tedrico a las técnicas
orientales (Regla de Tres, de Cinco y superiores) que los arabes recogen de las
tradiciones orientales y que no podian ser justificadas estrictamente por la teoria griega
de las proporciones.

Es natural, pues, que fuera la Baja Edad Media, época en la que proliferaron las
traducciones, copias y comentarios a los Elementos de Euclides, cuando surgieran
algunas respuestas a los problemas anteriores. El problema de la definicion y la
naturaleza de las razones surge en las dos culturas més importantes del momento: la

cristiana y la arabe. El problema de la composicion de razones, por su origen préactico

20 La composicion de acb y c:d seria ac:bd; pero recuérdese que para Euclides no tenia sentido el
producto de magnitudes.
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recogido de la tradicion oriental, sblo aparecidé en € seno de la cultura drabe. Aqui
vamos a presentar 10s principales avances en la respuesta a las cuestiones anteriores: €l
comentario de Omar a-Khayyam (s. XI) alos Elementos y la traduccién de la misma
obra por parte de Giovanni Campano (s. XI11). Resulta curioso observar que, mientras
en e caso de al-Khayyam se trabgjard siempre en € ambito de las magnitudes,
Campano se centrard Unicamente en las razones numeéricas. Ademés, ninguna de las
soluciones aportadas en uno de los ambitos es exportable a otro y, de hecho, pensamos
gue cada una de las propuestas que vamos a presentar es la mas natural (s es que tal

apelativo tiene sentido) en el ambito en que se dio.

[1.3.4.1. Los comentarios de Ommar al-Khayyam alos Elementos de Euclides

Los comentarios de Omar al-Khayyam a los Elementos han sido traducidos por
Rashed et a. (1999). En este texto se plantean, y hasta cierto punto se resuelven, las dos
cuestiones presentadas anteriormente, pero sdlo en e ambito de las magnitudes
(entendidas en el sentido griego, es decir, como magnitudes geométricas). Esto es asi
porque al-Khayyam utilizara de modo esencia |a posibilidad de dividir una cantidad de
magnitud hasta e infinito, algo imposible de hacer en e ambito numérico de los
Elementos que se limita a los enteros positivos que, obviamente, no permiten su
subdivisién mas alla de la unidad (aungue la dialéctica discreto-continuo fuera el centro

dericas disputas. Recuérdense, por giemplo, las paradojas de Zendn de Elea)

Al-Khayyam, igua que algunos de sus predecesores, redescubre la definicion de
razon como antifairesis; es decir, como proveniente de un proceso de medida por
conmensuracion intimamente ligado alo que hoy llamamos Algoritmo de Euclides. Asi,
dos razones son iguales si ambos pares de magnitudes dan lugar a la misma sucesion de
enteros tras e proceso de antifairesis. A esta nueva™ definicion de igualdad (y
desigualdad) de razones la llama al-Khayyam — no sin cierta inmodestia — “la
verdadera’ mientras que la de Euclides es para é “la usual”. Todo € Libro Il del
comentario de a-Khayyam a los elementos esta dedicado a demostrar la equivalencia
entre esta nocion “verdadera’ y la “usua”. Es importante indicar que para hacerlo
utilizar4 constantemente la existencia de una cuarta proporciona a tres magnitudes

dadas; paralo cua admitira que las magnitudes son divisibles hasta €l infinito.

21 Aunque antigua.
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En € Libro Il de su comentario, a-Khayyam se dedica a la composicion de
razones?’. Al-Khayyam, en particular, demostraré que dadas tres magnitudes a, b y c la
razon a:c es la composicion de las razones a:b y b:c. Para ello al-Khayyam procede del
siguiente modo: dadas las magnitudes a y b se fija una unidad u y, entonces, por la
existencia de la cuarta proporcional existe otra magnitud g tal que g:u::a:b. Ahora, como
u es la unidad, al-Khayyam considera g como un niimero que representa la razén a:b®;
es decir, identifica en cierto modo las razones con nimeros y asi puede identificar la
composicion de razones con la multiplicacion numérica. Ademas este argumento
permite, como asi hace al-Khayyam, extende este resultado para una cantidad
cualquiera de magnitudes®®. Esta vision es de vital importancia y aparece aqui por
primera vez en la historia; aunque bien es cierto que al-Khayyam no entrara en una

discusion sobre la naturaleza numérica o no de las razones.

[1.3.4.2. Campanoy la denominacién de unarazon

Una de las traducciones® de los Elementos que més éxito tuvieron en la Europa
cristiana medieval fue la llevada a cabo a mediados del siglo XIIl por Giovanni
Campano. El aspecto més importante que queremos destacar de esta obra es la
introduccion del concepto de ‘denominacion de una razén’. En concreto Campano
define este concepto del siguiente modo (Rommevaux, 1999, pag. 97):

“Se dice denominacién de una razon, de un nimero mas pequefio en relacion a
uno mas grande, a la parte o las partes que ese nimero menor esta en e mas
grande. Y de un nimero mas grande a otro mas pequefio, al multiplo o al

multiplo y la parte o las partes segun las cuales el mayor 10 es.”

Pese a lo relativamente oscuro de esta definicion, se observa que |o perseguido
por Campano a introducirla es aritmetizar en cierto modo € concepto de razon. Debe
recordarse que en Euclides la razén es mas bien una relacion entre magnitudes (o entre
nUmeros en este caso). Campano esta asignando un nimero a cada razén. El problema
de la inconmensurabilidad no surge aqui puesto que se restringe a caso de razones

22 Este tema sera también recurrente en los comentadores arabes de Euclides, como por g emplo Ibn
Sartaq (s. XI11), mencionado por Djebbar (1997).

23 O mgjor aln, lamedidade a a tomar b como unidad.

24 El modo es obvio, s al,...,an son magnitudes, la razon al:an es €l resultado de componer al:a2,

25 Aunque, como afirma Rommevaux (1999), se trata mas bien de una recension.
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numéricas (Libro VII). Sin embargo, la herencia euclidea se hace patente cuando, como
aplicacion de esta definicion, Campano define la semegjanza (y no la igualdad) de dos

razones (Rommevaux, op. cit., pag. 98):

“Se dicen semgjantes a las razones que reciben la misma denominacion, y mas
grande a la que recibe una mas grande, y mas peguefia a aquella que recibe

una menor.”

Asi pues, se observa una préctica parecida ala actual. Se asocia®® larazén con un
numero racional y laigualdad o la relacion de orden entre razones con |os respectivos
conceptos numéricos. Es importante hacer énfasis, no obstante, en que se trata de una
asociacion mas que una identificacion. La razén no es ain un nimero sino que es
nombrada mediante un nimero. La diferencia, aunque de indole casi filosofica, es

importante.

[1.3.5. Lafundamentacién y & simbolismo

Como hemos visto, € lenguaje de las proporciones sirvié a los mateméaticos
arabes para anaizar algunos métodos, como el de falsa posicion, y darles € rigor del
gue carecian. Lo mismo sucede en el ambito de |os repartos proporcionales o las Reglas
de compariia. Los célculos mas o menos arbitrarios que se efectuaban en los textos de
China e India encontraron en manos de unos matematicos poseedores de la potencia del
lengugje euclideo su justificacion final. En el caso de la Regla de Tres ain podemos
decir més, puesto que la Teoria de las Proporciones solo podia justificar agquellas
situaciones en las que intervenia una Unica proporcion; los casos en los que los hindues
utilizaban sus Reglas de cinco, siete, etc... requerian de la composicion de razones y
esta teoria no aparecia en los eementos. Asi pues, bien pudo ser la necesidad de
justificar estas reglas (méas gque la necesidad puramente matematica de completar una

teoria) lo que llevara a desarrollar el aparato matemético necesario?’.

El siguiente gemplo muestra de forma nitida la fusién entre practica y teoria
llevada a cabo por los &abes. Se trata de un fragmento del Liber Ysagogarum
Alchorismi tal y como aparece traducido por Allard (1992, p. 50). En & se trata un

26 Hoy en dia, més que asociar, seidentificalarazén con € nimero racional. Campano aln no hallegado
aese punto.
27 Pero esto es una mera hipétesis.
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problema tipico de textos muy antiguos (el de dos vigieros que marchan a encuentro),
gue en dichos textos se resuelve utilizando sin justificacion argumentos de
proporcionalidad, mientras que en este caso se nos remite a un resultado de los

Elementos como justificacion:

“[...] La distancia esta en relacién con su movimiento diario [...] En €l caso en
gue los viagjeros caminan hacia un mismo punto, tenemos que descomponer la
cantidad, es decir, € valor relativo de cada uno, en dos fracciones. Por el 19°
teorema del 7° libro de Euclides sobre las proporciones, sabemos que €
producto de los extremos es igual al producto de los medios. Por g emplo. Un
viajero recorre 2000 pasos al dia, otro 4000. La ruta es de 30000 pasos. ... .
Los viajeros se encontraran en e punto 20 y 10; €l nimero de dias hasta su
reunion esta en funcion del movimiento del primero con respecto al lugar del

encuentro.”

El ggemplo concreto yano es el Unico apoyo que € lector tenia para comprender €l
texto. No debe creer ciegamente en un procedimiento mads o0 menos oscuro. La
proposicion 19 del Libro VI de los Elementos ya no es un frio enunciado sobre cuatro
nimeros que cumplen una determinada condicién. La préactica se fundamenta en la

teoriay ésta, en cierto modo, sejustificay reivindicaen la primera.

La misma fusién incipiente entre ambas formas de pensar se observa claramente
en € Liber Abaci donde, como veremos, comienzan a aparecer entremezclados
problemas puramente précticos con otros problemas numéricos concretos pero
descontextualizados y con bosquegjos de demostraciones. Por gemplo, la
fundamentacién tedrica de la Regla de Tres compuesta que presenta Fibonacci (y que
veremos mas adelante en 11.5.4.) es fundamentada por €l autor en base a la teoria de las
razones compuestas y cita e Almagesto de Ptolomeo (s. 1), asi como un tratado de

Ahmed ibn Y usuf (s. IX) sobre proporciones.

Por ultimo, con lallegada y generalizacion del dgebra, muchos de los problemas
puramente aritméticos trasmitidos de generacion en generacion sufriran una progresiva

algebrizacion en sus modos de resolucién®. Esto se aprecia, por ejemplo, en el tercer

28 En este sentido son muy interesantes las comparaciones que hace Djebbar (1999) entre los métodos de
resolucion de diversos problemas por parte de los “calculadores’ y de los “algebristas’.
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capitulo del Algebra de al-Khwarizmi donde todos los problemas planteados acaban
siendo traducidos a ecuaciones. En cualquier caso la manipulacion de proporciones
seguia jugando un papel importante como muestra un tratado sobre herencias de al-
Hububi (un matemético de los siglos X y Xl), que comienza con la definicion de
proporcionalidad entre cuatro niUmeros y algunas de sus propiedades (Laabid, 1990, p.
160-162). Més tarde, ya en d siglo XV, a-Kasi proporciona cincuenta reglas de
manipulacion y transformacion de proporciones para poder “determinar los nimeros
desconocidos’ (Souissi, 1999, p. 306). El uso del simbolismo a que todos estamos ya
completamente acostumbrados fue e dltimo de los ingredientes que nos permite
comprender la forma en que hoy en dia se enfoca la ensefianza y € uso de la

proporcionalidad aritmeética.

I1.4. SOBRE LA TIPOLOGIA DE PROBLEMAS

En e papiro de Rhind, obra fechada por € propio copista Ahmose en torno al
siglo XVI an.e. y en la que reconoce estar copiando textos anteriores datados en torno
a siglo X1X an.e. (Robinsy Shute, 1987, pag. 11), encontramos ya problemas como €l
siguiente:

“S 10 hekat de grasa deben durar un afio, ¢cuanta grasa puede usarse en un
dia?’. (Robinsy Shute, 1987, p. 51)

La cotidianidad de este problema — planteado en € méas antiguo texto de
contenido matematico conocido — muestra claramente la importante aplicacion practica
gue tuvo y tiene e razonamiento proporciona en multiples situaciones relacionadas con
aspectos productivos, comerciales o administrativos. De hecho, la situaciéon que sirve
como introduccion a la materia en aguellos libros que aspiran a ser compendios del
saber de su época, como € Jiu zhang suan shu o € Liber Abaci, es la dél intercambio

comercial o trueque.

Un aspecto importante respecto de los problemas que se resuelven mediante
técnicas relacionadas con la proporcionalidad es su persistencia en e tiempo y su
presencia en obras de distintas culturas. Todos |os tipos de problemas, con escasisimas
excepciones, que aparecen en |os textos mas antiguos siguen apareciendo en |os textos
posteriores y de otras culturas. Tan sOlo en € caso de los problemas de reparto de
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herencias, que aparecen en la cultura arabe musulmanay en el caso de los problemas de
cambio de divisas y de acufiacion de moneda, que surgen en la Europa medieva

occidental, puede hablarse de problemas nuevos.

Debido a la gran variedad de problemas que se resuelven mediante técnicas
relacionadas con la proporcionalidad resulta complicado establecer una clasificacion
exhaustiva de los mismos. De hecho, no pensamos que sea posible disefiar una
clasificacion en funcion de las técnicas de resolucion utilizadas, puesto que éstas no son
demasiado variadas. Asi pues el esquema de la clasificacion que vamos a seguir se basa

en e contexto en que se presentan |os problemas.

No pretendemos que la siguiente lista sea exhaustiva, eso seria imposible. Nos
conformamos con ilustrar la gran variedad de situaciones en las que aparece la
proporcionalidad y mostrar algunos gemplos interesantes. Los principales tipos de

problemas que vamos a presentar son |os siguientes:
1. Problemas relacionados con intercambios.
a. Intercambios de mercancias.
b. Compra-ventas.
c. Cambio dedivisas
2. Problemas relacionados con repartos.
3. Problemas relacionados con préstamos.
4. Problemas relacionados con mezclas 'y aleaciones.
5. Problemas en otros contextos.

De esta clasificacién, los cuatro primeros tipos son |os méas importantes tanto por
el nimero de problemas que aparecen como por su antigiiedad y persistencia en €
tiempo, pues llegan hasta la actualidad. En el dltimo apartado recogeremos algunos
giemplo que no pueden situarse bajo ninguno de los descriptores anteriores pero que
consideramos |o suficientemente importantes como para presentarlos agui (valgan como
gjemplo los tipicos problemas de grifos).
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I1.4.1. Problemas r elacionados con inter cambios

Es muy probable que fueran las situaciones de intercambio de mercancias (0
truegue), junto quizés alas de reparto de bienes, las que hicieron surgir € razonamiento
proporcional. De hecho, en textos como el Jiu zhang suan shu o € Liber Abaci son las
situaciones de trueque las que se presentan como introduccion a tema. En economias en
las que existia una moneda (todas las estudiadas salvo la egipcia), tenia sentido ya la
compra-venta de bienes; aungue dicha situacion puede entenderse como un intercambio
de mercancias por dinero. Finamente, al ponerse en contacto distintas culturas o paises
surge la necesidad de comparar e intercambiar las monedas de cada uno de ellos.
También esto |o entendemos como un intercambio.

En este contexto, hemos encontrado principalmente problemas de
proporcionalidad simple directa y de proporcionalidad compuesta; en mucha menor
medida aparece la proporcionalidad inversa. Es curioso ver que en muchas situaciones
de este tipo en las que podria entrar en juego la proporcionalidad inversa, como por
giemplo e intercambio de mercancias en las que se dispone de una unidad que mide la
cadidad de las mismas, |0 que se mide es la fata de calidad y asi se evita la
proporcionalidad inversa. Tan sdlo en e Lilavati hemos encontrado problemas de
intercambios, en concreto de compra-venta, en 1os que se manga la proporcionalidad

inversa.

I1.4.1.1. | nter cambios de mer cancias

Para poder realizar € intercambio debe existir un criterio que garantice que dicho
intercambio es justo. En nuestro estudio hemos encontrado distintos criterios que

presentamos a continuacion junto con al gunos enunciados de problemas:

1. El criterio puede ser una tabla® o una informacién adiciona que indique la
cantidad de una determinada mercancia que se obtiene a cambio de una

determinada cantidad de la otra:

“Ahora, se quieren cambiar 5 dou 2/3 sheng® de mijo por semillas de
sesamo. Di: ¢Cuanto se obtiene?” (Kangshen et al, 1999, p. 146).

29 Esto es asi, por gemplo, en Jiu zhang suan shu donde uno de los capitulos comienza con una tabla
gue indicalos “tipos de cambio” de diversos cereales. Ver (Kangshen et al, 1999, p. 141).
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“ Cerca de Bugia o Ceuta, alguien transporta en un barco 31 quintales y 64
rollos® de piel de cabra que quiere intercambiar por cuero. Se sabe que 2

quintales de piel de cabra equivalen a 3 de cuero”. (Sigler, 2002, p. 177).

2. También pueden conocerse los precios de ambas mercancias y utilizar dicha

informacion para deducir laformajusta de intercambiarlas®:

“100 libras (peso) de pimienta cuestan 13 libras (moneda), mientras que un
quintal de canela cuesta 3 libras, se desea saber cuantos rollos de canela se

obtienen a cambio de 342 libras (peso) de pimienta”. (Sigler, 2002, p. 181).

3. Incluso puede disponerse de una unidad que mida de algin modo la“calidad” de
las mercancias intercambiadas®:

- “¢Cuéntas barras de pan de pesu®* 45 deben intercambiarse por 100 barras
de pesu 10?” (Robinsy Shute, 1987, p. 52)
[1.4.1.2. Compra-venta.

Los procesos de compra-venta pueden dar lugar a muy diversas situaciones

problematicas. Algunas de las que hemos encontrado son |as siguientes:

1. A menudo surge la necesidad de conocer € precio de determinada cantidad de
mercancia. Para ello suele conocerse €l precio de otra cantidad y se utiliza dicha
informacion para obtener e precio buscado:

“Un dou de laca cuesta 35 monedas. Ahora hay 5/40 dou. Pregunta:

¢Cuantas monedas se obtienen?” (Cullen, 2007, p. 56).

- “Se pagan 13500 monedas en la compra de 2350 bambues. Di: ¢Cuanto
cuesta cada uno?”’ (Kangshen et a., 1999, p. 150).

- “S e precio de una esclava de 16 afios es de 32 niskas, encuentra el precio

de una de 21 afios. S un buey con dos afios de trabajo cuesta 4 niskas,

30 1 dou = 10 sheng son unidades de capacidad. 1 sheng rondaba los 200 ml. (Kangshen et al., 1999, pp.
9-10).

31 1 quintal = 100 rollos.

32 Esto puede observarse en el Liber abaci. Ver Sigler (2002, pp. 188y ss.).

33 Esto sucede, por g emplo, en el Papiro de Rhind. Ver (Robinsy Shute, 1987, p.51).

34 Esta unidad mediala falta de calidad de las barras de pan, indicando la cantidad de barras obtenidas a
partir de 1 hekat de harina (Robinsy Shute, 1987, p. 51).
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¢cuanto costara un buey que ha trabajado durante 6 afios?” (Patwardan et
al., 2001, p. 78).

- “Un quintal de cierta mercancia cuesta 14 libras y 7 sueldos™, ¢cuanto

cuestan 37 rollos de la misma mercancia?” (Sigler, 2002, p. 134).

2. En otras ocasiones, partiendo de la misma informacién inicia, lo que interesara
es conocer la cantidad de mercancia que puede comprarse con una cierta

cantidad de dinero:

“g 3/2 pala de azafran cuestan 3/7 niskas® joh! experto hombre de
negocios, responde rapidamente que cantidad de azafran puede comprarse
con 9 niskas’ (Patwardan et a., 2001, p. 82).

- “Por 1 niska puede comprarse un ‘gadyanaka de oro de 10 quilates.
¢Cuanto oro de 15 quilates puede comprarse por € mismo precio?”
(Patwardan et al., 2001, p. 78).

11.4.1.3. Cambio dedivisas

El cambio de divisas es un fendmeno comercial relativamente reciente. Entre los
textos estudiados este tipo de problemas Unicamente aparece en € Liber abaci; claro
gue esto no es sorprendente si tenemos en cuenta e contexto en gque fue escrito. Este
tipo de problemas se hara muy popular en las aritméticas comerciales escritas a partir
del renacimiento, dado €l abundante intercambio comercial en toda la zona del
Mediterraneo (Cassinet, 1999; Labarthe, 1999; Spiesser, 1999).

A la hora de proceder al intercambio puede disponerse de diversa informacion lo
que, por supuesto, dara lugar a situaciones problematicas diferentes. Algunos g emplos
de estas posibilidades son |os siguientes:

1. Puede saberse la cantidad de una de las divisas que se obtiene a cambio de una

determinada cantidad de la otra:

35 1libra= 20 sueldos.
36 Una moneda de oro.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



FENOMENOLOGIA Y EPISTEMOLOGIA DE LA PROPORCIONALIDAD ARITMETICA DESDE LA

o

“Un sueldo de Génova se vende a cambio de 212 denario de Pisa, se
pretende saber por cuanto se venderan 7 sueldos y 5 denarios®’ de Génova’.
(Sigler, 2002, p. 157)

2. Puede conocerse € valor de las dos monedas a intercambiar respecto de una

tercera

“Un sueldo imperial vale tanto como 31 denarios de Pisa y un sueldo
genoveés tanto como 22 denarios de Pisa; se pretende saber cuantos denarios

genoveses valen tanto como 7 denarios imperiales’. (Sigler, 2002, p. 186)

3. También puede conocerse toda una cadena de equivalencias entre diversas
divisas que “conecten” las dos que quieren cambiarse:

“Dos denarios imperiales valen tanto como 31 denarios de Pisa, un sueldo
genoves tanto como 23 denarios de Pisa, un sueldo de Turin vale lo mismo
gue 13 denarios de Génova y un sueldo de Barcelona 1o mismo que 11
denarios turineses; se pretende saber a cuantos denarios de Barcelona

equivalen 15 denariosimperiales’. (Sigler, 2002, p. 195)

4. Por udltimo, puede hacerse e intercambio en base a vaor de las mismas
determinado por la cantidad de plata (0 del metal correspondiente) que

contienen:

“Alguien posee 8 2/3 libras de una deter minada moneda de la que cada libra
contiene 2 onzas™® de plata, ademds una onza de plata cuesta 7 9/20 libras
de Pisa. Se pretende saber cuantas libras de Pisa se obtendran a cambio de
las monedas’. (Sigler, 2002, p. 199)

11.4.2. Problemas relacionados con repartos

Como ya hemos dicho, los repartos son también una de las situaciones més
antiguas en las que aparece el razonamiento proporciona. En e Papiro de Rhind los

primeros problemas rel acionados con |a proporcionalidad aparecen en este contexto.

37 12 denarios = 1 sueldo.
38 1libra= 12 onzas.
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Los contextos en los que se hace necesario efectuar un reparto, asi como aguello

gue se ha de repartir, son muy variados. Generamente, es el contexto el que marca la

formamas “justa’ de efectuar el reparto; en algunas ocasiones €l reparto sera directo y,

en otras, inverso. Por g emplo:

1. Se puede repartir un cierto beneficio, ya sea fruto de un trabagjo o de una

inversion de forma directamente proporcional ala aportacién de cada persona:

“Cuatro capataces reciben 100 hekat cuadruples de grano. Sus cuadrillas
estan formadas, respectivamente, por 12, 8, 6 y 4 hombres. ¢Cuanto debe
recibir cada capataz para distribuir entre sus hombres?”. (Robins y Shute,
1987, p. 42)

“Un hombre que construia una casa contraté a 6 albafiles, cinco de los
cuales eran maestros y uno era aprendiz. Acordd pagarles 25 peniques al
dia, de modo que e aprendiz recibiera la mitad de lo que recibiera un
maestro. ¢Cuanto recibe cada uno de ellos al dia?’. (Hadley y Singmaster,
1992, p. 119)

“Tres hombres hicieron compafia de modo que el primero puso 17 libras, €
segundo 29 libras, € tercero 42 librasy € beneficio total fue de 100 libras’.
(Sigler, 2002, p. 220)

2. Se puede repartir una pérdida (el pago de un impuesto, por gemplo) de forma

inversamente proporcional a “rango” (militar o social) de cada persona:

“Hay cinco oficiales de distintos rangos: Dafu, Bugeng, Zanniao, Shangzao
y Gongshi. Deben pagar un total de 100 monedas. S €& pago debe
compartirse de acuerdo con sus rangos, € de mayor rango paga menosy €l
de rango mas bajo paga mas, Di: ¢cuanto debe pagar cada uno?’.
(Kangshen et a, 1999, p. 166)

3. Pueden intervenir varios factores ala hora de efectuar € reparto:

“Sea € siguiente problema de distribucion del impuesto sobre e mijo. La
oficina de recaudacion esta en la provincia A, en la que habitan 20520
familias y donde el mijo cuesta 20 monedas cada hu. La provincia B esta a

200 li de distancia de la oficina, en ella viven 12312 familiasy €l mijo cuesta
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10 monedas cada hu. La provincia C esta a 150 li de la oficina, alli viven
7182 familias y el mijo cuesta 12 monedas cada lu. La provincia D se
encuentra a 250 li, consta de 13338 familias y € precio del mijo es de 17
monedas cada lu. La provincia E, a 150 |i de distancia, en ella viven 5130
familias y e mijo cuesta 13 monedas cada lu. El impuesto que deben pagar
entre las cinco provincias es de 10000 hu. Un carro tiene una capacidad de
25 huy €l transporte cuesta 1 moneda por li. Supongamos que cada familia
ha de aportar 10 mismo tanto en dinero como en trabajo. Di: ¢cuanto mijo

ha de pagar cada provincia?”. (Kangshen et al, 1999, p. 315)

Este tipo de problemas persistird en e tiempo de forma muy importante, dando
lugar a los Ilamados problemas de “compafias’ que recibieron gran atencién y muy
diverso tratamiento en las aritméticas desde € siglo XIII en adelante, comenzando por
el Liber Abaci donde ya se emplea incluso esa denominacion. Ver (Gémez, 1999) o
(Lamassg, 1999).

Otro contexto muy importante en el que aparecen problemas relacionados con los
repartos es el de las herencias. Esto sucede de forma muy particular en e mundo érabe
musulman debido a las estrictas — y a veces enrevesadas — normas que fijael IsSam ala
hora de efectuar dichos repartos. De hecho, todo e tercer capitulo del Algebra de al-
Khwarizmi (Rosen, 1986) esta dedicado — s bien desde un punto de vista mas
algebraico — a problemas de herencias. Un gemplo tipico puede ser e siguiente
enunciado extraido de una obra del matematico sevillano del siglo XII al-Hufi (Laabid,
1999, p.321):

“Una mujer dga al morir marido, madre, una hermana, una hermana de padre
y una hermana de madre. Su herencia consta de un esclavo y 15 dinares. La
hermana ha tomado como herencia el esclavo y ha abonado 5 dinares al resto
de herederos. Se trata de calcular € valor total de la herencia y la parte de

cada uno.”

Para comprender que se trata de un problema de repartos, hay que tener en cuenta
que la ley musulmana (Laabid, 1999) fija que, en este caso, € marido y la hermana
deben recibir la mitad de la herencia y € resto un sexto de la misma. En los paises
regidos alin por estaley, este tipo de célculos siguen siendo necesarios (Laabid, 1990).
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[1.4.3. Problemas relacionados con préstamos.

En muchas culturas € préstamo de dinero estuvo mal visto. La ley isamica
prohibe alin hoy los préstamos con interés y en el mundo occidental hubo de ser €
calvinismo quien lo justificara desde un punto de vista ético. Sin embargo, e préstamo
de dinero a cambio de un cierto interés parece, a juzgar por |os testimonios encontrados,
una préctica bastante antigua.

El interés ssmple sigue mereciendo aln hoy la atencion de los libros de texto en
los temas dedicados a la proporcionalidad, aunque la justificacion a este hecho haya que
buscarla més en la tradicion que en la practicidad o la importancia conceptual. En
esencia hemos encontrado dos tipos de problemas que involucran de algin modo €

préstamo de dinero:

1. Problemas que se corresponden con lo que hoy Ilamariamos proporcionalidad

compuesta:

“S € capital es de 100 monedas, € interés es de 3 al mes. Ahora € capital
es de 60 monedas y se devuelve cuando han pasado 16 dias. Calcula cuanto
esel interés’. (Cullen, 2007, p. 58)

- “S seprestan 1000 monedas se recibe un interés mensual de 30 monedas. S
se prestan 750 monedas durante 9 dias ¢cudl es € interés?”. (Kangshen et
al, 1999, p. 172)

- “Sdinteréspor 100 durante 4/3 de meses 5 § ¢Cuél seré € interés por 62

% durante 3% de mes?”. (Patwardan et a., 2001, p. 84)

2. Problemas en e contexto de los préstamos pero que no se corresponden
directamente con la situacion tipica de calcular e interés proporcionado por un

capital invertido un tiempo concreto

“Cierto hombre deposité 100 libras en cierto banco a un interés de 4
denarios por libra y mes y ademas cada afio recibe un pago de 30 libras. Se
debe averiguar durante cuantos afios meses, dias y horas ese hombre tendra

dinero en ese banco”. (Sigler, 2002, p. 384)
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I1.4.4. Problemas relacionados con mezclasy aleaciones

Al trabgjar con materias primas es natura la idea de mezclar productos de
diversas calidades — y por lo tanto precios — para poder obtener un producto de un
precio determinado o para “diluir” o “rebgar” la calidad del producto. Un caso muy
particular de lo anterior es € de los metales preciosos o € de las aeaciones en general.
Este dltimo tipo de problema cobré gran importancia en Europa desde € siglo XIlI|
(Williams, 1995), hasta tal punto que un texto de la inspiracion del Liber Abaci le
dedicatodo su capitulo 11 (Sigler, 2002, pp. 227-257).

Nuevamente resulta de interés mostrar algunos gemplos ilustrativos de la
variedad de situaciones diferentes que pueden agruparse bajo este epigrafe:

1. Cuando se trata de mezclas puede buscarse € peso o la pureza de la mezcla,

conocidos los de los “ingredientes’:

“En 1 dou de laca se vierten 3 dou de agua. Un cazo tiene una capacidad de
2 dou 7 sheng. Pregunta: ¢cuanta laca y cuanta agua sobran?”. (Cullen,
2007, p. 59)

- “Oh dorado matematico, cuatro clases de oro: 10 masas de 13 quilates, 4
masas de 12 quilates, 2 masas de 11 quilates y 4 masas de 10 quilates se
funden juntos para formar uno nuevo. Halla su calidad. S se purifica para
obtener 16 masas de oro, cual es su calidad. S una vez purificado € oro es
de 16 quilates, ¢cudl essu peso?”. (Patwardan et a., 2001, p. 98)

2. También se puede requerir la cantidad o calidad de uno o varios de los

“ingredientes” conociendo los de lamezclay los del resto de ellos:

“3 masas de 10 quilates y 1 masa de 14 quilates se mezclan con cierta
cantidad de 16 quilates. S la calidad de la mezcla es de 12 quilates,
encuentra el peso del oro de 16 quilates’. (Patwardan et al., 2001, p. 100)

- “Cierto hombre posee 7 libras de plata con las cuales quiere hacer moneda
con 2 onzas de plata por libra y quiere saber cual sera € peso total de la
aleacion, asi como la cantidad de cobre que debe afadir”. (Sigler, 2002, p.
228)
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- “Cierto hombre desea fabricar una campana usando una aleacién de cinco
metales. Un quintal de uno de esos metales cuesta 16 libras, de otro 18
libras, del tercero, 20 libras; del cuarto, 27 y del quinto, 31 libras. La

campana ha de pesar 775 rollos y costar 162 % libras y se pretende

averiguar qué cantidad de cada metal ha de utilizar”. (Sigler, 2002, p. 255)

3. En ocasiones, y agui se muestra claramente la influencia oriental en algunos
textos europeos medievales, € contexto del problema esta aparentemente muy
algjado del de las mezclas y debe ser € que resuelve e problema quien observe

las similitudes:

- “Un mercader quiere comprar 100 cerdos por 100 peniques. Por un macho
pagara 10 peniques, por una hembra 5 peniques y 1 penique por un par de
lechones. ¢ Cuantos machos, hembreas y lechones debe comprar para pagar
exactamente 100 peniques por 100 animales?”. (Hadley y Singmaster, 1992,
p. 106)

I1.4.5. Problemas en otras situaciones

En los apartados anteriores hemos mostrado |os contextos mas importantes en los
gue aparece la proporcionalidad. Sin embargo, éstos estan |gjos de agotar la riqueza de
situaciones que pueden ser afrontadas con ayuda de dichas técnicas. Como se observa
los problemas siempre aparecen en un contexto mas o menos redlista pese a que a
resolverlos se observa claramente que son problemas “ preparados” en € sentido que los
datos numéricos que se proporcionan estan generalmente adaptados para que las
operaciones no sean demasiado complgas (gemplos 1, 2, 3, 4y 5). Sin embargo, en €
Liber Abaci aparecen por primera vez (en lo que a la proporcionaidad se refiere)
problemas totalmente descontextualizados, sin referencia a situacion real alguna, a
medio camino entre la aritmética préctica y la especulativa: en los que que trata de
aplicar reglas generales a situaciones numericas concretas pero que no provienen, a
priori, de ninguna necesidad préctica real (gemplos 6 y 7). Algunos g emplos son los

siguientes:
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1. Problemas“de grifos’:

“ Ahora tenemos una cisterna que se llena a través de cinco canales. Abre €
primeroy la cisterna se llenara en 1/3 de dia; con & segundo, se llenara en
1 dia; con € tercero, en 2 dias y medio; con el cuarto en 3 dias, con €
quinto en 5 dias. Supdn que se abren los cinco. Di: ¢cuantos dias seran
necesarios para llenar la cisterna?”. (Kangshen et al, 1999, p. 343)

2. Problemas de persecuciones:

“Tenemos un campo que mide 150 pies de largo. En un extremo hay un
perro y en €l otro una liebre. El perro persigue a la liebre cuando esta se
echa a correr. El perro recorre 9 pies a cada salto mientras la liebre recorre
7 pies. ¢Cuantos pies habran recorrido € perro persiguiendo y la liebre
huyendo antes de que la liebre sea atrapada?”. (Hadley y Singmaster, 1992,
p. 106)

3. Problemas “de adivinacion”:

“Tres hombre portan denarios, uno de ellos dice a los otros, si me dais 7 de
vuestros denarios, entonces tendré cinco veces o mismo que vosotros. El
segundo dice alos otros, si me dais 9 denarios yo tendré seis veces |o mismo
gue vosotros; €l tercero, cogiendo 11 denarios, dice tener 7 veces lo mismo
gue los otros dos. Se pretende averiguar cuanto tiene cada uno”. (Sigler,
2002, p. 300)

4. Descomposicion de un nUmero en partes que cumplan ciertas restricciones:

“ Se propone descomponer 10 en cuatro partes distintasy proporcionales, es
decir, de forma que e producto de la primera y la cuarta sea igual al
producto de la segunda y la tercera”. (Sigler, 2002, p. 265)

- “Descompon 11 en dos partes de manera que una parte multiplicada por 9

estanto como la otra parte multiplicada por 10”. (Sigler, 2002, p. 310)
5. Problemas diversos de proporcionalidad compuesta:

- “30 planchas de madera, cada una de dimensiones 14 cubitos por 16 dedos

por 12 dedos cuestan 100 niskas. Encuentra, oh amigo, € precio de 14
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planchas cuyas dimensiones son menores a las de las anteriores en 4
unidades’. (Patwardan et a., 2001, p. 86)

- “Cinco caballos comen 6 sestarios de cebada en 9 dias, se pretende
averiguar cuantos dias tardaran 10 caballos en comer 16 sestarios’. (Sigler,
2002, p. 206)

I1.5. SOBRE TECNICASDE RESOLUCION

Existe un gran contraste entre la variedad de problemas considerados de los que la
seccion anterior, pese a su extension, es sdlo un breve muestrario, y la escasez de
técnicas de resolucion esencialmente diferentes que se han podido encontrar. A esto
hemos de afiadir € hecho de que lo habitual en los textos mateméticos antiguos era
indicar tan solo & vaor numérico de la solucion o, quizas, indicar ordenadamente las
operaciones aritméticas a realizar. A veces, extragr de esa secuencia de operaciones la

idea de unatécnica general exige esfuerzo y, por qué no decirlo, voluntad.

En &l campo de la proporcionalidad esta claro que la técnica por antonomasia es la
Regla de Tres (simple directa). No obstante debe quedar claro que la Regla de Tres se
concibe como un algoritmo que, dados tres nimeros, permite obtener un cuarto nimero
gue cumple ciertas condiciones. Asi pues, a menudo, lo importante a la hora de resolver
un problema no serd e hecho de aplicar dicho algoritmo, sino ver las manipulaciones
gue se llevan a cabo con los datos del problema antes de aplicarlo. No obstante, desde
una vision actual, la Regla de Tres simple directa solo es vdida en situaciones de
proporcionalidad directa. La proporcionalidad inversay la proporcionalidad compuesta
guedarian en principio fuera de su ambito de aplicacion. Por tanto, veremos algunas
técnicas especificas que se han utilizado a lo largo del tiempo para resolver dichas
situaciones. También dedicaremos espacio a dos técnicas muy importantes basadas en la

Reglade Tres: las Reglas de falsa posicion.

[1.5.1. Devenir histérico delaReglade Tres

Aunque en e Papiro de Rhind ya aparecen problemas resueltos mediante la

aplicacion de una serie de operaciones que obedecerian a la aplicacion de una Regla de
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Tres, es en € texto chino Jiu zhang suan shu donde aparece la primera descripcion
explicitade laReglade Tres (Kangshen et al, 1999, p. 141):

“Toma e numero dado y multiplicalo por la 10 [apartado 11.3.2] de lo que
buscas. El producto es € dividendo. La Ii de lo que tienes es € divisor.
Divide.”

Recordando lo que era una U es fécil interpretar € texto. Dada una pareja de
magnitudes, por gemplo (M;, My), una i es un par de valores correspondientes de
dichas magnitudes, por gemplo (my, mp). Asi, Si se nos da un valor nv; de la primera
magnitud y se nos pide el valor m', correspondiente, la aplicacion del algoritmo descrito
implicaria multiplicar m'; (el nimero dado) por n, (la 1 conocida de lo que busco) y
dividir entre my (la |0 conocida de lo que tengo). En notacion actual se obtiene la

conocida expresion:

[
, _mim;
m', = .
my

Aunque en € Jiu Zhang suan shu esta regla aparece en un contexto muy
determinado (el de intercambiar unos tipos de grano por otros), e comentador de la
obra, Liu Hui, observa la generalidad de la Regla de Tres y advierte a lector con unas
interesantes pal abras (Kangshen et al, 1999, p. 142):

“Esta es una regla general. [El concepto de] 10 puede aplicarse en muchos
problemas. Como sefiala el dicho: «Conociendo el pasado puede predecirse €
futuro. Muestra la esquina [de un cuadrado] y podras imaginar las otras tres.»
Esta regla puede resolver complicados y engafiosos problemas y superar las
barreras entre distintas cantidades [de distintos objetos]. Extrae las It de la

situacion dada, distinguiendo claramente su lugar en la matriz...”

Para aquellos que estamos familiarizados con la disposicion tradicional de los
datos a la hora de aplicar la Regla de Tres la expresion “su lugar en la matriz” tiene un
significado muy claro. En la época de Liu Hui €l significado era ain mas claro debido al
modo en que los maestros efectuaban sus célculos, disponiendo una cuadricula sobre la
que efectuaban |os cal culos mediante unas barras (Kanghsen et al, 1999, pp. 11-17).
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Figura I.3. Calculos con barras (ilustracién japonesa del s. XVIII).

Ademas de estas palabras, |a Regla de Tres parece tener la importancia suficiente como
para ser € tema Unico del capitulo més extenso de la obra, con 46 problemas. En
capitul os posteriores, una vez adquirida la destreza necesaria en la aplicacion directa de
laregla, apareceran los problemas “engafiosos’.

Desde China parece bastante claro y natural que la Regla de Tres se propagara (0

quizés fuera también conocida) ala India. Brahmagupta (siglo V1) describe laregla:

“En la Regla de Tres, pramana, phala e iccha son los nombres de los términos.
Iccha multiplicado por phalay dividido por pramana es la respuesta, si iccha 'y
pramana son similares’. (Smith, 1953, p. 483)

En obras posteriores de Mahavira (siglo 1X) o en € Lilavati aparecen descripciones

similares de estaregla, junto con diversos problemas de aplicacion directa.

Posteriormente, siguiendo su camino hacia occidente, fue la cultura érabe la que
recogio la técnica como parece degjar claro a-Biruni (siglo X) dedicando un texto a la
Regla de Tres (Bag, 1975; Youschkevitch, 1976), titulado La Regla de Tres de los
hindles en € que incluso afirma haber visto problemas sobre proporcionalidad que
involucraban mas de once magnitudes distintas. Esto puede parecer excesivo, pero en €l
Lilavati (algo posterior) se encuentra un problema en el que aparecen seis magnitudes
(Patwardan et a., 2001, p. 86).

El mundo arabe adopto sin problemas e agoritmo de la Regla de Tres como una
herramienta Gtil ala hora de resolver problemas. Ya el segundo capitulo del Algebra de
al-Khwarizmi (siglos VIII-1X), titulado Sobre transacciones mercantiles presenta una
descripcion de la Regla de Tres simple directa, afirmando a la conclusién de dicho

capitulo que:

ANTONIO M. OLLER MARCEN



FENOMENOLOGIA Y EPISTEMOLOGIA DE LA PROPORCIONALIDAD ARITMETICA DESDE LA

o

“Este es @ procedimiento mediante el que se acuerdan todas las transacciones
gue involucran intercambios o0 medidas o pesos’. (Rosen, 1986, p. 70)

El vige de la Regla de Tres, como técnica bien establecida y descrita
metodicamente concluye su periplo hacia occidente en la Plena Edad Media y
seguramente como fruto de la interaccion entre e mundo arabe y € europeo occidental.
En el Liber Abaci leemos:

“En la parte superior derecha de la tabla pon € primer nimero (la mercancia),
después en la misma linea € valor de la mercancia (segundo numero). El
tercero, s es mercancia, colécalo bajo la mercancia y, si es precio, bajo €
precio [..] Como hay cuatro cantidades proporcionales, e producto del
segundo por €l tercero ha de ser igual al producto del primero por € cuarto”.
(Sigler, 2002, p. 127-128)

En este texto llama la atencién no solo € énfasis en e lugar de la colocacién de
cada valor (como se hace hoy en dia en la préctica educativa), sino e hecho de que ya
se observa € intento de dar una justificacion tedrica al método. Aqui se habla
explicitamente de cantidades proporcionales y de la propiedad que caracteriza la

proporcionalidad de dichas cantidades.

[1.5.2. El uso dela Reglade Tressimpledirecta

Hemos sefidlado que € origen de la Regla de Tres como técnica se encuentra en
situaciones de intercambio (ver apartado 3.1.). Este origen se hace patente en € hecho
de que en los textos consultados la situacion introductoria de la regla se da siempre en
ese contexto: intercambio de tipos de cerea en e Jiu Zhang suan shu, transacciones e
intercambios en € Algebra de al-Khwarizmi o hallar & valor de mercancias en el Liber
Abaci. Sin embargo, la regla resultaria de un interés menor si no pudiera “exportarse” a
otras situaciones (como ya indicd Liu Hui). Ahora bien, hay que observar que existen
contextos en los que dicha aplicacion es mas natural que en otros. No obstante,
conforme se avanza en € tiempo se observa que aumenta € nimero de reglas
especificas para distintas situaciones, 10 que lleva a una menor manipulacion previa de

los datos pero a un mayor esfuerzo memoristico por parte de un hipotético aprendiz.
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En & Jiu zhang suan shu la totalidad de los problemas relacionados con la
proporcionalidad (excepto un Unico problemas de proporcionalidad inversa), son
traducidos por Liu Hui en términos de la Regla de Tres simple directa; incluso aquellos
en los que € texto da una regla especifica— como es € caso de la Regla de Compafiias,
por gemplo — lanuevaregla se justifica en base ala Reglade Tres. Veamos e problema
siguiente:

“A tiene 560 monedas, B tiene 350 y C tiene 180 monedas. Tienen que pagar un
impuesto de 100 monedas para pasar una aduana. Di: ¢cuanto paga cada uno
S se reparte de acuerdo con las monedas que cada uno tiene?”. (Kangshen et
al., 1999, p. 162)

Para resolverlo, lo que se hace es una Regla de Tres donde los datos son la i
(1090,100) y lo que se busca es completar otras |i de las formas (560,x), (350,y) y
(180,2).

Evidentemente, en otras situaciones resulta mas complicado, sobre todo, si dichas
situaciones estan relacionadas con aspectos de proporcionalidad inversa o compuesta. El
caso més claro respecto ala proporcionalidad inversa se da en los repartos. Asi, cuando
el reparto ha de hacerse de forma directamente proporcional a algunos valores e
inversamente proporcional a otros e proceso consiste en manipular esos valores para
obtener un nuevo valor, de modo que e reparto se hace de forma directamente
proporcional respecto de dicho valor. Por g emplo:

“Enlaprovincia A, a 8 dias de la oficina de impuestos viven 10000 familias; en
la provincia B a 10 dias de distancia viven 9500 familias, en la C, a 13 dias,
viven 12350. En la provincia D, a 20 dias, viven 12200 familias. El impuesto a
pagar es de 250000 hu de mijo para los que se necesitaran 10000 carretas. Di:
¢cuanto mijo ha de aportar cada provincia?, ¢cuantos carros usara cada
provincia?” . (Kangshen et a., 1999, p. 310)

En esta situacion, € reparto ha de hacerse de forma directamente proporciona al
numero de familias que viven en cada provincia, pero también de forma inversamente
proporcional a la distancia que media entre la provincia y la oficina de impuestos. El
procedimiento, pues, consiste en fabricar un nuevo indicador (dividiendo € nimero de
familias por la distancia para cada provincia) y repartir de forma directamente
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proporcional aesos valores (en este caso 125 para A, 95 para B, 95 paraC y 61 para D).
De este modo e problema vuelve a consistir es varias Reglas de Tres simples directas

sucesivas.

Con respecto a la proporcionalidad compuesta, € artificio es aln mas interesante
y consiste nuevamente en manipular las magnitudes implicadas, como se pone de

manifiesto en € problemasiguiente:

“S se prestan 1000 monedas se recibe un interés mensual de 30 monedas. S se
prestan 750 monedas durante 9 dias ¢cudl es € interés?”. (Kangshen et a,
1999, p. 172)

En este caso se dan hasta dos métodos de resolucion:

En e primero, € dato en la Regla de Tres a resolver es e par (30000,30) y se
busca otro par de la forma (6750,X). La justificacion que se da es que la situacion es
equivalente a que si prestas 30000 (1000 monedas diarias) obtienes 30 monedas y
pretendes averiguar |o que se obtiene por 6750 monedas.

En el segundo, & dato es € par (1000,1) y se busca otro de la forma (6750,x). La
justificacion ahora se basa en que 1000 monedas dan un interés diario de 1 moneday se
pretende averiguar € interés en 9 dias de 750 monedas (que se afirma que coincide con
el interés diario de 6750 monedas). N6tese que en ambos casos € tiempo pasa a jugar
un papel implicito y las magnitudes se manipulan (con pleno sentido) para resolver

tnicamente una Regla de Tres simple directa.

Con € uso extensivo de la Regla de Compaiiias, de la Regla de Tres Compuesta 'y
de otras similares, las manipulaciones anteriores quedaron relegadas por la evidente
maestria en el manejo de las magnitudes que se requeria. Sin embargo, en situaciones en
las que no existia una regla concreta el ingenio de los autores seguia siendo necesario

para poder aplicar la Reglade Tres. Por g emplo (Sigler, 2002, p. 275):

“Un hombre compra 7 huevos por un denario y vende 5 huevos por un denario
y su beneficio es de 19 denarios; se pretende averiguar cuanto invierte en

huevos.”
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Figura 1.4, Regla de Tres para el problema de los huevos.

Como se aprecia en la figura adjunta, Fibonacci observa que s se invierten 5
denarios, entonces e hombre compra 35 huevos que vendera por 7 y € beneficio serade
2 denarios (pudo elegir otra cantidad, pero esta es la mas sencilla, e minimo comun
multiplo de 5 y 7). Asi que todo se reduce a, sabiendo esto, hallar los denarios

invertidos para que el beneficio sean los 19 denarios buscados.

Los ggemplos se podrian multiplicar hasta € infinito; no es ese €l objetivo. Lo que
ha de quedar claro es que, ademas de en las situaciones obvias en las que la Regla de
Tres tiene aplicacion inmediata, también se ha utilizado esta técnica en la resolucion de
problemas de proporcionalidad compuesta, incluso en aguellos en los que aguna de las
variables era inversamente proporciona a otra. Las Unicas situaciones en las que no
hemos hallado atisbo de uso de esta regla son, evidentemente, aquellas en las que solo

aparecian involucradas dos magnitudes inversamente proporcional es.

[1.5.3. Técnicas parala proporcionalidad inversa

Son escasisimos los problemas de proporcionalidad inversa “pura’ (en el sentido
de que sdlo aparecen dos magnitudes inversamente proporcionales) que se han
encontrado. En esos casos, como es natural, no se puede aplicar la Regla de Tres simple
directa ni siquiera manipulando los datos del problema. La Unica posibilidad pasaria por
considerar como nueva magnitud la inversa de una de las iniciales, pero a menudo es

dificil asignar un significado razonable alainversa de una magnitud dada.

En los casos en los que no se enuncia una Regla de Tres inversa, como sucede en
el Jiu zhang suan shu, la resolucién del problema pasa principalmente por tener bien
claro e significado de las operaciones con magnitudes, como se ilustra en €l siguiente

gemplo:
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“Ahora, alguien con una carga de 1 dan 17 jin realiza 50 trayectos de 76 bu de
distancia. Otra persona con una carga de 1 dan realiza trayectos de 100 bu.

Di: ¢cuantos trayectos es capaz derealizar?”. (Kangshen et a., 1999, p. 323)

El método de resolucion es € siguiente: “toma € producto de la longitud del
nuevo trayecto por la carga de ese trayecto como divisor. Toma el producto de la carga
original por la longitud de trayecto y por € numero de trayectos como dividendo.
Divide para obtener el nimero de trayectos’ . Liu Hui comenta € significado de las
operaciones efectuadas. “el divisor es la distancia que puede cubrirse por trayecto
llevando la unidad de carga. El dividendo es la distancia que se puede recorrer
cargando la unidad de carga. Asi al dividir la distancia total entre la distancia por
trayecto se obtiene € numero de trayectos’. Como se observa e argumento es

impecable.

En una anotacion de otro comentarista posterior (siglo VII) de la obra se puede
leer: “Aqui € numero de trayectos disminuye conforme aumenta la distancia y
viceversa. Asi, la distancia del recorrido original esla lU para en nimero de trayectos
actual y viceversa...” En definitiva, esta planteando laidea de una Regla de Tres simple
directa, pero intercambiando los lugares de algunos datos; es decir, se esta “invirtiendo”
la Regla de Tres. No obstante, esta “inversion” no aparece planteada como regla ni se
utilizaen laobraoriginal.

En textos posteriores, como en el Lilavati, ya hay mencion explicita a una Regla
de Tres“invertida’ (Patwardan et a., 2001, p. 81):

“d, en una situacion dada, la respuesta buscada disminuye (resp. aumenta) al
aumentar (resp. disminuir) iccha entonces la regla de tres invertida sera

aplicada por €l matematico experto.”

Los problemas se resuelven agoritmicamente empleando esta técnica, sin méas
discusion.

En cualquier caso, como hemos dicho, son muy escasos |os problemas antiguos en
los que la proporcionalidad inversa juega un papel crucia. El contexto més importante
en e que interviene esencialmente la proporcionalidad inversa es € de las mezclas y
aleaciones. Esto es asi porque cuando se desea mezclar dos calidades de una cierta
mercancia para obtener una de una calidad intermedia, las cantidades que se han de
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coger de cada una de €llas son inversamente proporcionaes a las diferencias en la
calidad (precio, ley, etc...). En términos modernos. s tenemos dos clases de un
determinado bien, una de ellas con un precio unitario p; y la otra con un precio unitario
p2, S tomamos x unidades de la primera e y unidades de la segunda y pretendemos
obtener una mezcla de precio unitario ps con p1<ps<p., entonces se tiene que:

P2 — P3
P3 —P1

X
p1x+pzy=p3(x+y)=>;=

Lajustificacion, sin recurrir al agebra, es ssimple. Lo que gano de més a vender
una cantidad del bien méas barato a un precio superior ha de ser exactamente lo mismo
gue lo que dgjo de ganar al vender una cantidad del bien més caro a un precio inferior.
Estaregla aparece yaen € Lilavati y se utilizd profusamente hasta bien entrado el siglo
XX.

[1.5.4. Técnicas para la proporcionalidad compuesta

Es natural que en las situaciones probleméticas planteadas aparezcan més de dos
magnitudes, sobre todo si se quiere dar a los problemas visos de realidad. Aparecen asi

lo que hoy en dia denominariamos problemas de proporcionalidad compuesta.

Y a hemos comentado que en e Jiu zhang suan shu se resuelven estos problemas
mani pulando |as magnitudes implicadas de modo que al final se reduzca el problema a
uno que involucre sdlo dos magnitudes. En parrafos anteriores se presentd ya un

gemplo.

En la India surgen extensiones de la Regla de Tres simple directa disefiadas para
resolver este tipo de problemas. En concreto encontramos (Patwardan et al., 2001, p.
83):

“En €l caso de gjemplos sobre las reglas de cinco, siete, nueve, etc... has de
mantener |os antecedentes en el numerador. Todos |os demas términos, excepto
el resultado buscado deben estar en e denominador. El producto de los
numerados dividido por € producto de los denominadores es la solucion

buscada.”

Esta regla se utiliza en problemas que involucran hasta seis magnitudes. En méas

complgo es € siguiente:
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“Transportar 30 planchas de madera de dimensiones 14 cubitos por 16 dedos
por 12 dedos a lo largo de una distancia de 1 kosa cuesta 8 drammas,
encuentra los gastos por transportar 14 planchas cuyas dimensiones son
menores a las de las anteriores en 4 unidades a lo largo de una distancia de 6
kosas’. (Patwardan et d., op. cit., p.86)

El método de resolucién no tiene mayor interés puesto que se limita a operar segun la

reglaanterior.

Laregla descrita es esencia mente la que se ha utilizado hasta nuestros dias, a este
respecto merece la pena comparar la regla anterior con la presentada en e capitulo
noveno del Liber Abaci. Es interesante indicar que & primer contexto en € que se
presenta es también el de transacciones comerciales, en este caso € de intercambio de
mercancias de las que se conoce su precio con respecto a una mismamoneda. El método

general que se propone es (Sigler, op. cit., pag. 179-180):

“Pon una de las mercancias en la parte superior derecha de la tabla. Hacia la
izquierda, en la misma fila, su precio. Ahora en la fila inferior y debajo del
precio anterior coloca €l precio de la otra mercanciay, mas hacia la izquierda,
la cantidad de dicha mercancia que vale ese precio. Ahora coloca la cantidad
de mercancia que quieres cambiar en el lugar correspondiente. Asi que hay
cinco numeros, multiplica € udltimo por su diagonalmente opuesto y €

resultado por € otro opuesto; divide eso por |os dos nimeros restantes.”

Sin embargo es este mismo texto se encuentra una forma alternativa y mucho més

interesante de resolver problemas de este tipo, como sucede en € siguiente g emplo:

“Cinco caballos se comen seis sestarios de cebada en nueve dias, ¢cuantos dias
tardan diez caballos en comer 16 sestarios?”. (Sigler, op. cit., pag. 206)

El primer procedimiento de resolucion consiste en aplicar mecanicamente el
algoritmo de la Regla de Tres compuesta. Pero justo después € problema se resuelve

“paso apaso” diciendo:

“S cinco caballos comen sei's sestarios en nueve dias, entonces diez caballo se
comeran el doble de seis sestarios en nueve dias, puesto que diez caballos son

el doble que cinco caballos. De nuevo, como diez caballos comen doce
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sestarios en nueve dias, entonces comeran dieciséis sestarios en doce dias, |o
cual resulta de multiplicar € dieciséis por nuevey dividirlo entre doce.”

Este método, ademas de evitar €l uso de |la Regla de Tres compuesta, es también

esencia mente diferente de | as técnicas encontradas en textos anteriores.

[1.5.5. Lasreglasdefalsa posicion

Ademés de su facilidad para aplicarla directamente, la Regla de Tres simple
directa es la base de dos muy importantes técnicas utilizadas para resolver problemas
lineales: la Reglas de falsa posicion simple y la Regla de doble falsa posicion. Estas
técnicas son (tiles para la resolucién de problemas que pueden modelizarse,
respectivamente, mediante ecuaciones del tipo ax=b y ax+b=c. Su importancia se hace
patente en e hecho de que estas reglas, como otras muchas basadas en la

proporcionalidad, aparecen en libros de texto hasta bien entrado el siglo XX.

La Regla de falsa posicién simple se utiliza para resolver problemas que se
modelizan mediante una ecuacion de la forma ax=b. La idea consiste en dar un valor
arbitrario ¢ a la cantidad desconocida, observar el resultado que se obtendria con dicha
cantidad (pongamos b,) y plantear una Regla de Tres simple directa donde |os datos son
el par (c,by) y buscamos otro par de valores correspondientes de la forma (x,b). Desde
un punto de vista moderno esto se basa en que, debido a la relaciéon gue liga a las
magnitudes implicadas, se cumple que:

Los gemplos mas antiguos de este tipo de razonamiento se encuentran,
nuevamente, en el Papiro de Rhind. De acuerdo con Robins 'y Shute (1987) al menos 14
problemas se resuelven mediante técnicas que pueden interpretarse como una aplicacion
de laidea anterior. El Ultimo problema resefiado en € apartado 11.5.2. anterior muestra

un gjemplo de resolucion mediante este método en el Liber Abaci.

No obstante es |la Regla de doble falsa posicion, quizas por la mayor dificultad de
la ecuacion ax+b=c, la que parece haber recibido més atencién por parte de los
matematicos de la antigliedad. La mayor complejidad se basa, con una vision actual, en

que la funcién implicada ya no es lineal, sino que es afin. Como consecuencia, para
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poder aplicar criterios de proporcionaidad hay que involucrar diferencias entre valores
y de ahi que sea necesaria una doble suposicion. En € Jiu zhang suan shu la regla

aparece motivada por problemas como € siguiente:

“Un bien se compra de manera conjunta; si todos contribuyen con 8 sobran 3;
s todos contribuyen con 7, faltan 4. Di: ¢Cual es € nimero de personasy €
precio del bien?”. (Kangshen et al., op. cit., p. 358)

El método de resolucion pasa por la aplicacion de la siguiente regla:

“Combina & exceso y €l defecto como dividendo. Toma las contribuciones y
resta la menor de la mayor, la diferencia es el divisor. Divide para obtener el
nimero de personas. Multiplica este nimero por la contribucion y resta el

exceso 0 suma el defecto para obtener € precio.”

En este caso una de las aproximaciones falla por exceso y la otra por defecto, pero para

€l resto de casos se dan reglas similares en € texto.

En obras hindles o arabes también hay vestigios de la Regla de doble falsa
posicion y en e Liber Abaci € capitulo 13 esta dedicado a este método bajo € muy
elocuente titulo de “ Sobre e Método Elchataym y como con é casi todos |os problemas
de matemédticas pueden ser resueltos’ Al inicio del capitulo Fibonacci dice (Sigler, op.
cit., p. 447):

“El valor real se encuentra de acuerdo [...] a lo que ocurre en e método de
cuatro proporcionales en e que tres nimeros son conocidos y € cuarto
desconocido [...]: € primer nimero es la diferencia entre una falsa posicion y
la otra. El segundo es la diferencia entre las aproximaciones al verdadero
valor. El tercero es la diferencia entre la segunda aproximaciéon y el valor

verdadero.”

Es decir, que si p; son las posiciones que proporcionan unos errores respectivos g (y se

cumple que p1<p, Y que e;<e;<c), entonces se plantea la proporcion:

P2 —P1 _X—DP2
62—61 C_ez

En el Liber Abaci seilustra estareglay las andlogas para otras situaciones relativas de

los errores respecto al valor verdadero con multiples gjempl os.
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Con la llegada del agebra smbdlica y e abandono de las soluciones retéricas

estas reglas fueron perdiendo importancia, s bien pueden encontrarse en tratados de
aritmética elemental hasta bien entrado el siglo XX. (Meavilla2005).

I1.6. IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA DE LA PROPORCIONALIDAD ARITMETICA

Del estudio pormenorizado que acabamos de presentar se desprende una serie de

reflexiones que pensamos gue deberan ser tenidas en cuenta a la hora de disefiar una
propuesta didactica y de planificar €l proceso de ensefianza-aprendizaje de la

proporcionalidad aritmética. Algunas de las més importantes son las siguientes:

1. Aparentemente hay en e ser humano una cierta predisposicion a razonar

proporcionamente. Esta predisposicion a utilizar la proporcionalidad se hace
patente en e hecho de que hay problemas muy antiguos (problema 40 del
Papiro de Rhind, por ejemplo®) en los que el uso de la proporcionalidad como
técnica de resoluciéon no esta ni mucho menos justificado en base a soporte
matematico que se poseia en la época.

Existen dos modos de concebir la proporcion. Bien como la igualdad de dos
razones (o fracciones) o bien desde un punto de vista funcional. Este segundo
punto de vista solo se encuentra sugerido en el comentario de Liu Hui a Jiu
Zhang suan shu y no fue recogido por ninguna cultura posterior.

La proporcionalidad inversa parece ser fuente de errores. De hecho, los Unicos
errores graves encontrados involucran proporcionalidad inversa. En € Jiu Zhang
suan shu (donde se considera que la distancia que puede andar un hombre es
inversamente proporcional alacarga que lleva) y en € Lilavati (donde e precio
de una esclava se toma como inversamente proporcional a su edad). La
proporcionalidad directa es, sin embargo, mucho mas comprensible. Esto puede
deberse a que la proporcionalidad directa es més facilmente manegjable con una
vison de proporcion como igualdad de razones, mientras que la
proporcionalidad inversa se aborda meor con una vision funciona, maéas

complga

39 Repartir 100 hogazas de pan entre 5 hombres de modo que las cantidades recibidas por cada uno estén

en progresion aritméticay 1/7 de la suma de lo que reciben los 3 que mas reciben esigual alasumade
lo que reciben los dos que menos.
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La proporcionalidad directa y la proporcionalidad inversa estan muy aeadas,
tanto desde un punto de vista matematico como cognitivo. Historicamente esta
separacion gqueda reflgjada en el desequilibrio que se observa — a favor de la
proporcionalidad directa — en cuanto al nimero de situaciones y problemas que
Se estudian.

Historicamente la génesis de los conceptos relacionados con la proporcionalidad
directa se encuentra en las situaciones de intercambio o trueque.

Historicamente, € manegjo sistematico de la proporcionalidad inversa, sobre
todo, surge en contextos que involucran una magnitud que actlla como medida
de la “caidad” de agin bien*. Como por ejemplo en e caso de mezclas y
aleaciones metdlicas donde se puede tomar la cantidad de oro por unidad de peso
como indicador de la calidad de una aleacion.

Respecto a la proporcionalidad compuesta; es decir, situaciones en las que
aparecen involucradas més de dos magnitudes de forma que consideradas por
pargas pueden suponerse proporcionales, existe evidencia de que no es
necesario un tratamiento especifico del tema. Asi, en & Jiu zhang suan shu,
observamos que ante una de tales situaciones la técnica utilizada pasa por
traducirla a una situacion que involucre solo dos magnitudes mediante una
transformacion adecuada del problema. A partir de ahi se pueden aplicar las

ideas conocidas para proporcionalidad simple.

40 Aunque ya hemos mencionado que en los textos antiguos existe muy poca querencia por la
proporcionalidad inversa. Tanto es asi que, en algunas ocasiones, 1o que se mide es la falta de calidad
del bien para asf trabajar con magnitudes directamente proporcionales. Ver, por gemplo, (Robins y

Shute, op. cit., p. 51) para el caso egipcio.
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CAPITULO Il

TRATAMIENTO EDUCATIVO DE LA

PROPORCIONALIDAD ARITMETICA.

I11.1. INTRODUCCION

El andlisis de libros de texto es una importante herramienta a la hora de estudiar
los procesos de enseflanza-aprendizgje. Esto es asi, entre otros motivos, porque:
“observar € proceso de aprendizaje de la humanidad requiere dirigir la atencion a la
historia de las ideas matematicas, a través dd Unico registro disponible de las mismas.
Esto es, a través de textos y manuales escolares y mediante un analisis de los mismos”

(Gomez, 2011, p. 50). Existen variados trabajos a respecto en diferentes sentidos.

La orientacion de los trabajos respecto al andlisis de textos puede ser variada. En

concreto podemos encontrar:

- Trabajos sobre el propio concepto del andlisis de textos, como los de Dormolen
(1986) o Schubring (1987).

- Estudios comparativos 0 que analizan la evolucion de los propios textos a lo
largo del tiempo. Como g emplos cabe citar Dhombres (1984), Cantoral (1997),
Howson (1995) o Pepin et a. (2001).

- Estudios en los que se andiza € tratamiento que distintos conceptos
matematicos han recibido en los textos a lo largo del tiempo. Por g emplo Maz
(2000) respecto alos nUmeros negativos, Sierra, Gonzalez y Lopez (1999, 2003)
sobre de los limites y la continuidad de funciones Gonzalez y Sierra (2004)
sobre los puntos criticos de funciones, Escolano (2007) respecto a los
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significados del nimero racional positivo o Picado y Rico (2009) sobre e

sistema métrico decimal.

La primera parte de este capitulo se enmarca en el tercero de los tipos anteriores.
Puesto que la proporcionaidad aritmética aparece en los curricula oficiales de los
Ultimos 150 afios, parece plenamente justificado emprender un estudio sobre los
significados que se otorgan a los contenidos involucrados en la proporcionalidad
aritmética desde mediados del siglo XIX hasta la actualidad.

La segunda parte se dedicara a estudiar la propuesta didactica completa que una
editorial propone para la proporcionalidad aritmética. Pensamos que, como dice
Schubring (1987); citado por Gonzédlez y Sierra (2004, pag. 390): “los libros de texto
determinan la ensefianza en la practica mas que los decretos de los diferentes
gobiernos’. En consecuencia e estudio que se realice nos permitira obtener una vision

bastante detallada y real del estado actual de la ensefianza de |a proporcionalidad.

En definitiva, mediante € andlisis de textos escolares de distintas épocas,

perseguimos |os dos objetivos parcial es siguientes:

1. Caracterizar los significados de la proporcionalidad aritmética presentes en la
ensefianza espariola desde 1850 hasta la vigente ley de educacion.

2. Anadizar laensefianza actual de la proporcionalidad.

[11.2. SIGNIFICADOS SOBRE PROPORCIONALIDAD ARITMETICA DESDE 1850 HASTA LA

ACTUALIDAD

[11.2.1. Méodo

El estudio que hemos llevado a cabo se sustenta, en cuanto a primero de los

objetivos parciales que se persiguen, en los tres puntos siguientes:

1. Se toma como ee vertebrador los bloques de contenido en que,

tradicionalmente, se ha organizado la ensefianza de la proporcionalidad. A saber:
i. Razbny proporcion.

ii.  Proporcionalidad directa.
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iii.  Proporcionalidad inversa.

iv.  Busgueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad

simple.
v.  Proporcionalidad compuesta.

vi.  Busgueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad
compuesta.

vii.  Aplicaciones de la proporcionalidad.

2. Se andliza la ensefianza en cinco periodos caracterizados por la existencia de

leyes educativas. Estos periodos son los siguientes (Escolano, 2007):
i.  1850-1900: Se generalizay se extiende la ensefianza obligatoria.

ii.  1900-1950: Se producen importantes cambios politicos y sociales en €
pais.
iii.  1950-1970: Se producen avances en educacion como consecuencia de la

apertura a exterior. Estos avances culminardn con la Ley Genera de

Educacién que extendio |a ensefianza obligatoria hasta los 14 afios.

iv. 1970-1980: Este periodo de caracteriza por € auge de la llamada
“Mateméatica Moderna”.

V. 1980-1990: Se abandona € movimiento anterior y se produce un cierto
“retorno a lo basico” en cuanto a la ensefianza de las Matematicas se

refiere.

vi. 1990-2010: En este periodo se conjuga una inestabilidad en e marco
legal; tres leyes en menos de 20 afios (LOGSE de 1990, LOCE de 2002 y
LODE de 2006), con una escasa variacion tanto en € paradigma de
aprendizaje como en € contenido curricular relativo a la

proporcionalidad. Se extiende |a ensefianza obligatoria hastalos 16 afnos.

3. Se redliza una busgueda en libros de texto de cada uno de los periodos
establecidos en e punto 2. Se pretende describir las ideas, conceptos y técnicas
que figuran en los textos estudiados relativas a los bloques descritos en e punto

1. En un primer momento no entraremos a valorar queé ideas de las que aparecen
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en una determinada época son las predominantes; nos limitaremos a indicar s

aparecen 0 no en los textos objeto de estudio.

Los textos consultados, que aparecen resefiados en la bibliografia de esta
memoria, pertenecen a fondo bibliogréfico de la Universidad de Zaragoza, a la
biblioteca del Instituto de Educacion Secundaria Goya de Zaragoza y a la coleccion

privada del propio autor.

I11.2.2. Resultados

A lahora de presentar |os resultados obtenidos a partir de nuestro estudio seguiremos el

esquema presentado en 11.2.1. (apartado 1).

[11.2.2.1 Razdn y proporcion

a. Significado de larazon.
En los textos estudiados se ha encontrado que la razén puede definirse tanto
entre dos nimeros, como entre dos cantidades homogéneas (de la misma
magnitud). En ninglin caso se asigna significado a la razon entre cantidades de

magnitudes distintas.

En la siguiente tabla se recoge la apariciéon de la razén entre nimeros o entre
cantidades en |as distintas épocas analizadas.

Razén entre | 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-1970 | 1970-1980 | 1980-1990 | 1990-2010

NUmeros Sl Sl Sl S S Sl

Cantidades Si Si Si Si Si NO

Mas interesante aln que los objetos entre los que se define la razén es la

interpretacion que se da a dicho objeto.

al. Interpretaciones de larazon entre dos nimeros:
Cuando € autor de un texto escolar considera larazon entre dos nimeros

encontramos | os siguientes significados:

1. Su cociente exacto.
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302. El cociente de dos niimeros recibe también
los nombres de relacién 6 razén. Asi, la relacién de

8"5'1.-1«93%,6 en otra forma, 8:4 y es 2;lade3 45

queda indicada, y es 5

Sanjurjo, 1884, pag. 119.

2. El resultado de compararlos através de ladivision.

~664. Llimase razén ¢ relacion el vesullado de la compa-
1cidn de dos cantidades de una misma especie. '

*665. Dos cantidades pueden compararse entre si por
iferencice 0 por coctente, de donde resultan dos clases de

)

zones : las aritméticas y las geométricas.

Brufio, 1912, pag. 221.

3. El nimero por € que se hade multiplicar € segundo para obtener
el primero.

X1V-1, Razén de dos nitmeres, — Se denomina razén de dos niime-
ros, al cociente exacto de esos nimeros o, lo que es igual, el nimero
por el que se ha de multiplicar el sequndo para obtener el primero.

Baratech, 1966b, pag. 89.

Aungue los dos primeros gjemplos son muy similares, el segundo incluye
laimportante idea de comparacion; dando a entender que la razén es algo
mas gque € mero valor numérico, es un proceso de comparacion. El tercer
giemplo, que también incluye la idea de cociente (presente en los tres
casos), estd muy cercano a una idea funciona y resulta de utilidad a la
hora de resolver problemas de cantidades desconocidas. No obstante, €
gue se presentaes € Unico caso de este tipo de definicién.

En la tabla siguiente se recoge la presencia de los significados anteriores

en cada unade | as épocas analizadas.

Significado entre
namer os

1850-1900

1900-1950

1950-1970

1970-1980

1980-1990

1990-2010

Cociente exacto

Sl

Sl

Sl

Sl

Sl

Sl

Resultado de
compararlos
dividiendo

S|

S|

NO

NO

NO

NO

NUmero por € que
se multiplica uno
para obtener otro

NO

NO

S|

NO

NO

NO
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a2. Larazon entre dos cantidades homogéneas aparece definida como:
En e caso de magnitudes homogéneas los significados asociados a

concepto de razén que se encuentran son |os siguientes:

1. El nimero que indica la medida de la primera cuando se toma la

segunda como unidad.

Si a y b son cantidades de una misma magnitud, la medida de a, cuando se toma por
unidad a b, se llama razon entre a y b, y se escribe asi:

a

b

Mansillay Bujanda, 1984, pag. 62.
2. El cociente de sus medidas [respecto a otra unidad].

Llamamos razon al cociente de las medidas de dos cantidades de una

misma magnitud.

Rico et al., 1977, pag. 191.
3. El nimero por € que se ha de multiplicar la segunda para obtener

laprimera.

203. Llamase razon de dos cantidades homogéncas o miniero

por ¢l cual debe wmultiplicarse la scqunda para obtciier o primera.

Ruiz, 1931, pag. 129.
En los tres casos, por més que los dos primeros hablen de medir, se acaba
definiendo la razén entre magnitudes como un nimero. La razén nunca
es una magnitud. Obsérvese que, excepto en la primera definicion, la
imposicién de que las cantidades sean homogéneas es arbitraria.

En la tabla siguiente se recoge la presencia de los significados anteriores

en cada una de | as épocas analizadas.

Significado entre

cantidades 1980-1990

1850-1900 | 1900-1950 | 1950-1970 | 1970-1980 1990-2010

Medida de la primera

tomando la segunda
como unidad

S|

Sl

S|

NO

Sl

NO

Cociente de las medidas

NO

Sl

NO

Sl

NO

NO

Factor por € que se
multiplica la primera
para obtener la segunda

NO

Sl

S|

NO

NO

NO
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b. El concepto de proporcidn y aspectos afines:
Frente alariqueza y variabilidad que se han puesto de manifiesto a hablar del
concepto de razon, encontramos que la idea de proporcidn permanece invariante
a lo largo del tiempo. Todos los autores entienden una proporcién como la
igualdad de dos razones y asignan gran importancia a su propiedad fundamental,
gue se presenta frecuentemente apelando a la idea andloga en e caso de

fracciones. Por ggemplo, en Hurtado (1932, p. 158) leemos.

“S las dos razones que forman una proporcion tienen que ser iguales,
facilmente se comprende que «el producto de los términos extremos sera

igual al producto de los términos medios».”

También se presta atencion, algo menos con e paso del tiempo, a las
manipulaciones que permiten obtener nuevas proporciones a partir de otras
conocidas: Intercambiar medios, intercambiar extremos, invertir etc...

Formas equivalentes de vna proporcién
6 _ 15

Una proporcién, como 4 =10 se puede escribir de varias formas:
it ones: (S =13Y . 4 _10
Invirtiendo las fracciones: (4 10 5 =15
615 _, 10_15
0 T 4 e
* [ntercambiando dos de los extremos:
6,15 | 6 _ 4
4+~—"10 15 10

Alvarez et al., 1999b, pag. 78.
Otro aspecto relacionado que aparece repetidamente a lo largo del tiempo es la
siguiente propiedad de las proporciones y que facilmente se extiende a series de

razones iguales:

Q
H
a

&l o
Sy
-+
Y

Esta propiedad servira como base para una de las posibles formas de tratar los
problemas de repartos directamente proporcional es.
[11.2.2.2 Proporcionalidad directa

Como se puede observar, lariqueza del concepto en cuestion queda ilustrada por

la gran variedad de distintas caracterizaciones equivalentes encontradas. Esta riqueza
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hace que, en la mayoria de los textos consultados, aparezca mas de una caracterizacion
de la proporcionalidad directa. En esos casos hemos optado por considerar Unicamente
la que se presenta en primer lugar, entendiendo que dicho lugar es indicativo de la
preferencia del autor hacia esa definicion. En concreto |as caracterizaciones encontradas

son las siguientes:

1. Caracterizacion por razones internas.
Dos magnitudes son directamente proporcionales si larazén entre dos cantidades
de una de dlas es la misma que la razon entre las dos cantidades

correspondientes de la otra.

I Se dice que dos cantidades variables, dependientes entre
si, son directamente proporcionales, 6 simplemente proporcio-
nales, 6 que cada una es proporcional 4 la otra, 6 que varia
en rason directa de esta otra, cuando la razén de dos valores
arbitrarios de 1a primera; es 1gual 4 la razén de los dos valores
correspondientes de la segunda. Por ejemplo, una cantidad

Bartrina, 1910, pag. 264.
2. Caracterizacion por conservacion de un cociente (0 por razones externas):
Dos magnitudes son directamente proporcionales si € cociente entre pares de

cantidades correspondientes se mantiene constante.

Para generalizar, lamaremos alos valores de una primera magnitud {a prima = a’),
(a segunda =a"), (a tercera =a’"), etc., y (b prima =b’), (b segunda =b"),
etcétera, a los valores correspondientes de la segunda magnitud, y tendremos:

P S

e -5

a’ - = b"

0™ b

a™ b

e En correspondencia biunivoca
siendo B o B L o i-::K

b b b b

Con estas dos condiciones las magnitudes P y S son directamente propor-
cionales, y K su constante de proporcionalidad.

Gonzélez y Cappa, 1971, pag. 99.

En este caso, teniendo en cuenta que todos los textos presentan la razon bien
entre nimeros o bien entre cantidades homogéneas, los autores deben, o bien

omitir por completo las magnitudes implicadas, o bien no hablar de razén. En €l
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giemplo mostrado parece optarse por la primera opcion, habida cuenta que la

constante K es adimensional .
3. Caracterizacion multiplicativa

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando a multiplicar
(dividir) una cantidad de la primera magnitud por dos, tres, etc..., la cantidad
correspondiente de la segunda magnitud queda multiplicada (dividida) por

dos, tres, etc...

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando: .

* Al multiplicar una (doble, triple; ...), la otra se multiplica de la misma ma-
nera (doble, triple, ...). LRI

* Al dividir una (mitad, tercio, ...), la otra se divide de la misma forma (mi-
tad, tercio, ...). : '

Céleray Gaztelu, 2008a, pag 162.
Esta caracterizacion supone un inicio de aproximacion hacia un enfoque mas

funcional; es interesante compararla con la caracterizacion implicitamente
funciona (version a.) que se presenta més adelante. En ocasiones aparece esta

caracterizacion solo con € caso del dobley lamitad.
4. Caracterizacion por aumentos y disminuciones:

Dos magnitudes son directamente proporcionales si a aumentar o disminuir una

de elas, laotra también aumenta o disminuye respectivamente.

2923. Divisién de las reglas de tres simples. — Las
reglas de tres simples se dividen en directas e inversas.
Son directas cuando van de mds a mds o de menos a
menos, e inversas, cuando van de mds a menos o de me-

nos a mds.

Dalmau, 1930, pag. 213.

Esta caracterizacion, obviamente incorrecta, aparece ante € deseo de
proporcionar alos alumnos un criterio “sencillo” para decidir € tipo de relacion
de proporcionalidad ante € gque se encuentran. Evidentemente, comprobar este
criterio resulta mucho maés sencillo para e alumno que cualquiera de los otros.
En particular, evita tener que realizar consideraciones cuantitativas, centrandose
en las puramente cualitativas. Muchos autores, conscientes de su incorreccion,

omiten este criterio a la hora de caracterizar la proporcionaidad directa. Sin
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embargo, a la hora de resolver los problemas, sucumben ante su sencillez y
acaban presentandolo como regla préctica

Quede dicho que si nos restringimos a las magnitudes proporcionales, €l criterio
anterior es cierto (savo que admitamos cantidades negativas). Pero la
experiencia diaria nos muestra que existen multitud de magnitudes relacionadas
entre si mediante relaciones que no son de proporcionalidad.

Caracterizacién explicitamente funcional:
Dos magnitudes son directamente proporcionales si estén relacionadas mediante
unafuncion lineal y=kx (0 andoga).

Llamamos magnitudes directamente proporcionales a aquellas
que estan relacionadas mediante una funcién lineal: ax = y.

Rico et al., 1977, pag. 186.

Podemos pensar que esta caracterizacion es una version funcional y, por tanto,
mas abstracta, de la caracterizacion por conservacion que hemos presentado més
arriba. Sin embargo, presenta grandes inconvenientes desde un punto de vista
practico, por lo que los autores que utilizan esta definicion terminan por
presentar alguna otra (en especiad la caracterizacion por razones 0 la

implicitamente funcional (en su version a.) para poder afrontar |os problemas.

Caracterizacion implicitamente funcional:

Empleamos e término ‘implicitamente’ en e sentido de que, s bien las
caracterizaciones alas que vamos a hacer referencia no hablan explicitamente de
funciones o aplicaciones, si que nos parece que sus enunciados tienen una fuerte

componente funcional.

a. Dos magnitudes son directamente proporcionales si estan relacionadas

mediante una funcion y=f(x) tal que f(ax)=af(x).

Dos magnitudes son directamente proporcionales si al multipli-
car (o dividir) una de ellas por un nimero, la otra queda multiphna
da (o dividida) por ese mismo ndmero.

Alvarez el at., 2003a, pag. 132.
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Esta caracterizacion es la generalizacion de la que hemos llamado

caracterizacion multiplicativa. De hecho, en algunos textos (Célera y

Gaztelu, 2008a, 2008b) se presenta la caracterizacion multiplicativa en 1°

de E.S.O. y lacaracterizacion implicitamente funcional en 2° de E.S.O.

Dos magnitudes son directamente proporcionales si se corresponden en

igualdad y en suma. Es decir, si estan relacionadas mediante una funcién
y=f(x) tal que f(a+b)=f(a)+f(b).

DEFINICION.—Dos magnitudes se laman directamen-
te proporcionales cuando hay una correspondencia entre
cada cantidad de una y cada cantidad de la otra, de tal
modo que a una cantidad suma de dos cantidades de una
magnitud corresponde una cantidad que ¢s la suma de las
cantidades correspondientes a aquéllas.

Rey y Puig, 1935, pag. 115.

Esta caracterizacion, bastante poco extendida, es sdlo parcialmente

correcta por cuanto se necesita la hipotesis (asumida por los autores sin

decirlo) de lacontinuidad de larelacién que liga ambas magnitudes.

Para concluir con esta seccion recogemos en la siguiente tabla la presencia de

cada una de | as caracterizaciones anteriores segun las épocas estudiadas:

Caracterizacion | 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-1970 | 1970-1980 | 1980-1990 | 1990-2010
Razones internas NO Si Si NO Si NO
Razones externas NO Sl NO Sl Sl Sl
Multiplicativa Si Si Si NO NO Si
Aumentos'y NO si si NO NO s
disminuciones
Exp. funcional NO NO NO Si Si NO
Imp. funcional a. Si S S Si Si S
Imp.funcional b. NO Si Si NO NO NO

[11.2.2.3 Proporcionalidad inversa

Como no puede ser de otro modo, el andlisis de las caracterizaciones encontradas

para la proporcionalidad inversa ha de ser muy similar a efectuado en el apartado

anterior y muchos de los comentarios que alli se hicieron siguen siendo validos aqui.

Todas las caracterizaciones de la proporcionalidad directa (excepto la denominada

implicitamente funcional b.) tienen su “reflgo” en & caso de la proporcionalidad

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID




m PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE
SECUNDARIA

inversa. De hecho, es muy frecuente que las caracterizaciones de uno y otro tipo de
proporcionalidad se den siempre emparejadas del mismo modo. Se han encontrado las

siguientes caracterizaciones parala proporcionaidad inversa:
1. CaracterizaciOn por razones internas.

Dos magnitudes son inversamente proporcionales s la razon entre dos
cantidades de una de ellas es larazén inversa de la razén entre las dos cantidades

correspondientes de la otra.

TA9. Cantidades inversamente proporcionales son dos cantidades
relativas tales, que la razdn de dos valores cualesquiera de una de ellas
sea constantemente inversa de la razén de los valores correspondientes
de la otra. De modo que, con la misma notacién anterior, se pueda for-

’
I ]

mar la proporcién --; = o
({3 ’

Moya, 1897, pag. 156.

2. Caracterizacion por conservacion de un producto:
Dos magnitudes son inversamente proporcionaes si 1os productos de cantidades

correspondientes de ambas magnitudes son constantes.

Dos magnitudes cuyas cantidades se corresponden con esta tabla:

Magnitud 1.2- a b c
Magnitud 2.° - a' b ¢!

son inversamente proporcionales si se verifica que:
a-a'=b:b=c-c'=..=k

siendo k la constante de proporcionalidad inversa.

S.M., 2009b, pag. 130.

Ante este tipo de caracterizacién, el mayor problema surge a la hora de tratar de
asignar un significado a esos productos constantes; sobre todo, porque se omiten
por completo las magnitudes implicadas, centrandose € andlisis sblo en los

valores numéricos de las cantidades.
3. Caracterizacion multiplicativa:

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando a multiplicar

(dividir) una cantidad de la primera magnitud por numeros enteros, la
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cantidad correspondiente de la segunda magnitud queda dividida

(multiplicada) por dichos nimeros.

317. Dos cantidades son inversamente proporcionales cuando multi-
plicando el valor de la primera por 2, 3, 4, etc., el de la segunda queda
dividido por el mismo ndmero.

Edelvives, 1951, pag. 192.
4. Caracterizacion por aumentos y disminuciones:

Dos magnitudes son inversamente proporcionales s a aumentar o disminuir una

de ellas, la otra también disminuye o aumenta respectivamente.

293 Divisién de las reglas de tres simples. — Las
reglas de tres simples se dividen en directes e inversas.
Son directas cuando van de mds a mds o de menos a
menos, e inversas, cuando van de mds a menog o de me-

nos a mds.

a2 X i L TN = 5 ik oy

Dalmau, 1930, pag. 213.

5. Caracterizacion explicitamente funcional :
Dos magnitudes son inversamente proporcionaes si estan relacionadas mediante

unafuncién y=Kk/x.

Se llama aplicacién inversa a
toda aplicacion de la forma:

y=—
X

donde k es una constante que se
llama constante de proporcionali-
dad inversa.

En la aplicacion inversa se dice
que la variable y es inversamente
proporcional a la variable x.

Signo, 1983, pag. 141.
6. Caracterizacion implicitamente funcional:
Dos magnitudes son inversamente proporcionales si a multiplicar una cantidad
de la primera por un nimero, la cantidad correspondiente de la segunda queda
dividida por e mismo nimero. Es decir, s estan relacionadas mediante una

funcion y=f(x) tal que f(ax)=f(x)/a.
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Se dice que dos magnitudes relacionadas son inversamente proporcio-
nales cuando al multiplicar un valor de una de ellas por un numero, el
valor correspondiente de la otra queda dividido por el mismo nimero.

Rodriguez, 1965, pag. 75.

En latabla siguiente se reflgja la aparicion de estas caracterizaciones en cada una

de las épocas analizadas.

Caracterizacion | 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-1970 | 1970-1980 | 1980-1990 | 1990-2010

Razones internas NO S| S NO S| NO
Conservacion NO Si NO Si Si Si
producto

Multiplicativa Si Si Si NO NO Si
Aumentos y NO Si si NO NO si
disminuciones

Exp. funcional NO NO NO NO Si NO
Imp. funcional Si Si Si Si Si Si

[11.2.2.4 Busgueda de cantidades desconocidas en propor cionalidad smple

En la préctica, € esfuerzo dedicado a la caracterizacion de las magnitudes directa
e inversamente proporcionales se reflgja en los problemas de busqueda de cantidades
desconocidas. En ellos se conocen dos cantidades relacionadas de sendas magnitudes y
se hace necesario encontrar la cantidad de una de éellas relacionada con una cantidad

dada de laotra

Cabria esperar una mayor relacion entre la caracterizacion elegida por e autor
para cada uno de los tipos de magnitudes proporcionales y los métodos de resolucion
utilizados, pero lo cierto es que, como se observara a continuacion, hay dos métodos de
resolucion que permanecen inaterables alo largo del tiempo. También es muy habitual
gue, aungue en €l texto se presente un método justificado, se de a los aumnos un
algoritmo supuestamente facil de memorizar y que les alivie @ trabgjo. Huelga decir

gue, como en tantas situaciones, € agoritmo acaba suplantando alaidea.

En los diferentes textos analizados se han encontrado las siguientes técnicas de

resolucion:
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1. Regladetrestradiciona:

Se disponen los datos en forma tabular de un modo més 0 menos “candnico” y
se aplica un algoritmo mas o menos injustificado en funcion de s se trata de

proporcionalidad directa o inversa.

REGLA DE TRES INVERSA

Cuando las magnitudes] MAGNITUD A MAGNITUD B
son inversamente propor- 0
cionales. -

—_— O X = -
|
— X

Célera y Gaztelu, 2008c, pag. 65.

El anterior es uno de los gjemplos més claros de cdmo se presenta un algoritmo
con el unico afan de su memorizacion. Hay otras versiones menos extravagantes,
gue incluyen & uso del lengugje algebraico, pero que comparten e espiritu de
este ggemplo.

2. Por proporciones:
Se basa en la caracterizacion de la proporcionalidad (directa o inversa) por
razones internas o por conservacion y en la propiedad fundamental de las

proporciones. A partir de los datos se plantea una proporcion y se reduce el
problema a encontrar €l cuarto proporcional de los tres valores dados.

II. Con una cantidad de metal se han obfenido 57G me-
tros de alambre de 2 mm .2 de seccion,; zcudntos metros de
alambre se obfendrdn con la misma cantidad de metal, si la
seccion fuese de 1°5 mm.22

Las variables son: longitud y seccidn; si se dobla la sec-
cion, la longitud queda reducida a la mitad; luego, la proporcio-
nalidad es inversa. Se tendrd, pues, '

576 : x=_1‘5 12, dedonde, x=0576X2:1'5="768mis.

Crusat, 1941, pag. 227.

El método anterior es € que aparece con mas profusion en los textos analizados.
Esto tiene pleno sentido, pues es e método que utiliza de manera directa las
ideas centrales de razdn y proporcion tal y como se presentan en e discurso

tedrico.
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3. Por reduccién ala unidad:

Se trabaja en dos pasos, primero se obtiene la cantidad de la magnitud buscada
gue se corresponde con una unidad de la otra magnitud y con ese dato se obtiene
la cantidad desconocida. El “paso a la unidad” se realiza en los textos de dos

formas;

a. Mediante & significado de | as operaciones con nimeros decimales.

2° 81 23 libros de igual precio han costado | 242 pesetas. ¢Cudnto
libroa hubiéramos adquirido con 918 pesetas, en las mismas condiciones

El precio de un libro serd | 242 ptas. : 23 = 54 pesetas.

por lo que el nfimero de libros comprados con 918 ptas., serd el cocient:
918 : 54 = 17.
Baratech, 1966a, pag. 89.

Este método tiene ciertos inconvenientes a la hora de ser aplicado en €
caso de la proporcionalidad inversa puesto que el “paso a la unidad” es
dificil (a veces casi imposible) de justificar basandose Unicamente en €l

significado de las operaciones.

b. Aplicando la caracterizacion multiplicativa o la implicitamente

funcional.

n > Por 95 Fajas de cerillas pago 2° Sileo 15 piginas diarias po-
57 ptas. ;Cudnto debo abonar si dré acabar una lectura en 20 dias.
compro 150 cajas? Si levera 25 pdginas, jen cudntos

dias podria terminarla?
Pensamos asi:

Bl Discurrimos asi:

Por 95 cajas pago 57 ptas. Una ) o
caja me cuesta 95 veces menos que Si leo 15 péginas diarias duran-'
toctas. O sea: te 20 dfas es porque el libro tiene

15 % 20 paginas. :

=1

s plas.

) Y si el libro tiene 15X 20 paginas |

Zii v leo 25 paginas diarias necesi-

w

Y siuna caja me cuesta L ptas., taré:
150 cajas me costardn: leg dias b
57 X150 ]
e =0 ptas. ;
95 para leerlo. _
4

A este procedimiento empleado para resolver problemas de regla de tres
se le llama de reduccién a la unidad.

Ortega, 1963, pag. 112.
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La diferencia entre las dos variantes anteriores puede parecer sutil, pero
pensamos que es de suma importancia. Si se observa € gemplo 1°
anterior de Ortega (1963) es interesante ver que si por 95 cgjas se pagan
57 pesetas, e motivo de que para encontrar el precio de una cga haya
gue dividir 57/95 no se justifica en que € precio total se reparte por igual
entre todas las cgjas que se compran, sino en que 1 cga cuesta 95 veces
menos que 95 cagjas. Estos diferentes modos de pensar, a nuestro
entender, reflgjan formas radicalmente diferentes de concebir la idea de

razon y, por ende, la de proporcionalidad.

c. Recurriendo alaReglade trestradicional.

Calculamos el precio de 1 barra y luego hallamos el precio de 20 barras.

Barras de pan Precio

6 3}—->~6——l-e>6-x:3-1<——>
] —m x 3 X

3
(——)xx-—é—éx=0,5
6

1 barra cuesta 0,5 € — 20 barras cuestan — 20 - 05€=10¢€.

Alvarez et al., 2003, pag. 160.

Este método de resolucion resulta sorprendente. Si bien la idea esta clara
y es lamisma que en los casos anteriores, en este caso, e valor unitario
de obtiene de una forma totalmente mecanica. En e g emplo mostrado se
recurre ad méodo de las proporciones para encontrar dicho valor

unitario.

A continuacion recogemos la aparicion de los anteriores métodos en los periodos

de tiempo estudiados:

Técnica 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-1970 | 1970-1980 | 1980-1990 | 1990-2010
Algoritmo Si Si Si NO NO Si
Proporciones Si S Si Si Si Si
Red. Unidad a. NO NO Si NO NO Si
Red. Unidad b. Si Sl Si Si Si Si
Red. Unidad c. NO NO NO NO NO Si
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[11.2.2.5 Proporcionalidad compuesta
1. Definicién de proporcionalidad compuesta.

El concepto de proporcionalidad compuesta permanece casi inalterado alo largo
del tiempo. En todos los textos en los que se trata este tema se presenta una
definicién muy similar a la siguiente: Una magnitud es proporcional (de forma
compuesta) a otras varias cuando es proporciona (directa o inversamente) a cada
una de ellas a permanecer fijas las restantes. Sirvan como ilustracion los

siguientes gjemplos, separados entre si méas de un siglo:

Z=53. REGLA DE TRES coMPUESTA.— El cardcter general de todas
lug cuestiones 4 que puede aplicarse esta regla es: que comprendan un,
numero parde cantidades, inclusa la incdgnita; (ue sean homogéneas
dos 4 dos, ¥y que estén ligadas entre si por una proporcionalidad. Su

Moya, 1897, pag. 160.

En la regla de tres compuesta intervienen mas de dos magnitudes, con

distintas relaciones de proporcionalidad entre ellas

De la Haza et al., 2003, pag. 83.
2. Propiedad fundamental de las magnitudes en proporcion compuesta:

De caraalaresolucion de problemas de buisqueda de cantidades desconocidas en
situaciones de proporcionalidad compuesta (apartado 1.2.6.) encontramos textos
gue presentan una propiedad que les permite construir una proporcién y asi

resolver el problema:

Por tanto. cuando las relaciones entre las magnitudes son de
tipo directo, podemos decir que:

«l.a razon de las dos cantidades de la primera magnitud por la
razon de las dos cantidades de la segunda magnitud es igual a la
razon de las dos cantidades de la tercera magnitud.»

Rico et al., 1977, pag. 216.

Como es evidente, cuando las relaciones no son todas de proporcionalidad
directa se enuncian las propiedades anadlogas. Esta propiedad dara lugar, como

veremos, a un método para resolver problemas de proporcionalidad compuesta.
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[11.2.2.6 Busgueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad
compuesta

Al igua que sucedia en € caso de la proporcionalidad ssimple (directa o inversa),
el énfasis se hace mas en la resolucion de problemas que en e reconocimiento o

caracterizacion de | as situaciones (con los problemas que ello conlleva).

A la hora de resolver problemas de busgueda de cantidades desconocidas en
situaciones de proporcionalidad compuesta se han encontrado esencialmente tres
posibilidades. La primera de ellas es |a mera presentacion de un algoritmo, mientras que
las otras dos surgen de la definicion de proporcionalidad compuesta o de |a propiedad
fundamental presentada en el apartado anterior. Son las siguientes:

1. Regladetres compuesta tradicional:

Se disponen los datos en forma tabular de un modo més o menos “candnico” y
se aplica un agoritmo injustificado en funcion de las relaciones que ligan cada
pareja de magnitudes.

£ DIRECTA

I DIRECTA

T

¥
MAGNIT. MAGNIT., MAGNIT. CON

A B LA INCOGNITA
L] O ;o £
& ® x
- 209
-0

Célera y Gaztelu, 2008c, pag. 66.

Ademas de ser solo aplicable en € caso de tres magnitudes (de hecho en los
problemas apenas aparecen situaciones con mayor numero de ellas) € esfuerzo
memoristico es notable e indtil.

2. Por proporciones:

Se construye una proporcion con los datos del problema (haciendo uso de la
propiedad fundamental de la proporcionalidad compuesta) y se reduce a

encontrar un cuarto proporcional.
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=M= B = b

ae—3 b +— ¢ —a d
X ¢&—> b ¢— ¢ ¢—— d’

Ahora vamos a suponer que la magnitud A es directamente proporcional con B
e inversamente proporcional con las magnitudes C y D; podemos establecer la
siguiente igualdad:

por subsmtir la proporcionalidad, porque si una magnitud depende de otras
varias, la relacion de dos valores de la primera es igual al producto de las
relaciones directas o inversas de los valores correspondientes de las otras
magnitudes, segin que sean directa o inversamente proporcionales con la
primera.
Si despejamos x en la anterior proporcién, nos dara

. blcd

=y oa

Gonzalez y Cappa, 1971, pag. 113.

Este método no posee ventgjas esenciales respecto a anterior puesto que en vez
de memorizar la disposicion de cada una de las cantidades en la formula, 1o que
debe recordarse es |a citada propiedad fundamental. Se observa la tendenciaala
algebrizacion y hacia el uso de lenguaje simbdlico.

3. Paso apaso:

Se pasa de los datos iniciales a la situacion incognita paso a paso, fijando en
cada uno de ellos todas las magnitudes involucradas, salvo la magnitud que se
pidey otramés. Asi, cada paso no es mas que unaregladetres simple.

3 En el supuesto de que 0 zapadores necesitaran 12 dias para abrir una
zanja de 400 metros de largo, 2 de ancho y 1 metro de profundidad, jeudn-
tos dias emplearian 15 zapadores para abrir otra zanja de 300 metros de
largo, 4 de ancho y 2 de profundidad? :

5. 9zapadores. . 400 metros largo. . 2 m. ancho. . '[) m. prof. . 12 dias.

P. 15 » . 200 » .. &» » Z2» ».. T »
Si 9zapadores, para abrir una zanja de 4C0 m. largo, 2 m. ancho y 1 de prof.
estan. .-. . 12 dias,

un zapador, para hacer lo mismo, empleara Ev)?eces mas dias,’
esto es, 12 x 9, dias.
Si un zapador emplea 12 x 0, dias, -
15 zapadores, para hacer el mismo trabajo, emplearan 15 veces menos dias,
9 [}
esto es, ———— A dias.
15

Si 15 zapadores, para hacer una zanja de 400 metros largo, 2m.a. v 1 m.
: ; 12x9 . g
profundidad, estan — dias,
10
los mismos zapadores, para abrir una zanja de 1 metro largo, el mismo ancho
i axt dias

é igual profl., emplearian 400 veces menos dias, esto es, ———
15 x 400

Dalmau, 1898, pag. 172.
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Por su extensién, no se ha reproducido la resolucion completa, pero la idea
gueda bien clara en e fragmento expuesto. Desde un punto de vista conceptual,
este procedimiento de resolucion es mucho mas rico gque los otros dos pues
implica una buena comprension de la relacion entre cada par de magnitudes. No
obstante, se produce un abuso de la idea de “tantas veces mas’ o “tantas veces
menos’ frente a recurso alaidea de razon.

En la siguiente tabla se recoge la aparicion de los anteriores métodos en los

periodos de tiempo estudiados:

Técnica 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-1970 | 1970-1980 | 1980-1990 | 1990-2010
Algoritmo Si Si Si NO Si Si
Propor ciones S S Si Si Si NO
Paso a paso Si Si Si NO Si Si

[11.2.2.7 Aplicaciones

Tradicionalmente los temas relacionados con la proporcionalidad que venimos de
presentar desembocan en una serie de aplicaciones cuyo origen se remonta en ocasiones
ain mas en e tiempo. A continuacion vamos a desgranar las aplicaciones més
importantes que hemos identificado.

1. Porcentgjes.
Se han hallado tres formas de enfocar y resolver |os problemas de porcentgjes:

a. Teniendo en cuenta e significado del concepto “porcentaje” y de las

operaciones con nimeros decimales.

291, Para reducir un tanto por uno d tanto
por ciento; se multiplica el tanto dado por 100.
Por ser evidente que, 4 100 unidades, le corres-
pondg un nimero de unidades 100 veces mayor

PoR C V- T TP M £13

Cuesta, 1910, pag 174.

b. Aplicando laregladetressimple.

Hemos de calcular el 85% de 720:

100 kg (madera) 85 kg (papel) 85.720

85
720kg ———— x x="00 =100 ®720=612

83% @ 720

Alvarez et al., 1999, pag. 82.
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c. Describiendo un proceso algoritmico para€el calculo de porcentaje.

e Para calcular un determinado tanto por ciento de una cantidad,
dividimos la cantidad entre 100 v multiplicamos por el tanto

Céleray Gaztelu, 2008a, pag. 168.

El menos comun de estos tres enfoques es € primero. En los otros,

especiamente en € tercero, & procedimiento suplantaa concepto.
2. Regladeinterés:
Los métodos de resolucion pasan por utilizar férmulas. Hay dos opciones:

a. Usar una unica formula (la del interés) y despejar segun e valor que se
busque. Esto implicalarealizacion de manipul aciones algebraicas.

b. Emplear férmulas distintas para cada una de las variables involucradas
(interés, capital, rédito y tiempo).
También son varios |os modos de deducir dichas formulas:

a Mediante e significado de las variables involucradas y de las

operaciones entre €llas.
b. Aplicando lareglade tres compuesta.
c. Presentar las formulas sin justificacion alguna.

Asociadas a la Regla de interés aparecen en ciertos textos, sobre todo hasta la
década de los 70, aplicaciones como la Regla de descuento y particularizaciones
a pagarés y letras de cambio. No obstante, no vamos a dedicar tiempo a estas
aplicaciones pues entendemos que su utilidad préctica es muy escasa y que
dichas situaciones pueden afrontarse sin grandes complicaciones haciendo uso

de las ideas presentadas con anterioridad.

3. Repartos proporcionales:

a. Repartos directamente proporcionales.

Se han encontrado cuatro métodos de resolucion:
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= Teniendo en cuenta & significado de las operaciones y de lo que

significarepartir.

Ties socios invierten I millon, 2 millonesy 5 millones de euros, respectivamente, en
un negocio que al cabo de un afio rinde un beneficio de 600000 €. ;Qué cantidad
de los beneficios corresponde a cada uno?

Podemos considerar el negocio dividido en 1+ 2 + 5 = 8 partes. Ahora no tene-
mos mds que dividir los beneficios en otras ocho partes, de las que el primer so-
cio se llevard una; el segundo, dos; y el tercero, cinco.

El beneficio correspondiente a cada parte es 600 000 : 8 = 75000 €.
1L.5s0ci0: 75000€ -1 = 75000 €

El reparto serd: {2.° soc1o: 75000 € -2 = 150000 €
3.5 s0cio: 75000 € .5 =375000 €

Coleray Gaztelu, 2008c, pag. 67.

» Reduciendo el problemaavarias reglas de tres.

L=]
EiEMPLO: . i ] o oo
Repartir el niumero 200 en tres partes, proporcionales d los numeros 2, 5 4 o,
Las tres partes del numero 200 han de ser proporcionales a 2, 3795 Su-
mando estos nimeros, tenemos que 2 4+ 3 4+ 5 =10,
Diremos ahora:
a .
ERL LS At corresponden 200,
corresponderan .

$ 200 @ @ = 40, parte primera.

0 a
P a
102

Siatl
2
-'_)

Parala 2, parte:
: g S.  Sia10corresponden 200,
P. A4 3 corresponderan .
10 ; 3 12 200 : « = 60, parte segunda.
Pava la 3.7 parte; o
- S. Si a 10 correspond2n 2093,
&4 5 ecorresponderan .
5¢

1 200 : @ = 100, parte tercera.

10 :

Dalméau, 1898, pag. 187.

» Haciendo uso de la propiedad fundamenta de las series de

razones iguales.

154. INVESTIGACION DE LA REGLA PRACTICA—Scgin lo
demostrado (131) la serie de razones iguales anterior nos da:

N A\

a {-b-) e T

A4+B+C A B L. _ N H
—_————= — = =-— 0 bien{_ ____ _ ._

a —- -+ ¢ a b {rs @ }. /3 /]

N €

\ -.— 6: _.r- - (A

— 161 —

Xiberta, 1928, pag. 161.
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= Sedescribe unareglaagoritmica

Para dividir un nimero en partes proporcionales a otros, se le

multiplica por cada uno de éstos y los productos se dividen por la

Ruiz, 1931, pag. 141.

Como ya hemos indicado en otras situaciones, pese a la diversidad de
enfoques que acabamos de presentar, muchos de los textos terminan por
presentar formulas cerradas que “faciliten” e aprendizaje del aumno.
Generamente las formulas se dan para el caso de repartos entre tres

partes y se gjustan alos dos esguemas siguientes:

. ___ha
P a e, ra,
O
a+a,+a,

Donde p; es la parte i-ésima, & es € numero a que dicha parte debe ser
proporcional y n es € total a repartir. Si bien ambas expresiones son
equivalentes, pensamos que no es arbitrario inclinarse por una o por otra.
De hecho, la segunda reflgja con mucha mayor claridad e significado de

las operaciones implicadas.
Repartos inversamente proporcionales.
Se hacen directamente proporcionaes alos inversos.

Repartos directamente proporcionales a algunas magnitudes e

inversamente a otras.

Se multiplican las cantidades respecto de las que €l reparto es directo, se
divide por las cantidades respecto a las que €l reparto es inverso y se
realiza un reparto directamente proporcional respecto de las cantidades

asi construidas.

4. Reglade compaiiia

Se reduce a un problema de repartos. Se trata del caso particular en que se debe

repartir una ganancia o pérdida entre varios socios en funcion del capital
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invertido y, eventualmente, del tiempo durante € que se mantuvo invertido

dicho capital
5. Mezclasy aeaciones:
Hay dos tipos de problemas:

a. Hallar e precio de una mezcla conocidos los precios y cantidades de los
componentes. Este tipo se resuelve mediante € uso de una férmula
justificada en base a la definicion de precio y a la aditividad de las

cantidades y los precios.

Luego el precio de cada unidad
de medida de la mezcla es el
cociente del coste total entre su
cantidad total, es decir:

coste total

cantidad total
Luego:

pw Pl +mypy +myp;y
my +niy +my

Signo, 1983, pag. 167.

b. Hallar las cantidades necesarias de los componentes de la mezcla
sabiendo sus precios y € precio que se desea que tenga la mezcla. Aqui
hay dos posibilidades:

» Dar unareglaagoritmicasin justificar.

REGLA.—Las cantidades que deben mezclarse para ob-
tener una mezcla de precio prefijado. son inversamente
Proporc{unm’es a las diferencias entre sus precios y el precio
intermedio prefijado.

Rey y Puig, 1935, pag. 161.

=  Judtificar que las cantidades son inversamente proporcionales ala
diferencia del precio de dicho componente con el precio medio en
el caso de dos componentes. Esta justificacion puede ser:
- Algebraica
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En efecto: si suponemos, por ejemplo, 1> 1 >V, y establece-
mos la igualdad evidente

lp -(P+P)=1.P4V.P

entre el peso de metal fino que ha de contener la aleacién y la suma de
'os pesos de metal fino de los lingotes que se alean, tendremos :

P, —1=Pl—1.);

Parellada, 1943, pag. 232.
- Mediante € significado de |as operaciones.

ToTTTOOY

x X o | §

PriMen caso. Siendo dos las especies que se han de mezelar
cuyos precios respectivos son p y p', m el precio medio com-
p.rendido entre p v p’, y # & y las unidades que de cada espe-
cie se han de mezclar, se tendrd, que por cada unidad de Ja es-
pecie superior cuyo precio supoundremos sea P, que se venda
al precio medio m, habrd una pérdida igual 4 la diferencia de
dmbos precios; es decir, de p — m unidades de dinero. Al
contrario, por cada unidad de la especie inferior cuyo precio
es ', que se venda al precio m, se tendrd una ganancia marca-
da por I diferencia m — p’ de dichos precios; por consiguiente
en « unidades de la primera especie habra una pérdida de
«(p~mj, y en y de la segunda, una ganancia representada
por y (m— p’); y como entre estas dos cantidades ha de haber
compensacion, se deberd tener

Sanchez, 1866, pag. 335.

El método presentado se adapta perfectamente a caso en que la
mezcla consta sblo de dos componentes. Para mas de dos
componentes se suele recurrir a mezclas parciales; es decir, se mezcla
un componente de precio superior a precio medio con uno de precio
inferior reiteradamente.
En este tipo de problemas se observa que, incluso cuando los argumentos
utilizados son de caracter aritmético, hay una tendencia muy clara a la
algebrizacion (ver por gemplo e caso de (Signo, 1983) en € apartado a

anterior).
6. Reglaconjunta:

Se trata de aplicar la proporcionalidad en situaciones de cambio de unidades
cuando aparecen mas de dos unidades distintas. Como datos se dan una serie de

equivaencias entre diversas unidades “enlazadas’; por g emplo, 5u=6v, 7v=4w,
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3w=10z. El objetivo es encontrar una equivalencia entre la primera y la Ultima
unidad. En este caso, por g emplo, 21u=48z.

Se acostumbra a dar una regla similar a la siguiente (Tufion de Lara, 1908, pag.
175):

“S se multiplican ordenadamente varias equivalencias tales, que €
primer miembro de cada una de sea de la misma especie que € segundo
dela anterior, resultara otra equivalencia cuyo primer miembro sera dela
misma especie que € primer miembro de la primera, y €l segundo de la
del segundo dela ultima.”

7. Reglas defalsaposiciéony de doble falsa posicion:

Se trata de aplicar la proporcionalidad para resolver ecuaciones de primer grado
con unaincognita (lasimple), y sistemas de dos ecuaciones de primer grado con

dosincognitas (ladoble).

Si la ecuacion es de la forma ax=b, e método de falsa posicion se basa en

suponer que la solucién es x=c, en ese caso ac=b’=b; y la verdadera solucién se

obtiene planteando la proporcion % = g

S 1o que se tiene es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos

ax+bhy=c

, Se toman dos valores arbitrarios para una de las
a,x+b,y=c,

incogni tas{

variables, por gemplo X; y X. Sustituimos estos dos valores en la primera
ecuacion para obtener y; e y, y sustituimos los pares (x1,y1) Y (X2,y2) en la

segunda ecuacion. Llamamos e; y & a los errores cometidos al efectuar dichas

N . X, — X .
sustituciones. Es decir, g=axx+byy; — co. Entonces S_X%-X y de aqui se
e, X,—X
. X,€ —
obtiene que x = M.
€ -6

En ambos casos existen tres posibilidades ala hora de plantear |as reglas:

a. Sepresentan sin justificacion.

b. Sejustifican en mediante argumentos aritméticos de proporcionalidad.
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c. Sejustifican algebraicamente.

En la tabla siguiente se recoge la aparicion de las aplicaciones anteriores en los

distintos periodos de tiempo analizados.

Aplicacion | 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-1970 | 1970-1980 | 1980-1990 | 1990-2010
Porcentajes Si Si Si Si Si Si
Interés Si S S Si Si Si
Repartos Si Si Si Si Si Si
Compariias Si S S NO NO NO
Mezclas Si Si Si Si Si Si
Conjunta Si S NO NO NO NO

Falsa Posicion Si Si NO NO NO NO
[11.2.3. Reflexiones

Terminamos € andlisis de los significados de la proporcionalidad desde 1850

hasta la actualidad con unas breves reflexiones:

1.

Con € paso del tiempo se ha abandonado por completo la idea de razén entre
cantidades y sdlo ha permanecido la razon entre nimeros, identificada, ademas,

COoNn Su cociente.

La proporcion como igualdad de razones y la propiedad fundamental de las
proporciones se mantienen como un contenido destacado en todas las épocas
estudiadas.

Desaparecen casi totalmente las manipulaciones para obtener nuevas
proporciones a partir de una dada; tan sdlo en algunos casos sigue presentandose
la propiedad de las series de razones iguales, con laidea de justificar |os repartos

directamente proporcionales.

Hay gran variedad en las caracterizaciones de la proporcionalidad simple. Sin
embargo, aun cuando en los textos se utilice otra, siempre suele presentarse la
caracterizacion por razones internas O por conservacion, pues estas
caracterizaciones permiten introducir la técnica de bulsgueda de cantidades

desconocidas por proporciones.

La proporcionalidad compuesta recibe un tratamiento similar, en cuanto a su

definicién, alo largo del tiempo.
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Los problemas de blsqueda de cantidades desconocidas en situaciones de
proporcionalidad simple también reciben un tratamiento muy homogéneo en el
tiempo. En & método de reduccion ala unidad se observa una escasa tendenciaa
justificarlo en base a significado de las operaciones (desproveyéndolo asi de su

esencia).

. Aungue se presente e método de las proporciones, muchos textos terminan por
presentar e agoritmo descontextualizado como método para resolver los

problemas.

En las situaciones de proporcionalidad compuesta se ha impuesto € método de
resolucion paso a paso. EI méodo por proporciones desaparece casi

completamente, al igual que las reglas agoritmicas (muy complejas).

El nimero de aplicaciones de la proporcionalidad que se tratan desciende
drésticamente: sOlo sobreviven con un estatus importante los porcentgies y la
regla de interés. En algunos casos se tratan de forma casi anecdética los repartos
(sblo directamente proporcionaes) y las mezclas (solo en € caso de la busqueda

del precio medio o similares).

10. El estudio de los porcentgjes ha ganado en importancia con e paso del tiempo,
pero se ha producido un abandono de su significado en pos de los métodos

algoritmicos para su calculo y resolviendo |os problemas mediante proporciones.

11. Se observa una progresiva y creciente algebrizacion en la forma de presentar y

resolver los problemas de interés, repartos y mezclas.

I11.3. ANALISISDE LA ENSENANZA ACTUAL DE LA PROPORCIONALIDAD

En la seccién anterior hemos revisado los significados asociados con la

proporcionalidad en textos escolares espariol es de los Ultimos 160 afios. En esta vamos a

estudiar con mayor detenimiento |a ensefianza actual de la proporcionalidad.

Para llevar a cabo este estudio se ha analizado una propuesta completa de la

Editorial Anaya (Colera y Gaztelu, 2008a, 2008b, 2008c). Estos textos, debidamente

autorizados por e Ministerio de Educacion, han sido elegidos por dos razones

principal mente:
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1. Gozan de amplia implantacion en la Comunidad Auténoma de Aragon y en
buena parte de Espaiia.

2. Son los textos elegidos por € Departamento de Matematicas del |.E.S.
Avempace de Zaragoza, centro en e que se ha redizado la fase de

experimentacion de estainvestigacion.

La propuesta didactica analizada se desarrolla a lo largo de los cursos 1° y 2° de
Educacion Secundaria Obligatoria, asi como en la opcion A de 4° curso. Las variables

en torno alas que vamos a organizar nuestro estudio son las siguientes:

i. Secuenciacion de los contenidos y espacio dedicado alos mismos.
ii. Metodologia.

iii. Modelos de aprendizaje.

iv. Sistemas de representacion.

v. Significados que se construyen.

vi. Resolucion de problemas.

[11.3.1. Secuenciacion de los contenidos y espacio dedicado

En este apartado vamos a presentar €l orden en que se presentan los contenidos
relativos a la proporcionaidad en cada uno de los cursos en los que dicho tema aparece,
asi como el espacio (en numero de paginas) dedicado a cada uno de los epigrafes que
estructuran los temas. Ademéas de presentar €l titulo del epigrafe y su extension,

sefidlaremos las ideas principal es que se desarrollan en € mismo.

En 1° de E.SO. se dedica un tema a aspectos relacionados con la
proporcionalidad. En concreto, se trata del noveno tema (de un total de catorce) titulado
“Proporcionalidad y porcentgjes’. Este tema se inserta justo tras |os temas dedicados a
las fracciones e inmediatamente antes que los dedicados a la introduccién a lengugje
algebraico. Los contenidos tratados en este tema (y e espacio dedicado a ellos) son los

siguientes:

= Relacién de proporcionalidad entre magnitudes (2 paginas).
0 Relacion de proporcionalidad directa.
0 Reacion de proporcionalidad inversa.

» Problemas de proporcionalidad directa (2 paginas).
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o Meétodo de reduccion ala unidad.

0 Fracciones equivaentes en las tablas de vaores directamente

proporcionales.
0 Regladetresdirecta.
» Problemas de proporcionalidad inversa (2 paginas).
0 Método de reduccion alaunidad.
0 Fracciones equivalentes en tablas de proporcionalidad inversa.
0 Regladetresinversa
» Porcentgjes (4 paginas).
o0 Concepto de tanto por ciento.
o Un porcentaje es una fraccion.
o0 Porcentgesy numeros decimales.
0 Algunos porcentajes especiales.
= Un porcentgje es una proporcion (2 paginas).
o El porcentaje como proporcion.
o Cdéculodelaparte.
o Calculo ddl total.
o Cdélculo del tanto por ciento.
= Aumentosy disminuciones porcentuales (1 pagina).
0 Aumentos porcentual es.
o0 Disminuciones porcentuales.

En 2° curso nuevamente se dedica un tema a aspectos relacionados con la
proporcionaidad. En este caso, es € cuarto de un total de doce y se titula también
“Proporcionalidad y porcentgjes’. Su ubicacion en el desarrollo del curso es similar: tras

las fracciones y justo antes del algebra. Los contenidos presentados son |0s siguientes:

» Razonesy proporciones (1 pagina).
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o0 Conceptos de razén y proporcion.
o Cdélculo del término desconocido de una proporcion.
» Magnitudes directamente proporcionales (3 paginas).
0 Caracterizacion de magnitudes directamente proporcional es.
0 Resolucién de problemas: método de reduccion ala unidad.
o0 Otrasrelaciones en las tablas de proporcionalidad directa.
0 Resolucién de problemas: regladetres.
0 Laconstante de proporcionalidad.
0 Resolucién de problemas con la constante de proporcionalidad.
= Magnitudes inversamente proporcionales (2 paginas).
0 Caracterizacion de magnitudes inversamente proporcionales.
0 Resolucién de problemas: método de reduccion ala unidad.
0 Proporciones en las tablas de proporcionalidad directa.
0 Resolucién de problemas: Regla de tresinversa.
* Problemas de proporcionalidad compuesta (2 paginas).
= Losporcentgjes (2 paginas).
o0 Un porcentaje indica una proporcion.
o Un porcentaje es una fraccion.
0 Un porcentaje se asociaa un nimero decimal.
o Cdéculo répido de algunos porcentgjes.
» Problemas con porcentgjes (4 paginas).
o Cdélculo dd total, conocidos € tanto por ciento y la parte.
o Cdélculo dd tanto por ciento, conocidos €l total y la parte.
0 Aumentos porcentual es.

0 Disminuciones porcentuales.
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» Interés bancario (1 pagina)

En 4° curso, opcion A, el tema dedicado a la proporcionalidad es € cuarto de un
total de 14. Se inserta tras |los temas dedicados al numero rea y, de nuevo, justo antes
de los dedicados al dgebra. Su titulo es “Problemas aritméticos’ y los aspectos que se
tratan son los siguientes:

Problemas de proporcionalidad ssimple (1 pagina).
0 Proporcionalidad directa.
0 Proporcionalidad inversa.
» Proporcionalidad compuesta (1 pagina).
0 Proporcionalidad directa-directa.
0 Proporcionaidad directa-inversa.
» Repartos proporcionales (1 pagina).
* Problemas de mezclas (1 pagina).
* Problemas de méviles (1 pagina).
o Encuentros.
o Alcances.
= Cdalculos con porcentajes (3 paginas).
o0 Cdculo deun tanto por ciento de una cantidad.
o0 Porcentgje correspondiente a una proporcion.
o Cdculo de aumentos porcentuales.
o Cdculo de disminuciones porcentual es.
0 Encadenamiento de variaciones porcentuales.
» Depositosy préstamos (2 paginas).
0 Interéssimple.

0 Interés compuesto.
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Tras la descripcion explicita de la secuenciacion de los contenidos y del espacio
dedicado a cada uno de €ellos presentamos a gunos comentarios al respecto:

1. Los contenidos comunes de los dos primeros cursos siguen una secuenciacion
similar. La diferencia entre dichos cursos radica Unicamente en la inclusion de
aspectos nuevos como la idea de razén, la proporcionalidad compuesta o €
interés bancario.

2. En estos dos primeros cursos también coincide € lugar que ocupa € tema
dedicado a la proporcionalidad dentro del marco genera del texto: tras e
nimero raciona (a cuyo manejo se recurre unay otravez en e contexto de la
proporcionalidad), y justo antes del agebra (cuyo lengugje se utiliza a veces
prematura e injustificadamente en la presentacion de los contenidos). Esta Ultima
observacion es especialmente relevante en primer curso, pues en segundo los

alumnos ya han tenido contacto con €l lenguaje algebraico.

3. Respecto a espacio dedicado a los contenidos, se observa que en los dos
primeros cursos |os porcentajes son €l topico a gque se dedica un mayor espacio:

7 paginas de 13 en primero y 7 de 15 en segundo (ver figura adjunta).

12 E.S.O.

M Proporcionalidad
simple entre
magnitudes

W Porcentajes

Figura lll.1. Reparto de los contenidos en 1° de E.S.O.
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29 E.S.O.

B Razén y proporcién

u Proporcienalidad simple entre
magnitudes

® Proporcienalidad compuesta
entre magnitudes

m Porcentajes

m Interés

Figura lll.2. Reparto de los contenidos en 2° de E.S.O.

4. Los contenidos de 4° curso son: un repaso de lo presentado en los dos primeros
CUrsos, por una parte, Yy una presentacion de situaciones en las que puede
aplicarse la proporcionaidad de forma significativa y que, sorprendentemente,
no se habian tratado con anterioridad, por otra. Iguamente, resulta sorprendente
el hecho de que estas aplicaciones no aparezcan en laopcion B de 4° curso.

5. En relacién a espacio dedicado a cada apartado, se observa una mayor
homogeneidad en la distribucion (debido seguramente a que €l tema se concibe
como un “contenedor” de técnicas y procedimientos més, que sirve de
recordatorio mas que de presentacion). No obstante, nuevamente el porcentaje es
el concepto que mas atencidn recibe con 3 paginas de un total de 10 (ver figura).

42 E.S.0.Opcion A

W Proporcionalidad simple entre
magnitudes

M Proporcionalidad compuesta
entre magnitudes

m Aplicacionesde la
proporcionalidad simple

M Porcentajes

M Interés

Figura lll.3. Reparto de los contenidos en 4° de E.S.O. Opcién A
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[11.3.2. Metodologia

En este apartado vamos a analizar |a metodol ogia seguida por los autores ala hora
de presentar los contenidos. Para ello nos centraremos en primer lugar en como se
organizan dichos contenidos — desde un punto de vista estructural — dentro de cada uno
de los temas por cuanto creemos que la organizacion espacia de los mismos influye en
gran medida sobre los alumnos. También presentaremos algunos comentarios mas

generales sobre e modo en que |os autores presentan el material.

Los textos andizados mantienen un formato uniforme en los tres cursos
estudiados. Més alin, la estructura general de los temas es también invariante, salvo un
pequefio detalle que comentaremos més adelante. La organizacion general de los temas

eslasiguiente:

1. Laprimera pagina presenta un pequefio parrafo en e que se trata de explicar a
los alumnos laidea genera de lo que se les va a presentar. También aparece una
situacion problemética introductoria basada en la ilustracion que abre e tema

(ver Figuralll.4.).

Las 40 vacas de Crescencio consumen
una carga de heno y 210 kg de pienso a
la semana.

a) ¢Cudntos kilos de pienso consumen

enun dia? ;Y en 20 dias?

b) ;Cudnto duraria una carga de pienso
si hubiera ¢l doble de vacas? ;Y si solo
hubiera 10 vacas?

El 25% de los 600 litros de leche que

producen al diz, lo destina a la fabrica-
Ya conoces la proporcionalidad y los porcentajes. En b sl
*sta unidad vas a profundizar en el dominio de esos
-onceptos y vas a analizar una coleccién de problemas
o, cuyos procesos de resolucién te ayudardn a incer-
2MeEr ¥ a superar gran canidad de situaciones coti-
iianas.

Crescencio estd pensando en comprar
10 vacas mis. En ese caso, zen qué ranto
por cieato aumentariz su produccién?

1 Solicinnse s scrne LI

Figura lll.4. Primera pagina del tema “Proporcionalidad y porcentajes”.
2°E.S.O., pag. 82.
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2. Enlosdos primeros cursos (no en cuarto) aparece una paginatitulada: “Antes de
comenzar, recuerda’. Como su nombre indica, en ella se presentan algunas ideas
y técnicas que los autores consideran claves para que €l alumno sea capaz de
seguir e contenido del tema. La péagina se distribuye en dos columnas; la
izquierdatiene lamitad de anchura que la de laderecha. En la columnaizquierda
se presenta de manera formal |a idea o técnica (generalmente esto Ultimo) que €
alumno debe conocer; a la derecha se ponen 1 6 2 gemplos y se plantean

gjercicios de repaso (ver figuralll.5.).

GComo se multiplica y se divide tiemplos

Bor 100 5,3.100 = 530 4 La coma se ha desplazado dos lugares a la derecha.

Bastard con que desplaces
la coma hacia la derecha

o la izquierda. B Opera: )35 - 100 b) 0,4 - 100 c) 143:100 d) 1,7 : 100

2,7:100 = 0,027 ¢ Lacoma se ha desplazado dos lugares a fa izquierda.

Figura lll.5. Apartado tipico de la seccién “Antes de comenzar”.
1°E.S.O,, pag. 161.

3. Ladivision en dos columnas se mantiene durante todo el tema. En la columna de
mayor anchura, a la derecha, se inserta € discurso principal, con las
presentaciones ostensivas de los conceptos y, en ocasiones, algunos gemplos.
En la columna izquierda, de menor anchura, se presentan ilustraciones que
apoyan € discurso: gercicios resueltos, cuadros resumen con ideas clave (a
menudo en forma de “recetas’ para memorizar procedimientos). Estos Ultimos
cuadros aparecen frecuentemente, aunque no siempre, titulados como “Ten en

cuenta’.

Tn en cuenta

MAGNITUD A MAGNITUD B
a —_— b
¢ ——— x

[

I—‘:—:% o bien s

Se invierre el orden en los elementos
de una de las magnitudes.

Figura lll. 6. Ejemplo del cuadro “Ten en cuenta”.
2° E.S.O., pag. 89.
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4. Cada uno de los epigrafes en torno a los que se organiza € tema (ver 2.1.)

concluye con una serie de actividades de refuerzo en las que se trabajan los

conceptos presentados.

. Al final de cadatema, se presentan una serie de gercicios clasificados segun los

contenidos trabgjados. Los enunciados de los gercicios se acompaiian de un
indicador de su dificultad, graduada de 1 a 3 y los gjercicios aparecen en orden

creciente de dificultad para cada uno de los contenidos.

Los temas se cierran con un apartado titulado “Desarrolla tus competencias’ en
el que se presentan actividades més abiertas que podriamos cdificar de
problemas y que, en mayor o menor medida, guardan relacion con los
contenidos tratados. Dentro de este apartado, aparece un epigrafe que, bao €
titulo “Autoevaluacion”, vuelve a plantear € tipo de gercicios que los autores

consideran mas importantes.

Una vez descrita la estructura general bajo la que se organizan los temas relativos

a la proporcionalidad, cabe también hacer algunos comentarios més generales sobre la

metodol ogia seguida por los autores ala hora de presentar |os contenidos a los aumnos:

1. Cadanuevo concepto se presenta siempre ostensivamente a partir de un gjemplo

gue, sin embargo, suele resultar artificial y que, en gran medida, suplanta la
labor que deberia hacer el alumno al “descubrir” o “construir” e concepto por si

mismo.

No parece darse gran importancia a los aspectos conceptuales. En algunas
ocasiones los conceptos aparecen referidos someramente, sin resadtar su

importancia.

En contraste con lo anterior, los aspectos procedimentales reciben una gran
atencion. Abundan los cuadros en los que se presentan métodos, formulas,

procedimientos de resolucion paso a paso, etc. ..

En relacion con e punto anterior, existe una gran preocupacion por presentar
métodos de resolucion para € mayor numero de situaciones probleméticas
distintas. De este modo se transmite la idea de que cada problema diferente tiene

su procedimiento prescrito. Esto se afianza en la forma de presentar los
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problemas al final de cadatema, que aparecen clasificados segun tipologiay, por
tanto, seguin procedimiento de resolucion.

[11.3.3. Modelos de aprendizaje

Un modelo de aprendizaje es un entorno fisico creado por e profesor con €
objetivo de que sea e propio dumno quien construya los conceptos matematicos en
juego a partir de las reflexiones que le suscite la manipulacién de los objetos del

mode o.

Con la definicion anterior en mente, encontramos que la propuesta didactica
analizada no muestra preocupacién alguna por el uso de los modelos de aprendizaje y
ello, entre otras razones, es debido alas siguientes razones.

1. Existe unagran variacion en los contextos en los que se presentan 10s gjercicios
de modo que € esfuerzo y lareflexion que pueda realizar un alumno al resolver

uno de ellos, en principio, le esinservible paralos inmediatamente posteriores.

2. Incluso cuando se plantean situaciones probleméticas para un supuesto andlisis
por parte del alumno los autores suplantan dicho trabajo indicando al alumno lo
gue debe observar. En lafiguralll.7. seilustra esto muy claramente: Los autores
comienzan la situaciéon pidiendo a aumno que reflexione sobre la situacion
presentada, pero sin solucion de continuidad le indica también lo que debe
observar. Con esa indicacion se esta impidiendo al alumno que pueda extraer
otra informacién (que puede ser tanto 0 més relevante que la elegida por los
autores) y, sobre todo, esta transformando su papel de actor principal en € de

mero espectador.
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Reflexiona, ahora, sobre la relacién que existe entre el nimero de caballos que
tiene un granjero y los dias que le dura una carga de heno.

47 1 CABALLO
?plas

2 CABALLOS

3 CABALLOS

b 6 casaLios ?olas

?olas

Observa que cuantos mds caballos hay en la granja menos dura la carga de heno;
y cuantos menos sean los caballos mds dura la carga de heno.

La relacién existente entre las dos magnitudes (el nimero de caballos y el nime-
ro de dias que dura el heno) nos permite completar los valores de la tabla si-

guiente:
N7 BE CARALLOS IR 2 1 3 G
n.° BE DipS 15 30 60 20 ?

Diremos que esta relacién es de proporcionalidad inversa.

Figuralll.7. 1° E.S.O., pag. 163.

[11.3.4. Sistemas derepresentacion

Pese a la antigua concepcion de los conceptos mateméticos como ideas hasta
cierto punto inmutables a las que se accede por medio del intelecto, o cierto es que en
realidad se accede a ellas — como a cualquier otro conocimiento — por medio del
lengugje. En consecuencia la forma en la que se representan dichos conceptos influye
radicalmente en las concepciones que los alumnos tendran sobre ellos, asi como en €

modo en que los abordaran y manipularan.

En & caso de la proporcionalidad aritmética esto es especialmente notorio en el
caso del porcentge. Asociadas a este concepto encontramos hasta cuatro formas de

representacion diferentes:
1. El porcentgje representado con & simbolo usual ‘%' .
2. El porcentaje como una fraccion de denominador 100.
3. El porcentaje como un nimero decimal.

4. El porcentaje como una proporcion.
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Cabe indicar que en € texto cada una de estas cuatro posibles representaciones

juegaun papel claro y diferenciado con respecto alas demas. A saber:

1. El simbolo usual se utiliza casi exclusivamente como una notacion. Se ensefia a
los alumnos a leer € simbolo mediante la indicacion: “el simbolo % se lee por
ciento: 20% - veinte por ciento” (1° E.S.O., p.: 168).

2. El porcentgje como fraccion de denominador 100 se introduce para justificar €l
algoritmo para calcular los porcentges. “para calcular un determinado tanto
por ciento de una cantidad, se multiplica la cantidad por € tanto y se divide
entre 100" (2° E.S.O., p.: 92).

3. Puesto que los alumnos han aprendido a convertir fracciones en decimales, se
introduce la notacion decima para los porcentges. “para calcular un
porcentaje, se multiplica el total por e tanto por ciento expresado en forma
decimal” (2° E.S.O., p.: 92). Ademés esto proporciona un nuevo metodo de

calculo.

4. El porcentaje como proporcion: “cada cantidad es directamente proporcional a
su porcentaje correspondiente” (1° E.S.O., p.: 172). Esta idea abre la puerta a

uso de las reglas de tres en laresolucion de problemas de porcentajes.

L as representaciones anteriores apenas aparecen relacionadas entre si, excepto en
el caso de la segunda y tercer por razones obvias. La Ultima es |la idea que los autores
parecen considerar clave y, de hecho, se acaba reemplazando (Figura 111.8.) cualquier

método para el calculo de un porcentgje por e uso de lasreglas detres:

IOTAL PARTE
100/ ——20 | 100 20 _, . _20.400_g,
400 ——3 x 400  x - 100

Figuralll.8. 1° E.S.O., pag. 172

[11.3.5. Significados que se construyen

En la seccion 111.2 hemos realizado un estudio de los significados relativos a la

proporcionalidad que aparecen en |os textos escolares desde mediados del siglo XIX.
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Aqui vamos a indicar cudles son los que aparecen en la propuesta didéactica estudiada.
Para ello analizaremos | os bloques de contenido sefialados en 111.2.1. (apartado 1).

1. Razon'y proporcion.

El concepto de razdn se introduce en segundo curso. Solo se considera la razén
entre nimeros y se identifica con una fraccion. La proporcion se presenta como
igualdad de dos razones (por tanto, de dos fracciones) y de ahi la propiedad

fundamental de las proporciones (Figuralll.9.):

La razén dc los nimeros @ y & es la fraccién % (o su irreducible).

¥ Ejemplos

* La razén de los nimeros 3 y 4 es 3

4
* La razén de los pesos de Rita y Manuel es% et ) DR RICH

5 =

-
PESO DE MANUEL 100

o L]

Una proporcién es la igu:lld-id de dos razones:

Una proporcidn se lee asi: %-—- —> aesa & como ¢ esa d.

£
d

Figuralll.9. 2° E.S.O., péag. 84.

Cabe sefiaar que la identificacion entre razon y fraccion es incorrecta desde un
punto de vista matemético por cuanto dicha identificacion asume que las
cantidades implicadas son siempre enteros positivos.

Se presta gran atencién (Figura 111.10.) a calculo de términos desconocidos en

una proporcion, llegando a dar una expresion simbolica paraello:

b-c

a

E
; - a‘x?-b‘f - X =

=
b

Figura 111.10. 2° E.S.O., pag. 84.
2. Proporcionaidad directa.

A la hora de caracterizar la proporcionalidad directa se observa un fenébmeno

resenable:

a 1°E.S.O. pég. 162: “Dos magnitudes son directamente proporcionales
cuando al multiplicar una (doble, triple,...) la otra se multiplica de la
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misma manera (doble, triple,...) y al dividir una (mitad, tercio,...) la otra
se divide de la misma forma (mitad, tercio,...)”. Es decir, lo que

denominamos como caracterizacion “multiplicativa’.

b. 2° ES.O., pag 85: “En las magnitudes directamente proporcionales,
multiplicando (dividiendo) por & mismo numero dos valores
correspondientes se obtiene otro par de valores correspondientes’. Es

decir, caracterizacion “implicitamente funcional” .

c. 4° E.S.O., pag 65: No aparece una caracterizacion enunciada en forma
general. Sin embargo en un giemplo vemos. “A mas metros, mas dinero.
A menos metros, menos dinero. El coste es directamente proporcional a

lalongitud”. Es decir, caracterizacion “por aumentos y disminuciones”.

Mientras que en e paso de 1° a 2° se observa un avance en la abstraccion del
significado, pasando de hablar de doble, triple, mitad o tercio a hablar de “un
mismo nimero”, en 4° encontramos un retroceso radical. Alli parece que lo
importante no es ya entender lo que significa que dos magnitudes sean
directamente proporcionales, sino que lo interesante es una receta rgpida y
sencilla (sin importar su incorreccién) que permita a los alumnos resolver

problemas.

Aunque las caracterizaciones de la proporcionalidad directa son las presentadas
anteriormente, hay que sefldar que también aparecen mencionadas la
caracterizacion “por razones internas’ y “por conservacion” (razones externas).
Estas dos ideas surgen a partir del estudio de tablas de valores de magnitudes
directamente proporcionales, tema que recibe gran atencion en los dos primeros

CUrsos.
3. Proporcionaidad inversa.

Se da exactamente la misma situacion que en € caso de la proporcionalidad
directaa Se pasa de una caracterizacion “multiplicativa’ en 1° a una
caracterizacion “implicitamente funcional” en 2° y a una “por aumentos y
disminuciones’ en 4° También se presenta la caracterizacion por “razones

internas’ y por “conservacion de un producto” a partir de las tablas.
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4. Busgueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad

simple.
En este apartado se refleja perfectamente lo sucedido en los dos anteriores:

a. 1° E.S.O.: Aparece el método de reduccion a la unidad (Figura 111.11.)
realizado mediante una aplicacién de la caracterizacion multiplicativa de
la proporcionalidad directao inversa.

Ties chocolatinas pesan 60 gramos. ;Cudnto pesan cuatro chocolatinas?

I )

N.° DE CHOCOLATINAS PESO jg!
3 > 60
REDUCCION
mummDF 1 >} —— 60:3=20g
4 > 2 ——> 20.4=80g

Solucidn: Cuatro chocolatinas pesan 80 gramos.
Figuralll.11. 1° E.S.O., pag. 164.

Sin embargo € método principa de resolucién (Figura I11.12.) es el de

las proporciones.

Ties chocolatinas pesan 60 gramos. ;Cudnto pesan ocho chocolatinas?
MAGNITUDES
N.° DE CHOCOLATINAS ~ PESO (g)

3 > 60 | Con estos dos pares de valores formamos
8 > x [ dos fracciones equivalentes:
3 _60 60 - 8
—=— 2 3.x=060-8 & x=——=
i 3% 8 — x 3 160 g

Solucisn: Ocho chocolatinas pesan 160 gramos.

Figura lll.12. 1° E.S.O., pag. 165.

También se presenta una regla algoritmica (Figura 111.13.) utilizando

lenguaje algebraico (pese aque e adgebra ain no se haintroducido).
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MAGNITUD 1 - MAGNITUD 2

g 3 m
a. . .m

b X B oo

bk

b m
gvx=b-m — x=

a

Figura lll.13. 1° E.S.O., pag. 165

b. 2°E.S.O.: Siguen apareciendo |os dos métodos anteriores, aunque en este
curso a haber introducido la caracterizacion “por conservacion” (Figura
[11.14.) también se utiliza esta idea a la hora de aplicar € método de las

[proporciones.

VELOCIDAD (km/h) TIEMPO (min) PROPORCION
20— 30 120 5 5030
50 _— x 50 30 20 x
Solucidn: x = 205' 30 12 minutos

Figuralll.14. 2° E.S.O., pag. 89.

También se presentan formulas utilizando lenguaje algebraico, similares

alasdel curso anterior.

c. 4° E.S.O.: En este curso tan solo se presenta un méodo algoritmico

(Figuralll.15.) que ni siquiera hace uso de lenguaje algebraico.

REGLA DE TRES DIRECTA

Cuando las magnitudes| MAGNITUDA  MAGNITUD B
son directamente propor- d — O .. o-n
cionales. | —_ X e O

Figura lll.15. 4° E.S.O., pag. 65.

5. Proporcionaidad compuesta.

La proporcionaidad compuesta se introduce en segundo curso y solamente con
3 magnitudes implicadas. De este modo, tan solo se presentan dos casos a fijar
una de las tres magnitudes: que las otras dos sean directamente proporcionaes a
la fijada o que una lo sea directamente y la otra inversamente. Asi, se presenta

una vision muy sesgada y simplificada del fendmeno, y se observa claramente
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gue lo que buscan los autores, méas que la comprension del alumno, es que
memorice los procedimientos. Que la “definicion” de proporcionalidad
compuesta (Figura 111.16.) quede relegada a dos pequerias lineas justo antes de
dos largos problemas resueltos y que no esté remarcada en absoluto contribuye a

dafianzar estaidea

Llamamos de proporcionalidad compuesta a aquellas situaciones en las que in-

tervienen mas de dos magnitudes ligadas por la relacion de proporcionalidad

Figuralll.16. 2° E.S.O., pag. 90.
En cuarto curso no se habla de proporcionaidad compuesta como concepto mas

all& de laresolucion de problemas que comentaremos en el apartado siguiente.

Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad

compuesta.

Este aspecto se aborda tanto en segundo curso como en cuarto curso. En
segundo curso se presenta en primer lugar un proceso de resolucion “paso a

paso” (Figuralll.17.)

PROPORCIONALIDAD DIRECTA 1
| [ PROR. INVERSA -1 |
LI

METROS CUADRADOS HORAS/DIA DIAS
400 > 8 _—— 15
600 —_— 10 - —— X

Observa que ahora interviene una relacién de proporcionalidad inversa.

METROS CUADRADOS HORAS/DIA DIAS
Para construir... trabajando... se necesitan...
400 m? —— 8 h/dia — 15dfas
400 m* — 1hida —— 158 =120dias
100 m? —_— 1 h/idia —— 120:4 =30 dfas
100 m2 ——> 10 h/dia > 30:3 =3 dias
600m? —— 10h/dia > 3.6=18dfas

Figuralll.17. 2° E.S.O., pag. 91.

Pero inmediatamente después, bajo €l encabezamiento “Automatiza €l proceso”

(Figuralll.18.), se presentalaresolucion por € método de |as proporciones.
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AUTOMATIZA EL PROCESO:
PROP. DIRECTA
! [ PROR INVERSA 1 |
M. clum‘ H/DIA DIAS PROPORCION
400 8 15 s 400 10 _15
600 10 > x 600 8 x
Observa que la magnitud HORAS/DIA es inversamente proporcional a la
magnitud DIAS.
Por eso, al formar la proporcion, en lugar de la razén % tomamos su in-
10
versa, 3 .
400-10 _ 15 _15-600-8 g
600-8 x 400-10

Solucidn: Para construir 600 m? de pared, trabajando 10 horas diarias, ne-
cesitan 18 dias.

Figuralll.18. 2° E.S.O., pag. 91.

Esto es bastante sorprendente puesto que no se ha introducido la propiedad
fundamental de la proporcionalidad compuesta ni ningin ejemplo que permita
justificar este procedimiento (y por consiguiente no se da justificacion alguna).
Sin embargo, la necesidad de automatizar y mecanizar prima sobre los
contenidos conceptuales. No obstante, no se da ninguna férmula algebraica ni

algoritmo memoristico de resolucion de forma explicita.

En cuarto curso (Figura 111.19.) la situacion es justamente la contraria. No
aparece € procedimiento de resolucion “paso a paso’, sino tan solo € de las

proporciones (sin justificacion ni explicacion alguna).

P. DIRECTA
I I INVERSA
| .
COSTE  TIEMPO N.° OBREROS
1050 3 5 1050-6=24 =5-1680-5=4
1680 6 . 1680-3 x ~  1050-6

Figura 111.19. 4° E.S.O., pag. 66.

Al margen (Figura 111.20.), aparece una regla con la que resolver
automati camente |os problemas planteados.
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I
| P DIRECTA
|

! '
MAGNIT. MAGNIT. MAGNIT. CON
A B LA INCOGNITA

Figura 111.20. 4° E.S.O., pag. 66.

7. Aplicaciones de la proporcionalidad.

De las aplicaciones de la proporcionalidad que hemos recogido en los epigrafes

del apartado 1.2.7., en la propuesta analizada aparecen las siguientes:
a 1°E.S.O.: Porcentges.
b. 2°E.S.O.: Porcentgjesy Reglade interés.

c. 4° E.S.O.: Porcentgjes, Regla de interés, repartos proporcionaes y

mezclas.
Veamos €l tratamiento que recibe cada uno de estos temas.

a. Porcentgjes.
Tanto en 1°y 2° el tratamiento de los porcentges es similar. Se comenta
muy de pasada el concepto de tanto por ciento. En concreto, en primer
curso, se lee: “Tomar un determinado tanto por ciento equivale a partir
el total en porciones de cien unidades y tomar de cada porcion € tanto
indicado”. Lo realmente importante y que aparece en un cuadro

sombreado (Figurall1.21.) eslaformade calcular e porcentge:

El simbolo % se lee por ciento: 20% —> veinte por ciento.

Para calcular un determinado tanto por ciento de una cantidad, dividimos

Figuralll.21. 1° E.S.O., pag. 168.

Se presta especia atencion a la notacion fraccionaria y decimal de los
porcentgjes y, sobre todo, a identificar un porcentaje con una proporcion
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puesto que, de este modo, los autores resuelven cualquier problema

relacionado con porcentgjes mediante reglas detres (Figura lll.22.):

_TET;'\L B PARTE
180 — 63 180 _ 63 _100. 63
100 —— x } 00" x "o >

Figuralll.22. 2° E.S.O., pag. 95.

En segundo curso, la Unica aportacion se da precisamente en e marco de
los aumentos y disminuciones porcentuales (Figura 111.23.), donde se
presenta una “forma répida’, considerando el porcentgje que la nueva
cantidad supone respecto de lainicial y reduciendo el problema a mero

céculo de un porcentgje.

Aumentar una cantidad en un a% equivale a calcular el (100+a)% de dicha

cantidad

Figura lll.23. 2° E.S.O., pag. 95.
En cuarto curso no se introduce ninguna idea nueva. Tan solo se repasan
con giemplos |os tipos de problemas ya introducidos en cursos anteriores.
b. Regladeinterés:

El interés bancario se introduce a través de un giemplo resuelto (Figura
[11.24.) mediante & procedimiento “paso a paso”, puesto que se trata

como un problema de proporcionalidad compuesta.

Un banco ofrece un beneficio anual del 4%. ;Qué beneficio obtendre-
mos si depositamos 750 € durante 3 afios?

PROR DIRECTA-

E === PROP DIRECTA—— -——

CAPITAL TIEMPO BENEFICIO = INTERES
100€ — enlafio — producen —— 4i€

1€ — enlafio — produce — -Ig—OE

750 € ——4 enlafo — prod P 750 - 4
producen > 100 €

750-4.3
100

750 € — en3afos — producen — =90 €

Resumiendo:
CAPITAL TIEMPO INTERES

10— 1 — 4 ]300 1_4 _ , 750.4.3
750 —— 3 —y -

-=90 €

750 3 T 100
Sofucidn: 750 € colocados al 4% anual durante 3 afios producen 90 €,

Figuralll.24. 2° E.S.O., pag. 98.
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Sin embargo, acto seguido se presenta (Figura 111.25.) una férmula

general parad interés.

[ PROR DIRECTA —————r
(  PROP. DIRECTA -
CAPITAL TIEMPO [N'IEERES
100 — 1 — r 100“1_‘_7_ _+[;C-r,:
c — ¢ — I e & I 100

Figura ll1.25. 2° E.S.O., pag. 98.

Si en los problemas se solicita otra de las magnitudes implicadas €

alumno debe manipular laférmula a gebraicamente.

En cuarto curso, paraddjicamente, no se presenta formula alguna ni se
razona como en la proporcionalidad compuesta. En su lugar (Figura
I11.26.) se recurre a significado de obtener un tanto por ciento de interés
en un tiempo concreto y se resuelven |os problemas empleando aumentos

porcentuales:

3. ;Cudnto producen 10000 € 3. 6 meses es medio afio. Un 5% anual significa un 2,5% semestral.

durante 6 meses al 5% anual? +2.5%
10000 —=— 10000-1,025=10250€

Figura lll.26. 4° E.S.O., pag. 73.
c. Repartos proporcionales:

Se tratan Unicamente en cuarto curso y solo se consideran repartos
directamente proporcionales. Esto hace que para resolver |os problemas
pueda recurrirse a significado de repartir (Figura 111.27.) teniendo en
cuenta la importancia de saber en cuantas partes iguales debe

descomponerse la cantidad en cuestion:

Tres socios invierten I milldn, 2 millones ¥ 5 millones de euros, respectivamente, en
un negocio que al cabo de un afio rinde un beneficio de 600000 €. ;Qué cantidad
de los beneficios corresponde a cada uno?

Podemos considerar ¢l negocio divididoen 1 +2 + 5= 8 partes. Ahora no tene-
mos mds que dividir los beneficios en otras ocho partes, de las que el primer so-
cio se llevard una; el segundo, dos; y el tercero, cinco.

El beneficio correspondiente a cada parte es 600 000 : 8 = 75000 €.

1.5°s0c1o: 75000€.1= 75000 €
El reparto serd: $2.° socio: 75000 € . 2 = 150000 €
3.6 socro: 75000 € .5 =375000€

Figura ll.27. 4° E.S.O., pag. 67.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



TRATAMIENTO EDUCATIVO DE LA PROPORCIONALIDAD ARITMETICA

d. Mezclas:

L os problemas de mezclas que se trabajan en cuarto curso (Figural11.28.)

selimitan a calculo de, digamos, medias ponderadas:

Se mueelen conjuntamente 50 kg de café de 8,80 €/kg y 30 kg de otro café de inferior
calidad, de 6,40 €lkg. ;A como resulta el kilo de la mezcla obsenida?

Para resolverlo, situamos los datos en una tabla:

CANTIDAD PRECIO COSTE

eark soreBior| 50kg | 8,80 €/kg | 50- 8,80 = 440 €
ent wpemor | 30 kg | 640 €rkg | 30-6.40=192€
LU 80 kg 632 €

Coste rotal _ 632 €
Peso total 80 kg

Solucign: El kilo de la mezcla obrenida costard 7,90 €.

Precio de la mezcla =

=7,90 €/kg

Figura lll.28. 4° E.S.O., pag. 68.

[11.3.6. Resolucién de problemas

La resolucion de problemas juega un doble papel en la instruccion matematica.
Por un lado pueden plantearse situaciones probleméticas que, a partir de lareflexion del
alumno, permitan construir nuevos conocimientos. Por otro lado, sirven para que €
alumno ponga en juego conocimientos adquiridos, tanto conceptuales como
procedimentales. En resumen, pensamos que la resolucion de problemas puede servir

tanto paraintroducir como para afianzar.

En primer lugar hablaremos sobre el primero de los aspectos anteriores. En la
propuesta didactica analizada todos los apartados (ver 111.3.1.) se inician con una
situacion problematica que debe servir de introduccion. Sin embargo, este enfoque

resultafallido en, al menos, dos sentidos:

1. Son problemas que aparecen siempre completamente resueltos. De este modo €l
alumno no participa activamente en la construccion de los conceptos o
procedimientos que se pretenden introducir, SiN0 que €S un mero receptor pasivo

y, ademas, solitario.

2. El modo de presentar la resolucion de los problemas hace que € proceso de
resolucion parezca algo que debe ser obvio e instantaneo. De este modo la Unica

dificultad alahora de resolver un problema radica en decidir € tipo de problema
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ante @ que uno se encuentray elegir € proceso de resolucién adecuado de entre
los que se han presentado.

Con respecto al uso de los problemas para afianzar 10s conocimientos adquiridos,
encontramos que |os textos analizados dan una gran importancia a la gjercitacion de los
alumnos. De hecho, tras cada apartado del texto (ver 111.3.1.) se incluye siempre un
repertorio de actividades destinadas a poner en juego los conocimientos presentados en
ese gpartado. Esta importancia queda de manifiesto ain mas si consideramos que,
dejando de lado gercicios resueltos y gemplos, € nimero de actividades propuestas a
los alumnos es de 101 en primer curso, 139 en segundo y 109 en cuarto (algunas de
ellas con multiples apartados). Sin embargo, pese a indudable valor de estas actividades

paralainstruccion del alumno, encontramos a gunos inconvenientes:

1. Las actividades aparecen siempre agrupadas en funcion de los conocimientos
gue se han de poner en juego para resolverlas. Esto, que es inevitable en las
actividades que se presentan tras cada apartado del texto, no o es tanto en las
actividades que se presentan a final de cada tema. Con esta practica se abunda
en & segundo punto anterior, haciendo que € alumno identifique la resolucion

de problemas con la eleccion de técnicas.

2. Los problemas estan acompafiados de una indicacion de su dificultad, de 1 a 3.
Desconocemos |os criterios seguidos por los autores a la hora de efectuar tal
graduacion, ni si ladificultad de un problema es susceptible de ser cuantificada,

pero pensamos que esta préacti ca puede provocar:

a Que ciertos dumnos no se atrevan a enfrentarse a determinados
problemas considerados “dificiles’, o que s lo hacen sea con la

conviccion de no ser capaces de resolverlos.

b. Lafrustracion de un alumno que falla ala hora de resolver un problema

“facil” que, por tanto, se supone que debe ser capaz de resolver.

3. Al presentar una graduacion en la dificultad de las actividades los autores estan
en cierto modo asumiendo € trabgo del profesor, que debe graduar las

actividades en funcion del nivel de los alumnos con los que esté trabajando.
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Es frecuente la distincién entre gercicios y problemas a la hora de andizar las
actividades propuestas a los aumnos. Posiblemente e tema relativo a la
proporcionalidad aritmética sea de los més proclives a que € nimero de problemas sea
mayor gque e de gercicios (a contrario de lo que sucede en un gran nimero de

ocasiones). En la propuesta analizada hemos encontrado |os siguientes datos:

12 E.S.O. 22 E.S.O.

38 33
' M Ejercicios . M Ejercicios
63

M Problemas M Problemas

106

42 E.S.O. Opcidon A
11

' M Ejercicios

M Problemas

98

Figura 111.29. Ejercicios y problemas en los distintos cursos.

Como se esperaba, en los temas relativos a la proporcionalidad hay un mayor
nimero de problemas que de gercicios. En primer curso encontramos 38 gercicios
frente a 63 problemas, en segundo la diferencia es bastante mayor (33 gercicios frente a
106 problemas) y en cuarto es abrumadora diferencia a favor de los problemas (98
frente a1l gercicios). Sin embargo, si se analizan los problemas con mas detenimiento,
se observa que los datos son relativamente engafiosos por cuanto gran parte de los
problemas que se plantean se reducen a una aplicacién mecénica de los agoritmos que
los autores han introducido durante € desarrollo del tema. Esto se pone especia mente

de manifiesto en enunciados como € siguiente:
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15 @& 0O Un aucobis de linea, a 80 km/h, tarda 25 mi-
nutos en cubrir la distancia entre dos pueblos‘ ECLl:in—

to tardarfa si fuera a 100 km/h?

P. INVERSA

VELOCIDAD {km/h} TIEMPO {min}
80 ———— 25
100 ey S 3

Figura l11.30. 1° E.S.O., pag. 176

Donde se indica sin més alos aumnos € tipo de proporcionalidad entre las magnitudes
implicadas para que apliquen (pues eso es |o que importa) e algoritmo correspondiente.
En este caso se pierde una gran ocasion de poder discutir la relacion entre velocidad y
tiempo, magnitudes que en la experimentacion que se hallevado a cabo han demostrado

ocasionar bastantes problemas a los alumnos de 1° de E.S.O.

111.3.7. Reflexiones

Una vez revisada la propuesta didactica, podemos extraer algunas reflexiones

sobre la practica docente actual relativa ala proporcionalidad aritmética:

1. Pese a que desde la aplicacion de la LOGSE (y en leyes posteriores) las
autoridades educativas proponen un aprendizaje basado en los presupuestos del
constructivismo, encontramos que la metodologia utilizada en los textos
analizados se encuentra completamente al g ada de dichos presupuestos.

2. No aparece una adaptacion que tenga en cuenta la educacién matemética

atendiendo aladiversidad, que es uno de los pilares de curriculo.

3. En la propuesta estudiada se muestra un gran desequilibrio entre los
conocimientos de tipo conceptual y los de tipo procedimental, a favor de estos

ultimos. De hecho, se observa que:
a. Los procedimientos de caculo llegan en ocasiones a suplantar a los
propios conceptos (caso del porcentgje, por gemplo).
b. Los conocimientos relevantes para los aumnos son |os procedimentales
(despreocupacion por la identificacion de magnitudes proporcionales,

por ejempl o).
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4. En 4° curso de E.S.O. tan sbdlo aparece la proporcionalidad en la opcion A.
Ademas se observa una cierta “involucion” en la presentacion de los contenidos.
En concreto en este curso es cuando mas claramente se observa e énfasis en las

destrezas y los procedimientos.

5. Sblo se considera la razdn entre nimeros y, ademas, identificada con su
cociente. Méas aln, se identifica la idea de razon con la de fraccién, lo que es
matemati camente incorrecto. Los autores parecen preferir dicha incorreccion en
base a las ventgas que produce a la hora de presentar las proporciones por

analogia ala equivalencia de fracciones.

6. Se observa una total despreocupacion en € mangjo de las magnitudes; en parte
como consecuencia del punto anterior. A la hora de resolver problemas todas las
mani pulaciones se llevan a cabo tan solo desde un punto de vista numeérico y la

magnitud aparece solo a final de un modo casi magico.

Tres aperarios descargan und furgoneta en 20 minutos. ;Cudnto tardardn cinco ope-

rarios?
—1
MAGNITUDES \L

L FRACCIONES EQUIVALENTES

N.? DE OPERARIOS TIEMPO (min)
3 — 20 N 3 ixi
S ——— X 5 _ 20
T VALORES INVERTIDOS
3% 5.423.20 > x=220_12

5 20 5

Solucién: Cinco operarios tardan 12 minuros.

Figura lll.31. 1° E.S.O., pag. 167.

7. La proporcionalidad entre magnitudes es algo que se da casi por supuesto,
reduciéndose los problemas a decidir si |a proporcionalidad es directa o inversa.
De las 349 actividades que se proponen entre los tres cursos analizados, solo en
4 se pueden ver gemplos de magnitudes que no guardan relacion de

proporcionalidad.

8. A lahorade resolver problemas de cantidades desconocidas (tanto en el caso de
proporcionalidad simple como de compuesta) hay una gran tendencia a presentar
técnicas de resolucion que podriamos definir como “memoristicas’. Esto es

especialmente claro en el caso de la proporcionalidad compuesta donde, tras un
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10.

11.

12.

13.

procedimiento de resolucion basado en € concepto de proporcionalidad
compuesta'y en los conocimientos del alumno sobre proporcionalidad ssimple, se
presenta un método de resolucion que carece de justificacion alguna en base ala

instruccion recibida por €l alumno.

Como consecuencia del punto anterior y pese a la elevada proporcién que
suponen los problemas, frente a los gercicios, en e tota de actividades
propuestas a alumno; se produce e fendmeno de que los problemas propuestos
se convierten en gercicios de aplicacion mecanica “en serie” de las destrezas

adquiridas.

Se observa una gran tendencia a la algebrizacion y hacia € uso de lenguaje
simbdlico. Esto es especialmente grave en € caso de 1° de E.S.O. si tenemos en
cuenta que el tema dedicado ala proporcionalidad se encuentra situado antes que

los dedicados a lenguaje algebraico.

El concepto de porcentaje estd completamente oculto tras el método de célculo.
Mas alln, los problemas de porcentgjes acaban resolviéndose mediante reglas de
tres, ocultando todavia més € sentido de lo que se esta haciendo a favor de

cOmo se hace.

La Regla de interés se acaba presentando como una formula, acrecentando una

vez mas laimportancia de la memoriafrente ala comprension.

Los repartos proporcionales y las mezclas se abordan de forma muy parcial y
cas anecdotica. Ademés, estas aplicaciones solo aparecen en e texto de 4° de
E.S.O. opcion A.
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CAPITULOIV:

FASE DE PLANIFICACION.

IV.1. INTRODUCCION

En los capitul os anteriores hemos realizado un profundo andlisis fenomenol égico,
histérico y epistemologico de la proporcionaidad aritmética. Observamos que,
tradicionalmente, la enseflanza de la proporcionalidad se organiza en torno a los
siguientes contenidos: razon, proporcion, magnitudes directa e inversamente
proporcionales, regla de tres (con sus variantes) y aplicaciones (porcentges, repartos,

reglade interés, mezclasy aeaciones...).

En este capitulo nos proponemos dar una alternativa justificada a la ensefianza de
cada uno de estos contenidos. Los ges principales en torno a los que va a girar nuestra
propuesta son |os siguientes:

1. Larazon como “tanto por uno” es e concepto central en torno a la que se

construyen otras ideas rel evantes relacionadas con la proporcionalidad.

2. Lacondicion de regularidad como elemento clave para discernir las situaciones
en las que resulta pertinente aplicar ideas de proporcionalidad.

3. Separar las situaciones de proporcionalidad directa e inversa.

4. Potenciar la estructura multiplicativa de los nUmeros racionales positivos dando

significado alas operaciones con cantidades de magnitud.

5. Definir las técnicas adecuadas adaptadas a las ideas de proporcionalidad que se

ponen en juego.
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IV.2. IDEASEN LAS QUE SE SUSTENTA LA PROPUESTA

Como ya hemos indicado un poco més arriba, las ideas que vamos a presentar
surgen del exhaustivo andlisis fenomenoldgico, histérico y epistemolégico de los
conceptos y procedimientos ligados a la proporcionalidad que se ha llevado a cabo;

ademés de tener en cuenta las caracteristicas cognitivas de los alumnos.

Pensamos que el objetivo principal que ha de tener la propuesta curricular ala que
den lugar estasideas es e de incrementar la comprension de los alumnos en tres campos

fundamental mente:

e En € uso significativo de las estructuras multiplicativas que han estudiado con

anterioridad.

e En la aprehension de los aspectos conceptuales relacionados con la

proporcionalidad.

e En la aplicacion de dichos aspectos a la hora de resolver situaciones

probleméticas relacionadas con la proporcionalidad.

En lo que sigue vamos a distinguir entre ideas relativas a aspectos conceptuaes
(aunque agunas iran orientadas a la resolucion de problemas) e ideas relativas a

aplicaciones précticas.

IV.2.1 ldeasrelativas a aspectos conceptuales

En este apartado vamos a agrupar las ideas fundamentales que se refieren a
aspectos conceptual es de la proporcionalidad; ya sea de forma directa o bien a modo en

gue dichos conceptos se manejan ala hora de afrontar una situacion problematica:

1. Laprimera observacion que queremos hacer es que la proporcionalidad directay
la proporcionalidad inversa estdn muy algjadas, tanto desde un punto de vista
mateméatico como cognitivo. Histéricamente, esta separacion queda reflgjada en
el desequilibrio que se observa — a favor de la proporcionalidad directa — en
cuanto a numero de situaciones y problemas que se estudian. Ademas, es
interesante observar que los errores que se localizan siempre se dan en

situaciones de proporcionalidad inversa.
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Mateméticamente, si observamos la Figura IV.1, que muestra las gréficas de las
tipicas funciones de proporcionalidad, vemos su naturaleza esenciamente
distintac una recta y una hipérbola. Incluso si pensamos en una definicion mas
habitual surgen las diferencias. En la proporcionalidad directa se conserva la
razon entre pares de valores correspondientes, en la inversa se conserva €l
producto.

Figura IV.1. Distintas naturalezas
Asi pues, ¢por qué deberian tratarse ambas situaciones de forma conjunta como
tradicionalmente se viene haciendo? Pensamos que seria mucho mas interesante
y ventgjoso para los alumnos presentar y desarrollar completamente el concepto
de magnitudes directamente proporcionales para después, de forma separada,

hacer 1o propio con las magnitudes inversamente proporcional es.

2. La segunda observacion tiene que ver con la caracterizacion de las situaciones
de proporcionaidad. El enunciado “la magnitud A es directamente (o
inversamente) proporcional a B” es incompleto y sdlo tiene sentido dentro del
contexto en € gue ambas magnitudes se relacionan. Para solventar este hecho
hemos de salir del mundo puramente aritmético para introducir un concepto de
caracter funcional que hemos dado en Illamar condicién de regularidad. La
condicion de regularidad es un hecho, dependiente de la situacion concretaen la
gue se de unarelacion entre dos magnitudes, que nos permitira (s se dan € resto
de condiciones necesarias) hacer una afirmacion del tipo “A es proporcional aB”
con pleno sentido. Por gjemplo, ante e problema “4 vacas comen 500 kilos de
alfalfa en 15 dias, ¢cuanta alfalfa comeran 7 vacas en 25 dias?” para poder

afirmar que la cantidad de afalfa es directamente proporcional a nimero de dias
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y al nimero de vacas es necesario que se cumpla la condicion de regularidad
“todas las vacas comen diariamente la misma cantidad de alfalfa’. Una vez
hecho esto ya tiene sentido € célculo de las razones gque resuelven € problema:
la cantidad de afalfa que una vaca come a dia o bien los dias que una vaca

puede subsistir con un kilo de dfalfa

Histéricamente la génesis de los conceptos rel acionados con |a proporcionalidad
aritmética se encuentra en las situaciones de intercambio o trueque. En
consecuencia, a la hora de disefiar una propuesta didactica se ha creado un
modelo de aprendizaje que incluye las variables: magnitudes (continuas), accién
(intercambiar) y técnica (busqueda de la cantidad correspondiente ala unidad).

. A partir de la actividad de intercambio surge de forma natural la idea de razon

como “tanto por uno”, es decir, entendida como la cantidad de una de las
magnitudes que se corresponde con una unidad de la otra Este concepto
constituye el nucleo centra en torno al que construir ideas cognitivamente

significativas sobre proporcionalidad directa.

La resolucion de problemas de busqueda de cantidades desconocidas en

situaciones de proporcionalidad directa se sustenta en la conjugacién de:
e Laideade razén como tanto por uno.
e El significado de |as operaciones béasicas entre cantidades de magnitud.

Historicamente el manegjo sistematico de la proporcionalidad inversa surge sobre
todo en contextos que involucran una magnitud que actia como medida de la
“calidad” de algun bien; como por gemplo en e caso de mezclas y aeaciones
metalicas donde se puede tomar la cantidad de oro por unidad de peso como
indicador de la calidad de una aeacion. Sin embargo, a contrario de lo que
sucedia en € caso de la proporcionalidad directa y de los repartos, este tipo de
situacion no es tan apropiada para su utilizacion en € aula. En su lugar se
plantea un modelo de aprendizaje basado en € embotellado de una cantidad fija
de liquido en botellas de diferentes tamarios, donde las magnitudes relevantes
son: magnitudes (continuas), accion (embotellar) y técnica (reparto en partes
iguales).
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7. En esta situaciéon surge de forma naturad la idea de constante de
proporcionalidad. El concepto de constante de proporcionaidad es € nuicleo
centra en torno a que construir ideas cognitivamente significativas sobre
proporcionalidad inversa. Sin embargo, en este caso, existen muchas situaciones
en las que la constante de proporcionalidad no resulta tan facilmente accesible y
en las que resulta més interesante recurrir Unicamente a significado de las

operaciones y a manejo de las magnitudes.

8. La resolucion de problemas de busgueda de cantidades desconocidas en

situaciones de proporcionalidad inversa se sustenta en la conjugacion de:
e Laideade constante de proporcionalidad.
e El significado de |as operaciones entre cantidades de magnitud.

9. Respecto a la proporcionalidad compuesta;, es decir, situaciones en las que
aparecen involucradas més de dos magnitudes de forma que consideradas por
parejas pueden suponerse proporcionales, pensamos que no merece la pena un
tratamiento especifico del tema. Esto es asi porque siempre que se nos plantea
una de tales situaciones es posible traducirla a una situacion que involucre solo a
dos magnitudes mediante una transformacion adecuada del problema. Por
gemplo, & enunciado “una lavadora industrial trabajando 8 horas diarias
durante 5 dias ha lavado 1000 kilos de ropa. ¢Cuantos kilos de ropa lavara en
12 dias trabajando 10 horas diarias?” (Colera y Gaztelu, 2008b) puede
traducirse en e enunciado equivalente: “una lavadora tarda 40 horas en lavar
1000 kilos de ropa. ¢Cuantos kilos de ropa lavara en 120 horas?”.

A este ultimo enunciado e alumno puede enfrentarse con las herramientas que
tiene a su disposicion. Este procedimiento, ademas, hace que € alumno deba
adquirir una comprension muy fina de la situacion problemética asi como del
significado de las operaciones que efectlia durante € proceso de traduccion.

IV.2.2 Ideasrelativas a aplicaciones practicas

En e apartado anterior hemos comentado algunas ideas sobre como manegjar los
principales conceptos involucrados a la hora de afrontar una situacién problemética en
un contexto de proporcionalidad. En este apartado vamos a centrarnos en lo que
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tradicionalmente se ha venido Ilamando “aplicaciones de la proporcionalidad’. Estas
aplicaciones han variado ligeramente a lo largo del tiempo y actualmente se suelen

presentar |as siguientes:
e Porcentgjes.
e Regladeinterés.
e Repartos proporcionaes (Reglas de compafiia).
e Mezclas (Reglas de aligacion).

Esta lista, que permanece principal mente por tradicion, se veiaincrementada en el
pasado con otras aplicaciones como, por gemplo, la Regla conjunta (que no consistia
mMas que en una concatenacion de intercambios), o las Reglas de falsa posicion y de
doble falsa posicion que resultaban Utiles a la hora de resolver ciertos problemas sin
recurrir a lenguaje del agebra. Es notorio € hecho de que en la Unica de estas
aplicaciones en la que el papel de la proporcionalidad inversa es sustancial es el caso de

|as mezclas.

Del anterior listado optamos por trabajar especificamente los porcentgjes y los
repartos. Respecto ala Regla de interés, ademés de por su escasa aplicacion practica, no
le dedicamos atencion por cuanto se trata de una relacion entre magnitudes dificilmente
justificable més alla de la convencion y, por tanto, su manejo reside en la aceptacion
tacita del hecho de que €l interés es directamente proporcional a capital, a rédito y al
tiempo. En cuanto a las Reglas de aligacion, que pudieron tener su interés y aplicacion
en el pasado, ya no se justifica su presentacién en el aula de no ser por tradicion. Si se
quieren presentar situaciones relacionadas con mezclas es mucho mas interesante

observar la aditividad de los pesos y deducir como se obtiene € precio de una mezcla.

Las ideas principales que guiardn nuestra propuesta a la hora de trabagjar con estas

aplicaciones son las siguientes:

1. El porcentaje se presenta como “tanto por cien” en analogia a la idea de razon
como “tanto por uno”’. El principal problema a tener en cuenta es evitar la
identificacion entre € concepto y € agoritmo, sobre todo en aumnos que, a
Ilegar de la Primaria, tienen asimilado € algoritmo pero no entienden claramente

el significado.
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2. A la hora de efectuar un reparto se consideraran como datos los “indices’
respecto a los cudles se va a efectuar e reparto. El modo de obtener dichos
indices es donde entra en juego la proporcionalidad y se distinguira segun €
reparto sea respecto de una 0 varias magnitudes. Los puntos clave a la hora de

trabagjar los repartos son:

e Enfatizar & significado de las razones entre los indices dados. que
alguien reciba el doble o €l triple que otro, que por cada 3 unidades que
uno recibe @ otro recibe 2, etc.

e Ver que, siempre gue nos movamos en € ambito del nimero racional,
dichos indices pueden convertirse en enteros sin que e efecto del reparto

varie.

e Unavez que los indices son enteros, ha de identificarse laimportancia 'y
el significado de la suma de dichos indices: € nimero de partes en los

gue hade dividirse €l objeto del reparto.

IV.3. LA PROPUESTA DIDACTICA

La propuesta didactica que vamos a presentar se organiza en torno alos siguientes

epigrafes:
i. Larazon.
ii. Magnitudes directamente proporcionales.
iii. Porcentgjes.
iv. Repartos respecto a una magnitud.
V. Magnitudes inversamente proporcionales.
vi. Proporcionalidad compuesta.
vii. Repartos respecto a varias magnitudes.

Aungue estos son los aspectos que se trabajan especificamente, también se
mencionan tépicos que tradicionalmente se relacionan con la proporcionaidad, como la
Regla de Interés o las mezclas y aleaciones. Sin embargo, estos dos temas no reciben
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atencion especifica porque entendemos que con € trabagjo de los siete apartados
anteriores e alumno dispone de las herramientas suficientes para enfrentarse a estas

situaciones concretas sin necesidad de introducir tipologias de problemas adicionales.

De hecho, estd en la base de la propuesta tratar de reducir a minimo las tipologias
y clasificaciones de problemas y situaciones, asi como las técnicas de resolucion de
problemas. Pensamos que es méas importante dotar al alumno de un aparato conceptual
potente (idea de razon y de porcentaje, mangjo de las magnitudes, significado de las
operaciones con cantidades de las mismas) que, ante un problema concreto, le permita
comprender profundamente la situacion y asi poder resolverla haciendo uso de las ideas
(herramientas) que se le han proporcionado.

Asi, la filosofia anterior se reflgja especiamente en € tratamiento recibido por

parte de lo que habitualmente se llaman “ aplicaciones de la proporcionalidad”.

IV.3.1. Larazén

IV.3.1.1. Aspectos matematicos y de la ensefianza tradicional

En e ambito puramente matemético la razén no tiene un tratamiento especifico.
Aungue en un primer momento el concepto de razén por antifairesis si recibio la
atencion de los matematicos griegos, su complgidad hizo que fuera abandonado en
favor del concepto “estar en la misma razon” mucho mas operativo desde un punto de
vista préctico. Posteriormente se produjo una aritmetizacion del concepto de razon que
ha |legado hasta nuestros dias.

Tradicionalmente, en el dambito aritmético, se presenta larazén como una relacion
ordenada entre dos cantidades de magnitud. Cuando se utiliza la notacién fraccionaria
a/b se interpreta no como un Unico vaor numeérico, sino como dos valores separados.
En concreto se interpreta el numerador como la cantidad de la magnitud citada en
primer lugar y e denominador como la cantidad de la magnitud citada en el segundo
lugar. Asi, a decir gque larazon entre harina y aceite en una determinada receta es de ¥,
se interpreta como que 3 unidades de harina se relacionan con 4 unidades de aceite. En
ciertas ocasiones se produce una aritmetizacion total del concepto de razon que se llega
a identificar, smplemente, con un cociente o con una fraccion. En estos casos suele

omitirse cuaquier tipo de significado.
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La razén también hace su aparicion en e ambito funcional asociada a las
funciones de proporcionalidad directa f(x)=kx. En este contexto, sin embargo, €
significado que se asigna a la razén es bien diferente al anterior. Aqui la razén se
presenta como €l cociente (que se mantiene constante) f(x)/x=k. De hecho, en este
ambito se habla méas comunmente de razon de proporcionalidad o de constante de

proporcionalidad.

Asi pues, se podria decir que, salvo casos excepcionales, la razén se presenta de

tres formas;

e Como una relacion ordenada entre dos cantidades de magnitud (en un contexto

aritmético).
e Como € cociente entre dos nUmeros.
e Como € cociente (constante) entre dos variables (en un contexto funcional).

Asociado a concepto de razon en el ambito aritmético aparece inmediatamente el
de proporcion. Se define una proporcién como la igualdad de dos razones. Para evaluar
laigualdad o no de dos razones dadas se recurre a la notacion fraccionaria, obviando e
significando de la razén como relacion entre cantidades de magnitud y aplicando €l
conocido criterio de igualdad (semejanza) de fracciones: “producto de medios igua a
producto de extremos’ aun cuando, sensu stricto, las cantidades a y b que aparecen en

la notacion a/b no tendrian por qué ser enteros.

Otro aspecto que reflga claramente |la aritmetizacion del concepto de razon, €
énfasis que se hace en |os aspectos meramente numeéricos frente a los relacionales, es el
hecho de que no aparece de forma explicita en la ensefianza tradicional una discusion
sobre las condiciones necesarias para poder hablar de la razon entre dos magnitudes.
Evidentemente, si se concibe la razon como un cociente, nunca habra problemas para
definirla. Sin embargo si se concibe desde un punto de vista relacional, es necesario
establecer en qué términos se da la relacion entre las magnitudes implicadas. Esto no
aparece en los textos escolares y, en caso de hacerlo, estéa asumido de forma implicita o

enmascarado en |os discursos de presentacion del tema.

IV.3.1.2. Propuesta alter nativa

Frente a las interpretaciones anteriores del concepto de razon, nosotros
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consideramos la razén con un significado de “tanto por uno”, entendida como la
cantidad de una magnitud que se relaciona con una unidad de la otra. Asi, al emplear la
notacion a/b no vemos ya dos nimeros separados a y b, sino que se considera como un
anico numero que nos indica la cantidad de la primera magnitud que se relaciona con la
unidad de la magnitud citada en segundo lugar. En torno a este significado se construira

la propuesta completa.

Para introducir €l concepto de razon recurriremos a la situacion que,
histéricamente, entendemos que dio lugar a este tipo de razonamientos: las situaciones
de intercambio. La extension de las ideas que surgen en estas situaciones a otras mas

generales no es dificil y se abordara més adelante.

Ademas de introducir €l concepto de razén, pensamos que existen otros aspectos
esenciales asociados de forma directa a esta idea. En consecuencia, los apartados en
torno a los que se vertebra nuestra propuesta a la hora de desarrollar y transmitir €l

concepto de razén y sus ideas asociadas son |0s siguientes:
a) El concepto de razon.
b) Laexistenciade dos razones en toda situacion de intercambio.

c) La condicion de regularidad, o condiciones que deben darse para que tenga

sentido hablar de razon.
d) Comparacion de razones.
€) Composicion de razones.
a) El concepto derazon.

Para introducir |a idea de raz6n como “tanto por uno” recurrimos a situaciones de
intercambio entre dos magnitudes. En concreto, se pretende introducir la siguiente

definicion de razén entre dos magnitudes:

Supongamos que se produce el intercambio de dos magnitudes A y B (cuyas
unidades de medida estan fijadas de antemano), de forma que a unidades de A
se intercambian por b unidades de B. En esta situacién llamaremos razon entre
Ay B ala cantidad de la magnitud A que se obtiene a cambio de una unidad de

la magnitud B.
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Es importante indicar que € concepto de razén que presentamos no es puramente
numérico. También incluye informacién sobre las magnitudes implicadas y sobre €

sentido del intercambio.

Ejemplo:
En una situacién en la que se cambian 3 litros de leche por 2 kilos de carne la razén

entre loskilos de carne y loslitros de leche ser&

2/3 de kilo de carne por cada litro de leche.

Esgueméticamente, simbolizaremos estas situaciones mediante un diagrama como

el siguiente:

Re.a
A » B

Esta notacion pretende indicar que la razon, en cierto modo, es e concepto que
nos permite comprender el funcionamiento interno de la situacion de intercambio que
estemos analizando. Més en concreto, s a y b son las cantidades de A y B,
respectivamente, que se relacionan en el intercambio considerado, y teniendo en cuenta

el significado de larazdn como “tanto por uno”, es evidente que:

RB,A:b/ a.

Como € conocimiento de la cantidad de B que se obtiene a cambio de una unidad
de A nos permite calcular facilmente la cantidad de B que se obtiene a cambio de
cualquier otra cantidad de A (sin méas que multiplicar), esta claro que conocer larazén —

como dijimos — proporciona una comprension completa de la situacion.

Ejemplo:

En e gemplo anterior, en el que se obtenian 2/3 de kilo de carne por cada litro de leche
(A seria la magnitud “litros de leche” y B la magnitud “kilos de carne”). Si queremos
saber cuanta carne se recibira a cambio de 7 litros de leche basta con multiplicar esta
cantidad por los kilos de carne que se obtienen a cambio de 1 litro para obtener €
resultado: 14/3 de kilo de carne.

b) La existencia de dos razones en toda situacion de intercambio.

Cuando se plantea una situacion en la que se intercambian dos mercancias esta

claro que ambas juegan un papel simétrico. Asi pues se puede plantear |0 siguiente:
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Supongamos que se produce el intercambio de dos magnitudes A y B (cuyas
unidades de medida estan fijadas de antemano,) de forma que a unidades de A

se intercambian por b unidades de B. LIamaremos:

1. Razon entre Ay B, a la cantidad de la magnitud A gue se obtiene a
cambio de una unidad de la magnitud B.
2. Razdn entre B y A, a la cantidad de la magnitud B que se obtiene a

cambio de una unidad de la magnitud B.

Ejemplo:
En la misma situaciéon que en los giemplos anteriores, si ponemos en paralelo ambas
razones se tiene algo como |o siguiente:

2/3 dekilo de carne por cada litro de leche (razén entre kilos de carne y litros de leche).

3/2 delitro deleche por cada kilo de carne (razon entre litros de leche y kilos de carne).

Resulta bastante natural dar alarazén entre B y A el nombre de razén inversa de
la razon entre A 'y B. Ademas, si nos fijamos solo en e valor numérico de la razén, se

obtienen fracciones inversas.

Rea

A

Ras

Como antes, s ay b son cantidades de Ay B que se relacionan mediante € intercambio,

sabemos que Rag=a/b y que Rg s=b/a. De agui se obtiene inmediatamente que:

Rag= v Re A

Esta rdacién admite la justificacion intuitiva de que s intercambiamos una cierta
cantidad de A por otra determinada cantidad de B, lo 16gico es que s queremos cambiar esa

cantidad de B obtengamos exactamente la cantidad de A inicid.

Naturalmente, en una situacién concreta la informacion que proporcionan ambas razones
es la misma. Tan sdlo cambia e modo de ver € intercambio; es decir, cuando se da un
intercambio entre las dos magnitudes A y B podemos pensar que tenemos A y queremos obtener

B o, simétricamente, que tenemos B y queremos obtener A.
c) La condicién deregularidad.

En los dos apartados anteriores hemos introducido €l concepto de razén a partir de
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situaciones de intercambio. Sin embargo, parece que hemos asumido tacitamente su
existencia cuando, de hecho, no es asi. No podremos hablar de razén en cuaquier
situacion en la que se produce un intercambio entre dos magnitudes. Para que se pueda
hablar de razon en una situacion concreta, deberan cumplirse una o varias condiciones.

Estas condiciones recibirdn el nombre de condiciones de regularidad.

Ejemplo:

Volviendo sobre la situacién anterior, para que en ella tenga sentido hablar de la razon
entre kilos de carne y litros de leche o de la razon entre litros de leche y kilos de carne

debera cumplirse, respectivamente, que:
Por cada litro de leche se obtiene siempre la misma cantidad de carne.

Por cada kilo de carne se obtiene siempre |la misma cantidad de leche.

Veamos un gemplo sencillo en e que no se dan las condiciones de regularidad

necesarias para hablar de razon.

Ejemplo:

Supongamos que dos nifios intercambian cromos por canicas. Si siempre se obtiene €
mismo ndmero de canicas por cada cromo no habra problema en hablar de la razon
entre canicas y cromos. Si, por el contrario, por los cromos mas dificiles de conseguir se

piden mas canicas no podremos hablar de la citada razon.

Es decir:

La condicién de regularidad supone asumir que todos los objetos involucrados
en e intercambio son “iguales’ y que € intercambio se hace siempre “ de la

misma forma” .
d) Comparacion de razones.

Hasta ahora hemos definido las razones que surgen en una sSituacion de
intercambio, asi como las condiciones que deben cumplirse para garantizar la existencia
de dichas razones. La utilidad de este concepto quedara muy clara en las secciones
siguientes, pero una primera aplicacion practica es la de comparar diversas situaciones

en las que se intercambian las mismas magnitudes.
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Supongamos que tenemos dos situaciones en las que se intercambian las
magnitudes A y B (medidas en ambas situaciones mediante las mismas unidades

respectivas) de manera que:

1. Enlasituacion 1 se obtiene una cantidad a; de A a cambio de una cantidad b; de
B.

2. Enlasituacion 2 se obtiene una cantidad a, de A a cambio de una cantidad b, de
B.

Puesto que hemos definido la razén entre Ay B (sl se dan las condiciones de
regularidad necesarias), como la cantidad de la magnitud A que se obtiene a cambio de
una unidad de B, tenemos:

1. Larazon entre Ay B en lasituacion 1 es: “una cantidad a;/b; de A a cambio de
unaunidad de B”.

2. Larazdén entre Ay B en lasituacion 2 es: “una cantidad ay/b, de A a cambio de
unaunidad de B".

Asi pues, s queremos comparar ambas situaciones desde €l punto de vista de en
cua obtenemos mas 0 menos a cambio de una misma cantidad de B, es evidente que lo
podremos hacer comparando los valores numéricos de ambas razones. Lo mismo
sucederia s pensasemos en € intercambio inverso, sOlo que las razones que se
compararian serian las inversas de las consideradas més arriba.

Ejemplo:

Supongamos gue nos encontramos ante |as dos situaciones siguientes:
1. En el banco A se obtienen 175 ddlares a cambio de 129 euros.
2. En & banco B se obtienen 200 ddlares a cambio de 145 euros.

Si queremos obtener délares a cambio de nuestros euros nos fijamos en la razon entre
ddlares y euros en cada situacion (suponiendo gque €l cambio se hace siempre del mismo
modo):

1. En e banco A larazon entre dolares y euros es “ 1’ 36 dolares por cada euro”.

2. En el banco B larazén entre dolares y euros es “ 1’ 38 dolares por cada euro”.
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Por tanto, resulta méas interesante acudir a banco B para efectuar € cambio

Como comentario, parece interesante indicar que debido a que los valores
numericos de las razones inversas son inversos e uno del otro, entonces si comparamos
dos situaciones, la que sea mas ventajosa considerando € intercambio en uno de los dos
sentidos posibles, serd la menos ventgjosa considerando e intercambio inverso; y

viceversa

Ejemplo:

En e gemplo anterior, si quisiéramos obtener euros a cambio de ddlares resulta mas
ventgoso hacerlo en el banco A, que es precisamente el menos ventgjoso parael cambio

anterior.

€) Composicion de razones.

Hasta ahora sblo se han considerado situaciones en las que aparecian involucradas
dos magnitudes. Sin embargo parece natural considerar una situacion en la que
producen varios intercambios sucesivos. Por gemplo, en un primer momento se puede
cambiar la magnitud A por la magnitud B y, a continuacion la magnitud B por la C. En
tal caso se puede plantear la idea de que, en realidad, se intercambia la magnitud A por
laC.

En la situacion anterior (asumiendo las condiciones de regularidad necesarias) se

pueden considerar — por g emplo — |as tres razones siguientes:
1. Larazénentre By A: cantidad de B que se obtiene a cambio de unaunidad de A.
2. Larazon entre C y B: cantidad de C que se obtiene a cambio de una unidad de B.
3. Larazonentre Cy A: cantidad de C que se obtiene a cambio de una unidad de A.

La cuestion, pues, es encontrar la relacion existente entre las tres razones
anteriores. Evidentemente, para saber la cantidad de C que se obtiene a cambio de una
unidad de A, primero calculamos la cantidad de B que se obtiene a cambio de dicha
unidad. Después, basta multiplicar esta cantidad por larazon entre C y B para encontrar

lo buscado. Es decir:
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El valor numérico delarazon entre Cy A es el producto del valor numérico de
larazénentre By Ay larazon entre Cy B.

Rea
A » B
Rea Recs
C

A lavista del diagrama anterior, sean a, b, ¢ y d cantidades respectivas de cada
una de las magnitudes que se relacionan mediante los intercambios considerados; es
decir, se obtienen b unidades de B a cambio de a unidades de Ay d unidades de C a
cambio de ¢ unidades de B. Sabemos que Rs a=b/a, que Rc g=d/c. Por tanto, es fécil ver
que acambio de unaunidad de A se obtienen bd/ac unidades de C. Es decir, Rc a=bd/ac

y, por lo tanto:

Rc.a=RcgRs A

Es fécil imaginar que esta idea se puede reproducir cuando se considera un

numero arbitrario de magnitudes implicadas.

Ejemplo:
Supongamos gue estamos ante |as dos situaciones siguientes.

1. Enlasituacion 1 se cambian 3 litros de leche por 2 kilos de carne.
Razén entre kilos de carne y litros de leche: “2/3 de kilo de carne por cada litro

deleche’.

2. Enlasituacion 2 se cambian 3 kilos de carne por 4 litros de vino.
Razén entre litros de vino y kilos de carne: “4/3 de litro de vino por cadakilo de

carne”.

Siempre que, como es légico, se cumplan las condiciones de regularidad necesarias.
Ahora, queremos averiguar como se produce € intercambio entre vino y leche. Para
ello, haciendo uso de la razén entre litros de vino y kilos de carne, es facil ver que a
cambio de los 3 litros de leche iniciales se obtienen 2 kilos de carne y, por tanto, 8/3 de

litro de vino. Asi pues, tenemos una tercera situacion resultado de “componer” las dos
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anteriores:

3. Enlasituacion 3 se cambian 3 litros de leche por 8/3 de litro de vino.
Razén entre litros de vino y litros de leche: “8/9 de litro de vino por cadalitro de

leche”.

Se observa, como ya dijimos antes, que:

X

8
9

w A
wilN

relacion que ha surgido de forma natural a partir de los significados de cada una de las
razones implicadas.

V.3.2. Magnitudes directamente propor cionales

IV.3.2.1. Aspectos matematicos y de la ensefianza tradicional

Desde un punto de vista matemético se puede definir e concepto de

proporcionalidad directa, al menos, de las siguientes formas:

1. Definicion por razones. Dos magnitudes son directamente proporcionales si y
solo si se cumple que € cociente y/x entre pares de cantidades relacionadas es
constante. Ya indicamos que, en este caso, este cociente constante recibe €
nombre de razén (o constante) de proporcionalidad.

2. Definicion implicitamente funcional: Dos magnitudes son directamente
proporcionales s y sdlo s la funcion que las relaciona y=f(x) cumple que

f(ax)=af(x) paratodo a.

3. Definicion explicitamente funcional: Dos magnitudes son directamente

proporcionales si y solo si lafuncién que las relaciona es de la forma y=f(x)=kx.

De estas tres caracterizaciones, la ultima solo cobra sentido en un contexto
funcional. Sin embargo, las otras dos, y especiamente la primera, se suelen dar en un
contexto aritmético. De hecho, la segunda caracterizacion se suele traducir en un
enunciado del tipo:

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al multiplicar

(dividir) una cantidad de la primera magnitud por dos, tres, €tc..., la cantidad
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correspondiente de la segunda magnitud queda multiplicada (dividida) por dos,
tres, etc...

Esta caracterizacion es correcta salvo consideraciones relacionadas con la continuidad,
pero da lugar a error habitual de pensar que dos magnitudes son directamente

proporcionales siempre que s una aumenta o disminuye, la otra hace lo mismo.

En la préctica educativa habitual se utiliza generalmente la segunda
caracterizacion (especialmente su version en cursiva), para comprobar s dos
magnitudes son directamente proporcionales. La primera suele ser la elegida a la hora
de resolver problemas, aungque también la segunda sirve como fundamento para algunos

de los métodos de resolucion habitual es.

Caracterizar en e aula las magnitudes directamente proporcionales de acuerdo a
enunciado en cursiva anterior presenta el problema de que presupone e hecho de que a
cada unidad de la primera magnitud se corresponde siempre la misma cantidad de la
segunda (0 vicecersa). Esta presuncién, que no es sino lo que llamabamos antes
condicion de regularidad, casi siempre se omite. Ademés nunca se indica laimportancia
del contexto a la hora de hablar de proporcionalidad directa. Se presentan gemplos
tipicos de magnitudes que son 0 no son directamente proporcionaes, pero nunca

contextos en los que la misma pargja de magnitudes |o sean o0 no.

Aparte de la caracterizacion de magnitudes directamente proporcionales, € otro
gje en torno a que gira la ensefianza tradicional es el de la busgueda de cantidades
desconocidas en situaciones de proporcionalidad directa. En esencia, se presenta una
situacion en la que conocemos un par de cantidades relacionadas de dos magnitudes
directamente proporcionales y otra cantidad de una de ellas. A partir de estos datos se

solicitala cantidad correspondiente de la otra magnitud.

Para afrontar este tipo de problemas €l esquema que se suele presentar es €
siguiente: Primero comprobar que las dos magnitudes son directamente proporcionaes
(agui es donde suele aparecer la segunda de las caracterizaciones anteriores y, en
ocasiones, su version incorrecta). Después aplicar alguno de los siguientes

procedimientos:

e Regladetres. se disponen los datos al modo “tradiciona” y se aplica, 0 bien un

algoritmo memorizado, o bien la igualdad de razones (externas) que se
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desprende de la caracterizacion 1.

e Reduccion a la unidad: se calcula, a partir de las dos cantidades conocidas, la
cantidad de la segunda gue corresponde a una unidad de la primera 'y después se
utiliza este valor para resolver el problema Para halar e valor unitario se
recurre a significado de las operaciones (poco corriente), a la igualdad de
razones (en este caso internas) que se desprende de la caracterizacion 2, o bien

se aplica (sorprendentemente) la Regla de tres.

Es muy destacable el hecho de que en este punto se suele introducir el lenguage
algebraico (utilizacion de la letra x para denotar |a cantidad desconocida), e incluso se

realizan algunas manipul aciones formales.

También es interesante observar que € concepto de razon juega un papel
principa mente instrumental a la hora de resolver problemas y muy secundario, o casi

inexistente, ala hora de caracterizar las magnitudes directamente proporcional es.

IV.3.2.2. Propuesta alter nativa

Frente alo sefialado en el parrafo anterior, proponemos que laidea de raz6n como
“tanto por uno”, a la que se ha dedicado ya una atencion especia, juegue un papel
central no solo ala hora de resolver problemas sino también, y especiamente, ala hora

de caracterizar las magnitudes que son directamente proporcional es.

Puesto que la idea de razén va a ser fundamental, también hard su aparicion la
idea de condicion de regularidad. Ademés, al no estar ya solo ante situaciones de
intercambio, habra que modificar ligeramente € lenguaje, que no las ideas, para
adaptarlo a situaciones més generales. En consecuencia los apartados en torno alos que
se vertebra nuestra propuesta a la hora de introducir las magnitudes directamente
proporcionales son los siguientes:

a) El concepto de magnitudes directamente proporcionales.

b) Razones que se definen en situaciones de proporcionalidad directa. La condicion
de regularidad.

c) Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad

directa
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a) El concepto de magnitudes directamente proporcionales.

Mas alla de situaciones en las que se produce un intercambio entre €llas, existen
muchos contextos en los que dos magnitudes pueden estar relacionadas. Es decir,
contextos en los que conociendo la cantidad de una de las magnitudes es posible

conocer la cantidad correspondiente de la otra magnitud.

Una parga de magnitudes relacionadas puede estarlo de muy diversas formas.

Una de estas formas es la que llamaremos proporcionalidad directa. En concreto:

Dos magnitudes relacionadas en un contexto determinado son directamente
proporcionales siempre que tenga sentido definir la razdon entre ambas
magnitudes.

Evidentemente, para poder definir la razon deberan cumplirse ciertas condiciones
de regularidad que dependeran fuertemente del contexto en e que aparecen las
magnitudes estudiadas. De este modo, se captura en la definicion la importancia que
pensamos debe tener dicho contexto.

Esta claro que cuando se produce un intercambio, si se cumplen las condiciones
de regularidad necesarias, nos encontramos ante dos magnitudes relacionadas de tal
modo que son directamente proporcionales. Para las sSituaciones que no son
estrictamente de intercambio habra que “extender” la idea de razén que se introdujo
anteriormente asi como la de condicién de regularidad.

b) Razones que se definen en situaciones de proporcionalidad directa. La condicion

deregularidad.

Anteriormente se definié la razén entre A y B en una situacion de intercambio
concreta como la cantidad de la magnitud A que se obtenia a cambio de unaunidad de la
magnitud B. Para poder extender esta definicion sdlo hay que considerar que si dos
magnitudes estan relacionadas, en cierto modo se puede pensar que se produce un
intercambio entre ellas. Asi, si dos magnitudes A y B son directamente proporcionales

en un contexto determinado:

Larazon entre Ay B esla cantidad de la magnitud A que se corresponde con la

unidad de la magnitud B.

Larazon entre By A esla cantidad de la magnitud B que se corresponde con la
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unidad de la magnitud A.

Al igua que sucedia en las situaciones de intercambio, se pueden definir dos
razones debido a la simetria existente. Ahora bien, para que se puedan definir estas
razones es crucial estudiar el modo en que las magnitudes consideradas se relacionan.
Recordemos que las condiciones que deben cumplirse para definir la razén reciben €
nombre de condiciones de regularidad. En una situaciéon general, no de intercambio,

podemos afirmar que:

La condicion de regularidad supone que la relacion entre las dos magnitudes
consideradas es siempre la misma, y que a cada unidad de una de €ellas le
corresponde siempre la misma cantidad de la otra.

Ejemplo:
Veamos algunos g emplos de diversas situaciones posibles:

1. En una clase consideramos las magnitudes “atura’ y “nota en e Ultimo examen
de mateméticas’. Evidentemente estas dos magnitudes no estan relacionadas, asi

gue mucho menos pueden ser directamente proporcionales.

2. En lamisma clase consideramos ahora las magnitudes “altura’ y “edad”. Puede
admitirse que existe una cierta relacion entre ambas. Sin embargo, para poder
hablar de razén deberia cumplirse que a cada afio de vida le correspondiese
siempre el mismo incremento de altura; 10 que no es cierto puesto que el primer
ano de vida lleva incluida la altura con la que se nace. Asi pues, aunque estén
relacionadas (puede que ni siquiera lo estén), estas magnitudes no son
directamente proporcionales.

3. Consideremos una taza de leche caliente y fijémonos en las magnitudes
“tiempo” y “temperatura de la leche’. Ambas magnitudes estan claramente
relacionadas pues con € paso del tiempo la leche se enfria. Sin embargo, cuanto
mas caliente esta la leche mas rapido se enfria, asi que no se cumple ningun tipo
de condicion de regularidad y estas magnitudes no son directamente

proporcionales.

4. Supongamos que tenemos una mascota. Nos fijamos en las magnitudes “tiempo”
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y “comida necesaria para aimentarla’. Evidentemente estas dos magnitudes
estan relacionadas. Si se cumple que nuestra mascota come |lo mismo todos los
dias tendra sentido hablar de la * cantidad de comida que necesita a dia” (razon
entre comida y dias), y de los “dias que puede pasar con 1 kilo (o la unidad que
sea) de comida’ (razon entre dias y comida). Por tanto, en este contexto estas
magnitudes son directamente proporcionales.

El dltimo g emplo anterior nos sirve para enfatizar el hecho de que la relacion de
proporcionalidad (o no) entre dos magnitudes es algo que depende completamente del
contexto en que se relacionan ambas magnitudes. Si por alguna razén la mascota no
comiera lo mismo diariamente (0 no pudiera suponerse este hecho) ambas magnitudes

dejarian de ser directamente proporcionales.
¢) Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad directa.

Cuando dos magnitudes estan relacionadas, de la forma que sea, Si conocemos
exactamente la naturaleza de larelacion y la cantidad de una de €llas podemos encontrar

la cantidad correspondiente de la otra.

Supongamos que tenemos dos magnitudes directamente proporcionales Ay B en
un contexto determinado y que, ademés, sabemos que a una cierta cantidad a de la
magnitud A le corresponde una cantidad b de la magnitud B.

Re.a
A B

Rag

A

Sabemos que, en esta situacion, se cumple que Rag=a/b y que Rsa=b/a. Ahora,
supongamos que, por g emplo, queremos averiguar la cantidad de la magnitud B que se
corresponde con una cantidad ¢ de la magnitud A. Si llamamos d a esta cantidad
desconocida tenemos que d=RgaC Y que d=c/Rag. Por tanto, es posible encontrar la
cantidad desconocida de dos formas posibles atendiendo unicamente a significado de la
razObn como “tanto por uno”, asi como a los significados del producto y el cociente de

cantidades de magnitud. En concreto:

1. Si sabemos que a una unidad de la magnitud A le corresponde una cantidad Rg a
(razén entre B y A) de la magnitud B, a una cantidad ¢ de la magnitud A debe
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corresponderle una cantidad Rg 4% ¢ de la magnitud B.

2. Si sabemos que a una unidad de la magnitud B se corresponde con una cantidad
Rapg (razén entre A y B) de la magnitud A, entonces una cantidad ¢ de la

magnitud A correspondera a una cantidad ¢/Ra g de la magnitud B.

Ambas formas de razonamiento son perfectamente correctas. En consecuencia, €
problema puede resol verse haciendo uso de cualquiera de | as dos razones que se definen
en la situacion de proporcionalidad directa considerada. Sin embargo entendemos que
unade ellas, la primeraen este caso, resulta mas natural por cuanto supone razonar en €l
sentido de la transformacion. Es decir, en el problema planteado se conocia la cantidad
de la magnitud A y se pedia la de B; para ello consideramos B dependiendo de A 'y
utilizamos Rga. En € caso simétrico en € que conociésemos la cantidad de B y nos
pidiesen la correspondiente de A, podriamos ver A dependiendo de B y utilizar la razén

inversa.

Ejemplo:
Consideremos €l siguiente enunciado:

“Las cascaras que se obtienen al pelar 20 Kg. de nueces pesan 4 kg. Elena quiere

conseguir 15 kg de nueces peladas. ¢ Cuantos kilos de nueces tiene que pelar?”

Las magnitudes implicadas serén “kilos de nueces peladas’ (A) y “kilos de nueces sin
pelar” (B); que evidentemente estan relacionadas Las razones que se podrian considerar
son “kilos de nueces peladas que se obtienen a partir de 1 kilo de nueces sin pelar”
(razdn entre A'y B), o bien “kilos de nueces sin pelar necesarios para obtener 1 kilo de
nueces peladas’ (razén entre B y A). Para que estas razones tengan sentido y, por tanto,
se pueda afirmar que en este contexto A y B son directamente proporcionales, se debera
cumplir la condicion de regularidad: “de cada kilo de nueces sin pelar se obtiene
siempre la misma cantidad de nueces peladas’. Como es razonable suponer esto,
concluimos que A y B son directamente proporcionales. Ahora, sabemos que de 20 kilos

de nueces sin pelar se obtienen 16 kilos de nueces peladas. Tenemos dos caminos.

1. Para obtener 1 kilo de nueces peladas son necesarios 5/4 de kilo de nueces sin pelar

(raz6n entre B y A). En consecuencia, para obtener 15 kilos de nueces peladas haran
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faltaz x 15 = 74—5 Kg. de nueces sin pelar.

2. Se obtienen 4/5 de kilo de nueces peladas a partir de 1 kilo de nueces sin pelar (razén

entre Ay B) y, por tanto, para obtener 15 kilos de nueces peladas se necesitaran ; = 74—5
5

kg de nueces sin pelar.

IV.3.3. Porcentajes

IV.3.3.1. Aspectos matematicos y de la ensefianza tradicional

En la mayor parte de los textos escolares no aparece definicion aguna del
concepto de porcentaje. En el mejor de los casos aparecen frases explicativas como “a
decir que e 30% de los jovenes chatea estamos diciendo que 30 de cada 100 lo hace”.

En su lugar, € peso de la exposicién se pone en |os distintos modos de representaci on:
e Un porcentg e expresa una proporcion.
e Un porcentge es unafraccion de una cantidad.
Y, sobre todo, en los distintos métodos para calcular porcentgjes:
e Semultiplicalacantidad por € tanto y se divide por 100.
e Semultiplicael total por € tanto por ciento expresado en formadecimal.

Apenas se encuentran referencias explicitas a la idea de “tanto por ciento”, es decir, de

indicar la cantidad de una magnitud correspondiente a 100 unidades de la otra.

Para resolver problemas que no sea simplemente el célculo de un porcentgje de
una cantidad (por gemplo, calcular la cantidad inicial a partir del porcentaje o los
aumentos y disminuciones porcentuales), se recurre generamente a las reglas de tres o
incluso a dgebra. Casi nunca se recurre a significado del porcentaje ni a de las

operaciones con magnitudes.

IV.3.3.2. Propuesta alter nativa

Nuestra propuesta a la hora de presentar |0s porcentgjes se basa fundamental mente
en la introduccion de la idea de “tanto por ciento” cuya anaogia con la razon como
“tanto por uno” es evidente. Ademas, esta analogia va més ala y permite relacionar
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ambos conceptos y definir varias razones a partir del porcentgje, cada una de las cuales
permitira resolver diferentes tipos de problemas. Los apartados en torno a los que se
organiza nuestra propuesta a la hora de introducir e porcentgje y sus ideas asociadas

son los siguientes:
a) El concepto de porcentgje. Relacién con larazén.
b) Laresolucion de problemas directos e inversos.

c) La resolucion de problemas relacionados con aumentos y disminuciones

porcentual es.
a) El concepto de porcentaje. Relacion con la razon.

Presentaremos el concepto de porcentaje siguiendo una cierta analogia con e de
razbn como “tanto por uno”. Recordemos que, dadas dos magnitudes A y B, en un
contexto en el que son directamente proporcionales, se define larazén entre Ay B como
la cantidad de la magnitud A que se corresponde con la unidad de la magnitud B (de
igual forma se podria haber definido larazén entre By A).

Ahora bien, en ciertas situaciones, sobre todo cuando ambas magnitudes son la
misma, puede resultar interesante averiguar la cantidad de la primera magnitud que se
corresponde con cien unidades de la segunda. Esto recibira e nombre de porcentaje de
A respecto de B. Es decir:

Supongamos que dos magnitudes A y B son directamente proporcionales en un
determinado contexto. Entonces el porcentaje que la magnitud A representa
respecto de la magnitud B es |la cantidad de A que se corresponde con cien
unidades de B. Para representarlo se utiliza € simbolo %, que se lee “ por
ciento” .

Ejemplo:

Supongamos que en una determinada receta de refresco tenemos que mezclar 1 litro de
zumo con 2 litros de agua. Consideramos las magnitudes “litros de zumo” (A) y “litros
totales de refresco” (B). Suponiendo que para seguir la receta siempre se mezclan los
ingredientes del mismo modo (condicion de regularidad), podemos afirmar en este

contexto que ambas magnitudes son directamente proporcionales. Por tanto, tiene pleno
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sentido definir, por jemplo, larazdn entre litros de zumo y litros de refresco:
“1/3 delitro de zumo por cada litro de refresco”.

También se puede definir e porcentagje que representan los litros de zumo respecto de

los litros de refresco:

“100/3 de litro de zumo por cada 100 litros de refresco, o bien, e 33’ 3% del refresco

corresponde a zumo”.

A la vista de esta definicion, y como se aprecia en € gemplo, € concepto de
razon entre dos magnitudes y €l de porcentgje que una representa respecto la otra estan
intimamente relacionados. Debido a esta relacién, emplearemos un diagrama similar a
utilizado a hablar de magnitudes directamente proporcionales:

Pg.a

Rea

>
A 4
v9)

Podemos hacer esta relacion aln més explicita del siguiente modo. Si Ay B son
las magnitudes involucradas y en la situacion considerada se relacionan a unidades de A
con b unidades de B, se tiene que Rs a=b/a es larazon entre B y A; es decir, la cantidad

de B que se corresponde con una unidad de A. Como e porcentaje Pg 4 €s por definicion

la cantidad de B que se corresponde con 100 unidades de A; debe ser Pga = b/a %X 100.

Asi pues, dado € porcentaje Pg a Se pueden definir, a menos, |as siguientes razones:

RB,A = PB,A/].OO RA,B = 100/PB,A
(100+Pg A)/100 100/(100+Pg »)
(100-Pg »)/100 100/(100-Pg »)

Las razones anteriores aparecen agrupadas en pares de razones inversas. Las dos
primeras corresponden exactamente a las razones que se pueden definir entre las dos
magnitudes directamente proporcionaes de las que se conoce € porcentgje que una
representa respecto de la otra. Las otras dos pargas no tienen ain un significado
asignado, pero pronto les asignaremos uno de forma que cada una de estas tres pargjas
de razones permitird resolver los distintos tipos de problemas que veremos a

continuacion, en base a su significado.
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Ejemplo:

En & gemplo anterior se consideraron las magnitudes “litros de zumo” (A) y “litros de
refresco” (B). Se indico que los litros de zumo representaban un 33’ 3% respecto de los

litros totales de refresco. En esta situacion se tienen las siguientes razones:
Razon entre Ay B: “1/3 delitro de zumo por cada litro de refresco”.
Razon entre By A: “3 litros de refresco por cadalitro de zumo”.
(100+Pg »)/100 = 4/3 y 100/(100+Pg ) = 3/4.

(100-Pg »)/100 = 2/3 y 100/(100-Pg 4) = 3/2.

b) La resolucion de problemas directos e inversos.

Entenderemos por problemas directos e inversos, a hablar de porcentgjes, los

siguientes:

1. El problema directo consiste en calcular un cierto porcentgje de una cantidad
conocida. Es decir, cualquier situacion gque se traduzca a una pregunta similar a
¢cudl eslacantidad que representa el ¢ % de una cantidad a?

2. El problema inverso consiste en calcular la cantidad respecto de la cud otra
cantidad supone un porcentgje conocido. Es decir, cualquier situacion que se
traduzca a una pregunta como ¢respecto de qué cantidad la cantidad b representa
el c %?

En € fondo, teniendo en cuenta la relacion entre la razén y e porcentgje, esta
claro que no se trata més que de dos casos particulares de busgueda de cantidades
desconocidas en situaciones de proporcionalidad directay que, por lo tanto, se resuelven
haciendo uno del significado del porcentge como “tanto por ciento” y de los

significados del producto y del cociente entre magnitudes.

Pg.a

Asi pues, los problemas anteriores pueden enfocarse del siguiente modo:

1. En € problema directo queremos encontrar una cantidad b que represente €l ¢ %
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de una cantidad a. Hemos visto que la razén Rga €s justamente Pg /100, por lo
que:

Pg 4 c

b—ma:ma.

2. En € problemainverso queremos encontrar la cantidad a de la que sabemos que
la cantidad b representa un ¢ %. En este caso sabemos que Ra g=100/Pg 4 Y, por

|o tanto:

100 100

a=——>b=——

B,A c

Ambos problemas se han resuelto haciendo uso del significado de la razon como “tanto
por uno” y de la forma de obtener la razén a partir del porcentaje pensado como “tanto

por ciento”.

A lavista del diagrama anterior y de los procedi mientos numéricos de resolucién,
gueda bastante claro el porqué de la terminologia “ directo” e “inverso”. Sin embargo, si

pensamos que la situacion en realidad estéd dada por un diagrama como e que sigue:

Pe.a

Pag

Podemos pensar que, en realidad, ambas situaciones son idénticas y solo se diferencian
en e papel que juegan ambas magnitudes. Con todo, en las situaciones reales siempre

suele haber unaforma*“natural” en la que pensar.

Ejemplo:

1. Enun colegio el 56% de los estudiantes son chicas. Si en total van a ese colegio
2300 alumnos, ¢cud es el numero de chicas?
Estamos claramente ante un problema directo. La razon relevante en este
contexto (en & que las magnitudes “ndmero de aumnos’ y “ndmero de chicas’

pueden suponerse directamente proporcionales), es la razon entre € nimero de

chicas y e de alumnos: “56/100 chicas por cada alumno”. Con esta razén se
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obtiene que el nimero de chicas es: 56/100 x 2300 = 1456.

2. Sabemos que en un determinado colegio € 43% de los aumnos son chicas. Si
hay 1075 chicas, ¢cuantos alumnos tiene el colegio?
En este caso se trata de un problema inverso. Las magnitudes son las mismas
gue en la situacion anterior, pero la razon relevante en este caso es larazon entre
alumnos y chicas: “100/43 alumnos por cada chica’. Con esta razdn se obtiene

que el nimero de alumnos es: 100/, 2 x 1075 = 2500.

c) La resolucion de problemas relacionados con aumentos y disminuciones

porcentuales.

A menudo nos encontramos ante situaciones en las que no solo se ha de calcular
un porcentge de una determinada cantidad (problema directo), sino que dicho
porcentaje ha de sumarse (0 restarse) a la cantidad inicial. Estas situaciones son las que
reciben e nombre de aumentos y disminuciones porcentuales. Esencialmente son dos
las posibilidades que surgen en este contexto:

1. Se conoce la cantidad inicial y €l porcentgje de aumento (o disminucion), y se
pide la cantidad final.

2. Se conoce la cantidad final y e porcentgje de aumento (o disminucion), y se
pide lacantidad inicial.

La primera de estas situaciones no presenta ninguna dificultad afiadida con
respecto al apartado anterior puesto que supone resolver el problema directo (calcular la
cantidad que se representa el porcentaje dado) y sumarla o restarla (seglin convenga) a
lacantidad inicial.

Pese a que e anterior es e enfoque mas simple, también puede atacarse esa
situacion haciendo uso de |as razones (100+Pg 4)/100 6 (100-Pg )/100, segin se trate de
aumentos o disminuciones. Esto es asi porque la razon (100+Pg 4)/100, por gemplo,
representa la cantidad tras e aumento que se corresponde con una unidad de la cantidad
sin aumentar. Asi, s se aplica un aumento del ¢ % a una cantidad a, la razon

considerada sera (100+c)/100 y por tanto la cantidad final ser&
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100 + ¢
100

Igualmente se razonaria en € caso de disminuciones, pero con la otrarazon indicada.

Ejemplo:

Debido al encarecimiento del precio del petréleo se espera que el precio de un billete de
autobus de la linea Zaragoza-Madrid aumente un 2,5%. Si ahora ese hillete cuesta 12

euros, ¢cuanto costaratras la subida?
Se trata de un problema de aumentos porcentuales. Hay, en principio dos enfoques:

1. Secaculala cantidad correspondiente a la magnitud “aumento de precio” que
representa el 2'5% de la magnitud “precio inicial del billete” obteniendo 0’3
euros y se le suma esta cantidad a precio original para obtener la cantidad
correspondiente de lamagnitud “precio final del billete”, que es de 12’3 euros.

2. Larazon entre las magnitudes “precio fina” y “precio inicia” es 102'5/100
euros de precio final por cada euro de precio inicia; de este modo, € precio final
correspondiente a un precio inicial de 12 euros sera 102'5/100 x12=12"3

euros.

La segunda situacion, en cierto modo, es la inversa de la anterior. ES decir, se
conoce € resultado de aplicar € aumento o la disminucion asi como € porcentge
correspondiente y se pide encontrar la cantidad inicial. En este caso, pues, se harad
necesario utilizar las inversas de | as razones anteriores. Por gjemplo, si sabemos que tras
un descuento del ¢ % una determinada cantidad se ha convertido en a, la razon entre la
cantidad inicia y la fina (es decir, la cantidad inicia a partir de la cua se obtiene 1
unidad de la cantidad final) sera 100/(100-c) y por lo tanto la cantidad inicia buscada
€s:

100
100 —c &

Ejemplo:

Durante las rebagjas de una tienda de informética se oferta un descuento del 20%. Si
compras un ordenador por 450 euros, ¢cudl habria sido su precio antes de las rebgjas?
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Si consideramos las magnitudes “precio anterior” y “precio actua” tenemos que la
razon entre € precio anterior y e precio actual es: “100/80 euros de precio anterior por

cada euro de precio actual”. En consecuencia, € precio anterior correspondiente a un

precio actual de 450 euroses 100/5 x 450 = 5625 euros,

IV.3.4. Repartos respecto a una tnica magnitud

IV.3.4.1. Aspectos matematicos y de la ensefianza tradicional

Junto con las situaciones de intercambio, los repartos son los contextos mas
antiguos en los que surge la idea de proporcionalidad. En principio, existen diversas
formas de repartir una determinada cantidad entre un grupo de personas. La mas simple,
obviamente, es el reparto equitativo. Es decir, repartir a todos por igual. Sin embargo,
esto no siempre es justo y se hace necesario encontrar otras formas de resolver €

problema.

La idea méas sencilla después de repartir a todos por igual (y que la generaliza)
consiste en asignar de determinada manera (en funcién de cdmo se desee redlizar €
reparto) un nimero, que llamaremos indice, y asignar a cada persona una cantidad de
forma que las razones entre | as cantidades de cada persona sean exactamente las mismas
gue las razones entre sus indices. Sin embargo, incluso una consideracion tan sencilla
como la anterior esta completamente ausente en la ensefianza tradicional de estos

conceptos.

Desde un punto de vista matematico, y asi lo reflgja la préctica educativa habitual,
se presta atencion en primer lugar a los repartos que se realizan de forma que las
cantidades que obtiene cada persona (aunque no tiene por qué tratarse de personas nos
referiremos a los “receptores’ del reparto de este modo), son directamente

proporcionales alas cantidades de una determinada magnitud que cada persona “ posee”.

En general, se dispone de una cantidad C arepartir entre varias personas Py,...,P,
de tal modo que la cantidad ¢ que reciba cada persona debe ser directamente
proporcional aun valor p; que le es asignado (por € medio que sea) a dicha persona. Se
pueden encontrar hasta tres enfoques a la hora de resolver este tipo de problemas en €l

aule:

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

155




156

PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE
SECUNDARIA

1. Un enfoque puramente algebraico, recurriendo en muchos casos a la resolucion
de sistemas de ecuaciones, sobre todo cuando se introducen estos problemas en
el segundo ciclo de lasecundaria. En este caso deberiaresolverse € sistema:

L+ +c,=C
Pi_bj
Ci C]'
2. Cuando es demasiado pronto para hablar de sistemas de ecuaciones se suele

utilizar la propiedad siguiente para una serie de razones iguales:

a ¢ a*xtc

b d btd
gue se extiende facilmente en & caso de mas de dos razones iguales y que

permite, reducir el problema a una serie de reglas de tres sucesivas puesto que
una de las sumas es la cantidad (conocida) a repartir. Esto implica también,
como ya se comento anteriormente, la introduccion de lenguaje algebraico. Cada
unade lasreglas de tres aresolver tomalaforma:

Di X

pL+-tpn C

3. Una tercera posibilidad que se encuentra a menudo en los textos consiste
simplemente en presentar formulas con un leguaje mas 0 menos algebraico que,
en definitiva, no suponen mas que dar al aumno € resultado de aplicar las

reglas de tres del apartado anterior.

Una vez presentado y resuelto el problema en € caso directamente proporcional,
se plantea € caso analogo en e que las cantidades que recibe cada persona son
inversamente proporcionales (ver mas adelante) a las cantidades de una determinada
magnitud que esas personas poseen. El método que se propone es siempre € mismo y
adopta laformadel siguiente principio:

Repartir de forma inversamente proporcional respecto a ciertas cantidades es
lo mismo que repartir de forma directamente proporcional respecto a los

inversos de esas cantidades.

De este modo se repite e mismo esquema de resolucion pero intercambiando cada p; por
i) Pi.
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En resumen, de nuevo un enfoque algoritmico que, en € meor de los casos,
utiliza la proporcionalidad solo de una forma instrumental y que apenas presta atencion

alos significados de los conceptos o las manipul aciones involucrados.

IV.3.4.2. Propuesta alter nativa

Nuestra propuesta se basa en la idea de que a efectuar un reparto se produce la
comparacion entre dos situaciones. En la primera situacion cada persona posee una
cantidad de una cierta magnitud, en funcion de la cual se efectuara el reparto,. En la
segunda situacion cada persona debera poseer una cierta parte de la cantidad a repartir.
El reparto deberd bien reflgar (s es que se trata de un reparto directamente
proporcional), bien equilibrar (si se trata de un reparto inversamente proporcional) la
situacion inicial. Si se debe reflgjar o equilibrar; es decir, si e reparto debe ser directa o
inversamente proporcional, es algo que e alumno debe decidir en funcion del contexto

en que se presenta el problema.

Conviene aclarar qué se entendera por reflgjar una situacion. En la situacion
inicial, cada persona tiene asignada una cierta cantidad de una magnitud. Por tanto,
podemos considerar las razones entre dichas cantidades. Entenderemos que la situacion
tras € reparto reflga la situacion inicial si las razones entre las cantidades recibidas
coinciden con las razones entre las cantidades que tenian asignadas.

Del mismo modo, cuando hablamos de equilibrar una situacion entendemos que
las razones entre las cantidades recibidas por cada persona son las inversas de las

razones entre las cantidades que tenian asignadas.

Ejemplo:

1. Supongamos que varias personas han realizado un trabgjo a cambio del que
reciben cierta cantidad de dinero. Si sabemos las horas que ha trabgjado cada
persona parece légico repartir en funcion de dichas horas y, ademas, € reparto
debera reflgjar la situacién inicial (por g emplo, s una persona ha trabajado €

doble que otra, también deberarecibir e doble de dinero).

2. Supongamos gue varias personas se van a repartir un premio que han ganado a

la loteria. Para ser justos deciden gque van a repartir € premio en funcion del
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sueldo que gana cada uno. En este caso € reparto va a equilibrar la situacion
inicial (por ejemplo, si una persona gana la mitad que otra, recibird e doble de

dinero).

No obstante, si se reflexiona un poco ante |os dos tipos de situaciones descritas, es
f&cil observar que reflgjar o equilibrar la situacion inicial pasa en primer lugar por
asignar un numero, gue llamaremos indice, a cada una de las personas implicadas en €
reparto. Si se pretende reflgjar la situacion inicial, se asignaran los indices de modo que
las razones entre ellos sean las mismas que las razones entre las cantidades de la
magnitud en funcién de la que se efectlia @ reparto, si se pretende equilibrar las razones

seran lasinversas.
El procedimiento de resolucion que se propone consta de |0s siguientes pasos:
1. Decidir si sedeseareflgar o equilibrar lasituacion inicial.

2. Asignacion de los indices. Se elige una persona concreta que se usara de base. A
esa persona se le asignara € indice 1. Después se iran formando todas las
posibles pargjas con esa persona y se iran asignando indices a cada una de las
otras personas del modo que corresponda (seguin se quiera reflgjar o equilibrar la

situacion). Los indices asignados pueden ser naturales o racional es positivos.

3. Conversién de los indices en enteros: Como o que nos interesa solo es la razén
entre los indices no hay ningun problema es conseguir que todos sean naturales

(multiplicando por alguna cantidad adecuada).

4. Suma de los indices: Una vez que tenemos los indices enteros de todas las
personas, pongamos ps, Pa,...,Pn cabe preguntarse por € significado que posee la
suma S=prt+pot...+pn. S la cantidad a repartir entre las personas fuese
justamente S se tendria que cada persona deberia recibir justamente la cantidad

gue sefiala el indice que le corresponde.

5. Céculo delaparte de cada persona: Unavez interpretada la sumade los indices,

la razdn entre la cantidad que recibira cada persona y € total a repartir es

Di

justamente .
P1t+Dn

En conclusion, si ¢, ..., €, son las cantidades que debe recibir cada personay C es
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Di
p1++bn

lacantidad total arepartir, hemos visto que R, c = y por |o tanto:

_ pi c
Pt e+

Ci

Ejemplo:

Se asocian tres personas en un negocio de forma que la primera aporta 5000 euros, la
segunda 7500 y la tercera 9000. Si a cabo de un afio han tenido un beneficio de 6450

euros, ¢como deben repartir dicho beneficio?
Veamos como resolver este problema siguiendo |0s pasos anteriores:

1. En este contexto parece razonable pensar que se desea reflgar la situacion
inicial.

2. Elegimos como base la primera persona. A ella se asignamos €l indice 1. Ahora,
la razdn entre lo gque recibe la segunda persona y 1o que recibe la primera es
7500/5000 por lo que s la primera recibe €l indice 1, a la segunda habra que
asignarle @ indice 7500/5000 = 3/2. La razon entre lo que recibe la tercera

persona y lo que recibe la segunda es 9000/5000 por lo que € indice de la

tercera persona sera 9/5.

3. Paraconvertir los indices en enteros basta multiplicarlos por 10. Asi ala primera
le corresponde @ indice 10, alasegunda 15y alatercera 18.

4. Lasumadelosindices es43. Asi que s se repartieran 43 euros recibirian 10, 15

y 18 euros, respectivamente.

5. Larazdn entre lo que recibe la primera persona y la cantidad total es “10/43 de
euro por cada euro del total”. Por tanto, para un total de 6450 euros la primera

personarecibira 10/, 4 x 6450 = 1500 euros.

La razdn entre lo que recibe la segunda persona y la cantidad total es “15/43 de

euro por cada euro del total”. Por tanto, para un total de 6450 euros la primera

personarecibir315/43 X 6450 = 2250 euros.

La razon entre lo que recibe la tercera persona y la cantidad total es “18/43 de
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euro por cada euro del total” por lo tanto para un total de 6450 euros la primera

personarecibirél8/43 X 6450 = 2700 euros.

V.3.5. Magnitudes inver samente propor cionales

IV.3.5.1. Aspectos matematicosy de la ensefianza tradicional

El tratamiento que se suele dar a la proporcionalidad inversa discurre de un modo
completamente paralelo a de la proporcionalidad directa. Sin embargo este tratamiento

en paralelo no siempre es perfecto dada la distinta natural eza de ambas rel aciones.

Desde un punto de vista matemético se puede definir e concepto de

proporcionalidad inversa, al menos, de las siguientes formas:

1. Definicién por razones. Dos magnitudes son inversamente proporcionaes s y
solo si se cumple que la razén entre dos cantidades cualesquiera de una de las
magnitudes es la inversa de la razén entre las cantidades correspondientes de la

otra magnitud.

2. Definicion por producto: Dos magnitudes son inversamente proporcionales si y
solo si los productos xy de pares de cantidades relacionadas son constantes. En

tal caso dicho producto recibe e nombre de constante de proporcionalidad.

3. Definicion implicitamente funcional: Dos magnitudes son inversamente
proporcionales si y sblo s la funcion que las relaciona y=f(x) cumple que

f(ax)=f(x)/a paratodo a.

4. Definicion explicitamente funciona: Dos magnitudes son inversamente

proporcionales si y solo si lafuncién que las relaciona es de la forma y=f(x)=k/x.

De estas cuatro caracterizaciones, la Ultima solo cobra sentido en un contexto
funcional. Sin embargo, las otras tres, y especialmente las dos primeras, se suelen dar en
un contexto aritmético. De hecho, |a segunda caracterizacion se suele traducir en un

enunciado del tipo:

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al multiplicar
(dividir) una cantidad de la primera magnitud por dos, tres, €tc..., la cantidad

correspondiente de la segunda magnitud queda dividida (multiplicada) por dos,
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tres, etc...

Caracterizacion gque (salvo consideraciones relacionadas con |a continuidad) es correcta,
pero que da lugar a error habitua de que dos magnitudes son inversamente

proporcionales siempre que si una aumenta o disminuye, la otra hace lo contrario.

En la préctica educativa habitual se utiliza generalmente la segunda
caracterizacion (especiamente su version en cursiva) para comprobar si dos magnitudes
son inversamente proporcionales. Las dos primeras son las preferidas a la hora de

resolver problemas.

La primera caracterizacion, que surge del deseo de tratar unificadamente la
proporcionalidad directay la inversa, suele ser una fuente de errores debido a esfuerzo
memoristico que implicarecordar que debe invertirse una de las razones (ademés de que
las razones que aparecen carecen de significado como magnitudes). En cuanto a la
segunda caracterizacion, la constante de proporcionalidad es de gran importancia en €l
ambito de la proporcionalidad inversa. Sin embargo, no suele atribuirsele significado

alguno més alade su célculo numeérico.

Ademas de la caracterizacion de magnitudes inversamente proporcionales, e otro
gje en torno a que gira la ensefianza tradicional es e de la busgueda de cantidades
desconocidas en situaciones de proporcionaidad inversa. En esencia se presenta una
situacion en la que conocemos un par de cantidades relacionadas de dos magnitudes
inversamente proporcionales y otra cantidad de una de ellas. A partir de estos datos se

solicitala cantidad correspondiente de la otra magnitud.

Para afrontar este tipo de problemas e esquema que se suele presentar es €
siguiente: Primero, comprobar que las dos magnitudes son inversamente proporcionales
(agui es donde suele aparecer la caracterizacion anterior y, en ocasiones, su version

incorrecta). Después, aplicar alguno de |os siguientes procedi mientos:

e Regladetres. se disponen los datos al modo “tradiciona” y se aplica, 0 bien un
algoritmo memorizado, o bien laigualdad de razones (internas invertidas) que se
desprende de |la caracterizacion 1.

e Reduccién a la unidad: se calcula, a partir de las dos cantidades conocidas, la

cantidad de la segunda gque corresponde a una unidad de la primera y después se
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utiliza este valor para resolver el problema Para halar e valor unitario se
recurre a significado de las operaciones (poco corriente), al valor constante de
los productos entre pares de cantidades relacionadas (caracterizacion 2), o bien

se aplicalaRegladetres.

Nuevamente en este punto se suele introducir € lenguaje algebraico (utilizacién
de la letra x para denotar la cantidad desconocida) e incluso se realizan agunas
mani pul aciones formales. Tampoco en € caso de la proporcionalidad inversa la razon
juega un papel mas ala del meramente instrumental a la hora de resolver problemas o
distinguir magnitudes inversamente proporcionales. Ademés las razones que aparecen
son casl sSiempre internas, es decir, entre cantidades de la misma magnitud y por lo tanto

no se interpretan como una nueva magnitud.

IV.3.5.2. Propuesta alter nativa

Pretendemos que las ideas fundamental es sean nuevamente la idea de raz6n como
“tanto por uno” y la de constante de proporcionalidad, pero dotando a ambos conceptos
de significado concreto en cada situacion. En torno a estas dos ideas girara no solo la
caracterizacion de las magnitudes inversamente proporcionales, sino la resolucion de

problemas.

En consecuencia, los apartados en torno a los que se vertebra nuestra propuesta a
la horade introducir larazén y sus ideas asociadas son |0s siguientes:

a) El concepto de magnitudes inversamente proporcional es.
b) Laconstante de proporcionalidad, razonesy condiciones de regularidad.

c) Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad

inversa.
a) El concepto de magnitudes inversamente proporcionales.

Esta segunda forma en la que dos magnitudes pueden estar relacionadas sin ser
directamente proporcionales recibe el nombre de proporcionalidad inversa. Entre dos
magnitudes inversamente proporcionales no tiene sentido definir la razon (pues en ese
caso serian directamente proporcionaes). Sin embargo la idea de razon también jugara

un papel en estas situaciones. La definicion es lasiguiente:
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Dos magnitudes relacionadas A y B en un determinado contexto se dicen
inversamente proporcionales cuando no se puede definir la razon entre dllas,
pero existe una tercera magnitud C, que se mantiene constante, de forma que si
tiene sentido definir la razdn entre esta tercera magnitud y las dos que varian y
ademas la razén entre C y cada una de las magnitudes es justamente la otra

magnitud implicada.

A r---------- > B

Reca Ree

Seguin € diagrama anterior, supongamos que a y b son cantidades relacionadas de

A'y B respectivamente. Lamagnitud C es constante y se tiene que:

Reaby Reg=a
En este caso, € valor numérico de las razones que aparecen no es constante, sino que
depende de las cantidades de A y B que estemos considerando en cada caso (recordar

que C es constante).
b) La constante de proporcionalidad, razonesy condiciones de regularidad.

Acabamos de ver que en la definicion de magnitudes inversamente proporcionales
se hace intervenir unatercera magnitud que permanece constante y que, en cierto modo,
sirve para“enlazar” ambas magnitudes. Esta magnitud que se mantiene constante recibe

el nombre de constante de proporcionalidad. Es decir:

En una situacion en la que dos magnitudes A y B son inversamente
proporcionales, se llama constante de proporcionalidad a una tercera magnitud
C que se mantiene constante y tal que tiene sentido definir la razon de esta

magnitud con las dosiniciales.

Asi pues, entre dos magnitudes inversamente proporcionales no tiene sentido
definir la razén, pero a hacer intervenir la constante de proporcionalidad si que

aparecen en escena dos razones (y susinversas):

1. Larazon entre C y A; es decir, la cantidad de C que se corresponde con una

unidad de A que, por definicion, es justamente la cantidad de B que se
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corresponde con la cantidad de A considerada.

2. Larazon entre C y B; es decir, la cantidad de C gue se corresponde con una
unidad de B que, por definicion, es justamente la cantidad de A que se

corresponde con la cantidad de B considerada.

En consecuencia, también en estas situaciones de proporcionalidad inversa sera
necesario introducir condiciones de regularidad que permitan definir estas dos razones.

Respecto a la constante de proporcionalidad, es importante sefidlar que es muy
importante tener en cuenta la unidad de medida que se utiliza. En ocasiones esta unidad
de medida sera evidente a partir de los datos del problema (ver giemplo siguiente), pero
en otros casos serd necesario elegir cuidadosamente dicha unidad para que los célculos

cobren sentido (ver g emplo de la seccion siguiente)

Ejemplo:

Supongamos que hemos comprado una television y que la compramos a plazos. Nos
fijamos en las magnitudes “nimero de plazos’ e “importe de cada plazo”.
Evidentemente estas magnitudes estan relacionadas pero no tiene sentido tratar de
definir |as razones entre ellas puesto que € importe de cada plazo no puede “repartirse”
entre € nimero de plazos. Sin embargo, s consideramos la magnitud constante
(constante de proporcionalidad) “precio de latelevision” (cuya unidad de medida sera el
euro), si que tiene sentido calcular la razon entre el precio de latelevision y € nimero
de plazos (y se obtiene justamente e importe de cada plazo), asi como la razén entre el
precio de latelevision y € importe de cada plazo (y se obtiene €l nimero de plazos). Asi
pues, las dos magnitudes consideradas inicialmente son inversamente proporcionales
siempre y cuando se cumplan las condiciones de regularidad necesarias que, en este
caso, son siempre se pague lo mismo en cada plazo y que la duracion de los plazos sea

lamisma.

Una vez que ya hemos presentado € concepto de magnitudes inversamente
proporcionales, ya podemos presentar la tipologia de situaciones que podemos

encontrar:

e Magnitudes no relacionadas en absol uto.
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e Magnitudes relacionadas pero que no son ni directa ni inversamente

proporcionales.
e Magnitudes que son (0 pueden suponerse) directamente proporcionales.
e Magnitudes que son (0 pueden suponerse) inversamente proporcionales.
Busgueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad inversa.

Supongamos que nos encontramos ante dos magnitudes inversamente
proporcionales A 'y B de forma que, ademés, sabemos que a una cierta cantidad a de la

magnitud A le corresponde una cantidad b de la magnitud B.

A F---------- > B

Rea R

Sabemos que, en esta situacion Rca=b por 1o que se obtiene (recordando la idea de
raz6n como “tanto por uno” y que C es constante), que C=ab es el valor numérico de la
magnitud constante C. Ahora, supongamos que, por gemplo, queremos averiguar la
cantidad de la magnitud B que se corresponde con una cantidad e de la magnitud A. Si
llamamos f a dicha cantidad, se tiene que, en este caso, Rcg=e. Asi pues, puesto que

C=ab llegamos a que:

ab
f=—

e
Toda esta argumentacion se ha llevado a cabo recurriendo Unicamente a los
significados de razén como “tanto por uno” y a de constante de proporcionalidad,
teniendo en cuenta que nos hallamos en una situacion de proporcionaidad inversa. En
concreto se puede razonar de la siguiente forma:

Sabemos que la razén entre la constante de proporcionalidad y la cantidad de la
magnitud A nos proporciona la cantidad de la magnitud B por lo que como a una
cantidad a de A le corresponde una cantidad b de B, sabemos que b es la cantidad de C
gue se corresponde con una unidad de A; por tanto, con una cantidad a de A € valor

numerico de C ha de ser ab. Por otro lado, sabemos que e es la cantidad de C que se
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corresponde con una unidad de B; por tanto, para saber |la cantidad de B basta con
dividir C=ab entree.

Al igua que en e caso de la proporcionalidad directa, al haber aqui diversas
razones (y sus inversas) implicadas existen distintas formas equivalentes de razonar. La
mayor sencillez de unas y otras depende de las magnitudes implicadas y de laforma de
pensar larelacion entre ellas.

Ejemplo:

Nueve amigos tienen en su nevera refrescos para 8 dias. Si fueran 24 amigos, ¢para

cuantos dias tendrian?

L as magnitudes implicadas son “numero de amigos’ (A) y “nimero de dias paralos que
tienen bebida’ (B). Evidentemente ambas magnitudes estan relacionadas, pero no tiene
sentido hablar de razon entre A'y B, por g emplo, puesto que no hay un cierto nimero de
amigos por dia. Sin embargo, s consideramos la magnitud “cantidad de refresco” (C)
gue permanece constante (y cuya unidad de medida serd la cantidad de refresco que
consume cada amigo en un dia, llamémosla u), podemos definir sin problema las
razones “cantidad de refresco que se consume en un dia’ (razén entre C y B) y
“cantidad de refresco que consume cada amigo” (razén entre C y A) siempre que se
cumplan las condiciones de regularidad: “todos los amigos toman € mismo nimero de
refrescos’ y “todos los dias se consume el mismo nimero de refrescos’; las cuales son
perfectamente razonables. Asi pues, las magnitudes A y B son inversamente

proporcionales. A partir de agui hay dos caminos:

1. Sabemos que si hay 9 amigos, la cantidad de refresco que consume cada uno es
8u. Asi pues la cantidad total de refresco es 72u. Si hay 24 amigos, larazon entre
la cantidad de refresco y € nimero de amigos da €l nimero de dias; es decir, hay

refresco para 72/24=3 dias.

2. Sabemos que si estan 8 dias la cantidad de refresco que se consume a dia es 9u.
En consecuencia la cantidad total de refresco es 72u. A partir de aqui se procede

como en & caso anterior.

En los giemplos mas sencillos en los que si es conocida la unidad en la que se
mide la magnitud constante C el proceso de resol ucién seria exactamente el mismo.
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IV.3.6. Mezclasy aleaciones

IV.3.6.1. Aspectos matematicos y de la ensefianza tradicional

Para poder hablar de mezclas o aleaciones, en primer lugar, es necesario disponer
de una medida de la “calidad” o € “vaor’ de los productos implicados (a la que
[lamaremos precio, para simplificar). Historicamente este tipo de situaciones se dan en
un contexto de mezcla de metal es (especia mente preci0sos).

En genera en una situacion de mezclas se juntan cantidades c,...,c, de unos
ciertos productos de precios py,...,pn respectivamente. Otras variables relevante en la
situacion seran € precio final de lamezcla (P) y la cantidad total (C=c;+...+cy). Las dos

situaciones probleméticas que se suelen plantear en estos contextos son:

1. Calcular € precio fina de lamezcla conociendo las cantidades de cada producto

Y Sus precios (este problema tiene solucion Unica).

2. Cacular las cantidades de cada producto sabiendo sus precios y € precio final
(este problema no tiene solucion Unica adn incluso s se aflade como dato la
cantidad total.

En el caso en que se consideran solo dos productos es facil ver que las cantidades
de cada producto son inversamente proporcionales a la diferencia entre sus precios y €
precio final. Este hecho es e que justifica su tradiciona inclusion en los temas
dedicados ala proporcionalidad. También estaidea daba lugar a complicados algoritmos
de resolucion para los problemas anteriores. Sin embargo, en la actualidad, debido al
numero de variables implicadas y a la no unicidad de solucion, e enfoque que se da a

este tipo de problemas es muy marginal y siempre de tipo agebraico.

IV.3.6.2. Propuesta alternativa

En la actualidad, este tipo de situaciones apenas poseen € interés que, desde un
punto de vista préctico, tuvieron en su momento. Ademés, pensamos que teniendo en

cuenta conceptos sencillos como:
1. Laideade mezcla
2. Laaditividad de las cantidades.

3. El concepto de precio medio.
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Junto con los significados de las operaciones con cantidades de magnitud, es posible
enfrentarse a problema 1 descrito en la seccidn anterior. El problema de tipo 2, habida
cuenta que no suele poseer solucion Unica, puede posponerse hasta la introduccion del

lenguaje algebraico necesario.

Ejemplo:

Se funden juntos 10 gramos de oro, cuyo precio es de 250 euros con 60 gramos de plata,

cuyo precio es de 70 euros. ¢Cud es el precio de 40 gramos de la aleacion resultante?

Como se juntan 10 gramos de oro y 60 de plata, |a aleacion resultante pesara 70 gramos
y su precio serd de 320 euros. Ahora, se consideran las magnitudes “precio” (A) y
“peso” (B). Como cada gramo de la aeacion tiene e mismo vaor (condicion de
regularidad), se sigue que A y B son directamente proporcionalesy larazon entre Ay B
es “4'6 euros por cada gramo de aleacion”. Conocido €l valor de esta razon es facil ver

que el precio de 40 gramos ser& 4’6 x 40 = 184 euros.

IV.3.7. Proporcionalidad compuesta

IV.3.7.1. Aspectos matematicos y de la ensefianza tradicional

El concepto de proporcionalidad compuesta surge ante la aparicion de situaciones
en las gque una magnitud depende no solo de otra, sino de otras varias de tal forma que
cadarelacion “parcial”, entendida ésta como la que se da entre la magnitud dependiente
y una de las demés a suponer que € resto permanecen constantes, es de
proporcionalidad directa o inversa. Desde un punto de vista funcional esto se traduce en

que larelacion entre las magnitudes involucradas es de laforma:

X1 e Xy

= =k .
y f(xli xs) xr+1 '"xs

De tal modo que s todas las magnitudes x;, excepto una, son contantes la relacion
funciona entre las dos magnitudes no constantes es de proporcionalidad directa o

inversa.

Tradicionalmente e modo de reconocer este tipo de situaciones consiste en ir
analizando las magnitudes consideradas por paregjas mientras se aplica cualquiera de los
criterios presentados a caracterizar las magnitudes directa e inversamente
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proporcionales.

No obstante, este tipo de situaciones siempre aparecen en e contexto de
problemas en los que se busca una cantidad desconocida; es decir, Sl apenas se gjercita
la distincién de magnitudes directa o inversamente proporcionales, mucho menos se

hace en € caso de la proporcionalidad compuesta.

En e caso de la proporcionaidad compuesta, las situaciones de busqueda de
cantidades desconocidas se pueden plantear del siguiente modo: Se dan magnitudes
A1, ...,An junto con una serie de cantidades relacionadas de dichas magnitudes ay,...,a, y
se pide calcular la cantidad de A, que se corresponde con las cantidades dadas by,...bn1
de las otras magnitudes. En general se suelen plantear a los alumnos dos modos de

resolucion:

e Un méodo mecanico que supone introducir simbolismo algebraico, y memorizar
una formula en la que la disposicion de los datos depende de si cada relacion
“parcid” es inversa o directa. Este procedimiento suele recibir e nombre de

Regla de tres compuesta.

e Un método algoritmico que supone transformar latuplaa,...,a, en otra by,...bp.
1, de manera que, en cada paso, se fijan todas las magnitudes salvo dos y se
utiliza e hecho de que esas dos son directa o inversamente proporcionales. Al
final S eslacantidad buscada.

Es interesante observar que, en ambos casos, €l proceso de resolucion implica llevar a

cabo una serie de pasos y, sobre todo, memorizar un procedimiento.

IV.3.7.2. Propuesta alter nativa

La alternativa que proponemos supone dar un tratamiento mucho mas similar a
que recibe la proporcionaidad simple frente a los procedimientos complicados y
“artificiosos’ de la préctica habitual.

La clave para poder abordar estas situaciones es considerar la relacion existente
entre una magnitud y cada una de las otras magnitudes involucradas, de tal modo que
solo seremos capaces de enfrentarnos a situaciones en las que cada magnitud es, bien
directa, bien inversamente proporcional a cada una de las demés. Para distinguirlas
haremos uso de las caracterizaciones que ya hemos presentado con anterioridad
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(existencia de la razdn en € caso de la proporcionalidad directa y de la constante de
proporcionalidad en e de la inversa, junto con las condiciones de regularidad

necesarias)

Ax

\ 4
v9)

An

En este tipo de situaciones siempre es posible “fabricar” una nueva magnitud A a
partir de las magnitudes A,..., A, detal forma que la dependencia de B respecto de estas
magnitudes se traduce en una dependencia, que serd de proporcionalidad directa
generalmente, con la nueva magnitud A. Para efectuar esta traduccion basta con apelar

a significado de las operaciones entre magnitudes y con interpretar adecuadamente los

resultados.

. A N
Traduccion

A/\ Ay

T~

Una vez que se ha efectuado la traduccion, la situacion se reduce a alguno de los
casos estudiados con anterioridad, con lo que basta aplicar las ideas antes expuestas y

desandar el camino alahorade completar € andlisis.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



FASE DE PLANIFICACION

Ejemplo:

Una lavadoraindustrial, trabgjando 8 horas diarias durante 5 dias, ha lavado 1000 kilos

de ropa. ¢Cuantos kilos de ropalavara en 12 dias, trabajando 10 horas diarias?’

En esta situacion, las magnitudes relevantes son “horas diarias de trabajo”, “dias de
trabgo” y “kilos de ropa’. Por la pregunta del problema nos interesa pensar en los
“kilos de ropa’ (B) como dependientes de las otras dos magnitudes (Ar y A
respectivamente). Podemos fabricar una nueva magnitud “horas totales de trabgjo” (A)
que surge como € producto de A; y A.. De estaforma el enunciado del problema queda

traducido del siguiente modo:

“Una lavadora industrial trabajando 40 horas ha lavado 1000 kilos de ropa.

¢Cuantos kilos de ropa lavara en 120 horas?”

En este caso las magnitudes A y B son directamente proporcionales puesto que las
razones entre ambas tienen sentido (los kilos de ropa que se lavan por hora o bien las
horas de trabajo necesarias para lavar un kilo de ropa) siempre y cuando se consideren
las condiciones de regularidad necesarias, en este caso Unicamente que todos los kilos
requieran el mismo tiempo de lavado puesto que € peso de un kilo y la duracion de una

hora son obviamente constantes.

Asi, e problema se puede resolver multiplicando los 25 kilos que se lavan en una
hora por las 120 horas de trabagjo o bien dividiendo las 120 horas de trabajo entre los
2/50 de hora necesarios para lavar un kilo de ropa, dependiendo de la razén que se

desee utilizar.

IV.3.8. Regladeinterés

V.3.8.1. Aspectos matematicosy de la ensefianza tradicional

La llamada Regla de Interés se utiliza en contextos de préstamo de dinero
cuando se supone que los intereses devengados por |a cantidad prestada (denominada
capital) son directamente proporcionales al citado capital, ala duracién del préstamo
(tiempo) y a tanto por ciento de interés a que se efectla € préstamo (rédito).

Ademas se da una suposicion extremadamente importante (y arbitraria) que consiste
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en asumir que los intereses producidos no se afladen a capital para calcular los
intereses del siguiente periodo de tiempo (este tipo de interés se denomina interés
simple, frente ala posibilidad contraria que recibe el nombre de interés compuesto y
en el que yano existe proporcionalidad).

A la hora de plantear estas situaciones en el aula se recurre a diversas soluciones, las

més habitual es son las siguientes:

1. Se presenta simplemente la formula I = C xr xt (el interés resulta de
multiplicar €l capital, € rédito y € tiempo) de acuerdo a la idea funcional
relacionada con la proporcionalidad compuesta (ver 7.2.). A partir de esta
formula, si se ha trabajado € lenguaje y las manipulaciones algebraicas, se
puede resolver cualquier problema de este tipo.

2. S no se ha trabgjado € agebra a veces se recurre a presentar 4 formulas
diferentes, en cada una de las cuaes se halla despgada una de las variables
que intervienen. De este modo, €l alumno ha de utilizar la que necesite en
funcion de los datos del problema.

3. Se resuelve € problema, considerandolo como una sSituacion de
proporcionalidad compuesta, utilizando alguna de las técnicas descritas en
7.1

En cualquier caso, se observa que, independientemente de la técnica de
resolucion utilizada, no se recurre a los significados de las magnitudes implicadas.
Ademas, incluso cuando se emplean métodos aritméticos de resolucion (apartado 3
anterior) se aprecia un proceso de inducciéon gque termina planteando una férmula

como la del apartado 1.

V.3.8.2. Propuesta alter nativa

No encontramos sentido a presentar la Regla de Interés como un contenido

independiente por varias razones:

1. Su utilidad préctica es reducida por cuanto en la vida real apenas se
encuentran situaciones en las que se preste o reciba dinero ainterés simple.

2. Con los aspectos trabajados previamente: significado del porcentaje, mango
de situaciones de proporcionaidad compuesta o sentido de las operaciones
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con cantidades de magnitud, e aumno puede resolver problemas
relacionados con la Regla de Interés sin necesidad de indicarle que estos

problemas reciben un nombre concreto.

Asi pues pensamos que si se desea introducir problemas de este tipo en € aula
resulta suficiente con presentar €l significado del término interésy recurrir aideas ya
trabgadas con anterioridad por parte del alumno.

Ejemplo:

Cdlcular € interés que produce en 5 meses un capital de 9000 euros colocado a 4%

anual.

En primer lugar, nos fijamos en las magnitudes “ capital” (A) e “interés a cabo de un
ano” (B). Se nos dice que B representa el 4% de A por |o que nos encontramos entre
un problema directo (ver 3.2.). Aplicando las ideas descritas en esa seccion se
obtiene que los intereses que se obtiene a cabo de un afio correspondiente a un
capital de 9000 euros son de 360 euros.

Ahora nos fijamos en las magnitudes “interés” (C) y “tiempo transcurrido en meses”
(D). Ambas magnitudes pueden suponerse directamente proporcionales si se cumple
la condicién “cada mes se genera la misma cantidad de intereses’ (cosa que puede
ser razonable, aunque no degja de ser arbitraria). En cualquier caso, asumiendo dicha
condicion de regularidad se tiene que los intereses generados en un mes (razén entre
Cy D) son “30 euros de intereses por cada mes’. Finalmente, con el dato anterior se
obtienen con facilidad los intereses producidos a cabo de 5 meses, que son: 30 X

5 = 150 euros.

En e gemplo anterior se ha hecho uso Unicamente de los conceptos de
porcentgje y de razén. El resto del razonamiento se basa simplemente en una
comprension profunda de la situacion problematica concreta.
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1V.3.9. Repartosrespecto a varias magnitudes

1V.3.9.1. Aspectos matematicos y de la ensefianza tradicional

Los repartos ya se trataron en la seccion 4, ali nos centramos Unicamente en
repartos respecto una magnitud, pero la extension natural consiste en repartir una
determinada cantidad de forma que la cantidad que recibe cada persona es
directamente proporciona a las cantidades de varias magnitudes que posee cada

persona e inversamente proporcional aotras.

Es decir, se dispone de una cantidad C a repartir entre varias personas Py,...,P, de ta

modo que la cantidad ¢; que reciba cada persona debe ser directamente proporciona a
unos valores p'; e inversamente proporcional a unos valores df; que le son asignados (por
el medio que sea) a dicha persona.

Del mismo modo que sucedia en € caso de repartos inversamente proporcionales, la
préctica habitual cosiste en reducir estas situaciones a otras de reparto directamente
proporcional respecto de una sola magnitud. En concreto |o que se propone como regla
€s:

Repartir de forma directamente proporcional respecto a p'; e inversamente proporcional

v}
j .
i

Una vez aplicada estaregla e problema se resuelve por alguno de los métodos descritos
enlV.3.4.1.

respecto a d; equivale a repartir de forma directamente proporcional respecto

IV.3.9.2. Propuesta alternativa

Nuestra propuesta se basa en la capacidad que tienen los alumnos de construir
nuevas magnitudes a partir de otras dadas y que ya han gjercitado al afrontar situaciones
de proporcionalidad compuesta (ver seccién 1V.3.7.2)). Asi, cuando se propone una
situacion en la que se debe efectuar un reparto de forma que en e criterio aparecen
diversas magnitudes, se pretende que e alumno construya una nueva magnitud (dotada
de un significado concreto) de modo que el problema se convierta en un reparto a que
se puedan aplicar lasideasy técnicas de 1V.3.4.2.
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Ejemplo:

Dos albariiles han realizado una obra por la que reciben un pago de 3700 euros. El
primer abafiil ha trabajado 3 dias, 5 horas diarias; y € segundo abafiil ha trabajado 4

dias, durante 4 horas a dia. ¢Cual debe ser &l pago que reciba cada uno?

En este caso € reparto debe hacerse teniendo en cuenta las magnitudes “nimero de dias
trabgjados’ y “numero de horas diarias trabgjadas’. Sin embargo es facil traducir €l

problema dado del siguiente modo:

“Repartir un pago de 3700 euros entre dos personas si la primera ha trabajado 15

horasy la segunda lo ha hecho 16 horas.”

Es decir, a partir de las magnitudes anteriores se ha construido la magnitud “ndmero de
horas totales trabgjadas’ y el nuevo problema consiste en efectuar un reparto respecto

de esta nueva magnitud.
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CAPITULO V.

FASE DE ACCION.

V.1. INTRODUCCION

En e capitulo anterior hemos abordado la Fase de Planificacion, desarrollando
completamente una propuesta didactica para la ensefianza de la Proporcionalidad
Aritmética en Secundaria. La propuesta tedrica que se ha presentado incluye todos los
aspectos relacionados con la proporcionalidad que aparecen actualmente en €
curriculum de E.S.O y que generamente se presentan en los cursos 1°, 2°y 4° La
experimentacion en el aula se llevd a cabo con alumnos de 1° de E.S.O. por lo que los
contenidos presentados tuvieron que gjustarse y adaptarse a los contenidos programados
para ese curso (razén, magnitudes directa e inversamente proporcionales y porcentajes),
asi como al tiempo que las profesoras de dichos grupos tenian previsto dedicar al tema

de la proporcionalidad.

En este capitulo, ademas de presentar en detalle | as actividades disefiadas fruto de
la adaptacion antes indicada, se presentan en detalle todos los aspectos relativos a la
Fase de Accion en laque € investigador se constituye en profesor de aula, siendo dicho
profesor quién dirige todo el proceso de aprendizaje presentando las tareas, orientando a
los alumnos, valorando y reorientando las respuestas de los mismos y, finamente,

institucionalizando los conceptos y procedimientos objeto de lainstruccion.

V.2. PLANIFICACION DE LA FASE DE ACCION

Se disefi6 una propuesta en 11 sesiones. ocho de trabagjo en clase por parte de los

alumnos, con intervenciones iniciales y finales por parte del investigador, en las que se
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desarrollaron las actividades denominadas “Actividad de aula’. Dos sesiones (la
séptima y la décima) se reservaron para recapitular |o trabagjado hasta ese momento y la
Ultima sesion se dedico a la resolucion de un examen escrito, necesario para que las

profesoras de |os respectivos grupos pudieran llevar ala evaluacion.

En su préctica habitual 10s aumnos debian realizar trabajo en casa. Por esta razon
se disefiaron también siete “ Tareas de casa’ pensadas para reforzar |o trabajado en clase
y, en agunos casos, para que sirvieran de excusa a la hora de introducir conceptos

Nnuevos.

V.2.1. Participantes

La implementacion de la propuesta didactica disefiada se ha llevado a cabo en
I.E.S. Avempace de la ciudad de Zaragoza. Participan dos grupos naturales de alumnos
de 1° E.S.O. con un total de 56 alumnos que seran identificados con los codigos A1,

A2,..., A56. En latabla siguiente se resumen algunos datos a respecto.

Alumnos | Alumnas | Total

Grupo1 12 17 29
Grupo 2 7 20 27
Total 19 37 56

Uno de los dumnos sufria una forma leve del Sindrome de Asperger’. Pese a que
dicho alumno presentaba ciertas dificultades en cuanto a su socializacién, lo cierto es
gue se hallaba plenamente integrado en su clase y su ritmo de trabajo fue idéntico al de
sus compafieros. En consecuencia, no excluiremos a dicho alumno del andlisis posterior

que se efectuara.

V.2.2. Temporalizacion

Se contempla implementar 11 sesiones de clase de 50 minutos cada una. Estas 11

sesiones se organizan en torno alos focos de investigacion establecidos. En € siguiente

1 El Sindrome de Asperger es un trastorno de tipo autista cuyos afectados muestran principal mente
dificultades en lainteraccion social y en la comunicacion.
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cuadro se presenta la distribucion temporal de sesiones, actividades y tareas para cada

uno de los nucleos.

Nucleo de contenido Sesiones | Actividadesdeaula | Tareasde casa
Razon y condicion de regularidad 1,2y3 1,2y3 1,2y3
Proporcionalidad directay porcentajes | 4,5y 6 4,5y6 4y5
Proporcionalidad inversa 8y9 7y8 6y7

Las sesiones 7 y 10 se dedicardn a recapitular e trabgo realizado hasta ese
momento. La sesion 7 se ubica justo antes de la introduccién de la proporcionalidad
inversa, que supone una cierta ruptura con € trabajo anterior. La undécima y ultima

sesion se reserva parala realizacion de una prueba de eval uacion.

Estas sesiones se siguiendo las condiciones habituales de ensefianza. La fase
experimental comenzo el martes 9 de marzo de 2010 y concluyé € jueves 25 de marzo

de ese mismo afno.

V.2.3. Secuenciacion

A continuacion se detalla la secuenciacion prevista, junto con € tiempo estimado

para cada una de las partes en las que se dividira cada sesion de trabgjo:
1. Sesion 1: (50 minutos)

Se lleva a cabo en clase la Actividad de aula 1 (Introduccion del concepto de

razon), con la siguiente distribucién temporal :
e Trabgo delosaumnos (25 min)
e Puestaen comin (15 min)
e Intervencién del profesor (10 min)
2. Trabajo en casa:

Se pide a los aumnos que redicen individuamente la Tarea de casa 1

(Intercambio en la otra direccién).
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3. Sesion 2: (50 minutos)

e Puesta en comln de la Tarea de casa 1 y relacion con o obtenido en la
Sesion 1. (15 min)

e Se lleva a cabo en clase la Actividad de aula 2 (La condicion de

regularidad) con la siguiente distribucion temporal :
o Trabgo delosaumnos (20 min)
o Puestaen comun eintervencion del profesor (15 min)
4. Sesion 3: (50 minutos)

Sellevaacabo en clase la Actividad de aula 3 (Comparar razones en situaciones

de intercambio) con la siguiente distribucion temporal:
o Trabgo delosaumnos (35 min)
e Puestaen comun e intervencion del profesor (15 min)
5. Trabajo en casa:

Se pide a los aumnos que redicen individuamente |la Tarea de casa 2

(Reconocimiento de condiciones de regularidad y razones).
6. Sesion 4: (50 minutos)

o Puestaen comun del trabgjo realizado en casa. Definicion de magnitudes
directamente proporcionales y de la constante de proporcionalidad. (20

min.)

e Sellevaa cabo en clase la Actividad de aula 4 (Reconocer magnitudes

directamente proporcionales) con la siguiente distribucién temporal :
o Trabgo delosaumnos (20 min)
o Puestaen comun eintervencién del profesor (10 min)
7. Trabajo en casa:

Se pide a los alumnos que realicen individualmente en casa la Tarea de casa 3

(Comparacion de razones en situaciones cual esquiera).
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8. Sesion 5: (50 minutos)
o Puestaen comin del trabgjo realizado en casa. (15 min)

e Sellevaacabo en clase la Actividad de aula 5 (Busgueda de cantidades
desconocidas en situaciones de proporcionalidad directa) con la siguiente

distribucion temporal:
o Trabgo delosaumnos (25 min)
o Puestaen comun eintervencion del profesor (10 min)
9. Trabajo en casa:

Se pide a los alumnos que realicen individualmente en casa la Tarea de casa 4
(Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad

directa).
10. Sesion 6: (50 minutos)

e Puesta en comin del trabgo redizado en casa. Presentacion del

porcentgje. (20 min)

e« Selleva a cabo en clase la Actividad de aula 6 (Porcentajes) con la

siguiente distribucién temporal :
o Trabgo delosaumnos (20 min)
o Puestaen comun eintervencién del profesor (10 min)
11. Trabajo en casa:

Se pide a los alumnos que elaboren individualmente en casa la Tarea de casa 5

(Porcentgjes).
12. Sesion 7: (50 minutos)
o Puestaen comin del trabgjo realizado en casa. (20 min)
e Recapitulacion de razones y proporcionalidad directa. (30 min)
13. Trabajo en casa:

Se pide a los alumnos que elaboren individualmente en casa la Tarea de casa 6

(Reconocimiento de condiciones de regularidad y razones I1).
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14. Sesion 8: (50 minutos)

o Puestaen comuln del trabajo realizado en casa. Definicion de magnitudes
inversamente proporcionales y de la constante de proporcionalidad. (25
min)

e Sellevaacabo en clase la Actividad de aula 7 (Reconocer magnitudes
inversamente proporcionales) con la siguiente distribucion temporal:

o Trabajo delosaumnos (15 min)
o Puestaen comun eintervencion del profesor (10 min)

15. Sesion 9: (50 minutos)

Se lleva a cabo en clase la Actividad de aula 8 (Busgueda de cantidades
desconocidas en situaciones de proporcionalidad inversa) con la siguiente

distribucién temporal:
e Trabgo delosaumnos (35 min)
e Puestaen comun eintervencién del profesor (15 min)
16. Trabajo en casa:

Se pide a los alumnos que realicen individualmente en casa la Tarea de casa 7
(Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad

inversa).
17. Sesién 10: (50 minutos)
e Puestaen comun del trabajo realizado en casa. (20 min)
o Recapitulacion de proporcionalidad inversa. (30 min)
18. Sesién 11: (50 minutos)

Pruebafinal.
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V.3. ACTIVIDADES Y TAREAS DISENADAS PARA EL TRABAJO DE LOSALUMNOS

En las siguientes paginas se van a detallar tanto las “Actividades de clase” como las
“Tareas de casa’. El orden de presentacion sera el mismo en € que se planea plantearlas

alos alumnos.

V.3.1 Actividad de aula 1: Introduccién del concepto de razon

Esta actividad esta disefiada para observar € tipo de razonamientos utilizados
por los alumnos en una situacion de proporcionalidad. Ademas, se tiene en cuenta que
los alumnos se enfrentan por primera vez a este tipo de situaciones y carecen de
herramientas “formales’ para afrontarlas.

V.3.1.1 Objetivos

1. Introducir alos aumnos en la dindmica de | as situaciones de intercambio.

2. Hacer ver a alumno las ventgjas del razonamiento multiplicativo en dichas

situaciones.
3. Presentar laidea de razén entre magnitudes de distinta natural eza.

4. Definir larazén en términos de “tanto por uno”.

V.3.1.2 Contenidos

1. Larazdn entre magnitudes en una situacion de intercambio.

V.3.1.3 Metodologia

Los alumnos trabgjan por pargas. A cada parga se le entregan tijeras y unas 25

pajitas. En un lugar visible de la clase se muestra un cartel como el siguiente:
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Ademas, cada pargja recibe un sobre de tamafio grande dentro del que hay seis
sobres mas pequefios. Estos sobres méas pequefios contienen cierto nimero de tarjetas de

cartulina. En concreto:

Sobre 1: 2 tarjetas. | Sobre 4: 10 tarjetas.
Sobre 2: 8tarjetas.| Sobreb5: 1 tarjeta.
Sobre 3: 6 tarjetas. | Sobre 6: 3 tarjetas.

Las cantidades de tarjetas que contiene cada sobre no son arbitrarias. Asi para
las dos primeras es facil observar relaciones multiplicativas sencillas respecto a la
cantidad de tarjetas que seindicaen € cartel (2 eslamitad de4y 8 es el doble). Las dos
siguientes poseen una relacién multiplicativa sencilla con la cantidad del primer sobre,
pero también pueden obtenerse de forma aditiva facilmente a partir de las cantidades de
los dos primeros y del cartel. ElI quinto sobre en cierto modo es € punto de inflexion de
la actividad, alli seles“fuerza’ a obtener la cantidad de pajitas que se obtiene a cambio
de 1 tarjeta (suponiendo que no hayan obtenido esa informacion previamente).
Finalmente, en & Ultimo no hay relaciones multiplicativas sencillas (salvo la obvia con
la unidad) y esta pensado para comprobar si los alumnos utilizan la informacion

obtenidaen €l anterior apartado o s, por e contrario, buscan otro tipo de estrategia.

Dentro de cada uno de los sobres se entregara a la pareja dos fichas similares a

model o siguiente:

Nombres:

Tarjetas que hay en el
sobre:

Pajitas entregadas a cambio de las
tarjetas:

Razonamiento:
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La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Presentacion y trabgjo de los dumnos: Se indica a los alumnos que, para cada
sobre, deben decidir cuantas pgjitas deben entregarse a cambio de |as tarjetas que
hay en e mismo; teniendo en cuenta el mensgje grafico que tienen a la vista
Una vez decidido han de poner por escrito en la ficha e motivo que les ha
llevado atomar tal decision. La pareja conserva una de las fichas y entrega otra

al profesor.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los dlumnos. Se dibuja una tabla
como la que se adjunta y los alumnos proponen sus respuestas y discuten las de

SuS comparnieros.

3. Intervencion final del profesor: El profesor recoge las propuestas que considera
mas interesantes y concluye introduciendo la idea de razon como “tanto por

uno”.

V.3.1.4 Evaluacién

Para la evaluacion de la actividad se utilizaran las fichas entregadas por los
alumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comun el profesor evaluara

igualmente las respuestas de |os alumnos.

V.32 Tareadecasa 1: I ntercambio en la otra direccién

Esta tarea esta disefiada como una continuacion de la Actividad 1 realizada en
clase. En élla se presenta la misma situacion de intercambio trabajada por pargjas en €
aula, pero alainversa. Es decir, cambiando los papeles de tarjetas y pgjitas de tal modo
gue ahora | as tarjetas se obtienen a cambio de las pgjitas y no a revés. Sin embargo, en
este caso |os alumnos trabajan individua mente.

Latarea consta de dos actividades bien diferenciadas. En la primera los alumnos
deben utilizar la informacién gréfica proporcionada en € enunciado (similar ala que se
les dio en la Actividad de aula 1) para averiguar cuantas tarjetas se obtendrian a cambio
de diversas cantidades de pgjitas. En concreto, se proporcionan a los aumnos 6
cantidades distintas de pgjitas: 3,9, 1,4,5y 7.
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Para las dos primeras es facil observar relaciones multiplicativas sencillas (3 es
lamitad de 6 y 9 es € triple de 3). La tercera constituye € punto de inflexion de la
actividad, alli se les “fuerza’ a obtener la cantidad de tarjetas que se obtiene a cambio
de 1 pgjita con € fin de ver si en los apartados siguientes utilizan esa informacion. En
los tres apartados finales no hay relaciones multiplicativas sencillas (salvo la obvia con
la unidad) y, como hemos dicho, estan pensados para comprobar si |os alumnos utilizan
la informacion obtenida en e tercer apartado o si, por € contrario, buscan otro tipo de

estrategia.

En |a Segunda se Ies Nombre:

pide € valor numérico y €
. . ; Observa el dibujo. En ¢l se indica que por cada seis pajitas, ﬂ ﬂ . .
S gn'fl CadO de |a razon mtre podemos oblener a cambio cualro larjetas. Recuerda que ya —
. .. has trabajado en clase una situacion parecida. . .
tarjetas y pgjitas. El concepto

de razon se introdujo a final | ez,

Completa la siguiente tabla. indicando cudntas tarjetas obtendrias a cambio de cada una de las

de la primera sesion de clase.

cantidades de pajitas que se indican. Explica bien tu razonamiento en cada caso,

En esta actividad, mas alla Peliias | Tiheras i
ddd  cdculo de valor ; t

numérico de la razon, se 3

queria observar s los 9

aumnos eran capaces de

verbalizar su significado

como “tanto por uno’. 4
También se  pretendia ’
observar s surgian 7
problemas con respecto a

Actividad 2.

orden de las magnitudes

(Cual es la razén entre tagjetas v pajitas? (Qué significado tiene esa razon en esta sitvacion?

involucradas.

V.3.2.1 Objetivos
1. Reforzar e concepto de razon entre magnitudes en una situacion de intercambio.
2. Mostrar lareversibilidad de las situaciones de intercambio.

3. Observar qué sucede con larazén cuando se “invierte’ e sentido de un
intercambio.
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4. Enfatizar el hecho de que larazon no es sélo un objeto numeérico.

V.3.2.2 Contenidos
1. Larazon entre magnitudes en una situacion de intercambio.

2. Larazodn inversa en unasituacion de intercambio.

V.3.2.3 Metodologia

Esta tarea esta disefiada para ser llevada a cabo por cada alumno individual mente
en su casa. En gran medida la tarea supone una reproduccion del trabajo realizado en la
Actividad de clase 1.

Nuevamente |atarea se desarrolla en tres fases:

1. Trabgo dd aumno: El estudiante debe completar una ficha como la que se

muestra en la figura adjunta.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: El profesor recoge las
fichas realizadas por los dumnos. A continuacion se completa en la pizarra una
tabla similar alade laficha Los aumnos proponen las respuestas y discuten las

de sus comparieros.

3. Intervencion final del profesor: El profesor recoge las ideas que considera mas
interesantes, recuerda € concepto de razén introducido en la Actividad de clase

1 eindicalaideade razdn inversa presente en estatarea.

V.3.2.4 Evaluacién

Para la evaluacion de la actividad se utilizaran las fichas entregadas por los
alumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comun el profesor evaluara

igualmente | as respuestas de |os alumnos.

V.3.3 Actividad deaula 2: La condicién de regularidad

Tanto en la Actividad 1 como en la Tarea 1 los alumnos se han enfrentado a
situaciones en las que aparecian dos magnitudes relacionadas de tal modo que tenia

sentido definir la razén entre ellas. Sin embargo, en € trabajo desarrollado no se hacia
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patente que para poder definir dicha razon era necesario que todas las tarjetas y pgjitas

manejadas fuesen iguales.

En esta actividad se presenta a los alumnos un cartel informativo en apariencia
similar a de laActividad 1 (salvo por e hecho de que € mensgje ya no es gréfico, Siho
verbal). Sin embargo, € material que deben mangar consta de tarjetas y pgjitas de dos
tamarios diferentes. Puesto que el mensgje del cartel esincompleto (no hay referencia a
tamano del material en cuestion), se pretende observar las distintas formas de afrontar

dicho problema por parte de |os alumnos.

La organizacién interna de la actividad se realiza en base a cuatro partes. Las
tres primeras coinciden con los tres primeros sobres. Los dos primeros sobres son
relativamente independientes y muestran la existencia de dos magnitudes diferentes, en
el tercer sobre los alumnos se enfrentan a la necesidad de “sumar” esas dos magnitudes
distintas. La cuarta parte esta formada por los dos Ultimos sobres. En esta Ultima parte

debe observarse la consistencia o no de los argumentos de los aumnos
Con todo esto se pretende hacer énfasis en la importancia de la magnitud
involucrada (y no solo en € valor numérico) asi como mostrar una de las condiciones
gue debe darse para poder hablar de la razén entre dos magnitudes. la condicion de
regul aridad.
V.3.3.1 Objetivos
1. Reforzar el concepto de razon entre magnitudes en una situacion de intercambio.
2. Reforzar laidea de reversibilidad en las situaciones de intercambio.
3. Introducir lanecesidad de una“ condicion de regularidad” para poder hablar de
razon entre magnitudes de distinta naturaleza.
V.3.3.2 Contenidos

1. Larazon entre magnitudes en una situacion de intercambio.

2. Lacondicién de regularidad.
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V.3.3.3 Metodologia

Los alumnos trabagjan por pargjas. En un lugar visible de la clase se muestra un

cartel como el siguiente:

3 e, 2
pajitas tarjetas

A cada pargja se |le entrega un sobre grande dentro del que hay cantidad arbitraria
(pero suficiente) de tarjetas de dos tamarfios (grandes y pequefias), ademas de 5 sobres
mas pequefios dentro de los cuales hay una determinada cantidad de pagjitas de dos

tamarios (grandes y pequefias). En concreto:

Sobre 1: 1 pajita grande.

Sobre 2: 1 pgjita pequeia.

Sobre 3: 1 pgjitagrandey 1 pequefia

Sobre 4: 2 pgjitas pequeiiasy 1 grande

Sobre 5: 2 pgjitas grandesy 1 pequeiia.

Ademas, dentro de cada uno de los sobres pequefios habréa dos fichas similares a

modelo siguiente: Nombres:

Contenido del sobre:

Que se obtiene a cambio del contenido:

Razonamiento:

La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Presentacion y trabgjo de los dumnos: Se indica a los alumnos que, para cada
sobre, deben decidir cuantas tarjetas y de qué tipo deben entregarse a cambio de
las pajitas que hay en e mismo; teniendo en cuenta € mensagje que tienen a la
vista. Una vez decidido han de poner por escrito en laficha el motivo que les ha
llevado a tomar tal decision. La paregja conserva una de las fichas y entrega la
otraal profesor.
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2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: Se discuten las
respuestas dadas por los alumnos en cada uno de los casos y especialmente,
sobre laincompletitud de la consigna dada alos alumnos al inicio de latareay la

necesidad defijar un criterio fijo para el intercambio.

3. Intervencion final del profesor: El profesor recoge las ideas mas interesantes
aportadas por los aumnos y concluye formulando con precision la idea de

condicion de regul aridad.

V.3.3.4 Evaluacion

Para la evaluacion de la actividad se utilizardn las fichas entregadas por los
alumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comln €l profesor evaluara

igualmente | as respuestas de los alumnos.

V.3.4 Actividad de aula 3: Comparar razones en situaciones de intercambio

En esta actividad se pretendia comprobar s los aumnos utilizaban
espontaneamente la idea de razon (trabajada ya en dos sesiones de clase y en una tarea
individual en casd), a la hora de comparar distintas situaciones de intercambio para

elegir lamas ventajosa.

Los carteles informativos se presentaban con mensgjes gréficos, con una flecha
doble indicando que las situaciones son reversibles (esto ya habia sido advertido por los
alumnos tras trabgar la Actividad 1 y la Tarea 1), pero con los dibujos en los dos
sentidos posibles. Es decir, se presentaban dos carteles con las tarjetas en primer lugar y
otros dos alainversa. Con esto se pretendia afianzar la reversibilidad ademas de que los
alumnos tuvieran que tener claro € orden en € que efectuar las operaciones para

obtener lainformacion requerida.

Aparte de la dificultad que pudiera conllevar e céculo de la razén apropiada
para cada una de las cuatro situaciones presentadas, € nucleo de la actividad lo
constituia comprender que serd mas ventgjosa aguella situacion en la que la razédn
correspondiente sea mayor. Como veremos, la gran mayoria de los alumnos no observo

esto y, en consecuencia, realizo la actividad de formaincorrecta.
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V.3.4.1 Objetivos
1. Reforzar e concepto de razén en situaciones de intercambio.
2. Calcular razones en situaciones de intercambio.
3. Utilizar las razones como herramienta para la comparacion de situaciones de
intercambio.
V.3.4.2 Contenidos
1. Larazdn entre magnitudes en una situacion de intercambio.

2. Lacondicion de regularidad.
V.3.4.3 Metodologia
0 1 2
Los aumnos ﬂ . .
trabagjan por pargjas. . <+
. 0 <> .
En un lugar visible . .

de la clase se

muestran carteles
como los siguientes: . D

A cada parga

se le entregan pgjitas,
tarjetas y tijeras; indicandole que no es obligatorio que los use. También les se entregan

dos fichas como la siguiente:

Nombres:

A) Si tuvieras que cambiar pgjitas por tarjetas, ¢qué

cartel te resulta més ventaj0so? Razonal o.

B) Si tuvieras que cambiar tarjetas por pgjitas, ¢qué
cartel te resulta mas ventgjoso? Razénalo.

¢Has utilizado material ?
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La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Presentacion y trabgjo de los adumnos. Se indica a los alumnos que deben
responder a las preguntas de la ficha teniendo en cuenta la informacion
proporcionada en los carteles. La pargja conserva una de las fichas y entrega la

otraal profesor.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: Se discuten las
respuestas dadas por los alumnos a cada una de las preguntas. Si hay

discrepancias se insta alos alumnos a que presenten y discutan sus argumentos.

3. Intervencion final del profesor: El profesor recoge las ideas més interesantes
aportadas por los alumnos y concluye planteando la utilidad de laidea de razén a

la hora de resolver este tipo de tareas.

V.3.4.4 Evaluacion

Para la evaluacion de la actividad se utilizardn las fichas entregadas por los
alumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comln el profesor evaluara

igualmente | as respuestas de |os alumnos.

V.3.5 Tareade casa 2: Reconocimiento de condiciones deregularidad y razones

En esta tarea se presentan varias situaciones en las que el alumno debe indicar s
es posible definir una 0 més razones, sefialando ademas las condiciones de regularidad
necesarias para hacerlo.

Esta tarea supone un cambio importante respecto del trabgjo llevado a cabo por
los dumnos hasta este punto. Hasta ahora, € contexto en € que los aumnos han
trabgjado era e de situaciones de intercambio (en concreto pgjitas y tarjetas) mientras
gue en esta tarea aparecen situaciones muy diferentes (por més que puedan
reinterpretarse en términos de intercambios). Ademas las situaciones que se presentan
estan “algadas’ del alumno en e sentido de que hasta ahora siempre se habia trabajado
con materiales que € alumno podia (s queria) manipular; ahora las situaciones se
presentan en contextos hipotéticos en los que e alumno debe situarse mentalmente para
poder trabajar.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



FASE DE ACCION

Pese a que las situaciones del enunciado se presentaban a aumno en una
secuenciacion relativamente aleatoria, es posible separarlas en tres grupos. El primer
grupo seria e formado por las situaciones 1, 2, 5, 7 y 8; en estas situaciones es posible,
bajo las condiciones de regularidad apropiadas, definir las razones entre las magnitudes
involucradas. El segundo grupo esta formado por las situaciones 3, 4 y 9. En ellas no es
posible definir razones entre las magnitudes involucradas porque no estan relacionadas
(en tareas y actividades posteriores se analizara la posibilidad de magnitudes que si
estan relacionadas pero entre las que no se pueden definir razones y veremos gue esta
posibilidad ocasiona problemas a los aumnos). Finamente, e tercer grupo de
situaciones es €l formado por a6 y la 10; estas situaciones tienen en comun el hecho de

que aparecen 3 magnitudes, con las dificultades que ello conlleva.
V.3.5.1 Objetivos

1. Extender laideade razén en situaciones no de intercambio.

2. Reforzar la necesidad de una condicion de regularidad a la hora de definir la

razon entre dos magnitudes en una situacion dada.

3. Reconocer las razones que se puedan definir en una determinada situacion y

comprender su significado.
4. Cacular larazon en aquellas situaciones en las que es posible hacerlo.

5. Observar que existen situaciones en las que no se puede definir larazdn entre las

magnitudes involucradas.

6. Introducir el concepto de magnitudes directamente proporcional es.

V.3.5.2 Contenidos
1. Larazdn entre magnitudes en una situacion de intercambio.
2. Larazdn entre magnitudes en situaciones cual esquiera.

3. Lacondicién de regularidad.

»

Magnitudes directamente proporcional es en una situacién dada.
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V.3.5.3 Metodologia

Esta tarea esta disefiada para ser llevada a cabo por cada alumno individua mente

en su casa. Esta tare, por un lado, estd pensada a modo de recapitulacion de los

conceptos méas importantes presentados hasta e momento y, por otro lado, como

introduccion del concepto de magnitudes directamente proporcionales,

Se entrega a los alumnos una hoja de trabgo en la que se presentan diversas

situaciones. En cada una de €ellas se pide que indiquen las condiciones de regularidad

necesarias para poder definir razones entre las magnitudes involucradas (si es que se

pueden definir) asi como e significado de dichas razones. En concreto, la hoja de

trabgjo es similar ala siguiente:

Nombre:

En clase hemos visto que para poder definir unarazén entre dos magnitudes es necesario

gue se cumplan ciertas “ condiciones de regularidad”. A continuacién te presentamos

varias situaciones. En cada una de €l as te pedimos que definas todas |as razones que

aparezcan, que digas lo que significan y que indiques cuales son las “ condiciones de

regularidad” necesarias para poder definir dichas razones. Si en algunade ellas no

puedes definir ninguna razon entre las magnitudes que aparecen, indica el por qué.

Stuacion 1: En una tribu del Amazonas
cambian 5 lanzas por 3 escudos.

Stuacidn 3: Laura tiene 10 afios y tiene una
estatura de 120 cm.

Stuacién 5. Al comprar 3 camisetas me

regalaron 4 discos.

Stuacién 7: Por 125 dolares me han dado 155

euros.

Stuacion 9: El 10 de junio cumpli 16 afios.

Stuacion 2: En 4 horas limpio 37

cristales.

Stuacion 4: En la planta 5 hay 28

enfermos ingresados.

Stuacién 6: Mis 2 perros tardan 4 dias

en terminarse 1 saco de comida.

Stuaciéon 8. Para preparar naranjada
se mezclan 3 litros de zumo de naranja
con 5 litros de agua.

Stuacion 10: Leyendo 2 horas a dia
tardo 7 dias en terminar un libro de
426 paginas.
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Como se observa, entre dichas situaciones apareceran magnitudes directamente
proporcionales, inversamente proporcionales y magnitudes no relacionadas de ninguna

de las dos formas anteriores.
Nuevamente |a tarea se desarrolla en tres fases:
1. Trabago del alumno: El estudiante debe completar |a hoja de trabajo entregada.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: El profesor recoge las
hojas de trabajo completadas por los alumnos. A continuacion se plantea en la
pizarra una seleccion de las situaciones que € profesor considera més
interesante abordar con los aumnos. Para cada una de €llas, los estudiantes

plantean sus respuestas y discuten las de |os demas.

3. Intervencion final del profesor: El profesor actia como moderador en las
discusiones anteriores, aclarando los puntos conflictivos y destacando las ideas
mas interesantes de los aumnos. La intervencion de profesor concluye
introduciendo el concepto de magnitudes directamente proporcionales tomando
como g emplo alguna de las situaciones anteriores y confrontandola claramente

con algunasituacion en laque no existatal relacion.

V.3.5.4 Evaluacién

Para la evaluacion de la actividad se utilizard la hoja de trabajo entregada por 1os
alumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comln el profesor evaluara

igualmente | as respuestas de |os alumnos.

V.3.6 Actividad de aula 4: Reconocer magnitudes directamente propor cionales

Esta es la primera actividad en la que aparece € concepto de magnitudes
directamente proporcionaes. Este concepto habia sido introducido por e profesor a
final de la Tarea 2 como un nombre para aquellos casos en |os que se puede definir la
razon entre las dos magnitudes. En cualquier caso, € mango de este concepto no era
importante ala hora de redlizar la actividad, puesto que era suficiente con buscar parejas
de magnitudes entre las que se pudiera definir la razon (bajo las condiciones de

regularidad adecuadas), y parejas entre las que esto fueraimposible.
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Ademés de lo anterior, en esta actividad se pretendia observar e manegjo de las
magnitudes por parte de los alumnos. Aungque en cada gercicio las magnitudes
correspondientes se presentan descontextualizadas, hay que tener en cuenta que €
alumno puede (y debe) imaginar un contexto en € que plantear el gercicio; es decir, un

contexto en el gque las seis magnitudes presentadas aparezcan con sentido.

En cada gercicio aparecen variables que no son magnitudes, magnitudes no
relacionadas, magnitudes relacionadas de forma directamente proporciona vy
magnitudes que estan relacionadas pero no mediante una proporcionalidad directa. En
algunos casos aparecen magnitudes inversamente proporcionales, pero en este punto de
la propuesta no se introduce ese concepto.

V.3.6.1 Objetivos
1. Reforzar e significado de razén como “tanto por uno”.
2. Reforzar laidea de condicién de regularidad.

3. Reconocer magnitudes directamente proporcionales.

4. Reconocer magnitudes que no son directamente proporcionales.

V.3.6.2 Contenidos
1. Larazén entre magnitudes en situaciones cualesquiera
2. Lacondicién de regularidad.

3. Magnitudes directamente proporcionales en una situacion dada.

V.3.6.3 Metodologia

Los aumnos trabagjan por pargjas. A cada pargja se le entregan dos fichas de

trabajo idénticas (unapara ellos y otra que recogera el profesor al finalizar la actividad).

En laficha se presentan varios gercicios. En cada uno de ellos aparecen diversas
magnitudes. Los alumnos deben relacionar una pargga de magnitudes que sean
directamente proporcionales, indicando en ese caso las condiciones de regularidad
necesarias asi como € significado de |as razones que se pueden definir. También deben
indicar una pareja de magnitudes que no sean directamente proporcionales, sefialando e

motivo. Lahojaes similar alasiguiente:
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Nombres:

Recuerda que dos magnitudes son directamente proporcionales cuando podemos definir
unarazoén entre ellas (teniendo en cuenta que se deben cumplir ciertas condiciones de
regularidad).

En cada uno delos gercicios.

1. Buscauna paregja de magnitudes que sean directamente proporcionales, sefialando
la condicién de regularidad que deben cumplir. ¢Qué significado tiene larazon
entre ellas?

2. Busca una pargja de magnitudes que no sean directamente proporcionales,
indicando las razones por las que no o son.

Ejercicio 1:

Velocidad en kilébmetros por hora. Distancia, en kilometros, recorrida por € movil.
Edad, en afios, del conductor. Tiempo, en horas, empleado en el recorrido.
El nimero de lamatricula del coche. El nimero de pasgjeros.
Ejercicio 2:

NUmero dealumnosen el patio.  Superficie, en metros cuadrados, del patio de recreo.
Edad media de los alumnos. Estatura media de los alumnos.
Anchura déel patio. Hora de comienzo de las clases.
Ejercicio 3:

NUmero delibros. NUmero de paginas.
Precio de cadallibro. Edad, en afios, del comprador.
El tamafio de laletra del texto. Numero de fotografias de cada libro.

La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Presentacion y trabajo de los aumnos: El profesor describe la actividad y los

alumnos, por parejas, deben completar  mayor nimero de gercicios posible.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos. Se plantea a menos
uno de los gercicios y la clase a completo discute las respuestas propuestas por

algunos de sus comparieros.

3. Intervencion final del profesor: El profesor refina las ideas planteadas por los

alumnos y haciendo uso de las mismas analiza completamente uno de los
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gercicios. Se concluye recordando los conceptos de razon, condicion de
regularidad y magnitudes directamente proporcional es.

V.3.6.4 Evaluacion

Para la evaluacion de la actividad se utilizaran las hojas de trabajo entregadas por
los adumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor
evaluaraiguamente las respuestas de |os alumnos.

V.3.7 Tareade casa 3: Comparacion derazones en situaciones cualesquiera

Esta tarea estaba pensada como una ampliacion de la Actividad 3 en la que se
presentaba la utilidad de la razén para comparar distintas situaciones en las que
aparecen involucradas las mismas magnitudes (aunque dicha actividad, en cierto
sentido, fue falida). En redlidad, viendo los resultados que se obtuvieron en la
Actividad 3, los resultados obtenidos en esta tarea fueron mucho mejores de lo
esperado. Posiblemente se deba a que los contextos planteados en esta tarea sean mas
familiares para el alumno y asi, aunque de forma inconsciente en algunos casos, surge

de forma natural € uso de larazdn como herramienta de comparacion.

Los gercicios que forman esta tarea pueden separarse en tres grupos. El primer
grupo esta formado por los gercicios 1, 2, 3y 6; en estos gercicios aparecen dos
magnitudes relacionadas de forma directamente proporciona (bgo las suposiciones
adecuadas), y ademés la razén sirve para comparar las dos situaciones presentadas. El
segundo grupo es & formado por los gercicios 4 y 5; en estos gercicios o bien no tiene
sentido definir larazén entre las variables involucradas (es el caso del gercicio 4, donde
solo hay una magnitud), o bien larazén no es un elemento adecuado para comparar las
dos situaciones (gjercicio 5). El gercicio 7 constituye por si sdlo € tercer grupo; en este
gercicio aparecen tres magnitudes (como vimos esto pone en dificultades a los
alumnos), ademas e calculo de la razon que resultaria Util para resolver € problema
implica la “construccién” de la magnitud vacaxdia (cuyo significado es muy poco
intuitivo) y la introduccion de un valor desconocido para la cantidad total de leche
producida. No obstante € gercicio se puede resolver de forma relativamente sencilla

utilizando otras idesas.
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Asi pues, podriamos presentar € siguiente esquema que presenta las distintas
tipologias de gjercicios:

Ejercicio 1
Ejercicio 2
Es Gtil/préactica Ejercicio 3
Ejercicio 6
Sirve para resolver €
gercicio
Tiene sentido No es dtil/préctica —— Ejercicio 7
calcularla
No sirve para resolver Eiercicio 5
- iercici — Ejercicio
RAZON d gercicio

No tiene sentido o
calcularla — Ejercicio 4

V.3.7.1 Objetivos
1. Reforzar e significado de razén como “tanto por uno”.
2. Calcular razones en diversas situaciones.
3. Utilizar @ significado anterior de larazén para comparar distintas situaciones.
4. Observar gque existen situaciones en las que la razon no sirve como criterio de
comparacion.
V.3.7.2 Contenidos
1. Larazén entre magnitudes en situaciones cualesquiera

2. Lacondicién de regularidad.

V.3.7.3 Metodologia

Esta tarea esta disefiada para ser |levada a cabo por cada alumno individua mente
en su casa. Se pretende que esta tarea refuerce las ideas trabgjadas en la Actividad de

aula 3.

Se entrega a los alumnos una hoja de trabgo en la que se presentan diversas
pargas de situaciones. En cada una de €ellas se pide que analicen dichas pargas

haciendo uso, cuando sea posible, de larazon entre las magnitudes invol ucradas.
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La hoja entregada es como la siguiente:

Nombre:

En clase hemos visto que en ciertas ocasiones la razon nos sirve para descubrir qué
situacién es mas ventajosa para nosotros cuando tenemos varias opciones entre las que
elegir. Con estaidea en la cabeza, trata de resolver |os siguientes g ercicios. Pero,
icuidado! Recuerda que no siempre podemos definir larazon entre dos magnitudes.
Ejercicio 1:

En el banco A cambian 120 ddlares por 170 euros, y en € banco B cambian 180 euros
por 130 délares. Si quieres cambiar euros a ddlares, ¢a qué banco irias?

Ejercicio 2:

El futbolista N ha marcado 18 goles en los 22 partidos que ha jugado, mientras que €l
futbolista P hamarcado 25 goles en los 38 partidos jugados, ¢qué futbolista ofrece
mayor rendimiento goleador?

Ejercicio 3:

Una receta de naranjada indica que hay que mezclar 0,5 litros de naranjacon 1,5 litros de
agua. Otra receta dice que hay que mezclar 1,5 litros de naranja con 5 litros de agua.
¢Cudl de las dos recetas proporciona un sabor de naranja mas fuerte?

Ejercicio 4:

En segundo curso aprobé 7 asignaturas y en tercer curso aprobé también 7 asignaturas.
¢En qué curso obtuve mejor rendimiento?

Ejercicio 5:

En colegio A hay matriculados 450 aumnosy en colegio B hay matriculados 320
alumnos. En €l colegio A hay 35 profesores, mientras que en colegio B hay 25
profesores. ¢En cudl de los colegios |os alumnos obtienen mejores calificaciones?
Ejercicio 6:

En unatiendas compras 3 discosteregalan 4 camisetasy en otratiendateregalan 5

camisetas al comprar 4 discos, ¢en qué tienda es més rentable comprar?

Ejercicio 7:
Cuatro vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.
¢QUuE clase de vaca es mejor lechera, lanegrao lamarrén?
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Como se observa, en algunos gercicios es posible utilizar la razbn como
herramienta para comparar las situaciones presentadas, mientras que en otros se puede
definir la razén entre las magnitudes implicadas, pero esa razon no es Util ala hora de
comparar las situaciones y, finalmente, en otros gjercicios ni siquiera es posible definir

larazon.
Latarea se desarrolla en tres fases:
1. Trabao del alumno: El estudiante debe completar 1a hoja de trabajo.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: El profesor recoge la
hoja de trabajo completada por € aumno. A continuacion se plantea en la
pizarra una seleccion de los gjercicios que € profesor considera mas interesante
trabgjar con los alumnos (de acuerdo con la distincion anterior). En cada uno de
ellos se recaban las respuestas e ideas de los alumnos y se promueve la
discusion.

3. Intervencion final del profesor: El profesor actia como moderador en las
discusiones anteriores, aclarando los puntos conflictivos y enfatizando las ideas
mas interesantes de los alumnos. Por ultimo, se presenta de nuevo la utilidad de
la razén ala hora de comparar ciertas situaciones haciendo énfasis, no obstante,

en gue no siempre es asi.

V.3.7.4 Evaluacién

Para la evaluacion de la actividad se utilizara la hoja de trabajo entregada por los
alumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comun el profesor evaluara

igualmente las respuestas de |os alumnos.

V.3.8 Actividad de aula 5: Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de

proporcionalidad directa

Esta actividad, llevada a cabo en clase por pargas, supone la primera toma de
contacto de los alumnos con los clasicos gercicios de busgueda de cantidades
desconocidas en situaciones de proporcionalidad.

En los cinco gercicios planteados tiene sentido calcular la razén entre las

magnitudes involucradas, siempre bajo las condiciones de regularidad apropiadas.
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Ahora bien, solo en € Ejercicio 1 son razonables las condiciones de regularidad
necesarias. De hecho, en el Ejercicio 4 se habla de tiempos necesarios para elevar la
temperatura de un recipiente, situacion en la que las variables estén relacionadas de

forma exponencial negativa.

De todas formas, en €l resto de gercicios aparecen razones que, pese a ser poco
realistas, se utilizan a menudo (o al menos se usan otras similares) como son: periddicos
por habitante o teléfonos mdviles por alumno. En esas situaciones se ha prestado
especial atencion asi e alumno ha sido capaz de hacer explicitas las condiciones o las
SupOsSi ciones hecesarias para hablar de razon.

V.3.8.1 Objetivos

1. Reforzar e reconocimiento de magnitudes directamente proporcional es.

2. Reforzar e reconocimiento de magnitudes que no son directamente

proporcionales.

3. Recordar €l significado de razon como “tanto por uno” y la necesidad de la

condicion de regul aridad.
4. Utilizar larazon como “tanto por uno” para resolver problemas de busqueda de
cantidades desconocidas.
V.3.8.2 Contenidos
1. Larazén entre magnitudes en situaciones cualesquiera.
2. Lacondicion de regularidad.

3. Magnitudes directamente proporcionales.

V.3.8.3 Metodologia

Los alumnos trabgjan por pargas. A cada pargja se le entregan dos fichas de

trabajo idénticas (unapara ellos y otra que recogera el profesor al finalizar la actividad).

En laficha se presentan varios g ercicios de busqueda de cantidades desconocidas.
Los alumnos no se habian enfrentado previamente a gjercicios de esta naturaleza. La
hoja entregada es:
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Nombres:

Recordad que dos magnitudes son directamente proporcionales si se puede definir una
razon entre ellas. Ademas larazon entre dos magnitudes es la cantidad de la primera que
se corresponde con una unidad de la segunda. Con estaidea, tratad de resolver los
siguientes problemas.

Ejercicio 1:

Para obtener 4200 litros de mosto hacen falta 6300 kilogramos de uva, ¢cuantos
kilogramos de uva se necesitan para obtener 3560 litros de mosto?

Ejercicio 2:

En un libro de 360 péginas hay 15 capitulos, ¢cudntos capitulos tendra un libro de 288
paginas?

Ejercicio 3:

En una ciudad de 600000 habitantes se editan 4 periédicos, ¢cuantos periédicos se
editaradn en una ciudad de 1050000 habitantes

Ejercicio 4:

Se tarda 9 minutos para aumentar 5 grados la temperatura de un recipiente de 12 litros,
¢qué tiempo se tardara en aumentar 17 grados la temperatura de dicho recipiente?
Ejercicio 5:

En una clase de 25 alumnos hay 14 teléfonos moviles, ¢cuantos tel éfonos moviles habra

en unaclase de 18 alumnos?

Se observa, como en actividades anteriores, una variedad de situaciones. En este
caso se presentan magnitudes directamente proporcionales, magnitudes relacionadas

pero no directamente proporcionales y magnitudes no relacionadas en absol uto.
La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Presentacion y trabgjo de los aumnos: El profesor describe la actividad y los
alumnos, por parejas, deben completar  mayor nimero de gercicios posible.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los aumnos. Se plantean los
gjercicios que € profesor considera mas interesantes, y los alumnos presentan y
discuten sus respuestas, haciendo las preguntas necesarias para que aparezcan €
mayor nimero de ideas y argumentos posible.
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3. Intervencion fina del profesor: El profesor refina las ideas de los aumnos para
presentar el modo de atacar los problemas de cantidades desconocidas, teniendo

en cuentalatipologia descritamas arriba.

V.3.8.4 Evaluacion

Parala evaluacion de la actividad se utilizarén |as hojas de trabajo entregadas por
los aumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor

evaluaraiguamente las respuestas de |os alumnos.

V.3.9 Tarea de casa 4. Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de

proporcionalidad directa

Esta tarea estaba pensada como una ampliacion de la Actividad 5, realizada por
paregjas en clase. En este caso se pretendia que los alumnos trabagjaran individual mente

en casa para afianzar €l trabajo realizado en clase.

En latarea se presentaban esencia mente dos tipos de problemas:. aquellos en los
gue tenia sentido (bgjo las condiciones de regularidad adecuadas) hallar la razén entre
las magnitudes involucradas y, por tanto, se podia encontrar la cantidad desconocida y

aquellos en los que no era posible.

Los gercicios 1, 3, 5y 6 eran “resolubles’ en el sentido que hemos indicado
antes. Sin embargo, en los gercicios 2 y 4 no tenia sentido e calculo de larazdn. Ahora
bien, en estos dos Ultimos gercicios el motivo era distinto. Mientras en el gercicio 2 las
dos magnitudes involucradas (edad y propina semanal) no estan relacionadas, en €
giercicio 4 las magnitudes relevantes (nimero de perros y duracion de la comida) estan
relacionadas pero de forma (alo sumo) inversamente proporcional. En los gercicios 3y
4 aparecen en € enunciado 3 magnitudes (esto ya sucedié en tareas anteriores y dio
problemas a los alumnos), si bien una de ellas puede suponerse fija y, por tanto,

obviarse en la solucion del problema.

Finalmente; los gercicios 5 y 6, en los que se remite a alumno a la cantidad de
una magnitud correspondiente a 100 unidades de la otra, estaban pensados para servir

como pretexto alahora deintroducir laidea de porcentgje.
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V.3.9.1 Objetivos
1. Reforzar € concepto de razdn como “tanto por uno”.

2. Utilizar dicho concepto pararesolver problemas de cantidades desconocidas en

situaciones de proporcionalidad directa.

3. Observar que existen magnitudes que estan rel acionadas pero que no son

directamente proporcionales.
4. Observar gue existen magnitudes que no estan relacionadas.

5. Introducir laidea de “tanto por ciento”.

V.3.9.2 Contenidos
1. Larazén entre magnitudes en situaciones cualesquiera
2. Lacondicion de regularidad.

3. Magnitudes directamente proporcionales.

V.3.9.3 Metodologia

Esta tarea esta disefiada para ser |levada a cabo por cada alumno individual mente
en su casa. Se pretende que esta tarea refuerce las ideas trabgjadas en la Actividad de

aulab.

Se entrega a los alumnos una hoja de trabgo en la que se presentan varios
giercicios de busgueda de cantidades desconocidas. En concreto, la hoja de trabajo

entregada es.

Nombre:

En clase hemos comprobado cémo el uso de larazon nos permite resolver problemas en
los que dos magnitudes son directamente proporcionales y queremos encontrar la
cantidad de una de las magnitudes gque se corresponde con una cantidad conocida de la
otra. Estos gercicios van en lamisma direccion.

Ejercicio 1:

3 docenas de huevos cuestan 3,5 euros. ¢Cuanto costaran 25 huevos?

Ejercicio 2:

Mariatiene 13 afios y recibe una propina semanal de 7 euros. ¢Qué propinarecibiraalos
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17 afos?

Ejercicio 3:

Un grupo de 3 obreros tarda 2 dias en embaldosar una superficie de 200 metros
cuadrados. ¢Cuantos dias tardardn en embaldosar una superficie de 350 metros
cuadrados?

Ejercicio 4:

Con un saco de comida para perros los 2 perros de Luis pueden comer durante todo un
mes, ¢cuanto tiempo les durara esa misma comidaalos 3 perros de Maria?

Ejercicio 5:

En las rebajas de una tienda una camisa que cuesta 20 euros tiene un descuento de 3
euros. ¢Cuanto descuento tendra un abrigo que cuesta 100 euros?

Ejercicio 6:

Para hacer hormigon un abafiil junta 2 kilos de cemento con 4 kilos de arena. Si quiere
fabricar 12 kilos de hormigon ¢cuantos kilos de cada material debe utilizar? &Y s quiere
fabricar 100 kilos?

Como se observa, se presentan magnitudes directamente proporcionales,
magnitudes relacionadas pero no directamente proporcionales y magnitudes no
relacionadas en absoluto. Los dos Ultimos gjercicios estdn pensados para que sirvan

como introduccion alaidea de “tanto por ciento”.
La actividad se desarrolla en tres fases:
1. Trabgo del aumno: El estudiante debe completar la hoja de trabajo.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: El profesor recoge la
hoja de trabgjo completada por e alumno. A continuacion se resuelven en
comun una seleccion de los gercicios que €l profesor considera mas interesantes

segun latipologiaindicada més arriba.

3. Intervencién final del profesor: El profesor recoge las ideas mas significativas de
los alumnos y recapitula los conceptos de la actividad anterior. Su intervencién
concluye introduciendo |la idea de porcentaje como “tanto por cien” a partir del

andlisis de uno de los dos Ultimos gercicios.

ANTONIO M. OLLER MARCEN




FASE DE ACCION

V.3.9.4 Evaluacién

Parala evaluacion de la actividad se utilizarén |as hojas de trabajo entregadas por
los alumnos asi como el diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor

evaluaraiguamente las respuestas de |os alumnos.

V.3.10 Actividad de aula 6: Porcentajes

Esta actividad supone e primer encuentro de los aumnos con situaciones
problematicas que involucran el concepto de tanto por ciento. A partir de los dos
ultimos gjercicios de la Tarea 4 se habia introducido en clase laidea de porcentaje como
“tanto por ciento” en analogia con la razén introducida como “tanto por uno”. Es decir,
seindicd que € porcentaje que una magnitud representa respecto de otra es la cantidad

de la primera que se corresponde con 100 unidades de |a segunda.

En la actividad se plantean cuatro gercicios. Cada uno de ellos consta de varios
apartados en los que se hacen diversas preguntas relacionadas directamente con los
porcentajes, con laidea de razdn o con otros aspectos. En concreto:

1. En € Ejercicio 1 se pide calcular la cantidad que se corresponde con un cierto
porcentgje del total [problema directo], una razén entres dos cantidades de
magnitud y el porcentaje que representa una cierta cantidad respecto del total.
Aparece también una pregunta que involucra ideas de complementariedad.

2. En e Ejercicio 2 se pide calcular € tota conociendo la cantidad que se
corresponde con un determinado porcentgje [problema inverso] y una razon.
Ademas hay una pregunta “trampa’ para observar la comprension que los
alumnos tienen de la situacion.

3. En € Ejercicio 3 se pide un descenso porcentual (calcular un porcentge y
restarlo del total), el porcentagje que cierta cantidad representa respecto de otra 'y
el calculo de un precio original conociendo € precio tras un descenso porcentual
dado.

4. En € cuarto gercicio se pide un aumento porcentual, €l porcentaje de subida que
supone una cierta variacion en un precio y una discusion sobre la comparacion

de dos aumentos de precio.
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Aunque las ideas subyacentes en todos los gercicios son las mismas, hay
diferencias suficientes como para justificar que, en la siguiente seccion, analicemos
cada uno de ellos por separado.

V.3.10.1 Objetivos
1. Presentar € concepto de porcentaje como “tanto por ciento”.
2. Comprender larelacion entre razon y porcentgje.
3. Resolver, utilizando € significado de “tanto por ciento” diversos problemas
relacionados con porcentgjes.
V.3.10.2 Contenidos
1. El porcentge.
2. Larazdn entre magnitudes en situaciones cual esquiera.
3. Lacondicién de regularidad.

4. Magnitudes directamente proporcionales.

V.3.10.3 Metodologia

Los aumnos trabagjan por pargjas. A cada pargja se le entregan dos fichas de

trabajo idénticas (unapara ellos y otra que recogera el profesor al finalizar la actividad).

En laficha se presentan varios gercicios en los que se hace necesario € uso de la
idea de raz6bn como tanto por uno y € de porcentge como “tanto por ciento”. Los
alumnos no se habian enfrentado anteriormente a este tipo de gercicios y tan conocian
la definicion de porcentaje como “tanto por ciento”. La hoja entregada a cada pargja es

lasiguiente:

Nombres:

Recordad que e porcentaje que una magnitud representa respecto de una segunda
magnitud es justamente la cantidad de la primera magnitud que se corresponde con 100
unidades de la segunda. Teniendo esto en cuenta debéis tratar de resolver |os siguientes

problemas:
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Ejercicio 1:
En una ciudad hay un 52% de mujeres. Si
la poblaciéon total es de 725.000 habitantes:
i. ¢Cuantas mujeres viven en esa
ciudad?

ii. ¢Cuadntos hombres viven en la
ciudad?

iii.  ¢Cul eslarazdn entre hombres y
mujeres?

iv. ¢Cud es e porcentgje de hombres
respecto de la poblacién total de la
ciudad?

Ejercicio 3:
En unatienda de el ectrodomeésticos un
televisor LCD de 32 pulgadas cuesta 425
euros. Durante las rebgjas el duefio decide
hacer un descuento del 20%.
i. ¢Cud esd precio del televisor
durante las rebajas?

ii.  ¢Qué porcentaje representa el
precio rebajado respecto del precio
sinrebgjar?

iii.  Un DVD ha costado durante las
rebgjas 125 euros, ¢cuanto costaba

antes de las rebgjas?

Ejercicio 2:
Se sabe que en un determinado pueblo solo
el 3% de la gente es pelirroja. Si en ese
pueblo hay exactamente 625 pelirrojos:
i. ¢Cuantas personas viven en ese
pueblo?
ii. ¢Cuantas personas rubias viven
ali?
iii.  ¢Cud es larazén entre e nimero
de pelirrojos y € tota de la

poblacion?

Ejercicio 4:

Debido alasubidadel precio dela
gasolina, los billetes de autobus también
van a subir de precio. En concreto la
subidavaaser del 4,5%.

i.  Siunbillete de autobus cuesta 1,10
euros, ¢cuanto costara después de
la subida?

ii.  Siunlitro de gasolina ha pasado de
costar 0,98 euros a costar 1,1 euros,
¢cudl es e porcentgje de subida del
precio de la gasolina?

iii.  ¢Esjustalasubidadel precioen €
billete de autobus?

En los gercicios aparecen cuestiones relacionadas con € significado del

porcentaje y con su relacion con el concepto de razon. También aparecen problemas

directos e inversos, aumentos y disminuciones porcentuales.

La actividad se desarrolla en tres fases:
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1. Presentacion y trabgjo de los alumnos: El profesor describe la actividad y los
alumnos, por pargjas, deben completar € mayor nimero de gercicios posible.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos. Se plantean las
cuestiones que el profesor considera més interesantes y 1os alumnos presentan y
discuten sus respuestas, se hacen las preguntas necesarias para que aparezcan €l

mayor nimero de ideas y argumentos posible.

3. Intervencion final del profesor: El profesor refinalas ideas de los alumnos para
presentar claramente la idea de “tanto por ciento”, su relacion con la razon vy,

como consecuencia, el modo de atacar |os problemas presentados.

V.3.10.4 Evaluacién

Para la evaluacion de la actividad se utilizaran las hojas de trabajo entregadas por
los alumnos asi como el diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor

evaluaraiguamente las respuestas de los alumnos.

V.3.11 Tarea de casa 5. Porcentajes

Esta tarea estaba pensada como continuacion de la Actividad 6. Como de
costumbre, en este caso |os alumnos trabajaron individua mente en sus casas después de
haber trabajado en clase |a citada actividad.

Aunque € tema central de la tarea son los porcentgjes (problemas directos e
inversos, aumentos y disminuciones porcentuales), también hay preguntas relativas a
significado de larazon y de calculo de cantidades desconocidas; mas en concreto:

1. En e Ejercicio 1 se plantea € problema inverso (calcular €l total conocida la
cantidad correspondiente a un porcentge), y € problema directo (cacular la
cantidad correspondiente a un porcentgje del total). También hay una pregunta
referente a significado de la razén entre dos magnitudes y otra “con trampa’
relacionada con laidea de complementariedad.

2. En € Ejercicio 2 se plantea un problema de blsqueda de cantidad desconocida
en una situacion de proporcionalidad directa, y también un problema de

disminucion porcentual y comparacion de dos situaciones.
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3. El Ejercicio 3 plantea una pregunta abierta relacionada con una situacion de
descuentos porcentual es.

4. En €& Ejercicio 5 se vuelve sobre la idea de razon, se pide € céculo del
porcentagje que una magnitud representa respecto de otra y, finalmente, se
plantea un nuevo problema de proporcionalidad para aplicar las ideas anteriores.

5. En € Ejercicio 5 se plantea la necesidad de comparar dos aumentos de precio
para utilizar €l porcentgje de subida como herramienta frente a la subida en
términos absolutos. También se vuelve sobre laidea del porcentaje como “tanto

por cien”.
Al igual que en la actividad anterior estudiaremos las respuestas de los alumnos
en cada g ercicio separadamente.
V.3.11.1 Objetivos
1. Reforzar € concepto de porcentgje.

2. Resolver usando € significado de “tanto por ciento” diversas tipologias de

problemas.
3. Comprender los significados de las razones y porcentajes que aparecen en una
situacion determinada y utilizarl os adecuadamente.
V.3.11.2 Contenidos
1. El porcentge.
2. Larazdn entre magnitudes en situaciones cual esquiera.
3. Lacondicién de regularidad.

4. Magnitudes directamente proporcionales.

V.3.11.3 Metodologia

Esta tarea esta disefiada para ser |levada a cabo por cada alumno individua mente
en su casa. Se pretende que esta tarea refuerce las ideas trabgjadas en la Actividad de

aula 6.

Se entrega a los alumnos una hoja de trabgo en la que se presentan varios

gercicios similares a los de dicha actividad y que involucran distintos aspectos
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relacionados con los porcentgjes. La hoja de trabajo a completar por los alumnos es la

siguiente:

Nombre:
En clase hemos presentado 1o que significa el porcentaje y has resuelto problemas en los
gue aparecia ese concepto. Recuérdalos y trata de resolver |os siguientes.
Ejercicio 1:
En el Parque del Aguahay unagran variedad de arboles. El 7% de ellos son olmosy €
11% fresnos. Sabemos que hay 468 olmos.
i. ¢Cuéantos arboles hay en total?
ii.  ¢Cuéantos de dichos arboles son fresnos?
iii.  ¢Cud eslarazon entre fresnosy olmos?
iv.  ¢Cuantostilos hay en parque del agua?
Ejercicio 2:
En un anuncio de un coche nos dicen que el nuevo modelo consume un 15% menos de
gasolina que e modelo antiguo. El model o antiguo gasta 7 litros de gasolina cada 100
kilometros.
i.  ¢Cuéantos litros de gasolina necesita el modelo antiguo pararecorrer 175
kilometros?
ii.  Hacemos una prueba con e nuevo modelo y descubrimos que necesita 9 litros

pararecorrer 150 kilometros. ¢Es engafiosa la publicidad?

Ejercicio 3:
. o iiRebajas del 20%!!
En unatienda de ropaves el siguiente cartel: e 10
¢Qué opinas?
Ahora: 145€
Ejercicio 4:

Para elaborar refresco de naranja se deben mezclar 400 mililitros de zumo de naranja con
un litro de agua.
i.  ¢Cud eslarazon entre el aguay €l zumo?
ii.  ¢Cud es€ porcentaje de zumo de naranja respecto del total de refresco?
iii.  ¢Qué harias paraelaborar 2 litros de refresco?
Ejercicio 5:
Ayer, en e Mercado Central, |os tomates costaban 1,05 euros € kilo. Hoy, sin embargo,
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cuestan 1,35 euros @ kilo. Ayer las naranjas costaban 0,68 euros el kilo y hoy cuestan
0,90 euros € kilo.
i.  ¢Qué hasubido méas de precio, el tomate o las naranjas?

ii.  ¢Qué porcentaje supone el precio de los tomates hoy respecto a ayer?

De nuevo se ha tratado de abarcar el mayor nimero de situaciones probleméticas
diferentes. problemas directos e inversos, aumentos y disminuciones porcentuales,
significado del porcentge como “tanto por ciento” y su relacion con la razon como

“tanto por uno” ...
La actividad se desarrolla en tres fases:
1. Trabajo del dumno: El estudiante debe completar 1a hoja de trabgjo.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: El profesor recoge la
hoja de trabagjo completada por los alumnos. A continuacion se resuelven en
comun una seleccion de las situaciones que € profesor considera mas

interesantes seguin la tipologia indicada mas arriba.

3. Intervencion final del profesor: El profesor recoge las ideas y argumentos mas
significativos de los alumnos, recapitulando todo lo trabajado hasta e momento

relacionado con los porcentajes.

V.3.11.4 Evaluacién

Para la evaluacion de la actividad se utilizaran las hojas de trabajo entregadas por
los alumnos asi como el diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor

evaluaraiguamente las respuestas de 1os alumnos.

V.3.12 Tarea de casa 6: Reconocimiento de condicionesderegularidad y razones||

En esta tarea se presentan a los alumnos distintas situaciones en las que aparecen
una o varias magnitudes relacionadas (0 no) entre si. En cada situacion se pide a los
alumnos que indiquen, caso de existir, magnitudes que varian, magnitudes que
permanecen constantes y, cuando sea posible, sefiadar la razén entre las dos magnitudes

que, supuestamente, varian asi como las condiciones de regularidad necesarias.
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Salvo en la situacion 3 (en la que solo aparece una magnitud) y en la5 (en laque
aparecen dos), en todas las demas hay a menos tres magnitudes en juego; si bien es

cierto que alguna puede estar “oculta’ (veremos lo que esto quiere decir).

En las situaciones en las que aparecen tres magnitudes interrelacionadas, para
poder hablar de dos magnitudes que varian, siempre debe suponerse que la tercera de
ellas es fija. La riqueza de las situaciones planteadas reside en que puede suponerse
constante cualquiera de las tres magnitudes e indicar que las otras dos son las que
varian. Lo que cambia en cada caso, por supuesto, es la relacion existente entre las dos
magnitudes que varian. Por gemplo, en la situacién 2, cuyo enunciado es:. “Con los
bocadillos que se han preparado, cada uno de los 60 alumnos que van de excursion
puede comer 5 bocadillos a lo largo del dida’ se pueden hacer las siguientes
consideraciones:

e El numero total de bocadillos es constante y entonces el nimero de alumnos y
los bocadillos por alumno varian (de forma inversamente proporcional, aunque
los alumnos aln no pueden expresar esto).

e El nimero total de alumnos es constante y entonces los bocadillos por alumno y
el nimero tota de alumnos varian (nuevamente de forma inversamente
proporcional).

e Los bocadillos por alumno son fijos y entonces € nimero de alumnos y € de
bocadillos varian de forma directamente proporcional. En este caso |os aumnos
si tienen el lenguaje apropiado, la razén es justamente la tercer magnitud en
juego y la condicion de regularidad es justamente suponer que dicha razén es

constante.

En fin, mas alla de un andlisis relativamente exhaustivo como € que acabamos
de redlizar; que ningun alumno ha realizado, |o que se pretendia era observar el manegjo
de las magnitudes y la comprension de las situaciones en las que estas aparecen por

parte de los aumnos.

V.3.12.1 Objetivos

1. Reconocer las razones que se puedan definir en una determinada situacion y

comprender su significado.
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2. Observar que magnitudes varian y cudles no en una situacion concreta.
3. Cacular larazdn en aguellas situaciones en las que es posible hacerlo.

4. Observar que existen situaciones en las que no se puede definir larazon entre las

magnitudes involucradas.

5. Introducir € concepto de magnitudes inversamente proporcionales y de
constante de proporcionalidad.

V.3.12.2 Contenidos
1. Larazon entre magnitudes en situaciones cualesquiera.
2. Lacondicién de regularidad.

3. Magnitudes directamente proporcionales en una situacion dada.

V.3.12.3 Metodologia

Esta tarea esta disefiada para ser |levada a cabo por cada alumno individua mente
en su casa. Esta tarea (que puede verse como una continuacién de la Tarea de casa 2),
por un lado, estd pensada a modo de nueva recapitulacion de los conceptos mas
importantes presentados hasta el momento (excepto € porcentagje), y por otro lado,

como introduccion del concepto de magnitudes inversamente proporcional es.

Se entrega a los alumnos una hoja de trabgo en la que se presentan diversas
situaciones. En cada una de €llas se pide que indiquen las magnitudes que varian, las
gue se mantienen constantes (si existen), asi como las condiciones de regularidad
necesarias para poder definir razones entre las magnitudes involucradas (si es que se
pueden definir) o e motivo por e que no se pueda definir la razén en su caso. En

concreto:

Nombres:

A continuacion te presentamos diversas situaciones. En cada una de ellas debes indicar
las magnitudes que varian, si alguna magnitud se mantiene constante y las razones que
se puedan definir en cada situacion (diciendo las condiciones de regularidad que se

deben cumplir). Si entre dos magnitudes no se puede definir larazon indicalos motivos.
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Stuacién 1. Para pagar € autobls de una
excursion de 350 kilémetros cada uno de los 34

pasajeros tiene que pagar 45 euros.

Stuacién 3. En una cagja caben 120 pelotas de
tenis, tanto si son de color amarillo como s son
de color verde.

Stuacién 5: Estudio 5 horas diarias para
preparar los exdmenes findes de las 7
asignaturas que hay en 4° curso.

Stuaciéon 2. Con los bocadillos que

se han preparado, cada uno de los 60
alumnos que van de excursion puede

comer 5 bocadillosalo largo del dia.

Stuacién 4: Abriendo e grifo 8

minutos se llena una bafera de 225

litros.

Stuacion 6: Los 120 kilogramos de

café, después de tostarl os, pesan 96
kilogramos.

Como se observa, entre dichas situaciones apareceran magnitudes directamente

proporcionales, inversamente proporcionales y magnitudes no relacionadas de ninguna

de las dos formas anteriores.

Nuevamente |atarea se desarrolla en tres fases:

1. Trabgo del aumno: El estudiante debe completar la hoja de trabajo entregada.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: El profesor recoge las

hojas de trabgjo de los aumnos. A continuacion se plantea en la pizarra una

seleccion de las situaciones que € profesor considera més interesante abordar

con los alumnos. Para cada una de €ellas |os estudiantes plantean sus respuestas y

discuten las de los demas.

3. Intervencién fina del profesor: El profesor actia como moderador en las

discusiones anteriores, aclarando los puntos conflictivos y concretando las ideas

mas interesantes de los alumnos. Para concluir e profesor introduce €l concepto

de magnitudes inversamente proporcionales tomando como g emplo alguna de

las situaciones anteriores y confrontandolo claramente con alguna situacion en la

gue no existatal relacion.

V.3.12.4 Evaluacion

Para la evaluacion de la actividad se utilizara la hoja de trabajo entregada por los

alumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comln el profesor evaluara

igualmente las respuestas de |os alumnos.
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V.3.13 Actividad de aula 7: Reconocer magnitudes inver samente propor cionales

Esta es la primera actividad en la que aparece de manera esencia e concepto de
magnitudes inversamente proporcionales. Este concepto habia sido introducido por €
profesor a final de la Tarea 6 como un nombre para un tipo muy concreto de las

situaciones que aparecian.

Ademas de trabajar la idea de la proporcionalidad inversa, en esta actividad se
pretendia observar nuevamente e manejo de las magnitudes por parte de los alumnos.
Aungque en cada gercicio las magnitudes correspondientes se presentan
descontextualizadas, hay que tener en cuenta que el alumno puede, y debe, imaginar un
contexto en e que plantear el gercicio; es decir, un contexto en e que las saeis

magnitudes presentadas aparezcan con sentido.

En cada gjercicio pueden aparecer variables gue no son magnitudes, magnitudes
no relacionadas, magnitudes relacionadas de forma inversamente proporciona vy
magnitudes que estan relacionadas pero no mediante una proporcionalidad inversa.
V.3.13.1 Objetivos

1. Reconocer magnitudes inversamente proporcionales.
2. Reconocer magnitudes que no son inversamente proporcional es.

3. ldentificar la constante de proporcionalidad en una situacion de
proporcionalidad inversa

4. Reforzar laidea de condicion de regularidad.

V.3.13.2 Contenidos:
1. Magnitudes inversamente proporcionales en una situacién dada.
2. Laconstante de proporcionalidad en situaciones de proporcionalidad inversa.
3. Larazdn entre magnitudes en situaciones cual esquiera.

4. Lacondicion de regularidad.
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V.3.13.3 Metodologia

Esta actividad es similar a la Actividad de aula 4. Los alumnos trabajan por
pargjas. A cada pargja se le entregan dos fichas de trabajo idénticas (una para ellos y

otra que recogera el profesor al finalizar la actividad).

En laficha se presentan varios gercicios. En cada uno de ellos aparecen diversas
magnitudes. Los alumnos deben relacionar una parga de magnitudes que sean
inversamente proporcionales, indicando en ese caso las condiciones de regularidad
necesarias asi como la constante de proporcionalidad y los significados de las razones
entre esta constante y las magnitudes que varian. También deben indicar una pargja de
magnitudes que no sean inversamente proporcionaes, sefidando e motivo. La hoja de

trabajo eslasiguiente:

Nombres:

Recuerda que dos magnitudes son inversamente proporcionales, bgjo ciertas condiciones
de regularidad, cuando no se puede definir unarazén entre ellas pero existe unatercera
magnitud que permanece constante de manera que si que se puede definir larazon entre
dicha magnitud constante y cada una de las otras dos magnitudes.

En cada uno delos gercicios,

1. Buscauna pareja de magnitudes que sean inversamente proporcionales,
sefialando las condiciones de regularidad que se deben cumplir y la constante de
proporcionalidad. ¢Qué significado tiene larazén entre la constante de
proporcionalidad y cada una de |as otras dos magnitudes?

2. Busca una pareja de magnitudes que no sean inversamente proporcionales,

indicando las razones por las que no lo son.

Ejercicio 1:

Kilogramos de naranjas. NUmero de naranjas por kilogramo.
Precio de cada naranja. Precio del kilogramo de naranjas.
Peso de cada naranja. Diametro de una naranja.
Ejercicio 2:

NUmero de grifos. Capacidad de una piscina.

Temperatura del agua. Tiempo de aperturade los grifos.
Metros de profundidad de la piscina. NUmero de bafiistas.
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Ejercicio 3:

NUmero de libros. NUmero de paginas.
Precio de cada libro. Edad, en afios, del comprador.
El tamafio de laletradel texto. Numero de fotografias de cada libro.

La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Presentacion y trabgjo de los aumnos: El profesor describe la actividad y los

alumnos, por parejas, deben completar e mayor nimero de gercicios posible.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los aumnos. Se plantea a menos
uno de los gercicios y la clase a completo discute las respuestas propuestas por
algunos de sus comparieros.

3. Intervencion final del profesor: El profesor refina las ideas planteadas por los
alumnos y, haciendo uso de las mismas, analiza completamente uno de los
gercicios. Se concluye recordando los conceptos de razdn, constante de
proporcionaidad, condicion de regularidad y magnitudes inversamente

proporcionales.

V.3.13.4 Evaluacion

Parala evaluacion de la actividad se utilizarén |as hojas de trabajo entregadas por
los adumnos asi como e diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor

evaluaraiguamente las respuestas de |os alumnos.

V.3.14 Actividad de aula 8: Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de

propor cionalidad inversa

Esta actividad fue pensada como un primer acercamiento a los problemas de
busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de proporcionalidad inversa. Se
trabg0 en clase por pargjas 1o que explicara e progresivo aumento de respuestas en

blanco conforme avanza la actividad.

Los cinco gercicios propuestos pueden clasificarse en tres grupos. En primer
lugar encontramos los gercicios 1 y 4. En elos las magnitudes presentadas son
inversamente proporcionales, pero la magnitud que las relaciona (la superficie de la

fachada en € primero y e aimento disponible en e segundo), no puede calcularse
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explicitamente. Por otra parte, en los gercicios 2 y 5 la magnitud que liga las dos
magnitudes inversamente proporcionales (pulsaciones necesarias para escribir €
informe y metros cubicos de tierra que deben transportarse, respectivamente), si pueden
calcularse a partir de los datos del problema. Esto supone una diferenciaimportante que
se reflgjard en e nimero de aumnos que resuelven correctamente los gercicios. Por
altimo, € gercicio 3 muestra una situacion en la que las magnitudes involucradas no
estan relacionadas y, en caso de estarlo, la relacion debiera ser de proporcionalidad

directa.
A la hora de vaorar las respuestas de los alumnos distinguiremos cada una de
las tres tipol ogias de gjercicios anteriormente descritas.
V.3.14.1 Objetivos
1. Reforzar e reconocimiento de magnitudes inversamente proporcional es.

2. Reforzar € reconocimiento de magnitudes gue no son inversamente

proporcionales.

3. Recordar € significado de razon como “tanto por uno” y e de la condicion de

regul aridad.

4. Buscar la constante de proporcionalidad en situaciones de proporcionalidad

inversa.

5. Utilizar laconstante, larazén como “tanto por uno” y €l significado de las

operaciones para resolver problemas de busqueda de cantidades desconocidas.

V.3.14.2 Contenidos

Lo

Magnitudes inversamente proporcional es.
2. Laconstante de proporcionalidad en situaciones de proporcionalidad inversa.
3. Larazdn entre magnitudes en situaciones cual esquiera.

4. Lacondicion de regularidad.
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V.3.14.3 M etodologia

Los aumnos trabagjan por pargjas. A cada pargja se le entregan dos fichas de

trabajo idénticas (unapara ellos y otra que recogera el profesor al finalizar la actividad).

Esta actividad es similar ala Actividad de aula 5. En la ficha se presentan varios
gercicios de busgueda de cantidades desconocidas;, los alumnos no ya se habian
enfrentado previamente a egercicios de esta naturaleza en Situaciones de

proporcionalidad directa. La hojade trabgjo es:

Nombres:

Recordad que dos magnitudes son inversamente proporcionales si no se puede definir
unarazén entre ellas, pero existe una magnitud constante de forma que si que se puede
definir larazon entre dicha constante y las magnitudes involucradas. Con estaidea,
tratad de resolver |os siguientes problemas.

Ejercicio 1:

Tres pintores tardan 7 dias en pintar unafachada. Si hubiesen trabgjado 5 pintores,
¢cuantos dias habrian tardado en pintar esa fachada?

Ejercicio 2:

Una mecandgrafa, que hace 380 pulsaciones por minuto tarda 4 horas en escribir un
informe. Si hiciese 450 pulsaciones por minuto, ¢cuanto tiempo tardard en escribir e
informe?

Ejercicio 3:

De los 350 participantes en una maraton han terminado 260 atletas, ¢cuantos hubiesen
finalizado lamaraton si se presentan 200 atletas?

Ejercicio 4:

Un ganadero tiene pienso para alimentar a 300 terneros durante tres meses. Si tuviese
200 terneros, ¢durante cuantos dias |os podria aimentar?

Ejercicio 5:

Paratrasladar latierra producida a hacer un desmonte se necesitaron 100 camiones cada
uno de los cuales transportd 12 metros cubicos de tierra. ¢Cuantos viges de camion se

hubiese necesitado si |a capacidad de |os camiones fuese de 15 metros cubicos?

Se presentan en los egercicios magnitudes inversamente proporcionales y

magnitudes no relacionadas.
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La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Presentacion y trabgjo de los aumnos: El profesor describe la actividad y los

alumnos, por parejas, deben completar e mayor nimero de gercicios posible.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los aumnos. Se plantean los
giercicios que e profesor considera més interesantes y los alumnos presentan y
discuten sus respuestas, haciendo las preguntas necesarias para que aparezcan €

mayor nimero de ideas y argumentos posible.

3. Intervencion final del profesor: El profesor refina las ideas de los alumnos para
presentar e modo de atacar los problemas de cantidades desconocidas en
situaciones de proporcionalidad inversa.

V.3.14.4 Evaluacion

Para la evaluacion de la actividad se utilizaran las hojas de trabajo entregadas por
los adumnos asi como e diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor
evauaraiguamente las respuestas de |os alumnos.

V.3.15 Tarea de casa 7: Busqueda de cantidades desconocidas en situaciones de

proporcionalidad inversa

Esta tarea fue disefiada como una continuacion ala Actividad 8 llevada a cabo en
grupos en clase. En este caso los alumnos debian trabajar individua mente en sus casas
tomando como base aguello que se introdujo en la discusion de la actividad. El tema
centra de la tarea son las situaciones de proporcionalidad inversa; en concreto

situaciones de busqueda de una cantidad desconocida.

De los seis gercicios planteados, en cuatro de ellos (gercicios 1, 2, 5y 6) las
magnitudes involucradas pueden suponerse inversamente proporcionaes. De ellos, en €
primero la cantidad de la magnitud “oculta’ que sirve para relacionar las dos
magnitudes inversamente proporcionales puede calcularse explicitamente (gracias a que
una de las magnitudes es una razon, como ya comentamos en la actividad anterior). En
los otros tres la cantidad de magnitud “oculta’ no puede calcularse.

En los otros dos gercicios las magnitudes presentadas no pueden suponerse

inversamente proporcionales. De hecho, en € Ejercicio 3 ni siquiera hay relacion entre
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las magnitudes (duracion de un campamento y edad media de los campistas), y en €
Ejercicio 4, en el megjor de los casos (bajo condiciones de regularidad adecuadas), las
magnitudes que aparecen (gasto mensual en teléfono mévil y nimero de dias que posee

el mes), serian directamente proporcional es.

Se ha pretendido, pues, presentar un abanico relativamente amplio de situaciones
aunque se le ha concedido especial importancia al concepto central que se pretendia
trabagjar: las magnitudes inversamente proporcional es.

V.3.15.1 Objetivos
1. Reforzar € reconocimiento de magnitudes inversamente proporcionales.

2. Reforzar € reconocimiento de magnitudes gue no son inversamente

proporcionales.

3. Recordar € significado de razon como “tanto por uno” y e de la condicién de

regul aridad.

4. Buscar laconstante de proporcionalidad en situaciones de proporcionalidad

inversa

5. Utilizar la constante de proporcionalidad, larazon como “tanto por uno” y €l
significado de las operaciones para resolver problemas de busqueda de
cantidades desconocidas.

V.3.15.2 Contenidos

1. Magnitudes inversamente proporcionales.

2. Laconstante de proporcionalidad en situaciones de proporcionalidad inversa.

3. Larazdn entre magnitudes en situaciones cual esguiera.

4. Lacondicién de regularidad.

V.3.15.3 Metodologia

Esta tarea esta disefiada para ser |levada a cabo por cada alumno individua mente
en su casa. Se pretende que esta tarea refuerce las ideas trabgadas en la Actividad de
aula8y essimilar alaTareade casa4.
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Se entrega a los alumnos una hoja de trabgo en la que se presentan varios
gjercicios de busqueda de cantidades desconocidas. En concreto:

Nombre:
En clase hemos comprobado cémo el uso de la constante de proporcionalidad y de la
razén nos permite resolver problemas en |os que dos magnitudes son inversamente
proporcionaes y queremos encontrar la cantidad de una de las magnitudes que se
corresponde con una cantidad conocida de la otra. Estos gjercicios van en lamisma
direccion.
Ejercicio 1:
Un grifo que vierte 18 litros por minuto emplea 28 horas en llenar un deposito, ¢qué
tiempo empleariasi su caudal fuese de 42 litros por minuto?
Ejercicio 2:
Para atender un pedido de refrescos una fébrica tarda 8 horas utilizando 12 méguinas
embotel|adoras.

I.S se estropean 4 maguinas, ¢cuanto tiempo tardara en hacerse el pedido?

ii.Si se quiere hacer el pedido en 3 horas, ¢cuantas maquinas haran falta?
Ejercicio 3:
En un campamento de 15 dias de duracién la edad media de los campistas es de 13 afios,
¢cudl eslaedad media de los campistas de otro campamento que va a durar 21 dias?
Ejercicio 4:
Pedro paga 36 euros por las llamadas de teléfono realizadas durante un mes de 31 dias,
¢cuanto pagard por las llamadas realizadas durante un mes de 28 dias?
Ejercicio 5:
Veinte obreros realizan una obra; a cabo de quince dias han hecho la mitad. ¢Cuantos

obreros hay que agregar paraterminar la obra en cuatro dias?

Ejercicio 6:
Para limpiar los cristales de un edificio 15 personas tardan 6 horas. ¢Cuantas personas

hay que afiadir paralimpiar los cristales en 5 horas?

En este caso se presentan entre los gercicios situaciones de proporcionalidad

inversa, situaciones en las que las magnitudes no estan relacionadas y situaciones en las
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gue puede suponerse (aceptando ciertas condiciones de regularidad) que la relacién
existente es de proporcionalidad directa.

Laactividad se desarrolla en tres fases:
1. Trabao del alumno: El estudiante debe completar 1a hoja de trabajo.

2. Discusion colectiva sobre los resultados de los alumnos: El profesor recoge las
hojas completadas por los alumnos. A continuacion se resuelven en comadn una
seleccion de los gercicios que el profesor considera mas interesantes segun la

tipologia indicada més arriba.

3. Intervencion final del profesor: El profesor recoge las ideas mas significativas de
los alumnos y recapitula los conceptos principales trabgjados en esta tarea y en

laactividad anterior.

V.3.15.4 Evaluacion

Parala evaluacion de la actividad se utilizarén |as hojas de trabajo entregadas por
los aumnos asi como € diario de clase. Durante la puesta en comun e profesor

evaluaraiguamente las respuestas de |os alumnos.

V.4 DESARROLLO DE LASSESIONES

En & apartado V.2 hemos presentado la planificacion de la fase de accion
indicando y, entre otros aspectos, se indicaron la temporalizacion y la secuenciacion
previstas ala hora de desarrollar las actividades y tareas presentadas en € apartado V.3.
Como es natural casi nunca se produce una coincidencia entre lo planificado y lo que
finalmente sucede. En este apartado, ademas de consignar las divergencias que se dieron
entre ambos aspectos, recogemos las incidencias mas importantes de cada una de las

sesiones de trabajo.

V.4.1Sesion 1

Esta sesién tuvo lugar € martes dia 9 de marzo de 2010, en horarios de 10:20 a
11:10 (el grupo 1) y de 12:20 a 13:10 (el grupo 2).

En e grupo 1 se ausent6 € aumno A8; en & grupo 2 no hubo ausencias.
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El ritmo en € trabgjo autonomo de los alumnos fue bastante diferente en ambos
grupos, siendo mucho mayor en e segundo. De hecho, en € grupo 1 la intervencién
final del profesor apenas pudo esbozarse y fue necesario retomar la idea de razon

brevemente en €l inicio de la segunda sesion.

V.4.2 Sesion 2

Esta sesion tuvo lugar € miércoles dia 10 de marzo de 2010, en horarios de 8:15 a
9:05 (el grupo 1) y de 9:10 a 10:00 (el grupo 2).

En esta sesion no hay ausencias en ninguno de |os grupos.

Algunos alumnos muestran ya una cierta influencia externa ala hora de realizar la
Tarea de casa 1. En concreto A5 habia mirado € libro de texto para tratar de
completarlay los alumnos A35 y A43 hacen referencia explicita en la puesta en comun
a la regla de 3. Preguntados por € investigador, A43 sefiala que habia aprendido esa
técnicaen 6° de Primariay A35 que se la explicaron sus padres.

Nuevamente hay diferencias en cuanto al ritmo de trabgjo al realizar la Actividad
de aula 2. Algunos alumnos mostraban cierto estupor ante una situacion abierta en la

gue no se esperaba nada demasiado concreto de ellos.

V.4.3 Sesion 3

Esta sesién tuvo lugar € jueves dia 11 de marzo de 2010, en horarios de 9:10 a
10:00 (el grupo 1) y de 11:10 a12:00 (el grupo 2).

En e grupo 1 no hubo ausencias. En el grupo 2 se ausent6 el alumno A35.

Aungue no estaba previsto se comienza la clase en ambos grupos con una
recapitulacién del concepto de razén, de las dos razones posibles en una situacion y de
la idea de condicion de regularidad. Los alumnos muestran una clara tendencia a

quedarse sblo con el valor numeérico de larazén dejando algo de lado su significado.

En cuanto a la actividad planificada para los aumnos, e desarrollo no fue
demasiado satisfactorio debido a la interpretacion que los alumnos hicieron de la idea
“ser mas ventajoso” . Este hecho quedara de manifiesto en el andlisis de la actividad que

se hard en el capitulo siguiente. No obstante se entabl6 una discusion con los aumnos
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sobre € significado de “ventgjoso” que obligd a cambiar € contexto (en concreto se les
indicd que pensaran que en vez de cartulinas se trataba de billetes de 500 euros).

V.44 Sesion 4

Esta sesion tuvo lugar € viernes dia 12 de marzo de 2010, en horarios de 13:20 a
14:10 (el grupo 1) y de 10:20 a 11:10 (el grupo 2).

En esta sesién no hay ausencias en ninguno de 10s grupos.

En la puesta en comin de la Tarea de casa 2 se comentan las situaciones 2, 4, 8 y
9. Los alumnos no parecen tener problemas a la hora de indicar que dos magnitudes no
estan relacionadas y en general definen bien las razones y las condiciones de
regularidad; aunque hay que “forzarles’ un poco. Algunos aumnos no traen la Tarea 'y

laentregan a diasiguiente.

A la hora de trabgjar la Actividad de aula 4 surge una cierta confusion sobre |o
gue deben redlizar. En e grupo 1, ademés, se suma el hecho de que la Gltima hora de la
semana. Aparecen grandes dificultades ala hora de manejar |a pargja vel ocidad-tiempo.

Se concluye comentando en comun €l gercicio 1 delaActividad.

Una de las profesoras me dice que algunos alumnos le han pedido ayuda para
completar la Tarea de casa. También me comenta la preocupacion de algunos alumnos
sobre si habra examen. Estan preocupados por su nota media.

V.4.5Sesion 5

Esta sesion tuvo lugar € martes dia 16 de marzo de 2010, en horarios de 10:20 a
11:10 (el grupo 1) y de 12:20 a 13:10 (el grupo 2).

En e grupo 1 se ausenta A14 y no hubo ausencias en el grupo 2.
Se ponen en comun los gjercicios 2y 4 dela Tareade casa 3.

A lahora de resolver la Actividad de aula 5 algunos alumnos utilizan la Regla de
tres espontaneamente (uno indica que le hablo de la Regla de tres “una amiga de su
madre, que sabe de ciencias’). Se comentan en grupo los gercicios 1y 5y un adumno
menciona que “esto escomo lo de las pgjitas y las tarjetas’.

El alumno A1l preguntasi €l trabajo de clase cuenta para nota.

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

227




228

PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE
SECUNDARIA

V.4.6 Sesiéon 6

Esta sesion tuvo lugar € miércoles dia 17 de marzo de 2010, en horarios de 8:15 a
9:05 (el grupo 1) y de 9:10 a 10:00 (el grupo 2).

Nuevamente se ausenta A14 en € grupo 1y también falta a clase A50 en € grupo

Se resuelven en grupo los gercicios 2, 3 'y 5 de la Tarea de casa 4. Hay, en
general, poca participacion; sobre todo en € grupo 1 (la clase es a primera hora). Se

terminaintroduciendo € concepto de porcentaje.

Los alumnos trabajan en pargjas la Actividad de aula 6 hasta € fina de la clase.
Decido no hacer puesta en comin y dedicar la siguiente sesién integramente al trabgjo

con porcentajes.

V.4.7 Sesion 7

Esta sesién tuvo lugar € jueves dia 18 de marzo de 2010, en horarios de 9:10 a
10:00 (el grupo 1) y de 11:10 a12:00 (el grupo 2).

Nuevamente se ausenta e alumno Al14 en & grupo 1. No hay ausencias en €

grupo 2.

Dedicamos los 50 minutos de clase a la Tarea de casa 5. Hay una escasa
participacion, no parece haber calado bien el concepto de porcentaje; sin embargo casi
todos los alumnos conocen e algoritmo para € céculo de porcentges y tratan de
aplicarlo. Es més, a preguntarles sobre qué es e porcentgje, muchos responden

indicando e modo de calcularlo.

Los alumnos me dicen que a dia siguiente se van todos de excursién, por lo que
no habra clase. Como resultaimposible alargar €l calendario de sesiones, pues llegan las
vacaciones de Semana Santa, € equipo investigador decide omitir la Actividad de aula

7. LaTareade casa 6 larecogeré alasiguiente semana.
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V.4.8 Sesién 8

Esta sesién deberia haber lugar € viernes dia 19 de marzo de 2010, en horarios de
13:20 a 14:10 (el grupo 1) y de 10:20 a 11:10 (el grupo 2). Debido a una excursion

inesperada no hubo clase con ninguno de |os dos grupos.

V.4.9 Sesi6on 9

Esta sesion tuvo lugar € martes dia 23 de marzo de 2010, en horarios de 10:20 a
11:10 (el grupo 1) y de 12:20 a 13:10 (el grupo 2).

En e grupo 1 se ausentan A6y A8. En el grupo 2 no hay ausencias.

Ponemos en comuln las situaciones 1 y 2 de la Tarea de casa 6. La situacion 2
resulta, como era de esperar, mucho mas fécil de mangjar por los aumnos. Tras la
puesta en comun se utilizan esas sSituaciones para presentar e concepto de

proporcionalidad inversa.

En lugar delaActividad de aula 7 se propone alos alumnos la Actividad de aula 8
gue supone buscar cantidades desconocidas en situaciones de proporcionaidad inversa.
La puesta en comun sale bastante bien, aunque hablan 1os mismos alumnos de siempre.
Como la proporcionalidad inversa no se ha podido trabgjar demasiado € equipo
investigador decide que se dedique la Ultima sesién a resolver completamente en grupo
laTareadecasa?.

Al fina dela clase me preguntan dudas en privado A26 y A14; este Ultimo porque
ha faltado varios dias. Ademés el dumno A17 se me acerca y me hace una interesante
observacion: Me indica que se ha dado cuenta de que cuando hay proporcionalidad
directa las dos magnitudes aumentan a la vez y que s hay proporcionalidad inversa,
cuando una aumenta la otra disminuye. Para evitar la confusion le indico que la
observacion es muy interesante y que es cierta, pero que tiene que ser cuidadoso porque
esas condiciones no le garantizan la proporcionalidad directa o inversa de las

magnitudes.

V.4.10 Sesion 10

Esta sesion tuvo lugar el miércoles dia 24 de marzo de 2010, en horarios de 8:15 a
9:05 (el grupo 1) y de 9:10 a 10:00 (&l grupo 2).
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En e grupo 2 no hay ausenciasy en el grupo 1 vuelve afaltar A6.

Se dedicatodo € tiempo a completar en comin la Tarea de casa 7. No hay mucha
participacion, pero las respuestas son interesantes. Tratamos de hacer énfasis en la
caracterizacion de la proporcionalidad inversa, en las posibles formas de afrontar los
problemas de busqueda de cantidades desconocidas y en las diferencias entre ambas
relaciones de proporcionalidad.

V.4.11 Sesion 11
Esta sesion tuvo lugar € jueves dia 25 de marzo de 2010, en horarios de 9:10 a
10:00 (¢l grupo 1) y de 11:10 a12:00 (el grupo 2).

Esta sesion se dedicd alarealizacion de una prueba final de evaluacion. La Unica
ausencia fue la del aumno A39 del grupo 2. Para este alumno se prepard una prueba

alternativa que realizo a regreso de | as vacaciones de Semana Santa.

Excepto 4 alumnos: A21, A33, A42 y A44 todos los demas completan el examen

en menos de los 50 minutos disponibles.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



CAPITULO VI:

OBSERVACION Y REFLEXION.

VI1.1. INTRODUCCION

En e Capitulo IV se ha presentado una propuesta didactica original disefiada para
tratar de mejorar la ensefianza de la proporcionalidad aritmética en secundaria. En €
Capitulo VI se ha descrito la implementacion en € aula de 1° de E.S.O. de una
adaptacion de parte de dicha propuesta. En este capitulo vamos a andizar los datos
obtenidos en la fase experimenta y reflexionar sobre |as observaciones realizadas.

En & Capitulo | se describieron los focos de investigacion, o nucleos de
contenido, en torno a los que se organizaba |la propuesta didactica llevada al aulaen la
fase experimental asi como |os aspectos clave que se pretendian analizar en cada uno de

ellos:

1. Razony condicion de regularidad.
i. El concepto de razon.
ii. Lacondicién de regularidad.
iii. Comparacion de razones.
iv. Andlisisde situaciones

2. Proporcionalidad directay porcentajes.
i. Reconocimiento y distincion de magnitudes directamente proporcionales.
ii. Busgueda de cantidades desconocidas.

iii. Porcentgjes.
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3. Proporcionaidad inversa.
i. Andlisisde situaciones.

ii. Reconocimiento y distincion de magnitudes inversamente

proporcionales.

iii. Busgueda de cantidades desconocidas.

VI1.1.1 Unidadesde andlisis

En e apartado anterior hemos descrito |os tres focos de investigacion en torno a
los que se articula la propuesta didéctica que se ha implementado. En este apartado
presentaremos las unidades de andlisis que nos permitiran analizar las respuestas dadas

por los alumnos en cada una de las actividades de aula y tareas de casa propuestas.

VI1.1.1.1 Unidades para el primer foco de investigacion.

En este foco de investigacion se introduce un modelo estable basado en los
intercambios paraintroducir el concepto de razon. A partir del trabajo sobre este modelo
se introducen las condiciones necesarias para la existencia de la razén asi como €l uso
de la razén a la hora de comparar situaciones. Finalmente se pretende que e alumno
aplique estas ideas a situaciones més 0 menos arbitrarias. Estos cuatro aspectos que
acabamos de citar son los puntos centrales que pretendemos anadlizar.

Punto 1. El concepto de razon.

El punto de partida de la propuesta se encuentra en € trabajo en una situacion de
intercambio en la que, a partir de una informacién gréfica los alumnos deben decidir la
cantidad de una de las magnitudes en juego que se obtiene a cambio de distintas
cantidades de la otra. Este trabgo se desarrolla en la Actividad de aula 1 y en la Tarea

decasa 1. En dlas|as unidades de andlisis son las mismas:

Valor numérico incorrecto

Valor numérico correcto pero razonamiento incorrecto o ausente

Vaor numérico y razonamiento correctos.
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Con dlas queremos observar si € alumno comprende la dinamica que rige las
situaciones de trueque, pero también si hace o no explicitos sus razonamientosy si estos
son correctos. Sobre esto Ultimo, estamos interesados en caracterizar las diferentes
técnicas que los aumnos utilizan a la hora de dar sus respuestas. En concreto, se

encuentran |as siguientes categorias:

Estrategia multiplicativa
Estrategia aditiva

Uso delarazoén directa

Uso delarazén inversa

En la Tarea de casa 1, ademés, se andlizara si los alumnos han asimilado el
significado de la razbn como “tanto por uno” y Su caracter no meramente NUMErico.

Para ello, en la pregunta correspondiente se utilizan las siguientes categorias:

Respuesta sin sentido o incompleta

Dael valor pero no entiende & significado

Indicael valor y e significado correctos, pero de larazdn inversa de lague se pide

Indicael valor y e significado correctos de larazon pedida

Punto 2. La condicion de regularidad.

Una vez que se ha introducido €l significado del concepto de razén se plantea la
cuestion de cuéndo es posible hablar de razén en una situacién concreta'y de cudles son
las condiciones que deben cumplirse para €llo. Este aspecto se introduce
fundamentalmente en la Actividad de aula 2 donde & contexto de trabajo sigue siendo €l
mismo que en la Actividad de aula 1, pero e mensaje proporcionado a los alumnos es
premeditadamente incompleto. En concreto, en € mensaje no se hace mencion a la
existencia de diversos tamarios en |os objetos que deben intercambiar. Las unidades de

andisis que se utilizan en esta actividad son:

Respuesta incorrecta

Razonamiento correcto, sin distinguir |os tamarios

Razonamiento correcto, relacionando tarjetas grandes con pajitas

grandes y peguefias con peguefias.
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En particular queremos ver si, aunque sea tacitamente, los alumnos asumen el
hecho de que todos los objetos involucrados en € intercambio han de ser iguales entre

-

Si.
Punto 3. Comparar razones.

El primer uso que se da a concepto de razon entre dos magnitudes es € de
comparar situaciones de intercambio diferentes en las que se intercambian los mismos
objetos, para asi decidir cual resulta més ventgjosa. Esto se hace en la Actividad de aula

3; las respuestas obtenidas se clasifican seguin las siguientes unidades de andlisis:

Respuesta incorrecta

Razonamiento correcto, errores operativos

Respuesta completamente correcta

Aqui se entiende por razonamiento correcto aquel que impligue en cierto modo el
uso de laidea de razoén.

En la Tarea de casa 3 también se trabaja la idea de comparacion de situaciones
mediante el uso de razones, pero ya no se presentan situaciones puramente de
intercambio, sino méas generales. Respecto a las diversas situaciones que se plantean,
podemos presentar €l siguiente esquema:

Es util/préctica

Sirve para resolver el

ejercicio
Tiene No es util/practica
sentido
No sirve para
RAZON resolver el ejercicio

No tiene sentido
calcularla

Evidentemente, en funcion de la situacién en la gue nos encontremos, las unidades
de andlisis para las respuestas de los alumnos seran diferentes. En particular se han

elegido las siguientes:
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Respuesta incorrecta sin usar razones

Respuesta incorrecta usando razones

Larazon es Util para comparar las Respuesta correcta sin razonamiento o con
situaciones razonamiento incorrecto
Respuesta parcialmente correcta

Respuesta total mente correcta

Responde incorrectamente usando razones

Responde incorrectamente sin usar razones

Larazon no tiene sentido o no sirve para | Indicalaimposibilidad de responder, pero

comparar las situaciones no lo argumenta

Argumenta correctamente que no puede

responderse ala pregunta

Respuesta arbitraria sin razonar

Larazon sirve paracomparar, perono es | Respuestaincorrecta sin calcular razones

atil o préactica. Tratade calcular unarazon sin sentido

Respuesta correcta

Punto 4. Anélisis de diferentes situaciones

Una vez que se han introducido € concepto de razdn y la idea de condicién de
regularidad y que e aumno ya esta familiarizado con situaciones que no son
necesariamente de intercambio es interesante plantear situaciones generales para que €
alumno las analice. Esto se hace en la Tarea de casa 2 y, teniendo en cuenta el punto de
la propuesta en que se inserta dicha tarea, son dos los tipos de situaciones que se
presentan:

- Situaciones en las que las magnitudes no estan relacionadas (y por tanto no
se puede definir larazon).
- Situaciones en las que puede definirse la razén, asumiendo las condiciones

de regularidad necesarias.

Para cada una de estas posibilidades se plantean diferentes unidades de andlisis:

Respuesta incorrecta

Tiene sentido definir larazdn Sefida condiciones de regularidad

Sefiala que existen dos razones distintas
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Indicael significado de algunarazon

Cal cula numéricamente alguna razon

Cdcula (incorrectamente) larazon

L as magnitudes no estan Indica que no se puede definir larazdn, pero no
relacionadas damotivos

Razona que no se puede definir larazon

V1.1.1.2 Unidades para € segundo foco de investigacion.

El foco anterior concluye con e andlisis de diversas situaciones en la que se
presentan parejas de magnitudes. Entre dichas situaciones se encuentra el caso en que es
posible (bajo condiciones de regularidad adecuadas) definir la razon entre las
magnitudes implicadas. En ese tipo de situaciones las magnitudes implicadas reciben la
denominacion de directamente proporcionales.

En este foco de investigacion se pretende que los aumnos identifiquen
magnitudes directamente proporcionales y distingan aquellas que no lo son. También se
persigue que apliquen €l concepto de razédn y los significados de las operaciones entre
magnitudes a la hora de resolver problemas de busqueda de cantidades desconocidas y,
en particular, en problemas de porcentgjes. Estos son |os tres puntos que analizaremos

en este foco de investigacion.
Punto 1. Reconocimiento y distincion de magnitudes directamente proporcionales.

Este primer punto se trabaja especialmente en la Actividad de aula 4. En dicha
actividad se presentan distintas situaciones y, para cada una de €llas, diversas variables
implicadas (que pueden ser 0 no magnitudes). Se pretende que los alumnos den un par
de magnitudes directamente proporcionales y un par de variables que no lo sean (y los

motivos). Las unidades de analisis para esta actividad son |as siguientes:

Identifica correctamente magnitudes directamente proporcionales

Identifica incorrectamente magnitudes directamente proporcional es

Dalas razones entre magnitudes directamente proporcionales

Sefiala condiciones de regul aridad

Indica correctamente magnitudes no relacionadas
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Punto 2. Busqueda de cantidades desconocidas.

Posiblemente uno de los aspectos méas importantes a la hora de mangar €
concepto de magnitudes directamente proporcionales sea e de aplicar las ideas
presentadas hasta e momento en los tipicos problemas en los que se conocen dos
cantidades correspondientes de las magnitudes implicadas y se desea encontrar la
cantidad desconocida de una de ellas correspondiente a una cantidad conocida de la
otra. Entre las situaciones planteadas a los alumnos encontramos tres tipos
esencialmente diferentes que, para su andlisis, requeriran de unidades diferentes:

- Situaciones en las que las magnitudes implicadas son (0 pueden suponerse)
directamente proporcionales.

- Situaciones en las que las magnitudes implicadas no guardan relacion
alguna.

- Situaciones en las que las magnitudes implicadas estan relacionadas, pero no

son directamente proporcionales.

L as respectivas unidades de andlisis son | as siguientes:

Respuesta incorrecta

Indica que no se puede halar larazon

Magnitudes directamente Resuelve usando razones sin sefialar

proporcionaes condicion de regularidad

Resuel ve usando razones sefialando
condicion de regularidad

Responde incorrectamente usando

razones

Responde incorrectamente sin usar

_ . razones
Magnitudes no relacionadas

Indicalaimposibilidad de responder,
pero no lo argumenta

Argumenta correctamente que no puede

responderse ala pregunta

M agnitudes relacionadas pero no Respuesta incorrecta sin indicaciones

directamente proporcionales Razona como s fueran directamente
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proporcionales

Sefiala que no hay proporcionalidad

directa 0 que no se puede hacer

Respuesta correcta sin razonar o con

razonamiento incorrecto

Respuesta y razonamiento correctos

Punto 3. Porcentajes.

El concepto de porcentaje se concibe en la propuesta que llevamos a la préactica
como una cierta “modificacion” del de razon como “tanto por uno”. De este modo los
conceptos y los procedimientos que se pretende que aplique e alumno son en gran
medida similares a los anteriores. No obstante, el cdculo de un porcentgje conlleva un
importante aspecto agoritmico y, en ocasiones, resulta complicado para los estudiantes

separar €l concepto de latécnicade calculo.

Los problemas de porcentajes presentan una gran riqueza de situaciones:
problemas directos e inversos, aumentos y disminuciones porcentuales, relacion entre
razon y porcentgjes, etc. Esta riqueza hace que las unidades de andlisis sean muy
variadas y gue varien bastante entre unos gercicios y otros. Algunas de las principales
unidades de andlisis que utilizaremos a la hora de estudiar |as respuestas de |os alumnos

son las siguientes:

Resuelve correctamente el problemadirecto o inverso

Calcula correctamente el porcentgje pedido

Aplicacorrectamente el aumento o descuento

Halla correctamente €l precio inicial a partir del rebajado o aumentado

Compara adecuadamente dos subidas o bajadas

Indicael significado de larazon

Indica correctamente laimposibilidad de dar una respuesta

VI1.1.1.3 Unidades para €l tercer foco deinvestigacion.

Hasta é momento los aumnos tan solo han distinguido entre magnitudes
directamente proporcionales y aquellas que no lo son. En este tercer niicleo se introduce
un segundo tipo de relacion entre magnitudes. la proporcionaidad inversa. Las
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magnitudes inversamente proporcionaes se caracterizan nuevamente haciendo uso del
concepto de razdn, aungue en este caso entra en juego una idea nueva: la constante de

proporcionalidad.

Ademas del andlisis de situaciones de un modo mas profundo (considerando
magnitudes que varian 0 que permanecen constantes) y del reconocimiento y la
distincion de las magnitudes inversamente proporcionales, en este foco de investigacion
pretendemos que los alumnos hagan uso de las ideas de razon y constante de
proporcionalidad y de los significados de |as operaciones entre magnitudes a la hora de
resolver problemas de busqueda de cantidades desconocidas. Estos tres puntos
estructuraran el andlisis de las respuestas de los alumnos.

Punto 1. Analisis de diferentes situaciones.

El aumno ya ha realizado con anterioridad actividades en las que se le solicitaba
analizar una situacién concreta en la gue aparecian dos magnitudes. Ahora, se le solicita
analizar situaciones con algo més de detalle, puesto que en ciertas situaciones existen
magnitudes “ocultas’ que, sin embargo, juegan un importante papel. En la Tarea de
casa 6 se presentan alos alumnos |os siguientes tipos de situaciones:

- Situaciones en las que aparecen dos magnitudes explicitamente y existe una
tercera, implicita, que relaciona a las dos anteriores, y cuya razon con cada
una de ellas puede determinarse.

- Situaciones en las que las magnitudes no guardan relacion o bien una de las

variables no es una magnitud.

Las unidades de andlisis en cada caso son las siguientes:

_ _ Sefidlalamagnitud “ oculta’
Existe unamagnitud “oculta’ que

_ _ Relaciona correctamente algun par de
relaciona las dos magnitudes del

_ magnitudes
enunciado : _
Indica correctamente alguna razén
Sefiala como magnitud una variable que no
No hay relacién o una de las variables no loes
es una magnitud. Indica que solo hay una magnitud

Otro tipo de respuesta aceptable

Punto 2. Reconocimiento y distincion de magnitudes inver samente proporcionales.
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Este punto se trabaja especialmente en la Actividad de aula 7. En dicha actividad
se presentan distintas situaciones y, para cada una de ellas, diversas variables implicadas
(que pueden ser 0 no magnitudes. Se pretende que los alumnos den un par de
magnitudes inversamente proporcionales y un par de variables que no lo sean (y los

motivos). Las unidades de andlisis para esta actividad son |as siguientes:

| dentifica correctamente magnitudes inversamente proporcionales

Identificaincorrectamente magnitudes inversamente proporcional es

Sefidala constante de proporcionalidad

Sefiala condiciones de regularidad

Indica correctamente magnitudes no relacionadas

Punto 3. Busqueda de cantidades desconocidas.

Como en € caso de la proporcionalidad directa, es de gran importancia a la hora
de mangjar e concepto de magnitudes inversamente proporcionaes aplicar las ideas
presentadas hasta e momento en los tipicos problemas en los que se conocen dos
cantidades correspondientes de las magnitudes implicadas, y se desea encontrar la
cantidad desconocido de una de €ellas correspondiente a una cantidad conocida de la
otra. Entre las situaciones planteadas a los alumnos encontramos cuatro tipos
esencialmente diferentes que, para su andlisis, requeriran de categorias diferentes:

- Situaciones en las que las magnitudes implicadas son inversamente
proporcionales y e vaor de la constante de proporcionalidad puede
calcularse explicitamente.

- Situaciones en las que las magnitudes implicadas son inversamente
proporcionales pero € valor de la constante de proporcionalidad no puede
calcularse explicitamente.

- Situaciones en las que las magnitudes implicadas no guardan relacion
alguna.

- Situaciones en las que las magnitudes implicadas pueden suponerse (bgjo

condiciones apropiadas) directamente proporcional es.

L as respectivas unidades de andlisis son las siguientes:
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Respuesta incorrecta sin razonar

. . Calcula unarazon carente de sentido
Magnitudes inversamente

. Respuesta correcta sin razonar o con mal
proporcionales _
razonamiento

Respuesta correcta con razonamiento correcto

Da alguna respuesta numérica

_ ) Indica que no se puede sin razonar o por aguna
Magnitudes no relacionadas o
razon incorrecta

Indica que no se puede por algun motivo aceptable

Respuesta numéricaincorrecta

Dice que no hay relacion

Magnitudes directamente Asume proporcionalidad directa, sin indicar

proporcionales regularidad

Indicaregularidad y resuelve como s hubiera
proporcionalidad directa

En lo que sigue analizaremos las respuestas dadas por los alumnos a las actividades de

aulay tareas de casa propuestas para cada uno de los focos anteriores.

VI.1.2. Erroresdelosalumnosen la prueba final.

Como ya se indico en € Capitulo |, € estudio de las respuestas dadas por los
alumnos en la prueba final se centrara especificamente en € andlisis de los errores

cometidos por |os mismos.

A continuacion vamos a detallar |os errores que se han considerado de un mayor
interés. Los errores que comenten |os alumnos estan rel acionados en gran medida con €l
tipo de ensefianza que han recibido. En consecuencia, este listado no pretende constituir
una clasificacion exhaustiva de los posibles errores que puede cometer un alumno a la
hora de resolver tareas relacionadas con la proporcionalidad en general, sihno més bien
un listado de los errores “interesantes’ que surgen en e contexto de nuestra propuesta

concreta.

A lahora de estudiar 1os errores cometidos por los alumnos vamos a considerar 2

variables;
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e VariableC:

Esta variable recoge todos aguellos errores de caracter conceptual. En

concreto esta variable puede tomar |os siguientes valores:

1

Valor CO: El aumno no llega a comprender la situacion o a
relacionar correctamente las magnitudes implicadas en la situacion
presentada.

Valor CR1: El alumno omite la condicién de regularidad necesaria
para definir el concepto de razon.

Valor CR2: El aumno sefiala € significado inverso del que
corresponde ala razén que esta considerando.

Valor CR3: El alumno sblo sefida la existencia de una razon en la
situacion considerada, frente a las dos — a menos — que siempre
existen.

Valor CR4: El dumno identificala razon Unicamente con laidea de
“tanto por uno” incluso en una situacién de proporcionalidad
inversa.

Valor CP1: El dumno confunde magnitudes D.P. con magnitudes
I.P. o viceversa

Valor CP2: El aumno identifica como proporcionales (ya sea
directa o inversamente) magnitudes que no lo son.

Valor CP3: El alumno sefidla que no hay relacion entre magnitudes
que si guardan una relacion de proporcionalidad (ya sea directa o
inversa).

Valor CP4: El dumno identifica el concepto de proporcionalidad
directa con la existencia de relacion entre las magnitudes implicadas
y €l de proporcionaidad inversa con la no existencia de relacion

entre dllas.

Obsérvese que se han distinguido dos tipos de valores de la variable C.

Aquellos codificados como CRx se refieren a errores relativos a concepto

de razén, mientras que los codificados como CPx hacen referencia a

errores relativos a la proporcionalidad de magnitudes.
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e Variable P: Bgo esta variable se agruparan todos aquellos errores de
caracter conceptual. Esta variable puede tomar los siguientes valores:

1. Valor PO: El aumno utiliza un procedimiento de resolucion
inadecuado en |la situaci6n planteada.

2. Valor P1: El alumno aplica técnicas “externas’, es decir, métodos
de resolucidn correctos desde € punto de vista de la ensefianza
“tradiciona” pero que no han sido tratados durante la propuesta

3. Valor P2: El aumno comete errores aritméticos en el transcurso de

laresolucion del problema.

Adicionalmente, codificaremos como A aguellos aumnos que dejen € gercicio sin

responder.

VI1.2. OBSERVACION Y REFLEXION DEL PRIMER FOCO DE INVESTIGACION

En este foco de investigacion se introduce un modelo estable basado en los
intercambios paraintroducir el concepto de razon. A partir del trabajo sobre este modelo
se introducen las condiciones necesarias para la existencia de la razén asi como € uso
de la razon a la hora de comparar situaciones. Finalmente, se pretende que € alumno
aplique estas ideas a situaciones mas 0 menos arbitrarias. Estos cuatro aspectos que

acabamos de citar son los puntos centrales que pretendemos anadlizar.

V1.2.1 Punto 1: El concepto derazdn

El punto de partida de la propuesta se encuentra en € trabajo en una situacion de
intercambio en la que, a partir de unainformacion grafica, los alumnos deben decidir 1a
cantidad de una de las magnitudes en juego que se obtiene a cambio de distintas
cantidades de la otra. Este trabgo se desarrolla en la Actividad de aula 1 y en la Tarea

decasa 1.
VI1.2.1.1 Andlisisy valoracion dela Actividad deaula 1

Descripcion de la actividad

En un lugar visible de la clase se muestra un cartel como el siguiente, en € que se

indica visua mente que 4 tarjetas se convierten en 6 pgjitas:
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Se forman pargjas de alumnos. A cada parga se le van entregando sobres que
contienen una determinada cantidad de tarjetas y una cantidad suficiente de pgjitas (20)
para que puedan manipular. En concreto, los sobres contienen las siguientes cantidades
de tarjetas:

Sobre 1: 2 tarjetas. | Sobre 4: 10 tarjetas.

Sobre 2: 8tarjetas.| Sobreb5: 1 tarjeta.

Sobre 3: 6 tarjetas. | Sobre 6: 3 tarjetas.

El trabajo de la parga es decidir cuantas pagjitas se obtienen a cambio de las
tarjetas contenidas en €l sobre. La decision tomada por la pareja debe ser reflgjada en
una ficha en la que debian incluir tanto € nimero de pgjitas correspondiente como un
razonamiento o explicacion del método obtenido seguido paralaresolucion.

Nombres:

Tarjetasque hay en € sobre:

Pajitas entregadas a cambio delastarjetas:

Razonamiento:
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Andlisisdela actividad

El estudio y andlisis de las producciones de los aumnos se organizara segun la
estructura interna de la actividad, que se ha descrito en los parrafos anteriores.
Distinguiremos cuatro partes bien diferenciadas. la primera formada por los dos
primeros sobres, la segunda por € tercero y € cuarto; la tercera parte se dedicara a
quinto sobre y, finalmente, la cuarta parte est4 dedicada a dltimo de los sobres

entregado alos alumnos.

Las unidades de andlisis de la actividad son |as siguientes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

0

1

2 Vaor numérico incorrecto

3 Vaor numérico correcto pero razonamiento incorrecto o

ausente!

4 Vaor numérico y razonamiento correctos.

Sobresly2:

Recuérdese que en € sobre 1 se preguntaba por |as pajitas obtenidas a cambio de
2 tarjetas y en €l sobre 2 por las obtenidas a cambio de 8 tarjetas. Lainformacion que se
proporciona a alumno es que, por cada 4 tarjetas, se obtienen 6 pagjitas. Los resultados
obtenidos en estos dos apartados, de acuerdo a las unidades de andlisis anteriores,

pueden verse en la siguiente tabla:

245

0 1 2 3 4

Sobrel N° deresp. 0 0 2 2 23
Por centaje 0% 0% 7 4% 7 4% 85' 2%

Sobre 2 N° deresp. 0 1 1 1 24
Por centaje 0% 37% 3 7% 37% 88'9%

En estos primeros sobres, dadas las sencillas relaciones multiplicativas entre las
cantidades involucradas, € porcentaje de aciertos es muy alto. Ademds, como veremos

1 Incluimos agui aquellos casos en los que e razonamiento se limite a describir las operaciones
aritméticas realizadas.
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mas adelante, la préactica totalidad de los alumnos que responden de forma
completamente correcta, o hacen utilizando argumentos de tipo multiplicativo.

El Unico error importante detectado corresponde a la pargja formada por 1os
alumnos A3y A7 (ver FiguraV1.1) y se debe, pensamos, a una incorrecta comprension
del trabajo aredizar. De hecho, €l error que cometen se propaga a todos los sobres que
lograron completar (solo hasta el tercero).

Tarjetas que hay en cl sobre

Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas: "~

Razonamiento: ¥

Figura VI.1.
En lugar de tratar de deducir las pgjitas que se obtendrian a cambio de 2 tarjetas,

estos alumnos han pensado que lo que debian hacer era repartir las 20 pgjitas que se
proporcionaban como material adicional entre las 2 tarjetas que contenia e sobre. No
han interpretado que la informacién proporcionada en €l cartel erainvariante. Asi, en €
sobre 2, que contenia 8 tarjetas, la respuesta proporcionada por estos alumnos fue 2'5;
resultado de dividir 20 entre 8.

El otro error detectado en €l sobre 1 (cometido por la pargja A5 y A27) es, en
apariencia, fruto de un despiste puesto que € resto de apartados son respondidos
correctamente. Por esto no o comentamos.

Tampoco aparecen razonamientos incorrectos; tan solo dos paregjas que se limitan
a indicar como razonamiento una mera redaccion de la informacion numérica que

proporcionan.

Ahora nos vamos a centrar en € andlisis de las respuestas de aquellos alumnos
gue resuelve correctamente estos apartados. Las diferentes estrategias utilizadas se
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recogen en la tabla siguiente. Como se indicO mas arriba, la variedad de estrategias
utilizadas en estos dos primeros sobres es reducida.

Multiplicativa | Razon directa
Sobre 1 N° deresp. 19 4
Por centaje 82'6% 17" 4%
Sobre 2 N° deresp. 20 4
Por centaje 83'3% 16’ 7%

Aclaremos un poco |o que entendemos por cada una de estas estrategias.

e Edtrategia multiplicativac Agrupamos bgjo este epigrafe a los alumnos que

razonan en base a relaciones multiplicativas entre las cantidades involucradas.
Por ggemplo, que 8 es el doble de 4.

e Razodn directar Estos aumnos calculan las pagjitas que le corresponden a una
tarjeta y usan ese dato de forma correcta multiplicando por las cantidades dadas

detarjetas.

Era esperable €l hecho de que la préctica totalidad de los alumnos se apoyara en
estos dos primeros sobres en razonamientos del tipo “2 eslamitad de” y “8 es € doble
de’. Empleando, ademas, en ambos apartados €l cartel informativo como referencia; es
decir, nadie observd que 8 es cuatro veces 2. Un gemplo paradigmatico de
razonamiento de este tipo es el dado por los aumnos A12 y A17 en € sobre 2: “S 4
tarjetas son 6 pajitas, € doble detarjetas 8, es €l doble de pajitas 12" (FiguraV1.2):

Tarjetas que hay en el sobre: &

Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas: 12

anun-mitnln:__ﬁ.;_cc_'k;\fﬁ'ghi....&011..6._Fc.‘.jj__{‘nt rvp doble
’ weles & = | \ e

Figura VI.2.
Lo que si que resulto hasta cierto punto sorprendente (por |o inesperado) fue latan
temprana aparicion de estrategias que involucran el calculo de la razén directa entre

pajitas y tarjetas,; es decir, la obtencidén como paso previo de la cantidad de pajitas que
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se corresponden con una tarjeta. Asi lo hicieron, los dumnos Al14 y A26: “6 pajitas
divides entre 4 tarjetas tendras e ndimero de pajitas por cada tarjeta entonces las

sumas [se entiende multiplicas] por dosy tesaldra” (FiguraV1.3)

Tarjetas que hay en ¢l sobre: ?
™
Fajitas entregadas a cambio de las tarjetas: -S_‘___
1 - | 1 -

Raronamjiento: (& G RN Wy C-"lﬁ e \4 \k-(’}'?‘ 3 P‘t'{"

{ - L \E)\’ - i
I Ve A VA i

5

calole

Figura VI.3.
Los alumnos que utilizan esta estrategia demuestran un buena comprension de la

situacioén, entendiendo que en un intercambio (s se sobreentiende que la tasa de cambio
es fija) lo importante es precisamente calcular esa tasa de cambio que es la cantidad de
una de las magnitudes que se obtiene a cambio de una unidad de la otra. Esto es |o que
posteriormente recibird el nombre de razon. Ademas, los aumnos que utilizan esta
estrategia ya no la abandonan en todo el transcurso de la actividad |o que demuestra que
han captado la importancia y utilidad de la estrategia elegida frente a las otras que
implican la busgueda de relaciones entre cantidades de un modo individualizado para
cada uno de los sobres. Es digna de mencion lafalta de “escripulos’ de los aumnos ala
hora de decir que a cada tarjeta le corresponden 1'5 pgitas. Aunque se les
proporcionaron pgjitas y tijeras para que manipularan solo un grupo lo hizo y nadie se
sorprendié por la necesidad de “fraccionar” las pgjitas que, en principio eran entes
indivisibles.

Sobres3y 4:

En el sobre 3 se preguntaba por las pgjitas obtenidas a cambio de 6 tarjetas y en €
sobre 4 por las obtenidas a cambio de 10 tarjetas. En este caso sigue habiendo relaciones
multiplicativas sencillas pero no con la cantidad de tarjetas del cartel, sino con la del
sobre 1, esto hard que aparezcan nuevas estrategias de resolucion que veremos més
adelante. Los resultados obtenidos en estos dos apartados, de acuerdo a las unidades de

analisis anteriores, pueden verse en la siguiente tabla:

ANTONIO M. OLLER MARCEN



OBSERVACION Y REFLEXION 249

0 1 2 3 4

Sobre 3 N° deresp. 0 1 3 2 21
Por centaje 0% 37% 11'1% 7 4% 77 8%

Sobre 4 N° deresp. 0 4 1 1 21
Por centaje 0% 14'8% 3 7% 37% 77 8%

Nuevamente €l porcentaje de aciertos es muy elevado en estos sobres, puesto
gue las cantidades involucradas siguen mostrando relaciones sencillas, ya sean de tipo
multiplicativo o aditivo. No hay alumnos que proporcionen una respuesta correcta con
un argumento erroneo; si que aparecen otra vez argumentos que en realidad son

descripciones.

Respecto a los errores, ademas del ya resefiado en € apartado anterior y de una
pargja (A5 y A27) que se equivocan a multiplicar 6 por 1'5 (obtienen 7°'5 en vez de 9;
es decir, indican un producto pero en realidad suman) aparece un nuevo error mucho

mas interesante. Lo comete la parejaformada por A33 'y A49 (FiguraV1.4).

Tarjetas que hay en el sobre:

[A

Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas:

Figura V1.4,

Esta pargja resolvid correctamente los dos primeros apartados, pero a la hora de
enfrentarse a los sobres 3 y 4 abandona la estrategia multiplicativay, en su lugar, sefija
en e hecho de que en € cartel hay 2 pgjitas més que tarjetas y dicen “porque siempre
son 2 mas’. Es notorio que esta pargja no repara en que esta respuesta (y la que dan en
el sobre 4, donde indican que a 10 tarjetas les corresponden 12 pgjitas y no 15 como
deberia ser) no es consistente con lo que obtuvieron para los dos primeros sobres.
Desafortunadamente, esta pareja no llegd a completar los dos Ultimos sobres, gue nos
habrian proporcionado una mayor informacién sobre su modo de pensar.
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Las diferentes estrategias utilizadas por agquellas pargas que responden
correctamente se recogen en la tabla siguiente. Aparecen las mismas estrategias que en

los dos sobres anteriores y ademas surgen las estrategias de tipo aditivo.

Multiplicativa Aditiva Razon directa
Sobre 3 N° deresp. 4 6 11
Por centaje 19% 28'6% 52' 4%
Sobre4 N° deresp. 5 5 11
Por centaje 23 8% 23 8% 52' 4%

Ademas de la entrada en escena de | as estrategias aditivas (bajo este epigrafe alos
alumnos que razonan en base a relaciones aditivas entre | as cantidades involucradas. Por
gemplo, que 6 eslasumade 4y 2) lo que més llama la atencién es € notable aumento
del uso de la razon directa. Quizés este aumento se deba a la colaboracion e influencia

entre distintas parejas, pero no disponemos de datos para corroborarlo.

Todos los adumnos que utilizan estrategias aditivas en € sobre 3 lo hacen
observando que 6 es la suma de 4 y 2, por lo que sabiendo las pgjitas obtenidas a
cambio de dichas cantidades de tarjetas puede hallarse la cantidad buscada. En la Figura
V1.5 se muestra la respuesta de A55 y A56: “Porqgue te dan 6 pajitas por 4 tarjetas, te

guedan 2 tarjetas, como 2 esla mitad de 4, tres es la mitad de 6, sumas 6+3=9".

Tarjetas gue hay en el sobre:_ E

Q.

Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas:

Razonamiento: J{i_ﬁtﬁ '\St_dﬁm_g _M_‘k%. u\. xﬂa&é\\ﬂ-‘:

Ae g r*c»—‘?:\ Cmi = Q e Ci:.
"\'_"t.‘.:_gb E_‘)_"'\_lhtd- M__‘ 5&)&:&}.—.__6 ‘k'?r‘ CL e

Figura VI.5.
En & caso del sobre 4 hay més variacion y algunos alumnos descomponen 10

como la suma de 8 y 2 (y utilizan la informacion de los sobres 1 y 3) y otros lo
descomponen como lasumade 4, 4y 2 (tal es el caso de A42 y A50 en laFiguraV1.6

siguiente):
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Tarjetas que hay en el sobre: '{D -

Pajitas entregadas & cambio de las tarjetas: i : )]

Razonamiento;_ fA] (444

R DAL UL LOA _ndLPiltad 7 andd,

MALIAN ol 1 {ARLA Al

. ";; 0e'7, 4 Mldad oe 6 <

AL A

i
.4.- /4

1] 2o al - N4/ AZA

fLr gL A A
A Lo L

(et ALl ddie

“MW&_ELH_MJ A9

Figura VI.6.

El razonamiento es algo enrevesado: “S por cada 4 tarjetas son 6 pajitas, hay 10

tarjetas, entonces hacemos 2 grupos de 4 tarjetas y 1 de 2 tarjetas, si la suma de las

pajitas de los 2 grupos de 4 tarjetas dan 12, a las 2 tarjetas que quedan son la mitad de

6=3 y entonces a 12 pajitas le sumamos las 3 y nos dan 15”. Sin embargo muestra

claramente el proceso mental seguido por los alumnos asi como € razonamiento parcial

de tipo multiplicativo que hay dentro (al igua que en & de la pargja anterior). No en

vano estas parejas resuel ven multiplicativamente los dos primeros apartados.

En cuanto a las estrategias multiplicativas, ademas de la obvia de que 6 es €

triple de 2 y de que 10 es 5 por 2, nos encontramos con agunos razonamientos mas

sofisticados, como € de A15y A28 que se muestra a continuacion en laFigura V1.7:

4
Tarjetas que hay en el sobre: b

{1
. /1 =
Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas: ')

e ; f [
Razonamiento:  —>1 Py ‘5'/"1 J"‘r}\i"(_:,

on Gl W |

millee s [ L <o fQgel
! i g =

Q:Z:2.5.10
i A R S ‘:)__‘——__/“%
Figura VI.7.

Este tipo de razonamiento esta provocado por la necesidad del alumno de utilizar

la informacion del cartel sin observar que € trabgjo realizado en los sobres anteriores
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también es de utilidad. De este modo se “construye” el 10 a partir del 4 dividiendo por 2
y multiplicando por 5 en lugar de utilizar lainformacion del sobre 1.

Lo elaborado de las respuestas presentadas hasta ahora contrasta con la
simplicidad de los argumentos dados por aquellas paregjas que vienen utilizando larazon
directa desde & primer sobre. Asi, la pargja formada por A37 y A47 dice en €l sobre 4
(ver Figura V1.8): “S una tarjeta son 1'5 pajitas multiplicamos esto por 10, es decir

corremos la coma un lugar y nosda 15”.

Tarjetas que hay en el sobre: 30

Pajitas entregadas a cambio de las mrjetns:_._lg _

.....

esho o A0, @ docic Sorsensds Qo oounb i M —
M__&Q:««,B.—-—*—-—-—“‘__

R jento:_Su el e o X0 SO )‘g‘en\i‘.m wal iplicawes
~d

Figura VI.8.
Sobre 5

En el sobre 5 seincluia una Unicatarjeta. De este modo se forzaba alos alumnos a
calcular la razén entre pgjitas y tarjetas, s es que no lo habian hecho ya (de hecho la
mitad de los alumnos que respondian correctamente a los apartados anteriores 1o hacia
sin recurrir alaidea de razdn). Los resultados obtenidos en este apartado, de acuerdo a

las unidades de andlisis presentadas anteriormente, pueden verse en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4
Sobre5 N° deresp. 0 7 2 0 18
Por centaje 0% 25 9% 7 4% 0% 66’ 7%

Lo que més llama la atencidn en estos resultados es € aumento del porcentgje de
respuestas en blanco. Este aumento se debe a que agunos aumnos no llegaron a
completar la actividad; de hecho €l porcentaje de respuestas en blanco aumentara en €

ultimo sobre.

No se recogen respuestas numéricas correctas con argumentos incorrectos vy,

respecto a errores cometidos, ademés del que viene cometiendo |la pargja A33 y A49
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(que ya se menciond anteriormente) aparece otro interesante cometido por A22 y A25
(ver Figura' V1.9 a continuacién):

Tarjetas gue hay en el sobre:_

Daiitas entregadas 3 i .;.-.;g.—gé'
Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas: (), é i

~ £ Tl A .
Razonamiento: %;L‘.\:S:A - _\"‘_\_ é\:’i;:; ‘E (;ﬁxi%_é Q‘Q\ Cl(':6

Figura VI.9.
En su respuesta, esta pareja ha efectuado €l reparto al revés. En vez de repartir las
6 pgjitas entre las 4 tarjetas para obtener la cantidad de pgjitas obtenidas a cambio de 1
tarjeta lo hicieron a la inversa sin reparar en su eror. Esta pareja respondio
correctamente desde un punto de vista numérico en los sobres anteriores, pero sin

presentar razonamiento; el Ultimo sobre no Ilegaron a completarlo.

Se han encontrado esenciadmente dos estrategias entre los aumnos gque

responden correctamente. Estas vienen reflgjadas en latabla siguiente:

Multiplicativa

Razoén directa

Sobre5

N° deresp.

7

11

Por centaje

38'9%

61'1%

Estas dos estrategias muestran dos modos esencialmente distintos (y excluyentes) de
concebir la situacion por parte de los aumnos. Aquelos que razonan
multiplicativamente incluso para hallar € valor unitario perciben gue ambas magnitudes
(tarjetas y pgjitas) estan relacionadas. Cuando la cantidad de una se multiplica por un
numero, la cantidad correspondiente de la otra también se multiplica por ese mismo
nimero pero, sin embargo, no admiten operaciones que “mezclen” cantidades de
magnitudes distintas. No contemplan la idea de “repartir” las pgjitas entre las tarjetas.
Estos alumnos tendran més dificultades a la hora de asimilar la idea de razon como
“tanto por uno”. Asi, A35y A43 dicen (ver Figura V1.10): “en este caso se necesita la

cuarta partede4y 6 para €l resultado”.

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

253




254

PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE
SECUNDARIA

Tarjetas que hay en el sobre: ‘{

Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas: '{t S

Razonamiento: £ (Jﬂ'&t& Cdrna KR ho- P');t \ CA.W\_j-(\__
}'wz.ff cLz Y %_o._im_aline:miﬁ{o :

Figura VI.10.

Por otro lado, los aumnos que han utilizado la idea de reparto para obtener las
pajitas correspondientes a una tarjeta si que han admitido una operacion en la que las
cantidades involucradas corresponden a magnitudes distintas. Para ellos, la idea de
reparto estd més clara y tendran menos problemas concibiendo la razén como “tanto por
uno”’. La mayoria de los alumnos que razonan de este modo lo hacen utilizando la
informacion del cartel, repartiendo las 6 pgjitas entre las 4 tarjetas; solo una pargja (A40

y A52, FiguraV1.11) lo hace utilizando lainformacion del sobre 1 en su lugar:

Tarjetas que hay en el sobre: l(

g e
Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas: /'{g S

. ' |
2l _¢con B ohe®ls Nle don D
ididimas 3R :";:if_.'(;’_.?_ R - _./.f{, S POl

~
K
Razonamiento: 2| —
'J\ z r. + : I~
I T 1 &

Figura VI.11.
Como se vera en la Tarea 1, que se analizard més addante, la distincion entre
estas dos tipologias de alumnos se mantendrg, aunque €l porcentaje de respuestas
multiplicativas se reducira dréasticamente debido a la institucionalizacion de la idea de

razon llevada a cabo por €l profesor.
Sobre 6

En este Ultimo sobre aparecian 3 tarjetas y se pretendia observar si, una vez
obtenido el valor correspondiente a una tarjeta, los alumnos utilizaban dicho valor para
resolver este apartado o si, por € contrario, reaparecian estrategias de tipo aditivo. Los
resultados obtenidos en este apartado pueden verse en la siguiente tabla:
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0 1 2 3 4
Sobre 6 N° deresp. 0 11 2 1 13
Porcentaje 0% 40' 7% 7 4% 3 7% 48' 2%

S6lo una pareja da un vaor numérico acertado sin razonamiento. Ademas, €l

anico error “nuevo” que aparece es € cometido por la pargja formada por A16 y A24,

que dice que a 3 tarjetas les corresponden 2 pagjitas siguiendo un razonamiento que

hemos sido incapaces de desentrafiar (ver Figura VV1.12): “4 fichas=6 pajitas, tenemos 3

fichas ler paso: Dividimos entre 3,1,3 fichas=2 pajitas’.

l'arjetas que hay en el sobre: 3 -
Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas: _:2-
Razonamiento:__ NI O
(e _ L “a \ -
_i‘__‘?g.‘,ﬂt-_\? r_(.: g:ﬁ.‘_-__'gjdtcxh, T e L2 @1 > el GO
AT Q0N Dsidicnes entre 2,4, fichae =
S ooaa ks
Figura VI1.12.
Por dltimo, las estrategias seguidas por los aumnos que respondieron

correctamente se distribuyen del siguiente modo:

Aditiva | Multiplicativa/ Razon directa
Sobre 5 N° deresp. 3 10
Porcentaje | 23'1% 76' 9%

Como cabia esperar, algunos alumnos, pese a haber caculado las pgjitas

correspondientes a 1 tarjeta, vuelven a optar por estrategias aditivas (todo €llos

observando que 3 es 2 mas 1). Todos |os aumnos que razonan asi utilizaron estrategias

multiplicativas en € apartado anterior, 0 que viene a reforzar las tesis sostenidas mas

arriba respecto a su falta de comprension de la razén como “tanto por uno”. Un gemplo

de este modo de razonar es la pargja A31 y A36 (ver Figura VI1.13) cuando dice:

“Porque s en 2 tarjetas hay 3 pajitasy en 1 tarjetahay 1'5 si las sumamos sale 4'5”.
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Tarjetas que hay en el sobre: S :
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Pajitas entregadas a cambio de las tarjetas:__
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en S arjeie o 4’5 50 fos semames 282
HE=

Figura VI.13.

En cuanto a resto de los alumnos, que no razonan aditivamente, a veces es
complicado por sus explicaciones deducir si tienen una concepcion multiplicativa de la
situacion o s estan empleando la idea de razon. Esto es asi porque la operacion a
efectuar es la misma, multiplicar 3 por 1'5 y en ocasiones las explicaciones de los
alumnos no son todo o claras que se desearia. En algunos casos, los alumnos utilizan
expresiones como “como en casos anteriores’ y podemos deducir que utilizan laideade
razon o reiteran que primero dividen 6 entre 4 para después multiplicar el resultado por
3. Sin embargo, hemos preferido agrupar todos estos tipos de respuesta bajo un mismo

epigrafe.

V1.2.1.2 Andlisisy valoracion dela Tarea decasa 1

Enunciado

Observa d dibujo. En é seindica que, por cada seis pgjitas, podemos obtener a cambio

cuatro tarjetas. Recuerda que ya has trabajado en clase una situacion parecida.

BN
—
Hp

Actividad 1.

Completa la siguiente tabla, indicando cuantas tarjetas obtendrias a cambio de cada una
de las cantidades de pgjitas que se indican. Explica bien tu razonamiento en cada caso.
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Pajitas | Tarjetas Razonamiento

Actividad 2.

¢Cud es la razdn entre tarjetas y pgjitas? ¢Qué significado tiene esa razén en esta

situacion?

Andlisisdelatarea

El estudio y andlisis de las producciones de los alumnos se organizara segun la
estructura interna de la tarea, que ya se ha descrito en los parrafos anteriores.
Analizaremos cada actividad por separado y, dentro de la actividad 1, distinguiremos
tres partes bien diferenciadas: |a primera formada por los dos primeros apartados, |a
segunda por €l tercer apartado y, finamente, la tercera parte constituida por los tres

ltimos apartados de la actividad 1.

Las unidades de andlisis de esta actividad son las siguientes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

0
1
2 Vaor numérico incorrecto?
3

Valor numérico correcto pero razonamiento incorrecto o
ausente®

2 No tendremos en cuenta errores de redondeo en los decimales.
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4 Valor numérico y razonamiento correctos.

Como ya hemos mencionado anteriormente, vamos a dividir el andisis de esta

actividad en tres partes.

Actividad 1, apartados 1y 2:

Recuérdese que en € apartado 1 se preguntaba por las tarjetas obtenidas a
cambio de 3 pgjitas y en & apartado 2 por las obtenidas a cambio de 9 pgjitas. La
informacion que se proporciona — graficamente — al alumno es que, por cada 6 pajitas se
obtienen 4 tarjetas. Los resultados obtenidos en estos dos apartados, de acuerdo a las

unidades de andlisis anteriores, pueden verse en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4

Apartadol1l | N°deresp. 2 0 1 11 42
Por centaje 3'6% 0% 1'8% 19'6% 75%

Apartado 2 | N°deresp. 2 0 1 16 37
Porcentaje | 3'6% 0% 1'8% 28'6% 66%

Es notorio € ato porcentaje de respuestas totalmente correctas, mayor aln si se
descartan los 2 alumnos gque no entregaron la tarea. La mayor parte de los aumnos que
responden correctamente estos apartados hacen uso de las relaciones multiplicativas
sencillas entre las cantidades dadas (3 es la mitad de 6 y 9 es € triple de 3). Sin
embargo, aparecen también otras estrategias interesantes que seran analizadas

posteriormente.

Desde un punto de vista meramente numérico tan solo hay un error para cada uno
de estos apartados. Curiosamente son alumnos diferentes: A51 falla en el apartado 1y
A52 en € 2, aunque son errores esencialmente diferentes. En la Figura V1.14 leemos la
respuesta de A52: “S por seis pajitas nos dan cuatro y por tres pajitas nos dan dos por

nueve nos daran 8”.

3 Incluimos aqui aquellos casos en los que € razonamiento se limite a describir las operaciones
aritméticas realizadas.
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Figura VI.14.
Aparentemente el alumno se ha dado cuenta de que puede obtener € 9 a partir del 6y
del 3 aditivamente, pero a hacer lo mismo con las cantidades correspondientes de
tarjetas las ha multiplicado en vez de sumarlas. Por su parte, en la Figura VI1.15 que
sigue vemos la respuesta de A51: “Porque s una cartulina son 1'5 [pajitag], la
multiplicamos por 3 cartulinas, que dan 4’5 palitos’.

Rorgpe sinn caxtlina s 'S o rrutpeaemos par
S comtad e @ don Wi poclos

Figuraviis.

En este caso € eror esta mas claro (y es mas importante). EI alumno calcula
correctamente las pgjitas correspondientes a una cartulina, pero no observa que para dar
la respuesta correcta debia dividir la cantidad de pajitas dada entre ese valor y no
multiplicarlo. El error surge, creemos, a tratar de repetir el esquema de la Actividad 1
realizada en clase. Alli se obtenia la razén como “tanto por uno” para después
multiplicar dicha razén por las cantidades dadas. Aqui € alumno pretende hacer lo
mismo, pero a cacular la razon inversa a la que se necesita no observa que debe
dividir.

Respecto a los aumnos que responden correctamente desde un punto de vista
numerico, pero no argumentan correctamente, podemos distinguir tres situaciones
distintas: alumnos que no dan ningun argumento y dejan en blanco ese espacio en la
ficha, dumnos cuyo razonamiento se limita a una descripcion de las operaciones
realizadas y alumnos que dan un razonamiento incorrecto. La gran mayoria de los
alumnos agrupados en este apartado caen dentro de los dos primeros grupos. Pensamos
que, en parte, esto es debido a dificultades a la hora de verbalizar sus razonamientosy a
gue a gunos alumnos copian sus respuestas de comparfieros. Como g emplo del segundo
caso tenemos a alumno A4l, cuyas respuestas a los gpartados 1 y 2 son las que

aparecen en laFiguraV1.16 siguiente:
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:\Q_J“Qd‘b’ 3 »qzz':_;ég

4

Mo feche 9.4.6 =6

Figura VI.16.

Mas interesante es centrarse en aquellos alumnos que proporcionan un argumento
incorrecto. Hay que tener en cuenta que en todos estos casos |os alumnos dieron una
respuesta numérica correcta, € problema surge a tratar de verbalizar su forma de hallar
dicha respuesta. Lo gque hacen estos alumnos es, en cierto modo, comprobar que la
respuesta dada es correcta. Asi, por g emplo, A22 (ver FiguraVV1.17) dice “dividiendo 3
entre2dal,5".

Sk Z do 15

AN oo 3
A I 06

Figura VI.17.
Para este dlumno € razonamiento, que deberia ser una explicacion del porqué de su
respuesta, es una comprobacion. En la informacion que se le da, a dividir las 6 pgjitas
entre las 4 tarjetas obtiene 1,5, y como si tiene 3 pgjitas y 2 tarjetas le sale |lo mismo, se

da por satisfecho. Pero no hay ningunaindicacién de como llegar aese 2.

Ahora nos vamos a centrar en € analisis de las respuestas de aquellos alumnos
gue resuelve correctamente estos apartados. Las diferentes estrategias utilizadas se

recogen en latabla siguiente.

Multiplicativa | Aditiva | Razon directa | Razon inversa
Apartadol | N°deresp. 32 0 3 7
Por centaje 76' 2% 0% 71% 16' 7%
Apartado2 | N°deresp. 17 10 3 7
Por centaje 45 9% 27% 8 1% 19%

Aclaremos un poco o que entendemos por cada una de estas estrategias.

e Edtrategia multiplicativac Agrupamos bgjo este epigrafe a los alumnos que

razonan en base a relaciones multiplicativas entre las cantidades involucradas.

Por ggemplo, que 3 eslamitad de 6.
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e Edtrategia aditiva: Agrupamos bgjo este epigrafe a los aumnos que razonan en

base a relaciones aditivas entre las cantidades involucradas. Por g emplo, que 9

eslasumade6y 3.

e Razon directa: Estos alumnos calculan las tarjetas que le corresponden a una
pajitay usan ese dato de forma correcta multiplicando por las cantidades dadas

de pgjitas.

e Razodn inversa: Estos alumnos calculan las pgjitas que se corresponden con una
tarjeta y usan ese dato de forma correcta, dividiendo las cantidades dadas de

tarjetas.

Como era de esperar, en estos dos apartados (sobre todo en e primero) la
estrategia mayoritaria es la multiplicativa, dado la visible relacion entre 6 y 3. Esta
estrategia es abandonada por un ndmero significativo de alumnos en el apartado 2,
quizas por €l deseo de utilizar también en este apartado lainformacion del enunciado sin
observar que lo obtenido en un apartado puede servir de base para el siguiente. Tal es €
caso de A55 (ver Figura V1.18), que razona multiplicativamente en e primer apartado
(“Porque s divides seis y cuatro para dos da esto”) y aditivamente en € segundo

(“Porque son 6 pajitasy 4 cartulinas, como son 3 pajitas mas son dos cartulinas mas’).

Rrge < Oiulden 25 § o¥oo o IS da b

Poqq\;(-} son 6 pc.-:.j -.\"cu; 5 g Ccoci{u\\{\c-‘-;. ) oo 20
Pegfiay e son  don codibinosonds

. \ . ' . A
Figura VI.18.

El resto de dumnos que abandonan la estrategia multiplicativa del primer apartado
pasan a razonar incorrectamente. Algunos alumnos, como por gemplo Al (Figura
V1.19) relacionan multiplicativamente €l dato del apartado 2 con € del enunciado, sin
pasar por €l apartado 1. De este modo aparece una especie de trabalenguas (“El triple de
la mitad de las pajitas, esigual al triple de la mitad de las tarjetas’) que, sin embargo,

resultadel agrado del alumno, posiblemente por su carécter esquemético y algoritmico.
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Figura VI.19.
Mucha mayor “fidelidad” se observa en alumnos que utilizan razonamientos

basados en la razon, ya sea la directa o la inversa (especiadmente ésta Ultima). Los
alumnos que en estos dos primeros apartados usan una de estas dos estrategias ya no la
abandonan en toda la actividad. La explicacién de este hecho, pensamos, se encuentra
en que los alumnos que utilizan estas estrategias han comprendido mas profundamente
la dinamica de una situacion de intercambio y han observado la utilidad de conocer la
cantidad de una de las magnitudes que se corresponde con una unidad de la otra. Como
giemplo de alumno que utiliza la razon directa mostramos la respuesta de A16 en la
FiguraV1.20:

A taiitens0eedosiic, por B polifan we forge
guuru—&\‘\% Qtl‘ka{i-z%{:f‘ﬁ endo Ao, _’:l
4 gajs '__d"_a?_ﬁ o, 00¢ A caldan que tergo,
Q ey i'f-" i Q_‘UQ f“:"” OAE :;:1;\
Figura VI.20.

Este ggemplo saca a colacion un aspecto interesante, aungue al margen del estudio
gue estamos realizando: e del mangjo de los decimales. A ello dedicaremos algunas

lineas a final.

Los aumnos que usan la estrategia de la razon directa, en realidad, estan
reproduciendo la Actividad 1 realizada en clase teniendo en cuenta lo que se comento a
final de la sesién correspondiente. El esquema que habrian seguido seria algo como lo

siguiente:
1. Identificar las magnitudes involucradas, cua “nos dan” y cud “nos piden”.

2. Utilizar el enunciado para calcular la cantidad de la que la que “nos piden” se

corresponde con una unidad de la que “nos dan”.

3. Multiplicar dicha cantidad por |as cantidades que nos van dando.
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Sin embargo, los alumnos que han utilizado la estrategia de la razén inversa no
han reproducido en e mismo sentido la Actividad 1, porque dicha estrategia no aparecié
en la puesta en comun y, por tanto, no hubo lugar a discutir su validez o utilidad. Es
posible que los alumnos que han seguido esta estrategia recordaran que era interesante
calcular un valor unitario, pero no cud en concreto. De este modo, han calculado la
razon inversa de la que necesitarian para reproducir o hecho en la Actividad 1. A partir
de agui, agunos aumnos se han dado cuenta de que con e valor obtenido debian
dividir las sucesivas cantidades de pgjitas que les daban: “Porque s divides tres, que
son las pajitas totales entre uno coma cinco gque es lo que vale una tarjeta, te salen dos

tarjetaseslo que equivale atres pajitas’. (Ver larespuestade A32 en laFiguraV1.21).

o S didudes Wes, Q= son oS POJtas torales e wae
Coond UC @R 9 b gr yale wa tageka te salen, des
facgtes 5 0 Qe Wk o ey Poykes

PO(*},\J’. Svodawidey ﬂueue (,m <0 las e%\t&b totaules, entee. U |
Wanl, Gace Que €5 o e wle Lo tadjeto  te salen: sls

farjetos €S \o Ge wuinle & e pojvkos

Figura VI.21.
Otros alumnos calcularon esta misma razon inversa, pero trataron de utilizarla,

segun € mismo esquema de la Actividad 1, multiplicando. De agui surge uno de los
errores que hemos tratado antes y que se repetira a lo largo de esta primera parte de la

tarea.

Actividad 1, apartado 3:

En e apartado 1 se solicitaba alos aumnos el célculo de las tarjetas obtenidas a
cambio de 1 pgjita. En cierto sentido, este apartado es el mas importante y e punto de
inflexion de la primera actividad. La idea es ver s en los apartados siguientes los
alumnos que no se habian inclinado por la estrategia de la razén directa la elegian a
tener a su disposicion dicha razon. Veremos que esto es asi, aungque solo en parte,
dependiendo principamente de la estrategia seguida a la hora de resolver este apartado.
Los resultados obtenidos en este apartado, de acuerdo a las unidades de andlisis

anteriores, pueden verse en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4

Apartado3 | N°deresp. 2 1 11 16 26
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Por centaje 3'6% 1'8% 19'6% 28'6% 46' 4%

Aungue € porcentgje de aciertos se mantiene alto, sobre todo si nos fijamos
anicamente en la faceta numérica (un 75%), aparece una cantidad no despreciable de
alumnos que responden con un valor numérico equivocado. El porcentgje de alumnos
gue dan un valor numérico correcto pero no razonan adecuadamente se mantiene con
respecto al apartado 2. Estos porcentgjes se mantendran estables en o que resta de la
actividad.

Entre los alumnos que no dan una respuesta numérica correcta, casi todos
cometen el mismo error, ya indicado antes: calcular las pajitas correspondientes a una
tarjeta y multiplicar en vez de dividir por dicho valor. El problema es pues, en nuestra
opinién, de comprension tanto del significado de larazon calculada como de la division.
Posiblemente recuerden €l nimero 1'5 de la Actividad 1 y tengan un vago recuerdo de
como se resolvié dicha Actividad, pero no tratan de entender lo que hacen o lo
entienden mal. En este apartado aparece un error esporadico nuevo, lo comente €
alumno A55 (FiguraV1.22).

Pof quth doddes | ?od’m._ eudge G 'ic\;-y\cg |
dowe. 0B

L . A

Figura VI.22.

El dumno responde: “Porque s divides 1 pajita entre 4 tarjetas dan 0'25”. Es
dificil entender e motivo de este error. En los dos apartados anteriores e alumno
respondié  correctamente empleando  estrategias multiplicativas 'y  aditivas,
respectivamente. Quizés recordara la necesidad de hacer una divisién e hizo esta
aleatoriamente. El resto de apartados los resuelve — también incorrectamente —
dividiendo cada una de las cantidades dadas entre e valor 0'25 calculado en este
apartado (los apartados 4 y 5) y aditivamente el apartado 6.

Entre los alumnos que no dan un razonamiento correcto a un valor numerico
acertado no aparecen aspectos nuevos a resefiar. La gran mayoria de los aumnos
agrupados bgjo este epigrafe indican Unicamente las operaciones efectuadas. Si bien es
cierto que de dichas operaciones puede, hasta cierto punto, inferirse la estrategia que

esta utilizando; preferimos no hacer conjeturas a ese respecto.
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Aungue pareciera no haber muchas opciones ala hora de resolver este apartado, |o
cierto es que se han encontrado tres estrategias esencia mente distintas. Se recogen en la

siguiente tabla:

Multiplicativa | Razon directa | Razon inversa

Apartado3 | N°deresp. 5 14 7
Por centaje 19'2% 53 8% 27%

e Estrategia multiplicativa: Los alumnos que razonan seguin esta estrategia utilizan

la (obvia) relacion multiplicativaentre 6y 1.

e Razdn directa: Agrupamos agui a los alumnos que utilizan e significado de la
divisién como reparto para cacular la razéon directa entre las magnitudes

involucradas.

e RazoOn inversa: Como antes, los alumnos que usan este razonamiento hacen uso
de la razdn inversa entre las magnitudes involucradas y del significado de la
division.

En este apartado, la mayor parte de los alumnos que razonan correctamente |o
hacen calculando la razon mediante la division como reparto. Asi e aumno A37 (ver
Figura VI1.23) dice: “he dividido 4 entre séis para saber cuantas tarjetas te dan a

cambio de una pajita’.

e, (k&viMCko N onhve ,L,,\:_, ROTO. DNeRe O Yas \E«--\'@KL-;: 3\«; Q}_-g[.uq,\
& uhie & wo- gc%‘veﬁ

Figura VI.23.
Este razonamiento muestra a las claras la concepcion del alumno de la division

como un reparto. Esta concepcion contrasta claramente con la estrategia seguida por
otros aumnos. Por ggemplo, Al (ver Figura VI1.24) razona diciendo: “Es |la sexta parte

delas pajitas, esigual ala sexta parte de las tarjetas’.

€ L. w“wgu a2 Qos pfftos, esSgedea Vouaacten
cosie AR oS teLgdeNaS

Figura VI.24.
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Este dumno mantiene su estrategia multiplicativa y, para é, calcular € valor
correspondiente a la unidad no tiene nada de especial. Estas dos formas, esencialmente
distintas, de encontrar € valor correspondiente a la unidad marcan la distincion entre
aquellos alumnos que mantienen |as estrategias multiplicativas o aditivas y aquellos que
las abandonan a favor del uso de la razén directa. Ninguno de los alumnos que opta por
la estrategia multiplicativa en este apartado utiliza la estrategia de larazédn directaen los

siguientes. En su lugar, como veremos, reaparecen las estrategias aditivas.

Actividad 1, apartados 4,5y 6:

Tras € apartado 3 se presentaban |os tres Ultimos apartados en |os que se queria
comprobar si |os alumnos abandonaban las estrategias a favor del uso de larazon directa
entre las magnitudes involucradas (que habian calculado en € apartado anterior). Para
incentivar dicho abandono, ademés, las cantidades de pagjitas proporcionadas en estos
apartados eran 4, 5y 7 respectivamente; de tal modo que las relaciones multiplicativas
entre ellas y con las cantidades anteriores no eran directas (salvo la obvia con la
unidad). Los resultados obtenidos en estos dos apartados, de acuerdo a las unidades de

analisis anteriores, pueden verse en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4
Apartado4 | N°deresp. 2 3 10 12 29
Por centaje 3'6% 5'4% 179% 21'4%% 51'7%
Apartado5 | N°deresp. 2 5 10 11 28
Porcentaje | 3'6% 8'9% 179% 19'6% 50%
Apartado6 | N°deresp. 2 5 8 11 30
Porcentaje | 3'6% 8'9% 14'3% 19'6% 53 6%

Lo primero que salta alavista es lasimilar distribucion de los resultados en 1os
tres apartados. La explicacion, para nosotros, esta en €l hecho de que los tres apartados
presentan la misma dificultad esencial alos alumnos, por o que € tipo de respuesta que
dan es esenciamente el mismo en todos ellos. Mas de la mitad de los alumnos
responden de un modo completamente correcto, y Si nos fijamos Unicamente en €l
aspecto numérico e porcentgje de aciertos sube hasta el 70% mas o menos. No obstante,
es notorio el aumento de respuestas en blanco debidas posiblemente a tratarse de los

ultimos apartados.
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En estos tres apartados no surgen errores esencialmente nuevos por parte de los
alumnos. Los que dan un valor numérico equivocado se debe a que calculan la razén
inversa (entre pgjitas y tarjetas, es decir, las pagjitas correspondientes a 1 tarjeta) y

después multiplican en vez de dividir.

Con respecto a los alumnos gue razonan incorrectamente pero obtienen un valor
nuMErico correcto, tampoco aparecen aspectos nuevos a resefiar. Algunos se limitan a
describir las operaciones realizadas y otros a comprobar més bien que a justificar.

Finalmente, veamos las estrategias de resolucion de los alumnos que responden
correctamente. Como hemos mencionado ya, en estos apartados reaparecen las
estrategias aditivas especiamente entre alumnos que utilizaron una estrategia
multiplicativa para halar € valor unitario en e apartado 3. En la tabla siguiente se
realiza el estudio cuantitativo de estas estrategias.

Multiplicativa | Aditiva | Razdn directa | Razén inversa
Apartado4 | N°deresp. 4 2 17 6
Por centaje 13'8% 6'9% 58'6% 20'7%
Apartado5 | N°deresp. 4 3 15 6
Por centaje 14’ 3% 10 7% 53 6% 21'4%
Apartado6 | N°deresp. 4 3 16 7
Por centaje 13'3% 1% 53 3% 23 4%

No vamos a describir aqui las distintas estrategias, pues ya han aparecido
discutidas en apartados anteriores. La estrategia mayoritaria es la de la razon directa,
elegida por més de la mitad de los alumnos que razonan correctamente. ES interesante e
importante resaltar aqui la diferencia conceptual entre la estrategia multiplicativay lade
razon directa, sobre todo porque ambas se plasman en la misma operacion aritmética.
Como gemplo de la diferencia entre ambas, mostramos primero la respuesta de A19 a
apartado 6: “7 lo obtengo multiplicando 1.7 entonces 0,6 lo multiplico por 7 que da

46" (ver FiguraV1.25).

y [ 1t (
AR ok M

Figura VI.25.
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Este dumno esta utilizando una estrategia multiplicativa puesto que e motivo de
efectuar € producto entre la cantidad de pagjitas dada y |as tarjetas correspondientes a
una pgjita es la relacion multiplicativaentre 7 y 1. Sin embargo, el alumno A12 (Figura
V1.26) responde en € apartado 5: “S por cada pajita me dan 0’6 de tarjeta y tengo 5
pajitas, lo multiplico por 5”.

S par cr\skc»_ iﬂtcﬁ-_- LiE Sl O Y'e de  ogeta
% (_—_rp—_;,_\r“ - Uo Lu\,&ht_ﬂ\((- \T“:s_». s

Figura VI.26.
En este caso, la operacion aritmética a efectuar es la misma que en € anterior; sin

embargo, la motivacién es bien distinta. Aqui, € alumno razona pensando que lo que
corresponde a 5 pgjitas es cinco veces |0 que le corresponde a 1 pgjita. La diferencia es

sutil, pero existe.

En cuanto a estrategias aditivas, en los apartados 4 y 5 encontramos el Unico
giemplo de razonamiento utilizando restas. Los razonamientos aditivos presentados
hasta el momento siempre se basaban en la descomposicion de la cantidad dada en suma
de dos 0 mas cantidades dadas en |os apartados anteriores. Sin embargo, el alumno A24
(ver Figura V1.27) razona sustractivamente, y escribe: “6 pajitas=4 tarjetas, si quitas 1
quitas media tarjeta=3,5".

'._.L-.-x‘}-\.ll_ Yy o L+ By ‘C*--lf_‘, f i‘_,\' O oowT A | '-__‘s.vh..'ﬁn,-;l_ 5 Ty -'r"""\,:- L
S \ y X

oo = 3'5

Figura VI.27.
Como hemos indicado antes, los de este alumno son los Unicos gemplos de
razonamiento de este tipo que han aparecido. Asi pues, han aparecido razonamientos

sumando, restando, multiplicando y dividiendo.

Las dos estrategias que usan la razén en algin modo no aportan nada nuevo a
andlisis que estamos realizando; por o que no comentaremos nada sobre €ellas en estos
apartados.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



OBSERVACION Y REFLEXION 269

Actividad 2:

En la actividad 2 se pedia a los alumnos que indicaran explicitamente tanto €
valor como € significado de la razén que aparecia en la tarea. Esta pregunta, con
mucho, ha resultado la més complicada paralos alumnos. Los motivos, ademés de en la
dificultad del concepto, hay que buscarlos en € poco tiempo transcurrido desde su
presentacion y también (en el caso de los alumnos de uno de los grupos) en e hecho de
que, durante la sesion de trabajo en clase, apenas quedo tiempo para institucionalizar €l
concepto.

Las unidades de andlisis de esta actividad son las siguientes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Respuesta sin sentido o incompleta

Daél vaor pero no entiende e significado

Al W] N| | O

Indicael valor y e significado correctos, pero delarazén inversade laque se

pide

5 Indicael valor y e significado correctos de larazon pedida

De acuerdo con estas unidades de andlisis los resultados obtenidos en esta

actividad son los siguientes:

0 1 2 3 4 5

Actividad 2 N° deresp. 2 9 12 7 7 19
Por centaje 36% | 16'1% | 21'4% | 12°5% | 12’5% | 33'9%

Entre las respuestas sin sentido tiene especia interés la del alumno Al (ver la
Figura V1.28) que denota a las claras una influencia externa: “Es una proporcionalidad

directa, porque contra mas pajitas mas tarjetasy viceversa’.

€a ~ O\ CTR L\ T8 &) § -

S UO0 RO Ee RO AERe e O g sy
' }I ) _YJ\ / ‘:l" \L“‘«"\' L -t:.:,’.}.\\_\\\c_f\ B0 ‘-1_"’-%1“\(?“« NG

"-('1(“".{.\{_'\;.. A \l'.-"(_gL;_‘lI R e

-~

Figura VI.28.
Pensamos que este alumno ha recibido algun tipo de ayuda pararedizar latareay

puesto gque € término ‘razén’ se sale de lo habitual, la persona que le ha ayudado ha
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indicado la “razén” por la que efectiia los cllculos para redizar la tarea. De hecho €l
alumno A1l resuelve todos los apartados por estrategias multiplicativas sin considerar la

razdn como “tanto por uno”.

Una de las mayores dificultades a la hora de poner por escrito lo que se les pedia
esta relacionada con € orden de las palabras. La razon entre tarjetas y pgjitas (la que se
solicitaba) es la cantidad de tarjetas obtenidas a cambio de una pgjita. Asi, algunos
alumnos, como A20 en la Figura V1.29, muestran su confusion: “La razon no es tarjetas

y pajitas, es pajitasy tarjetas’.

~ Lo vodon fo ey O s W\ :Qw\\'ta’\ D u)LGL\ \i\JtD-'“ lﬁtﬂ-‘h _

Figura VI.29.
Algunos aumnos dan el valor numérico correcto en un orden incorrecto de las
magnitudes, otros dan €l valor equivocado para el orden que se pide. Finalmente, otros,
indican larazén inversa a la que se pedia; especiamente aguellos que se inclinaron por

laestrategia de larazon inversa.

En cualquier caso, un porcentaje no despreciable, latercera parte de los alumnos,
responde de forma completamente correcta a la actividad 2. Algunos de forma muy
clara, como A39, cuya declaracion se muestra en la Figura V1.30: “0,6. 0,6 es la

cantidad de tarjetas que te dan por cada pajita”.

M A\ ~ X & i & | o]
'VI." C C es I*« canhidad de larae‘fz\.s que Te, dan rL -_?rd':a pu’g}'Ta-

0

Figura VI.30.
V1.2.1.3 Reflexionesrelativas al punto 1

1. Resulta interesante observar € hecho de que nadie mostré extrafieza, ni
verbalmente ni por escrito, ante el hecho de que algunas respuestas implicaran
cantidades no enteras de pgjitas. Quizas haber utilizado otro tipo de objetos
(como libros, o canicas) que den menos pie a pensar que se pueden fraccionar
habria contribuido a hacer aparecer este tipo de extrafieza. Sin embargo
pensamos que los adumnos, a la hora de mangar magnitudes, estan muy
habituados a preocuparse mas por el valor numeérico que por su interpretacion
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(més alla de la preocupacion inculcada por € profesorado de “ poner siempre las
unidades”).

2. En principio la actividad estaba pensada para que los alumnos manipularan el
material. Por ello se proporciond a cada parga 20 pgjitas para que pudieran
efectuar repartos, hacer montones, etc... Sin embargo, casi todos los alumnos se
lanzaron desde e principio a razonar utilizando 18piz y papel ademas de la
calculadora. Este uso constante de la calculadora se prolongd durante toda la
experiencia y, en ocasiones, fue una fuente de errores y problemas para los
alumnos. Esto, en parte, también explica la fata de extrafieza ante las 1'5
pajitas, que muy pocos alumnos escribieran “una pgjitay media’ verbalmente y

gue nadie empleara las fracciones.

3. Tan solo un grupo de tres alumnos (A30, A34 y A41) utilizaron de forma
significativa el material. Su estrategia fue distribuir 3 pgjitas por cada 2 tarjetas
del siguiente modo:

Esta manipulacién explica la eleccion del verbo “poner” en la redaccion de las
respuestas de este grupo (Figura V1.31): “Porgue ponemos una pajita en cada
cartulinay luego le afiadimos media pajita”.

; g
Tarjetas que hay en el sobre:_ 2~

Fajitas entregadas a cambio de las tarjetas: A\

Razonamiento: j‘_}_h_‘\_‘g_k __Jtc..l‘._-),(]j;;‘*___;um I_'_“?“'t‘ oA SOORL, G :‘._u_:i,.,,,
Figura VI.31.

4. Cabe destacar que la mayoria de los alumnos utiliza decimales y no fracciones

tanto a la hora de hacer operaciones como a la de indicar los resultados por
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escrito. Ademas, ningln alumno indica extrafieza o dificultades ante €l hecho de
gue aparezcan cantidades fraccionarias de tarjetas. Esto ya sucedia en la
Actividad de aula 1. Posiblemente sea debido a lo habituados que se encuentran
os aumnos a trabgjar pegados a la calculadora. De hecho, a mangar los
decimales, se efectlian redondeos arbitrarios, algunos utilizan el simbolo de

decimal periddico pero multiplican después como si fuera exacto, €etc...

. Ademés, en esta primera tarea comienza a apreciarse la influencia de familiares

y/o profesores particulares. Ya se ha sefidado un caso en € que se apreciaban
influencias externas en las respuestas de un aumno que se referia a la
proporcionalidad directa. No es € Unico gemplo que podemos mostrar, en la
produccion de A4l (ver Figura VI1.32) se observan claras reminiscencias del

algoritmo de laReglade Tres:

Pajitas | Tarjetay Razonamiento

]

Z He g .47 =)
M feche G-4re=6

| \ " "
Mo hoche A°42620,8

Mo b 9-Y4:6=2,6

| . T T
Hg Viucke— 2 *1t6=4¢

-~

H';— i"&t_L\‘.D' 3456246

Figura VI.32.

6. Otro aspecto interesante es e gusto de los aumnos por la repeticion de un

mismo esquema. En este sentido son relativamente pocos los alumnos que
muestran més de una estrategia a lo largo de toda la tarea. Esta repeticiéon se
lleva incluso a plano gramatical, repitiendo en todos los apartados una misma

frase en la que solo se cambian |os nimeros involucrados.

Hay casos en los que resulta realmente complicado descubrir los caminos que
han llevado a alumno a dar sus respuestas. El gemplo siguiente (Figura V1.33)
se corresponde con € alumno A26, afectado de Sindrome de Asperger, que
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seguia las clases con normalidad. Comienza con las sencillas estrategias
multiplicativas, cuando se le piden las tarjetas que se obtienen por una pgjita
(eran 2/3) lo redondea a 0 y, sin embargo resuelve correctamente (salvo
redondeo) €l resto de apartados. Obsérvese ademéas la curiosa forma de indicar

verbalmente |os nimeros decimales.

Pajitas Tarfetay Razonamiento

% | .:.' "_'i'lj}l.l. I,\ A _'I'-_\ .'_ \

Figura VI.33.

8. El porcentgje de respuestas completamente correctas es inferior en la tarea de
casa 1, pero € porcentgje de errores no es significativamente mayor. El
porcentgje que mas aumenta es € de respuestas correctas numéricamente pero
sin razonamiento. Esto puede ser debido a que en la Actividad de aula 1, uno de
los miembros de la pargja no comprendiera el razonamiento del otro y fuera

incapaz de reproducirlo solo en casa.

9. En latarea de casa 1 no aparecen fallos dd tipo “si me dan dos pajitas mas
tendré dos tarjetas mas’ que estan relacionados con un error en la percepcion de
la relacion que liga ambas magnitudes. Sin embargo, el error mas comun esta
relacionado con € manegjo de las magnitudes y con los significados “inversos’
gue tiene unarazon y su razon inversa. Este error no aparecio en la Actividad de
aula 1 y sera una de las mayores dificultades de los alumnos durante toda la
propuesta. Posiblemente la aparicion de este error tenga que ver con que en la

tareadecasa 1 lasituacion eralainversadeladelaactividad de aula 1.

10. Respecto a las estrategias utilizadas por los alumnos que responden
correctamente, en aguellos casos en los que las relaciones multiplicativas o

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



274

PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE
SECUNDARIA

aditivas son sencillas, estas estrategias son las preferidas por los aumnos; y esto
pese alainstitucionalizacion de laidea de razon que sellevé acabo a fina dela
Actividad de aula 1. Lainfluencia de la Actividad de aula 1 queda patente en la

aparicion de la estrategia “razon inversa’.

V1.2.2 Punto 2: La condicién deregularidad

Una vez que se ha introducido € significado del concepto de razén, se plantea la
cuestion de cuando es posible hablar de razon en una situacion concreta 'y de cuaes son
las condiciones que deben cumplirse para €llo. Este aspecto se introduce

fundamentalmente en la Actividad de aula 2
V1.2.2.1 Andlisisy valoracion de la Actividad deaula 2

Descripcion de la actividad

En un lugar visible de |a clase se muestra un cartel como el siguiente, en € que se

indica verbalmente que 3 pgjitas equivalen a 2 tarjetas (y viceversa):

3 | 2

pajitas tarjetas

Se forman pargas de alumnos (las mismas que en la Actividad 1 y que se
mantendran durante toda la propuesta). A cada pareja se |le entrega un sobre grande que
contiene una cantidad arbitraria (pero suficiente) de tarjetas de ambos tamafos, también
se le dan 5 sobres més pequefios, dentro de los cuales hay una determinada cantidad de

pajitas. En concreto:

Sobre 1. 1 pgjitagrande.

Sobre 2: 1 pgjita pequefia.

Sobre 3: 1 pgjitagrande y 1 pequefia.

Sobre 4: 2 pajitas pequefias y 1 grande.

Sobre 5: 2 pgjitas grandes y 1 pequefia.
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Latarea que tienen que hacer 1os alumnos consiste en decidir qué debe entregarse
a cambio de lo que hay en cada uno de los sobres, teniendo en cuenta € mensge que
tienen a la vista. Una vez decidido, deben poner su respuesta por escrito junto con €l

motivo que les hallevado atomar tal decision en unaficha como la siguiente:

Nombres:

Tarjetasque hay en € sobre:

Pajitas entregadas a cambio delastarjetas:

Razonamiento:

Andlisisdela actividad

El estudio y andlisis de las producciones de los alumnos se organizara segun la
estructura interna de la actividad que se ha descrito en e apartado anterior.
Distinguiremos cuatro partes bien diferenciadas. la primera formada por € primer sobre,
la segunda por € segundo sobre; la tercera parte se dedicara al tercer sobre v,
finamente, la cuarta parte est4 dedicada a los dos ultimos sobres entregados a los

alumnos.

Las unidades de andlisis de esta actividad son las siguientes:

No entrega o no asiste aclase

Respuesta en blanco

Respuesta incorrecta

Razonamiento correcto, sin distinguir los tamarios

A W N | O

Razonamiento correcto, relacionando tarjetas grandes con

pajitas grandes y pequefias con pequefias.

En esta actividad, aunque si puede hablarse de respuestas incorrectas (como de
hecho veremos) no es tan sencillo hablar de respuestas correctas, debido precisamente a

la pretendida ambigliedad del enunciado presentado a los alumnos. Sin embargo, si que
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puede analizarse la correccion de los argumentos de los alumnos y, sobre todo, su

consistencia
Sobre 1:

En el sobre 1 los alumnos encuentran una pgjita (que a posteriori descubriran que
es de tamafio grande). Aungue en este punto los alumnos desconocian € hecho de que
también habia pgjitas pequefias, hay que tener en cuenta que ya tenian a su disposicion
tarjetas de dos tamarnos. Los resultados, segun las unidades de andlisis anteriores, estan

reflgjados en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4
Sobre 1 N° deresp. 0 0 2 23 1
Porcentaje 0% 0% 7 7% 88'5% 3'8%

Llama la atencion que tan solo una pargja (la formada por A37 y A47) haya
hecho la puntualizacion de que la pgjita es “grande” asi como gue lo que la cantidad
correspondiente es de tarjetas “grandes’. Notese que esta paregja utiliza explicitamente
en término ‘razén’: “Averiguamos la razon entre tarjetas y pajas y 1o que nos da es

0'6” (ver FiguraV1.34).

0 : S
Contenido del sobre:_ Y ;!i.'_.'(_'k}lﬁ_ff;__ AR N

-Qué sc obtiene a cambio del contenido?: L © .i\':—'&'.‘.!:‘.“ LS
[ Ol 4 -

y ' . ; AL c€ O AR0S L Yo
Razonamiento: A€ol uacs VO, CORTA [N 1y AR 1N AT M Plladhes & X0

e _ues do. @3 o6

Figura VI.34.

Como hemos indicado mas arriba, en e momento de resolver este apartado, 10s
alumnos desconocian la existencia de dos tamarios de pgjitas, pero si sabian que habia
dos tipos de tarjetas. Ademas, nada les impedia volver sobre sus pasos una vez abiertos
los sobres posteriores. Es posible que fuera esto |o que hizo esta pareja, pero no tenemos

pruebas para afirmarlo.
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Tan solo dos parejas han proporcionado respuestas totalmente incorrectas en este
primer sobre. Una de ellas (A32 y A39) comete € error ya presentado en actividades
anteriores de invertir e papel de las magnitudes involucradas. Asi, dgjando de lado la
mencion a tamano, esta parga dividid las 3 pgjitas entre las 2 tarjetas para hallar
cuantas tarjetas correspondian a 1 pajita (ver Figura V1.35): “Porque si dividimos 3:2

nos da el resultado de lo que vale una pajita”.

Contenido del sobre: ' fJCH‘l‘(‘L;,
——

;Qué se obtiene a cambio del contenido?: 4 (O AQ W meac,

Razonamiento:_ cgue Sl A 9 2 s olg el tes Yhoglo g
Ao Ge vole v polite T

Figura VI.35.
Para ilustrar alin més las dificultades de los alumnos a la hora de mangar

correctamente e orden de las operaciones para calcular la razdn correspondiente,

podemos presentar el caso de la pargjaformada por A5y A27 (FiguraV1.36):

Contenido del sobre: fl # QG—W\

c e l - 1| l A+
Razonamiento: 2 L!“‘ 1 Jii \ﬁ 2 ?"_\}_L‘*,_ ] €1 1ng Li: ‘r‘.j_c‘j
%:2=06 = I k.

Figura VI.36.
Sin entrar en detalles sobre € escaso rigor en e mangjo de los decimales, es
sorprendente la operacién “3:2=0,6" que demuestra que una vez obtenido € resultado,

tienen problemas ala hora de reproducir sus ideas por escrito.
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Finamente, la gran mayoria de los alumnos responde correctamente pero sin
hacer mencidén explicita a los tamafios de los objetos implicados. Entre ellos
encontramos parejas que no presentan un razonamiento claro (salvo indicar la operacion
gue han efectuado). Es interesante resefiar que sigue apareciendo la dicotomia entre
alumnos que hallan la razén mediante razonamientos multiplicativos (ver Figura V1.37

siguiente, correspondiente alapargja A39 y A53, que ilustra claramente este caso):

Contenidn del sobre: J < :[QOS‘\'C)._

\-

N s

. Oué se obtiene a cambio del contenido?:__ (7)) Q‘_A:CA,‘C\QE\C}'D
iU . »)

o =
H:rmnmnirnln:___j)(‘:/__-z-_ I o U - L

e 3 T I

= iy D_IZ')__ o B g

Figura VI.37.
y alumnos que hallan la razén como producto de un reparto (en laFigura V1.38, A42 'y

AS50 afirman: “S repartes las tarjetas entre las pajitas, te da |o que vale una pajita”):

Contenido del sobre: "ITJ'\ e

|

;Qué se obtiene a cambio del contenido?: (J 6

Razonamiento:  )° f\e{‘—-,.;:; Prn 4o \‘f'\”\ P Qen rercston e A
= T ] ¥

("- "\il\‘{ T L.: AAAN O Pony Sy
, 3 J

Figura VI.38.
Sobre 2:

El contenido del sobre 2 era una pgjita de tamafio pequefio. En este punto entra
en juego todavia mas la ambigiiedad del mensgje presentado a los alumnos. Como

consecuencia, habra alumnos para los que € contenido de este sobre siga siendo “una
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pgjita’, para otros sera “una pajita pequefid’ vy, finamente, habra pargas que
identifiquen esta pajita de menor tamafio con “media pgjita’. Esta tltima identificacion
no es aceptable puesto que las pgjitas de tamario pequefio no eran lamitad de largas que
las de tamarfio grande. La explicacion a esta identificacion hay que buscarla, por un lado,
en e hecho de que dos tarjetas pequefias hacian una grande y, por otro, en € deseo de
los dumnos de referirlo todo a una Unica unidad para evitar los inconvenientes en €l
manejo de dos magnitudes distintas simultaneamente. Los resultados obtenidos tras €l

andlisis de las respuestas de |os alumnos se muestran en latabla siguiente:

0 1 2 3 4
Sobre2 | N°deresp. 0 1 3 12 10
Porcentaje 0% 3'8% 11'5% 46' 2% 38'5%

Como hemos mencionado un poco mas arriba, dos pargjas han identificado la
pajita pequefia con media pgjita grande. Una de dichas parejas no ha llegado a dar una
respuesta (y se contabiliza como respuesta en blanco) y la otra se ha contabilizado como
respuesta incorrecta, si bien es cierto que la solucién dada por dicha pargja (A6 y A11)
es consistente con su eleccion (ver Figura V1.39) “Como 1 pajita=0'6 como tenemos

media pajita 279abra 2 veces menos de tarjetas 0'6=0"3":

Contenido del sul;r::___‘zf:z__?%%_
%( :
. A \
;Qué se obtiene a cambio del contenido?: 0 }_A_Q ") r N

: s 1 } 0% j@m Dﬂ-’\_”i‘» :
mwnemum:é&.ﬁ‘:g:_«a_t@mi =
‘WMM—'MLW dangalad 0'6 705

Figura VI.39.

De las otras dos respuestas incorrectas, una es la dada por la pargja A32 y A39,
gue comete el mismo error que se comentd en el sobre anterior, efectla € reparto a

revés. Lapargaformadapor A1y A9 daunarespuestasin sentido.

El resto de las pargas se reparten cas a partes iguales entre aguellos que
distinguen & tamafio (y gque coinciden en que a las pgjitas pequefias les corresponden

tarjetas pequefias) y aguellos que no parecen encontrar (a tenor de sus respuestas)
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diferencia entre o obtenido en este sobre y el anterior. Como g emplo del primer tipo de
alumnos, mostramos la respuesta de la parga formada por A19 y A23: “Se divide & n°
de tarjetas entre pajitas para obtener e n° de tarjetas que es 0’6, pero como son pajitas

pequenas se obtendran tarjetas pequefias’ (ver FiguraV1.40):

N
- - a
Contenido del ’“h":MM
/1 L3 —
+Qué se obtiene a cambio del contenido?: O : Q ti?& M@M
Razonamiento: & &: 4‘2 ’ !é
me o t\nJQL

“&nrz 4

hmh,!

Figura VI.40.

Hay pargjas que ni siquiera indican explicitamente que la pajita contenida en €
sobre 2 es de distinto tamafio a la contenida en €l sobre 1y, por tanto, su respuesta en
este sobre es indistinguible ala del anterior. Finalmente, hay paregjas que, pese aindicar
gue la pajita del sobre es pequefia, no indican € tamafio de las tarjetas obtenidas a
cambio; tal es e caso del grupo formado por A8, A12y A17 (FiguraV1.41):

Contenido del sobre:_| X g-lx_l\“"\:_.__ Oy e

i 2 " - .
2 Qué se obtiene a cambio del contenido?: C*E‘.__\"ﬂ_(_:ttﬂ"_

Razonamiento: .\ tov 0¥ > oAy nes dop 2 R latd i\
L |AJu'.;\ an 7 covr X ‘:J o ;-ki-\- f{‘c Llociebres
Figura VI1.41.

Sobre 3:

En el sobre 3 se hace patente de forma clara el hecho de que existen dos tamafios
distintos de pajitas y, ademas, se fuerza a los dumnos a mangjar ambos tamarfios (en
realidad ambas magnitudes) de forma conjunta. Aquellas pargjas que han identificado
las pgjitas pequefias con media pgjita grande cometeran en lo que sigue € mismo error:

referirlo todo a la misma unidad (pajitas). Asi, por g emplo, en el sobre 3, para los,
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hay una pgjitay media. Consideraremos estos casos Como respuestas incorrectas, pese a
gue haya consistencia entre esa identificacion y la respuesta de los alumnos. Los

resultados obtenidos en este sobre son |os siguientes:

0 1 2 3 4
Sobre3 | N°deresp. 0 6 8 4 8
Por centaje 0% 23% 30'8% 15'4% 30'8%

Como viene sucediendo en las actividades que ya se han analizado, a partir de
este punto aumenta el nimero de respuestas en blanco debido ala falta de tiempo de los
alumnos. Por otro lado vemos que aumenta € epigrafe de respuestas incorrectas; o 1o
gue es lo mismo, de inconsistencias en los razonamientos de los aumnos. De hecho, €
andlisis de | as respuestas de los alumnos en este sobre y |0s siguientes se hace algo mas

compleg o que en los anteriores.

Lo mas sencillo es tratar las pargjas que responden “ correctamente” y relacionan
tarjetas grandes con pajitas grandes y pequefias con pequefias. No merece la pena
dedicar comentarios a estos alumnos. Ademas, los que ya hacen correctamente este
sobre con esta idea, también siguen la misma estrategia a la hora de resolver los dos

Ultimos sobres.

Hay alumnos que no hacen € emparejamiento anterior, pero que, aun asi, son
consistentes. Estos alumnos, como por gemplo la pargja formada por A2 y A20,
simplemente dicen encontrar 2 pgjitas en € sobre y, en consecuencia, su respuesta se
limitaaduplicar ladada en los dos sobres anteriores (ver FiguraV1.42):

.
Contenido del xnhr(':______ﬁ_'?". 4

+Que se obtiene a cambio del contenido?:

Razonamiento: N 3 A _acoy Voo Son () 6 Terp jeles el Ao\ 2
0 _lordeles S O =
A .
\ L

Figura VI1.42.
De modo similar razonan las cuatro parejas catalogadas bajo el epigrafe 3.
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El abanico de razonamientos incorrectos es mucho mas amplio. En primer lugar
tenemos a las pargjas que identifican las pgjitas pequeiias con la mitad de una grande.
De entre ellos, algunos razonan correctamente refiriéndose también a una unica unidad
en lamagnitud “tarjetas’. Tal es e caso (FiguraV1.43) de A6y All:

Contenide del sobre: Ly ’{ (}3\
_f.%‘_ Hepean )

- [~ '
;Qué se obtiene a cambio del contenido?; __ __'_;11_.-;L“é_= =

| il
Razonamiento: (e Sn o mess ;_.,_'[;;1-;‘_, e n A ;_N_,_"L Q, \.! L-,.._t-‘_
A il s N N I ! !
_QJL_—J.;,_?___. B o o X I 8 Q;,q =
Figura VI1.43.

gue razonan correctamente, si bien de un modo aditivo, a partir de su trabago anterior.
Otra pareja (la formada por A32 y A38) también dicen encontrar una pgjita’y media en
su sobre, pero como calcularon mal en los sobres anteriores (es la pargja que dividia al

revés), dan una respuesta incorrecta aungue consistente con su trabajo anterior.

Pero hay errores més graves. Por g emplo, algunos alumnos distinguen pagjitas
pequefias de grandes, pero no relacionan los tamarios de las pgjitas con los de las tarjetas
o bien “suman” las tarjetas grandes con las pequefias para dar una respuesta en una
tnicaunidad. La parejaformada por A55 y A56 (ver FiguraV1.44) es un giemplo.

Contenido del sobre: ~ | LOSA TO VT e

( e G e e

:Qué se obtiene a cambio del contenido?: 7L =

A A o - - ™ r - .
Ilnz.nu:n|:|ic|nn:_,{}—;_5_1;;-\dg._==__ pov N _-?(_,;\_\._ fee YA~ & MG
\ 2 15 \

A A
o owe®~ A S

Figura VI.44.
El dltimo error que resefiamos en este sobre es € cometido por |a pareja formada

por Ad44 y A51. Esta pargja no distingue los tamafios de las pgjitas, pero a la hora de
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calcular las tarjetas correspondientes no queda muy claro su razonamiento (ver Figura
V1.45):

] 1= '-_ 2 L -

5 " (i SI2 S0 o Rk «
Contenide del sobre:_{ I']_u‘_{- [45] 5 e O% 5
' O - i .
& 3 G- 1S

hy fo
{Staple:

:Qué sc obtiene a cambio del contenidn: _J‘ l:_\ -m:a\

Razonsmiento: R0 AXr 2 &7 s Ca 1S mioo o0
refo o bdcleas y bamoes ¢ nos do A Ire»

Figura VI.45.
Es extrafio este razonamiento, porque en los dos sobres anteriores esta pareja efectud la
operacion correcta (dividir 2 entre 3) mientras que agui 1o hace a revés y ademaés
después suma con € valor correspondiente a media pgjita. Posiblemente hayan pedido
ayuda a algun compafiero y no le hayan comprendido por estar usando ideas distintas.
Esta pargja no distinguia tamafios y pueden haber preguntado a una pareja que hablara
de medias pgjitas.

Sobres4 vy 5:

Estos dos ultimos sobres iban en una direccién similar ala del sobre nimero 3.
Se enfrentaba a los alumnos a situaciones en las que debian mangar dos magnitudes
distintas (o0 dos unidades distintas de una misma magnitud), con las dificultades que ello
conlleva. Los resultados obtenidos, de acuerdo a las unidades de andlisis fijadas a

inicio, son los siguientes:

0 1 2 3 4
Sobre4 | N°deresp. 0 9 5 4 8
Por centaje 0% 34' 6% 19'2% 15'4% 30'8%
Sobre5 | N°deresp. 0 11 5 3 7
Por centaje 0% 42’ 3% 19'2% 11'5% 27%

S se comparan estos porcentges se observa esenciamente un trasvase de
alumnos desde el grupo de respuestas incorrectas a de respuestas en blanco. El resto se
mantiene précticamente igual. Las pargas que distinguian tamafios y relacionaban

grande con grande y pequefio con pequefio siguen haciéndolo, aquellos que
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identificaban las pgjitas pequefias con media pgjita grande se encuentran aqui (segin
ellos) con dos pajitas en el sobre 4 y dosy mediaen € 5, y responden en consecuencia.
Lo mas interesante a resefiar sea quizas lo que sucede con los alumnos que no
distinguian pgjitas grandes de pequefias y |as consideraban iguales. Para estas pargjas en
ambos sobre hay 3 pgjitas y, por tanto, pueden utilizar directamente la informacion del
cartel; como hace por g emplo la pargja formada por A22 y A25 “2 tarjetas porque lo

pone en lapizarra” (ver FiguraV1.46):

=
Contenide del sobre: 8 '\CS:!({I";A

:(Qué se obticne a cambio del contenido?: E . .-Q'-‘fip/,

o Zartn

R iento:_7 Jcof“ﬁ:f{‘cm G o et _ea \Q

Figura VI.46.

No obstante, algunas de estas parejas que dicen encontrar tres pgjitas en el sobre
usan las respuestas dadas en los primeros sobre y las multiplican por 3, pero como no
manegjan correctamente los decimales obtienen una respuesta que no cuadra con la
informacion del cartel (y no reparan en ello). Esto, por gemplo, le sucede a grupo
formado por A8, A12 y A17 (figura V1.47 siguiente):

¢

2Qué se obtiene a cambio del cnnltnldo‘!‘.ﬁ'cx‘ddlﬂjv _

Razonamiento:__55 (a1 :S Pé}lﬁ nes_don o ‘-_(;.):1'9 Ty
) ) j e 2 -3 vieh
g_".".‘njm_'i_l oos don s - 3L 108 Hxi}LL&.igi

Figura VI1.47.
V1.2.2.2 Reflexionesrelativas al punto 2

1. Vuelve a observarse € deficiente mangjo de los decimales por parte de los
aumnos y su “aergia’ a las fracciones. A la hora de sumar 0'6+0'6 nos

encontramos con respuestascomo 1'2; 1'3; 1'2 6 1' 3.

2. Los aumnos tienen grandes dificultades a la hora de mangjar varias magnitudes
0 varias unidades de la misma magnitud simultaneamente. Se observa una

tendencia natural de muchos alumnos a buscar una Uinica unidad.
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3. Relacionado con lo anterior, aunque la diferencia de tamafio entre las pgjitas
grandes y pequefias era tal que se observaba a simple vista que no era la mitad,
muchos alumnos lo dieron por supuesto (quizas para facilitar las operaciones) y
otros preguntaron a profesor. Esto se acentud por € hecho de que las tarjetas
pequefias si eran la mitad de las grandes, posiblemente este aspecto deba
cambiarse en futuras puestas en préactica.

4. Muchos aumnos responden sin problemas que se obtiene lo mismo a cambio de
una pgjita grande que de una pequefia y parecen no percibir la ambigiedad del

mensaje del cartel.

VI1.2.3 Punto 3: Comparar razones

El primer uso que se da a concepto de razon entre dos magnitudes es € de
comparar situaciones de intercambio diferentes en las que se intercambian los mismos
objetos, para asi decidir cual resulta més ventgjosa. Esto se hace en la Actividad de aula
3y enla Tarea de casa 3, s bien, en esta Ultima ya no se presentan situaciones

puramente de intercambio, Sino mas generales.
VI1.2.3.1 Andlisisy valoracion dela Actividad deaula 3

Descripcion de la actividad

En un lugar visible de la clase se muestran los siguientes carteles, en los que se
presentan cuatro situaciones de intercambio diferentes entre pajitas y tarjetas.

H N ",
<
l. []

[ ]
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Se trabgja por pargjas, como en todas las actividades. A cada pareja se le entregan
pajitas y tarjetas en cantidad suficiente paratrabajar. Latarea a efectuar por parte de los
alumnos consiste en decidir qué situacion de las anteriores resultaba més ventgjosa a la
hora de cambiar pgjitas por tarjetas o viceversa. Como en las actividades anteriores se
pedia a los alumnos que pusieran por escrito sus respuestas rellenando una ficha como
lasiguiente:

Nombre:

A) Si tuvieras que cambiar pajitas por tarjetas, (qué cartel te resulta mas ventajoso? Razonalo.

B) Si tuvieras que cambiar tarjetas por pajitas, ¢qué cartel te resulta mas ventaj oso? Razénalo.

cHas utilizado material?

Andlisisdela actividad

Esta actividad constaba de dos partes claramente diferenciadas, aunque
esencialmente la labor a redlizar por parte de los aumnos era la misma en ambas partes
(sdlvo e cambio de papeles entre tarjetas y pgitas). Por esto analizaremos
conjuntamente ambos apartados de la actividad.

Las unidades de andlisis de esta actividad son las siguientes:

0 No entregao no asiste aclase

1 Respuesta en blanco
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2 Respuesta incorrecta

Razonamiento correcto®, errores operativos

4 Respuesta compl etamente correcta

En base a estas unidades de andlisis, |os resultados obtenidos en esta actividad son

287

los siguientes:
0 1 2 3 4
ApartadoA) | N°deresp. 0 1 21 2 2
Por centaje 0% 3'8% 80’ 8% 7 7% 7 7%
ApartadoB) | N°deresp. 0 1 21 1 3
Por centaje 0% 38% 80'8% 3'8% 11'6%

Es evidente, alaluz de estos datos, que esta actividad resulté totalmente fallida.

La gran mayoria de las pargas identificO la idea de “ser mas ventgoso” con lo

manejable de |as operaciones; como hace por gemplo la pargja formada por A5y A27:

“El cuatro porque como son 2 pajitas y 1 tarjeta es mas facil hacer operaciones’

(FiguraV1.48):

A) Si tuvieras que cambiar pajitas por tarjetas, ;qué cartel te resulta mas ventajoso?
Razdnalo.

|’r’ '{ ¢ O‘"\"V@_‘ ?O'\f (“\T,'W Ceovm 0 S o] ;_] Z :P &J‘ll' {":1\5 \:S /1 {J"U_VJ ETa\
£S5 MG S 35(; M haeen ("{K@Cfﬁy@c\

Figura VI.48.

Ademas de la facilidad a la hora de efectuar las operaciones, algunas paregjas,

como la formada por A46 y A48; sefijaen lasimplicidad del resultado: “El cartel de 1

tarjeta por 2 pajitas porque seria mas facil calcular a cuantas pajitas equivale una

cartulina. Ademas € resultado es un nimero mas sencillo” (ver FiguraV1.49):

* Entenderemos por razonamiento correcto aguel que suponga utilizar la razén (aunque sea

implicitamente) como herramienta de decision.
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“s . o warkitien?
B) Si tuvieras que cambiar tarjetas por pajitas, ;jque cartel te resulta mads ventajoso.
Razénalo.

T oyt & Bdonflo g 2 pofTe gl somio 700 00k

4 - §_ - 1 - )j ]
o 1) mui’; L c’z:zﬁf{}g e - Apsrias & X oacdiay

g -J(W!/ o
A An e NG cenila S

Figura VI.49.
Esta pargja, no obstante, muestra una mayor claridad de ideas. Dicen que deben

calcular a cuantas pgjitas equivale una tarjeta, es decir, calcular la razén entre pgjitas y
tarjetas; sin embargo lo calculan al revés (dividen tarjetas entre pgjitas y no alainversa)
y ademés comparan las razones desde € punto de vista de su “sencillez” (si es que hay

numeros mas sencillos que otros, para esta pargja 1/2 es mas sencillo que 2/3, 4/7 y 3/5).

Hay alumnos gue llevan |la idea de |a sencillez de las operaciones a extremo y
elijen carteles distintos en funcidn de la paridad de la cantidad de pgjitas (o tarjetas,
depende del apartado) que se desea intercambiar. Asi, la pargjaformada por A19y A23
(ver Figura V1.50 siguiente) dice: “El cartel de 2 tarjetas obtienes 3 pajitas y viceversa

y €l de 2 pajitas por 1 tarjetay viceversa para obtener numeros pares eimpares’.

B) Si tuvieras que cambiar tarjetas por pajitas, .qué cartel te resulta mds ventajoso?

Razonalo. \ \O/
L) t“ e

L,lll 0 C‘u{t'_k A Qﬁmy ,@m f‘K‘uLU ,L,]l, /3,( N Lj,_
']Jf = /Wv#‘].& ff\/ﬂ (%ﬁ’f“"rﬁ .L,& fLuJ/" A %W JW/@ M vor [N

,;vme\ € wa}ea’bf

|

Figura VI1.50.
Esta pargja ha observado correctamente la reversibilidad de las situaciones de

intercambio (de ahi su expresion "y viceversa’) pero comete e mismo error que las
anteriores. Eso si, si la cantidad de tarjetas a cambiar es par, €lige € cartel nimero 2,
puesto que en él aparecen dos tarjetas y la operacién se hace facilmente (esta claro agui
el deseo de aplicar estrategias multiplicativas), mientras que si es impar, se decanta por

el nimero 4 en e que se dice directamente la cantidad de pgjitas correspondientes a una
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pajita. Seriainteresante preguntar ala pareja por qué no usan también el cartel nimero 4
si lacantidad es par, pero larespuesta quedara en € misterio.

Otro tipo de error que se ha recogido es el cometido por |a pareja formada por
Aly A9: “4- porgue es la que mas interesa, la que menos pajitas tienes que dar” (ver
FiguraV1.51):

; )
1 i i jitas - tarietas. ;qué cartel te resulta mds ventajoso:
A) Si tuvieras que cambiar pajitas por tarjetas, ;que cartel te resu ]

Razonalo.

Gf\ (@] 2 s s itpiﬁ(. c M o b p) (K& A h@ % 118 (\f\_“
. A= —r - T — o3 = e &
H__%“Q_ Q'."\ b (A 4 0. e S \)Lh N\

Figura VI.51.

Aunque esta pargja si se centra en las cantidades y no en la simplicidad de las
operaciones, no observa que para comparar diversas situaciones en las que se
intercambian las mismas mercancias deben compararse las cantidades de una obtenidas
a cambio de una cantidad fija de la otra. De este modo, estos alumnos elijen ala horade
cambiar pgjitas por tarjetas € cartel en € que menos pgjitas deben entregar (también
podrian haber elegido € cartel en e que mas tarjetas aparecen, como de hecho hace

alguna pargja).

Como se ha indicado ya en actividades anteriores, algunos alumnos presentan
dificultades respecto a orden en que se enuncian las magnitudes en relaciéon con €
orden en e que efectuar las operaciones. Asi, en esta actividad, algunas pargjas no
comprendian correctamente que la frase “cambiar pgjitas por tarjetas’ implica que ellos
tienen pgjitas y desean obtener tarjetas (0 a la inversa). Estas dificultades justifican
respuestas como la de la pargja formada por A31 y A36 (ver Figura V1.52 siguiente):
“El cartel 2, porgue tiene menos contenido y porgue pasa de tarjetas a pajitas’.

B) Si tuvieras que cambiar tarjetas por pajitas, ;qué cartel te resulta mis ventajoso?
Razonalo.

“ f ~ } | { i
~ | -~ |] 4 e { 1 N A o~ 0
& caCe) Z PP - Lievg, el cepndenids ¢ cepe B e TROCHS
. e N ’) N J

.
-

!
1 I BS
N

Figura VI1.52.
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Degjando de lado la expresion “tiene menos contenido”, que no queda clara en
absoluto (pues al cartel nimero dos no es ni e que tiene menos tarjetas, ni & que tiene
menos pgjitas, ni el que menos objetos tiene de los cuatro), esta pargja elige el cartel 2 —
aparentemente — porque ya va en lamisma “direccion” que el intercambio por e que se
pregunta en el enunciado y asi se ahorran problemas a la hora de pensar en qué orden

hacer operaciones.

Los problemas con € orden de las operaciones se dan incluso entre aquellos
alumnos que tienen clara la idea de que deben comparar |as razones correspondientes a
cada cartel pararesolver la actividad. La pareja formada por A6 y A1l parece cometer
este error en e apartado A (ver Figura V1.53):

- . . . ) g ; ae ventaiosn?
A) Si tuvieras que cambiar pajitas por tarjetas, ;qué cartel te resulta mas veniajoso.

Razonalo.
5 .JI h

: A s v : S 3 4o 1
ngjisn ¥ 7 N--,fu;r_{u\." n ._-*Lw{;({_‘mx‘. .0 = @‘.:}{u; e V2 MY 5 Yo ) TN peil If’:.:_ ol

T [+
Y

il

5]

i 75 g

i ) 2 J-‘.—n_J
&0 ddn & pockr pord bl o o do 1R U2 e ordlie
v 1 i = "]

s NG ap fei
1)

Figura VI.53.

Esta respuesta: “Sale mejor el 2 porque si dividimos 3:2=1'5 que son pajitas por
1 tarjeta. El 1 da 1' 75 pajitas por 1 tarjeta. El 3da 1'6 y 4 2. El menor resultado eslo
megor’ es muy interesante. En primer lugar, 1o valores encontrados por esta pargja
efectivamente se corresponden a pgjitas por 1 tarjeta, pero pararesolver este apartado lo
mas directo habria sido hallar los inversos, es decir, las tarjetas por 1 pgjita. No
obstante, y de modo bastante sorprendente, la pareja indica acertadamente que lo mejor
es e menor resultado (y no € mayor, que es lo que deberia haber sido s hubieran
calculado los inversos). En resumen, esta pargja no elige € cartel en e que més tarjetas
Se obtienen por una pgjita, sino aquel en e que menos pgjitas se necesitan para obtener
unatarjeta. Desde luego es una forma, digamos, “poco natural” de razonar. Ademas, la
respuesta de esta pargja al apartado B es correcta aunque incompleta por lo que no

tenemos elementos de juicio suficientes para valorar sus razonamientos.

En cualquier caso la respuesta que acabamos de presentar es la méas completa de

las recogidas. Incluso entre aquellas pargjas que utilizan la razon correctamente para
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comparar las situaciones, |as respuestas deben calificarse de incompletas. Por g emplo,
el grupo formado por A8, A12 y A17 responde: “Me resultaria mas ventajoso €l cartel
n° 2 porque por una pajita, me dan 0’6 tarjetasy es el cartel que mas tarjetas me dan

por cada pajita” (ver FiguraV1.54 a continuacion)

A) Si tuvieras que cambiar pajitas por tarjetas, ;qué cartel te resulta mis ventajoso?

Razonalo.

0" 2 oyqee 196 U0a TR0 e don O

Orietos g€ el cacdel qe vods 2 M'Jﬁtc\'» e 00 X faan o) {Ltg..\r\

Figura VI1.54.
La idea queda bien clara. Han calculado correctamente la razon entre tarjetas y

pajitas en el cartel nUmero 2 y han observado que dicho valor es e mayor de los cuatro.
En realidad hemos de suponer que han calculado correctamente las otras tres razones y
gue las han comparado para tomar una decision; por eso la afirmacion de que la
respuesta es algo incompleta.

VI1.2.3.2 Andlisisy valoracion dela Tarea de casa 3

Enunciado

En clase hemos visto que en ciertas ocasiones la razén nos sirve para descubrir qué
situacion es mas ventgjosa para nosotros, cuando tenemos varias opciones entre las que
elegir. Con esta idea en la cabeza, trata de resolver los siguientes gjercicios. Pero,
jcuidado! Recuerda que no siempre podemos definir larazon entre dos magnitudes.
Ejercicio 1:

En el banco A cambian 120 ddlares por 170 euros, y en € banco B cambian 180 euros
por 130 ddlares. Si quieres cambiar euros a dolares, ¢a qué banco irias?

Ejercicio 2:

El futbolista N ha marcado 18 goles en los 22 partidos que ha jugado; mientras que €l
futbolista P ha marcado 25 goles en los 38 partidos jugados, ¢qué futbolista ofrece
mayor rendimiento goleador?

Ejercicio 3:

Una receta de naranjada indica que hay que mezclar 0,5 litros de naranja con 1,5 litros
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de agua; otra receta dice que hay que mezclar 1,5 litros de naranja con 5 litros de agua,
¢cud de las dos recetas proporciona un sabor de naranja mas fuerte?

Ejercicio 4:

En segundo curso aprobé 7 asignaturas y en tercer curso aprobé también 7 asignaturas.
¢En qué curso obtuve mejor rendimiento?

Ejercicio 5:

En e colegio A hay matriculados 450 alumnos, y en € colegio B hay matriculados 320
alumnos. En € colegio A hay 35 profesores, mientras que en € colegio B hay 25
profesores. ¢En cudl de los colegios |os alumnos obtienen mejores calificaciones?
Ejercicio 6:

En unatienda, si compras 3 discos, te regalan 4 camisetas, y en otra tienda te regalan 5
camisetas al comprar 4 discos, ¢en qué tienda es més rentable comprar?

Ejercicio 7:

Cuatro vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.

¢Queé clase de vaca es mas lechera, lanegrao lamarrén?

Andlisisdelatarea

Como venimos haciendo, analizaremos por separado cada uno de los tres tipos de
gercicios que se han presentado en € apartado anterior. Ademés, puesto gque son
esencialmente distintos, también |a tipologia de respuestas varia de unos tipos a otros.
Por €llo, las unidades de andlisis para las respuestas de los alumnos seran distintas en

cadatipo de gercicio.

Ejercicios1, 2, 3y 6:

En estos gercicios las magnitudes involucradas pueden suponerse directamente
proporcionales y, ademés, la razén es la herramienta més Util a la hora de comparar las
dos situaciones presentadas. Las unidades de andlisis para estos gercicios son las

siguientes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Respuesta incorrecta sin usar razones

w|l N| k| O

Respuesta incorrecta usando razones
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4 Respuesta correcta sin razonamiento 0 con razonamiento
incorrecto

5 Respuesta parcial mente correcta’

6 Respuesta total mente correcta

De acuerdo con estas unidades de andlisis los resultados obtenidos por los

alumnos en estos gjercicios se presentan en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6

Ejerciciol | N°deresp. 5 3 12 2 15 7 12
Porcentaje | 89% 5'4% 21'4% | 3'6% | 26'8% | 12°5% | 21'4%

Ejercicio2 | N°deresp. 5 4 3 4 13 10 17
Porcentaje | 89% 71% 54% 71% | 232% | 179% | 30'4%

Ejercicio3 | N°deresp. 5 7 13 1 11 8 11
Porcentaje | 89% 1275% | 23'2% | 1'8% | 196% | 14'4% | 19'6%

Ejercicio6 | N°deresp. 5 3 19 8 6 6 9
Porcentaje | 89% 5'4% 339% | 14'4% | 107% | 107% | 16'1%

Como se puede observar el porcentgje de alumnos que responde correctamente
(suma de los epigrafes 4, 5 y 6) es bastante alto; aunque las respuestas correctas sin
razonamiento 0 con un razonamiento incorrecto suponen en torno a un tercio de éste
porcentgje. El gercicio con un menor porcentaje de aciertos es el niumero 6. Esto es,
hasta cierto punto, sorprendente pues la situacion que se presenta no es muy compleja
El gercicio con un mayor porcentae de aciertos es e segundo, seguramente por
presentarse en un contexto muy familiar para los alumnos. En € gercicio 1 aparecen
diversos errores muy interesantes. Algunos reflgjan los problemas de los alumnos a la
hora de mangjar €l orden en e que aparecen las magnitudes ademas de indicar (como ya
sefialamos en la Actividad 3) € hecho de que los alumnos no acaban de comprender
bien la expresion “cambiar euros a dolares’. En la Actividad 3 se utilizaba la expresion
“cambiar pgjitas por tarjetas’ y aqui se cambio la preposicion para tratar de enfatizar la
direccion en la que serealiza € intercambio. El alumno A49 (ver Figura V1.55), ante la

dificultad de tener que “invertir” una de las dos situaciones que plantea e enunciado,

® Por respuesta parcialmente correcta entenderemos aguellas en las que e razonamiento del alumno, aiin
siendo adecuado, sea incompleto.
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opta por elegir aguella situacion en la que € enunciado proporciona la informacién
requerida de un modo directa: “ Al banco A porque te cambian € por $”

Ejercicio I
En el banco A cambian 120 d6lares por 170 euros, y en el banco B cambian 180 euros por 130

délares. Si quieres cambiar euros a délares, ja qué banco irfas?

AL bacco Taue Yo combios A= o 3

—

Figura VI.55.
Relacionado con los problemas a la hora de mangar las magnitudes en el orden

adecuado, otro tipo de error relativamente comun es el cometido por € alumno A29 (en

laFigura V1.56 siguiente):

I;ll’;
ian 120 d 70 y en el banco B cambian 180 euros por 130
En el banco A cambian 120 délares por 170 euros, y en el banco B cambian 180 euros p -
délares. Si quieres cambiar euros a dolares, ;a qué banco irias?
T - - I A o )
Bonco A npev 120 Jélove s e dexv 70 &
Banco B pov 130 dolares me Jdav 18€0c
17¢ 12 112
hw—fi____..—--— '115(_?_’ &
B30 P41 050 T35
0 Adp” 23
i 0é
Ty | . .
-Yi1a a oy ¥l X By ‘> Ve e Te i P " TR
Figura VI.56.

En lugar de calcular la razén entre euros y dolares; es decir, los dblares que se
obtienen por cada euro y elegir el banco con una mayor razén, este alumno €elige €
banco en e que le dan més euros a cambio de un dolar. El error que comete el alumno
se debe a que se centra mas en e método (calcular razones, elegir € que de un mayor
valor) que en pararse a pensar que significado tienen los resultados de las operaciones

efectuadas y qué relacion tiene ese significado con la pregunta del gercicio.

También hay errores interesantes cometidos por alumnos que todavia no han
asimilado las estrategias multiplicativas relacionadas con e concepto de razén. Asi, en
este caso, hay algunos alumnos gue tratan de aplicar estrategias aditivas basadas en la
diferencia entre euros y délares. Se han detectado dos errores de este tipo. El primero es

el cometido por A36 (en laFiguraV1.57 siguiente):
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Ejercicio I:
_— x cambi: 30 euros por 130

En el banco A cambian 120 délares por 170 euros, v en el banco B cambian 180 euros por

N el banco A ¢4 an 12U Qolares | /L \

nrac +a e hanco irias?
délares. Si quieres cambiar euros 2 délares, ;a qué banco 1rias:

L BN Podre e o Gs 2 Yoanees
A3 %0
-410 AY
T 50 ______'[;-6#
Figura VI.57.

Este dumno concluye que da lo mismo ir a un banco que a otro porque la
diferencia entre euros y ddlares es la misma en ambos bancos. Este tipo de respuestas
implica que e alumno no ha asimilado la idea de que los aumentos sblo sirven para
comparar situaciones si se trata de aumentos relativos y no absolutos. Este tipo de
consideracién serd especialmente relevante a la hora de tratar |os porcentgjes. También
relacionado con este tipo de razonamientos esté € error cometido por A24 (en laFigura

V1.58 siguiente):

Ejercicio 1.

En el banco A cambian 120 délares por 170 euros, y en el banco B cambian 180 euros por 130

délares. Si quieres cambiar euros a délares, ;a qué banco irias?

/ CaoQgrsieo- de QR & Qo A - M€ don
A0 ¢ —> AC € mETR
MO E e 3 (16 rares ) @R%e Y-

L0 e — 230F s ( loras)
Rare &N don g b [’somﬁ)
e Ao O SR, U‘Q “ﬁ’)

Figura VI.58.
En este caso, € error del alumno es quizds més grave, puesto que implicaria que
los euros tienen e mismo valor que los dolares. Posiblemente este error sea debido a

que lasituacion del cambio de moneda no es significativa parael alumno.

Para concluir con €l gercicio 1, mostramos una respuesta de un alumno que ha
comprendido perfectamente la situacion. EI alumno A45 (en la Figura V1.59 siguiente)
ha cal culado los délares obtenidos a cambio de un euro en ambos bancos y ha elegido el
banco en € que obtiene méas dolares por euro. Ademés, sefiadla que ha calculado las

razonesy les asigna su significado.
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Fjercicio 1: _
En el banco A cambian 120 d6lares por 170 euros, y en el banco B cambian 180 euros por 130

délares. Si quieres cambiar euros a délares, ;a qué banco irias?

AD/IQO 0= O'0f aconbe % € R Q\'E:mmmg W;{qw s
B E@ @;o 0’ 12% a.mm\o\aade | o AE, _
lfy |
£ ' h\
A_>€'c-“'\°ﬂm:aén edve %yﬁ- del wco A
BIES o wpopn enfite ‘E ?é, del bamcn%

Figura VI1.59.
Todos los alumnos que resuelven e gercicio de forma correcta razonan de este

modo, excepto uno. El alumno A31 usa la misma idea pero calculando las razones
inversas; es decir, calculando los euros necesarios para obtener un ddlar (Figura V1.60

siguiente) y eligiendo “el banco B porque para conseguir un délar necesitas menos

l
euros
:';'.."I'-"‘L'.:L'J:“ I:
= 5 o M Tar ) euros t 13
En el banco A cambian 120 délares por 170 euros, y en el banco B cambian 180 euros por 130
délares. Si quieres cambiar euros a délares, ;a qué banco Irias: ek IC“ reersh &
= [ » : ji¢ Ln QeXas T
Tea o > Sy ey P8 e &
P / P I~
Razones' (7 : Lo AL = AR
g o - = A3~
s » — - i€ VA
{2c /
Figura VI.60.

El uso por parte de este Ultimo alumno de larazon inversa ala més natura en este
caso (Si es que tiene sentido hablar de naturalidad) tiene interés por cuanto € significado
que le ha asignado es correcto y lo ha utilizado apropiadamente para resolver €
gercicio. Sin embargo este mismo alumno, en € Ejercicio 2 ha calculado también la
razon inversa (no calcula goles por partido, sino partidos necesarios para marcar un gol)
pero no le asigna & significado correcto y, por lo tanto, no resuelve correctamente €

gercicio (ver FiguraV1.61 siguiente):
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El futbolista N ha marcado 18 goles en los 22 partidos que ha jugado; mientras que el futbolista P
ha marcado 25 goles en los 38 partidos jugados, ;qué futbolista ofrece mayor rendimiento
ha marcado 25 g - jug
Aeador?
'.,’-_!l....ull.[. : ( 0
NS ArBuss v i I oK
(s
llrl e | X
= —:"_' Z » =4 W __f ._' L Ly 1
Figura V1.61.

Este error ha sido € mas comln junto con el siguiente, cometido por € alumno

A4 (FiguraV1.62). Nuevamente aparecen |os razonamientos de tipo aditivo:

Aol et l s =

| 3 ; ; 22 partid e ha jugado: mientras que el futbolista P
El futbolista N ha marcado 18 goles en los 22 partidos que ha jugado; mientras q

ha marcado 25 goles en los 38 partidos iugados, ;qué futbolista ofrece mayor rendimiento
lor 5 3 Ve

goleador? . S T 3 o0 ,?\ :
= A oo @ foies b
i1 8] ! A ASao, reryEndo = '.;\* h

i sinecido  NOUG - g2 O

o =4 L . i o 927 :

1 > 21 \ % 1 2 @ AN [Naale ¥ el J
Ao\e WO \'Ullx Ven O AL Y / ’\' i
o

y o P\ 1y aples MORD

e = ¥ el

\

W @nkn o

Figura VI.62.
En este caso parece que &l alumno tiene en mente laidea de que e futbolista debe
marcar tantos goles como partidos. Seria interesante plantear la misma situacion pero

con promedios goleadores superiores a un gol por partido.

De todos modos, este glercicio hasido el que mejores resultados ha tenido, debido
seguramente a gque los alumnos estan habituados al manejo de promedios goleadores y
otros indicadores similares provenientes del mundo del deporte. Asi, la mayoria de los
alumnos da una respuesta similar (con las obvias variaciones de precision y detalle) ala

de A40 (en la Figura V1.63 siguiente): “El futbolista N porque ha marcado mas goles
respecto a partidos jugados’.

Ejercicio 2: «
El futbolista N ha marcado 18 go]es en los 22 partidos que ha jugado; mientras que el futbolista P

ha marcado 25 goles en los 38 partidos jugados, jqué futbolista ofrece mayor rendimiento

goleador?

EI féibﬁ'is‘lﬁ- N po ve he. marcde MGs ﬁoles restecdo e Prido s
jugedos: ¥ la rewd es 0,3 y [ del ot ©,6.

Figura VI1.63
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Lasituacion del Ejercicio 3 es bastante distinta ala de los dos gjercicios anteriores
y aladel Ejercicio 6. Laidea de “tener un sabor de naranja mas fuerte” es bastante méas
dificil de aprehender que la de un promedio goleador o que la de una tasa de cambio.
Asi, muchos alumnos cometen e error de considerar que tendra mayor sabor aguella
mezcla que posea més cantidad de naranja sin tener en cuenta € agua utilizada en la
mezcla. Es, nuevamente, el error de considerar cantidades absolutas y no relativas. El

alumno A52 (en laFiguraV1.64) comete precisamente este error:

« Ejercicio 3: .
Una receta de naranjada indica que hay que mezclar 1/2 litro de naranja con 3/2 litros de agua; otra
receta dice que hay que mezclar 3/2 litros de naranja con 5 litros de agua, jcuél de las dos recetas

proporciona un sabor de naranja més fuerte?

(o aggrolas Exye 2an Qon pmases Aogomm% ‘QQ’“Q"“ reggncke

Figura VI1.64
Una variacion sobre esta misma idea es responder que tendra mayor sabor a
naranja aguella que tenga menos litros de agua como hace por gemplo A23 (figura
V1.65): “La primera porgue tiene menos agua”.

| | o de narania con 3/2 litros de agua; otra
ta de naranjada indica que hay que mezeiar 1/2 litro de narama con >/< LIT0s de d5

de las dos recetas

dice que hav que mezciar 3/2 litros de naranja con > litros de agua, ccual

sronorciona un sabor de naranja mas fuerte:

ot t— (et

Figura VI.65.
No obstante, un porcentge aceptable de alumnos posee la idea correcta y
responde de unaforma similar acomo lo hace el alumno A39 en laFigura V1.66:

Ejercicio 3:
1/7 1 1a narania con 3/2 litros de agua; otre
de naraniada indica que hay que mezclar 1/2 litro de naranja con /= litros de agud, B8 )
-4 =~ 11 i . Waill 1 1= { ---..I--‘
aue hav que mezclar 3/2 litros de naranja con > litros de agua. cudl de las dos recetas
> que | c
" 7 YO ;
oporciona un sabor de naranja mas fuerte: L=
3 | 050 [AS
O | in L. ¥ ..-\—:( 5 L L_._).‘\__
V2 W ag Yaramga |Tx:.' e o= '3;.}.-_:. N L 5 0
A)(,3 1 de narania oo 1l de 2gua 3 e
; N = —aT - |
> 8 { C. c
R 03
Figura VI.66.
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Sorprendentemente, el Ejercicio 6 es el gque peores resultados arroja por parte de
los alumnos. Parece extrafio, puesto que la situacién no deberia resultar ajena a los
alumnos y, ademas, no difiere sustancialmente de, por gemplo, el Ejercicio 1. En este
gercicio se dispara € nimero de alumnos que responden mal, usando incorrectamente
laidea de razon. En concreto, calculan larazon inversa de la que se necesita calcular. El
alumno A15 (Figura V1.67 siguiente) indica explicitamente que debe “saber la razon

entre discosy camisetas’. Este error hasido € mas cometido.

Ejercicio 6
i 1 2y o tiarmda te regalan S camisetas al
En una tienda si compras 3 discos te regalan 4 camisetas y en otra lienda te regalan 5 camisetas al
comprar 4 discos, ;en qué tienda es mds rentable comprar’
N I o f
A - | { y
-&n—-—. Sy ay 4. ne %L’V les (,(";r._l. anlve
TR T A
. 0,35
O g«
- a i e ." . —
— ) -
Figura VI.67.

También aparecen errores causados por el razonamiento aditivo en este gercicio.
Asi e alumno A54, por e emplo, indica que (ver FiguraV1.68): “Esigual porgue te dan

lo mismo aunque un disco sea de mas también hay una camiseta mas”.

Ejercicio 6:
En una tienda si compras 3 discos te regalan 4 camisetas y en otra tienda te regalan 5 camisetas al

comprar 4 discos, ;en qué tienda es mas rentable comprar?

{ ~ Wy ] A
Sy T CaMasetas
w SO Tl il

‘ . < Ny AT kTt
- C e Caoa rw;,-ruux. 2 dap D 5o awn it
- =
; o i %k NS
T & Ve T f e aw Ve o i€
-
Figura VI.68.

No han sido muchos los alumnos que, como A28, han respondido adecuadamente
(ver FiguraV1.69):
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Ejercicio 6.
En una tienda si compras 3 discos te regalan 4 camisetas y en otra tienda te regalan 5 camisetas al
comprar 4 discos, ;en qué tienda es mas rentable comprar?

La MA; LA »MM?&MM-
[ = fxw -

3 2 1,7 commaiks, Vi {drer,
5:12 1,35 compheg pon Adroes,

Figura VI.69.
Ejercicios4vy5:

En e Ejercicio 4 una de las variables involucradas no es una magnitud (el curso)
y, por tanto, no tiene sentido calcular ninguna razén. Por otra parte, en € Ejercicio 5,
aunque puede tener sentido calcular la razon entre profesores y alumnos, esta razén no
es una herramienta Util a la hora de comparar las dos situaciones presentadas en €l
sentido en e que se hace la pregunta. Las unidades de andlisis para estos g ercicios son
las siguientes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Responde incorrectamente usando razones

Responde incorrectamente sin usar razones

Indicalaimposibilidad de responder, pero no lo argumenta

gl b~ W N | O

Argumenta correctamente gue no puede responderse ala pregunta

De acuerdo con estas unidades de andlisis los resultados obtenidos por los

alumnos en estos g ercicios se presentan en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5

Ejercicio4 | N°deresp. 5 3 0 20 9 19
Porcentaje | 89% 5'4% 0% 357% | 16'1% | 339%

Ejercicio5 | N°deresp. 5 5 5 10 14 17
Porcentaje | 89% 8 9% 89% | 179% 25% 30'4%

En el Ejercicio 4 se planteaba una situacion en la que una de las variables no era

una magnitud. En consecuencia era imposible definir ninguna razén. Muchos aumnos,
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como A35 (en la Figura VI1.70 siguiente) observan esta imposibilidad; sin embargo,

nadie sefialaque el curso no es una magnitud.

“n segundo curso aprobé 7 asignaturas y en tercer curso aprobé también 7 asignaturas. jen que

curso obtuve mejor rendimiento?
|
miiam By TSSO .

) K o L - L -

Figura VI.70.

En este gercicio el porcentae de respuestas incorrectas es bastante alto. Esto se
debe a que muchos alumnos tratan de responder a la pregunta (puesto que, a diferencia
de lo que sucede en el Ejercicio 5, la pregunta parece tener sentido a partir de los datos
gue se proporcionan). En esta linea, las respuestas que proporcionan algin argumento
pueden clasificarse en dos grupos. Por un lado hay alumnos que tienen en cuenta
consideraciones acerca de la dificultad de los cursos. Tal es el caso de A36 (Figura
VI1.71 siguiente) que considera que “Obtendr4 mayor rendimiento en el tercer curso

porque es mas dificil”:

e in 4
Er en tercer curso af brobé también signa S
Curs
[ 1t o LM ¢
e D . Q:'\r,l\l'.L.-'-" mMeqt @ -.eni_ 2
- \ o
s . fc e @ - Ch'e
Figura VI.71.

Otros alumnos, por € contrario, no consideran factores que relativicen el nimero
de aprobados y se fijan tan sOlo en la cantidad absoluta. Estos alumnos, como A23,
concluyen que € rendimiento es “el mismo porgue en las dos aprobaste las mismas’.
Ver FiguraV1.72:

En secundo curso il[".'é"ﬁVl}fLE 7 :\1_\i-_1\]1;“;]:;[_~ y en tercer curso -.111_'['['.L_‘ también 7 asignaturas. ;en que
curso obtuve mejor rendimiento?

r/r) : mlage e A ,y,c_. C\{, CAAAAO, WMJJ{ Xin

."}*«h\)
Al

Figura VI.72.
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En cualquier caso, algo més de un tercio de los alumnos responde correctamente
sefidlando que, en & meor de los casos, “no sabemos cuantas asignaturas hay en cada
curso ni la nota con la que ha aprobado”. Ver, por gemplo, larespuesta de All en la
FiguraV1.73:

En segundo curso aprobé 7 asignaturas y en tercer curso aprobé también 7 asignaluras. jen que

curso obtuve mejor rendimiento?

u’; %0"‘] hx;.l'\\‘.«‘ﬁ;f.-rtﬁ L'S»; G e Q-L«ﬂ‘:f‘-\ LL'-eiin‘-: (T“\.Jf}l”u:‘v\ll:k'ﬁs ?rlw} a4 “/'"'.”"L“

|
\.

L\,\I_L\_(' 3 ‘\_« lq:'\ - J\I \ .'\l
% "'J\} AN Leen YA, *{«ll""‘-fv‘ ¥ U L\{J‘] x}(}'ﬁ%

Figura VI.73.

El Ejercicio 5 erasimilar a anterior en € sentido de que no podia responderse a
la pregunta que se planteaba, pero presentaba una diferencia importante: en este
giercicio tiene pleno sentido calcular la razon entre las magnitudes involucradas. Esto
hace que algunos alumnos, como por gemplo A13, hayan calculado esta razon (incluso
asignandole un significado correcto) pero no han dado € paso de tratar de usarla para

responder alapregunta. Ver FiguraV1.74:

= > 2 15 . T arr e miladae 290 alumna In ol
En colegio A hay matriculados 450 alumnos, y en colegio B hay matriculados 320 alumnos. En el
colegio A hay 35 profesores, mientras que en colegio B hay 25 profesores. jEn cudl de los colegios

los alumnos obtienen mejores calificaciones?

A 20 12186

G- ———i‘i 2/ 80

En & cclsye A oy oy prcfesores per alumieg

Figura VI1.74.
Si que hay alumnos, empero, que han observado este hecho. Ta es e caso de

A19, que explica perfectamente la situacion. Ver FiguraV|1.75:

f‘:.jt'."n icio 5

En colegio A hay matriculados 450 alumnos, y en colegio B hay matriculados 320 alumnos. En el

colegio A hay 35 profesores, mientras que en colegio B hay 25 profesores. ;En cual de los colegios

los alumnos ubljcgn mejores calificaciones? \ ; )
; ( \ ) \ :
Lom 'e;‘é'll C‘ﬂ “a.l- ’]4‘!’&’.0\’& CCJ'JC’M'Qi € f e ':L' Ln-f-‘ls"’*'h'\‘l:}oﬂ -.T,{J.%" £ EN;[ ,;Ihd‘v L - B, -‘—':'f(. .(‘ He'sL
by

P % .flf |y '"‘»‘ ‘-,’,J_
7@., » e L,/L"-t/’if;l\' ron M) 2 4 Crome] .

Figura VI.75.
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Otros alumnos, aunque observan que la respuesta no puede darse con los datos del
problema, no afinan tanto en su respuesta. De hecho, la mayoria de | as respuestas van en
ladireccion de lade A16 (Figura V1.76): “No tiene nada que ver las calificaciones con

los profesores y alumnos que hay en un colegio”.

Ejercicio 2

- | . - | et o A TN ala S = T, |
En colegio A hay matriculados 450 alumnos, y en colegio B hay matriculados 320 alumnos. En el

colegio A hay 35 profesores, mientras que en colegio B hay 25 profesores. ;En cudl de los colegios
los alumnos obtienen mejores calificaciones?
s & B —~ LC“"-' '_'-Y"\ -
e Gen rodo. ope sec O QU kicoaoney can WS e
T—_— - \:‘.'_\-\- o =

Green o cRoS g N B0 O coRO

Figura VI.76.

Por ultimo, €l error mas comun en este gercicio ha consistido en confundir la
imposibilidad de responder a la pregunta con la imposibilidad de definir la razon entre
las magnitudes involucradas. Error esperado, por otra parte. Un gemplo tipico es €
alumno A21 (enlaFiguraVI1.77):

ercicio 3

ados 450 alumnos, y en colegio B hay matriculados 320 alumnos. En el

En colegio A hay matric
colegio A hay 35 profesores, mientras que en colegio B hay 25 profesores. ;En cual de los colegios

los alumnos obtienen mejores calificaciones? schis
-
A}

RNe =€ gede Vollor 10 fAESH SniS€ 12 ceOOMINGCS

Figura VI.77.
Ejercicio 7:

En el Ejercicio 7 aparecen explicitamente dos magnitudes. nimero de vacas y
nimero de dias. Entre estas dos magnitudes no tiene sentido calcular la razén, sin
embargo, s se hace entrar en juego una tercera magnitud “oculta’ (la cantidad de leche
producida), si que tiene sentido hablar de razén. Ahora bien, la razdn que resulta util
para resolver este gercicio es leche/(vacaxdia). Ademés de tener que hacer entrar en
juego una nueva magnitud que “no se ve’ en e enunciado se debe “fabricar” la
magnitud vaca.dia que carece de un sentido claro. Por todo esto, este gercicio era €
mas complicado aunque, como se vera, existen métodos de resolucion gque evitan todas
las dificultades anteriores. Eso si, aplicar dichos méodos implica una buena
comprension de la situaci On planteada. Las unidades de andlisis para estos € ercicios son

las siguientes:
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No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Respuesta arbitraria sin razonar

Respuesta incorrecta sin calcular razones

Tratade calcular larazon vacas/dia o viceversa

gl | W N | O

Respuesta correcta

De acuerdo con estas unidades de andlisis los resultados obtenidos por los

alumnos en estos g ercicios se presentan en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5
Ejercicio7 | N°deresp. 5 7 13 8 17 6
Porcentaje | 89% 125% | 232% | 14'3% | 304% | 10'7%

Como se observa, la respuesta mayoritaria ha pasado por tratar de calcular la

razon vacas/dia o viceversa. Esta razon no tiene ningun sentido ya que en el contexto

del problema todas las vacas estén presentes todos los dias. No procede repartir las

vacas entre los dias y, mucho menos a la inversa. Algunos alumnos han calculado

dichas razones y les han asignado significados incorrectos que después han utilizado

pararesolver € problema. Por g emplo, el alumno A28 (en laFiguraV1.78 siguiente) ha

calculado larazén entre dias y vacas asignandol e e significado “dias que tarda una vaca

en dar x cantidad de leche”:

T

..Ir,l_.l-'(.;.'(' .

=

.

I. - 'l. A I\-"\.ﬁf‘".} Mmaa PTT W e

n

-Qué clase de vaca es mejor lechera, la negra o la marron?

L ;\Mﬂ-“ indae atUn 4 %

1\(,;}/\(\/3 .

Cualro vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.

W AR w)vw e o<

ciikadedd M ot ,

Figura VI.78.

Por su parte, A45 (en laFigura V1.79) calculala mismarazon pero en este caso le

asigna €l significado de “leche que da cada vaca cada dia”:
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Ejercicio 7: «
Cuatro vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.

;Qué clase de vaca es mejor lechera, la negra o la marrén?

\\/&s ﬁ@@n& > 814 = 4,23 (de.{e,d'e)nh oda voss- negro codandip Fe b cozan ek diog y Vosag hegess
MWEDE1Y: 2(de lecdg) da codes wea marcedn coda 4, s boemn efte 433 103 rocnes

REC mept leches b voem. mands |

Figura VI.79.
Por supuesto, aunque ambos aumnos calculan la misma razén, a asignarles

significados distintos ambos Ilegan a conclusiones opuestas.

Hay alumnos que han tratado de dar una respuesta sin emplear razones.
Desafortunadamente algunos de ellos han utilizado ideas incorrectas. Estos errores han
sido, basicamente, de tres tipos. En primer lugar tenemos, por gemplo, a alumno A7
(ver Figura V1.80) que se ha fijado Unicamente en el tiempo concluyendo que “la negra
[esmgjor] porque tarda menos tiempo”:

Ejercicio 7
Cuatro vacas neeras dan tanta leche en cinco dias como Lres vacas marrones €n seis dias.
-Oué clase de vaca es mejor lechera, la negra o la marron?
- e Dova vwe  Toao PP ORI S SOV e
Figura VI1.80.

Otros alumnos, como Al, se han fijado Unicamente en € nUumero de vacas
afirmando que “marron [es mgor] porque son menos vacas y te dan mas leche’. Véase
laFiguraV1.81:

Cuatro vacas neoras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.

Qué clase de vaca es mejor lechera, la negra o la marron?
CORQy 52 ARCGE YACOS A e GO 33 ROne
Figura VI.81.

Otros aumnos tratan de mangar a la vez ambas magnitudes pero no logran
hacerlo de un modo significativo. Ta es el caso de, por gemplo, A21 cuando dice que
“una vaca menos solo tarda un dias mas’, 1o que no va més ala de una mera
reelaboracion del enunciado. Ver FiguraV1.82:
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reicio

Cuatro vacas neeras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.

Qué clase de vaca es mejor lechera, la negra o la marron?
Vo = -~ o . ok % R OO TS c o
S el WG SEE onosxton, BRNQLe Son 00 N 20N y
=30 T BTN oy OV 003 =X ~OLET OL enSes. LELNe
Figura VI.82.

En dltimo lugar, vamos a tratar |as respuestas correctas que los alumnos han dado
a este gercicio. Aungue han sido seis los aumnos gque han respondido correctamente,
solo han aparecido cuatro tipos de respuesta. Esto se debe a que algunos alumnos han
Ilevado a cabo la tarea conjuntamente, pese atratarse de un trabgjo individual. El primer
tipo de respuesta ha sido dado por A11 y A6. Aunque es correcta no queda muy claro €l
razonamiento seguido por estos alumnos (ver FiguraV1.83):

vacas neeras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.
(Qué clase de vaca es mejor lechera, la negra o la marron?
. |
\ftw_.. Do Lecte | |
|-1 \/ 'b r\"I - *h“ 4 2 M
" ( —— ~—y — s ——
L 5 == L ——icy N A
1 v 4 — n) ——
-
s
-~ -,.":"\f: 15 “
N M 6 X .
- 1 b = <A A -1 . \
P/._'.;,‘-G.N_e. Loy PuUlgred Y Lot cars moss ,

Figura VI.83.

Parece que se percibe una cierta reminiscencia del agoritmo para la regla de tres
compuesta y se introduce una incognita (innecesaria) para denotar la cantidad de leche
producida por los dos grupos de vacas. Este tipo de respuesta tiene sentido pleno si se
Ilama N a la cantidad de leche que una vaca negra produce los 5 diasy M alo que
produce una marrdn en los 6 dias, pues, en tal caso, se estén igualando producciones

diarias de cadatipo de vaca. Pero no parece que |os alumnos tengan esto en mente.

Parecido a este tipo de razonamiento (por los nimeros a los que se llega) pero de

muy distinta motivacion es el empleado en la solucion dada por A26. Ver FiguraV1.84:

Figura V1.84.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



OBSERVACION Y REFLEXION

Aqui también se percibe cierta reminiscencia de la regla de tres compuesta (“primero se
juntan los dias’) pero laidea dd alumno es mucho mas clara que en & caso anterior.

Un razonamiento de base radicalmente distinta es el dado por los alumnos A39 y
AS53. Este argumento parte de asumir que cada vaca negrada 1 litro diario y a partir de
ese dato calcular lo que produciria una marrén para que se cumplan las condiciones del
problema. Ver FiguraV1.85:

LIErciclo

Cuatro vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.
:Qué clase de vaca es mejor lechera, la negra o la marron? s wacrén
{.4-5z ;L, [ @n lI‘\’-iﬁ:. las Jz2eas _.&T 2

cada YA et da 1¢ ae v dan

Ldr -
= dan Tedas

l3g dacas Malfones

Figura VI.85.
Esta respuesta parte de la suposicion (implicita) de que todas las vacas de cada tipo

producen la misma cantidad de leche. En cualquier caso es una solucion muy

interesante.

La dltima respuesta correcta es la dada por € alumno A19 (en la Figura V1.86
siguiente). Su razonamiento, que transcribimos, es € siguiente: “1 vaca negra al dia
produce lo que han producido todas dividiendo entre 5 y entre 4, eso es lo mismo que
dividir entre 20. 1 vaca marrén al dia produce lo que han producido todas dividido
entre 6 y entre 3 es lo mismo que dividir entre 18. La cantidad mayor es la que se

obtiene con € divisor mas pequefio, el 18. La vaca megjor esla marron”:

reicio
Cuatro vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas marrones en seis dias.
:Qué clase de vaca 2s mejgr lechera, la n:;"' 0 la margon? - ;3 ! |
' N o A T’*.:?,J.A,W%J‘(\ “Bons ;«lw;..z*wlﬂ e
‘| ASGCa ,gf;zﬂ a3 ‘-Lk:, o ':rh.c;_ Pan 'ﬁﬂ* ,. fN-r’ ’f‘
U ! e bu—‘ 10*—14{»- y 2K <L ' | ty
d;—-.nl_‘_ ~ poan 07y PO LT i | /
o 2 1) ] L‘.; oy
ia'l / /u -f‘f’ Vi i) ,éy*,;, /‘ . 1,.r¢,r“¢,r‘ % b
/ ” 4 &0 - /L“ /
f.'m .nc,w -,:) _ /.,) Af
,{,‘,{,‘u enlie o AL € "LH 2 éeA U(c """Y”’”’@ }»"’ 'f:él_.w'f'zw v I o
,k‘-. ,,ww./d L I ,lc 4 I 4 MW “ o esdtsy ey h”? ey
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Figura VI.86.
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Esta respuesta es la que megor ha captado la esencia del problema. De hecho,

aunque no lo explicite (y quizas no fuera consciente de €llo), & alumno ha calculado la

razon litros de leche por vaca y dia Ademéas demuestra un buen manego de las

operaciones y sus propiedades (como que con igual numerador € valor mayor es el de

denominador menor).

V1.2.3.3 Reflexionesrelativas al punto 3

1.

Ha quedado claro que los aumnos no han identificado la idea de “ser més
ventgjoso” con la de “obtener mas cantidad de una mercancia a cambio de una
cierta cantidad de otra’. Curiosamente, en unatarea posterior sobre comparacion
de razones los resultados seran mucho mejores, asi que, quizas, los maos
resultados en esta actividad se deban a un mal disefio de la misma o a estar

presentada demasiado pronto dentro de la propuesta.

Es curiosa la identificacion entre “ventgjoso” y “sencillez de operaciones’.
Quizés sea esto un reflgjo del utilitarismo fruto de los tiempos.

Algunos alumnos no comprenden e significado de frases como “Quiero cambiar
A por B”. En concreto, parece que no entienden que esa construccion verbal

implicaque setiene A y se pretende obtener B, y no alainversa

Algunos aumnos interiorizan la comparacion de razones como un método a
seguir a la hora de comparar situaciones, sin entrar en consideraciones sobre el
significado de dichas razones o sobre si éstas tienen sentido a la hora de resolver
el gercicio. Asi:

e Algunos alumnos identifican magnitudes relacionadas con magnitudes

gue poseen unarazon.

e Algunos aumnos caculan las razones (incluso aunque no tengan

sentido) y eligen lamayor, sin mas.

La idea de razén como tanto por uno parece estar afianzada. Sin embargo, esto
lleva a que, en algunos casos en los que la razén no tiene sentido, los alumnos
inventen un significado que parezca plausible y sea Util para resolver €

problema.
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6. Si unade las variables no es una magnitud, los alumnos parecen tener claro que
no tiene sentido hablar de razones.

7. Muchos alumnos siguen pensando que la respuesta “no puede responderse a la
pregunta’ no es una respuesta aceptable a un problema o gercicio de

matemati cas.

8. El contexto influye mucho a la hora de facilitar la comprension de los aumnos.

Asi hablar de goles por partido les resulta mas fécil que de euros por cada ddlar.

V1.2.4 Punto 4: Analisis de situaciones

Una vez que se han introducido € concepto de razdn y la idea de condicién de
regularidad y que e aumno ya esta familiarizado con situaciones que no son
necesariamente de intercambio es interesante plantear situaciones generales para que €

alumno las andlice. Esto se hace en la Tarea de casa 2.

V1.2.4.1 Andlisisy valoracion dela Tarea de casa 2

Enunciado

En clase hemos visto que para poder definir unarazon entre dos magnitudes es
necesario que se cumplan ciertas “ condiciones de regularidad”. A continuacion te
presentamos varias situaciones. En cada una de ellas te pedimos que definas todas | as
razones que aparezcan, que digas |o que significan y que indiques cudles son las
“condiciones de regularidad” necesarias para poder definir dichas razones. Si en alguna
de ellas no puedes definir ninguna razén entre las magnitudes que aparecen, indica el

por qué.

Stuacién 1: En unatribu del Amazonas cambian 5 lanzas por 3 escudos.
Stuacion 2: En 4 horas limpio 37 cristales.

Stuacion 3: Lauratiene 10 afos y tiene una estatura de 120 cm.
Stuacion 4: Enlaplanta 5 hay ingresados 28 enfermos.

Stuacion 5: Al comprar 3 camisetas me regalaron 4 discos.

Stuacion 6: Mis 2 perros tardan 4 dias en terminarse 1 saco de comida.
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Stuacion 7: Por 125 ddlares me han dado 155 euros
Stuacion 8: Para preparar naranjada se mezclan 3 litros de zumo de naranja con 5 litros
de agua.
Stuacion 9: El 10 dejunio cumpli 16 afos.
Stuacion 10: Leyendo 2 horas a diatardo 7 dias en terminar un libro de 426 paginas.
Andlisisdelatarea
A la hora de valorar las respuestas de los aumnos, |0 haremos segun los tres
grupos de situaciones que venimos de describir. Por consiguiente, esta valoracion estara
dividida en 3 partes. Puesto que los tres grupos estan formados por situaciones
esencialmente diferentes, utilizaremos distintas unidades de analisis para cada uno de
ellos.
Stuaciones1,2,5,7y8:
Las unidades de andlisis para este grupo de situaciones son las siguientes:
0 No entregao no asiste aclase
1 Respuesta en blanco
2 Respuesta incorrecta
3 Sefiala condiciones de regul aridad
4 Sefiala que existen dos razones distintas
5 Indica el significado de algunarazén
6 Calcula numéricamente algunarazén
Por supuesto las unidades 3, 4, 5 y 6 no son excluyentes puesto gque, como
veremos se dan casi todas las combinaciones posibles.
0 1 2 3 4 5 6
Situacion 1 | N°deresp. 10 1 8 18 14 29 30
Porcentaje | 17°9% 1'8% 143% | 3221% | 25% | 51'8% | 53'6%
Situaciéon 2 | N°deresp. 10 0 10 17 12 28 29
Porcentaje | 17°9% 0% 179% | 30'4% | 21'4% | 50% | 51'8%
Situacién 5 | N°deresp. 10 0 12 16 13 26 29
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Porcentaje | 17°9% 0% 21'4% | 286% | 232% | 46'4% | 51'8%

Situacion 7 | N°deresp. 10 7 8 13 12 21 24
Porcentaje | 179% | 12°5% | 14'3% | 232% | 21'4% | 37'5% | 42'8%
Situacién 8 | N°deresp. 10 10 8 10 10 23 23

Porcentaje | 1779% | 179% | 14'3% | 179% | 179% | 41'1% | 41'1%

Si analizamos los datos presentados global mente, se observa en primer lugar que
el porcentgje de respuestas totalmente incorrectas es relativamente bgjo en todas las
situaciones; aunque conforme se avanza en la tarea aumenta e porcentaje de respuestas
en blanco (algunos alumnos no se dieron cuenta de que la hoja de la tarea estaba
impresa por las dos caras). Es significativo también el bajo porcentaje de alumnos que
sefida la condicion de regularidad o que indica la existencia de dos razones en cada una
de las situaciones. Sin embargo, los porcentgjes mas altos son los correspondientes a
alumnos que sefialan (aunque sea implicitamente) e significado de la razon y, sobre

todo, los que dan una respuesta numeérica.

Hasta cierto punto estos resultados eran esperables, ya que los alumnos estan
acostumbrados a que € resultado de un gercicio en la clase de mateméticas es un
numero, unido quizas a una unidad (que en este caso indica €l significado de la razon).
Pese a que ya se trabgo en actividades y tareas anteriores con la existencia de dos
razones en toda situacion de intercambio (y se comento por parte del profesor) parece
gue muchos alumnos se dan por satisfechos indicando una de ellas. Respecto a sefiaar
las condiciones de regularidad, los alumnos no suelen estar acostumbrados a reflexionar
sobre las condiciones que deben darse para que una cierta herramienta matemética sea
aplicable en una situacion real. Es més, algunos de los alumnos que indican condiciones

de regularidad, tienen dificultades para expresarlas correctamente.

Vamos a comenzar analizando los distintos tipos de errores identificados en este
tipo de situaciones. Por gemplo, € primero es e cometido por e alumno A51 (ver
FiguraV1.87):

Situacién 1: En una tribu del Amazonas cambian 5 lanzas por 3 escudos.

Quirre deoe e catd §@nzeo me cn 3epadty,

Figura V1.87.
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Aqui e alumno no comprende la tarea propuesta 'y se limita a reescribir lo que se
leindicaen e enunciado. Esta respuesta no da pistas sobre € grado de comprensién del
alumno de la situacion de intercambio descrita. Alguna pista més da la respuesta del
alumno A36 (Figura V1.88):

Situacién 7: Por 125 d6lares me han dado 155 euros AR

LSS ! 0 ) ] {. . /{ S c_) y s =

, i Ooe coN AT .;J-fo XaveS me R : )
fl © "' &5 | ‘{ ¢ . 0D 0. 24 ~ oUes
54 . N \] s o o .).I'J oren, v oy O1 O evito

TR . ¥ Céex O L iy I =
EureS 12D o
Figura VI.88.

Este aumno parece haber vislumbrado la relacion que liga las dos magnitudes
presentadas, si bien no explicita ni las condiciones para que dicha relacion exista ni

responde a ninguna de |as cuestiones que se le proponen en la tarea.

Posiblemente, las dificultades de comprensién que muestran los g emplos que
acabamos de presentar estén relacionadas con la idea de que un gercicio en clase de
matematicas debe tener que ver con encontrar un valor desconocido. Por gemplo A33
responde: “Hay que saber con 1 hora cuantos cristales puedes limpiar, entonces €l
resultado lo multiplicas para cuatro y lo que te da son los cristales que has limpiado en

cuatro horas’ (ver FiguraV1.89):

Situacion 2: En 4 horas limpi6 37 cristales.
“Hoy lgpe apurea . sttt g S 'y
i - LGN oS oo | Moo cucnias & chisteley n
- L b ~ gl -
i \WMCGS Do ACRK el e e e
oS \
= en cvedesler
Figura V1.89.

El alumno presenta e significado de la razon entre cristales y horas (con 1 hora
cuantos cristales puedes limpiar) pero o mezcla con € innecesario deseo de calcular
los cristales que limpias en 4 horas, que es precisamente lainformacion del enunciado.

Otro error que encontramos con relativa frecuencia en esta y otras tareas es
nuevamente €l de invertir los papeles de las magnitudes. Asi |le sucede al alumno A29

(ver FiguraV1.90 siguiente):
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Situacién 1: En una tribu del Amazonas cambian 5 lanzas por 3 escudos.
| i
Wi € OOk 5 @SCcudos

: Vs ¢ <
(oo ¥ Uine |loowm 2o wwre  dovYan 4¢ esudos

Figura VI.90.

Este alumno parece tener claro e significado de la razén como tanto por uno y
también € modo de hallarla; sin embargo lo calcula a revés. Donde dice “Con una
lanza me daran 1’6 escudos’ intercambio los papeles de lanzas y escudos. No obstante,
esto puede haber sido un error puntual, pues en €l resto de las situaciones de este tipo

responde correctamente (aunque de modo incompl eto, como en ésta).

Un aspecto importante, que se comentara més adelante, es la influencia externa
recibida por los alumnos a la hora de efectuar las tareas individuales en casa. Por
giemplo, es llamativa larespuesta de A24 (Figura V1.91 siguiente) “Proporcion directa,

mayor namero de litros de zumo mayor nimero de litros de agua”:

Situacicén 8: Para preparar naranjada se mezclan 3 litros de zumo de naranja con 5 litros de agua.

WMWW& QJMCEMW

UM 08 AXaR e ogpo- 3V —S A
| 6V — 10A

Figura VI1.91.

En esta respuesta aparecen toda una serie de conceptos y términos (proporcién
directa, a mayor...mayor, € diagrama) que no sélo no se han trabagjado ni mencionado
en clase, sino que no tienen absolutamente nada que ver con la tarea a redlizar. Es
posible que el alumno solicitara ayuda a padres, hermanos o0 a otras personas y, puesto
gue los conceptos que involucra esta tarea (condicion de regularidad, razén y su
significado) se apartan de lo habitual, la ayuda que recibié fue en una direccion

equivocada.

Nos centramos ahora en € andisis de las respuestas parcialmente correctas.
Como hemos indicado algo més arriba, se dan casi todas las combinaciones posibles:
desde alumnos que sdlo indican el valor numérico o € significado de una de las razones

que se pueden definir en cada situacion, hasta alumnos que responden de forma muy
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satisfactoria. En las siguientes lineas trataremos de trazar una panordmica de estas
respuestas.

En uno de los escalones més bajos se encontraria la respuesta dada por A20 (ver
Figura V1.92) que responde unicamente indicando € significado de una de las razones

existentes en la situacion dada

-~

Situacion 1: En una tribu del Amazonas cambian 5 lanzas por 3 escudos.

0= N° de exeudo) gpe TRAoN cor coda ok,

Figura VI1.92.
Un poco, aunque no mucho, mas elaborada es la respuesta dada por A2 (Figura
V1.93 siguiente). Aungue implicitamente, e alumno indica e significado de una de las
razones y ademas calcula su valor. Eso si, en consonancia con |o que venimos sefialando

en actividades anteriores, €l valor es siempre un nimero decimal.

Situacion 5: Al comprar 3 camisetas me regalaron 4 discos.

( ’ AN
\ —— -— \‘ \
Pa v r;c-._§~ & Cprnr SO Ve v gt en 43 &\\3395

Figura VI.93.
El siguiente escalon viene ilustrado por la respuesta del alumno A28 (en la Figura
V1.94 siguiente). En este caso aparece indicada la condicion de regularidad (bastante
bien explicitada a hablar de “mismo ritmo”), € significado de la razon y su valor

numérico en formadecimal y de fraccion.

Situacion 2: En 4 horas iimpi6 37 cristales. W )

. ' a o + f
31 Teminde enfunte 3 onys ol e ikt

.—-"’"-_

\1

Figura VI1.94.

Este Ultimo alumno muestra una comprension de la situacion bastante buena salvo
por no observar — 0 recordar — la existencia de las dos razones inversas en cada
situacion. No obstante, no pensamos que este hecho sea sustantivo ala hora de decidir si
un alumno comprende mejor 0 peor e concepto de razén. Asi, respuestas como la de

A38 (Figura V1.95) que dice cosas como: “La razon entre litros de agua y litros de
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zumo son los litros de agua que tocan por litros de zumo (g) demuestran que ha

asimilado e concepto de razon pero no hace mencién de la condicion de regularidad,
gue es un concepto esencia alahorade poder hablar de razon.

Situacién 8: Para preparar naranjada se mezclan 3 litros de zumo de naranja con 5 litros de agua.
Lo, Yoo e li{\rr-:s AC ‘}ur—ols Y l;k—u_s de “\J‘"'\ San Log \A‘{ﬁ 1 EFI
Yo cun por (:d by de agqva | .5)

li‘q\re; l‘? ols"!m { { ‘u&

de >wmo “%’l

Y Gums  SoR 9 (they Ao og gt

LA FAros M\“‘(
Yoem — Pom hrey

Figura VI.95.

Un gemplo aln més claro que ilustra el hecho de que indicar que existen dos
razones distintas no denota necesariamente una mejor comprension de la situacion
puede ser la respuesta de A32 (en la Figura V1.96 siguiente). Este alumno sdlo muestra
tener claro que hay que considerar las dos posibles formas de “ordenar” las magnitudes
y que después debe dividir las cantidades correspondientes.

Situacién 7: Por 125 d6lares me han dado 155 euros
\|‘ - ] ". 7
> O ! Qo WITE e
3 N\ (33 B Lo) af 1. ’ =5 )
i) 11
Figura VI.96.

Por ultimo, entre los alumnos que responden sati sfactoriamente vamos a presentar
dos gemplos. El primero corresponde a aumno A37 (ver Figura VI1.97). En esta
situacion, este alumno indica perfectamente significados y valores de las dos razones
existentes, aunque tiene algun problema con la condicion de regularidad: “no es muy
correcto hallarlo, ya que € dolar y e euro varian su valor”. Desde luego gque es una

objecién de lo més licita, pero en € resto de las situaciones no se muestra tan fino.

"z TS BET ] i TS SRS, VS USN o
<. \pc. § 24 Situacion Por 125 délares me han dado 155 euros s R e e T
55118 Qituacion /; . il L
£ AP Aclares R Wi don oot de us Wie 0 o3 Qe F& Wi dow o ©@ubit R s doler
R — A
VA S 2 . R . _ - sl
. 0.0 D edtio dR i defos wa o L. ME Q@ o awoie de u € e ‘;_'_\,;:_\_\[x..ubﬁ
\_{.‘L \.
No @3 wooy carrecke kot \ar\e v iy Ak X
K Y& qe W otdor 43‘2 Wip Yo aw Suivala }
vale

Figura VI.97.
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Por su parte, la respuesta de A39 (en la Figura V1.98 que sigue) admite pocas
puntualizaciones. Quizas |lo més delicado sea nuevamente a condicion de regularidad
que el alumno expresa como “que se heche la misma mezcla” y que, pensamos, plasma

aceptablemente bien laidea de que la naranjada resultante mantenga el sabor.

Situacién 8: Para preparar naranjada se mezclan 3 litros de zumo de naranja con 5 litros de agua.
= ) (3“ (3

[3 a o = | Y P P T

3 =16 JilL'. Y ae 2gua =2 meZ:;[:-n wn '[LLAm 24 MC. ;“L’l 1’;&

i 5o ]

3 n : 0 L 30 [5

5 —[\Jf(-"' V6V de zume se mezddan con {‘0 de 2qvz kEI_C_’/ 0,6

C 1L R.(Y | | | 1. S auiNale to (HJ\J 5 5 }ﬂ&r_{r\e la g mezcla

L de R:Uoe Racnded sea e b udm canl dad CqudEniEy e ’

Figura VI.98.
En cuaquier caso, la situacién nimero 8 ha resultado la més problematica de este
grupo; por un lado, debido ala dificultad de expresar la condicién de regularidad y, por
otro, a la confusion de algunos alumnos respecto a las magnitudes que aparecen y, en
concreto, a observar que la naranjada es la “suma’ de zumo y agua. Pero sobre estas

dificultades volveremos un poco mas adel ante.

Stuaciones 3,4v 9:

Estas tres situaciones tienen en comun e que las dos magnitudes que aparecen
en ellas no estan relacionadas (de hecho en la situacion 9 “el 10 de junio cumpli 16
anos’ tan sdlo aparece una magnitud). En consecuencia las unidades de andlisis para
estas situaciones serdn distintas de las del grupo anterior. En concreto seran las

siguientes:
0 No entrega o no asiste aclase
1 Respuesta en blanco
2 Cdcula (incorrectamente) larazon
3 Indica que no se puede definir larazdn, pero no damotivos
4 Razona que no se puede definir larazén

Estas tres situaciones se estudian juntas ya que no se puede definir una razon
entre ellas. Cuando aparecen dos magnitudes no son directamente proporcionales
(aungue esta terminologia aln es desconocida para los aumnos). Sin embargo, las tres
situaciones son ligeramente diferentes. En la situacion 3 (aparecen las magnitudes edad
y atura) dichas magnitudes si guardan una cierta relacion pero no de proporcionalidad y
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no siempre (seria una relacion de caracter mas bien estadistico). En la situacion 4
(planta del hospital y enfermos) solo aparece una magnitud (el nimero de enfermos)
pues € 5 que indica la planta del hospital no es un cardina (aunque, como veremos,
algunos alumnos lo interpretan asi). Finamente en la situacion 9 (dia del cumplearios y

edad que se cumple) nuevamente sblo aparece una magnitud.

Los resultados obtenidos por los aumnos, segin las unidades de andlisis

anteriores, se recogen en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4

Situacién 3 | N°deresp. 10 4 14 4 24
Porcentaje | 17'9% 71% 25% 71% | 429%

Situacion 4 | N°deresp. 10 7 11 10 18
Porcentaje | 1779% | 12'5% 19°6% | 1779% | 32°1%

Situacion 9 | N°deresp. 10 10 8 10 18
Porcentaje | 1779% | 17'9% 14'1% | 179% | 32°1%

Llama la atencion la estabilidad de los resultados en estas situaciones. De hecho,
si unimos alos que indican que no se puede definir larazon (sin valorar 1o correcto o no
de sus argumentos, si 1os hay) tenemos la mitad de todos los alumnos (el porcentgje
aumenta s se considera respecto del nimero de alumnos que entregan la tarea).
También es resefiable que la situacion con un mayor porcentaje de errores es la nUmero
3. Esto se puede deber a que es la Unica en la que aparecen dos magnitudes que si
guardan una cierta relacion. De este modo, algunos alumnos caen en la tentacion de
razonar como en las situaciones del apartado anterior. Las situaciones 4 y 9 degjan mas
lugar a la critica del alumno. Como Ultimo comentario, indicamos que, como es

habitual, el porcentgje de respuestas en blanco aumenta conforme se avanza en latarea

Como hemos indicado un poco més arriba, €l porcentgje més alto de errores se ha
dado en la situacién 3, que involucra la edad y la estatura. Que estas dos magnitudes
tengan una cierta relacion, junto con que los hipotéticos significados de las razones
(caso de existir) tienen un sentido muy claro, hace que se hayan obtenido respuestas
como la del aumno A45 (en la Figura V1.99 siguiente) que sigue un esquema idéentico

al delas situaciones del apartado anterior.
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Situacion 3: Laura tiene 10 afios y tiene una estatura de 120 cm.

™ 1. 1. i & e fmemnnnAdne VO anfarnc

Figura VI1.99.

Es obvio que la relacion que pueda existir entre estas dos magnitudes no es de
proporcionalidad directa. Lo més proximo alalinealidad que podria considerarse es una
relacion afin (teniendo en cuenta la estatura a nacer) y, de hecho, algunos alumnos
responden en esta direccion. Por g emplo, A53 dice: “[..] cada afo no crecemos lo

mismo. Y cuando naces ya mides 50 cm o algo parecido”. Ver FiguraV1.100:

Situacion 3: Laura tiene 10 afos y tiene una estatura de 120 cm.

&, ' TN C\Q oo lrictc € 63

Figura VI.100.
En fin, algunos alumnos responden de forma menos el aborada aunque quizés mas
clara. Tal es @ caso de A39 (Figura VI1.101): “No hay razén porque a veces se crece
mMasy otras menos’

= 3 " e a 120) o
Situacién 3: Laura tiene 10 afios y tiene una estatura de 120 cm.

eces g Crece mdas y ob:as Mmenos

Nie L’\?_nf 2z0n PC'-’C{U& 2N

Figura VI1.101.

La situacion nimero 4 ha dado lugar a menos errores ya que uno de los niUmeros
del enunciado no es un cardinal, sino un ordinal que indica la planta del hospital en la
que se encuentran los enfermos. Asi lo indica e alumno A28 en la Figura V1.102
siguiente:

Situacién 4: En la planta 5 hay ingresados 28 enfermos. -
,N'x. L“: PMAL ?&w 5 ot }ilﬂvtﬂj’_ an ¢,! e A ca&},
2 ¢ i [ e85 AT eermsy -

Figura VI1.102.
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Sin embargo, algunos alumnos no |o interpretan de este modo y entienden que &l
enunciado significa que en las 5 plantas del hospital hay 28 enfermos. Con esta
interpretacion podrian tener sentido respuestas como lade A13 (ver FiguraVI1.103): “La
razon es los enfermos que hay en 1 planta [...] y las condiciones de regularidad son

gue haya € mismo nuimero de enfermos en las plantas’

Situacion 4: En la planta 5 hay ingresados 28 enfermos.
; ; & et oy o dwidic 2% ecfecies
@ forcn & &8 ondesteeh g oy @\ A ke gx @ oo oy e dwidic 2% erferwes
F {r -~ ~ (e € v r " A
et B DR\ Gs O0ACerel de GEONANA SN o e | oo

DeESe M exfeswes e U \;L\n\(g_

Figura VI1.103.
Esta ultima dificultad no aparece en € ultimo apartado, donde no hay ninguna
interpretacion ni lectura que justifiquen la division entre la edad y la fecha. Sin
embargo, algunos alumnos, como A27 (ver Figura VV1.104) siguen teniendo en mente la

idea de raz6n como tanto por uno e intentan forzar la aparicion de una unidad:

Situacion 9: El 10 de junio cumpli 16 anos.

1 cio

E“{.-: G, = C&\_dq A0 OIQ J‘U’-}v f"""‘*"f‘]"

Figura VI1.104.
También hay algunas respuestas dificiles de entender, como la de A33: “Para
saber los afios que cumplié € 10 de junio hay que saber € afio que nacid” (ver Figura
V1.105):

Situacién 9: E1 10 de junio cumpli 16 anos. o
: e ol 1o de gunio ey qle sober @ WP YT
“Wa pbec los ofos Que Cumpilo & S J : =

Figura VI.105.
No obstante, y pese a que algunos alumnos responden sin mas gque no existe la
razon, la respuesta mas comun es similar a la dada por A26 (Figura V1.106): “no hay

relacion por e dia de cumpleafios y los afios que cumples”
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Situacién 9: E1 10 de junio cumpli 16 anos.
D i 02 3k N Cimenaean o Gt
/18 2oy Jlp 2L 0. B¢ Cumip ) Y ) 1 gug
(uemd
Figura VI1.106.
Stuaciones6y 10:

En estas dos Ultimas situaciones se da la particularidad de que aparecen 3
magnitudes en vez de dos como en las anteriores. Esto hace que € andisis de la
situacion sea méas complicado, puesto que pueden estudiarse distintos emparejamientos
entre las magnitudes de modo que en algunos casos tiene sentido definir larazén y en
otros no. Ademas, algunas de las magnitudes que aparecen pueden considerarse
constantes o incluso puede operarse con las magnitudes que aparecen para “construir”
nuevas magnitudes. No obstante, ningiin alumno ha realizado un estudio pormenorizado
en estas situaciones (como era de esperar en este punto de la propuesta). En cualquier
caso, esta gran cantidad de posibilidades hace que el andlisis de las respuestas de los

alumnos sea méas complicado en estas situaciones.

Las unidades de andlisis para este grupo de situaciones seran las siguientes:

No entrega o no asiste aclase

Respuesta en blanco

0
1
2 Respuesta incorrecta
3

Respuesta parcial mente correcta’

Aungue la unidad 3 (respuesta parcialmente correcta) puede parecer ambigua, o
cierto es que la complgjidad de estas situaciones hace gque la variedad de respuestas de
los dumnos sea tan grande que un andlisis fino llevaria a clasificarlas cas

individual mente.

Los resultados obtenidos por los alumnos en estas situaciones aparecen

reflgjados en la siguiente tabla:

® Bgjo este epigrafe se agrupardn aguellas respuestas que contengan algin elemento correcto o que
involucren tan sdlo dos de las tres magnitudes involucradas.
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0 1 2 3

Situacion 6 | N°deresp. 10 7 23 16
Porcentaje | 179% | 12°5% | 41'1% | 28'5%

Situacién 10 | N°deresp. 10 9 16 21
Porcentaje | 179% | 16'1% | 28'5% | 37'5%

Claramente |os porcentajes de respuestas incorrectas son mucho mas altos que en
otras situaciones, en especia en la situacion 6. En la situacion 10 aumenta el nUmero de
respuestas parcia mente correctas ya que las magnitudes involucradas — como veremos

—admiten un manegjo més intuitivo por parte de los alumnos.

La dificultad principal que los aumnos encuentran en estas situaciones es la
aparicion de 3 magnitudes. De hecho, algunos alumnos, como por gemplo A13 (en la
Figura V1.107), hacen explicita la extrafieza ente la aparicion de 3 magnitudes. “No se
cual eslarazon porgue hay tres magnitudes’.

Situacion 10: Leyendo 2 horas al dia tardo 7 dias en terminar un libro de 426 paginas.

Vo e ool < o Ed ooeois toy Wey orRgndedesy
s eraores o tefondd &
\'L“;\Z)L(EQ. o e oo

e o A gude Qere oés

Figura VI1.107.
En la situacion 6 las magnitudes que aparecen (nUmero de perros, nimero de dias
y numero de sacos de comida) no admiten una manipulacion clara. Asi, algunos
alumnos, como A39 (ver Figura VI1.108 siguiente), se centran solo en dos de las
magnitudes que aparecen (en este caso € numero de sacos y € de dias) sin explicitar
gue latercera magnitud se mantiene invariable:

Situacion 6: Mis 2 perros tardan 4 dias en terminarse 1 saco de comida.
[
‘:‘ = a2 b = ('
\_E ;
o -4 3 1sa
cd e L o5 sean igual de grades Que coman b msma cadided 2l dis
Figura VI.108.

Por otro lado, algunos alumnos sienten la necesidad de que las tres magnitudes

del enunciado aparezcan reflgjadas en su respuesta. Este deseo, junto con la idea de
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tanto por uno que va calando en los aumnos explica respuestas como la de A27: “Un
perrotarda 1 dia en gastar 0’ 125 sacos de comida” (ver Figura'V1.109).

<. Mis 2 perros tardan 4 dias en terminarse 1 saco de comida.

AN R I | " i
VoA Vo - Jr 7"04/‘(5’ '
q | W

Figura VI1.109.
Una version ain mas refinada de este tipo de respuesta es la dada por A15 (en la

FiguraVV1.110 siguiente): “La razon es de 1/8 de saco de comida por cada perroy dia”.

Situacién 6: Mis 2 perros tardan 4 dias en terminarse 1 saco de comida. »
La vemd) es de A de s=on de — A = cecle per o ofra,

lm a=n a(fcé'éﬁ (‘C’g ve u{cw r'C“;—-.C-/ S ggm{‘){f 'P‘"?'e =5 Lh

= Wy
€ (e e

riSpe (. c“f’f’ end! 22} L@men te

c.{‘e( el @ e ' .
ale [Pery s ? dﬁ‘-‘-’s_

Figura VI1.110.

Estas dos respuestas demuestran una buena comprension de la situacion
(especiadmente la segunda, que manegja con gran precision también e lenguaje). Esta
buena comprension contrasta con respuestas como la del alumno A7 (Figura V1.111):
“S envez de 2 perros hubiera 1, tardaria 2 dias en terminarse 1/2 saco de comida”.

Situacion 6 Mis 2 perros tardan 4 dias en terminarse 1 saco de comida.
O Yhe (GEom— -
o P g D1 s At I 3 -
" - peties
o A - 1
¥ AT O Jd.- 3 ) 3 g,'u\;‘?c:..-..-._t_l— -—

X
) ;i
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i Ay raa g
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Figura VI.111.
Este alumno no ha observado la relacion inversa que liga € nimero de perros con

el nimero de dias (si permanece fijo € de sacos de comida) y en su lugar ha
considerado las tres magnitudes simulténeamente, considerando que varian de forma
directaalavez. Este tipo de error serd muy importante a la hora de mangjar magnitudes
inversamente proporcionales, incluso cuando sélo aparezcan dos de €ellas (pues la clave
a la hora de mangar las magnitudes inversamente proporcionales sera la existencia de

unatercera magnitud constante).
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En cuanto a la situacién nimero 10, dos de las magnitudes que aparecen; a
saber, las horas de lectura diarias y los dias que tarda en terminarse € libro, permiten
una manipul acion sencilla para obtener la magnitud “ horas totales que tarda en terminar
el libro”. De esta forma, la situacién se transforma en una nueva (aungue equivalente)
gue sblo involucra dos magnitudes y que es mas facilmente resoluble por parte de los

alumnos.

Muchos alumnos han respondido siguiendo la idea del parrafo anterior. Por
gemplo (ver Figura VI1.112) tenemos la detallada respuesta de A53, que calcula las
horas totales, sefiala una condicion de regularidad (si 1as 426 paginas son iguales) y las
dos razones posibles:

¢ Situgcién 10: Leyendo 2 horas al dia tardo 7 dfas en terminar un libro de 426 péginas.

= Mhbdad
Al\oSomana (e
1 .Zc,\ (0 ©ONR Nexon Yy Q\Cquu'f rovy 058 SO By horas quae feca Ouc @y,
B2 '

. A
9‘ dLO' cancls ﬂﬁm Q:Ljs JMGﬁ cpf{‘\.t&!} {'\jﬁﬁ{ahog A0 dpcen Por Yok

[ S—

206

Figura VI1.112.
Hay versiones menos completas de la mismaidea; por gemplo lade A33 (Figura
V1.113 siguiente) que, sin embargo, muestra claramente la busgueda de la relacion entre

las dos magnitudes consideradas:

14 i 1 PRt e R, M da A0 £ oinne
Situacion 10- Levendo 2 horas al dfa tardo 7 dias en terminar un libro de 426 paginas.
Y262 14

b\ it P | e o W W o - A (g7 %
LR E'\_,u_u. \ e
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!I \{ || - 1% (B | \ l\\_)

3 ) [} = dl
Figura VI1.113.
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Por ultimo, algunos alumnos dan respuestas similares a la de A49 (en la Figura
V1.114 siguiente), que se limita a calcular larazén entre paginas y dias, y entre paginas

y horas pero sin mayores detalles:

Situacion 10: Leyendo 2 horas al dia tardo 7 dias en terminar un libro de 426 paginas.
i £\ /
o 5D ™y - . \I:‘a 1 JI?I" Ay
\
" \
- \ Dy
Figura VI1.114.

Un error muy interesante es el cometido por e alumno A32 (ver FiguraV1.115):

Situacion 10: Leyendo 2 horas al dia tardo 7 dias en terminar un libro de 426 paginas.

X \ i L .
SO0 el 3R 0 A% i -+

T~ =" g * YL B

(.J { N LY -
1

Figura VI.115.
Este error surge de no observar que la magnitud que aparece en € enunciado no es
“horas’ sino que es “horas a dia’ de tal modo gque no tiene sentido considerar la razon
entre esta magnitud y la magnitud “dias’. La dificultad en el manegjo de magnitudes que

1]

ya son razon de otras dos (en este caso “horas a dia’ es la razon entre horas totales y
dias) serd constante a lo largo de toda la propuesta. Volveremos sobre esto

especiamente alahora de considerar situaciones de proporcionalidad inversa.

V1.2.4.2 Reflexionesrelativas al punto 4

1. Los aumnos tienen una idea muy clara de que los gjercicios de matematicas
consisten en calcular un cierto valor desconocido. Muchos alumnos enfocan esta
actividad de ese modo y buscan calcular la razén como € valor correspondiente
a una unidad de una de las magnitudes. Por eso muchos alumnos dan respuestas

simples como lade A2 (FiguraV1.116):

Situacion 1: En una tribu del Amazonas cambian 5 lanzas por 3 escudos.

Q - A\ \y 0\
Conthe, \Q\f\%:ﬂ Te&oc-\v\ 3 e -\.’-‘__;.:_.\J&Q
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pQ; C

Figura VI.116.
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2. Estatareachoca con la practica educativa habitual. Por €llo, cuando los alumnos
solicitan ayuda en casa (y muchos lo hacen, aungque segln se vio en la encuesta
final no todos lo reconocen) no reciben las orientaciones adecuadas sino que las
personas que proporcionan la ayuda lo hacen en base a la formacion que ellos
han recibido. En nuestro caso, esto es muy perjudicial pues hace aparecer ya en
este punto respuestas como las de A24 (FiguraV1.117, a continuacion):

Situacion 7: Por 125 délares me han dado 155 euros
A ro@x o de. SRR, RN

Situacion 10: Leyendo 2 horas al dia tardo 7 dias en terminar un libro de 426 paginas.
i = r \:1} w“»;'\' i r_._j..,}.,\! \:" o L Jln'ijl:_:‘, ”
v ALY LT P00 JLO RV 2 LR S - - | .y
’ !_"’
| 1.5
sAF }
Figura VI.117.

gue, ademés de incluir conceptos (proporcionalidad directa e inversa) que no son
pertinentes en esta tarea que anticipan lo que vendra después, presenta modos de
razonar incorrectos (a més, mas 0 a mas, menos) gue son incorrectos y que

pretendemos evitar.

3. Los aumnos reconocen bastante bien aquellas magnitudes entre las que no se
puede definir una razon por no existir relacion entre ellas. Si el motivo por €
gue no se puede definir la razdn es otro (por gemplo lo que sucedia en la

situacion 10) las dificultades son (y, como veremos, seran) mayores.

V1.3. OBSERVACION Y REFLEXION DEL SEGUNDO FOCO DE INVESTIGACION

En este foco de investigacion se pretende que los aumnos identifiquen
magnitudes directamente proporcionales y distingan aquellas que no lo son. También se
persigue que apliquen el concepto de razédn y los significados de las operaciones entre

magnitudes a la hora de resolver problemas de busqueda de cantidades desconocidas y,
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en particular, en problemas de porcentges. Estos son |os tres puntos que analizaremos
en este foco de investigacion.

VI1.3.1 Punto 1. Reconocimiento y distincion de magnitudes directamente

propor cionales

En este punto se pretende que los alumnos identifiquen magnitudes directamente
proporcionales y que las distingan de aquellas que no lo son. Este primer punto se
trabaja especialmente en la Actividad de aula 4.

V1.3.1.1 Andlisisy valoracion dela Actividad de aula 4

Enunciado

Recuerda que dos magnitudes son directamente proporcionales cuando podemos definir
una razén entre ellas (teniendo en cuenta que se deben cumplir ciertas condiciones de

regularidad). En cada uno de los gercicios,

1. Busca una parga de magnitudes que sean directamente proporcionales,
sefidlando la condicion de regularidad que deben cumplir. ¢Qué significado tiene

larazon entre ellas?

2. Busca una parga de magnitudes que no sean directamente proporcionales,

indicando las razones por las que no o son.

Ejercicio 1:
Velocidad en kilémetros por hora Distancia, en kilébmetros, recorrida por € movil
Edad, en afios, del conductor Tiempo, en horas, empleado en € recorrido

El nimero delamatriculadel coche  El nUmero de pasajeros

Ejercicio 2:

NuUmero de alumnos en el patio Superficie, en metros cuadrados, del patio de recreo
Edad media de |os alumnos Estatura media de los alumnos

Anchuradel patio Hora de comienzo de las clases
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Ejercicio 3:

NUmero de libros NUmero de péginas

Precio de cadalibro Edad, en afios, del comprador

El tamafio de laletradel texto Numero de fotografias de cadalibro

Andlisisdela actividad

Para analizar las respuestas de los alumnos, estudiaremos por separado cada uno
de los tres gjercicios de |os que constaba la actividad. Aunque |os tres son muy similares
veremos que algunas pequefias diferencias, sobre todo respecto a contexto y € tipo de

magnitudes que aparecen, justifican este andlisis separado.

Las unidades de andlisis para esta actividad serén las siguientes:

No entrega o no asiste aclase

Respuesta en blanco

| dentifica correctamente magnitudes directamente proporcional es

Identifica incorrectamente magnitudes directamente proporcional es

Dalas razones entre magnitudes directamente proporcionales

Sefida condiciones de regul aridad

o O B~ W N | O

Indica correctamente magnitudes no relacionadas

Las categorias anteriores no son excluyentes, puesto que, por gemplo, puede
haber pargas que identifiguen incorrectamente magnitudes directamente

proporcionales, pero que si acierten alahora de sefialar magnitudes no relacionadas.
Ejercicio 1:

En este primer gercicio € contexto que unifica todas las magnitudes indicadas
es e de un trayecto en coche; es decir, el movimiento de un cuerpo. Las magnitudes
relevantes claramente son la velocidad, la distancia y € tiempo (magnitudes
provenientes de la fisica, principamente). El resto de variables que aparecen o bien

carecen de relacion entre ellas o con las anteriores (edad del conductor, nimero de
pasaj eros), o0 bien no son magnitudes (nimero de lamatricula).

Los resultados obtenidos por los alumnos en este gercicio aparecen reflejados

segun las unidades de andlisis presentadas anteriormente en la siguiente tabla:
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0 1 2 3 4 5 6
Ejerciciol | N°deresp. 0 4 2 21 1 1 17
Porcentaje | 0% |14'8% | 74% |778% | 3 7% 37% |629%

Los dos porcentagjes mas altos se corresponden con aquellas pargjas de alumnos

que sefiadan como directamente proporcionales magnitudes que no 1o son (epigrafe 3) y

pargjas que sefidlan correctamente variables que no son directamente proporcionales.

Unicamente dos parejas sefidlan correctamente magnitudes que si son directamente

proporcionales y de éstas solo una sefida e significado de las razones que pueden

definirse y la condicion de regularidad necesaria para hacerlo.

La parga que responde de manera completa y correcta es la formada por los

alumnos A45y A54 (ver FiguraV1.118 siguiente):

Distancia, en kilémetros, recorrida por el movil
“Tiempo, en horas, empleado en el recorrido

El niimero de pasajeros

=

Figura VI1.118.

La pargjaformada por A55 y A56 también sefida (acertadamente) que la distancia

y € tiempo son magnitudes que pueden considerarse directamente proporcionales. Sin

embargo no indican ni condiciones de regularidad, ni € significado de las razones. De

hecho, la justificacion dada indica que la concepcidén que tienen es incorrecta (ver

FiguraV1.119):

Ejercicio !:

bJ/Edad, en afios, del conductor

5}, _‘3\1’_ Sn T’)utl-)c._i(._r_-_s.cy\é_\‘_, povge {\',».@_\ P2 .l'-r-*;'F\\tudo_b

A El nimero de la matricula del coche »El nimero de pasajeros

 Velocidad en kilémetros por hora = & Distancia, en kilémetros, recorrida por el mévil

e) Tiempo, en horas, empleado en el recorrido

Figura VI1.119.
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Dan como motivo la existencia de dos magnitudes, 1o cual no es cierto. Es mas, indican
gue lamatricula del cochey € nimero de pasgjeros no son directamente proporcionales

porque (y es cierto) “sblo tienen una magnitud”.

Otra concepcion errdnea respecto ala proporcionalidad directa es la que muestra

la pargjaformada por A42 y A50 (ver laFiguraV1.120 siguiente):

# Velocidad en kilémetros por hora
Edad, en afios, del conductor

El nimero de la matricula del coche

Distancia, en kilometros, recorrida por el mévil
s ey - e —1
Ilempo, en horas, empleado en el recorrido

El nimero de pasajeros

Magiulieien digcdans
!

i , o g o
H [aweitle pagfletdilitdid, | ol AL wllalifad 4 24 /JL"..‘—.’*T"A’_:
= I : /

| f Foad 1 I vt Poon did - & 3 o A
&R L welacidsd 4 _,dLL’,:/:;.-"»C' QuUE alfLeel S £ Agdiuiidd
| L ¥

) 1 | 2, {1
AQLbE Lep AR

/

Figura VI.120.

Esta parga sefida (incorrectamente) como magnitudes directamente
proporcionales a la velocidad y € tiempo, justificandolo en que “depende de la
velocidad, el tiempo que empleen en el recorrido”. Han identificado € ser directamente
proporcionales con € estar relacionadas. Este error puede estar motivado en € hecho de
gue la mayoria de g emplos trabajados hasta e momento en los que las magnitudes no
eran directamente proporcionales estaban formados por pargjas de magnitudes no

relacionadas o bien por variables que no eran magnitudes.

Respecto a la amplisima mayoria de parejas que indican incorrectamente un par
de magnitudes directamente proporcionales, casi todos sefialan como tales la velocidad
y e tiempo empleado. Tal esel caso de A39y A53 (enlaFiguraVI.121):

Veloecidad-en-kitémetros-por-hora Distancia, en kilometros, recorrida por el movil

Edademafios,—deteonduetor— Fiempo;er-horas; empleado-en-cLreeosrido Trenan

. 1
L —El néimero-de pasajeros No -\—?Qr{m (swlgh)
(i 1
JO /( (’: rg ~(0

El nimero de la matricula del coche

Va1 - onng farda en (ecocten
Fagonen °'_|IJ" |ftﬂ“?: i L Talfda X - " s I P
. 2 e MO O 1 m TPOor0 <X grr\(‘;(_r o NS M CplDcinés

2) k 5’!':-’-.'{ 0 _0_:-/ _|. W A e 0 (R

) LABaR VCLF-'\-U\:VS

= O \ CAC . =

1 a6 Rl A @ oo o Poeces O AT Avwe c0 NN

Figura VI1.121.

Esta pareja pone de manifiesto las dificultades (ya mencionadas con anterioridad)
gue presentan los aumnos a la hora de mangjar magnitudes que sean la razon de otras

dos. En este caso, la velocidad es la razon entre e espacio recorrido y € tiempo
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empleado. Los aumnos, aparentemente, no captan la diferencia entre hablar de
kilémetros y de kildmetros por horay, por €lo, indican que larazdn entre lavelocidad y

el tiempo son los kil dmetros que recorre en una hora’.

Por ultimo, indicamos que un gran porcentaje de pargjas acierta a indicar
magnitudes (o variables) que no son directamente proporcionales. Eso si, en todos los
casos la razén es que no hay relacion entre ellas. Tal es € caso, por g emplo, de A32'y
A38 (FiguraV1.122 siguiente) que dicen “El nimero de la matricula del coche no tiene

nada que ver con € nimero de pasajeros’.

Figura VI1.122.
Aungue de hecho, en este caso, € numero de la matricula no es una cantidad de

ninguna magnitud.
Ejercicio 2:

En este gercicio & contexto que unifica todas las magnitudes indicadas puede
ser, por giemplo, el patio de recreo del colegio. Las magnitudes relevantes aqui son: €
numero de alumnos, la superficie del patio y la anchura del mismo. El resto de variables

gue aparecen o bien carecen de relacion entre ellas 0 con las anteriores (edad de los
alumnos, estatura media), o bien no son magnitudes (hora de comienzo de | as clases).

Respecto a gercicio anterior hay dos diferencias importantes. La primera es que
las magnitudes gque aparecen en este gercicio son mucho méas comprensibles para los
alumnos gue las del anterior. Las relaciones entre espacio, tiempo y velocidad de un
movil (por mas que éste lo haga uniformemente) parecen ser demasiado complegjas o
estar demasiado algjadas de los adumnos. La segunda es que en este gercicio no

aparecen magnitudes que sean larazon de otras dos.

L os resultados obtenidos por los aumnos en este gercicio aparecen reflgados,
segun las unidades de andlisis presentadas anteriormente, en la siguiente tabla:

7 Aunque si que se puede definir larazén (bajo las condiciones adecuadas) entre velocidad en kildmetros
por hora y tiempo en horas, serian los kilémetros por hora que aumenta (o disminuye) la velocidad al
cabo de una hora. Seria, por supuesto, una aceleracion. Sin embargo, €l significado fisico de esta
magnitud es, creemos, bastante complgjo.
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0 1 2 3 4 5 6

Ejercicio2 | N°deresp. 0 13 13 1 2 1 9
Por centaje 0% |481% |481% | 37% | 74% | 37% | 33 3%

Cas la mitad de los dlumnos deja en blanco este apartado. Esto se debe a que
muchas pargjas emplearon casi todo el tiempo en responder a primer gercicio (sobre
todo en uno de los grupos). En & gercicio siguiente se repetira esta situacion que, por

otro lado, es habitual en todas las actividades redlizadas en € aula

Debido en parte a lo que se ha comentado un poco mas arriba e porcentgje de
pargas que sefiala correctamente magnitudes directamente proporcionales aumenta
considerablemente. Sin embargo, se mantiene e bajismo nimero de pargas que
demuestran comprender la situacién, sefidlando los significados de las razones y/o las
condiciones de regularidad. Por ggemplo, la paregja formada por A39 y A53 (ver Figura
V1.123 siguiente) indica acertadamente que €l nimero de alumnos en el patio y su
superficie pueden considerarse magnitudes directamente proporcionales; asignan bien e

significado alas razones existentes, pero no dan la condicion de regularidad?®.

-

Ejercicio 2
NG Namero-de-atumpeos-enchpatio ————Superficie; ermetros-cuadrados; det-patio-de-reereo—
e Edad media de los alumnos Estatura media de los alumnos
Anchura del patio Hora de comienzo de las clases
0 A v} \ NI ~ ~ 010N O
RALONODY I clomnes qué re 4 ¢ cuec LAl
4 - " , A al)
{ j\\: ' e
Ao
5 2R Ralatydial= . J _ & aheD
5 ™ e RN AL L&
o ; 3 e Admad & N0 Y
Yo 0 AL N 2 ST -
Figura VI1.123.

El resto de pargjas que sefidlan correctamente magnitudes que pueden suponerse
directamente proporcionales aducen motivos incorrectos. En primer lugar, hay parejas
que identifican (como ya paso en €l gercicio anterior) ser directamente proporcionales
simplemente con estar relacionadas. Tal es € caso de la pargja formada por A42 y A50
(ver Figura V1.124) que responde: “Porqgue segin como sea la superficie de tamarfio,

dependera e n° de alumnos que quepan en €l patio”

8 Ademés hemos de suponer que por nimero de alumnos en el patio sobreentienden nimero de alumnos
gue caben en € patio.
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Ejercicio 2:
¥Numero de alumnos en el patio
Edad media de los alumnos

Anchura del patio

*Superficie, en metros cuadrados, del patio de recreo
Estatura media de los alumnos

Hora de comienzo de las clases

i
Maa.dd : = s rTlo U4 asi Attt A0 ; a0 A o8 LA, ot £ RdALD
¢l .'Iﬂ,-;‘_,_,L";_AL‘U._ v Bl J;._,'L_'...'.‘-J.-,;.—rj’ ]bld‘jrll,()b-(.;t’-'..\-é"-'r" A W &L WAL AR o ALEAviay <A ¥ A

r
™~ ot By g il vidabrstd P TAATR | Aepaitilesd 4 L O o o
| AL B g CAUAE ALA L4 MLl yLe £ el AL 4 AN AR LA A i~ AR AL ON
ailepdll &Y JLalio

Figura VI1.124.

Algunas pargjas inclinan por la anchura y la superficie del patio (lo que requiere
una condicion de regularidad relativamente dificil de dar y que, por tanto, no dan).
Tampoco en este caso |os motivos que indican los alumnos son correctos. Por giemplo,
la pargja formada por A19 y A23 (en la Figura V1.125, que sigue) responde: “Porque
1n? esigual que 1 mdeanchoy delargo”:

Ejercicio 2:

Nimero de alumnos en el patio Superficie, en metros cuadrados, del patio de recreo

Edad media de los alumnos

Anchura del patio.__-

~,
[ -

=

Estatura media de los alumnos

Hora de comienzo de las clases

.dﬂt"}"”r 1

5 ~/T~c—‘: Qrinz

A e ,I . ! 1o \.
Ao de ancly o do bunge 0\

Figura VI1.125.

Esta pargja involucra agqui los valores unitarios seguramente inspirados por €l
recuerdo de la razon como tanto por uno. Esta idea se repite en varias pargas mas,

seguramente por influencia de unas sobre otras.

Tan s6lo una pargja sefidla como directamente proporcionales dos magnitudes
gue no o son. Esta pargja ya cometié e mismo error en el gercicio anterior. Consiste en
identificar el mero hecho de que ambas variables sean magnitudes con ser directamente
proporcionales. La causa, como dijimos, es que en la mayoria de los ejemplo de no
proporcionalidad una de las variables no es una magnitud. La pareja en cuestion es la
formada por A55 y A56 (ver FiguraV1.126):
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Ejercicio 2:
) Nimero de alumnos en el patio JS uperficie, en metros cuadrados, del patio de recreo
L) Edad media de los alumnos 'J) Estatura media de los alumnos

) Anchura del patio ] Hnm de comienzo de las clases

—_—

}D’ \; E) w gcm Pdp?c\ mchtg"c*n ')(,\[C‘)\P__ @-Ggﬂwk\ﬁ,kh --_.. mag 1~5ut‘(55

>?'J~ {\_ Son 'ﬁ)\tﬂ LL\’J\XAQ-J-“ ?Cuw \c‘vq_ _\.._ ﬁmcD w,,rl,j

Figura VI1.126.
Se observa que esta pargja sefiala como no proporcionales un par de variables de

las que dice que sblo una es una magnitud (aunque en este caso también se equivoca).

Por ultimo es relativamente sorprendente €l descenso en € nimero de pargjas
gue sefiala adecuadamente un par de variables que no son directamente proporcional es.
La explicacion es que los alumnos que ahora no |o hacen es porque dejan el apartado en
blanco; dato éste que puede comprobarse numéricamente en la tabla anterior. Por otro
lado, la explicaciéon dada por los alumnos a la hora de justificar su eleccién vuelve a
involucrar e hecho de que las variables (sean magnitudes o no) no estan relacionadas
entre si. Tal es el caso, por gemplo, de la pargjaformada por A6y A1l (FiguraV1.127
siguiente) que indica que “la edad de los alumnos no tiene nada que ver con la hora de
comienzo de las clases’:

Iﬂv'i'_‘ -Lc\ l IL ’\\v \"ﬁ“\ \,\»\47‘41.(\ h(li \ l Ar 13 / !1 llll' ) /\

. (] = / \ WlATT :
\ g ‘r"{:\,{_‘q;\ .,4..\:% LA 'L.;':\-,n PR 65T )N LA

/
Cominity Ao Lo _z_,lwm >

Figura VI1.127.

Este par de variables, junto con la estatura y la hora de inicio de clases, son los
elegidos por todos los alumnos que responden a esta parte del gercicio. Nadie seinclina
por e par edad media-estatura media (quizas por no estar muy seguros de s hay
relacion entre ellas) ni por ninguna de las demés posibilidades.

Ejercicio 3:
En este gjercicio podemos pensar que el contexto que unifica todas las magnitudes

indicadas es, por gemplo, una libreria en la que se pretende comprar libros. Las
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magnitudes relevantes aqui son: el nimero de libros, € precio de cada libro. También se
podria hacer jugar algun papel (algo forzado) al nUmero de paginas y a de fotografias.
El resto de variables que aparecen (edad del comprador y tamafio de la letra) carecen de

relacion entre ellas o con las anteriores.

Los resultados obtenidos por los alumnos en este gercicio aparecen reflgados,

segun las unidades de andlisis presentadas anteriormente, en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6

Ejercicio3 | N°deresp. 0 16 2 9 0 0 6

Por centaje 0% 59'3% | 774% | 33'3% | 0% 0% | 22°2%

En este giercicio se unen varios factores que contribuyen a los pobres resultados
reflejados en la tabla anterior. En primer lugar, €l hecho de ser € Ultimo gercicio hace
gue € numero de respuestas en blanco sea altissimo. El segundo, ya de caracter
conceptual, es que en este gercicio no hay pares de magnitudes que puedan
considerarse directamente proporcionales de una forma tan clara como en los dos

gjercicios anteriores.

Como acabamos de decir, en este gjercicio no son muy claros los posibles pares
de magnitudes directamente proporcionales. Sobre todo, porque las condiciones de
regularidad necesarias, digamos gque son poco realistas. Por gemplo, la pargja formada
por A6 y All (en la Figura V1.128) sefidan como directamente proporcionales las
magnitudes nimero de libros y nimero de fotografias. No sefidlan sin embargo la
condicion de regularidad, que en este caso seria que todos |os libros contengan € mismo
numero de fotografias. A cambio, el argumento aportado es que “S suponemos gque un
libro tiene 4 imagenes, 2 libros tendran 8 imagenes’ que, en realidad, no hace sino

reforzar la necesidad de una condicion de regul aridad:

Eferciiio 3 [ 7ﬂ
~—, Numero de libros )/IJ"J*/“\ imero de paginas

Edad, en afios, del compradc

K Precio de cada libro
El tamano de la letr: l—l—‘,—-‘7\ imero de fotografias de cada libr

S5 \wj‘qcm_wﬁw CL*‘M M L_}Z 19 Lru Y W«fj) SN ‘w(r " ,.,I.}__..p 8

j;r';',_'k_\,"!.,l-\_ﬁ'\l »
A ? A

Figura VI1.128.
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Otro gemplo mas interesante nos |o da la pargja formada por los alumnos A45 y
A54 (Figura V1.129). Esta pareja sefidla como directamente proporcionales € nimero
de paginasy € de fotografias:

Nimero de piginas

Edad, en anos, del comprador

“Nimero de fotografias de cada libro
+ L. -
By o T A ) W i A= i T 37 L= [ iy
hevl ok

Figura VI1.129.
Ademas, aunque la condicion de regularidad es algo méas complegja en este caso, la

sefidlan correctamente: “todos los libros tienen las mismas paginasy fotos’.

Sigue persistiendo la idea de que dos magnitudes son directamente
proporcionales si estan relacionadas. Asi, nos encontramos con alumnos gue, a Veces,
buscan variopintas relaciones entre las magnitudes del enunciado. Asi, la parga
formada por A4 y A18 (en la Figura V1.130) piensa que “segun €l tamario de letra se
puede saber para qué edad esta hecho € libro”.

Ejercicio 3

Ntmero de libros ——————— Numero de paginas

~ad: el — Edad, en afios, del comprador

Precio de cada libro g
'1)_" tamaio de la letra del texto ~ ™~ __ Nimero de fotografias de cada libro

F] tamaiio de la letr : . e Np—
L G e 1:-*@.3'& sl {oren ang ﬁk{_\c\i el Yoy L Lo :

_,4\) SJ:EL""’ el o TP,

Figura VI.130.
Y lapargja formada por A19 y A23 piensa (mas razonablemente) que “si la letra
fuera de un cmtendria mas paginas que si la letrade 1 mm” (ver FiguraV1.131):

Ejercicio 3

Nimero de libros _~Numero de paginas
Precio de cada libro /,/' Edad, en anos, del comprador
El tamario de la letra del texto—" Nimero de fotografias de cada libro
s e "TJU}J” N um T -)LW’{‘\" oo Plires  Qaw L ‘L_Tw e A mm
4] b il b ._f 3 ; A i ”
Figura VI.131.
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Algunas pargjas vuelven a tener problemas con las magnitudes que son razén de
otras dos. En este caso aparece €l precio de cada libro, que es la razén entre € precio
total y € numero de libros. Algunos alumnos vuelven a pasar por ato la importante
distincion entre precio total y unitario. Asi, la pargja formada por los alumnos A32 y
A38 (en la Figura VI1.132 siguiente) sefidla como directamente proporcionaes las
magnitudes nimero de libros y precio de cada libro; indicando como condicién de
regularidad aquella que deberia cumplirse s la magnitud considerada fuera e precio

total.

Ejercicio 3:
Nimero de libros.j Nimero de paginas
10 -

Precio de cada lib

Edad, en afios, del comprador
El tamario de la letra del tcxto/ Nimero de fotografias de cada libro

—_ e )
_(0' C.m\&..t.o.. o mﬁ\l\gf'd&ﬂl S ge Ul Wb sen ol ‘o gwuitoas Al -
=l - @cedo & NS00 -

Figura VI1.132.
Por ultimo, como siempre, todos los gemplos de magnitudes no directamente

proporcionales estdn formados por parejas que carecen de relacion entre si. La pargja
A37y A47 (ver Figura V1.133) opta, por ggemplo, por e precio de cadalibro y la edad;

aunque hay algunos otros g emplos.

Ejercicio 3
p Nimero de libros i Namero de pdginas
2 Precio de cada libro s Edad, en afos, del comprador
3 El tamano de la letra del texto € Numero de fotografias de cada libro
L34y T ST B da reci o GwsEs ProeRltid e Qan PoTgLe U Hevasn wada f'-“-_._'ﬁ- Ve .
Figura VI1.133.

V1.3.1.2 Reflexionesrelativas al punto 1

1. Algunos alumnos tienen dificultades serias ala hora de mangjar magnitudes que
son la razon de otras dos. Por gemplo, algunos alumnos manejan la velocidad

como s fueraunadistanciao € precio unitario como si fuera un precio total.
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2. Aparentemente, deben dejarse de lado las magnitudes que provienen de lafisica
o cuyo significado Ultimo es puramente fisico. En concreto, las relaciones entre
velocidad, espacio y tiempo han dado muchos problemas a la mayor parte de los

alumnos.

3. Cas todos los gemplos de variables que no son directamente proporcionaes
involucran o bien magnitudes no relacionadas o bien una variable que no es una

magnitud. Este hecho lleva a pensar a algunos alumnos:

i. Si hay dos magnitudes, ya se puede hablar de proporcionalidad directa. O
bien,
ii. Si las dos magnitudes estan relacionadas, ya hay proporcionalidad

directa

4. Incluso entre los que sefialan correctamente pares de magnitudes directamente
proporcionales se observa poca tendencia (por falte de comprensién o por no
sentir la necesidad) a indicar tanto la condicion de regularidad como el

significado de las razones.

V1.3.2 Punto 2: Busqueda de cantidades desconocidas

Posiblemente uno de los aspectos méas importantes a la hora de mangar €
concepto de magnitudes directamente proporcionales serd €l de aplicar las ideas
presentadas hasta e momento en los tipicos problemas en los que se conocen dos
cantidades correspondientes de las magnitudes implicadas y se desea encontrar la
cantidad desconocido de una de ellas correspondiente a una cantidad conocida de la
otra. Este tipo de situaciones se trabgjan en la Actividad de aula5 y en la Tarea de casa
4,

V1.3.2.1 Andlisisy valoracion dela Actividad deaula 5

Enunciado

Recordad que dos magnitudes son directamente proporcionales si se puede definir una
razon entre ellas. Ademas larazon entre dos magnitudes es la cantidad de la primera que

se corresponde con una unidad de la segunda. Con estaidea, tratad de resolver los
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siguientes problemas.
Ejercicio 1:
Para obtener 4200 litros de mosto hacen falta 6300 kilogramos de uva, ¢cuantos

kilogramos de uva se necesitan para obtener 3560 litros de mosto?

Ejercicio 2:

En un libro de 360 paginas hay 15 capitul os, ¢cuantos capitul os tendrd un libro de 288
paginas?

Ejercicio 3:

En una ciudad de 600000 habitantes se editan 4 periddicos, ¢cuantos periddicos se
editaran en una ciudad de 1050000 habitantes

Ejercicio 4:
Se tardan 9 minutos para aumentar 5 grados la temperatura de un recipiente de 12 litros,

¢qué tiempo se tardara en aumentar 17 grados la temperatura de dicho recipiente?
Ejercicio 5:
En una clase de 25 alumnos hay 14 teléfonos moviles, ¢cuantos tel éfonos moviles habra

en unaclase de 18 alumnos?

Andlisisdela actividad

Las unidades de andlisis para esta actividad son las siguientes:

No entrega o no asiste aclase

Respuesta en blanco

Respuesta incorrecta

Indica que no se puede hallar larazén

Resuelve usando razones sin sefialar condicion de regularidad

gl b~ W N | O

Resuel ve usando razones sefialando condicion de regularidad

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son |os siguientes:
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0 1 2 3 4 5
Ejerciciol | N°deresp. 0 10 5 0 11 0
Por centaje 0% 38'5% 19'2% 0% 42’ 3% 0%
Ejercicio 2 | N°deresp. 0 4 3 7 10 2
Por centaje 0% 15'4% 11'5% | 2669% | 38'5% | 7'7%
Ejercicio3 | N°deresp. 0 7 3 8 8 0
Porcentaje | 0% 269% | 11'5% | 30'8% | 30'8% 0%
Ejercicio4 | N°deresp. 0 16 3 2 2 3
Por centaje 0% 61'6% 11'5% | 7'7% 77% | 11'5%
Ejercicio5 | N°deresp. 0 16 5 4 1 0
Por centaje 0% 61’ 6% 19°2% | 154% | 3'8% 0%

A lavista de los resultados anteriores, que obligan ademas a no tener demasiado
en cuenta los dos Ultimos gercicios, se observa un reducido nimero de respuestas
incorrectas. Debemos sefidar que en aguellos gjercicios en los que la razon tiene sentido
no hemos considerado incorrectas las respuestas que hacen uso de ella aln sin indicar

las condiciones de regularidad.

El porcentaje de aumnos que hacen explicitas las condiciones de regularidad es
bajisimo (nulo en algunos gercicios) y es interesante observar que en e Ejercicio 1
nadie haindicado que no se pueda definir la razén, cosa que si ha sucedido en todos los
demés gjercicios.

Ejercicio 1:

La respuesta mayoritaria a este gercicio ha consistido en calcular los kilos de

uva necesarios para elaborar un litro de mosto, y después multiplicar por dicho valor los

litros totales de mosto que se quieren obtener. Asi, por gjemplo, responde e grupo
formado por A8, A12 y A17 (ver FiguraV1.134):
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Fiercicio |
Para obtener 4200 litros de mosto hacen falta 6300 kilogramos de uva, ;cudntos kilogramos de uva

se necesitan para obtener 3560 litros de mosto? SR . AL o8 oo,
\ -- A . QLEN, LN~ i A
@y UM k’:lj de L howen +0x Y

f'.<'l_

Detpds,  eottpicoonesy @ kg de WA oo 3 WHBs e st gue

ey doRne(

G300 : 4200 = 45

—’L:b-:j s 2XEEO = D.DNO

Figura VI1.134.

Aungue este grupo no sefiala las condiciones de regul aridad necesarias para que el
razonamiento sea correcto, su respuesta es bastante detallada. De hecho, la mayor parte
de las pargas ha dado unarespuestasimilar alade lapargjaformadapor A10y A29 (en
la Figura V1.135 siguiente) que no va mas alla de efectuar las operaciones y, eso si, dar
el significado del nimero obtenido:

Para obtener 4200 litros de mosto hacen falta 6300 kilogramos de uva, jcudntos kilogramos de uva
Pl

se necesitan para obtener 3560 litros de mosto? [E",q 340 g (;kg TV
S 4 :

Figura VI.135.

Los escasos errores cometidos en este gercicio puede resumirse en uno: €
cometido por la pargja formada por A32 y A36 (en la Figura V1.136, que sigue). Este
error surge aparentemente de no comprender € significado del resultado de dividir los
litros de mosto entre los kilos de uva (litros obtenidos a partir de un kilo) e identificarlo

CON SU inverso:

Ejercicio .

Para obtener 4200 litros de mosto hacen falta 6300 kilogramos de uva, ;cudntos kilogramos de uva

se necesitan para obtener 3560 litros de mosto?

-0, de,
O e I0= F ) neses 1 TEN
o . a5 = 2373 Ky do v

‘Pn'ft—ac-b\"'ﬂ?" 3s6o L dew= sho

Figura VI.136.

ANTONIO M. OLLER MARCEN



OBSERVACION Y REFLEXION

Aungue € gjercicio también se podia resolver hallando |os litros que se obtienen a partir
de un kilo de mosto y dividiendo después los litros deseados entre este valor, todos los

alumnos que comienzan en esta direccion cometen el error que acabamos de sefialar.
Ejercicio 2:

Nuevamente en este gercicio la respuesta mayoritaria pasa por suponer que las
magnitudes involucradas son directamente proporcionales, pero sin sefidar las
condiciones de regularidad necesarias. Por g emplo, la pargja formada por A19 y A23

(en la Figura V1.137 siguiente) calcula las paginas de cada capitulo y después dividen

las paginas totales entre dicho valor.

Ejercicio 2:
En un libro de 360 péginas hay 15 capitulos, ;cudntos capitulos tendré un libro de 288 pdginas?
K Cor AS = Y 148 (24~ 12 L 7
N U ’ ~ S : [ 4 G4 )
Q_ £ J"*n_m» f;: ey, yowert Ca vQ‘"’J; f ’]}!,CE?:;-, Ugr¥d Ur .M,e.s:;f‘-x,m ‘-I{I_\ L ,.,‘. b 2
e d""‘“/{v L/“ {ll,c. vy Md] .;.4164\‘1,‘.-:‘(?4 ',.»_~;.‘;f.,-,‘l.4_,_-}3,: 1-‘:2 P T 'c'.‘,i/-:e ¥ _4_-_._1,.41.,,-'\
:/v:J ‘e

Figura VI1.137.
La parga formada por A45 y A54 sigue € mismo razonamiento, pero si que

sefidlala condicion de regularidad necesaria (ver Figura V1.138):

Ejercicio 2:
3 1 intos capi -ndri ibro de 288 paginas?
En un libro de 360 pdginas hay 15 capitulos, jcuantos capitulos tendrd un libro de 286 pagl
. . \} N T, ! I 04
G al Ay = & : l } i
i
2 ) * =i Cab 3
26l AT 3 agr o= & 9 :
oY . hoas = = o 24 0 (Mo da T .,J:r,;_’ resS
i “la 10
4o 1L
Figura VI1.138.

En este gercicio se rompe la unanimidad del gercicio anterior y ya aparecen
alumnos que muestran sus dudas ante la situacion. Asi, la pargja formada por A13 y

A21 (ver FiguraV1.139) sefidlaque “ 1 capitulo puede tener mas hojas o0 menos”:
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En un libro de 360 paginas hay 15 capitulos, ;cudntos capitulos tendrd un libro de 288 paginas?
Ne son 2 reognviRes Q¥ eckapente  profFOUE  corque A congtlg
putde  Cenel ;s ol 0s Q merds,

Figura VI1.139.
L as respuestas incorrectas en este gercicio han sido escasas, algunas simples errores al
efectuar operaciones. El error mas interesante es el cometido por la pargja A31 y A36
(en laFiguraV1.140 siguiente):

S orninia 3
Ejercicio 2.

~ # g R o o ¥ L1 s 7922 nacinac?
En un libro de 360 péginas hay 15 capitulos, ;cudntos capituios tendrd un libro de 288 paginas’

3260 " {S = 5.%:"‘00 \ L,«g Lef‘é" f G v .LD.'L‘, CQO '?.'g-‘-; ;Pn.lg VA0S
! 5 = 4E i HuES .
syos t LER= f

Figura VI.140.

Es dificil interpretar las operaciones efectuadas por esta pargja en € contexto de
este problema. El producto de las paginas por los capitulos no tiene un significado
razonable y menos la division posterior. La Unica interpretacion con sentido seria pensar
en 15 capitulos de 360 paginas cada uno y después calcular el nimero de capitulos que
habria si cada uno tuviese 288 paginas.

La otra posible forma de resolver este gercicio usando razones, a saber,
calculando la razon entre capitulos y paginas y después multiplicando dicho valor por a
nuevo numero de paginas no ha sido elegida por nadie. La dificultad de asignar un

significado sencillo alarazén capitulos/pagina es la explicacion mas clara.
Ejercicio 3:

En este gercicio continta existiendo la division (mucho méas marcada, pues
coinciden en numero) entre alumnos que consideran que entre las magnitudes

involucradas no puede definirse la razén (como la pareja formada por A39 y A53, en la
FiguraV1.141, que sigue):

En una ciudad de 600000 habitantes se editan 4 periédicos, ;cudntos periédicos se editardn en una

ciudad de 1050000 habitantes

Figura VI1.141.
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y aquellos otros que razonan asumiendo que la razén “habitantes por periddico” tiene
sentido y puede utilizarse (como la pargjaformada por A2 y A20, en laFiguraV1.142:

Ejercicio 3
En una ciudad de 600000 habitantes se editan 4 periddicos, ;cudntos periédicos se edilaran en und
andad de 108 halite n R -\ i ~ o O (\ '-.(\'_C H,
ciudad de 1050000 habitantes Vo vanles per P
simrangmaeat o AAO 000 et |
'_‘;'-(J WD S g =4 ‘
v I\..

o o e deod

- -~ ) LSOO = | P&
{ G {
Figura VI1.142.

Eso si, en este caso tampoco hay ninguna pargja que explicite la sencilla
condicion de regularidad necesaria. Ademas, entre aquellos que utilizan la razén para
resolver e problema, nadie utiliza la razdn “periddicos por habitante” que es la que
podria resultarles familiar. Quizéas se deba a que la operacion a efectuar en este caso (4

entre 600000) sea mucho mas engorrosa que lainversa.

Respecto a los errores, el mas interesante es el cometido por la pareja formada
por Ad44 y A51 (ver Figura V1.143) que divide el nUmero de habitantes de la segunda
ciudad entre el numero de periddicos de la primera ciudad para obtener (no se sabe muy

bien como) el nimero de periddicos editados en la segunda ciudad:

En una ciudad de 600000 habitantes se editan 4 periddicos, ;cudntos periddicos se editarin en una
ciudad de 1050000 habitantes

O

- S = "
o perddics.
82
) e Vo @ g
Or R/ Se eftoron 2625C0 pexddiccs.
Figura V1.143.

Ejercicio 4.
Este gercicio planteaba la situacion mas compleja desde € punto de vista de la

comprension. Ademas se incluia un dato (la capacidad del recipiente) que no debia jugar

papel alguno en laresolucion.

Lafisicanos dice que & tiempo de calentamiento no es en absoluto proporcional
a los grados de temperatura que deben aumentarse. Sin embargo, no se puede esperar
gue alumnos de 1° de E.S.O. posean dichos conocimientos y es razonable un tipo de

respuesta como el de la pargja formada por A37 y A47 (Figura V1.144 siguiente)
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asumiendo que si se da dicha proporcionalidad y tratando de sefidlar alguna condicién
de regularidad:

Ejercicio 4: 4
Se tardan 9 minutos para aumentar 5 grados la temperatura de un recipiente de"\lj litros, ;qué

tiempo se tardard en aumemartﬁ‘grados la temperatura de dicho recipiente?

1

Ky C; SF- DE 22 Qo oW euree Mukgs q %‘Q\QQ)S

F® 13 D B whes  Yocdotd en cuwantes 43 gaodos

Re: @ ’ P \ '
2 %0 Qs reapleni o oe se lo o‘@%q\d&h R wsiwe g ere buro,

Figura VI1.144.

Algunos se contentan con indicar que la relacion no es de proporcionaidad y que,
por tanto, no hay razdn entre dichas variables. Sin embargo, la explicacion es
necesariamente deficiente. Asi, la pargja formada por A45 y A54 dice que “no siempre
secalientaigual” (ver FiguraV1.145):

I cio 4
Se tardan 9 minutos para aumentar 5 grados la temperatura de un recipiente de 12 litros, jque
tiemno se tardard en aumentar 17 grados la temperatura de dicho recipiente?
II A -’r_"h, :"..-_':'- et eV i i:""-l-‘.‘:'; ',f\_ - ,,5 o -.'-.‘._-;__h e ;(.__\1:.
\ - ' 5 il
L
Figura VI.145.

La pargja formada por los aumnos A35 y A43 asume la proporcionalidad pero da
un curioso razonamiento que nos retrotrae a los argumentos utilizados por los alumnos
en las primeras tareas: “ Aproximadamente 30,30 minutos ya que cada 9 minutos sube 5
y en 27 estaria a 15 y como 2 es menos de la mitad de 5 se coge menos de la mitad de 9
en total 3,5 aprox.” (véase laFiguraV1.146)

Ejercicio 4:
Se tardan 9 minutos para aumentar 5 grados la temperatura de un recipiente de 12 litros, ;qué

tiempo se tardar4 en aumentar 17 grados la temperatura de dicho recipiente?

ﬂ,‘smm}mchmenje 5{},313 mir.u*eﬁ J:j\ e CC\CL\ L‘{ MLEAES U2 2'1' QL/W; . {5

CeMa 2 10\ ‘ll'llQJ :,‘ 2 ¥
4 o meney do la mtad de &Cﬂaawmma\qu@e;o&;qm
ok 3,9 ~qrox- :

Figura VI.146.
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Es curioso e método de obtencion de 17 a partir de 5, sobre todo porque a estas alturas
los alumnos ya habian dejado de lado, casi por completo, este tipo de argumentos.

Ya en e terreno de los errores no encontramos esencialmente dos de ellos. El
primero consiste nuevamente en confundir los significados de unarazdn con su inversa.
Asi, la pargja formada por A13 y A21 calcula inicialmente los grados de ascenso por
minuto, pero después maneja dicho valor como si fuesen los minutos necesarios para

elevar un grado (ver FiguraV1.147):

y : = Ine AT a1 Te 5 11T srimiente de 7 1a e
e tardan 9 minutos para aumentar 5 grados la temperatura de un recipiente de 12 litros, ;que

tiempo se tardard en aumentar 17 grados la temperatura de dicho recipiente?

Diidirves, B arose estres. R cawvotos Yy o G0, crexo crollhpucaones ©,5 e
o

AF Fooce y S ZF mirgtos Y A <al'w)

Figura VI1.147.
Por otro lado, |a pargja formada por A2 y A20 trata de hacer entrar en juego la
capacidad del recipiente pero e gercicio queda incompleto y, ademés, asignan un

significado incorrecto ala operacion efectuada (ver FiguraV1.148 siguiente):

LIerciclo +.

Se tardan 9 minutos para aumentar 5 grados la temperatura de un recipiente de 12 litros, jqué
tiempo se tardard en aumentar 17 grados la temperatura de dicho recipiente?

;‘r ’| /«{: /’f

AN

Figura VI.148.
Ejercicio 5:
Este Ultimo gercicio, pese a elevadisimo porcentaje de respuestas en blanco, es
el que mayor nimero de respuestas equivocadas ha recibido. Curiosamente es el Unico
gercicio en € gue han aparecido razonamientos que involucran diferencias. Ademas

han aparecido las dos opciones posibles, como ahora veremos.

En primer lugar, la pareja formada por los alumnos A3 y A7 ha razonado de
manera que la diferencia entre los alumnos de una y otra clase debia ser igua a la

diferencia entre los correspondientes cantidades de moviles (ver FiguraV1.149):
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Ljercicio J:

En una clase de 25 alumnos hay 14 teléfonos moviles, jcudntos teléfonos méviles habri en una

clase de 18 alumnos?

Figura VI1.149.
Por su parte, la pargja formada por los alumnos A35 y A43, ha razonado de modo
gue debia mantenerse constante la diferencia entre alumnos y moviles en cada una de

las clases (ver Figura V1.150):

Ejercicio 5
En una clase de 25 alumnos hay 14 teléfonos méviles, ;cudntos teléfonos moviles habré en una

clase de 18 al.umnos?

IS—14= {4

[ )
5~ A = CF

orve masiles menss W Aomnas

Figura VI.150.
En este gercicio también aparecen alumnos que indican que no existe la razén
entre las magnitudes involucradas, como es el caso de lapargga A39 y A53 (en laFigura
V1.151).

FEjercicio 5
En una clase de 25 alumnos hay 14 teléfonos méviles, ;cuantos teléfonos méviles habrd en una
clase de 18 alumnos? f.-\_-;:;tt_- CR
: A L0af
A . _ nco  oundeng
sV = 80 B e wouon o < QtRO  OSAST 0
t\ T i 7 o - e AR ETE I .
et N0 | Oro puld Kenen L oS - . e comparien los méuiEs
Figura VI.151.

Y también existe una pargja que razona asumiendo proporcionalidad entre las
magnitudes, aungue en este gercicio es mucho mas dificil de defender dicha eleccion.
De hecho, esta pargja (alumnos A46 y A48) no indica condiciones de regularidad v,
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ademés, no muestra extrafieza alguna ante una cantidad decimal de teléfonos méviles
(FiguraV1.152):

Ejercicio 3
En una clase de 25 alumnos hay 14 teléfonos méviles, ;cudntos teléfonos méviles habrd en una
clase de 18 alumnos? |
AL
b=y ==
|} | =
o, s 056
< ——
‘lL“:J_ C";‘D(':“ 1 0%
- ]
=0 40
~
L _-_...—-—'.__
G 100 %
(O~ O
o I
Figura VI1.152.

V1.3.2.2 Andlisisy valoracion dela Tarea de casa 4

Enunciado

En clase hemos comprobado como & uso de la razén nos permite resolver problemas en
los que dos magnitudes son directamente proporcionales y queremos encontrar la
cantidad de una de las magnitudes que se corresponde con una cantidad conocida de la
otra. Estos gercicios van en lamismadireccion.

Ejercicio 1:

3 docenas de huevos cuestan 3,5 euros. ¢Cuanto costaran 25 huevos?

Ejercicio 2:

Mariatiene 13 afios y recibe una propina semanal de 7 euros. ¢Qué propinarecibiraa
los 17 afos?

Ejercicio 3:

Un grupo de 3 obreros tarda 2 dias en embaldosar una superficie de 200 metros
cuadrados. ¢Cuantos dias tardarédn en embaldosar una superficie de 350 metros
cuadrados?

Ejercicio 4:

Con un saco de comida para perros los 2 perros de Luis pueden comer durante todo un

mes, ¢cuanto tiempo les durara esa mismacomida alos 3 perros de Maria?
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Ejercicio 5:

En las rebajas de unatienda una camisa que cuesta 20 euros tiene un descuento de 3
euros. ¢Cuanto descuento tendra un abrigo que cuesta 100 euros?

Ejercicio 6:

Para hacer hormigén un albafiil junta 2 kilos de cemento con 4 kilos de arena. Si quiere

fabricar 12 kilos de hormigon ¢cuantos kilos de cada material debe utilizar? ¢Y s quiere
fabricar 100 kilos?

Andlisisdelatarea

Vista la descripcion anterior, estudiaremos por separado los tres tipos de
gercicios. Debido a su naturaleza esencialmente diferente, las unidades de andlisis

deberan variar entre unosy otros.

Ejercicios1,35vy6:

En estos gercicios las magnitudes involucradas pueden suponerse (suponiendo
las condiciones de regularidad adecuadas) directamente proporcionales y, por tanto,
tiene sentido resolver e egercicio. Las unidades de andisis para este grupo de

situaciones son las siguientes:

No entrega o no asiste aclase

Respuesta en blanco

Respuesta incorrecta

Indica que no se puede halar larazon

Respuesta correcta Sin usar razones

Resuelve usando razones sin sefialar condicion de regularidad

O O | W N | O

Resuel ve usando razones sefialando condicion de regularidad

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos en estos gjercicios se presentan en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6
Ejerciciol | N°deresp. 7 4 9 0 4 28 4
Porcentaje | 12'5% 7 1% 16'1% 0% 7 1% 50% 7 1%
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Ejercicio3 | N°deresp. 7 8 7 0 12 15 7
Porcentaje | 1225% | 14'3% | 12'5% 0% 21'4% | 26'8% | 12'5%

Ejercicio5 | N°deresp. 7 3 6 12 19 4 5
Porcentaje | 12'5% 54% 107% | 21'4% | 339% | 71% 8 9%

Ejercicio6 | N°deresp. 7 7 15 0 17 8 2
Porcentaje | 1225% | 12'5% | 26'8% 0% 303% | 143% | 36%

Observando globalmente los datos hay varios aspectos que [laman la atencién:
primero, e escaso nimero de alumnos que indican las condiciones de regularidad
necesarias para que €l problema sea resoluble; segundo, que sélo en el Ejercicio 5 (que
involucraba descuentos en una tienda de ropa) hay aumnos que se plantean la
posibilidad de que las magnitudes involucradas no tengan relacion; tercero, casi un
tercio de los aumnos utilizan técnicas no relacionadas con la razén en los dos dltimos
gercicios y casi un cuarto en el segundo. Por Ultimo casi la cuarta parte de los aumnos
da una respuesta incorrecta en el Ultimo gercicio, que ha sido e que menos respuestas
satisfactorias (entendidas éstas como aquellas que hacen uso de la razén como tanto por
uno) se han obtenido.

En e Ejercicio 1 la mitad de los alumnos razona adecuadamente utilizando |la

razon. Un gjemplo puede ser la respuesta dada por A35 (ver FiguraV1.153):

Ejercicio I:
"

p B (T4 ~retara 1S svrye?
3 docenas de huevos cuestan 3,5 euros. ;Cuanto costardn 25 huevos?
2. 5:3=0093"

P 3 5 & | ecad
A AdTy ; ~ A ot Lol 25 nuegd
Ay =L AD= Ly oA oy &=

Figura VI.153.

Muy pocos aumnos indican la condicion de regularidad necesaria para poder
utilizar este tipo de argumentos; parece que hay situaciones en las que ese hecho esta
totalmente interiorizado y asumido. Tan solo aquellos alumnos, como A39 (en laFigura
V1.154 siguiente), que responden de acuerdo a un esgquema en el que deben sefiaar todo

lo que se les pide indican que es necesario que “cada huevo valga lo mismo...”

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

349




PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE

=0 SECUNDARIA

Ejercicio {:

3 docenas de huevos cuestan 3,5 euros. jCuénto costarin 25 huevos?
15
, 30§ A %
1 = s “ += AL
por ‘| nueve TR ‘R"az_:r. ehre =y huevos
-~
e K. (Jue cada hedo valaa lo m SrnE g A0 r'_a.:.‘, deccyenC
009z P'i arles hueves.
Sk
+ 495
1a 4
i =
il L5£ oo L nudic

Figura VI1.154.
Tan solo 9 aumnos han proporcionado una respuesta incorrecta a este gercicio.
Todos ellos han cometido un error relativo a significado de las operaciones que, de

hecho, esy serarecurrente. En la Figura V1.155 vemos la respuesta de A44:

Efiercicio I

3 docenas de huevos cuestan 3,5 euros. ;Cudnto costarin 25 huevos?

xl% %ﬁc@:{::@mmm&i%. 1'020805|
— 200 et
L
€ hass ACS + S 1040255
©r I CYle1 02

TR s
(S'€20] 27 5{ s 35
R 2T ewes cmctoan WWexwmse.

Figura VI.155.
Creemos que €l error cometido por este alumno esta causado por una mala

comprension del significado de las operaciones. Asi, para encontrar € valor de un
huevo no divide € precio de las 3 docenas entre 36, sino a revés (que serian los huevos
gue se obtienen por 1 euro). Sin embargo, después multiplica € vaor obtenido por 25
como si conociera €l precio de un huevo. Obviamos que la division es incorrecta, pues

no gestiona bien los decimales.

Un argumento que, aunque correcto, deseamos evitar es € dado por A4 (ver

FiguraV1.156 siguiente):

Ejercicio 1

3 docenas de huevos cuestan 3.5 euros. ;Cudnto costardn 25 huevos? ;

A docenas de huevos cuestan 2,0 curos, Lud B -~ g “"‘Jm
" A AL <9 —~ O 129 QR WY .

J_&s._g.-_-_gﬂ o Do ol s \NG = * g._.ib l- = Lo b=~—

)

;Lw\tuJ AOE 9 29+04A0 2L L ece opwpt Us D
[ ) ; L) ) ;

20

@

3 Vo

Figura VI.156.
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Aqui, € problema surge a trabgjar simultaneamente con dos unidades: |os huevos
y las docenas de huevos. Mientras todos los demés alumnos trabgjan Unicamente con
huevos, A4 lo hace con ambas a la vez. Asi, halla e vaor de una docena, pero se
encuentra que paratrasladar esainformacion alos 25 huevos ha de mezclar docenas con

huevos. Por ello surge este razonamiento tan enrevesado.

Por ultimo, mencionar la “misteriosa’ aparicion de reglas de tres. Misteriosa por
lo innecesario y por € hecho de que nada se habia mencionado ni insinuado sobre ella.
El origen es bien claro: la influencia de padres, hermanos o profesores particulares.
Véase por gjemplo larespuesta (figuraV1.157 siguiente) de A41.:

‘II_...- I.I-r\ ..'I\'.. .I.f.’ |':
3 docenas de huevos cuestan 3.3 euros. ;Cudnto costardn 25 huevos?

Qké Aneey Cueton 24ZE
e JTURDO s = =

5 a8
e S50 @
‘_‘)55 A5 s i 2143
2 — 2 = g O
= .-..5 -&2/5 _\(_‘SL'
i 5 Q2
1o % LS
LD o5 g
Figura VI1.157.

En e Ejercicio 3 aumenta € nimero de alumnos que da respuestas correctas sin
hacer uso de la razon. Ello se debe a la sencilla relacion multiplicativa existente entre
las cantidades de magnitudes involucradas. Esto hace que aparezcan respuestas como la
de A36 que indica que la solucion se obtiene “por légica” (ver FiguraV1.158):

Ejercicio 3:

i i i i sunerficie de 2 metros cuadrados.
Un erupo de 3 obreros tarda 2 dias en embaldosar una superficie de 200 metros cuadrados
-Cudntos dias tardarin en embaldosar una superficie de 350 metros cuadrados?

y: 7 205 2> ACC

i)
=
AT

— \. i ~Adafoy™ Bl
Vi s 2 dis  w reio IOMEeath, §

20

Figura VI.158.
Nuevamente son pocos (aunque mas que en e gercicio anterior) los alumnos que,
como A45, sefidan la condicién de que “[trabajen] siempre al mismo ritmo” (ver
FiguraVV1.159 siguiente):
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Eiereicio 3
Ljercicio 3.

Un erupo de 3 obreros tarda 2 dias en embaldosar una superficie de 200 metros cuadrados.

- 7 1 sinarficie de 35 2t Wyl -7
;Cuéntos dias tardardn en embaldosar una superlicie de 350 metros cuadrados?

i IS DO IS o aShnie 7 ot~
i e NE A 0L LN T ) ) ’

Figura VI.159.
A la hora de resolver € problema este alumno ha utilizado la razén entre
superficie y dias (es decir, la superficie embaldosada en un dia). Sin embargo, algunos
alumnos, como A19 (en la Figura V1.160, que sigue), han utilizado la razon inversa;

calculando “ cuantos dias tardan en 1 n?”:

erciclo _{_
Un grupo de 3 obreros tarda 2 dias en embaldosar una superficie de 200 metros cuadrados.

. Cuantos dias tardardn en embaldosar una superficie de 350 metros cuadrados?

'r\" |

fovig vadoerz Clin wa -+ % f P AR [(Mnm=- 5y 03 A
: A Mot oy £ T = B Mgl 2/ D6 ‘.: G,
o~ 1 P, | ¢ s A §
~ Aeteor P iyt N A e : 1|
et Cupnio '.-l'f‘-"‘” dem gn & f’f?ﬁ*_’l,@ o “=>Cpn 2 ie .-f'i"m-uL :«'m’»&'o

L
) J

54 ~Cm
Ll =

Figura VI.160.
El uso de esta razén parece menos intuitivo que e de la anterior y, en
consecuencia, la respuesta del alumno demuestra una buena comprension del
significado de las operaciones efectuadas y de |os resultados obtenidos.

La buena comprension del alumno anterior contrasta con la respuestade A20 (en
la Figura VI.161 siguiente). Este dumno efectla operaciones carentes de sentido,
posiblemente llevado por & deseo de utilizar todas las cantidades que tiene a su
disposicion. Incluso involucra a los 3 obreros, cantidad que no juega papel aguno en la
resolucion del gercicio.
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. PR, SR o+ -uadrados.
Un grupo de 3 obreros tarda 2 dias en embaldosar una superficie de 200 metros cuadrac

*Cunantos dias taraaran en embaldosar una \llpeflib.b ac

20 3 = K8c 2855
S5 200 7 2 6% 0N

350 metros cuadrados?

) B e ) G AN
, 7 Al WO \m‘\i"b £ < I’Q'&-._ (S CSE3% N

Figura VI.161.

Por ultimo, € hecho de que aparezcan 3 magnitudes en €l gercicio nos podria
llevar a pensar en una situacion de proporcionalidad compuesta. Estas situaciones estan
mas alla del curriculum de 1° de E.S.O. y, de hecho, no era € caso, puesto que la
magnitud “ndmero de obreros’, como hemos dicho, no juega aqui papel aguno. Sin
embargo, técnicas de resolucion como la de A1l (ver la Figura VI1.162 siguiente)
remiten inmediatamente a algunos de los métodos habituales de resolucion de ese tipo
de problemas. LIama la atencion € hecho de que el alumno no haya observado que la

primera columna es innecesaria.

Ejercicio 3

Un orupo de 3 obreros tarda 2 dias en embaldosar una superficie de 200 metros cuadrados.

-Cuantos dias tardardn en embaldosar una superficie de 350 metros cuadrados?

/‘? ‘ r) ! M‘L 280 cloo= D! < _}1{{.;} _
% | 2 | Zeo
. | /1' | 100

Figura VI1.162.

El Ejercicio 5 es interesante fundamentalmente por dos motivos. porgue es € que
tiene mayor nimero de respuestas correctas empleando estrategias que no involucran
razones y porgue es € unico en el que aparecen alumnos que afirman que no es posible
resolver €l gercicio. Respecto a este Ultimo aspecto, podemos ver la respuesta de A33:

“No se sabe porque no sabemos cuanto descuento tiene un abrigo” (ver Figura V1.163).

)‘ll“lt';"‘_é.'.’._i'.:ﬂ D

En las rebajas de una tienda una camisa que cuesta 20 euros tiene un descuento de 3 euros. ;Cudnto

descuento tendra un abrigo que cuesta 100 euros?

Figura VI1.163.
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La afirmacién de este alumno es totalmente cierta, pero resulta chocante que sblo
en este gercicio surja este escripulo mientras que en e resto se razona
proporcionalmente sin que casi ningun alumno exponga las condiciones de regularidad
necesarias. Existen alumnos no obstante, como A28 (en la Figura V1.164), que razonan
adecuadamente calculando y entendiendo € significado de la razon entre descuento y
precio (aunque e aumno dice “entre descuento y rebajas’) y entendiendo que €

descuento debe ser “regular”:

e el .
Ejercicio 5:

En las rebajas de una tienda una camisa que cuesta 20 euros tiene un descuento de 3 euros. ;Cuanto
descuento tendrd un abrigo que cuesta 100 euros?

3. 16:3’1‘3{ cke a'ltf,j",,ig-f.p\ 1&.}{{ uw .
0,19+ 400 = A5€ & doemente tine snr f‘e-'v‘ﬁ & 100% .

Temende e cventa pe d deacvenls oea 'Jt“fdj‘ﬂ‘

Figura VI1.164.
Entre aguellas estrategias que no involucran €l uso de larazon, hay dos que tienen
especial interés. La primera de €ellas era la mas esperable, aparece gemplificada en la
Figura VV1.165 donde reproducimos la respuesta del alumno A35:

Ejercicic ?___'.‘_
En las rebajas de una tienda una camisa que cuesta 20 euros tiene un descuento de 3 euros. ;Cuanto
descuento tendrid un abrigo que cuesta 100 euros?

IOV -4 AUZ 2% & 4 i a fan e el S o O o ol

e | - QUE  Coo LU & ¢ onoive, 5 100 Q€ €5 - o Shella,

o

e TR 2T 4 | \ ~

~ BN maA  deltuento |, en total (D &

Figura VI.165.

Este alumno basa su respuesta en la relacion multiplicativa existente entre los dos
precios conocidos. Usa lo que en algunos lugares se denomina “razén interna’. Este
alumno no ha utilizado la razén externa entre precio y descuento (0 viceversa) que es la
gue nosotros pretendemos trabajar y que es para la que la idea de “tanto por uno” tiene
pleno sentido. Aparece ademas otra estrategia, similar a ésta en e fondo, pero muy

diferente en laforma. Se trata de la utilizada por el alumno A7 (ver Figura V1.166):
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[0
En las rebajas de una tienda una camisa que cuesta ) euros tiene un descuento de 3 euros. ;Cudnto
descuento tendré un abrigo que cuesta 100 euros?
s . Q5E.
Costovo. <
. =
L oY C‘ — V™ —
ACCE€ =20 =D
5] /"‘l - % ] 7
<L = ”)X an = J_E‘\ € o= r.'.f_;'n;-_u..-_]'o
A~ A
<=2
0y M -
S =5
"1 )
20~ 3

Figura VI1.166.

Este alumno ha descompuesto el precio del abrigo tomando como base € de la
camisa. Ha visto que cada abrigo es equivalente a cinco camisas y de ahi ha obtenido €l
descuento. Obviamente esta estrategia no |e habria servido para cantidades tales que una
no fuera multiplo entero de la otra.

Finalmente, respecto a los errores, € mas interesante ha sido el cometido por
varios alumnos, entre ellos A16 (ver Figura V1.167) que ha consistido en asumir que

todas las prendas tenian el mismo descuento independientemente de su valor:

Ljercicio 5:
En las rebajas de una tienda una camisa que cuesta 20 euros tiene un descuento de 3 euros. ;Cuanto
descuento tendré un abrigo que cuesta 100 euros?
-3U edax en cacuents todax Qos eresdan iy d eriso
(-2<)
20-2:=3% €
A00 -2 =3 |

Figura VI1.167.
Sensu stricto, esta respuesta no es incorrecta pues € enunciado no concreta la
informacion sobre los descuentos que hay en la tienda. Sin embargo, pensamos que la
experiencia diaria de los alumnos debe hacerles pensar que € descuento de un articulo

suele ser proporcional a su precio. De hecho, sobre esto se volvera mas adelante a
hablar de porcentgjes.

Dentro de este bloque de gercicios, € que mas respuestas incorrectas ha
producido ha sido € Ejercicio 6. La mayoria son debidas a que los aumnos no han
asumido que el peso del hormigdn fabricado a partir de 2 kilos de cemento y 4 de arena

es de 6 kilos. De nuevo esto no es estrictamente cierto, pues se afiade agua; pero en €
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contexto del problema podia suponerse sin problemas. Asi, é aumno A48 ha
respondido que “no nos dicen la cantidad de hormigdn que se hace al principio” (ver
FiguraVV1.168):

Ejercicio 6.
Para hacer hormig6n un albaiil junta 2 kilos de cemento con 4 kilos de arena. S1 quiere fabricar 12

kilos de hormigén ;cudntos kilos de cada material debe utilizar? ; Y si quu:je [ﬁbr:ur 100 kilos?
l%&%ﬁhmqum osduc\cwa f‘-&*"""‘gﬂ’ ?"""’1

M"Z " “’"‘ff‘"@

Figura VI.168.
Un error similar, aunque mas grave, es € cometido, entre otros, por € aumno
A20 (en laFigura V1.169 siguiente) que supone que la mezcla inicia produce 1 kilo de
hormigon; 1o que es a todas luces absurdo. Por o demés, € alumno razona después

proporciona mente.

Para hacer hormigén un albanil junta 2 kilos de cemento con 4 kilos de arena. Si quiere fabricar 12

. . e S P, |
kilos de hormigén cudntos kilos de cada material debe utilizar? ;Y si quiere fabricar 100 kilos?

KQ\OL("—“’{‘C;\
&_‘ fuSia=9
177 1
216y 5"
(R e et
N D
- sreetto
O\ o (200 ke ey

Ko,

Figura VI1.169.
Aungue unos pocos alumnos razonan usando razones e indicando una condicion
de regularidad, la respuesta correcta més habitual ha sido la dada, por g emplo, por A19
(FiguraV1.170):

«ilos de arena. Si quiere fabricar 12
hormigén un albadil junta 2 kilos de cemento con 4 kilos de arena. Si quiere fabric
2 hi gén u a 2
\7 :Y si quiere fabricar 100 kilos?
kilos de hormigén ;cudntos kilos de cada material debe utilizar? ;Y si quiere fabricar kile
aliUS L Ul uan J
\ 7 GE A ek A —.
- Noriucol? { ‘L AP uneeoant ”{,, Ty Cevrizs 3
7 Joleucor A : 4 ; |
oY) = . N AP et e A Pooe o
bhg gt Yeiimiger "V"’:‘C"'”)c’” Lo o) oRC TR, foyap, G & bpizertlgn
q ' N . ) — 7 .
1 g - L 4 ) ok o
1V g, - ] 4 it ok {4
e e 2 NG « g G A0, g ¥ J«r ! G
" '_, .. #] & :.— ] | )
(A o o i a} |
2 o 3 {1 . o cbe
Figura VI.170.
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Para responder ala primera pregunta, simplemente duplica sin més las cantidades
iniciales. Sin embargo, para responder a la segunda, como 100 no es un multiplo entero
de 6 € aumno recurre a la razén entre cemento y hormigon (calculando los kilos de

cemento necesarios para obtener 1 kilo de hormigon) y razonando a partir de ali.

El hecho de que 100 no sea un multiplo entero de 6 y que, en consecuencia, las
cantidades de cemento y arena necesarias para fabricar 100 kilos de hormigon no sean
enteros ha causado problemas a algunos aumnos. Asi A30 (ver Figura V1.171) observa
que la cantidad de arena es €l doble que la de cemento. Esto implica, aunque é no lo
sabe, que si quiere que las soluciones sean enteras la cantidad de hormigon fabricada ha
de ser multiplo de 3.

Ejercicio 6:

Para hacer hormigén un albaiil junta 2 kilos de cemento con 4 kilos de arena. Si quiere fabricar 12

kilos de hormigén ;cudntos kilos de cada material debe utilizar? ;Y si quiere fabricar 100 kilos?

12 K de "."r_,-\"f,‘r\_:c;_g;i.r\ -4 L de cemento con B 4 N BCESE
IA POK de hotm ;I;‘,f,’_: 0-28 &£ de cemen bo con Yok Ae ol enca
R v N i tin y i
= =e pLeden COEc- 1Co £ de e ooy Qe w g fo mds ¢ ecresS0
=™ ! / \ s < = =
& 108 £ e Ao . \ ) \ o i
e A -~ M ers :f = 1:;:’\;:_“&\3 <Moo, hocer 12 £ d¢ Noemilaoon Se It EY
' de cemen vo L i : 2 9 _
s s d‘:‘ C~enCy \‘S pOIT- \0Q K L_,;\'"E: No v Ty \'{-3 " S Ob \
L O - { e ho.
_K de cemento TR S scens
Figura VI.171.

Aungue la solucién entera mas cercana a 100 es la dada por 33 kilos de cemento y 66 de
arena el aumno se ha inclinado (por razones oscuras) por la cantidad de 105 kilos de

hormigon.
Ejercicio 2:

En este gercicio, las magnitudes involucradas (edad y propina semanal) no estan
relacionadas. Incluso en el mejor de los casos la relacion no serialineal y, por supuesto,

la razén como “tanto por uno” (propina recibida teniendo 1 afio de edad) carece de

sentido. Las unidades de andlisis para este grupo de situaciones son las siguientes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

0
1
2 Responde incorrectamente usando razones
3

Responde incorrectamente sin usar razones
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4 Indicalaimposibilidad de responder, pero no lo argumenta
5 Argumenta correctamente que no puede responderse ala
pregunta

De acuerdo con estas unidades de andlisis los resultados obtenidos por los

alumnos en este gercicio se presentan en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5
Ejercicio2 | N°deresp. 7 3 7 6 11 22
Porcentaje | 12'5% 5 4% 125% | 107% | 196% | 393%

En este gercicio mas de la mitad de los alumnos indican correctamente que no
puede responderse la pregunta formulada. Los motivos aducidos son variados, y van
desde los que se limitan adecir que “no existe relacion” hasta los que dan explicaciones
mas prolijas como que “no se sabe si cada afo le sube o la cantidad”. Como quiera que
los aumnos no son muy dados a explicar sus respuestas, a veces dificil es valorar a

partir de una simple frase e grado de comprension que tienen de la situacion.

Aungue € nuimero de respuestas incorrectas en este gercicio es reducido, son
bastante variadas y pensamos que merece la pena estudiarlas con detenimiento. En
primer lugar nos encontramos con €l error mas repetido (y esperado). Por gemplo, lo
comete el alumno A38 (ver Figura V1.172 siguiente), y consiste en razonar como s la
edad y la propina fueran directamente proporcional es, calculando un hipotético aumento

anual y obrando en consecuencia:

" al
. S e 17 anos-
) . 4. s 1a recibira a los
Ejercicio 22 . cemanal de 7 euros. ;Qué propid
L 2 cemanal de /

. una rljrnpl[hl SCLLc
Maria tien

u
A [ | —

e 13 afios y recibe

=
\ P

S AL
]

~ 6‘:'\:‘- £ Cwdu
s X TF e 917 &

Figura VI1.172.
Otro error surge de una comprension equivocada del problema. Asi e alumno A4
ha calculado €l total recibido por Maria a cabo de los 4 afios que van desde los 13 alos
17 (FiguraV1.173):
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¥ : * 3 g -y Ly = 17 af 9
Maria tiene 13 afios v recibe una propina semanal de 7 euros. ;Qué propina recibird alos 17 afos? _
: ; \ p €Y = AL \ P
! A - 3 ) C A L= oA M

A gn@ = A nGmOmoT R 32 9B o > 4B X 5o

N \ L - el .

20 K
ar(E A = o R o Tt
- N e s =
Figura VI.173.

Un error mas interesante es el que comente e alumno A30, que responde en base
aun argumento aditivo (ver FiguraV1.174). Larespuesta dada por € alumno: “le daréan
11 euros’ responde a que se mantenga constante la diferencia entre la edad y la propina

(aunqgue la respuesta no |o indique explicitamente):

Maria tiene 13 afios y recibe una propina semanal de 7 euros. ;Qué propina recibiré a los 17 anos?

‘1:“ Le ('&Cxﬂ?{m_r\ l.’t EUTTR

Figura VI.174.
Finalmente, algunos alumnos, como es e caso de A20 (en la Figura VI1.175),
responden de forma aparentemente aleatoria; en tanto en cuanto las operaciones
efectuadas carecen de sentido alguno:

i i anal de 7 euros. ;Qué ina recibird a los 17 anos?
Maria tiene 13 afios v recibe una propina semanal de 7 euros. ;Qué propina recibird

AD oy — 7€

oy — IADHE

1D X3z 224

2039 = ?.)\,\"::*—E

0= Decenied DA S € de groploa,

Figura VI.175.
Ejercicio 4:

En este gercicio, como en €l Ejercicio 3, aparecen involucradas tres magnitudes
(nimero de sacos, nimero de perros y duracion de la comida). S6lo dos de €llas, sin
embargo, son relevantes a la hora de responder a la pregunta formulada (¢l nimero de
perros y la duracion de la comida). La diferencia con respecto a Ejercicio 3 radica en
que, en este caso, fijado € nimero de sacos, las otras dos magnitudes no estan
relacionadas de forma directamente proporcional. Aungue € gercicio puede resolverse,
ya que bgo las condiciones de regularidad adecuadas (que todos los perros coman lo
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mismo, que 10s sacos sean iguales) e nimero de perros y la duracion del saco pueden
suponerse inversamente proporcionales. Ahora bien, los aumnos no se habian
enfrentado aln a situaciones de este tipo y, aungque no tiene sentido calcular la razén
entre perros y duracion de la comida (o viceversa), si que lo tiene la razon entre €
nimero de sacos y cualquiera de las otras dos magnitudes (0 viceversa). Las unidades
de andlisis para este grupo de situaciones son las siguientes:

No entrega o no asiste aclase

Respuesta en blanco

Respuesta incorrecta sin indicaciones

Razona como si fueran directamente proporcionales

Al W N | O

Sefiala que no hay proporcionalidad directa o que no se puede
hacer

5 Respuesta correcta sin razonar 0 con razonamiento incorrecto

6 Respuesta y razonamiento correctos

De acuerdo con estas unidades de andlisis los resultados obtenidos por los
alumnos en este gercicio se presentan en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 5 6

Ejercicio4 | N°deresp. 7 2 6 6 19 9 7

Porcentaje | 1225% | 36% | 107% | 107% | 33'9% | 16'1% | 12°5%

Sorprendentemente, |a respuesta mas repetida tiene que ver con laimposibilidad
de resolver € gercicio. Algunos alumnos se limitan a decir que “no se puede hallar”
(A35) o que “no son directamente proporcionales’ (A31), sin dar ningun tipo de
explicacion o justificacion. Otros, por su parte, si que dan argumentos que apoyen su
respuesta, como por ggemplo A46 (en la Figura VI1.176 siguiente). No obstante aunque
algunas de estas objeciones son razonables (“no dice [...] cuanta comida comen cada

dia”) otras yano lo son tanto (“no dice cuanta cantidad de comida hay en € saco”):
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2 perros de Luis pueden comer durante todo un mes, ;cuénto

tiempo les durard esa misma comida a los 3 perros de Maria?

N
N, < s ( oyaue v : ATo
| vl
. \ kasx2 @A \
) C ' ‘\'/ X QO “o/
-+ o 3 < N dada 2 1o
Figura VI1.176.

Aungue esta claro que si ho sabemos que todos los perros comen lo mismo €
gercicio no puede resolverse, la cantidad exacta de comida que hay en € saco es

irrelevante. Estos dos son los Unicos argumentos presentados por 10s alumnos gque dan
este tipo de respuesta.

Las siguientes respuestas con mayor nimero de alumnos son ya las correctas;
repartidas casi a partes iguales entre los que, como A45, razonan adecuadamente (ver

FiguraVV1.177), aungque no todos explicitan la condicion de regul aridad:

.}:..'l"'-'_'.';_'l'.rJ 4
Con un saco de comida para perros los 2 perros de Luis pueden comer durante todo un mes, ;cuanto
tiempo les durara esa misma comida a los 3 perros de Maria?
. { ) - { T PP, PR " -
o 'j'-\‘- S L8 oL CYTIAY ) - L oy o ™ 4‘{‘-_Q oty
gAY

P & < <€ -
[ - —r t‘k = . i

a 1

(L o e N X o™

A ik
Figura VI.177.

y los que simplemente hacen las operaciones correspondientes 0 emplean técnicas no
presentadas en clase y que, como ya hemos dicho antes, reflgan una influencia externa
que es a veces indeseable. Ta es el caso de A24, en la Figura VI1.178, que emplea la

Reglade Tresinversay, por si fuerapoco, € lenguaje algebraico:
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( de cor los 2 per I uec i} I ydo un mes, jcu
mj 5 sa misma comida a los 3 perros de Mar
e do 20 as
Figura VI1.178.

Respecto a respuestas incorrectas desde un punto de vista nhumeérico, éstas se
reparten a partes iguales entre los que dan una cantidad sin indicacion alguna de como
han llegado a ella (ver larespuestade A36 en laFiguraV1.179 siguiente):

Con un saco de comida para perros los 2 perros de Luis pueden comer durante todo un mes, ;cuanto
tiempo les durard esa misma comida a los 3 perros de Maria?
\
A ) i e ) 2 Ko
| | eo Vi S - : il .'J‘_n."'\ WCe— |
~d s - Y
Figura VI.179.

Son més interesantes las respuestas de aquellos que razonan como s las magnitudes
‘nimero de perros’ y ‘duracion de la comida fueran directamente proporcionales. En
este caso, las formas de expresar la idea varian entre unos y otros alumnos, pero

esencialmente el razonamiento queda recogido en larespuestade A7 (Figura V1.180):

a = SR 1o T e vataden oo v durante t o un es. ; nAnto
Con un saco de comida para perros los 2 perros de Luis pueden comer curante todo ur mes, ;cuan

tiempo les durard esa misma comida a los 3 perros de Maria”
\

A parrc = medio mes 0 comcdon .

«:"_, {:.JH’-"'.; = {’b_., mes da {.'Cf‘\’"\:-"sc-' -
Figura VI1.180.

V1.3.2.3 Reflexionesrelativas al punto 2

1. En todos los gercicios, salvo en e primero, hay alumnos que asumen que las

magnitudes son directamente proporcionales y aumnos que dicen gue no tiene

ANTONIO M. OLLER MARCEN



OBSERVACION Y REFLEXION 363

sentido calcular la razon. Asi pues, parece que hay contextos que favorecen el
“espiritu critico” delos alumnos.

2. Cuando se resuelve un gercicio haciendo uso de la razon, siempre hay dos
razones que pueden utilizarse y, en consecuencia, dos modos distintos de atacar
el problema. En estos gercicios todos los aumnos que utilizan la razén como
herramienta usan lamismarazon. Asi pues, parece ser que en cada problemauna

de las dos razones posibles es mas “natural”.

3. Ningin aumno, salvo A26 (ver Figura V1.181), utiliza nada parecido a
algoritmo de la Regla de Tres. Esto cambiara en la siguiente tarea, en la que la
influencia externa se apreciara claramente.

1CIo 2

En una ciudad de 600000 habitanies se editan 4 periddicos. ;cuantos periddicos se editaran en una

4ox &8

Ve
I"- f\/ II

S

IRV

le 10500300 habitantes g

60000y %X 105008p X
1 "_Nl',:r*' e e >

050000 M-«

J

C

=" Ohitgm 1 19%4ig,

Figura VI.181.

4. Hay unacierta confusién por parte de los alumnos entre lo que significa que dos
magnitudes no sean directamente proporcionaes, gue no tengan relacion o que

el problema no puedaresolverse.

5. Comienza a aparecer (en € Ejercicio 4 concretamente) la confusion de que la
razén es simplemente la cantidad de una magnitud gue se corresponde con una

unidad de laotra, sin valorar € contexto de la situacion.

6. Lainfluencia externa se hace patente en algunos casos por € empleo de cierto
vocabulario que no se ha introducido aln en clase (magnitudes inversamente
proporcionales), por € uso delaReglade Tresy por laintroduccion del lenguaje

algebraico.

7. En genera, los aumnos no sienten mucha necesidad de explicitar las

condiciones de regularidad ni e significado de las operaciones que realizan.
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V1.3.3 Punto 3: Porcentajes

El concepto de porcentaje se concibe en la propuesta que llevamos a la préactica
como una cierta “modificacion” del de razon como “tanto por uno”. De este modo, los
conceptos y los procedimientos que se pretende que aplique e alumno son en gran
medida similares a los anteriores. No obstante, el cllculo de un porcentgje conlleva un
importante aspecto agoritmico y, en ocasiones, resulta complicado para los estudiantes
separar € concepto de la técnica de calculo. Los porcentgjes se trabajan en la Actividad

deaula6yenlaTareade casab.

V1.3.3.1 Andlisisy valoracion de la Actividad de aula 6

Enunciado

Recordad que el porcentaje que una magnitud representa respecto de una segunda
magnitud es justamente la cantidad de la primera magnitud que se corresponde con 100
unidades de la segunda. Teniendo esto en cuenta debéis tratar de resolver |os siguientes
problemas:

Ejercicio 1:
En una ciudad hay un 52% de mujeres. Si 1a poblacion total es de 725.000 habitantes:
i. ¢Cuantas mujeresviven en esa ciudad?
ii.  ¢Cuantos hombres viven en la ciudad?
iii.  ¢Cud eslarazon entre hombresy mujeres?
iv.  ¢Cud esel porcentge de hombres respecto de la poblacion total de la ciudad?
Ejercicio 2:
Se sabe que en un determinado pueblo sdlo e 3% de lagente es pelirroja. Si en ese

pueblo hay exactamente 625 pelirrojos:
i. ¢Cuantas personas viven en ese pueblo?
ii.  ¢Cuantas personasrubias viven alli?

iii.  ¢Cud eslarazon entre el nUmero de pelirrojosy €l total de la poblacion?
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Ejercicio 3:
En unatienda de e ectrodomésticos un televisor LCD de 32 pulgadas cuesta 425 euros.

Durante las rebajas € duefio decide hacer un descuento del 20%.
i. ¢Cud esd precio del televisor durante las rebajas?
ii.  ¢Qué porcentagje representa el precio rebajado respecto del precio sin rebgjar?

iii.  UnDVD hacostado durante |as rebajas 125 euros, ¢cuanto costaba antes de las
rebgjas?

Ejercicio 4:

Debido alasubida del precio de la gasolina, 10s billetes de autobis también van a subir
de precio. En concreto la subidavaaser del 4,5%.

i. S unbillete de autobus cuesta 1,10 euros, ¢cuanto costara después de la subida?

ii. S unlitro de gasolina ha pasado de costar 0,98 euros acosta 1,1 euros, ¢cudl es

el porcentaje de subida del precio de la gasolina?

iii.  ¢Esjustalasubidade precio en € hillete de autobus?

Andlisisdelatarea
Ejercicio 1:

Este gercicio constaba de 4 apartados: en €l primero se pedia calcular la cantidad
correspondiente a un porcentaje del total, en € segundo se pedia la cantidad
complementaria de la anterior, en €l tercero se pedia calcular una razon entre dos

magnitudes y en e Ultimo se pedia € porcentgje complementario del inicia (para
observar s restaban de 100% o s utilizaban la cantidad del segundo apartado).

Las unidades de andlisis para este gjercicio aparecen recogidas en la tabla
siguiente. En este caso las posibilidades presentadas no son excluyentes, por lo que los

porcentajes de cada filano han de sumar 100 necesariamente:

0 No entrega o no asiste aclase
1 Respuesta en blanco
2 Resuelve correctamente el problema directo
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Calcula correctamente la cantidad complementaria

4 Indicaa menos & significado de larazon

Calcula correctamente el porcentagje complementario

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son los siguientes:

0 1 2 3 4 5
Ejerciciol | N°deresp. 0 1 20 20 8 24
Por centaje 0% 4% 80% 80% 32% 96%

A continuacion comentaremos independientemente cada uno de los cuatro

apartados del gercicio.
Apartado i)

En & primer apartado se pedia resolver o que llamamos “problema directo”, es
decir, dados € total y un porcentgje calcular la cantidad correspondiente a ese
porcentgje. El 80% de los grupos de trabajo resuelven correctamente este apartado.
Ahora bien, la practica totalidad de las respuestas demuestran gque la idea de “tanto por
cien” no habia calado alin entre los estudiantes. Por iemplo, € grupo formado por A3y
A7 dalarespuesta que se observaen laFiguraV1.182:

I-'.-II

ML 2ven
\

Figura VI1.182.
En esta respuesta, ademés de una notacion en forma de fraccidn (no introducida

por el profesor), se observa que la idea de “tanto por cien” no parece subyacer a los
calculos efectuados por e alumno, puesto que, de ser asi, se deberia realizar primero la
division por 100. Por gemplo, asi lo hace el grupo formado por A19 y A23 (ver Figura
V1.183) aunque no queda realmente claro, pues no dan ningin apunte sobre €l

significado que puedatener € resultado deladivision entre 100:

lacion total es de 725.000 habitantes: - o y
" Vo 3 B flandatensd
7 il Fl ot e D250 «5 R T2 T TR0 4 C

LU 100 QT 2%, ’ 0 I

Figura VI1.183.
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S6lo un grupo, € formado por A39 y A53, da un apunte sobre un posible
significado de esa division; s bien es cierto que dicho significado no es € que

pretendiamos introducir (ver FiguraV1.184):

T AN 20D = 7)) 5ome msoatf e ooyt
L 123000 ¢ 1(Jl’) z LU Lot e Lot
-_AI : I{A |" N \_-_i" ¥ e B

7270 > 52 = 241000 Y™ e

Figura VI1.184.
Con respecto a los errores cometidos en este apartado, degjando de lado las
equivocaciones a efectuar operaciones aritméticas, e mas interesante es el cometido

por e grupo formado por A16 y A24 (en laFiguraV1.185 siguiente):

17 = G- AR = 5 200 ,;,‘ruﬁ:n‘_:la

= AR 6
F o) - 5200 =200 — oo,

20y (D —» e
A0 - A0 L S -

s
y OFD - A0 =206 CO0 - Formues

Figura VI.185.
La respuesta dada por estos alumnos fue que habia 520000 mujeres. En primer

lugar dividieron e total por 100 y después convirtieron 52% en 5200 para después
volverlo a multiplicar por 100. Solo utilizaron el total para calcular € numero de
hombres (se preguntaba en e apartado siguiente). Es muy dificil comprender la
motivacion detras de este razonamiento. Curiosamente esta identificacion de 52% con
5200 (aunque después no volvieron a multiplicar por 100) también la efectud en grupo
formado por A55 y A56, aunque no puede hablarse de influencia mutua a pertenecer a
clases diferentes. SOlo estos dos grupos cometieron errores de concepto al resolver este
apartado.

Apartado ii)

En e apartado segundo se pedia hallar la cantidad complementaria de la
encontrada en el apartado anterior. Como se observa en la tabla anterior, y como es
l6gico, € porcentgje de aciertos en este apartado es e mismo que en € anterior. El
procedimiento de resolucién Unico por parte de todos los alumnos ha sido restar del

total la cantidad halada en € apartado anterior. Incluso los que resuelven mal €
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apartado anterior emplean este procedimiento. Creemos que no es necesario mostrar

ningun € emplo en este apartado.

Apartado iii)

El tercer apartado, en € que se pedia la razon entre hombre y mujeres, es € que
menor porcentgje de éxito ha tenido. Tan sdlo 8 grupos han indicado a menos €
significado de dicha razén. Por gjemplo, e grupo formado por A32, A38 y A42 indica
anicamente, aunque de modo correcto, que la razon entre hombres y mujeres es. “e n°

de hombres que le toca a cada mujer” (ver FiguraVV1.186).

Figura VI1.186.

Otros grupos si que indican € valor numérico de la razén. De éstos hay algunos,
como e formado por A45 y A54 (en la Figura VI1.187 siguiente), que emplean los

valores totales de hombres y mujeres para calcular dicharazon:

Figura VI.187.
Sin embargo, grupos como & formado por A37 y A47 (en la Figura VI.188)

utilizan los porcentgjes (aunque e porcentaje de hombres no se pedia hasta € apartado
siguiente) y € hecho de que la razon sea la misma requiere pasar de la relacion parte-

todo ala parte-parte:

8w & bowerey g oy ¢ Cwolon = LB : s
N £ code Q z L8522 0.9% howbs by o
h B Y da un W er vy

Figura VI1.188.
Con respecto a los errores cometidos en este apartado, € Unico interesante es €

cometido por dos grupos de alumnos. Uno de dlos, por gemplo, € formado por A4,

A15 y A28. Este error ya habia aparecido con anterioridad y consiste en confundir la
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razon entre hombres y mujeres con su inversa. En concreto estos grupos calculan las

mujeres que le corresponden a cada hombre (ver Figura'V1.189):

T

5 ' 3332
3F72000:4 3 ~ -COG 2 { g
4 ?“";’1 7"\4,?{_.-».!.3 P 1 '41""!1/(/\5 '
Figura VI1.189.

Es notorio € hecho de que ninguno de estos grupos sefida condicion de
regularidad alguna. El resto de grupos o bien dgj6 este apartado en blanco o bien dio
respuestas carentes de sentido. Unas y otras indicaban la falta de comprension del

significado del término ‘razon’.
Apartado iv)

En este Ultimo apartado se pedia calcular € porcentaje complementario del del
enunciado. Se queria observar s los alumnos utilizaban la cantidad obtenida en el
apartado ii) para hallar este porcentaje o si daban por supuesto (cosa que no se habia

comentado en clase) e hecho de que todos | os porcentajes han de sumar 100.

El resultado fue abrumador. Salvo un grupo que entregé en blanco todos los
demés asumieron gue los porcentajes debian sumar 100 y obtuvieron € porcentgje de
hombres restando & 52% de mujeres a 100% total. Algunos explicitaron la operacion y

otros simplemente dieron e resultado (casi a partesiguales).
Ejercicio 2:

Este gercicio constaba de 3 apartados: en €l primero se pedia calcular la cantidad
total conociendo la cantidad correspondiente a un determinado porcentaje; en €
segundo se formulaba una pregunta que no podia responderse con los datos del
problema. En € tercero se volvia a pedir unarazon, aunque en este caso entre una parte

y € total. Las unidades de andlisis para este gercicio aparecen recogidas en la tabla

siguiente. Nuevamente | as posibilidades presentadas no son excluyentes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

0
1
2 Resuelve correctamente el problemainverso
3

Indica correctamente que no puede saberse € nimero de rubios
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4 Indicaa menos @ significado de larazon

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son |os siguientes:

0 1 2 3 4
Ejercicio2 | N°deresp. 0 7 12 13 3
Porcentaje 0% 28% 48% 52% 12%

En este gercicio, y en los siguientes de forma alin més acusada, se dispara €
nimero de respuestas en blanco, puesto que los alumnos perdieron mucho tiempo
resolviendo e primer gercicio. Pese a que los resultados pueden dear de ser
significativos, a continuacion comentaremos independientemente cada uno de los tres

apartados del gercicio.
Apartado i)

En este apartado se proporcionaba la cantidad correspondiente al 3% y se pedia el
clculo del total. Casi la mitad de los grupos ha respondido correctamente a este
apartado. El hecho de que € resultado final no fuera un nUmero entero (pese a que se
trataba de habitantes de un pueblo) ha hecho que algunos grupos hayan redondeado su
respuesta. Otros no han tenido ningun problema en considerar habitantes “decimales”.
Por gemplo, e grupo formado por A19 y A23 (ver Figura V1.190) dan la siguiente
respuesta:

Figura VI1.190.
Estos alumnos calculan primero la cantidad correspondiente a 1% para después

hallar el total. Aunque este tipo de resolucion no hace uso realmente del significado del
porcentgje, si que demuestra un cierto mangjo de la situacion. Se observa también el

redondeo que mencionabamos antes.

La respuesta anterior contrasta con la dada por los alumnos A45 y A54 (en la
Figura V1.191 siguiente) tanto por € orden en & que se efectdian las operaciones (no es
lo mismo multiplicar primero por 100 y después dividir entre 3 que alainversa) como

por €l hecho de que estos alumnos no redondean el valor numeérico final:
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Figura VI1.191.

El error més repetido en este apartado queda ilustrado por la respuesta del grupo
formado por losalumnos A2 y A20 (ver FiguraV1.192):

- Cudntas personas viven en ese puebl

Figura VI1.192.
El resultado obtenido (20208 personas) ha sido dado como respuesta por 4 grupos
y surge de calcular no ya e 100% a partir de los datos conocidos, sino € 97% (que es

exactamente 20208’ 3...). Laexplicacion del error es pues clara.

Relacionado en parte con este error presentamos ahora e cometido por los
alumnos A6y A1l (ver FiguraVV1.193):

> 8 Q= EOGTS pommea VR /

Figura VI1.193.
En este caso quizas resulta méas complicado dar una justificacion del error.
Posiblemente estos alumnos conocieran por otros medios un agoritmo para € maneo
con los porcentgjes y cometieran un doble error didactico debido a una maa

instruccion: olvidar dividir por 3y calcular € 97% en vez del 100%.

Apartado ii)

En este apartado, conociendo la cantidad de pelirrojos de la ciudad (y € total,
calculado en € apartado anterior) se preguntaba por €l nimero de rubios de la ciudad.
Evidentemente esta pregunta no puede responderse con los datos del problema, porque
los rubios no son € “complementario” de los pelirrojos (frente al gercicio anterior en €
que las cantidades de hombres y mujeres si 1o eran). Algo mas de la mitad responde
acertadamente (el porcentge aumenta bastante s no consideramos las respuestas en

blanco).

Algunos alumnos simplemente responden que “no se puede hacer” (como por
giemplo & grupo formado por A1y A9). Otros tratan de dar algunarazon, como A39 y
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A53, que dicen que no se puede “porque no nos dan ningun porcentaje’. Con todo, la
respuesta del grupo formado por A22 y A25 es mas afinada a decir que no se puede

“porgue también hay gente castana”.

Como resulta evidente, los pocos alumnos que tratan de resolver e gercicio lo
hacen restando del total € nimero de pelirrojos. Tal es e caso de A26 en la Figura
V1.194 siguiente:

VG X A €200 3
3% f_fi’iﬁ@_ 025" 2087
3 dihH A0
1% SRS o4
20208
100%
Figura VI1.194.

Apartado iii)

En este apartado se volvia a hacer énfasis en el significado de la razon como
“tanto por uno”. Sin embargo, son muy pocos |0s grupos que sefiaan correctamente a
menos el significado de la razon entre pelirrojos y € total de la poblacion. Muchos

grupos, ademés, degjan en blanco este apartado en concreto.

De las tres respuestas aceptables obtenidas |la més satisfactoria es la dada por €
grupo formado por los alumnos A39 y A53 (ver FiguraV1.195):

Figura VI.195.
Aunque la notacion fraccionaria mezclada con los decimales deberia resultar

extrana, estos alumnos tienen completamente claro e significado de larazon. Es notorio
el hecho de que utilizan los valores totales para calcular e valor numérico de la razén
buscada. Esto contrasta con la respuesta del grupo formado por A37 y A47 que, tras
algunos razonamientos erréticos y pese a hablar de pelirrojos por cada 100 habitantes

dan una expresion correcta para la razon entre pelirrojos y habitantes empleando los
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porcentajes. No queda claro, no obstante, si realmente este grupo comprende lo que ha
hecho (ver FiguraVV1.196):

T W & G por cade 400 Lolsibeumkey 2
3 oo ‘ o
Blo de 100 = (499 . 3 © 3 Blabibauks o @aroyays =

Figura VI1.196.

A medio camino entre los dos gemplos anteriores, la parga formada por los
alumnos A5 y A27 comete e error (Figura V1.197) de mezclar porcentgjes con valores
totales y da como valor de larazon el cociente entre € porcentaje de pelirrojosy el total
de la poblacién (al menos lo que €elos consideraban total, que también resulta

incorrecto):

iii. ;Cudl es la razdn entre el nimero de pelirrojos y el (otal de la poblacion? )/

Figura VI1.197.
El resto de los errores cometidos por los alumnos consisten basicamente en dar

respuestas carentes de sentido debidas a una falta de comprension del significado del
término ‘razon’. Asi, A6 y All dicen “pues que & 3% dd pueblo son pelirrojos y €l
resto no”. Mas cerca de la idea de razon esta, sin embargo la respuesta de A19 y A23:
“que por 20837,3... hay 625 pelirrojos’. Hemos de dgar de lado, claro esta, €

deficiente manegjo de los decimales.
Ejercicio 3:

En este gercicio se va un paso mas ala en cuanto a dificultad se refiere
introduciendo la idea de disminucién porcentual. En e primer y tercer apartados se
trabgja esta idea en las dos direcciones posibles; a saber: aplicar una disminucion
porcentual a un precio, y calcular € precio origina a partir del precio fina y del
porcentgje de descuento. En € segundo apartado se pretendia hacer énfasis en €

significado de porcentaje como “tanto por cien” teniendo cuidado con las magnitudes

implicadas. precio rebajado y precio sin rebagjar. Las unidades de andisis para este
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gercicio aparecen recogidas en la tabla siguiente. Nuevamente las posibilidades

presentadas no son excluyentes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Aplicacorrectamente e descuento

Calcula correctamente el porcentgje pedido

Al W N | O

Halla correctamente el precio inicial a partir del rebagjado

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son |os siguientes:

0 1 2 3 4
Ejercicio3 | N°deresp. 0 10 14 6 0
Por centaje 0% 40% 56% 24% 0%

Ademas del nuevo aumento en e nudmero de respuestas en blanco, llama la
atencion e hecho de que ninguin grupo fue capaz de encontrar el precio origina a partir
del precio rebgjado. Volveremos sobre €llo a analizar € tercer apartado. También es
bastante bajo € nimero de grupos que halla el porcentaje que representa e precio sin
rebajar respecto del inicial. Sin embargo, casi todos |os alumnos gque responden (més de
lamitad del total) son capaces de aplicar correctamente un descuento. Analicemos ahora
cada apartado separadamente.

Apartado i)

En este apartado se pedia aplicar un descuento porcentual a precio de un
determinado objeto. Casi |a totalidad de los aumnos que han respondido lo ha hecho
correctamente, aungue con diversos grados de profundidad en sus razonamientos, claro
esta. Por gemplo, € grupo formado por A45 y A54 respondié como se muestra en la
FiguraVV1.198:

v wmy B
: *ch_‘) & mea‘L& E?-ll
Felaiger e febaiy

1) 20 M2S

Figura VI1.198.
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Todas las respuestas siguen este mismo esguema. Tan sOlo se ha detectado un
error en este apartado. Ha sido € cometido por e grupo formado por A32, A38 y A42

(ver FiguraV1.199) gue ha consistido en calcular solo el descuento y no € precio fina:

16%o Ae VZS& (%)JZO‘-' Y25 2%- 35 ¢ che_ $@cumio
ME -B85= 240 € coder’ @ Lop ducande Qs tebains .

Figura VI1.199.

Apartado ii)

Son muy pocos los grupos que, como e formado por A31 y A36 (en la Figura
V1.200), responden correctamente a este apartado, en € que se pedia €l porcentaje que
el precio fina supone respecto del inicial:

(1LY r bof - 2%

Figura VI.200.

En principio, eran dos las formas de afrontar este apartado. La primera es larecién
ilustrada, considerando que € precio fina es & “complementario” del descuento (cosa
gue no es obvia, creemos). La segunda no ha sido seguida por ninguno de los 6 grupos
gue responden correctamente y consistia en utilizar € precio inicia y € precio fina

para obtener € porcentg e como “tanto por ciento”.

En cuanto a errores, hemos hallado dos tipos. El primero queda ilustrado por la
respuesta del grupo formado por A44 y A51 (ver FiguraV1.201) y consiste en dar como
respuesta la cantidad descontada:

Figura VI1.201.
El segundo es e cometido, por gemplo, por € grupo A39 y A53 y consiste en dar
el porcentaje de descuento y no su “complementario” (ver FiguraV1.202):
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Figura VI1.202.
En e fondo, ambos errores surgen o bien de una mala comprension del
significado del término ‘porcentaje’ (sobre todo en € primer caso) o de la no
observacion de cudles eran las dos magnitudes involucradas (precio rebajado y precio

sin rebgjar, y no descuento y precio sin rebgjar).

Apartado iii)

En e contexto del gercicio este apartado era e méas complicado. Se pedia €l
precio inicial conociendo e precio final. Este hecho, unido a la falta de tiempo, hace
que ningun grupo respondiera correctamente. No obstante, las respuestas incorrectas

han sido solo de tres tipos.

La respuesta mayoritaria ha consistido en indicar que no se conocia en porcentge
de descuento en este caso; es decir, no se asumia que € 20% del enunciado era véido
para todas las situaciones. Tal ha sido la respuesta, entre otros, del grupo formado por
A40y A52 (ver FiguraV1.203):

|H - JI'JF[j nos "'}— Ta I ‘f-\-"'  Le- ";"_ C L j =483 }‘C A {‘!’ s "I"_- Jl“!

Figura VI.203.
Otros grupos si que han considerado que e apartado podia resolverse. El formado

por los alumnos A55 y A56 (en la Figura V1.204 siguiente) ha asumido errdbneamente
que e descuento en términos absolutos (y no relativos, como es e caso) se mantiene
constante. De ese modo s e descuento ha sido de 85€ les resulta sencillo calcular €

supuesto precio inicial:

Figura VI1.204.
Por su parte, e grupo formado por A44 y A51 comete también un error

interesante y muy habitual (Figura V1.205). Dan por supuesto que la operacion inversa
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de rebgjar un 20% es subir un 20%. Esto, claro esta, es falso y asi los alumnos calculan
el supuesto precio inicia sumando un 20% al precio final.

WO dis (418 20) 1 AQQ - S £ esErmme
han r’eb({»'&(ﬁ-.-{()_
A72€ {00 [ ACO
20 TR 125
(B0 {5 O £ Ostba e
(500 DVO eV ce vebgyar,
Figura VI.205.

Ejercicio 4:

Este gercicio volvia nuevamente sobre |as variaciones porcentuales, en este caso
aumentos. Se proponia tanto €l cdlculo de un precio fina conocidos €l inicia y €
porcentaje de subida como la busqueda del porcentaje de subida conociendo los dos
precios (éste Ultimo apartado més complicado). El dltimo apartado requeria un andlisis
critico de las respuestas anteriores. Las unidades de andlisis para este gjercicio aparecen
recogidas en la tabla siguiente. Nuevamente las posibilidades presentadas no son

excluyentes:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Aplica correctamente el aumento

Calcula correctamente el porcentgje de subida

Al W] N| | O

Compara adecuadamente las dos subidas

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son los siguientes:

0 1 2 3 4
Ejercicio4 | N°deresp. 0 15 7 0 1
Por centaje 0% 60% 28% 0% 4%

El nimero de grupos que no realizd ninguno de los apartados de este gercicio se
dispara hasta los 15, un 60% de los 25 grupos totales. Ademas, la mayor parte de los

que respondieron algun apartado, 1o hizo solo a primero. Este hecho hace que los
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resultados relativos a este g ercicio no sean significativos. No obstante, vamos a analizar
las (escasas) respuestas obtenidas.

Apartado i)

En este apartado, similar a Apartado i) del gercicio anterior, se solicitaba €l
cllculo del nuevo precio de un hillete de autobls a partir del precio anterior y del
porcentaje de subida del precio. Este apartado es el Unico del gercicio en € gue se han
obtenido respuestas satisfactorias. Siete de los diez grupos que responden 1o hacen
adecuadamente. Algunos grupos no nos dan pistas y se limitan a indicar € resultado
final. Sin embargo, entre los que sefialan las operaciones redizadas encontramos dos
esguemas, como en toda la actividad, a la hora de calcular el aumento del precio.
Ambos esguemas son equivalentes, claro esta, pero uno es més apropiado que otro ala

hora de entender |aidea de porcentaje como “tanto por cien”.

El grupo formado por los aumnos A35 y A43, por gemplo, ala hora de calcular
el 45% de 1'10€ multiplica primero por 4’5 y divide después por 100 (ver Figura
V1.206):

'{10 |-|,c|'(:.) v 4'}’) 20,0493

380

Y40 e

4956

Figura VI.206.
Por su parte, @ grupo formado por A40 y A52 razona a reves: dividiendo primero

por 100 y multiplicando después por 4’5 (ver FiguraV1.207):

1 10 :100= 0,044 4,5 =00495 = o,0uas 4 40 =41,

Figura VI1.207.
La segunda estrategia es la que estéa mas directamente relacionada con la idea de

“tanto por cien” en paralelismo con e “tanto por uno” de la razén. Los alumnos que
emplean la primera estrategia posiblemente apliquen un algoritmo mecanizado,

aprendido memoristicamente, para calcular porcentgjes.
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En este apartado € Unico error constatable ha sido e cometido por € grupo
formado por A30, A34 y A4l que sblo ha calculado e importe de la subida, sin sumarlo

al precio original para obtener €l nuevo precio.

Apartadosii) yiii)

En € apartado ii), conociendo los precios antes y después de una subida, se pedia
calcular € porcentgje de dicho aumento. Ningln grupo ha respondido correctamente a
este apartado porque, de hecho, solo un grupo (el formado por los aumnos A44 y A51)
ha dado una respuesta. Esta respuesta es incorrecta puesto que confunden la subida en
términos absolutos con € porcentgje; ademas de efectuar unos cdlculos un tanto
confusos (ver figura mas abg o).

En & apartado iii) se pedia comparar las subidas de los dos apartados anteriores.
La pregunta tenia la dificultad afadida de que e aumento de mayor porcentgje era
menor en términos absolutos. Como es evidente, solo € grupo anterior ha respondido
también al apartado iii). Lo ha hecho correctamente porque, pese a errar en € apartado

anterior, su respuesta en este apartado ha sido consistente con sus respuestas anteriores.

En la Figura VI.208 siguiente se muestra la respuesta de este grupo.
Curiosamente, no respondieron a primer apartado:

ii, Siwn litro de gasolina ha pa ado de costar 0,98 euros n stogd 1 euros, joudl es =
porcentaje de subida del precio de 1n gasolina? Ao gide & 12% £
iii. ;Fs justa la subida del precio en el billete le autobis -;\.;'0 eh ‘}‘UL‘?)‘U\ =
y )
-5'q% M2 \\SO
— ' O™ "\
O‘ \l& ‘ﬁf
Figura VI.208.

V1.3.3.2 Andlisisy valoracion dela Tarea decasa 5

Enunciado

En clase hemos presentado |0 que significa el porcentaje y has resuelto problemas en los
gue aparecia ese concepto. Recuérdalos y trata de resolver os siguientes.

Ejercicio 1:

En e Parque del Agua hay una gran variedad de &rboles. El 7% de ellos son olmos y €l
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11% fresnos. Sabemos que hay 468 olmos.
i. ¢Cuantos arboles hay en total ?
ii.  ¢Cuantos de dichos arboles son fresnos?
iii.  ¢Cud eslarazon entre fresnosy olmos?
iv.  ¢Cuantostilos hay en parque del agua?
Ejercicio 2:
En un anuncio de un coche nos dicen que e nuevo modelo consume un 15% menos de

gasolina que & modelo antiguo. El modelo antiguo gasta 7 litros de gasolina cada 100

kilémetros.

i. ¢Cuantos litros de gasolina necesita € modelo antiguo para recorrer 175
kilébmetros?

ii.  Hacemos una prueba con €l nuevo modelo y descubrimos que necesita 9 litros

pararecorrer 150 kilémetros. ¢Es engafiosa la publicidad?

Elercicio 3: iiRebajas del 20%!!
En unatienda de ropaves e siguiente cartel: Antes. 170€
¢Qué opinas? Ahora: 145€
Ejercicio 4:

Para elaborar refresco de naranja se deben mezclar 400 mililitros de zumo de naranja

con un litro de agua.
i. ¢Cud eslarazon entre el aguay € zumo?
ii. ¢Cud esd porcentaje de zumo de naranjarespecto del total de refresco?
iii.  ¢Qué harias para elaborar 2 litros de refresco?
Ejercicio 5:
Ayer, en el Mercado Central, los tomates costaban 1,05 euros € kilo. Hoy, sin embargo,

cuestan 1,35 euros € kilo. Ayer las naranjas costaban 0,68 euros € kilo y hoy cuestan
0,90 euros € kilo.

i.  ¢Quéhasubido masde precio, € tomate o las naranjas?
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ii.  ¢Qué porcentaje supone € precio de los tomates hoy respecto a ayer?

Andlisisdelatarea
Ejercicio 1:

Este gercicio constaba de 4 apartados: en €l primero se pedia calcular la cantidad
total de &rboles conociendo la cantidad correspondiente a un cierto porcentgje del total,
en el segundo se trataba de calcular la cantidad correspondiente a un cierto porcentgje
del total (problemas inverso y directo respectivamente), € tercero pretendia recordar la

idea de razon entre dos magnitudes y, finalmente, el cuarto apartado era una pregunta

“trampa’ que no podia responderse con los datos del problema.

Las unidades de andlisis para este gjercicio aparecen recogidas en la tabla
siguiente. En este caso |las posibilidades presentadas no son excluyentes y, por tanto, los

porcentajes de cada filano han de sumar 100 necesariamente:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Resuelve correctamente el problemainverso

Resuelve correctamente el problemadirecto

Indicaa menos €l significado de larazon

gl | W N | O

Justifica que no puede calcularse el nimero detilos

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son los siguientes:

0 1 2 3 4 5
Ejerciciol | N°deresp. 12 3 27 26 12 18
Porcentaje | 21'4% 5 4% 482% | 46'4% | 21'4% | 32'1%

Se observa un ato porcentge de respuestas correctas a la hora de resolver los
problemas directo e inverso, porcentaje que es ain mayor si se calcula respecto a
numero de tareas entregadas (44) y no respecto del nUmero de aumnos (56). Como era
de esperar, dada su mayor dificultad conceptual, estos porcentges bajan acusadamente
en los dos Ultimos apartados. Esto concuerda con los resultados obtenidos en la
Actividad 6, de contenido similar, redlizada en clase. A continuacion comentaremos

independientemente cada uno de | os cuatro apartados del gercicio.
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Apartado i)

En este apartado, conocida la cantidad correspondiente al 7% del total, se pedia
calcular dicha cantidad total. Junto con € siguiente ha sido € que mayor nimero de
respuestas correctas ha recibido. Es interesante indicar que con los datos del problema
se obtenia un nimero decimal como respuesta. Algunos alumnos no se han encontrado
con este problema a truncar sus clculos a segundo decimal (y asi a multiplicar por
100 desaparecian los decimales), otros han redondeado a final de sus caculos (muy
pocos han indicado explicitamente este redondeo). Finalmente hay alumnos que han
dado como respuesta el decima obtenido sin reparar en la imposibilidad de una

cantidad no entera de arboles.

Entrando ya en un andlisis de las respuestas, algunos alumnos han dado sin mas
indicacion la respuesta numeérica (probablemente habiendo hecho los célculos en la
calculadora o en una hoja aparte). De los que indican las operaciones efectuadas, las
respuestas mayoritarias son dos, que como dijimos en la Actividad 6, demuestran dos
ideas distintas sobre € porcentgje. Asi, alumnos como A19 (ver Figura VI1.209
siguiente) primero dividen la cantidad correspondiente a 7% entre 7 para halar la

cantidad correspondiente a un 1% y después multiplican por 100 para halar €l total.

- . An l

Sabemus que hay 468 olmos | o 8 oo ONC R Jm N o f i mL = u'_b”‘J i
B b g Al re . APL 2 0 RS F OO0 66D, Tovee hetf
SCuiantos arbules h 1y en lotal ) "_"l'/"—'"c-l.ff _E ’\’_‘!C:{_ _:t; T l'Li". @7 .'(- / vl ,‘r'-:‘-’ /

Figura VI1.209.

Distinto es  modo de pensar de aumnos como A15 (en la Figura VI1.210
siguiente) que, aunque implicitamente, primero multiplica por 100 y después divide por
7 o; a menos, tiene una idea més algoritmica sobre € calculo de porcentgjes que le
llevaaaplicar unaformula cerrada en la que € orden en que se efectlian |as operaciones

carece ya de sentido y significado.

r: (16‘8 {00
- 2 CE8Y gholes

Figura VI.210.
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La respuesta que més parece aclarar la idea de porcentaje como “tanto por cien”
gue queremos transmitir es la del alumno A1l (en la Figura VI1.211, que sigue) que

indica abiertamente laidea de que de cada 100 arboles, 7 son olmos:

T N A
-

\ \
(:100 &V < 2 e

. -
_ "

(65, #36¢¢ 9S# &
; ;N o K\
é{wigi-J"/fi'C‘:—ﬁéSb{U}_liﬂogm gh \"'i

Figura VI.211.
Respecto a errores, vamos a presentar dos por |o paradigmatico de los mismos (de

hecho ya aparecieron en la Actividad 6). El primero es el cometido por € alumno A23
(ver Figura V1.212) que para halar el total simplemente multiplica por 100 la cantidad
correspondiente a 7%:

; N e MR =
i y | I X - T ' e Ld k7 Q i
Cudntos atboles hay en total’ p

Figura VI1.212.
Este error parece demostrar una total incomprension del significado del
porcentgje. El hecho de multiplicar por 100 parece estar motivado por la locucién “por
cien”. Por su parte e dumno A5 comete un error bastante habitual (ver FiguraV1.213):

: Cugdntos drboles hay en otal? \ {63 : f f () ; r__, > 'r? ;

Figura VI.213.

Degjando de lado & hecho de que usa el 11% y no e 7% como deberia, comete €l
error de pensar que para calcular e 100% a partir del 11% debe multiplicar por 89 (el
complementario de 11 hasta 100). Este error es relativamente comin y supone € reflgjo
de laideade que a hablar de porcentgjes todo debe sumar 100.

Paraterminar €l andlisis de este apartado presentamos la respuesta del alumno A6
(ver Figura VI1.214) que, si bien no puede catalogarse estrictamente como un error, si

que demuestra una débil comprension de la situacion por parte del alumno:

. 46X oo - e 2, T <Ol N ; R _LLG
1.R: LB =%% A0%=X Tn=—g—= 6EES, P 66T6 0t ckds >

Figura VI1.214.
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Se introduce (extrafia e innecesariamente) una incoégnita que (evidentemente) €l
alumno no sabe manejar més all4 de una férmula aprendida de memoria

Apartado ii)

Como era de esperar dada su similitud, los resultados en este apartado han sido
cas idénticos que los del apartado anterior. Los tipos de respuestas y los errores
cometidos han sido igualmente los mismos y por esta razén no vamos a presentar
gjemplos concretos que redunden en lo presentado a la hora de analizar el apartado i).
Para calcular la cantidad correspondiente a 11% del total se han encontrado 3
estrategias diferentes. Una de €ellas hasta cierto punto inesperada que, de hecho, sdlo la

ha utilizado un alumno.

Las dos estrategias esperadas eran: por una parte, calcular el 11% tomando como
base la cantidad correspondiente a 1% encontrada en e apartado anterior sin hacer

referenciaal total (como hace el dumno A13 en laFiguraV1.215 siguiente):

| ‘\GGZ; BG - Ad = 12D U

Figura VI.215.
y, por otra, hacer referencia explicita ala cantidad total hallada en € apartado anterior y

calcular su 11% (como hace e alumno A24 en laFiguraV1.216):

- 135,92 Sones

Figura VI1.216.
La tercera estrategia no hace referencia ni al 1% ni a total, sino que pasa por €

uso (de origen desconocido) de una regla de tres. Asi lo hace e alumno A30 que,

ademés, utiliza claramente el algoritmo usual de laregladetres (ver FiguraV1.217):

i
‘;”‘_‘!’.1| T q@,?
1_;!\—'_\7{;&_\,4,‘.\.,_ - A

%

447> beg = 5. 448
SAUB: =33y

Figura VI1.217.
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Apartado iii)

Este apartado volvia de nuevo sobre e significado de la razén entre dos
magnitudes y, dada la dificultad de este concepto, se comprende e descenso de
respuestas aceptables. Aun asi, en mayor o menor medida, son correctas en torno a la

cuarta parte de | as respuestas entregadas.

Bastantes alumnos dejan este apartado sin respuesta, otros, como A17 afirman que
“no tienen razon”. Entre los que si dan una respuesta correcta encontramos casi todas
las posibilidades. Desde los que, como A54 (ver Figura VI1.218), sbélo indican €
significado:

Figura VI.218.
0 gque, como A47 (ver FiguraV1.219), solo dan & valor numérico:

Figura VI.219
hasta los que, como A39 (en la Figura V1.220), indican tanto € significado como €

valor numérico (aunque con una notacion extrafa):

% |'f'.'|r'--.-.'- I | ¥ I ey | 1
“an 2Alfe frecnos y almos €5 @ ritde fiegnes g Wy pa
- - b R | | 4

Figura VI.220.
También los hay que, como A37, no utilizan notacion fraccionaria sino nUmeros

decimales (ver FiguraV1.221):

B oue de hrsuo g Lo wiws R = Y3885 04 6x: 2 Tgpe

Figura VI1.221.
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Con una idea parecida a la del alumno anterior, el dlumno A19 (Figura V1.222)
introduce los porcentajes ala hora de dar € significado de larazdn en una respuesta sin

mucho sentido:

voexRJIT v e = T . g )

i o . | o i a | F Al X i

i fw"_'n':' Con -y ;f. ~ A7 Al }.m.{ ;I:l 5 = Jlll'_r & |:1 rmad Y pd oy 1._',4_1211-"_"1
1 ¢ : i~} J

L-'..- ho lad. i1 i) '

Figura VI1.222.
Algunos alumnos no tienen aln una idea clara de lo que significa la razon entre
dos magnitudes y se limitan a reproducir, con pocas modificaciones, lainformacion que
se daen € enunciado. Asi e alumno A42 responde (ver Figura V1.223) que: “la razon

es que por cada 7 olmos hay 11 fresnos’ sin llegar aln alaidea de “tanto por uno”.

x ToU T
iy La Mﬁ“f"a A ik .{M‘“M‘{ ?ﬂf{g@i :f'fuf {4 iff*_,gd.*b{ﬁl

Figura VI1.223.

El error mas grave detectado en este apartado, por cuanto demuestra una falta total
de comprension hacia lo que se esta pidiendo, es e cometido por A32 (en la Figura
V1.224):

T W S s 3 y 1 |  \ z \
i, Vo & 2= Ay U0 adtedl b FROLhns MO G l"-”'\‘ .

Figura VI1.224.

Este alumno no parece entender qué se le estad pidiendo y, sin embargo, la
necesidad de dar una respuesta le lleva a hacer unos célculos (formamente correctos)
pero que nada tienen que ver. Este g emplo sirve como indicador, ademas, de lo poco
gue se suele enfatizar en los significados de las respuestas dadas. “Un 39% son olmos’

dice; pero un 39% ¢de quée?

Apartado iv)

Este apartado era una pregunta “trampa’ en e sentido de que, para poder
responderla, era necesario suponer que no habia en € parque mas especies de arboles

gue las mencionadas. En otro caso eraimposible responder por falta de datos.
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Cas la mitad de los alumnos que responden |o hace correctamente. Algunos
alumnos, como A1l dicen que “no me dan € porcentaje de tilos’ mientras otros, como
A6, responden que “no podemos saber [...] porque no sabemos|[..] s hay mas arboles
ademas de los tilos’. También hay alumnos que se conforma con un lacénico “no se

puede hallar”, como hace A35 por gjemplo.

Los que si dan una respuesta o hacen, evidentemente, asumiendo que €l parque
no hay mas tipos de arboles, pese a que el enunciado nada dice a respecto. Asi 1o hace
A17 (ver Figura V1.225), suponiendo que los tilos corresponden a 82% restante cuando
no consideramos ni olmos ni fresnos. Para calcular la cantidad correspondiente no resta
del total las cantidades de los otros dos tipos de arboles ni calcula € 82% del tota
directamente, sino que utiliza como base la cantidad obtenida en €l apartado i) para €

1% delos arboles;

~ o 1 <
W | 100- 18 = 827, son hloS,

e i o \‘O‘CE\

Figura VI.225.
Con todo, la respuesta més detallada es, sin duda la del alumno A45 en la Figura

V1.226:

UOY R, - e ’-'w_,-‘i\'f:,k-'\_!- e (0] |i\%-n
{ ¢

\ f ARl e ZeV el &g S 4 g i
Yol - ' I \ X oy |
R ‘.’_.\\.Q e el @l perp ,-."\:-\ p I;._ =i 'a o Nivweg i
(T tem "
4 %‘ -g- 1% /o IS 1'-';"?_,-;-: L('>"_'- ‘;

o 1t P
=SEf Fdon 2

{ FD

— = 9

Figura VI.226.
puesto que indica tanto que “no sabemos cuantos tilos hay, porque no te dan ningdn
porcentaje” como que “ podemos suponer que son € resto”; es decir, es consciente tanto
de la imposibilidad de resolver con los datos dados como de la suposicion necesaria

para poder hacerlo.

Ejercicio 2:
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Este gjercicio es algo mas complicado que el anterior. En él aparecen involucradas
ideas de disminuciones porcentuales, de comparaciones y de busgueda de cantidades
desconocidas en situaciones de proporcionalidad directa. En concreto, € apartado
primero del gercicio es un gemplo tipico de esto ultimo. Por su parte, & segundo
apartado vuelve a implicar un calculo similar junto con una disminucién porcentua y
una pregunta abierta respecto a lo engafioso o no de la publicidad. Es decir, la respuesta
al gercicio no es simplemente numérica. Somos conscientes de que este tipo de

preguntas abiertas suele causar a los alumnos dificultades mayores.

Para este gercicio, las unidades de andlisis aparecen recogidas en la tabla

siguiente.

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Halla correctamente la cantidad desconocida en el Apartado i)

Aplica correctamente e descenso porcentual

Al W N | O

Responde razonadamente a la pregunta del Apartado ii)

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son |os siguientes:

0 1 2 3 4
Ejercicio2 | N°deresp. 12 4 29 18 16
Porcentaje | 21'4% 7 1% 51'8% | 32'1% | 28'6%

El nimero de alumnos que resuelve correctamente e primer apartado es muy alto,
mas incluso de lo que se esperaba. Si descontamos los alumnos que no entregan y
aguellos que responden en blanco € porcentgje sube casi hasta e 73%. En el segundo
apartado el nimero de aciertos es sensiblemente inferior, aunque no es desdefiable.
Llama la atencion que algunos alumnos operan correctamente con los datos, pero no

llegan ainterpretarlos para dar la respuesta verbal que pediael problema.

Apartado i)

En este apartado se proponia un gercicio de busqueda de una cantidad

desconocida en una situacion de proporcionalidad directa. Este tipo de gercicios ya se
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habia trabajado anteriormente y se pretendia observar si los alumnos habian asimilado

las ideas subyacentes.

La mayor parte de las respuestas razonan en un modo similar a como lo hace €l
alumno A8 (ver Figura V1.227) calculando € consumo por kilometro y multiplicando

después por los kilémetros considerados:

apeken < ceeelQ arae ook L

. - O o
W AQ0=0 03 es O M o\ srednle otNgUo

g O 0% 1A% =\ CELESWT
DOrOL YREneey k3 e .

Figura VI1.227.

Aungue no se hace mencion a la razdn entre las magnitudes, parece que queda

claro su uso a hablar de “lo que gasta [...] por un km”. Algunos alumnos, como por

gemplo AS53, si que hacen mencion expresa a la razdn entre las magnitudes

involucradas, s bien es cierto que, en este caso, las operaciones efectuadas por €

alumno no parecen reflgar e uso de estarazon (ver Figura V1.228):

150 Lilémetros. ; Es enganosa la publicidad?
‘,),\‘;34-.1215 12258 100=
o w0 e 9oL
SC}'.‘J)'E,\' QD( coke L E'T%

10, 2% ) do rpraid e

- { - 5
“ oen ene s @ co ?jgjﬁoﬁﬁm 1 *

Figura VI.228.
Tan solo e aumno A39 explicita (Figura V1.229) la condicion de regularidad

necesaria para poder resolver €l problema con todo rigor:

I- ?{005010‘?'@ aasté{ moc‘e,fo Sr‘\'“?quo Por Caf{a K,
%‘,‘5 PR??,&!\ er'.‘h'e Q'q_de ‘525‘1-—2\ é’,x I“'\Ocleio a!":r.fadc \_1. Km ﬁup e e,
Cde R: Que consuma lb mismo por cadz K,
O{O’?— =*f?f5:.'f;2,2_§ Q! dg 35\55.15"\3 Pt Srt’p -E( N e Tad e
1#5km

Figura VI1.229.
Como se observa, todas las respuestas anteriores se han basado en e célculo del

consumo por kilémetro. Tan solo unos pocos alumnos han utilizado |a otra posibilidad;
a saber, calcular los kilébmetros que se pueden recorrer con un litro de gasolina. Asi 1o
hace el alumno A28 (ver Figura V1.230), aunque parece tener alguna dificultad con el

orden en que aparecen las magnitudes al hablar de larazon entre ellas:
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Figura VI.230.

Estas dos estrategias recogen practicamente la totalidad de las respuestas
correctas. No obstante, aparecen algunas estrategias mas sofisticadas que no pasan por
el uso directo de la razon entre las magnitudes. Por gemplo, A37 (Figura V1.231)
calculalos litros necesarios para recorrer 75 kilémetros observando que 75 son los % de
100 con lo que calcula los ¥ de los 7 litros necesarios para recorrer 100 Km, sumando
dicha cantidad alos 7 litros. Una estrategia similar es la que pretende utilizar el alumno
A40 que, sin embargo, acaba en un ir y venir sin mucho sentido (este es € Unico error

resefiable cometido por algiin aumno en este apartado):

l_j{_. oe D0 km = 25 —> 25:7 = 357

3,577 = 25.7=1%5

[00: 3=, 29 75:3= 10, %

4, 28410,71 = 25——7503%& 50 en415km.
i M N i

-

Figura VI1.231.
Por ultimo, un anico aumno, & A24, resuelve este apartado haciendo uso de la

regla de tres. Eso si, con toda su parafernalia: disposicion de los datos tabularmente,

flechas e incluso uso de unaincognita.

Apartado ii)

El carécter abierto de la pregunta formulada en este apartado hacia que la posible
respuesta admitiera diversos enfoques (aungue no ha habido mucha variedad de casos).
Este carécter abierto ha supuesto dificultades afiadidas para a algunos alumnos, como
por gemplo a A2l (ver Figura VI.232), que calcula correctamente e hipotético
consumo por kilometro del nuevo coche, pero no va més ala y no es capaz de

interpretar ese resultado para contestar ala pregunta.
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Figura VI1.232.

El hecho de que se pregunte sobre |0 engafioso o no de una publicidad hace que
algunos alumnos discrepen respecto alo que significa“ser engafioso”. Asi, para algunos
alumnos como A12 consideran que “no es muy engafiosa’ porgue la diferencia entre lo
real y lo publicitado es escasa (ver FiguraV1.233):

. X e EeSN = e
T Seyn & p;\o\‘uésod e coexve :»:,._@ {9- \
codes LoD km —%_ig)';{éeq.‘:‘?-,lof;.; 5"]13
Qr tanke  en AGE) ke R0 R %}&j@s
595 - AZS L k' V. Lo %@Q‘ucla&\cgd 0 ex

—AC . Loes 0Nas
- i SE:’«\O UnosS ony v .
muy  engpiasa . T

Figura VI.233.
Obsérvese que en este giemplo se ha utilizado para la comparacion e consumo
por cada 150 kilometros. También hay alumnos que han comparado los consumos por
kilébmetro. Tal es € caso de A8 que, en la Figura V1.224, (degjando de lado € error

aritmético) llega ala misma conclusion que su compafiero anterior:

: e €l Te © coere
W) Q156 = 0,068 copsxee en un e e T

IS A 0,0 - 0010 g 2l rOFYe
062 -0 0)0%: 0 oA lerdsia que GEEITT
POtIO e U0 MO

Qe © eN0pEtta poqR qotO
DL, PR &3 TERPA PRW

ceds Ae X9 S

Figura VI1.224.
La escasa diferencia existente entre las cantidades publicitadas y las reales hace
que los alumnos poco cuidadosos con € manego de los decimales y del redondeo
concluyan que lainformacion dada es veraz. Asi, el aumno A28 redondea1’'575a1'5y

concluye que “la publicidad no es engafiosa” (ver FiguraV1.225):
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Figura VI.225.

También hay alumnos que, aunque efectlan las operaciones correctamente y
aprecian la diferencia, concluyen que la publicidad no es engafiosa sin justificacion
alguna. Por gemplo, asi 1o hace A24. Otros alumnos responden aleatoriamente sin
efectuar cdlculo alguno. No se han detectado errores de concepto en este apartado.

Ejercicio 3:

Este gercicio plantea una situacion abierta, muy similar a apartado ii) del
gercicio anterior, pero en un contexto més sencillo. Se presenta un cartel con dos
informaciones contradictorias. por un lado, €l porcentge de descuento y, por otro, €
precio original y €l rebajado. Como es natural, € precio rebajado es mayor de o que
deberia ser en caso de haber aplicado correctamente el descuento. La pregunta hecha a

los alumnos es simplemente su opinion sobre € cartel mostrado, nuevamente la
respuesta abierta es una dificultad afiadida al gercicio.

Para este gercicio, las unidades de andlisis aparecen recogidas en la tabla

siguiente.

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

0
1
2 Aplicae descuento porcentual correctamente
3

Interpreta correctamente |os resultados

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son |os siguientes:

0 1 2 3
Ejercicio3 | N°deresp. 12 4 28 28
Porcentaje | 21'4% 7 1% 50% 50%
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El nimero de respuestas correctas es bastante ato en este g ercicio; al contrario de
lo que sucedia en € Ultimo apartado del gercicio anterior no hay alumnos que no sean
capaces de interpretar los resultados obtenidos. No hemos tenido en cuenta algunos
errores aritméticos ala hora de restar € descuento al precio inicial, siempre y cuando €l
procedimiento fuera e correcto y la respuesta fuese consistente con los célculos
realizados.

Una posible forma de afrontar el problema era calcular €l precio que deberia tener
el objeto rebgjado suponiendo que la informacion del cartel fuese la correcta. De este
modo razonan todos los alumnos que responden correctamente, menos uno. Por
gemplo, A32 (en la Figura VI1.226 siguiente) concluye que € precio deberia ser de
136€; inferior a que se anuncia y que, por tanto “no te estan haciendo la rebaja del

20%":

T L

Qud & va Ae  afhow tottagurtoa
Vo eRvedn ol 2055

20 4o HQ - 24
130 = 24 136 &

Figura VI1.226.
El otro posible enfoque consiste no ya en comparar precio rea e hipotético, sino

descuento real e hipotético. Asi razona el alumno A39 (ver FiguraV1.227):

_{?O -'100?-'—'11‘; :
4;?_ "4013"’{ s 3@50,&‘*;;«
Sl se deswents of 0%

A70-1H5=25€ hon descontads
Oioino GuE ne Son h‘_’baa-;, = Jej QO%: Slagp mBre s

Figura VI1.227.

Aungue algunos han dado respuestas sin sentido, como A20, que respondio: “que
con la rebaja la ropa de la tienda esta mucho mas barata y las personas compraran
mas ropa”’, hay errores mas interesantes a tener en cuenta. Por gemplo, A44 (en la
figura V1.228, que sigue) confunde e porcentaje de descuento con el descuento en
términos absolutos, afirmado asi que “las rebgas son del 25%" cuando en realidad €l

descuento es de 25€ (como de hecho calculd):
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Figura VI.228.
Por su parte, e alumno A40 comete e error de calcular el descuento a partir del

precio ya rebajado y no del precio origina (ver Figura V1.229) aunque la conclusion

final es, casualmente, la misma:

145:20=2900 7100 = 2¢4
fI0-29 = 444

ﬂ Precio 5 ros cobo mue =l o drberin wmy
Precs exccha: 41 <

Figura VI.229.
Ejercicio 4:

Este gercicio vuelve de nuevo sobre cuestiones més bien conceptuales, como €l
significado de larazon o e de porcentaje como “tanto por cien”. Estos dos aspectos se
trabagjan en los dos primeros apartados, mientras que el tercero requiere del uso del
porcentgje y/o de la razén anteriores en un problema de busqueda de cantidades

desconocidas.

Para este gercicio, las unidades de andlisis aparecen recogidas en la tabla

siguiente.

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Sefialaa menos el significado de larazon

Calcula correctamente el porcentgje pedido

Al W N | O

Encuentra las cantidades necesarias de ambos ingredientes

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son los siguientes:
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0 1 2 3 4
Ejercicio4 | N°deresp. 12 7 16 14 15
Porcentaje | 21'4% | 125% | 286% | 25% | 26'8%

En este gjercicio y en € siguiente (como veremos) aumenta ligeramente e nimero
de respuestas en blanco. La cantidad de respuestas acertadas es préacticamente e mismo
en los tres apartados, |0 que parece demostrar que aquellos alumnos que tienen
asimilados los significados de razén y porcentgje resuelven con facilidad €l ultimo

apartado que implica una aplicacién de dichos conceptos.

Apartado i)

Como hemos indicado un poco més arriba, en este apartado volvemos sobre €
significado de la razon entre dos magnitudes. La particularidad es que, en este caso,
ambas magnitudes son partes de un todo, 10 que podria provocar algunas dificultades a
la hora de asimilar su significado pues a hablar de “litros de agua por cada litro de
zumo” (como es e caso) no estamos diciendo que en cada litro de zumo hay cierta
cantidad de agua, sino que se junta esa cantidad de agua con un litro de zumo para
formar la mezcla considerada. Veremos que la redaccion de las respuestas de algunos
alumnos reflga esta dificultad.

Como viene siendo habitual cuando se pregunta por la razén entre dos
magnitudes, nos encontramos con alumnos que se han quedado Unicamente con su
significado (son calcular su valor numérico concreto), como es € caso de A17, en la
FiguraVV1.230 siguiente:

Tit. [ (JuE Narias pard elapotar £ [0S 0C TCITesTh?
I Ldosd  cle ol
.‘ )C{o (Ic.-.. £ h\_\\\ Y, 1’}0-1-_5 Cdll,r_ AE}

code Qedve de ewma.

e r
o se S P

Figura VI.230.
En € otro extremo encontramos a los alumnos que Unicamente se centran en €l
aspecto numeérico, sin dar indicaciones sobre e significado, como A47 (Figura V1.231)
por g emplo:

[ - ‘,r,l 4 f:
L;.L \_C(E'Qﬂ ) Q'in‘x e ad 'ii"\':\j VA o QE AN o T
(1 L D e §ote O NI a {'!D

I
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Figura VI.231.
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Aungue también hay alumnos que indican correctamente ambos aspectos, dejando
de lado, no obstante, la condicion de regularidad. Asi o muestra A39, cuya redaccion
“cantidad de agua por 1l de zumo” (Figura V1.232) parece dar a entender que es agua

en el zumo mas que con é; como dijimos antes:

I Koesn edire agua y zuma es 13 canf;,cia:f de agse gue L'a‘! por

10 e comob 208 A:0H=2,50 deaguaay por 4 Udeaums

Figura VI1.232.
El orden de las magnitudes involucradas en la razdn es uno de los aspectos que

ponen en mayores dificultades a los alumnos. A28 (Figura V1.233) gemplifica esta
dificultad cambiando los papeles del agua y del zumo (aungue la idea de “tanto por

uno” estaclara):

.I.La”\&-—":.—s:'h \’mjgv_ %?Wn

NOO0- 1000 = 0. 4ad {d W};ﬂ’fi,afcd-?v-:

t

Figura VI.233.
Finalmente, aunque pocos, algunos alumnos todavia no han asimilado ni siquiera

el significado de la razén entre dos magnitudes; e alumno A51 (Figura V1.234) es un
claro gemplo:

, 1 —
T)_ o rozoh e W oo yaarmd & (oo LTy QuoTERSN PO
_}‘D{}Eﬂ e K%Jmﬂ

Figura VI.234.

Apartado ii)

En este apartado se pedia a los aumnos calcular €l porcentaje que representa el
zumo respecto del total de refresco. Ladificultad principa radicaba (y muchos alumnos
han tenido problemas con ello) en que para poder contestar era necesario comprender
que la cantidad total de refresco se obtiene sumando |os volUmenes de agua'y zumo que
se mezclan. Asi, por ggemplo, el aumno A37 responde que “no se puede hacer porque
no te pone €l total derefresco”, y e alumno A13 utiliza (de formaincorrecta, ver Figura
V1.235) como volumen total e volumen de agua, como s a afadir el zumo e volumen
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no aumentara o como s 1os 400 ml de zumo ya formaran parte de ese litro (o que no es

el caso):

6y HOD o e e - MO %
ACCE

Figura VI.235.

Algunos adumnos, como por gemplo Al7, calculan € porcentge buscado
correctamente y, ademas, las operaciones realizadas parecen indicar una buena
comprension del significado del porcentaje puesto que primero se divide €l volumen de
zumo entre € total (obteniendo asi la cantidad de zumo por litro de refresco) para
después multiplicar por 100 (ver FiguraV1.236):

woo ml = oul de zumo

‘, o (& ]
Q114 = 0’28 : gk;pﬁ,mnio o’
Se gooo~ o @ORSNTS .
028 Q0= Zg% i

Figura VI.236.
Esto célculos contrastan radicalmente, pese a que ambos llevan obviamente a la

misma respuesta, con los efectuados por A1l (FiguraV1.237):

T
i\
!

Ji{ = 4“’1 i Eu%ﬁ'x‘:«‘yiﬁ« lﬁ&m 0" Q PPandy®
{oo -{"fr 7141 :
217 o0z 13 ¢%

Figura VI.237.

Aunque es posible dar un significado a las operaciones efectuadas (por € emplo,
ver cuantas veces esta contenido un volumen de 1,4 litros en uno de 100 litros para
después multiplicar por los 0,4 litros de zumo gue hay en cada uno de €ellos), parece un
significado més forzado y puede denotar que este alumno aplica sin méas un agoritmo
de clculo. No obstante, en cuanto a oscuridad se refiere, € uso injustificado de la regla

detres sellevalapalma (ver larespuestadel alumno A3 en laFiguraV1.238 siguiente):
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Figura VI1.238.

Apartado iii)

En este Ultimo apartado del gercicio los aumnos debian aplicar los resultados de
los apartados anteriores para averiguar la cantidad necesaria de cada ingrediente para
hacer dos litros de refresco. Las distintas respuestas dadas por los alumnos en este
apartado van en paraelo con las dadas en e apartado anterior. Asi, aquellos aumnos
(como A37) que decian necesitar la cantidad total de refresco para calcular € porcentgje
dicen agui que “no se puede hallar porque al principio no te dicen la cantidad de

refresco que fabricas’.

Por su parte, los alumnos que no sumaban los volumenes de agua y zumo,
considerando que con 400 mililitros de zumo y con 1 litro de agua se fabricaba 1 litro de
refresco, simplemente multiplican por dos estas cantidades (ver la respuesta de A38 en
laFiguraV1.239):

Tr—»-l—'—. L\G\;f'oﬂ"ég .{?{ g‘\o{;IQ ( \Wele m{ ’11», Wy y 205:‘;} *! .-‘!.;: oc}-a--:u,

Figura VI1.239
Para resolver correctamente e apartado se podia hacer uso del porcentaje hallado

en el apartado anterior, como hace por ggemplo A53 (ver Figura V1.240):

Tf : :l%f'fj'?f‘?b ds 2 @ -"; 3 K‘ 51 .20 :(23 )
O{, :1%?;} ¢ (,L = O F\":) Yy Pc{\ﬂ' RO
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Figura VI.240.

En este caso, hay que calcular la cantidad correspondiente a 28 57% de 2 litros
para encontrar la cantidad de zumo y restar dicha cantidad a los 2 litros para obtener la
de agua. Sin embargo, también puede resolverse este apartado recurriendo simplemente

alaideade razon como “tanto por uno”, como hace A8 en la Figura V1.241 siguiente:
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Figura VI1.241.
Aqui, e alumno calcula e zumo y e agua necesarios para e€laborar 1 litro de

refresco y asi e basta multiplicar por dos dichas cantidades para obtener la respuesta.
Este método demuestra un buen mangjo de los conceptos y de las magnitudes

involucradas.
Ejercicio 5:

En este gercicio se planteaba un caso tipico de comparacion de dos subidas de
precio, para ilustrar la idea de que para que la comparacion tenga sentido debe hacerse
en términos relativos. En el g emplo presentado € producto que sufre una mayor subida
absoluta es € gue menor subida relativa sufre. Ademés, en € segundo apartado se

volvia sobre la idea de porcentgje con la dificultad de que € porcentgje pedido es

superior a 100% lo que, como veremos, ha ocasionado grandes dificultades.

Para este gercicio, las unidades de andlisis aparecen recogidas en la tabla

siguiente.

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Compara precios en términos absol utos

Compara precios en términos relativos

Al W N | O

Calcula correctamente el porcentgje pedido

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son los siguientes:

0 1 2 3 4
Ejercicio5 | N°deresp. 12 5 30 7 6
Porcentaje | 21'4% 8 9% 536% | 125% | 10'7%
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Es notable € nimero de aumnos que compara (incorrectamente) la subida de
precios en términos absolutos. Es posible que la redaccion de la pregunta “¢:Qué ha
subido més de precio?’ lleve a engafio puesto que ya se trabajaron actividades en las
gue se debia comparar en términos relativos y, en esos casos, € porcentaje de respuestas
acertadas fue mayor. Por otro lado, ya hemos comentado que la aparicién de un
porcentaje mayor que el 100% supuso una seria dificultad a los alumnos, como de

hecho quedareflejado en latabla anterior.

Apartado i)

Es hasta cierto punto sorprendente el bajo porcentgje de aciertos en este apartado.
Hasta 30 alumnos dan una respuesta analoga a la de A8 (que mostramos a continuacion
enlaFiguraV1.242).

0) Lop +oneolts preape
(35 =1 .0%: 020 & oS oo Losroes) &

O0i%0 - 06%= 0.22€ wbe ore (Posonios)

Figura VI1.242.
Claramente la atencion del alumno se centra Unicamente en € valor absoluto de la

subida. Cabe preguntarse si, cambiando el contexto de la situacion, una subida de 30
céntimos en el precio de un coche de 18000€ seguiria pareciéndole mayor. No obstante
unos pocos alumnos S razonan convenientemente y piensan que lo relevante en esta
situacion es la subida relativa. Por ejemplo, A31 responde del modo que vemos en la
FiguraV1.243:

© 4% 4052 20 cents. [dac-deT> T lents.
an nSarp TS FLB{QQD’Q L’B«n?—b\’c)r_s wds BS .&-__.rﬂ.a.‘ﬂcs-
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40 sdefs> 43S )
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Figura VI1.243.
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Pero, aln asi, se resiste a considerar solo la subida relativa e incluye como parte
de larespuesta que “en ndimeros totales han subido mas los tomates”.

Apartado ii)

En este apartado, €l porcentaje de aciertos también ha sido bajisimo, seguramente
a causa de la extrafieza que supondra a los alumnos €l encontrarse con un porcentaje
superior a 100% (aunque, de hecho, teniendo en cuenta la definicién como “tanto por
cien”, que prescinde de la idea de partir en 100 partes y coger unas cuantas, esto no
deberia ser asi). Tan sdlo 6 alumnos responden correctamente. Por gemplo A40 calcula
correctamente el porcentagje, aunque utilizando un algoritmo que no deja muy claro €

significado de las operaciones (ver FiguraV1.244):

. 4,35+100=135
135: 1,05=128,571%

Figura VI.244.
También A39 responde acertadamente, pero su estrategia es completamente

distinta (ver laFiguraV1.245 siguiente):

T 400+ AS57... = 128,5F% estas Paﬁ.aq&s WEPQ{_TO =l
Frccm Jtta-}.-a?f.

Figura VI.245.
Debe indicarse que, con lo trabgado en clase, no estaba justificado el
razonamiento de este alumno; es decir, que tenga sentido sumar porcentges de este
modo no se habia trabajado en clase. Queda pues la duda de si realmente este alumno

comprendialo que hizo o s setratd de un salto al vacio.

Aungue la respuesta mayoritaria a este apartado fue no responder, un nimero no
desdefiable de alumnos calcularon el porcentaje que suponia la subida de precio de los
tomates (incluso alumnos que compararon las subidas en términos absolutos y que, por
tanto, no lo calcularon en e apartado anterior). Tal es e caso, por ggemplo, del alumno
A17 (ver FiguraV1.246):

DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LASCCSSY DE LAS CCEE. UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

401




402

PROPORCIONALIDAD ARITMETICA: UNA PROPUESTA DIDACTICA PARA ALUMNOS DE
SECUNDARIA

»'_:\ Or:ST VS =) 285F QC) que se 'm(_--‘rqwﬁn’[m
por  onde.  eaws |

(o POSaMGE o porce r\%ﬁd‘t? 28 5F /

&
&

Figura VI.246.
Posiblemente los aumnos que asi han respondido no hayan comprendido

correctamente lo que se pedia en este apartado.

V1.3.3.3 Reflexionesrelativas al punto 3

1.

Los alumnos son bastante capaces de calcular la cantidad correspondiente a un
cierto porcentgje del total [problema directo], aunque muy pocos parecen utilizar

laidea de “tanto por cien”.

También hay un buen porcentaje de aciertos a la hora de resolver e problema
inverso; es decir, a la hora de cacular € tota a partir de la cantidad
correspondiente a un porcentgje del mismo. No obstante, en este caso hay

algunas dificultades.

Muchos alumnos parecen estar familiarizados con algoritmos para € calculo de

porcentgjes.

El significado de la razdn entre dos magnitudes no parece estar muy afianzado

todavia entre los alumnos y muy pocos |o enuncian con claridad.

Como consecuencia del primer comentario los alumnos calculan bastante bien

los aumentos y disminuciones porcentual es cuando se plantean de forma directa.

El mangjo de los nimeros decimales es muy deficiente; sobre todo cuando

aparecen decimal es periddicos.

Pese a no haberse comentado en clase la idea de que los porcentaes
correspondientes a cantidades “ complementarias’ deben sumar 100 esta presente

en bastantes alumnos.

Los alumnos resuelven con bastante solvencia los problemas directo e inverso,
aunque a veces las operaciones que efectlan estén sustentadas méas en un

proceso algoritmico que en @ significado de las mismas. Esto es asi, pese a que
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no se presentd en e aula algoritmo alguno. Posiblemente ya lo hubieran
trabajado en cursos anteriores o recibieran algun tipo de influencia externa.

9. Hay aun dificultades a la hora de mangjar € concepto de razon. Pocos alumnos
sefidlan su significado, menos aln manejan tanto e significado como e valor
numérico simultdneamente y ninguno ha hecho mencién a la condicion de

regul aridad.

10. En relacion con e primer punto, los aumentos y disminuciones porcentuales se
manejan correctamente, con la misma salvedad que ya hemos hecho antes. Las
comparaciones entre porcentgjes y cantidades iniciales y finales se mangjan
aceptablemente bien.

11. Aunque solo aparecia en un apartado de un gjercicio, |os porcentgjes superiores
al 100% parecen causar dificultades. Posiblemente deberia hacerse hincapié en

esaidea

12. Sorprendentemente, muy pocos alumnos han considerado que para evaluar una
subida de precio no hay que fijarse en su valor absoluto, sino en su valor relativo
con respecto del precio inicial. Posiblemente seria bueno trabgjar esto con

situaciones cotidianas empleando catélogos de supermercados, por emplo.

V1.4. OBSERVACION Y REFLEXION DEL TERCER FOCO DE INVESTIGACION

Ademas del andlisis de situaciones de un modo mas profundo (considerando
magnitudes que varian 0 que permanecen constantes) y del reconocimiento y la
distincion de las magnitudes inversamente proporcionales, en este foco se pretende que
los alumnos hagan uso de las ideas de razon y constante de proporcionalidad y de los
significados de las operaciones entre magnitudes a la hora de resolver problemas de
busqueda de cantidades desconocidas. Estos son los tres puntos que analizaremos en

este foco de investigacion.

V1.4.1 Punto 1: Anélisisde situaciones

El alumno ya ha realizado con anterioridad actividades en las que se le solicitaba

analizar una situacion concreta en la que aparecian dos magnitudes. Ahora, en la Tarea
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de casa 6, se le solicita andlizar situaciones con algo mas de detalle puesto que en
ciertas situaciones existen magnitudes “ocultas’ que, sin embargo juegan un importante

papel.

V1.4.1.1 Andlisisy valoracion dela Tarea de casa 6

Enunciado

A continuacion te presentamos diversas situaciones. En cada una de ellas debes indicar
las magnitudes que varian, si alguna magnitud se mantiene constante y |las razones que
se puedan definir en cada situacion (diciendo las condiciones de regularidad que se

deben cumplir). Si entre dos magnitudes no se puede definir larazon indicalos motivos.

Stuacion 1: Para pagar € autobus de una excursion de 350 kildmetros cada uno de los

34 pasgjeros tiene que pagar 45 euros.

Stuacion 2: Con los bocadillos que se han preparado, cada uno de los 60 alumnos que

van de excursion puede comer 5 bocadillos alo largo del dia.

Stuacioén 3: En unacaja caben 120 pelotas de tenis, tanto si son de color amarillo como

s son de color verde.
Stuacion 4: Abriendo e grifo 8 minutos se llena una bafiera de 225 litros.

Stuacioén 5: Estudio 5 horas diarias para preparar |os exdmenes finales de las 7
asignaturas que hay en 4° curso.

Stuacion 6: Los 120 kilogramos de café pesan, después de tostarlos, 96 kilogramos.

Andlisisdelatarea

Como ya hemos indicado algo mas arriba, no todas las situaciones presentadas
son del mismo tipo. Asi, en la situacion 3 sblo aparece una magnitud, en la situacion 5
solo aparecen 2, en la situacion 1 aparecen explicitamente 3 magnitudes y, por ultimo,
en e resto de las situaciones aparecen 3 magnitudes, pero solo dos de ellas lo hacen
explicitamente. Este hecho motiva € que dividamos nuestro andlisis en tres partes.
Antes de iniciar dicho andlisis, seflialamos que la variabilidad en la tipologia de las
respuestas ha hecho muy dificil un andlisis cuantitativo de estas situaciones. Es por €ello

que las categorias en las que se agrupan las respuestas seran, quizas, algo ambiguas.
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Serda pues més interesante el espacio dedicado a andlisis cualitativo de las respuestas de

|os alumnos.

Stuaciones1,2,4vy6:

En estas situaciones aparecen explicitamente 2 6 3 magnitudes:
1. Distanciarecorrida, nUmero de pasajerosy precio por persona.
2. Numero de alumnos y bocadillos por alumno.
4. Tiempo dellenado y capacidad de |a bafiera.
6. Kilosde café sin tostar, kilos de café tostado.

Mientras que en algunas de ellas pueden encontrarse magnitudes que no aparecen

explicitamente y que se hallan, en cierto modo, ocultas:
1. Preciototal.
2. Bocadillos totales.
4. Flujo del grifo.
6. Pérdidade peso por kilo al tostar café.

El grado de “ocultacion” de estas magnitudes varia segun la situacion (como
veremos mas adelante) y, de ello, dependera que los alumnos las tengan 0 no en

consideracion.

Las unidades de andlisis para estas situaciones aparecen recogidas en la tabla

siguiente:

No entregao no asiste aclase

Respuesta en blanco

Sefidlala magnitud “oculta”

Relaciona correctamente algun par de magnitudes

Al W N | O

Indica correctamente alguna razon

De acuerdo con estas unidades de andlisis, los resultados obtenidos por los

alumnos son |os siguientes:
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Situacién 1 | N°deresp. 15 7 12 10 9
Porcentaje | 26'8% 12'5% 21'4% | 179% | 16'1%
Situacion 2 | N°deresp. 15 6 12 8 5
Porcentaje | 26'8% 107% 21'4% | 143% | 89%
Situacion 4 | N°deresp. 15 4 0 6 24
Porcentaje | 26'8% 71% 0% 107% | 42°8%
Situacién 6 | N°deresp. 15 9 0 5 12
Porcentaje | 26'8% 16'1% 0% 89% | 21'4%

Saltan ala vistalos bajos porcentgjes obtenidos. Tan solo en la situacion 4 hay un
buen nimero de alumnos que indican la razon entre dos de las magnitudes involucradas.
De hecho, estatarea junto con la Actividad 3, son las que peores resultados han dado. A
continuacion analizaremos separadamente cada una de | as situaciones.

Situacion 1

A la hora de andizar esta situacion, en primer lugar, nos encontramos con
alumnos como A52 gue no parece entender lo que se le pide y contesta que “no se
puede definir porque no se sabe cuanto cuesta un litro de gasolina”. Para este alumno
el Unico objetivo parece ser dar con una respuesta numérica concreta y asi, parte de la
tarea solicitada (sefialar magnitudes) puede gue no sea considerada como una labor
realmente matematica. Esto queda también puesto de manifiesto muy claramente en
respuestas como la del alumno A22 (ver Figura VI1.247) que hacen caculos

aparentemente al eatorios utilizando todas las cantidades disponibles:

190 wm > 350 ¢ 3% (|9

e | or Yo =264 £

Figura VI.247.
Otros alumnos, como A32, si prestan atencion alas magnitudes, pero su respuesta,
“las magnitudes no varian porque los kilémetros, los pasajeros y los euros son
exactos’, demuestra que no se mangja la magnitud como un ente abstracto y solo se
utilizan cantidades de la magnitud. Esta vision dificulta la posibilidad de pesar en

magnitudes que varian alavez.

La misma observacion vale parael alumno A53 (ver FiguraV1.248):
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Figura VI.248.

Este dumno sigue pensando en las magnitudes “pegadas’ a las cantidades
concretas del enunciado, pero, sin embargo, piensa que dos de €ellas (pasajeros y euros)
pueden variar mientras que la distancia es constante. Es interesante indicar que
confunde la magnitud euros por persona con euros. Este error es muy comun y hace que

alumnos como A54 den respuestas como la de la Figura V1.249 siguiente:
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Figura VI.249.
Al no observar que la magnitud son euros por pasajero se comete un error grave al
intentar sefidar la razén entre euros y pasgjeros, pues se calcula una hipotética razon

entre euros por pasajero y pasajeros que, por supuesto, carece de sentido.

Hay alumnos que si calculan correctamente la razon entre dos magnitudes para las
que si tiene sentido dicha razon. Por gemplo A39 calcula la razon entre kilometros y
euros por pasajero y su inversa, dando ademés un significado correcto a resultado y

tratando de dar una condicion de regularidad (Figura V1.250):

SESHE we pogacads posayers por Al Riatn e €y Kom
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Figura VI.250.
Por su parte, e aumno A53 (del que ya hemos hablado) encuentra la magnitud
“oculta’ (euros totales) y calcula la razén entre dicha magnitud y los pasajeros,
indicando su significado (ver FiguraV1.251, aunque €l valor numérico de larazén no se

apreciabien):
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Figura VI1.251.

Finalmente, hay aumnos que prescinden completamente (o cas) de las
consideraciones numéricas. Por gemplo A26 da la siguiente respuesta: “1530€ vale la
excursion y es la magnitud constante, sin embargo, e n° de pasajeros 'y e precio que
debe pagar cada uno si que puede variar, S van mas pasajeros, pagaran menos. Y s
van menos pagaran mas’ (ver Figura VI1.252). Esta respuesta no hace mencion de
conceptos como la razén, pero si que demuestra una buena comprension de la situacion

y un cierto manegjo de las magnitudes implicadas:

347 = 1530 ol Ty b 4 O mogrtind conpi i,
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Figura VI1.252.
En la misma direccion va la respuesta de A47, gque prescinde mas incluso de lo

numérico y escribe: “S hubiera menos kilémetros los pasajeros pagarian menos, s
hubiera mas Km los pasajeros pagarian mas’ (lo que es cier