Universidad deValladolid

ESCUELA DE INGENIERIAS INDUSTRIALES

DEPARTAMENTO DE INGENIERIA ELECTRICA

TESIS DOCTORAL:

Estudio del campo magnético en vacio en el
entrehierro de una maquina eléctrica de imanes
permanentes y flujo axial mediante el Método
de los Subdominios

Presentada por Julidn Manuel Pérez Garcia para optar al grado
de doctor por la Universidad de Valladolid

Dirigida por
Dr. Fernando Antonio Frechoso Escudero






Parte de los resultados de este trabajo han sido objeto de las siguientes
publicaciones, las cuales se muestran en el apéndice A:

= “Cogging torque reduction in an axial flux brushless permanent magnet
machine” realizado por J.M. Pérez, B. Rojo, U. Dominguez, R. Uruena,
J. Rodriguez, S. Cavia y F. A. Frechoso.
Proceedings of Second TASTED International Conference POWER ANS
ENERGY SYSTEMS (EuroPES)celebrado en Creta en junio de 2002.

= “2D analytical calculation of the no-load induced EMF in an axial flux
slotted permanent magnet machine” realizado por J.M. Pérez y F. A.
Frechoso.
Comunicacién presentada en forma de poster en el congreso INTER-
MAGOS8 celebrado en Madrid en 2008.

= “2D Analytical Calculation of the Open Circuit Electromagnetic Field
Distribution in an Axial Flux Slotted Permanent Magnet Machine using
Fourier Analysis” realizado por J.M. Pérez y F. A. Frechoso.
Ponencia presentada en el International Conference on Renewable Ener-
gies and Power Quality celebrada en Santiago de Compostela en marzo
de 2012.






Indice general

1. Introduccién 1
1.1. Motivacion . . . . . . . . . . 1
1.2. Objeto del trabajo . . . . . .. . ... ... ... ... 4
1.3. Estructura de la Memoria de Tesis . . . . . .. .. ... ... 4

2. Conceptos previos 7
2.1. Méquinas de imanes permanentes . . . . . . .. ... ... .. 7

2.1.1. Maquinas de flujo radial . . . . . . ... .. ... ... 7
2.1.2. MAquinas de flujoaxial . . . . . .. ... .. ... ... 10
2.1.3. MaAquinas de flujo transversal . . . ... .. .. .. .. 12
2.1.4. Desarrolllo de las maquinas de flujo axial e imanes per-
manentes . . . . ... ... e 14
2.1.5. Tipos de maquinas de flujo axial e imanes permanentes 17
2.1.6. Topologias y geometrias . . . . . .. .. .. ... ... 18
2.2. Antecedentes . . . .. .. e 29
2.3. Base Tedrica . . . . . . . .. . L oo 35
2.3.1. Ecuaciones de Maxwell . . . . . .. ... .. .. .... 35
2.3.2. Condiciones de contorno . . . . . . .. ... ... ... 39
2.3.3. Teoria cuasi-estatica . . . . . . .. ... ... .. .. 43
2.3.4. Teoria Estatica . . . .. ... ... ... . L. 44
2.3.5. Andlisisdecampo. . .. .. .. ... .. .. ... ... 45
2.3.6. Potencial magnético escalar, Intensidad de campo mag-
nético, Induccién magnética y Flujo magnético . . . . . 52
2.3.7. Ley de la induccion de Faraday . . . . ... .. .. .. 55
2.3.8. Losdevanados . . . . .. .. ... ............ 56
2.3.9. Par de reluctancia . . . .. .. ... ... ... .... 60
2.3.10. Célculo de la fuerza y del par . . . ... .. .. .. .. 65

3. Método de los subdominios 69

3.1. Solucion general de la Ecuacion de Laplace . . . . . . . .. .. 70

3.2. Fjemplos . . . . . ... 71



VI INDICE GENERAL
3.2.1. Ejemplo 1: Regién rectangular . . . . . . ... .. ... 71
3.2.2. Ejemplo 2: Entrehierro maquina con doble ranurado . . 74
3.2.3. Ejemplo 3: Entrehierro maquina ranurada e imanes

permanentes . . . . ... ..o 82

4. Maquina brushless de flujo axial e imanes permanentes 99

4.1. Descripciéon de la maquina estudida . . . . . . . ... ... L. 99
4.1.1. Modelo cuasi-3D . . . .. ... ... ... ... 103
4.1.2. Modelo con entreiman . . . . . . ... ... ... ... 108
4.2, Maquina lisa. . . . . . . .. ... . ... ... ... . ..., 112
4.2.1. Expresiones del potencial magnético escalar en las re-
giones de nuestro problema . . . ... .. ... ... 115
4.2.2. Condiciones de contorno maquina lisa . . . . . ... .. 116
4.2.3. Expresiones del potencial, del campo y de la induccion 126
4.2.4. Simulacién por elementos finitos . . . . . . .. ... .. 135
4.3. Iméan con banda de desmagnetizaciéon . . . . . . . . .. .. .. 142
4.3.1. Introducciébn . . . . . . .. . .. ... ... ... 142
4.3.2. Calculo del potencial originado por un polo con bandas
de desmagnetizacion . . . . . ... 145
4.3.3. Estimacion de los parametros de la banda de desmag-
netizacidon . . . . .. ... 152
5. MAquina ranurada 157
5.1. Expresiones del potencial magnético escalar . . . . . . . . .. 160
5.1.1. Diente Parcial . . . . .. ... ... ... ... ..... 160
5.1.2. Ranura completa . . . . ... ... ... ... ..... 195
5.1.3. Ranura parcial . ... ... ... ... .. .. ..... 204
5.1.4. Diente completo . . . . . . . . . ... L. 217
5.1.5. Simulacién por elementos finitos . . . . . . . ... ... 226
5.2. Expresiones de las componentes de la induccion . . . . . . . . 230
5.2.1. Diente Parcial . . . . . ... ... ... .. ....... 230
5.2.2. Ranura Completa . . . . . . . ... ... ... ..... 239
5.2.3. Ranura Parcial . ... ... . ... ........... 240
5.2.4. Diente Completo . . . . . . .. .. ... .. .. .... 242
5.2.5. Simulacién por elementos finitos . . . . . . . ... ... 243
5.3. Determinaciéon del flujo magnético en cada region . . . . . . . 249
5.3.1. Diente Parcial . . . . . ... ... ... .. ....... 254
5.3.2. Ranura Completa . . . . . . . ... ... ... ..... 258
5.3.3. Ranura Parcial . ... ... ... ... .. ....... 259
5.3.4. Diente Completo . . . . . ... .. ... ... ..... 260
5.4. Flujo concatenado por una bobina . . . . . . . . ... ... .. 262



INDICE GENERAL VII
54.1. Posicion 1 . . . . . . ..o 265
5.4.2. Posicidbn 2 . . . . .. 268
54.3. Posicidbn 3 . . . . ... o 269
5.4.4. Posicidbn 4 . . . . . .o 272
5.4.5. Posicibn & . . . . ..o o 277
5.4.6. Posicion 6 . . . . . . ... 279
5.4.7. Posicidbn 7 . . . . ..o 282
54.8. Posicibn 8 . . . . ..o 283
5.4.9. Posicibn 9 . . . . . ... oo 285
5.4.10. Posicion 10 . . . . . . . ... 286
5.4.11. Posicion 11 . . . . . . . . . ... 287
5.4.12. Posiciones siguientes . . . . . . ... ... ... 288
5.4.13. Simulacion por elementos finitos . . . . . . . .. .. .. 293

5.5. Fuerza electromotriz inducida (f.e.m.d.) . . .. ... .. .. .. 296
5.5.1. Simulacion por elementos finitos . . . . . . . .. .. .. 298

5.6. Calculo del Par de Reluctancia . . . . . ... ... ...... 300
5.6.1. Diente Parcial . . . . . . ... ... ... ... ... .. 306
5.6.2. Ranura Completa . . . . .. .. ... ... ... .... 316
5.6.3. Ranura Parcial . . ... .. ... ... ... ...... 316
5.6.4. Diente Completo . . . . .. .. ... ... ... .... 317
5.6.5. Simulacion por elementos finitos . . . . . . . .. .. .. 319

6. MAquina en tres dimensiones 333
6.1. Flujo concatenado por la bobina (3D) . . . . . ... ... ... 336
6.2. Fuerza electromotriz inducida (3D) . . .. ... ... ... .. 337
6.3. Par de reluctancia (3D) . . . . . .. .. ..o 338
7. Prototipo y ensayos 341
7.1. Maquina prototipo . . . . . . . . . ... 341
7.2. Banco de ensayos dinamométricos . . . . . . ... ... L. 345
7.2.1. Motor de arrastre controlado por un accionamiento 346
7.2.2. Medidordepar . . ... ... ... ... ... ..., 347
7.2.3. MAaquina a ensayar . . . . . . . .. ... .. ... .. 347
7.2.4. Carga eléctronica . . . . .. . ... 347
7.2.5. Sistema de adquisicion de datos . . . . ... ... .. 349

7.3. Ensayos realizados . . . . .. ... . .00 351
7.3.1. Fuerza electromotriz inducida . . . . . ... ... ... 351
7.3.2. Par de reluctancia de la méaquina . . . . . . .. .. .. 353



VIII INDICE GENERAL

8. Conclusiones y trabajo futuro 359
8.1. Conclusiones . . . . . . . . .. ... ... 359
8.2. Trabajo futuro . . . ... .. ... ... .. ... . ... ... 362

A. Publicaciones Cientificas 365

B. Distribuciéon de potenciales en las fronteras comunes 383
B.1. Series de Fourier . . . . . . .. . . ... ... ... .. ... 383
B.2. Serie de Fourier desenos . . . . . . ... .. ... ....... 385

C. Calculo del campo en una regién rectangular con diferentes

condiciones de contorno 389
D. Expresiones del caso Ranura Completa 429
D.1. Expresiones del potencial magnético escalar en cada region . . 429
D.2. Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales . . . . . 435
D.3. Expresiones de las ecuaciones en las fronteras comunes . . . . 439
D.4. Expresiones de las componentes de la inducciéon en cada region 445
D.5. Expresiones del flujo en cada region . . . . . . . .. ... ... 449
D.6. Expresiones del par de reluctancia en cada region . . . . . . . 454
E. Expresiones del caso Ranura Parcial 461
E.1. Expresiones del potencial magnético escalar en cada region . . 461
E.2. Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales . . . . . 468
E.3. Expresiones de las ecuaciones en las fronteras comunes . . . . 473
E.4. Expresiones de las componentes de la inducciéon en cada region 479
E.5. Expresiones del flujo en cada region . . . . . . .. ... ... 484
E.6. Expresiones del par de reluctancia en cada region . . . . . . . 489
F. Expresiones del caso Diente Completo 497
F.1. Expresiones del potencial magnético escalar en cada region . . 497
F.2. Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales . . . . . 503
F.3. Expresiones de las ecuaciones en las fronteras comunes . . . . 507
F.4. Expresiones de las componentes de la inducciéon en cada region 513
F.5. Expresiones del flujo en cada region . . . . . . .. .. ... .. 517

F.6. Expresiones del par de reluctancia en cada region . . . . . . . 521



Indice de figuras

2.1.
2.2.

2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

Diferentes tipos de maquinas de flujo radial [1] . . . . . .. .. 8

Maquinas de flujo radial con ranuras a) imanes en superficie
b)imanes interiores, c¢)imanes en superficie con polos con za-

patos, d)-f) imanes enterrados . . . . . ... ... L. 9
Maquinas de flujo axial [1] . . . .. .. ... . ... 10
Ejemplos de méaquinas de flujo transversal|l] . . . . .. .. .. 12
Disco de Faraday, primer generador homopolar (1831) . . . . . 14
Motor electro-magnético de Nicola Tesla (1889) . . . . .. .. 15
Maquina de Thomas Davenport (1837) . . . . . .. .. .. .. 16

Formas de onda para maquinas brushless de flujo axial e ima-
nes permanentes: a) maquina de onda cuadrada, b) méaquina
de onda senoidal ([2]) . . . . . ... .o 18

Topologias béasicas de maquinas de flujo axial e imanes per-
manentes: a) maquina lisa de una sola cara, b) maquina lisa
de doble cara con estator interno, ¢) maquina de doble cara
con estator ranurado y rotor interno, d) maquina sin nicleos
de doble cara con estator interno. 1 — nicleo del estator, 2 —
Bobinado del estator, 3 — rotor, 4 — imanes permanentes,
5 — carcasa, 6 — rodamientos, 7 —eje. . . . ... ... ... 19

Maquina brushless de flujo axial e imanes permanentes de do-
ble cara con estator interno de polos salientes y rotor externo:
a) conjunto, b) estator, ¢) rotor. 1 — imanes permanentes,
2 — disco de acero del rotor, 3 — polo des estator, 4 — bobi-
nadel estator . . . . . . . ... 20

Maquina brushless de flujo axial e imanes permanentes de do-
ble cara con tres fases, 9 bobinas de polos salientes del estator
y 8 polos del rotor. 1 — imanes permanentes, 2 — disco ferro-
magnético del estator, 3 — polo del estator, 4 — bobina del
estator. . . . . . L oL 21



INDICE DE FIGURAS

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.
2.19.
2.20.

2.21.
2.22.
2.23.
2.24.
2.25.
2.26.
2.27.

2.28.
2.29.

2.30.
2.31.
2.32.

3.1.

3.2.

3.3.

Geometria para el calculo del Coeficiente de Carter en una
maquina con rotor de imanes permanentes y estator ranurado
segin la ecuacion (2.2). . . . . . ..o 21
Formas de bobinas para un estator de una méquina de flujo
axial sin nucleo: a) bobina trapezoidal, b) bobina romboidal [3] 23
Maquina brushless de flujo axial e imanes permanentes multi-
etapa de tres etapas, con tres estatores sin nticleo y cuatro
rotores de imanes permanentes. 1 — bobinado del estator,

2 — rotor, 3 — carcasa, 4 — rodamiento, 5 — eje. . . . . . . . 24
Motor axial brushles de imanes permanentes y flujo axial con

estator liso y rotores externos . . . . .. .. ... 25
Fases en el mecanizado de las ranuras: a) niicleo toroidal liso,

b) nicleo toroidal ranurado, ¢) y d) detalles de ranuras . . . . 27
Configuraciones de maquina axial de doble cara con estator

ranurado: a) Rotor interno; b) Estator interno . . . . . . . .. 28
Trayectoria cerrada en la superficie de separacion de dos medios 40
Caja cilindrica en la superficie de separaciéon de dos medios . . 41
Vectores campo magnético a ambos lados de la superficie de

SEPAraciOn . . . . . . ... e e e 43
Corte de una maquina de polos salientes . . . . . . ... ... 57
Dinamo de Gramme con bobinado anular . . . . . . ... ... 57
Bobinado en tambor de una maquina de flujo radial . . . . . . 58
Espira y bobina, con sus partes: 1) Lados activos y 2) Cabezas 59
Bobina con un paso de bobina de 4 ranuras. . . . . ... ... 59
Bobinados de 1 capayde2capas . . . . ... ......... 60
Iman libre de girar en el interior de un anillo: a) anillo liso;

b)anillo con dos polos . . . . . .. ... L 61
Par que experimenta el imén en las figura 2.27 . . . . . . . .. 61
Maquina de 4 polos y 12 ranuras. a) Ranuras rectas b) Ranuras

semicerradas (o con "zapatos") . ... ... L 62
Maquina de 4 polos y 15 ranuras . . . . . . . . ... .. ... 63
Ranuras del estator inclinadas . . . . . . ... .. ... .. .. 64
Dientes con bifurcaciones . . . . . . . .. ... 64

Region rectangular con un lado a un potencial ¢, = V| y los

otros tres lados a un potencial nulo . . . . .. ... ... ... 72
Ranurado doble idéntico cuando las ranuras estan justo unas
enfrente de laotras. . . . . . . .. ... oL 75

Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
enlafigura (3.2). . . . ... 75



INDICE DE FIGURAS X1

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

4.1.
4.2.

4.3.

4.4.
4.5.

4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.

4.11.
4.12.

Aplicacion del principio de superposicion en la resoluciéon de
problemas con varias condiciones de contorno no nulas . . . . 77
Valores del potencial magnético escalar de ambas regiones ¢!
y oI para el ejemplo numeérico tal que s = 4 mm, t = 8 mm,

g=3mmyh=7mm. .. ... ... .. ... .. ... 83
Entrehierro de un motor trifasico de imanes permanentes. . . . 83
Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
enlafigura3.6 . . ... .. ... oL 84
Region I: El potencial en esta region lo obtenemos por super-
posicion del caso#1 y del caso#4. . . . . . . . ... ... ... 86
Region I1: El potencial en esta region lo obtenemos por super-
posicion del caso#1, del caso#12 y del caso#13. . . . . . . .. 87
Region III: El potencial en esta region lo obtenemos por su-
perposicion del caso#1, del caso#4 y del caso#5. . . . . . .. 88
Region IV: El potencial en esta region lo obtenemos por su-
perposicion del caso#3 y del caso#11. . . . . .. . ... ... 89
Valores del potencial magnético escalar en la zona estudiada

para valores de las dimensiones del problema de s = 6 mm,

t=7Tmm,g=bmmyh=11mm. . .............. 98
Vista general de la maquina objeto de estudio . . . . . .. .. 100
Rotor interno de la maquina, formado por ocho imanes con
magnetizacion axial. . . .. ..o o000 100
Mitad de la geometria: a) Partes activas y no activas; b) Solo
partes magnéticamente activas . . . . . ... ... 101
Mitad de la maquina: Simetria y periodicidades . . . . . . .. 102
Condiciones de periodicidad: a) Condicion periodica o ciclica;
b) Condicion anti-periodica o anti-ciclica . . . . . . ... ... 102
Modelo resultante al aplicar simetria y periodicidad anti-ciclica.103
Principio del modelo cuasi-3D . . . . . .. .. ... ... ... 104
Modelo en dos dimensiones: a) Coordenas cilindricas. b) Coor-
denadas cartesianas. . . . . . .. . .. ... 105
Geometria del modelo en dos dimensiones en coordenadas car-
tesianas. . . . . .. L. L 106
Maquina lisa obtenida al considerar el ranurado a través del

entrehierro efectivo y el coeficiente de Carter. . . . . . .. .. 107
Geometria equivalente a la de la figura 4.10 con entreiman recto.108
Geometria considerada en la simulacion por elementos finitos:
a) Modelo con nervios oblicuos. b) Modelo con nervios rectos
(entreiman) . . . . . . ... 109



XI11 INDICE DE FIGURAS
4.13. Elementos de superficie del mallado realizado: a) Modelo con
nervios oblicuos. b) Modelo con nervios rectos (entreiman) . . 110
4.14. Distribuciéon del potencial magnético escalar en la superfice
del rétor para las diferentes geometrias estudiadas. . . . . . . 111
4.15. Distancia Ly y la distancia Ly con peso en funcién del valor
del entreiman en escala logaritmica. . . . . . . ... ... ... 113
4.16. Variacion del potencial escalar en la superficie del iman pa-
ra la geometria con nervios oblicuos y para la geometria con
entreiman recto de 5 milimetros. . . . . . . .. ... ... ... 114
4.17. Problema de campo para la maquina lisa, donde podemos dis-
tinguir cuatro regiones: Iman (7), entreimén 1 (E}), entreimén
2 (Ey) y entrehierro (G) . . . .. ..o o 115
4.18. Perfil de magnetizacion . . . . . . . .. ..o 124
4.19. Geometria con dos zonas . . . . . . ... . ... ... ... 124
4.20. Potencial magnético escalar (entreiman: 5 mm) . . . . .. .. 129
4.21. Componente z de la induccion (entreiman: 5 mm) . . . . . . . 129
4.22. Componente y de la inducciéon (entreimén: 5 mm) . . . . . . . 129
4.23. Variacion del potencial escalar en la superficie del iman para
diferentes valores del entreiméan. . . . . . . .. ... ... ... 130
4.24. Variacion de la componente x de la induccién en la superficie
del iman para diferentes valores del entreiméan. . . . . . . . . . 132
4.25. Variacion de la componente y de la induccion en la superficie
del iman para diferentes valores del entreimén. . . . . . . . . . 132
4.26. Variacion de la componente y de la induccion en la superficie
del estator para diferentes valores del entreiman. . . . . . . . . 134
4.27. Comparativa de los resultados obtenidos del potencial escalar
en la superficie del iman en funcién del entreimén . . . . . . . 136
4.28. Comparativa de los resultados obtenidos de la componente x
de la induccion en la superficie del iméan en funcion del entreiman138
4.29. Comparativa de los resultados obtenidos de la componente y
de la induccion en la superficie del iméan en funcion del entreiman138
4.30. Comparativa de los resultados obtenidos del potencial escalar
en la superficie del estator en funciéon del entreiman . . . . . . 139
4.31. Comparativa de los resultados para la componente x de la
induccién en la superficie del estator en funciéon del entreiman 140
4.32. Comparativa de los resultados para la componente y de la
induccion en la superficie del estator en funcién del entreiman 141
4.33. Variacion del potencial escalar en la superficie del iman (en-
treimdn nulo) . . . ... Lo 143
4.34. Geometria: a)Sin banda de desmagnetizacion. b) Con banda

de desmagnetizacion . . . . . . . ... 144



INDICE DE FIGURAS X111

4.35
4.36
4.37

4.38.

4.39.

4.40.

4.41.

4.42.

o.1.
2.2,
5.3.
0.4
2.5.
2.6.
2.7.
5.8.

2.9.

5.10.

5.11.

5.12.

. Funcion y = tanh(c - ) para diferentes valores del parametro ¢ 145

. Geometria del problema y detalle de la zona a estudiar . . . . 146
. Planteamiento del problema de potencial para el area elegida
delafigura4.36 . . . . . .. .. ..o 147
Region I el potencial lo obtendremos por superposicion del
caso#4 y del caso#12 . . . . . .. ..o 148
Region II: el potencial lo obtenemos por superposicion del ca-
so#3 ydel caso#7 . ... 149

Potencial escalar en la region estudiada. Valores de los parame-
tros: V, = 3318.52Av, ¢’ = 5.3370mm, 7, = 69mm, a = 25mm
ye=05. . 152
Variacion del potencial escalar en la superficie del estator (y =
0) y en la superficie del imén (y = ¢') para el ejemplo numérico
considerado. . . . . . . . . ... 153
Variacion del potencial magnético en la superficie del iman ob-
tenidas mediante la formulacién propuesta y con el modelo de
la banda de desmagnetizacion para ¢ = 0.16 y para diferentes
valoresde a. . . . . . ..o 154

Geometria de la maquina con ranuras . . . . . . . . .. .. .. 158
Casos a considerar segiin las posicion del rotor respecto de las
ranuras del estator: a) Caso Diente Parcial. b) Caso Ranura
Completa. ¢) Caso Ranura Parcial. d) Caso Diente Completo . 159
Caso Diente Parcial: El principio del polo esta situado debajo

de un diente del ranurado. . . . . . .. ... oo 162
Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
enlafigura53 . . .. ... Lo 163
Funciones del perfil de magnetizacion para z =0.25 . . . . . . 166
Funciones del perfil de magnetizacion para 2 =0.5. . . . . . . 166
Funciones del perfil de magnetizacion para z =0.75 . . . . . . 167
Region I. El potencial en esta regiéon lo obtenemos por super-
posicion del caso#4, del caso#5 y del caso#12. . . . . . . .. 170
Region 1. El potencial en esta region lo obtenemos a partir del
caso#10, del caso#11 y del caso#12. . . . . . ... ... ... 171
Region III. El potencial en esta region lo obtenemos a partir
de la Regiéon I del caso actual. . . . . . . ... ... ... ... 172
Region IV. El potencial en esta region lo obtenemos por su-
perposicion de los casos #1, #10y #11. . . . . . . .. .. .. 173

Regiéon V. El potencial en esta region lo obtenemos a partir
de la expresion del potencial de la Region I del caso actual. . . 174



X1V INDICE DE FIGURAS
5.13. Region 1. El potencial en esta region lo obtenemos a partir del
potencial de la Region II del caso actual. . . . . ... .. ... 174
5.14. Region VII. El potencial en esta regiéon lo obtenemos a partir
del potencial de la region I del caso presente. . . . . . . . . .. 175
5.15. Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = 5mm, h =
21.mmy 2=0.25. . . .. ..o 192
5.16. Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = dbmm, h =
21.5mmy z=0.5. . . .. 192
5.17. Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.524Av, s = Tmm, t = 16mm, g = 5mm, h =
21.0mmy z =075, . . . .o 193
5.18. Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el
caso Diente Parcial con 2 =0.5. . . . . . ... .. ... .... 194
5.19. Caso Ranura Completa: El principio del polo coincide con el
comienzo de una ranura del ranurado. . . . . . ... ... ... 196
5.20. Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
enlafigura 5.19 . . . . .. oL Lo 197
5.21. Funciones del perfil de magnetizacion para el caso de Ranura
Completa . . .. . . . ... .. 199
5.22. Potencial magnético escalar en el entrehierro de la maquina
para el ejemplo numérico tal que Vy = 3318.52Av, s = Tmm,
t=16mm, g=5mmy h=215mm . . . ... ... ... ... 203
5.23. Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el
caso Ranura Completa. . . . . . . . . ... ... ... ..... 204
5.24. Caso Ranura Parcial: El principio del polo coincide con el co-
mienzo de una ranura del ranurado. . . . . .. ... ... ... 205
5.25. Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
enlafigura 524 . . . .. ... o Lo 207
5.26. Funciones del perfil de magnetizacion para z =0.25 . . . . . . 209
5.27. Funciones del perfil de magnetizacion para z=0.5. . . . . . . 210
5.28. Funciones del perfil de magnetizaciéon para z =0.75 . . . . . . 210
5.29. Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.524Av, s = Tmm, t = 16mm, g = Smm, h =
21.mmy 2=0.25. . . .. ..o 215
5.30. Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que

Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = dbmm, h =
21.bmmy 2z =05, . . ..o 216



INDICE DE FIGURAS XV

5.31.

5.32.

2.33.

5.34.

9.35.

9.36.

2.37.

9.38.

9.39.

5.40.

5.41.

5.42.

5.43.

5.44.

5.45.

Potencial magnético escalar para el ejemplo numeérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = Smm, h =
21.5mmy z=0.75. . . . . .. 216
Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el
caso Ranura Parcial con 2 =0.5.. . . . . ... ... ... ... 217
Caso Diente Completo: El principio del polo coincide con el
comienzo de un diente del ranurado. . . . . . . ... ... ... 218
Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
enlafigura 533 . . . . . ..o 219
Funciones del perfil de magnetizacion para el caso de Diente
Completo . . . . . . . . 221
Potencial magnético escalar en el entrehierro de la maquina
para el ejemplo numeérico tal que Vy = 3318.52Av, s = Tmm,
t=16mm, g=5mmy h=215mm . . .. ... ... .. ... 225

Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el
caso Diente Completo. . . . . . . . .. ... ... ... ..., 226
Geometria considerada en la simulacién por elementos finitos
para la maquina ranurada . . . . . .. . ... ... ... L. 227

Comparativa entre los resultados proporcionados por el Méto-
do de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para
el caso Diente Parcial con z=0.5 . . . . . . ... .. ... ... 228
Comparativa entre los resultados proporcionados por el Méto-
do de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para
el caso Ranura Completa . . . . . . ... ... ... .. .... 228
Comparativa entre los resultados proporcionados por el Méto-
do de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para
el caso Ranura Parcial con z=0.5 . . . . . ... .. ... ... 229
Comparativa entre los resultados proporcionados por el Méto-
do de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para
el caso Diente Completo . . . . . . ... ... ... .. .... 229
Componente x de la induccion en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el caso
Diente Parcial con 2 =0.5. . . . . . .. . ... ... ... ... 236
Componente y de la inducciéon en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el caso
Diente Parcial con 2 =0.5. . . . . . .. .. .. ... ... ... 236
Componente z de la induccion en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Diente Parcial con z = 0.5.237



XVI

INDICE DE FIGURAS

5.46

0.47.

5.48.

5.49.

5.50.

5.51.

5.52.

3.93.

5.54.

5.95.

5.56.

5.57.

5.58.

5.99.

. Componente y de la induccion en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Diente Parcial con z = 0.5.238

Componente = de la inducciéon en el medio del entrehierro y
en la superficie del estator para el caso Ranura Completa. . . . 239

Componente y de la induccién en el medio del entrehierro y
en la superficie del estator para el caso Ranura Completa. . . . 240

Componente x de la induccion en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Ranura Parcial con z = 0.5.241

Componente y de la induccion en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Ranura Parcial con z = 0.5.241

Componente = de la inducciéon en el medio del entrehierro y
en la superficie del estator para el caso Diente Completo. . . . 242

Componente y de la induccion en el medio del entrehierro y
en la superficie del estator para el caso Diente Completo. . . . 243

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente Parcial
conz=0.5 . . ... 244

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura Completa244

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura Parcial
conz=0.5 . . .. 245

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente Completo 245

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente Parcial
conz—=0.5 . . .. 247

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura Completa247

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura Parcial
conz=0.5 . . .. Lo 248



INDICE DE FIGURAS XVII

2.60.

5.61.

5.62.

2.63.
5.64.
2.65.
2.66.
2.67.
2.68.
2.69.
2.70.
5.71.
5.72.
5.73.
5.74.
5.75.

5.76.

5.77.

5.78.

2.79.

9.80.

5.81.

5.82.
5.83.

5.84.

Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducciéon por el Método de los Subdominios
y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente Completo 248
Superficies consideradas en el célculo del flujo: Superficie S;

en la region t y superficies S, 52, S? y S% en la region s. . . . 250
Geometria que vamos a considerar para el calculo del flujo que

concatena una bobina. . . . .. .. ... L., 263
Funcién de distribucion para una bobina . . . . . . .. .. .. 264
Posicion 1 . . . . . . . . . 265
Posicion 2 . . . . . . . 269
Posicion 3 . . . . . . . .. 270
Posicion 4 . . . . . . . 272
Posiciobn 5 . . . . . . . . 277
Posicion 6 . . . . . . . .. . 280
Posicion 7 . . . . . .. 283
Posicion 8 . . . . . . . 284
Posicion 9 . . . . . . . ..o 285
Posicion 10 . . . . . . . . ..o 286
Posicion 11 . . . . . . . . .o 287
Regiones correspondientes a las posiciones estudiadas del caso

Diente Parcial (z varia desde 0.5 hasta 0) . . . . .. .. .. .. 289
Regiones correspondientes a todas las posiciones del caso Dien-

te Parcial (z varia desde 0.5 hasta 0) . . . ... ... ... .. 290
Regiones correspondientes a las posiciones estudiadas del caso

Ranura Completa . . . . . . .. .. .. .. ... .. ...... 290
Regiones correspondientes a todas las posiciones del caso Ra-

nura Completa . . . . . . . .. ... ... 291
Regiones correspondientes a las posiciones del caso Ranura

Parcial . . . . . . . . . .. 291
Regiones correspondientes a las posiciones del caso Diente

Completo . . . . . . . . .. 292
Regiones correspondientes a las posiciones del caso Diente Par-

cial (z desde 1 hasta 0.5) . . . ... .. ... ... ... ..., 293

Flujo concatenado por la bobina en un par de polos en mWb . 294
Geometria considerada en la simulacién por elementos finitos
para la maquina ranurada con bobina . . . . . . .. .. .. .. 295
Comparativa entre los resultados proporcionados para el flujo
concatenado por una bobina de paso de bobina tres ranuras
por el Método de los Subdominios y los obtenidos por Elemen-
tos Finitos a lo largo de un par de polos . . . . . . .. .. .. 295



XVIII INDICE DE FIGURAS
5.85. Fuerza electromotriz inducida y flujo concatenado por la bo-
bina en un par de polos obtenidos analiticamente . . . . . . . 298
5.86. Comparacion entre los valores de fuerza electromotriz induci-
da en un par de polos obtenidos analiticamente y mediante
elementos finitos . . . . . ... L L L 299
5.87. Superficie cerrada de integracion que rodea a un par de polos . 302
5.88. Superficie de integracion Sg . . . . . . ..o 305
5.89. Par de reluctancia de la maquina en un paso de ranura (resul-
tados analiticos) . . . . . ... Lo Lo L 318
5.90. Comparacion entre los valores del par de reluctancia obtenidos
analiticamente y mediante elementos finitos . . . . . .. ... 319
5.91. Comparacion entre los valores de la componente tangencial de
la fuerza obtenidos analiticamente y mediante elementos finitos 321
5.92. Variacion con el radio de las componentes normal y tangencial
de la induccién . . . . ... 322
5.93. Aproximacién de la superficie de integracion: superficie origi-
nal (en verde), paralelogramo del arco (en azul) y paralelogra-
mo de la cuerda (en rojo) . . . ... L 323
5.94. Valores del par de reluctancia hallados por la formulacion pro-
puesta, la formulacion propuesta corregidos y elementos finitos. 324
5.95. Valores de la distancia L2 y de su logaritmo neperiano exis-
tentes entre los valores analiticos y los de simulacion . . . . . . 325
5.96. Resultados obtenidos para la geometria con incremento en la
anchura de laranura . . . . ... ... ... ... ....... 326
5.97. Resultados obtenidos para la geometria con incremento en el
espesor del entrehierro . . . . . . ... ... L. 326
5.98. Resultados obtenidos en la geometria con incremento en las
dimesiones radiales . . . . . . ... ... ... 0L 327
5.99. Comparativa del par de reluctancia analitico y por elementos
finitos tomando s como parametro. . . . . . .. ... ... L. 328
5.100Comparativa del par de reluctancia analitico y por elementos
finitos tomando g como pardmetro . . . . .. .. .. ... .. 329
5.101Comparativa del par de reluctancia analitico y por elementos
finitos tomando A como pardmetro . . . ... .. ... .. .. 330
6.1. Principio del modelo cuasi-3D para 5 laminas . . . . . .. .. 334
6.2. Comparacion entre los valores del flujo concatenado por la bo-

bina por el modelo cuasi-3D para diferente niimero de laminas
y por elementos finitos . . . . .. .. ..o 337



INDICE DE FIGURAS

XIX
6.3. Comparacion entre los valores de la fuerza electromotriz indu-
cida obtenidos por el modelo cuasi-3D para diferente nimero
de laminas y por elementos finitos . . . . . . .. .. ... ... 338
6.4. Comparacion entre los valores del par de reluctancia obtenidos
por el modelo cuasi-3D para diferente nimero de laminas y por
elementos finitos . . . . . ... L L 339
7.1. Rotor del prototipo construido: a) Estrella central. b)Rotor en
SU COMJUOtO . . . ... 342
7.2. Estator del prototipo: a)Vista frontal. b)Vista lateral . . . . . 343
7.3. Conjunto de la méquina: a) Inicio del proceso de montaje. b)
Montaje finalizado . . . . . .. .. ... oo 343
7.4. Esquema del banco de ensayos dinamométricos . . . . . . . . . 345
7.5. Control Unidrive (a) y servomotor Unimotor (b) . . . . . . .. 346
7.6. Medidor de par Lebow . . . . . .. .. ... L. 348
7.7. Carga electronica Agilent Technologies . . . . . . . .. .. .. 348
7.8. Vista general del banco de ensayos dinamométricos . . . . . . 350
7.9. Medida de la f.e.m.i. en la maquina (estatores coenctados en
SETIE) . . e 351
7.10. Comparacion entre los valores de f.e.m.i. obtenidos por el mé-
todo analitico, mediante elementos finitos y medidos en el pro-
totipo ensayado. . . . . . . ... ... 352
7.11. Par de reluctancia medido al mover el prototipo con el servo-
motor. . . . .. 354
7.12. Acoplamientos del banco de ensayos: a) Acoplamiento elastico.
b)Acoplamiento rigido modificado . . . . . . ... ... 355
7.13. Procedimiento empleado en la medida del par de reluctancia . 356
7.14. Par de reluctancia medido en el banco de ensayos: a) Valores
instantaneos. b) Ajuste polinomico . . .. .. ... ... .. 357
7.15. Comparacion entre los valores del par de reluctancia obtenidos
por el método analitico, mediante elementos finitos y medidos
en el prototipo ensayado. . . . . . ... .. ... L. 358
B.1. Extension periodica de f(z) =32z . .. .. ... ... ... .. 385
B.2. Funcion f(z) y su extension impar . . . . ... ... ... .. 387
C.1. Region rectangular con potencial uniforme en en lado superior 390
C.2. Fraccion de la region rectangular con simetriaen x =0 . . . . 391
C.3. Fraccion de la region rectangular con simetriaen z =a . . . . 393
C.4. Region rectangular donde el potencial del lado # = a varifa con
la posicién . . . . . L 396



XX INDICE DE FIGURAS
C.5. Region rectangular donde el potencial del lado x = 0 varia con
laposicion . . . . . . ... 399
C.6. Region rectangular de anchura 2a donde el potencial del lado
x =avarfa con la posicion . . . . ... ... 400
C.7. Regioén rectangular de anchura 2a donde el potencial del lado
x = —a varfa con la posicién . . . . . ... ... 402
C.8. Fraccion de la region rectangular con simetria en x = 0 y
potencial dependiente de la posicibonen z=a . . . ... ... 403
C.9. Fraccion de la region rectangular con un potencial dependiente

de la posiciéon en x =0 y simetriaenx =a . . . . . . . . . .. 406

C.10.Regién rectangular en la que se divide uno de los lados en

dos partes y se aplica a cada una de las partes una funcién
de potencial distinta. Ademaés, se mantienen otros dos lados a
potencial cero y el cuarto lado es un eje de simetria. . . . . . . 407

C.11.Region rectangular en la que se divide el lado de x = 0 en

dos partes y se aplica a cada una de las partes una funciéon
de potencial distinta. Ademas, se mantienen otros dos lados
a potencial cero y el cuarto lado (el de x = a) es un eje de
simetria. . . . . . . ... 416

C.12.Regitén rectangular en la que se divide uno de los lados en dos

partes y se aplica a cada una de las partes una funcién de
potencial distinta. Ademas, se mantienen los otros tres lados
a potencial cero. . . . . . . ... Lo 420

C.13.Region rectangular en la que se divide uno de los lados en dos

partes y se aplica a cada una de las partes una funcién de
potencial distinta. Ademaés, se mantienen los otros tres lados

a potencial cero. . . . . . . .. ... 424
C.14.Regién rectangular con variacion del potencial proporcional a

una funcion arbitraria impar . . . . . ... ... 425
C.15.Potencial escalar con finper(z) = V, - tanh(cz), a = 5mm,

b=bmm,c=1yV,=1Av. . . . .. ... ... ... ..... 428
D.1. Region I. El potencial en esta regiéon lo obtenemos a partir del

caso#10, del caso#11 y del caso#12. . . . . . . . . ... ... 430
D.2. Region II. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

de los casos #4, #5y #12. . . . . . ... 431
D.3. Region III. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

del caso#1, del caso#10 y del caso#11.. . . . . . . . ... .. 432
D.4. Region IV. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

del caso#1, del caso#4 y del caso#5. . . . . . . . . ... ... 432



INDICE DE FIGURAS XXI

D.5. Region V. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

del potencial de la region I del caso actual. . . . . . .. .. .. 433
D.6. Region VI. El potencial en esta region lo obtenemos a partir
del potencial de la region II del caso actual. . . . . .. .. .. 434

E.1. Region 1. El potencial en esta region lo obtenemos a partir del

caso#H, del caso#10 y del caso#12. . . . . . . . . . .. . ... 462
E.2. Region II. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

de los casos #4, #by #12. . . . . .. ... .. 463
E.3. Region III. El potencial en esta regiéon lo obtenemos a partir

de la expresion del potencial de la region I del caso actual. . . 463
E.4. Region IV. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

del caso#1, del caso#4 y del caso#5. . . . . . ... ... ... 464
E.5. Region V. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

del potencial de la region I del caso actual. . . . . . .. .. .. 465
E.6. Region VI. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

del potencial de la region II del caso actual. . . . . .. .. .. 466
E.7. Region VII. El potencial en esta region lo obtenemos por su-

perposicion del caso#4, del caso#11 y del caso#12. . . . . . . 467
F.1. Region L. El potencial en esta region lo obtenemos a partir de

la Region I del caso Diente Parcial. . . . . .. ... .. .. .. 498
F.2. Region II. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

de la Region II del caso Diente Parcial. . . . . . .. .. .. .. 499
F.3. Region III. El potencial en esta regiéon lo obtenemos a partir

de la Region IV del caso Ranura Completa. . . . . . . . . . .. 500
F.4. Region IV. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

de la Region IV del caso Diente Parcial. . . . . .. ... ... 500
F.5. Region V. El potencial en esta region lo obtenemos a partir

de la Region I del caso actual. . . . . . .. ... ... .. .. 502

F.6. Region VI. El potencial en esta region lo obtenemos a partir
de la Region IT del caso actual. . . . . . ... ... ... ... 502






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

En el ano 1999 y después de conversaciones mantenidas con Iberdrola,
firmamos un contrato para desarrollar el generador eléctrico de una pequena
méquina edlica de 10 kW de potencia. Simultaneamente, obtuvimos un pro-
yecto del Ministerio de Educacion con el mismo proposito.

Dentro de los diferentes tipos de generadores eléctricos, decidimos desa-
rrollar uno de imanes permanentes y flujo axial. Las razones que motivaron
esta eleccion fueron varias, siendo las méas destacadas las siguientes:

= Las maquinas de imanes permanentes, al no necesitar alimentar ningin
circuito de excitacion en el rétor, no poseen ningin contacto con el
rotor de la maquina, simplificando su disefio y mantenimiento, siendo
la opcion mas empleada en méquinas edlicas de pequena potencia.

= Las méaquinas de flujo axial permiten acomodar un elevado niimero de
polos, siendo maquinas que giran a velocidades bajas. La generacion
eolica también se produce a bajas velocidades de giro; el empleo de un
generador de flujo axial, permite acoplar muy bien los dos sistemas, no
siendo necesario la instalacion de una multiplicadora.

= Por aquellos anos, uno de los sectores en los que pensdbamos que po-
diamos entrar era en el diseno de vehiculo eléctricos con motores en
rueda. Las maquinas de flujo axial tienen una geometria que se adapta
perfectamente a esta idea. Si a ello le anadimos una elevada densidad
de par, estas méquinas son una opcién excelente para esta aplicacion.

= Por dltimo, también tuvimos en cuenta factores relacionados con la
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investigacion cientifica. Las méaquinas de flujo axial e imanes perma-
nentes eran maquinas poco conocidas, siendo las mas empleadas las de
flujo radial.

Una vez seleccionado el tipo de generador eléctrico, es necesario conocer
la distribucion del campo electromagnético en su interior, siendo éste un paso
importante para un diseno adecuado. Existen numerosas técnicas que permi-
ten modelar o predecir la distribucion del campo magnético en estructuras
electromagnéticas, pudiéndolas clasificar en:

= Técnicas analiticas: Las técnicas analiticas proporcionan una expresion
directa de la magnitud del campo magnético o de su distribucion, re-
solviendo las ecuaciones de Maxwell. Destacan las siguientes técnicas:

e Modelo de carga,
e Modelo de corriente y

e Circuitos magnéticos equivalentes.

= Técnicas semi-analiticas: Las técnicas semi-analiticas, lo mismo que
las analiticas, consideran la resoluciéon directa de las ecuaciones del
problema (ecuaciones de Maxwell), pero requieren de la integracion
numeérica o del sumatorio de la expresion analitica obtenida. Dentro de
esta categoria, podemos mencionar:

e Método de los subdominios,
e Método de las imagenes y

e Transformacion conforme de Schwarz-Christoffel.

» Técnicas numéricas: Las técnicas numéricas realizan una discretizacion
de toda la goemetria y/o de su contorno. Las més importantes son:

e Métodos por Elementos Finitos (si solo se discretiza el contorno es-
te técnica se conoce como “Método de los elementos de contorno”)

y
e Método de las diferencias finitas.

En general, cada tipo de problema posee su técnica 6ptima, ya que, ademés
de la exactitud de los resultados obtenidos, el tiempo de célculo es un parame-
tro a tener en cuenta. Un gran nimero de las técnicas mencionadas (circuitos
magnéticos, transformacion conforme, método de los elementos finitos y mé-
todo de las diferencias finitas) requieren de una discretizacion (mallado) de
la geometria previa al cdlculo de la distribuciéon del campo electromagnético;
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posteriormente, solo se obtiene una solucién en los puntos predefinidos. Un
aumento en la densidad del mallado, mejora la exactitud de los resultados
obtenidos, aunque implica un aumento del tiempo de calculo. Por otro lado,
para realizar una buena discretizacion de la geometria, es necesario tener un
conocimiento previo o cierta experiencia en esta tarea. En estructuras sin nu-
cleos de alta permeabilidad, o en maquinas con un entrehierro muy pequeno
0 con un gran tamano, estos métodos plantean serios problemas debido a la
necesaria alta densidad del mallado o al gran tamano del modelo. Por otro
lado, para el cadlculo numérico o analitico de parametros secundarios, como la
fuerza, la fuerza electromotriz, la inductancia o el par electromagnético, s6lo
es necesario el conocimiento del campo en unos puntos o “lineas” determina-
das. Los métodos numeéricos requieren el conocimiento del campo en todos
los puntos de la geometria mallada con el fin de poder hallar estos parame-
tros secundarios. Por lo tanto, seria preferible el disponer de soluciones con
un “mallado-libre”, ya que se reduciria drasticamente el tiempo de calculo y,
en determinados problemas, incluso proporcionan expresiones analiticas que
permiten ilustrar las dependencias existentes entre los parametros geométri-
cos v las propiedades de los materiales.

El método de los subdominios, también conocida como técnica de ar-
monicos o técnica basada en el Andlisis de Fourier, divide la geometria a
estudiar en regiones lo suficientemente sencillas, denominadas subdominios,
en las que resuelven directamente las ecuaciones de Maxwell en magnetosté-
tica (las cuales se reducen a la ecuacion de Laplace en las regiones de aire y
a la ecuacion de Poisson en las regiones donde existen imanes o corrientes)
y obtiene la distribucion del campo aplicando las condiciones de contorno en
las fronteras entre los subdominios. Originariamente, este método s6lo con-
sideraba corrientes de longitud infinita, situadas arbitrariamente entre dos
superficies de hierro paralelas o concéntricas. Posteriormente, se extendioé a
regiones que poseian imanes, al ser reemplazados éstos por una distribuciéon
equivalente de corrientes. Esta técnica se puede aplicar en cualquier geome-
tria sea una maquina lisa o una méquina ranurada. La ausencia de ranuras
simplifica en gran medida la geometria, la cual se subdivide en un ntmero
pequeno de subdominios (normalmente dos o tres). Sin embargo, es en las
méquinas con ranuras y como consecuencia de la complejidad de la geome-
tria, donde el método de los subdominios cobra especial relevancia y donde
es empleada por mayor nimero de autores, tanto para maquinas de flujo ra-
dial, axial, tubulares y con otras topologias. La principal desventaja de este
método es que no se pueden considerar formas irregulares en el hierro y que
los imanes deben tener una forma geométrica simple y una magnetizacion
también simple. Recientemente, varias publicaciones extienden este método
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considerando problemas especificos en diversos sistemas de coordenadas.

1.2. Objeto del trabajo

En el contexto indicado, en el desarrollo de la Tesis, se realizara un estudio
del campo magnético en vacio en el entrehierro de una méquina eléctrica de
imanes permanentes de flujo axial, mediante el método de los subdominios.
A partir de este campo se calcularan el resto de variables electromecénicas,
como fuerza electromotriz inducida y par de reluctancia.

Una vez obtenidos los resultados para la maquina definida, se compararan
los resultados obtenidos, con los proporcionados mediante el Método de los
Elementos finitos. Para ello se dispone del software comercial FLUX3D, que
permite calcular las mismas variables que las obtenidas por el Método de los
Subdominios.

Finalmente, se compararan los resultados obtenidos con las medidas de
un ensayo de un prototipo de generador eléctrico de imanes permanentes de
flujo axial, para poder comprobar la validez del modelo.

1.3. Estructura de la Memoria de Tesis

Este trabajo esta dividido en siete capitulos y cinco apéndices:

= El capitulo primero, Introduccion, recoge el planteamiento y los objeti-
vos de la tesis.

= El capitulo segundo, denominado Conceptos previos, establecen el mar-
co en el que se sitia esta tesis doctoral, desde tres vertientes:

e El generador eléctrico: Las maquinas de flujo axial e imanes per-
manentes seran los dispositivos en los que desarrollaremos nuestro
estudio. Por ello, vamos a centrar esta topologia dentro de las
maquinas eléctricas.

e Antecedentes: El Método de los Subdominios sera la técnica que
emplearemos para realizar nuestro trabajo pero, no es la tnica.
En este punto repasaremos las principales herramientas empleada
en el estudio del campo magnético en maquinas eléctricas.

e Base tedrica: El electromagnetismo es el fenémeno que va a pro-
vocar el funcionamiento de nuestra maquina. Sus magnitudes y
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las ecuaciones que las relacionan, seran fundamentales en nuestro
trabajo, siendo necesario un pequeno repaso. En capitulos poste-
riores, haremos frecuentes referencias a este apartado.

= En el capitulo tercero explicamos el Método de los Subdominios con
ejemplos sencillos, por lo que le dedicamos este capitulo. E1 Método de
los Subdominios es la herramienta fundamental de nuestro trabajo de
tesis. Por ello, el dedicarle un capitulo a su conocimiento nos parece
una buena idea.

= El cuarto, el quinto y el sexto capitulo podrian haberse agrupado en
un solo pero, dada la extension que tendria, hemos preferido dividirlo
en los tres mencionados.

El capitulo cuarto esta dedicado a presentar en detalle la maquina en
la que vamos a aplicar el Método de los Subdominios. Se trata de una
méquina tridimensional y con ranuras, pero la aproximaremos por una
méquina bidimensional y lisa para poder determinar algunos parame-
tros de su topologia como son el entreiman equivalente, el valor del
potencial magnético escalar en la superficie del iman y la anchura de
la banda de desmagetizaciéon de los imanes.

Una vez definidos estos parametros entramos en el capitulo quinto,
(Mdquina ranurada), que es el nicleo de todo el trabajo de tesis. En
este capitulo y a través de lo que denominamos ‘ "casos” vamos a poder
estudiar nuestra maquina mediante un modelo en dos dimensiones y se-
gln sea la posicion relativa del iman respecto de las ranuras del estator.
Es en esta capitulo donde hallaremos las expresiones de las principa-
les magnitudes magnéticas de nuestra maquina, tales como potencial
magnético escalar, componentes de la induccién, expresiones del flujo
magnético a través de determinadas superficies y del que concatena una
bobina tipo, fuerza electromotriz inducida y par de reluctancia.

Como nuestra maquina es tridimensional, es necesario pasar de un mo-
delo en dos dimensiones a otro en tres dimensiones. En el capitulo sexto
realizamos este paso.

» La forma de poder validar nuestro modelo es comparando los resulta-
dos tedricos con los obtenido en el laboratorio. En el capitulo séptimo
describimos el prototipo construido, el banco de ensayos donde realiza-
remos las medidas y los resultados obtenidos de éstas, comparandolas
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con los valores hallados por la técnica analitica y los proporcionados de
un software de simulaciéon por elementos finitos.

El dltimo capitulo esta dedicado a las conclusiones; en él, reflejamos
los aspectos mas destacados del trabajo realizado.

En los cinco apéndices que siguen al tltimo capitulo se recoge informa-
cion que no es esencial para una primera lectura del trabajo realizado,
pero que resulta importante para un estudio méas detallado del mismo.
De esta forma, mediante el empleo de los apéndices, pretendemos que la
lectura de la tesis no resulte una tarea pesada pero que en la memoria
se refleje todo el trabajo realizado.



Capitulo 2

Conceptos previos

2.1. MaAquinas de imanes permanentes

Las maquinas de imanes permanentes se pueden clasificar atendiendo a
diversos criterios:

= Segun el camino seguido por el flujo magnético: maquinas de flujo ra-
dial, axial o transversal.

= Segiin la disposicion de los imanes: maquinas de imanes superficiales o
de flujo concentrado.

= Segln la presencia o no de ranuras: maquinas ranuradas o méquinas
lisas.

Nosotros vamos a clasificar las maquinas segiin el camino seguido por el flujo.

2.1.1. MaAquinas de flujo radial

En las maquinas de flujo radial, el flujo magnético esta en la direccion
radial y es originado por imanes que estan magnetizados radialmente (figura
2.1). La disposicion con un rotor interno es la méas empleada, aunque existen
disenos con el rotor externo. Una gran parte de los generadores edlicos de
baja velocidad son maquinas de flujo radial, debido a su sencillo diseno,
economia de fabricacion y amplio rango de operacion. La forma més sencilla
de construir una méquina radial con un nimero elevado de polos es pegando
imanes en la superficie del rotor. En estas maquinas, la longitud del estator y
la longitud radial del entrehierro pueden elegirse uno independientemente del
otro, pudiéndose fabricar maquinas con un didmetro pequeno y un estator
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Figura 2.1: Diferentes tipos de maquinas de flujo radial [1]

largo.

La maquina radial con imanes permanentes presenta, en comparacion con
la maquina radial con excitacion eléctrica, una mayor densidad de par. En
contra, la presencia de los imanes hace mas dificil su ensamblaje y la estruc-
tura debe ser méas fuerte, sobre todo en méaquinas grandes. Estas maquinas
han sido ampliamente utilizadas y estudiadas, tanto desde un punto de vista
mecanico como electromagnético, siendo dificil mejorar su diseno.

Existen principalmente dos tipos de maquinas de flujo radial (figura 2.2):
méquinas de flujo radial con ranuras e imanes en superficie y maquinas de
flujo radial con ranuras e imanes enterrados (también denominados estos ulti-
mos de concentracion de flujo). La manera mas sencilla de construir un rotor
con un namero elevado de polos es colocando los imanes sobre la superficie
del nicleo del rotor. No obstante, es necesario emplear imanes permanentes
de alta energia (tales como los de Neodimio-Boro-Hierro) para lograr una
densidad de flujo aceptable en el entrehierro. Estos imanes son muy caros
por lo que deben de usarse de una forma efectiva. Si los imanes se fijan al
rotor pegandolos, la velocidad de rotacion debe limitarse para que la fuerza
centrifuga sea inferior a la fuerza de fijacion del pegamento. A veces, con el
fin de mejorar la rigidez mecénica del rotor, se anade una banda alrededor del
rotor. Esta banda puede ser un cilindro de fibra de vidrio o de acero inoxida-
ble. En el primer caso, la fibra de vidrio es aislante térmico, aumentando los
problemas para ventilar el rotor. Si la cinta es de acero inoxidable, aparecen
problemas de corrientes de Foucault como consecuencia del ranurado y del
contenido en harmonicos de la corriente suministrada. Se pueden emplear
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disenos especiales que proporcionan una densidad de flujo en el entrehierro
senoidal asi como una protecciéon mecanica a los imanes (figura 2.2c)).

Id Id Id
q q q
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Figura 2.2: Maquinas de flujo radial con ranuras a) imanes en superficie
b)imanes interiores, c¢)imanes en superficie con polos con zapatos, d)-f) ima-
nes enterrados

En el caso de maquinas con imanes enterrados, el material empleado son
ferritas, mucho més baratas que los imanes de tierras raras, aunque su en-
samblaje es méas complicado y caro. Como las ferritas son imanes de baja
energia, es necesario emplear mucho mas material, aumentando el peso del
rotor. En comparacién con las maquinas con imanes en superficie, el hecho
de enterrar los imanes presenta una serie de ventajas. Los imanes tienen for-
ma de paralelepipedo rectangular, siendo mas sencillos de fabricar. No hay
problemas a la hora de fijar los imanes, permitiéndose mayores velocidades
de giro sin necesidad de usar anillos de refuerzo. Es posible obtener una den-
sidad de flujo en el entrehierro casi senoidal y un bajo par de reluctancia,
mejorando la calidad del par proporcionado por la maquina. Al estar los
imanes enterrados, se reduce el riesgo de desmagnetizacién y no es necesa-
rio una proteccion contra impactos mecanicos, desgaste o corrosion. Como
desventajas, ademas de la mayor complejidad en el montaje, ya mencionada
anteriormente, este diseno posee un flujo de dispersiéon bastante mas elevado
que las maquinas con imanes en superficie, principalmente en los extremos
del rotor. Se puede disminuir dicho flujo, colocando barerras de material ade-
cuado, pero no se llega a los niveles de flujo de dispersion de las maquinas
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con imanes en superficie. Ademas el desmontaje y reciclado de las maquinas
con imanes enterrados es méas dificil, ya que es complicado quitar los imanes
del ntcleo del rotor.

2.1.2. MaAquinas de flujo axial

En las maquinas de flujo axial el flujo magnético se produce en la direc-
cion axial siendo originado por imanes magnetizados axialmente. La figura
2.3 muestra diferentes ejemplos de méquinas de flujo axial: méaquinas lisas,
con ranuras, simples, sin nticleo, etc. Las maquinas de flujo axial tiene las
siguientes ventajas respecto a las de flujo radial:

wikane

Figura 2.3: Maquinas de flujo axial [1]

bobinado sencillo,

pequefio par de reluctancia y bajo ruido (en maquinas lisas),

pequena longitud axial de la méaquina, y

elevada relacion par/volumen.

No obstante, las maquinas de flujo axial también poseen desventajas en
comparacion con las de flujo radial, tales como:

» baja relacion par/peso,

= clevado didmetros externo, gran cantidad de imanes y elevada inesta-
bilidad (en méquinas lisas),
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» dificultades para mantener constante el entrehierro para diAmetros altos
(en maquinas ranuradas), y

= estator dificil de fabricar (en maquinas ranuradas).

En aquellas aplicaciones en las que la reducida longitud axial de la ma-
quina es una condicién, las maquinas de flujo axial son las geometria a tener
en cuenta (es el caso de vehiculo eléctricos con el motor situado en el interior
de la rueda, [4] y [5]). En otras situaciones, dependiendo de si se prefiere
una elevada densidad de par o una reducida relacion coste/par se opta por
un tipo de maquina u otro. En este sentido, en [6] se realiza una compara-
cion entre disenos optimizados de maquinas de flujo radial y de flujo axial,
concluyendo que las maquinas de flujo radial tienen una relacion coste/par
menor que las axiales, pero también una relacion par/volumen menor. En
[7] se realiza una comparacion similar entre méaquinas de flujo radial y de
flujo axial, concluyendo que las méquinas de flujo axial son una opcion muy
atractiva para geometrias muy planas y con un numero elevado de polos. En
esta situacion, las maquinas de flujo axial tienen un par electromagnético
mayor y una densidad de par mayor que las maquinas radiales. En [8] y en
|9] los autores investigan las posibilidades de emplear las maquinas de flujo
axial como generadores portatiles, siendo originado el movimiento de rota-
cion del rotor por una persona. La configuracion de maquina seleccionada
es la de flujo axial en detrimento de la de flujo radial, ya que aquellas tie-
nen una mayor densidad de potencia y una construccion méas compacta que
éstas. Dentro de las diferentes méquinas de flujo axial, se selecciona como
més idénea una maquina de doble entrehierro y lisa, lo que en la literatura
especializada se conoce como maquina 'Torus’; existen numerosos articulos
en los que se describe, estudia y compara este tipo de maquina con otras.
Sirvan de ejemplo los articulos de Spooner, Chalmers et al ([10], [11] y [12])
y los de Caricchi et al (|13] y [14]).

Sitapati y Krishnan en ([15]) comparan una maquina radial convencional
con cuatro axiales (simple ranurada, doble ranurada, simple lisa, y doble
lisa), analizando el volumen, el peso, las pérdidas (tanto en el hierro, en el
cobre y las totales) y la inercia. Concluyen que las méquinas axiales poseen
una mayor densidad de potencia que las radiales pero un menor momento
de inercia. En cuanto a la cantidad de imé&n necesario para producir una
potencia de salida fijada, las maquinas axiales lisas necesitan mas cantidad
de iman que la radial y ésta méas que las axiales ranuradas. En lo referente al
peso de acero, las méquinas axiales necesitan menos acero que las radiales.
Por dltimo y en lo que respecta a las pérdidas, las pérdidas en el cobre de las
maquinas ranuradas (tanto las axiales como la radiales) son similares entre
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si e inferiores a las axiales lisas; las pérdidas en el hierro de las méaquinas
radiales y de las axiales doble son similares y superiores a las de las axiales
sencillas. Debido a que las pérdidas en el cobre son las de mayor cuantia,
el comportamiento de las diferentes topologias en lo referente a las pérdidas
totales es el mismo que en de las pérdidas en el cobre (radiales y axiales
ranuradas similares entre si e inferiores a las axiales lisas).

2.1.3. MaAquinas de flujo transversal

En las méaquinas de flujo transversal, el flujo magnético sigue un camino
perpendicular a la direccién de rotaciéon del rotor. La principal diferencia
entre estas maquinas y las de de flujo radial y axial es que permiten aumentar
el espacio para el bobinado sin disminuir el espacio disponible para el flujo
principal. Ademés pueden disenarse con un paso de polo mucho menor que
en los otros dos tipos. En la figura 2.4 se muestran diferentes maquinas de
flujo transversal.

magnetic flux
winding

Figura 2.4: Ejemplos de maquinas de flujo transversal|l|

Las principales ventajas de las maquinas de flujo transversal comparado
con las de flujo longitudinal son las siguientes:

= mayor densidad de fuerza,
= pérdidas en el cobre muy bajas y
= bobinado sencillo.

El principal inconveniente de estas maquinas radica en su construccion,
ya que ésta es mucho mas complicada que en las maquinas radiales o axiales,
como consecuencia de ser el camino recorrido por el flujo tridimensional (en
los imanes es angular mientras que en los nicleos que lo cierran es radial en
unos tramos y axial en otros). Estos inconvenientes hacen que las méquinas
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de flujo transversal sean menos atractivas.

Dubois et al. en [16] comparan la relacion coste/par de maquinas de flujo
transversal con maquinas de flujo radial, en funcién del espesor del entrehierro
para valores del didmetro exterior entre (0.5 metros y 4 metros. Los resulta-
dos obtenidos muestran que en ambas configuraciones la relaciéon disminuye
al aumentar el diAmetro. Si variamos el entrehierro, en las maquinas de flujo
radial la relacion coste/par depende muy poco del entrehierro, mientras que
en las maquinas transversales esta dependencia es muy fuerte, disminuyendo
la relacién al aumentar el entrehierro. En todos los casos estudiados, la rela-
cion coste/par en las maquinas radiales es superior a la de las transversales,
siendo tanto mas superior cuanto menor es el entrehierro (por ejemplo, para
un entrehierro de 0.5 mm, el ratio coste/par en la radial es 3.5 veces el de la
transversal). En todas las maquinas disefiadas, el rendimiento es el mismo y
se ha fijado en un 92 %.

Por dltimo, citaremos el articulo de Dubois et al ([17]) donde se comparan
diferentes topologias de méaquinas de flujo radial (con imanes en superficie
y con concentracion de flujo), de flujo axial (tanto ranurada como lisa), de
flujo transversal (con cuatro variantes), de reluctancia variable y de reluc-
tancia hibrida, tomando como parametros del estudio la densidad de par y la
relacion coste/par. Respecto a las tres toplogias que nos ocupan, los autores
obtiene los siguientes resultados:

= Las méquinas de flujo radial con imanes en superficie y con concentra-
cion de flujo son similares.

= En comparaciéon con las maquinas de flujo radial, la maquina de flujo
axial lisa (maquina “torus”) tiene el doble de densidad de par pero
también el doble de relacion coste/par, mientras que la axial ranurada
tiene el doble de densidad de par y la mitad de relacion coste/par.

= La maquina de flujo axial interior ranurada tiene un comportamiento
similar a las de flujo transversal.

En base a estos resultados, los autores concluyen que, de las opciones anali-
zadas, dos topologias deben ser consideradas para su aplicacién en maquinas
edlicas sin multiplicadora: las maquinas de flujo transversal y la maquina
axial con ranuras y rotor interno.

De todo lo expuesto anteriormente, centraremos nuestro estudio en las
méaquinas axiales. Veamos cual ha sido su desarrollo a lo largo de la historia
y los diferentes tipos de maquinas de flujo axial.
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2.1.4. Desarrolllo de las maquinas de flujo axial e ima-
nes permanentes

La historia de las méquinas eléctricas muestra que las primeras maquinas
eléctricas que se inventaron fueron maquinas de flujo axial. El primer pro-
totipo que se conoce de una maquina de flujo axial corresponde a Faraday,
quien en 1831 construy6 un generador homopolar, conocido como “Disco de
Faraday”. Est4 formado por un disco conductor situado dentro del campo
magnético originado por un iman en forma de herradura que genera un flujo
en la direccion axial (figura 2.5). Al girar el disco, se induce una pequena
corriente continua, que es llevada a un circuito exterior mediante de dos con-
tactos situados en el eje y en la periferia.

Figura 2.5: Disco de Faraday, primer generador homopolar (1831)

La disposicion en forma de disco también aparece en el disefio realiza-
do por Nicola Tesla quien, en junio de 1889, patent6 el motor asincrono al
cual denominé "motor electro-magnético” [18] (patente de Estados Unidos
n°2405.858 de 25 de junio de 1889). En la figura 2.6 se muestra una vista
lateral de su maquina, donde se puede apreciar que se trata de una maquina
de flujo axial.

A pesar de estos prometedores inicios para las méquinas de flujo axial,
poco después de que Thomas Davenport patentara su discutida maquina de
flujo radial [19] (figura 2.7) (Patente de Estados Unidos n®132, afio 1837,
titulada "Mejora en las méquinas propulsoras por el magnetismo y el electro-
magnetismo”), las maquinas de flujo radial fueron ampliamente empleadas
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Figura 2.6: Motor electro-magnético de Nicola Tesla (1889)

dejando de lado las de flujo axial. Las razones que hicieron que las méqui-
nas de flujo axial perdieran protagonismo en favor de las de flujo radial, las
podemos resumir en los siguientes puntos [2[:

= clevada fuerza de atraccion en la direcciéon axial entre el estator y el
rotor;

» dificultades de fabricacion, tales como la realizacion de las ranuras en
los nticleos laminados;

= elevado coste en la fabricacion de los nicleos laminados del estator;

s dificultad en el montaje de la maquina y en el mantenimiento de la
uniformidad del entrehierro.

Aunque a principios de 1830 comenz6 el empleo de imanes permanentes en las
maquinas eléctricas, la baja calidad de los materiales magnéticos duros pron-
to desanimo6 de su uso. Hubo que esperar hasta 1940 para que las propiedades
de los imanes permanentes mejoraran hasta el punto de ser capaces de com-
petir con los electroimanes, tanto funcional como econémicamente [20]. Se
trata sobre todo de aleaciones de acero y ferritas, empleandose ampliamente
en pequenos motores d.c. En 1970 se produjo un hito de gran importancia: las
propiedades se mejoraron casi diez veces; aparecen los imanes de tierras raras
y por primera vez en la historia, los imanes posibilitaban nuevas soluciones
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Figura 2.7: Maquina de Thomas Davenport (1837)

que no eran posibles o factibles con los electroimanes. Los imanes permanen-
tes se convertian en un componente tinico. La eficiencia volumétrica de estos
nuevos imanes permitia a los disenadores reestructurar los circuitos magné-
ticos y los dispositivos, logrando pardmetros de operacién que aumentaban
su valor; en muchos casos, el coste de los nuevos imanes era justificable, a
pesar de emplear materias primas muy caras.

.A qué escala son de aplicacion los imanes permanentes en comparacion
con los electroimanes? Estd claro que en dispositivos de pequeno tamano,
los imanes permanentes tienes mayores ventajas que los electroimanes: la
habilidad de un imén permanente para establecer un campo permanece inal-
terable a pesar de la escala. Sin embargo, en un electroiman, si reducimos
las dimensiones, la densidad de corriente aumenta inversamente en la misma
proporcion, dando lugar a problemas de refrigeracion dificiles de superar. Y
ipor qué no emplear los imanes permanentes en dispositivos grandes? A fin
de cuentas, la eficiencia volumétrica de un iméan es superior a la de un elec-
troiman y no tiene pérdidas. Los imanes permanentes, tradicionalmente, han
estado limitados a dispositivos de pequena potencia, pero hay una tendencia
a emplearlos en dispositivos grandes; por ejemplo, Siemens fabrica la turbina
SWT-6.0-154 con una potencia nominal de 6MW con un generador sincrono
de imanes permanentes y sin multiplicadora o Vestas con el modelo V112-3,0
MW, con una potencia de 3MW y un generador de imanes permanentes.
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2.1.5. Tipos de maquinas de flujo axial e imanes per-
manentes

En principio, cada tipo de maquina de flujo radial tiene su correspondiente
version de maquina de flujo axial. No obstante, en la practica, las maquinas
de flujo axial se reducen a tres tipos:

= méquinas conmutadas de corriente continua e imanes permanentes,

» maquinas sin escobillas (“brushless”) de corriente continua e imanes
permanentes y maquinas sincronas de corriente alterna, y

= méaquinas de induccion.

Las maquinas conmutadas de corriente continua e imanes permanentes
emplean imanes permanentes para reemplazar el bobinado encargado de ge-
nerar el campo electromagnético de excitacion. Estas maquinas representan
una opcion versatil y econdémica en ciertas aplicaciones industriales, de au-
tomocién o domesticas, tales como ventiladores, bombas, pequenos vehiculos
eléctricos, herramientas, electrodomeésticos, etc.

Las maquinas brushless de corriente continua y las maquinas sincronas de
corriente alterna tienen casi la misma estructura pero su teoria y principios
de operacion son completamente diferentes, principalmente en lo referente a
la forma de la onda de corriente generada o suministrada para su funciona-
miento (ver figura 2.8):

= las maquinas brushless de corriente continua generan una onda de fuer-
za electromotriz inducida (femi) trapezoidal y operan a partir de una
onda de corriente de linea rectangular, siendo denominadas por este
hecho, mdquinas de onda cuadrada.

= Las maquinas sincronas de corriente alterna generan una onda de femi
senoidal y operan con una onda de corriente senoidal; por ello, se las
denomina maquinas de onda senoidal.

Respecto a las maquinas de induccion, es dificil fabricar un rotor laminado
o bien bobinando o bien en jaula de ardilla con forma de disco, por lo que
hay poco interés en este tipo de maquinas con flujo axial.



18 Conceptos previos

I . I

: -——4 Phase A

beeer— b b—oo.2 Phase B

- e Phage C

0 60 120 180 240 300 360 0 120 240
(a) (b)

Figura 2.8: Formas de onda para maquinas brushless de flujo axial e imanes
permanentes: a) maquina de onda cuadrada, b) méquina de onda senoidal

(121)

2.1.6. Topologias y geometrias

Desde un punto de vista constructivo, las maquinas brushless de flujo axial
pueden disenarse de una sola cara o de doble cara, con o sin ranuras en la
armadura, con o sin nicleo en la armadura, con rotor de imanes permanentes
interno o externo y de una sola etapa o de etapa mdaltiple. En el caso de
configuraciones de doble cara, se pueden adoptar las disposiciones de rotor
externo o estator externo. Las diferentes topologias de méquinas brushless de
flujo axial e imanes permanentes se pueden clasificar de la siguiente forma:

= méquinas de flujo axial e imanes permanentes de una sola cara:

e con estator ranurado (figura 2.9a)
e con estator liso (sin ranuras)

e con estator de polos salientes
» méquinas de flujo axial e imanes permanentes de doble cara:

e con estator interno (figura 2.9b)

o con estator ranurado
o con estator liso

¢ con estator con nucleo de hierro
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Figura 2.9: Topologias bésicas de maquinas de flujo axial e imanes perma-
nentes: a) maquina lisa de una sola cara, b) maquina lisa de doble cara con
estator interno, ¢) maquina de doble cara con estator ranurado y rotor in-
terno, d) méaquina sin niucleos de doble cara con estator interno. 1 — nucleo
del estator, 2 — Bobinado del estator, 3 — rotor, 4 — imanes permanentes,
5 — carcasa, 6 — rodamientos, 7 — eje.
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o con estator sin nicleo (figura 2.9d)
© con rotor y estator sin niicleos
o con estator de polos salientes (figura 2.10)
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Figura 2.10: Maquina brushless de flujo axial e imanes permanentes de doble
cara con estator interno de polos salientes y rotor externo: a) conjunto, b)
estator, ¢) rotor. 1 — imanes permanentes, 2 — disco de acero del rotor, 3 —
polo des estator, 4 — bobina del estator

e con rotor interno (figura 2.9c)
o con estator ranurado
o con estator liso
o con estator de polos salientes (figura 2.11)

» maquinas de flujo axial e imanes permanentes multi-etapa (figura 2.14)

En las méquinas con ranuras el entrehierro suele ser relativamente pe-
queno. La densidad del flujo magnético en el entrehierro disminuye bajo las
ranuras debido al aumento de la reluctancia. Este cambio en la densidad de
flujo causado por la abertura de las ranuras equivale a un aumento ficticio del
espesor del entrehierro junto con la eliminacion de las ranuras. La relacion
entre el entrehierro ficticio y el entrehierro real puede expresarse con ayuda
del denominado coeficiente de Carter:

g=Kc-g (2.1)

siendo la expresion del coeficiente de Carter [21]:

Ko = [1 - WQ—; {arctan (%) - gln 1+ % G)Q] }] ; (2.2)
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Figura 2.11: Maquina brushless de flujo axial e imanes permanentes de doble
cara con tres fases, 9 bobinas de polos salientes del estator y 8 polos del rotor.
1 — imanes permanentes, 2 — disco ferromagnético del estator, 3 — polo
del estator, 4 — bobina del estator.

donde s es la anchura de la abertura de la ranura, g el espesor del entrehierro
real y 75 el paso de ranura, suma de la anchura de la ranura s y de la anchura
del diente ¢ (figura 2.12).

gy
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Figura 2.12: Geometria para el calculo del Coeficiente de Carter en una méa-
quina con rotor de imanes permanentes y estator ranurado segiin la ecuaciéon
(2.2).

En las méaquinas de flujo axial e imanes permanentes lisas el entrehierro
es mucho mayor, siendo igual a la suma del espacio fisico del entrehierro mas
el espesor de todos los materiales no magnéticos (bobinado, material de ais-
lamiento, de soporte, etc...) que son recorridos por el flujo magnético. Al no
haber ranuras, el coeficiente de Carter vale la unidad. Las maquinas lisas, en
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comparaciéon con las ranuradas, presentan las ventajas de tener un estator
més sencillo de ensamblar, eliminan por completo el par de reluctancia y
disminuyen las pérdidas en la superficie del rotor, la saturacién magnética y
el ruido actistico. Como desventajas podemos senialar el que emplean mayor
cantidad de imanes permanentes, menor inductancia del bobinado y pérdidas
significativas por corrientes de Foucault.

En la maquina de flujo axial e imanes permanentes de polos salientes y
doble cara mostrada en la figura 2.10, las bobinas del estétor estan bobina-
das alrededor de polos laminados axialmente. Con el fin de obtener un motor
trifasico con auto arranque, el niimero de polos del estator y del rotor tienen
que ser diferentes; en el ejemplo mostrado en la figura 2.10 el estator posee
12 polos y el rotor 8. La figura 2.11 muestra una maquina de flujo axial e
imanes permanentes de doble cara con estator externo de polos salientes y
rotor de imanes permanentes interno. El estator posee nueve bobinas y el
rotor ocho polos para una maquina trifasica.

Segiin la aplicacion de la maquina y el entorno de trabajo, las maquinas
lisas pueden ser o con nicleo ferromagnético o sin nicleo. Las maquinas sin
ntcleo eliminan todo el material ferromagnético del estator, haciendo que las
correspondientes pérdidas por corrientes de Foucault y por histéresis sean nu-
las. También se consiguen eliminar las fuerzas de atraccion axiales existentes
entre el rotor y los estatores con lo maquina en circuito abierto, mejorando
la respuesta dinamica de la méaquina al disminuir la inercia.

En algunas ocasiones, las maquinas de flujo axial e imanes permanentes
lisas se clasifican de acuerdo a la forma de sus bobinas, existiendo méaquinas
trapezoidales, romboidales, etc. La figura (2.13) muestra bobinas con forma
trapezoidal y romboidal para el estator de una maquina axial de imanes per-
manentes sin nicleo y refrigerada por agua desarrollada por Caricchi et al

(131)-

En las maquinas de flujo axial, el par electromagnético es una funcion,
principalmente, del didmetro externo. Si el espacio disponible para alojar a
la maquina es inferior al didmetro calculado, entonces el par requerido en el
eje de la maquina puede lograrse mediante una disposicién multietapa, como
se muestra en la figura 2.14. En una maquina de flujo axial multietapa, si j
es el nimero de etapas, la maquina tiene j estatores con sus correspondientes
bobinado y (j 4+ 1) rotores. Los (7 + 1) rotores comparten un eje mecanico
comun, mientras que los terminales de los j bobinados trifasicos de los esta-
tores pueden conectarse en serie o en paralelo. En algunas ocasiones, como
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Figura 2.13: Formas de bobinas para un estator de una maquina de flujo
axial sin nucleo: a) bobina trapezoidal, b) bobina romboidal [3]

es el caso de vehiculos eléctricos, la conexién de las bobinas conmuta de serie
a paralelo o de paralelo a serie, en base a los requerimientos de la aplicacién.

Cada una de las topologias de maquinas axiales de imanes permanentes
tiene sus puntos fuertes y sus puntos débiles. Comparando méaquinas de una
cara con las de doble cara podemos senalar:

» Las maquinas de una sola cara son maés sencillas de fabricar que las de
doble cara, pero tienen una menor capacidad de producciéon de par.

» Ademés, si se trata de disenos con ntucleo ferromagnético, en las de una
sola cara existen una fuerza de atraccion entre los imanes del rotor y el
ntcleo del estator, dando lugar a una carga axial sobre los rodamientos.
En los disenos de doble cara, al existir dos entrehierros, estas fuerzas
de atraccion son dobles y se compensan entre si, no existiendo ninguna

fuerza neta en la direcciéon axial y no se transmite ninguna carga axial
a los rodamientos.

= Por altimo, en comparacién con la maquina de doble cara, el rotor de
las méquinas de una sola cara es méas grueso ya que el flujo magnético
se tiene que cerrar a traveés de él.

Si optamos por un diseno de doble cara, tendremos que elegir entre un
rotor interno o un estator interno. La opcion de rotor interno posee las si-
guientes ventajas frente a la de estator interno:
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Figura 2.14: Maquina brushless de flujo axial e imanes permanentes multi-
etapa de tres etapas, con tres estatores sin ntucleo y cuatro rotores de imanes
permanentes. 1 — bobinado del estator, 2 — rotor, 3 — carcasa, 4 — roda-
miento, 5 — eje.

= En el rotor de las maquinas de doble cara con estator interno, igual
que sucede en los disenos de una cara, tiene que existir un ntcleo ferro-
magnético que se encargue de cerrar el flujo creado por los imanes. Las
maquinas de rotor interno no necesitan de este material ferromagnético.

= En los disenos de doble cara con rotor interno, el bobinado esta lo-
calizado en los dos estatores, girando el rotor de imanes permanentes
entre ambos. Los bobinados de ambos estatores se pueden conectar en
paralelo o en serie. Si se conectan en paralelo, la méquina puede operar
incluso si uno de los bobinados esta deteriorado. La conexion en serie es
preferida ya que proporciona fuerzas de atraccion axiales iguales pero
opuestas entre el rotor y cada uno de los estatores.

= Ademas, al estar los bobinados situados en el exterior de la maquina,
es més facil su refrigeracion.

A pesar de estas ventajas y dependiendo de la aplicacion de la maquina,
en ocasiones los disenos con rotores externos son preferidos a los de estatores
externos; es el caso de los vehiculos eléctricos pequenos, donde los motores
van montados directamente en el interior de la rueda. Si el motor es de rotores
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externos, al unir solidariamente la rueda con el rotor, el movimiento en el
rotor conlleva el de la rueda y viceversa. Si optaramos por un disenio con
rotor interno, la transmisién del movimiento se realizaria mediante un eje
que saldria de la maquina y seria necesario insertar unos engranajes para
lograr una unién mecanica entre el rotor y la rueda. En la figura 2.15 se
muestra un motor de flujo axial e imanes permanentes con rotores externos
y estator interno liso, que servird como motor de propulsion de un pequeno
vehiculo eléctrico y que ird directamente alojado en la rueda.

Estator interno liso

| Bobinado |-

Imanes /
permanentes|/

Eje

Rotores
externos

Figura 2.15: Motor axial brushles de imanes permanentes y flujo axial con
estator liso y rotores externos
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Independientemente de elegir un diseno de una cara o de doble cara, ten-
dremos que optar entre estator liso o ranurado. El estator liso esta formado
por un disco sobre cuya superficie se encuentra bobinado el devanado po-
lifasico de la maquina. El estator ranurado esta formado por un disco con
ranuras o canales radiales donde van alojados los conductores que forman el
bobinado. Cada uno de ellos tiene sus ventajas e inconvenientes:

= En las maquinas ranuradas el entrehierro es igual al espacio fisico exis-
tente entre la base del estator y el rotor, mientras que en las méquinas
con estator liso poseen un entrehierro mayor, ya que al espesor fisico
del entrehierro hay que anadir el espacio ocupado por el bobinado y los
aislantes.

= Como consecuencia de este mayor entrehierro en la maquina lisa, la
densidad de flujo maxima en el entrehierro no suele exceder de 0.65T,
siendo necesario un gran volumen de imanes para conseguir este valor.
Por el contrario, en la maquina ranurada, al poseer un entrehierro me-
nor, se logran valores de densidad de flujo maxima en el entrehierro de
0.85T con la mitad de volumen de imanes que en la maquina lisa.

= En las méquinas ranuradas y debido a la presencia de las ranuras,
el entrehierro no es uniforme y, en consecuencia, su reluctancia varia
con la posicion, originando un par denominado de reluctancia. Algunas
méquinas basan su funcionamiento en este par y, por ello, en el diseno
se tiende a favorecerlo y aumentarlo. Es el caso de las maquinas de
reluctancia variable y de los motores paso a paso. En otros situaciones,
como la que no ocupa, este par es indeseable y por ello se tiende a
eliminarlo o, en su defecto, a minimizarlo. En las maquinas lisas, al
poseer un entrehierro uniforme, el par de reluctancia es practicamente
nulo.

= El circuito magnético de las maquinas lisas se disena para que no se
sature. En las maquinas ranuradas, hay pequenas zonas en las que
el circuito magnético esta saturado, como es en las esquinas y en los
vértices de los dientes, debido a la concentraciéon de flujo que se produce
al evitar el flujo la ranura y buscar el diente.

= La fabricacion de un ntcleo liso es relativamente sencillo, ya que basta
con bobinar una cinta de acero para obtener un nicleo toroidal la-
minado liso. Estos niicleos son bastante comunes ya que, ademés de
emplearse para motores lisos también se emplean en otras aplicaciones,
como son transformadores toroidales y autotransformadores.
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= Por contra, la fabricaciéon de un nucleo ranurado es complicado ya que
sobre el niicleo toroidal laminado hay que mecanizar las ranuras. Si
esta tarea se realiza con una fresa, debe tenerse especial cuidado a
principio y al final de la ranura, ya que la entrada y, sobre todo, la
salida de la fresa, puede danar la ranura. En la figura 2.16 se muestran
las diferentes etapas en el mecanizado, partiendo de un ntucleo toroidal
liso (figura 2.16a), y obteniendo un nicleo ranurado (figura 2.16b).
Podemos observar (figuras 2.16¢ y d) como a la entrada y la salida de
la ranura y, sobre todo, en el radio interno, la pared del diente puede
resultar danada. Para evitarlo, se pueden emplear anillos de material
blando (por ejemplo, aluminio) que cifian al niicleo de tal modo, que
cuando la fresa llega al final de la ranura, no se encuentra en el aire si
no que penetra en el material del anillo.

v g

Figura 2.16: Fases en el mecanizado de las ranuras: a) nucleo toroidal liso,
b) niicleo toroidal ranurado, c¢) y d) detalles de ranuras
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a) b)

Figura 2.17: Configuraciones de maquina axial de doble cara con estator
ranurado: a) Rotor interno; b) Estator interno

= Si la maquina es de estator interno, el elegir un diseno de estator liso

(como el de la figura 2.15) conlleva el aprovechar los dos lados activos
del bobinado de la maquina, ya que ambos lados estan expuestos al
flujo creado por los imanes permanentes. Si por el contrario, optaramos
por un disefio con rotor interno ( y, por lo tanto, estatores externos),
s6lo aprovechariamos un lado activo de cada estator (el que mira al
entrehierro), aumentando la resistencia del devanado y las pérdidas
que esta resistencia implica.

Si la maquina es de rotor interno, el diseno del estator ranurado implica
el tener que colocar dos estatores ranurados a ambos lados del rotor
central con sus correspondientes bobinados. Si el estator es interno, am-
bos lados del estator tendrian que estar mecanizados, tarea que resulta
bastante complicada. En la figura (2.17) se muestran las configuracio-
nes de rotor interno y rétor externo para el caso de méquina ranurada.

Expuestas las ventajas y desventajas de las diferentes configuraciones de

méquinas de flujo axial, hemos seleccionado para nuestro diseno la mdquz-
na axial de doble cara con rotor interno y estdtores ranurados, ya
que es una topologia no tan estudiada como las maquinas de flujo radial,
presenta una muy buena densidad de par, es muy adecuada para su aplica-
cibn en una maquina edlica sin multiplicadora, al ser de doble cara, existe
una compensacion de fuerzas de atraccion entre el rotor y cada uno de los
estatores, sufriendo menos los rodamientos de la maquina, su construcciéon
no es tan complicada como las maquinas de flujo transversal, aunque tiene
una dificultad importante sobre todo en la mecanizaciéon de las ranuras de
los estéatores.
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2.2. Antecedentes

Una méaquina eléctrica es un dispositivo formado por materiales con di-
ferentes caracteristicas eléctricas y magnéticas y donde dos bobinados o un
bobinado y unos imanes interaccionan entre si. El conocimiento del campo
magnético que se origina en su interior es un paso fundamental en el estudio,
analisis o diseno de estos aparatos. Desde un punto de vista de su comporta-
miento magnético, una maquina eléctrica es un medio heterogéneo, formado
por diferentes materiales y, en donde las superficies de separacion entre los
diferentes medios imponen condiciones que deben ser satisfechas por el cam-
po magnético; son las denominadas condiciones de contorno. La tarea del
calculo del campo magnético con condiciones de contorno no es una tarea
facil y para su resolucion se han empleado diferentes técnicas a lo largo de la
historia. Veamos aquellas aportaciones que, en mi opinion, han sido las mas
importantes.

La primera referencia que destacamos el libro de Hague (|22]) quien ob-
tiene la expresion del campo originado por conductores rectilineos situados
entre dos superficies concéntricas o paralelas, con distinta permeabilidad.
Posteriormente Mishkin (|23]), en una maquina de jaula de ardilla, resuelve
directamente las ecuaciones de Maxwell, hallando el par creado por la ma-
quina y la corriente que circula por el estator, pero considerando solamente
el armoénico fundamental. Para ello, reemplaza la zona de las ranuras del
rotor y del estator por una zona lisa is6tropa eléctricamente y anisétropa
magnéticamente y sustituye la corriente de excitaciéon del estdtor por una
densidad lineal de corriente. Posteriormente, Eastham (|24]) aplica la técnica
a una maquina tubular, donde propone un nuevo tipo de bobinas inclinadas
en lugar de las tradicionales no inclinadas. Divide la region de estudio en un
conjunto infinito de regiones cilindricas, de espesor infinitesimal, con una ca-
pa de corriente en un radio determinado. Aplica las ecuaciones de Maxwell a
cada region y relaciona cada region con sus vecinas aplicando las condiciones
de contorno. En la solucién que obtiene aparecen las funciones modificadas de
Bessel. En 1976, Williamson ([25]) extiende el trabajo de Mishkin a maquinas
anisétropas tanto eléctrica como magnéticamente en los tres ejes coordena-
dos de cada region de un modelo multiregion. Aplica el anélisis a los casos
particulares de regiones isdtropas, compuestas, laminadas y con ranuras. En
1977, Hughes (]|26]) calcula el campo magnético, la inductancia y el coeficien-
te de acoplamiento en méaquinas lisas con niicleo de aire o de hierro, tanto en
el rotor como en el estator, mediante la resolucion de la ecuacion de Laplace
en el potencial magnético vectorial, suponiendo que la densidad de corriente
de excitacion es senoidal.
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Los primeros trabajos aplicados a maquinas con imanes permanentes co-
rresponden a Boules, quien aplica la formulacion desarrollada por Hague para
determinar el campo en una maquina cilindrica de flujo radial tanto en coor-
denadas rectangulares (|27]) como en coordenadas polares (|28]). En ambos
casos considera la maquina lisa (el efecto de las ranuras se tiene en cuenta
a través del coeficiente de Carter) y sustituye los imanes por densidades de
corriente que originan la misma fuerza magnetomotrtiz que éstos. En ese afo
de 1985, Qishan y Hongzhan ([29]) partiendo de los resultados de Carter
(]30], [31] ¥ [32]) deducen la expresion del coeficiente de Carter para ma-
quinas con imanes permanentes. Deng ([33| y [34]) realiza un planteamiento
similar al sustituir los imanes por capas de corriente, pero el efecto del ra-
nurado es tenido en cuenta al considerar que la permeabilidad en la zona
de las ranuras es anisotropa y que varia con la posicion. En 2004, Bumby
estudia una maquina de flujo axial y sin ranuras. En 2006 Marignetti ([35])
también representa a los imanes por capas de corriente, desplazando la po-
sicion de estas capas de corriente cuando estudia el efecto que tiene en el
campo el inclinar los imanes. Nasar (|36]) estudia una méquina lisa de flujo
radial empleando el concepto de carga magnética y aplicando el método de
las imagenes, método que también seria empleado por Xiong ([37]) para una
maquina lineal y por Furlani ([38] y [39]) para una méquina lisa de flujo axial.

Otros autores han empleado los circuitos magnéticos para estudiar el cam-
po magnético en las maquinas de imanes permanentes, técnica que permite
representar mediante parametros concentrados los distintos elementos por los
que circula el flujo magnético. Tal es el caso de Koski ([40]), Mi ([41]), Zhu
(42]) v Guo ([43]) los cuales estudian el campo en maquinas radiales.

Pero la técnica que emplean el mayor nimero de autores se basa en la
resolucion directa de las ecuaciones de Mazwell empleando la técnica de la
separacion de variable que, para el caso estatico o cuasi-estatico, conduce a
la resolucion de la ecuacién de Laplace o de Poisson, tanto para méaquinas
lisas como para maquinas ranuradas. En el caso de ser la maquina ranurada,
podemos representar las ranuras directamente en la geometria o considerar
su efecto global, empleando el coeficiente de Carter. En este tltimo caso, el
planteamiento del problema es totalmente analogo al de una maquina lisa.
Entre los autores que trabajan con maquinas lisas, destacamos los trabajos
de Furlani que determina el campo en una méaquina sin ranuras y de flujo
axial, considerando que la permeabilidad del imén es igual a la del vacio ([44])
o superior ([45]), Zhu, quien, para una maquina de flujo radial y con ranuras,
pero utilizando el coeficiente de Carter, determina el comportamiento de la
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maquina en circuito abierto ([46]), la reaccion del inducido ([47]) v en carga
(|48]). Zhu también determina el campo en presencia de las ranuras emplean-
do un coeficiente de permeancia que establece a través de la transformacion
conforme ([49]), técnica de la que hablaremos méas adelante; este coeficien-
te de permeancia también lo utilizard el autor para trabajar con maquinas
radiales que poseen magnetizacion radial o paralela ([50]). En esta misma li-
nea estan los trabajos de Wang que, para una maquina tubular con ranuras,
representa el ranurado a través del coeficiente de Carter (|51], [52]| v [53]) v
mediante el coeficiente de permeancia (|54]) descrito por Zhu ([|49]). En el
estudio de maquinas lisas de flujo axial e imanes permanentes destacamos a
Bumby y a Virtic; Bumby ([55]) obtiene la expresion del potencial magnético
vectorial originado por una capa de corriente, modelo valido para determinar
tanto el campo origiando por los imanes como el debido a las bobinas del
estator. Por su parte, Virtic (|56] y [57]) analiza una méaquina axial sin nu-
cleo hallando el campo originado por el rotor, por las bobinas del estator y,
aplicando superposicion, por el conjunto rotor-estator. Un trabajo también
en maquinas sin nicleo pero de flujo radiales, es presentado por Choi ([58])
quien calcula el campo en este tipo de méquinas en dos dimensiones pero
realizando una correccién para tres dimensiones a través de una funcion que
tenga en cuenta la dependencia radial del campo.

En el caso de maquinas ranuradas, el coeficiente de Carter permite repre-
sentar el efecto global de las ranuras en el funcionamiento de la méquina pero
no es valido para predecir el par de reluctancia o la forma de onda de la fuerza
magnética cuando la maquina esté en circuito abierto, siendo necesario in-
cluir las ranuras en la geometria que pretendemos analizar. La consideracién
del ranurado en la geometria no resulta un problema sencillo y los métodos
analiticos que lo resuelven los podemos agrupar en tres categorias, a saber,
coeficiente de permeancia, transformacion conforme y subdominios.

El anélisis de méquinas con ranuras a través del coeficiente de permean-
cia se basa en considerar que el campo en estas maquinas es igual al campo
que se origina en una maquina lisa pero que es modulado por un coeficiente
que depende de las ranuras. Ejemplos de esta técnica los encontramos en los
trabajos ya citado de Zhu ([49] y [50]) en maquinas radiales y en los de Wang
(]54]) en maquinas lineales tubulares, en los de Zarko para méquinas radia-
les, donde considera que las ranuras sélo influyen en la componente radial
(]59]) o en las componentes radial y tangencial (|60]), o en los de Jin (|61])
para actuadores lineales rotativos. Dado que este coeficiente de permeancia
se halla mediante la transformacion conforme de una ranura, muchas veces
estos métodos son incluidos en la categoria de transformacién conforme.
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La transformacion conforme es la representacion de una area poligonal en
el plano de otra variable compleja. Una transformacion se dice que conforme
si los puntos adyacentes en un plano son transformados en puntos adyacentes
en el otro plano, si mantiene la ortogonalidad y si conserva el sentido de los
angulos. Cuando queremos hallar la distribucion del campo magnético entre
dos superficies de contorno que tienen una forma complicada (como es el caso
del entrehierro de una méaquina con ranuras) resulta muy adecuado encon-
trar una transformacion que pase del plano complejo de partida a otro en
el que se conoce la expresion del campo para la geometria resultante, siendo
a veces necesario pasar por mas de un plano, es decir, emplear mas de una
transformacion conforme.

En la mayoria de los problemas practicos se conoce el plano en el cual
tenemos que resolver el problema y el plano en el cual conocemos la solucion,
y a partir de ambos debemos determinar la transformaciéon que nos permita
pasar de uno a otro. Lo deseable en estos casos seria el poder disponer de un
procedimiento rutinario que nos proporcione la ecuaciéon de transformacion
de un plano a otro. Uno de estos procedimientos permite determinar la ecua-
cion de transformacion cuando las equipotenciales de ambos planos forman
parte de un poligono cerrado y el problema esta totalmente determinado en
el poligono. Esta condicion, que puede dar la impresiéon de ser una gran li-
mitacion, en la practica no lo es, ya que hay muchos problemas en lo que
las condiciones de contorno pueden tratarse como un poligono cerrado. Este
método fue primeramente publicado por H. A. Schwarz y E. B. Christoffel,
ambos de forma independiente y simultdneamente, y se le conoce como la
transformacion de Schwarz-Christoffel.

La transformacion de Schwarz-Christoffel abre el interior de un poligono
en el plano de partida a la mitad superior de otro plano. Como el interior del
poligono se transforma en la mitad superior del segundo plano, el exterior del
poligono se transformara el la mitad inferior del segundo plano y el contorno
del poligono sera el eje real de este plano. Como el plano final no es la parte
superior del plano intermedio, ya que el campo puede no ser regular en él,
se emplea una segunda transformacién de Schwarz-Christoffel desde la con-
figuracion deseada a la parte superior del plano intermedio. L.a combinacion
de ambas transformaciones cambiard la configuracion del plano de partida
en el que esta definido el problema, en la configuracion deseada del plano final.

Son numerosos los autores que emplean la transformacién de Schwarz-
Christoffel para analizar méaquinas eléctricas. Destacamos los articulo de



2.2 Antecedentes 33

Krop (|62]) en maquinas lineales, Gysen (|63] v [64]) en méaquinas tubula-
res, Zarko ([60]), Boughrara ([65] y [66]) v Lin ([67]) en méquinas de flujo
radial y Lin (|68]) en maquinas con imanes enterrados.

El tercer grupo de métodos analiticos que permiten determinar el campo
en maquinas con ranuras (y también en maquinas lisas) es el método de los
subdominios. Consiste en dividir la geometria a estudiar en regiones lo sufi-
cientemente sencillas, denominadas subdominios, en las que podamos resolver
directamente las ecuaciones de Maxwell y obtener la distribucién del campo
aplicando las condiciones de contorno en las fronteras entre los subdominios.
Esta técnica se puede aplicar en cualquier geometria, sea una maquina lisa o
una maquina con ranuras.

La ausencia de ranuras simplifica en gran medida la geometria, la cual se
subdivide en un nimero pequeno de subdominios (normalmente dos o tres).
Algunos ejemplos de aplicacién del método de los subdominios a maquinas
sin ranuras los encontramos en los articulos de Rahideh quien presenta un
método analitico para el cdlculo del campo en méaquinas radiales con ima-
nes interiores o exteriores, con la presencia de aire y hierro entre los imanes,
estando los imanes magnetizados radial, paralelamente o con configuracion
Halbach ([69], [70], [71] ¥ [72]) o considerando excentricidades en los imanes
(|73]), Huang ([74]) quien aplica la técnica al estudio en tres dimensiones de
una maquina de flujo axial y sin hierro, y Sung (|75]) que trabaja con una
maquina lisa, doble y con estator interno.

Sin embargo, es en las maquinas con ranuras y como consecuencia de la
complejidad de la geometria, donde el método de los subdominios cobra es-
pecial relevancia y donde es empleada por mayor ntimero de autores, tanto
para maquinas de flujo radial, axial, tubulares y con otras topologias.

En maquinas de flujo radial se ha realizado algin trabajo en coordena-
das cartesianas, como es el caso de Liu ([76] y [77]) quien estudia el efecto
de una tinica ranura, la cual considera recta, para posteriormente, aplicando
superposicion, extrapolar los resultados a geometrias con mas de una ranura.
No obstante, la mayor parte de los trabajos realizados emplean coordenadas
polares; podemos citar a Dubas (|78]) quien contempla que la magnetizacion
pueda ser radial o paralela, a Bellara ([79]) quien calcula la reaccion del indu-
cido, a Zhu (|80]) también para ranuras rectas, a Lubin quien considera que el
entreiman es aire ([81]) o aire y hierro([82]), a Wu ([83], [84],|85] ¥ [86]) anali-
zando maquinas radiales con ranuras semicerradas, a Fu (|87]) analizando la
influencia de la excentricidad y a Boughrara ([88]) que analiza una méaquina
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de imanes permanentes doblemente excitada y con ranuras semicerradas.

En méaquinas tubulares, destacamos los trabajos de Gysen ([89]) que es-
tudia el efecto de una ranura y halla la reacciéon del inducido, y de Amara
(]90] y [91]) que considera todas las ranuras simultaneamente, en ambos ca-
SOS, con ranuras rectas.

Los articulos que estudian las maquinas de flujo axial, aunque algunos
lo hacen en coordenadas cartesianas, como es el caso de Barriere ([92]), la
mayor parte son en coordenadas polares, como, por ejemplo, Bellara ([93])
y Tiegna ([94] y [95] ) para ranuras semicerradas. Todos los trabajos hasta
aqui comentados del método de los subdominios han sido realizados para
geometrias en dos dimensiones. En tres dimensiones, destacamos el trabajo
de Tiegna (|96]) quien, partiendo del modelo en dos dimensiones planteado
en (|95]), pasa a un modelo en tres dimensiones; para ello, divide la geometria
tridimensional en laminas, estudia cada lamina aplicando el modelo bidimen-
sional y, aplicando superposicion, halla el comportamiento de las méquina de
partida (modelo en tres dimensiones) sumando las contribuciones de cada 14-
mina.

Por ultimo, existen trabajos donde se aplica el método de los subdominios
para realizar formulaciones generales, como es el caso de Gysen ([97]) quien
plantea las bases del método desde un punto de vista genérico, particulari-
zando para geometrias ilustrativas tanto en coordenadas cartesianas, polares
y cilindricas, o de Boughrara ([98]) quien plantea una formulacion general en
dos dimensiones para méaquinas de flujo variable con cualquier combinacion
de ranuras en el estator y polos en el rétor. Otros trabajos estan enfocados a
maquinas menos empleadas, como son las maquinas de reluctancia variable
(]199]) v las maquinas bobinadas doblemente excitadas (|100]).

Para terminar, existen métodos que combinan varias de las técnicas an-
teriormente comentadas, aprovechando los puntos fuertes de las diferentes
técnicas que emplean. Destacamos la combinacion de circuitos magnéticos y
subdominios, como son los trabajos de Ilhan ([101]) en méaquinas de imanes
permanentes y flujo variable, o de Hemeida ([102]) quien estudia una mé-
quina de flujo axial en tres dimensiones a partir de una sucesion de laminas
modeladas en dos dimensiones, combinaciéon de capa de corriente y subdomi-
nios, empleado por Lubin para estudiar una maquina radial ([103]), dominio
y transformacion conforme de Schwarz-Christoffel empleado por Barriere en
el estudio de una maquina tubular ([104]) o técnicas analiticas basadas en la
teoria de series de Fourier y elementos finitos empleado por Egea ([105]) en
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el estudio de maquinas de flujo axial e imanes permanentes.

La técnica que nosotros vamos a emplear, es el método de subdominios
y la aplicaremos en el estudio en circuito abierto de una maquina axial de
doble cara con rotor interno y estatores ranurados.

2.3. Base Teoérica

Antes de aplicar la citada técnica a la maquina objeto de nuestro trabajo,
vamos a realizar un repaso del campo electromagnético, recordando las ecua-
ciones que lo describen, las condiciones que existen entre medios con distinta
permeabilidad y las diferentes técnicas que permiten determinar las distribu-
cion del campo. Terminaremos estableciendo las relaciones que existen entre
las magnitudes del campo y sus efectos, como son el flujo magnético, la fuerza
electromotriz inducida y la fuerza y el par electromagnético.

2.3.1. Ecuaciones de Maxwell

Las cargas y las corrientes originan los campos electromagnéticos, siendo
las ecuaciones de Maxwell las ecuaciones que los describen. Su expresiéon en
forma diferencial es:

_ - 9D

V-B=0 (2.4)
_ OB

V-D=p (2.6)

siendo

E la intensidad del campo eléctrico (V/m),

D la densidad de corriente de desplazamiento (C'/m?),
H la intensidad del campo magnético (A/m?),

B la densidad de flujo magnético (T'),

J la densidad superficial de corriente libre (A/m?) y
p la densidad volumétrica de carga libre (C/m?).
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En estas ecuaciones, las fuentes estan representadas por J y por p, mien-
tras que el campo esté representado por £, D, H v B, donde las magnitudes
que representan al campo son funciones vectoriales que dependen de la po-
sicion y del tiempo. Para relacionar las componentes de los cuatro campos,
necesitamos mas ecuaciones:

= En primer lugar, y teniendo en cuenta que la carga libre es la carga
que se ha desligado de los 4tomos o de las moléculas y que es capaz
de moverse libremente y la densidad de corriente libre es debida al mo-
vimiento de la carga libre, ambas magnitudes se pueden relacionar a
través de la denominada ecuaciéon de continuidad:

_ 8p
. — 2.
V4o =0 (2.7)

Esta ecuacion se puede obtener combinando la divergencia de la ecua-
cion (2.3) y la derivada respecto del tiempo de la ecuacion (2.6).

» En segundo lugar, tenemos dos ecuaciones independientes que relacio-
nan, por un lado, las magnitudes del campo eléctrico entre si, y por otro
lado, las del campo magnético entre si. Son las denominadas, relaciones
constituyentes:

+ M) (2.8)

D=¢gE+ P (2.9)

donde

M es la magnetizacion (A/m),

P es la polariacion (C'/m?),

o es la permeabiliiidad del vacio (T /A) y
€0 es la permitividad del vacio (F//m).

La magnetizacion M representa el momento magnético dipolar por unidad
de volumen de un material y se define por:

>y
M= Alxl/rgo AV

donde > m; es el vector suma de los momentos magnéticos dipolares conte-

nidos eri el volumen AV.
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Igualmente, la polarizacién P representa el momento dipolar eléctrico
neto por unidad de volumen. Se define mediante

> P
P= Al‘l/rgo AV

donde > P; es el vector suma de los momentos eléctricos dipolares contenidos

en el vollumen AV.

En un medio estacionario, lineal, isétropo y homogéneo, las ecuacion cons-
titutivas se reducen a:
B=uH (2.10)

D=c¢cE (2.11)

donde i y € son la permeabilidad y la permitividad del medio, respectivamen-
te. Hay otra relacion constitutiva adicional que liga la densidad de corriente

libre (J) y la intensidad del campo eléctrico (F)
J=0ok (2.12)

Las relaciones constituyentes (2.10), (2.11) y(2.12) necesitan modificarse
si el medio es no lineal, no homogéneo o anisétropo, del siguiente modo:

= Kl material es lineal si 4, € o 0 no dependen de los campos; en caso
contrario, el material es no lineal. En este tltimo caso, las anteriores
ecuaciones deben reescribirse de la siguiente forma:

B=u(H)H

D=c¢(E)E
y

J=0(E)E

= Si el material es homogéneo, u, € 0 0 no dependen de la posicion; si no,
el material es no homogéneo; en este caso, las expresiones de p, € y o
se escribirian, para el caso de coordenadas cartesianas, de la siguiente
forma:
p=p(z,y,2)
e=c¢c(x,y,2)
o=o(z,y,z)
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= Por iltimo, un material se dice que es anisétropo si u, € 0 0 dependen
de la direccién; en caso contrario, el material es is6tropo. Si el material
es anisotropo, la relacion (2.10) es equivalente a tres ecuaciones, cuyas
expresiones en coordenadas cartesianas son:

By = piiHy + poHy + psH,
By = po1 Hy + prog Hy + poz H,
B, = pus1Hy + pzoHy + p33 .,

Expresiones similares se pueden escribir para las relaciones (2.11) y
(2.12).

Ecuaciones de Maxwell en forma integral

Las ecuaciones de Maxwell que hemos visto en el apartado anterior, ecua-
ciones (2.3), (2.4), (2.5) vy (2.6), se conocen como ecuaciones de Maxwell en
forma diferencial. La aplicacion de integrales de superficie o de volumen a
las ecuaciones en forma diferencial, junto con el teorema de Stokes y el de la
divergencia, van ha originar otro conjunto de ecuaciones denominadas ecua-
ciones de Maxwell en forma integral.

Si hallamos la integral de superficie de las ecuaciones (2.3) y (2.5) so-
bre una superficie abierta S, delimitada por un contorno C, y aplicamos el
teorema de Stokes al miembro izquierdo de cada ecuacion, obtenemos:

%H-diz/(J—i—%—l;)dE (2.13)

S

o OB
]{E-dl:—/a-cﬁ (2.14)

c S
respectivamente.

Analogamente, si hallamos la integral de volumen de las ecuaciones (2.4)
y (2.6) sobre un volumen V delimitado por una superficie cerrada S y apli-
cando el teorema de la Divergencia al miembro izquierdo de las ecuaciones
obtenidas, resulta:

753 ~ds =0 (2.15)

fD-dE:/p-dv (2.16)
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respectivamente.

Las ecuaciones (2.13), (2.15), (2.14) y (2.16) constituyen las ecuaciones
de Maxwell en forma integral, ecuaciones de gran importancia en el electro-
magnetismo:

» La primera ecuacion (2.13) es una generalizacion de la Ley de Ampere,
la cual establece que la integral de linea de H alrededor de un contorno
cerrado C' es igual a la corriente libre que fluye a través de la superficie
delimitada por C.

» La segunda ecuacion (2.15) representa la Ley de la Induccion de Fara-
day, la cual establece que la fuerza electromotriz inducida en un circuito
cerrado es igual a la variacion del flujo que atraviesa el circuito.

» La tercera ecuacion (2.14) también se conoce con el nombre de ley
de la conservacion del flujo magnético, ya que establece que el flujo
magnético total de salida que atraviesa una superficie cerrada es igual
a cer o, dicho de otro modo, establece la no existencia de monopolos
magnéticos, es decir, no existen fuentes o sumideros aislados del campo
magnético.

= la cuarta ecuacion (2.16) es la Ley de Gauss, la cual establece que el
flujo de salida total de campo D a través de cualquier superficie cerrada
es igual a la carga libre total encerrada en la superficie.

2.3.2. Condiciones de contorno

Para resolver problemas electromagnéticos que comprenden regiones con-
tiguas de pardmetros constitutivos diferentes es necesario concoer las con-
diciones en la frontera (condiciones de contorno) que deben satisfacer los
vectores de campo B, H, D y E en la superficie de separacion de los medios.
Estas condiciones se obtienen aplicando la forma integral de las ecuaciones
de Maxwell (ecuaciones (2.13), (2.15), (2.14) y (2.16)) a una regiéon pequena
de la superficie de separacion de los dos medios.

Consideremos una trayectoria pequena abcda con lados ab y cd en el
medio 1 y 2, respectivamente, ambos paralelos a la superficie de separacion e
iguales a Al, y los lados bc y da perpendicualres a la superficie de separacion
e iguales a Ah (figura 2.18 ). Aplicamos la ecuacion (2.13) a esta trayectoria.
Si dejamos que los lados bc = da = Ah se aproximen a cero, podemos ignorar
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sus contribuciones a la integral de linea, obteniendo:

oD,

- Al - Ah

donde Hy(i = 1,2) son las componentes de H tangentes a la frontera. Si
tomamos el limite cuando Ah tiende a cero, obtenemos:

—>
dSl —>
8 H
1
_)
r;
£y 1
#1 A
£
> <5
Al -t
B 5
_)
ds,

Figura 2.18: Trayectoria cerrada en la superficie de separacion de dos medios

Hlt - H2t - Jns (217)

donde

Jns = lim_(J, - Ah)
Ah—0

es la densidad de corriente superficial libre en la superficie de separacion
normal al contorno abcda. La direccion de J,, viene dado por el sentido en
el que recorremos el contorno abcda, y, para el ejemplo que consideramos,
figura (2.18), entra perpendicularmente en la pagina.

Cuando las conductividades de ambos medios son finitas (que es cierto
para las aplicaciones que vamos a estudiar), la densidad de corriente superfi-
cial es nula y la componente tangencia de la intensidad de campo magnético,
H, es continua a través de la superficie de separacién de esos medios.

Hlt = HQt (218)
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Realizando un desarrollo similar con la ecuacion (2.15), obtendriamos:
Elt - EQt (219)
que indica la continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico a

través de la superficie de separacién de ambos medios.

El siguiente paso es obtener las condiciones de contorno para las ecuacio-
nes (2.14) y (2.16). Para ello, consideremos una pequena caja circular con la
cara superior en el medio 1 y la inferior en el 2, como se muestra en la figura
2.19. Las caras tienen un area AS y la altura de la caja es Ah. Al aplicar la
Ley de la Inducciéon de Faraday (ecuacion (2.14)) a la caja, obtenemos:

que implica:

es decir, la componente normal de B es continua en la superficie de separacion

—
ds; >

K1

k2

Figura 2.19: Caja cilindrica en la superficie de separacion de dos medios

de los dos medios. Si realizamos un andlisis similar con la Ley de Gauss
(ecuacion (2.14)) en la caja, obtendriamos:

Dln — D2n = Ps (221)
donde
ps = lim (p-Ah)

Ah—0
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es la densidad superficial de carga libre en la superficie de separacién de am-
bos medios. Es decir, la componente normal de D es discontinua a través de
una superficie de separaciéon cuando existe una carga superficial, y la canti-
dad de la discontinuidad es igual a la densidad superficial de carga. Si ambas
superficies son dieléctricos perfectos (conductividad nula), entonces pg = 0
v la componente normal de D es continua. Si por el contrario, la region 1
es un conductor perfecto (conductividad infinita) y el medio 2 un dieléctrico
perfecto, entonces Dy, = 0y Dy, = pg, donde pg se encuentra en el lado de
la superficie del conductor perfecto.

En resumen, las condiciones de contorno en la superficie de separacion de
dos medios son:

1. La componente tangencial de H es discontinua a través de la super-
ficie de separacién en una cantidad igual a la densidad superficial de
corriente libre normal que existe en la superficie (Hyy — Hoy = Jys).

2. La componente tangencial de E es continua a través de la superficie de
separacion (Ey; = Eo).

3. La componente normal de B es continua a través de la superficie de
separacion (By, = Ba,).

4. La componente normal de D es discontinua a través de la superficie
de separaciéon en una cantidad igual a la densidad superficial de carga
libre que existe en la superficie (Dy, — Da, = pg).

Para el caso particular del campo magnético y con regiones donde la
conductividad es finita, hemos comprobado que se cumple la conservacion de
la componente tangencial de la intensidad del campo magnético (ecuacion
2.18) y de la componente normal de la induccién magnética (ecuacion 2.20).
Sean 01 y 6 el angulo que forma el campo magnético en cada region con la
normal a la superficie de separacion (figura 2.20). A partir de (2.18) podemos
escribir:

H, - senl; = H, - senbs

De un modo similar y partiendo de (2.20) tenemos:
B - cost; = By - cosl,

Combinando ambas ecuaciones obtenemos:

H H
_1t901: 2

S
B, B, gua
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Figura 2.20: Vectores campo magnético a ambos lados de la superficie de
separacion

Si utilizamos la relacion constitutiva (2.10) podemos poner

By = pu1 Hy
y
By = poHy
resulta:
tgbr _ m (2.22)
tghy  po

Si la permeabilidad es infinita a un lado de la superficie (por ejemplo en el
medio 2), entonces 6 es cero en el otro lado (#; = 0), lo cual implica que
el flujo entra perpendicularmente en una superficie de permeabilidad infinita
(la superficie de separacion es una superficie equipotencial), y su componente
tangencial es nula:

Hy =0 (2.23)

2.3.3. Teoria cuasi-estatica

La teoria de campo cuasi-estética se aplica a bajas frecuencias cuando las
dimensiones de la region en estudio son relativamente pequenas en compara-
cion con la longitud de onda del campo electromagnético. Esta aproximacion
nos permite ignorar la velocidad finita de propagacion del campo y considerar
que cualquier cambio en el campo se refleja de forma instantédnea en la region
estudiada. Con esta teorfa se estudian un amplio rango de aplicaciones como
el andlisis de circuitos eléctricos, dispositivos electromecanicos y fenémenos
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con corrientes de Foucault.

Desde un punto de vista matematico, la aproximacion cuasi-estatica ig-
nora la variacién del vector desplazamiento con el tiempo (9D/dt = 0) en
las ecuaciones de campo. Con esta aproximacion, las ecuaciones de Maxwell
se simplifican, resultando:

VxH =J
oD V-B=0
— =0= _ 5 (2.24)
ot VxE = —22

V-D=p

Como en las dos primeras ecuaciones de (2.24) no hay derivadas respecto
del tiempo, los campos B y H se obtienen como si el sistema fuera estatico,
incluso cuando J depende del tiempo. Por otro lado, si a la primera ecuacion
de (2.24) le aplicamos la divergencia y considerando que la divergencia del
rotacional es igual a cero, obtenemos:

V-J=0

2.3.4. Teoria Estatica

En la Teoria Estatica de Campos no hay variacién respecto del tiempo.
A pesar de ser una condiciéon muy restrictiva, esta teoria permite estudiar un
amplio rango de fenémenos importantes que incluyen corrientes constantes
(teoria magnetostatica) y distribuciones estacionarias de carga (teoria elec-
trostatica). Por ello, podremos aplicar esta teoria en el estudio de dispositivos
que basan su funcionamiento en el empleo de imanes permanentes y/o co-
rrientes continuas.

Matematicamente, la teoria estatica implica despreciar los términos con
derivadas en el tiempo, esto es:

oD 0B

o ot
desacoplandose las ecuaciones de Maxwell y dando lugar a dos ecuaciones
que relacionan las magnitudes del campo eléctrico, es decir, la electrostatica:

VxE =0 (2.25)

V-D=p (2.26)
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y las dos ecuaciones restantes relacionan las magnitudes del campo magnético

0 magnetostatica: B
VxH =J (2.27)

V-B=0 (2.28)

El campo eléctrico y el campo magnético se pueden obtener de forma
independiente a partir de las ecuaciones de la electrostatica y de la magne-
tostatica junto con las ecuaciones constituyentes.

2.3.5. Analisis de campo

En este apartado vamos a estudiar los principales métodos empleados en
el andlisis de corrientes estacionarias, imanes permanentes y circuitos magné-
ticos. Introduciremos el concepto de modelo de carga y modelo de corriente,
los cuales permiten reducir el iman permanente a un conjunto de fuentes equi-
valentes. También estudiaremos los circuitos magnéticos, quienes, mediante
el concepto de reluctancia, permiten transformar un circuito real en un circui-
to equivalente de pardmetros concentrados. Finalmente, estudiaremos varios
métodos de analisis como son la teoria de valores de contorno, el método de
las imagenes, la transformacion conforme, el andlisis por elementos finitos y
el método de las diferencias finitas.

Modelo de corriente

El modelo de corriente se emplea en el analisis de imanes permanentes. En
este modelo, el imén es reducido a una distribucién de corrientes equivalentes.
De esta forma, el iman puede ser considerado dentro de las ecuaciones del
campo magnetostatico como un conjunto de fuentes y el campo se obtiene
utilizando métodos estandar para corrientes estaticas.

Al ser nula la divergencia de la induccion magnética, ecuacion (2.28),
podemos expresar B como el rotacional de otro campo vectorial, denominado

A, de manera que:

B = VxA (2.29)
El campo vetorial A definido de esta manera se denomina potencial magné-
tico vectorial. Su unidad en el sistema internacional es el weber por metro
(Wb/m). Para tener completamente definido este vector, tenemos que es-
pecificar su divergencia ademas de su rotacional. Si en la ecuacion (2.28)
sustituimos la ecuacion anterior (2.29), teniendo en cuenta la ecuacion cons-
tituyente (2.8) tenemos

VA -V (V-z) = —lo (7+VXM)
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Si ahora imponemos la condiciéon de Coulomb (V - A = 0), obtenemos:
VZA = —p (7 + VXM)

La forma de esta ecuacion sugiere el definir una densidad de corriente volu-
métrica magnética equivalente (J,, = VxM), resultando

VA = —po (J + Tm) (2.30)

Dado que (2.30) es una ecuacion lineal, el potencial A (y por tanto B) puede
obtenerse como superposicion de las soluciones obtenidas para J y para .J,,
por separado.

Si no existe corriente libre (J = 0) y la magnetizacion est4 confinada
en un volumen V' y cae abruptamente a cero fuera del volumen, segiin [106],
podemos reemplazar el iman por dos densidades de corriente, una volumétrica
(J.m) definida en el volumen del iman V, y otra superficial (j,,) definida en
la superficie del iman, .S, segiin las expresiones:

T =VxM (A/m?)

i —TIxh  (A/m) (2.31)

El modelo de corriente es tutil para hallar la fuerza y el par originadas
por imanes permanentes, ya que se calculan empleando las relaciones basicas
para la fuerza y el par sobre una distribucién de corrientes en un campo
externo.

Modelo de carga

El modelo de carga es otro método empleado para calcular el campo
magnético originado por imanes permanentes, el cual se basa en reducir el
imén a una distribucién de carga magnética equivalente. La distribucion de
carga es el término fuente en en las ecuaciones del campo magnetostatico, y
el campo se calcula empleando métodos estandar.

El procedimiento para obtener el modelo de carga es el siguiente: si parti-
cularizamos la primera ecuaciéon de la magnetostatica (ecuacion (2.27)) para
regiones sin corrientes libres (J = 0) obtenemos:

VxH =0

Dado que si el rotacional de un vector es igual a cero podemos expresar este
vector como la divergencia de un escalar, podemos definir un escalar ¢,, tal
que

H=-Vop, (2.32)
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Si sustituimos esta ecuacion y la ecuacion constituyente (2.8) en la se-
gunda ecuacion de la magnetostatica (ecuacion (2.28)) obtenemos:

V20, =V -M (2.33)

Tal y como se deduce en [106], si M estd confinado en un volumen V
de permeabilidad py y cae abruptamente a cero fuera de ese volumen, la
ecuacion (2.33) sugiere el definir una densidad volumétrica de carga, p,,, v
una densidad superficial de carga, o, seglin las expresiones:

Vi 2
pm ==V M (A/m) (2.34)
om=M-n  (A/m)
donde n es el vector normal unitario a la superficie S y dirigido hacia el
exterior, siendo S la superficie que encierra el volumen V. Una vez definidas
las densidades de carga, podemos hallar el campo magnético creado por éstas
empleando métodos tradicionales.

Analisis por Circuitos Magnéticos

El andlisis por circuitos magnéticos se emplea en aquellos dispositivos en
los que el flujo magnético originado por bobinas e imanes es guiado y dirigido
mediante estructuras de material ferromagnético. Para realizar este analisis,
se desarrolla un circuito equivalente de parametros concentrados aplicando
las ecuaciones de la magnetostatica pero en su forma integral, es decir,

fﬁ-di:/i-dg:fm (2.35)
C S

(obtenida a partir de (2.13) anulando las derivadas respecto del tiempo) y

]{B-dszo (2.36)

que coincide con la ecuacion (2.15). En la expresion (2.35), I, es la corriente
total que atraviesa la superficie .S delimitada por el contorno C'. Para evaluar
el miembro izquierdo de (2.35), necesitamos conocer H - dl, es decir, necesita-
mos conocer la orientacién y la magnitud de H en relacién con el contorno de
integracion dl. En muchos casos practicos, se suele asumir que H es paralelo
a dl, reduciendo H - dl al producto escalar H -dl. Esta es la primera hipotesis
del analisis mediante circuitos magnéticos. La segunda hipotesis es que el
flujo ¢ generado por las fuentes del campo queda confinado en el material
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ferromagnético, siendo despreciable el flujo de dispersion. Estas hipotesis son
dificiles de verificar a priori pero, aunque no son totalmente ciertas, los re-
sultados que se obtienen al considerarlas poseen una precision razonable.

El nombre de circuitos magnéticos proviene de su similitud con los cir-
cuitos eléctricos, del modo siguiente: El comportamiento del flujo magnético
¢ es similar al de la corriente eléctrica, la fuerza electromotriz de un circuito
eléctrico tiene su analogo en un circuito magnético y se la denomina fuerza
magnetomotriz (F') y es igual, cuando en el circuito existen bobinas, al pro-
ducto de los amperios que circulan por la bobina por el nimero de vueltas de
ésta, y el comportamiento del material, que en el circuito eléctrico viene refle-
jado por la resistencia, aqui es representado por la reluctancia (). Aplicando
la ecuacion (2.35), podemos relacionar estas tres magnitudes, obteniendo:

F=R-¢ (2.37)

La ecuacion (2.37) es totalmente andloga a la ley de Ohm de los circuitos
eléctricos. Ademas, a partir de las ecuaciones (2.35) y (2.36) podemos obte-
ner dos ecuaciones similares a Leyes de Kirchhoff de los circuitos eléctricos.
El hecho de poseer una ley similar a la de Ohm y dos leyes equivalentes a
las de Kirchhoff, permite establecer un paralelismo entre circuitos eléctricos
y circuitos magnéticos, pudiendo representar el dispositivo magnético me-
diante un circuito de parametros concentrados el cual analizamos aplicando
las leyes anteriormente citadas. Ademés, muchas expresiones empleadas con
frecuencia en el andlisis de un circuito eléctrico (como son las expresiones del
divisor de tension, divisor de corriente, asociacion de resistencias en serie o
en paralelo, ....) tiene su equivalente en el analisis por circuitos magnéticos.
El planteamiento es similar para circuitos con bobinas y para circuitos con
imanes, diferenciAndose tinicamente que, en el caso de la bobina, el niimero
de vueltas y la corriente que la recorre son conocidas de antemano, mientras
que en los imanes, el punto de funcionamiento de éstos no son conocidos de
antemano y tienen que ser determinados. En [106] se muestran ejemplos con
ambas situaciones.

Para muchas aplicaciones, el analisis por circuitos magnéticos da una
buena estimacion del funcionamiento del circuito. Logicamente, si se desean
obtener resultados mas precisos, se debe realizar un andlisis més riguroso que
tenga en cuenta factores tales como saturacion, flujos de dispersion, compor-
tamiento no lineal de los materiales ferromagnéticos, etc.
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Problemas con condiciones de contorno

Los problemas con condiciones de problemas surgen con bastante fre-
cuencia en el estudio del campo magnético. En estos problemas, se busca
la solucion de una ecuacion en derivadas parciales en una region dada, con
condiciones sobre la solucion en los limites de dicha region. Segun [107], pode-
mos utilizar el método de separaciéon de variables para resolver una ecuacion
diferencial si la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno son linea-
les y homogéneas. El método de separacion de variables permite expresar la
solucion de la ecuacion diferencial como producto de funciones de una sola
variable, transformando la ecuacion en derivadas parciales en un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las condiciones de contorno se pueden clasificar en condiciones de Diri-
chlet, condiciones de Neumann o condiciones mixtas. En los problemas con
condiciones de Dirichlet se especifica el valor de la funcién en el contorno.
En los problemas con condiciones de Neumann se especifica en el contorno
el valor de la derivada normal de la funcién. En problemas con condiciones
mixtas, se especifica el valor de la funciéon en algunas partes del contorno y
el valor de la derivada normal de la funcién en otras partes del contorno.

El método de los subdominios se encuentra dentro de esta dltima cate-
gorfa, ya que nos permitira resolver la ecuacion de Laplace o de Poisson y
obtener la expresion del campo aplicando las condiciones de contorno en las
fronteras entre los subdominios.

Método de las imagenes

El método de las imagenes se emplea para resolver problemas de cam-
po en los que la fuente esta cerca de un material con alta permeabilidad y
la region de estudio tiene un alto grado de simetria. Este método sustituye
el material por un nimero de fuentes, llamadas imégenes, cuidadosamente
elegidas, de tal modo que la fuente original y las imégenes reproducen las
condiciones de contorno en la superficie de separacion. Se necesita determi-
nar el valor y la posiciéon de las imagenes. Una vez que éstas son conocidas, el
valor del campo se halla mediante la superposicion de los campos originados
por la fuente real y sus imégenes como si estuvieran en el vacio. En el caso de
existir dos o mas superficies de separacion, el ntimero de imagenes es infinito
y es necesario realizar un truncamiento de las imagenes. La solucion so6lo es
valida en la region donde se encuentra la fuente real.
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Este método también se puede emplear para calcular el campo originado
por una fuente que estd embebida en un medio de permeabilidad infinita
y que estd proxima a una superficie libre de material (en |22]| se muestran
numerosos ejemplos de corrientes embebidas en aire rodeado por material
de permeabilidad infinita y viceversa, corrientes en medios de permeabilidad
infinita rodeados de aire).

El método de las imagenes permite que problemas que incluyen dos me-
dios sean rapidamente analizados en términos del campo en un medio homo-
géneo, transformando un problema con condiciones de contorno a uno en un
medio homogéneo. La validez del método se basa en la unicidad de la solu-
cion del campo: ya que las imagenes son seleccionadas para que reproduzcan
las condiciones de contorno establecidas en la frontera y la solucion obtenida
satisface estas condiciones y la ecuaciéon del campo en la region considerada,
la solucién es tnica.

Transformacién conforme

La transformacion conforme es una técnica que transforma la regién que
queremos analizar en otra regién con una geometria més sencilla, de tal for-
ma que el campo en esta segunda geometria se puede calcular empleando
métodos tradicionales. Una vez que la solucion en la region transformada es
hallada, obtenemos la solucién en la region inicial aplicando la transformada
inversa. En algunos casos, es necesario aplicar mas de una transformacion,
de tal forma que pasamos de la region inicial a una regién intermedia trans-
formada y de ésta a la region final. Para aplicar este método, tenemos que
determinar la transformacion directa (de la region inicial a la transforma-
da) y la transformacion inversa (de la region transformada a la inicial). Se
puede hallar la expresion analitica de estas funciones si la region inicial no
posee mas de cuatro vértices, En caso contrario, estas funciones tienen que
ser calculadas numéricamente. La transformacion conforme méas ampliamen-
te utilizada en el andlisis del campo magnético en maquinas eléctricas es la
transformacion conforme de Schwarz-Christoffel.

Analisis por elementos finitos

El analisis por elementos finitos es uno de los método méas populares para
la resolucién de problemas de campo electromagnéticos. Dos son los moti-
vos para este auge. En primer lugar, el andlisis por elementos finitos es un
método muy potente que rapidamente se adapta a una amplia variedad de
aplicaciones. En segundo lugar, existe una amplia oferta de programas comer-
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ciales que aplican este método, por lo que el usuario puede resolver problemas
complejos sin necesidad de desarrollar su propio codigo.

Los pasos que comprende el analisis por elementos finitos son los siguien-
tes:

1. Dividir la regiéon a estudiar en un ntimero finito de subregiones, deno-
minadas elementos, marcando los nudos que definen cada elemento;

2. seleccionar una funcién mediante la que aproximar la expresion del
campo en cada elemento (normalmente se emplean polinomios);

3. expresar la soluciéon en cada elemento como una funciéon de los valores
del campo en los nodos y de las variables espaciales en ese elemento:

4. definir un funcional de energia para la funciéon de campo y evaluar este
funcional en cada elemento. De esta forma, tenemos una expresion para
la energia en cada elemento en funcién de sus valores nodales;

5. ensamblar la expresion de la energia global como una suma de la ener-
gia individual de cada elemento. Simplificar esta expresién eliminando
valores redundantes y valores nodales prefijados;

6. minimizar la expresion de la energia global con respecto a los valores
nodales incognita. Asi, obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas
en funcion de los valores nodales;

7. resolver el sistema de ecuaciones del paso anterior hallando los valores
nodales; y

8. evaluar la solucién del campo en cada elemento sustituyendo los valores
nodales en las expresiones obtenidas en el paso 3.

Método de las diferencias finitas

El método de las diferencias finitas es uno de los métodos numéricos mas
antiguos y que mas se han empleado en la resolucion de ecuaciones en deri-
vadas parciales. En este método, la region en la que se busca la solucién se
divide en un nimero finito de nodos, y la ecuacién en derivadas parciales es
aproximada por una ecuacién en diferencias finitas que relaciona el valor de
la solucion en el nodo considerado con su valor en los nodos vecinos. De esta
forma, el problema inicial de condiciones de contorno se transforma en un
sistema de ecuaciones algebraicas que puede ser resuelto empleando métodos
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tradicionales.

Los pasos para llevar a cabo el método de las diferencias finitas son:
1. Dividir la regién a estudiar y su contorno en un namero finito de nodos;

2. aproximar la ecuacién en derivadas parciales por una ecuaciéon en dife-
rencias finitas que relacione el valor de la solucién en cada nodo con el
valor en los nodos vecinos;

3. construir un sistema algebraico de ecuaciones para el valor de la so-
lucion en cada nodo, teniendo en cuenta los valores asignados en la
condiciones de contorno y las condiciones iniciales; y

4. resolver el sistema de ecuaciones del paso anterior, y obtener el valor
de la solucion en cada nodo.

2.3.6. Potencial magnético escalar, Intensidad de cam-
po magnético, Inducciéon magnética y Flujo mag-
nético

Vamos a plantear la formulacion que utilizaremos en el estudio de nuestra
méquina axial de doble cara con rotor interno y estatores ranurados, desa-

rrollando las relaciones existentes entre las principales magnitudes del campo
magnético para nuestro caso particular.

Potencial magnético escalar

Para determinar el campo magnético que se origina en nuestra maquina,
vamos a emplear las ecuaciones de la magnetostatica (ecuaciones 2.27 y 2.28)
particularizadas al problema que nos ocupa. Cuando la maquina funciona en
circuito abierto, las bobinas del estator no estan alimentadas, siendo nula la
densidad de corriente (J = 0). En estas condiciones, la ecuacion (2.27) es
equivalente a

VxH =0 (2.38)

expresion que ya habiamos obtenido al describir el modelo de carga en el
Analisis de Campo (apartado 2.3.5). Dado que un campo vectorial con rota-
cional nulo siempre puede expresarse como el gradiente de un campo escalar,
a partir de la anterior ecuacion podemos definir un campo escalar ¢,,, al que
denominamos potencial magnético escalar, de manera que:

H= -V, (2.39)
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El principal motivo para definir un potencial magnético escalar es que las
cantidades escalares son mas faciles de manejar que las vectoriales.

Si sustituimos la ecuacion 2.39 en la segunda ecuaciéon de la magnetosta-
tica (expresion 2.28) obtenemos

Vi =V -M (2.40)

expresion idéntica a la obtenida en el mencionado modelo de carga, ecua-
cion (2.33). En un caso concreto, la expresion del vector magnetizacion es
conocida, pudiendo hallar su divergencia. Por lo tanto, el conocimiento de
la expresion del potencial magnético escalar requiere de la resolucion de la
ecuacion (2.40), que no es mas que la ecuacion de Poisson o, en el caso de ser
nula la divergencia de la magnetizacion, la ecuacion de Laplace. Si estamos
en un modelo en dos dimensiones y trabajando con coordenadas cartesianas,
si expresamos el vector magnetizacion como:

M = M,i+ M,j (2.41)
la ecuacion (2.40) es equivalente a:

Ppm | Pon  OM, OM,
B2 + T + o (2.42)

si la divergencia de la magnetizaciéon es no nula, e igual a:

Pom | Pom
0x? 0y?

=0 (2.43)
en caso contrario.

Intensidad de campo magnético

Una vez hallado el potencial magnético escalar, podremos determinar la
intensidad del campo magnético sin mas que aplicar la ecuacion (2.39), es
decir, por medio de una operacion diferencial (divergencia). Para el mode-
lo bidimensional y en coordenadas cartesianas, las relaciones que ligan las
componentes de la intensidad de campo con el potencial magnético escalar

son: 5 5
Pm Pm
Ox * Jy )

siendo la expresion de las componentes de la intensidad del campo magnético:

F:HIE+Hy3:—(

OPm

H, = —
ox

(2.44)
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_Oom

H, = Dy

(2.45)

Induccién magnética

La relacion constituyente (2.8) nos proporciona un método para determi-
nar la expresion de la induccién magnética una vez hallada la de la intensidad
magnética; si estamos en un medio donde el vector de magnetizacion no es
nulo, por ejemplo en los imanes, la relacion entre B 'y H es la propia ecuacion
(2.8):

B =y (H+ M)
que expresandolo en funcion del potencial magnético escalar (2.39) resulta:
B =y (=Vn, + M) (2.46)
Si por el contrario, la magnetizaciéon es nula, la relacion entre B y H es:
o0, si empleamos el potencial escalar tenemos:

Para el caso de dos dimensiones y coordenadas cartesianas, las expresiones
que relacionan las componentes de la induccién con la intensidad del campo
magnético o con el potencial magnético son:

Oom
B, = po (Hy + M) = 1o (_g;x + Mx> (2.49)
y
OPm
By = Uo (Hy + My) = Mo —a—y + My (250)
si el medio posee magnetizacion, y
Oom
B, = poH, = 3" (2.51)
' 0
Pm
By = poHy = “HT, (2.52)

si la magnetizacion es nula.
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Flujo magnético

La induccion magnética (o densidad de flujo) y el flujo magnético son
dos magnitudes intimamente relacionadas: podemos definir a la induccion
magnética, B, como el nimero de lineas de fuerza del campo magnético
por unidad de superficie perpendicular a dichas lineas, mientras que el flujo
magnético, ¢, es el nimero de lineas de fuerza que atraviesan una superficie.
Por lo tanto, podemos obtener la expresion del flujo magnético que atraviesa
una superficie, S, integrando la expresion de la induccion a través de la citada
superficie:

¢:/B.E (2.53)

Tendremos que establecer un criterio que nos permita distinguir entre
flujo entrante (le vamos a considerar como positivo) y flujo saliente (el cual
serd negativo). Nosotros vamos a considerar la entrada o salida del flujo
respecto del estator, es decir, el flujo serda entrante o positivo cuando entre
en el estator procedente del rotor, y serd saliente o negativo cuando salga del
estator buscando el rotor.

2.3.7. Ley de la induccién de Faraday

Si tenemos un circuito estacionario con un contorno C' y superficie S,
la segunda ecuacion de Maxwell en forma integral, expresion (2.15), puede

escribirse como: p
FE.-dl=—— | B-ds 2.54
¢ o[ Beas (2.5
S

C
e:%E-dz

C

Si definimos:

a la que denominamos fuerza electromotriz inducida en el circuito con con-
torno C, y sustituimos la ecuacion (2.53), la expresion (2.54) se convierte

en:
do

dt
La ecuacion (2.55) establece que la fuerza electromotriz inducida en un cir-
cutto cerrado estacionario es igual a la razdn negativa del incremento del
flujo magnético ligado al circuito. Este es un enunciado de la Ley de la in-
duccién de Faraday. El signo negativo en la ecuacion (2.55) indica que la
polaridad de la fuerza electromotriz inducida es tal que origina una corriente

e =

(2.55)
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cuyo campo magnético se opone a las variaciones del campo magnético que
la indujo. Esta afirmacion se conoce con el nombre de Ley de Lenz.

La Ley de la induccion de Faraday es la base del funcionamiento del ge-
nerador eléctrico, en general, y de nuestra maquina axial, en particular: el
movimiento de rotacion del eje de la maquina provoca el giro de los imanes
del rotor; este giro ocasiona que los bobinados del estator se vean sometidos
a un flujo que varia, induciéndose una fuerza electromotriz sobre los mismos;
cuando estos bobinados se cierren sobre un circuito exterior, la fuerza elec-
tromotriz inducida creard una corriente que circulara por el citado circuito.

Si queremos conocer al expresion de la fuerza electromotriz inducida en
nuestra maquina nos bastara con hallar la variacién respecto del tiempo del
flujo que atraviesa el bobinado de la maquina, para lo que serd necesario
establecer como estan dispuestas las bobinas del estator.

2.3.8. Los devanados

En general, en una maquina eléctrica existen dos circuitos eléctricos, de-
nominados circuito inductor y circuito inducido. La finalidad del circuito
inductor es crear un campo magnético; como consecuencia de este campo
magnético, en el circuito inductor se inducird una fuerza electromotriz, si
nuestra maquina es un generador, o un par electromagnético si se trata de
un motor. Al conjunto de conductores que forma cada uno de estos circuitos
eléctricos se le denomina devanado, bobinado o arrollamiento. En las
maquinas de imanes permanentes, el circuito inductor es reemplazado por
los imanes, existiendo un tnico circuito eléctrico, el inducido.

Vamos a describir algunos aspectos relacionados con los bobinados que
necesitaremos en secciones posteriores, extrayendo gran parte de la informa-
cion de [108].

Los devanados se clasifican en dos tipos: concentrados o distribuidos.

Los devanados concentrados consisten (figura 2.21) en un arrollamiento
de varias espiras en serie alrededor de un ntcleo de hierro, denominado polo,
en el sentido adecuado para que éstos sean alternativamente norte y sur. El
conjunto de espiras devanadas alrededor de un polo forman una bobina y
las bobinas de todos los polos se suelen conectar en serie, aunque a veces se
puedan conectar formando varias ramas en paralelo iguales.
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Figura 2.21: Corte de una maquina de polos salientes

En los devanados distribuidos, el nticleo magnético sobre el que se coloca
el bobinado es cilindrico. Estos devanados pueden ser anulares y de tambor.

En los devanados anulares o en anillo, las espiras se arrollan sobre el anillo
que constituye el ndcleo magnético y cada espira solo tiene un lado activo,
es decir, un lado que corta las lineas de flujo del campo magnético cuando la
maquina gira. Un ejemplo es la dinamo de Gramme, mostrada en la figura
2.22, o la maquina de Tesla (figura 2.6). Fueron los primeros devanados que
se emplearon, pero hoy en dia se usan muy poco, utilizdndose principalmente
los de tambor.

Figura 2.22: Dinamo de Gramme con bobinado anular
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En los devanados de tambor, las bobinas van alojados en ranuras prac-
ticadas al efecto en la superficie del nicleo magnético que da al entrehierro
(2.23). De esta forma, cada espira tiene dos lados activos situados en sendas
ranuras, obteniéndose un mejor aprovechamiento del cobre respecto a los bo-
binados en anillo.

Figura 2.23: Bobinado en tambor de una maquina de flujo radial

En un bobinado de tambor, se denomina espira al conjunto formado por
dos conductores alojados en ranuras diferentes unidos por una conexiéon fron-
tal (figura 2.24a). Un conjunto de una o varias espiras iguales, alojadas en las
mismas ranuras, conectadas en serie y aisladas juntas formando una unidad
constituyen una bobina (figura 2.24b). Los lados activos de la bobina son las
zonas de la bobina que estan dentro de las ranuras; las uniones entre los dos
lados activos de una bobina son las cabezas de la bobina. Una bobina tiene
dos lados activos y dos cabezas.

Se denomina paso de bobina a la distancia que hay entre sus lados ac-
tivos; se puede medir en fracciones del paso polar, en radianes eléctricos o
geométricos, pero normalmente se expresa indicando el nimero de ranuras
que hay entre sus lados activos (figura 2.25).

Dependiendo del namero de lados activos de diferentes bobinas existentes
en una ranura, los devanados se clasifican en arrollamientos de una capa y
de dos capas. En el arrollamiento de una capa, cada ranura sélo posee un
lado activo de una bobina, mientras que en el de dos capas en cada ranura
hay dos lados activos correspondientes a dos bobinas diferentes, situados uno
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1 1 ™ 1

Figura 2.24: Espira y bobina, con sus partes: 1) Lados activos y 2) Cabezas

Figura 2.25: Bobina con un paso de bobina de 4 ranuras
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encima del otro. En este ultimo caso, un lado de la bobina esta colocado en
la parte superior de una ranura y el otro lado se sittia en la parte inferior de
la otra (figura 2.26).

Superior
R g N
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Inferior]
g
Ny &y

Figura 2.26: Bobinados de 1 capa y de 2 capas

2.3.9. Par de reluctancia

El par de reluctancia es el elemento parasito mas importante en las maqui-
nas de imanes permanentes ranuradas y es ocasionado por la no uniformidad
de la superficie del estator. Consideremos un iman en forma de barra que
puede girar libremente alrededor de su centro y que esta colocado en el in-
terior de un anillo de acero que esta fijo, tal y como se muestra en la figura
2.27a. El anillo es el estator, el iman es el rétor y ambos estidn separador
por un entrehierro. En estas condiciones, el iman no tiene ninguna posicion
de reposo preferida ya que, en cualquier direccion del iman, ambos extremos
experimentardn la misma fuerza de atraccion sobre el anillo pero con sen-
tido contrario. Como consecuencia de ello, el imén no experimenta ninguna
fuerza neta y ningtan par es producido. Consideremos, figura 2.27b, que re-
emplazamos el anillo por otro que posee dos salientes o polos diametralmente
opuestos. Igual que antes, ambos extremos del iman experimentan la misma
fuerza de atraccion pero con sentido contrario. No obstante, ahora el iman al
girar experimenta una fuerza que tiende a alinearlos con los polos del anillo.
Esto ocurre por que la fuerza de atraccion entre el iman y el anillo aumenta
drasticamente al disminuir la distancia entre ambos, tal y como sucede al
situarse el iman enfrente de los polos. Como el iman puede girar libremente,
esta fuerza tiene una componente tangencial la cual produce un par. Este
par es el que se denomina par de reluctancia.
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a) b)

Figura 2.27: Iman libre de girar en el interior de un anillo: a) anillo liso;
b)anillo con dos polos

La figura 2.28 representa graficamente la variacion de este par en funcion
de la posicion del iman. Las posiciones donde el par es cero se denominan
posiciones de reposo. Cuando el iman esta alineado con los polos ( = 0y
0 = =), cualquier pequena perturbacion ocasiona que el iman vuelve de
nuevo a esta posicion. Se dice que estas posiciones de reposo son estables.
Por el contrario, si el iman se encuentra en la posicion intermedia entre los
polos (# = +m/2), cualquier pequefia perturbacion ocasiona que el iman se
aleje de estas posiciones de desalineamiento, buscando la posicién de alinea-
miento. Estas posiciones son posiciones inestables. En el ejemplo que hemos
considerado, el par es aproximadamente senoidal; en una méquina real, la
forma del par es una funcion compleja que depende de la geometria de la
méquina y de las propiedades de los materiales que la forman.

ME]

o2

Figura 2.28: Par que experimenta el imén en las figura 2.27
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Segtn [109], el par de reluctancia se puede expresar mateméaticamente

como: -
1

Treluc = ——¢*—

279 .dp

donde ¢, es el flujo del iman que atraviesa el entrehierro, t es la reluctan-
cia total del camino por el que circula el flujo y 6 es la posiciéon angular.
Observando esta expresion, si la reluctancia no varia con la posicion, el par
de reluctancia es nulo. Ademaés, el par de reluctancia es independiente de la
direccion del flujo ya que esta al cuadrado.

(2.56)

Por ejemplo consideremos la maquina de cuatro polos y doce ranuras
rectas mostrada en la figura 2.29a). Cuando el rotor gira, los imanes van
pasando por delante de las diferentes ranuras y la reluctancia que ve cada
imén es distinta de estar enfrente de una ranura a estar enfrente de un diente.
Por lo tanto, la abertura de las ranuras crea una reluctancia que varia con la
posicion, es decir, crea un par de reluctancia. Si la abertura de las ranuras del
estator disminuye, esta reluctancia disminuye, disminuyendo el par originado;
esta situacion es la que se busca al colocar los denominados “zapatos” en las
ranuras, como se ilustra en la imagen b) de la figura 2.29.

A\
O (20

Figura 2.29: Maquina de 4 polos y 12 ranuras. a) Ranuras rectas b) Ranuras
semicerradas (o con "zapatos")

Existen diferentes formas de reducir el par de reluctancia [110] [109]. Las
mas importantes son:

= Aumentar el entrehierro: Si el entehierro aumenta, la reluctancia del cir-
cuito magnético se incrementa disminuyendo el flujo en el entrehierro,
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Figura 2.30: Maquina de 4 polos y 15 ranuras

¢g4, disminuyendo el valor del par de reluctancia segtin 2.56. Logica-
mente, también disminuye el par mutuo como consecuencia de haber
menor densidad de flujo en el entrehierro, siendo menor el rendimiento
de la maquina.

» Disenar maquinas con una relacion de ranuras por polo no entera: En
maquinas con una relacion entera de ranuras por polo (como los mos-
trados en la figura 2.29) todos los imanes tienen la misma posicion
relativa respecto de las ranuras del estator. Como resultado, el par de
reluctancia creados por todos los imanes estan en fase entre si, y el par
de reluctancia total es igual al producto del nimero de imanes por el
par creado por un iman. Es decir, el par de cada iméan se suma para
originar el par total.

En méaquinas donde el niimero de ranuras por polo no es entero, como
es la maquina mostrada en la figura 2.30 con cuatro polos y quince
ranuras, cada iman tiene una posicion diferente respecto de las ranuras
del estator. Como resultado, el par de reluctancia creado por todos los
imanes estan desfasados entre si, y el par total se reduce debido a que
el par de un iman es parcialmente cancelado por el de otro iméan.

= Inclinar las ranuras del estdtor o los imanes del rotor: Esta técnica
se basa en el término dR/df de la expresion (2.56). En las maquinas
mostradas en las figuras 2.29 y 2.30, existe par de reluctancia debido a
que la reluctancia vista por los imanes varia cuando éstos van pasando
por delante de las ranuras. La variacion en la reluctancia puede ser
minimizada, a pesar de la presencia de ranuras, si la abertura de las
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ranuras se distribuye a lo largo de la superficie del imén, tal y como se
muestra en la figura 2.31; en dicha figura, las ranuras estan inclinadas de
tal forma que cada imén ve una reluctancia que permanece constante
o casi constante segin van pasando por delante de las ranuras. De
esta forma se disminuye la variacion de la reluctancia con la posicion,
disminuyendo también el par de reluctancia. Una situacion similar se
origina si mantenemos las ranuras rectas e inclinamos los imanes.

iman
3
@ o)
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Figura 2.31: Ranuras del estator inclinadas

= Aumentar el nimero de ranuras por polo reduce el par de reluctancia
ya que la variacion de la reluctancia que ven los imanes es menor. Si
doblamos el nimero de ranuras obtenemos un par de reluctancia de
menor amplitud y del doble de frecuencia.

= Otros métodos para reducir el par de reluctancia es el empleo de diente
bifurcados (figura 2.32) o realizar perforaciones en los dientes del es-
tator. El efecto que logramos es corregir la variacion de la reluctancia,
para que ésta sea méas suave.

Figura 2.32: Dientes con bifurcaciones

= Compensaciéon electromagnética: El par de reluctancia se puede com-
pensar electromagnéticamente adaptando la forma de onda de la ali-
mentacion para que se origine un par pulsante que compense y cancele
al de reluctancia.
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2.3.10. Calculo de la fuerza y del par

La fuerza y el par de reluctancia son la tinica fuerza y par que proporcio-
nara la maquina cuando ésta opere en circuito abierto, por lo que podremos
emplear la formulacion general para el célculo de estas magnitudes. Veamos
como podemos calcular la fuerza y el par. Segin [111]| hay cuatro formas
bésicas de predecir la fuerza:

1. Método de Lorentz o Ley de Ampere: valido sb6lo para hallar fuerza
sobre conductores recorridos por una corriente. Es facil de usar aunque
solamente se puede aplicar en regiones no magnéticas.

2. Método del Tensor de Tension de Mazwell o Maxwell Stress Tensor:
Es el método méas popular para hallar la fuerza y su implementacion
es relativamente sencilla. Requiere s6lo de una solucién del campo y
realiza la integral de la densidad de fuerza a lo largo de una superficie
cerrada que rodea la estructura cuya fuerza se quiere calcular. Presenta,
la desventaja de tener problemas de exactitud por la dependencia que
existe entre el valor calculado y el tipo de elementos recorridos en el
camino de integracion, y la localizacion del camino de integracion den-
tro del elemento considerado cuando se calcula por elementos finitos.
No obstante, desde un punto de vista teorico, la eleccion de la superfi-
cie de integracion es arbitraria, el resultado es independiente de dicha
superficie y es un método muy adecuado para el cilculo de la fuerza y
el par magnético total que acttian sobre partes moviles [112].

3. Método del Trabajo Virtual Cldsico: En este método, el calculo de la
fuerza se basa en la variaciéon de la energia total del sistema cuan-
do su parte movil se desplaza en la direccion de la componente de la
fuerza requerida. Por ello se necesitan dos soluciones del campo. Por
otro lado, hay que hallar la diferencia de energia entre dos posiciones
proximas, conllevando errores de evaluaciéon al restar dos cantidades
similares. Ademas, esta diferencia es dividida por el incremento del
desplazamiento y, al ser éste pequefio, aumenta el error [113].

Una version maés refinada del método del trabajo virtual, calcula la
coenergia de un conjunto de posiciones de la parte moévil proximas,
junto con una curva de ajuste para producir una funciéon polinémica; la
funcion polinémica es entonces derivada para dar la fuerza o el par como
una funcion continua de la posicion [112]|. Esta técnica es conveniente
en problemas donde la parte movil se mueve s6lo en una direccién.
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4. Método del Trabajo Virtual de Coulomb: Se basa en el principio de
conservacion de la energia y en el principio del desplazamiento virtual.
La fuerza global que actta sobre una parte moévil es evaluada mediante
diferenciacion de la energia o coenergia magnética en el espacio libre
comprendido entre las partes fija y mévil del sistema considerado. Por
ello, s6lo requiere de una solucién del campo.El Método del Trabajo
Virtual de Coulomb es un método muy apropiado para emplearse en
analisis por elementos finitos, siempre y cuando el punto de partida del
anélisis por elementos finitos sea la minimizacion de la expresion de la
energia almacenada por el campo magnético. Ya que esta energia es
una magnitud global, es menos sensible a errores locales originados por
un mallado pobre o por aproximaciones [113] [114].

Cuando se implementa en elementos finitos, el Método del Trabajo Vir-
tual de Coulomb realiza una integral de volumen, mientras que el del Tensor
de Tension de Maxwell realiza una integral de superficie. En tres dimensio-
nes, la realizacion de la integral de superficie es mucho mas compleja que la
realizacion de una integral de volumen [111], siendo mas eficiente el primero
que el segundo [114]. Desde un punto de vista del usuario, los resultados nu-
méricos proporcionados por el Método del Trabajo Virtual de Coulomb y por
el del Tensor de Tensiéon de Maxwell son similares, siempre y cuando se elija
una buena superficie para la integracion del tensor [114]. Se ha demostrado
que el Método del Trabajo Virtual de Coulomb y el del Tensor de Tension de
Maxwell son equivalentes con elementos finitos si se emplean elementos de
primer orden y el camino de integracion del Método del Tensor de Tension
de Maxwell esta formado por lineas que unen los puntos medios de las aristas
de los triangulos [111] [113].

Desde un punto de vista teoérico, todos los métodos y en particular, los
tres dltimos, son equivalentes y conducen a la misma soluciéon. Las diferencias
aparecen a la hora de implementarlos mediante elementos finitos, el cual no
es nuestro caso. Por otro lado y ya que evaluaremos las componentes de la
inducciéon magnética en el el entrehierro y en las ranuras de nuestra méqui-
na, el método que mejor se adapta es el del Tensor de Tension de Maxwell.
Ademés, este método es el mas empleado por otros autores que tratan pro-
blemas similares al nuestro, es decir, problemas en los que una vez hallado el
campo magnético analiticamente queremos obtener la fuerzo y/o el par [115]
[63] [64] [116] [60] [65]. Otros autores, emplean este método cuando quieren
determinar la fuerza o el par, pero han hallado el campo con otros métodos,
como circuitos magnéticos [117] o elementos finitos [118] [119]. Para minimi-
zar, en el calculo de la fuerza o del par, el error originado por la seleccion del
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camino de integracion, la mayoria de los autores sitiian este camino en medio
del entrehierro [115] [63] [64] [116] [60] [65] [119]. Otros autores, como [118§],
proponen elegir diferentes contornos a lo largo del entrehierro y obtener el
promedio de los resultados obtenidos en cada uno de ellos.

Por las razones anteriormente expuestas, emplearemos el Método de Ten-
sor de Tension de Maxwell para calcular la fuerza y el par de reluctancia que
se origina en nuestra maquina. Vamos a desarrollar este método, siguiendo
la exposicion realizada en [113].

Método del Tensor de Tension de Maxwell

El Método del Tensor de Maxwell proporciona una herramienta para ha-
llar la fuerza originada por un campo magnético a partir de las componentes
de la induccion magnética de dicho campo, mediante la integral de super-
ficie de un tensor. Dicho tensor es el Tensor de Tensiones de Maxwell cuya

expresion para el caso de coordenadas cartesianas y en tres dimensiones es
[113]:

B2- LB’ B,B, B,B.
Tusr=—| BB, B:2-LB]’ BB, (2.57)
"\ BB, B.B, B:—1B|

A partir de este tensor podemos hallar la densidad de fuerza por unidad
de volumen, p, segtn:

po=V - Tusr (2.58)
La fuerza total se hallara integrando la densidad de fuerza en todo el volumen:
F = /V . T]WST - dv (259)

v

Empleando el teorema de la divergencia podemos transformar la integral de
volumen de la ecuacion (2.59) en una integral de superficie:

F- 7{ Tossr - ds (2.60)
S

siendo S una superficie que encierra al dispositivo del que estamos hallando
la fuerza que experimenta.
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El par o momento de una fuerza es una magnitud vectorial definida como
el producto vectorial del vector de posicién del punto de aplicacién de la
fuerza por el vector fuerza, es decir:

T =7xF (2.61)
siendo sus unidades N - m.

Si la fuerza la descomponemos en sus componentes normal y tangencial,
el par es un vector perpendicular al plano definido por el vector de posicién
y la componente tangencial de la fuerza y de magnitud igual al producto de
la componente tangencial de la fuerza por la magnitud del vector de posicion
del punto en el que se aplica dicha fuerza:

T=F-r (2.62)

Para geometrias extensas, el calculo del par lo obtendremos integrando el
diferencial del par a lo largo de la trayectoria de integracion. La expresion
del diferencial del par es:

dl' =r - dF, (2.63)

siendo la expresion del par total:

T = 7§r -dF, (2.64)
S



Capitulo 3

Método de los subdominios

El método de los subdominios es la técnica que vamos a utilizar en la
obtencion de la distribucion del campo magnético en el entrehierro de una
méquina axial de doble cara con rotor interno y estatores ranurados, cuando
estd en circuito abierto. Posteriormente, hallaremos la fuerza electromotriz
inducida y la fuerza y el par de reluctancia. Veamos en qué consiste este
método.

El método de los subdominios divide la geometria a estudiar en regiones
lo suficientemente sencillas, denominadas subdominios, en las que resuelven
directamente las ecuaciones de Maxwell en magnetostatica (las cuales se re-
ducen a la ecuacion de Laplace en las regiones de aire y a la ecuacion de
Poisson en las regiones donde existen imanes o corrientes) y obtiene la dis-
tribucion del campo aplicando las condiciones de contorno en las fronteras
entre los subdominios.

La tnica referencia que hemos encontrado de esta técnica y que sirvio
como punto de partida para este trabajo, estd en el libro de Engelmann y
Middendorf [120] titulado “Handbook of Electric Motors”, libro escrito por
47 autores, cada uno de ellos experto en su campo. En el primer capitulo,
escrito por V.D. Nene y J.R. Brauer, los autores repasan los principios de la
conversion de energia, tratando, entre otros aspectos, los principales métodos
empleados para estudiar el campo magnético originado por corrientes inmer-
sas en nucleos de hierro; uno de los métodos que contemplan es el método
de los subdominios, al que denominan “soluciéon mediante series de Fourier”.
A modo de ejemplo, se aplica este método en la resolucion de la ecuacion
de Laplace en dos dimensiones para el potencial magnético escalar en dos
casos: un primer caso sencillo formado por un tnico subdominio y una se-
gunda geometria més complicada como es el entrehierro de una maquina con
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doble ranurado idéntico; el problema resultante consta de dos subdominios
con una frontera comun. Antes de explicar como se aplica el método, vamos
a obtener la solucién general de la ecuacion de Laplace en dos dimensiones
y coordenadas cartesianas para un campo escalar.

3.1. Soluciéon general de la Ecuaciéon de Laplace

La solucién a la ecuacion de Laplace, sujeta a unas condiciones de con-
torno especificas, nos proporcionara el modelo de campo que estamos bus-
cando. La ecuacion de Laplace para el potencial magnético escalar, en dos
dimensiones y en coordenadas cartesianas venia dada por la expresion (2.43):

0? Pm 9? Pm

Ox? * 0y? =0

y una posible solucién a esta ecuacion serd ¢, = e@**¥) que al ser susti-
tuida en la ecuacién de Laplace nos da:

(042 +ﬁ2>€(o¢aziﬁy) -0

que para cumplirse se ha de dar obligatoriamente que (o + 3%) = 0, o lo que
es lo mismo que a = £ if.

Por tanto serfan posibles soluciones las siguientes:

O = ePly—iz)
O = eBl-ytiz)
O = eP(—y—iz)

y la suma de dos cualquiera de estas soluciones también seria solucién, por
tanto sumando y operando nos queda que:

O = eBlytiz) + ePly—iz) — eb’y(eﬁim + e*ﬁi:r) — 92¢PY cos Bz
Om = eB(—ytiz) + ePlmy—iz) e—ﬁy(eﬁiw + e—ﬁim) — 2¢8Y cos Bz
va que €% = cos fx + i sen fx y e P = cos Bx — i sen fz.

En general, podemos decir que los valores de ¢,, de la forma K e’¥ cos iz,
o K'e PY cos Bx son soluciones de la ecuaciéon de Laplace.
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Si sumamos ambas soluciones obtenemos una nueva soluciéon de la forma:
Om = K Y cos fa 4+ K'e ¥ cos B = cos B (K Y + K'e V) =
= cos Bz [(K 4+ K') cosh By + (K — K') senhf3y| =
= Acos Sz cosh Sy + B cos fx senhBy
ya que ¢’¥ = cosh By + senh By y e ?¥ = cosh By — senh By.

Si en vez de sumar restasemos, nos quedaria que
Om = ePlytia) _ Bly—iz) _ eﬁy(eﬁiw _ efﬁiz) — Qeﬁysenﬁx
Om = e PY(ePi — ¢7F1T) = 2 ¢ FYsenBua

y siguiendo el mismo razonamiento anterior tendriamos que

— Plytiz) _ Bl-y—iz)

om = C'senfx cosh Sy + D senfx senhfBy

y como cualquier combinacion lineal de estas soluciones sigue siendo solucion,
tendremos que para cualquier valor de

om (T, y) = Z (A,, cos Bpx cosh B,y + B, cos B,x senhf,y+

n

+ C, senf,z cosh B,y + D, senf,x senhf,y) (3.1)

Ahora, utilizariamos las condiciones de contorno para hallar los valores
de los diferentes coeficientes (,,, A,, B,, C,, y D,,. Veamos un ejemplo.

3.2. Ejemplos

Vamos a ilustrar como se calculan los coeficientes 3, A,, B,, C, v D,
de la solucion obtenida a la ecuacion de Laplace y como se aplica la técnica
de los subdominios desarrollando tres ejemplos.

3.2.1. Ejemplo 1: Regién rectangular

Como ejemplo del célculo de los coeficientes de la solucion de la ecuacion
de Laplace, vamos a hallar la distribucién del potencial magnético escalar en
una region rectangular en la que uno de los lados se mantiene a un potencial
constante,p,, = Vj, v los otros tres lados se mantienen a un potencial nulo
(figura 3.1).

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:
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®,=V.

Q.= ¢ =0

\J

Figura 3.1: Region rectangular con un lado a un potencial ¢, = V4 y los
otros tres lados a un potencial nulo

= ¢, =0 en x = 0 para cualquier valor de y.
= ¢, =0 en y = 0 para cualquier valor de x.
» ¢, =0 en x = a para cualquier valor de y.
=, = Vy en y = b para cualquier valor de z.

Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lucién para obtener los coeficientes 3, A,, B,, C, v D,:

= ¢, = 0 en x = 0 para cualquier valor de y: Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucion general llegamos a que:

©Om (0,y) = Z (A, cosh By + By senhf,y) =0

n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de (3, e
y, la tnica posibilidad es que A, = 0y B, = 0, quedando, en nuestro
caso, la solucion restringida a:

Om (x,y) = Z (C, cosh B,y + Dysenhf,y)senf,x

n

=, = 0en y = 0 para cualquier valor de z: Sustituyendo estos dos
valores en la solucion que nos viene ya de la aplicacion la anterior
condiciéon de contorno obtenemos que:

om (2,0) =Y Cpsenf,z =0
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y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de 3, y x,
la tinica posibilidad es que C),, = 0, quedando la solucion de la forma:

Om (T,y) = Z D, senhf,ysenp,x

= ¢, = 0 en x = a para cualquier valor de y: Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucién anterior tenemos que:

Om (a,y) = Z D,senhf,ysenf,a =0

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de [, e
y, la tnica posibilidad es que el senf,a = 0, o, lo que es lo mismo, que
frna = mm (donde m es cualquier nimero entero). La solucion quedara

como: nmy i
o (0:9) = 3 Dysen () sen (55)
Om (x,y) ; sen — ) sen

a

en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solucion encontrada.

= 0, = Vp en y = b para cualquier valor de z: Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucion anterior tenemos que:

Om (z,b) = Z D,,senh (%ﬂb) sen (?) =V,

Para poder extraer algo de informaciéon de esta condicién recurriremos
al desarrollo en serie de Fourier de una distribucion rectangular ¢, =
Vo para 0 < x < a y en el que el limite por la izquierda y por derecha
enxz =0yenxz=a,es cero en ambos casos. Esto es, el desarrollo en
serie de Fourier del contorno de la region que estamos analizando. Este
desarrollo viene dado por:

A Vo (2k + 1)mx
gpm_ﬂg(yf—kl)sen[ a ]

El desarrollo en serie de Fourier debe ser igual a la formula anterior,
por lo que identificando ambas (y eliminando los términos pares pues
el desarrollo en serie de Fourier nos los tiene) tenemos que:

D, sen [GEEDTD] 4 Vo
7 (2k + 1)

a



74 Método de los subdominios

L p 4 Vo 1 4V,
" w2k +1) gepp [(%anb] k4 1)r

esch [(% + 1)7rb}

a

Asi que sustituyendo este valor en la solucién de la condicion de con-
torno anterior obtenemos la soluciéon final para la distribucion del po-
tencial magnético escalar en el interior de la regiéon rectangular en fun-
cion de x e y:

B éi % - escly [(2k+ 1)7rb] .
senh {M} sen {M} (3.2)

En el anexo C se muestran otros ejemplos cuyos resultados, ademés de
ilustrar como se calculan estos coeficientes, se utilizaran en la aplicaciéon de
la técnica de los subdominios, tanto en este capitulo como en capitulos pos-
teriores. Un par de ejemplso de la citada técnica se muestran a continuacién.

3.2.2. Ejemplo 2: Entrehierro maquina con doble ranu-
rado

Resolvamos una aplicacion real como es la distribucion del potencial mag-
nético escalar en el entrehierro de una maquina con doble ranurado idéntico
(en el rotor y en el estator). Resolveremos el problema cuando las ranuras
estan justo una en frente de la otra, apreciando de esta manera que en las
dos superficies las ranuras y los dientes son iguales (figura 3.2). Podemos
observar también, céomo, por simetria, el problema se reduce al calculo del
potencial en el area rayada.

Las medidas que nos encontramos en las figuras 3.2 y 3.3 corresponden a:
s = anchura de la ranura,

t = anchura del diente,

A =paso del pie = s + 1,

g = longitud del entrehierro y

h = profundidad de la ranura.

En la figura 3.3 hemos planteado el problema del potencial en el area
rayada de la figura 3.2. Como se puede observar existen dos regiones cla-
ramente diferenciadas e interconectadas a través de la frontera comun ED.
Se debe cumplir que el potencial magnético escalar y su derivada espacial
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Superficie 1

Superficie 2

Pm =-1

Figura 3.2: Ranurado doble idéntico cuando las ranuras estdn justo unas
enfrente de la otras.

s/2
P =1
B C
X
A 4
y ®, =
t/2 h
Oy X =0 Reqion | o =1
N oF
X
v Regionll | o9 jox=0 |9/2
3% "
® ® ®
A ¢,=0D ¢ -0 G

Figura 3.3: Planteamiento del problema del potencial para el area elegida en
la figura (3.2).
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deben ser continuos a través de esta frontera. Basandonos en esta propiedad
resolveremos el problema en dos pasos:

1. Impondremos una distribucién de potencial arbitraria a lo largo de la
frontera comin E'D. La distribucién vendra expresada en forma de un
desarrollo de Fourier en senos en el que los coeficientes son variables por
determinar (en el apéndice B se justifica la eleccion de esta distribu-
cion de potencial). Ahora que tenemos especificadas las condiciones de
contorno en ambas regiones resolveremos, por separado, la distribuciéon
de potencial en la region I y en la region 11.

2. Obtendremos los coeficientes del desarrollo de Fourier de la distribucion
de potencial en la frontera E'D igualando la derivada normal de la
funcion potencial en ambas regiones a lo largo de esta frontera.

Paso 1

La distribuciéon de potencial que impondremos a la frontera comin ED
es de la forma:

oED = N~ B, - sen [;%(y — h)} para h <y < h+ g/2 en la region I, y
qg=1

©EP = 3 B, - sen <£y> para 0 < y < g/2 en la region II
g=1

donde B, son los coeficientes a determinar.

Estas dos formulas son la misma distribucién excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la regiéon I tomamos el origen de coordenadas en el
punto B con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C'y A, respecti-
vamente, y en la region II tomamos el origen de coordenadas en el punto £
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F'y D.

En el ejemplo anterior y en los casos ilustrados en el apéndice C, todas
las condiciones de contorno eran homogéneas excepto una. No obstante, nos
podemos encontrar con problemas en los que todas las condiciones de con-
torno son no homogéneas. La forma de resolver estos problemas es, aplicando
el principio de superposicion, dividir nuestro problema en tantos como sea
necesario para que cada uno de ellos sélo tenga una condicion no homogénea,
tal y como se ilustra en la figura 3.4; la solucién del problema serd igual a la
suma de las soluciones de cada uno de los problemas en que hemos dividido
nuestro problema inicial [107], es decir:

Om (2,y) = Zwin (z,y)
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donde cada ¢! (z,y) cumple la ecuacion de Laplace con una condiciéon de
contorno no homogénea y las otras tres homogéneas. De esta forma, redu-
cimos la resolucion del problema original a la resolucion de un conjunto de
problemas més sencillos. La suma de todos los problemas sencillos serd la
soluciéon del problema original, ya que la suma satisface tanto la ecuacion
diferencial como las condiciones de contorno: la ecuacién diferencial, al sa-
tisfacerla cada problema sencillo también es satisfecha por la suma de éstos;
cada problema sencillo cumple una de las condiciones de contorno por lo que
la suma cumplira todas las condiciones de contorno.

Y a Y a
¢ =0 [
b + 0 +
A Y ¢,=0 ®,=0 ®,=V, »,=0
—V » | .
b Q. .=Vs 0 0.2V, a X 0 9,=0 a x
Pu=V2 ?.=Va Y a Y a
> b PnYs b i
0 o=V, a X +
® =0 ® =0 ® =0 ®.=v,
> »
0 ® =0 a x 0 0 =0 a x

Figura 3.4: Aplicacion del principio de superposicion en la resolucion de pro-
blemas con varias condiciones de contorno no nulas

En virtud de lo expuesto anteriormente, el potencial en la regiéon I lo
obtendremos, por superposicion del caso#2 (en el que desplazamos h + ¢/2
el eje y) v el caso#10, llegando a:

>

0 (2k+1)7 i
4(—1)F senh [—S (h+g/2 y)} cos [(2]{; + 1)7rx}
prd (2k + 1)m senh [@ (h+ g/g)}

S

00 cosh <h’jr” >
72 nmy
+3 K, — "7 sen (—) (3.3)
; cosh [%ﬁf;} h+g/2
donde:
2 2(1—a) ¢ (1= dgn(i-a))
Ky=— [1— i ’ B
— [1 — cos(nmar)] + - sen(nma) Z 2 il — ) gt

g=1
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S 2qrh
—l—Z @) By 0gni-a) cos( T ) (3.4)

q=1 g
B h
~ h+g/2

El potencial en la regién II lo obtendremos por superposicion del caso#3
(en el que desplazamos g/2 el eje y) y el caso#9, llegando a:

. i 4 senh [M (9/2— y)} {(Qk + 1)7rx}
ol — . -sen | ————
~ (2k+ 1w senh [MQ/Q} !

o0 cosh [ T (t/2 — x)} 2q Ty
+ ; B, - — (%t/2> - sen (T) (3.5)

Paso 2

Una vez obtenidas las expresiones del potencial en ambas regiones pode-
mos plantear un conjunto de ecuaciones en funcion de los coeficientes B, sin
mas que plantear en la frontera comtin ED que:

ngH
 dx

x=s/2

e,
dx

z=0

Primeramente, realizaremos la derivada en la region I, no sin antes rea-
lizar una traslacion del origen de coordenadas de ésta, pues hemos resuelto
el problema del potencial en ambas regiones con sendos origenes de coorde-
nadas. Por tanto, la traslacion y = y + h nos situara las ordenadas de los
centros de coordenadas de ambas regiones al mismo nivel, resultando, de esta
manera que la soluciéon de la distribucion de potencial de la regiéon I queda:

= 4(=1)F senh [(%H (9/2 - )} (2k + 1)mx
_kZ:O(?kJrl)W.senh [M (h—|—g/2)} .COS{ S }Jr

© cosh( Rt >
+ Z K, - _\MeR)en [w] (3.6)
n=1 cosh [”ﬂ;ﬁ)} h+g/2
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y su derivada:

% > _4(=1)* | senh [(2117;)“ (1/2 - y/g)} o (2k + 1)z
dx % o senh [ CREOT (B /g + 1/2)] B [ 8 } i

N Z senh (hi’;ﬁz) e {nﬂ(y + h)] (37)

h+g/2 cosh [mr s//2)] h+g/2

Vamos a definir unas nuevas constantes en funciéon de las que ya tengo
con la intenciéon de simplificar el formulismo. Definimos p como:

A t+s
/"L = — =
g g
y [ como
t
= =1—-—3=
b= b=
resultando
—=up
g
y
t
—=p(l-p)
Ademaés, definimos « segiin la expresion:
_h
~ h+g/2
Operando, obtenemos:
l—a= 9/2
h+g/2

1 h+g/2 2h+g

l-a 9/2 g

que nos permite escribir:

h_0.5a
Cl-a
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En la frontera comin ED, el valor de las abcisas en la regién I para
cualquier punto es x = s/2, valor que sustituido en la derivada anterior,
ecuacion (3.7), nos proporciona:

do! <, senh {2’““ (1/2 - y/g)}
Dm —. 4+
d 2k+1)m
x r=5/2 k—0 § senh |:251ﬂ(1—)o¢):|

senh |:nﬂ'(s/2):| b
+Z n ol ] n( ALl ) (3.8)
h+g/2 cosh [mig/é)] h+g/2 h+g/2

Multiplicando por g a la ecuacion (3.8) obtenemos:

R e el Cab

k=0

+§;Kn-2nﬂ(1 a)-t h{hf/fﬂ - sen {W(l—a) (g%ﬂLﬁ)]

de?,

gdx

resultando:
dy! = —4 { (2k + )7 1 {(2k+ 1) (1 y)}
—= = — -csch | =———|-senh |——F— (- —= ||+
dz |,_ kz_o I 2uB(1 — ) pp 2 g

+iKn -2nm (1 — a) - tgh [nrpf(1 — a)] - sen [2”77(1 ) (10—50(; " %)}

(3.10)

n=1
para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1/2.

A continuacion realizaremos la derivada en la region II; a partir de la
ecuacion (3.5) obtenemos:

gt g senh [ 25T (g2 —y) {(2/{ + 1)7rx]
= - £ Co8 | ———
dx i’ senh [ 2kt 1)m /2] t

+§:Bq ( QQW) . Sen(igi (t/ 2/2;)} . sen (QQTW) (3.11)
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En la frontera comin E D, el valor de las abcisas en la region II para
cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en (3.11) nos proporciona:

0o (2k+1)w .

4 senh [ t (% y)]
- Z i (2k+1) +

=0 k=0 senh |: ﬂ—%:|

d(pH
dz

t

+ZB ( 2(”) tgh (%t) - sen (%) (3.12)

Multiplicando a toda la ecuacion (3.12) por g queda:

- @kr (1 y
oo senh [#e (5 )

dey,
dr |, k=0 t/_g . senh [(%ng)wﬂ i
+ 3 By (-2qm) - twhlama(1 — )] -sen (217
qg=1
es decir
dgp w 4 (2]{—}—1)71 {(2k+1)7r (1 y)]
=N % esch [T lgeph [ TR (2
vl B Dimeemys {w(l =) M = \2 g/l
+ Z - (2¢qm) - tgh [qmp(l — B)] - sen (2(17%3;) (3.13)

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1/2.

Igualando ambas derivadas (ecuaciones (3.10) y (3.13)) v recolocando los
términos para dejar los que poseen B, en un tnico lado de la ecuacion queda:

i {2q7r - tgh [grp(1 — B)] - sen (2q W%) N

> 2qmh 4ng(1 — o)?sen(nma
> [QW(l — ) 0gn(1-a) COS (q—) + « ) sen 5 ) (1= dgna-a)| -
g @ —n*(1l—a)

n=1

tgh[nmpB(1 — a)] - sen {zmu —a) (10?2 + g)}}gq _

e ) e 5 ()

k=0
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oo

S5y e 52 e [B52 (1-)]

k=0

_ 24(1 —a) - [1 = cos(nma)] - tgh [nmpf(l — a)] -

sen [zma —a) (0'50‘ + g)] (3.14)

l—a g

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1/2.

Esta ecuaciéon debe ser resuelta por métodos numéricos para poder ob-
tener los valores de B,. Para ello, por ejemplo, elegiremos un valor méximo
para g como @, y elegiremos ) diferentes valores para la variable y/g dentro
de su rango. De esta manera tendremos @) ecuaciones con () incognitas (los
coeficientes B,).

Como ejemplo numérico procedimos a elegir unos valores para las dimen-
siones del problema que nos ocupa y realizar un programa en Matlab para
su resolucion. La figura 3.5 muestra graficamente la variaciéon del potencial
magnético escalar en la zona estudiada para valores de las dimensiones del
problema de s =4 mm, t =8 mm, g =3 mm y h =7 mm.

3.2.3. Ejemplo 3: Entrehierro maquina ranurada e ima-
nes permanentes

Resolvamos otra aplicacién real, pero esta vez un poco mas complicada.
Queremos obtener la distribucion del potencial magnético escalar en el entre-
hierro de una maquina trifasica de imanes permanentes y flujo axial. Vamos
a representar la parte correspondiente a la longitud ocupada por dos imanes
consecutivos, uno con su cara norte mirando al ranurado y el otro con su cara
sur. Hemos adoptado una situaciéon simétrica en la posicion de las ranuras
respecto los imanes por simplicidad. Podemos observar céomo, por esta sime-
tria, el problema se reduce al calculo del potencial en el area rayada (figura
3.6).

Las medidas que nos encontramos en las figuras 3.6 y 3.7 corresponden a:

s = anchura de la ranura,

t = anchura del diente,

A =paso del pie = s +t,

g = longitud del entrehierro y

h = profundidad de la ranura.
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0.9

0.8

Figura 3.5: Valores del potencial magnético escalar de ambas regiones ¢! y
@M para el ejemplo numeérico tal que s = 4 mm, t = 8 mm, g = 3 mm y
h =7 mm.
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Figura 3.6: Entrehierro de un motor trifasico de imanes permanentes.
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L S N 45/2 .
E, =0 F K Pn=0 L
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Figura 3.7: Planteamiento del problema del potencial para el area elegida en
la figura 3.6

En la figura 3.7 hemos planteado el problema del potencial en el area
rayada de la figura 3.6. Como se puede observar existen cuatro regiones cla-
ramente diferenciadas e interconectadas a través de las fronteras comunes
CD, GH e IJ. Se debe cumplir que el potencial magnético escalar y su de-
rivada espacial deben ser continuos a través de estas fronteras. Basdndonos
en esta propiedad resolveremos el problema en los dos pasos citados en el
ejemplo anterior:

1. Impondremos una distribucién de potencial arbitraria a lo largo de
las fronteras comunes C'D, GH e I.J. Estas distribuciones vendran ex-
presadas en forma de un desarrollo de Fourier en senos en el que los
coeficientes son variables por determinar (véase justificacion en el apén-
dice B). Ahora que tenemos especificadas las condiciones de contorno en
ambas regiones a cada lado de las fronteras resolveremos, por separado,
la distribucién de potencial en cada region.

2. Obtendremos los coeficientes del desarrollo de Fourier de la distribucion
de potencial en las fronteras C'D, GH e IJ igualando la derivada normal
de la funcién potencial en ambas regiones a lo largo de cada frontera.

Paso 1

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin C'D
es de la forma:
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©CP = N H, - sen (%) para 0 <y < g en la region I, y
q=1

@%D =" H,-sen [%j")] para h <y < h+ g en la region 11
q=1

donde H, son los coeficientes a determinar.

Estas dos formulas son la misma distribucién excepto un desplazamiento
en las ordenadas pues en la regiéon I tomamos el origen de coordenadas en el
punto B con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C'y A, respecti-
vamente; y en la regiéon II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F'y D.

En las otras dos fronteras GH e IJ procederemos de forma similar. La
distribucion de potencial que impondremos a la frontera comtin GH es de la
forma:

lr(y—h)

@GH =S M, - sen [T} para h <y < h+ g en la region 11, y
1=1

o0
@G =5~ M, - sen (%’) para 0 <y < g en la region III
=1

donde M, son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin 7.J es
de la forma:

o = S L, -sen <%> para 0 <y < g en la region III, y
m=1

@{nj = S L, -sen [W} para h <y < h+ g en la region IV
m=1

donde L,, son los coeficientes a determinar.

Una vez definidas las distribuciones de potencial a lo largo de las fronteras
comunes, vamos a calcular las expresiones del potencial magnético en cada
region, empleando las expresiones deducidas en los casos considerados en el
apéndice C y el principio de superposicion.

= Potencial en la region I

El potencial en la region I (figura 3.8) lo obtendremos por superposicion
del caso#£1 y del caso##4, llegando a:

= 4 (2k + 1)mg
I _ = .esch | /TS
Pm % 2k +1)x °F [ t/2 }

o [ [CE ]

t/2 1/2
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AY
=1
g
S qry
?n =0 | Regién 1 | #n :ZHq-sen(Tj
g=1
0 ¢, =0 t2 X

Figura 3.8: Region I: El potencial en esta region lo obtenemos por superpo-
sicion del caso#1 y del caso#4.

> t/2
£3 H,-esch (TY2) - senh (74 - sen (7Y (3.15)
K g g g
q=1

= Potencial en la region II:

El potencial en la region II (3.9) lo obtendremos por superposicion del
caso#1 del caso#12 y del caso#13, llegando a:

Om :iﬁ-cs@h [(2k+1)ﬂ(h+g)] _
"= (2k+ )T 5
senh {@} sen {w} N

. nms nm nmy
+;Kn-csch <h+g> - senh <h+g> - sen <h+g)+

o nmws nr (s — x) nmy
+;Kn - csch <h+g> - senh [h—ﬂ] - sen (h+g> (3.16)

donde

— (1= 8y m(1—a
K? = —2(1 @) sen(nma) Z ( Ln(1—w) M+

n 2
T = 12 —n?(1 - a)
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> ITh

+ (1 — ) My 8 n(1—q) COS (l> (3.17)
=1 9

y
;o 2(1— 2 q(1 = 6y ni1-a
Ki = —( @) sen(nma) (]2( 2q’ a )2 H,+

T q=1 qg-—n (1 - Oé)
- qrmh

- (1 =) Hydgn(1—aycos | — (3.18)
q=1 g

siendo
h
oa=-— (3.19)
h+g
LAY B
h+g q)m 71
@ngHq.sen{iq”(;_h)} (% :ZM,sen[—I”(yg_h)}
g
0, = 0 Reglén 1 0., =0
0 ¢, =0 s %

Figura 3.9: Region II: El potencial en esta region lo obtenemos por superpo-
sicion del caso#1, del caso#12 y del caso#13.

» Potencial en la region III:

El potencial en la region III (3.10) lo obtendremos por superposicion
del caso#£1 del caso#4 y del caso#5, llegando a:

= 4 (2k + 1)7g
117
pumm —— . h _— .
=3 e |

[(Zk—f—tl)ﬂy] sen {(% J;l)m:} N

- It Im(t — l
+ ZMl - ¢sch <l> - senh lMl - sen (ﬂ)+
— 9 g 9
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AY
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Figura 3.10: Region III: El potencial en esta region lo obtenemos por super-
posicion del caso#1, del caso#4 y del caso#5.

+ Z Ly, - csch ( ) - senh (m;m) - sen (%) (3.20)

= Potencial en la region IV:

El potencial en la region IV (3.11) lo obtendremos por superposicion
del caso#£3 y del caso#11, llegando a:

Voo 4 2k + Dr (h+g)
R N e |

senh [(Qk + 1)7@} - sen l(zk + 1)7r:c} N

s s
—~ nms/2 nm (s/Q—x)] (mry)
+ KY -sech -cosh | —————=| - — | (3.21
; - sec (h+g) cos [ g sen T (3.21)
donde
' 2(1 = m( o))
K! = sen(nma) L+
2:1 —n2 1 —a)2

> mmh
+ Z (1 = @) L, Oy n(1—a) COS ( 7 ) (3.22)
m=1
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y
t =1
h+g
> mn(yfh)}
= L -sen| ————=
P ;m [ .
g 0P,
ox
Regiéon
¢, =0 v
0 @ =0 s/2 X

Figura 3.11: Region IV: El potencial en esta region lo obtenemos por super-
posicion del caso#3 y del caso#11.

Paso 2

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las cuatro regio-
nes podemos plantear un conjunto de ecuaciones en funciéon de los coeficientes
H,, M,y L, igualando la derivada normal de la funcién potencial a ambos
lados de cada frontera, es decir,

dy;, dp)
s = I (3.23)
z=t/2 =0
d(pH d(pIH
I (3.24)
dr |,_, dr |,_,
Y d 117 d v
Pm Pm
—rm_ | = Tom (3.25)
dl‘ r=t d.?? x=0

Primeramente, realizaremos la derivada en la region I, derivando la ecua-
cion (3.15):

dy, _ i 4 {(2k+ l)ﬁg] - senh {2(21;/; mﬂ o l(% ;;)M}Jr

G t/2
+ Z Hqg - csch (ﬂ) - cosh (@> - sen <@)
— g g g g
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Antes de proseguir voy a definir unas nuevas constantes en funcién de las
que ya tengo con la intencion de simplificar el formulismo:

A t+s
M = — =
g g
y
b 1 g
s+t s+t
resultando
S
—=pup
g
y
—=pn(l-p)
g
Ademaés, definimos « segin la expresion:
h
a=-—
h+g
Operando, obtenemos:
e 9
h+g
y
I h+yg
l—a g
que nos permite escribir:
o«
g l-a

En la frontera comtn CD con la regiéon 11, el valor de las abcisas en la
region I para cualquier punto es x = t/2, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

de! — 8 {2(2k+ 1)71 {2(2k+ 1)7ry]
—= = — ———— | -senh | ————=|+
L kz:% t p(l —3) w(l—p) g
+Z Hq g . CSCh (M) . COSh (M) - sen (@)
=y g g g

Si multiplicamos por g, obtenemos:

LSS [N, 20 ],

emtjp M pu(l —B) n(l—=15) g

e,
g dx
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+ qzz; H,qm - coth {w] - sen (q’g) (3.26)

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Ahora realizaremos la derivada en la region II, no sin antes realizar una
traslacion del origen de coordenadas de ésta para dejarlo a la misma altura
que los origenes de las regiones I y III con las que limita. Por tanto, la
traslaciéon y = y + h nos situara las ordenadas de los centros de coordenadas
de las regiones I, II y III al mismo nivel. De esta manera, la derivada de la
distribucion de potencial de la region II (ecuacion 3.16) queda:

dptl SN 4 (2k+1)m(h+g)
Zrm o _ Z . ¢csch .
dx Z s & [ 5

k=0

conh {(21{ + Dy + h)} . {M} N

S S

2. (S (T nw(y B
+nE:1 "t g csc (h—i—g cos g sen —h+g

_Z L, ( nms ) - cosh {mr (s —x)} - sen [nw(y—i— h)]
—~ " h+tyg h+g h+g h+g
(3.27)
En la frontera comin C'D con la region I, el valor de las abcisas en la

region T para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada
anterior (ecuacion 3.27) nos proporciona:

I =4 o2k + 1 o2k + 1
dr |,y 1= s s/l \g s/lg \g g
2. g | rm(s/e) | <9 )|
+; "t g csc §+1 sen %+1

B LB M - cosh M sen |09/
— h+g §+1 §+1 §+1

Si multiplicando a toda la ecuacion por ¢ e introducimos las constantes
a, By p previamente definidas, obtenemos:

dl!! = 4 l(% +1)r 1 ] [(% + ) <y oY )}
“ = —-csch senh | ————( = + +
Tl =0 ;uﬁ ps  l—a w3 g l-a
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. I nm <§ + ﬁ)
=2 Kinm(1-a) - coth [W/ia)} R IVICEty

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

(3.28)

n=1

En la frontera comtn GH con la region 111, el valor de las abcisas en la
region II para cualquier punto es x = s, valor que sustituido en la derivada
del potencial en esta region (expresion 3.27) anterior nos proporciona:

[e.9]

do!t —4 2k +1 h 2k +1 h
dv {,_, = s s/g g s/g g 9
+ Z KZ. T esch —nzlr(s/g) - cosh —mhr(s/g) - sen —h<g g>

— h+g r +1 g +1 g +1

— Z KZ LT sch n(s/9) .sen | — 97
n=1 E +

- C
h+g !

Multiplicando a toda la ecuacion por g e introducimos las constantes «,
0By p previamente definidas, queda:

do!! = —4 2k + 1 h 2k + 1 h
ﬁ — Z _'CSCh {u (_ + 1>:| .Senh {u (g + _>:| +
dr |,_, = s s/g g s/g g 9
oo nT (3 + ﬁ)
+ Z K2 T esch —m}j(s/g) - cosh —m;(s/g) ssen | ————- O
— h+g ! b1 by
n= g g g
_ Z KZ . ﬂ . CSCh M . sen % (329)

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

A continuacion y partiendo de la expresion (3.20), realizaremos la deri-
vada en la region III:

detl X 4 2k + 1 2k +1 2k +1
fm A e [u] - senh {ﬂy] cos [ﬂ} _
dx 1 t/g t/lg g t
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N It I (t — l
— Z M, . esch (l> - cosh [M} - sen (ﬂ> +
~ 9 g 9 9
+ Z L., M7 esch (m_ﬂt) - cosh (w) - sen (w) (3.30)
= g g g g

En la frontera comin GH con la region I1, el valor de las abcisas en la
region IIT para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

=0 g
— ZMZ — - csch (l t) - cosh (M—t) - sen (hr_y)+
g g g

t
P30T s (ﬂ) - sen (w)
— g g g

Multiplicando a toda la ecuacion por g queda y empleando las constantes
a, By u, resulta:

k=0

ngIII

dr

d(pI[I

dz

9

- i M, 7 - coth [lmp(1 — )] - sen (%) +

=1

+ Z Ly, mm - csch [map(1 — )] - sen <%) (3.31)

m=1

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

En la frontera comiin /J con la region IV, el valor de las abcisas en la
region III para cualquier punto es x = t, valor que sustituido en la ecuaciéon
(3.30) nos proporciona:

-3 o [ e [

dQO]II

dx
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- t t
—i—Zme - csch mrt - cosh mrt - sen mry
—1 g g

g 9

Multiplicando a toda la ecuacién por g y empleando las constantes «, 3
y i, queda:

dow'|  _ 5~ 4 cesch |GEAUT) oy [(ZEE DTy
| T & D h[uu—m] h{uﬂ—ﬁ) 9]

— i M im - csch [lrp(1 — B)] - sen <l%) +
=1

+ Z Ly, mm - coth [mmp(1 — B)] - sen (?) (3.32)

m=1

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Por dltimo realizaremos la derivada en la regiéon IV, no sin antes realizar
una traslacion del origen de coordenadas de ésta para dejarlo a la misma
altura que el origen de la region III. Por tanto, la traslacion y = y + h nos
situaré las ordenadas de los centros de coordenadas de las regiones III y IV
al mismo nivel, resultando, de esta manera que la derivada de la distribucién
de potencial de la region IV (ecuacion 3.21) queda:

dely i": é-csch {(2k+1)w(h+g)} '

dx s
k=0

o [(2k+ 1)7r(y+h)] cos [M} B

S S

h+g h+g h+g

_nf;f(;‘;' . h”_fg - sech <"7T_5/2) - senh [M} . sen {M}

En la frontera comtn /J con la region 111, el valor de las abcisas en la
region IV para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

o0

] B () 252
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Multiplicando a toda la ecuaciéon por g y empleando las constantes «,

y W, resulta:
dplV =4 [(% + )7 1 ] [(% + )7 (
g— = — - csch -senh [————— [ £
dr |, ,; w3 ps 11—« 0] g
(nm/2) up ”W<g+%>

- Z K¥nm(1 — a) - tanh

1

{1/(1—04)

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

n—=

:| - sSe1n

Yy

Una vez halladas las derivadas de cada regiéon en las fronteras comunes,
podemos plantear un tres conjuntos de ecuaciones que nos permitiran calcular
los coeficientes Hy, M; y L,,. El primer conjunto de ecuaciones lo obtenemos a
partir de la ecuacion (3.23) que, multiplicando por g en ambos lados, resulta:

dsom
dx

z=t/2

d(,OII
-9 dx

z=0

Sustituyendo las ecuaciones (3.26) y (3.28) y agrupando los sumandos
para dejar los que poseen H, y M; en un tnico lado de la ecuacion, queda:

; {QW coth {w} sen (q wg) +
N 2 mh 2nq (1 — a)’sen(nma
+; nm (1 — @) 0gn(1—a) COS (qg ) + 6(112( - n2()18i O(é)2 )(1 _ 5q’n(1_a))].
Y

o0

2

2nl (1 — a)’sen(nra)

2 —n2(1—a)

00
=1

(1 - 5l,n(1a))] :

Rt

Imh
[mr (1-— a) Oln(1—a) COS (%) +

«esch [n7p B(1 — )] sen {”W(l —a) <1 —a " gﬂ }
_ Z_Csch [%_)a)] senth {(%ﬂ_ﬁm <1 i %)%
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

A partir de la ecuacion (3.24), multiplicando por g a ambos lados obte-

nemos: 111
do,,

e dx
Si sustituimos en esta ecuacion las expresiones (3.29) y (3.31), y colocando

los sumandos para dejar los que poseen H,, M; y L,, en un tnico lado de la
ecuacion queda:

- Z {nz { (1 — @) 84n(1—a)coS (?) +

r=s =0

2nq (1 — a)’sen(nma)
¢* —n*(1—a)’

(1 - 5q,n(1—a))] )

esch[n 7 p B(1 — )] sen {mu —a) ( S ﬂ)} } H,+

l—a g

+§: {lﬁ coth [I7 (1 — B)] sen (M%) N

=1

o] 2
N Z [mr (1—a)? (1 COS (lwh) N 2nl( — a)“sen(nma) (1- 5z,n(1—a))] '

g 2 —n2(1—a)

n=1

coth [n 7 B(1 — )] sen {nw(l —a) (1 fa + g)]}Ml—

5 {mmsch [m (1 — B)] en <m W%) } L, =

m=1

o [ [0 (2,

4 - (2k — 1)m con (2k =Dy
i o o [ (835

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Si, en la ecuacion (3.25) multiplicamos ambos miembros por g, resulta:

o’ ngIII _ dgpinv
dl‘ =t d$ =0
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Si ahora, en esta ecuacién. sustituimos las expresiones dadas las ecuaciones
(3.32) y (3.33) y agrupamos y colocamos los sumandos para dejar los que
poseen M; y L,, en un dnico lado de la ecuaciéon, obtenemos:

_ g {zmsch I j(1 — B)] sen (M%) }Mﬁ

3" {m bt - Ben ()

9

m=1

S A\ 2nm(1—a)’
+ E {mr (1-— a)2 Om,n(1—a) COS (m7T ) + nm (1 — o) sen(na) (1— (5m7n(1a))] )
n=1

g m? = n%(1 — )’
tgh |05 181 = )] sen [nﬁ(l ~a) (1fa +§)}}Lm —
- e [0 (e Dl
e [y e By ew

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) se deben cumplir simultdneamente
y a través de su resolucion, en la se empleardn métodos numéricos, obten-
dremos los valores de los coeficientes H,, M; y L,,. Para ello, por ejemplo,
elegiremos unos valores maximos para ¢, [ y m como @ (puede ser el mismo
valor para todas), y elegiremos () diferentes valores para la variable y/g den-
tro de su rango. De esta manera tendremos 3() ecuaciones con 3() incognitas
(los coeficientes Hy, M; y Ly,).

Como ejemplo numérico procedimos a elegir unos valores para las dimen-
siones del problema que nos ocupa y realizar un programa en Matlab para su
resolucion. La figura (3.12) muestra graficamente la variacion del potencial
magnético escalar en la zona estudiada para valores de las dimensiones del
problema de s=6mm,{=7mm, g=5mmy h =11 mm:
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0.9

0.6

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Figura 3.12: Valores del potencial magnético escalar en la zona estudiada
para valores de las dimensiones del problema de s =6 mm, t =7 mm, g =5
mmy h =11 mm.



Capitulo 4

Maquina brushless de flujo axial e
imanes permanentes

Una vez conocido como funciona el método de los subdominios vamos a
describir la maquina que hemos estudiado y a la que aplicaremos esta técnica.

4.1. Descripcion de la maquina estudida

Dentro de los diferentes tipos de maquinas que detallabamos en el capitulo
2, vamos a estudiar una maquina de imanes permanentes y flujo axial de
doble cara con rotor interno y estatores ranurados, tal y como se muestra en
la figura 4.1.

En la figura 4.2 se muestra so6lo el rotor interno de la méaquina, formado
por ocho imanes que alternan en polaridad y con magnetizacion axial.

Cuando un dispositivo posee algiin plano de simetria, es posible repre-
sentar al dispositivo total por una fraccion de éste, siempre y cuando se
establezcan las correspondientes condiciones de contorno en el plano de si-
metria. En el caso que nos ocupa y a la vista de las figuras 4.1 y 4.2, podemos
apreciar que la maquina es simétrica, siendo el plano y=0 un plano de sime-
tria, donde el campo magnético es normal a dicho plano de simetria. Por ello,
podemos considerar solamente la mitad de la maquina, es decir, un estator
y la mitad del rotor, tal y como mostramos en la figura 4.3.

En la figura 4.3a) se muestra la mitad de la geometria, donde se puede
apreciar, ademas del rétor y del estator de la méquina, la carcasa externa,
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Figura 4.1: Vista general de la maquina objeto de estudio

Figura 4.2: Rotor interno de la maquina, formado por ocho imanes con mag-
netizacion axial.
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Figura 4.3: Mitad de la geometria: a) Partes activas y no activas; b) Soélo
partes magnéticamente activas

fabricada en aluminio, y el disco central y los nervios del rétor, fabricados en
acero austenitico. Debido a que el aluminio y el acero austenitico presentan,
desde un punto de vista magnético, un comportamiento similar al del vacio,
estas partes de la méquina no van a influir en el comportamiento magnético
de la méaquina, denominéndolas partes “no activas” y pudiéndolas obviar en
el estudio que vamos a realizar. Por el contrario, los imanes del rotor y el
estator de la maquina, son elementos fundamentales en el comportamiento
magnético del conjunto y deberemos tenerlos en cuenta. A estos elementos
les denominamos partes “activas”; la figura 4.3b) muestra éstas tltimas.

La figura 4.4 muestra otra vista de las partes activas de la maquina, donde
podemos apreciar las ranuras del estator, dispuestas radialmente y rectas, es
decir, sin cierre en la parte inferior de las mismas, y el plano de simetria
comentado.

Se dice que un dispositivo posee una periodicidad cuando este dispositivo
estd formado por un patron que se repite; en este caso y al igual que suce-
dia con las simetrias, es posible estudiar el dispositivo modelando el patrén
e imponiendo las condiciones de periodicidad apropiadas en los planos de
periodicidad existentes. Estas condiciones de periodicidad pueden ser:

= Condicion periodica o ciclica: Existe una condicién de periodicidad o
ciclica cuando los valores de la variable son idénticos en puntos homo-



102 MAaquina brushless de flujo axial e imanes permanentes

Figura 4.4: Mitad de la maquina: Simetria y periodicidades

logos, tal y como se muestra en la figura 4.5a).

= Condicién antiperiodica o anticiclica: Una condicion es de anti-periodicidad
o anti-ciclica cuando la variable presenta valores opuestos en puntos ho-
mologos, como se ilustra en la figura 4.5b).

Figura 4.5: Condiciones de periodicidad: a) Condicion periodica o ciclica; b)
Condicién anti-periddica o anti-ciclica

Si nos fijamos en nuestra maquina y dada la alternancia de polos norte y
sur, podemos considerar que tiene una periodicidad ciclica (si consideramos
un par de polos) o anti-ciclica (si consideramos solamente un polo). Ya que
la geometria resultante al trabajar con un polo es mas sencilla que la que
manejariamos al tomar un par de polos, vamos a aplicar la periodicidad
anti-ciclica en el estudio que realizaremos. En la figura 4.4 se muestran los
dos planos de periodicidad que delimitan la porcién de méquina que vamos
a estudiar, ademas del citado plano de simetria. La figura 4.6 muestra el
modelo que estudiaremos y cuyos resultados podremos extrapolar, mediante
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la aplicaciéon de periodicidades y simetrias, para conocer el comportamiento
global de la maquina.

y
X{\l)z

Figura 4.6: Modelo resultante al aplicar simetria y periodicidad anti-ciclica.

4.1.1. Modelo cuasi-3D

La técnica de los subdominios es una técnica que trabaja en un sistema de
coordenadas en dos dimensiones, mientras que el modelo considerado es un
modelo en tres dimensiones; por lo tanto, es necesario algin procedimiento
que nos permita transformar la geometria en tres dimensiones (3D) a una
geometria en dos dimensiones (2D). En la literatura existen diferentes apro-
ximaciones para tener en cuenta la naturaleza tridimensional de las maquinas
de flujo axial:

» Una primera aproximacion, como son los articulos [121] y [38], consiste
en obtener directamente la solucién analitica tridimensional del campo
magnético.

» Una segunda aproximacion [122] se basa en, partiendo de la solucion
analitica exacta de las ecuaciones de Maxwell de la maquina en dos di-
mensiones en el radio medio, extenderlo a tres dimensiones al modelar
la dependencia del campo magnético con el radio; un planteamiento
similar es realizado por [105] quienes, a partir de resultados de simula-
cion realizados en dos dimensiones y mediante la aplicacion de factores
de correccion obtenidos analiticamente empleando series de Fourier,
obtienen el comportamiento de la maquina en tres dimensiones.
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= La tercera aproximacion y que sera la que nosotros aplicaremos, con-
siste en considerar que la maquina estad compuesta por varias maquinas
de flujo axial con diferente longitud radial (varias laminas), pudiéndose
modelar cada una de las laminas mediante un modelo en dos dimensio-
nes; el funcionamiento global de la maquina se obtiene como suma de las
aportaciones de cada una de las méquinas individuales, al considerar
despreciable el flujo en la direccion radial. Ejemplos de esta aproxi-
macion los encontramos en [123|, [124] y [94]. A esta aproximacion la
vamos a denominar modelo cuasi-3D.

En la figura 4.7 se muestra el principio del modelo cuasi-3D: la maquina se
divide en un determinado niimero de laminas anulares en la direcciéon radial
de espesor ¢; (figura 4.7a). El modelo analitico basado en la resolucion de las
ecuaciones de Maxwell aplicando la técnica de los subdominios se establecera
en el radio medio de cada lamina. Si el nimero de laminas fuera uno, dicho
radio medio coincidiria con el de la maquina (figura 4.7b).

a) b)

Figura 4.7: Principio del modelo cuasi-3D

La figura 4.8 muestra como obtenemos el modelo en dos dimensiones pa-
ra una lamina determinada: inicialmente la lamina es curva (figura 4.8a) y
esta referenciada en un sistema de coordenadas cilindricas (r, ¢, z); si con-
sideramos despreciable la curvatura, podemos aproximar la superficie curva
de la lamina por una superficie plana referida a un sistema de coordenadas
cartesiano (z, y, z), siendo la coordenada cartesiana z coincidente con la
coordenada cilindrica ¢, la coordenada cartesiana y con la coordenada cilin-
drica z y la coordenada cartesiana z con la coordenada cilindrica r (figura
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Y|

Figura 4.8: Modelo en dos dimensiones: a) Coordenas cilindricas. b) Coorde-
nadas cartesianas.

1.8b).

La figura4.9 muestra la geometria en dos dimensiones donde se muestran
las distintas regiones que la componen, a saber, iméan, nervios del rétor,
entrehierro, ranuras y estator. También se indican los principales parametros
que la definen, como son el grosor del imén (l,,), el espesor del entrehierro
(9), la anchura de las ranuras (s), su profundidad (d;), la anchura del diente
(t), el paso de ranura (7,), el paso de polo (7,), el espesor del hierro trasero
(wei), la longitud axial del estator (I5) y la longitud axial de la maquina (L).
Los valores numéricos de los principales parametros de nuestra maquina, se
muestran en la tabla 4.1.

Para poder aplicar la técnica de los subdominios a la geometria en dos
dimensiones mostrada en la figura 4.9, necesitamos determinar el potencial
magnético en la superficie del rotor, para cuyo fin resolveremos la Ecuacion
de Laplace en el entrehierro de nuestra maquina, pero donde no considerare-
mos a las ranuras directamente en la geometria, sino que tendremos en cuenta
su efecto global a través del coeficiente de Carter, reduciendo el problema al
de una maquina lisa. Determinaremos el coeficiente de Carter empleando la
expresion (2.2) particularizada en el radio medio de la maquina, y sustitui-
remos el entrehierro real, g, por el entrehierro efectivo, ¢’, segun la expresion
(2.1), esto es:

g =Kc-g
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g

ym v

Figura 4.9: Geometria del modelo en dos dimensiones en coordenadas carte-
sianas.

< >a

Parametro Magnitud Valor
R, Radio externo 120 mm
R; Radio Interno 60 mm
B, Induccién remanente 12T
N, Numero de polos 8
Ny Niamero de ranuras por estitor 24
I, Grosor del iméan 20 mm
g Espesor del entrehierro 5 mm

s Anchura de la ranura 7 mm
t Anchura del diente* 16 mm
ds Profundidad de la ranura 21.5mm
ts Paso de ranura* 23 mm
tp Paso de polo* 69 mm
g Espesor del entrehierro 5 mm
Whi Espesor del hierro trasero 20 mm
ls Longitud axial del estator 41.5 mm
L Longitud axial de media maquina | 56.5 mm

* Valores para un radio de 87.86 mm, al que llamaremos
Radio medio aprozimado

Tabla 4.1: Dimensiones de nuestra méquina
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siendo K¢ la expresion del coeficiente de Carter dada por:

2 1 N
Ko = [1——8{arctan <i) —gln 1+—(E> ]}]
TTg 2g S 4 \ g

donde s es la anchura de la abertura de la ranura, g el espesor del entrehierro
real y 7, el paso de ranura calculado en el radio medio de la lamina que
estemos considerando y que serd igual a suma de la anchura de la ranura
s y de la anchura del diente ¢, este dltimo también calculado en el radio
medio de la lamina. La figura 4.10 muestra el modelo equivalente en dos
dimensiones resultante al considerar la maquina lisa y el efecto del ranurado
representado a través del entrehierro efectivo y el coeficiente de Carter. Los
valores del coeficiente de Carter y del entrehierro efectivo para el Radio medio
aproximado, se muestran en la tabla 4.2.

A\
A

g

A

Figura 4.10: Maquina lisa obtenida al considerar el ranurado a través del
entrehierro efectivo y el coeficiente de Carter.

Parametro Magnitud Valor
Ko Coeficiente de Carter * 1.0674
g Entrehierro efectivo 5.3370 mm

* Valores para el radio medio aproximado

Tabla 4.2: Coeficiente de Carter y entrehierro efectivo en el radio medio
aproximado
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4.1.2. Modelo con entreiman

De cara a resolver el problema de campo que se plantea en la geometria
representada en la figura 4.10, el hecho de que los nervios del rotor tengan
la forma que se muestra en dicha figura, resulta complicado de reflejar en
las condiciones de contorno del problema. Por ello vamos a considerar la
geometria equivalente mostrada en la figura 4.11 donde hemos reemplazado
los nervios oblicuos por otro rectos a los que denominaremos entreiméan; las
condiciones que imponen esta nueva geometria si que las podemos tener en
cuenta de una forma directa en la resolucion de la ecuacién de Laplace.

A A
[
L S
\
'A
gV
A
ym v
Tm
tl2 B >
fl>< T
p
- >

Figura 4.11: Geometria equivalente a la de la figura 4.10 con entreiman recto.

No obstante, podremos sustituir la geometria con nervios oblicuos por
la geometria con nervios rectos siempre y cuando ambas geometrias sean
equivalentes. Vamos a establecer esta equivalencia en términos del potencial
escalar en la superficie del iméan. Por lo tanto deberemos seleccionar aquella
geometria con nervios rectos que origine la misma distribucion de potencial
magnético escalar en la superficie del iman que la geometria con nervios obli-
cuos, para lo que emplearemos el software Flux del Grupo Cedrat.

Flux es un conjunto de aplicaciones, basadas en elementos finitos, que
permiten disenar y analizar electromagnética y térmicamente un dispositivo,
tanto en dos como en tres dimensiones. Con este software, se pueden realizar
analisis estaticos, armoénicos y transitorios.
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Para el caso que nos ocupa, realizaremos un estudio en 3 dimensiones
(empleando el paquete Flux3D) de los dos modelos que queremos estudiar:
por un lado realizaremos el modelo del rétor con los nervios oblicuos, ademas
de los imanes, estator liso y entrehierro efectivo y por otro lado disenaremos
la geometria de entreiman recto, imanes, estator liso y entrehierro efectivo.
La figura (4.12) muestra la geometria obtenida para cada modelo, después
de aplicar periodicidades y simetrias.

a) b)
Figura 4.12: Geometria considerada en la simulaciéon por elementos finitos:
a) Modelo con nervios oblicuos. b) Modelo con nervios rectos (entreiman)

Una vez dibujada la geometria de cada maquina, asignamos las propie-
dades fisicas a cada zona de la misma y realizamos el mallado; el mallado
consiste en la subdivision de un dominio (parte de la geometria) en subdomi-
nios, denominados elementos. Si el dominio es un volumen, los subdominios
son elementos de volumen, si es una superficie, son elementos de superficie
y si es una linea son elementos de linea. Flux dispone de herramientas para
realizar las subdivisiones, denominadas “generadores de mallado”. En la si-
guiente figura (figura 4.13) se observa el mallado obtenido en el estator (en
amarillo), en el iman (en azul) y en los entreimanes (en gris claro). Su puede
apreciar que en aquellas zonas donde las magnitudes varian mas rapidamente
o presentan un mayor interés (en la frontera estator-entrehierro, por ejemplo)
el mallado es mas fino, siendo éste mas grueso alli donde la variacion es mas
lenta o no se desea realizar un estudio tan detallado (por ejemplo, en la parte
superior del estator).

Los célculos basados en elementos finitos permiten aproximar las varia-
bles de estado (el potencial magnético escalar o vectorial, la temperatura,
etc.) y las magnitudes derivadas (el campo magnético, la induccion, el cam-
po eléctrico, etc.).
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a) b)

Figura 4.13: Elementos de superficie del mallado realizado: a) Modelo con
nervios oblicuos. b) Modelo con nervios rectos (entreimén)

La calidad de la solucién aproximada depende del mallado, esto es, del
ntimero y dimensiones de los elementos finitos y de las funciones de interpo-
lacién en cada elemento. Estas funciones pueden ser funciones polindmicas
de 1" o de 2° orden. Con el mallado de 1" orden, los nodos se colocan en los
vértices de la geometria, las funciones de interpolacion son lineales (polino-
micas de 1" orden), los potenciales se aproximan linealmente y las derivadas
del campo son constantes. Con el mallado de 2° orden los nodos se insertan en
los vértices y en las mitades de las aristas, las funciones de interpolaciéon son
cuadraticas (polinomios de 2° orden), los potenciales se aproximan cuadrati-
camente y las derivadas del campo se aproximan linealmente. Los resultados
del mallado realizado en cada modelo se muestran en la tabla 4.3.

Modelo Nervios oblicuos | Entreiman
Elementos no evaluados 0% 0%
Elementos de excelente calidad 61.98 % 61.78 %
Elementos de buena calidad 31.03% 29.91 %
Elementos de calidad media 6.44 % 7.68%
Elementos de pobre calidad 0.55% 0.62 %
Numero de nodos 704,342 673,847
Numero de elementos de linea 2,413 1,796
Nimero de elementos de superficie 81,159 64,923
Ntmero de elementos de volumen 494,613 489,943
Mallado de 2° orden Si Si

Tabla 4.3: Informacion del mallado realizado
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Para poder encontrar el modelo con entreiméan equivalente al modelo con
nervios oblicuos, variaremos, en el primer modelo, el espesor del entreiman
desde 1 mm hasta 20 mm con incrementos de 1 mm. En todos los casos
obtendremos el potencial escalar en la superficie del rétor para un conjunto
de 256 puntos uniformemente distribuidos en el radio medio. La figura 4.14
muestra los valores de este potencial para cada caso estudiado tanto para
la geometria original (marcado por la leyenda “nervios”) como para las dife-
rentes geometrias con entreiman recto (las correspondientes leyendas hacen
referencia al valor de dicho entreiméan expresado en milimetros).

Potencial magnético escalar (Av)

40

x (mm)

¢ 1mm X 2mm ® 3mm + 4mm <& 5mm = 6mm ® 7mm
W 8mm A 9mm X 10 mm X 11 mm 12 mm + 13 mm = 14 mm
15 mm 16 mm 17 mm 18 mm 19 mm 20 mm e NETViOS

Figura 4.14: Distribucién del potencial magnético escalar en la superfice del
rotor para las diferentes geometrias estudiadas.

Con el fin de poder determinar qué geometria con entreiman recto es la
que mas se aproxima a la de nervios oblicuos, vamos a calcular la distancia
Lo, tanto sin pesos como con pesos.

Sea una funcion g(z) y una aproximacion de ella f(z), ambas evaluadas
en una serie de puntos; se define la distancia Ly entre la funcion y la apro-
ximacion como el sumatorio del cuadrado de la diferencia entre el valor de
la funcién y de la aproximacion en cada punto, extendiendo el sumatorio a
todos los puntos, es decir:

n

distancia Ly = Y _[g(z;) — f (2:)] (4.1)

=1
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Cuanto menor sea la distancia L, mas se aproxima f(z) a g(z). Ya que
nosotros queremos aproximar el iman oblicuo por el entreiman recto, calcu-
laremos la distancia Ly entre los valores del potencial escalar en la superficie
del iman para cada geometria con entreiman recto y para la geometria con
nervios oblicuos. Ahora bien, la distancia Ly sélo tiene en cuenta la dife-
rencia que existe entre la funcion y la aproximacion, pero no el valor de la
funcion. Podemos modificar la definicion de la distancia Ly para que tenga
en cuenta donde se realiza la aproximacion, introduciendo una funcion de
peso que pondere la aproximacion en ciertos valores o rangos de valores. Si la
funcion de peso es el valor absoluto de la funciéon que queremos aproximar,
g(x), estaremos dando mayor peso a la aproximacion en valores elevados de
la funcién y menor peso en valores pequetios de la funcién. De esta forma,
definiremos la distancia L, con pesos como el sumatorio del producto del
valor absoluto de la funcién por el cuadrado de la diferencia entre el valor de
la funcién y de la aproximacion en cada punto, extendiendo el sumatorio a
todos los puntos, es decir:

distancia Ly con peso = Z {g(x;)-g(x;)— f (xl)f} (4.2)

=1

En la tabla (4.4) se muestra, para cada valor del entreimén, la distan-
cia Lo v la distancia Ly con peso entre los valores del potencial escalar en
la superficie del iman para la geometria con nervios oblicuos y para cada
geometria con entreiman recto. La figura (4.15) muestra graficamente estos
valores en escala logaritmica.

De la observacion del conjunto de datos podemos concluir que la geome-
tria con entreiman recto que mejor se aproxima a la geometria con nervios
oblicuos es aquella cuyo entreiméan es de 5 milimetros. La figura (4.16) mues-
tra graficamente la variacion del potencial escalar en la superficie del iman
para la geometria con nervios oblicuos y para la geometria con entreiman
recto de 5 milimetros.

Una vez hallado el valor de este entreiman, ya estamos en condiciones de
resolveremos la Ecuacion de Laplace en el entrehierro de nuestra maquina.

4.2. Maquina lisa

Vamos a resolver el problema de hallar la expresion del potencial escalar
en el entrehierro de una maquina rotativa lisa (no ranurada) de acuerdo a la
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Ty Distancia Ly | Distancia Ly con pesos
(mm) | (Av)? (Av)?
1 5.34F + 06 1.09E + 10
2 4.63F + 06 9.85FE + 09
3 3.78E + 06 8.23FE + 09
4 3.18FE + 06 6.60F + 09
5 3.10E+06 5.48E+09
6 3.82E+06 5.51E+09
7 5.52E+06 7.16E+09
8 8.38E+06 1.10E+10
9 1.25E+07 1.74E+10
10 1.80E+07 2.68E+10
11 2.49E-+07 3.96E+10
12 3.33E+07 5.61E+10
13 4.32E+07 7.66E+10
14 5.47E+07 1.01E+11
15 6.76E-+07 1.30E+11
16 8.21E-+07 1.64E+11
17 9.81E-+07 2.02E+11
18 1.16E+408 2.45E+11
19 1.35E+08 2.93E+11
20 1.55E+08 3.45E+11

Tabla 4.4: Distancia Ly y la distancia L, con peso en funcién del entreiman.

28.0

AXH‘
26.0

20.0
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o

Distancia L,

18.0

16.0

14.0

0 5 10 15 20
Entreiman (mm)

—@—Distancial2  —&—Distancia L2 con pesos

Figura 4.15: Distancia Ly y la distancia Ly con peso en funcién del valor del
entreiman en escala logaritmica.
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3500

3000

2500 +

2000

Potencial magnético escalar (Av)
[
7]
o
o

10 20 30 40 50 60 70

x (mm)
e—Nervios < 5mm

Figura 4.16: Variacion del potencial escalar en la superficie del iman para la
geometria con nervios oblicuos y para la geometria con entreiman recto de 5
milimetros.

geometria mostrada en la figura (4.11), donde los imanes estan magnetizados
axialmente, alternan en polaridad y entre dos imanes consecutivos existe una
zona no magnética rectangular denominada entreimdn. Podemos distinguir
cuatro zonas, tal y como se muestra en la figura 4.17:

» entrehierro (emplearemos el subindice o el superindice G para referirnos
a ella),

» iméan (subindice o superindice ),
» entreiman 1 (subindice o superindice E;), y
» entreiman 2 (subindice o superindice E,).

Las cuatro zonas (entreimdn 1, entreimdn 2, imdn y entrehierro) se dife-
rencian en el vector de magnetizacion: la zona iman posee un vector de mag-
netizacion de valor M dirigido hacia la parte positiva del eje y (M, = +M7)
mientras que las zonas entreiman y entrehierro tienen un vector de mag-
netizacion nulo. Cuando en el capitulo 2 definiamos el potencial magnético
escalar (seccion 2.3.6), obteniamos que éste obedecia a la ecuacion de Pois-
son si la divergencia de la magnetizacion no era nula (ecuacion 2.42) o la
ecuacion de Laplace en caso contrario (ecuacion 2.43). Como el vector de
magnetizacion o es nulo (regiones entreiman y entrehierro) o es constante
(region iman), su divergencia es nula (V - M = 0), resultando que en las
cuatro zonas de nuestra geometria, el potencial magnético escalar cumple la
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Ya
ESTATOR
hS:g‘+Im/2
ENTREHIERRO
(Regibn G)
Im/2
ENTREIMAN 1 IMAN ENTREIMAN 2
(Region E,) (Regién 1) (Region E,)
0 -
0 T,=1/2 T,=T, +1,/2 T, X

Figura 4.17: Problema de campo para la maquina lisa, donde podemos dis-
tinguir cuatro regiones: Iman (7), entreiman 1 (F}), entreimén 2 (E;) y
entrehierro (G)

ecuacion de Laplace (V2p,, = 0) cuya solucién general en dos dimensiones y
con coordenadas cartesianas viene dada por la ecuacion (3.1), solucion que
reproducimos a continuacion:

Pm (.CL', y) = Z (An COos ﬁnm cosh 6713/ + Bn COs 5nx Senhﬁny"_

n

+ C, senf,x cosh B,y + D, senf,z senhf3,y) (4.3)

Vamos a particularizar esta ecuacién para cada region de nuestro proble-
ma.

4.2.1. Expresiones del potencial magnético escalar en
las regiones de nuestro problema
= Regién iman
Partiendo de la ecuacion (4.3), la ecuacion que describe el potencial
escalar dentro del iman sera:

o0

or (z,y) = Z [Afl cos (Bflx) cosh (ﬁfly) + B! cos (@Ila?) senh (ﬁfly) +
n=1
+Clsen (BLx) cosh (BLy) + Dlsen (Bz) senh (BLy)] (4.4)

- I pl o pl pl -
siendo A}, B,, C,, D, vy [3; constantes a determinar.
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= Region entreiman 1

Para la region entreiman 1, la expresion del potencial escalar sera:

vp, (2.y) =Y [AP cos (87 ) cosh (B2'y) + B cos (B2 x) senh (55y) +

n=1

+CPsen (B x) cosh (BY'y) + DY'sen (B x) senh (871y)]  (4.5)

: Ei pE1 (E1 DE E :
siendo A, B;*, C', D)ty 3,71 constantes a determinar.

= Regién entreiman 2

[gualmente, la ecuacion que describe el potencial escalar dentro del
entreiméan 2 sera:

o, ( Z AE2 COS BEQ ) cosh (65231) + B2 cos (5521’) senh (ﬂ?y) +

n=1

+CPsen (BY2x) cosh (8L2y) + D.?sen (BY2x) senh (872y)]  (4.6)

- E: pRE» (B2 E E -
siendo A;?, B;?, C:?, D,? y (3, constantes a determinar.

= Regi6én entrehierro

La expresion del potencial escalar en el entrehierro de la maquina ven-
dra dado por:

Z cos 5G ) cosh (Bgy) + Bff cos (ﬁfx) senh (ny) +
n=1

+CSsen (B x) cosh (BSy) + Dsen (87 x) senh (85y)] (4.7)

siendo AY, BS, CY DE y BY constantes a determinar.

n?

4.2.2. Condiciones de contorno maquina lisa

Las cuatro regiones de la figura 4.17 estan delimitadas por cuatro rectas
formando un &rea rectangular. Dos lados de ese rectangulo (el eje y y la
recta = 7,) son lineas de periodicidad anti-ciclica a lo largo de las cuales la
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componente tangencial del campo magnético (H;) es nula. La frontera inferior
(el eje ) es un plano de simetria en el que el campo magnético es normal
siendo, por tanto, la componente tangencial nula (H;). Por altimo, en el limite
superior (recta y = lg) hay un material ferromagnético con permeabilidad
infinita, por lo que el campo incide normalmente y su componente tangencial
es nula. Vamos a evaluar las condiciones de contorno para cada region.

1. Regidén entreimén 1
Las condiciones de la regiéon entreiman 1 son las siguientes:

= La region entreiman 1 estd delimitada por un plano de simetria
del campo magnético (recta y = 0). La componente tangencial del
campo a lo largo de esta frontera es nula:

N 590151

HEht(x’O) = HEhw(va) = S

=0 (O§I§T1>
y=0

con 1, = 7¢/2 y de donde se deduce que:
ABr = =P

que sustituido en la ecuacion (4.5) resulta

o0

o, (7,5) = 3 [BE cos (85'2) + DE'sen (55') Jsenh (%)
n=1
(4.8)

= Otro de los limites de la region entreiman 1 es el eje y, eje de
periodicidad anti-ciclica del campo magnético, a lo largo del cual
la componente tangencial del campo es nula:

N 5(10E1

HEl,t(()? y) = HEl,y(Oa y) = 5:{/
=0

=0 (Ogyglm/2)

Esta condicion se cumple si y solo si:

BEr =0
quedando la ecuacion (4.8):
op, (v,y) =D Ditsen (B7w)senh (87y) - (49)
n=1

2. Regibén entreiman 2
Las condiciones en la regiéon entreiman 2 son las siguientes:
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= Kl eje x es un eje de simetria, incidiendo el campo normalmente
sobre dicha recta y siendo nula la componente tangente:

o
HE27t(x70) = HEg,x(fL'yo) = _ﬂ =0 (7'2 <z< Tp)
ox |,
siendo 75 = L + 7,,,.
Esta condicion implica que
AP — = CF2

reduciéndose la ecuacion del potencial a:

g, ( Z BE2 cos BE2 ) + D2sen (652$)]senh (szy)
n=1
(4.10)

= La componente tangencial del campo es cero a lo largo de la linea
de periodicidad anti-ciclica definida por = 7,:

5901172

‘HE27t(Tp7y> = HE2,y(Tp7y) = _W =0 (0 S Yy S lm/2)

T=Tp

Aplicando esta condicién, obtenemos:

BE: =0 y pPr,=nn

DE2 =0 y pPr,=(02n+1)7/2

Denominando 3, = 322, si sustituimos el primer conjunto de con-
diciones en la ecuacién del potencial magnético escalar en la region
entreiman 2 (4.10), éste queda de la forma:

v, (T,y) = Z DZ2gen (8,x)senh (8,y) (4.11)
n=1
con
Bu="2 (4.12)
Tp

3. Regién iméan
Una de las condiciones de contorno en la region imén es la siguiente:
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= La componente tangente del campo es nula, a lo largo de la recta
y = 0, por ser éste un eje de simetria:

)
Hiy(2,0) = Hio(2,0) = == =0 (n<z<m)
T | _
Esta condicion es satisfecha si
Al =0 =01

Sustituyéndola en la ecuacion del potencial en el entreiman (4.4)
resulta:

i ! cos (BLx) + Dlsen (BLz)]senh (Bly) (4.13)

n=1

4. Regi6on entrehierro
Esta region estd delimitada por dos rectas que son ejes de periodicidad
anti-ciclica y por otra que forma frontera con un material de permea-
bilidad infinita.

= La recta x = 0 es un eje de periodicidad anti-ciclica del campo
magnético, siendo, por lo tanto, nula su componente tangencial:

)
Hoa(0,9) = Hoy(0.9) = =52 =0 (0<y<ln/?)
=0
obteniendo:
AS =0= B¢

quedando la expresion del potencial de la forma:

Z sen BG “ cosh (BG ) + D{senh (539)}
(4.14)

» Jgualmente, la recta x = 7, también es otro eje de periodicidad
anti-ciclica del campo, cumpliéndose:

)
He (7, y) = Hery (T, y) = fy@ =0 (0<y<1n/2)
de donde se deduce:
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la cual habiamos denotado por f3,. La expresion del potencial en
el entrehierro seré:

i (z,y) = Zsen (Ba) [CS cosh (Buy) + DSsenh (B,y)] (4.15)
n=1
= Debido a la permeabilidad infinta del estator, el campo incide

perpendicularmente en y = [,:

0pc

HG,t(xy hs) = HG,x(xa hS) = = S
y=hs

=0 (0<z<T1,/2)

Esta condicion es satisfecha si
Cr? = _Dgtgh (Bnhs>

Si sustituimos en la anterior expresion (4.15) obtenemos:

Ya ((L‘, y) = Z D,SSGII (an) [Senh (ﬁny) - tgh (ﬁnhs) cosh (/Bny)]

que, operando, resulta:

e 2.9) = = 3 Disen () S = (g

n=1

5. Frontera Entreiman 1-Iman
En esta frontera se cumple la continuidad de la componente tangencial
del campo y la normal de la induccion.

» Continuidad de la componente tangencial del campo magnético
en la recta x = 7q:

Hpg, (m,y) = Hi(m1,y) = Hp, 4(11,y) = Hry(m,y) (0<y <1,/2)
Es decir

B 690E1
oy

T=T1

obteniendo

Dl'sen (B m) B = [B) cos (BLm1) + Disen (Bim)] 8L (4.17)
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= Continuidad de la componente normal de la induccién en la recta
T =T

Bp,n(11,9) = Bra(m1,Y) = Br,o(11,y) = Bra(m,y) (0<y <1,/2)
que equivale a

poHp, 2(11,9) = poHr (11, y) (0 <y < 1,/2)
y en funcion del potencial, podemos escribir

. 5§0E1
ox

01
ox

(0<y<ln/2)

T=T] T=T1

obteniendo:
D} cos (B2 ) B = [—Blsen (Bim) + Dl cos (Bim)] 8L (4.18)

6. Frontera Iman-Entreiman 2
Las condiciones a cumplir en la frontera iman-entreiman 2 son equiva-
lentes a las de la frontera entreiman 1-imén: continuidad de la compo-
nente tangencial del campo y de la componente normal de la induccion.

» Continuidad de la componente tangencial del campo magnético
en la recta x = 79:

Hpg, (12,y) = Hr(72,y) = Hp, y(12,y) = Hry(12,y) (0<y <l,/2)

(0]

resultando:
Dl?sen (B,7) B, = [By cos (BL72) + Disen (Bim)] By (4.19)

= Continuidad de la componente normal de la inducciéon en la recta
T = To:

By n(12,y) = Bru(12,Y) = Bpya(2,y) = Bra(m2,y) (0<y <1,,/2)

se escribe como

MOHEQ,x(727y> = /’LOHI,:E(T%Z/) (O S ) S lm/2>
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o lo que es lo mismo

B 590E2
ox

_ _dvr
ox

(0<y<ln/2)

T=To T=To

obteniéndose:
D} cos (BaT2) Bn = [—Bisen (Bim) + D} cos (Bim)] 8L (4.20)

Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (4.17), (4.18), (4.19) y
(4.20) obtenemos:

ﬁfl = ﬁy{b = Bm
B! =0,
DE1 — DI
y
D= ]

que al sustituirlas en las ecuaciones (4.9), (4.11) y (4.13) nos pro-
porcionan las nuevas expresiones del potencial magnético escalar
en la region entreiman 1

op, (z,y) = Z Dlsen (8,x)senh (B,y) (4.21)
n=1

en la region entreiman 2

ers(,y) = ) Disen (Byr) senh (5,y) (4.22)

n=1

y en la regiéon iman:
or(z,y) = Z Dlsen (8,x) senh (8,y) (4.23)
n=1

Observando las expresiones anteriores, vemos que las soluciones
para las tres regiones son idénticas, pudiendo emplear una expre-
sion general para estas regiones, a la que denominaremos ¢,;, de
la forma

om(z,y) = Z DMsen (3,x) senh (B,y) (4.24)
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siendo valida para 0 <z < 7, y 0 <y <1,,/2. Las expresiones de
las componentes del campo, también seran idénticas para las tres
zonas. A parir de (2.44) obtenemos:

donm (T, y)
Hypo (2,y) = ————F—
M (T,Y) pe
para la componente x y a partir de (2.45):
o (7,y)
Hary (2,y) = _—83/

para la componente y, con 0 <z <7,y 0 <y <l,/2.

Una vez conocido el campo y aplicando la expresion (2.8), pode-
mos obtener la induccion. Dado que la magnetizacién en la di-
reccion x es nula, la componente en este eje de la inducciéon sera
idéntica en las tres zonas. Asi y partiendo de (2.51):

BM,m (J}, y) = :U/OHM,I <I7 y)

donde 0 <z <7,y0<y<I,/2

Por su parte, la componente y sera diferente en cada zona, debido
a que la magnetizacion en esta direccion no es uniforme en dichas
regiones (la zona entre-iméan 1 y entre-iman 2 tienen un vector de
magnetizacion nulo, mientras que la zona iman posee un vector
de magnetizacion de valor M dirigido hacia la parte positiva del
eje y). Empleando (2.52) en las regiones entre-iman y (2.50) en la
region iman, resulta:

IUOHM,y (x,y) 0<z< T1
Buy(z,y) = po[Hury (v,y) + M] m<ax<mn 0<y<l,/2
poHny (z,y) n<zr<T,

(4.25)

Para evitarnos el tener que particularizar el valor de la magneti-
zacion en cada zona, vamos a definir una funcién que represente
la variacion de la magnetizacion para el rango 0 < z < 7, y
0 <y < l,/2. A esta funcion la llamaremos perfil de magne-
tizacion y la denotaremos por M,. La figura 4.18 muestra esta
funcion. Introduciendo el perfil de magnetizacion en la ecuacion
(4.25) obtenemos:

By (@,y) = pio [Hary (2, y) + My (2)] (4.26)
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M, (x)

_Tp _TZ -7, 0

________ _Br/HO

Figura 4.18: Perfil de magnetizacion

para0 <z <7,y 0<y <l[,/2

Con la introduccion de la funcion perfil de magnetizacion conse-
guimos:

a) reducir las zonas de estudio a dos zonas (figura 4.19):

e entrehierro (emplearemos el subindice o el superindice G
para referirnos a ella), e

e iman (subindice o superindice M).
Yi

ESTATOR
h.=g'+l /2

ENTREHIERRO
(Regidn G)

IMAN
(Region M)

Figura 4.19: Geometria con dos zonas

b) poder trabajar de una forma mas genérica y compacta. El
perfil de magnetizacion, al ser una funciéon periddica, puede
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desarrollarse en serie de Fourier, de la forma siguiente:

M, (z) = Ky - sen(B,x) (4.27)
n=1
con
K 0 n par 198
o %%(—1)’?1861& (—”“gm) n impar (4.28)

siendo B, la inducciéon remanente del iman y «,, la denomi-
nada fraccion de imdn, la cual se define como el cociente entre
el paso de imén y el paso de polo:
Tm
Oy = —

Tp
La fraccion de iman es una cantidad entre 0 y 1. Si no existe
entreiman, la fraccion de iman vale la unidad, reduciéndose
los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier del perfil de
magnetizacion a:

0 n par
Kyn — { %% n impar (429)

7. Frontera iman - entrehierro
Las condiciones en esta frontera de separacion son idénticas a las vistas
previamente: conservacion de la componente tangencial del campo y de
la componente normal de la induccién.

» Conservacion de la componente tangencial del campo en la recta
Yy =ln/2:
HM,t('ru lm/2> = HG,L‘('T7 lm/2) =

= Hyro(2,1n/2) = He o (2,1,/2) (0 <2 <71))

que equivale a

) )
_ %M = _%a (0 <z< Tp)
ox Y=l /2 ox Y=l /2
De esta relacion obtenemos:
senh (5,9)

DM — _DG
" " cosh (Bnls) - senh (Bl /2)

(4.30)
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= Conservacion de la componente normal de la inducciéon en la recta
Yy =ly/2:
Buyn(2,1/2) = Ban(z,1,/2) =
= Buy(2,1/2) = Bay(z,1,/2) (0<z<T,)
Teniendo en cuenta la expresion 4.26 :
po [Hary (2,1 /2) + My(2)] = poHay (2, 1n/2) (0 <2z <)
es decir
) )
o [——fM + My<x>] = —po =2 (0<z<m)
Y ly=tn/2 Y ly=tm/2
cumpliéndose
K cosh (/3,,9)
DM cosh (B,lm/2) — =2 = DY - 4.31
n COS (5 / ) ﬁn " cosh (ﬁnh’S) ( )
Si resolvemos el sistema formado por 4.30 y 4.31 obtenemos la
expresion de la constante DS
K,, h (B,lm/2
Bn  tgh(Bphs)
y de DM:
K,, senh(8,9)
DM =" = 4.33
" Bn  senh (B,hs) (4.33)
4.2.3. Expresiones del potencial, del campo y de la in-

duccién

Una vez aplicadas las condiciones de contorno y calculadas las constantes,
podemos obtener las expresiones del potencial y, a partir de éste, las del
campo, empleando las relaciones (2.44) y (2.45), y las de la induccion en
cualquier punto de la geometria, mediante (2.49) y (2.50) o (2.51) y (2.52),
segin se trate de la region imén o la region entrehierro. Las expresiones en
cada regiéon son:

= Regién iman
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e Potencial magnético escalar
Sustituyendo DM expresion (4.33), en (4.24) obtenemos:

h (
Z yn | ssee;h Bﬁng)) sen (Bpz) - senh (Boy)  (4.34)

e Componentes del campo magnético

Huge (09) = =222 =
o0 h .
Hyr o (2,y) Zl . % - cos (fB,x) - senh (B,y)
(4.35)
Hity (0,9) = =2 =
oo h 8
Huy (z,y) = — Z Ky, - % -sen (fpx) - cosh (5,y)
" (4.36)

e Componentes de la induccion

B (2,y) = poHyr e =

h (5
Bice o) =Sl L 5,0 s
(4.37)

By (2,y) = po (Hye + My) =

h (5,
By (x,y) Z,uo : [1 — % -cosh (B,y)| - sen (Brx)
(4.38)

= Regidén entrehierro

e Potencial magnético escalar
Sustituyendo DY, expresion (4.33), en (4.16) obtenemos:

=3 Sy e ) s . )
(4.39)
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o Componentes del campo magnético

HG,:t (il?, y) aagpxc =
- senh (Bl /2
Heg o (z,y) = — ;Kyn . % - cos (Bpx) - senh [5, (hs — y)]
" (4.40)
Hegy(z,y) = —88% =
Hoy 09) = 3 o g R som (3) - cosh 5, ()
" (4.41)

o Componentes de la induccion

BG,x (fﬂ, y) = /’LOHG,I =

Bow (,9) Zuo ol cos (5,0) - senh 5, (he — )]
(4.42)

Bay (7,y) = poHeg . =

h (8,1,
Be, (@) ZMO Ry O] () cosh 5, (1 — )]

(4.43)

Con los valores numéricos de los parametros indicados en la tabla 4.1 y
aplicando las expresiones 4.27, 4.28 0 4.29 y desde 4.34 hasta 4.43, realiza-
mos un programa en Matlab para su resoluciéon. En las siguientes figuras, se
muestran la variacion del potencial escalar (figura 4.20), y de la componente
x (figura 4.21) e y de la induccion (figura 4.22) obtenidas con la programa-
cion realizada en un polo para un entreiman de 5 milimetros.

En cada una de las figuras, se muestra la variacion tridimensional de la
magnitud representada (en la parte izquierda) y la proyeccion de esta varia-
cion en el plano zy (en la parte derecha).

En las gréfica siguiente (figura 4.23), se muestra la variacion del potencial
escalar sobre la superficie del iman para diferentes valores del entreimén (30,
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Figura 4.21: Componente x de la inducciéon (entreimén: 5 mm)
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Figura 4.22: Componente y de la induccion (entreiman:

5 mm)
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25, 20, 15, 10, 5 y 0 milimetros), donde hemos mantenido constante el paso
de polo (69 mm) y, por lo tanto, hemos ido aumentando el paso de imén (39,
44, 49, 54, 59, 64 y 69 milimetros).

Resultados Analiticos
(Iman)
3500

3000 // \\
2500
>
<
o 2000
S
2
o
c
& 1500
€
=
K]
8 1000
Y]
©
Ei
£ 500
g
o
[-%
0
0.00 11.50 23.00 34.50 46.00 57.50 69.00

Posicion (mm)

——Matlab 0 mm =——Matlab 5 mm — Matlab 10 mm —Matlab 15 mm —Matlab 20 mm —Matlab 25 mm Matlab 30 mm

Figura 4.23: Variaciéon del potencial escalar en la superficie del iman para
diferentes valores del entreiman.

En la tabla siguiente (tabla 4.5) se muestra, en funcion del entreimén, el
valor maximo absoluto del potencial escalar (al que denominaremos V), el
porcentaje de variacién con respecto al valor para entreimén nulo y la des-
viacion estandar del potencial escalar.

A la vista de los resultados mostrados, observamos como una magneti-
zacién positiva origina un potencial escalar positivo; ademas, dada la alter-
nancia de polos que existe en el rotor de la maquina, también habria una
alternancia en el signo del potencial escalar en cada polo. Como consecuen-
cia de este cambio de signo, debe existir una transicién entre ambos valores,
estando condicionada dicha transicion por el tamano del entreiman. Al variar
el entreimén, observamos:

= A medida que disminuimos el entreimén, la transiciéon es méas rapida.

= El valor maximo absoluto apenas varia cuando modificamos el entre-
iman (una variacion ligeramente superior al 1% para un entreimén de
30 mm con respecto al valor para entreiman nulo)
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Entreiman | Maximo absoluto | Desviacion estandar
(mm) Vo Diferencia | Valor Diferencia
(Av) (%) (Av) (%)

0 3319.08 0.00% 671.93 0.00%

5) 3318.52  -0.02% 801.34 19.26 %
10 3316.71 -0.07% 966.32 43.81 %
15 3313.34 -0.17% 1109.44 65.11 %
20 3307.32 -0.35% 1221.83 81.84 %
25 3296.93  -0.67% 1300.52 93.55%
30 3279.59  -1.19% 1344.13 100.04 %

Tabla 4.5: Maximo absoluto y desviacion estandar del potencial escalar en la
superficie del iman para diferentes valores del entreiméan

» La desviacion estandar si que experimenta variaciones importantes (pro-
xima al 94% para el entreiman de 30 mm con respecto al entreiman
nulo). Este comportamiento es una consecuencia directa de mantener
constante el paso de polo y tener que disminuir la anchura del imén al
aumentar el entreiman.

En las graficas siguientes mostramos la variacion de la componente x de
la induccion (figura 4.24) y de la componente y de la induccion (figura 4.25)
sobre la superficie del imén para diferentes valores del entreimén (30, 25, 20,
15, 10, 5 y 0 milimetros) manteniendo constante el paso de polo.

De la observacion de las figuras que muestran las componentes de la
inducciéon podemos destacar:

= Sobre la componente x:

e Esta componente de la induccién es nula excepto en las proximi-
dades de la frontera entre el imén y los entreimanes, presentando
sendos picos en cada una de dichas fronteras.

e A medida que disminuye el entreimén, el valor méximo es mayor,
debido al mayor gradiente de potencial que existe en esa direccion
(el valor maximo para entreimén nulo es superior al doble del
correspondiente a un entreiman de 30 mm).

e Segtlin nos movemos hacia valores de x crecientes, la primera fron-
tera supone un incremento del potencial escalar mientras que la
segunda es un decremento del mismo. Debido a ello, las compo-
nentes x de la induccion en cada frontera seran negativa y positiva,
respectivamente.
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Resultados Analiticos
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Figura 4.24: Variaciéon de la componente x de la induccion en la superficie
del iméan para diferentes valores del entreimén.
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Figura 4.25: Variacion de la componente y de la inducciéon en la superficie
del iman para diferentes valores del entreimén.
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= Respecto a la componente y:

e La componente y de la induccién es positiva para una magne-
tizacion positiva, tendiendo a cero cuando nos acercamos a los
extremos del polo.

e Cuando estamos encima del iméan, el valor de esta componente
adquiere valores proximos al maximo.

e Cuando estamos en la region entreiman, el valor de esta compo-
nente tiende a cero, valor que toma en los extremos del polo.

e En las fronteras iman-entreiman se observan oscilaciones en el va-
lor de esta componente. Este comportamiento es debido al feno-
meno Gibbs que aparece como consecuencia de realizar un desa-
rrollo en serie de Fourier de una funcién con discontinuidades.

e El valor maximo absoluto apenas varia cuando modificamos el
entreiman (una variacion inferior al 1% para un entreiman de 30
mm con respecto al valor para entreiman nulo)

Debido a que consideramos la permeabilidad del estator infinita, el poten-
cial escalar y la componente x de la induccion en la superficie del estator son
nulas, siendo no nula la componente y. La figura (4.26) muestra la variacion
de esta componente en la superficie del estator para diferentes valores del
entreiman, manteniendo constante el paso de polo.

A la vista de los resultados mostrados, observamos como la componente y
de la induccién es positiva para una magnetizacion positiva; como consecuen-
cia de la alternancia de polos y al igual que sucedia en el potencial escalar,
también habra una alternancia en el signo de esta componente, produciéndo-
se una transicién entre los valores positivos y los negativos. Esta transicion
se produce en el entreiman, condicionando el tamano de éste su forma. La
tabla siguiente (tabla 4.6) muestra, en funcion del entreiméan, el valor ma-
ximo absoluto de la componente y de la induccion (al que denominaremos
Be*), el porcentaje de variacion con respecto al valor para entreiman nulo
y la desviacion estandar de esta componente.

Cuando variamos el entreiméan, observamos:

= A medida que disminuimos el entreimén, la transiciéon es més rapida.

= El valor méaximo absoluto apenas varia cuando modificamos el entre-
iman (una variacion ligeramente inferior al 1.5 % para un entreiman de
30 mm con respecto al valor para entreiman nulo)
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Resultados Analiticos
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Figura 4.26: Variacion de la componente y de la inducciéon en la superficie
del estator para diferentes valores del entreiméan.

Entreiman | Maximo absoluto | Desviacion estandar
(mm) B®  Diferencia | Valor Diferencia
(1) (%) (1) (%)
0 0.781 0.00% 0.185 0.00%
5 0.781 -0.02% 0.196 6.00 %
10 0.781 -0.08 % 0.222 19.84 %
15 0.780 -0.21% 0.250 35.14 %
20 0.778 -0.44 % 0.275 48.32 %
25 0.775 -0.82% 0.292 57.88%
30 0.770 -1.47% 0.302 63.21 %

Tabla 4.6: Maximo absoluto y desviacién estandar de la componente y de la
induccion en la superficie del estator para diferentes valores del entreiman
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» La desviacion estandar si que experimenta variaciones importantes (pro-
xima al 64 % para el entreiman de 30 mm con respecto al entreiman
nulo). Este comportamiento es una consecuencia directa de mantener
constante el paso de polo y tener que disminuir la anchura del imén al
aumentar el entreimén.

4.2.4. Simulacién por elementos finitos

Con el fin de validar el procedimiento seguido y los resultados hallados,
vamos a obtener los valores del potencial escalar y de las componentes de
la induccion en la superficie del iman y del estator que nos proporciona el
programa Flux3D. Para ello, y continuando con el modelo con entreimén
que habiamos desarrollado en el apartado (4.1.2), procedimos a calcularlos
las magnitudes senaladas para los mismos valores del entreiman que hemos
considerado en la modelizacion analitica (0, 5, 10, 15, 20, 25 y 30 milimetros)
para, posteriormente, realizar la comparacion de los resultados proporciona-
dos por ambos procedimientos (denominaremos "Matlab" a los resultados
obtenidos con la formulacion propuesta y "Flux" a los proporcionados por la
simulacion por elementos finitos). Comparamos los siguientes resultados:

» Variacion del potencial escalar en la superficie del iman en funcion de
la posicion, para diferentes valores del entreiman (0, 5, 10, 15, 20, 25 y
30 milimetros) (figura 4.27).

Podemos observar como, para todos los valores del entreiman, los re-
sultados del potencial escalar en la superficie del iman proporcionados
por nuestra formulacién son practicamente iguales a los obtenidos me-
diante la simulacion por elementos finitos en las zonas ascendentes y
descendentes, siendo algo superiores en la zona central.

La tabla (4.7) muestra, para cada valor del entreiman, el méximo ab-
soluto en ambos modelos y el porcentaje de desviacion del resultado
analitico respecto al de elementos finitos. Podemos observar como esa
desviacion es ligeramente superior al 2% en la peor situacion (entre-
iman de 30 mm), siendo en cualquier caso un error pequeno. Para el
modelo con entreiman de 5 mm, que corresponde al modelo equivalente
a la geometria con nervios oblicuos, esta desviacion es inferior al 2 %.
En esta tabla aparecen resaltados los valores correspondientes al entre-
imén de 5 mm, ya que este valor de entreiman corresponde al modelo
equivalente a la geometria con nervios oblicuos.
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 4.27: Comparativa de los resultados obtenidos del potencial escalar
en la superficie del iman en funciéon del entreimén

Entreimdn | Analitico | Elementos Finitos | Desviacion
(mm) (Av) (Av) (%)
0 3319.08 3256.77 1.91%
5 3318.52 3256.20 1.91%
10 3316.71 3254.21 1.92%
15 3313.34 3250.26 1.94%
20 3307.32 3243.29 1.97%
25 3296.93 3231.36 2.03 %
30 3279.59 3211.21 2.13%

Tabla 4.7: Valores maximos del potencial magnético escalar en la superficie
del iman y porcentaje de desviacion
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El principal motivo de esta diferencia de valores reside en que, en la
formulacion propuesta, consideramos que flujo de dispersion del iman
en la direccion x es nulo, no siendo cierto en el modelo con elementos
finitos. La existencia de un flujo de dispersioén provoca que los valores
del potencial magnético sean inferiores a los que se obtendrian si no
existiera dicho flujo.

La finalidad que perseguiamos al resolver la Ecuacion de Laplace en
el entrehierro de nuestra maquina, era conocer el valor del potencial
magnético en la superficie del rotor para poder aplicar la técnica de
los subdominios, parametro que denotabamos por V,. A la vista de las
graficas obtenidas para esta magnitud (figura 4.27) y si tuviéramos que
fijar un valor constante en toda la superficie del imén, elegiriamos el
valor maximo del potencial magnético escalar. Este valor, para el caso
de entreiméan de 5 mm, es de 3318.52 Av.

No obstante y tal como indica la grafica correspondiente, aunque este
valor se mantiene mas o menos constante en la zona central del imén,
tiende a cero al aproximarnos a los extremos. Por lo tanto, el suponer
que el potencial en la superficie del imén tiene un valor constante no es
una buena aproximacion, siendo necesario modelizar de alguna forma
el comportamiento real de esta magnitud. Este aspecto le abordaremos
en el siguiente apartado.

= Variacion de la componente = de la induccién en la superficie del iman
en funcion de la posicion, para diferentes valores del entreiméan (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milimetros) (figura 4.28).

La componente x de la induccién en la superficie del iman muestra un
excelente acuerdo entre los valores proporcionados por nuestra formu-
lacién con aquellos suministrados por el software Flux3D, para todas
las posiciones y para cualquier valor del entreiman.

= Variacion de la componente y de la inducciéon en la superficie del iman
en funcion de la posicion, para diferentes valores del entreiméan (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milimetros) (figura 4.29).

Las diferencias existentes entre los resultados obtenidos mediante la
formulacion propuesta y los proporcionado por elementos finitos son de-
bidos a las oscilaciones provocadas por el fenémeno Gibbs, obsevandose
como, cuando nos alejamos de la frontera entre el iman y el entreiméan,
ambas formulaciones muestran un buen acuerdo. En la medida en que
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 4.28: Comparativa de los resultados obtenidos de la componente x de
la induccién en la superficie del imén en funcién del entreiman
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Figura 4.29: Comparativa de los resultados obtenidos de la componente y de
la induccién en la superficie del iméan en funcién del entreiman
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seamos capaces de disminuir o eliminar este fenémeno, mejoraremos los
resultados obtenidos.

= Variacion del potencial escalar en la superficie del estator en funciéon
de la posicion, para diferentes valores del entreiman (0, 5, 10, 15, 20,
25 y 30 milimetros) (figura 4.30).

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 4.30: Comparativa de los resultados obtenidos del potencial escalar
en la superficie del estator en funciéon del entreiméan

En la formulacion propuesta consideramos la superficie del estator una
superficie equipotencial con un valor nulo del potencial magnético esca-
lar. Los resultados por elementos finitos muestran que esta superficie no
es equipotencial, si no que existe una pequena variaciéon del potencial a
lo largo de ella; no obstante, en comparaciéon con los valores obtenidos
en la superficie del iméan, los del estator son del orden de 10° veces
inferiores a los del rotor (3318.52 Av en el iméan frente a 1.76 - 1072 Av
en el estator).

= Variaciéon de la componente = de la induccion en la superficie del estator
en funcion de la posicion, para diferentes valores del entreiméan (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milimetros) (figura 4.31).

Se aprecian diferencias entre los valores calculados con nuestra formu-
lacion de los hallados por la simulacién con elementos finitos. Mientras
que en la primera la componente x de la induccién es nula en la super-
ficie del estator como consecuencia de considerar al estator una region
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 4.31: Comparativa de los resultados para la componente x de la in-
duccion en la superficie del estator en funcion del entreiméan

con permeabilidad infinita, en la segunda se observa que existe una va-
riacion en el valor de esta componente de la induccion. No obstante, el
orden de magnitud de esta componente es la millonésima parte de la
componente en la direccion y siendo, por lo tanto, pequeno el error que
cometemos con nuestra formulacion.

Variacion de la componente y de la induccion en la superficie del estétor
en funcion de la posicion, para diferentes valores del entreiman (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milimetros) (figura 4.32).

A diferencia de la componente x, la componente y de la induccion
muestra un buen acuerdo entre los valores proporcionados por nuestra
formulacion con aquellos suministrados por el software Flux3D, para
todas las posiciones y para cualquier valor del entreiméan. La tabla 4.8
muestra, para cada valor del entreiman, el valor maximo en cada for-
mulacion y el porcentaje de diferencia existente entre ambas.

Podemos observar como los valores obtenidos por ambas formulacio-
nes son proximos entre si, siendo algo inferiores en la formulacion por
elementos finitos, disminucién originada por la existencia del flujo de
dispersion.

Tal y como indicaAbamos en el punto anterior, el orden de magnitud de
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 4.32: Comparativa de los resultados para la componente y de la in-
duccion en la superficie del estator en funcion del entreiman

Entreimdn | Analitico | Elementos Finitos | Desviacion
(mm) (1) (1) (%)
0 0.78 0.77 1.95%
5 0.78 0.77 1.95%
10 0.78 0.77 1.96 %
15 0.78 0.76 1.99 %
20 0.78 0.76 2.03%
25 0.77 0.76 2.10%
30 0.77 0.75 2.23%

Tabla 4.8: Valores méximos de la componente y de la inducciéon en la super-
ficie del estator y porcentaje de desviacion
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esta componente es 10° veces superior a la del eje z, siendo este com-
ponente y la que influird decisivamente en los calculos que realicemos a
partir de la induccion, como lo seré, por ejemplo, el flujo abarcado por
las bobinas que se encuentren en el estator.

A la vista de la comparacion realizada, podemos afirmar que existe un
buen acuerdo entre nuestra formulacion y el software de simulacion por ele-
mentos finitos Flux3D, quedando, a nuestro juicio, validada la formulacion
realizada.

4.3. Iman con banda de desmagnetizaciéon

4.3.1. Introduccién

La aplicacién del método de los subdominios a nuestra maquina, requiere
el conocimiento del valor del potencial magnético escalar en el contorno de la
geometria que vayamos a estudiar y, en particular, en la superficie del rétor.
En los ejemplos mostrados en el capitulo 3 y en el apéndice C, este potencial
tenia un valor constante en toda la superficie, que igualdbamos a la unidad
o denotdbamos por V.

En este apartado vamos a enfrentarnos al problema de expresar matemé-
ticamente el potencial escalar en la superficie del rétor, cuyo comportamiento
analizabamos en el apartado anterior y que se mostraba graficamente en la
figura 4.27. Los resultados mostrados en esta figura nos indican que, aunque
el potencial magnético mantiene un valor constante en la zona central del
imén, este valor disminuye segin nos vamos acercando a los extremos del
imén, sigue disminuyendo segtin nos vamos moviendo por el entreimén, sien-
do cero en el centro del entreiman, posicién que corresponde con el extremo
del polo. Este comportamiento se origina por la alternancia de polos, que
implica una alternancia en el signo del potencial magnético originado por el
iman, siendo necesaria una transicion del valor positivo que posee éste en un
polo al valor negativo que tendré en el polo siguiente. Dicha transicion es mas
rapida cuanto menor es el valor del entreimén, pero nunca es instantanea, ni
para el caso de entreiman nulo.

Por lo dicho anteriormente, no podemos suponer que el potencial en la
superficie del imén sea constante y que el potencial cambia de forma ins-
tantanea del valor positivo al valor nulo cuando estemos sobre el entreiman.
En la figura 4.33 se muestra, para un entreiman de 5 mm, la variacion del
potencial escalar en la superficie del rotor para un polo proporcionada por
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el método analitico (Matlab), por elementos finitos (Flux3D) y si supone-
mos un cambio instantaneo (Salto). Se observa como existen diferencias en
los extremos del polo entre las dos primeras y la tercera. Logicamente, estas
diferencias en el potencial escalar implicaran también diferencias en las com-
ponentes de la inducciéon y en los valores del flujo que calculemos a partir de
dicha induccion.
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Figura 4.33: Variacion del potencial escalar en la superficie del iman (entre-
iman nulo)

El objetivo que nos proponemos en este apartado es el modelizar ma-
tematicamente el comportamiento del potencial escalar en la superficie del
rotor. Para representar la variacion en el potencial escalar mostrada en la
grafica anterior, no vamos a distinguir entre iman y entreiman, si no que
vamos a considerar todo el polo como un conjunto el cual posee una zona en
la proximidad de la frontera de separaciéon entre un polo y el siguiente, en la
cual el potencial disminuye desde el valor que posee en la regiéon central hasta
cero. A esta zona la denominaremos banda de desmagnetizacion. En la figura
4.34 se muestra la geometria antigua (sin banda de desmagnetizacion y con
entreiman) y la nueva geometria (con banda de desmagnetizacion), siendo a
la anchura de la banda.

Para expresar la variacion del potencial escalar en la banda, empleare-
mos la tangente hiperbolica, al ser ésta una funcién continua y que varia
entre —1 y +1. En la figura 4.35 se muestra la funcion y = tanh(c - z) pa-
ra diferentes valores del pardmetro ¢ y variando la abcisa desde —20 hasta 20.
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Figura 4.34: Geometria: a)Sin banda de desmagnetizacion. b) Con banda de
desmagnetizacion
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Figura 4.35: Funciéon y = tanh(c - z) para diferentes valores del parametro ¢

Como el pardmetro ¢ nos permite controlar la pendiente de la tangente
hiperbdlica y el parametro a la anchura de la banda de desmagnetizacion,
necesitamos hallar un valor de ¢ y de otro de a que originen una variacion del
potencial escalar en la superficie del rotor que se ajuste a la que obtenemos
mediante la formulacién propuesta y mediante elementos finitos, tal y como
mostrabamos en la figura 4.33. Para ello, vamos a calcular la expresion del
potencial magnético escalar en la superficie del rotor para un polo con banda
de desmagnetizacion, empleando el método de los subdominios.

4.3.2. Calculo del potencial originado por un polo con
bandas de desmagnetizaciéon

Consideremos la geometria de nuestro problema, que se muestra en la
parte superior de la figura 4.36. Esta geometria esté formada por un estator
liso y un rotor compuesto por un nimero determinado de polos; cada polo
posee un imén en la zona central y sendas bandas de desmagnetizacion que
separan unos imanes de otros, los cuales alternan en polaridad. La anchura
de la banda de desmagnetizacion la hemos representado por a, la longitud
del iman completo es el paso de iméan (7,,), mientras que la longitud del iman
eliminando las bandas de desmagnetizacion viene dada por el paso de iman
efectivo(7,,, ;). Debido a las simetrias que existen, podemos reducir el pro-
blema al calculo del potencial en la zona recuadrada, en la cual se distinguen
dos regiones como se muestra en la zona ampliada de la figura 4.36.
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Figura 4.36: Geometria del problema y detalle de la zona a estudiar

La figura 4.37 muestra el problema de potencial para el area elegida de la
figura 4.36. Como se puede observar existen dos regiones claramente diferen-
ciadas e interconectadas a través de la frontera comin C'D. Se debe cumplir
que el potencial magnético escalar y su derivada espacial deben ser continuos
a través de esta frontera. Basandonos en esta propiedad y tal y como lo he-
mos planteado en ejemplos precedentes, resolveremos el problema en los dos
pasos ya conocidos:
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Figura 4.37: Planteamiento del problema de potencial para el area elegida de
la figura 4.36

1. Impondremos una distribucién de potencial arbitraria a lo largo de la
frontera comun C'D. Esta distribucién vendra expresada en forma de
un desarrollo de Fourier en senos en el que los coeficientes son variables
por determinar (esta eleccion se justifica en el apéndice B). Ahora que
tenemos especificadas las condiciones de contorno en ambas regiones a
cada lado de la frontera, resolveremos, por separado, la distribucién de
potencial en cada region.

2. Obtendremos los coeficientes del desarrollo de Fourier de la distribucién
de potencial en la frontera C'D igualando la derivada normal de la
funcién potencial en ambas regiones a lo largo de dicha frontera.

» Paso 1

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comian C'D

oo
es de la forma ¢SP = >~ H, sen (qu> para 0 < y < ¢ tanto en la
q=1

g/

region I como en la II, siendo H, son los coeficientes a determinar.

Estudiemos cada region.
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Potencial en la regién 1

Dado que la tangente hiperbolica es una funcién impar, el potencial en
la region I (figura 4.38) lo obtendremos por superposicion del caso#4
y del caso#12 del anexo C, llegando a:

- 2nmg’ 2 2
ol = an csch( mrg) sen( mm) senh( mry)+
— a a a
—l—ZHq csch (q;—?) senh (ﬂ) sen (ﬂ) (4.44)
9
g=1

g g
Y
| ¢ =V, -tanh(cx)
9
¢, =0 Reqion | 0, = ZHq -Sen(q”ij
q=1
0 ¢n=0 a2 X

Figura 4.38: Region I: el potencial lo obtendremos por superposicion del
caso#4 y del caso#£12

Potencial en la regiéon I1

El potencial en la region II (figura 4.39) lo obtendremos por superpo-
sicion del caso#3 y del caso#7 del anexo C, llegando a:

00 o , o o

gof,{ _ 4V, esch (2k — 1)mg senky (2k — 1)my <onl (2k — 1)mx N
Z (2k — )m T Tm Tm
=1 eff eff eff
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Figura 4.39: Region II: el potencial lo obtenemos por superposicion del ca-
s0#3 v del caso#7

s Paso 2

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las dos re-
giones podemos obtener un conjunto de ecuaciones en funciéon de los
coeficientes H, sin mas que plantear en la frontera comtn que

aQOH

ool
. O

ox

r= =0

Obtengamos dichas derivadas.

Derivada en la regién I

La derivada del potencial escalar de la region I respecto de x viene dada
por:

2 ! 2 2
(9(,0m Zb c ch( mrg) cos( mrx) Senh< nﬂy)+
— a a a
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o
qm qra qrT qry
+ ;Hq ? csch (2_g’> csch (7> sen (7)
En la frontera comin C'D con la region 11, el valor de las abcisas en

la region T para cualquier punto es x = a/2, valor que sustituido en la
derivada anterior nos proporciona:

o0

2 2 ! 2
= E by, o (—1)" csch ( nrg ) senh ( nwy)+
_a a a a
=3 n=1
> qm qma qmy
+ qul Hq ? coth (2_g’> Sen ( g’ ) (446)

para valores de y/¢’ tal que 0 <y/g < 1.

o
ox

T

Derivada en la region 11

La derivada del potencial escalar de la region II respecto de x viene

dada por:
4 2k — )mg’ 2k — 1 2k — 1
_8g0m = Vo csch {—( )Wg} senh {—( )wy} cos {—( )WI} +
Ox 1 mess Tmeyy Tmeyy Tmeyy
= m, s — 2T
—l—Z Hy (—g) sech (—QWT /eff) senh | & (- L ) sen (qﬂ/y)
q=1 g 29 2g g

En la frontera comin C'D con la regiéon I, el valor de las abcisas en
la region 11 para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la
derivada anterior nos proporciona:

N 4Vo Csch[(Zk—l)wg’} Senh{(%—l)wy} B

Tmeyy

8@0“
ox

@=0  p—1 Meff Tmeyy

g 4T UM Ty qry
—Z H, ra tanh (2—g’> sen( 7 ) (4.47)

para valores de y/g’ tal que 0 < y/g¢' < 1.

Si en la ecuacién I

_ O¢m
a ox
bl

ool
ox

T= =0



4.3 ITman con banda de desmagnetizacién 151

sustituimos las expresiones (4.46) y (4.47), y recolocando sumandos pa-
ra dejar los que poseen H, en un tnico lado de la ecuacion, obtenemos:

> TTom,
Z H, an sen any tanh I Tmers + coth ara =
— g g 29’ 29’

_ i Vo o {(% — 1)7rg'1 ol {(2/{ — 1)7@} B

1 TMefs Tmess Tmeyy
2 2 ! 2
- E by, il (—1)" csch ( 7 ) senh ( mry)
a a
n=1

e introduciendo la relacion y/g’ resulta:

- qm Y AT Tm, s ¢ qma -
Z H, " sen (Qﬂ'?) [tanh (2—g’> + coth ( 27 )] =

q=1

N Vo {M} cenh [MQ] B

1 Mesf Times s Tmers 9
=2 2nmg’ o2nmg’
_ an o (—1)" csch ( Ty ) senh < Ty 2/) (4.48)
— a a a g

para valores de y/¢’ tal que 0 < y/q¢' < 1.

De la resolucion de la anterior ecuacion (4.48), en la se emplearan mé-
todos numéricos, obtendremos los valores de los coeficientes H,. Para
ello, por ejemplo, elegiremos un valor maximo para ¢, como @, y elegi-
remos () diferentes valores para la variable y/¢’ dentro de su rango. De

esta manera tendremos () ecuaciones con ) incognitas (los coeficientes
H,).

Como ejemplo numérico procedimos a elegir unos valores para las di-
mensiones del problema que nos ocupa, estos son: V, = 3318.52Av,
g = 5.3370mm, 7, = 69mm, a = 25mm y ¢ = 0.5, y realizamos un
programa en Matlab para su resoluciéon. El programa nos proporcio-
na los valores de los coeficientes H,, valores que introducidos en las
expresiones del potencial en la region I (ecuacion 4.44) y en la region
IT (ecuacion 4.45) nos permiten conocer el valor del potencial escalar
en cualquier punto de la zona considerada. La figura 4.40 nos muestra
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Figura 4.40: Potencial escalar en la region estudiada. Valores de los pardme-
tros: V, = 3318.52Av, ¢’ = 5.3370mm, 7, = 69mm, a = 25mm y ¢ = 0.5.

graficamente dicho potencial.

En la siguiente grafica (figura 4.41) se muestra la variacion del potencial
escalar en la superficie del estator (y = 0) y en la superficie del iman
(y = ¢'). Podemos observar que se cumplen las condiciones impuestas
en el planteamiento del problema, es decir, el estator es una superficie
de potencial nulo y en la superficie del iman, el potencial evoluciona
desde el valor nulo hasta un valor positivo de (+V,) a través de una
banda de desmagnetizacion, en la que el potencial varia proporcional-
mente a la tangente hiperbolica (V, - tanh(cz)).

4.3.3. Estimacion de los pardmetros de la banda de des-
magnetizacion
Una vez calculada la expresion del potencial magnético escalar en la su-

perficie del rotor para un polo con banda de desmagnetizacion, estamos en
condiciones de determinar qué valores de la pendiente de la tangente hi-



4.3 ITman con banda de desmagnetizacién 153

T T T T
1 Mm
g 0.8
8- O
& o
© [
o o
3 [
8 o
g 06 o
g-, o
© o
E o
T 04 Fo © Estator
2 O Iman
S o
°
o o
020
o
]
1 1 L 1 1 L
15 20 25 30 35

0 5 10

Figura 4.41: Variacion del potencial escalar en la superficie del estator (y = 0)
y en la superficie del imén (y = ¢') para el ejemplo numérico considerado.

perbolica (parametro ¢) y de la anchura de la banda de desmagnetizacion
(parametros a) originan una variacion del potencial escalar en la superficie
del rétor que se ajusta a la que obtenemos mediante la formulaciéon propues-
ta y mediante elementos finitos, tal y como mostrdbamos en la figura 4.33.
Para ello, hemos calculado la variaciéon del potencial magnético escalar en la
superficie del imén para diferentes valores de a y de ¢ y lo hemos comparado
con los valores obtenidos por la formulacion propuesta, calculando el valor
de la distancia L2 segin la expresion (4.1), valor que nos servird para deter-
minar que pareja de valores de a y de ¢ son los mas adecuados.

Hemos variado el pardmetro ¢ desde 0.1 hasta 1 en incrementos de 0.1 y
la anchura de la banda de desmagnetizaciéon desde 5 mm hasta 65 mm en
pasos de 2.5 mm. A la vista de los valores de la distancia .2 obtenidos para
cada pareja de valores, observamos como esta distancia disminuia al variar
el valor de c desde 0.1 a 0.2 y aumentaba cuando ¢ tomaba el valor de 0.3
y superiores. Por ello, decidimos estudiar con mas detalle la variaciéon de ¢
entre 0.1 y 0.2, tomando un paso de 0.01. En este rango de ¢ y para todos
los valores de a, la distancia L2 toma su menor valor cuando c es igual a 0.16.

Respecto al valor de la anchura de la banda de desmagnetizacion, tanto
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graficamente como a través de la distancia L2, observabamos que valores pe-
quenos de este pardmetro proporcionan un mal ajuste de ambas curvas. En
la figura 4.42 se muestran las graficas obtenidas para la formulacion propues-
ta (etiquetada como “Laplace”) y mediante la modelizacion con la banda de
desmagnetizacion (etiquetadas como “Banda”) para un valor de ¢ de 0.16 y
variando la anchura de la banda desde 15 mm hasta 40 mm en pasos de 5
mm. A la vista de las graficas mostradas podemos apreciar que valores de
a inferiores a 20 mm proporcionan un mal ajuste, mejorando este ajuste a
medida que la banda toma valores de 25 mm o superiores.
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4000 4000
3000 3000
< <
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h 1000 Laplace e 1000 .: o Banda
o Banda g
0 0& . -
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
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<
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1000 1000 4 Laplace
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0 0 >
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
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4000 4000
3000 3000
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£ 2000 £ 2000
= =
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0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
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Figura 4.42: Variacion del potencial magnético en la superficie del imén ob-
tenidas mediante la formulacion propuesta y con el modelo de la banda de
desmagnetizacion para ¢ = (.16 y para diferentes valores de a.

La tabla 4.9 muestra el valor del logaritmo neperiano de la distancia L2
obtenida entre ambas formulaciones para los valores de la anchura de la ban-
da de desmagnetizaciéon mostrados en la figura 4.42 y para los valores de ¢
de 0.15, 0.16 y 0.17. Podemos observar como para todos los valores de a, la
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distancia L2 es menor cuando el parametro ¢ toma el valor de 0.16

a (mm) 15 20 25 30 35 40

c=0.15] 15.01 | 14.23 | 13.51 | 13.23 | 13.11 | 13.09
c =0.16 | 14.96 | 14.19 | 13.42 | 13.18 | 13.08 | 13.07
c=0.17 | 15.00 | 14.38 | 13.82 | 13.71 | 13.66 | 13.66

Tabla 4.9: Distancia L2 para los valores de a y de ¢ mostrados.

Como veremos en el proximo apartado, el valor que tomaremos para la
banda de desmagnetizacion no serd fijo sino que oscilard entre un minimo
de 23 mm y un méaximo de 39 mm, rango en el cual el ajuste entre ambas
formulaciones es aceptable, a la vista de las graficas de la figura 4.42 y de los
valores de la tabla 4.9.

En resumen, los pardmetros que definen los polos de nuestra maquina
son:

= Potencial absoluto: V, = 3318.52 Av
= Pendiente de la tangente hiperbélica: ¢ = 0.16

= Anchura minima de la banda de desmagnetizacién: a,,;, = 7, =
t + s (23 mm en el radio medio)

Una vez que hemos modelado adecuadamente el rotor mediante la banda
de desmagnetizacion, estamos en condiciones de estudiar nuestra maquina
ranurada. Dada la importancia de esta parte y su extensiéon, y aunque su
contenido forma parte del capitulo en el que nos encontramos, vamos a de-
dicarle un capitulo. De esta forma podemos estructurar mejor su contenido
y hacer que éste pueda seguirse mas comodamente.






Capitulo 5

Maquina ranurada

Una vez que hemos determinado la variaciéon del potencial escalar en la
superficie del iman, estamos en condiciones de estudiar nuestra maquina ra-
nurada aplicando el Método de los Subdominios.

La figura 5.1 muestra la geometria a considerar: se trata de un estator
con ranuras rectas de anchura s y profundidad h separadas por dientes de
espesor t, existiendo tres ranuras por polo. El paso de ranura (75) representa
la separacion entre dos ranuras consecutivas, siendo igual a la suma de la
anchura de la ranura y del espesor del diente. El rotor estda formado por
imanes que alternan en polaridad, con una banda de desmagnetizacion que
separa dos polos consecutivos entre si; 7,,.s¢ representa la anchura efectiva
del iman y a la anchura de la banda de desmagnetizacion; su suma es igual al
paso de polo, magnitud representada por 7,; la zona comprendida entre las
dos rectas a trazos representa un polo de la méquina. El rotor y el estator
estan separados por un entrehierro de aire de espesor g. Otras magnitudes
que aparecen en la figura son la longitud axial de los imanes (I,,), el espesor
del hierro trasero (wp;), longitud axial del estator (I5) y la longitud axial de
la maquina (L).

En la figura anterior también se muestra la direccion del movimiento del
rotor respecto del estator. Este movimiento va a originar diferentes posiciones
relativas del rotor respecto del ranurado, pudiéndose distinguir cuatro situa-
ciones diferentes, las cuales se repiten ciclicamente. La figura 5.2 muestra
estas cuatro situaciones, que describimos a continuacion:

» Caso Diente Parcial: Esta situacion se ilustra en la figura 5.2a). En
ella el principio del polo (centro de la banda de desmagnetizacion) se
encuentra situado debajo de un diente del ranurado.
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Figura 5.1: Geometria de la méquina con ranuras

= Caso Ranura Completa: Segtn el rotor avanza desde la posicion de
Diente Parcial, se mantiene en esta situacién hasta que el principio
del polo coincide con el principio de una ranura del estator. A esta
situacion la denominaremos “Caso Ranura Completa” y se muestra en
la figura 5.2b).

= Caso Ranura Parcial: Si continuamos moviendo el rotor, abandonamos
la posicion de “Ranura Completa” y entramos en la de “Ranura Parcial”.
Ahora la disposiciéon del principio del polo es tal que éste se sittia debajo
de una ranura del ranurado, tal y como se ilustra en la figura 5.2c).

= Caso Diente Completo: La tltima situacion que consideraremos sera
aquella en la que el principo del polo coincide con el principio de un
diente del estator. Esta situacion se produce si, partiendo del caso
de Ranura Parcial, continuamos desplazando el rotor. La figura 5.2d)
muestra este caso. Desde esta posicion y si continuamos moviendo el
rotor, pasariamos de nuevo a la posicion de Diente Parcial.

Si en la figura 5.2 nos fijamos en el rotor, veremos que, para los cuatro
casos considerados, el paso de polo es constante pero no lo son ni la anchura
efectiva del iman ni la anchura de la banda de desmagnetizacion. Esto es asi
para disminuir el nimero de subdominios que tendremos en cada caso: los
subdominios se originan como consecuencia de las discontinuidades que hay
en el rotor y en el estator. Las discontinuidades del estator viene fijadas por
su topologia (nimero de ranuras y su anchura) y no las podemos modificar.
Sin embargo, las discontinuidades del rotor si que las podemos modificar ya
que su topologia la hemos modelado, a partir de la geometria real, mediante
un iman efectivo y dos bandas de desmagnetizacion, cuyas dimensiones no
son constantes si no que pueden oscilar dentro de unos limites, tal y como
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Figura 5.2: Casos a considerar segin las posicion del rotor respecto de las
ranuras del estator: a) Caso Diente Parcial. b) Caso Ranura Completa. ¢)
Caso Ranura Parcial. d) Caso Diente Completo
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comentabamos en el apartado 4.3.3. Por ello, si ajustamos la anchura de la
banda de desmagnetizacion y del imén efectivo para que las discontinuida-
des del rotor coincidan con discontinuidades del estator, lograremos que el
niimero de subdominios que tengamos que considerar sea menor que si las
dimensiones del rotor fueran fijas.

En particular y fijaAndonos en las cuatro posiciones mostradas en la figu-
ra 5.2, en los casos de Ranura Completa y Diente Completo, la anchura del
iméan efectivo y de la mitad de la banda de desmagnetizacion son iguales y de
valor el paso de ranura, existiendo seis subdominios por polo para cada uno
de estos casos, tal y como veremos en los proximos apartados. Por contra, en
los casos de Diente Parcial y Ranura Parcial, la anchura del iman efectivo no
es constante, tampoco lo es la anchura de las bandas de desmagnetizacion y
éstas no son simétricas. Por ejemplo, la anchura del iman efectivo es igual a la
anchura de la ranura en el caso de Diente Parcial (figura 5.2a) y coincide con
la anchura del diente en el caso de Ranura Parcial (figura 5.2¢). En ambos
casos el nimero de subdominios que tendremos sera de siete por polo, tal y
como veremos mas adelante.

Debido a que el procedimiento que vamos a seguir en el estudio de cada
caso va a ser muy similar y con el fin de facilitar la lectura de este trabajo de
tesis, s6lo mostraremos en el texto principal las expresiones que deduzcamos
para el primer caso que estudiemos, el caso Diente Parcial. En los casos
restantes, los diferentes conjuntos de expresiones no se mostraran en el texto
principal, si no que seran referenciados a los correspondientes apéndices.

5.1. Expresiones del potencial magnético esca-
lar

Vamos a comenzar el estudio de la maquina ranurada determinando la
expresion del potencial magnético escalar en el entrehierro de la maquina para
cada uno de los casos, en cuya determinaciéon emplearemos el Método de los
Subdominios y los casos hallados en el anexo C. El orden que seguiremos
serd el mostrado en la figura 5.2, es decir, Diente Parcial, Ranura Completa,
Ranura Parcial y Diente Completo.

5.1.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial hace referencia a aquella situacion en la que el
principio del polo estéd situado debajo de un diente del ranurado, tal y como
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se muestra en la figura 5.3. El problema del calculo del potencial magnético
escalar en el entrehierro se reduce al calculo del campo en el area rayada.

En esta situacion, el principio del polo divide al diente en dos partes,
estando una de las partes situada encima de un polo norte y la otra encima
del polo sur contiguo. Como el paso de polo es constante e igual a tres veces
el paso de ranura, el que una fraccién del diente esté en un lateral del polo
implica necesariamente que la otra fraccion del diente estara en el otro lateral
de ese mismo polo, tal y como podemos observar en la figura 5.3. Ya que ¢
es el ancho del diente, seguiremos empleando ¢ para expresar la anchura de
cada una de las partes del diente, pero lo multiplicaremos por un parametro
que varie entre 0 y 1 o entre 1 y 0, segtin se trate de una o de otra parte del
diente. Para ello definimos el parametro z, el cual varia entre 0 y 1. Asi tz
sera la anchura de una de las dos partes en que dividimos al diente y ¢ — ¢z,
es decir, t(1 — z) la anchura de la otra parte del diente (en la parte superior
de la figura 5.3 se indican estas dimensiones).

Las geometrias que se obtienen al tomar los valores extremos de z son las
correspondiente a "Ranura Completa" (z = 0) y "Diente Completo" (z = 1).
No obstante, no es posible estudiar estos casos a partir del de Diente Parcial,
ya que, como veremos mas adelante, en algunas de las expresiones que vamos
a obtener, los términos z y 1 — z aparecen dividiendo y darian lugar a in-
determinaciones al tomar z sus valores extremos. Es por ello por lo que sé6lo
vamos a considerar los valores de z tal que 0 < z < 1, siendo ésta la razon
por la que se estudian por separado los casos "Ranura Completa" (seccion
5.1.2) y "Diente Completo" (seccion 5.1.4).

Con el fin de lograr el menor niimero de regiones posible, hemos hecho
que la banda de desmagnetizacion del iman no sea simétrica y que su anchura
no sea constante, si no que se pueda ajustar de tal modo, que el final de la
banda coincida con una discontinuidad en el estator (paso de ranura a diente
o viceversa). De esta forma logramos que las discontinuidades en el polo coin-
cidan con discontinuidades en el estator y, por lo tanto, el nimero de regiones
que obtengamos vengan determinadas solamente por las discontinuidades del
estator. En la figura 5.3 hemos resaltado las bandas de desmagnetizacion del
iméan, siendo el ancho de la banda de desmagnetizacion s + t(1 + z) para el
lado izquierdo del polo y s+¢(2—z) para la parte derecha del polo. En ambos
casos el valor minimo de dicha banda es s 4 t, anchura suficiente para que
el potencial del iméan se estabilice, tal y como habiamos comprobado cuando
definfamos la banda de desmagnetizacion (apartado 4.3.3).
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Figura 5.3: Caso Diente Parcial: El principio del polo esté situado debajo de

un diente del ranurado.
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Si consideraramos el ancho de la banda de desmagnetizacion constante e
igual al paso de ranura, tal y como veremos en los casos "Ranura Completa"
y "Diente Completo", el nimero de regiones que se formarian vendrian ori-
ginadas por discontinuidades en el estator o por discontinuidades en el rétor,
dando lugar a un nimero mayor de regiones y a una mayor complejidad en
el estudio. En la figura 5.4 hemos planteado el problema del potencial para
el area rayada de la figura 5.3, donde podemos observar que se originan siete
regiones por polo, frente a las nueve que obtendriamos si el ancho de la banda
de desmagnetizacion fuera constante e igual al paso de ranura.

t s t(1-z) tz
9, =0 E % °F K %=° L Q"R
A X X %
o, =0 o, =0 ¢, =0 y
h ¢, =0 Pm =0 P =0
= > s
= - = =0 -
vl »~° |c 5 g 2 =0 O 5 S| »»=9|U
A Al XE (0] ' 0] \ X E [F) y i E
yi—~i & x Jy > Vol Ty O
i gl ! o : : :
9 u{ s 4 i1 g
Ll : P b
v B: (D H H H P; Ti Vi

Figura 5.4: Planteamiento del problema del potencial para el area elegida en
la figura 5.3

Funciones de la banda de desmagnetizaciéon

La primera tarea que tenemos que abordar es definir las funciones que
vamos a utilizar para representar la banda de desmagnetizacién en cada una
de las regiones de la geometria que poseen banda de desmagnatizacion (re-
giones I, II, III, V, VI y VII); a estas funciones las hemos denotado por
fi(z), fao(x), f3(x), fi(x), fs(x) y fe(x). La filosofia que seguiremos para
definir estas funciones es la de representar a la porcion de banda de magne-
tizacion correspondiente a la region que estemos estudiando, mediante una
funcion impar, para posteriormente representarla mediante su desarrollo en
serie de Fourier; el hecho de describirla como una funcion impar nos permite,
empleando el caso#12 del anexo C, poder determinar la expresion del po-
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tencial magnético escalar que origina. Definamos cada una de estas funciones:

» Funcion fi(z): Definimos fi(z) mediante la expresion:
fi(z) =V, -tanh(c-x) =z € [tz tz]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

(o]
filz) = 21 bpasen (Z22)  z € [—tz, t2]
n=
obteniéndose los coeficientes b, ; mediante calculo numérico.

» Funcion fo(z): Definimos fo(z) mediante la expresion:
folz) = —V, -tanh[c- (—z +tz)] z € [-s,0]
S V, -tanh[c- (z + t2)] x €0, ]

funcién que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fo(z) = 3 bpasen (%22) z € [—s,0]U]0, 5]
n=1
obteniéndose los coeficientes b, » mediante calculo numérico.
» Funcion f3(z): Definimos f3(x) mediante la expresion:
Folz) = —V,-tanh[c: (—x +tz+s)] = € [—t,0]
A V, -tanh[c- (z + tz + )] z € 0,1]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f3(x) = nil by, 3sen (%) r € [—t,0]Ul0,1]

obteniéndose los coeficientes b, 3 mediante calculo numérico.

» Funcion fy(z): Definimos fy(z) mediante la expresion:

filz) = V,-tanh{c- [z — (t(2 — 2) + 5)]} =€ [-t,0]

B0 =V, -tanh {c- [z — (t(2—2) +8)]} € [0,1]
funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fa(x) = i bpasen (“2£) z € [—t,0]U0,1]

n=1

obteniéndose los coeficientes b, 4 mediante calculo numérico.
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» Funcion f5(x): Definimos f5(z) mediante la expresion:

[ Vo-tanh{c:[—2z — (t(1 — 2) + 5)]} =z € [—s,0]
f5(x)—{ SV, tanh {e- [z — (H1—2) +5)]} ze[0,s]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fs(z) = i by, ssen ("—’8“”) T € [—s,0]UJ0,s]

n=1
obteniéndose los coeficientes b,, 5 mediante calculo numérico.
» Funcion fg(z): Definimos fs(x) mediante la expresion:

[ Vo-tanh{c:[—z —t(1 = 2)]} z€[-t(1-=2),0]
f6<x>—{ SV, tanh{c- [r—t(1— )]}z € [0,£1— 2)

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

Jo(x) = ni_o:l by, gsen [t(’f‘;)} r € [—t(1—2),00U]0,t(1 — 2)]

obteniéndose los coeficientes b, ¢ mediante calculo numeérico.

En las siguientes figuras, se muestra la funciones fi(x), fa(x), f3(z),
fa(z), fs(z) y fo(x) para valores del parametro z de 0.25 (figura 5.5), de
0.5 (figura 5.6) y de 0.75 (figura 5.7), donde los valores de la geometria
son los mismo para todas ellas y de valores Vy = 3318.52Av, s = Tmm,
t = 16mm, g = Smm y h = 21.5mm, donde el trazo continua rojo
muestra la funcion exacta y con puntos amarillos la aproximacion me-
diante el desarrollo en serie de Fourier.

Una vez definidas las funciones f;(x), s6lo nos resta definir las que existen
en las fronteras comunes. En referencia a la figura (5.4), las siete regiones de
nuestro problema estan interconectadas a través de las fronteras comunes AB,
CD, GH, 1J, MN, OP, ST y UV. Se debe cumplir que el potencial magnético
escalar y su derivada espacial deben ser continuos a través de estas fronteras.
Basandonos en esta propiedad resolveremos el problema en los dos pasos que
ya conocemos:
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Figura 5.6: Funciones del perfil de magnetizacion para z = 0.5
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Figura 5.7: Funciones del perfil de magnetizacion para z = 0.75

1. Impondremos unas distribuciones de potencial arbitrarias a lo largo de
las fronteras comunes AB, CD, GH, 1J, MN, OP, ST y UV. Estas dis-
tribuciones vendran expresadas en forma de un desarrollo de Fourier en
senos (en el apéndice B se justifica esta eleccion) en el que los coeficien-
tes son variables por determinar. Ahora que tenemos especificadas las
condiciones de contorno en ambas regiones a cada lado de las fronteras,
resolveremos, por separado, la distribucion de potencial en cada region.

2. Obtendremos los coeficientes del desarrollo de Fourier de la distribucion
de potencial en las fronteras AB, CD, GH, IJ, MN, OP, ST y UV
igualando la derivada normal de la funcion potencial en ambas regiones
a lo largo de cada frontera.

Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

La distribucién de potencial que impondremos en la frontera comin AB

es de la forma:

» A8 = ZQwsen<
w=1

g

m) para 0 < y < g en la region I
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donde (), son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comun CD
es de la forma:

= Y0 =% H, sen(%y) para 0 <y < g en la region I, y
q=1

= 0P =3 H, sen[%(y — h)] para h <y < h+ g en la region 11
q=1

donde H, son los coeficientes a determinar.

Estas dos formulas son la misma distribucién excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la regiéon I tomamos el origen de coordenadas en el
punto A con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y B, respecti-
vamente, y en la region II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y D.

En las siguientes cinco fronteras GH, IJ, MN, OP y ST, procederemos de
forma similar a la frontera CD. La distribucion de potencial que impondremos
a la frontera comian GH es de la forma:

. GG =3 M, sen[%(y — h)] para h <y < h+ g en la region II, y
=1

- gpﬁH — Z Ml sen(%y) para 0< Y < g en la regién 111
=1

donde M, son los coeficientes a determinar.

La distribucién de potencial que impondremos a la frontera comin 1J es
de la forma:

. o7 =5 L, sen(**y) para 0 <y < g en la region 111, y

m=1

= o= L, sen[%(y — h)] para h <y < h+ g en la region IV

m=1

donde L,, son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin MN
es de la forma:
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MN __ = rT o DA
n PMN — 7;1 P. sen[;(y h)] para h <y < h+ g en la region IV, y

. pMN =S P sen(%y) para 0 < y < g en la region V
r=1

donde P. son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comun OP
es de la forma:

= 9P =5 R, sen("y) para 0 <y < g en la region V, y
p=1

« 0P = SR, sen[%(y — h)] para h <y < h+ g en la region VI
p=1

donde R, son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin ST es
de la forma:

= 05T =3V, sen[“?”(y — h)] para h <y < h+ g en la region VI, y
u=1

= T =5V, sen(%y) para 0 < y < g en la region VII
u=1
donde V,, son los coeficientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad antici-
clica), los coeficiente de la distribucion de potencial que impondremos a la
frontera comtin UV deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con
signo contrario. Por ello, la distribucién de potencial en la frontera comiin

UV es de la forma:

= o0V =3 (—Qu) sen (%) para 0 <y < g en la region VII, y
w=1

oo
= UV =35 (=Q,) sen (%) para 0 <y < g en la region VIII
w=1
donde @,, son los coeficientes a determinar. Las distribuciones de potencial
son las mismas y sin desplazamiento en las ordenadas, ya que ambos origenes

se encuentran a la misma altura (punto S para la region VII y punto U para
la region VIII).
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Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras co-
munes a cada region, vamos a determinar la expresion del potencial en las
diferentes regiones, aplicando el principio de superposiciéon junto con las res-
puesta obtenidas en los casos estudiados en el anexo C.

Region I:  La figura 5.8 muestra la regiéon . El potencial en esta region, lo
obtenemos por superposicion del caso#4, del caso#5 y del caso#12, resul-
tando:

Aky

tz
g 1
< wry ) | § S qry
P =2.Q, sen 9 | ¢,=2_H, sen| —
wol 9 - g
para0<y<g & para0<y<g
0 tz Y

Figura 5.8: Region 1. El potencial en esta region lo obtenemos por superpo-
sicion del caso#4, del caso#5 y del caso#12.

ol = f: b 1csch (%) sen (%) senh (%) +
=1

+ > Quesch (%tz) senh [W} sen (%)—F (5.1)

w=1

= qmtz qrx qry
+quHqcsch< . )senh( ; >sen< . )

Region II:  La figura (figura 5.9) muestra la region II. El potencial en esta
region, lo obtenemos a partir de las expresiones de potencial obtenidas en el
caso#10, en el caso#11 y en el caso#12. Por lo tanto su potencial sera:
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v Y
- nex
hig Pm=H5(Xx)=2b,, sen(T]

n=1

Oy = in -sen{@} Oy = iM, sen[/ﬂ(yT_h)}

g=1

para h<y<h+g para h<y<h+g

¢,=0 para 0<y<h ¢,=0 para 0<y<h

Figura 5.9: Region I. El potencial en esta region lo obtenemos a partir del
caso#10, del caso#11 y del caso#12.

S S

o = i by csch [—"W(Hg)] sen (“£) senh ("24) +
k=1

+ > KZcsch (;I;) senh (%) sen (Z—E>+ (5.2)
n=1

+ 3 KZcsch <;‘_’;Z> senh [m}fij)] sen (%)
n=1

K2 = 2(1;0‘) sen(nra) Y W 0mae) pp 4 > (1 — ) My oy pa—a)cos (@>
=1

2_n2(1—a)?
l:lln(la) g

KZ = 2029 son(nma) Y L0 f 4 3 (1= ) Hy g cos (22
q=1 q=1
(5.3)

Region ITI:  La figura 5.10 muestra la region I11. El potencial en esta region,
lo obtenemos a partir de la expresion del potencial de la Regiéon 1 del caso
actual. La expresion del potencial serd entonces:
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g n=1
Pn =M, sen(lﬂ—yj 5 =Ly sen[mj
=1 g = m=1 g9
para 0<y<h ¢ para 0<y<h
0 @, = 0 t X

Figura 5.10: Region III. El potencial en esta region lo obtenemos a partir de
la Region I del caso actual.

QI = 32 bugesch (%52) sen (52) senh (%52 +
k=1

+ > Mcsch <%t> senh [@] sen (%)—l— (5.4)

=1

+ > Lycsch (7”7”) senh <%> sen (%)

m=1

Region IV: La geometria de la region IV se muestra en la figura (figura
5.11). Su potencial, lo obtenemos por superposicion de los casos #1, #10 y
#11, siendo su expresion:

PV = 3 ity cseh [2=txtio]

sen [(%;1)”] senh |:(2k;1)7ryi| X

0 5.5
+ 57 Klesch <;§—IZ> senh <Z—f§> sen (Z—:g)%— (5:5)
n=1

+ > Kfl/csch (Z—I;) senh [M,Ei?)] sen (Z—f;)
n=1
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Ay

=V
h+g Pm =VYo

para hsysh+g para h<y<h+g

¢,=0 para 0<y<h ¢,=0 para 0<y<h

Region IV

\/

0 ¢,=05 o

Figura 5.11: Region IV. El potencial en esta region lo obtenemos por super-
posicion de los casos #1, #10 y #11.

donde:
K} = 2(17:0‘) sen(nmra) Z:l —(2 n;(’;(la’;) P+ Z (1 — ) P, 0y n(1—a) COS (”grh>
KY = 2(17:0“) sen(nmra) Zﬂ —mm(21 i;"(f(la“) m+ Z (1 = @) L, O (1—a) COS (’”T”h>

(5.6)

Region V: El potencial en la region V (figura 5.12) lo obtenemos a partir

de la expresion del potencial de la Region I del caso actual, resultando la
expresion del potencial de la forma:

E b, 4csch( )sen("”) senh( )+

k=1

+ i P.csch (%”) senh [@] sen <m>+ (5.7)

r=1 g

+ ioj R,csch (%) senh (@) sen (m)

p=1 g

Region VI: El potencial en la region VI (figura 5.13) lo obtendremos a

partir de la expresion del potencial de la Region I1 del presente caso, siendo
su ecuacion:
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0, = me sen(nTJ

g
- rey N 2 pry
=>P sen(—} S =>R, sen(—]
r=1 g —~ p=1 g
para 0<y<h & para 0<y<h
0 0, = 0 t g X

Figura 5.12: Region V. El potencial en esta region lo obtenemos a partir de
la expresion del potencial de la Region I del caso actual.

A Y
nmx
= b
heg [P =500~ 2b, 500 "X
h - ~h
ZR sen pr(y = )} P =2V, sen{m}
g u=1 g
para h£y§h+g para h<y<h+g
h |-
>
=~
2
¢,=0 para 0<y<h S ¢,=0 para 0<y<h
(44
0 (Pm:O S VX

Figura 5.13: Region I. El potencial en esta region lo obtenemos a partir del
potencial de la Region II del caso actual.
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Z by, 5 csch [ h+g)} sen (“I%) senh (2%) +

+ > KSesch (ZI;) senh (%) sen (ﬁ)%— (5.8)
n=1

Z K csch <
n=1
donde:

KS = —2(1;6“) sen(nra) Y w1 70una-a) Vi+ > (1 —a)V,duna—a)cos (M>
u=1

2 n2(1—
o n?(l1—a) g

KS’ — 2(17:a) sen(nma) Z w R, + Z (1-o)R, 5pn 1-a) cos( h)

p:1p2n21a g
(5.9)

Region VII: El potencial en la region VII (figura 5.14) lo obtendremos a
partir de la expresion del potencial de la Region I del caso presente, llegando
a

A Y
= nrx
= = b
X ury 2 N wry
=YV, sen e & on=.(—-Q,)sen 5
u=1 — w=1
para 0<y<h & para 0<y<h

0 4 -0 t(1-z) x

Figura 5.14: Region VII. El potencial en esta regiéon lo obtenemos a partir
del potencial de la region I del caso presente.
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VI = E bn6CSCh[ — ] sen [ (’}”)} senh [ Z)} +
+ > V,csch [W] senh {M} sen (%)— (5.10)
u=1

5 wrt(1-z) wrz wry
ZQwCSCh[ ; }senh( . >sen< . )

w=1

Regién VIII: Una vez halladas las expresiones del potencial escalar en las
regiones situadas bajo el polo norte (regiones I a VII) podemos obtener el
potencial escalar en cualquier otra region sin mas que considerar la periodici-
dad anticiclica del problema; en particular, la expresion del potencial escalar
en la region VIII serd idéntica a la de la region I pero con signo contrario,
ya que la geometria y la posicion relativa de ésta respecto al polo son las
mismas, aunque la region VIII se encuentra bajo un polo sur mientras que
la I estd bajo un polo norte. Por lo tanto, la expresion del potencial en la
region VIII seré:

907‘,/1[][ SO _ Z b, 1CSCh< )sen (nww)senh( = ) _

— i Q.csch <%tz> senh [W} sen <%)— (5.11)

w=1

Y gtz grz ary
ZHqCSCh( 5 )senh( 7 >sen<g>

q=1

Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las siete regio-
nes podemos obtener un conjunto de ecuaciones en funcion de los coeficientes
Quw, Hy, My, Ly, Py, R,y V,, sin mas que plantear en las fronteras comunes
que:

dvj _ dvjir

der  dx
0, lo que es lo mismo:

dvj _ dvjyg

dx —J dx

con j=1I,111III,.. VII. Determinemos las correspondientes derivadas.
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Region I: Primeramente, realizaremos, a partir de la ecuacion (5.1), la
derivada en la region I:

doty _
de

8

bn,1 7% csch ( ) coS ("”) senh ("Z;y) —

k=1

. wrtz wr(tz—x) wry
Z Qu “* csch ( 7 ) cosh [—g } sen< 7 >+
- qm gtz qrr qmy
+;Hq . csch( 7 >COSh< 7 >sen( 7 >

Multiplicaré por g a esta ecuaciéon para poder simplificarla. Luego tendré
cuidado de multiplicar también por g a la derivada normal en la region II,
para que todo quede igual.

gleD;L - Z bn,1 g = csch ( ) coS (”m) senh ( %) —

. Z Q., wr csch (“”;Z) cosh [W} sen (wg)+

w=1 g

ks

+ > H,qmesch (q’;tz> cosh <%) sen (qw%)

q=1

Antes de proseguir voy a definir unas nuevas constantes en funcion de las que
ya tengo con la intenciéon de simplificar atin mas el formulismo:

Attt
g g
s
= = 1—-—8=
b s+t B s+t
h g
=— = l—-a=-—
« h+g “ h+g
pudiendo expresar:
s
—=pup; —=pu(l-p)
Y
h+g 1 —h  «
g l1l—-a g 1-«
t s t+s
— = pu(l— 1—a); = 1—a); =pu(l—
o mul=A -0 =) o =10
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que sustituidas en la expresion de la derivada resulta:

gdfé” = Z bn,1 g esch [ 6) ] COS ("”) senh [ ”WB)Z g] _

— > Quwmcesch [wmu(l — B)z] cosh [W} sen <w W%)-i-

w=1

+ i H, qmcsch [gm p(1 — B)z] cosh ( ) sen (qﬁ%)
=1

En la frontera comtin CD con la region 11, el valor de las abcisas en la region
I para cualquier punto es x = tz, valor que sustituido en la derivada anterior
nos proporciona:

d m J— = n nim nw
g d(px s —ngl b (—1)" 7555z csch [ = ﬁ)z} senh [u(l—ﬂ)zg] _
_ wz::l Q. wmesch [w p(l — B)z] sen <w W%) (5.12)

N Z . ¢ coth [gm (1 — B)z] sen (q W%)

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Regién II: Calculemos la derivada en la region II de un modo similar a
como la hemos hallado para le region I. Primeramente, realizaremos a partir
de la ecuacion (5.2) la derivada en la region II:

d”’" Z bn,2 ™F csch [m(};ﬂ’)} cos (””) senh (%) +

Q
\_/
(@]
o
R
=
/‘\

+
Q
v
2}
@D
=
R
33
+=!
Q e
——
|

nm
Z nh+gcsch< o

nmw nr(s—x) nm
Z 2 h+g csch ( +g> cosh [h—w} sen (h—Jrg>
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De igual forma que lo realizamos al calcular la derivada en la region I, mul-
tiplicaré por g a esta ecuacién para poder simplificarla.

g% = 5% 002 cch [0 cos (222)senh (2228 +

+ Z K? 9h+9 csch <ﬁ;) cosh (%) sen (%%>_

- Z K7 g7 csch ("“) cosh ["“,fjgﬂ sen <Z—I§§>

Sustituyendo las constantes «, § y u definidas previamente, en la expresion
de la derivada resulta:

g d;” = Z an_CSCh [%} cos (”TS””) senh <Z—g%> +

n Z K2nm(1 — a)csch <””> cosh ( e ) sen [n (1 — oz)g}

B Z K% nr(1 — o) csch (”“S) cosh ["”(S*xq sen [n (1l — a)%}

h+g

Ahora realizaremos una traslacion del origen de coordenadas de la region 11
para dejarlo a la misma altura que el origen de las regiones I y III con las
que limita. Por tanto, la traslacion y = y + h nos situara las ordenadas de los
centros de coordenadas de las regiones I, II y III al mismo nivel, resultando,
de esta manera que la derivada de la distribucion de potencial de la regién
IT queda:

P = 3 bua 15 oos (22 el [t senh [35 (34 225)] +

+ Z K2nm(1 — «)csch (’”s> cosh ( +g) sen |:7L7T(1 —a) (% + ﬁ)] _

_ z K2’m(1_a)csch<m)c sh [" = "”’] sen [W(l —a) (%*ﬁ)}

En la frontera comtn CD con la region I, el valor de las abcisas en la region
IT para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada anterior
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nos proporciona:

dolT - . nm o, nr i nr (Y 4 _o

r=

+ i K2nm(1 — a)esch [nmpB(1 — «)] sen [n (1l —«) <§ + ﬁ)} -

n=1

_ i KZ¥nm(1 — a) coth [nmuB(1 — a)] sen [n m(l—a) (% T ﬁ)]

n=1
(5.13)
para valores de y/g tal que 0 <y/g <1,
En la frontera comin GH con la region III, el valor de las abcisas en la
region II para cualquier punto es x = s, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

dplt o n  nw nmw nmw a
9G] = 2 a5 s [t ] senh [ (54 2%5)] 4+

+n§:1 K2nm(1 — «) coth [nmpB(1 — )] sen [nw(l —a) (% + L)} _

— i K;{mr(l — a)esch [nmpfB(1 — «)] sen [” (1 —«a) (% + ﬁ)]

n=1
(5.14)
para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, donde las expresiones de K2 y K?
vienen dados por la ecuacion (5.3).

Del mismo modo realizariamos las derivadas en las restantes regiones,
teniendo que realizar un desplazamiento del origen de coordenadas en las
regiones tipo ranura (regiones IV y VI) para situar los ejes de coordenadas a
la misma altura que el de las regiones tipo diente con las que limitan (regiones
III, V y VII). Las derivadas obtenidas se muestran a continuacion.

Region IIT: A partir de la ecuacion (5.4) obtenemos:

IIr

Ao, _ S nm nm nt_y| _
9 ar |, = n; bns =g eseh [u(l— )} senh [u(l—ﬁ)g}

r=

5 Myl 7coth[lmu(l— B)]sen (lﬂ'%) (5.15)
=1

+ i L, mmesch [mm u(1l — )] sen (”””%)

m=1
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para valores de y/g tal que 0 < y/g <1,

d ﬁ{] o 0 S . .
g'fzm ot _;::1 bn3(—1) u(lfﬁ)csch |:M(1*/3’):| senh [u(liﬂ) %} _
. Mylmesch [im (1~ B)]sen (1 72) (5.16)
=1

+ i L, m7 coth [mm u(1 — )] sen (mw%)

m=1

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Region IV: A partir de la ecuacion (5.5) obtenemos:

g%m | =S W e [(%-1%} senhy [M (E + L)] i

-0 (= M8 nB(1—a) e g ' 1-a
e} 4 N
—l-nz::l K nm(1 — a)cesch [nmuf(1 — o) sen [n (1 —a) (% + ﬁ)] _

_ i K*¥nr(1 — a)coth [nruB(1 — a)]sen [”W(l —a) (% T ﬁﬂ

n=1
(5.17)
para valores de y/g tal que 0 < y/g <1,
dplV o _41f 2%k—1)7 2%k—1)m a
97|, = X T esch [fw(l—zx)} senh [( ma (%JFE)] +

+n§1 Kanm(1 — a) coth [nruf(1 — )] sen {”W(l —a) (% + Lﬂ a

_ i Kﬁ/mr(l — a)esch [nrpf(l — a)] sen [”ﬂl ) <% T ﬁ)}

n=1
(5.18)
para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, donde las expresiones de K y Kﬁ/
vienen dadas por la ecuacion (5.6).
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Region V: A partir de la ecuacion (5.7) obtenemos:

de,, _ = nm
gl veo = 2 bnazrizgyosch [ = 5)} senh [u(l—‘m %} -
— T:ZlPrrﬂcoth [rmu(l— B)]sen (T 71'%) (5.19)

+ 3 Ry presch [pr p(1— )] sen (m%)

p=1

para valores de y/g tal que 0 <y/g <1,

doY S n
95" |,_, = 2 bnal =) %5 05ch [ = /B)} senh [ By }
— > P.rmesch [rmp(l — 8)]sen (7’ 77%) (5.20)
r=1

+3° Rypcoth [pr (1 — §)] sen (m%)

p=1

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Region VI: A partir de la ecuacion (5.8) obtenemos:

oY, = nr
g flm - nz::l b - B’ csch [uﬁ(l a)} +senh [uﬁ < + _ﬂ +

+§:o:1 KSnm(1 — a)esch [nmpB(1 — «)] sen [n (1 —«) <% + ﬁ)} —
- io: K%nm(1 — o) coth [nmuB(1 — a)] sen [n (1 — ) (% + ﬁ)]

n=1
(5.21)
para valores de y/g tal que 0 < y/g <1,
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dp¥! = n nmw nm nm e
P S s [ ] s [ (4 %))+

=S

+§1 KS%nm(1 — ) coth [nmuB(1 — )] sen [n (1 —a) (% + _>] _

-«

_ i K%nn(1 — a)esch [nrpB(1 — a)] sen [”Wu —a) <% + L)}

11—«
n=1
(5.22)
para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, donde las expresiones de K9 y Kg/
vienen dadas por la ecuacion (5.9).

Regiéon VII: A partir de la ecuacion (5.10) obtenemos:

dpY 1! _ K nw nmw nmw y|
I |, = n; bn6 sy osch [—m—m(lfz)} senh [—uu—m(lfz)g]

- i Veumcoth [ump(l — B) (1 — 2)] sen (uw%)—

u=1

_wil Qu wmesch [wm u(l — 5)] (1 — 2) sen (w ﬂ%)

(5.23)
para valores de y/g tal que 0 < y/g <1,

gl
9 dx

= S —-NHr——nr PR 17/ S— nm y|
s nz::l bn6(—1)" sy osch [u(l—ﬂ)(l—z)] senh [—M(l—ﬁ)(l—z)g}

- io: Veumesch [ump(l — 8) (1 — 2)] sen (u W%) -

u=1

_wi::l Qww m coth [wm pu(1 — B) (1 — 2)] sen <w W%)

(5.24)
para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Regién VIII: A partir de la ecuaciéon (5.11) obtenemos:
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dol 1T _ O nmw nmw nr__ Yy
9™ dz =0 n;l bnvlu(l—ﬁ)zCSCh [u(l—ﬂ)Z} senh [u(l—ﬂ)z g] T
+ > Quwmcoth [wmpu(l — 5)z] sen (w W%) - (5.25)

w=1
_ i Hq q7TCSCh [q7TM(1 - ﬁ)z] Sen (qﬂ-%>

q=1

para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1.

Ecuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada region e igualando la derivada
normal de la funcién potencial en la frontera comin a dos regiones contiguas,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Frontera comiin regién I y region II: A partir de las ecuaciones (5.12)
y (5.13) y aplicando que

N

dx r=tz dx =0
o lo que es equivalente:

dep, | _ dep

dx r=tz dx =0
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, obtenemos:

_ U:il {U}?T csch [wm u(1 — B)z] sen (w W%) }Qw+

- il {q” coth [qm pu(1 — )] sen <q7r§> +

g ¢?—n2(l1—a)

0 2
+ Zl [mr (1 . Oé)2 6q n(1—a) COS (qﬂ'h) + 2nq(1—a) sen(gwa) (1 _ 5q,n(1—o¢))} .

-coth[nmup(1— )] sen [nw(l —a) (ﬁ + g)}}Hq_

& & — 256n nmo
- { Z_: [”W (1- CV)Q Oln(1-a) COS <%> + 2nll(21—n2)(1—o¢()2 : (1- 5l,n(1—a))] )

-esch [n7p B(1 — av)] sen [nw (1—a) ( )}}Ml
]

(5.26)

Frontera comiin regiéon II y regién IIT: A partir de las ecuaciones
(5.14) y (5.15) y aplicando que

ngH ngHI
dl‘ r=s dl‘ =0
o lo que es equivalente:
ngII ngIII
I . I e 2=
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, obtenemos:

= > 2 T 2ng (1—a)?sen(nra
- { > [ (1= @) 8- cos (%52 + 2eloelentime) (1~ 6, 0-)] -
q= n=

~eschnmpB(1 —a)] sen [nﬂ(l —a) (ﬁ + ﬂ)} } H,+

g

M8

{lﬂ' coth [l pu(1 — B)] sen <l7r§/> +

N
Il
—_

+ |:TL7T (1 . Oé) 5l (1—a) COS (lzh) + 2nl (1—a)? sen(mra (1 i 6ln 1) )] .

12—n2(1—a)?

i

-coth [nmup(1 — )] sen |:7”L7T(1 —a) (ﬁ + ﬁ)] } M;—

g

&)

-3 {mw csch [mm (1 — B)] sen (WT%) }Lm =

m=1

—n;l(—l) bnﬁgz—gcsch [uﬁ(l )] senh [w(y + %a)}—k

+ Z bng 3 csch [ o B)} senh [#({‘fﬂ)%}
(5.27)

Frontera comun regiéon ITII y region IV: A partir de las ecuaciones
(5.16) y (5.17) y aplicando que

dp!! _ !V
dr |,_, dr |,_,
o lo que es equivalente:
ngIII dQDIV
dx =t dx =0
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, obtenemos:
l;fl {im esefim p(1 = B)] sen (172) bas+
+ n§1 {mﬂ coth [mm (1 — )] sen (mw%) +
43 [0 (1= ) B cos (252) + Zemoomtamed (1 —5,,0_,)] -

n=1

~coth[nmpp(1 — )] sen [nﬂ(l —a) (ﬁ + g)} } L,,—

e e 2 ro 2nr (1—a)?sen(nra
=S {5 [m (1 0 Gy cos (251 4 2Pt

r=1 (n=1

xcsch [nmu f(1 — a)] sen [nw(l — ) (ﬁ + %)} } P =

T ibw(_l)nu( Egyesch [ (- /3>} senh [ (- Bﬂ ’

A (k—1)m @k (o |y
+ ;;::1“[2 csch [Mﬁ(l_a)} senh [ Y (1_a+g>}

(1-— 57"7”(1,&))] *

(5.28)

Frontera comiin regiéon IV y regiéon V: A partir de las ecuaciones (5.18)

y (5.19) y aplicando que

dgy, dgy,
dr |,_, dxr |,_,
o lo que es equivalente:
dep/ | _ dey,
g dx r=s B dx =0
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, obtenemos:

-3 { > [nﬂ'(l —a)? Omn(1—a) COS (mT”h

m=1

m2—n2(1—a)?

—« 2sen nmwo
>+ 2nm (1-a)"sen(nma) (1 —5m,n(1—oc))] '

n=1

=

2

—

Q

~eschnmpB(l —a)] sen [nw(l —a) (

+7§ {Tﬂ' coth [rm u(1 — )] sen (r w%) 4

—Q 2561’1 nmTo
2nr (1—a)’sen(nra) (1 _ 5T7n(1_a))] .

+ [mr (1 _ Oé)2 57"7”(1_@) COS <%> + r2—n2(1—a)?

i

-coth [n7pB(1 — )] sen [nﬂ(l — ) (ﬁ + g)] } P.—

_ i {pﬂ' csch [pr (1 — B)] sen <p7r§> }Rp =

p=1

= 2k—1)7 2%k—1) o
=3 g csch St | senh [Bpr( 4 o)

+ 32 bugi sy osch [z e [ o]
(5.29)

Frontera comiin region V y regiéon VI: A partir de las ecuaciones (5.20)

y (5.21) y aplicando que

dey | _ dey!
dx |,_, dr |,_,
o lo que es equivalente:
dey |  _ dey!
g dx =t B dx z=0
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, obtenemos:

8

{Mr csch [rm (1 — )] sen (7“ ’/T%) }Pr+

I
R

T

gL

- {P?T coth [pm (1 — B)] sen (pw%) +

]
Il
—

= 2 T 2np (1—a)?sen(nm
Z [nﬂ- (1 - a) 5;0 n(l—a) COS (pgh> + ppg_nz)(ls_a()2 2) (1 - 5p,n(l—a))] ’

n=1

-coth [nu (1 — a)] sen [nw(l — ) (ﬁ + g)} } R,—

2 uTm nu —Q 2Sel’l nmo
-5 {z [ (1= 0)? b1y cos (221 ) - 2rlaysntime) (15, o))

n=1

-esch [n7p B(1 — «v)] sen [7171'(1 —a) <— + )} } V, =

_nz::l (_1)%”74#(?%) csch [ - [3)] senh [ - ﬁ)g] +

+ Z bns Bcsch[ a)} senh [ (¥ +—)]
(5.30)

Frontera comin regién VI y region VII: A partir de las ecuaciones
(5.22) y (5.23) y aplicando que

dpV! dapVH
dr |,_, Cdr 0
o lo que es equivalente:
dpV! dpV T
dr |,_ 9y =0
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, obtenemos:

o S 2 i np (1—a)%sen(nra
- Zl { 21 |:nﬂ- (1 - Oé) 5137”(1_04) cos (pgh) + : pp(21,n2)(1,a()2 ) (1 - 5p,n(1—a)) :
p= n—=

~csch nmpB(1 — a)] sen [nﬂ(l —a) <ﬁ + %)} } R,+

—I—uil {wr coth [um pu(1 — 5) (1 — 2)] sen (uﬂ > +

Q [

0 2
+ Z |:7”L7T (1 - 04)2 (5u,n(17a) COS (M) + 2ru tl—a) sen(nme) (1 - 5u,n(1fa))] )
n=1

g u2—n2(1—a)?

-coth [nmup(1 —a)] sen [nﬂ(l —a) (L + ﬂ)] } Vu—

11— g

—

+u/2::1 wm esch [wr (1 — B) (1 — 2)] sen <w 71'%) }Qw =

SN (1), nm nr nm(y 4o _a
= n;l( 1)"by 55 5csch [#ﬂ(l_a)] senh [#ﬁ(g + = )}+

S nw nw nm Y
+ n; b6 mi—pa—s osch [u(l—ﬁ)(l—z)} senh [—uu_m(l_z) g}
(5.31)

Frontera comin regién VII y region VIII: A partir de las ecuaciones
(5.24) v (5.25) y aplicando que

dpV 1 V11 !
dx r=t(1—2) dx =0 dx =0
o lo que es equivalente:
; dgy! _dopt o dgy,
dx z=t(1—2) dx =0 dx =0
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para valores de y/g tal que 0 < y/g < 1, obtenemos:

—uf:l {uw csch [um pu(1 — B) (1 — 2)] sen (u ﬂ%) }Vu—
_ujil {U}?T [coth [wr pu(1 — B) (1 — 2)] + coth [wr u(1 — B)z]] sen <w7r%) }Qer

+i {qﬁ esch [gm pu(1 — B)z] sen <q w%) }Hq =

_ K _1\" nmw 8 nmw nmw vy _
== 2 (=1)" b prgya—s csch [u(lfﬂ)(PZ)} senh [—uu—ﬁ)(lfz)g]

(5.32)

Las 7 ecuaciones anteriores (desde (5.26) hasta (5.32)), se deben cumplir
simultdneamente y a través de su resolucion, en la que se emplearan métodos
numeéricos, obtendremos los valores de los coeficientes Q,,, H,, M;, L,,, P,

R,y V.

Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores maximos para w, q, [, m,
r, py u, como @ (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos @
diferentes valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera
tendremos 7 - () ecuaciones con 7 - () incognitas (los coeficientes Q.,, H,, M;,
Ly, P, R,y V,.

Una vez hallados los valores de los coeficientes y fijadas las dimensiones
de la geometria, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la maquina, sin més que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada region (ecuaciones (5.1) a (5.10)) los correspondientes
coeficientes, las dimensiones de la geometria y las coordenadas del punto o
puntos donde se calculara el potencial magnético escalar. En las siguientes
figuras, se muestra la distribucion del potencial magnético escalar en el entre-
hierro de nuestra maquina, para valores del parametro z de 0.25 (figura 5.15),
de 0.5 (figura 5.16) y de 0.75 (figura 5.17), donde los valores de la geome-
tria son los mismo para todas ellas y de valores Vy = 3318.52Av, s = Tmm,
t=16mm, g = 5mm y h = 21.5mm.
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Figura 5.15: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.5mm y z = 0.25.

3500

3000

42500

42000

41500

1000

Figura 5.16: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.bmm y z = 0.5.
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Figura 5.17: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.bmm y z = 0.75.

Para ver con mayor detalle la soluciéon proporcionada por el método ex-
puesto, vamos a obtener la variaciéon del potencial magnético escalar a lo
largo de un polo en tres alturas del entrehierro:

» Superfice del rotor: El valor de la ordenada es y = g en las regiones
tipo diente e y = h + g en las regiones tipo ranura.

» Medio del entrehierro: El valor de la ordenada serd y = ¢/2 en las
regiones tipo diente e y = h + g/2 en las regiones tipo ranura.

» Superficie del estator: El valor de la ordenada es y = 0 en las regiones
tipo diente e y = h en las regiones tipo ranura.

Tomaremos como valor de z el de 0.5 e imponiendo los valores corres-
pondiente de la ordenada en las expresiones del potencial en cada region y
variando la abcisa desde 0 hasta 7, obtendremos el valor del potencial mag-
nético escalar en cada una de las alturas senaladas. La figura 5.18 muestra
dichas variaciones.

A la vista de los resultados obtenidos, podemos destacar:
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Resultados Analiticos

(Caso diente parcial con z 0.5)
4000

3500

— T
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Bt
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i
|

1500 -

1000 -

500 -

Potencial escalar magnético (Av)

0 T T T
0.0 11.5 23.0 345 46.0 57:5 69.0

Posicién (mm)

—Matlab rétor ——Matlab entrehierro ——Matlab estétor

Figura 5.18: Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el medio
del entrehierro y en la superficie del estator para el caso Diente Parcial con
z = 0.5.

= [gual que sucedia con la méquina lisa, una magnetizaciéon positiva ori-
gina un potencial magnético escalar positivo, y, debido a la alternancia
de polos, existira una alternancia en el signo del potencial escalar, pro-
vocando que el potencial sea cero al principio del polo y tienda de nuevo
a cero al final del mismo.

= A medida que nos alejamos del rotor, el potencial magnético escalar
disminuye de valor, siendo cero cuando esta en contacto con el estétor.

= La presencia de las ranuras, perturba al potencial magnético escalar
haciendo que éste aumente a medida que nos acercamos al centro de la
ranura y disminuyendo seglin vamos aproximando a los extremos de la
misma. Esta perturbacion es debida a que las ranuras aumentan la can-
tidad de aire que tiene que atravesar el campo magnético, necesitando
un potencial magnético mayor para lograrlo.

= La perturbacion de las ranuras es mayor cuanto mas proximos estamos
del estator, ya que este volumen de aire de las ranuras tiene mas influen-
cia cuanto menos aire queda por atravesar: en la superficie del rétor el
aire que tiene que atravesar el flujo es el del entrehierro mas el de las
ranuras; a medida que nos acercamos al estator, el aire del entrehierro
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es menor y mayor peso tiene el de las ranuras sobre el global.

» En la superficie del rotor, se observan oscilaciones en las fronteras entre
dos regiones, como consecuencia de las discontinuidades existentes en
esas fronteras. Estas discontinuidades viene dadas por las funciones que
hemos empleado para definir la banda de magnetizaciéon en las regiones
que la poseen (regiones I, I, 111, V, VI 'y VII para el caso ranura parcial)
las cuales mostrdbamos en la figura 5.6 para z = 0.5. En esta figura se
observa cémo, en todas las funciones f;, la aproximacion que realizamos
presentan discontinuidades en cero y en los extremos, consecuencia di-
recta de realizar un desarrollo en serie de Fourier de una funciéon impar.

Estas oscilaciones del potencial magnético escalar se van amortiguando
a medida que nos alejamos del rétor, no siendo apreciables en el medio
del entrehierro ni en la superficie del estator.

5.1.2. Ranura completa

A partir de la posicion de Diente Parcial y como consecuencia del movi-
miento del rétor, llegamos al caso de Ranura Completa; ahora, la posicion
relativa de los imanes respecto el ranurado es tal que el principio del polo
coincide con el comienzo de una ranura del ranurado. La geometria consi-
derada se muestra en la figura 5.19. El problema del célculo del potencial
magnético escalar en el entrehierro se reduce al calculo del campo en el drea
rayada.

En esta situacion, la banda de desmagnetizacion es simétrica y su anchura
es constante y de valor el paso de ranura, es decir, t + s, anchura suficiente
para que el potencial del iman se estabilice, tal y como habiamos comprobado
cuando definiamos la banda de desmagnetizacion (apartado 4.3.3). Por otro
lado, con esta anchura de las bandas de desmagnetizacion, conseguimos que
las discontinuidades en el polo coincidan con discontinuidades en el estator
y, por lo tanto, el niimero de regiones que obtengamos vengan determinadas
solamente por las discontinuidades del estator. En la figura 5.19 hemos resal-
tado las bandas de desmagnetizacion del iman y las distintas regiones que se
originan. En la figura 5.20 hemos planteado el problema del potencial para
el area rayada de la figura 5.19, donde podemos observar que se originan seis
regiones por polo.
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Figura 5.19: Caso Ranura Completa: El principio del polo coincide con el

comienzo de una ranura del ranurado.
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Figura 5.20: Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
en la figura 5.19

Funciones de la banda de desmagnetizaciéon

El esquema que vamos a seguir en este caso y en los siguientes coincide
con el planteado en el Caso de Diente Parcial. Primeramente vamos a defi-
nir las funciones que representan a las bandas de desmagnetizacion en cada
una de las regiones (funciones fi(x), fo(z), fs(x) y fi(x)). En su definicion
emplearemos el mismo planteamiento expuesto en el caso precedente: repre-
sentar a la porcién de banda de magnetizacion correspondiente a la region
que estemos estudiando mediante una funciéon impar para, posteriormente,
expresarla mediante su desarrollo en serie de Fourier; el hecho de describirla
como una funcién impar nos permite, empleando el caso#12 del anexo C,
poder determinar la expresién del potencial magnético escalar que origina.
Definamos cada una de estas funciones:

» Funcion fi(z): Definimos f;(z) mediante la expresion:
fi(z) =V, -tanh(c-x) z € [—s,s]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

(0.0
fi(w) = 3 busen (222) z € [—s, ]
n=1
obteniéndose los coeficientes b, ; mediante calculo numérico.

» Funcion fo(z): Definimos fo(2) mediante la expresion:

| =V,-tanhc- (—x+s)] x € [-t,0]
fz(x)—{ V, -tanh[c- (x + s)] z € (0,1
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funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

Fa(@) = 3 buosen (22) z € [—¢,0]U[0,1]

n=1

obteniéndose los coeficientes b, » mediante calculo numérico.
» Funcion f3(z): Definimos f3(z) mediante la expresion:

V,-tanh[c- (—z —t —s)] x € [—s,0]
f3(x):{—Vo‘tanh[c-(x—t—s)] x € [0, s]

funcién que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f2(2) = 32 bugsen (22) z € [—s,0]U 0, 5

n=1

obteniéndose los coeficientes b,, 3 mediante calculo numérico.
» Funcion fy(z): Definimos f;(z) mediante la expresion:

[ V,-tanhc- (—x —t)] x € [-t,0]
f4(x)_{—Vo'tanh[c-(sc—t)} z € [0,1]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fa(z) = i bpasen (%) z € [—t,0]U0,1]

n=1
obteniéndose los coeficientes b, 4 mediante célculo numeérico.

En la figura (5.21) se muestran la funciones f(z), fo(2), f3(z) y fa(x),
donde los valores de la geometria son Vy = 3318.524v, s = Tmm,
t = 16mm, g = dmm y h = 21.bmm, donde el trazo continua rojo
muestra la funcion exacta y con puntos amarillos la aproximacion me-
diante el desarrollo en serie de Fourier.

Una vez definidas las funciones f;(x), solo nos resta definir las que existen
en las fronteras comunes. Como se puede observar existen 6 regiones clara-
mente diferenciadas e interconectadas a través de las fronteras comunes AB,
EF, GH, KL, MN, QR, y ST. Se debe cumplir que el potencial magnético
escalar y su derivada espacial deben ser continuos a través de estas fronteras.
Basandonos en esta propiedad resolveremos el problema en los dos pasos ya
conocidos:
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Figura 5.21: Funciones del perfil de magnetizacion para el caso de Ranura
Completa

1. Impondremos una distribucién de potencial arbitraria a lo largo de las
fronteras comunes AB, EF, GH, KL, MN, QR, y ST. Estas distribucio-
nes vendran expresadas en forma de un desarrollo de Fourier en seno en
el que los coeficientes son variables por determinar (justificacion en el
apéndice B). Debido a la periodicidad del problema, las distribuciones
de potencial en las fronteras AB y ST seran iguales pero con signo con-
trario. Ahora que tenemos especificadas las condiciones de contorno en
ambas regiones a cada lado de las fronteras resolveremos, por separado,
la distribucién de potencial en cada region.

2. Obtendremos los coeficientes del desarrollo de Fourier de la distribucion
de potencial en las fronteras AB (o ST), EF, GH, KL, MN y QR,
igualando la derivada normal de la funciéon potencial en ambas regiones
a lo largo de cada frontera.

Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comtin AB
es de la forma:
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= h
= o = 3, Qusen [—w”(zf )]
w=1
donde @), son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin EF es
de la forma:

- B =3 Hysen [0 para b <y <+ g en la region 1, y
q=1

= PP =% H,sen (%) para 0 < y < g en la region II
q=1

donde H, son los coeficientes a determinar.

Estas dos formulas son la misma distribucién excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la regiéon I tomamos el origen de coordenadas en el
punto C con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia D y A, respecti-
vamente, y en la region I tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia G y F.

En las otras 5 fronteras GH, KL, MN, QR y ST procederemos de forma
similar. La distribucién de potencial que impondremos a la frontera comin
GH es de la forma:

= CH =5~ M sen <l”7y> para 0 <y < g en la region I, y
=1

- ng =3 M;sen [@] para h <y < h+ g en la regiéon III
=1

donde M; son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin KL es
de la forma:

» oKL = S L, sen [M] para h <y < h+ g en la regiéon II1, y

m=1 g
» 8L = 5N L, sen (%) para 0 < y < g en la region IV
m=1

donde L,, son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin MN
es de la forma:
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» PMN = N Posen (%) para 0 <y < g en la region IV, y
r=1

= oMN = 5™ P.sen [M] para h <y < h+ g en la region V

r=1 g
donde P. son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comun QR
es de la forma:

= @R =3 R sen [p”(z_h)} para h <y < h+gen laregién V, y
p=1

= Q% =3 R, sen (%) para 0 <y < g en la region VI
p=1

donde R, son los coeficientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad antici-
clica), los coeficiente de la distribucion de potencial que impondremos a la
frontera comtin ST deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con

signo contrario. Por ello, la distribucién de potencial en la frontera comiin
ST es de la forma:

» 09T = — % Q,sen (%) para 0 <y < g en la region VI, y
w=1

» 09T = — % Q,sen [W] para h <y < h+ g en la region VIIL.
w=1

donde @), son los coeficientes a determinar.

Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras co-
munes a cada region, vamos a determinar la expresion del potencial en las
diferentes regiones, aplicando, como en el caso anterior, el principio de su-
perposicion junto con las respuesta obtenidas en los casos estudiados en el
anexo C. Estas expresiones se encuentran el apartado D.1 del apéndice D.
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Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las seis regiones
podemos obtener un conjunto de ecuaciones en funcion de los coeficientes @),
H,, My, L,, P, y R, sin mas que plantear en las fronteras comunes que:

d’Uj . de+[

dx dx
0, lo que es lo mismo:
dv; dviys
g2 =g—=
dx dx

conj=1,1IIII,..,VI.

Determinemos las correspondientes derivadas, siguiendo un procedimien-
to similar al empleado en el caso Diente Parcial, donde introduciremos las
constantes o, 8 y p definidas en el citado caso. Igualmente y con el fin de
situar los ejes de coordenadas en las regiones tipo ranura (regiones I, III y
V) a la misma altura que el de las regiones tipo diente con las que limitan
(regiones II, IV y VI), realizaremos una traslacion del origen de coordenadas
de aquellas. La traslacion y = y + h nos situaré las ordenadas de los centros
de coordenadas de las regiones ranura al mismo nivel que el de las regiones
diente. Las derivadas obtenidas se muestran en el apartado D.2 del apéndice
D.

FEcuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada region e igualando la derivada
normal de la funcién potencial en la frontera comiun a dos regiones contiguas,
obtenemos el sistema de ecuaciones que se muestra en el apartado D.3 del
apéndice D.

Las 6 ecuaciones que forman este sistema de ecuaciones (desde (D.23)
hasta (D.28)), se deben cumplir simultdneamente y a través de su resolucion,
en la que se emplearan métodos numéricos, obtendremos los valores de los
coeficientes Q.,, Hy, M;, Ly, P y R,,.

Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores maximos para w, q, [, m, r
v p, como @ (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos @ diferentes
valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera tendremos
6-() ecuaciones con 6-() incognitas (los coeficientes Q.,, Hy, M, Ly, Py R,).
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Una vez fijadas las dimensiones de la geometria y hallados los valores de
los coeficientes, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la maquina, sin més que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada region (ecuaciones (D.1) a (D.9)) los correspondientes
coeficientes, las dimensiones de la geometria y las coordenadas del punto
o puntos donde se calculard el potencial magnético escalar. En la siguiente
figura (figura 5.22), se muestra la distribucion del potencial magnético escalar
en el entrehierro del polo norte, donde los valores de la geometria son s =
Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.5mm y Vy = 3318.52Av.

3000

-2500

-2000

=41500

1000

Figura 5.22: Potencial magnético escalar en el entrehierro de la maquina para
el ejemplo numeérico tal que Vy = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = dbmm
y h =21.5mm

De una forma analoga a la realiza para el caso Diente Parcial y para ver
con mayor detalle la solucién proporcionada por el método expuesto, vamos
a obtener la variacion del potencial magnético escalar a lo largo de un polo
en las tres alturas del entrehierro ya mencionadas (superficie del rétor, medio
del entrehierro y superficie del estator), las cuales se muestran en la figura
5.23.

Exceptuando el desplazamiento existente como consecuencia de ser el caso
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Resultados Analiticos

(Caso ranura completa)
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——Matlab rétor ——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.23: Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el medio
del entrehierro y en la superficie del estator para el caso Ranura Completa.

Diente Completo, los resultados obtenidos son idénticos a los del caso Dien-
te Parcial, pudiendo realizarse los mismos comentarios que las comentados
entonces.

5.1.3. Ranura parcial

A partir de la posicion de Ranura Completa y como consecuencia del
movimiento del rétor, llegamos al caso de Ranura Parcial; ahora, la posicion
relativa de los imanes respecto el ranurado es tal que el principio del polo
esta situado debajo de una ranura del ranurado. La geometria considerada
se muestra en la figura 5.24. El problema del calculo del potencial magné-
tico escalar en el entrehierro se reduce al cdlculo del campo en el 4rea rayada.

La situacion que tenemos es similar a la vista en el caso de “Diente Par-
cial” (apartado 5.1.1): el principio del polo divide a la ranura en dos partes,
estando una de las partes situada encima de un polo norte y la otra encima
del polo sur contiguo. Al ser el paso del iman constante e igual a tres veces
el paso de ranura, el que una fraccién de la ranura esté en un lateral del
iman implica necesariamente que la otra fracciéon estara en el otro lateral de
ese mismo iman, tal y como podemos observar en la figura 5.24. Ya que s es
el ancho de la ranura, seguiremos utilizando s para expresar la anchura de
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Figura 5.24: Caso Ranura Parcial: El principio del polo coincide con el co-

mienzo de una ranura del ranurado.
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cada una de las partes de la ranura junto con el parametro z (definido en el
apartado de Diente Parcial) y que varfa entre 0 y 1: asi sz sera la anchura de
una de las dos partes en que dividimos a la ranura y s — sz, es decir, s(1 — z2)
la anchura de la otra parte de la ranura (en la parte superior de la figura 5.24
se indican estas dimensiones).

[gualmente, aunque las geometrias que obtendriamos al tomar los valores
extremos de z serian las correspondiente a "Diente Completo” (z = 0) y
"Ranura Completa" (z = 1), no es posible estudiar estos casos a partir del
de Ranura Parcial, ya que, como veremos mas adelante, en algunas de las
expresiones que vamos a obtener, los términos z y 1 — z aparecen dividiendo
y darian lugar a indeterminaciones al tomar z sus valores extremos. Es por
ello por lo que solo vamos a considerar los valores de z tal que 0 < z < 1 (los
casos "Ranura Completa" y "Diente Completo" se estudian por separado en
las secciones 5.1.2 y 5.1.4, respectivamente).

Del mismo modo que nos sucedia en el caso “Diente Parcial”, con el fin de
lograr el menor niimero de regiones posible, hemos hecho que la banda de des-
magnetizacion del iman no sea simétrica y que su anchura no sea constante,
si no que se pueda ajustar de tal modo, que el final de la banda coincida con
una discontinuidad en el estator (paso de ranura a diente o viceversa). De esta
forma logramos que las discontinuidades en el iman coincidan con disconti-
nuidades en el estator y, por lo tanto, el nimero de regiones que obtengamos
vengan determinadas solamente por las discontinuidades del estator. En la
figura 5.24 hemos resaltado las bandas de desmagnetizacion del iman, siendo
el ancho de la banda de desmagnetizacion ¢ + s(1 + z) para el lado izquierdo
del imén y ¢ + s(2 — z) para la parte derecha del iman. En ambos casos el
valor minimo de dicha banda es s+t, anchura suficiente para que el potencial
del imén se estabilice, tal y como habiamos comprobado cuando definiamos
la banda de desmagnetizacion (apartado 4.3.3).

Si consideraramos el ancho de la banda de desmagnetizacion constante e
igual al paso de ranura, tal y como suponemos en los casos "Ranura Comple-
ta" y "Diente Completo", el nimero de regiones que se formarian vendrian
originadas por discontinuidades en el estator o por discontinuidades en el ro-
tor, dando lugar a un nimero mayor de regiones y a una mayor complejidad
en el estudio. En la figura 5.25 hemos planteado el problema del potencial
para el drea rayada de la figura 5.24, donde podemos observar que se originan
siete regiones por polo; (si el ancho de la banda de desmagnetizacion fuera
constante e igual al paso de ranura, obtendriamos nueve regiones por polo,
igual que sucedia en el caso de Diente Parcial).
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Figura 5.25: Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
en la figura 5.24

Funciones de la banda de desmagnetizaciéon

El esquema que vamos a seguir en este caso y en los siguientes coinci-
de con el planteado en los casos de Diente Parcial y de Ranura Completa.
Primeramente vamos a definir las funciones que representan a las bandas de
desmagnetizacion en cada una de las regiones (funciones fi(z), fo(z), f3(x),
fa(z), f5(x) v fe(x)). En su definicién emplearemos el mismo planteamiento
expuesto en los casos precedentes: representar a la porcién de banda de mag-
netizacion correspondiente a la regiéon que estemos estudiando mediante una
funcion impar para, posteriormente, expresarla mediante su desarrollo en se-
rie de Fourier; el hecho de describirla como una funcién impar nos permite,
empleando el caso#12 del anexo C, poder determinar la expresion del poten-
cial magnético escalar que origina. Definamos cada una de estas funciones:

» Funcion fi(z): Definimos f;(z) mediante la expresion:
fi(z) =V, -tanh(c-x) z € [—sz,sz2]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fi(@) = 3 byasen (Z22)  z € [—sz, s2]
n=1

obteniéndose los coeficientes b,, ; mediante calculo numérico.
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» Funcion fo(z): Definimos fo(z) mediante la expresion:

[ =V, -tanh[c- (—z + s2)] x € [—t,0]
fQ(x)_{ V, - tanh [c - (z + $2)] z € 0,1]

funcién que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

ﬁ@%i§Mﬁmﬁ?)xe[4ﬂumﬂ

obteniéndose los coeficientes b, » mediante calculo numérico.
» Funcion f3(z): Definimos f3(x) mediante la expresion:

[ =V, -tanh[c- (—z+sz+1t)] z€[-s,0]
fs(w){ V,-tanh[c- (x4 sz+1)]  x€]0,s]

funcion que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f3(z) = i by, 3sen (%) r € [—s,0]UJ0,s]

n=1
obteniéndose los coeficientes b, 3 mediante célculo numeérico.
» Funcion fy(z): Definimos fy(z) mediante la expresion:

[ V,-tanh{c-[-z — (s(2—2) +1)]} z¢€[-s,0]
falw) = { =V, -tanh{c-[x — (s(2—2)+t)]} z€]0,s]

funcién que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

o
fa(z) = > byasen (“Z£) z € [—s,0] U0, ]
n=1
obteniéndose los coeficientes b, 4 mediante calculo numérico.

» Funcion f5(z): Definimos f5(z) mediante la expresion:
_J V,-tanh{c:[-2 — (s(1 —2) + )]} x€[-t0]
ﬁ@%_{—%%mm@ﬂx—@ﬂ—@+ﬂﬁ z € 0,1

funcién que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

falz) = 3 buasen (22) z € [£,0]U[0,1]

n=1

obteniéndose los coeficientes b, 5 mediante calculo numérico.
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» Funcion fg(x): Definimos fg(z) mediante la expresion:

[ Vy-tanh{c-[—2 —s(1 —2)]} z€[-s(1—=2),0]
fo(w) —{ "V, ctanh fe-[r—s(1— )]}z €051 2)]

funcion que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fo(z) = nil by, gsen [S(’T_xz)] r € [—s(1—2),00U[0,s(1 —2)]

obteniéndose los coeficientes b, ¢ mediante calculo numeérico.

En las siguientes figuras, se muestra la funciones fi(z), fa(x), f3(x),
fa(x), f5(z) v fe(x) para valores del pardmetro z de 0.25 (figura 5.26),
de 0.5 (figura 5.27) y de 0.75 (figura 5.28), donde los valores de la
geometria son los mismo para todas ellas y de valores V; = 3318.52Av,
s ="Tmm,t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm, donde el trazo continua
rojo muestra la funcién exacta y con puntos amarillos la aproximacion
mediante el desarrollo en serie de Fourier.
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2000 -2000
: - -2000 :
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Figura 5.26: Funciones del perfil de magnetizaciéon para z = 0.25
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Figura 5.27: Funciones del perfil de magnetizacién para z = 0.5
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Figura 5.28:

Funciones del perfil de magnetizacion para z = 0.75
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Una vez definidas las funciones f;(x), el paso siguientes es definir las
que existen en las fronteras comunes. Ahora tenemos 7 regiones claramente
diferenciadas e interconectadas a través de las fronteras comunes AB, DE,
FG, JK, LM, PQ, RS y UV. Como ya sabemos, se debe cumplir que el
potencial magnético escalar y su derivada espacial deben ser continuos a
través de estas fronteras. Por ello, resolveremos el problema en los dos pasos
ya conocidos:

1. Impondremos una distribucién de potencial arbitraria a lo largo de las
fronteras comunes AB, DE, FG, JK, LM, PQ, RS y UV. Estas distri-
buciones vendran expresadas en forma de un desarrollo de Fourier en
senos en el que los coeficientes son variables por determinar (justifi-
cacion en el apéndice B). Debido a la periodicidad del problema, las
distribuciones de potencial en las fronteras AB y UV serén iguales pero
con signo contrario. Ahora que tenemos especificadas las condiciones de
contorno en ambas regiones a cada lado de las fronteras resolveremos,
por separado, la distribuciéon de potencial en cada region.

2. Obtendremos los coeficientes del desarrollo de Fourier de la distribucion
de potencial en las fronteras AB (o UV), DE, FG, JK, LM, PQ y RS,
igualando la derivada normal de la funcion potencial en ambas regiones
a lo largo de cada frontera.

Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin AB
es de la forma:

s 2B = 3 Q,sen (Z’—:;’) para 0 <y < h+ g en la region I
w=1

donde @, son los coeficientes a determinar.

La distribucién de potencial que impondremos a la frontera comtun DE es
de la forma:

» oPF =% H,sen [@} para h <y < h+ g en laregion I, y
q=1

= pPF = S M, sen (%) para 0 <y < g en la region 11
q=1

donde H, son los coeficientes a determinar.
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Estas dos formulas son la misma distribucién excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la region I tomamos el origen de coordenadas en el
punto A con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y B, respecti-
vamente, y en la regién IT tomamos el origen de coordenadas en el punto D
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y E.

En las otras cinco fronteras FG, JK, LM, PQ v RS procederemos de forma
similar. La distribucién de potencial que impondremos a la frontera comin

FG es de la forma:

n pf0 = Z Mlsen< > para 0 <y < g en la regiéon II, y

» oFC =5 M sen [@] para h <y < h + g en la region IIT
=1
donde M, son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin JK es
de la forma:

» oK = Z L,, sen [m”(y h)} para h <y < h+ g en la region 111, y

m=1

I = Z Ly, sen(m )para0<y<genlareglon1\/

m=1

donde L,, son los coeficientes a determinar.

La distribuciéon de potencial que impondremos a la frontera comin LM
es de la forma:

n oEM = 5™ P sen (”;%) para 0 <y < g en la region IV, y
r=1

LM — ZPsen[ (g )} para h <y < h+ g en la region V
donde P. son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin PQ
es de la forma:

= pPQ =" R sen [M} para h <y < h+ g en laregién V, y
p=1
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- ‘PanQ =Y R, sen (%) para 0 <y < g en la regiéon VI
p=1

donde R, son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin RS es
de la forma:

» o9 = 5V, sen (%) para 0 <y < g en la region VI, y
u=1

s oS = 3V, sen [W} para h <y < h + g en la region VII

u=1

donde V,, son los coeficientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad antici-
clica), los coeficiente de la distribucion de potencial que impondremos a la
frontera comtin UV deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con
signo contrario. Por ello, la distribucion de potencial en la frontera comin
UV es de la forma:

s UV = 3 (=Q,)sen <;f—j:z) para 0 <y < h+ g en la region VII, y
w=1

» UV = 3 (—Q,)sen <Z”—j:z> para 0 <y < h + g en la region VIII

w=1

donde @, son los coeficientes a determinar. Las distribuciones de potencial
son las mismas y sin desplazamiento en las ordenadas, ya que ambos origenes
se encuentran a la misma altura (punto T para la region VII y punto U para
la region VIII).

Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras comu-
nes a cada region, se determinaran la expresion del potencial en las diferentes
regiones, aplicando, como en los casos anteriores, el principio de superposi-
cién junto con las respuesta obtenidas en los casos estudiados en el anexo C.

Las expresiones correspondientes se recogen en el apartado E.1 del apéndice
E.
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Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las seis regiones
podemos obtener un conjunto de ecuaciones en funcion de los coeficientes @,
H,, M, L,, P, y R, sin mas que plantear en las fronteras comunes que:

de . de+[

dx dx
0, lo que es lo mismo:
de de+]
g% -9 dx

con j=1I,II,III,.. VII.

Determinemos las correspondientes derivadas, siguiendo un procedimien-
to similar al empleado en los casos Diente Parcial y Ranura Completa, donde
introduciremos las constantes «, § y u definidas en el caso Diente Parcial.
Igualmente y con el fin de situar los ejes de coordenadas en las regiones tipo
ranura (regiones I, III, V y VII) a la misma altura que el de las regiones tipo
diente con las que limitan (regiones II, IV y VI), realizaremos una traslacion
del origen de coordenadas de aquellas. La traslacion y = y + h nos situara
las ordenadas de los centros de coordenadas de las regiones ranura al mismo
nivel que el de las regiones diente. En las frontera entre las regiones VII y
VIII no realizaremos este desplazamiento ya que, al ser ambas regiones de
tipo ranura, los origenes ya estan a la misma altura. Las derivadas obtenidas
se muestran en el aparatdo E.2 del apéndice E.

Ecuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada region, podemos plantear un
sistema de ecuaciones igualando la derivada normal de la funciéon potencial
en la frontera comun a dos regiones contiguas, donde las incognitas seran los
coeficientes de las distribuciones de potencial definidas en cada una de las
fronteras comunes a dos regiones contiguas (coeficientes Q.,, Hy, M, Ly, P,
R,y V). El sistema de ecuaciones que obtenemos es el que se refleja en el
apartado E.3 del apéndice E.

Las 7 ecuaciones que forman el sistema de ecuaciones (desde (E.27) hasta
(E.33)), se deben cumplir simultdneamente y a través de su resolucion, en la
que se empleardn métodos numeéricos, obtendremos los valores de los coefi-
cientes Qy, Hy, My, Ly, Py, Ry y V.
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Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores maximos para w, q, [, m,
r, py u, como @ (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos Q
diferentes valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera
tendremos 7 - () ecuaciones con 7 - () incognitas (los coeficientes Q,,, H,, M,
Ly, P, R,y V).

Una vez fijadas las dimensiones de la geometria y hallados los valores de
los coeficientes, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la maquina, sin més que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada region (ecuaciones (E.1) a (E.10)) los correspondientes
coeficientes, las dimensiones de la geometria y las coordenadas del punto o
puntos donde se calculara el potencial magnético escalar. En las siguientes
figuras, se muestra la distribucion del potencial magnético escalar en el entre-
hierro de nuestra maquina, para valores del parametro z de 0.25 (figura 5.29),
de 0.5 (figura 5.30) y de 0.75 (figura 5.31), donde los valores de la geome-
tria son los mismo para todas ellas y de valores Vy = 3318.52Av, s = Tmm,
t=16mm, g = 5mm y h = 21.5mm.
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12000

-11500

1000

500

Figura 5.29: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.5mm y z = 0.25.

Como tltimo paso en el estudio del caso Ranura Parcial, vamos a obtener
la variacion del potencial magnético escalar a lo largo de un polo en las
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Figura 5.30: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = 5mm, h =21.5mm y z = 0.5.
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Figura 5.31: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.5mm y z = 0.75.
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tres alturas del entrehierro ya mencionadas (superficie del rotor, medio del
entrehierro y superficie del estétor) y para un valor de z de 0.5, las cuales se
muestran en la figura 5.32.

Resultados Analiticos

(Caso ranura parcial con z 4/7)
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Figura 5.32: Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el medio

del entrehierro y en la superficie del estator para el caso Ranura Parcial con
z = 0.5.

Podriamos realizar las mismas observaciones que las comentadas en los
casos de Diente Parcial y Ranura Completa, ya que, exceptuando la posicion
del ranurado, las curvas son similares a las de los citados casos.

5.1.4. Diente completo

El altimo caso que vamos a considerar es el de Diente Completo; a partir
de la posicion de Ranura Parcial y debido al movimiento del rotor, llegamos
a este caso, en el que el principio del polo coincide con el comienzo de un
diente del ranurado. La geometria considerada se muestra en la figura 5.33.
El problema del calculo del potencial magnético escalar en el entrehierro se
reduce al calculo del campo en el area rayada.

Como sucedia en el caso de Ranura Completa, ahora la banda de des-
magnetizacion también es simétrica y con una anchura constante y de valor
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Figura 5.33: Caso Diente Completo: El principio del polo coincide con el
comienzo de un diente del ranurado.
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el paso de ranura, es decir, t + s. Tal y como habiamos comprobado cuan-
do definiamos la banda de desmagnetizacion (apartado 4.3.3), esta anchura
es suficiente para que el potencial del imén se estabilice. Ademas, con esta
anchura de las bandas de desmagnetizacion, conseguimos que las discontinui-
dades en el polo coincidan con discontinuidades en el estator y, por lo tanto,
el nimero de regiones que obtengamos vengan determinadas solamente por
las discontinuidades del estator. En la figura 5.33 hemos resaltado las bandas
de desmagnetizaciéon del iman y las distintas regiones que se originan. En la
figura 5.34 hemos planteado el problema del potencial para el area rayada de
la figura 5.33, donde podemos observar que se originan seis regiones por polo.

t S
2, =0|F K| »,=0|L Q »-°R ¢ =0
X X
y
¢n=0 Y ¢n=0 ¥n=0
¢y =0 ¢ =0 ¢n=0 h
= 2 S
s |G 2=01] T 0,=00[ 2| |S #.=0
Q 0 > \
3 X [ | X i 8 A
) y ) H
e oy oy oy g S
. i P = : .
= I P S g
P9 : -~ : S
: @ H : v : H |
iH Ji :N P: H

on=56(X) ¢,=V, on=V, 0n=((X) 0,=f(X) ¢,=-(X)

Figura 5.34: Planteamiento del problema del potencial para el area elegida
en la figura 5.33

El esquema que vamos a seguir en este caso es el mismo que el planteado
en los anteriores: definiremos las funciones que representan a las bandas de
desmagnetizacidon en cada region asi como las que establecen la distribucion
de potencial en las fronteras comunes, distribuciones que viene expresadas en
funcion de unos coeficientes desconocidos; una vez definidas, podemos calcu-
lar la potencial magnético escalar en cada region, aplicando el principio de
superposicion y los resultados obtenidos en los casos estudiados en el anexo
C. Con el fin de obtener los valores de los coeficientes de las distribucio-
nes de potencial de las fronteras comunes, igualaremos la derivada normal
del potencial magnético escalara a ambos lados de cada frontera, obteniendo
un sistema de ecuaciones de cuya resolucion determinaremos los valores de
dichos coeficientes. Para poder planetar este sistema de ecuaciones, necesita-
remos previamente, la expresion de las derivadas del potencial en cada region.
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Funciones de la banda de desmagnetizaciéon

Vamos a definir las funciones que representan a las bandas de desmagne-
tizacion en cada una de las regiones (funciones fi(x), fo(x), f3(x) y fi(z)).
Como en casos anteriores, representaremos la porcion de banda de magne-
tizacion correspondiente a la region que estemos estudiando mediante una
funcién impar, para, posteriormente, expresarla mediante su desarrollo en
serie de Fourier; el hecho de describirla como una funcién impar nos permi-
te, empleando el caso#12 del citado anexo, poder determinar la expresion
del potencial magnético escalar que origina. Definamos cada una de estas
funciones:

» Funcion fi(z): Definimos fi(z) mediante la expresion:
fi(z) =V, -tanh(c-z) z € [—t,1]

funcién que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

[o.¢]
fi(x) =" byasen (%) x € [—t,t]
n=1
obteniéndose los coeficientes b, ; mediante célculo numérico.

» Funcion fo(z): Definimos fo(z) mediante la expresion:

—V,-tanh[c- (—x +t)] x € [-s,0]
folx) = { V, - tanh[c- (z 4 t)] z € [0, 5]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fa(2) = 3 buosen (22) z € [—s,0]U 0, 5

n=1

obteniéndose los coeficientes b, » mediante calculo numérico.
» Funcion f3(z): Definimos f5(z) mediante la expresion:

folz) = V,-tanh[c- (—x —t — )] x € [—t,0]

AT =V, -tanh[c- (x —t—s)] z €[0,1]
funcién que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fa(z) = i bassen (“52) x € [—t,0]U[0,¢]

n=1

obteniéndose los coeficientes b, 3 mediante calculo numérico.
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» Funcion fy(z): Definimos f;(z) mediante la expresion:

[ V,-tanh[c- (—x — )] € [—s,0]
fa(z) = { —V,-tanh[c- (z —s)] x€]0,4]

funciéon que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

fa(z) = i bpasen ("2£) z € [—s,0] U0, s]

n=1

obteniéndose los coeficientes b,, 4 mediante calculo numérico.

En la figura (5.35) se muestran la funciones fi(x), fo(z), f3(x)y fa(x),
donde los valores de la geometria son Vy = 3318.52Av, s = 7Tmm,
t = 16mm, g = d5mm y h = 21.5mm, donde el trazo continua rojo
muestra la funcion exacta y con puntos amarillos la aproximacion me-
diante el desarrollo en serie de Fourier.

4000 4000
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2000 2000 ’
3_ 0 3‘ 0
-2000 2000 |
-4000 -4000
-20 -10 0 10 20 -10 5 0 5 10
x (mm) X (mm)
4000 3000
i 2000 i
2000
1000
> 0 % o0
-1000
-2000
: 2000 !
-4000 -3000
-20 -10 0 10 20 -10 5 0 5 10
x (mm) X (mm)

Figura 5.35: Funciones del perfil de magnetizacion para el caso de Diente
Completo
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Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

El siguiente paso serd definir las distribuciones de potencial que existen
en las fronteras comunes. Podemos ver en la figura (5.33) que existen 6 re-
giones cinterconectadas a través de las fronteras comunes AB, CD, GH, 1J,
MN, OP y ST.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin AB
es de la forma:

[e.@]
AB __ wTY
n o = 2, Qu sen (T)
w=1
donde @), son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comtun CD
es de la forma:

» 0P =N H, sen (q;%y> para 0 < y < g en la region I, y
q=1

» P =3 H, sen [@} para h <y < h+ g en la region 11
g=1

donde H, son los coeficientes a determinar.

Estas dos formulas son la misma distribuciéon excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la regiéon I tomamos el origen de coordenadas en el
punto A con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y B, respecti-
vamente, y en la region II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y C.

En las siguientes cuatro fronteras GH, 1J, MN y OP procederemos de

forma similar. La distribucion de potencial que impondremos a la frontera
comin GH es de la forma:

. gng =Y M, sen [@] para h <y < h+ g en la regiéon 11, y
=1

» O =5 M sen (%) para 0 < y < g en la region 11T
=1

donde M, son los coeficientes a determinar.

La distribucién de potencial que impondremos a la frontera comin 1J es
de la forma:
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n pl7 = Z L,, sen < ) para 0 <y < g en la region III, y

» o7 =3 L, sen [W} para h <y < h+ g en la region IV
m=1

donde L,, son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin MN
es de la forma:

n pMN ZPrsen[ my= )} para h <y < h+ g en la regién IV, y

o0
» PMN = 5N P, sen (”%’) para 0 < y < g en la region V
r=1
donde P. son los coeficientes a determinar.

La distribucion de potencial que impondremos a la frontera comin OP
es de la forma:

n 0OF = ZR sen< >parao<y<genlareglon\/y

= 9P =S R, sen [1@] para h <y < h 4 g en la region VI
p=1

donde R, son los coeficientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad antici-
clica), los coeficiente de la distribucion de potencial que impondremos a la
frontera comtin ST deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con
signo contrario. Por ello, la distribucion de potencial en la frontera comin
ST es de la forma:

" QO;S;LT— Z ( Qw) sen [M} para h <y < h+ g en la regiéon VI, y

w=1

» 0T = N (—Q,) sen (w”y) para 0 <y < g en la region VII

w=1

donde @, son los coeficientes a determinar.
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Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras co-
munes a cada region, vamos a determinar la expresion del potencial en las
diferentes regiones. El apartado F.1 del apéndice F recoge estas expresiones.

Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las seis regiones
podemos obtener un conjunto de ecuaciones en funcion de los coeficientes @),
H, M, L,, P, y R, sin mas que plantear en las fronteras comunes que:

del, — dplt
de  dx

0, lo que es lo mismo:

dep,  dolt!

de I dx
conj =111 111, IV V yVI. Por ello, determinaremos las correspondientes
derivadas en cada region, empleando las constantes «, (3, p definidas en el
apartado Diente Parcial. Ademaés, debemos realizar una traslacion del origen
de las regiones tipo ranura (regiones II, IV y VI) para dejarlo a la misma
altura que el de las regiones tipo diente (regiones I, ITI, V y VII). La traslacion
y = y + h nos situard las ordenadas de los centros de coordenadas de las
regiones tipo ranura a la misma altura que el de las regiones tipo diente. Las
derivadas obtenidas se muestran en el apartado F.2 del apéndice F.

Ecuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada region e igualando la derivada
normal de la funcién potencial en la frontera comin a dos regiones contiguas,
obtenemos el sistema de ecuaciones mostrado en el apartado F.3 del apéndice
F.

Las 6 ecuaciones que forman el anterior sistema de ecuaciones (desde
(F.23) hasta (F.28)), se deben cumplir simultdneamente y a través de su re-
solucion, en la que se emplearan métodos numéricos, obtendremos los valores

de los coeficientes Q.,, H,, M, L., P, y R,.

Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores maximos para w, q, [, m, r
y p, como @ (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos @ diferentes
valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera tendremos
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6-( ecuaciones con 6-(Q) incognitas (los coeficientes Qy,, Hy, My, L, P,y R,).

Una vez fijadas las dimensiones de la geometria y hallados los valores de
los coeficientes, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la maquina, sin més que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada region (ecuaciones (F.1) a (F.8)) los correspondientes
coeficientes, las dimensiones de la geometria y las coordenadas del punto
o puntos donde se calculard el potencial magnético escalar. En la siguiente
figura (figura 5.36), se muestra la distribucion del potencial magnético escalar
en el entrehierro del polo norte, donde los valores de la geometria son s =
Tmm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y Vy = 3318.52Av.

3000

<2500

-12000

11500

F 1000

Figura 5.36: Potencial magnético escalar en el entrehierro de la maquina para
el ejemplo numeérico tal que Vy = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm
y h =21.5mm

Para finalizar este tltimo caso, en la figura 5.37 mostramos la variacion del
potencial magnético escalar obtenida a lo largo de un polo en las tres alturas
del entrehierro ya mencionadas (superficie del rotor, medio del entrehierro y
superficie del estator).

Salvando la diferencia existente en la posicion del ranurado, las curvas
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Figura 5.37: Potencial magnético escalar en la superficie del rotor, en el medio
del entrehierro y en la superficie del estator para el caso Diente Completo.

son semejantes a las obtenidas en los casos anteriores, siendo de aplicacion
los comentarios realizados en estos casos.

5.1.5. Simulacién por elementos finitos

Con el fin de validar el procedimiento seguido y los resultados hallados,
vamos a obtener los valores del potencial escalar en la superficie del rétor,
en el medio del entrehierro y en la superficie del estator que nos proporciona
el programa Flux3D. Para ello, y a partir del modelo de maquina lisa con
entreiman que se mostraba en la figura 4.12b), lo modificamos ajustando
el valor del entrehierro al real y dibujando las ranuras en dicha geometria,
dando como resultado el modelo de maquina ranurada que se muestra en la
figura 5.38.

Con este modelo, procedimos a calcular la variacién del potencial mag-
nético escalar en las tres alturas fijadas, para las mismas posiciones que las
analizadas en los diferentes casos, realizando la comparacion de los resultados
proporcionados por el Método de los Subdominios (a los que denominaremos
"Matlab") con los obtenidos mediante el software Flux3D (denotados por
"Flux"). Las figuras 5.39, 5.40, 5.41 y 5.42 muestran estos resultados para
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Figura 5.38: Geometria considerada en la simulacién por elementos finitos
para la maquina ranurada

los casos Diente Parcial, Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Com-
pleto, respectivamente.

A la vista de estas figuras, observamos:

= Para los cuatro casos estudiados, el ajuste existente entre los resultados
analiticos y los de elementos finitos son similares, siendo la principal
diferencia entre estos casos la posicion del ranurado respecto del polo.

= Se observa que el ajuste entre ambos conjuntos de valores es mejor en
las ranuras que en los dientes. Como consecuencia de ello y dado que
en la superficie del estator el potencial magnético escalar es nulo en
los dientes y distinto de cero en las ranuras, esta superficie presenta
un buen ajuste entre valores analiticos y los obtenidos por elementos
finitos.

= En el medio del entrehierro, el ajuste es bueno en la zona central del po-
lo, desvidndose a medida que nos acercamos a los extremos del mismo.
Por ejemplo, para una abcisa de valor 11.5 mm, los valores analiticos
son en torno a un 8 % superiores a los de elementos finitos, mientras
que en el centro del polo, abcisa 34.5 mm, la desviacion es inferior al

4%.

= En la superficie del rotor este ajuste es peor, ya que, por un lado, el
potencial escalar presenta las oscilaciones ya comentadas en las fronte-
ras entre regiones contiguas, y, por otro lado, los valores analiticos son
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Figura 5.39: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente
Parcial con z=0.5

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos

(Caso ranura completa)
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Figura 5.40: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura
Completa
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos

(Caso ranura parcial con z 4/7)
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Figura 5.41: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura
Parcial con z=0.5
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Figura 5.42: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente
Completo
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superiores a los de elementos finitos, aumentando esta diferencia segun
nos alejamos de la zona central del polo, acercAndonos a los extremos.

Por todo lo expuesto podemos concluir que cuanto mas nos acerquemos
al estator, mejor serd el ajuste que exista entre los resultados analiticos y los
obtenidos por elementos finitos.

5.2. Expresiones de las componentes de la in-
ducciéon

Una vez que hemos determinado las expresiones del potencial magnético
escalar en todas y cada una de las regiones que forman los diferentes casos,
vamos a obtener la expresion de las componentes de la induccion en cada una
de las regiones. Dado que estas regiones se encuentran en el entrehierro de la
maquina, esto es, en el vacio, obtendremos las expresiones de la componen-
tes de la induccion a partir de la expresion del potencial magnético escalar
aplicando las relaciones (2.51) y (2.52), relaciones que nos proporcionan las
componentes x e y de la induccion, respectivamente, y que reproducimos a
continuacion:

a m
BCE = ,UOH:U = —Ho 501'
para la componente z, y
Opm
By = poHy, = —po
) Yy ay

para la componente y.

Debido a que las expresiones del potencial en las diferentes regiones vienen
condicionadas por la posicion relativa del rotor respecto al estator, tendre-
mos que considerar los cuatro casos que hemos contemplado para determinar
estos potenciales, donde seguiremos el mismo orden, es decir, Diente Parcial,
Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Completo. Obtengamos dichas
componentes de la induccién para cada caso.

5.2.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial estd formado por siete regiones cuyos potenciales
vienen dados por las expresiones (5.1) a (5.10). Las componentes z de la
induccién para cada region las obtendremos sustituyendo la correspondiente
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ecuacion del potencial en la relacion (2.51); la componente y de la induccion
en cada region se hallaran reemplazando la expresion del potencial en la
ecuacion (2.52). Operando de este modo se han obtenido estas componentes:

Regién 1

Componente x de la induccién magnética en la region I:

Bl = —puq nio:l bn,1 > csch ( ) coS (””) senh (m;y) +
+1to ujil Qu %csch <%tz) cosh [W} sen (%) — (5.33)
— o Z H, Zesch <%fz> cosh (?) sen <%>
Componente y de la induccién magnética en la region I:
B = — L Z b1 %% Csch( ) sen ("”) cosh ("”y) —

I wr wrtz wr(tz—x) wmy
,uowngw - csch( 7 )senh[ ; ]cos( . ) (5.34)

o0

—Ho Z H, q—’TCSCh (qﬂz> senh (%) cos <q;y>

=

Regio6n IT

Componente x de la inducciéon magnética en la region 1I:

By = —po i bp,2 5 csch [—nﬂ(zw)] cos (") senh (%Y%) —
n=1

—po 3 K ¥ csch ( +‘;> cosh <Z—f§> sen (ng’)—f— (5.35)

n=1

+Lo Z . th CSCh( +Z> cosh [”W}Ei;:c)] sen <Z—Tgl>
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Componente y de la induccién magnética en la region II:

BI =~ 3 bua 2 csch [ (1 -+ g)] sen (222) cosh (*52) -
n=1

Q

— 1o Z K3 % csch ( +5> senh <ZL+;> oS <Z—j_r?g’>— (5.36)

— Lo Z 2 th csch ( +‘; ) senh ["”}Ei_gx)} cos (%)

donde las expresiones de K2 y Kzl vienen dadas por la ecuacion (5.3).

Regioén 111

Componente x de la induccién magnética en la region III:

Bl — ,LbozbngtCSCh( 7) cos (22) senh (M52) +

10 Y Ml%csch (%) cosh [l”(tgﬁ)] sen (%) — (5.37)
i=1

o

_ mn mmnt mnz mmy
to Y. L gcsch( - )cosh( . )sen( 5 )

m=1

Componente y de la inducciéon magnética en la region I11:
Bé” = —lp z_: bn3"" csch( )sen (””) cosh( ) —

—pg Y. Ml%’ csch (%t) senh [@] cos <lﬂ) — (5.38)
i=1

Q

[e.e]

—po > L, ™% csch <mT”> senh (%) oS (m;y>

m=1
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Regién IV

Componente x de la induccion magnética en la region IV:

B;" = —po ioj M csch [w} Ccos [@} senh [M] —

s s
k=1

—Ho Z K, hipgCch (””S> cosh (%) sen <Z_f;)+

+140 Z 4 h+g csch (ﬂ;) cosh [m}fi;z)] sen (Z—E’)
Componente y de la induccién magnética en la region IV:

BIV = —pq i PN |:(2k71)s7r(h+g)} sen [(21;;1)7735] cosh |:(2k;1)ﬂyj| _

— lo Z K, 7 csch (’”s) senh (Z—E) oS (%) —

— o Z s ,ng csch (ﬂ;) senh [%} cos <ZI§)
(5.40)
donde las expresiones de Ky Kﬁ' vienen dadas por la ecuacion (5.6).

Region V

Componente x de la induccién magnética en la region V:

BY = —puqg Z b a ™" csch( )cos (””) senh (@) +

n=

+ g Z P, "resch ( . ) cosh [@} sen (%)— (5.41)

— o Z R,~ Csch (%) cosh <’%> sen (%)
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Componente y de la induccién magnética en la region V:

B;:—uoibn4tcsch( 7) sen (“7%) cosh ("3¥) —

— o Z P, Fesch (%’“) senh [@} oS (”r ) (5.42)

— /1o Z R,Z csch (1?) senh < z ) COS ( gy)

Region VI

Componente x de la induccién magnética en la region VI:

By = —po i bns 75 csch [—nﬂ(’;”)} cos (") senh ("I¥) —
n=1

—po > K 2 esch ( j) cosh (ZI‘;) sen (Z—j:g)—i- (5.43)

n=1

Q

<Q

+ 1o Z Kg th csch < +S> cosh [méi_gx)} sen (Z—f;)

n=1

Componente y de la inducciéon magnética en la region VI:

By = —po Z bn “ esch [%7(h + g)] sen (*7%) cosh (*7¥)

—po > KS ﬁcseh( +‘;> senh (%) cos (h—f)— (5.44)

n=1

— lig Z o h”f csch <}’Z—_’S]) senh [m}fi;x)} cos (’;—J’:z)

donde las expresiones de K¢ y Kgl vienen dadas por la ecuacion (5.9).
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Regiéon VII

Componente x de la induccién magnética en la region VII:

By = — 2_31 bn 6 5=z csch [t(qii)} cos [t(rfi)} senh [t(qi‘?i)} -
+Ho Y- Vu® csch [W} cosh {M} sen (%)—i— (5.45)
u=1

“+ 1o wzzjl Quw %cseh [—mt(;ﬁ)} cosh (%) sen (%)

Componente y de la induccién magnética en la region VII:

By = —pio 3 buorgiesch | ity | sem |5 ] cosh [ |
—lip UZ:% V. esch [W] senh {M} cos <%>+ (5.46)

oo
+ o wz::l Quw “Lesch [W} senh (%) cos (%)

De una forma andloga a la realiza para el potencial magnético escalar y
con la finalidad de ver la calidad de la solucién proporcionada por el método
expuesto, vamos a obtener la variaciéon de las componentes de la inducciéon a
lo largo de un polo en las tres alturas del entrehierro definidas en el apartado
anterior (superficie del rotor, medio del entrehierro y superficie del estator).
En las siguientes figuras se muestra la variaciéon de la componente z de la
induccion (figura 5.43) y la variacion de la componente y de la induccion
(figura 5.44) en las tres alturas mencionadas, donde los valores de la geome-
tria son los mismo para todas ellas y de valores Vy = 3318.52Av, s = Tmm,
t =16mm, g = bmm y h = 21.5mm, siendo el valor de z igual a 0.5.

A la vista de los resultados obtenidos, podemos observar cémo los valores
de ambas componentes de la inducciéon en la superficie del rétor presentan-
do picos de valor muy elevado, enmascarando a los puntos restantes. Este
comportamiento es una consecuencia de las oscilaciones que se observaban
en la variacion del potencial magnético escalar en la superficie del rotor (fi-
gura 5.18); dado que las componentes de la induccion son proporcionales
al gradiente del potencial escalar en la direcciéon que estemos considerando,
aquellas oscilaciones provocan estos picos, siendo una consecuencia del pro-
cedimiento matematico que hemos empleado para representar las bandas de
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Figura 5.43: Componente z de la induccién en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el caso Diente Parcial

con z = 0.5.
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Resultados Analiticos
(Caso diente parcial con z 0.5)
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Figura 5.44: Componente y de la induccioén en la superficie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la superficie del estator para el caso Diente Parcial

con z = 0.5.
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desmagnetizacion en el iman y no del fenémeno fisico en si, por lo que no po-
dremos utilizar estas componentes de la induccion, aunque si sus expresiones
matematicas.

Ya que las oscilaciones en el potencial magnético escalar se amortiguaban
a medida que nos separabamos del rotor y no eran apreciables en el medio del
entrehierro ni en la superficie del estator, cabe esperar que las componentes
de la induccion en estas dos alturas tengan un comportamiento mejor. En las
siguientes figuras se muestra la variacion de la componente z de la induccién
(figura 5.45) y la variacion de la componente y de la induccion (figura 5.46)
en el medio del entrehierro y en la superficie del rotor.

Resultados Analiticos

(Caso diente parcial con z 0.5)
1.0

0.5 A\
0.0 .

-0.5

-1.0

-1.5

-2.0

Componente x de la densidad de flujo (T)

-2.5

Posicién (mm)

——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.45: Componente = de la inducciéon en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Diente Parcial con z = 0.5.

El hecho de no representar la variaciéon de las componentes de la inducciéon
en la superficie del rotor nos permite poder apreciar las otras dos curvas, cuya
aspecto es el esperado. El comportamiento del potencial magnético escalar
en la superficie del rotor es similar en los diferentes casos estudiados, por lo
que, las componentes de la induccion en la superficie del rotor seran similares.
Debido a ello, no nos van a proporcionar ninguna informacién ttil y no seran
representadas en los distintos casos que estudiemos (ranura completa, ranura
parcial y diente completo). Respecto a las componentes de la induccion en el
caso que nos ocupa y a la vista de las graficas mostradas, podemos comentar:
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Resultados Analiticos

(Caso diente parcial con z 0.5)
0.0

0 115 23.0 345 46.0 57.5 .0
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0.4
0.6
0.8
-1.0
1.2 4

14

-1.6

Componente y de la densidad de flujo (T)

-1.8

-2.0
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——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.46: Componente y de la inducciéon en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Diente Parcial con z = 0.5.

= Respecto a la componente x:

e Esta componente de la induccién presenta los valores més impor-
tantes debajo de las ranuras, siendo més acusados cuanto mas
proximos estamos al estator de la maquina.

e Su magnitud es positiva cuando, al movernos hacia valores cre-
cientes de la variable z, el potencial escalar disminuye y negativa
en caso contrario.

= Respecto de la componente y:

e Como consecuencia de haber fijado el origen de coordenadas en el
estator de la méquina y mirando hacia el rétor, una magnetizacion
positiva origina una componente y de la induccién negativa.

e Fuera de las ranuras, la componente y de la induccion es la misma
para las dos alturas visualizadas. Comparando el valor de esta
componente con el que tenia en la méaquina lisa, el valor absoluto
es ligeramente superior en la maquina ranurada que en la maquina
lisa en la zona central del polo (0.85 7" en la méquina ranurada
frente a 0.75 T de la maquina lisa).
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e Debajo de las ranuras, la componente y de la induccién es tan-
to mayor cuanto mas proximos estamos del estator. Esto es una
consecuencia de la mayor influencia de la ranura en el potencial
escalar cuanto mas cerca estamos del estator, tal y como vefamos
al analizar la figura 5.18.

5.2.2. Ranura Completa

El caso Ranura Completa estd formado por seis regiones cuyos potencia-
les vienen dados por las ecuaciones (D.1) a (D.9). Las componentes z e y de
la induccién para cada regiéon se han obtenido al sustituir la correspondiente
ecuacion del potencial en las relacion (2.51) y (2.52), respectivamente. Estas
componentes se muestran en el apartado D.4 del apéndice D.

De una forma analoga a la realiza para el caso Diente Parcial y para ver
con mayor detalle la solucién proporcionada por el método expuesto, vamos
a obtener la variacion de la componente x de la induccion (figura 5.47) y la
variacion de la componente y de la induccion (figura 5.48) en el medio del
entrehierro y en la superficie del rotor.

Resultados Analiticos

(Caso ranura completa)
1.0

0.5 /\
0.0

0.5 -

-1.0

-1.5

2.0 -

Componente x de la densidad de flujo (T)

-2.5

Posicién (mm)
——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.47: Componente = de la inducciéon en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Ranura Completa.
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Resultados Analiticos

(Caso ranura completa)
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——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.48: Componente y de la inducciéon en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Ranura Completa.

Exceptuando el desplazamiento existente como consecuencia de ser el caso
Diente Completo, los resultados obtenidos son idénticos a los del caso Dien-
te Parcial, pudiendo realizarse los mismos comentarios que las comentados
entonces.

5.2.3. Ranura Parcial

Como en el caso Diente Parcial, el caso Ranura Parcial también esté for-
mado por siete regiones cuyos potenciales vienen dados por las expresiones
(E.1) a (E.10), expresiones que sustituidas en las relaciones (2.51) y (2.52)
nos han proporcionado las componentes de la induccién que se detallan en el
apartado E.4 del anexo E.

Como ultimo paso en el estudio del caso Ranura Parcial, vamos a obtener
a obtener la variacion de las componentes de la induccién a lo largo de un
polo en las dos alturas del entrehierro ya mencionadas (medio del entrehierro
y superficie del estator) y para un valor de z de 0.5, las cuales se muestran
en las figuras 5.49) (componente z) y 5.50 (componente y).

Podriamos realizar las mismas observaciones que las comentadas en los
casos de Diente Parcial y Ranura Completa, ya que, exceptuando la posicion
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Figura 5.49: Componente = de la induccion en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Ranura Parcial con z = 0.5.
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Figura 5.50: Componente y de la induccion en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Ranura Parcial con z = 0.5.
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del ranurado, las curvas son similares a las de los citados casos.

5.2.4. Diente Completo

El caso Diente Completo, al igual que en el de Ranura Completa, esta
formado por seis regiones cuyos potenciales vienen expresados por las ecua-
ciones (F.1) a (F.8). Las componentes « e y de la induccién las obtendremos
sustituyendo estas expresiones del potencial en las ecuaciones (2.51) y (2.52),
respectivamente. Las componentes de la induccion en cada region se mues-
tran en el apartado F.4 del apéndice F.

Para finalizar este ultimo caso, en las figuras 5.51 y 5.52 mostramos,
respectivamente, la variacion de las componentes x e y de la inducciéon a lo
largo de un polo en las dos alturas del entrehierro ya mencionadas (medio
del entrehierro y superficie del estéator).

Resultados Analiticos

(Caso diente completo)
1.0

0.5 -

0.0

-0.5 4

1.0 -

-1X5

-2.0 A

Componente x de la densidad de flujo (T)

-2.5

Posicion (mm)

——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.51: Componente x de la induccién en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Diente Completo.

Salvando la diferencia existente en la posicion del ranurado, las curvas
son semejantes a las obtenidas en los casos anteriores, siendo de aplicacion
los comentarios realizados en dichos casos.
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Resultados Analiticos
(Caso diente completo)

0.5

Componente y de la densidad de flujo (T)

-2.0

Posicion (mm)
——Matlab entrehierro ——Matlab estédtor

Figura 5.52: Componente y de la induccién en el medio del entrehierro y en
la superficie del estator para el caso Diente Completo.

5.2.5. Simulacién por elementos finitos

Con el fin de validar los resultados obtenidos por el método propuesto y
de una forma similar a la realizada con el potencial magnético escalar, va-
mos a obtener las componentes de la induccién en la superficie del rétor, en
el medio del entrehierro y en la superficie del estator que nos proporciona
el programa Flux3D. Para ello, y a partir del modelo de maquina ranurada
que se muestra en la figura 5.38, procedimos a calcular la componentes de la
inducciéon magnética en las tres alturas fijadas, para las mismas posiciones
que las analizadas en los diferentes casos, realizando posteriormente la com-
paracion de los resultados proporcionados por el Método de los Subdominios
con los obtenidos mediante el software Flux3D, donde se ha omitido la repre-
sentacion de los valores analiticos en la superficie del rotor, dados los malos
valores que se obtienen, tal y como se ha comentado en apartados anteriores.

Las figuras 5.53, 5.54, 5.55 y 5.56 comparan los resultados obtenidos para
la componente x de la induccion en los casos Diente Parcial, Ranura Com-

pleta, Ranura Parcial y Diente Completo, respectivamente.

A la vista de estas figuras, podemos comentar:

= Para los cuatro casos estudiados, el ajuste existente entre los resultados
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso diente parcial con z 0.5)
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o Flux Rétor A Flux entrehierro © Flux estator ——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.53: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducciéon por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Parcial con z=0.5

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso ranura completa)

Componente x de la densidad de flujo (T)

<2:5
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o Flux Rétor A Flux entrehierro © Flux estdtor ——Matlab entrehierro ——Matlab estétor

Figura 5.54: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducciéon por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Completa
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso ranura parcial con z 4/7)
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o Flux Rétor A Flux entrehierro © Flux estator ——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.55: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente z de la induccion por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Parcial con z=0.5

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso diente completo)
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Figura 5.56: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Completo
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analiticos y los de elementos finitos son similares, siendo la principal
diferencia entre estos casos la posicion del ranurado respecto del polo.

En general, la componente z de la induccion presenta un buen ajuste
entre los valores analiticos y los obtenidos por elementos finitos, tanto
en los dientes como en las ranuras..

Se observa que en la superficie del estator existe un buen ajuste entre
valores analiticos y los obtenidos por elementos finitos, siendo la dife-
rencia mas importante a destacar el valor méas elevado que presenta el
método propuesto en la frontera diente-iman.

En el medio del entrehierro, el ajuste es bueno en todo el polo, des-
viandose solamente cuando nos aproximamos al los extremos derecho
del mismo.

En la superficie del rotor, los valores analiticos no se pueden considerar
como validos para poder realizar una comparacién con los obtenidos
por elementos finitos.

Respecto a la componente y de la induccioén, las figuras 5.57, 5.58, 5.59 y
5.60 comparan los resultados obtenidos en los casos Diente Parcial, Ranura
Completa, Ranura Parcial y Diente Completo, respectivamente, donde tam-
poco se han representado los valores analiticos en la superficie del rotor.

A la vista de estas figuras, observamos que:

= [gual que sucedia con el potencial magnético escalar y con la compo-

nente x de la induccioén, para los cuatro casos estudiados, es similar el
ajuste existente entre los resultados analiticos y los de elementos finitos,
siendo la principal diferencia entre estos casos la posicion del ranurado
respecto del polo.

En las ranuras existe un buen ajuste entre los valores analiticos y los
proporcionados por Flux3D, tanto para el medio del entrehierro como
para la superficie del estator y para todos los casos.

Se observa que en la superficie del estator y en las proximidades de
la frontera diente-ranura, el método analitico proporciona valores méas
elevados de la componente y de la induccién que la simulacién por
elementos finitos.

En los dientes, el ajuste entre ambos conjuntos de valores es muy bueno
cuando estamos en el medio del entrehierro, siendo un poco pero en la
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso diente parcial con z 0.5)
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o Flux Rétor A Flux entrehierro © Flux estator ——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.57: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente z de la induccion por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Parcial con z=0.5

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso ranura completa)
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o Flux Rétor A Flux entrehierro © Flux estdtor ——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.58: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Completa
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso ranura parcial con z 4/7)
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Figura 5.59: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Parcial con z=0.5

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
(Caso diente completo)

Componente y de la densidad de flujo (T)

-2.0

Posicién (mm)

o Flux Rétor A Flux entrehierro © Flux estator ——Matlab entrehierro ——Matlab estator

Figura 5.60: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la induccion por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Completo
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superficie del estator. En este ultimo caso se observa que, los valores
proporcionado por el método analitico son, en valor absoluto, ligera-
mente superiores a los de Flux3D.

= En la superficie del rétor, los valores analiticos no se pueden considerar
como validos para poder realizar una comparaciéon con los obtenidos
por elementos finitos.

5.3. Determinacién del flujo magnético en cada
region

El siguiente paso en nuestro analisis, serd la determinacion del flujo mag-
nético que atraviesa el estator de la maquina en cada regiéon. Tal y como
velamos en el apartado 2.3.6, la expresion del flujo que atraviesa una superfi-
cie S viene dada por la expresion (2.53), la cual reproducimos a continuacion:

¢:/B~$
S

donde B representa la induccion magnética en la superficie S y dS un ele-
mento diferencial de superficie. En el citado apartado, habiamos establecido
como flujo positivo el que entraba en el estator procedente del rotor y como
negativo en caso contrario.

Aplicaremos esta expresion y el convenio sefialado en el calculo del flujo
que atraviesa la superficie del estator. En la figura 5.61 se muestra la geo-
metria de la maquina, donde se distinguen dos tipos de regiones: regiéon t o
region tipo diente y regiéon s o region tipo ranura. En las primeras hallaremos
el flujo que atraviesa la superficie del diente (S;), mientras que en las segun-
das calcularemos los flujos que atraviesan las tres superficies que forman la
ranura (S!, S? y S2) asf como la superficie que forma la entrada de la ranura
(S%). Vamos a obtener las expresiones generales de estos flujos.

= Expresion del flujo en una regién tipo diente:

Sea ¢, el flujo que atraviesa una region tipo diente y S; su superficie.
En la superficie del diente la inducciéon magnética B y el elemento
diferencial de superficie dS vienen dados por:

B = B,i+ B,j
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Figura 5.61: Superficies consideradas en el calculo del flujo: Superficie S; en
la region t y superficies S!, 52, S? y S? en la region s.

dS=—dSj

que al sustituirlos en la expresion general del flujo (ecuacion 2.53) re-
sulta:

¢t:/§.$: (BmByj).(_dsj):_/Byds
St St St
siendo la integral una integral de superficie.

Si limitamos nuestro estudio al caso de dos dimensiones, es decir, supo-
nemos que la profundidad (tercera dimension) vale la unidad, la integral
de superficie se transforma en una integral de linea, resultando:

2

by = —/By (2, 90) da

1

siendo 1 el valor de la ordenada correspondiente a la superficie del
diente y x1 y x5 los limites inferior y superior de la abcisa en esta su-
perficie. De acuerdo al sistema de coordenadas considerado, y, = 0,
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r1 =0y xo =1t que al reemplazarlas en la expresiéon anterior, nos per-
mite obtener la expresion general del flujo por unidad de profundidad
que entra en una region tipo diente de nuestra geometria:

t

O = —/By (x,0) dx (5.47)

0

= Expresiones del flujo en una regién tipo ranura:

En las regiones ranuras vamos a calcular las expresiones del flujo en
cada una de las superficies que forman la ranura (lateral izquierdo,
fondo y lateral derecho) asi como a la entrada de la misma.

e Expresion del flujo en la superficie lateral izquierda de la ranura:

Denotaremos por ¢! al flujo que atraviesa la superficie lateral iz-
quierda de la ranura y por S! a la superficie de este lateral iz-

quierdo. En esta superficie, el vector inducciéon magnética ﬁ y el
elemento diferencial de superficie cﬁ vienen dados por:

B = B,i+ B,j

dS! = —dS'i

Si los reemplazamos en la expresion general del flujo (ecuacion
2.53) obtenemos:

qs;:/ E.ds;:/ (Bxi+By3)-(—dS€):—/ B, -ds
53 st St

siendo las integrales de superficie. Al considerar que la profundi-
dad es la unidad (dos dimensiones), aquellas se transforman en
integrales de linea, obteniéndose:

Y2

gL = —/Bx (z0,y) dy

1

siendo z( el valor de la abcisa correspondiente a la superficie lateral
izquierda de la ranura e y; e ¥y los limites inferior y superior
de la ordenada en esta superficie, cuyos valores, para el sistema
de coordenadas establecido, son zp = 0, y; = 0y yo = h. Si



252

Maquina ranurada

los sustituimos en la ecuacién anterior, la expresion general del
flujo por unidad de profundidad que atraviesa la superficie lateral
izquierda de una regién tipo ranura es:

h

ol = - / B, (0,y) dy (5.48)

0

Expresion del flujo en el fondo de la ranura:

Expresaremos mediante ¢? el flujo que entra por el fondo de la
ranura y con S? a la superficie del fondo. Las expresiones de la
induccién magnética B y del elemento diferencial de superficie dS
en esta superficie son:

B = B,i+ B,j

dS? = —dSj

Por lo tanto y partiendo de la ecuacion 2.53 resulta:

¢§:/52§‘d532/52 (ng""ByE)'(_de):_/ B,dS

53

en el caso tridimensional, simplificAndose para el caso bidimien-

sional a:
x3

¢§ = _/By (1'7?/0) dx

x1
En esta superficie se cumple que yg = 0, x;1 = 0 y 9 = s siendo
la expresion general del flujo que entra por el fondo de una region

tipo ranura:
S

ﬁ:—/&ummx (5.49)

Expresion del flujo en la superficie lateral derecha de la ranura:

Llamaremos con ¢? al flujo que atraviesa la superficie lateral de-
recha de la ranura y con S? a la superficie de este lateral derecho.
En esta superficie el vector inducciéon magnética B y el elemento
diferencial de superficie dS se expresan mediante:

B = B,i+ B,j
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dS3 =dSi

que reemplazadas en la ecuacion general del flujo da lugar a:

¢§:/53§~d5;’>:/sg (Bx5+By§)~(dS§):/ B,-ds

52

reduciéndose en dos dimensiones a:
Y2
¢s = /Bm (z0,y) dy
Y1
Como en la superficie S? la variable x es constante y de valor s y
la variable y varia entre 0 y h, la expresion general del flujo por

unidad de profundidad que atraviesa la superficie lateral derecha
de una region tipo ranura resulta:

¢ = / B, (s,) dy (5.50)

e Expresion del flujo en la entrada de la ranura:

Simbolizaremos mediante ¢* al flujo que atraviesa la entrada de la
ranura y con S? a la superficie de la entrada. Las expresiones de
la induccién magnética B y del elemento diferencial de superficie
dS en esta superficie son:

B = B,i+ B,j

dS* = —dSj

A partir de la ecuacion 2.53 llegamos a:

ot~ [ Ba5T= [ (Bi+Bd)-(a5T) =~ [ Byis

53

en general, siendo para dos dimensiones:
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Ya que para la superficie S? la variable z varia entre 0 y s y la
variable y es constante y de valor h, la expresion del flujo por
unidad de profundidad que entra en una region tipo ranura viene
dada por:

S

= —/By (z,h)dx (5.51)

0

Se debera verificar que el flujo que entra en la ranura es igual a la suma
de los flujos que atraviesan las paredes de dicha ranura, es decir:

¢y = b1+ O + ¢ (5.52)

Vamos a aplicar las ecuaciones anteriores a cada region de cada caso,
siguiendo el mismo orden que en apartados anteriores, esto es, Diente Parcial,
Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Completo. Obtengamos dichos
flujos.

5.3.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial, tal y como muestra la figura 5.4, esta formado por
siete regiones, cuatro de tipo diente (regiones I, 111, V y VII) y tres de tipo
ranura (regiones I1, IV y VI), las cuales trataremos de forma diferente:

= Fn las regiones tipo diente, hallaremos el flujo que atraviesa la superficie
del diente (¢;) cuya expresion general viene dada por la ecuacion (5.47).

= En las regiones tipo diente calcularemos los flujos que atraviesan las tres
superficies que forman la ranura (¢!, ¢? y ¢3) asi como la superficie que
forma la entrada de la ranura (¢?), flujos que vienen expresados por las
ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51). Se deberéa verificar que el flujo
que entra en la ranura es igual a la suma de los flujos que atraviesan
las paredes de dicha ranura (¢? = ¢! + ¢2 + ¢?2).

Aplicamos las ecuaciones anteriores a cada regiéon donde sustituiremos el
subindice por el ordinal de la region. Las expresiones del flujo en cada region
se muestran a continuacion:

Regiéon 1

Flujo que atraviesa la region I:
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o1 = o Z 2b(21—1),1 csch [M} +
(5.53)

o0

+po Y, (Quw + H,y,) csch (%”) [eosh (%”) - 1]

w=1
Regio6n IT

Flujos que atraviesan la region II:

QS}I = Mo i bn,QCSCh [M} [COSh (TLﬂ'h) . 1] +

n=1

+uo Y. KZcsch (f%f;) [1 — o8 (Z—ﬂ;)] - (5.54)
n=1

o 3= K coth (2 [1 = cos (722

d7r = o kZ 2b(2x—1,2 csch [W] 4
-1
(5.55)

+ 1o Z (K2 + K?2') csch ("i;) [cosh <Zf) — 1]

n=1

O = —no i (—1)"by, 2csch [w} [cosh (222) — 1] —
n=1

—lig Z K? coth (””5> [1 — cos (%Zﬂ + (5.56)

+ 1o Z K? csch (””5> [1 — cos (%ﬂ

Ot = po kz 2b(2),—1),2 csch [W} cosh [M] +
-1

(5.57)

o 32 (K2 + K2) csch (322 |cosh (#22) — 1) cos (32)

n=1

donde las expresiones de K2y be/ vienen dadas por la ecuacion (5.3).
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Regioén 111

Flujo que atraviesa la region III:

Grrr = o Z 2b(2x-1),3 csch [M] +

(5.58)
+io Y. [My + L] esch (l”t) [cosh <l”7t) — 1}
=1
Regi6én IV
Flujos que atraviesan la region IV:
Py = Ho Z (zk 1 csch [—% ls(h”)} {Cosh [—(%_sl)m} - 1}+
nws nth
+ 1o E K2 csch ( ) [1 Cos <h+g)] — (5.59)
— o Z K* coth (”“S> [1 — cos (Zf;)}
Gty = +Ho 2 mrgys csch [—(%_1):(“9)] +
k=1
(5.60)
“+ o nZ::l [Kﬁ + Kﬂ csch (}’Z—I;) [cosh (;Z—j:]) — 1]
3 = o i (QIjV(i) csch [(2k—1)7r(h+g)} [Cosh ((2k—1)7rh> B 1] B
k=1 " s s
— o Z K?* coth (””s> [1 — cos <Zj’rz>] + (5.61)
+1io ngl K* csch (Z—E) [1 — COS (;‘i’;)]
& = po Z (28v0 csch [(Zk—l)fr(h-i-g)] cosh [(Qk—l)ﬂ-h] n
(5.62)

+uo Y [Kin+ K;ﬂ csch (;L‘IS> [COSh (ZI;) - 1} cos (ZIZ)

n=1
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donde las expresiones de K! y K vienen dadas por la ecuacion (5.6).

Region V

Flujo que atraviesa la region V:

dv = Lo Z 2b(2k—1),4 csch [M] +

(5.63)
o 7; [P, + R, csch <’”7”t> [cosh <%‘t> - 1}
Regiéon VI
Flujos que atraviesan la region VI:
dip = o Y. by sesch [W} [cosh (222) — 1] +
n=1
o 3 K esch (72) [1—cos (322)]- (5.64)
— 1o Z K¢ coth (””S> [1 — cos (%)}
Gor = o Y 2b(2k-1),5 csch [—(Zk_l):(hﬂ)} +
k=1
(5.65)
+ o ngl [KS + K5'] esch (}’jf) [cosh (ZJ’:S> — 1]
511 = 110 5 (1) sesch [2252) osh (152) — 1]
n=1
1o Z K coth (2 [1 - cos (32)]+ (5.66)
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s

Py = po kZ 2b(21—1),5 csch [W] cosh [M} +
=1

(5.67)
+ o 2::1 [Kg + Kg} csch (ZI;) [cosh (ﬁ;) - 1} COS (Z—ﬂ;)
donde las expresiones de K y K5 vienen dadas por la ecuacion (5.9).
Region VII
Flujo que atraviesa la region VII:
dvir = po Y 2ber-1)6 csch [(2;;1—_117)@} -
k=1

(5.68)

1o i [V, — Q) csch [“mﬁ(l*z)} {cosh [W] — 1}

u=1 g

A partir de las expresiones del flujo (desde la ecuacion (5.53) hasta la
(5.68)) y para unos valores numéricos de los parametros, podemos obtener
los valores del flujo en cada una de las superficies de cada region.

A continuacion y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.1 los re-
sultados de flujo (en mWb) obtenidos para cada region, donde los valores
numéricos de los parametros son Vy = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm,
g =bmm, h = 21.5mm y z = 1/2. Podemos observar como el flujo hallado
en la entrada de cada ranura (¢?) es igual a la suma de los flujos hallados en
las superficies que delimitan dicha ranura (¢!, ¢? y ¢2).

5.3.2. Ranura Completa

El caso Ranura Completa posee seis regiones por polo (figura 5.20), tres
de tipo ranura (regiones I, IIT y V) y tres de tipo diente (regiones II, IV y
VI), las cuales trataremos de forma diferente, tal y como vefamos en el caso
de Diente Parcial:

= Fn las regiones tipo diente, hallaremos el flujo que atraviesa la superficie
del diente (¢;) cuya expresion general viene dada por la ecuacion (5.47).
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Region I: o1 3.484
Region II:  ¢;;  1.620 ¢F;, -0.093 ¢, 1723 ¢} 3.250
Region III: ¢;;;  14.076
Region IV: ¢p,  1.823 ¢, -0.101 ¢}, 1820 o7, 3.542
Region V: ov 14.075
Region VI: ¢, 1726 ¢}, -0.094 ¢}, 1620 ¢}, 3.252
Region VII: ¢y 3.474

Tabla 5.1: Flujos (en mWb) para cada region, con valores numéricos de los
parametros Vy = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.5mm
yz=1/2.

= Fn las regiones tipo diente calcularemos los flujos que atraviesan las tres
superficies que forman la ranura (¢!, ¢? y ¢3) asi como la superficie que
forma la entrada de la ranura (¢?), flujos que vienen expresados por las
ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51). Se debera verificar que el flujo
que entra en la ranura es igual a la suma de los flujos que atraviesan
las paredes de dicha ranura (¢ = ¢! + ¢ + ¢?2).

Las expresiones del flujo en cada regién se recogen el en apartado D.5 del
apéndice D.

A partir de las expresiones del flujo (desde la ecuacion (D.41) hasta la
(D.55)) y para unos valores numéricos de los pardmetros podemos obtener
los valores del flujo en cada una de las superficies de cada region.

A continuacién y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.2 los resul-
tados de flujo (en mWb) obtenidos para cada region del polo norte, donde
los valores numeéricos de los parametros son Vo = 3318.52Av, s = Tmm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm. Podemos observar como el flujo halla-
do en la entrada de cada ranura (¢?) es igual a la suma de los flujos hallados
en las superficies que delimitan dicha ranura (¢!, ¢? y ¢2).

5.3.3. Ranura Parcial

La figura 5.25 nos muestra la geometria del caso Ranura Parcial donde
podemos apreciar que hay siete regiones por polo, cuatro de tipo ranura (re-
giones I, III, V y VII) y tres del tipo diente (regiones II, IV y VI). Como
en los dos casos anteriores, en las primeras calcularemos los flujos que atra-
viesan las tres superficies que forman la ranura (¢!, ¢? y ¢2) asi como el
que atraviesa la superficie que forma la entrada de la ranura (¢%), mientras
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Region I: oy 0.493 ¢* -0.040 ¢? 1.030
gt 1.483

Region II: ¢ 13.125

Region III: ¢}, 1764 ¢2,, -0.101 &, 1815
1 3478

Region IV: ¢y 14.034

Region V: ¢, 1767 ¢ -0.101 ¢}  1.743
¢t 3.410

Region VI: ¢y, 9.477

Tabla 5.2: Flujos (en mWb) para cada region del polo central, con valores
numeéricos de los parametros Vy = 3318.52Av, s = 7Tmm, t = 16mm, g =
Smm 'y h = 21.5mm

que en las segundas hallaremos el flujo que atraviesa la superficie del diente
(¢¢). Empleando las ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51) hallaremos los
flujos de las regiones tipo ranura y con la relacion (5.47) el de las regiones
tipo diente. Como en casos anteriores, en las regiones tipo ranura se deberéa
cumplir que el flujo que entra en la ranura es igual a la suma de los flujos
que atraviesan las paredes de dicha ranura (¢! = ¢! + ¢2 + ¢%). El apartado
E.5 del anexo E recoge estas expresiones.

A partir de las expresiones del flujo (desde la ecuacion (E.48) hasta la
(E.66)) y para unos valores numéricos de los parametros, podemos obtener
los valores del flujo en cada una de las superficies de cada region.

A continuacién y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.3 los re-
sultados de flujo (en mWb) obtenidos para cada region, donde los valores
numéricos de los parametros son Vy = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm,
g =bmm, h = 21.5mm y z = 1/2. Podemos observar como el flujo hallado
en la entrada de cada ranura (¢?) es igual a la suma de los flujos hallados en
las superficies que delimitan dicha ranura (¢!, ¢? y ¢2).

5.3.4. Diente Completo

El altimo caso que vamos a estudiar es el de Diente Completo (figura
5.34) compuesto por tres regiones tipo diente (regiones I, III y V) y tres
regiones tipo ranura (regiones II, IV y VI). Como en casos anteriores, en las
de tipo diente s6lo hallaremos el flujo que atraviesa la superficie del diente,
¢, mediante la expresion 5.47; en las regiones de tipo ranura calcularemos
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Region I: o1 0.118 ¢2 -0.026  ¢? 0.331
ot 0.423

Region II: ¢ 11.957

Region III: ¢}, 1819 &%, -0.102 ¢, 1.826
£ 3543

Region IV: ¢py  14.147

Region V: ¢,  1.825 ¢%  -0.101 ¢}  1.816
6L 3539

Region VI: ¢yr  11.945

Region VII: oL, 0330 ¢%,, -0.026 ¢, 0.118
oy 0.422

Tabla 5.3: Flujos (en mWb) para cada region, con valores numéricos de los
parametros Vo = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm, h = 21.5mm
yz=1/2.

los flujos que atraviesan las tres superficies que forman la ranura, ¢!, ¢? y

3.y el que atraviesa la superficie que forma la entrada de la ranura ¢,
para lo cual utilizaremos las ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51). En
estas tdltimos sabemos que el flujo que entra en la ranura es igual a la su-
ma de los flujos que atraviesan las paredes de dicha ranura (¢! = ¢! +¢2+¢?).

Las expresiones de los flujos en cada region se hallan determinados en el
apartado F.5 del apéndice F.

A partir de las expresiones del flujo (desde la ecuacion (F.41) hasta la
(F.55)) y para unos valores numéricos de los parametros podemos obtener
los valores del flujo en cada una de las superficies de cada region.

A continuacién y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.4 los resul-
tados de fluyjo (en mWb) obtenidos para cada region del polo norte, donde
los valores numeéricos de los parametros son Vo = 3318.52Av, s = Tmm,
t =16mm, g = 5mm y h = 21.5mm. Podemos observar como el flujo halla-
do en la entrada de cada ranura (¢?) es igual a la suma de los flujos hallados
en las superficies que delimitan dicha ranura (¢!, ¢? y ¢2).
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Region I: o1 9.569

Region IT: ¢}, 1807 ¢%, -0.101 ¢% 1.820
ol 3.526

Region III: ¢;;; 14.144

Region IV: ¢;, 1726 ¢3, -0.101 ¢3, 1.819
4, 3543

Region V: ¢y  13.233

Region VI: ¢l,, 1.039 ¢2, -0.041 o3, 0.494
4 1.492

Tabla 5.4: Flujos (en mWb) para cada region, con valores numéricos de los
parametros Vg = 3318.52Av, s = Tmm, t = 16mm, g = bmm y h = 21.bmm

5.4. Flujo concatenado por una bobina

El objetivo que nos proponemos en este apartado es determinar el flujo
que concatenan las bobinas de nuestra maquina. Una vez conocido este flujo,
podremos observar como varia como consecuencia del movimiento del rétor
y obtener la fuerza electromotriz inducida en dichas bobinas.

Antes de comenzar a obtener este flujo, necesitamos conocer las caracte-
risticas del bobinado de nuestra maquina. Se trata de una maquina trifésica,
con 8 polos y 24 ranuras, que posee un bobinado distribuido, de tambor y
de una capa; cada estator de la maquina alojara 12 bobinas con un paso de
bobina de 3 ranuras; estas 12 bobinas se repartiran en tres grupos de cuatro
bobinas las cuales se conectaran en serie, formando cada serie una fase de la
maquina. En ambos estatores el procedimiento sera el mismo, pudiéndose co-
nectar en serie o en paralelo las fases homoénimas de cada uno de los estatores.

Para calcular el flujo que abarca una de estas bobinas, necesitamos co-
nocer las posiciones relativas de la bobina respecto al rotor de la maquina
a medida que éste se mueve. Definimos un pardmetro, al que llamamos off-
set, que nos va a proporcionar la posiciéon del rotor respecto de una posicién
determinada del estator que denominaremos inicial. Vamos a tomar como
posicion inicial aquella en la el principio de un polo norte de la méaquina se
encuentra situado en el medio de un diente del estator, es decir, la posicion
inicial corresponde con el caso de Diente Parcial cuando el parametro z vale
0.5. En la figura 5.62 se muestra esta posicién inicial asi como las ranuras
donde van alojados los lados activos de la bobina considerada y su paso de
bobina (7.). Ademas, en cada uno de los polos de la maquina no se han re-
saltado las bandas de desmagnetizacion de cada imén (éstas ya se han tenido
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en cuenta en el calculo del flujo que atraviesa los dientes y las ranuras del
estator en los diferentes casos considerados) sino que se han uniformizado los
polos, marcando con diferente color los polos norte de los polos sur (verde
oscuro para el norte y verde claro para el sur).

' U Y —
| Posicion inicial I T4
o . T <t -
| bl = 5 = s t
L] s y N R
=t A
2 hl |y [© ®
Y v .
A R, D, R, D, R, D, R, -
g : movimiento
v
A
A Im/2 A S N S N

Figura 5.62: Geometria que vamos a considerar para el calculo del flujo que
concatena una bobina.

En esta figura 5.62, también aparecen resaltados tres dientes (D, Dy y
Dj3) y cuatro ranuras (Ry, Ry, R y Rs3). El conocimiento del flujo que atra-
viese estos siete elementos nos permitird calcular el que abarca la bobina,
hallando los flujos en estos siete elementos a partir de los que hemos hallado
en la seccion (5.3) para cada una de las regiones en que dividiamos los di-
ferentes casos considerados (diente parcial, ranura completa, ranura parcial
o diente completo). De este modo el flujo de la bobina sera igual a la suma
de los flujos en los dientes y ranuras interiores de la bobina (dientes Dy, Do
y D3 y ranuras R; y Rs) mas una parte del flujo que atraviesa las ranuras
que alojan los lados activos de la bobina (Ry y Rj3), entendiendo por flujo
que atraviesa una ranura aquel que atraviesa la entrada de la ranura y que
representabamos por ¢2.

El que en las ranuras que alojan los extremos de la bobina sélo considere-
mos una parte del flujo que las atraviesa es debido a que no todo el flujo que
entra en esas ranuras concatenard todas las espiras que forman la bobina, ya
que una parte de ese flujo atravesara la superficie lateral externa de la ranura
respecto de la bobina (superficie lateral izquierda para Ry y superficie lateral
derecha para R3). Por ello, estos flujos los hallaremos a partir de la expresion
(5.51) pero multiplicando a la componente de la induccién por una funcion
de distribucion, procedimiento empleado por otros autores como [79] y [125].
La figura 5.63 muestra esta funcion de distribucién; observamos que la fun-
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cion de distribucién vale la unidad para puntos comprendidos entre las dos
ranuras que alojan la bobina (ranuras Ry y Ry y dientes Dy, Dy y D3) y varia
desde la unidad hasta cero para las ranuras Ry y R3, de forma lineal segin
nos movemos desde la superficie lateral interna de la ranura a la superficie
lateral externa.

A 4

- IO
-

H 0 Dl Rl D2 RZ D3 i R3 i
! A FD(X) ;
: 1 i
0
\ >
0 T 5 T X
2 2

Figura 5.63: Funcién de distribuciéon para una bobina

Para diferenciar los flujos obtenidos cuando la funcion de distribucion es
menor que la unidad de los hallados cuando vale la unidad, marcaremos los
primeros con el superindice “asc¢” o’desc” que hace referencia a que la fun-
cion de distribucion esta en el tramo creciente (o ascendente) o en el tramo
decreciente (o descendente), respectivamente. Los flujos existentes cuando
la funcién de distribucion vale la unidad coinciden con los calculados en la
mencionada seccion (5.3) por lo que no se marcaran con ninguna notacion
especial.

Las posiciones relativas que puede adoptar el rotor de la maquina respecto
a la bobina a medida que éste se mueve las vamos a clasificar en lo que
llamaremos posiciones. Vamos a estudiar las diferentes posiciones que se van
a originar y las relacionaremos con los cuatro casos estudiados (diente parcial,
ranura completa, ranura parcial y diente completo). Veamos estas posiciones:
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5.4.1. Posicién 1

La figura 5.64 muestra las posiciéon 1, que se corresponde con la posicion
inicial; el offset es cero y, comparandola con los casos estudiados, se trata del
caso diente parcial con un valor de z de 0.5 (el principio del polo coincide
con el medio de un diente del ranurado). En la parte inferior del entrehierro
se indica el ntimero de la correspondiente region del caso diente parcial. Si
este nimero es negativo, significa que estamos bajo un polo sur y, debido a la
periodicidad anticiclica del problema, los valores del campo, de la induccion
y del flujo serdn los contrarios a si estuviéramos bajo un polo norte. En el
resto de posiciones, se repetira esta indicacion.

Posicion 1: Offset=0

L e L

movimiento

-~
-~

O
py)
O
py)
py)

S
=
v
~
N

I
Y%

v

v
VIl o
[

I

S N S N

Figura 5.64: Posicion 1

. . . ., S1 ‘.
El flujo concatenado por la bobina en esta posicion , ¢ pina, S€ra:

Dobina = D3¢ + 00, + Gr, + Op, + Gy + Sp, + OFC (5.69)

Cada uno de los flujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos de la
bobina, se pueden expresar en funcion de los flujos de las diferentes regiones
del caso Diente Parcial (5.3.1), del modo siguiente:

®p, = Q111,0P »

¢R1 - ¢IV,DP )
¢D2 = gbV,DP 3

gsz = ¢VI7DP

¢D3 = (bVII,DP =+ Qbe,DP = (bVII,DP - (bI,DP
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Respecto al flujo que atraviesa la ranura Ry, si consideraramos todo el
flujo que entra por la ranura, tendriamos:

s

PR, = Qb}ll,DP = - / B;] (z,h)dx

0

Si calculamos el flujo teniendo en cuenta la funcién de distribucion, éste seria:

S S

X
PEC = ¢ pp = —/B;f (x,h) - Fp(x)dr = —/B;I (z,h) - gdx

0 0
donde hemos sustituido Fp(z) por su valor en el intervalo de integracion. De
forma andaloga, vamos proceder con la ranura Rj.

La totalidad del flujo que atraviesa esta ranura sera:

¢ry = ¢—11.0p = — [ By (z,h)de = — [ [-B}' (z,h)] dz =
0 0

fB " xh dx——¢UDP
0

Si tenemos en cuenta la funciéon de distribucion, resulta:

s

gbdesc — fB;II (I, h) - Fp ((L‘) dr = js‘Bél (.CE', h) - Fp (:E) dr =
0 0

= —ofibp = [ B (,h) - (1= %) do
0
donde hemos reemplazado el valor de Fip(x) en el intervalo de integracion.

Sustituyendo en la expresion (5.69) todos los flujos de dientes y ranuras,
obtenemos:

Bobina = D1ipp + G111.0P + G1v,0P + Gv.DP + SviDPF

+ovir,pp — ¢1,pP — ??‘ff)p

Si en la anterior expresion, omitimos en la notacion la referencia al caso
Diente Parcial (subindice DP), el flujo que concatena la bobina en la posicion
1 tiene por expresion:

Bobina = G137+ G111 + drv + dv + dvr + dvir — ¢r — 7 (5.70)
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donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial. Aunque en esta expresion desconocemos los flujos ¢3¢ y ¢dese,
nos serd util para establecer un patron que nos permite hallar el flujo de la
bobina cuando el offset sea superior al paso de ranura, como veremos mas

adelante.

Por otro lado, la suma de los flujos de las ranuras Ry y R3 es:

s

Puse 4 s = besz (z,h) -t + [ B (x,h) - (1 - %) dw =

0

= =2 [ B} (z,h) - Ldx + fBH (z,h)dr = 20%° — dr, =
0

d
= Or, T PRy, = 2071.pp — P11,0P

logrando expresar la suma en funciéon del flujo total que atraviesa la ranura

Ry, ¢11,0pP, ya conocido, y del flujo que concatena la bobina en la ranura R,

asc
I1,DP"

Sustituyendo esta relaciéon en la expresion (5.70) obtenemos:

Boving = 2015 pp+0111,0P+O1v.0P+Ov.0P+OVIDPFOVILDP—G1.DP—D11,DP

Si en la expresion anterior, también omitimos en la notacién la referencia
al caso Diente Parcial (subindice DP), el flujo que concatena la bobina en la
posicion 1 tiene por expresion:

o g = 20935 4 b1 + drv + Gy + by + dvir — b1 — b (5.71)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial y donde todos los flujos son conocidos excepto ¢¢;°. Vamos a
obtener la expresion de este flujo.

La expresion de ¢%;° en funcion de la induccion, seréd igual que la del flujo
que entra por la entrada de la ranura (5.51 pero introduciendo la funcion de
distribucion:

S
asc 17 z

0
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sustituyendo la expresion de BJ!, ecuacion (5.36), tenemos:

Trop = j {Mo i bn,o " csch ["T(h + g)] sen (") cosh (”“h)} - Ldz+

0 n=1

+ [ {Mo X K i esch (775 senh (352 cos (%)} et
0

—l—fs {No > K? th csch <"“S> senh ["”}Ei;x)] coS (%)} 2y =
0 n=1
= Mo i me nTWCSCh [ns—ﬁ<h —|—g)] cosh (HTM) f%se (mrx) dr+

n=1 o

S

0 Z K2 csch (725 cos (332) [ £senh (322 ) dot
0

S
+o Z n g csch <ﬁsg> CcoS (Zfl) bf—senh [ } dx
Realizando cada una de la integrales por partes y sustituyendo los limites
de integracion, resultaria:

ase — _ 1o i (—1)" b2 csch [%g)] cosh (n_Tsrh) +

n=1

+ o Z K? coth <h+5g> Cos (ﬁ)—
(5.72)

0

2/ nws

— 1o 21 K; csch <h+
n=

—pg > (Kg — Kg’) ';;g cOS <ZL+2>

n=1

Sustituyendo esta ecuacion junto con las expresiones (5.53), (5.57), (5.58),
(5.62), (5.63), (5.67) y (5.68) en la ecuacion (5.71) conoceremos el valor del
flujo concatenado por la bobina en esta posicion.

5.4.2. Posicidén 2

La figura 5.65 muestra las posicion 2; el offset es % — 2zt y, comparandola
con los casos estudiados, se trata del caso diente parcial con un valor de z
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que disminuye desde 0.5 hasta 0 (para todos estos valores el principio del
polo esta debajo de un diente del ranurado).

Posicion 2: offset = %—zt (z varia desde 0.5 hasta 0)

zt AL
—>
L o [ LI
; R,i D, iR i D, iR,i Dy Rs o
: i movimiento
=i S22 >iSiISHT
S N N7 s N
Offset |
—_— -

Figura 5.65: Posicion 2

Esta posicion es totalmente idéntica a la posiciéon 1, excepto que ahora el
parametro z varia mientras que antes tenia un valor fijo e igual a 0.5. Por lo
tanto, las expresiones que proporcionan el flujo que concatena la bobina en
funciéon de los flujos en las regiones correspondientes al caso diente parcial
seran idénticas en ambas posiciones.

Asi, podemos escribir que el flujo que concatena la bobina en la posicion
2 es:

oping = O1C+ b111 + drv + Oy + by + dvir — dr — I (5.73)
o bien
ebina = 2053 + brrr + drv + dv + dvi + dvir — b1 — b (5.74)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial y donde todos los flujos son conocidos.

5.4.3. Posicién 3

La figura 5.66 muestra las posiciéon 3; el offset es % y, comparandola con
los casos estudiados, se trata del caso ranura completa (el principio del polo
coincide con el comienzo de una ranura del ranurado).
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Posicidn 3: Offset :%

R, i D, iR, :D, iR iD, iR, o
movimiento
= = i = 2 i s -
S N S N
Offset | i
—_— -

Figura 5.66: Posicion 3

El flujo concatenado por la bobina en esta posicion , ¢y, Sera:

obina = OB+ 0D, + Or, + Op, + O, + b, + DR (5.75)

Cada uno de los flujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en funcion de los flujos de las diferentes
regiones del caso ranura completa (5.3.2), del modo siguiente:

¢D1 = ¢II,RC:

®Rr, = QII1.RC,
®p, = P1v.RC

¢R2 - ¢V,RC

¢D:s = QSVI ,RC

Respecto a los flujos que atraviesan las ranuras Ry y Rs, el planteamiento
es similar al de las posiciones 1 y 2, excepto que ahora la region involucrada
en las expresiones de estos flujos es la I de ranura completa en lugar de la II
de diente parcial. Realizando este intercambio de notacioén, podemos obtener
las expresiones que resultarian para esta posicién a partir de las obtenidas
para la posicion 1:

S S

asc asc Qj
P = LRC:—/B;(x,h)-FD(x)d:c:—/B;(:c,h)-gdx

0 0
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S

clge;cz_bef(xh) (dg:_foa:m D (z)dr =

s

=~ = Of ) (1—2)da

Asi, la expresion del flujo de la bobina en la posicion 3 es:

S3 asc desc
Bobina = PT re + P11,RC + P111,RC + Q1V,RC + PV,RC + PVIRC — I,RC

y si omitimos en la notacion la referencia al caso ranura completa (subindice
RC), este flujo viene dado por:

Boping = OFC + b11 + G111 + drv + v + dvi — ¢7F° (5.76)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del ca-
so ranura completa. Igual que en las posiciones anteriores, esta ecuacion nos
servird para poder obtener de forma recurrente el flujo de la bobina en la
misma posiciéon pero con un offset aumentando en un multiplo del paso de
ranura.

Del mismo modo, la suma de los flujos en Ry y en R3 sera:
G + 152 = 207 — br.mo
y por lo tanto
Bovina = 207%c + ¢11,rC + 111,RC + d1vire + Gvire + dvire — G1.RC
o bien, omitiendo la referencia al caso ranura completa

Topina = 207 + b1 + brir + drv + dv + dvi — 61 (5.77)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura completa y donde todos los flujos son conocidos, menos ¢¢*; dado

que formalmente las expresiones de B]' para diente parcial y de B, para
ranura completa son iguales, podemos obtener la expresion del flujo (b“sc
la posicion 3 a partir de la del flujo ¢%;¢ en la posicién 1, siendo esta expresion:
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e}

P3¢ = —pg Y (=1)" by csch [—m(};”)] cosh (””h) +

>_

—Ho nz::1 K} csch <,’;‘I‘;) cos <h+g> —

L“

+ 1o Z K} coth <h+z> Cos (

>
Q

(5.78)

‘D

o 3 (K} — K') 2 cos (322)

n=1

Si reemplazamos en la ecuacion (5.77) las expresiones (D.44), (D.45),
(D.49), (D.50), (D.54), (D.55) y (5.78) obtendremos el valor del flujo que
atraviesa la bobina en esta posicion.

5.4.4. Posicioén 4

La figura 5.67 muestra las posicion 4; el offset es £ 4s(1—z) y, comparan-
dola con los casos estudiados, se trata del caso ranura parcial con un valor
de z que disminuye desde 1 hasta 0 (para todos estos valores el principio del
polo esta debajo de una ranura del ranurado).

Posicion 4: offset - é+ s(1-2z) (zvariadesde 1 hasta 0)

zs st
?0 Dl Rl DZ RZ D3 ?3 . .
— s _ _ movimiento
+ - — —] = > > f‘ T
S | N S N
Offset | 1
_»_34_

Figura 5.67: Posicion 4

. . « ., S4 .
El flujo concatenado por la bobina en esta posicion , ¢, .., Sera:

Bobma = (basc + ¢D1 + ¢R1 + ¢D2 + (bRg + ¢D3 + (bdesc (579)
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Cada uno de los flujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en funcion de los flujos de las diferentes

regiones del caso ranura parcial (5.3.3), del modo siguiente:
¢p, = ¢11,RP,

Or, = O111,RP>
®py = O1V,RP,

¢R2 = (bV,RP

y
¢ps = QvI,RP

Respecto al flujo que atraviesa la ranura Ry, podemos escribir:

asc ___ asc asc _
B = OV rp + 9T R =

s(1-2) s
= of B/ (x,h) - Fp(z)dz— [ B} (x,h) Fp(z)dx=

s(1—=z)
s(1—2) s
[ B (x,h)-%dx— [ B](x,h)- Ldr=
0

s(1—2)

S(].—Z) Sz
= g’ By (x,h) - £dx — OfB;(x,h)- [(1—2)+ %] da

donde hemos sustituido Fp(x) por su valor en el intervalo de integracion.

De forma anéloga, vamos proceder con la ranura R3. El flujo que atraviesa
esta ranura, teniendo en cuenta la funcion de distribucion, sera:

desc __ _desc desc _
Rl = OVilerp T X R =

s(1—2) s
- — Of B;/H(x,h)-FD(x)dx+(f)B;(x,h)~FD(x)dx:
s(1—z

s(1—z) s
=— [ B/ (z,h)-(1-%)de+ [ B;(:c,h)~(1—f)d:v:
0 s(1—=2)
s(1—=2) sz
=— [ B/ (x,h)- (1—2)de+ [ Bl (x,h)- (2 —%)da
0 0
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donde hemos reemplazado el valor de Fip(x) en el intervalo de integracion.

Ademas, operando con las expresiones obtenidas en las ranura R, y R3
resulta:

O + 05 = (0% 11 + 01%ip) + (D57 rp + 0% 5%p) =

(5.80)
= (0%V11.rp + OFi1 rp) + (07%p + 027 %p)
Si operamos sobre el primer par de sumandos de (5.80), queda:
s(1— s(1-2)
LiS&ILRP + Cxl/eISIC,RP = “(( BVH (z,h) xdff - of B;/H (z,h)- (1 - f) dz
s(1—2)
=— [ B/ (x,h)-(1-2%)dx =
0
s(1—=2) 5(1—2)
=— [ B/ (z,h)yde+2 [ x By (x,h)de=
0 0
s(1—2)

= ¢VH,RP + % f z - BZ‘J/H (357 h) dr = ¢VU,RP + ¢s(1fz),VII
0

es decir
Viirp T ¢(\i/ezsf,RP = QvILRP t Qs(1—2)VII
donde
) s(1—z)
_ VII
¢s(1fz) = g / x - By (.’13 h) d
0

Si hallamos esta tltima integral, reemplazando la expresion de By

, ecuacion
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(E.47), e integramos por partes, llegamos a:

Ps(i—z)vir = fo p 2(—1)"bpe (1 — 2) csch [m(hﬂ)’)} cosh [—””ZJ —
n=1

—po . 2K (1 — 2) coth [%1;2)} cos (ﬁ)—l—

n=1

+110 Z 2Q, (1 — 2) csch [%192)] cos (}‘L’Tﬂ;)—l—

w=1

o 3 2] h2tcos () -

n=1

~i0 3 2Q 152 cos (22
(5.81)

Igualmente, trabajando con el segundo par de sumandos de (5.80), resulta:

¢?,SIC%P+¢def%p=—0fBé(x,h)- [(1—2)+%] d;c+be;(x,h)-(z—§)dx:
= — [ B} (z,h)- [(1 —22) + 2% dz =
0
——(1—2z)0fB§(ac,h)dx+%{x-B;(x,h)dx:
=(1—22)¢rrp+2 [z B] (z,h)de = (1 —22) pr.rp + ds=r1
0
es decir

Pr°rp + ieIS,CRP = (1 —22)¢1.rp + bsz1

donde ¢, viene dado por:

Sz

2
¢sz,[ - g/ngl/ ([E,h)dl’

0

Si hallamos esta tltima integral, reemplazando la expresion de Bé , ecua-
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cion (E.35), e integramos por partes, llegamos a:

Geot = 200 3 (~1)" by csch [22059)) cosh (222)

sz sz
n=1

—2/10 Z Q. csch <“”rsz> cos (%) - (5.82)

>

>
<

+2p0 > K} coth (%) cos <”i
n=1

n nwsz h+g

_2ﬂ0 Z K1 h+g CoS (nﬂ'h)+

2410 3 Qu 5 cos (172)

n=

Sustituyendo en la expresion (5.79) todos los flujos de dientes y ranuras,
obtenemos:

Bobina = — Vi rp T 9T Rp + O11,RP + G111 RP + O1V,RPT

+ov.rp + Ovigp + ¢V6U RP — Cfl,e}sch

y si omitimos en la notacion la referencia al caso ranura parcial (subindice
RP) este flujo viene dado por:

Bobing = — OV + 01+ b1 + Grir + drv + v + v+ S5 — 07 (5.83)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del ca-
so ranura parcial, expresion que usaremos para hallar el flujo de la bobina
cuando el offset sea superior al paso de ranura, como veremos mas adelante.

Recolocando los sumandos de la expresion anterior:

%ibina = =V rp t O1°kp + C11.RP + O111,RP + O1V.RP
+¢v.rp + Ovirp + ¢veff RP — ?,ezfecp =
TrRP — Cb?,efich + ¢11,rP + P111,RP + Or1V,RPT
+ov.rp + Ovirp + G5 pp — O3S Rp =
= (1—22)¢r,rp + Gs2.1 + G11,5P + Cr11,RP + Or1v.RPT

+ov,rp + OvIRP + OVILRP + Ps(1—2) VI
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Es decir

o vina = Gs21 + (1= 22) ¢r.rp + Gr1.RP + G111.RP + Prv.RPT

+ov,rp + OVIRP T OVILRP T Os(1—2)VII

o bien, omitiendo la referencia al caso ranura completa

%ﬁbina = Gozr + (1 = 22) o1 + 11 + 111 + Orv+
(5.84)

+ov + ovi+ dvir + sa—z)vir

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura parcial y donde todos los flujos son conocidos, ya que o bien se trata
de los hallados en el caso ranura parcial, ecuaciones (E.51), (E.52), (E.56),
(E.57), (E.61), (E.62) y (E.66), o bien son las expresiones obtenidas en este
apartado, ecuaciones (5.81) v (5.82).

5.4.5. Posiciéon 5

La figura 5.68 muestra las posicion 5; el offset es % + s y, comparandola
con los casos estudiados, se trata del caso diente completo (el principio del
polo coincide con el comienzo de un diente del ranurado).

- -z t
Posicion 5: Offset=5+s

RU Dl Rl D2 RZ D3 R3 . »
- - movimiento
> - =i = 2> i3
S N S N
Offset 3

Figura 5.68: Posicion 5

. . . ., S5 ‘.
El flujo concatenado por la bobina en esta posicion , ¢, . sera:

B bina = OEE+ Op, + Or, + O, + Oy + by + PE (5.85)
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Cada uno de los flujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en funcion de los flujos de las diferentes
regiones del caso ranura completa (5.3.2), del modo siguiente:

¢D1 = ¢I,DC>

¢R1 = ¢II,DC;
®p, = P111.0C,

®r, = O1V,DC

QSDS = (bV,DC

Respecto a los flujos que atraviesan las ranuras Ry y Rs, el planteamiento
es similar al de las posiciones 1 y 2, excepto que ahora la region involucrada
en las expresiones de estos flujos es la VI de diente completo en lugar de la II
de diente parcial. Realizando este intercambio de notacion, podemos obtener
las expresiones que resultarian para esta posicién a partir de las obtenidas
para la posicion 1:

S S

asc asc asc T
Ry — P-vipc = —Pvipc = /B;I (z,h) - Fp (v)dx = /Bg‘//l (z,h)- gdm
0 0
y
esc asc x
¢Czlz3 = ®vipc = _/B;I(xah)'FD(x)d‘r: —/B;I(xah) : <1—§) dx
0 0
Asi, la expresion del flujo de la bobina en la posicion 5 es:
Bopina = — VS pe + dr.pc + d11.00 + G111.0c + Srv.oc + dv.oc + B

y si omitimos en la notacion la referencia al caso diente completo (subindice
DC), este flujo viene dado por:

O ina = — N+ dr + b1+ drir + Grv + Py + B (5.86)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del ca-
so diente completo. Igual que en las posiciones anteriores, esta ecuacion nos
servird para poder obtener de forma recurrente el flujo de la bobina en la
misma posicion pero con un offset aumentando en un multiplo del paso de
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ranura.

Del mismo modo, la suma de los flujos en Ry y en R3 sera:
asc + ¢desc _ %ff,DC + QbVI,DC
y por lo tanto
%ibma = —2 (\1/S]C7DC ++¢1,pc + O11.0C + 111,00 + P1v.DC + Pv.pC + OviDC

o bien, omitiendo la referencia al caso diente completo

Bobing = Vit ¢+ o+ o+ ¢rv + oy + gvr (5.87)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente completo y donde todos los flujos son conocidos, menos ¢y 1%%¢; dado

que formalmente las expresiones de B]' para diente parcial y de B} para
diente completo son formalmente iguales, podemos obtener la expresion del
flujo ¢y 1°° en la posicion 6 a partir de la del flujo ¢¢° en la posicion 1,
obteniendo:

o0

9t = —pp Y, (—1)" by csch [%g)} cosh (2Z) —

n=1

— 1o Z K? coth( +g> Ccos (%)—
(5.88)
— o Z K csch (”“S> Cos <Z—IZ>+

+ 1o i (KS+ K8) 22 cos (”“h>

nms h+g
n=1

Si reemplazamos en la ecuacion (5.87) las expresiones (F.41), (F.45),
(F.46), (F.50), (F.51), (F.55) v (5.88) obtendremos el valor del flujo que
atraviesa la bobina en esta posicion.

5.4.6. Posicidén 6

La figura 5.69 muestra las posicion 6; el offset es ¢ (% + z) + sy, compa-
randola con los casos estudiados, se trata del caso diente parcial con un valor
de z que disminuye desde 1 hasta 0.5 (para todos estos valores el principio
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Posicion 6: offset = %+ s+t(l-2z)= t[g—zj +s (z varia desde 1 hasta 0.5)

Lozt S . t ,
R,i iD, iR, i D, iR,i D, iR, ' o
— i movimiento
> s =2 > i35i
s =1 N S N
Offset :
—>—:<_

Figura 5.69: Posicion 6

del polo esta debajo de un diente del ranurado).

. . « ., S6 .
El flujo concatenado por la bobina en esta posicion , ¢, Sera:

%?Jbzna = qsaRSOC —I— ¢D1 + ¢R1 + QSDQ + ¢R2 + ¢D3 + ¢dRCBSC (589)

Cada uno de los flujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en funciéon de los flujos de las diferentes
regiones del caso ranura completa (5.3.2), del modo siguiente:

®p, = ¢_vir,pp + ¢1,0P = —®viII,pP + P1,DP,

®r, = P11,0P>
®p, = Q111,DP>

Or, = P1v.0P

¢D3 = ¢V,DP

Respecto a los flujos que atraviesan las ranuras Ry y R3, el planteamiento
es similar al de la posicién 2, excepto que ahora la regiéon involucrada en las
expresiones de estos flujos es la VI en lugar de la II, ambas de diente parcial.
Ya que las expresiones de las magnitudes en ambas regiones son formalmente
idénticas, realizando pequenos cambios, podemos obtener las ecuaciones que

resultarian para esta posicion a partir de las obtenidas para la posiciéon 2.
Asi:
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S

asc asc asc T
Ry, — P—vipp = —Pvipp = /B;/I (x,h) - Fp (z)ds = /B;I (z,h)- gdw
0 0

¢dR€SSC: (‘i/?IS,CDP = _/B?‘J/I(‘I7h) FD(ZE)dJ]: _/B;/I(x,h) : (].— %) dx
0 0
Por lo tanto, la expresion del flujo de la bobina en la posicion 6 es:

S6 d
Bobina = —PVIL.pp—®vir,pp+o10p+¢11,0P+0111,0P+01v,DP+OV,DP+OVT D

y si omitimos en la notacion la referencia al caso diente parcial (subindice
DP), este flujo viene dado por:

Boping = —OUT — dvir + d1 + G + brir + drv + by + GLF° (5.90)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial. Esta expresion la emplearemos mas adelante.

Del mismo modo, la suma de los flujos en Ry y en Rj3 sera:
B+ 0% = =20V pp + dvipp
y por lo tanto
B bing = —20V1 pp—®vrir,ppt+@1,0P+011,0P+ 0111, 0P+ O1v,DP+OV,DP+OVI DP

o bien, omitiendo la referencia al caso diente parcial:

obina = —20VT — dvir+ ¢r + érr + drir + drv + dv + dus (5.91)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial y donde todos los flujos son conocidos, menos ¢{f; dado que
formalmente las expresiones de B} y de B}/, ambas para diente parcial, son
iguales, podemos obtener la expresion del flujo ¢{f en la posicion 6 a partir

de la del flujo ¢¢}° en la posicion 2, siendo esta expresion:
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o0

%/'SIC = —Ho Z (—]_)” bnﬁ csch [M] cosh (’Vlﬂ'h) +

>_

—Ho nz_:l K csch (ﬂ;) cos <h+g>—

‘?‘

+ o Z K$ coth <h+f}> Cos (

>
Q

(5.92)

‘D

o 3 (K3~ KY) 2 cos (3t

n=1

Sustituyendo esta ecuacion junto con las expresiones (5.53), (5.57), (5.58),
(5.62), (5.63), (5.67) y (5.68) obtendremos el valor del flujo que atraviesa la
bobina en esta posicién.

Hasta aqui, el offset ha variado desde 0 hasta el paso de ranura 7,. Las
siguientes posiciones, se van a corresponder con las ya estudiadas pero con el
offset aumentado en un paso de ranura. Por ello, podremos obtener las nuevas
expresiones a partir de las deducidas hasta ahora realizando algunos cambios;
para saber qué cambios tenemos que realizar s6lo deberemos fijarnos en qué
regiones se encuentran y se encontraban en posiciones analogas. Vamos a
verlo:

5.4.7. Posicién 7

La figura 5.70 muestra las posiciéon 7.

El offset es ¢ (% — z) +s = % — 2zt + 75 es decir, el de la posicién 2 més un
paso de ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posicion 7 a partir
de las de la 2. Como el lugar que en la posiciéon 2 lo ocupaba la region II
ahora lo ocupa la region -VI, podremos deducir estas expresiones teniendo
en cuenta las diferencias que hay entre la region Il y la VI del caso diente
parcial. (Este planteamiento también lo podiamos haber aplicado en la po-
sicion 6, pero hemos preferido estudiarla igual que las posiciones anteriores
y asi obtener todas las expresiones de la misma forma cuando el offset varia

entre 0 y el paso de ranura).

Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el flujo que conca-
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Posicién 7:Offset = é+s+t(1—z) - %—Zt+‘rs (z varia desde 0,5 hasta 1)
i st
R,i Di iR, i D, iR,iD, iR/} 1} o
—i= _ _ H movimiento
> > * = =iz2 > H
s |{] N S N
Offset :
—»—:‘_
Figura 5.70: Posicion 7
tena la bobina en la posiciéon 7 es:
%mea ==V — Qv+ ¢+ O+ rir + drv + oy + gbdesc (5.93)
o bien
S asc
B7obina - _2¢

— Gvir+ ¢r + Q11 + Grir + v + Ov + dvg (5.94)

siendo la expresion de ¢ff:

9= —pp Y, (—1)" by csch [M] cosh (2Z) +
n=1
+ o Z K$ coth <h+;> oS <h—+;‘>—

(5.95)
— o Z K csch ("“) oS (%)—

o35 (5 KE) Bt o (22)

nmws h+g
n=1

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial, siendo todos los flujos son conocidos.

5.4.8. Posicién 8

La figura 5.71 muestra las posiciéon 8.
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Posicién 8: Offset =§t+s _ éﬂs

s t
R,i D, iR, i D, iR,i D, iR, : -
_ i movimiento
> S i—- =iz o> > :
S N S N
Offset :
—>—t<_

Figura 5.71: Posicion 8

El offset es %t + s = % + 75 es decir, el de la posiciéon 3 méas un paso de
ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posicion 8 a partir de las de
la 3.

Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el flujo que conca-
tena la bobina en la posiciéon 8 es:

Bobing = —OV° — dvi+ b1 + b + drir + drv + O (5.96)
o bien
Bobina = =200 — dvi+ ¢1 + b1 + drr + drv + oy (5.97)

siendo la expresion de ¢{7:

o0

Py = —po Y, (=1)" b3 csch [—””(I;Jrg)] cosh (2Z) 4

s
n=1

[e.e]
_ 5’ nms nmwh)__
Ho n§_1 K, csch <h+g) cos <—h+g)

>

>
Q

0 32 K7 coth (725) cos (3
n=1
(5.98)

— 4o i (Kf; — KE’) % cOS (%)

n=1

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura completa y todos los flujos son conocidos.
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5.4.9. Posicién 9

La figura 5.72 muestra las posiciéon 9.

Posicion 9: offset = %t+s+s(1—z) = é+ s(1-z)+7, (z varia desde 1 hasta 0)

.. 2S g =‘t=
Ryi D, iR i D, iR, i D; iR, movimiento
> = — = > > :
RN - :
sCoF|N) N - N

Offset.

Figura 5.72: Posicion 9

El offset es 2t +s+5(1 — 2) = £ +5(1 — 2) + 7, es decir, el de la posicion
4 mas un paso de ranura, pero ahora el planteamiento es més sencillo, ya
que la ranura que estd compuesta por dos regiones no es ninguna de las que
alojan a la bobina, mientras que en la posicion 4, ambas ranuras estaban
formadas por dos regiones, lo cual complicaba el cdlculo del flujo en estas
ranuras. Por esta razon, vamos a deducir el flujo que concatena a la bobina
en esta posicion. Este flujo le podemos expresar en general por:

%gobina = ¢GRSOC + ¢D1 + QSRI + ¢D2 + ¢Rz + ¢D3 + qstegsc

que, teniendo en cuenta las diferentes regiones del caso ranura parcial, es
equivalente a:

Pobina = — OV — dvi — dvir + G1 + Grr + Grrr + v + ¢ (5.99)

0 bien

Topinag = =208 — dvi — dvir + b1 + d1r + brir + drv + dv (5.100)

La expresion de ¢{7° la podemos obtener a partir de la de ecuacion de
95¢ en la posicion 8 (ecuacion 5.98), ya que las expresiones de B;/ en el caso

ranura completa y ranura parcial son formalmente idénticas. De esta forma,
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podemos expresar:

o= —po > (=1)" by csch [%g)] cosh (2Z) +
n=1
+ o Z K? coth (HZ) Cos (h—+2>—

(5.101)

— 1o i (K: — Kf;/) % cos (Zf;)

n=1

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura parcial y donde todos los flujos son conocidos.

5.4.10. Posicién 10

La figura 5.73 muestra las posicién 10.

Posicion 10: Offset =§t+25 :%+s+rS

st
R,i D, iR,i D, iR,i D, iR, : .
: movimiento
> > ;I - = = > H
S N S N
Offset 3

Figura 5.73: Posiciéon 10

El offset es gt + 25 = % + s + 7, es decir, el de la posicion 5 mas un paso
de ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posicion 10 a partir de
las de la 5.

Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el flujo que conca-
tena la bobina en la posiciéon 10 es:

Bogina = —O1% — dv — dvi + b1 + b1 + brrr + OFF (5.102)
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0 bien
Bogina = 208 — v — dvr + 1 + bir + drur + drv (5.103)
siendo la expresion de @i
B = o Y ity osch | LR cogh | Dk
k=1
o 3 ) coth (772) cos (332) -
(5.104)
—po > K¥ csch <;‘_’£Sg> COS (Zf;) —
n=1
- "\ ht nwh
—Ho 712::1 (K:}b - Kfl) ’VL7T:Z cos (h-i—g)

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente completo y donde todos los flujos son conocidos.

5.4.11. Posiciéon 11

La figura 5.74 muestra las posicion 11.

Posicion 11:0ffset = §t+25+t(1—z) = t(§—2)+ S+7, (z varia desde 1 hasta 0.5)

s t
Lk e ||
R,i D, iR i D, iR,i D, iR, : o
> > i3> poizi=iz movimiento
S [w N S N
Offset 3

Figura 5.74: Posici6on 11

El offset es %t+25+t(1 —z)=t (% — z) + 5+ 7, es decir, el de la posicién

6 mas un paso de ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posicioén
11 a partir de las de la 6.
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Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el flujo que conca-
tena la bobina en la posicion 11 es:

Bobing = —OH — dv — dvi — dvir + dr + b + drir + O (5.105)

0 bien

Boping = —207% — v — dvi — dvir + ¢1 + b11 + brir + drv (5.106)

asc.

siendo la expresion de @i

I = o % csch [W] cosh [(2k—sl)vrh] n
k=1

Q

+ 1o Z_:l K? coth (2—_’@) Cos (”—_’:h)—
(5.107)

=S
+1(2

< =

N——
|

— 1o nZ::l K csch (Z—E) cos (

o0

4 4\ htg nrh

—Ho Z (Kn - Kn) nws cos <h+g>
n=1

donde los subindices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso

diente parcial y donde todos los flujos son conocidos.

5.4.12. Posiciones siguientes

El movimiento del rétor seguira originando posiciones, pudiendo calcular
el flujo abarcado por la bobina de una forma similar a la realizada hasta
el momento. No obstante, otra alternativa es deducir la expresion del flu-
jo concatenado por la bobina, a partir de la expresion de este flujo en las
posiciones estudiadas correspondientes a caso iguales, es decir, conocida la
expresion del flujo de la bobina para las posiciones estudiadas correspon-
dientes a, por ejemplo, diente parcial, podemos intentar obtener cual serfa su
expresion para cualquier posicion correspondiente a diente parcial. De forma
anéloga lo realizariamos para los restantes casos. Vamos a comenzar con el
caso diente parcial (con z variando desde 0.5 hasta 0), para proseguir con
ranura completa, ranura parcial, diente completo y terminando con diente
parcial (con z variando desde 1 hasta 0.5).
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Posiciones de Diente Parcial (z desde 0.5 hasta 0)

En la figura 5.75 se muestran las regiones correspondientes a los dientes
y ranuras abarcados por la bobina en cada una de las posiciones estudiadas
(posiciones 2 y 7) para el caso Diente Parcial, con 7z variando desde 0.5 hasta
0. Estas regiones se han obtenido a partir de la ecuacion (5.73), para la
posicion 2, y de la ecuacion (5.93), para la posicion 7.

Posicion 1, R, D,

[1ase i v Vv VI VII-I -jdese
Vst -VII+ Il 1] \Y \Y y|dese

=
~
Al |W|IN|F|O

Figura 5.75: Regiones correspondientes a las posiciones estudiadas del caso
Diente Parcial (z varfa desde 0.5 hasta 0)

Observando las dos primeras filas vemos como consecuencia del incremen-
to en el offset de un paso de ranura, las regiones que estaban en un diente o en
una ranura se desplazan al proximo diente o ranura; ademas, las posiciones
que difieren en el offset en tres pasos de ranura, debido a la periodicidad anti-
ciclica del problema, las regiones son las mismas pero con el signo cambiado.
De esta forma podemos completar toda la tabla hasta llegar a un incremento
del offset de 5 pasos de ranura. La siguiente posicion, corresponderia aun in-
cremento del offset de seis pasos de ranura, es decir, un par de polos, siendo
equivalente a la primera posicién (posicién 2 en esta caso). La figura 5.76
muestra las regiones correspondientes a los dientes y ranuras abarcados por
la bobina en todas las posiciones para el caso Diente Parcial, con z variando
desde 0.5 hasta 0.

A partir de esta tabla podemos determinar el flujo que concatena la bo-
bina para cualquier posicion del caso diente parcial, con z variando desde 0.5
hasta 0.

Posiciones de Ranura Completa

En la figura 5.77 se muestran las regiones correspondientes a los dientes
y ranuras abarcados por la bobina en cada una de las posiciones estudiadas
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Posicion
0
7 1| v | Vi I 1l \Y Y% v|dese
12 2 | v -V -Vi -VII+ ] 1] Ve
17 3 | - -l -V -V -VI VI | gpdese
22 4 | vi*e VII-I -l -l -V v _yj dese
27 5 | vee % Vi VIl-I I n _jy/dese

Figura 5.76: Regiones correspondientes a todas las posiciones del caso Diente
Parcial (z varia desde 0.5 hasta 0)

(posiciones 3 y 8) para el caso ranura completa. Estas regiones se han obteni-
do a partir de la ecuacion (5.75), para la posicion 3, y de la ecuacion (5.96),
para la posicion 8.

Posicion

[2se I I \V} Vv Vi -|dese
-\ase VI I I n \Y; ydese

0

1

13 2
18 3
4

5

23
28

Figura 5.77: Regiones correspondientes a las posiciones estudiadas del caso
Ranura Completa

La secuencia que se observa es la misma que en el caso anterior y se man-
tendra para los casos siguientes: desplazamiento al préoximo diente o ranura
y periodicidad anticiclica. De esta forma podemos completar la tabla, obte-
niendo la que se muestra en la figura 5.78, donde se muestran las regiones
correspondientes a los dientes y ranuras abarcados por la bobina en todas las
posiciones para el caso Ranura Completa.

A partir de la tabla de la figura 5.78 podemos determinar el flujo que
concatena la bobina para cualquier posicion del caso Ranura Completa.



5.4 Flujo concatenado por una bobina 291
PO 0 R, D R D R D R
3 0 e I n \Y; \Y; \Vii [fiese
8 1 -y3se VI I [} m v ydese
13 2 EEE -V -V -VI / 1] =
18 3 _j/asc -l -l -1V -V -vi jaesc
23 4 ess Vi ] -1l -1l -1V s
28 5 1113¢ v %4 Vi -l -l _Jy ¥ese

Figura 5.78: Regiones correspondientes a todas las posiciones del caso Ranura

Completa

Posiciones de Ranura Parcial

En la figura 5.79 se muestran las regiones correspondientes a los dientes
y ranuras abarcados por la bobina en las diferentes posiciones: las dos pri-
meras filas se corresponden con las posiciones estudiadas (posiciones 4 y 9)
para el caso Ranura Parcial, obtenidas a partir de la ecuacion (5.79), para la
posicion 4, y de la ecuacion (5.99), para la posicion 9. Ya que la secuencia ob-
servada es la misma que en los casos anteriores, podemos completar la tabla,
obteniendo las filas siguientes. A partir de esta tabla podemos determinar el
flujo que concatena la bobina para cualquier posicion del caso Ranura Parcial.

4 0 | VIS4 I i v v Y/

1 -3¢ -VI -VII+ 1l 1l v

14 2 -3¢ -1v -V -Vi -VII+l I

19 3 | viEseEe -1l -1l -Iv -V -VI

24 4 Ve Vi ViI-1 -1l -1l -1V

29 5 1] v % vi ViI-1 -l
Figura 5.79: Regiones correspondientes a las posiciones del caso Ranura Par-

cial
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Posiciones de Diente Completo

En la figura 5.80 se muestran las regiones correspondientes a los dientes y
ranuras abarcados por la bobina en las diferentes posiciones: las dos primeras
filas se corresponden con las posiciones estudiadas (posiciones 5 y 10) para
el caso Diente Completo, obtenidas a partir de la ecuacion (5.85), para la
posicion 5, y de la ecuacion (5.102), para la posicion 10. La secuencia obser-
vada es la misma que en los casos anteriores, permitiéndonos obtener las filas
siguientes. A partir de esta tabla podemos determinar el flujo que concatena
la bobina para cualquier posicion del caso Diente Completo.

Posicion
5 0 -v|Ese | I M v v \/dese
10 1| v -V -V | [ I \/dese
15 2 Nl -1l -V 7 -Vi | [ 965
20 3 Y/ e -l -1l -l -Iv Vv _yjdese
25 4 Iv#e % Z -1 I I L\ dese
30 5 fj== 1 v % % -l jj desc

Figura 5.80: Regiones correspondientes a las posiciones del caso Diente Com-
pleto

Posiciones de Diente Parcial (z desde 1 hasta 0.5)

En la figura 5.81 se muestran las regiones correspondientes a los dientes y
ranuras abarcados por la bobina en las diferentes posiciones del caso diente
parcial con z variando desde 1 hasta 0.5: las dos primeras filas se correspon-
den con las posiciones estudiadas (posiciones 5 y 10), obtenidas a partir de la
ecuacion (5.85), para la posicion 5, y de la ecuacion (5.102), para la posicion
10. Ya que la secuencia observada es la misma que en los casos anteriores,
podemos completar la tabla, obteniendo las filas siguientes. A partir de esta
tabla podemos determinar el flujo que concatena la bobina para cualquier
posicion del caso Diente Parcial, cuando 7z varia desde 1 hasta 0.5.

Realmente, estas posiciones son las mismas que las de Diente Parcial con
z variando desde 0.5 hasta 1 (apartado 5.4.12) ya que, por ejemplo, las re-
giones de las posiciones 5 y 6 son idénticas, como consecuencia de tratarse
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de la misma posicién. El principal motivo para considerar estas posiciones
de forma diferenciada, es que hemos fijado como posiciéon inicial cuando el
comienzo del polo coincide con el centro del diente y, al considerar el mo-
vimiento del rétor hacia la derecha, necesitamos, para estudiar un paso de
ranura por completo, terminar realizando un estudio de diente parcial, donde
z varia desde 1 hasta 0.5.

PO 0 Ro » = » R » o
6 0 | -vi® | -Vii+l I Il \Y v vcese
11 1] v -V -VI VI [ I [\/dese
16 2 | - -l -V 8% VI Vil+ | gpdese
21 3 | v VII-I Il -l IV V| s
26 4 | v 1% VI VII-I I M _jydese
31 5 liee i v v vi ViI-1 _Jj desc

Figura 5.81: Regiones correspondientes a las posiciones del caso Diente Par-
cial (z desde 1 hasta 0.5)

Aplicando las expresiones correspondientes y variando el offset desde cero
hasta dos veces el paso de polo (138 mm) en pasos de 1 mm, se ha calculado el
flujo que concatena una bobina formada por una tnica espira y cuyo espesor
es el del estator de nuestra maquina (60 mm). Los resultados obtenidos se
muestran graficamente en la figura 5.82. En dicha grafica se ha resaltado el
valor maximo de este flujo, valor que se origina cuando el offset del rétor es
de 12 mm y que coincide con la posicién 4 (ranura parcial) con z=0.5, como
era de esperar.

5.4.13. Simulacién por elementos finitos

Con el fin de validar los resultados obtenidos por el método propuesto
y de una forma similar a la realizada con el potencial magnético escalar y
con las componentes de la induccién, vamos a obtener los valores del flujo
magnético concatenado por una bobina con las mismas caracteristicas que
las considerados en la obtencion de los valores analitico (paso de bobina de
3 ranuras, una tnica espira y los lados activos de la bobina ocupan toda la
ranura).
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Resultados Analiticos

3.0 7 (12.00, 2.743)

2.0

1.0

0.0

Flujo (mWb)

126.5 138.0

-1.0

-2.0

-3.0

Offset (mm)

Figura 5.82: Flujo concatenado por la bobina en un par de polos en mWh

Para ello, y a partir del modelo de maquina ranurada con entreiman que
se mostraba en la figura 5.38, realizamos las siguientes modificaciones:

= Dibujamos un par de polos: el hecho de colocar la bobina, hace que
desaparezca la periodicidad anticiclica de un polo, aunque se mantiene
la periodicidad ciclica de un par de polos.

= Dibujamos la bobina con un paso de tres ranuras, ocupando sus lados
activos toda la ranura.

= En cuanto a las caracteristicas fisicas asignadas a la misma, impusimos
que tuviera una tinica espira, que el material fuera cobre y con un factor
de llenado (relacion entre el volumen ocupado por el material conductor
y el volumen ocupado por la bobina) de valor la unidad.

Estas modificaciones dan como resultado el modelo de maquina ranurada con
bobina que se muestra en la figura 5.83, la cual ilustra la situacion cuando el
offset es igual a un paso de polo. En ella se puede apreciar el estator ranurado
(en color amarillo), la bobina (en rojo) y el rotor formado por polos norte
(en azul oscuro), polos sur (en azul claro) y entreimén (en gris).

Con este modelo, realizamos un estudio magnetostatico, donde variamos
la posicion del rotor respecto de estator un paso de polo con incrementos de
1 mm en el radio medio. Debido a la periodicidad, sabemos que los valores
de flujo del segundo paso de polo seran, en valor absoluto, iguales a los del
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Figura 5.83: Geometria considerada en la simulacién por elementos finitos
para la maquina ranurada con bobina

primer paso de polo pero con signo contrario. A partir de este estudio, el
software nos proporciona el flujo concatenado por dicha bobina en funcién
de la posicion del rotor respecto del estator, es decir, en funcién del offset.
La figura 5.84 compara los resultado de flujo en la bobina obtenidos por el
Método de los Subdominios y los proporcionados por Flux3D, cuando el off-
set varia desde cero hasta un par de polos.

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos

3.0
. \ /
. \ /
0.0 T T T T T T T T

0{0 11.5 23.0 345 465\\?7.5 69.0 80.5 92.0 103.5 15.0 126.5 138.0
N \ J’v/
b W

-3.0

Flujo (mWhb)

Offset (mm)

—Matlab o Flux

Figura 5.84: Comparativa entre los resultados proporcionados para el flujo
concatenado por una bobina de paso de bobina tres ranuras por el Método
de los Subdominios y los obtenidos por Elementos Finitos a lo largo de un
par de polos

A la vista de esta figura, observamos:
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= Existe un buen ajuste entre los valores analiticos y los obtenidos por
elementos finitos.

= Solo se observa que los valores analiticos son ligeramente superiores
a los de Flux3D en las posiciones de maximo y de minimo, siendo
el porcentaje de desviacion de los valores analiticos respecto a los de
elementos finitos inferior al 3 %.

Por lo expuesto, podemos considerar que existe un buen acuerdo entre los
valores proporcionado por el Método de los Subdominios y los hallados me-
diante el software Flux3D.

5.5. Fuerza electromotriz inducida (f.e.m.i.)

Tal y como comentdbamos en el capitulo dedicado a los conceptos pre-
vios (capitulo 2), la Ley de la Induccién de Faraday constituye la base del
funcionamiento del generador eléctrico, al establecer que en todo circuito
eléctrico que se vea sometido a una variacion de flujo magnético se induciré
una fuerza electromotriz, siendo proporcional dicha fuerza electromotriz a la
variacion del flujo. La ecuacion (2.55) expresa matematicamente este hecho.
Esta fuerza electromotriz se la denomina inducida debido al fenémeno que la
origina, siendo, en los generadores eléctricos, las bobinas del circuito inductor
las encargadas de experimentar esta tension inducida.

Vamos a determinar la expresion de la fuerza electromotriz inducida
(f.eom.i.) en la bobina que estamos considerando. Para ello, partiremos de
la expresion general de esta f.e.m.i., expresion que viene dada por la ecua-
cion (2.55) y que repetimos a continuacion:

do
=—— 5.108
e=—— (5.108)
pudiéndose escribir como:
_dp df do

siendo () la velocidad angular, expresada en radianes por segundo (rad/s).
No obstante, la expresion (5.109) no nos sirve ya que nosotros conocemos
la variaciéon del flujo con el Offset o, lo que es equivalente, la variaciéon del
flujo con la posicion en la direccion z. Por ello y empleando que arco =
angulo - radio podemos poner que:

arco=0- R,
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siendo equivalente, al despreciar la curvatura de la maquina, a:
Offset =0 -R,,

donde hemos reemplazado el arco por el Offset, ya que éste es el espacio que
recorre el rotor en la direcciéon x en el radio medio. Si despejamos el angulo

obtenemos:
_Of fset

0
Ry,

y por lo tanto:

db =~ L-dOffset

R,
que, sustituida en la expresion de la f.e.m.i., ecuacion (5.109), resulta:
do
=-QO-R, ————
‘ dO fset

Como los valores que tenemos del flujo que concatena la bobina son dis-
cretos, podemos reemplazar el diferencial por el incremento, llegando a:

A¢

- _Q.R. .2
¢ B R0 foet

(5.110)

expresion que nos proporciona la f.e.m.i. en funcién de datos conocidos para
nuestra bobina. Si expresamos 2 en radianes por segundo (rad/s), R, en
milimetros (mm), la variacion del flujo en miliwebers (mWb) y la variacion
del Offset en milimetros (mm) obtendremos la fuerza electromotriz inducida
en milivoltios (mV).

Hemos aplicado la expresion (5.110) a los datos de flujo concatenado
por la bobina obtendios al aplicar el Método de los Subdominios, donde la
velocidad nominal de giro de nuestra méquina es de 400 revoluciones por
minuto (41.888 rad/s). La figura 5.85 muestra los resultados obtenidos junto
con los del flujo concatenado previamente hallados.

De los resultados mostrados podemos comentar:

= Las senales de la fuerza electromotriz inducida y del flujo magnético
estan desfasadas 90° como consecuencia de ser la primera proporcional
a la derivada de la segunda. Por ello, cuando el flujo es méximo o
minimo la f.e.m.i. es nula y viceversa.
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Figura 5.85: Fuerza electromotriz inducida y flujo concatenado por la bobina
en un par de polos obtenidos analiticamente

= La forma de la grafica del flujo es mucho mas suave que la de la f.e.m.i.,
ya que aquella no presenta cambios brusco como si que lo hace ésta.
El hecho de ser la f.e.m.i. proporcional al gradiente del flujo, origina
que sea mucho maés sensible a la variaciones, de tal forma que pequenas
variaciones del flujo originan cambios grandes en la fuerza electromotriz
inducida.

= Estos cambios bruscos de la f.e.m.i. se originan a la entrada y a la salida
de la ranura. También se apreciaban pequenos picos en las componentes
de la induccion, que a su vez, condicionan el valor del flujo concatenado.

= Por ultimo, se observa que la f.e.m.i. presenta una periodicidad antici-
clica por polo.

5.5.1. Simulacién por elementos finitos

Con el fin de validar los resultados obtenidos por el método propuesto y
de una forma similar a la realizada con el potencial magnético escalar, con
las componentes de la inducciéon y con el flujo concatenado, vamos a obtener
los valores de la fuerza electromotriz inducida proporcionados por Flux3D.
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Para ello, y a partir del modelo utilizado para el calculo del flujo concate-
nado por la bobina (figura 5.83), modificamos la aplicaciéon de magnetostatica
a transitorio magnético, asociamos la bobina mallada con la bobina de un
circuito eléctrico, impusimos una velocidad de rotacion al rotor de 400 r.p.m.
e hicimos un estudio variando el tiempo desde 0 hasta 37.5 milisegundos, que
corresponde a un periodo de la senal eléctrica generada por la méquina o,
lo que es equivalente, es el tiempo necesario para que el rétor se mueva un
par de polos. Como Flux3D nos proporciona la f.e.m.i. teniendo en cuanta
todas las bobinas que se originan al aplicar las periodicidades y las simetrias
definidas, la f.e.m.i. obtenida es la que se induce al considerar ocho bobinas
de una espira conectadas en serie, siendo necesario dividirla entre ocho para
poderla comparar con la hallada mediante el Método de los Subdominios. En
la figura 5.86 se comparan los resultados obtenidos.

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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00 5 23.0 345 46.0 57.5 69.0 80. 92.0 103.5 115.0 126.5 138.0
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-400
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Figura 5.86: Comparacion entre los valores de fuerza electromotriz inducida
en un par de polos obtenidos analiticamente y mediante elementos finitos

A la vista de esta figura, podemos comentar:

= En general, existe un buen acuerdo entre los valores analiticos y los
obtenidos por elementos finitos.

= La diferencia mas importante a destacar entre ambos conjuntos de da-
tos es el valor més elevado que presenta el método propuesto en las
fronteras diente-iman.
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Cuando comparabamos el ajuste en las componentes de la induccion
(seccion 5.2.5), se observaba el mismo comportamiento que el que com-
probamos ahora. Ya que la induccion condiciona los valores del flujo
y éstos los de la f.e.m.i., es coherente que ambos conjuntos de valores
presenten comportamiento analogos.

No obstante, las diferencias existentes entre valores analiticos y valo-
res de simulacion para la f.e.m.i. son menores que las obtenidas cuan-
do cotejabamos las componente de la induccién, lo cual apreciamos si
comparamos la grafica de la f.e.m.i. con las que obteniamos para las
componente z e y de la induccién.

= A excepcion de las zonas comentadas anteriormente, en el resto de los
puntos el ajuste entre ambos conjuntos de valores es bueno, tanto en
el interior de la ranura como en los dientes del estator.

Por todo lo expuesto y a la vista de los resultados graficos podemos con-
siderar que los valores analiticos obtenidos mediante el Método de los Sub-
dominios proporciona un buen acuerdo con los derivados de la simulacion de
la maquina objeto de estudio por Elementos Finitos.

5.6. Calculo del Par de Reluctancia

Tal y como indicAbamos en la secciéon 2.3.10, para geometrias extensas,
como es el caso que nos ocupa, el par lo hallaremos integrando el diferencial
de par a lo largo de la superficie de integracion. La expresion del diferencial de
par venia dada por la ecuacion (2.63) ecuacion que repetimos a continuacion:

dT =r - dF, (5.111)

siendo F} la componente tangencial de la fuerza aplicada en nuestro disposi-
tivo. La integral del diferencial de par nos proporcionara el par total, segin
la expresion:

T = ﬂr-dﬂ (5.112)
S

Como nuestra maquina funciona en vacio, no existe par electromagnético,
siendo el par de reluctancia el inico par presente y que es proporcionado por
la expresion anterior. Por otro lado, como todos los imanes (todos los polos)
tienen la misma posicion relativa respecto de las ranuras del estator, podemos
hallar el par de reluctancia de la maquina como el producto del nimero de
pares de polos por el par de reluctancia de un par de polos, donde deberemos
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multiplicar por dos para tener en cuenta la simetria de la geometria. Asi,
podemos expresar el par de reluctancia de nuestra maquina como:

cogg

Trogg =2+ N, - ﬂ 7-dF, =2 N, e poles (5.113)

Spa'r' polos

siendo ng;gpolos el par de reluctancia de un par de polos, cuya expresion es:

Tg;(;’rgpolos — # r-. dFt (5114)

Spa'r' polos

donde Spar potos €5 una superficie que encierra el par de polos del que vamos
a calcular el par.

El primer paso que debemos dar sera el de calcular la expresion de la
fuerza experimentada por un par de polos para, posteriormente, determinar
su componente tangencial. Dicha fuerza la hallaremos integrando el Tensor
de Tensiones de Maxwell a lo largo de una superficie que rodee a nuestro
dispositivo, segin la ecuacion (2.60). Asi, podemos escribir:

F: # T]WST'%: ﬂ TMST'fL'dS (5115)

Spm" polos Spm" polos

En la figura 5.87 se muestra la superficie cerrada de integracion Sp, poios
que hemos considerado para evaluar la fuerza, formada por seis superficies
que describimos a continuacion:

= Las superfices S; v Sg son dos superficies anulares, paralelas a la su-
perficie del rotor, con radios interior y exterior iguales a los del estétor,
con una abertura angular que abarca un par de polos, estando situadas
S1 en el estator de la maquina y Sg en el entrehierro.

= Las superficies S5 y S3 son dos superficies cilindricas, que abarcan un
par de polos, con radios igual al exterior, para Ss, y al interior de la
méquina, para S3.

» Las superficies Sy y S5 son dos superficies rectangulares, cuya dimension
radial es la diferencia entre el radio exterior y el radio interior y que
estan separadas angularmente el doble del paso del polo.
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Figura 5.87: Superficie cerrada de integraciéon que rodea a un par de polos

Por lo tanto, el calculo de la fuerza en la superficie cerrada Spr poios 10
podemos poner como la suma de las fuerzas halladas en cada una de las seis
superficies, siendo la ecuacion (5.115)equivalente a:

F:ffTMST-ﬁI-ds+ffTMST'fl2'dS‘f'ffTMST'ﬁi%'dS—'—
S1 Sa S3

+ [ [ Tasr-fa-ds+ [ [ Tasr - fs-ds+ [ [ Tasr - i - ds
Sa S5 Se

(5.116)
donde n; representa el vector normal a la superficie S;. Analicemos la contri-
bucién de la integral de cada una de las superficies:

= Integral en la superficie S;: Al considerar la permeabilidad del estator
infinita, las componentes de la induccién en este elemento son nulas,
siendo nulo el tensor de tensiones de Maxwell y, en consecuencia, la
integral en la superficie S;.

= Integrales en las superficies S5 y S3: Estamos considerando que las com-
ponentes de la inducciéon son independientes de la componente radial;
por ello, el tensor de tensiones de Maxwell tiene el mismo valor en estas
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dos superficies pero, como los vectores normales en ambas superficies
tienen sentidos contrarios, la contribucion total de estas dos superficies
en nula.

= Integrales en las superficies Sy y S5: Como consecuencia de la perio-
dicidad ciclica entre puntos separados un par de polos, el tensor de
tensiones de Maxwell en las superficies Sy y S5 tiene el mismo valor,
siendo nula la suma de estas dos integrales ya que, igual que sucedia
en el caso anterior, los vectores normales a ambas superficies tienen
sentidos contrarios.

= Integral en la superficie Sg: esta integral es la tnica que proporciona
una contribucion neta a la fuerza que queremos hallar.

Por lo tanto, el calculo de la fuerza en la superficie Spa; poros queda reducido
al célculo de la fuerza en la superficie Sg, siendo equivalente la ecuacién 5.116

a:
Se

Vamos a hallar el integrando al que denominaremos dF:
d? = TMST : 'ﬁ/ﬁ - ds

En el sistema de coordenadas cartesianas establecido, la direccion z esta dis-
puesta horizontalmente con valores positivos hacia la derecha y la direcciéon
y esta situada verticalmente y dirigida del estator hacia el rotor. En conse-
cuencia, si en esta ecuacion sustituimos la expresion del tensor de tensiones
de Maxwell en coordenadas cartesianas (ecuacion 2.57) y reemplazamos el
vector normal g por el vector unitario en la direccion y (vector j), resulta:

B2- 1B BB, B,B.
F=g| BB B-iB[ BB |jds=
B.B, B.B,  B?-1i|B|
B2- 1B BB, B,B. 0
= & B,B.  B2-3i|B/ ByB. 1| =
B.B, B.B, B2-1B| 0
B.B,
s —2
=i | Bi—3[Bl

B.B,
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Por lo tanto, la expresion del diferencial de fuerza que se ejerce sobre un
par de polos del estator sera:

1 . 12\ - )
dF = — [BxByz’ + (Bj - 5\3\2) j+ Bszkl ds
Ho

La componente tangencial de la fuerza sera la componente en la direccion
x, obteniéndose su diferencial a partir de la ecuacion anterior:

1
dly = —B,Byds (5.118)
Ho

que sustituido en la ecuacion que nos proporciona el par de reluctancia de
un par de polos, expresion (5.114), resulta:

Trarpolos — / / r B, By ds

siendo la expresion del par de reluctancia de la maquina (ecuacion 5.113):

r B, B, ds (5.119)

COgg

A diferencia de lo que sucede en otras geometrias, como en las méquinas
de flujo radial donde la coordenada radial tiene un valor fijo, en las maquinas
de flujo axial esta componente presenta una variacion, siendo el par produ-
cido por una variaciéon continua del radio desde el radio interior, R;, hasta
el radio exterior, R,. Por ello, en el célculo del par tendremos que calcular
estas magnitudes integrando sus correspondientes diferenciales en un radio r
variando desde R; hasta R, [126], tal y como mostramos en la figura 5.88,
donde se representa la superficie de integraciéon Sy y los principales parame-
tros que emplearemos para evaluar la ecuacion (5.119). De acuerdo a esta
figura, ds = drdl y al no depender las componentes de la induccion de la
coordenada radial resulta:

2N,
Trogg = p//TBxBydrdl:
Ho
Se

siendo [ el arco abarcado por un par de polos en el radio medio de la su-
perficie Sg. Si ahora despreciamos la curvatura, podemos aproximar [ por z,
obteniendo:

rdr/BxBydl
!

T

2 p2y £
Trogg = i (R‘; - F) / B, B, dxr

—Tp



5.6 Calculo del Par de Reluctancia 305

Figura 5.88: Superficie de integracion Sg

Como consecuencia de la periodicidad anticiclica, las componentes de
la induccion en dos polos contiguos tienen el mismo valor pero con signo
contrario, por lo que el producto BIBy tendra la misma expresion en ambos
polos, pudiendo escribir:

9N, (R2—R?) |
Tongy = -7 ( - ) /Bm B, dr (5.120)

0

donde las componentes de la induccién son funciones en los que la variable y
tiene el mismo valor que el de la superficie Sg, estado situada esta superficie
arbitrariamente en el entrehierro y paralela a la superficie del rétor.

Ya que los valores de las componentes de la induccion hallados mediante
el Método de los Subdominios presentan un mejor acuerdo con los obtenidos
mediante Flux3D cuanto més proximos estamos al estator, vamos a colocar
dicha superficie en las proximidades de éste, situandolo a una distancia del
estator del 20 % del valor del entrehiero. Si denotamos por Y al valor de la
coordenada y de la superficie Sg, Y valdra 0.2 - g en las regiones tipo diente
y 0.2 - g+ h en las regiones tipo ranura.

Asi, la expresion que nos proporciona el par de reluctancia de nuestra
maquina es:

/Bx (,Y) B, (2,Y) dz (5.121)

2N, (R, — R”)
Ho

Tcogg =
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A la hora de evaluar la expresion (5.121) deberemos considerar los cuatro
casos obtenidos segtn la posicion del rotor respecto del estator, esto es, Diente
Parcial, Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Completo. Para cada uno
de los casos, el par de reluctancia lo obtendremos como la suma de los pares
de reluctancia originados por cada una de las regiones que constituyen el caso
que estemos considerando. De este modo, tendremos:

s Caso Diente Parcial:

_ 7l 111 1A%
TCOQQvDP - Tcogg,DP + Tcogg DP + Tcogg DP + Tcogg,DP+

(5.122)
_I—Tc‘ggg,DP + Tcogg DP + Tcogg DP
= Caso Ranura Completa:
TCO!/!LRC = chogg,RC + Tcogg RC + Tcogg RC + Tclo‘;g,RC+
(5.123)
+Tcogg RC + Tcogg RC
» Caso Diente Parcial:
T00997RP = Tclogg,RP + Tcogg RP + Tcogg RP + TcIo‘gg,RP_’_
(5.124)
+Tc‘ggg RP + Tcogg RP + Tc‘ggg,RP
= Caso Diente Completo:
TCOQ%DC = Tclogg,DC + Tcogg DC + TcogIg DC Tcogg DC+
(5.125)

\%4
+Tcogg DC Tcogg DC

donde el superindice especifica la region que se trata del caso indicado
por el subindice.

Obtengamos las expresiones del par de reluctancia de cada region para
los cuatro casos senalados, donde seguiremos el mismo orden de casos que en
magnitudes precedentes.

5.6.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial, tal y como muestra la figura 5.4, esta formado por
siete regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par de
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reluctancia originado en cada regién, tal y como expresabamos mediante la
ecuacion 5.122:

— I 117
TCDQELDP - Tcogg,DP + Tcogg DP + Tcogg DP Tcogg DP+
Vv VII
+Tcogg,DP + Tcogg DP + Tcogg,DP

Vamos a determinar la expresion del par de reluctancia en cada region:

Regién 1

La expresion del par de reluctancia en esta region la obtenemos a partir
de la expresion general, ecuacion (5.121), particularizada para la region que
nos ocupa, resultando:

2N,

p

Bf (z,Y) B} (2,Y) dx

I _
Tcogg,DP -

o\

El producto de las componentes x (ecuacion 5.33) e y (ecuacion 5.34) de
la induccién en la region I del caso Diente Parcial, es igual a:

Bl (x,Y)- B (z,Y) = 113 i i by, 1bm,1 25 2T csch (%2) csch (22) -

m,1 b Ttz
n=1m=1

-senh ( ) cosh (me) CoS ("”) sen (m”) +

tz tz tz

+ig Z Z b1 Qu E “F csch (722) csch <%tz> :

n=1w=1

senh (my> cos (%) COS ("T) senh [—w”(t;_m)} +
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+445 Z Z b Hy 55 L5 % csch (“22) csch <q”sz> .

n=1q=
-senh ( ) coS (‘“;Y) coS (%) senh <%) —

_,uo Z Z Qu n1w7r 27 csch <%’tz> csch (%) .

w=1n=

-sen (%) cosh (%) cosh [W] sen (n;x) +

—pd Z Z Quw pr7T PT csch <%’fz> csch (pztz> .

w=1p=1

9 g

-sen (%) cos (“Y> cosh [—Mtgz m)} senh [p—” (tz w)} +

— wr g7 wrtz griz )
NOZZQw qggCSCh<g>csch<g>

w=1 qg=

wrY Y wm(tz—x) T
-sen (T) cos (h+ ) cosh [T] senh (%) +

RS S0 Hybua % 3% csch (22 asch (%22) -

g
Hd 3, 5 HiQu % et () et (45) -

. qry wrY qrx wr(tz—x)
sen( )cos<h+g>cosh<g>senh[—g }—l—

+ud > > H, H, 4 BX csch (%) csch (%) .

-sen (ﬂ) cos (’ﬂ> cosh (m) senh <’ﬂ)
g g g g
Si ahora hallamos la integral de este producto entre los limites de inte-
gracion (0 y tz) y agrupamos términos, obtenemos que el par de reluctancia
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en la region I del caso Diente Parcial es igual a:

2 _p2 tz
Thyyor = ) [ B (0 Y) B, Y) do
0

— 2N, 4o <R§—R§>~{i S Buabps csch (212) csch (752 -

n=1m=1

tz m2—n?2

senh (X)) cogh (maY) & omin ) (1) (1~ ) +
n=1w=1

+ i i by,1 csch (%72) csch (%) senh (22X) cos (%) :

'M[cosh(%)f(fl)n]Qer[( H" cosh(’“’;tz)fl]Hw
e (2 )

o> Z buacsch (225 ) csch (%22) sen (22X ) cosh (22 -

tz
w=1n=

.M[cosh(wmz) (=™ ] [ f(fl)ncosh(%tz)]Hw (5126)

’ (a5)’ -

- i i (QuwQq — Hyy Hy) csch (%) csch (%) sen <M> )

w=1 g=1 g

- cOs (q’;y> z [(1 — Ogw) Tt <q + wsenh (”Mt’z) senh <W> —

g

—qcosh (“”rtz> cosh <q7;tz>>} + 6. 2senh? <“”;Z) -

- wil i (QuwHy — Hy Qq) csch (“’m> csch (q“gtz> sen (%) :

q=1

- cos (%) % [(1 ) w2q—fq2 (cosh (w%tz) — cosh (qgt'z)) +

Procediendo de forma similar obtendremos las expresiones para las regio-
nes restantes.
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Region 11

A partir de las expresiones de las componentes z (ecuacion 5.35) e y (ecua-
cion 5.36) de la induccion en la region 11 del caso Diente Parcial, obtenemos
que el par de reluctancia se puede poner como:

S BY (2,Y) Bl (2,Y) dx =
0

2 2
i1 2N, (Ro?-R;?)
cogg,DP — 1o

= 2N, 1o (R? — R?) - {i i by, 2bm, 2 csch [M] csch [M} .

s
n=1m=1

senh ("2¥) cosh (mIY) T _mEn ] (1) (1 = 60) +

+ 2. > bnacsch [m(hﬂ)] csch (’,%;) -senh (%) cos (—”}":j:;/) .

o [(71)"cosh(zlj:gs)fl]K,szr[cosh(’:I;)7(71)"]1(3,:

s 14 (2 )

m s

_I_

£33 bpcsch (22) esch |70 gon (222 cosh (22Y) -

n=1m=1

n [ eosh (72 )] [eos(353) (1] KE
h+g 1+(£ s )2

+

+> > (K2K2 — K? K2) csch <,’Z{Z> csch (ZZ’:;) sen (%) :
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donde las expresiones de K2y K2’ vienen dadas por la ecuaciéon (5.3)

Region ITI

A partir de las expresiones de las componentes = (ecuacion 5.37) e y (ecua-

cion 5.38) de la induccion en la region I1I del caso Diente Parcial, obtenemos
que el par de reluctancia se expresa mediante:

111 _ 2N, (Ro*-R:2) ¢

c0gg.DP = 0 fBiH (x,Y) B;H (z,Y) do =
0

=2 N, o (R?2 — R?) - {Z Z by 3bm,3 csch (@) csch (mng) .

o0 00 (5.128)
— E s nw In o
I=1n=1 bnacsch ( 9t> csch ( tg) sen (—gy> cosh ( Y) .

t

Ix [cosh(l%t)—(—1)"]Ml—[1—(—1)"cosh(l%t)]Ll

’ () R
—> > (MyM,, — L; L,,) csch (l’r—t> csch (m”t> sen (“ry>
I=1m=1 g g g

- cos <m;rY> ; [( — Oim) pos (m + Isenh <l”t> senh <m77”> —
—m cosh (%) cosh (%’”))} + 81, m senh® <l”7t) —

_li i (M, L,,, — L; M,,,) csch (%) csch <m77ft) sen (le) '

g

- COS (m;rY) lg [( — O1m) T_”— <cosh (”f) — cosh <m7”t>> +
+ O - l;rgt senh (l’r?tﬂ}
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Regiéon IV

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuacion 5.39) e y (ecua-
cion 5.40) de la induccion en la region IV del caso Diente Parcial, obtenemos
que el par de reluctancia tiene por expresion:

v _ 2Ny (Ro®-
cogg,DP — 140

fBIV (z,Y) B)Y (2,Y) dx

= 2N, o (B2~ RY)- {z > Meesch | GLE0) ] coch () -

k=1n=1

nmws

2k—1)7Y n cosh( )—i—l ’
senh [(T)} cos (h—i-};) 14 (222 h1+gh+g) (Kfz - Ké) +

+ Z Z 4V° csch <””5> csch [—(Zk_l):(“g)} sen ( h+§>

n=1k=1

U—1)7Y | 2k—1 ht cosh(””s)-l-l /
cosh [( s)w} - .Tg—H(Lf;gm)Q (Ki—KY)+

s

+2 > (Kﬁ K4 K4’ KY ) csch (21;) csch (?I;) sen (%) .

cos (220) 125 (1= bu) 222 (m -+ msend (22 s (32 ) -

—m cosh (;Zj:;) cosh <Z‘I§>>} + Smn Zsenh’ <h+g> +

+3 > (KiKE - KY K4)csch<"”> csch (Z‘I;) sen (%)

n=1m=1

(5.129)
donde las expresiones de K y K vienen dadas por la ecuacion (5.6).

Region V

A partir de las expresiones de las componentes = (ecuacion 5.41) e y (ecua-
cion 5.42) de la induccion en la region V del caso Diente Parcial, obtenemos
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que el par de reluctancia es igual a:

_ 2 t
v 2N (R BY (z,Y) BY (z,Y) dz =
cogg,DP 0

o x
=2N, uo (R?— R?) - {§1 §1 bp,abma csch ("72) csch (772) -

-senh ( )COSh (m_ﬂy) % m?:z? [1 - <_1)m+n] ) (1 - 5m,n) +

t m?

+ i i bya csch ("52) csch <”7’Tt) senh (22 )cos( . > :

3
Il
_
3
Il
—

(5.130)

- i i (P, P, — R, R,) csch (%) csch (F%t) sen (”gr ) .

SR (1%) [(1 —Orp) 2 (p +rsenh (T”) senth (%) _
—pcosh (TTl't) cosh (%))} + 5T’pgsenh2 (%rt> B

—i i (P R, — R, P,) csch <”rt> csch (%) sen (”; ) .

p=1

: cos< gy> — [(1 — 0, )%2]02 <cosh (%’”) — cosh (%)) -
+ 0yp - 5o - senh (%’rtﬂ}

Regiéon VI

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuacion 5.43) e y (ecua-
cion 5.44) de la induccion en la region VI del caso Diente Parcial, obtenemos
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que el par de reluctancia tiene por expresién:

[BY! (2,Y) BY! (2,Y) do =

0

2N, (Ro?—R;?)

VI _
T eogg.0P = 0

€ogyg,

= 2N, uo (R2— R?) - {i i b, 5bm.5 csch [@] csch [M} .

s
n=1m=1

-senh (@) cosh (mT”Y) T, [1 — (—1)m+n} (L= bpmn) +

+ > > bysesch [M(ZW)] csch (m“> - senh (%) cos <m_7rY> .

n=1m=1

e (=)™ cosh (222 ) —1] K5, +[cosh (1222 ) —(—1)"] K,
s 1+(2 h+g)2

+ 22 > bmscsch (”“5) csch [M} sen (ﬂ) cosh (mY) .

h h
n=1m=1 t9 tg

[1-(=1)cosh (222 )] KK§ — [cosh (722 ) —(-1)™ | K§'

nm
—_ 5 _l_
htg 1+(%hig)
S 6 16 6 Fo6' Y
nms mms nm
+ > 1 (KSKS — K5 KS)) csch <h+g> csch<h+g) sen (h—+g> :
n=1m=

m7Y s mn nms mms
. COS ( htg ) htg [(1 — ) 2y <m + nsenh <h+g> senh <h_+g> _

nms mms m 2 ( mns
—m cosh <h+g> cosh <h+g>>] + Om,n g senh <h+9> +

Y5 (KSKY — K KS) esch (772 eseh (725) sen (37 ) -

(5.131)

donde las expresiones de K¢y Kﬁ’ vienen dadas por la ecuacion (5.9).
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Regiéon VII

A partir de las expresiones de las componentes = (ecuacion 5.45) e y
(ecuacion 5.46) de la induccion en la region VII del caso Diente Parcial,
obtenemos que el par de reluctancia se puede expresar como:

t(1—=z)

2 Np R027R7;2
T%éépp:—( - ) Of BV (z,Y) BV (2,Y) dx =

— 2N, o (R — R2) - {Z > by6bm,e csch <t(q7igz)> csch (tg”fi)) .

n=1m=1

t(1—2) ) t(1—z) m2—n2

-senh ( )’ ) cosh ( mr)” ) m__ _m’n [1 — (—1)m+"] (1= 6mp) +

5 o () o (22) s () (12)-

[eosh(#2G=2) ~ ()" Vu= [(-1)"cosh (#2G=2) ~1]Qu

— > > bygcsch (W) csch (t(’}igz)> sen <“2Y> cosh (%) )

[cosh(iu”t(gl*” )—(—1)"]Vu—i—[l—(—l)"cosh(7"”(;72) )]Qu
g 142 t(l—z)]2
n g

_uiujil (Vi Vio — Qu Qu) csch <W) csch (W) sen (W;Y> .

- CO8 (%) z |:(1 - 5u,w) % (’UJ + usenh (W) senh <W> _

g

—w cosh (W) cosh (W))] + 5u,w%senh2 <u7rt(g172)) 4

£ (VaQu— Qu Vi) csch <m(;—z>> csch (%) sen <%> .

u=1w=1

- COS (w;rY) % [(1 — Ouw) u;wa <cosh (—“ﬂt(;ﬁ)> — cosh (Wt(;*z))) +

Cumt(l—z) umt(l—z)
+ Oy - — 5, - senh (—g ﬂ}

(5.132)
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Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Diente Parcial, ecuaciones (5.126) a (5.132), y
sustituyéndolas en las ecuacion (5.122) obtendremos el par de reluctancia en
este caso.

5.6.2. Ranura Completa

El caso Ranura Completa, tal y como muestra la figura 5.20, est& formado
por seis regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par
de reluctancia originado en cada region, tal y como expresabamos mediante
la ecuacion 5.123:

_ I 17 117 v
ngngC - Tcogg,RC + Tcogg,RC + Tcogg,RC + Tcogg,RC+

\% VI
+Tcogg,RC + Tcogg,RC

Las expresiones del par de reluctancia en cada region se determinan en el
apartado D.6 del apéndice D.

Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Ranura Completa, ecuaciones (D.56) a (D.61),
y sustituyéndolas en las ecuacion (5.123) obtendremos el par de reluctancia
en este caso.

5.6.3. Ranura Parcial

El caso Ranura Parcial, tal y como muestra la figura 5.25, est4 formado
por siete regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par
de reluctancia originado en cada regién, tal y como expresabamos mediante
la ecuacion 5.124:

i 11 117 v
TCOQQ’RP - Tcogg,RP + Tcogg,RP + Tcogg,RP + Tcogg,RP+
14 VI VII
+Tcogg,RP + Tcogg,RP + Tcogg,RP

Vamos a determinar la expresion del par de reluctancia en cada regiom.
El apartado E.6 del apéndice E contiene estas expresiones.

Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Ranura Parcial, ecuaciones (E.67) a (E.73), y
sustituyéndolas en las ecuacion (5.124) obtendremos el par de reluctancia en
este caso.
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5.6.4. Diente Completo

El caso Diente Completo, tal y como muestra la figura 5.34, esta formado
por seis regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par
de reluctancia originado en cada region, tal y como expresabamos mediante
la ecuacion 5.125:

[ ol 11 111 1A%
Tcogg,DC - Tcogg,DC + Tcogg,DC + Tcogg,DC + Tcogg,DC_'_

\%4 VI
+Tcogg,DC + Tcogg,DC

Vamos a determinar la expresion del par de reluctancia en cada region,
las cuales se muestran en el apartado F.6 del apéndice F.

Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Ranura Parcial, ecuaciones (F.56) a (F.61), y
sustituyéndolas en las ecuacion (5.125) obtendremos el par de reluctancia en
este caso.

A partir de las expresiones del par de reluctancia que se origina en nuestra
méaquina en los diferentes casos, ecuaciones (5.122), (5.123), (5.124) y (5.125),
procedimos a calcular su valor de acuerdo a la geometria de nuestra maquina
en dos dimensiones (tabla 4.1). Como el par de reluctancia es una funcion
periodica con una periodicidad igual al paso de ranura (7,), variamos el offset
desde cero hasta el paso de ranura en incrementos de 1 milimetro. En la figura
5.89 se muestran los resultados obtenidos, donde se representa el par que debo
aplicar para vencer su par de reluctancia; de esta forma, si el par que tengo
que aplicar es positivo, la maquina presenta un par de reluctancia que debo
vencer, siendo un par que tengo que contrarrestar si el par que debo aplicar
es negativo.

A la vista de estos resultados podemos comentar:

» La forma de la curva del par es la esperada, presentando una periodici-
dad igual al paso de ranura (23 mm para el modelo en dos dimensiones).

= La posicién inicial y final son posiciones estables, de tal forma que si
el rotor se mueve ligeramente de estas posiciones, tiende a volver a
recuperarla. Estas posiciones se corresponden con una situacion donde
la cantidad de material ferromagnético que “ve” el rotor es maxima,
teniendo que aplicar un par para mover al rétor de esas posiciones.

» La posicion intermedia (offset igual a 12.5 mm), corresponde a una
posicion de equilibrio inestable; es de equilibrio ya que el valor del
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Resultados Analiticos
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Figura 5.89: Par de reluctancia de la méquina en un paso de ranura (resul-
tados analiticos)

par de reluctancia es nulo, pero es inestable ya que cualquier pequena
perturbacion origina que el rotor se aleje de esta posicion buscando las
posiciones estables. Por esa razon, el par que debo aplicar tiene que
contrarrestar el proporcionado por la maquina.

= Las pendientes de los tramos ascendente y descendente no son iguales,
ya que estas pendientes estan relacionadas con los espesores del diente
y de la ranura, respectivamente. Dado que nuestra méquina, en el radio
medio, posee un espesor mayor de diente que de ranura, la pendiente
del tramo ascendente es menor que la del descendente.

= Si relacionamos cada tramo con los diferentes casos contemplados, po-
demos ver como el tramo ascendente se corresponde con el caso Diente
Parcial, el descendente con el caso Ranura Parcial, el punto maximo
con el caso Ranura Completa y el punto minimo con el caso Diente
Completo.

= Por ultimo, podemos observar como la curva no posee una forma unifor-
me, si no que en determinados puntos presenta pequenas oscilaciones,
correspondiendo estos puntos a zonas en la proximidad de la frontera
diente-ranura. Cuando analizdbamos las componentes de la induccion,
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observibamos que en esta frontera la componentes de la induccién pre-
sentaban picos u oscilaciones elevadas. A nuestro juicio, estas oscilacio-
nes son las responsables de la no uniformidad de la curva del par de
reluctancia.

5.6.5. Simulacién por elementos finitos

Con el fin de validar los resultados obtenidos por el método propuesto y
de una forma similar a la realizada con las restantes magnitudes (potencial
magnético escalar, componentes de la induccion, flujo concatenado y fuerza
electromotriz inducida), vamos a obtener los valores del par de reluctancia
que nos proporciona el software Flux3D empleando el modelo de maquina que
se mostraba en la figura 5.38 del apartado 5.1. En la figura 5.90 se muestran
los valores proporcionados por el programa asi como los obtenidos analitica-
mente.

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos

20

Par (Nm)

-20

Offset (mm)

——Matlab ® Flux

Figura 5.90: Comparacion entre los valores del par de reluctancia obtenidos
analiticamente y mediante elementos finitos

A la vista de esta figura, podemos realizar las siguientes observaciones:
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= Ambas curvas presentan el mismo aspecto, coincidiendo las posiciones

del offset que corresponde a los puntos de equilibrio estable e inestable,
valor maximo y valor minimo del par de reluctancia.

Existe una gran diferencia entre los valores analiticos y los proporcio-
nado por la simulaciéon mediante elementos finitos, siendo los primeros
entre un 20 y un 50 % mayores que los segundos. Para poder distinguir
si estas diferencias son consecuencia de las aproximaciones empleadas
para calcular el par o estan relacionadas con el calculo del la compo-
nente tangencial de la fuerza, procedimos a evaluar esta componente.

La expresion analitica de la componente tangencial de la fuerza en
un par de polos la obtendremos integrando el diferencial de la fuerza
tangencial, expresion (5.118), en la superficie de integracion Spa; poioss
es decir:

1
Ftparpolosz # dFt://dFt:—//BIBde
Ho
S@ SG

par polos

La componente tangencial de la fuerza en toda la méaquina la obten-
dremos multiplicando a la originada en un par de polos por el niimero
de pares de polos y por el nimero de estatores, siendo:

2N,
Ft _ 2Np Ftpar polos _ < -'p / / Bz By ds
Ho F
6

Si sustituimos el diferencial de superficie nos queda:

R,
2N 2N
F = p//BmBydrdl: p/dr/BmBydl
Ho Ho
Se R; l

Si realizamos la integral del radio y despreciamos la curvatura, resulta:

2N, (R,— Ri) [ AN, (R, — R, [
F, = p (B R)/BxBydx— p (1 R)/BxBydx
Mo Ko ,

donde hemos tenido en cuenta la periodicidad entre polos contiguos.
Por lo tanto, la expresion de la componente tangencial de la fuerza
viene dada por:
AN, (R,—R) [
oA ) / B, (2,Y) B, (2,Y) da (5.133)
Ho

0
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Si comparamos la expresion que acabamos de obtener con la del par de
reluctancia (ecuacion (5.121)), observamos que ambas magnitudes son
proporcionales, cumpliéndose que

R, + R;
Tcogg:%'Ft:Rm'-Ft
siendo R, el radio medio. Por lo tanto y ya que hemos evaluado el par
de reluctancia, podemos obtener la componente tangencial de la fuerza
utilizando la relacién anterior.

Respecto a los resultados de esta componente obtenidos por elementos
finitos, hemos procedido a calcularla empelando el software Flux3D y
empleando el mismo modelo que utilizamos para calcular el par. En la
figura 5.91 se muestran ambos conjuntos de valores.

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
200

150

*
100 *

50

-50

Fuerza tangencial (N)
(=]

-100 IS .

-150

-200

Offset (2)

Matlab ® Flux

Figura 5.91: Comparacién entre los valores de la componente tangencial de
la fuerza obtenidos analiticamente y mediante elementos finitos

A la vista de esta representacion y ya que entre los valores analiticos
y los obtenidos por elementos finitos de la componente tangencia de la
fuerza existen grandes diferencias, las diferencias que se observan para
el par de reluctancia obtenido por ambos métodos son debidos, prin-
cipalmente, a la estimacion de la componente tangencial de la fuerza.
Entre las posibles causas que pueden originar estas diferencias en la
componente de la fuerza, apuntamos las tres siguientes:
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e Existen diferencias entre las componentes de la induccién obteni-
das analiticamente y las proporcionadas por el software de simu-
lacion, tal y como comprobabamos en el apartado 5.2.5.

e En la obtencion del par de reluctancia y de la componente tan-
gencial de la fuerza hemos considerado que las componentes de la
induccion no varian con el radio, afirmaciéon que no es totalmen-
te cierta. En la siguiente figura 5.92 se muestra la variacion con
el radio de las componentes normal y tangencial de la induccion
a lo largo de dos radios, uno situado en el centro de una ranura
(marcado como “ranura”) y otro situado en el centro de un diente
(marcado como “diente”), variando la componente radial desde el
radio interior hasta el exterior y colocados en el entrehierro, pa-
ralelos al rotor y a una distancia del estator de 0.2 - g. Podemos
observar como ambas componentes varian con el radio, siendo es-
ta variacion méas importante segiin nos acercamos a las posiciones
extremas.

Variacion radial de las componentes de la induccion
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o
o
=
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o
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Normal diente —+—Nomal ranura —+—Tangencial diente —e—Tangencial ranura

Figura 5.92: Variacion con el radio de las componentes normal y tangencial
de la induccién

e Cuando en las expresiones del par y de la fuerza tangencial rea-
lizamos la integral de la superficie y despreciamos la curvatura,
estamos aproximando nuestra superficie de integracion, reempla-
zando el sector de corona circular por un paralelogramo. En la
figura 5.93 se muestra esta aproximacion.
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T Ny |
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&

Figura 5.93: Aproximacion de la superficie de integracion: superficie original
(en verde), paralelogramo del arco (en azul) y paralelogramo de la cuerda
(en rojo)

Ahora bien, como suponemos que la anchura de ese paralelogramo
se corresponde con la longitud del polo en el radio medio y no con
la cuerda, estamos incrementando la superficie de integracion. Di-
cho incremento sera igual a la relacion de superficies entre ambos
paralelogramos, que es igual a la relacion entre la longitud del arco
y la longitud de la cuerda.

La longitud del arco viene dada por:
Larco = 0 - Ry,
y la de la cuerda por:
Leyerda = 2+ Ry, - sen(a,/2)

siendo la relacién entre ambas:

Larco o ay
Lcuerda B QSen(ap/2)

Como el paso de polo es de 45°, al sustituir resulta:

Larco

= 1.0262
Lcuerda
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Es decir, el 4rea sobre el que integramos la componente tangencial
de la fuerza y el par de reluctancia esta incrementada en un 2.62 %
por polo. Si lo multiplicamos por el nimero de polos de la maqui-
na y por el nimero de estatores, obtenemos un area de integracion
incrementada en un 41.88 %, es decir, estoy considerando un area
que es 1.4188 veces la que deberia considerar. Como la componen-
te tangencial de la fuerza y el par de reluctancia les obtenemos
integrando en ese area, al considerar un area de integraciéon ma-
yor obtenemos unos valores mayores. Por ello, podemos corregir
los valores hallados sin mas que dividir los valores hallados entre
1.4188. A estos valores les denominaremos valores “corregidos”. En
la figura 5.94 se muestran los valores del par de reluctancia segtin
la formulacién propuesta, la formulacion propuesta corrigiéndolos
y el software de simulacion.

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos

el

Offset (mm)

——Matlab Matlab Corregido ® Flux

Figura 5.94: Valores del par de reluctancia hallados por la formulacion pro-
puesta, la formulaciéon propuesta corregidos y elementos finitos.

Observando la gréfica se puede comprobar que, mediante la correccion
realizada, los valores del par de reluctancia obtenidos analiticamen-
te muestran un buen acuerdo con los hallados mediante el programa



5.6 Calculo del Par de Reluctancia 325

Flux3D. Si queremos cuantificar este mejora en el ajuste, la figura 5.95
muestra los valores de la distancia L2, expresion (4.1), y de su logarit-
mo neperiano existentes entre los valores analiticos y los de simulaciéon
y entre los valores analiticos corregidos y los de simulacion.

Matlab vs Flux | Matlab corregido vs Flux

Distancia L2 222.860 13.783

In(distancia L2) 5.407 2.623

Figura 5.95: Valores de la distancia L2 y de su logaritmo neperiano existentes
entre los valores analiticos y los de simulacion

Para comprobar si esta correcciéon del par de reluctancia mejora en
general los valores hallados, hemos procedido a comparar resultados
analiticos sin y con correccion con valores de simulacion para diferentes
geometrias. A modo de ejemplo, comentamos las siguientes:

e Incremento de la anchura de la ranura: Tomando como punto de
partida la geometria de nuestra maquina, hemos construido una
igual con la tnica diferencia de haber aumentado la anchura de la
ranura, pasando de 7 a 10 milimetros. En la figura 5.96 se muestran
los resultados obtenidos. Se puede comprobar que la correccion del
area mejora los valores analiticos, logrando un buen ajuste entre
analiticos y elementos finitos.

e Incremento del entrehierro: Seguimos tomando como punto de par-
tida nuestra maquina y ahora modificamos el espesor del entrehie-
rro, aumentandolo de 5 a 10 milimetros. Los resultados obtenidos
son los que se ilustran en la figura 5.97. Se observa como los resul-
tados corregidos aproximan los valores del par a los de elementos
finitos, pero no es tan bueno el ajuste como en los dos casos ante-
riores.

e Incremento de las dimensiones radiales de la maquina, mantenien-
do el valor del paso de polo en el radio medio: Partiendo del mo-
delo inicial de maquina, hemos calculado una maquina donde no
exista tanta diferencia entre el arco y la cuerda, intentando man-
tener constantes los parametros por polo. Para ello, hemos tenido
que aumentar tanto el radio interior (R; = 240mm) como el radio
exterior (R, = 300mm), pero manteniendo constante la diferen-
cia entre ambos (60mm), hemos disminuido el paso de polo a 15
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Comparativa Analitico vs Elementos finitos
(s=10mm g=5 mm)
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Figura 5.96: Resultados obtenidos para la geometria con incremento en la
anchura de la ranura

Comparativa Analitico vs Elementos finitos
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Figura 5.97: Resultados obtenidos para la geometria con incremento en el
espesor del entrehierro
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grados y hemos aumentado el nimero de polos a 24. Con ello,
las dimensiones del diente y del paso de polo en el radio medio
entre ambos modelos son muy similares y, como consecuencia de
haber aumentado el radio, la diferencia entre el arco y la cuerda
es menor.

En la figura 5.98 se muestran los resultados obtenidos. Podemos
comprobar como los valores analiticos estadn mas proximos a los
valores obtenidos por simulaciéon que en los ejemplos anteriores
(sobre todo los obtenidos del estudio ranura parcial), y como la
correcciéon los mejora en su conjunto.

Comparativa Analitico vs Elementos finitos
(R,=300 mm, R;=240 mm, N,=24, ocp=5°)
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Figura 5.98: Resultados obtenidos en la geometria con incremento en las
dimesiones radiales

A la vista de los ejemplos anteriores podemos comprobar como la co-
rreccion por superficie mejora en general los valores del par obtenidos
analiticamente, pero sin olvidarnos de la influencia de las otras dos
causas que senaldbamos como origen de discrepancias entre resultados
analiticos y resultados de elementos finitos.

A pesar de las diferencias existentes entre valores analiticos y valores pro-
porcionados por el programa de elementos finitos, la dependencia observada
entre los valores del par de reluctancia y los pardmetros de la geometria son
similares con el método analitico y con elementos finitos. A modo de ejemplo,
se muestran los resultados obtenidos en tres casos:
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Tcogg Analitico (Nm)

El primer caso lo constituyen los valores del par de reluctancia que se
obtienen por ambos métodos cuando parametrizamos la abertura de
la ranura (parametro s). En la figura 5.99 se muestran los valores del
par de reluctancia analiticos y por elementos finitos cuando variamos
la abertura de la ranura desde 5 hasta 10 milimetros en pasos de 1
milimetro.

Comparativa Analitico vs Elementos finitos
(parametro anchura ranura ,s)
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Figura 5.99: Comparativa del par de reluctancia analitico y por elementos
finitos tomando s como parametro

Podemos observar como, a mediada que la ranura es mas ancha, el par
de reluctancia aumenta, tanto en los resultados analiticos como en los
de simulacion por elementos finitos. Es decir, la dependencia del par de
reluctancia con la abertura de la ranura es la misma con la formulacion
propuesta que con elementos finitos. No obstante los valores son dife-
rentes, siendo mayores los analitico que los de elementos finitos, como
podemos observar al comprobar que la escala del eje vertical izquierdo
es la correspondiente a los analiticos mientras que la del eje vertical
derecho es la de los valores de simulacion.

En el segundo caso hemos tomado como parametro el valores del entre-
hierro y lo hemos variado desde 4 hasta 10 milimetros en incrementos
de 2 milimetros, calculando el correspondiente par de reluctancia. En
la figura 5.100 se muestran los resultados obtenidos.

Los resultados obtenidos por ambos métodos muestran como, al au-
mentar el espesor del entrehierro, el par de reluctancia disminuye como
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Tcogg Analitico (Nm)

Comparativa Analitico vs Elementos finitos
(parametro espesor entrehierro ,g)
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Figura 5.100: Comparativa del par de reluctancia analitico y por elementos
finitos tomando g como parametro

consecuencia de haber aumentado la reluctancia del circuito magnético
de la maquina, disminuyendo con la misma proporcién en el modelo
analitico y en el modelo por elementos finitos.

En el tercer caso el parametro que hemos tomado es la profundidad de
la ranura (parametro h) para valores de 5, 10, 15 y 21.5milimetros. En
la figura 5.101 se muestran los valores obtenidos del par de reluctancia
mediante el método propuesto y por elementos finitos.

Igual que en los casos anteriores, el eje de la izquierda corresponde
a la escala para los valores analiticos y el de la derecha para los de
elementos finitos. Por elementos finitos, los resultados obtenidos son
practicamente iguales; este hecho viene a reforzar la idea de que, a par-
tir de un valor de la profundidad de ranura, el que esta aumente no
influye en los resultados, es decir, podemos aproximar la ranura estre-
cha por una ranura infinita.

En los resultados obtenidos por el método analitico, los valores del par
de reluctancia se mantiene también practicamente constantes para va-
lores del parametro de 5, 15 y 21.5, presentando una variaciéon cuando
la profundidad es igual a 10 milimetros. No obstante, esta variacion es
pequena, en comparacién con las variaciones originadas en el par de
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Comparativa Analitico vs Elementos finitos
(parametro profundidad de ranura ,h)
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Figura 5.101: Comparativa del par de reluctancia analitico y por elementos
finitos tomando h como parametro

reluctancia como consecuencia de modificar la abertura de la ranura o
el espesor del entrehierro, tal y como comprobabamos en los dos casos
anteriores.

Aprovechamos este punto para comentar que los resultados analiticos
se ven influenciados por el nimero de términos que consideremos en
los sumatorios. Teéricamente, éstos se extienden hasta infinito; en la
practica tenemos que fijar un ntimero maximo de sumandos. Ya que
en las expresiones que manejamos aparecen funciones hiperbolicas vy,
més concretamente, senos y cosenos hiperbdlicos, éstos tienden a in-
finitos cuando su argumento asi lo hace, por lo que debemos fijar el
nimero maximo de sumando de tal modo que las expresiones del seno
y del coseno hiperbélico sean inferiores al valor maximo que podamos
computar. En el caso de Matlab, este valor maximo viene dado por el
parametro realmaz cuyo valor, para la version de Matlab 2011a es de
1.7977 - 107398,

En las expresiones obtenidas por el método analitico, existen términos
que poseen el parametro h en el numerador; el hecho de aumentar su
valor ocasiona que disminuya el nimero de términos a considerar en
el sumatorio correspondiente, disminuyendo la precision del resultado
obtenido. Puede que este comportamiento esté detras de las diferencias
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observadas entre los valores analiticos y los de elementos finitos cuando
tomamos valores elevados de la profundidad de ranura.

A la vista de estos resultados podemos concluir que, aunque los valores
del par de reluctancia analiticos no coinciden con los de elementos finitos,
aquellos muestran una dependencia con la geometria de la maquina similar a
la que exhiben éstos, pudiéndose emplear el método propuesto para estudiar
como afectan al par de reluctancia la variaciéon de determinados parametros
de su geometria, o en el estudio de técnicas que permitan disminuir el par de
reluctancia de nuestra maquina.

Con el analisis que hemos realizado del par de reluctancia, damos por
finalizado el estudio de nuestra maquina en dos dimensiones. El paso siguiente
serd analizarla en tres dimensiones.






Capitulo 6

Maquina en tres dimensiones

La tdltima etapa en el estudio tedrico de nuestra maquina es pasar del
modelo en dos dimensiones hasta ahora desarrollado, a un modelo en tres
dimensiones. Tal y como comentdbamos en el apartado 4.1.1, el procedimien-
to que emplearemos para realizar esta transicion, es el denominado modelo
cuasi-3D, que consiste en considerar que la maquina esta compuesta por va-
rias maquinas de flujo axial con diferente longitud radial (varias laminas),
estudiando cada una de las laminas mediante el modelo en dos dimensiones
desarrollado.

El funcionamiento global de la maquina lo obtendremos como suma de las
aportaciones de cada una de las ldminas individuales, al considerar despre-
ciable el flujo en la direccion radial. Este procedimiento lo vamos aplicar en el
calculo del flujo, de la fuerza electromotriz inducida y del par de reluctancia.

En la figura 6.1a) mostramos el principio del modelo cuasi-3D, donde se
representa la situacion para un nimero de laminas, N,,,, igual a 5, indican-
dose el radio interior, el radio exterior y el radio medio para la lamina 3. En
la figura 6.1b) se muestra el area de integracion resultante al aproximar cada
uno de los sectores de corona circular (en color verde) por un paralelogramo
de anchura el arco en el radio medio y de altura la diferencia entre el radio
exterior y el radio interior (en color azul).

Los pasos necesarios para aplicar este modelo cuasi-3D son:

» Dividimos la maquina en Ny, lAminas anulares en la direccién radial,
todas ellas con el mismo espesor, €;,,,. El espesor de cada lamina sera
igual al espesor total de la maquina dividido entre el ntimero de laminas,



334 MAquina en tres dimensiones

Figura 6.1: Principio del modelo cuasi-3D para 5 laminas

esto es:
emaq o Ro - Rz

€lam =
Nlam Nlam

donde e, es el espesor total de la maquina, igual a la diferencia entre
el radio exterior (R,) y el radio interior (R;).

= Aplicamos la técnica de los subdominios a cada una de las laminas en
su radio medio. Para ello, necesitamos determinar, en cada lamina, su
radio interior, su radio exterior, el radio medio y el espesor del diente.
Las expresiones para cada una de estas magnitudes son las siguientes,
donde consideramos el orden de las laminas desde el interior hacia el
exterior:

e Radio interior: El radio interior de cada lamina es igual al exterior
de la anterior, excepto para la primera lamina que coincide con el
radio interior de la méaquina. Asi:

Riamina 7 _ Rf)amina j—1

Réamzna 1 — Rz

e Radio exterior: El radio exterior de cada lamina sera igual a su
radio interior més el espesor de la lamina. Para la altima lamina,
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este radio exterior coincide con el de la maquina:

lamina j lamina j—1
Ro )= Ro J + €lam

Rloamzna Niam — Ro

e Radio medio: El radio medio de cada lamina sera la semisuma de
sus radios exterior e interior:

Riamm@ J + Réamina J
2

lamina j __
R =

e Paso de polo: El paso de polo de cada lamina sera igual al arco de
polo multiplicado por el radio medio de cada lamina:
Tliamina J— a, Rizmma i
El arco de polo s6lo depende del nimero de polos, ya que es 27
radianes dividido entre el niimero de polos de la miquina. Para
el caso que nos ocupa, tenemos una maquina con 8 polos y, en
consecuencia, un arco de polo de 7/4 radianes o 45 grados.

e Paso de ranura: El paso de polo de cada ldmina es igual a tres
veces el paso de ranura de la ldmina:

T]l)amzna J— 37_£amma j

e Espesor del diente: El espesor del diente de cada lamina lo halla-
remos a partir del paso de ranura de la lamina:
Téamina J— s+ tlamina j

al ser la abertura de la ranura constante para toda la maquina y
para todas las laminas.

Una vez hallados estos parametros en cada lamina, podemos aplicar
la técnica de los subdominios a cada lamina trabajando en su radio
medio, tal y como lo hemos aplicado en el capitulo anterior al estudiar
la maquina en dos dimensiones.

Solo tendremos que introducir un parametro adicional relativo al des-
plazamiento del rotor respecto del estator; en el modelo en dos dimen-
siones de la maquina, ester desplazamiento lo controlamos mediante el
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parametro que denominamos offset, siendo éste una magnitud rectilinea
y que mediamos en milimetros. Ahora y ya que la longitud del paso de
polo de cada ldmina aumenta a medida que la lamina es mas exterior,
el offset lineal ya no nos sirve, siendo necesario definir una magnitud
andloga pero angular, a la que llamaremos o ffset, la cual mediremos
en grados o en radianes. Con la introduccion del o, ffqe¢ logramos que
todas las laminas se desplacen el mismo niimero de pasos.

Como en cada lamina vamos a aplicar el modelo en dos dimensiones,
necesitamos traducir ese desplazamiento angular a un desplazamien-
to lineal, siendo la relacién entre ambos el radio medio de la ldmina
correspondiente:

lamina j lamina j
OffS@t 7= Qof fset Rm J

Una vez que hemos establecido las bases de aplicacion del modelo cuasi-
3D, vamos a aplicarlo en la obtencion del flujo concatenado por la bobina, de
la fuerza electromotriz inducida en ella y del par de reluctancia de la maquina.
Para estas tres magnitudes, mostraremos los resultados obtenidos analitica-
mente variando el nimero de laminas, comparandolos con los obtenidos por
elementos finitos.

6.1.

Flujo concatenado por la bobina (3D)

En la figura 6.2 se muestran los valores del flujo concatenado por la bo-
bina obtenidos al aplicar el modelo cuasi-3D para 1, 3, 5, 10, 20, 30 y 60
laminas y por elementos finitos.

A la vista de la grafica podemos realizar las siguientes observaciones:

= En general, existe un buen ajuste entre los valores analiticos y los ha-

llados por elementos finitos.

= En cuanto al modelo cuasi-3D, a partir de 3 laminas, no se aprecian

diferencias al aumentar el nimero de laminas, siendo los resultados
obtenidos para 3, 5, 10, 20, 30 y 60 laminas, exactamente iguales.

» Entre los resultados en dos dimensiones (1 lamina) y cuasi-3D (varias

laminas) se observa que el modelo cuasi-3D proporciona valores méaxi-
mos y minimos del flujo ligeramente superiores (un 3.06 %).
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 6.2: Comparacion entre los valores del flujo concatenado por la bobina
por el modelo cuasi-3D para diferente ntimero de laminas y por elementos
finitos

= Comparando los resultados del modelo cuasi-3D con los de Flux3D,
existe un buen ajuste entre ambos conjuntos de valores, aunque los
primeros presentan valores maximos y minimos ligeramente superiores
a los de simulacion, del orden del 5.87 %.

Podemos concluir que existe una buena concordancia entre resultados anali-
ticos (tanto dos dimensiones como cuasi-3D) y valores de simulaciéon, aunque
parece que el modelo en dos dimensiones (1 lamina) se ajusta méas a los
resultados de simulacion que el modelo cuasi-3D (varias laminas).

6.2. Fuerza electromotriz inducida (3D)

En la figura 6.3 se muestran los valores de la fuerza electromotriz inducida
obtenidos al aplicar el modelo cuasi-3D para 1, 3, 5, 10, 20, 30 y 60 laminas
y por elementos finitos.

Esta grafica nos sugiere los siguientes comentarios:

= En general, existe un buen ajuste entre los valores analiticos y los ha-
llados por elementos finitos.
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Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 6.3: Comparacion entre los valores de la fuerza electromotriz inducida
obtenidos por el modelo cuasi-3D para diferente nimero de laminas y por
elementos finitos

= En cuanto al modelo cuasi-3D, a partir de 3 laminas, no se aprecian
diferencias al aumentar el nimero de laminas, siendo los resultados
obtenidos para 3, 5, 10, 20, 30 y 60 laminas, practicamente iguales.

» Entre los resultados en dos dimensiones (1 lamina) y cuasi-3D (varias
laminas) se observa que el modelo cuasi-3D elimina la mayor parte de
las oscilaciones que presentaba el modelo en dos dimensiones.

= Comparando los resultados del modelo cuasi-3D con los de Flux3D, co-
mo consecuencia de la eliminaciéon de la mayor parte de las oscilaciones
existentes en el modelo en dos dimensiones, los resultados del modelo
cuasi-3D se ajustan mejor a la prediccion por elementos finitos.

Podemos concluir que existe una buena concordancia entre resultados anali-
ticos (tanto dos dimensiones como cuasi-3D) y valores de simulacion, mejo-
randose dicha concordancia con la aplicacién del modelo cuasi-3D.

6.3. Par de reluctancia (3D)

En la figura 6.4 se muestran los valores del par de reluctancia obtenidos
al aplicar el modelo cuasi-3D para 1, 3, 5, 10, 20, 30 y 60 laminas y por
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elementos finitos.

Par (Nm)

Comparativa Analitico vs Elementos Finitos
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Figura 6.4: Comparacion entre los valores del par de reluctancia obtenidos
por el modelo cuasi-3D para diferente ntimero de laminas y por elementos
finitos

De la observacion de la grafica podemos comentar:

» [gual que sucedia con el modelo en dos dimensiones, los valores analiti-

cos son superiores a los hallados por elementos finitos. Las causas que
apuntdbamos entonces para intentar justificar estas diferencias (dis-
crepancias entre los valores analiticos y los de simulaciéon de las com-
ponentes de la induccién, dependencia de estas componentes con la
coordenada angular y incremento en la superficie de integracion al em-
plear el arco en lugar de la cuerda) siguen siendo vélidas para el modelo
cuasi-3D.

En cuanto al modelo cuasi-3D, a medida que se aumenta el nimero de
laminas, la curva que representa el par de reluctancia es mas uniforme,
eliminandose oscilaciones presentes con un nimero reducido de laminas.

Entre los resultados en dos dimensiones (1 lamina) y cuasi-3D (varias
laminas) se observa que el modelo cuasi-3D y, en particular, con un
numero elevado de laminas, elimina las oscilaciones existentes en la
curva del par, dando una respuesta que varia de una forma uniforme.
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= Comparando los resultados del modelo cuasi-3D con los de Flux3D,
como consecuencia de la eliminaciéon de las oscilaciones existentes en
el modelo en dos dimensiones, los resultados del modelo cuasi-3D con
un numero elevado de laminas presentan la forma que mejor se ajusta
a la prediccion por elementos finitos, aunque los valores numéricos no
presentan buen acuerdo, tal y como hemos comentado.

Podemos concluir que, como consecuencia de aplicar el modelo cuasi-3D, se
mejoran los resultados en comparacion con los del modelo en dos dimensiones,
aunque siguen existiendo diferencias importantes entre los valores numeéricos
analiticos y los de simulacién por elementos finitos.

Una vez estudiada nuestra maquina en tres dimensiones, hemos procedido
a construir un prototipo de la misma, sobre la que realizaremos ensayos para
comprobar su funcionamiento. En el siguiente capitulo describimos el proto-
tipo, los ensayos y los resultados obtenidos, comparandolos con los analiticos
y con los de simulacion.
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Prototipo y ensayos

La ultima etapa que abordaremos en el estudio que estamos realizando
serd la obtencion experimental de los principales valores de nuestra maquina
y su posterior comparacion con los hallados por el método analitico y me-
diante la simulacién por elementos finitos.

Con este fin, se construyo6 un prototipo de maquina de flujo axial e imanes
permanentes, compuesta por un rotor interno y dos estatores externos, asi
como un banco para realizar los correspondientes ensayos. Veamos cada uno
de ellos.

7.1. MaAquina prototipo

El r6otor esta formado por una estrella central en la que van insertados los
imanes permanentes. La estrella central (figura 7.1a) esté fabricada en acero
austenitico y la componen un disco central y ocho radios de secciéon cuadrada
uniformemente distribuidos. Por su parte los imanes son de neodimio boro,
con forma de sector de corona circular de 45° de abertura, magnetizados
axialmente y con dos rebajes lateral que permiten su insercion entre los ner-
vios de la estrella central. Rematando el conjunto, un aro exterior cierra el
rotor; el aro esta fijado a los nervios de la estrella mediante tornilleria en
acero inoxidable (figura 7.1b).

El estator de la maquina estd compuesto de una carcasa fabricada en
aluminio y un nicleo laminado de acero magnético. En el niicleo se han me-
canizado las ranuras que alojaran los bobinas del devanado. El devanado es
en una capa y esta formado por doce bobinas con diez espiras cada una, dis-
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Figura 7.1: Rotor del prototipo construido: a) Estrella central. b)Rotor en su
conjunto

tribuidas en tres fases, estando las bobinas de cada fase conectadas en serie.
En la figura 7.2a) se muestra una vista frontal del estator donde se aprecian
las 24 ranuras radiales con las bobinas del bobinado. Para facilitar el montaje
del conjunto se han dispuesto unos extractores laterales (figura 7.2b) que van
fijados con tornillos en la parte exterior de la carcasa, pudiéndose retirar una
vez montado el conjunto rétor-estator.

En la figura 7.3 se muestra una vista del conjunto durante el proceso de
montaje (a) y una vez finalizado dicho montaje (b). Para fijar el niicleo a la
carcasa se han empleado unos puentes de acero inoxidable que van alojados
en el fondo de las ranuras y se atornillan a la carcasa en el radio interior y
en el exterior. En la figuras 7.3 se pueden apreciar dichos puentes.

La mAquina tiene una potencia nominal de 1 kilovatio, una velocidad
nominal de 400 r.p.m., una tension eficaz de fase de 22 voltios y una corriente
de fase de 17.42 amperios. La tabla 7.1 resume los principales parametros y
dimensiones del prototipo construido.
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b)

Figura 7.3: Conjunto de la maquina: a) Inicio del proceso de montaje. b)
Montaje finalizado
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Parametro Significado Valor
P Potencia nominal 1150 W
n Velocidad nominal 400 rpm
E Tension de fase 22V
I Corriente de fase 1742 A
T Par nominal 27.45 Nm

Ny, Namero de fases 3
N,, Numero de imanes 8
[ Grosor del iman 20 mm
g Entrehierro mecénico 5 mm
N, Numero de ranuras 24
R, Radio exterior 120 mm
R; Radio interior 60 mm
B, Campo remanente del iman 1.27T
s Abertura de la ranura 7 mm
h Profundidad de la ranura 21.5 mm
Ne Ntmero de espiras por bobina 10
Seccion de los cables 5.22 mm?

Tabla 7.1: Principales parametros de la maquina prototipo
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7.2. Banco de ensayos dinamomeétricos

El objetivo que nos fijamos fue la construccion de un banco de ensayos pa-
ra maquinas eléctricas rotativas, que nos permita conocer en todo momento
magnitudes como el par transmitido, velocidades de giro, rendimiento, medi-
da de tensiones, corriente y potencias, etcétera, y de este modo caracterizar
la méquina ensayada y poder mejorar, en la medida de lo posible, su diseno.

El banco de ensayos puede utilizarse en dos sentidos, un sentido (de de-
recha a izquierda) para ensayar un motor al que conectaremos a la red y de
izquierda a derecha para ensayar el generador, en cuyo caso lo que se conec-
tara a la red sera el motor de arrastre que, en nuestro caso, hara las veces de
viento.

A grandes rasgos, el banco esta formado por los siguientes bloques (figura
7.4:

1. Motor de arrastre controlado por accionamiento universal capaz de con-
trolar velocidad y par,

2. medidor de par o transductor,
3. motor o generador a ensayar,

4. carga electronica y

5. sistema de adquisicion de datos.

Veamos cada una de ellos.

(3]

—

—

motor

Figura 7.4: Esquema del banco de ensayos dinamométricos
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7.2.1. Motor de arrastre controlado por un accionamien-
to
Emplearemos como motor de arrastre el servomotor Unimotor 190 UMD

200C (figura 7.5b) controlado por un variador UNI3403 de 22 kW de potencia
(figura 7.5a).

a)

Figura 7.5: Control Unidrive (a) y servomotor Unimotor (b)

El servomotor Unimotor es un motor sincrono trifasico "brushless" (sin
escobillas) de ocho polos, constrido con imanes permanentes de tierras raras
que contribuyen a reducir la inercia del rotor y mejorar la respuesta dindmica
del motor. Posee una fuerza contraelectromotriz senoidal, suministrando un
gran par con un par de rizado minimo.

La carcasa del motor, con multiples aletas, estd construida en aleacién
de aluminio y de una sola pieza lo que mejora la disipacion de calor por
conduccioén, radiacion y conveccién. Ademas, la construccion monobloque,
en una sola pieza, permite realizar con precision el soporte de los cojinetes,
alineando correctamente la carcasa y manteniendo uniformemente concéntri-
co el entrehierro.

Posee un encoder incremental (4096 ppr), que permite una conmutacion
integral de la realimentacion de alta precision y termistores PTC, que per-
miten una monitorizaciéon térmica y proporcionan protecciéon contra las so-
brecargas.

De entre las caracteristicas que retine el accionamiento Unidrive podemos
subrayar las siguientes:
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= Es un accionamiento universal de velocidad variable que puede operar
en cinco modos: control tensién-frecuencia, control vectorial de lazo
abierto, control vectorial de lazo cerrado, servo brushless AC y unidad
regenerativa.

= Presenta conjuntos de parametros de aplicaciéon preconfigurados, deno-
minados Macros, que permiten configurar el accionamiento en escasos
minutos para una gran variedad de aplicaciones industriales.

= En cuanto a entradas y salidas, posee diferentes entradas y salidas,
analogicas y digitales, programables y seleccionables en intensidad o en
tension, asi como un relé programable.

= Ajuste sencillo por medio de un sistema de ments visible en una pan-
talla.

7.2.2. Medidor de par

Para la medida del par mecanico suministrado por el servomotor a nues-
tro generador, disponemos de un medidor dindmicos de par y revoluciones de
la empresa Lebow modelo 1804 (figura 7.6), con un par maximo de 115 Nm,
soportando una velocidad de giro de 27000 r.p.m. Un amplificador digital de
la empresa Daytronic, modelo 3278-F para excitar y registrar a este medidor
y un indicador tacométrico de la empresa Graham& White, modelo MT7602
para registrar sus revoluciones. Al medir el nimero de revoluciones a la vez
que el par, este equipo nos permite hallar la potencia mecanica aplicada a
los generadores en el banco de ensayos.

7.2.3. MaAquina a ensayar

Hemos intentado disenar un banco de ensayos versatil y que pueda ser
utilizado para ensayar diferentes tipos de maquinas, tanto motores como
generadores. Para este trabajo de tesis, la méquina ensayada ha sido el pro-
totipo descrito en el apartado anterior, la cual dispone de un encoder unido
a su eje. De esta forma, podemos conocer la posicion y la velocidad de giro
del rotor.

7.2.4. Carga eléctrdnica

Con el fin de poder variar de forma controlada las condiciones de funcio-
namiento de la maquina a ensayar, disponemos de una carga electronica de



348 Prototipo y ensayos

Figura 7.6: Medidor de par Lebow

continua de Agilent Tecnologies (figura 7.7). Consta de una unidad central
(modelo N3300A) que aloja tres modulos de carga N3306A, de 600 W cada
uno de ellos, con un rango en corriente de 0 a 120 amperios y en tension de
0 a 60 voltios, , dotando al conjunto de una potencia total de 1800 W.

Se puede realizar un control y una lectura de corriente, tension y resistencia,

Figura 7.7: Carga electrénica Agilent Technologies

tanto de forma local, a través del teclado que tiene situado en el panel frontal,

como de forma remota, a través de los protocolos de comunicaciones GPIB
y RS232.
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7.2.5. Sistema de adquisiciéon de datos

Para la realizacion fisica de las medidas de tension y de corriente genera-
das en el banco se dispone de un conjunto de sondas diferenciales y de sondas
de corriente (con sus respectivos amplificadores).

Los datos procedentes del medidor de par, del variador , del encoder y
de las correspondientes sondas de medida, son capturados por un sistema
de adquisicion de datos DSPACE, que consta de una tarjeta multifuncién
de control y adquisicion de datos, un software para su visualizacion llamado
CONTROLDESK, y MATLAB para el procesamiento de datos.

= Tarjeta controladora DS1103 PPC:

La DS 1103 PPC es una tarjeta que ha sido disenada para reunir en un
solo dispositivo todos los requerimientos para el control mas moderno
de pruebas y prototipos. Sus 36 canales A/D y sus 8 canales D/A pro-
porcionan gran poder de calculo. Se conecta a un ordenador mediante
un puerto ISA de 16 bits.

Lleva incorporado un procesador RISC PowerPc a 400Mhz fabricado
por Motorola para poder realizar rapidamente operaciones de coma
flotante, ademés dispone de un interface para controlar encoders incre-
mentales, tanto digitales como analbgicos.

También cuenta con un DSP, el TMS32F240, fabricado por Texas Ins-
truments, el cual esta disenado especificamente para el control de mo-
tores, contando con salidas PWM. Para aplicaciones en roboética, la
tarjeta posee hasta 6 encoders increméntales digitales y un encoder
analogico.

= Soporte de programas software:

La tarjeta y los microprocesadores que incorpora, tanto el PowerPc
como el DSP se pueden programar graficamente via Simulink, gracias
al RTT (Real-Time-Interface). El RTI transforma las simulaciones rea-
lizadas graficamente con Simulink a codigo que se implementa en los
procesadores de la tarjeta, los cuales ejecutan la simulacién en tiempo
real.

s Control Desk:
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Control Desk es un programa que acompana a la tarjeta de control que
proporciona las herramientas para controlar, monitorizar y automati-
zar los experimentos creados en el entorno Dspace, en tiempo real, ya
sea en simulaciones o en modelos con planta real.

Permite construir paneles virtuales de instrumentos totalmente confi-
gurables desde los cuales podemos tener acceso a toda la informacion
sobre las variables y parametros del experimento asi como controlarlos
en tiempo real. Estos datos pueden ser capturados para su posterior
analisis con Matlab.

Para el diseno y simulacion de un modelo se utiliza MATLAB /Simulink,
pero desde el momento en que se implanta el modelo en el hardware,
ControlDesk se encarga del control del modelo.

En la figura 7.8 se muestra una vista general del banco de ensayos, donde
se destacan los elementos mas importantes.

v

Tarjeta controladora 'Eﬂ* \ 4 L Carga Electrénica
DS1103 PPC o T o Agllent Technologies N3300A

“/‘7

Armario i (% T \ P " »
Control Unidrive [ g WY e > Prototipo a ensayar

\\ J S Medidor de par

A 4 48 I\ Lebow 1804
| 7
l\

- Motor Arrastre
Unimotor 190
7. ; S SR

Figura 7.8: Vista general del banco de ensayos dinamométricos
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7.3. Ensayos realizados

Una vez construido el banco, colocamos el prototipo en él y realizamos
dos ensayos con el fin de medir la fuerza electromotriz inducida y el par
de reluctancia. A continuacién, mostramos los resultados obtenidos y los

comparamos con los hallados mediante el Método de la Subdominios y por
Flux3D.

7.3.1. Fuerza electromotriz inducida

Para realizar la medida de la fuerza electromotriz inducida, colocamos
nuestra maquina en el banco de ensayos, dejamos en circuito abierto los
extremos de las fases de cada uno de lo estatores, hacemos girar el generador
a su velocidad nominal (400 r.p.m.) y medimos la tension en extremos de
las tres fases de uno de los estatores. Si suponemos que las fases homdnimas
de cada estator estan conectadas en serie, la tension que proporcionaria la
méquina seria el doble de la que hemos medido. En la figura 7.9 se muestra
la tension que se induciria en la maquina cuando gira a su velocidad nominal,
cuando las bobinas de los dos estatores estuvieran conectadas en serie.

f.e.m.i. (400 r.p.m.)

Tensién inducida (V)

t (ms)

—fasel ——fase2 ——fase3

Figura 7.9: Medida de la f.e.m.i. en la maquina (estétores coenctados en serie)

Se observa como las senales generadas constituyen un sistema trifésico
equilibrado de tensiones (estan desfasadas 120° entre si y poseen la mis-
ma amplitud). El periodo de la senal es de 37.5 ms que corresponde a una
frecuencia eléctrica de 26.67 Hz. Su pulsacion eléctrica es 27 veces la fre-
cuencia, es decir, 167.55rad/s. Si la dividimos entre el nimero de pares de
polos (N, = 4), obtendremos la velocidad angular de rotacion del rotor, que
resulta de 41.89 rad/s o, lo que es lo mismo, 400 r.p.m., como era de esperar.
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En la figura 7.10 se compara la f.e.m.i. medida con las calculadas me-
diante el método propuesto y por elementos finitos. Los valores de f.e.m.i.
que representamos para el método analitico, son los correspondientes a una
bobina de una espira, multiplicados por el ntimero de espiras que tiene ca-
da bobina (N, = 10) y por el nimero de bobinas conectada en serie (ocho).
Respecto a los valores representados correspondientes a la simulacion por ele-
mentos finitos, s6lo hemos tendido que multiplicar por el nimero de espiras
por bobina, debido a que el programa Flux3D, al aplicar autométicamente
las periodicidades y las simetrias definidas en su geometria, calcula la f.e.m.i
inducida en todo el bobinado, que hemos supuesto de una espira por bobi-
na. Por ultimo, respecto a los valores medidos, hemos tenido que cambiar
la dependencia temporal por una dependencia con el dngulo, estando ambas
magnitudes relacionadas por la velocidad de giro, que es conocida e igual a
400 r.p.m.

f.e.m.i. (400 r.p.m.)
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Figura 7.10: Comparacién entre los valores de f.e.m.i. obtenidos por el método
analitico, mediante elementos finitos y medidos en el prototipo ensayado.

A la vista de los resultados podemos observar que las tres curvas presen-
tan un acuerdo excelente en cuanto a la curvatura de la f.e.m.i. en la zona
ascendente, aunque difieren ligeramente en cuanto a la forma de la curva en
la zona central de cada semiperiodo y en el valor al que tienden:

= En cuanto a la forma, la curva obtenida por el método analitico presenta
pequenas oscilaciones en esta zona central, mientras que la hallada por
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elementos finitos y la obtenida en el banco de ensayos, presentan un
comportamiento muy suave, creciendo ligeramente hasta alcanzar el
maximo en el centro del semiperiodo para, a continuacién, descender
ligeramente.

= En lo referente al valor al que tienden, se ha calculado el valor rms de
los tres conjuntos de datos y el porcentaje de desviacién respecto al
valor analitico, los cuales se muestran en la tabla 7.2. A la vista de los
valores reflejados en dicha tabla, observamos que las desviaciones son
pequenas y asumibles, si consideramos las diferentes aproximaciones
que hemos realizado.

Método | Valor RMS (V) | Desviacion (%)
Matlab 25.16 —

Flux 23.86 —5.16 %
Medidas 25.98 3.25%

Tabla 7.2: Valor rms de la fuerza electromotriz inducida

A la vista de los resultados hallados por los tres procedimientos (método
analitico, simulacion por elementos finitos y ensayo en laboratorio) podemos
afirmar que existe un buen acuerdo entre ellos, validando el método empleado,
la simulacion programa y los ensayos realizados.

7.3.2. Par de reluctancia de la maquina

La medida del par de reluctancia presentado por la méaquina ha sido
laboriosa, como consecuencia de los valores elevados de par de reluctancia
presentes en nuestra maquina.

Tal y como comentabamos en el apartado dedicado a la discusién de los
resultados analiticos del par de reluctancia en dos dimensiones (apartado
5.6), un tramo ascendente en la curva de par implica un par que debo ven-
cer, mientras que deberé contrarrestarlo si el tramo es descendente o, dicho
de una forma mas coloquial, tengo que hacer un par en el tramo ascendente
y debo frenar a la maquina en el descendente.

La primera forma que nos planteamos para medir el par de reluctancia de
nuestro prototipo fue colocarla en el banco de ensayos, dejar sus bobinas en
circuito abierto y, con el servomotor, hacer girar a la maquina a una veloci-
dad lenta. El medidor de par nos proporcionara el par realizado por el motor
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de arrastre, que es igual al par de reluctancia de la maquina ensayada. La
velocidad de giro que fijamos fue de 0.5 r.p.m.. El par nominal del servomotor
es de 54.9 Nm, bastante superior al valor maximo del par de reluctancia de
nuestra maquina. Los resultados de este ensayo no fueron satisfactorios ya
que, aunque en el tramo ascendente de la curva de par, el motor de arrastre
movia sin dificultad a nuestra méquina, en el tramo descendente aquel no
era capaz de aguantar al rotor de nuestra maquina, precipitandose hasta la
siguiente posicion de equilibrio estable. La figura (7.11) muestra los valores
medidos.

Par de reluctancia

Par (Nm)

Otoiset (°)

~e-Medidas con servomotor

Figura 7.11: Par de reluctancia medido al mover el prototipo con el servo-
motor.

La segunda forma que nos planteamos para medir el par de reluctancia fue
quitar el motor de arrastre y, con ayuda de una palanca, mover manualmente
el eje de giro del medidor de par, el cual esta unido, mediante unos acopla-
mientos, con el eje de nuestra maquina. Los resultados fueron similares a los
anteriores aunque algo mejor: en el tramo ascendente moviamos sin dificul-
tad el eje del conjunto pero, en el tramo descendente, el rotor de la maquina
buscaba rapidamente su posicion de reposo, aunque podiamos controlar algo
mejor este descenso tan brusco. A fuerza de hacer ensayos fuimos mejorando
los resultados aunque no lograbamos evitar unas pequenas oscilaciones que
se originaban en el tramo descendente.
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Analizando el origen de estas oscilaciones, vimos que eran provocadas por
los acoplamiento existentes entre el medidor de par y el eje de la maquina en
ensayo. Estos acoplamiento son dentados, fabricados en acero y, para evitar la
transmision de vibraciones, poseen unos diente de caucho que van colocados
entre los dientes de cada uno de los acoplamientos (figura 7.12a). Asi, la uniéon
entre dos dientes, uno de cada acoplamiento, no es directa sino que entre ellos
existe un material blando que absorbe vibraciones. En un funcionamiento
normal del banco, este acoplamiento elastico es ventajoso pero, en la medida
del par, supone un problema ya que, aunque nosotros aguantemos el eje del
medidor de par, el acoplamiento elastico permite un pequeno movimiento
del rotor de nuestra maquina, el cual deforma al acoplamiento elastico y es
el origen de las oscilaciones que observabamos. Para evitarlas, eliminamos
los dientes de caucho y unimos rigidamente ambos acoplamientos mediante
tornillerfa (figura 7.12b).

a)

Figura 7.12: Acoplamientos del banco de ensayos: a) Acoplamiento elastico.
b)Acoplamiento rigido modificado

Con esta modificacion logramos mejorar los medida, ya que controlaba-
mos mejor la posicion del rotor. No obstante y a pesar de realizar numerosos
ensayos, so6lo conseguiamos una curva estable de par en un semiperiodo. En
la figura 7.13 se muestra el montaje empleado para realizar la medida del par
de reluctancia.

Los resultados obtenidos en la medida se muestran en la figura 7.14 bajo
la leyenda “Medidas Totales”. Se puede apreciar como, para un semiperio-
do, los resultados presentan un buen comportamiento, no siendo asi en el
siguiente semiperiodo. Esto es debido al proceso de medida: controldbamos
el movimiento del rotor durante un recorrido del mismo pero, llegaba un mo-
mento en que la posicion del rotor pegaba un pequeno salto. No obstante y si
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Figura 7.13: Procedimiento empleado en la medida del par de reluctancia

aplicamos la simetria que exhibe la curva teérica del par de reluctancia, con
un semiperiodo es suficiente para poder realizar la representaciéon completa
de esta curva. Debido a que manejadbamos muchos datos y no todos eran
validos, decidimos hacer un ajuste polinémico de orden cinco de los datos
medidos en un semiperiodo que tuviera un aspecto bueno. Posteriormente,
aplicando el polinomio de ajuste, calculamos los valores del par de reluctancia
para posiciones prefijadas. En la figura 7.14 también se muestran los datos
obtenidos al aplicar el polinomio de ajuste (leyenda “ajuste”).

A la vista de los resultados medidos y de los obtenidos por el polinomio
de ajuste, detectamos ciertas anomalias que detallamos a continuacion:

= La curva de par no es simétrica: el valor minimo es, en valor absoluto,
superior a 15 Nm mientras que el maximo es del orden de 13 Nm. La
barra que utilizamos para mover el eje del conjunto esta centrada y, en
posicion horizontal, no origina ningin par, segtin indicaba el medidor de
par. Por ello, esta falta de simetria es consecuencia del procedimiento de
medida, al ser éste manual. Pese a que realizamos numerosos ensayos,
siempre observabamos esta caracteristica.

= Los resultados mostrados corresponden a un ensayo realizado con giro
en sentido decreciente, es decir, comenzabamos a medir en la posicién
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Par de reluctancia

Par (Nm)

Olgtset (%)

—e-Medidas Totales =-E-Ajuste

Figura 7.14: Par de reluctancia medido en el banco de ensayos: a) Valores
instanténeos. b) Ajuste polindémico

de 30° y terminabamos en la de 0°. Se observa que inicialmente el par es
cero y en 15° vuelve a ser cero, pero no es cero en la posicion intermedia
(22.5°) estando desplazado en torno a medio grado. Igual que antes y

pese a repetir el ensayo varias veces, se seguia observando el mismo
hecho.

En la figura 7.15 se compara el par de reluctancia obtenido mediante el
polinomio de ajuste con los hallados mediante la técnica propuesta y por
elementos finitos, donde para los valores hallados con el polinomio de ajuste
hemos impuesto que el par sea nulo en la posicion de 7.5°.

De la observacion de la figura podemos apreciar que existen diferencias
tanto en la forma de la curva como en los valores a los que tiende.

= Respecto a la forma de la curva, se observa que la curva medida posee
una pendiente mayor en el tramo ascendente y menor en el tramo des-
cendente que el de lass curvas analitica y de elementos finitos. Ya que
los valores de la pendiente ascendente y descendente estan inversamente
relacionados con la anchura del diente y de la ranura, respectivamente,
se deduce que la maquina prototipo ve una ranura mayor que la que
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Par de reluctancia
20

15

10

Par (Nm)
o
»

-10
-15
-20

Qoffset (o)

Matlab ——Flux -o—-Medida Ajuste

Figura 7.15: Comparacion entre los valores del par de reluctancia obtenidos
por el método analitico, mediante elementos finitos y medidos en el prototipo
ensayado.

fisicamente posee. Pensamos que la causa que origina este efecto es la
saturacion del diente en las zonas proximas a las ranuras.

= Respecto a los valores a los que tiende, el par medido presenta valores
algo superiores a los hallados por el método propuesto (un 3.8%) y
muy superiores a los obtenidos por elementos finitos (31.3 %). El hecho
de haber considerado en la simulacién que el material magnéticamente
es ideal, puede ser el motivo por el que el par hallado por elementos
finitos sea muy inferior al medido. Finalmente, pensamos que el que
el par hallado con el método propuesto sea proximo al medido es una
mera, coincidencia.

A la vista de los resultados obtenidos, creemos que el procedimiento de
medida del par de reluctancia afecta a los valores obtenidos, siendo necesario
buscar otro procedimiento que nos garantice unas mejores medidas y hacer
que éstas no dependan de la persona que mueva la palanca, como podria
ser el empleo de una multiplicadores colocada entre el medidor de par y
el prototipo a ensayar, utilizar algin procedimiento mecanico que permita
regular el angulo de giro de la palanca que mueve el eje del conjunto o el
empleo de muelles que permitan tener un ajuste méas fino y méas progresivo
de la posicion del eje.



Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo global que nos marcamos al principio de este trabajo fue rea-
lizar un estudio del campo magnético en vacio de una méaquina de flujo axial
e imanes permanentes, desde tres angulos diferentes pero complementarios:

= Desde un punto de vista teérico, utilizando una técnica analitica como
es el método de los subdominios,

= desde un punto de vista computacional, mediante el empleo de un pro-
grama de simulacién por elementos finitos, y

= desde un punto de vista empirico, realizando ensayos en el laboratorio
a un prototipo de nuestra maquina.

En general, los tres enfoques han llegado a un acuerdo razonable en la
mayoria de las magnitudes analizadas, siendo necesario pulir algunos aspec-
tos en lo referente al par de reluctancia. Por ello pensamos que el objetivo
fijado se ha cumplido de una forma satisfactoria.

8.1. Conclusiones

El trabajo realizado ha sido extenso, tanto fisica como temporalmente,
pudiéndose extraer las siguientes conclusiones:

= Se han descrito los diferentes tipos de maquinas de imanes permanentes,
clasificindolas de acuerdo al camino seguido por el flujo, enumerando
las principales ventajas e inconvenientes de las diferentes topologias.
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= Se ha realizado un repaso de las principales técnicas analiticas emplea-

das para el calculo del campo magnético con condiciones de contorno,
agrupandolas en tres categorias, coeficiente de permeancia, transforma-
cion conforme y método de los subdominios. Para cada una de ellas, se
han enumerado las contribuciones mas importantes dentro de la litera-
tura conocida por el autor de la tesis.

Se ha desarrollado el planteamiento general del Método de los Subdo-
minios y se ha ilustrado su utilizacion aplicaAndolo a varios ejemplos
sencillos.

Después de realizar la descripcion de la maquina objeto de estudio,
se ha obtenido una geometria equivalente en dos dimensiones aplican-
do el modelo cuasi-3D. Con esta geometria en dos dimensiones hemos
iniciado el estudio de la méquina, el cual le podemos desglosar en los
siguientes puntos:

e Se ha comenzado el estudio trabajando con una méaquina lisa, es-
tando representado el efecto del ranurado a través del coeficiente
de Carter. En esta maquina lisa hemos obtenido un modelo equi-
valente a la geometria real reemplazando los nervios oblicuos del
rotor por un entreiman recto, de tal forma que ambas configu-
raciones originen la misma distribucion del potencial magnético
escalar en la superficie del rétor.

Se han obtenido las expresiones del potencial magnético escalar en
las diferentes regiones de la maquina lisa mediante la resoluciéon
directa de la ecuacién de Laplace y la aplicacion de las condiciones
de contorno del problema. Se han comparado los valores hallados
con los obtenidos mediante el software de simulacion Flux3D, com-
probando la existencia de un buen acuerdo entre ambos conjuntos
de valores.

Para esta maquina y con el fin de reflejar el comportamiento real
de la maquina, se ha definido, en la superficie del imén, una ban-
da de transicion del potencial magnético escalar a la que hemos
denominado “banda de desmagnetizacion” y que hemos modelado
matematicamente con la ayuda de la tangente hiperbdlica. Em-
pleando el Método de los Subdominios, hemos obtenido los pa-
rametros de la banda de desmagnetizacion que proporcionan un
buen ajuste entre valores analiticos y resultados de simulacién por
elementos finitos.

e Una vez estudiada la maquina lisa se ha realizado el estudio de la
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maquina ranurada bidimensional. Para ello se han definido cua-
tro casos en funciéon de la posicion relativa del rétor respecto de
las ranuras del estator. Para cada uno de los casos se han defi-
nido las regiones o subdominios que las componen, obteniéndose
las expresiones del potencial magnético escalar, componentes de
la induccion y expresiones del flujo en cada una de ellas. Los re-
sultados obtenidos se han comparado con los calculados mediante
Flux3D, existiendo un buen acuerdo entre ambos.

Se ha definido una bobina de paso tres ranuras y se han obte-
nido las expresiones del flujo que concatena dicha bobina para
todas y cada una de las posiciones relativas que puede ocupar la
bobina en relaciéon con el rotor de la méquina, obteniéndose los
valores numéricos para unos datos concretos de la geometria, los
cuales presentan un buen ajuste en comparaciéon con los hallados
mediante elementos finitos.

Aplicando la ley de Faraday y a partir de los valores del flujo con-
catenado por una bobina, se han obtenido los correspondientes
valores de fuerza electromotriz inducida en la bobina. La simula-
cion realizada por elementos finitos indica que los valores hallados
poseen un buen acuerdo con los obtenidos de la simulacion.

A partir del tensor de tensiones de Maxwell, se han determinado
las expresiones del par de reluctancia de la maquina para cada
una de las regiones de los casos considerados. De acuerdo a la geo-
metria de nuestra méquina, se han calculado numéricamente sus
valores y se han comparado con los proporcionados por el progra-
ma Flux3D. De la comparacion de ambos conjuntos de valores se
ha concluido que el método propuesto origina valores del par de
reluctancia superiores a los de la simulacién por elementos finitos.
No obstante, se ha comprobado que la dependencia de este para-
metro con cambios en la geometria es la misma para el método
propuesto y para la simulaciéon por elementos finitos, siendo valido
nuestro método en procesos de optimizacién o reduccién del par
de reluctancia.

= Una vez estudiada la maquina ranurada en dos dimensiones y mediante
la aplicacién del modelo cuasi-3D, se ha estudiada la méaquina en tres
dimensiones. Se ha explicado los pasos del modelo cuasi-3D y se han
obtenido resultados del flujo concatenado por la bobina, de la fuerza
electromotriz inducida en ella y del par de reluctancia exhibido por la
méaquina, variando el numero de laminas en que modelamos la geome-
tria tridimensional. Se han comparado los resultados analiticos con los
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resultados de simulacion, observandose que, en general, el aumento del
numero de laminas mejora la respuesta analitica al compensar respues-
tas o comportamientos puntuales. Se sigue manteniendo un buen ajuste
en los valores del flujo y de la fuerza electromotriz inducida y se man-
tienen las discrepancias en cuanto a los valores del par de reluctancia
obtenidos por ambas formulaciones.

Como punto final del estudio y con el fin de validar la formulacion
propuesta, se ha procedido a medir en un prototipo de laboratorio,
la fuerza electromotriz inducida y el par de reluctancia, cotejando los
valores medidos con los hallados por el Método de los Subdominios y
por elementos finitos. Se ha obtenido un buen ajuste entre los conjuntos
de datos de la fuerza electromotriz inducida y discrepancias en el par
de reluctancia. Las primeras sirven para, a nuestro juicio, validar la
metodologia propuesta, mientras que las segundas nos indican que tanto
en la formulacién como en la medida del par de reluctancia se deben
realizar mejoras.

Trabajo futuro

El trabajo realizado nos ha permitido conocer, desarrollar y apreciar el
Método de los Subdominios en el estudio de maquinas eléctricas. Las dificul-

tades

encontradas, su superacion, la buena concordancia entre la mayoria de

los resultados obtenidos y los hallados por otras vias y la falta de un buen
ajuste entre unos pocos, supone una puerta abierta a futuros trabajos de in-
vestigacion. Entre los posibles trabajos que puedes ser desarrollados a partir
de éste, destacamos los siguientes:

Plantearse la posibilidad de realizar un estudio similar al presentado
pero empleado un sistema de coordenadas mas acorde a la geometria
de la maquina, como es el sistema de coordenadas cilindricas. Puede
que el empleo del sistema de coordenadas cartesianas puede ser una de
las causas que originan las discrepancias obtenidas entre los valores del
par de reluctancia.

Desarrollar alguna técnica de medida en el laboratorio que permita ob-
tener buenos resultados en la medida del par de reluctancia. En el texto
apuntabamos algunas ideas como son el empleo de una multiplicadora
o de algin dispositivo mecanico que permita regular y controlar el giro
del eje. Con el procedimiento que hemos presentado, la persona que
realiza el ensayo puede influir en los resultados del mismo de forma
decisiva.
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= Aplicar el Método de los Subdominios a otras topologias de méaquinas
de flujo axial muy empleadas por su reducido par de reluctancia, como
son las maquinas con ranuras inclinadas y las maquinas con un ntimero
no entero de ranuras por polo y por fase.

= Aplicar el Método de los Subdominios en el estudio en carga de méaqui-
nas de imanes permanentes. Seria necesario trabajar con el potencial
magnético vectorial y habria que modificar el planteamiento general,
ya que existirian regiones sin corrientes (las propias del entrehierro) y
regiones con corrientes (las correspondientes a las ranuras).
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ABSTRACT

Cogging torque is perhaps the most annoying parasitic
element in a permanent magnet machine design because it
represents an undesirable output. As a result, techniques
to reduce cogging torque play a prominent role in
machine design. In this paper, two different methods that
can be used to reduce cogging torque are discussed, both
theoretically (using finite element method FEM), and
empirically (measuring it in several prototypes).

KEY WORDS

Cogging torque, permanent-magnet, finite-element
method.

1. INTRODUCTION

The applications of a brushless machine vary from hard
disk driver to a variety of industrial uses. We’ve designed
a brushless permanent magnet generator that will be use
in small wind energy applications. We have chosen an
axial flux machine because of their high torque/weight
ratio. The machine can have a slotless stator [1][2] or and
slotted one. However, the cogging torque of the slotted
machines is usually much larger than that of the
conventional ones. This modifies the behaviour of the
machine, since, when cogging torque is large could be
difficult starting. Since we want to use the designed
machine in areas with a medium or low wind speed, we
need to reduce the cogging torque as much as possible.

In the process of designing a machine there is a set of
equations which related the different parameters among
them. With the purpose of minimizing the cogging torque,
we had fixed all the parameters but the number of slots
and their geometry.

2. COOGING TORQUE REDUCTION

A Geometry of the machine

369-055

The designed machine is a three phases one, axial flux
machine, with an inner rotor and two outer stators. The
rotor has 8 permanent magnets, which are axially
magnetised, separated each other by non-magnetic
material. The stator cores, manufactured with iron-based
amorphous alloy, are slotted. Their geometry and
dimensions are showed in the figure 1 and table 1,
respectively.

[ Shaft
D Magnet

[ Non magnetic material
[ Stator core

Figure 1
Table 1
Magnitude Dimension

Shaft radius (Re) 6mm

Inner radius (R) 60 mm

Outer Radius (Ro) 120 mm
Magnet spacer width (t): 5mm

Stator axial length (Ls) 30mm

Gap (g) 5mm

Magnet length (Im) 20 mm
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B Cogging torque in a brushless machine

Consider the prototype machine cross section shown in
figure 2. The structure shown is assumed to repeat in both
directions until the both ends meet halfway around the
machine, giving a finite number of magnet poles. For
simplicity, only slots for one phase are shown.

CTR

O]
)|
The torque of the machine is calculated by the rate of the
coenergy. The expression of the torque for our model is as
follows [3]:

e
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Figure 2
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being L the self inductance of the coils and i its current, ¢,
the air gap flux, N the number of turns and R is the air gap
reluctance. In this expression, the first and second terms
are the reluctance torque associated with the coils and
magnets, and the last term is the alignment torque due to
the mutual flux linking the magnet and the coils. The
second term has a minus sign because reluctance is
inversely proportional to inductance, being first and
second addend equivalents in terms of torque production.
Since the self-inductance is constant [3], the first term is
zero, leaving only the second terms as the only reluctance
torque component. This is the called cogging torque:

1, dR
Tcng =_E¢g E

Then if we want to reduce the cogging torque of our
machine we have to make the reluctance seen by the flux
gap constant with respect to position, since ¢, cannot be
reduced because it produces the desired mutual torque.

C  Analysis of prototypes
Since the cogging torque is due to the iteration between

the rotor magnets and the stator slots, is possible to
achieve a cogging torque reduction modifying the

inclination (skewing) or the number of slots. For this
reason, we’ve designed the prototypes showed in table 2:

Table 2
Prototype Number slots Inclination
Prototype 1 24 0°
Prototype 2 24 15°
Prototype 3 24 T5%
Prototype 4 24 20°
Prototype 5 24 30°
Prototype 6 24 40°
Prototype 7 24, 0°

In the prototypes 1 to 6 the number of slots is fixed and
equal to 24 (1 slot per pole and phase) and the parameter
we can vary is the inclination of the slots. The inclination
is the angle set up by the centre of the slot and the radial
direction (angle o at the figure 3). We’d varied this angle
from 0° to 40°. The last prototype has non-skewing slots
but the number of slots has been increased in 1 slot per
phase (27 in total).

o
‘Al"iii
[ Slots without inclination

Slots with inclination

Figure 3

Each prototype has been analysed qualitatively and
analytically with the 3-dimension (3D) finite element
method (FEM) simulation software FLUX3D. Finally the
prototypes 2, 3 and 7 have been made and their cogging
torque has been measured.

Prototype 1: 24 slots and 0°

The figure 4 shows an axial view of the prototype I,
where we can appreciate the stator with 24 slots arranged
radially.

We have computed the cogging torque by 3D FEM
varying the angular position in 1-degree steps. We've
observed that this torque is periodic with a period of 15°
(15° is the angular separation between two consecutive
slots).



368

Publicaciones Cientificas

Figure 4

This cogging torque is showed in figure 5. Its amplitude is
about 10.44Nm, which is very long, since the machine
nominal torque is 14Nm. We can also see that there are
positions of no torque (0°, 7.5° and 15°), one positive
torque interval (from 7.5° to 15°) and another negative
torque interval (from 0° to 7.5°).

— Simulated

TORQUE (Nm)
°

I

POSITION (DEGREES)

Figure 5

At the 0° position (figure 6, where we’ve brought out a
magnet) there is no torque because the rotor is aligned
with a maximum amount of stator teeth and the reluctance
seen by each magnet flux is minimized. This position is
called aligned position. If the rotor is displaced to either
side of the aligned position the reluctance increases
because more air appears in the flux path between the
magnet and the stator. This increase in reluctance
generates a restoring torque (a negative one) that tends to
return the rotor towards the 0° position. Therefore the 0°

Figure 6

position is a position of stable equilibrium.

At the 7.5° position (figure 7) there is no torque because
the magnetic reluctance of the flux path is at its highest. If
the rotor is displaced to either side of this position, a
torque that tends to displace it even further appears. Then,
this position is an unstable equi\librium one.

—— 7 7 7 7

Figure 7

At the 15° position (figure 8) we have another position of
minimum reluctance (a stable position). This position is
equivalent the 0° one, since the cogging torque curve
period was 15°.

Figure 8

Another method of analyse the cogging torque is by
looking at the flux density. The following figure (figure 9)
represent the stator flux density in the 0°, 7.5° and 15°
positions. If we focus on the brought out magnet, in the 0°
and 15° positions, the highest flux density is in front of
the central area, tending the magnet to remain in this
position. However, in the 7.5° position the highest flux
densities are in the area between magnets. If the magnet
(the rotor) is displaced to either side, it tends to displace
still further, to receive this high flux density frontally.

‘v x

wovaliay 11w

Figure 9
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Figure 9 (cont.)
Prototype 2: 24 slots and 15°

The most common method of reducing the cogging torque
5 ; dR
is to skew the slots [4], making 28 zero over each

magnet face. Figure 10 shows the geometry of the
prototype 2, where we have skewed the slots over one
tooth pitch, being the tooth pitch the angular difference
between two consecutive slots. The rational for the
skewing techniques is that as the magnet moves with
respect to the slot, the component of R change position,
but the resulting total remains unchanged [3].

Figure 10

The resulting cogging torque of this prototype has been
obtained with FLUX 3D and it’s showed in figure 11.
Certainly the skewing reduces the cogging torque (now its
amplitude is about 4.04 Nm, the 39% of the cogging

torque of the prototype 1), but this reduction is lower than
the expected one, because this cogging torque is about the
13% of the nominal torque (14 Nm).

— Simulated

TORQUE (Nm)

10
POSITION (DEGREES)

Figure 11

We can observe that there are positions of no torque
(3.5%nd 12.5), one positive torque interval and negative
torque intervals. The reduction in the cogging torque is
due to the fact that if the rotor is displaced to either side,
there is a slot which goes in and another one which goes
out. This situation didn’t happen in the prototype 1, where
when a slot went in there was not another that going out.

Prototype 3, 4, 5 and 6 (24 slots and 7.5°, 20°, 30° and
40°)

We’ve checked how the skewing angle influences the
cogging torque by simulating their behaviour with 3D
FEM. Figures 12 to 15 show the cogging torque obtained
with the prototypes 3, 4, 5 and 6.

Prototype 3: 24 slots and 7.5%

— Simuated

‘TORQUE (Nm)

5 10
POSITION (DEGREES)

Figure 12
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Prototype 4: 24 slots and 20°:

s d
, i
0
£
R 1
g
<
2 |
3 i
-4
o 5 0 [0
POSITION (DEGREES)
Figure 13
Prototype 5: 24 slots and 30°:
15
'
05
g 0
Y05
g
[
1.5]
-2|
-25
o 5 10 15
POSITION (DEGREES)
Figure 14
Prototype 6: 24 slots and 40°:
0
— Sted

TORQUE (Nm)

5 bl
POSITION (DEGREES)

Figure 15

We can observe that the cogging torque decreases when
the skew angle varies from 0° to 15° but for greater
angles the decrease of cogging torque is small. In
addition, the manufacture cost and ohmic losses increase
as the skew angle increases. Moreover, in prototypes 1 to

6 every rotor magnet is at the same relative position with
respect to the stator teeth. Therefore, total cogging torque
is equal to the algebraic sum of that produced by each
magnet. Then, if we want to reduce the total cogging
torque, we have to reduce the cogging torque of each
magnet.

Prototype 7: 27 slots and 0°

Another method of reducing the net cogging torque is
making the contribution of each magnet out of phase with
the others. This was done in prototype 7.

The geometry and the cogging torque obtained from 3D
FEM are illustrated in figures 16 and 17. Now, the
amplitude of the cogging torque is 0.24 Nm (about a
97.70% less than the obtained with the prototype 1). This
large reduction is due to the fact that adjacent magnets are
aligned differently with the stator teeth, meaning that the
cogging torque produced by adjacent magnets are out of
phase.

Figure 16

TORQUE (Nm)

8 0 12
POSITION (DEGREES)

Figure 17

The arrows in figure 18 indicate the cogging torque
direction produced by each magnet.
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Figure 18
D Measurements

Prototypes 2, 3 and 7 have been constructed and their
cogging torques has been measured, using a torque-angle
measurement system. This system consists of a Lebow 11
Nm torque transducer, a Hohner count per revolution
incremetal optical encoder and a Dspace data acquisition
equipment to control the experiment system. Angle
accuracy is £0.072 degrees and torque accuracy is + 0.03
Nm. The cogging torque produced by prototypes 2, 3 and
7 is shown in figure 19.

As we can see in these figures, empirical measurements of
cogging toque in the three prototypes studied reproduced
the theoretically predicted behaviour.

4 T

— Prototype2
--- Prototype3
1= Prototype7

3 /

N

TORQUE (Nm)
W B o

&

1
POSITION (DEGREES)

Figure 19

3.- CONCLUSIONS

This  paper  analyses, both theoretically and
experimentally, the reduction of the cogging torque in an
axial flux machine through the modification of the slot
skew angle or the number of slots. We’ve observed that,

although both techniques achieved a cogging torque
reduction, the modification of the slots skew angle is less
effective than the modification of the number of slots:
The first method gives a reduction of 65% of prototypel
while the second one gives a reduction great than the
97%. Moreover, we have demonstrated that the behaviour
of the constructed prototypes follows the prediction of the
3D FEM software.
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2D analytical calculation of the no-load induced EMF in an axial flux
slotted permanent magnet machine
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Three analytical methods are proposed and compared in order to obtain the induced electromotive force (EMF) in an axial flux
slotted permanent magnet machine under no-load conditions. Each method solves the Laplace equation via magnetic scalar potential
and takes into account the slotting of the machine: the first method considers directly the slots solving the Laplace equation in the gap
of an slotted machine; the second and third methods, by means of a two-dimensional approximation of the magnet geometry, takes into
consideration the influence of the slots. Once the magnetic scalar potential is defined, other parameters, such us the magnetic flux
density, the magnetic flux crossing any given area and the induced EMF are computed. Finally, results issued from the proposed
models are compared with those stemming from a 3D finite element method (FEM) simulation.

Index Terms— Analytical modeling, axial flux, finite el

t methods,

tic scalar potential, permanent magnet machines.

I. INTRODUCTION

The axial flux permanent magnet (AFPM) machine is an
attractive alternative to the radial flux permanent magnet
machines due to its pancake shape, compact construction and
high power density. AFPM machines are suitable for electrical
vehicles, pumps, fans, etc. Since a large number of poles can
be accommodated, this machines are ideal for low speed
applications, as wind generators. The low speed generator
does not require step-up gearbox in power transmission
between the turbine and the generator, improving the
reliability of the system and reducing the maintenance costs.

The knowledge of the flux density waveform is essential for
the prediction of the motor performance. While numerical
methods for field computation such as finite-element method
provide an accurate method to determine the flux density
distributions in electrical machines, they are time-consuming
and do not provide enough insight as compared with analytical
solutions. Analytical methods allow to obtain the expression
of the flux density waveform by means of solving the Laplace
or Poisson equation in the studied region ([1]-[6]), using
current sheets to model the magnets and the armature current
([7]-[9]) or employing magnetic circuit theory ([10]-[14]). If
the studied machine is an slotted one, the effects of the slots
can be taken into account directly in the studied geometry ([1],
[6], [7]) or can be obtained starting from the expression of an
slotless machine an introducing the Carter’s coefficient ([15])
or a permeance coefficient ([10]-[14], [16]).

In this paper, three methods are proposed and compared in
order to obtain the induced electromotive force (EMF) in an
axial flux slotted permanent magnet machine under no-load
conditions. Each method solves the Laplace equation via
magnetic scalar potential and takes into account the slotting of
the machine.

An axial flux machine with three phases, eight poles, and 24
slots was chosen. The inner rotor has 8 permanent magnets
surface mounted, which are axially magnetised. The two outer
slotted stator cores have an infinite permeability (which
implies that the cores surface are equipotential). Its geometry

8

is showed in the figure la.
FIG. 1 HERE

Looking radially inwards onto the machine and ignoring
curvature, allows the machine to be represented as shown in
figure 1b, where the x-coordinate represents the
circumferential direction and the y-coordinate the axial
direction. This model assumes the radial direction to be
infinite. By symmetry, only a half of the geometry is studied.

II. ANALYTICAL MODELS

The two-dimensional Laplace equation for the magnetic
scalar potential, v, is:

5 5
o'v 0%

=0 (€]
o o

The most general solution can be written as:
v= z (4, cos B,x cosh 8,y + B, cos f§,x senhf3, y +

" (2)
+C,senf3, xcosh 5,y + D, senfS, x senhf3, )

where the constants 4,, B;, C,, D, and 3, can be determined
by imposing appropriate boundary conditions.

Once the magnetic scalar potential is defined, other
parameters, such us the magnetic flux crossing any given area
or the induced EMF can then be computed.

A. 1st method: Fourier series method

This method is based on considering interconnected
rectangular regions, where the solution can be obtained by
applying the superposition theorem and defining several
simpler problems (figure 2 shows the studied geometry and
the corresponding field problem). In the common boundary to
two regions (boundary CD, e.g.) the magnetic scalar potential
and its spatial derivate must be continues across the boundary
[17]. The problem is solved in two steps:
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a) Assume an arbitrary potential distribution along the
boundaries (4B, CD, GH, 1J, MO, PO, TU and VW)
in terms of some unknown Fourier coefficients. Solve
the field equations in the regions.

b) Obtain the unknown coefficients by matching the
normal derivate of the potential function along each
boundary.

FIG. 2 HERE
The expression of the magnetic scalar potential in the

region III, vy, is showed as an example:
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where the coefficients M; and L,, are calculated numerically.

B. 2nd method: magnetization profile in an even air-gap +

modified gap

This method obtains the analytical expressions for the flux
density distributions in the air-gap and in the magnets, solving
the Laplace and Poisson equation respectively via the
magnetic scalar potential, by taking into account the symmetry
conditions, the boundary conditions and the magnetization
profile [4]. The magnetization distribution is represented
(figure 3) by its Fourier series expansion, as follows:

Zb sin( ZK sin(B,x 4)

Ko n=1 n=1

FIG. 3 HERE
The cxprcssion of the magnetic scalar potential is:

v (x,y)= Z -)] )
in the air gap, and

v (x,y):z Kon _4sinh([3”g) -sin (B, x)-cosh (B, ) 6)

in the magnet, where
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being B, the remanence, . the relative recoil permeability,
1o the vacuum recoil permeability and 7, the pole pitch.

The effect of slotting on the field produces by the magnets
is incorporated by evaluating the above expression (5), (6) and
(7) with the air-gap modified so as to take into account that the
magnetic field over the slot must travel further to reach the
stator. The magnet flux lines have a semicircular paths in the
slots with radii equal to the shortest distance to the tooth edges
as shown in Fig. 4 [18].

The expression of the air-gap modified is:

g under the teeth

) neven

g(x)= (10)

g+§-r under the slot

FIG. 4 HERE

C. 3rd method: magnetic scalar potential in an even air-

gap + modified gap

In this third method, we have considered an even air-gap
with fixed magnetic scalar potential in the magnet surface
(+7V} in the north face and -7 in the south face) and null in
the stator surface in an slotless geometry. The expression of
the magnetic scalar potential in the air-gap is:

v (x,p) = zm sin(B,x)-sinh[ B, (, - »)] an
with
0 n odd
Bi= — i n even (12)
T

p Pn

The magnetic scalar potential in the slotted geometry is
obtained evaluating (11) with the modified gap expressed by
(10).

III. RESULTS:

First and third methods needs the value of the scalar
magnetic potential over the magnet surface (V,) so that to be
evaluated. We have set this quantity as the average of the
magnet scalar magnetic potential calculated by the second
method.

In order to compare the proposed methods, we have
calculated the flux linkage and the induced EMF in a coil with
an span of 3 slots. The numerical values of the main
parameters are given in Table 1.

TABLE 1 HERE

Fig. 5 and fig. 6 shows the flux linkage and the induced
EMF, respectively, obtained with each method versus the
“offset”, which is the displacement of the rotor with respect to
the stator.

FIG. 5§ HERE
FIG. 6 HERE
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IV. FINITE ELEMENT METHOD SIMULATIONS

In order to verify the analytical results obtained by the
previous calculations, some 3D FEM simulations have been
made with FLUX3D software. Fig. 7 shows a comparison
between the scalar magnetic potential over the magnet surface
for the three analytical proposed methods and the FEM. Fig. 8
represents the stator flux density obtained from the three
analytical proposed methods and from the FEM.

FIG. 7 HERE

FIG. 8 HERE

V. CONCLUSIONS:

Three different analytical methods are proposed and
compared. The difficulty of first method increases with the
number of interconnected regions, although the technique is
quite straightforward. In order to overcome this difficult,
another two methods in which the slotting effect is represented
through a modified gap are proposed. The flux linkage and the
induced EMF calculated by these three methods did not show
significant differences. Moreover, a good agreement between
these analytical results and simulations obtained with 3D FEM
software was also found.
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Fig. 1. a) Geometry of the studied machine. b) Representation of the
studied machine: the x-coordinate represents the circumferential direction and
the y-coordinate the axial direction.



DU-03

>
t
¥ s
| v=Vo
& s i
El y=0'iF K V=0 L
3 X
/‘\ y ¥
¥ v=0| vs0 va=0 v=0 v=0|
iz — ' —>
= =
B ivsoC| § [6_vmo Il § [M_v=0 p
1 A F G
[IZL) A ¥ ¥
\L 3 Region Ill Region V
Ayaevs Oy +veH  ymevs Jyaews O ymevo Qum wely= syl

Fig. 2. Studied geometry and the corresponding field problem
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Fig. 3. Magnetization profile of permanent magnets.
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Fig. 4. Approximation of the flux line paths in a slot.

TABLE I
NUMERICAL VALUES OF THE MAIN PARAMETERS

Parameter Symbol Value
Magnet remanence B, 1T
Magnet recoil permeability e 1.1
Number of pairs of poles 2p 8
Number of slots ns 24
Magnet axial length I 20 mm
Airgap length g 5 mm
Slot opening t 7 mm
Teeth width t 16 mm
Slot depth ds 21.5 mm
Pole pitch 5 69 mm
Magnet scalar magnetic potential Vo 317043 A
(evaluated)

004

002

Flux (Wb)

002

Offset (mm)

[——First method - = - Second method — = Third method |

Fig 5. Flux linkage (in webers) obtained with each method versus the

displacement of the rotor with respect to the stator (in millimetres).
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Fig 6. Induced EMF (in volts) obtained with each method versus the
displacement of the rotor with respect to the stator (in millimetres).
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Fig 7. Scalar magnetic potential over the magnet surface (in amperes)

versus the position (in millimeters)
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Fig 8. Flux density over the stator surface (in webers) versus the position

(in millimeters)
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Abstract. The paper presents an analytical method in order to
obtain the electromagnetic field distribution in an axial flux
slotted permanent magnet machine under no-load conditions. The
method solves the Laplace equation in the gap of an slotted
machine via magnetic scalar potential. Once the magnetic scalar
potential is defined, the magnetic flux density components are
computed.. Results issued from the proposed model are
compared with those stemming from a 3D finite-element method
(FEM) simulation. In addition to permanent magnet machines,
this technique can be applied to any 2D geometry with the
restriction that the geometry should consist of rectangular
regions.
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1. Introduction

The axial flux permanent magnet (AFPM) machine is an
attractive alternative to the radial flux permanent magnet
machines due to its pancake shape, compact construction
and high power density. AFPM machines are suitable for
electrical vehicles, pumps, fans, etc. Since a large number
of poles can be accommodated, this machines are ideal for
low speed applications, as wind generators. The low speed
generator does not require step-up gearbox in power
transmission between the turbine and the generator,
improving the reliability of the system and reducing the
maintenance costs.

The knowledge of the flux density waveform is essential
for the prediction of the motor performance. While
numerical methods for field computation such as finite-
element method provide an accurate method to determine
the flux density distributions in electrical machines, they
are time-consuming and do not provide enough insight as
compared with analytical solutions. Analytical methods
allow to obtain the expression of the flux density
waveform by means of solving the Laplace or Poisson
equation in the studied region via the magnetic scalar
potential ([1]-[4], [7]) or the magnetic vector potential ([5],
[6], [8]-[10]), using current sheets to model the magnets
and the armature current ([7], [8]), employing magnetic

circuit theory ([9]) or applying conformal mapping ([9]-
[11]). If the studied machine is an slotted one, the effects
of the slots can be taken into account directly in the
studied geometry ([4]-[6], [9]-[11]) or can be obtained
starting from the expression of an slotless machine an
introducing the Carter’'s coefficient ([1], [7]) or a
permeance coefficient ([3]).

In this paper, we proposed a method which solves de
Laplace's equation in the air gap of the machine via the
scalar potential, using Fourier series and a set of
boundary conditions, and taking into account the slotting
of the machine. Once the magnetic scalar potential is
defined, the magnetic flux density components are
computed.

2. Description of the method

The method, which we call Fourier series method, was
pointed by Hague [17] who calculated the magnetic field
of linear currents in an air-gap with concentric circular
cylindrical boundaries. Later, Nene [18] applies this
technique to calculate the magnetic scalar potential
distribution in rectangular regions with at least one
known not null boundary condition. If there are known
not null potential distributions on more than one
boundary, the solution is obtained by applying the
superposition theorem, by defining several simpler
problems. With interconnected regions, the problem
becomes increasingly difficult, although the technique is
quite straightforward.

We applied this technique to an axial flux machine with
three phases, eight poles and 24 slots. The inner rotor has
8 permanent magnets surface mounted, which are axially
magnetised. The two outer slotted stator cores have an
infinite permeability (which implies that the cores surface
are equipotential). Its geometry is showed in the figure
la, where /, is the magnet axial lenght, L is the stator

core axial lenght and g is the gap thickness.

Looking radially inwards onto the machine and ignoring
curvature, allows the machine to be represented as shown
in figure 1b, where the x-coordinate represents the
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circumferential direction and the y-coordinate the axial
direction. This model assumes the radial direction to be
infinite. By symmetry, only a half of the geometry is

studied.
ISl
SN
IN S|
[ Magnet
[ stator core ;
S L

T W

Inj S 1 N [

b) 0 X

Fig. 1. Studied geometry. a) Three dimensions geometry. b)
Simplified model in two dimensions.

Slots

a

w

We will apply the method of Fourier Series simplified
geometry in two dimensions, in order to find the
distribution of the scalar potential in the gap of the
machine, considering the machine open circuit, ie, under
no load conditions.

As discussed below, we need to know the value of the
scalar magnetic potential on the surface of the magnets. To
determine this value, we will study a slotless machine, in
which the effect of the slots have been taken into account
using the Carter's coefficient [1], [11], and then approach
the study of the slotted machine. The Carter's coefficient is
a factor that specifies how much an air gap must be
increased analytically to take into account the presence of
slots. [20] provides several analytical expressions for
Carter's coefficient.

3. Slotless machine

Figure 2 shows the two dimensional geometry of the
slotless machine. This two dimensional geometry can be
reduced further by exploiting the symmetries than results
from the repeating magnetic structure. Specifically, the
field is symmetric about the vertical centre line of each
pole and about the horizontal centre line of the magnets.
The dashed line encloses this reduced geometry.

| | >

P---q L

o S e e e e s

Fig. 2. Geometry of the slotless machine. The dashed line
contains the reduced geometry.

Figure 3 shows the reduced geometry that reflects this
geometry along with a cartesian reference frame that is
used for the analysis below. In this figure, 7, is the

magnet width, 7, the magnet spacer width and 7, is the

magnetic pole pitch.
y
15 gap I
lm
2 IT | magnet TV l I
N 1 spacer S
0 Tw _ T _ T
5= 7, 5 +T,=1, » X
Fig. 3. Reduced two-dimensional geometry with reference
frame.

The airgap/magnet regions are subdivided into four
homogeneous sub-regions designated I, II, III and IV in
figure 3. However, to simplify the analysis, sub-regions
II, IIT and IV are combined by assuming that the magnet
spacer is occupied by permanent magnet material but the
magnet is fully magnetized only in sub-regions II and IIT
and unmagnetized in sub-region IV. The corresponding
cartesian component of magnetization, M , is shown in

figure 4 and the new reduced geometry is shown in figure
5.

M,
i
Hy
X
G In Inyr 3 “
2 2
_5
Ho
Fig. 4. Magnetization distribution.
y
stator
s
gap
m
2 magnet
0 T, X

»
Fig. 5. New reduced geometry with magnetization distribution.

The magnetization distribution along the x-direction can
be expanded into Fourier series

M, =YK, cos| X (1)
= T
where
0 n even
K,=44 B 2
T 2 e gin | 2% | odd @
niw 2

with B, represents the remanence of the magnet and «,,
is the magnet fraction and is defined as:
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a, = Tm/‘l'” 3)
The magnetostatic field equations for current-free regions
are:
VxH=0 4)
and
V.B=0 (5)
where H is the magnetic field strength and Bis the
magnetic flux density. The two fields are coupled by:
B=uH (6)
in the airgap region and
B =y H + p i1 ™
in the permanent magnet region, where M is the
magnetization vector (M =xM j), u,  the relative
permeability of the magnet and g, =47 -107 T m/A is the

permeability of free space. Equation (4) allows us to define
a scalar magnetic potential, v, such us:

H=-Vv (8)
Magnetic field strength vector H components are
deduced from v by:
O

ox 2 oy

Substituting equations (8) and (6) or (7) in (5), reduces the
magnetostatic Maxwell equation to a Laplace or Poisson
equation, given by:

2

Vi, =0 (10)
in the airgap region, and
Vzvu = w (11)
H,

in the magnet region. As the magnet poles posses only the
y-direction magnetization, the divergence of the
magnetization vector is zero. Therefore, the scalar
potential in both regions, v,, i =1,1I, satisfies:

o, o
b OV
a2

Solving equation (12) by the method of separation of
variables [19], we obtain the general solution in region I:

v, = Z (4! cos B! x cosh B!y + B! cos Bx sinh B!y +
n

0 (12)

13)
+C!sin B! xcosh B!y + D! sin B!x sinh B! y)

and in region II:

v, = Y (4 cos pl'x cosh f'y + B! cos fl'x sinh 'y
-

+C/sin B! xcosh By + D" sin B x sinh B y)
(14
B[ C[ D[ ﬁl A” BII C[I

n > i Rt TR

where the constants A4’

DY and B can be determined by imposing appropriate

n

boundary conditions. These boundary condition are:

A.  Region I:

= The normal component of the field is zero along
the symmetry line defined by the y-axis.

= The normal component of the field is zero along
the symmetry line defined by x=7,,.

= The tangential field is zero along the upper
boundary defined by y =/ .

B. Region II:
= The normal component of the field is zero along
the symmetry line defined by the y-axis.
= The normal component of the field is zero along
the symmetry line defined by x=7,,.
= The tangential field is zero along the symmetry
line defined by x-axis.
C. Region I-Region II interface: The normal component

of B and the tangential component of H must be
continuous.

Solving the system of equations resulting from applying
the boundary conditions detailed above, we determine the
B!, ..., D' and B/, which substituted
in the corresponding equations (13) and (14), provide us
with the expression of the scalar potential in region I:

= K, sinh(B,l,/2)

_ m ntm
v, =

= B, sinh(B,L)
and region II:

&K, sinh(fe)

= B, sinh(BL)

The expressions of the magnetic field strength
components and the magnetic flux density components
can be obtained using the equations (9) and (6).

constants A’

n

-cos(3,x)-sinh [ﬂ” (4, 7}’)] (15)

Vi

-cos(3,x)-sinh (3, ) (16)

In order to verify the expressions obtained by the
previous calculations, some 3D FEM simulations have
been made with FLUX3D software. The numerical
values of the main parameters are given in Table 1. Fig. 6
shows a comparison between the scalar magnetic
potential over the magnet surface for the analytical
proposed method and the FEM versus the magnet spacer
width. It can be seen that there are a very good agreement
between the analytical results and simulations obtained
with 3D FEM software. We can also observe that in all
cases, even when there is no separation between the
magnets, the potential on the surface of the magnet
changes smoothly between a magnet and another, not
being an instantaneous change. The value reaches the
scalar potential in the center of the magnet, 7, is equal
to 32844-v.

Table 1.-Numerical values of the main parameters

Parameter Symbol Value
Magnet remanence B, 12T
Magnet recoil permeability Hr 1.05
Magnet axial length T 20 mm
Airgap length g S mm
Slot opening s 7 mm
Teeth width t 16 mm
Slot depth ds 21.5 mm
Pole pitch (> 69 mm

Slot pitch % 23 mm
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4000

v (A)

— Analytical 20 mm
 Flux 20 mm

Analytical 10 mm — Analytical 0 mm

& Flux 10 mm * Flux 0 mm

Fig. 6. Comparison between the scalar magnetic potential over
the magnet surface for the analytical proposed method and the
FEM versus the magnet spacer width.

4. Slotted machine:

Once you know the value of the scalar potential on the
surface of the magnet, we are able to apply the Fourier
series method to the slot machine shown in Figure 1b, in
order to obtain the distribution of magnetic scalar potential
in the air, ie in the gap and the slots. To apply the method
we have to divide the study area into rectangular regions
interconnected and, by applying the superposition
principle, obtain the potential in each region as a sum of
potentials generated by each of its boundary conditions.
This requires knowing the potential in all boundaries
delimiting each rectangular region.

When we study the slotted machine we have to take into
account the relative position of the edge of the magnet on
the stator. Therefore, we will distinguish four situations:

= Partial tooth: the edge of the magnet is in front of a
tooth of the machine

= Full slot: the edge of the magnet faces the beginning
of a slot

= Partial slot: the edge of the magnet is in front of a slot
machine

= Full tooth: the edge of the magnet faces the beginning
of a tooth

A.  Partial tooth:

In this situation, the edge of the magnet is in front of a
tooth of the machine (fig. 7). If we consider a machine
pole, we can divide the region under study in seven
rectangular regions. Known stator scalar potential (v=10)
and the magnet surface scalar potential (v =V, ), we must

only know the potential of the common borders to adjacent
regions in order to calculate the potential in each of the
seven regions. Since two adjacent regions (ie regions IIT
and IV) have a common boundary (IJ), the scalar potential
and its spatial derivatives must be continuous across the
boundary.

The problem is therefore, solved in two steps [18]:

= Assume an arbitrary potential distribution along the
boundaries (AB, CD, ... VW) in terms of some
unknown Fourier coefficients. Solve the field
equations in each region.

= Obtain the unknown coefficients by matching the
normal derivate of the potential function along each
boundary (AB, CD, .... VW).

Figure 8 shows the corresponding field problem.

|
|
= o KE R s
|
|
|

B de le |/ Im_1p lT_v

Al D H JNO Qe U
v=tVo

Fig. 7. Studied geometry corresponding to a machine pole for
the situation of partial tooth.
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Fig. 8. Field problem corresponding to the geometry shown in
fig 7. See Table 1 for the values of the geometric parameters.

As an example, we show the expressions obtained for the
scalar potential in the region III. With the x-y coordinates
system fixed at G as shown, let the potential across GH
assumed to be given by:

\/GH=Z‘M,sinﬂ for 0<y<g (17)
I=1 g
and let the potential across I/ assumed to be given by:

< . mmy
VU=ZLWSII] 5

m=1

for 0<y<g (18)

being the constants M, and L the unknown Fourier

coefficients. The expression of the magnetic scalar
potential in the region III, v, results:

.| @k-Dmy
47, smh[it

> sin{(yf - l)nx}
= Qk-Dr sinh[@} P

Vi

) sinh[l”([_x)}
M —gsm(ﬂ}r ©)

1
= sinh[m—t] g
g

_sinh ( mrrxj
+2Lm — B sin [—m i34 ]
g

™1 sinh [Lmt j
g

Following the principle of superposition, the expression
of this potential has three terms: the potential due to the
magnet and the potential caused by GH and 1J
boundaries.

The expressions of the magnetic flux density components
in region III can be obtained using equations (6) and (9).

Applying this procedure to all regions, we get the
expression of the scalar potential in each one of them.
The determination of the unknown Fourier coefficients is
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performed by matching the normal derivatives of the
potential function on both sides of each boundary.
Equating these derivatives in a number of values of y, we
obtain a system of equations whose solution gives us the
Fourier coefficients of the potential distributions of each of
the boundaries.

The method is applied similarly to the three remaining
cases (full slot, partial slot and full tooth).

B.  Full slot:

Figure 9 shows the field problem for the case of full slot.
The region corresponding to a pole is divided into 6
rectangular regions interconnected.

s t

v=0 v=0 V=0 v=0 V=0
Region Region
n v
= Kk v0 R SO
X X X
Y y Y
Region ! ! Region ! ! Region
n

]
v=Vo Vo Vo S o v ! ‘u
N

Fig 9. Field problem corresponding to a machine pole for the

situation of full slot.

C. Partial slot:

Figure 10 shows the field problem for the case of partial
slot. The region corresponding to a pole is divided into 7
rectangular regions interconnected.
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Fig 10. Field problem corresponding to a machine pole for the
situation of partial slot.

D. Full teeth:

Figure 11 shows the field problem for the case of full
teeth. The region corresponding to a pole is divided into 6
rectangular regions interconnected.
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Fig 11. Field problem corresponding to a machine pole for the
situation of full teeth.

E. Motion:

In the field problem for partial slot and partial tooth
(Figs. 8 and 10), we have introduced the parameter z,
which allows us to easily implement motion in the
tangential direction. In both figures, if we vary z from 1
to 0, the rotor will move to the right (if the movement is
to the left, the variation of z is from 0 to 1). We define
the offset as the displacement between the initial position
(center of the tooth) and the left edge of the magnet.
Table 2 shows the offset's expressions for each case.
After about a pitch slot (7, =7+, the field values in the
next pitch slot can be deduced from the field values of
the preceding pitch slot.

Table 2.- Offset's expressions

Case Offset Range of z
Partial teeth Offset =(t/2)—z-t 0<z<0.5
Full slot Offfet=t/2 0 s
Partial slot Offset =(t/2)+s(1-z) 0<z<l
Full teeth Offset=(t/2)+s

Partial teeth Offset =(1/2)+s+1(1-z)

5. Results and Comparison with Finite
Element Method Analysis.

In order to verify the expressions obtained by the
previous calculations, some 3D FEM simulations have
been made with FLUX3D software. The numerical
values of the main parameters are given in Table 1. Fig.
12 shows a comparison between the scalar magnetic
potential at the top of the gap, at the middle of the gap
and over the magnet surface for the analytical proposed
method and the FEM analysis.

© Top gap (Analytical)
Middle gap (Analytical)

= Magnet (Analytical)

/ —Top gap (FEM)

Middle gap (FEM)

Magnet (FEM)

%5 23 B 5 £ ES

x (mm)
Fig. 12. Magnetic scalar potential at the top of the gap (red), in
the middle of the gap (yellow) and over the magnet (green)
Figure 13 compares analytically predicted and finite-
element-calculated open-circuit distributions of the
tangential (x component) and normal (y-component)

magnetic flux density components at the top of the gap.

In view of the results shown, it can be seen that there are
differences between the values found by analytical and
FEM, mainly caused by imposing the potential on the
surface of the magnet is uniform and equal to Vo. In
section 2, studying the smooth machine, we obtained that
the potential on the surface of the magnet in the vicinity
of the edges smoothly tended towards zero. To
implement this trend, we represent the surface potential
of the magnet by hyperbolic tangent function, which will
allow us to smoothly reduce the value of Vo in the
neighborhood of the edges of the magnet.
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= By (Analytical)
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345 £ 15

x (mm)

Fig. 13. Magnetic flux density at the top of the gap.
Fig. 14 shows a comparison between the scalar magnetic
potential at the top of the gap, at the middle of the gap and
over the magnet surface for the analytical proposed
method and the FEM analysis using hyperbolic tangent
function. Figure 15 compares the analytically and FEM
magnetic flux density components at the top of the gap
with hyperbolic tangent function.

© Top gap (Analytical)
Middle gap (Anaiytical)
= Magnet (Analytical)
—Top gap (FEM)
Middle gap (FEM)
—— Magnet (FEM)

- T % s
*(mm)

Fig. 14. Magnetic scalar potential with hyperbolic tangent
function at the top of the gap (red), in the middle of the gap
(yellow) and over the magnet (green)

—Bx (FEM)

= By (Analytical)
y (FEM) |

s 23 15 15 23 345

0
X (mm)
Fig. 15. Magnetic field components at the top of the gap with
hyperbolic tangent function.

6. Conclusion

A general analytical model for the analysis of an axial flux
permanent magnet machine with slots at no load was
presented. The proposed method solves the Laplace
equation in the gap of an slotted machine via magnetic
scalar potential in an interconnected rectangular regions.
Having found the scalar potential, we obtain the
components of the flux density. The analytical results
obtained by the model were compared with those obtained
by FEM. The use of the hyperbolic tangent profile allows
us to model the potential at the surface of the magnet and
improve results. Once the magnetic scalar potential is
defined, other parameters, such us the magnetic flux

crossing any given area, the induced electromagnetic
force or the cogging torque could be computed. In
addition to permanent magnet machines, this technique
can be applied to any 2D geometry with the restriction
that the geometry should consist of rectangular regions.
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Apéndice B

Distribucién de potenciales en las
fronteras comunes

La aplicacion del Método de los Subdominios en regiones interconectadas,
requiere de la definicion de la distribucion de potencial arbitraria que impon-
dremos a lo largo de las fronteras comunes a estas regiones. Esta distribucion
de potencial vendré definida como una suma infinita de funciones seno, de la
forma:

fla) = il—!q sen (%) (B.1)

para 0 < z < L donde los coeficientes H, son incognitas a determinar. En este
apéndice, vamos a justificar que la forma de esta distribuciéon de potenciales
arbitraria es totalmente genérica, no condicionando ni imponiendo ninguna
restriccion a la forma que puede tener esta distribucién de potenciales. Para
ello, serd necesario establecer algunos conceptos relativos a series de Fourier,
siguiendo en esta tarea el libro de Richard Haberman [107].

B.1. Series de Fourier

Una funcién que se expresa como suma de funciones seno, es un caso
especial de series de Fourier. En general, la serie de Fourier de f(x) en el
intervalo —L < 2 < L se define como la serie infinita

oo

Z [an CoS <n—7bm) + b,sen (nlbxﬂ + ag (B.2)

n=1
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donde los coeficientes estan dados por:
L
ao =57 [ f(x)dx
~L

f(z) cos (222 du (B.3)

S
3
I
=
|
=

b, =

Sl

_{ f(x)sen (%2 du

Tenemos que distinguir entre la funcion f(z) y la serie de Fourier, ya que
la serie puede no converger y si converge, puede que no converja a f(x). Si
converge a f(x), la ecuacion (B.3) nos proporciona la forma de calcular los
coeficientes de la serie.

Para que la serie converja a f(x) se tiene que cumplir que la funcion f(z)
sea suave a trozos en el intervalo [—L, L]; una funcion es suave a trozos en
un intervalo, si el intervalo se puede dividir en subintervalos, tales que en
cada uno de ellos la funcion sea continua y su derivada df /dx sea también
continua. Asi, la funcion f(x) puede no ser continua en el intervalo, pero el
tnico tipo de discontinuidad permitida es un ntmero finito de discontinuida-
des salto. Una funcion f(x) tiene una discontinuidad de salto en un punto,
si existen tanto el limite por la derecha como el limite por la izquierda y son
distintos.

Todas las funciones que aparecen en una serie de Fourier son peri6di-
cas con periodo 2L. Por lo tanto, la serie de Fourier de f(z) en el intervalo
—L < x < L es periodica con periodo 2L. La funcién f(z) no es necesaria-
mente periddica, por lo que necesitariamos, en caso de no serlo, una extension
periddica de f(x); para contruirla dibujamos f(x) en el intervalo —L < z < L
y después repetimos ese mismo patron con periodo 2L trasladando el dibujo
original. La figura B.1 muestra la funcion f(z) = 3z (en trazo discontinuo

para |z| > L) y su extension periodica.

El teorema de la convergencia de las series de Fourier establece
que si una funcion f(x) es suave a trozos en el intervalo —L < z < L,
entonces la serie de Forier de f(x) converge a la extension periddica de f(x),
donde la extension periodica es continua, y a la media de los limites laterales,
donde la extension periodica tiene una discontinuidad de salto.
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A

Figura B.1: Extension periédica de f (z) = 5

Para representar que la serie de Fourier de una funcion f(z) es la serie
infinita emplearemos la notacién

f(z) ~ap+ i [an cos <n_zx) + bysen (?)} (B.4)

donde el simbolo ~ se lee “su serie de Fourier es”.

B.2. Serie de Fourier de senos

Una funcién impar es una funcion con la propiedad f(x) = —f(—x). Si,
con ayuda de (B.3), calculamos los coeficientes ag y a,, de la serie de Fourier
de una funcién impar, obtenemos que ambos son cero, por lo tanto la serie
de Fourier de una funcién impar sélo posee términos en seno:

f(z) ~ i b,sen (n_zx) (B.5)

Ademaés, la formula que permite calcular los coeficientes b,, se simplifica,
resultando:

L L

b, = % /f(x) sen (?) dr = % /f(x) sen <n_7[r/x) dx (B.6)

I 0
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El problema es que sé6lo ocasionalmente nos encontraremos con una fun-
cion impar de la que tengamos que calcular su serie de Fourier, pero fre-
cuentemente apareceran series de senos en el contexto de la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales por el método de separacion de variables, como es el
€aso (ue nos ocupa.

Aqui, hemos impuesto una distribuciéon de potenciales en el intervalo
[—0, L] de la forma dada por (B.1), que repetimos por claridad:

z) = 21{(1 sen (?) (B.7)

Aunque las ecuaciones (B.7) y (B.5) tiene la misma forma, existen dife-
rencias importantes entre ambas: en (B.5) sabemos que f(x) es una funcion
impar definida para —L < z < L, mientras que en (B.7), f(x) solo esta
definida en el intervalo 0 < x < L y no tiene necesariamente que ser impar.

Esto dltimo no constituye ningtin impedimento, ya que, si solamente co-
nocemos f(x) para 0 < x < L, podemos extenderla como una funciéon impar,
obteniendo otra funcion llamada extension impar de f(z): La extension
impar de f(z) estd definida para —L < x < L y podemos aplicar el teorema
de convergencia de series de Fourier, si la extension impar de f(x) es suave a
trozos, lo cual requiere que la funcion f(x) sea suave a trozos en el intervalo
0, L].

Maés atn, como la extension impar de f(x) es impar, su serie de Fourier
solo tiene senos:

extension impar de f(z) ~ Y Hgsen (42), —L <z <L
q=1

donde los B,, se obtendran a partir de (B.6), resultando

L
/f sen qmc) dx (B.8)
0

hll\ﬁ

Nosotros estamos interesados solamente en lo que ocurre entre x = 0 y
x = L. En ese intervalo, f(z) y su extension impar son idénticas por lo que

f(z) ~ i Hgsen (%), 0<z <L (B.9)

q=1
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B.2 Serie de Fourier de senos

donde los H, estan dados por B.8.

A la serie dada por (B.9) la llamaremos serie de Fourier de senos de
f(z). En la figura B.2 se muestra la funcién f(z) (definida para 0 < x < L)

y su extension impar (definida para —L < z < L).

2f(x)

[

1

]

H ]
]

s 1 L\ ]
]

]

[]

n

Figura B.2: Funcion f(z) y su extensién impar

Por todo lo expuesto y sin ninguna pérdida de generalidad, queda justi-
ficado que, en las fronteras comunes entre regiones adyacentes, la variacion
de su potencial magnético escalar vendra expresado por una suma infinita de

funciones seno de la forma:

fly) = qzzl H,sen (%)

donde los coeficientes H, son incégnitas a determinar.






Apéndice C

Calculo del campo en una regién
rectangular con diferentes
condiciones de contorno

En varios capitulos de la memoria de este trabajo de tesis vamos a ne-
cesitar la expresion del potencial escalar en una regiéon rectangular, para
diferentes condiciones de contorno; en lugar de ir obteniendo las diferentes
expresiones del potencial escalar seglin se van necesitando, preferimos con-
centrar en un solo apartado (este anexo) todos estos calculos.

El potencial escalar sigue cumpliendo la ecuacion de Laplace y, por lo
tanto, una solucion general de esta ecuacion serd la que obteniamos en el
apartado 3.1 (ecuacion 3.1) y que reproducimos a continuacion:

v(x,y) = i [A,, cos (Bnz) cosh (Bry) + By, cos (B,x) senh (5,y) +
=t (C.1)

+ Cysen (B,2) cosh (B,y) + Dysen (B,z) senh (5,y)]

Debemos determinar los coeficientes A,, B,, C,, D, y [, mediante la
aplicacion de las condiciones de contorno del problema. Veamos diferentes
casos:

Caso#1: Potencial uniforme

Resolvamos el problema de hallar el campo en una regiéon rectangular en
cuyo perimetro el potencial es nulo excepto en un lado donde es constante y
de valor V,. Sea y = b este lado (figura C.1).
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y
A 0 =V

Q.= ¢ =0

\J

® =0 a X

m

Figura C.1: Region rectangular con potencial uniforme en en lado superior

Esta situacion coincide con la considerada en el Ejemplo 1 del capitulo
3y, logicamente, su solucion coincidird con la obtenida en dicho ejemplo,
solucién que reescribimos a continuacién:

Om (T,y) = %Z —(2kvo - csch {—(2]{ i 1)7rb} .

prd +1) a
o [V [RRE V)

Caso#:2: Potencial simétrico en v =0

Resolvamos la distribucion de potenciales en una fracciéon de una region
rectangular que hemos dividido simétricamente. Uno de los lados exteriores
se mantiene a un potencial ¢,, = V,, los otros dos lados se mantienen a cero
y del lado interior, eje de simetria, no sabemos nada, salvo que, obviamente,
O¢y/0z = 0 por la simetria (figura C.2).

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:

Oom/0x =0 en x = 0 para cualquier valor de v,
= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de z,
= ¢, =0 en x = a para cualquier valor de y y

= ¢, =V, en y = b para cualquier valor de x.
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n _g On™

\

@ =0 a X
Figura C.2: Fraccion de la regiéon rectangular con simetria en x = 0

» J¢,,/0x =0 en x = 0 para cualquier valor de y.
La expresion del potencial escalar viene dada por:

om (T, y) = Z (A, cos B,x cosh B,y + B, cos B,z senh 3, y+

n

+C, senfB,x cosh B,y + D, senf,z senhf3,y)
Si derivamos la anterior ecuacioén, obtenemos:

M = Z (— A, By senf,z cosh B,y — B, 5, senf,x senh /3, y+
ox

n

+ C,, By, cos Bpx cosh B,y + D, 5, cos Bz senhf3,y)
que, al sustituit la condicién de contorno, llegamos a:

0o (z,y)

o = 0= (Cufucosh By + DySusenhfy)

=0 n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de (3, e
Yy, la tnica posibilidad es que C,, =0y D,, = 0, quedando, en nuestro
caso, la solucion restringida a:

om (T,y) = Z (A, cos Bpx cosh By + By, cos B,x senhf,y)

n

= ¢, = 0eny = 0 para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos valo-
res en la solucion proporcionada por aplicacion de la anterior condicién
de contorno llegamos a que:

Om (2,0)=0= Z (A, cosfBnz)

n
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y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de 3, vy x,
la tinica posibilidad es que A,, = 0, quedando la solucion restringida a:

om (z,y) = Z B,, cos B,x senhf,y

v = 0 en x = a para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos valores
en la formula de la solucién anterior tenemos que:

Om (a,y) =0= Z B,, cos B,a senhf,y

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de (3, e
y, la tnica posibilidad es que el cosf,a = 0, o, lo que es lo mismo,
que S,a = m(m/2) ( donde m es cualquier nimero entero). La solucion
quedara como:

om (,y) = Z B,, cos (2—?) senh (n2_7;y>

en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solucion encontrada.

©m = V, en y = b para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucion anterior tenemos que:

b
©m (x,0) =V = Z B,, cos (%) senh <%)

Para poder extraer algo de informacion de esta condicién recurriremos
al desarrollo en serie de Fourier de una distribucion rectangular ¢,, =V,
para 0 < x < a, y en el que el limite por la izquierda de x = 0 cumple
que Jv/Ox = 0 y el limite por la derecha de x = a es cero. Este
desarrollo viene dado por:

= —1)* T
om (z,y) = %Z % Cos [(21{; + 1)2—a}

El desarrollo debe ser igual a la férmula anterior, por lo que identifican-
do ambas (y eliminando los términos pares pues el desarrollo en serie
de Fourier nos los tiene) tenemos que:

B, senh [M} _AVe (1"

2a o (2k+1)
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es decir
s 4 Vo (1)
" T2k + 1) genn [M}
2a

Asi que sustituyendo este valor en la solucién de la condicion de con-
torno anterior obtenemos la solucion final para la distribucién del po-
tencial en el interior de la region rectangular en funciéon de x e y:

om (2,y) = %g% - esch {W] .
e R s

Caso#3: Potencial simétrico en z =«

Resolvamos otro ejemplo similar al anterior, donde la regién rectangular
también la hemos dividido simétricamente, pero el eje de simetria esta en
r =a en vez de en x = 0 (figura C.3).

b (pm:VO
o9
=0 —m =0
O oX
0 ¢ =0 a %

Figura C.3: Fraccion de la region rectangular con simetria en x = a

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:
» ¢, =0 en x = 0 para cualquier valor de y,

= ¢, =0 en y = 0 para cualquier valor de =z,

0pm/0xr =0 en x = a para cualquier valor de y y

» p, =V, en y = b para cualquier valor de z.
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Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lucién para obtener los coeficientes A, B, C,, D, v B,.

= ¢, = 0 en z = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucion general llegamos a que

©m (0,y) =0 = Z (A, cosh f,y + B, senhf,y)

n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de (3, e
y, la tnica posibilidad es que A, = 0y B, = 0, quedando, en nuestro
caso, la solucion restringida a:

om (T, y) = Z (CpsenB,z cosh B,y + D, senf,x senhf3,y)

n

= 0, = 0 en y = 0 para cualquier valor de z. Sustituyendo estos dos
valores en la soluciéon obtenida por aplicaciéon de la anterior condiciéon
de contorno llegamos a que:

O (2,0) =0= Z (CpsenfB,z)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de 3, vy «,
la tinica posibilidad es que C,, = 0, quedando la solucion restringida a:

Pm (Qf, y) = Z Dn Sen@nx Senhﬁny

" Jp,,/0r = 0 en x = a para cualquier valor de y. Primeramente deri-
varemos respecto a x la ecuacion de la soluciéon que nos resulté de la
aplicacion de las condiciones de contorno anteriores y luego sustituire-
mos los valores de contorno llegando a:

Opm (2,y)
o — Xn: D3, cos B,z senhf,y

e imponiendo la condicién de contorno resulta:

ox

I ST R

r=a

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de (3, e
y, la dnica posibilidad es que el cosfB,a = 0, o, lo que es lo mismo,
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que f,a = m(mw/2) (donde m es cualquier namero entero). La solucion
quedara como:

om (x,y) = Z D,, sen <n2_7;x> senh <n2_7ray>

en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solucién encontrada.

om = V, en y = b para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la soluciéon anterior tenemos que:

Para poder extraer algo de informacion de esta condicioén recurriremos
al desarrollo en serie de Fourier de una distribucién rectangular ¢,, =V,
para 0 < x < a, y en el que el limite por la derecha de x = a cumple
que 0y, /0r = 0 y el limite por la izquierda de x = 0 es cero. Este
desarrollo viene dado por:

A Vo (2k + )7z
#m () = WI; 2k + 1) Sen[ 2% ]

El desarrollo debe ser igual a la formula anterior, por lo que identifican-
do ambas (y eliminando los términos pares pues el desarrollo en serie
de Fourier nos los tiene) tenemos que:

D, senh [ZEF DT 4 Vo
2a 7 (2k+1)
es decir
D, 4 Ve 1 _ 4 Vo - esch (2k + 1)7d
T (2k+1) genn [(2k+1)ﬂb] T (2k+1) 2a
2a

Asi que sustituyendo este valor en la solucién de la condicion de con-
torno anterior obtenemos la solucion final para la distribucion del po-
tencial escalar en el interior de la region rectangular en funciéon de x e

y:

4 Vo (2k + 1)mb
== - . h| 22— 277
nte) = 23 gy o |50

(C.4)

o [ D] (28 D]

2a 2a
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Caso#4: Potencial dependiente de la posiciéon en r = a

Resolvamos un ejemplo distinto a los anteriores al cambiar el potencial
constante al que sometiamos a uno de los lados por un potencial funcion
de su posicion en la region; ademés esta funcion la representaremos por su
desarrollo en serie de Fourier. En la region rectangular mantendremos uno

de los lados externos a un potencial ¢,,, = > B,sen(qm/b)y para 0 <y <b
q=1

y los otros tres lados se mantienen a potencial cero (figura C.4).

y
A 0 = 0

b

Q= Op = qu sen{qﬂ—yj
m q=1 b

\

@ =0 a x

Figura C.4: Region rectangular donde el potencial del lado = = a varia con
la posicién

En este caso las condiciones de contorno son:
= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de x.
= ¢, =0 en x = 0 para cualquier valor de y.

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de x.

", =, Bysen(qn/b)y en x = a para cualquier valor de y.
q=1

Si cambiamos la variable x por la variable y nos quedara:
= ¢, =0 en x = 0 para cualquier valor de y.
» ¢, =0 en y = 0 para cualquier valor de .

= ¢, =0 en x = b para cualquier valor de y.

8

" ., = >, Bysen(qr/b)x en y = a para cualquier valor de .

q=1
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Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lucién para obtener los coeficientes A, B, C,, D, v B,.

= ¢, = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucion general llegamos a que

om (0,y) =0= Z (A, cosh B,y + B, senhf3,y)

n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de [, e
y, la tnica posibilidad es que A, = 0y B,, = 0, quedando, en nuestro
caso, la solucion restringida a:

om (x,y) = Z (Cn senf,x cosh B,y + D, senf,x senhf3,y)

n

= ¢, = 0eny = 0 para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos valo-
res en la soluciéon obtenida al aplicar la anterior condiciéon de contorno
llegamos a que:

Om (£,0) =0 = Z (Cpsenfpz)

n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de 8, y z,
la tinica posibilidad es que C,, = 0, quedando la solucion restringida a:

Pm (377 y) = Z Dn Senﬁnx Senhﬁny

» v = (0 en x = b para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos valores
en la formula de la solucién anterior tenemos que:

Pm (bv y) =0= Z D, Senﬁnb Senhﬁny

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de (3, e
y, la tnica posibilidad es que el senf3,b = 0, o, lo que es lo mismo, que
Brb = mm (donde m es cualquier ntimero entero). La solucion quedaréa

como: . s
om (x,y) = zn: D,, sen <T> senh <T>

en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solucion encontrada.
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» ., = >, Bysen(qn/b)x en y = a para cualquier valor de x. Sustitu-

q=1
yendo estos dos valores en la formula de la solucién anterior tenemos
que:

Tlﬂ'd)

om (z,a) = ; B, sen(qm/b)x = zn: D,, sen <n—7bm> senh <T

Por lo que identificando términos llegamos a que:

B
D, = ——}—— = B, -csch <@>

senh (%) b

Asi que sustituyendo este valor en la solucién de la condicién de con-
torno anterior obtenemos:

Pm (T,y) = Z By - csch <?) -senh (qﬂTy> - sen (?)
q=1

y volviendo a intercambiar la variable x por la y, tendremos la soluciéon
final:

Om (T, y) = ;:Bq - csch (?) - senh (?) - sen <%> (C.5)

Caso#5: Potencial dependiente de la posicién en z =0

Resolvamos otro ejemplo similar al anterior, donde sometemos uno de
los lados a un potencial que varia con la posiciéon, el cual expresamos por

su desarrollo en serie de Fourier (¢, = > Bysen(qm/b)y para 0 < y < b),
q=1

mientras que los tres lados restantes se mantienen a potencial cero, pero
ahora el lado del potencial variable esta en z = 0 (figura C.5).
En este caso las condiciones de contorno son:

= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de .

» ., = >, Bysen(qm/b)y en x = 0 para cualquier valor de y.

q=1

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de .

= ¢, =0 en x = a para cualquier valor de y.



399

y
A (Pm:O
b
Pn=2.B, sen[q”—yj ®,=
CEl b
0 @ =0 a Vx

m

Figura C.5: Region rectangular donde el potencial del lado x = 0 varia con
la posicién

Si cambiamos la variable x por la variable @ — x nos quedara:
= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de .

©m = >, Bysen(qm/b)y en x = a para cualquier valor de y.
q=1

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de .
» ¢, =0 en x =0 para cualquier valor de y.

condiciones de contorno idénticas a las del caso anterior. Por lo tanto, la

expresion del potencial escalara serd igual a la obtenida en este caso (ecuacion
C.5), es decir:

Pm (x,y) = Z Bq - csch (%) - senh (?) - sen (%)
q=1

y volviendo a intercambiar la variable z por la a — x, tendremos la solucion

final:

om (T,y) = ng -csch (%) - senh {Mb—x)} - sen (%) (C.6)

Caso#6: Potencial dependiente de la posicién en x = a¢ con anchura
doble

Resolvamos otro ejemplo similar al caso#4, donde consideramos una re-
gion rectangular donde el lado x = a se somete a un potencial variable
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con la posicion y el cual expresamos por su desarrollo en serie de Fourier

(pm = > Bysen(qm/b)y) vy los otros tres lados se mantienen a potencial ce-
q=1

ro, pero ahora la anchura de la region es 2a (figura C.6).

. 0.=3B, (%j

q=1

\/

-a 0 a X
¢ =0

Figura C.6: Region rectangular de anchura 2a donde el potencial del lado
r = a varia con la posicion

En este caso las condiciones de contorno son:
= ¢, =0 en y = 0 para cualquier valor de .
= ¢, =0 en x = —a para cualquier valor de y.

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de x.
" ¢, = >, Bysen(qm/b)y en x = a para cualquier valor de y.
qg=1

Si sustituimos la variable x por x — a, las condiciones de contorno seran:

= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de x.
= ¢, =0 en x = 0 para cualquier valor de y.

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de x.

" o, =y, Bysen(gn/b)y en x = 2a para cualquier valor de y.
qg=1

Si ahora, reemplazamos la constante 2a por a, las nuevas condiciones de
contorno que resultan son:
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= ¢, =0 en y = 0 para cualquier valor de .
= ¢, =0 en x = 0 para cualquier valor de y.

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de x.

©m =y, Bysen(qm/b)y en x = a para cualquier valor de y.
q=1

que coinciden con las condiciones de contorno del caso#4. Por lo tanto, la
expresion del potencial escalar serd la correspondiente a la ecuacion (C.5):

om (,y) = qf;Bq.csch (?) - senh (%) s (g)

Si deshacemos los cambios introducidos, es decir, sustituimos la constante
a por 2a y la variable x por z + a, obtendremos la expresion del potencial
escalar de este caso, siendo dicha expresion:

o (2,) = qu-csch (2(’;&) senh [w] csen (B2) ()

q=1

Caso#7: Potencial dependiente de la posicién en x* = —a con an-
chura doble

Resolvamos un caso similar al anterior, pero ahora el lado en el que el
potencial varia con la posiciéon es x = —a (figura C.7).

Las condiciones de contorno son:
= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de .
= ¢, =0 en x = a para cualquier valor de .

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de x.

©m = »_ Bysen(qr/b)y en x = —a para cualquier valor de y.
q=1

Si sustituimos la variable x por —z, las condiciones de contorno seran:

= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de x.

= ¢, =0 en x = —a para cualquier valor de y.
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on=3B, [uj 0=
g1 b

\J

-a 0 a X
¢ =0

Figura C.7: Region rectangular de anchura 2a donde el potencial del lado
x = —a varfa con la posicién

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de .

" o, = >, Bysen(qn/b)y en x = a para cualquier valor de y.
q=1

que coinciden con las condiciones de contorno del caso#6. Por lo tanto, la
expresion del potencial escalar serd la correspondiente a la ecuacion (C.7):

- 2
om (T,y) = ;Bq - csch ( q;ra) -senh {w} - sen (?)

Si deshacemos el cambio introducido, sustituyendo la variable x por —z,
obtendremos la expresion del potencial escalar de este caso, siendo dicha
expresion:

om (2,7) = qu . esch <2q$) senh l%{x)} csen (B0) - (08)

q=1

Caso#8: Potencial con simetria en x = 0 y dependiente de la posi-
cibn en r =a

Resolvamos la distribucion de potenciales en una fraccion de una region
rectangular que hemos dividido simétricamente, donde sometemos uno de

los lados a un potencial que varia con la posicion, el cual expresamos por su
o0

desarrollo en serie de Fourier (¢, = > B,sen(qm/b)y para 0 <y < b), los
q=1
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otros dos lados se mantienen a cero y del lado interior, eje de simetria, no sa-
bemos nada, salvo que, obviamente, dp,,/0x = 0 por la simetria (figura C.8).

y
A ¢m=0
b
9n _ (pm:Zquen(ﬂ)
oX g=1 b
0 (pmzo a VX

Figura C.8: Fraccion de la region rectangular con simetria en z = 0 y poten-
cial dependiente de la posicién en x = a

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:

0pm/0xr =0 en x = 0 para cualquier valor de y,

» ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de =z,

©m =y, Bysen(qm/b)y en x = a para cualquier valor de y.
q=1

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de x.

Si cambiamos la variable x por la variable y nos quedara:

0om /0y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

= ¢, =0 en x = 0 para cualquier valor de y.

©m =, Bysen(qn/b)x en y = a para cualquier valor de x.
q=1

= ¢, =0 en x = b para cualquier valor de .

Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lucion para obtener los coeficientes A,,, B,, C,, D, y B,.
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» Jp,, /0y =0 en y = 0 para cualquier valor de .

La expresion del potencial escalar viene dada por:

P (2,y) = Y (Ancos By cosh By + By, cos B,z senhB,y+

n
+C, senB,x cosh B,y + D, senf,z senhf3,y)
Si derivamos la anterior ecuaciéon, obtenemos:

Ipm (2,Y)

oy Z (A, B, cos BprsenhB,y + BB, cos B,z cosh B,y+

n

+ C,, Busenfyx senh S,y + D, B, senf,x cosh B,y)

que, al sustituir la condicién de contorno, llegamos a:

0o (z,y)

5 —0= Z ( By, By cos Bpx + D, Bpsenf,x)

y=0 n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de (3, y
x, la Gnica posibilidad es que B, =0y D, = 0, quedando, en nuestro
caso, la solucion restringida a:

om (z,y) = Z (A, cos Bpx cosh By + Cy, senf,z cosh 5,y)

n

©m = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos valo-
res en la solucién proporcionada por aplicacién de la anterior condicién
de contorno llegamos a que:

Pm (07 y) =0= Z (An cosh 5ny)

n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de 3, e y,
la tinica posibilidad es que A,, = 0, quedando la solucion restringida a:

Om (x,y) = Z C, senf,x cosh B,y

©m = 0 en x = b para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucion anterior tenemos que:

Pm (bv y) =0= Z Cn Senﬁnb cosh ﬁny
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y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de [, e
y, la tinica posibilidad es que el senf3,b = 0, o, lo que es lo mismo, que
fnb = mm ( donde m es cualquier nimero entero). La solucion quedara

como: - o
Om (T,y) = Zﬂ: C, sen (T> cosh (T)

en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solucién encontrada.

o

" o, = y. Bysen(qrn/b)r en y = a para cualquier valor de x. Sustitu-
q=1

yendo estos dos valores en la formula de la solucion anterior tenemos

que:
Om (x,0) = qz:; B, sen(gn/b)z = ; C,, sen (?) cosh (%)

Por lo que identificando términos llegamos a que:

B, qma
= 9 ___ B .sech (_)
e cosh (—qg“) q’8eC b

Asi que sustituyendo este valor en la solucién de la condicion de con-

torno anterior obtenemos:
qwx) (qu)
—— - cosh [ —=
< b b

- qra
om (x,y) Z o - Sec 2 sen
q=1
y volviendo a intercambiar la variable x por la y, tendremos la solucién
final:

om (7,y) = q:iqu -sech (?) - sen (%) - cosh <%> (C.9)

Caso#9: Potencial dependiente de la posiciéon en x =0 y con sime-
tria en r =a

Resolvamos un caso similar al anterior pero donde hemos intercambia-
do las condiciones de x = 0 y de x = a, es decir, tenemos un potencial en
x = Oque varia con la posicién, el cual seguimos expresando por su desa-

rrollo en serie de Fourier (p,, = Y B;sen(qn/b)y para 0 < y < b), un eje
q=1

de simetria en x = a y los otros dos lados se mantienen a cero. Debido a la
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y
A 0 =0
b
® :Zx:B sen(—qﬂyj On _
" ox
0 ® =0 a Vx

Figura C.9: Fracciéon de la region rectangular con un potencial dependiente
de la posiciéon en x = 0 y simetria en x = a

condicion del eje de simetria, sabemos que g, /0x = 0 en x = a (figura C.9).

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:

= ¢, =0 en y = 0 para cualquier valor de z,

©m =y, Bysen(qm/b)y en x = 0 para cualquier valor de y.
q=1

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de .

O¢om/0x = 0 en x = a para cualquier valor de v,

Si cambiamos la variable x por la variable a — x nos quedaré:

= ¢, =0 en y =0 para cualquier valor de z,

©m =y, Bysen(qm/b)y en x = a para cualquier valor de y.
q=1

= ¢, =0 en y = b para cualquier valor de x.

0om/0xr =0 en z = 0 para cualquier valor de y,

condiciones de contorno idénticas a las del caso anterior. Por lo tanto, la
expresion del potencial escalara sera igual a la obtenida en este caso (ecuacion
C.9), es decir:

om (T, y) = ;:Bq - sech (?) - sen <%) - cosh (%)
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y volviendo a intercambiar la variable x por la a — x, tendremos la solucién

final:
x,y) = qu - sech (?) - sen <%) - cosh {W] (C.10)
q=1

Caso#10: Potencial con simetria en r = 0 y con dos funciones en
rT=a

Resolvamos otro ejemplo distinto a los anteriores al dividir uno de los
lados del contorno en dos partes y aplicar a cada una de las partes una
funciéon de potencial distinta, esto es, haremos ¢,, = 1 para 0 < y < by

(o]
©m = > Bysen [M} para b < y < b+ ¢, los otros dos lados se mantie-

g=1
nen a cero y del lado interior, eje de simetria, no sabemos nada, salvo que

0@y /0x = 0 por la simetria (figura C.10).

AY
b+c (pm:
b
ZB sen{ 9z (y - )}

o9, parabgysb+c
oX

b

0,=1 paraO<y<b
0 (pm:O a VX

Figura C.10: Region rectangular en la que se divide uno de los lados en dos
partes y se aplica a cada una de las partes una funciéon de potencial distinta.
Ademas, se mantienen otros dos lados a potencial cero y el cuarto lado es un
eje de simetria.

En este caso las condiciones de contorno son:
= ¢, =0 en y = 0 para cualquier valor de =z,

» J¢,,/0x =0 en x = 0 para cualquier valor de y,
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= ¢, =0 en y = b+ c para cualquier valor de .

0, = [1=0(y—0b)]+0(y—>) > quen[m} en ¥ = a para
q=1

C

cualquier valor de y, donde 6 (y — b) es la funcién escalon de Heaviside
y cuya definicién es:

1 >b
e(y_b)_{o z<b

Si cambiamos la variable x por la variable y nos quedara:

» ¢, =0 en x =0 para cualquier valor de y,

O¢om/0y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

= ¢, =0 en x = b+ c para cualquier valor de y.

Om = [1—=0(x—0b)] +60(x—0b)- > Bysen [Mgb)] en y = a para
q=1
cualquier valor de z.

Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lucion para obtener los coeficientes A,,, B, C,, D, y Bn.

= 0, = 0 en z = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucion general llegamos a que:

0= Z (A, cosh B,y + B, senhf3,y)

n

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor 3, y y, la
tnica posibilidad es que A, =0y B, = 0, quedando, en nuestro caso,
la solucion restringida a:

om (2,y) =Y (Cosenfpa cosh Buy + Dy senf,a senh,y)

n

» Jp,, /0y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.Si derivamos la anterior
ecuacion, obtenemos:

o (z,y)

ay = Z (Cn 6,186116”1' Senhﬁny + Dn 67186116,11‘ cosh /Bny)

n
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que, al sustituir la condicién de contorno, llegamos a:

0P (7, y)
Oy

=0= Z D,, B,senf,x

y=0

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de 3, y
x, la tnica posibilidad es que D,, = 0, quedando, en nuestro caso, la
solucién restringida a:

Pm (xv y) = Z C(n Senﬁnx cosh 5ny

©m = 0 en z = b+ ¢ para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la formula de la solucién anterior tenemos que:

om (b+c,y) = Z Cpsen B, (b+ c)] cosh B,y

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de [, e y,
la tinica posibilidad es que el sen[3,(b+ c)] = 0, o, lo que es lo mismo,
que B,(b+c¢) = mm ( donde m es cualquier ntimero entero). La solucion
quedara como:

nwx nmy
om (T,y) = ZCnsen (b+c) cosh (b—l—c)

en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solucién encontrada.

om = [1—=0(x—=0)]+0(x—0>) > quen[WT_b)] en y = a para
q=1

cualquier valor de z. Sustituyendo estos dos valores en la formula de la
solucion anterior tenemos que:

[1_9<x_b)]+9($—b)-23qsen {Mc_b)} =

:ZCnsen Ny cosh nma
~ b+ c b+ c

Como podemos observar no podemos identificar términos como en los
ejemplos anteriores por lo que para obtener los coeficientes C,, de la
serie de Fourier habra que aplicar su definicion:

b+c

oot (754) = 2 [{n-o0-n1+




Céalculo del campo en una regién rectangular con diferentes
410 condiciones de contorno

0 (x —b) - i B,sen {M;b)} } sen (;fc) dr =

q=1
gsen [qﬂ T b)] sen (mm)d
b+c

b
B 2 /se nTx
b+c n b+c
0

Para acometer la resolucion de esta integral se ha dividido en dos,
resolviendo a continuacion cada una de ellas por separado. La primera

integral es:
/ 2
/ (:j—xc) z=— [1 — cos (nma)]
0

donde
b
Oé =
b+c
Y c
l—a=
“ b+c
En la segunda integral tenemos:
b+c ( b)
qm(x — nwx B
T /Z Bgsen {f} sen (b+c> dr =
00 b+c _ b _
2 _
= Z / B,——sen N sen M dr =
b+c b+c c
q=1 b - -
o b+c _ b _
9 _
= Z / B,——sen N sen M dr =
b+c b+c c
q=1 b -
1/a
> b(z —1
= Z / 2B,asen (nmaz) sen [M} dz
c
q=1 0

donde se ha cambiado z por bz, ademas de emplear el término «. La
integral resultante la resolveremos integrando por partes dos veces con-
secutivas. Haciendo primeramente:

—1 —1
u = 2Bsen {M} = du = 2B, q7rb {qﬂb(z )] dz
c c c
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1
dv = asen (nwaz)dz = v = ———cos (nwaz)
nm

resultando:

o 1/a -1
Z/ 2 B, a sen(nmwaz) sen {M] dz =
q=1"1

C

() 1/
—-2B b(z —1
= Z ? sen [qw (2 )] cos (nTaz) +
~ nm c )
> [ 2qb B b(z—1
+Z/ D24 oo (nraz) cos {M} dz
=i ne c

Haciendo por segunda vez:

_ 2gbB, cos [qﬂb(z — 1)1 S du— —2¢**n quen {qwb(z — 1)] "

u

ne c n c? c
y
dv = cos (nmaz)dz = v = —— sen (nmTaz)
nra
obtenemos:

o 1/a -1
Z/ 2 B, o sen(nmaz) sen {M] dz =
g=1"1 ¢

. 1/
—-2B b(z —1
= g g sen {M] cos (nraz) +
nm c
q=1 1
> 2gb B bz — 1)1
qb B, qmb(z —

+ 521 p—— (nraz) cos {—c } 1 +

00 2b2 1/a b T
+ Z m /1 2 B« sen (nwaz) sen {%} dz
q=1
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Reuniendo las dos integrales en el lado izquierdo de la ecuaciéon y sa-
cando factor comin, queda:

b2 1/a
qmb(z — 1)
z:: ( n202a2) /1 2 B,o sen (nmaz) sen [f dz =
00 B . 1/a
— Z{ 2B, sen [qwb(z 1)1 cos (nmaz) }~I—
nm c L

qg=1
1/
1 }

+i { 2gb B, sen (nmaz) cos {M}

n2rac c

q=1

Sustituyendo

queda:

o0 1/ -1
Z/ 2 B,a sen (nmaz) sen {M} dz =
g=1"1

c
1/a
S 1 —2B b(z — 1
5 < sen {M] cos (nTaz) +
— _ [ ] nmw c
a n(l—a) 1
1/a
°° 1 2qB b(z—1
+ 55 924 gen (nraz) cos {M}
el N [ g ] n’m (1 — «) c
n(l—a) 1

Integral valida siempre que ¢ # n(1 — ). Quedando finalmente, en los
limites de integracion impuestos:

0 1/a -1
Z/ 2 B, asen (nmaz) sen {M] dz =
g=1"1

C

el )
n=m —
g=1 1— [n(lq—a):|
_ 2 (1 — )
Sen TL7TO{

pr L] 2 —n? 