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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

En el año 1999 y después de conversaciones mantenidas con Iberdrola,
�rmamos un contrato para desarrollar el generador eléctrico de una pequeña
máquina eólica de 10 kW de potencia. Simultáneamente, obtuvimos un pro-
yecto del Ministerio de Educación con el mismo propósito.

Dentro de los diferentes tipos de generadores eléctricos, decidimos desa-
rrollar uno de imanes permanentes y �ujo axial. Las razones que motivaron
esta elección fueron varias, siendo las más destacadas las siguientes:

Las máquinas de imanes permanentes, al no necesitar alimentar ningún
circuito de excitación en el rótor, no poseen ningún contacto con el
rótor de la máquina, simpli�cando su diseño y mantenimiento, siendo
la opción más empleada en máquinas eólicas de pequeña potencia.

Las máquinas de �ujo axial permiten acomodar un elevado número de
polos, siendo máquinas que giran a velocidades bajas. La generación
eólica también se produce a bajas velocidades de giro; el empleo de un
generador de �ujo axial, permite acoplar muy bien los dos sistemas, no
siendo necesario la instalación de una multiplicadora.

Por aquellos años, uno de los sectores en los que pensábamos que po-
díamos entrar era en el diseño de vehículo eléctricos con motores en
rueda. Las máquinas de �ujo axial tienen una geometría que se adapta
perfectamente a esta idea. Si a ello le añadimos una elevada densidad
de par, estás máquinas son una opción excelente para esta aplicación.

Por último, también tuvimos en cuenta factores relacionados con la
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investigación cientí�ca. Las máquinas de �ujo axial e imanes perma-
nentes eran máquinas poco conocidas, siendo las más empleadas las de
�ujo radial.

Una vez seleccionado el tipo de generador eléctrico, es necesario conocer
la distribución del campo electromagnético en su interior, siendo éste un paso
importante para un diseño adecuado. Existen numerosas técnicas que permi-
ten modelar o predecir la distribución del campo magnético en estructuras
electromagnéticas, pudiéndolas clasi�car en:

Técnicas analíticas: Las técnicas analíticas proporcionan una expresión
directa de la magnitud del campo magnético o de su distribución, re-
solviendo las ecuaciones de Maxwell. Destacan las siguientes técnicas:

� Modelo de carga,

� Modelo de corriente y

� Circuitos magnéticos equivalentes.

Técnicas semi-analíticas: Las técnicas semi-analíticas, lo mismo que
las analíticas, consideran la resolución directa de las ecuaciones del
problema (ecuaciones de Maxwell), pero requieren de la integración
numérica o del sumatorio de la expresión analítica obtenida. Dentro de
esta categoría, podemos mencionar:

� Método de los subdominios,

� Método de las imágenes y

� Transformación conforme de Schwarz-Christo�el.

Técnicas numéricas: Las técnicas numéricas realizan una discretización
de toda la goemetría y/o de su contorno. Las más importantes son:

� Métodos por Elementos Finitos (si sólo se discretiza el contorno es-
te técnica se conoce como �Método de los elementos de contorno�)
y

� Método de las diferencias �nitas.

En general, cada tipo de problema posee su técnica óptima, ya que, además
de la exactitud de los resultados obtenidos, el tiempo de cálculo es un paráme-
tro a tener en cuenta. Un gran número de las técnicas mencionadas (circuitos
magnéticos, transformación conforme, método de los elementos �nitos y mé-
todo de las diferencias �nitas) requieren de una discretización (mallado) de
la geometría previa al cálculo de la distribución del campo electromagnético;
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posteriormente, sólo se obtiene una solución en los puntos prede�nidos. Un
aumento en la densidad del mallado, mejora la exactitud de los resultados
obtenidos, aunque implica un aumento del tiempo de cálculo. Por otro lado,
para realizar una buena discretización de la geometría, es necesario tener un
conocimiento previo o cierta experiencia en esta tarea. En estructuras sin nú-
cleos de alta permeabilidad, o en máquinas con un entrehierro muy pequeño
o con un gran tamaño, estos métodos plantean serios problemas debido a la
necesaria alta densidad del mallado o al gran tamaño del modelo. Por otro
lado, para el cálculo numérico o analítico de parámetros secundarios, como la
fuerza, la fuerza electromotriz, la inductancia o el par electromagnético, sólo
es necesario el conocimiento del campo en unos puntos o �líneas� determina-
das. Los métodos numéricos requieren el conocimiento del campo en todos
los puntos de la geometría mallada con el �n de poder hallar estos paráme-
tros secundarios. Por lo tanto, sería preferible el disponer de soluciones con
un �mallado-libre�, ya que se reduciría drásticamente el tiempo de cálculo y,
en determinados problemas, incluso proporcionan expresiones analíticas que
permiten ilustrar las dependencias existentes entre los parámetros geométri-
cos y las propiedades de los materiales.

El método de los subdominios, también conocida como técnica de ar-
mónicos o técnica basada en el Análisis de Fourier, divide la geometría a
estudiar en regiones lo su�cientemente sencillas, denominadas subdominios,
en las que resuelven directamente las ecuaciones de Maxwell en magnetostá-
tica (las cuales se reducen a la ecuación de Laplace en las regiones de aire y
a la ecuación de Poisson en las regiones donde existen imanes o corrientes)
y obtiene la distribución del campo aplicando las condiciones de contorno en
las fronteras entre los subdominios. Originariamente, este método sólo con-
sideraba corrientes de longitud in�nita, situadas arbitrariamente entre dos
super�cies de hierro paralelas o concéntricas. Posteriormente, se extendió a
regiones que poseían imanes, al ser reemplazados éstos por una distribución
equivalente de corrientes. Esta técnica se puede aplicar en cualquier geome-
tría sea una máquina lisa o una máquina ranurada. La ausencia de ranuras
simpli�ca en gran medida la geometría, la cual se subdivide en un número
pequeño de subdominios (normalmente dos o tres). Sin embargo, es en las
máquinas con ranuras y como consecuencia de la complejidad de la geome-
tría, donde el método de los subdominios cobra especial relevancia y donde
es empleada por mayor número de autores, tanto para máquinas de �ujo ra-
dial, axial, tubulares y con otras topologías. La principal desventaja de este
método es que no se pueden considerar formas irregulares en el hierro y que
los imanes deben tener una forma geométrica simple y una magnetización
también simple. Recientemente, varias publicaciones extienden este método
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considerando problemas especí�cos en diversos sistemas de coordenadas.

1.2. Objeto del trabajo

En el contexto indicado, en el desarrollo de la Tesis, se realizará un estudio
del campo magnético en vacío en el entrehierro de una máquina eléctrica de
imanes permanentes de �ujo axial, mediante el método de los subdominios.
A partir de este campo se calcularán el resto de variables electromecánicas,
como fuerza electromotriz inducida y par de reluctancia.

Una vez obtenidos los resultados para la máquina de�nida, se compararán
los resultados obtenidos, con los proporcionados mediante el Método de los
Elementos �nitos. Para ello se dispone del software comercial FLUX3D, que
permite calcular las mismas variables que las obtenidas por el Método de los
Subdominios.

Finalmente, se compararán los resultados obtenidos con las medidas de
un ensayo de un prototipo de generador eléctrico de imanes permanentes de
�ujo axial, para poder comprobar la validez del modelo.

1.3. Estructura de la Memoria de Tesis

Este trabajo está dividido en siete capítulos y cinco apéndices:

El capítulo primero, Introducción, recoge el planteamiento y los objeti-
vos de la tesis.

El capítulo segundo, denominado Conceptos previos, establecen el mar-
co en el que se sitúa esta tesis doctoral, desde tres vertientes:

� El generador eléctrico: Las máquinas de �ujo axial e imanes per-
manentes serán los dispositivos en los que desarrollaremos nuestro
estudio. Por ello, vamos a centrar esta topología dentro de las
máquinas eléctricas.

� Antecedentes: El Método de los Subdominios será la técnica que
emplearemos para realizar nuestro trabajo pero, no es la única.
En este punto repasaremos las principales herramientas empleada
en el estudio del campo magnético en máquinas eléctricas.

� Base teórica: El electromagnetismo es el fenómeno que va a pro-
vocar el funcionamiento de nuestra máquina. Sus magnitudes y
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las ecuaciones que las relacionan, serán fundamentales en nuestro
trabajo, siendo necesario un pequeño repaso. En capítulos poste-
riores, haremos frecuentes referencias a este apartado.

En el capítulo tercero explicamos el Método de los Subdominios con
ejemplos sencillos, por lo que le dedicamos este capítulo. El Método de
los Subdominios es la herramienta fundamental de nuestro trabajo de
tesis. Por ello, el dedicarle un capítulo a su conocimiento nos parece
una buena idea.

El cuarto, el quinto y el sexto capítulo podrían haberse agrupado en
un solo pero, dada la extensión que tendría, hemos preferido dividirlo
en los tres mencionados.

El capítulo cuarto esta dedicado a presentar en detalle la máquina en
la que vamos a aplicar el Método de los Subdominios. Se trata de una
máquina tridimensional y con ranuras, pero la aproximaremos por una
máquina bidimensional y lisa para poder determinar algunos paráme-
tros de su topología como son el entreimán equivalente, el valor del
potencial magnético escalar en la super�cie del imán y la anchura de
la banda de desmagetización de los imanes.

Una vez de�nidos estos parámetros entramos en el capítulo quinto,
(Máquina ranurada), que es el núcleo de todo el trabajo de tesis. En
este capítulo y a través de lo que denominamos `�casos� vamos a poder
estudiar nuestra máquina mediante un modelo en dos dimensiones y se-
gún sea la posición relativa del imán respecto de las ranuras del estátor.
Es en esta capítulo donde hallaremos las expresiones de las principa-
les magnitudes magnéticas de nuestra máquina, tales como potencial
magnético escalar, componentes de la inducción, expresiones del �ujo
magnético a través de determinadas super�cies y del que concatena una
bobina tipo, fuerza electromotriz inducida y par de reluctancia.

Como nuestra máquina es tridimensional, es necesario pasar de un mo-
delo en dos dimensiones a otro en tres dimensiones. En el capítulo sexto
realizamos este paso.

La forma de poder validar nuestro modelo es comparando los resulta-
dos teóricos con los obtenido en el laboratorio. En el capítulo séptimo
describimos el prototipo construido, el banco de ensayos donde realiza-
remos las medidas y los resultados obtenidos de éstas, comparándolas
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con los valores hallados por la técnica analítica y los proporcionados de
un software de simulación por elementos �nitos.

El último capítulo esta dedicado a las conclusiones; en él, re�ejamos
los aspectos más destacados del trabajo realizado.

En los cinco apéndices que siguen al último capítulo se recoge informa-
ción que no es esencial para una primera lectura del trabajo realizado,
pero que resulta importante para un estudio más detallado del mismo.
De esta forma, mediante el empleo de los apéndices, pretendemos que la
lectura de la tesis no resulte una tarea pesada pero que en la memoria
se re�eje todo el trabajo realizado.



Capítulo 2

Conceptos previos

2.1. Máquinas de imanes permanentes

Las máquinas de imanes permanentes se pueden clasi�car atendiendo a
diversos criterios:

Según el camino seguido por el �ujo magnético: máquinas de �ujo ra-
dial, axial o transversal.

Según la disposición de los imanes: máquinas de imanes super�ciales o
de �ujo concentrado.

Según la presencia o no de ranuras: máquinas ranuradas o máquinas
lisas.

Nosotros vamos a clasi�car las máquinas según el camino seguido por el �ujo.

2.1.1. Máquinas de �ujo radial

En las máquinas de �ujo radial, el �ujo magnético está en la dirección
radial y es originado por imanes que están magnetizados radialmente (�gura
2.1). La disposición con un rotor interno es la más empleada, aunque existen
diseños con el rotor externo. Una gran parte de los generadores eólicos de
baja velocidad son máquinas de �ujo radial, debido a su sencillo diseño,
economía de fabricación y amplio rango de operación. La forma más sencilla
de construir una máquina radial con un número elevado de polos es pegando
imanes en la super�cie del rotor. En estas máquinas, la longitud del estátor y
la longitud radial del entrehierro pueden elegirse uno independientemente del
otro, pudiéndose fabricar máquinas con un diámetro pequeño y un estátor
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Figura 2.1: Diferentes tipos de máquinas de �ujo radial [1]

largo.

La máquina radial con imanes permanentes presenta, en comparación con
la máquina radial con excitación eléctrica, una mayor densidad de par. En
contra, la presencia de los imanes hace más difícil su ensamblaje y la estruc-
tura debe ser más fuerte, sobre todo en máquinas grandes. Estas máquinas
han sido ampliamente utilizadas y estudiadas, tanto desde un punto de vista
mecánico como electromagnético, siendo difícil mejorar su diseño.

Existen principalmente dos tipos de máquinas de �ujo radial (�gura 2.2):
máquinas de �ujo radial con ranuras e imanes en super�cie y máquinas de
�ujo radial con ranuras e imanes enterrados (también denominados estos últi-
mos de concentración de �ujo). La manera más sencilla de construir un rotor
con un número elevado de polos es colocando los imanes sobre la super�cie
del núcleo del rotor. No obstante, es necesario emplear imanes permanentes
de alta energía (tales como los de Neodimio-Boro-Hierro) para lograr una
densidad de �ujo aceptable en el entrehierro. Estos imanes son muy caros
por lo que deben de usarse de una forma efectiva. Si los imanes se �jan al
rotor pegándolos, la velocidad de rotación debe limitarse para que la fuerza
centrífuga sea inferior a la fuerza de �jación del pegamento. A veces, con el
�n de mejorar la rigidez mecánica del rotor, se añade una banda alrededor del
rotor. Esta banda puede ser un cilindro de �bra de vidrio o de acero inoxida-
ble. En el primer caso, la �bra de vidrio es aislante térmico, aumentando los
problemas para ventilar el rotor. Si la cinta es de acero inoxidable, aparecen
problemas de corrientes de Foucault como consecuencia del ranurado y del
contenido en harmónicos de la corriente suministrada. Se pueden emplear
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diseños especiales que proporcionan una densidad de �ujo en el entrehierro
senoidal así como una protección mecánica a los imanes (�gura 2.2c)).

Figura 2.2: Máquinas de �ujo radial con ranuras a) imanes en super�cie
b)imanes interiores, c)imanes en super�cie con polos con zapatos, d)-f) ima-
nes enterrados

En el caso de máquinas con imanes enterrados, el material empleado son
ferritas, mucho más baratas que los imanes de tierras raras, aunque su en-
samblaje es más complicado y caro. Como las ferritas son imanes de baja
energía, es necesario emplear mucho más material, aumentando el peso del
rotor. En comparación con las máquinas con imanes en super�cie, el hecho
de enterrar los imanes presenta una serie de ventajas. Los imanes tienen for-
ma de paralelepípedo rectangular, siendo más sencillos de fabricar. No hay
problemas a la hora de �jar los imanes, permitiéndose mayores velocidades
de giro sin necesidad de usar anillos de refuerzo. Es posible obtener una den-
sidad de �ujo en el entrehierro casi senoidal y un bajo par de reluctancia,
mejorando la calidad del par proporcionado por la máquina. Al estar los
imanes enterrados, se reduce el riesgo de desmagnetización y no es necesa-
rio una protección contra impactos mecánicos, desgaste o corrosión. Como
desventajas, además de la mayor complejidad en el montaje, ya mencionada
anteriormente, este diseño posee un �ujo de dispersión bastante más elevado
que las máquinas con imanes en super�cie, principalmente en los extremos
del rotor. Se puede disminuir dicho �ujo, colocando barerras de material ade-
cuado, pero no se llega a los niveles de �ujo de dispersión de las máquinas
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con imanes en super�cie. Además el desmontaje y reciclado de las máquinas
con imanes enterrados es más difícil, ya que es complicado quitar los imanes
del núcleo del rotor.

2.1.2. Máquinas de �ujo axial

En las máquinas de �ujo axial el �ujo magnético se produce en la direc-
ción axial siendo originado por imanes magnetizados axialmente. La �gura
2.3 muestra diferentes ejemplos de máquinas de �ujo axial: máquinas lisas,
con ranuras, simples, sin núcleo, etc. Las máquinas de �ujo axial tiene las
siguientes ventajas respecto a las de �ujo radial:

Figura 2.3: Máquinas de �ujo axial [1]

bobinado sencillo,

pequeño par de reluctancia y bajo ruido (en máquinas lisas),

pequeña longitud axial de la máquina, y

elevada relación par/volumen.

No obstante, las máquinas de �ujo axial también poseen desventajas en
comparación con las de �ujo radial, tales como:

baja relación par/peso,

elevado diámetros externo, gran cantidad de imanes y elevada inesta-
bilidad (en máquinas lisas),
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di�cultades para mantener constante el entrehierro para diámetros altos
(en máquinas ranuradas), y

estátor difícil de fabricar (en máquinas ranuradas).

En aquellas aplicaciones en las que la reducida longitud axial de la má-
quina es una condición, las máquinas de �ujo axial son las geometría a tener
en cuenta (es el caso de vehículo eléctricos con el motor situado en el interior
de la rueda, [4] y [5]). En otras situaciones, dependiendo de si se pre�ere
una elevada densidad de par o una reducida relación coste/par se opta por
un tipo de máquina u otro. En este sentido, en [6] se realiza una compara-
ción entre diseños optimizados de máquinas de �ujo radial y de �ujo axial,
concluyendo que las máquinas de �ujo radial tienen una relación coste/par
menor que las axiales, pero también una relación par/volumen menor. En
[7] se realiza una comparación similar entre máquinas de �ujo radial y de
�ujo axial, concluyendo que las máquinas de �ujo axial son una opción muy
atractiva para geometrías muy planas y con un número elevado de polos. En
esta situación, las máquinas de �ujo axial tienen un par electromagnético
mayor y una densidad de par mayor que las máquinas radiales. En [8] y en
[9] los autores investigan las posibilidades de emplear las máquinas de �ujo
axial como generadores portátiles, siendo originado el movimiento de rota-
ción del rotor por una persona. La con�guración de máquina seleccionada
es la de �ujo axial en detrimento de la de �ujo radial, ya que aquellas tie-
nen una mayor densidad de potencia y una construcción más compacta que
éstas. Dentro de las diferentes máquinas de �ujo axial, se selecciona como
más idónea una máquina de doble entrehierro y lisa, lo que en la literatura
especializada se conoce como máquina 'Torus'; existen numerosos artículos
en los que se describe, estudia y compara este tipo de máquina con otras.
Sirvan de ejemplo los artículos de Spooner, Chalmers et al ([10], [11] y [12])
y los de Caricchi et al ([13] y [14]).

Sitapati y Krishnan en ([15]) comparan una máquina radial convencional
con cuatro axiales (simple ranurada, doble ranurada, simple lisa, y doble
lisa), analizando el volumen, el peso, las pérdidas (tanto en el hierro, en el
cobre y las totales) y la inercia. Concluyen que las máquinas axiales poseen
una mayor densidad de potencia que las radiales pero un menor momento
de inercia. En cuanto a la cantidad de imán necesario para producir una
potencia de salida �jada, las máquinas axiales lisas necesitan más cantidad
de imán que la radial y ésta más que las axiales ranuradas. En lo referente al
peso de acero, las máquinas axiales necesitan menos acero que las radiales.
Por último y en lo que respecta a las pérdidas, las pérdidas en el cobre de las
máquinas ranuradas (tanto las axiales como la radiales) son similares entre
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sí e inferiores a las axiales lisas; las pérdidas en el hierro de las máquinas
radiales y de las axiales doble son similares y superiores a las de las axiales
sencillas. Debido a que las pérdidas en el cobre son las de mayor cuantía,
el comportamiento de las diferentes topologías en lo referente a las pérdidas
totales es el mismo que en de las pérdidas en el cobre (radiales y axiales
ranuradas similares entre sí e inferiores a las axiales lisas).

2.1.3. Máquinas de �ujo transversal

En las máquinas de �ujo transversal, el �ujo magnético sigue un camino
perpendicular a la dirección de rotación del rotor. La principal diferencia
entre estas máquinas y las de de �ujo radial y axial es que permiten aumentar
el espacio para el bobinado sin disminuir el espacio disponible para el �ujo
principal. Además pueden diseñarse con un paso de polo mucho menor que
en los otros dos tipos. En la �gura 2.4 se muestran diferentes máquinas de
�ujo transversal.

Figura 2.4: Ejemplos de máquinas de �ujo transversal[1]

Las principales ventajas de las máquinas de �ujo transversal comparado
con las de �ujo longitudinal son las siguientes:

mayor densidad de fuerza,

pérdidas en el cobre muy bajas y

bobinado sencillo.

El principal inconveniente de estas máquinas radica en su construcción,
ya que ésta es mucho más complicada que en las máquinas radiales o axiales,
como consecuencia de ser el camino recorrido por el �ujo tridimensional (en
los imanes es angular mientras que en los núcleos que lo cierran es radial en
unos tramos y axial en otros). Estos inconvenientes hacen que las máquinas
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de �ujo transversal sean menos atractivas.

Dubois et al. en [16] comparan la relación coste/par de máquinas de �ujo
transversal con máquinas de �ujo radial, en función del espesor del entrehierro
para valores del diámetro exterior entre 0.5 metros y 4 metros. Los resulta-
dos obtenidos muestran que en ambas con�guraciones la relación disminuye
al aumentar el diámetro. Si variamos el entrehierro, en las máquinas de �ujo
radial la relación coste/par depende muy poco del entrehierro, mientras que
en las máquinas transversales esta dependencia es muy fuerte, disminuyendo
la relación al aumentar el entrehierro. En todos los casos estudiados, la rela-
ción coste/par en las máquinas radiales es superior a la de las transversales,
siendo tanto más superior cuanto menor es el entrehierro (por ejemplo, para
un entrehierro de 0.5 mm, el ratio coste/par en la radial es 3.5 veces el de la
transversal). En todas las máquinas diseñadas, el rendimiento es el mismo y
se ha �jado en un 92%.

Por último, citaremos el artículo de Dubois et al ([17]) donde se comparan
diferentes topologías de máquinas de �ujo radial (con imanes en super�cie
y con concentración de �ujo), de �ujo axial (tanto ranurada como lisa), de
�ujo transversal (con cuatro variantes), de reluctancia variable y de reluc-
tancia híbrida, tomando como parámetros del estudio la densidad de par y la
relación coste/par. Respecto a las tres toplogías que nos ocupan, los autores
obtiene los siguientes resultados:

Las máquinas de �ujo radial con imanes en super�cie y con concentra-
ción de �ujo son similares.

En comparación con las máquinas de �ujo radial, la máquina de �ujo
axial lisa (máquina �torus�) tiene el doble de densidad de par pero
también el doble de relación coste/par, mientras que la axial ranurada
tiene el doble de densidad de par y la mitad de relación coste/par.

La máquina de �ujo axial interior ranurada tiene un comportamiento
similar a las de �ujo transversal.

En base a estos resultados, los autores concluyen que, de las opciones anali-
zadas, dos topologías deben ser consideradas para su aplicación en máquinas
eólicas sin multiplicadora: las máquinas de �ujo transversal y la máquina
axial con ranuras y rotor interno.

De todo lo expuesto anteriormente, centraremos nuestro estudio en las
máquinas axiales. Veamos cuál ha sido su desarrollo a lo largo de la historia
y los diferentes tipos de máquinas de �ujo axial.
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2.1.4. Desarrolllo de las máquinas de �ujo axial e ima-

nes permanentes

La historia de las máquinas eléctricas muestra que las primeras máquinas
eléctricas que se inventaron fueron máquinas de �ujo axial. El primer pro-
totipo que se conoce de una máquina de �ujo axial corresponde a Faraday,
quien en 1831 construyó un generador homopolar, conocido como �Disco de
Faraday�. Está formado por un disco conductor situado dentro del campo
magnético originado por un imán en forma de herradura que genera un �ujo
en la dirección axial (�gura 2.5). Al girar el disco, se induce una pequeña
corriente continua, que es llevada a un circuito exterior mediante de dos con-
tactos situados en el eje y en la periferia.

Figura 2.5: Disco de Faraday, primer generador homopolar (1831)

La disposición en forma de disco también aparece en el diseño realiza-
do por Nicola Tesla quien, en junio de 1889, patentó el motor asíncrono al
cual denominó �motor electro-magnético� [18] (patente de Estados Unidos
nº405.858 de 25 de junio de 1889). En la �gura 2.6 se muestra una vista
lateral de su máquina, donde se puede apreciar que se trata de una máquina
de �ujo axial.

A pesar de estos prometedores inicios para las máquinas de �ujo axial,
poco después de que Thomas Davenport patentara su discutida máquina de
�ujo radial [19] (�gura 2.7) (Patente de Estados Unidos nº132, año 1837,
titulada �Mejora en las máquinas propulsoras por el magnetismo y el electro-
magnetismo�), las máquinas de �ujo radial fueron ampliamente empleadas
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Figura 2.6: Motor electro-magnético de Nicola Tesla (1889)

dejando de lado las de �ujo axial. Las razones que hicieron que las máqui-
nas de �ujo axial perdieran protagonismo en favor de las de �ujo radial, las
podemos resumir en los siguientes puntos [2]:

elevada fuerza de atracción en la dirección axial entre el estátor y el
rotor;

di�cultades de fabricación, tales como la realización de las ranuras en
los núcleos laminados;

elevado coste en la fabricación de los núcleos laminados del estátor;

di�cultad en el montaje de la máquina y en el mantenimiento de la
uniformidad del entrehierro.

Aunque a principios de 1830 comenzó el empleo de imanes permanentes en las
máquinas eléctricas, la baja calidad de los materiales magnéticos duros pron-
to desanimó de su uso. Hubo que esperar hasta 1940 para que las propiedades
de los imanes permanentes mejoraran hasta el punto de ser capaces de com-
petir con los electroimanes, tanto funcional como económicamente [20]. Se
trata sobre todo de aleaciones de acero y ferritas, empleándose ampliamente
en pequeños motores d.c. En 1970 se produjo un hito de gran importancia: las
propiedades se mejoraron casi diez veces; aparecen los imanes de tierras raras
y por primera vez en la historia, los imanes posibilitaban nuevas soluciones
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Figura 2.7: Máquina de Thomas Davenport (1837)

que no eran posibles o factibles con los electroimanes. Los imanes permanen-
tes se convertían en un componente único. La e�ciencia volumétrica de estos
nuevos imanes permitía a los diseñadores reestructurar los circuitos magné-
ticos y los dispositivos, logrando parámetros de operación que aumentaban
su valor; en muchos casos, el coste de los nuevos imanes era justi�cable, a
pesar de emplear materias primas muy caras.

¾A qué escala son de aplicación los imanes permanentes en comparación
con los electroimanes? Está claro que en dispositivos de pequeño tamaño,
los imanes permanentes tienes mayores ventajas que los electroimanes: la
habilidad de un imán permanente para establecer un campo permanece inal-
terable a pesar de la escala. Sin embargo, en un electroimán, si reducimos
las dimensiones, la densidad de corriente aumenta inversamente en la misma
proporción, dando lugar a problemas de refrigeración difíciles de superar. Y
¾por qué no emplear los imanes permanentes en dispositivos grandes? A �n
de cuentas, la e�ciencia volumétrica de un imán es superior a la de un elec-
troimán y no tiene pérdidas. Los imanes permanentes, tradicionalmente, han
estado limitados a dispositivos de pequeña potencia, pero hay una tendencia
a emplearlos en dispositivos grandes; por ejemplo, Siemens fabrica la turbina
SWT-6.0-154 con una potencia nominal de 6MW con un generador síncrono
de imanes permanentes y sin multiplicadora o Vestas con el modelo V112-3,0
MW, con una potencia de 3MW y un generador de imanes permanentes.
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2.1.5. Tipos de máquinas de �ujo axial e imanes per-

manentes

En principio, cada tipo de máquina de �ujo radial tiene su correspondiente
versión de máquina de �ujo axial. No obstante, en la práctica, las máquinas
de �ujo axial se reducen a tres tipos:

máquinas conmutadas de corriente continua e imanes permanentes,

máquinas sin escobillas (�brushless�) de corriente continua e imanes
permanentes y máquinas síncronas de corriente alterna, y

máquinas de inducción.

Las máquinas conmutadas de corriente continua e imanes permanentes
emplean imanes permanentes para reemplazar el bobinado encargado de ge-
nerar el campo electromagnético de excitación. Estas máquinas representan
una opción versátil y económica en ciertas aplicaciones industriales, de au-
tomoción o domesticas, tales como ventiladores, bombas, pequeños vehículos
eléctricos, herramientas, electrodomésticos, etc.

Las máquinas brushless de corriente continua y las máquinas síncronas de
corriente alterna tienen casi la misma estructura pero su teoría y principios
de operación son completamente diferentes, principalmente en lo referente a
la forma de la onda de corriente generada o suministrada para su funciona-
miento (ver �gura 2.8):

las máquinas brushless de corriente continua generan una onda de fuer-
za electromotriz inducida (femi) trapezoidal y operan a partir de una
onda de corriente de linea rectangular, siendo denominadas por este
hecho, máquinas de onda cuadrada.

Las máquinas síncronas de corriente alterna generan una onda de femi
senoidal y operan con una onda de corriente senoidal; por ello, se las
denomina máquinas de onda senoidal.

Respecto a las máquinas de inducción, es difícil fabricar un rotor laminado
o bien bobinando o bien en jaula de ardilla con forma de disco, por lo que
hay poco interés en este tipo de máquinas con �ujo axial.
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Figura 2.8: Formas de onda para máquinas brushless de �ujo axial e imanes
permanentes: a) máquina de onda cuadrada, b) máquina de onda senoidal
([2])

2.1.6. Topologías y geometrías

Desde un punto de vista constructivo, las máquinas brushless de �ujo axial
pueden diseñarse de una sola cara o de doble cara, con o sin ranuras en la
armadura, con o sin núcleo en la armadura, con rotor de imanes permanentes
interno o externo y de una sola etapa o de etapa múltiple. En el caso de
con�guraciones de doble cara, se pueden adoptar las disposiciones de rotor
externo o estátor externo. Las diferentes topologías de máquinas brushless de
�ujo axial e imanes permanentes se pueden clasi�car de la siguiente forma:

máquinas de �ujo axial e imanes permanentes de una sola cara:

� con estátor ranurado (�gura 2.9a)

� con estátor liso (sin ranuras)

� con estátor de polos salientes

máquinas de �ujo axial e imanes permanentes de doble cara:

� con estátor interno (�gura 2.9b)

◦ con estátor ranurado

◦ con estátor liso

� con estátor con núcleo de hierro
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Figura 2.9: Topologías básicas de máquinas de �ujo axial e imanes perma-
nentes: a) máquina lisa de una sola cara, b) máquina lisa de doble cara con
estátor interno, c) máquina de doble cara con estátor ranurado y rotor in-
terno, d) máquina sin núcleos de doble cara con estátor interno. 1→ núcleo
del estátor, 2→ Bobinado del estátor, 3→ rotor, 4→ imanes permanentes,
5→ carcasa, 6→ rodamientos, 7→ eje.
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� con estátor sin núcleo (�gura 2.9d)
� con rotor y estátor sin núcleos

◦ con estátor de polos salientes (�gura 2.10)

Figura 2.10: Máquina brushless de �ujo axial e imanes permanentes de doble
cara con estátor interno de polos salientes y rotor externo: a) conjunto, b)
estátor, c) rotor. 1→ imanes permanentes, 2→ disco de acero del rotor, 3→
polo des estátor, 4→ bobina del estátor

� con rotor interno (�gura 2.9c)

◦ con estátor ranurado
◦ con estátor liso
◦ con estátor de polos salientes (�gura 2.11)

máquinas de �ujo axial e imanes permanentes multi-etapa (�gura 2.14)

En las máquinas con ranuras el entrehierro suele ser relativamente pe-
queño. La densidad del �ujo magnético en el entrehierro disminuye bajo las
ranuras debido al aumento de la reluctancia. Este cambio en la densidad de
�ujo causado por la abertura de las ranuras equivale a un aumento �cticio del
espesor del entrehierro junto con la eliminación de las ranuras. La relación
entre el entrehierro �cticio y el entrehierro real puede expresarse con ayuda
del denominado coe�ciente de Carter :

g′ = KC · g (2.1)

siendo la expresión del coe�ciente de Carter [21]:
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Figura 2.11: Máquina brushless de �ujo axial e imanes permanentes de doble
cara con tres fases, 9 bobinas de polos salientes del estátor y 8 polos del rotor.
1 → imanes permanentes, 2 → disco ferromagnético del estátor, 3 → polo
del estátor, 4→ bobina del estátor.

donde s es la anchura de la abertura de la ranura, g el espesor del entrehierro
real y τs el paso de ranura, suma de la anchura de la ranura s y de la anchura
del diente t (�gura 2.12).

Figura 2.12: Geometría para el cálculo del Coe�ciente de Carter en una má-
quina con rotor de imanes permanentes y estátor ranurado según la ecuación
(2.2).

En las máquinas de �ujo axial e imanes permanentes lisas el entrehierro
es mucho mayor, siendo igual a la suma del espacio físico del entrehierro más
el espesor de todos los materiales no magnéticos (bobinado, material de ais-
lamiento, de soporte, etc...) que son recorridos por el �ujo magnético. Al no
haber ranuras, el coe�ciente de Carter vale la unidad. Las máquinas lisas, en
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comparación con las ranuradas, presentan las ventajas de tener un estátor
más sencillo de ensamblar, eliminan por completo el par de reluctancia y
disminuyen las pérdidas en la super�cie del rotor, la saturación magnética y
el ruido acústico. Como desventajas podemos señalar el que emplean mayor
cantidad de imanes permanentes, menor inductancia del bobinado y pérdidas
signi�cativas por corrientes de Foucault.

En la máquina de �ujo axial e imanes permanentes de polos salientes y
doble cara mostrada en la �gura 2.10, las bobinas del estátor están bobina-
das alrededor de polos laminados axialmente. Con el �n de obtener un motor
trifásico con auto arranque, el número de polos del estátor y del rotor tienen
que ser diferentes; en el ejemplo mostrado en la �gura 2.10 el estátor posee
12 polos y el rotor 8. La �gura 2.11 muestra una máquina de �ujo axial e
imanes permanentes de doble cara con estátor externo de polos salientes y
rotor de imanes permanentes interno. El estátor posee nueve bobinas y el
rotor ocho polos para una máquina trifásica.

Según la aplicación de la máquina y el entorno de trabajo, las máquinas
lisas pueden ser o con núcleo ferromagnético o sin núcleo. Las máquinas sin
núcleo eliminan todo el material ferromagnético del estátor, haciendo que las
correspondientes pérdidas por corrientes de Foucault y por histéresis sean nu-
las. También se consiguen eliminar las fuerzas de atracción axiales existentes
entre el rotor y los estátores con lo máquina en circuito abierto, mejorando
la respuesta dinámica de la máquina al disminuir la inercia.

En algunas ocasiones, las máquinas de �ujo axial e imanes permanentes
lisas se clasi�can de acuerdo a la forma de sus bobinas, existiendo máquinas
trapezoidales, rómboidales, etc. La �gura (2.13) muestra bobinas con forma
trapezoidal y romboidal para el estátor de una máquina axial de imanes per-
manentes sin núcleo y refrigerada por agua desarrollada por Caricchi et al
([3]).

En las máquinas de �ujo axial, el par electromagnético es una función,
principalmente, del diámetro externo. Si el espacio disponible para alojar a
la máquina es inferior al diámetro calculado, entonces el par requerido en el
eje de la máquina puede lograrse mediante una disposición multietapa, como
se muestra en la �gura 2.14. En una máquina de �ujo axial multietapa, si j
es el número de etapas, la máquina tiene j estátores con sus correspondientes
bobinado y (j + 1) rotores. Los (j + 1) rotores comparten un eje mecánico
común, mientras que los terminales de los j bobinados trifásicos de los está-
tores pueden conectarse en serie o en paralelo. En algunas ocasiones, como
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Figura 2.13: Formas de bobinas para un estátor de una máquina de �ujo
axial sin núcleo: a) bobina trapezoidal, b) bobina romboidal [3]

es el caso de vehículos eléctricos, la conexión de las bobinas conmuta de serie
a paralelo o de paralelo a serie, en base a los requerimientos de la aplicación.

Cada una de las topologías de máquinas axiales de imanes permanentes
tiene sus puntos fuertes y sus puntos débiles. Comparando máquinas de una
cara con las de doble cara podemos señalar:

Las máquinas de una sola cara son más sencillas de fabricar que las de
doble cara, pero tienen una menor capacidad de producción de par.

Además, si se trata de diseños con núcleo ferromagnético, en las de una
sola cara existen una fuerza de atracción entre los imanes del rotor y el
núcleo del estátor, dando lugar a una carga axial sobre los rodamientos.
En los diseños de doble cara, al existir dos entrehierros, estas fuerzas
de atracción son dobles y se compensan entre sí, no existiendo ninguna
fuerza neta en la dirección axial y no se transmite ninguna carga axial
a los rodamientos.

Por último, en comparación con la máquina de doble cara, el rotor de
las máquinas de una sola cara es más grueso ya que el �ujo magnético
se tiene que cerrar a través de él.

Si optamos por un diseño de doble cara, tendremos que elegir entre un
rotor interno o un estátor interno. La opción de rotor interno posee las si-
guientes ventajas frente a la de estátor interno:
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Figura 2.14: Máquina brushless de �ujo axial e imanes permanentes multi-
etapa de tres etapas, con tres estátores sin núcleo y cuatro rotores de imanes
permanentes. 1→ bobinado del estátor, 2→ rotor, 3→ carcasa, 4→ roda-
miento, 5→ eje.

En el rotor de las máquinas de doble cara con estátor interno, igual
que sucede en los diseños de una cara, tiene que existir un núcleo ferro-
magnético que se encargue de cerrar el �ujo creado por los imanes. Las
máquinas de rotor interno no necesitan de este material ferromagnético.

En los diseños de doble cara con rotor interno, el bobinado está lo-
calizado en los dos estátores, girando el rotor de imanes permanentes
entre ambos. Los bobinados de ambos estátores se pueden conectar en
paralelo o en serie. Si se conectan en paralelo, la máquina puede operar
incluso si uno de los bobinados está deteriorado. La conexión en serie es
preferida ya que proporciona fuerzas de atracción axiales iguales pero
opuestas entre el rotor y cada uno de los estátores.

Además, al estar los bobinados situados en el exterior de la máquina,
es más fácil su refrigeración.

A pesar de estas ventajas y dependiendo de la aplicación de la máquina,
en ocasiones los diseños con rotores externos son preferidos a los de estátores
externos; es el caso de los vehículos eléctricos pequeños, donde los motores
van montados directamente en el interior de la rueda. Si el motor es de rotores
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externos, al unir solidariamente la rueda con el rotor, el movimiento en el
rotor conlleva el de la rueda y viceversa. Si optáramos por un diseño con
rotor interno, la transmisión del movimiento se realizaría mediante un eje
que saldría de la máquina y sería necesario insertar unos engranajes para
lograr una unión mecánica entre el rotor y la rueda. En la �gura 2.15 se
muestra un motor de �ujo axial e imanes permanentes con rotores externos
y estátor interno liso, que servirá como motor de propulsión de un pequeño
vehículo eléctrico y que irá directamente alojado en la rueda.

Figura 2.15: Motor axial brushles de imanes permanentes y �ujo axial con
estátor liso y rotores externos
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Independientemente de elegir un diseño de una cara o de doble cara, ten-
dremos que optar entre estátor liso o ranurado. El estátor liso está formado
por un disco sobre cuya super�cie se encuentra bobinado el devanado po-
lifásico de la máquina. El estátor ranurado está formado por un disco con
ranuras o canales radiales donde van alojados los conductores que forman el
bobinado. Cada uno de ellos tiene sus ventajas e inconvenientes:

En las máquinas ranuradas el entrehierro es igual al espacio físico exis-
tente entre la base del estátor y el rótor, mientras que en las máquinas
con estátor liso poseen un entrehierro mayor, ya que al espesor físico
del entrehierro hay que añadir el espacio ocupado por el bobinado y los
aislantes.

Como consecuencia de este mayor entrehierro en la máquina lisa, la
densidad de �ujo máxima en el entrehierro no suele exceder de 0.65T,
siendo necesario un gran volumen de imanes para conseguir este valor.
Por el contrario, en la máquina ranurada, al poseer un entrehierro me-
nor, se logran valores de densidad de �ujo máxima en el entrehierro de
0.85T con la mitad de volumen de imanes que en la máquina lisa.

En las máquinas ranuradas y debido a la presencia de las ranuras,
el entrehierro no es uniforme y, en consecuencia, su reluctancia varía
con la posición, originando un par denominado de reluctancia. Algunas
máquinas basan su funcionamiento en este par y, por ello, en el diseño
se tiende a favorecerlo y aumentarlo. Es el caso de las máquinas de
reluctancia variable y de los motores paso a paso. En otros situaciones,
como la que no ocupa, este par es indeseable y por ello se tiende a
eliminarlo o, en su defecto, a minimizarlo. En las máquinas lisas, al
poseer un entrehierro uniforme, el par de reluctancia es prácticamente
nulo.

El circuito magnético de las máquinas lisas se diseña para que no se
sature. En las máquinas ranuradas, hay pequeñas zonas en las que
el circuito magnético está saturado, como es en las esquinas y en los
vértices de los dientes, debido a la concentración de �ujo que se produce
al evitar el �ujo la ranura y buscar el diente.

La fabricación de un núcleo liso es relativamente sencillo, ya que basta
con bobinar una cinta de acero para obtener un núcleo toroidal la-
minado liso. Estos núcleos son bastante comunes ya que, además de
emplearse para motores lisos también se emplean en otras aplicaciones,
como son transformadores toroidales y autotransformadores.
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Por contra, la fabricación de un núcleo ranurado es complicado ya que
sobre el núcleo toroidal laminado hay que mecanizar las ranuras. Si
esta tarea se realiza con una fresa, debe tenerse especial cuidado a
principio y al �nal de la ranura, ya que la entrada y, sobre todo, la
salida de la fresa, puede dañar la ranura. En la �gura 2.16 se muestran
las diferentes etapas en el mecanizado, partiendo de un núcleo toroidal
liso (�gura 2.16a), y obteniendo un núcleo ranurado (�gura 2.16b).
Podemos observar (�guras 2.16c y d) como a la entrada y la salida de
la ranura y, sobre todo, en el radio interno, la pared del diente puede
resultar dañada. Para evitarlo, se pueden emplear anillos de material
blando (por ejemplo, aluminio) que ciñan al núcleo de tal modo, que
cuando la fresa llega al �nal de la ranura, no se encuentra en el aire si
no que penetra en el material del anillo.

Figura 2.16: Fases en el mecanizado de las ranuras: a) núcleo toroidal liso,
b) núcleo toroidal ranurado, c) y d) detalles de ranuras
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Figura 2.17: Con�guraciones de máquina axial de doble cara con estátor
ranurado: a) Rótor interno; b) Estátor interno

Si la máquina es de estátor interno, el elegir un diseño de estátor liso
(como el de la �gura 2.15) conlleva el aprovechar los dos lados activos
del bobinado de la máquina, ya que ambos lados están expuestos al
�ujo creado por los imanes permanentes. Si por el contrario, optáramos
por un diseño con rotor interno ( y, por lo tanto, estátores externos),
sólo aprovecharíamos un lado activo de cada estátor (el que mira al
entrehierro), aumentando la resistencia del devanado y las pérdidas
que esta resistencia implica.

Si la máquina es de rotor interno, el diseño del estátor ranurado implica
el tener que colocar dos estátores ranurados a ambos lados del rotor
central con sus correspondientes bobinados. Si el estátor es interno, am-
bos lados del estátor tendrían que estar mecanizados, tarea que resulta
bastante complicada. En la �gura (2.17) se muestran las con�guracio-
nes de rótor interno y rótor externo para el caso de máquina ranurada.

Expuestas las ventajas y desventajas de las diferentes con�guraciones de
máquinas de �ujo axial, hemos seleccionado para nuestro diseño la máqui-

na axial de doble cara con rotor interno y estátores ranurados , ya
que es una topología no tan estudiada como las máquinas de �ujo radial,
presenta una muy buena densidad de par, es muy adecuada para su aplica-
ción en una máquina eólica sin multiplicadora, al ser de doble cara, existe
una compensación de fuerzas de atracción entre el rotor y cada uno de los
estátores, sufriendo menos los rodamientos de la máquina, su construcción
no es tan complicada como las máquinas de �ujo transversal, aunque tiene
una di�cultad importante sobre todo en la mecanización de las ranuras de
los estátores.
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2.2. Antecedentes

Una máquina eléctrica es un dispositivo formado por materiales con di-
ferentes características eléctricas y magnéticas y donde dos bobinados o un
bobinado y unos imanes interaccionan entre sí. El conocimiento del campo
magnético que se origina en su interior es un paso fundamental en el estudio,
análisis o diseño de estos aparatos. Desde un punto de vista de su comporta-
miento magnético, una máquina eléctrica es un medio heterogéneo, formado
por diferentes materiales y, en donde las super�cies de separación entre los
diferentes medios imponen condiciones que deben ser satisfechas por el cam-
po magnético; son las denominadas condiciones de contorno. La tarea del
cálculo del campo magnético con condiciones de contorno no es una tarea
fácil y para su resolución se han empleado diferentes técnicas a lo largo de la
historia. Veamos aquellas aportaciones que, en mi opinión, han sido las más
importantes.

La primera referencia que destacamos el libro de Hague ([22]) quien ob-
tiene la expresión del campo originado por conductores rectilíneos situados
entre dos super�cies concéntricas o paralelas, con distinta permeabilidad.
Posteriormente Mishkin ([23]), en una máquina de jaula de ardilla, resuelve
directamente las ecuaciones de Maxwell, hallando el par creado por la má-
quina y la corriente que circula por el estátor, pero considerando solamente
el armónico fundamental. Para ello, reemplaza la zona de las ranuras del
rótor y del estátor por una zona lisa isótropa eléctricamente y anisótropa
magnéticamente y sustituye la corriente de excitación del estátor por una
densidad lineal de corriente. Posteriormente, Eastham ([24]) aplica la técnica
a una máquina tubular, donde propone un nuevo tipo de bobinas inclinadas
en lugar de las tradicionales no inclinadas. Divide la región de estudio en un
conjunto in�nito de regiones cilíndricas, de espesor in�nitesimal, con una ca-
pa de corriente en un radio determinado. Aplica las ecuaciones de Maxwell a
cada región y relaciona cada región con sus vecinas aplicando las condiciones
de contorno. En la solución que obtiene aparecen las funciones modi�cadas de
Bessel. En 1976, Williamson ([25]) extiende el trabajo de Mishkin a máquinas
anisótropas tanto eléctrica como magnéticamente en los tres ejes coordena-
dos de cada región de un modelo multiregión. Aplica el análisis a los casos
particulares de regiones isótropas, compuestas, laminadas y con ranuras. En
1977, Hughes ([26]) calcula el campo magnético, la inductancia y el coe�cien-
te de acoplamiento en máquinas lisas con núcleo de aire o de hierro, tanto en
el rotor como en el estátor, mediante la resolución de la ecuación de Laplace
en el potencial magnético vectorial, suponiendo que la densidad de corriente
de excitación es senoidal.
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Los primeros trabajos aplicados a máquinas con imanes permanentes co-
rresponden a Boules, quien aplica la formulación desarrollada por Hague para
determinar el campo en una máquina cilíndrica de �ujo radial tanto en coor-
denadas rectangulares ([27]) como en coordenadas polares ([28]). En ambos
casos considera la máquina lisa (el efecto de las ranuras se tiene en cuenta
a través del coe�ciente de Carter) y sustituye los imanes por densidades de
corriente que originan la misma fuerza magnetomotrtiz que éstos. En ese año
de 1985, Qishan y Hongzhan ([29]) partiendo de los resultados de Carter
([30], [31] y [32]) deducen la expresión del coe�ciente de Carter para má-
quinas con imanes permanentes. Deng ([33] y [34]) realiza un planteamiento
similar al sustituir los imanes por capas de corriente, pero el efecto del ra-
nurado es tenido en cuenta al considerar que la permeabilidad en la zona
de las ranuras es anisótropa y que varía con la posición. En 2004, Bumby
estudia una máquina de �ujo axial y sin ranuras. En 2006 Marignetti ([35])
también representa a los imanes por capas de corriente, desplazando la po-
sición de estas capas de corriente cuando estudia el efecto que tiene en el
campo el inclinar los imanes. Nasar ([36]) estudia una máquina lisa de �ujo
radial empleando el concepto de carga magnética y aplicando el método de
las imágenes, método que también sería empleado por Xiong ([37]) para una
máquina lineal y por Furlani ([38] y [39]) para una máquina lisa de �ujo axial.

Otros autores han empleado los circuitos magnéticos para estudiar el cam-
po magnético en las máquinas de imanes permanentes, técnica que permite
representar mediante parámetros concentrados los distintos elementos por los
que circula el �ujo magnético. Tal es el caso de Koski ([40]), Mi ([41]), Zhu
([42]) y Guo ([43]) los cuales estudian el campo en máquinas radiales.

Pero la técnica que emplean el mayor número de autores se basa en la
resolución directa de las ecuaciones de Maxwell empleando la técnica de la
separación de variable que, para el caso estático o cuasi-estático, conduce a
la resolución de la ecuación de Laplace o de Poisson, tanto para máquinas
lisas como para máquinas ranuradas. En el caso de ser la máquina ranurada,
podemos representar las ranuras directamente en la geometría o considerar
su efecto global, empleando el coe�ciente de Carter. En este último caso, el
planteamiento del problema es totalmente análogo al de una máquina lisa.
Entre los autores que trabajan con máquinas lisas, destacamos los trabajos
de Furlani que determina el campo en una máquina sin ranuras y de �ujo
axial, considerando que la permeabilidad del imán es igual a la del vacío ([44])
o superior ([45]), Zhu, quien, para una máquina de �ujo radial y con ranuras,
pero utilizando el coe�ciente de Carter, determina el comportamiento de la



2.2 Antecedentes 31

máquina en circuito abierto ([46]), la reacción del inducido ([47]) y en carga
([48]). Zhu también determina el campo en presencia de las ranuras emplean-
do un coe�ciente de permeancia que establece a través de la transformación
conforme ([49]), técnica de la que hablaremos más adelante; este coe�cien-
te de permeancia también lo utilizará el autor para trabajar con máquinas
radiales que poseen magnetización radial o paralela ([50]). En esta misma lí-
nea están los trabajos de Wang que, para una máquina tubular con ranuras,
representa el ranurado a través del coe�ciente de Carter ([51], [52] y [53]) y
mediante el coe�ciente de permeancia ([54]) descrito por Zhu ([49]). En el
estudio de máquinas lisas de �ujo axial e imanes permanentes destacamos a
Bumby y a Virtic; Bumby ([55]) obtiene la expresión del potencial magnético
vectorial originado por una capa de corriente, modelo válido para determinar
tanto el campo origiando por los imanes como el debido a las bobinas del
estátor. Por su parte, Virtic ([56] y [57]) analiza una máquina axial sin nú-
cleo hallando el campo originado por el rotor, por las bobinas del estator y,
aplicando superposición, por el conjunto rotor-estátor. Un trabajo también
en máquinas sin núcleo pero de �ujo radiales, es presentado por Choi ([58])
quien calcula el campo en este tipo de máquinas en dos dimensiones pero
realizando una corrección para tres dimensiones a través de una función que
tenga en cuenta la dependencia radial del campo.

En el caso de máquinas ranuradas, el coe�ciente de Carter permite repre-
sentar el efecto global de las ranuras en el funcionamiento de la máquina pero
no es válido para predecir el par de reluctancia o la forma de onda de la fuerza
magnética cuando la máquina está en circuito abierto, siendo necesario in-
cluir las ranuras en la geometría que pretendemos analizar. La consideración
del ranurado en la geometría no resulta un problema sencillo y los métodos
analíticos que lo resuelven los podemos agrupar en tres categorías, a saber,
coe�ciente de permeancia, transformación conforme y subdominios.

El análisis de máquinas con ranuras a través del coe�ciente de permean-
cia se basa en considerar que el campo en estas máquinas es igual al campo
que se origina en una máquina lisa pero que es modulado por un coe�ciente
que depende de las ranuras. Ejemplos de esta técnica los encontramos en los
trabajos ya citado de Zhu ([49] y [50]) en máquinas radiales y en los de Wang
([54]) en máquinas lineales tubulares, en los de Zarko para máquinas radia-
les, donde considera que las ranuras sólo in�uyen en la componente radial
([59]) o en las componentes radial y tangencial ([60]), o en los de Jin ([61])
para actuadores lineales rotativos. Dado que este coe�ciente de permeancia
se halla mediante la transformación conforme de una ranura, muchas veces
estos métodos son incluidos en la categoría de transformación conforme.
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La transformación conforme es la representación de una área poligonal en
el plano de otra variable compleja. Una transformación se dice que conforme
si los puntos adyacentes en un plano son transformados en puntos adyacentes
en el otro plano, si mantiene la ortogonalidad y si conserva el sentido de los
ángulos. Cuando queremos hallar la distribución del campo magnético entre
dos super�cies de contorno que tienen una forma complicada (como es el caso
del entrehierro de una máquina con ranuras) resulta muy adecuado encon-
trar una transformación que pase del plano complejo de partida a otro en
el que se conoce la expresión del campo para la geometría resultante, siendo
a veces necesario pasar por más de un plano, es decir, emplear más de una
transformación conforme.

En la mayoría de los problemas prácticos se conoce el plano en el cual
tenemos que resolver el problema y el plano en el cual conocemos la solución,
y a partir de ambos debemos determinar la transformación que nos permita
pasar de uno a otro. Lo deseable en estos casos sería el poder disponer de un
procedimiento rutinario que nos proporcione la ecuación de transformación
de un plano a otro. Uno de estos procedimientos permite determinar la ecua-
ción de transformación cuando las equipotenciales de ambos planos forman
parte de un polígono cerrado y el problema está totalmente determinado en
el polígono. Esta condición, que puede dar la impresión de ser una gran li-
mitación, en la práctica no lo es, ya que hay muchos problemas en lo que
las condiciones de contorno pueden tratarse como un polígono cerrado. Este
método fue primeramente publicado por H. A. Schwarz y E. B. Christo�el,
ambos de forma independiente y simultáneamente, y se le conoce como la
transformación de Schwarz-Christo�el.

La transformación de Schwarz-Christo�el abre el interior de un polígono
en el plano de partida a la mitad superior de otro plano. Como el interior del
polígono se transforma en la mitad superior del segundo plano, el exterior del
polígono se transformará el la mitad inferior del segundo plano y el contorno
del polígono será el eje real de este plano. Como el plano �nal no es la parte
superior del plano intermedio, ya que el campo puede no ser regular en él,
se emplea una segunda transformación de Schwarz-Christo�el desde la con-
�guración deseada a la parte superior del plano intermedio. La combinación
de ambas transformaciones cambiará la con�guración del plano de partida
en el que está de�nido el problema, en la con�guración deseada del plano �nal.

Son numerosos los autores que emplean la transformación de Schwarz-
Christo�el para analizar máquinas eléctricas. Destacamos los artículo de
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Krop ([62]) en máquinas lineales, Gysen ([63] y [64]) en máquinas tubula-
res, Zarko ([60]), Boughrara ([65] y [66]) y Lin ([67]) en máquinas de �ujo
radial y Lin ([68]) en máquinas con imanes enterrados.

El tercer grupo de métodos analíticos que permiten determinar el campo
en máquinas con ranuras (y también en máquinas lisas) es el método de los
subdominios. Consiste en dividir la geometría a estudiar en regiones lo su�-
cientemente sencillas, denominadas subdominios, en las que podamos resolver
directamente las ecuaciones de Maxwell y obtener la distribución del campo
aplicando las condiciones de contorno en las fronteras entre los subdominios.
Esta técnica se puede aplicar en cualquier geometría, sea una máquina lisa o
una máquina con ranuras.

La ausencia de ranuras simpli�ca en gran medida la geometría, la cual se
subdivide en un número pequeño de subdominios (normalmente dos o tres).
Algunos ejemplos de aplicación del método de los subdominios a máquinas
sin ranuras los encontramos en los artículos de Rahideh quien presenta un
método analítico para el cálculo del campo en máquinas radiales con ima-
nes interiores o exteriores, con la presencia de aire y hierro entre los imanes,
estando los imanes magnetizados radial, paralelamente o con con�guración
Halbach ([69], [70], [71] y [72]) o considerando excentricidades en los imanes
([73]), Huang ([74]) quien aplica la técnica al estudio en tres dimensiones de
una máquina de �ujo axial y sin hierro, y Sung ([75]) que trabaja con una
máquina lisa, doble y con estátor interno.

Sin embargo, es en las máquinas con ranuras y como consecuencia de la
complejidad de la geometría, donde el método de los subdominios cobra es-
pecial relevancia y donde es empleada por mayor número de autores, tanto
para máquinas de �ujo radial, axial, tubulares y con otras topologías.

En máquinas de �ujo radial se ha realizado algún trabajo en coordena-
das cartesianas, como es el caso de Liu ([76] y [77]) quien estudia el efecto
de una única ranura, la cual considera recta, para posteriormente, aplicando
superposición, extrapolar los resultados a geometrías con más de una ranura.
No obstante, la mayor parte de los trabajos realizados emplean coordenadas
polares; podemos citar a Dubas ([78]) quien contempla que la magnetización
pueda ser radial o paralela, a Bellara ([79]) quien calcula la reacción del indu-
cido, a Zhu ([80]) también para ranuras rectas, a Lubin quien considera que el
entreimán es aire ([81]) o aire y hierro([82]), a Wu ([83], [84],[85] y [86]) anali-
zando máquinas radiales con ranuras semicerradas, a Fu ([87]) analizando la
in�uencia de la excentricidad y a Boughrara ([88]) que analiza una máquina
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de imanes permanentes doblemente excitada y con ranuras semicerradas.

En máquinas tubulares, destacamos los trabajos de Gysen ([89]) que es-
tudia el efecto de una ranura y halla la reacción del inducido, y de Amara
([90] y [91]) que considera todas las ranuras simultáneamente, en ambos ca-
sos, con ranuras rectas.

Los artículos que estudian las máquinas de �ujo axial, aunque algunos
lo hacen en coordenadas cartesianas, como es el caso de Barriere ([92]), la
mayor parte son en coordenadas polares, como, por ejemplo, Bellara ([93])
y Tiegna ([94] y [95] ) para ranuras semicerradas. Todos los trabajos hasta
aquí comentados del método de los subdominios han sido realizados para
geometrías en dos dimensiones. En tres dimensiones, destacamos el trabajo
de Tiegna ([96]) quien, partiendo del modelo en dos dimensiones planteado
en ([95]), pasa a un modelo en tres dimensiones; para ello, divide la geometría
tridimensional en láminas, estudia cada lámina aplicando el modelo bidimen-
sional y, aplicando superposición, halla el comportamiento de las máquina de
partida (modelo en tres dimensiones) sumando las contribuciones de cada lá-
mina.

Por último, existen trabajos donde se aplica el método de los subdominios
para realizar formulaciones generales, como es el caso de Gysen ([97]) quien
plantea las bases del método desde un punto de vista genérico, particulari-
zando para geometrías ilustrativas tanto en coordenadas cartesianas, polares
y cilíndricas, o de Boughrara ([98]) quien plantea una formulación general en
dos dimensiones para máquinas de �ujo variable con cualquier combinación
de ranuras en el estátor y polos en el rótor. Otros trabajos están enfocados a
máquinas menos empleadas, como son las máquinas de reluctancia variable
([99]) y las máquinas bobinadas doblemente excitadas ([100]).

Para terminar, existen métodos que combinan varias de las técnicas an-
teriormente comentadas, aprovechando los puntos fuertes de las diferentes
técnicas que emplean. Destacamos la combinación de circuitos magnéticos y
subdominios, como son los trabajos de Ilhan ([101]) en máquinas de imanes
permanentes y �ujo variable, o de Hemeida ([102]) quien estudia una má-
quina de �ujo axial en tres dimensiones a partir de una sucesión de laminas
modeladas en dos dimensiones, combinación de capa de corriente y subdomi-
nios, empleado por Lubin para estudiar una máquina radial ([103]), dominio
y transformación conforme de Schwarz-Christo�el empleado por Barriere en
el estudio de una máquina tubular ([104]) o técnicas analíticas basadas en la
teoría de series de Fourier y elementos �nitos empleado por Egea ([105]) en
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el estudio de máquinas de �ujo axial e imanes permanentes.

La técnica que nosotros vamos a emplear, es el método de subdominios
y la aplicaremos en el estudio en circuito abierto de una máquina axial de
doble cara con rotor interno y estátores ranurados.

2.3. Base Teórica

Antes de aplicar la citada técnica a la máquina objeto de nuestro trabajo,
vamos a realizar un repaso del campo electromagnético, recordando las ecua-
ciones que lo describen, las condiciones que existen entre medios con distinta
permeabilidad y las diferentes técnicas que permiten determinar las distribu-
ción del campo. Terminaremos estableciendo las relaciones que existen entre
las magnitudes del campo y sus efectos, como son el �ujo magnético, la fuerza
electromotriz inducida y la fuerza y el par electromagnético.

2.3.1. Ecuaciones de Maxwell

Las cargas y las corrientes originan los campos electromagnéticos, siendo
las ecuaciones de Maxwell las ecuaciones que los describen. Su expresión en
forma diferencial es:

∇xH̄ = J̄ +
∂D̄

∂t
(2.3)

∇ · B̄ = 0 (2.4)

∇xĒ = −∂B̄
∂t

(2.5)

∇ · D̄ = ρ (2.6)

siendo
Ē la intensidad del campo eléctrico (V/m),
D̄ la densidad de corriente de desplazamiento (C/m2),
H̄ la intensidad del campo magnético (A/m2),
B̄ la densidad de �ujo magnético (T ),
J̄ la densidad super�cial de corriente libre (A/m2) y
ρ la densidad volumétrica de carga libre (C/m3).
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En estas ecuaciones, las fuentes están representadas por J̄ y por ρ, mien-
tras que el campo está representado por Ē, D̄, H̄ y B̄, donde las magnitudes
que representan al campo son funciones vectoriales que dependen de la po-
sición y del tiempo. Para relacionar las componentes de los cuatro campos,
necesitamos más ecuaciones:

En primer lugar, y teniendo en cuenta que la carga libre es la carga
que se ha desligado de los átomos o de las moléculas y que es capaz
de moverse libremente y la densidad de corriente libre es debida al mo-
vimiento de la carga libre, ambas magnitudes se pueden relacionar a
través de la denominada ecuación de continuidad:

∇ · J̄ +
∂ρ

∂t
= 0 (2.7)

Esta ecuación se puede obtener combinando la divergencia de la ecua-
ción (2.3) y la derivada respecto del tiempo de la ecuación (2.6).

En segundo lugar, tenemos dos ecuaciones independientes que relacio-
nan, por un lado, las magnitudes del campo eléctrico entre sí, y por otro
lado, las del campo magnético entre sí. Son las denominadas, relaciones
constituyentes:

B̄ = µ0

(
H̄ + M̄

)
(2.8)

D̄ = ε0Ē + P̄ (2.9)

donde
M̄ es la magnetización (A/m),
P̄ es la polariación (C/m2),
µ0 es la permeabilñidad del vacío (Tṁ/A) y
ε0 es la permitividad del vacío (F/m).

La magnetización M̄ representa el momento magnético dipolar por unidad
de volumen de un material y se de�ne por:

M̄ = ĺım
∆V→0

∑
i

m̄i

∆V

donde
∑
i

m̄i es el vector suma de los momentos magnéticos dipolares conte-

nidos en el volumen ∆V .
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Igualmente, la polarización P̄ representa el momento dipolar eléctrico
neto por unidad de volumen. Se de�ne mediante

P̄ = ĺım
∆V→0

∑
i

P̄i

∆V

donde
∑
i

P̄i es el vector suma de los momentos eléctricos dipolares contenidos

en el volumen ∆V .

En un medio estacionario, lineal, isótropo y homogéneo, las ecuación cons-
titutivas se reducen a:

B̄ = µH̄ (2.10)

D̄ = εĒ (2.11)

donde µ y ε son la permeabilidad y la permitividad del medio, respectivamen-
te. Hay otra relación constitutiva adicional que liga la densidad de corriente
libre (J̄) y la intensidad del campo eléctrico (Ē)

J̄ = σĒ (2.12)

Las relaciones constituyentes (2.10), (2.11) y(2.12) necesitan modi�carse
si el medio es no lineal, no homogéneo o anisótropo, del siguiente modo:

El material es lineal si µ, ε o σ no dependen de los campos; en caso
contrario, el material es no lineal. En este último caso, las anteriores
ecuaciones deben reescribirse de la siguiente forma:

B̄ = µ (H) H̄

D̄ = ε (E) Ē

y
J̄ = σ (E) Ē

Si el material es homogéneo, µ, ε o σ no dependen de la posición; si no,
el material es no homogéneo; en este caso, las expresiones de µ, ε y σ
se escribirían, para el caso de coordenadas cartesianas, de la siguiente
forma:

µ = µ (x, y, z)
ε = ε (x, y, z)
σ = σ (x, y, z)
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Por último, un material se dice que es anisótropo si µ, ε o σ dependen
de la dirección; en caso contrario, el material es isótropo. Si el material
es anisótropo, la relación (2.10) es equivalente a tres ecuaciones, cuyas
expresiones en coordenadas cartesianas son:

Bx = µ11Hx + µ12Hy + µ13Hz

By = µ21Hx + µ22Hy + µ23Hz

Bz = µ31Hx + µ32Hy + µ33Hz

Expresiones similares se pueden escribir para las relaciones (2.11) y
(2.12).

Ecuaciones de Maxwell en forma integral

Las ecuaciones de Maxwell que hemos visto en el apartado anterior, ecua-
ciones (2.3), (2.4), (2.5) y (2.6), se conocen como ecuaciones de Maxwell en
forma diferencial. La aplicación de integrales de super�cie o de volumen a
las ecuaciones en forma diferencial, junto con el teorema de Stokes y el de la
divergencia, van ha originar otro conjunto de ecuaciones denominadas ecua-
ciones de Maxwell en forma integral.

Si hallamos la integral de super�cie de las ecuaciones (2.3) y (2.5) so-
bre una super�cie abierta S, delimitada por un contorno C, y aplicamos el
teorema de Stokes al miembro izquierdo de cada ecuación, obtenemos:∮

C

H̄ · dl =

∫
S

(
J̄ +

∂D̄

∂t

)
· ds (2.13)

y ∮
C

Ē · dl = −
∫
S

∂B̄

∂t
· ds (2.14)

respectivamente.

Análogamente, si hallamos la integral de volumen de las ecuaciones (2.4)
y (2.6) sobre un volumen V delimitado por una super�cie cerrada S y apli-
cando el teorema de la Divergencia al miembro izquierdo de las ecuaciones
obtenidas, resulta: ∮

S

B̄ · ds = 0 (2.15)

y ∮
S

D̄ · ds =

∫
V

ρ · dv (2.16)



2.3 Base Teórica 39

respectivamente.

Las ecuaciones (2.13), (2.15), (2.14) y (2.16) constituyen las ecuaciones
de Maxwell en forma integral, ecuaciones de gran importancia en el electro-
magnetismo:

La primera ecuación (2.13) es una generalización de la Ley de Ampere,
la cual establece que la integral de línea de H̄ alrededor de un contorno
cerrado C es igual a la corriente libre que �uye a través de la super�cie
delimitada por C.

La segunda ecuación (2.15) representa la Ley de la Inducción de Fara-
day, la cual establece que la fuerza electromotriz inducida en un circuito
cerrado es igual a la variación del �ujo que atraviesa el circuito.

La tercera ecuación (2.14) también se conoce con el nombre de ley
de la conservación del �ujo magnético, ya que establece que el �ujo
magnético total de salida que atraviesa una super�cie cerrada es igual
a cer o, dicho de otro modo, establece la no existencia de monopolos
magnéticos, es decir, no existen fuentes o sumideros aislados del campo
magnético.

la cuarta ecuación (2.16) es la Ley de Gauss, la cual establece que el
�ujo de salida total de campo D̄ a través de cualquier super�cie cerrada
es igual a la carga libre total encerrada en la super�cie.

2.3.2. Condiciones de contorno

Para resolver problemas electromagnéticos que comprenden regiones con-
tiguas de parámetros constitutivos diferentes es necesario concoer las con-
diciones en la frontera (condiciones de contorno) que deben satisfacer los
vectores de campo B̄, H̄, D̄ y Ē en la super�cie de separación de los medios.
Estas condiciones se obtienen aplicando la forma integral de las ecuaciones
de Maxwell (ecuaciones (2.13), (2.15), (2.14) y (2.16)) a una región pequeña
de la super�cie de separación de los dos medios.

Consideremos una trayectoria pequeña abcda con lados ab y cd en el
medio 1 y 2, respectivamente, ambos paralelos a la super�cie de separación e
iguales a ∆l, y los lados bc y da perpendicualres a la super�cie de separación
e iguales a ∆h (�gura 2.18 ). Aplicamos la ecuación (2.13) a esta trayectoria.
Si dejamos que los lados bc = da = ∆h se aproximen a cero, podemos ignorar
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sus contribuciones a la integral de línea, obteniendo:

H1t ·∆l −H2t ·∆l = Jn ·∆l ·∆h+
∂Dn

∂t
·∆l ·∆h

donde Hit(i = 1, 2) son las componentes de H̄ tangentes a la frontera. Si
tomamos el límite cuando ∆h tiende a cero, obtenemos:

Figura 2.18: Trayectoria cerrada en la super�cie de separación de dos medios

H1t −H2t = Jns (2.17)

donde
Jns = ĺım

∆h→0
(Jn ·∆h)

es la densidad de corriente super�cial libre en la super�cie de separación
normal al contorno abcda. La dirección de Jns viene dado por el sentido en
el que recorremos el contorno abcda, y, para el ejemplo que consideramos,
�gura (2.18), entra perpendicularmente en la página.

Cuando las conductividades de ambos medios son �nitas (que es cierto
para las aplicaciones que vamos a estudiar), la densidad de corriente super�-
cial es nula y la componente tangencia de la intensidad de campo magnético,
H̄, es continua a través de la super�cie de separación de esos medios.

H1t = H2t (2.18)
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Realizando un desarrollo similar con la ecuación (2.15), obtendríamos:

E1t = E2t (2.19)

que indica la continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico a
través de la super�cie de separación de ambos medios.

El siguiente paso es obtener las condiciones de contorno para las ecuacio-
nes (2.14) y (2.16). Para ello, consideremos una pequeña caja circular con la
cara superior en el medio 1 y la inferior en el 2, como se muestra en la �gura
2.19. Las caras tienen un área ∆S y la altura de la caja es ∆h. Al aplicar la
Ley de la Inducción de Faraday (ecuación (2.14)) a la caja, obtenemos:

B1n ·∆S −B2n ·∆S = 0

que implica:
B1n = B2n (2.20)

es decir, la componente normal de B̄ es continua en la super�cie de separación

Figura 2.19: Caja cilíndrica en la super�cie de separación de dos medios

de los dos medios. Si realizamos un análisis similar con la Ley de Gauss
(ecuación (2.14)) en la caja, obtendríamos:

D1n −D2n = ρs (2.21)

donde
ρs = ĺım

∆h→0
(ρ ·∆h)
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es la densidad super�cial de carga libre en la super�cie de separación de am-
bos medios. Es decir, la componente normal de D̄ es discontinua a través de
una super�cie de separación cuando existe una carga super�cial, y la canti-
dad de la discontinuidad es igual a la densidad super�cial de carga. Si ambas
super�cies son dieléctricos perfectos (conductividad nula), entonces ρS = 0
y la componente normal de D̄ es continua. Si por el contrario, la región 1
es un conductor perfecto (conductividad in�nita) y el medio 2 un dieléctrico
perfecto, entonces D1n = 0 y D2n = ρS, donde ρS se encuentra en el lado de
la super�cie del conductor perfecto.

En resumen, las condiciones de contorno en la super�cie de separación de
dos medios son:

1. La componente tangencial de H̄ es discontinua a través de la super-
�cie de separación en una cantidad igual a la densidad super�cial de
corriente libre normal que existe en la super�cie (H1t −H2t = Jns).

2. La componente tangencial de Ē es continua a través de la super�cie de
separación (E1t = E2t).

3. La componente normal de B̄ es continua a través de la super�cie de
separación (B1n = B2n).

4. La componente normal de D̄ es discontinua a través de la super�cie
de separación en una cantidad igual a la densidad super�cial de carga
libre que existe en la super�cie (D1n −D2n = ρS).

Para el caso particular del campo magnético y con regiones donde la
conductividad es �nita, hemos comprobado que se cumple la conservación de
la componente tangencial de la intensidad del campo magnético (ecuación
2.18) y de la componente normal de la inducción magnética (ecuación 2.20).
Sean θ1 y θ2 el ángulo que forma el campo magnético en cada región con la
normal a la super�cie de separación (�gura 2.20). A partir de (2.18) podemos
escribir:

H1 · senθ1 = H2 · senθ2

De un modo similar y partiendo de (2.20) tenemos:

B1 · cosθ1 = B2 · cosθ2

Combinando ambas ecuaciones obtenemos:

H1

B1

· tgθ1 =
H2

B2

· tgθ2
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Figura 2.20: Vectores campo magnético a ambos lados de la super�cie de
separación

Si utilizamos la relación constitutiva (2.10) podemos poner

B1 = µ1H1

y
B2 = µ2H2

resulta:

tgθ1

tgθ2

=
µ1

µ2

(2.22)

Si la permeabilidad es in�nita a un lado de la super�cie (por ejemplo en el
medio 2), entonces θ es cero en el otro lado (θ1 = 0), lo cual implica que
el �ujo entra perpendicularmente en una super�cie de permeabilidad in�nita
(la super�cie de separación es una super�cie equipotencial), y su componente
tangencial es nula:

H1t = 0 (2.23)

2.3.3. Teoría cuasi-estática

La teoría de campo cuasi-estática se aplica a bajas frecuencias cuando las
dimensiones de la región en estudio son relativamente pequeñas en compara-
ción con la longitud de onda del campo electromagnético. Esta aproximación
nos permite ignorar la velocidad �nita de propagación del campo y considerar
que cualquier cambio en el campo se re�eja de forma instantánea en la región
estudiada. Con esta teoría se estudian un amplio rango de aplicaciones como
el análisis de circuitos eléctricos, dispositivos electromecánicos y fenómenos
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con corrientes de Foucault.

Desde un punto de vista matemático, la aproximación cuasi-estática ig-
nora la variación del vector desplazamiento con el tiempo (∂D/∂t = 0) en
las ecuaciones de campo. Con esta aproximación, las ecuaciones de Maxwell
se simpli�can, resultando:

∂D̄

∂t
= 0⇒


∇xH̄ = J̄
∇ · B̄ = 0

∇xĒ = −∂B̄
∂t

∇ · D̄ = ρ

(2.24)

Como en las dos primeras ecuaciones de (2.24) no hay derivadas respecto
del tiempo, los campos B̄ y H̄ se obtienen como si el sistema fuera estático,
incluso cuando J depende del tiempo. Por otro lado, si a la primera ecuación
de (2.24) le aplicamos la divergencia y considerando que la divergencia del
rotacional es igual a cero, obtenemos:

∇ · J̄ = 0

2.3.4. Teoría Estática

En la Teoría Estática de Campos no hay variación respecto del tiempo.
A pesar de ser una condición muy restrictiva, esta teoría permite estudiar un
amplio rango de fenómenos importantes que incluyen corrientes constantes
(teoría magnetostática) y distribuciones estacionarias de carga (teoría elec-
trostática). Por ello, podremos aplicar esta teoría en el estudio de dispositivos
que basan su funcionamiento en el empleo de imanes permanentes y/o co-
rrientes continuas.

Matemáticamente, la teoría estática implica despreciar los términos con
derivadas en el tiempo, esto es:

∂D̄

∂t
=
∂B̄

∂t
= 0

desacoplándose las ecuaciones de Maxwell y dando lugar a dos ecuaciones
que relacionan las magnitudes del campo eléctrico, es decir, la electrostática:

∇xĒ = 0 (2.25)

y
∇ · D̄ = ρ (2.26)
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y las dos ecuaciones restantes relacionan las magnitudes del campo magnético
o magnetostática:

∇xH̄ = J̄ (2.27)

y
∇ · B̄ = 0 (2.28)

El campo eléctrico y el campo magnético se pueden obtener de forma
independiente a partir de las ecuaciones de la electrostática y de la magne-
tostática junto con las ecuaciones constituyentes.

2.3.5. Análisis de campo

En este apartado vamos a estudiar los principales métodos empleados en
el análisis de corrientes estacionarias, imanes permanentes y circuitos magné-
ticos. Introduciremos el concepto de modelo de carga y modelo de corriente,
los cuales permiten reducir el imán permanente a un conjunto de fuentes equi-
valentes. También estudiaremos los circuitos magnéticos, quienes, mediante
el concepto de reluctancia, permiten transformar un circuito real en un circui-
to equivalente de parámetros concentrados. Finalmente, estudiaremos varios
métodos de análisis como son la teoría de valores de contorno, el método de
las imágenes, la transformación conforme, el análisis por elementos �nitos y
el método de las diferencias �nitas.

Modelo de corriente

El modelo de corriente se emplea en el análisis de imanes permanentes. En
este modelo, el imán es reducido a una distribución de corrientes equivalentes.
De esta forma, el imán puede ser considerado dentro de las ecuaciones del
campo magnetostático como un conjunto de fuentes y el campo se obtiene
utilizando métodos estándar para corrientes estáticas.

Al ser nula la divergencia de la inducción magnética, ecuación (2.28),
podemos expresar B̄ como el rotacional de otro campo vectorial, denominado
Ā, de manera que:

B = ∇xA (2.29)

El campo vetorial Ā de�nido de esta manera se denomina potencial magné-

tico vectorial. Su unidad en el sistema internacional es el weber por metro
(Wb/m). Para tener completamente de�nido este vector, tenemos que es-
peci�car su divergencia además de su rotacional. Si en la ecuación (2.28)
sustituimos la ecuación anterior (2.29), teniendo en cuenta la ecuación cons-
tituyente (2.8) tenemos

∇2A−∇
(
∇ · A

)
= −µ0

(
J +∇xM

)



46 Conceptos previos

Si ahora imponemos la condición de Coulomb (∇ · A = 0), obtenemos:

∇2A = −µ0

(
J +∇xM

)
La forma de esta ecuación sugiere el de�nir una densidad de corriente volu-
métrica magnética equivalente (Jm = ∇xM), resultando

∇2A = −µ0

(
J + Jm

)
(2.30)

Dado que (2.30) es una ecuacion lineal, el potencial A (y por tanto B) puede
obtenerse como superposición de las soluciones obtenidas para J y para Jm
por separado.

Si no existe corriente libre (J = 0) y la magnetización está con�nada
en un volumen V y cae abruptamente a cero fuera del volumen, según [106],
podemos reemplazar el imán por dos densidades de corriente, una volumétrica
(Jm) de�nida en el volumen del imán V , y otra super�cial (jm) de�nida en
la super�cie del imán, S, según las expresiones:

Jm = ∇xM (A/m2)
jm = Mxn̂ (A/m)

(2.31)

El modelo de corriente es útil para hallar la fuerza y el par originadas
por imanes permanentes, ya que se calculan empleando las relaciones básicas
para la fuerza y el par sobre una distribución de corrientes en un campo
externo.

Modelo de carga

El modelo de carga es otro método empleado para calcular el campo
magnético originado por imanes permanentes, el cual se basa en reducir el
imán a una distribución de carga magnética equivalente. La distribución de
carga es el término fuente en en las ecuaciones del campo magnetostático, y
el campo se calcula empleando métodos estándar.

El procedimiento para obtener el modelo de carga es el siguiente: si parti-
cularizamos la primera ecuación de la magnetostática (ecuación (2.27)) para
regiones sin corrientes libres (J = 0) obtenemos:

∇xH̄ = 0

Dado que si el rotacional de un vector es igual a cero podemos expresar este
vector como la divergencia de un escalar, podemos de�nir un escalar ϕm tal
que

H̄ = −∇ϕm (2.32)
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Si sustituimos esta ecuación y la ecuación constituyente (2.8) en la se-
gunda ecuación de la magnetostática (ecuación (2.28)) obtenemos:

∇2ϕm = ∇ ·M (2.33)

Tal y como se deduce en [106], si M está con�nado en un volumen V
de permeabilidad µ0 y cae abruptamente a cero fuera de ese volumen, la
ecuación (2.33) sugiere el de�nir una densidad volumétrica de carga, ρm, y
una densidad super�cial de carga, σm según las expresiones:

ρm = −∇ ·M (A/m2)
σm = M · n̂ (A/m)

(2.34)

donde n̂ es el vector normal unitario a la super�cie S y dirigido hacia el
exterior, siendo S la super�cie que encierra el volumen V . Una vez de�nidas
las densidades de carga, podemos hallar el campo magnético creado por éstas
empleando métodos tradicionales.

Análisis por Circuitos Magnéticos

El análisis por circuitos magnéticos se emplea en aquellos dispositivos en
los que el �ujo magnético originado por bobinas e imanes es guiado y dirigido
mediante estructuras de material ferromagnético. Para realizar este análisis,
se desarrolla un circuito equivalente de parámetros concentrados aplicando
las ecuaciones de la magnetostática pero en su forma integral, es decir,∮

C

H̄ · dl =

∫
S

J̄ · ds = Itot (2.35)

(obtenida a partir de (2.13) anulando las derivadas respecto del tiempo) y∮
S

B̄ · ds = 0 (2.36)

que coincide con la ecuación (2.15). En la expresión (2.35), Itot es la corriente
total que atraviesa la super�cie S delimitada por el contorno C. Para evaluar
el miembro izquierdo de (2.35), necesitamos conocer H̄ ·dl, es decir, necesita-
mos conocer la orientación y la magnitud de H̄ en relación con el contorno de
integración dl. En muchos casos prácticos, se suele asumir que H̄ es paralelo
a dl, reduciendo H̄ ·dl al producto escalar H ·dl. Esta es la primera hipótesis
del análisis mediante circuitos magnéticos. La segunda hipótesis es que el
�ujo φ generado por las fuentes del campo queda con�nado en el material
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ferromagnético, siendo despreciable el �ujo de dispersión. Estas hipótesis son
difíciles de veri�car a priori pero, aunque no son totalmente ciertas, los re-
sultados que se obtienen al considerarlas poseen una precisión razonable.

El nombre de circuitos magnéticos proviene de su similitud con los cir-
cuitos eléctricos, del modo siguiente: El comportamiento del �ujo magnético
φ es similar al de la corriente eléctrica, la fuerza electromotriz de un circuito
eléctrico tiene su análogo en un circuito magnético y se la denomina fuerza
magnetomotriz (F ) y es igual, cuando en el circuito existen bobinas, al pro-
ducto de los amperios que circulan por la bobina por el número de vueltas de
ésta, y el comportamiento del material, que en el circuito eléctrico viene re�e-
jado por la resistencia, aquí es representado por la reluctancia (<). Aplicando
la ecuación (2.35), podemos relacionar estas tres magnitudes, obteniendo:

F = < · φ (2.37)

La ecuación (2.37) es totalmente análoga a la ley de Ohm de los circuitos
eléctricos. Además, a partir de las ecuaciones (2.35) y (2.36) podemos obte-
ner dos ecuaciones similares a Leyes de Kirchho� de los circuitos eléctricos.
El hecho de poseer una ley similar a la de Ohm y dos leyes equivalentes a
las de Kirchho�, permite establecer un paralelismo entre circuitos eléctricos
y circuitos magnéticos, pudiendo representar el dispositivo magnético me-
diante un circuito de parámetros concentrados el cual analizamos aplicando
las leyes anteriormente citadas. Además, muchas expresiones empleadas con
frecuencia en el análisis de un circuito eléctrico (como son las expresiones del
divisor de tensión, divisor de corriente, asociación de resistencias en serie o
en paralelo, ....) tiene su equivalente en el análisis por circuitos magnéticos.
El planteamiento es similar para circuitos con bobinas y para circuitos con
imanes, diferenciándose únicamente que, en el caso de la bobina, el número
de vueltas y la corriente que la recorre son conocidas de antemano, mientras
que en los imanes, el punto de funcionamiento de éstos no son conocidos de
antemano y tienen que ser determinados. En [106] se muestran ejemplos con
ambas situaciones.

Para muchas aplicaciones, el análisis por circuitos magnéticos da una
buena estimación del funcionamiento del circuito. Lógicamente, si se desean
obtener resultados más precisos, se debe realizar un análisis más riguroso que
tenga en cuenta factores tales como saturación, �ujos de dispersión, compor-
tamiento no lineal de los materiales ferromagnéticos, etc.
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Problemas con condiciones de contorno

Los problemas con condiciones de problemas surgen con bastante fre-
cuencia en el estudio del campo magnético. En estos problemas, se busca
la solución de una ecuación en derivadas parciales en una región dada, con
condiciones sobre la solución en los límites de dicha región. Según [107], pode-
mos utilizar el método de separación de variables para resolver una ecuación
diferencial si la ecuación diferencial y las condiciones de contorno son linea-
les y homogéneas. El método de separación de variables permite expresar la
solución de la ecuación diferencial como producto de funciones de una sola
variable, transformando la ecuación en derivadas parciales en un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las condiciones de contorno se pueden clasi�car en condiciones de Diri-
chlet, condiciones de Neumann o condiciones mixtas. En los problemas con
condiciones de Dirichlet se especi�ca el valor de la función en el contorno.
En los problemas con condiciones de Neumann se especi�ca en el contorno
el valor de la derivada normal de la función. En problemas con condiciones
mixtas, se especi�ca el valor de la función en algunas partes del contorno y
el valor de la derivada normal de la función en otras partes del contorno.

El método de los subdominios se encuentra dentro de esta última cate-
goría, ya que nos permitirá resolver la ecuación de Laplace o de Poisson y
obtener la expresión del campo aplicando las condiciones de contorno en las
fronteras entre los subdominios.

Método de las imágenes

El método de las imágenes se emplea para resolver problemas de cam-
po en los que la fuente está cerca de un material con alta permeabilidad y
la región de estudio tiene un alto grado de simetría. Este método sustituye
el material por un número de fuentes, llamadas imágenes, cuidadosamente
elegidas, de tal modo que la fuente original y las imágenes reproducen las
condiciones de contorno en la super�cie de separación. Se necesita determi-
nar el valor y la posición de las imágenes. Una vez que éstas son conocidas, el
valor del campo se halla mediante la superposición de los campos originados
por la fuente real y sus imágenes como si estuvieran en el vacío. En el caso de
existir dos o más super�cies de separación, el número de imágenes es in�nito
y es necesario realizar un truncamiento de las imágenes. La solución sólo es
válida en la región donde se encuentra la fuente real.
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Este método también se puede emplear para calcular el campo originado
por una fuente que está embebida en un medio de permeabilidad in�nita
y que está próxima a una super�cie libre de material (en [22] se muestran
numerosos ejemplos de corrientes embebidas en aire rodeado por material
de permeabilidad in�nita y viceversa, corrientes en medios de permeabilidad
in�nita rodeados de aire).

El método de las imágenes permite que problemas que incluyen dos me-
dios sean rápidamente analizados en términos del campo en un medio homo-
géneo, transformando un problema con condiciones de contorno a uno en un
medio homogéneo. La validez del método se basa en la unicidad de la solu-
ción del campo: ya que las imágenes son seleccionadas para que reproduzcan
las condiciones de contorno establecidas en la frontera y la solución obtenida
satisface estas condiciones y la ecuación del campo en la región considerada,
la solución es única.

Transformación conforme

La transformación conforme es una técnica que transforma la región que
queremos analizar en otra región con una geometría más sencilla, de tal for-
ma que el campo en esta segunda geometría se puede calcular empleando
métodos tradicionales. Una vez que la solución en la región transformada es
hallada, obtenemos la solución en la región inicial aplicando la transformada
inversa. En algunos casos, es necesario aplicar más de una transformación,
de tal forma que pasamos de la región inicial a una región intermedia trans-
formada y de ésta a la región �nal. Para aplicar este método, tenemos que
determinar la transformación directa (de la región inicial a la transforma-
da) y la transformación inversa (de la región transformada a la inicial). Se
puede hallar la expresión analítica de estas funciones si la región inicial no
posee más de cuatro vértices, En caso contrario, estas funciones tienen que
ser calculadas numéricamente. La transformación conforme más ampliamen-
te utilizada en el análisis del campo magnético en máquinas eléctricas es la
transformación conforme de Schwarz-Christo�el.

Análisis por elementos �nitos

El análisis por elementos �nitos es uno de los método más populares para
la resolución de problemas de campo electromagnéticos. Dos son los moti-
vos para este auge. En primer lugar, el análisis por elementos �nitos es un
método muy potente que rápidamente se adapta a una amplia variedad de
aplicaciones. En segundo lugar, existe una amplia oferta de programas comer-



2.3 Base Teórica 51

ciales que aplican este método, por lo que el usuario puede resolver problemas
complejos sin necesidad de desarrollar su propio código.

Los pasos que comprende el análisis por elementos �nitos son los siguien-
tes:

1. Dividir la región a estudiar en un número �nito de subregiones, deno-
minadas elementos, marcando los nudos que de�nen cada elemento;

2. seleccionar una función mediante la que aproximar la expresión del
campo en cada elemento (normalmente se emplean polinomios);

3. expresar la solución en cada elemento como una función de los valores
del campo en los nodos y de las variables espaciales en ese elemento:

4. de�nir un funcional de energía para la función de campo y evaluar este
funcional en cada elemento. De esta forma, tenemos una expresión para
la energía en cada elemento en función de sus valores nodales;

5. ensamblar la expresión de la energía global como una suma de la ener-
gía individual de cada elemento. Simpli�car esta expresión eliminando
valores redundantes y valores nodales pre�jados;

6. minimizar la expresión de la energía global con respecto a los valores
nodales incógnita. Así, obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas
en función de los valores nodales;

7. resolver el sistema de ecuaciones del paso anterior hallando los valores
nodales; y

8. evaluar la solución del campo en cada elemento sustituyendo los valores
nodales en las expresiones obtenidas en el paso 3.

Método de las diferencias �nitas

El método de las diferencias �nitas es uno de los métodos numéricos más
antiguos y que más se han empleado en la resolución de ecuaciones en deri-
vadas parciales. En este método, la región en la que se busca la solución se
divide en un número �nito de nodos, y la ecuación en derivadas parciales es
aproximada por una ecuación en diferencias �nitas que relaciona el valor de
la solución en el nodo considerado con su valor en los nodos vecinos. De esta
forma, el problema inicial de condiciones de contorno se transforma en un
sistema de ecuaciones algebraicas que puede ser resuelto empleando métodos
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tradicionales.

Los pasos para llevar a cabo el método de las diferencias �nitas son:

1. Dividir la región a estudiar y su contorno en un número �nito de nodos;

2. aproximar la ecuación en derivadas parciales por una ecuación en dife-
rencias �nitas que relacione el valor de la solución en cada nodo con el
valor en los nodos vecinos;

3. construir un sistema algebraico de ecuaciones para el valor de la so-
lución en cada nodo, teniendo en cuenta los valores asignados en la
condiciones de contorno y las condiciones iniciales; y

4. resolver el sistema de ecuaciones del paso anterior, y obtener el valor
de la solución en cada nodo.

2.3.6. Potencial magnético escalar, Intensidad de cam-

po magnético, Inducción magnética y Flujo mag-

nético

Vamos a plantear la formulación que utilizaremos en el estudio de nuestra
máquina axial de doble cara con rotor interno y estátores ranurados, desa-
rrollando las relaciones existentes entre las principales magnitudes del campo
magnético para nuestro caso particular.

Potencial magnético escalar

Para determinar el campo magnético que se origina en nuestra máquina,
vamos a emplear las ecuaciones de la magnetóstática (ecuaciones 2.27 y 2.28)
particularizadas al problema que nos ocupa. Cuando la máquina funciona en
circuito abierto, las bobinas del estátor no están alimentadas, siendo nula la
densidad de corriente (J = 0). En estas condiciones, la ecuación (2.27) es
equivalente a

∇xH̄ = 0 (2.38)

expresión que ya habíamos obtenido al describir el modelo de carga en el
Análisis de Campo (apartado 2.3.5). Dado que un campo vectorial con rota-
cional nulo siempre puede expresarse como el gradiente de un campo escalar,
a partir de la anterior ecuación podemos de�nir un campo escalar ϕm, al que
denominamos potencial magnético escalar, de manera que:

H̄ = −∇ϕm (2.39)
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El principal motivo para de�nir un potencial magnético escalar es que las
cantidades escalares son más fáciles de manejar que las vectoriales.

Si sustituimos la ecuación 2.39 en la segunda ecuación de la magnetostá-
tica (expresión 2.28) obtenemos

∇2ϕm = ∇ ·M (2.40)

expresión idéntica a la obtenida en el mencionado modelo de carga, ecua-
ción (2.33). En un caso concreto, la expresión del vector magnetización es
conocida, pudiendo hallar su divergencia. Por lo tanto, el conocimiento de
la expresión del potencial magnético escalar requiere de la resolución de la
ecuación (2.40), que no es más que la ecuación de Poisson o, en el caso de ser
nula la divergencia de la magnetización, la ecuación de Laplace. Si estamos
en un modelo en dos dimensiones y trabajando con coordenadas cartesianas,
si expresamos el vector magnetización como:

M = Mxi+Myj (2.41)

la ecuación (2.40) es equivalente a:

∂2ϕm
∂x2

+
∂2ϕm
∂y2

=
∂Mx

∂x
+
∂My

∂y
(2.42)

si la divergencia de la magnetización es no nula, e igual a:

∂2ϕm
∂x2

+
∂2ϕm
∂y2

= 0 (2.43)

en caso contrario.

Intensidad de campo magnético

Una vez hallado el potencial magnético escalar, podremos determinar la
intensidad del campo magnético sin más que aplicar la ecuación (2.39), es
decir, por medio de una operación diferencial (divergencia). Para el mode-
lo bidimensional y en coordenadas cartesianas, las relaciones que ligan las
componentes de la intensidad de campo con el potencial magnético escalar
son:

H = Hxi+Hyj = −
(
∂ϕm
∂x

+
∂ϕm
∂y

)
siendo la expresión de las componentes de la intensidad del campo magnético:

Hx = −∂ϕm
∂x

(2.44)



54 Conceptos previos

y

Hy = −∂ϕm
∂y

(2.45)

Inducción magnética

La relación constituyente (2.8) nos proporciona un método para determi-
nar la expresión de la inducción magnética una vez hallada la de la intensidad
magnética; si estamos en un medio donde el vector de magnetización no es
nulo, por ejemplo en los imanes, la relación entre B y H es la propia ecuación
(2.8):

B̄ = µ0

(
H̄ + M̄

)
que expresándolo en función del potencial magnético escalar (2.39) resulta:

B̄ = µ0

(
−∇ϕm + M̄

)
(2.46)

Si por el contrario, la magnetización es nula, la relación entre B y H es:

B̄ = µ0H̄ (2.47)

o, si empleamos el potencial escalar tenemos:

B̄ = −µ0∇ϕm (2.48)

Para el caso de dos dimensiones y coordenadas cartesianas, las expresiones
que relacionan las componentes de la inducción con la intensidad del campo
magnético o con el potencial magnético son:

Bx = µ0 (Hx +Mx) = µ0

(
−∂ϕm
∂x

+Mx

)
(2.49)

y

By = µ0 (Hy +My) = µ0

(
−∂ϕm

∂y
+My

)
(2.50)

si el medio posee magnetización, y

Bx = µ0Hx = −µ0
∂ϕm
∂x

(2.51)

y

By = µ0Hy = −µ0
∂ϕm
∂y

(2.52)

si la magnetización es nula.
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Flujo magnético

La inducción magnética (o densidad de �ujo) y el �ujo magnético son
dos magnitudes íntimamente relacionadas: podemos de�nir a la inducción
magnética, B, como el número de líneas de fuerza del campo magnético
por unidad de super�cie perpendicular a dichas lineas, mientras que el �ujo
magnético, φ, es el número de líneas de fuerza que atraviesan una super�cie.
Por lo tanto, podemos obtener la expresión del �ujo magnético que atraviesa
una super�cie, S, integrando la expresión de la inducción a través de la citada
super�cie:

φ =

∫
S

B̄ · dS (2.53)

Tendremos que establecer un criterio que nos permita distinguir entre
�ujo entrante (le vamos a considerar como positivo) y �ujo saliente (el cual
será negativo). Nosotros vamos a considerar la entrada o salida del �ujo
respecto del estátor, es decir, el �ujo será entrante o positivo cuando entre
en el estátor procedente del rótor, y será saliente o negativo cuando salga del
estátor buscando el rótor.

2.3.7. Ley de la inducción de Faraday

Si tenemos un circuito estacionario con un contorno C y super�cie S,
la segunda ecuación de Maxwell en forma integral, expresión (2.15), puede
escribirse como: ∮

C

Ē · dl = − d

dt

∫
S

B̄ · ds (2.54)

Si de�nimos:

e =

∮
C

Ē · dl

a la que denominamos fuerza electromotriz inducida en el circuito con con-
torno C, y sustituimos la ecuación (2.53), la expresión (2.54) se convierte
en:

e = −dφ
dt

(2.55)

La ecuación (2.55) establece que la fuerza electromotriz inducida en un cir-
cuito cerrado estacionario es igual a la razón negativa del incremento del
�ujo magnético ligado al circuito. Este es un enunciado de la Ley de la in-
ducción de Faraday. El signo negativo en la ecuación (2.55) indica que la
polaridad de la fuerza electromotriz inducida es tal que origina una corriente
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cuyo campo magnético se opone a las variaciones del campo magnético que
la indujo. Esta a�rmación se conoce con el nombre de Ley de Lenz.

La Ley de la inducción de Faraday es la base del funcionamiento del ge-
nerador eléctrico, en general, y de nuestra máquina axial, en particular: el
movimiento de rotación del eje de la máquina provoca el giro de los imanes
del rótor; este giro ocasiona que los bobinados del estátor se vean sometidos
a un �ujo que varía, induciéndose una fuerza electromotriz sobre los mismos;
cuando estos bobinados se cierren sobre un circuito exterior, la fuerza elec-
tromotriz inducida creará una corriente que circulará por el citado circuito.

Si queremos conocer al expresión de la fuerza electromotriz inducida en
nuestra máquina nos bastará con hallar la variación respecto del tiempo del
�ujo que atraviesa el bobinado de la máquina, para lo que será necesario
establecer cómo están dispuestas las bobinas del estátor.

2.3.8. Los devanados

En general, en una máquina eléctrica existen dos circuitos eléctricos, de-
nominados circuito inductor y circuito inducido. La �nalidad del circuito
inductor es crear un campo magnético; como consecuencia de este campo
magnético, en el circuito inductor se inducirá una fuerza electromotriz, si
nuestra máquina es un generador, o un par electromagnético si se trata de
un motor. Al conjunto de conductores que forma cada uno de estos circuitos
eléctricos se le denomina devanado, bobinado o arrollamiento. En las
máquinas de imanes permanentes, el circuito inductor es reemplazado por
los imanes, existiendo un único circuito eléctrico, el inducido.

Vamos a describir algunos aspectos relacionados con los bobinados que
necesitaremos en secciones posteriores, extrayendo gran parte de la informa-
ción de [108].

Los devanados se clasi�can en dos tipos: concentrados o distribuidos.

Los devanados concentrados consisten (�gura 2.21) en un arrollamiento
de varias espiras en serie alrededor de un núcleo de hierro, denominado polo,
en el sentido adecuado para que éstos sean alternativamente norte y sur. El
conjunto de espiras devanadas alrededor de un polo forman una bobina y
las bobinas de todos los polos se suelen conectar en serie, aunque a veces se
puedan conectar formando varias ramas en paralelo iguales.
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Figura 2.21: Corte de una máquina de polos salientes

En los devanados distribuidos, el núcleo magnético sobre el que se coloca
el bobinado es cilíndrico. Estos devanados pueden ser anulares y de tambor.

En los devanados anulares o en anillo, las espiras se arrollan sobre el anillo
que constituye el núcleo magnético y cada espira sólo tiene un lado activo,
es decir, un lado que corta las líneas de �ujo del campo magnético cuando la
máquina gira. Un ejemplo es la dinamo de Gramme, mostrada en la �gura
2.22, o la máquina de Tesla (�gura 2.6). Fueron los primeros devanados que
se emplearon, pero hoy en día se usan muy poco, utilizándose principalmente
los de tambor.

Figura 2.22: Dinamo de Gramme con bobinado anular
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En los devanados de tambor, las bobinas van alojados en ranuras prac-
ticadas al efecto en la super�cie del núcleo magnético que da al entrehierro
(2.23). De esta forma, cada espira tiene dos lados activos situados en sendas
ranuras, obteniéndose un mejor aprovechamiento del cobre respecto a los bo-
binados en anillo.

Figura 2.23: Bobinado en tambor de una máquina de �ujo radial

En un bobinado de tambor, se denomina espira al conjunto formado por
dos conductores alojados en ranuras diferentes unidos por una conexión fron-
tal (�gura 2.24a). Un conjunto de una o varias espiras iguales, alojadas en las
mismas ranuras, conectadas en serie y aisladas juntas formando una unidad
constituyen una bobina (�gura 2.24b). Los lados activos de la bobina son las
zonas de la bobina que están dentro de las ranuras; las uniones entre los dos
lados activos de una bobina son las cabezas de la bobina. Una bobina tiene
dos lados activos y dos cabezas.

Se denomina paso de bobina a la distancia que hay entre sus lados ac-
tivos; se puede medir en fracciones del paso polar, en radianes eléctricos o
geométricos, pero normalmente se expresa indicando el número de ranuras
que hay entre sus lados activos (�gura 2.25).

Dependiendo del número de lados activos de diferentes bobinas existentes
en una ranura, los devanados se clasi�can en arrollamientos de una capa y
de dos capas. En el arrollamiento de una capa, cada ranura sólo posee un
lado activo de una bobina, mientras que en el de dos capas en cada ranura
hay dos lados activos correspondientes a dos bobinas diferentes, situados uno
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Figura 2.24: Espira y bobina, con sus partes: 1) Lados activos y 2) Cabezas

Figura 2.25: Bobina con un paso de bobina de 4 ranuras
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encima del otro. En este último caso, un lado de la bobina está colocado en
la parte superior de una ranura y el otro lado se sitúa en la parte inferior de
la otra (�gura 2.26).

Figura 2.26: Bobinados de 1 capa y de 2 capas

2.3.9. Par de reluctancia

El par de reluctancia es el elemento parásito más importante en las máqui-
nas de imanes permanentes ranuradas y es ocasionado por la no uniformidad
de la super�cie del estátor. Consideremos un imán en forma de barra que
puede girar libremente alrededor de su centro y que está colocado en el in-
terior de un anillo de acero que está �jo, tal y como se muestra en la �gura
2.27a. El anillo es el estátor, el imán es el rótor y ambos están separador
por un entrehierro. En estas condiciones, el imán no tiene ninguna posición
de reposo preferida ya que, en cualquier dirección del imán, ambos extremos
experimentarán la misma fuerza de atracción sobre el anillo pero con sen-
tido contrario. Como consecuencia de ello, el imán no experimenta ninguna
fuerza neta y ningún par es producido. Consideremos, �gura 2.27b, que re-
emplazamos el anillo por otro que posee dos salientes o polos diametralmente
opuestos. Igual que antes, ambos extremos del imán experimentan la misma
fuerza de atracción pero con sentido contrario. No obstante, ahora el imán al
girar experimenta una fuerza que tiende a alinearlos con los polos del anillo.
Esto ocurre por que la fuerza de atracción entre el imán y el anillo aumenta
drásticamente al disminuir la distancia entre ambos, tal y como sucede al
situarse el imán enfrente de los polos. Como el imán puede girar libremente,
esta fuerza tiene una componente tangencial la cual produce un par. Este
par es el que se denomina par de reluctancia.
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Figura 2.27: Iman libre de girar en el interior de un anillo: a) anillo liso;
b)anillo con dos polos

La �gura 2.28 representa grá�camente la variación de este par en función
de la posición del imán. Las posiciones donde el par es cero se denominan
posiciones de reposo. Cuando el imán está alineado con los polos (θ = 0 y
θ = ±π), cualquier pequeña perturbación ocasiona que el imán vuelve de
nuevo a esta posición. Se dice que estas posiciones de reposo son estables.
Por el contrario, si el imán se encuentra en la posición intermedia entre los
polos (θ = ±π/2), cualquier pequeña perturbación ocasiona que el imán se
aleje de estas posiciones de desalineamiento, buscando la posición de alinea-
miento. Estas posiciones son posiciones inestables. En el ejemplo que hemos
considerado, el par es aproximadamente senoidal; en una máquina real, la
forma del par es una función compleja que depende de la geometría de la
máquina y de las propiedades de los materiales que la forman.

Figura 2.28: Par que experimenta el imán en las �gura 2.27
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Según [109], el par de reluctancia se puede expresar matemáticamente
como:

Treluc = −1

2
φ2
g

d<
dθ

(2.56)

donde φg es el �ujo del imán que atraviesa el entrehierro, < es la reluctan-
cia total del camino por el que circula el �ujo y θ es la posición angular.
Observando esta expresión, si la reluctancia no varía con la posición, el par
de reluctancia es nulo. Además, el par de reluctancia es independiente de la
dirección del �ujo ya que está al cuadrado.

Por ejemplo consideremos la máquina de cuatro polos y doce ranuras
rectas mostrada en la �gura 2.29a). Cuando el rotor gira, los imanes van
pasando por delante de las diferentes ranuras y la reluctancia que ve cada
imán es distinta de estar enfrente de una ranura a estar enfrente de un diente.
Por lo tanto, la abertura de las ranuras crea una reluctancia que varía con la
posición, es decir, crea un par de reluctancia. Si la abertura de las ranuras del
estátor disminuye, esta reluctancia disminuye, disminuyendo el par originado;
esta situación es la que se busca al colocar los denominados �zapatos� en las
ranuras, como se ilustra en la imagen b) de la �gura 2.29.

Figura 2.29: Máquina de 4 polos y 12 ranuras. a) Ranuras rectas b) Ranuras
semicerradas (o con "zapatos")

Existen diferentes formas de reducir el par de reluctancia [110] [109]. Las
más importantes son:

Aumentar el entrehierro: Si el entehierro aumenta, la reluctancia del cir-
cuito magnético se incrementa disminuyendo el �ujo en el entrehierro,
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Figura 2.30: Máquina de 4 polos y 15 ranuras

φg, disminuyendo el valor del par de reluctancia según 2.56. Lógica-
mente, también disminuye el par mutuo como consecuencia de haber
menor densidad de �ujo en el entrehierro, siendo menor el rendimiento
de la máquina.

Diseñar máquinas con una relación de ranuras por polo no entera: En
máquinas con una relación entera de ranuras por polo (como los mos-
trados en la �gura 2.29) todos los imanes tienen la misma posición
relativa respecto de las ranuras del estátor. Como resultado, el par de
reluctancia creados por todos los imanes están en fase entre sí, y el par
de reluctancia total es igual al producto del número de imanes por el
par creado por un imán. Es decir, el par de cada imán se suma para
originar el par total.

En máquinas donde el número de ranuras por polo no es entero, como
es la máquina mostrada en la �gura 2.30 con cuatro polos y quince
ranuras, cada imán tiene una posición diferente respecto de las ranuras
del estátor. Como resultado, el par de reluctancia creado por todos los
imanes están desfasados entre sí, y el par total se reduce debido a que
el par de un imán es parcialmente cancelado por el de otro imán.

Inclinar las ranuras del estátor o los imanes del rotor: Esta técnica
se basa en el término d</dθ de la expresión (2.56). En las máquinas
mostradas en las �guras 2.29 y 2.30, existe par de reluctancia debido a
que la reluctancia vista por los imanes varía cuando éstos van pasando
por delante de las ranuras. La variación en la reluctancia puede ser
minimizada, a pesar de la presencia de ranuras, si la abertura de las



64 Conceptos previos

ranuras se distribuye a lo largo de la super�cie del imán, tal y como se
muestra en la �gura 2.31; en dicha �gura, las ranuras están inclinadas de
tal forma que cada imán ve una reluctancia que permanece constante
o casi constante según van pasando por delante de las ranuras. De
esta forma se disminuye la variación de la reluctancia con la posición,
disminuyendo también el par de reluctancia. Una situación similar se
origina si mantenemos las ranuras rectas e inclinamos los imanes.

Figura 2.31: Ranuras del estátor inclinadas

Aumentar el número de ranuras por polo reduce el par de reluctancia
ya que la variación de la reluctancia que ven los imanes es menor. Si
doblamos el número de ranuras obtenemos un par de reluctancia de
menor amplitud y del doble de frecuencia.

Otros métodos para reducir el par de reluctancia es el empleo de diente
bifurcados (�gura 2.32) o realizar perforaciones en los dientes del es-
tátor. El efecto que logramos es corregir la variación de la reluctancia,
para que ésta sea más suave.

Figura 2.32: Dientes con bifurcaciones

Compensación electromagnética: El par de reluctancia se puede com-
pensar electromagnéticamente adaptando la forma de onda de la ali-
mentación para que se origine un par pulsante que compense y cancele
al de reluctancia.
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2.3.10. Cálculo de la fuerza y del par

La fuerza y el par de reluctancia son la única fuerza y par que proporcio-
nará la máquina cuando ésta opere en circuito abierto, por lo que podremos
emplear la formulación general para el cálculo de estas magnitudes. Veamos
cómo podemos calcular la fuerza y el par. Según [111] hay cuatro formas
básicas de predecir la fuerza:

1. Método de Lorentz o Ley de Ampere: válido sólo para hallar fuerza
sobre conductores recorridos por una corriente. Es fácil de usar aunque
solamente se puede aplicar en regiones no magnéticas.

2. Método del Tensor de Tensión de Maxwell o Maxwell Stress Tensor :
Es el método más popular para hallar la fuerza y su implementación
es relativamente sencilla. Requiere sólo de una solución del campo y
realiza la integral de la densidad de fuerza a lo largo de una super�cie
cerrada que rodea la estructura cuya fuerza se quiere calcular. Presenta
la desventaja de tener problemas de exactitud por la dependencia que
existe entre el valor calculado y el tipo de elementos recorridos en el
camino de integración, y la localización del camino de integración den-
tro del elemento considerado cuando se calcula por elementos �nitos.
No obstante, desde un punto de vista teórico, la elección de la super�-
cie de integración es arbitraria, el resultado es independiente de dicha
super�cie y es un método muy adecuado para el cálculo de la fuerza y
el par magnético total que actúan sobre partes móviles [112].

3. Método del Trabajo Virtual Clásico: En este método, el cálculo de la
fuerza se basa en la variación de la energía total del sistema cuan-
do su parte móvil se desplaza en la dirección de la componente de la
fuerza requerida. Por ello se necesitan dos soluciones del campo. Por
otro lado, hay que hallar la diferencia de energía entre dos posiciones
próximas, conllevando errores de evaluación al restar dos cantidades
similares. Además, esta diferencia es dividida por el incremento del
desplazamiento y, al ser éste pequeño, aumenta el error [113].

Una versión más re�nada del método del trabajo virtual, calcula la
coenergía de un conjunto de posiciones de la parte móvil próximas,
junto con una curva de ajuste para producir una función polinómica; la
función polinómica es entonces derivada para dar la fuerza o el par como
una función continua de la posición [112]. Esta técnica es conveniente
en problemas donde la parte móvil se mueve sólo en una dirección.
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4. Método del Trabajo Virtual de Coulomb: Se basa en el principio de
conservación de la energía y en el principio del desplazamiento virtual.
La fuerza global que actúa sobre una parte móvil es evaluada mediante
diferenciación de la energía o coenergía magnética en el espacio libre
comprendido entre las partes �ja y móvil del sistema considerado. Por
ello, sólo requiere de una solución del campo.El Método del Trabajo
Virtual de Coulomb es un método muy apropiado para emplearse en
análisis por elementos �nitos, siempre y cuando el punto de partida del
análisis por elementos �nitos sea la minimización de la expresión de la
energía almacenada por el campo magnético. Ya que esta energía es
una magnitud global, es menos sensible a errores locales originados por
un mallado pobre o por aproximaciones [113] [114].

Cuando se implementa en elementos �nitos, el Método del Trabajo Vir-
tual de Coulomb realiza una integral de volumen, mientras que el del Tensor
de Tensión de Maxwell realiza una integral de super�cie. En tres dimensio-
nes, la realización de la integral de super�cie es mucho más compleja que la
realización de una integral de volumen [111], siendo más e�ciente el primero
que el segundo [114]. Desde un punto de vista del usuario, los resultados nu-
méricos proporcionados por el Método del Trabajo Virtual de Coulomb y por
el del Tensor de Tensión de Maxwell son similares, siempre y cuando se elija
una buena super�cie para la integración del tensor [114]. Se ha demostrado
que el Método del Trabajo Virtual de Coulomb y el del Tensor de Tensión de
Maxwell son equivalentes con elementos �nitos si se emplean elementos de
primer orden y el camino de integración del Método del Tensor de Tensión
de Maxwell está formado por líneas que unen los puntos medios de las aristas
de los triángulos [111] [113].

Desde un punto de vista teórico, todos los métodos y en particular, los
tres últimos, son equivalentes y conducen a la misma solución. Las diferencias
aparecen a la hora de implementarlos mediante elementos �nitos, el cual no
es nuestro caso. Por otro lado y ya que evaluaremos las componentes de la
inducción magnética en el el entrehierro y en las ranuras de nuestra máqui-
na, el método que mejor se adapta es el del Tensor de Tensión de Maxwell.
Además, este método es el más empleado por otros autores que tratan pro-
blemas similares al nuestro, es decir, problemas en los que una vez hallado el
campo magnético analíticamente queremos obtener la fuerzo y/o el par [115]
[63] [64] [116] [60] [65]. Otros autores, emplean este método cuando quieren
determinar la fuerza o el par, pero han hallado el campo con otros métodos,
como circuitos magnéticos [117] o elementos �nitos [118] [119]. Para minimi-
zar, en el cálculo de la fuerza o del par, el error originado por la selección del
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camino de integración, la mayoría de los autores sitúan este camino en medio
del entrehierro [115] [63] [64] [116] [60] [65] [119]. Otros autores, como [118],
proponen elegir diferentes contornos a lo largo del entrehierro y obtener el
promedio de los resultados obtenidos en cada uno de ellos.

Por las razones anteriormente expuestas, emplearemos el Método de Ten-
sor de Tensión de Maxwell para calcular la fuerza y el par de reluctancia que
se origina en nuestra máquina. Vamos a desarrollar este método, siguiendo
la exposición realizada en [113].

Método del Tensor de Tensión de Maxwell

El Método del Tensor de Maxwell proporciona una herramienta para ha-
llar la fuerza originada por un campo magnético a partir de las componentes
de la inducción magnética de dicho campo, mediante la integral de super-
�cie de un tensor. Dicho tensor es el Tensor de Tensiones de Maxwell cuya
expresión para el caso de coordenadas cartesianas y en tres dimensiones es
[113]:

TMST =
1

µ0

 B2
x − 1

2

∣∣B∣∣2 BxBy BxBz

ByBx B2
y − 1

2

∣∣B∣∣2 ByBz

BzBx BzBy B2
z − 1

2

∣∣B∣∣2
 (2.57)

A partir de este tensor podemos hallar la densidad de fuerza por unidad
de volumen, pv según:

pv = ∇ · TMST (2.58)

La fuerza total se hallará integrando la densidad de fuerza en todo el volumen:

F =

∫
V

∇ · TMST · dv (2.59)

Empleando el teorema de la divergencia podemos transformar la integral de
volumen de la ecuación (2.59) en una integral de super�cie:

F =

∮
S

TMST · ds (2.60)

siendo S una super�cie que encierra al dispositivo del que estamos hallando
la fuerza que experimenta.
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El par o momento de una fuerza es una magnitud vectorial de�nida como
el producto vectorial del vector de posición del punto de aplicación de la
fuerza por el vector fuerza, es decir:

T = rxF (2.61)

siendo sus unidades N ·m.

Si la fuerza la descomponemos en sus componentes normal y tangencial,
el par es un vector perpendicular al plano de�nido por el vector de posición
y la componente tangencial de la fuerza y de magnitud igual al producto de
la componente tangencial de la fuerza por la magnitud del vector de posición
del punto en el que se aplica dicha fuerza:

T = Ft · r (2.62)

Para geometrías extensas, el cálculo del par lo obtendremos integrando el
diferencial del par a lo largo de la trayectoria de integración. La expresión
del diferencial del par es:

dT = r · dFt (2.63)

siendo la expresión del par total:

T =

∮
S

r · dFt (2.64)



Capítulo 3

Método de los subdominios

El método de los subdominios es la técnica que vamos a utilizar en la
obtención de la distribución del campo magnético en el entrehierro de una
máquina axial de doble cara con rotor interno y estátores ranurados, cuando
está en circuito abierto. Posteriormente, hallaremos la fuerza electromotriz
inducida y la fuerza y el par de reluctancia. Veamos en qué consiste este
método.

El método de los subdominios divide la geometría a estudiar en regiones
lo su�cientemente sencillas, denominadas subdominios, en las que resuelven
directamente las ecuaciones de Maxwell en magnetostática (las cuales se re-
ducen a la ecuación de Laplace en las regiones de aire y a la ecuación de
Poisson en las regiones donde existen imanes o corrientes) y obtiene la dis-
tribución del campo aplicando las condiciones de contorno en las fronteras
entre los subdominios.

La única referencia que hemos encontrado de esta técnica y que sirvió
como punto de partida para este trabajo, está en el libro de Engelmann y
Middendorf [120] titulado �Handbook of Electric Motors�, libro escrito por
47 autores, cada uno de ellos experto en su campo. En el primer capítulo,
escrito por V.D. Nene y J.R. Brauer, los autores repasan los principios de la
conversión de energía, tratando, entre otros aspectos, los principales métodos
empleados para estudiar el campo magnético originado por corrientes inmer-
sas en núcleos de hierro; uno de los métodos que contemplan es el método
de los subdominios, al que denominan �solución mediante series de Fourier�.
A modo de ejemplo, se aplica este método en la resolución de la ecuación
de Laplace en dos dimensiones para el potencial magnético escalar en dos
casos: un primer caso sencillo formado por un único subdominio y una se-
gunda geometría más complicada como es el entrehierro de una máquina con
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doble ranurado idéntico; el problema resultante consta de dos subdominios
con una frontera común. Antes de explicar cómo se aplica el método, vamos
a obtener la solución general de la ecuación de Laplace en dos dimensiones
y coordenadas cartesianas para un campo escalar.

3.1. Solución general de la Ecuación de Laplace

La solución a la ecuación de Laplace, sujeta a unas condiciones de con-
torno especí�cas, nos proporcionará el modelo de campo que estamos bus-
cando. La ecuación de Laplace para el potencial magnético escalar, en dos
dimensiones y en coordenadas cartesianas venía dada por la expresión (2.43):

∂2ϕm
∂x2

+
∂2ϕm
∂y2

= 0

y una posible solución a esta ecuación será ϕm = e(αx±β y), que al ser susti-
tuida en la ecuación de Laplace nos da:

(α2 + β2)e(αx±β y) = 0

que para cumplirse se ha de dar obligatoriamente que (α2 +β2) = 0, o lo que
es lo mismo que α = ± iβ.

Por tanto serían posibles soluciones las siguientes:

ϕm = eβ(y−i x)

ϕm = eβ(−y+i x)

ϕm = eβ(−y−i x)

y la suma de dos cualquiera de estas soluciones también sería solución, por
tanto sumando y operando nos queda que:

ϕm = eβ(y+i x) + eβ(y−i x) = eβ y(eβ ix + e−β ix) = 2 eβ y cos βx

y
ϕm = eβ(−y+i x) + eβ(−y−i x) = e−β y(eβ ix + e−β ix) = 2 e−β y cos βx

ya que eβ ix = cos βx+ i sen βx y e−β ix = cos βx− i sen βx.

En general, podemos decir que los valores de ϕm de la forma K eβ y cos βx,
o K ′ e−β y cos βx son soluciones de la ecuación de Laplace.
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Si sumamos ambas soluciones obtenemos una nueva solución de la forma:

ϕm = K eβ y cos βx+K ′e−β y cos βx = cos βx (K eβ y +K ′e−β y) =

= cos βx [(K +K ′) cosh βy + (K −K ′) senhβy] =

= A cos βx cosh βy +B cos βx senhβy

ya que eβ y = cosh βy + senh βy y e−β y = cosh βy − senh βy.

Si en vez de sumar restásemos, nos quedaría que

ϕm = eβ(y+i x) − eβ(y−i x) = eβ y(eβ ix − e−β ix) = 2 eβ ysenβx

ϕm = eβ(−y+i x) − eβ(−y−i x) = e−β y(eβ ix − e−β ix) = 2 e−β ysenβx

y siguiendo el mismo razonamiento anterior tendríamos que

ϕm = C senβx cosh βy +D senβx senhβy

y como cualquier combinación lineal de estas soluciones sigue siendo solución,
tendremos que para cualquier valor de β

ϕm (x, y) =
∑
n

(An cos βnx cosh βny +Bn cos βnx senhβny+

+ Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny) (3.1)

Ahora, utilizaríamos las condiciones de contorno para hallar los valores
de los diferentes coe�cientes βn, An, Bn, Cn y Dn. Veamos un ejemplo.

3.2. Ejemplos

Vamos a ilustrar cómo se calculan los coe�cientes βn, An, Bn, Cn y Dn

de la solución obtenida a la ecuación de Laplace y cómo se aplica la técnica
de los subdominios desarrollando tres ejemplos.

3.2.1. Ejemplo 1: Región rectangular

Como ejemplo del cálculo de los coe�cientes de la solución de la ecuación
de Laplace, vamos a hallar la distribución del potencial magnético escalar en
una región rectangular en la que uno de los lados se mantiene a un potencial
constante,ϕm = V0, y los otros tres lados se mantienen a un potencial nulo
(�gura 3.1).

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:
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Figura 3.1: Región rectangular con un lado a un potencial ϕm = V0 y los
otros tres lados a un potencial nulo

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y.

ϕm = V0 en y = b para cualquier valor de x.

Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lución para obtener los coe�cientes βn, An, Bn, Cn y Dn:

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y: Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución general llegamos a que:

ϕm (0, y) =
∑
n

(An cosh βny +Bn senhβny) = 0

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que An = 0 y Bn = 0, quedando, en nuestro
caso, la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(Cn cosh βny +Dnsenhβny)senβnx

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x: Sustituyendo estos dos
valores en la solución que nos viene ya de la aplicación la anterior
condición de contorno obtenemos que:

ϕm (x, 0) =
∑
n

Cnsenβnx = 0
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y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y x,
la única posibilidad es que Cn = 0, quedando la solución de la forma:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dnsenhβnysenβnx

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y: Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (a, y) =
∑
n

Dnsenhβnysenβna = 0

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que el senβna = 0, o, lo que es lo mismo, que
βna = mπ (donde m es cualquier número entero). La solución quedará
como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dnsenh
(nπy

a

)
sen
(nπx

a

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.

ϕm = V0 en y = b para cualquier valor de x: Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (x, b) =
∑
n

Dnsenh

(
nπb

a

)
sen
(nπx

a

)
= Vo

Para poder extraer algo de información de esta condición recurriremos
al desarrollo en serie de Fourier de una distribución rectangular ϕm =
V0 para 0 ≤ x ≤ a y en el que el límite por la izquierda y por derecha
en x = 0 y en x = a, es cero en ambos casos. Esto es, el desarrollo en
serie de Fourier del contorno de la región que estamos analizando. Este
desarrollo viene dado por:

ϕm =
4

π

∞∑
k=0

V0

(2k + 1)
sen

[
(2k + 1)πx

a

]

El desarrollo en serie de Fourier debe ser igual a la fórmula anterior,
por lo que identi�cando ambas (y eliminando los términos pares pues
el desarrollo en serie de Fourier nos los tiene) tenemos que:

Dn senh

[
(2k + 1)πb

a

]
=

4

π

V0

(2k + 1)
⇒
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⇒ Dn =
4

π

V0

(2k + 1)

1

senh
[

(2k+1)πb
a

] =
4V0

(2k + 1)π
csch

[
(2k + 1)πb

a

]

Así que sustituyendo este valor en la solución de la condición de con-
torno anterior obtenemos la solución �nal para la distribución del po-
tencial magnético escalar en el interior de la región rectangular en fun-
ción de x e y:

ϕm (x, y) =
4

π

∞∑
k=0

V0

(2k + 1)
· csch

[
(2k + 1)πb

a

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

a

]
· sen

[
(2k + 1)πx

a

]
(3.2)

En el anexo C se muestran otros ejemplos cuyos resultados, además de
ilustrar cómo se calculan estos coe�cientes, se utilizarán en la aplicación de
la técnica de los subdominios, tanto en este capítulo como en capítulos pos-
teriores. Un par de ejemplso de la citada técnica se muestran a continuación.

3.2.2. Ejemplo 2: Entrehierro máquina con doble ranu-

rado

Resolvamos una aplicación real como es la distribución del potencial mag-
nético escalar en el entrehierro de una máquina con doble ranurado idéntico
(en el rotor y en el estator). Resolveremos el problema cuando las ranuras
están justo una en frente de la otra, apreciando de esta manera que en las
dos super�cies las ranuras y los dientes son iguales (�gura 3.2). Podemos
observar también, cómo, por simetría, el problema se reduce al cálculo del
potencial en el área rayada.

Las medidas que nos encontramos en las �guras 3.2 y 3.3 corresponden a:
s = anchura de la ranura,
t = anchura del diente,
λ =paso del pie = s+ t,
g = longitud del entrehierro y
h = profundidad de la ranura.

En la �gura 3.3 hemos planteado el problema del potencial en el área
rayada de la �gura 3.2. Como se puede observar existen dos regiones cla-
ramente diferenciadas e interconectadas a través de la frontera común ED.
Se debe cumplir que el potencial magnético escalar y su derivada espacial
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Figura 3.2: Ranurado doble idéntico cuando las ranuras están justo unas
enfrente de la otras.

Figura 3.3: Planteamiento del problema del potencial para el área elegida en
la �gura (3.2).
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deben ser continuos a través de esta frontera. Basándonos en esta propiedad
resolveremos el problema en dos pasos:

1. Impondremos una distribución de potencial arbitraria a lo largo de la
frontera común ED. La distribución vendrá expresada en forma de un
desarrollo de Fourier en senos en el que los coe�cientes son variables por
determinar (en el apéndice B se justi�ca la elección de esta distribu-
ción de potencial). Ahora que tenemos especi�cadas las condiciones de
contorno en ambas regiones resolveremos, por separado, la distribución
de potencial en la región I y en la región II.

2. Obtendremos los coe�cientes del desarrollo de Fourier de la distribución
de potencial en la frontera ED igualando la derivada normal de la
función potencial en ambas regiones a lo largo de esta frontera.

Paso 1

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común ED
es de la forma:

ϕEDm =
∞∑
q=1

Bq · sen
[
qπ
g/2

(y − h)
]
para h ≤ y ≤ h+ g/2 en la región I, y

ϕEDm =
∞∑
q=1

Bq · sen
(
qπ
g/2
y
)
para 0 ≤ y ≤ g/2 en la región II

donde Bq son los coe�cientes a determinar.

Estas dos fórmulas son la misma distribución excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la región I tomamos el origen de coordenadas en el
punto B con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y A, respecti-
vamente, y en la región II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y D.

En el ejemplo anterior y en los casos ilustrados en el apéndice C, todas
las condiciones de contorno eran homogéneas excepto una. No obstante, nos
podemos encontrar con problemas en los que todas las condiciones de con-
torno son no homogéneas. La forma de resolver estos problemas es, aplicando
el principio de superposición, dividir nuestro problema en tantos como sea
necesario para que cada uno de ellos sólo tenga una condición no homogénea,
tal y como se ilustra en la �gura 3.4; la solución del problema será igual a la
suma de las soluciones de cada uno de los problemas en que hemos dividido
nuestro problema inicial [107], es decir:

ϕm (x, y) =
∑
i

ϕim (x, y)
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donde cada ϕim (x, y) cumple la ecuación de Laplace con una condición de
contorno no homogénea y las otras tres homogéneas. De esta forma, redu-
cimos la resolución del problema original a la resolución de un conjunto de
problemas más sencillos. La suma de todos los problemas sencillos será la
solución del problema original, ya que la suma satisface tanto la ecuación
diferencial como las condiciones de contorno: la ecuación diferencial, al sa-
tisfacerla cada problema sencillo también es satisfecha por la suma de éstos;
cada problema sencillo cumple una de las condiciones de contorno por lo que
la suma cumplirá todas las condiciones de contorno.

Figura 3.4: Aplicación del principio de superposición en la resolución de pro-
blemas con varias condiciones de contorno no nulas

En virtud de lo expuesto anteriormente, el potencial en la región I lo
obtendremos, por superposición del caso#2 (en el que desplazamos h + g/2
el eje y) y el caso#10, llegando a:

ϕIm =
∞∑
k=0

4(−1)k

(2k + 1)π
·

senh
[

(2k+1)π
s

(h+ g/2− y)
]

senh
[

(2k+1)π
s

(h+ g/2)
] · cos

[
(2k + 1)πx

s

]
+

+
∞∑
n=1

Kn ·
cosh

(
nπx
h+g/2

)
cosh

[
nπ(s/2)
h+g/2

] · sen

(
nπy

h+ g/2

)
(3.3)

donde:

Kn =
2

nπ
[1− cos(nπα)] +

2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q (1− δq,n(1−α))

q2 − n2(1− α)2 Bq+
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+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
2qπh

g

)
(3.4)

y

α =
h

h+ g/2

El potencial en la región II lo obtendremos por superposición del caso#3
(en el que desplazamos g/2 el eje y) y el caso#9, llegando a:

ϕIIm =
∞∑
k=0

4

(2k + 1)π
·

senh
[

(2k+1)π
t

(g/2− y)
]

senh
[

(2k+1)π
t

g/2
] · sen

[
(2k + 1)πx

t

]
+

+
∞∑
q=1

Bq ·
cosh

[
2qπ
g

(t/2− x)
]

cosh
(

2qπ
g
t/2
) · sen

(
2q πy

g

)
(3.5)

Paso 2

Una vez obtenidas las expresiones del potencial en ambas regiones pode-
mos plantear un conjunto de ecuaciones en función de los coe�cientes Bq sin
mas que plantear en la frontera común ED que:

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=s/2

=
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

Primeramente, realizaremos la derivada en la región I, no sin antes rea-
lizar una traslación del origen de coordenadas de ésta, pues hemos resuelto
el problema del potencial en ambas regiones con sendos orígenes de coorde-
nadas. Por tanto, la traslación y = y + h nos situará las ordenadas de los
centros de coordenadas de ambas regiones al mismo nivel, resultando, de esta
manera que la solución de la distribución de potencial de la región I queda:

ϕIm =
∞∑
k=0

4 (−1)k

(2k + 1)π
·

senh
[

(2k+1)π
s

(g/2− y)
]

senh
[

(2k+1)π
s

(h+ g/2)
] · cos

[
(2k + 1)πx

s

]
+

+
∞∑
n=1

Kn ·
cosh

(
nπx
h+g/2

)
cosh

[
nπ(s/2)
h+g/2

] · sen

[
nπ(y + h)

h+ g/2

]
(3.6)
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y su derivada:

dϕIm
dx

=
∞∑
k=0

−4 (−1)k

s
·

senh
[

(2k+1)π
s/g

(1/2− y/g)
]

senh
[

(2k+1)π
s/g

(h/g + 1/2)
] · sen

[
(2k + 1)πx

s

]
+

+
∞∑
n=1

Kn ·
nπ

h+ g/2
·

senh
(

nπx
h+g/2

)
cosh

[
nπ(s/2)
h+g/2

] · sen

[
nπ(y + h)

h+ g/2

]
(3.7)

Vamos a de�nir unas nuevas constantes en función de las que ya tengo
con la intención de simpli�car el formulismo. De�nimos µ como:

µ =
λ

g
=
t+ s

g

y β como

β =
s

s+ t
⇒ 1− β =

t

s+ t

resultando
s

g
= µβ

y
t

g
= µ (1− β)

Además, de�nimos α según la expresión:

α =
h

h+ g/2

Operando, obtenemos:

1− α =
g/2

h+ g/2

y
1

1− α
=
h+ g/2

g/2
=

2h+ g

g

que nos permite escribir:
h

g
=

0.5α

1− α
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En la frontera común ED, el valor de las abcisas en la región I para
cualquier punto es x = s/2, valor que sustituido en la derivada anterior,
ecuación (3.7), nos proporciona:

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=s/2

∞∑
k=0

−4

s
·

senh
[

(2k+1)π
µβ

(1/2− y/g)
]

senh
[

(2k+1)π
2µβ(1−α)

] +

+
∞∑
n=1

Kn ·
nπ

h+ g/2
·

senh
[
nπ(s/2)
h+g/2

]
cosh

[
nπ(s/2)
h+g/2

] · sen

(
nπy

h+ g/2
+

nπ h

h+ g/2

)
(3.8)

Multiplicando por g a la ecuación (3.8) obtenemos:

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=s/2

=
∞∑
k=0

−4

µβ
· csch

[
(2k + 1)π

2µβ(1− α)

]
· senh

[
(2k + 1)π

µβ

(
1

2
− y

g

)]
+

+
∞∑
n=1

Kn · 2nπ(1− α) · tgh

[
nπ(s/2)

h+ g/2

]
· sen

[
nπ(1− α)

(
y

g/2
+

h

g/2

)]
(3.9)

resultando:

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=s/2

=
∞∑
k=0

−4

µβ
· csch

[
(2k + 1)π

2µβ(1− α)

]
· senh

[
(2k + 1)π

µβ

(
1

2
− y

g

)]
+

+
∞∑
n=1

Kn · 2nπ(1− α) · tgh [nπµβ(1− α)] · sen

[
2nπ(1− α)

(
0.5α

1− α
+
y

g

)]
(3.10)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1/2.

A continuación realizaremos la derivada en la región II; a partir de la
ecuación (3.5) obtenemos:

dϕIIm
dx

=
∞∑
k=0

4

t
·

senh
[

(2k+1)π
t

(g/2− y)
]

senh
[

(2k+1)π
t

g/2
] · cos

[
(2k + 1)πx

t

]
+

+
∞∑
q=1

Bq ·
(
−2qπ

g

)
·

senh
[

2qπ
g

(t/2− x)
]

cosh
(

2qπ
g
t/2
) · sen

(
2qπy

g

)
(3.11)
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En la frontera común ED, el valor de las abcisas en la región II para
cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en (3.11) nos proporciona:

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

t
·

senh
[

(2k+1)π
t

(
g
2
− y
)]

senh
[

(2k+1)π
t

g
2

] +

+
∞∑
q=1

Bq

(
−2qπ

g

)
· tgh

(
qπ

g
t

)
· sen

(
2qπy

g

)
(3.12)

Multiplicando a toda la ecuación (3.12) por g queda:

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

t/g
·

senh
[

(2k+1)π
t/g

(
1
2
− y

g

)]
senh

[
(2k+1)π
t/g

1
2

] +

+
∞∑
q=1

Bq · (−2qπ) · tgh [qπµ(1− β)] · sen

(
2qπ

g
y

)
es decir

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

µ(1− β)
· csch

[
(2k + 1)π

2µ(1− β)

]
· senh

[
(2k + 1)π

µ(1− β)

(
1

2
− y

g

)]
+

+
∞∑
q=1

−Bq · (2qπ) · tgh [qπµ(1− β)] · sen

(
2qπ

g
y

)
(3.13)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1/2.

Igualando ambas derivadas (ecuaciones (3.10) y (3.13)) y recolocando los
términos para dejar los que poseen Bq en un único lado de la ecuación queda:

∞∑
q=1

{
2qπ · tgh [qπµ(1− β)] · sen

(
2q π

y

g

)
+

∞∑
n=1

[
2nπ(1− α)2δq,n(1−α) cos

(
2qπh

g

)
+

4nq(1− α)2sen(nπα)

q2 − n2(1− α)2 (1− δq,n(1−α))

]
·

·tgh [nπ µβ(1− α)] · sen

[
2nπ(1− α)

(
0.5α

1− α
+
y

g

)]}
Bq =

=
∞∑
k=0

4

µβ
· csch

[
(2k + 1)π

2µβ(1− α)

]
· senh

[
(2k + 1)π

µβ

(
1

2
− y

g

)]
+
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+
∞∑
k=0

4

µ(1− β)
· csch

[
(2k + 1)π

2µ(1− β)

]
· senh

[
(2k + 1)π

µ(1− β)

(
1

2
− y

g

)]
−

−
∞∑
n=1

4(1− α) · [1− cos(nπα)] · tgh [nπµβ(1− α)] ·

·sen

[
2nπ(1− α)

(
0.5α

1− α
+
y

g

)]
(3.14)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1/2.

Esta ecuación debe ser resuelta por métodos numéricos para poder ob-
tener los valores de Bq. Para ello, por ejemplo, elegiremos un valor máximo
para q como Q, y elegiremos Q diferentes valores para la variable y/g dentro
de su rango. De esta manera tendremos Q ecuaciones con Q incógnitas (los
coe�cientes Bq).

Como ejemplo numérico procedimos a elegir unos valores para las dimen-
siones del problema que nos ocupa y realizar un programa en Matlab para
su resolución. La �gura 3.5 muestra grá�camente la variación del potencial
magnético escalar en la zona estudiada para valores de las dimensiones del
problema de s = 4 mm, t = 8 mm, g = 3 mm y h = 7 mm.

3.2.3. Ejemplo 3: Entrehierro máquina ranurada e ima-

nes permanentes

Resolvamos otra aplicación real, pero esta vez un poco más complicada.
Queremos obtener la distribución del potencial magnético escalar en el entre-
hierro de una máquina trifásica de imanes permanentes y �ujo axial. Vamos
a representar la parte correspondiente a la longitud ocupada por dos imanes
consecutivos, uno con su cara norte mirando al ranurado y el otro con su cara
sur. Hemos adoptado una situación simétrica en la posición de las ranuras
respecto los imanes por simplicidad. Podemos observar cómo, por esta sime-
tría, el problema se reduce al cálculo del potencial en el área rayada (�gura
3.6).

Las medidas que nos encontramos en las �guras 3.6 y 3.7 corresponden a:
s = anchura de la ranura,
t = anchura del diente,
λ =paso del pie = s+ t,
g = longitud del entrehierro y
h = profundidad de la ranura.
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Figura 3.5: Valores del potencial magnético escalar de ambas regiones ϕIm y
ϕIIm para el ejemplo numérico tal que s = 4 mm, t = 8 mm, g = 3 mm y
h = 7 mm.

Figura 3.6: Entrehierro de un motor trifásico de imanes permanentes.
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Figura 3.7: Planteamiento del problema del potencial para el área elegida en
la �gura 3.6

En la �gura 3.7 hemos planteado el problema del potencial en el área
rayada de la �gura 3.6. Como se puede observar existen cuatro regiones cla-
ramente diferenciadas e interconectadas a través de las fronteras comunes
CD, GH e IJ . Se debe cumplir que el potencial magnético escalar y su de-
rivada espacial deben ser continuos a través de estas fronteras. Basándonos
en esta propiedad resolveremos el problema en los dos pasos citados en el
ejemplo anterior:

1. Impondremos una distribución de potencial arbitraria a lo largo de
las fronteras comunes CD, GH e IJ . Estas distribuciones vendrán ex-
presadas en forma de un desarrollo de Fourier en senos en el que los
coe�cientes son variables por determinar (véase justi�cación en el apén-
dice B). Ahora que tenemos especi�cadas las condiciones de contorno en
ambas regiones a cada lado de las fronteras resolveremos, por separado,
la distribución de potencial en cada región.

2. Obtendremos los coe�cientes del desarrollo de Fourier de la distribución
de potencial en las fronteras CD,GH e IJ igualando la derivada normal
de la función potencial en ambas regiones a lo largo de cada frontera.

Paso 1

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común CD
es de la forma:
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ϕCDm =
∞∑
q=1

Hq · sen
(
qπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región I, y

ϕCDm =
∞∑
q=1

Hq · sen
[
qπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región II

donde Hq son los coe�cientes a determinar.

Estas dos fórmulas son la misma distribución excepto un desplazamiento
en las ordenadas pues en la región I tomamos el origen de coordenadas en el
punto B con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y A, respecti-
vamente; y en la región II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y D.

En las otras dos fronteras GH e IJ procederemos de forma similar. La
distribución de potencial que impondremos a la frontera común GH es de la
forma:

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml · sen
[
lπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región II, y

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml · sen
(
lπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región III

donde Ml son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común IJ es
de la forma:

ϕIJm =
∞∑
m=1

Lm · sen
(
mπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región III, y

ϕIJm =
∞∑
m=1

Lm · sen
[
mπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región IV

donde Lm son los coe�cientes a determinar.

Una vez de�nidas las distribuciones de potencial a lo largo de las fronteras
comunes, vamos a calcular las expresiones del potencial magnético en cada
región, empleando las expresiones deducidas en los casos considerados en el
apéndice C y el principio de superposición.

Potencial en la región I:

El potencial en la región I (�gura 3.8) lo obtendremos por superposición
del caso#1 y del caso#4, llegando a:

ϕIm =
∞∑
k=0

4

(2k + 1) π
· csch

[
(2k + 1)πg

t/2

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

t/2

]
· sen

[
(2k + 1)πx

t/2

]
+
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Figura 3.8: Región I: El potencial en esta región lo obtenemos por superpo-
sición del caso#1 y del caso#4.

+
∞∑
q=1

Hq · csch

(
qπt/2

g

)
· senh

(
qπx

g

)
· sen

(
q πy

g

)
(3.15)

Potencial en la región II:

El potencial en la región II (3.9) lo obtendremos por superposición del
caso#1 del caso#12 y del caso#13, llegando a:

ϕIIm =
∞∑
k=0

4

(2k + 1) π
· csch

[
(2k + 1)π (h+ g)

s

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

s

]
· sen

[
(2k + 1)πx

s

]
+

+
∞∑
n=1

K2
n · csch

(
nπs

h+ g

)
· senh

(
nπx

h+ g

)
· sen

(
nπy

h+ g

)
+

+
∞∑
n=1

K2′

n · csch

(
nπs

h+ g

)
· senh

[
nπ (s− x)

h+ g

]
· sen

(
nπy

h+ g

)
(3.16)

donde

K2
n =

2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
l=1

l(1− δl,n(1−α))

l2 − n2(1− α)2 Ml+
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+
∞∑
l=1

(1− α)Ml δl,n(1−α) cos

(
lπh

g

)
(3.17)

y

K2′

n =
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q(1− δq,n(1−α))

q2 − n2(1− α)2 Hq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Hq δq,n(1−α) cos

(
qπh

g

)
(3.18)

siendo

α =
h

h+ g
(3.19)

Figura 3.9: Región II: El potencial en esta región lo obtenemos por superpo-
sición del caso#1, del caso#12 y del caso#13.

Potencial en la región III:

El potencial en la región III (3.10) lo obtendremos por superposición
del caso#1 del caso#4 y del caso#5, llegando a:

ϕIIIm =
∞∑
k=0

4

(2k + 1) π
· csch

[
(2k + 1)πg

t

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

t

]
· sen

[
(2k + 1)πx

t

]
+

+
∞∑
l=1

Ml · csch

(
lπt

g

)
· senh

[
lπ (t− x)

g

]
· sen

(
l πy

g

)
+
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Figura 3.10: Región III: El potencial en esta región lo obtenemos por super-
posición del caso#1, del caso#4 y del caso#5.

+
∞∑
m=1

Lm · csch

(
mπt

g

)
· senh

(
mπx

g

)
· sen

(
mπy

g

)
(3.20)

Potencial en la región IV:

El potencial en la región IV (3.11) lo obtendremos por superposición
del caso#3 y del caso#11, llegando a:

ϕIVm =
∞∑
k=0

4

(2k + 1) π
· csch

[
(2k + 1)π (h+ g)

s

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

s

]
· sen

[
(2k + 1)πx

s

]
+

+
∞∑
n=1

K4′

n · sech

(
nπs/2

h+ g

)
· cosh

[
nπ (s/2− x)

h+ g

]
· sen

(
nπy

h+ g

)
(3.21)

donde

K4′

n =
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
m=1

m(1− δm,n(1−α))

m2 − n2(1− α)2 Lm+

+
∞∑
m=1

(1− α)Lm δm,n(1−α) cos

(
mπh

g

)
(3.22)
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Figura 3.11: Región IV: El potencial en esta región lo obtenemos por super-
posición del caso#3 y del caso#11.

Paso 2

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las cuatro regio-
nes podemos plantear un conjunto de ecuaciones en función de los coe�cientes
Hq, Ml y Lm igualando la derivada normal de la función potencial a ambos
lados de cada frontera, es decir,

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=t/2

=
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

(3.23)

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

(3.24)

y
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

(3.25)

Primeramente, realizaremos la derivada en la región I, derivando la ecua-
ción (3.15):

dϕIm
dx

=
∞∑
k=0

4

t/2
· csch

[
(2k + 1)πg

t/2

]
· senh

[
2 (2k + 1)π

t/g

y

g

]
· cos

[
(2k + 1)πx

t/2

]
+

+
∞∑
q=1

Hq
qπ

g
· csch

(
qπt/2

g

)
· cosh

(
qπx

g

)
· sen

(
qπy

g

)
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Antes de proseguir voy a de�nir unas nuevas constantes en función de las
que ya tengo con la intención de simpli�car el formulismo:

µ =
λ

g
=
t+ s

g

y

β =
s

s+ t
⇒ 1− β =

t

s+ t

resultando
s

g
= µβ

y
t

g
= µ (1− β)

Además, de�nimos α según la expresión:

α =
h

h+ g

Operando, obtenemos:
1− α =

g

h+ g
y

1

1− α
=
h+ g

g

que nos permite escribir:
h

g
=

α

1− α

En la frontera común CD con la región II, el valor de las abcisas en la
región I para cualquier punto es x = t/2, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=t/2

=
∞∑
k=0

−8

t
· csch

[
2(2k + 1)π

µ(1− β)

]
· senh

[
2 (2k + 1)π

µ(1− β)

y

g

]
+

+
∞∑
q=1

Hq
qπ

g
· csch

(
qπt/2

g

)
· cosh

(
qπt/2

g

)
· sen

(
q πy

g

)
Si multiplicamos por g, obtenemos:

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=t/2

=
∞∑
k=0

−8

µ(1− β)
· csch

[
2(2k + 1)π

µ(1− β)

]
· senh

[
2 (2k + 1)π

µ(1− β)

y

g

]
+
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+
∞∑
q=1

Hq qπ · coth

[
qπµ(1− β)

2

]
· sen

(
q πy

g

)
(3.26)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Ahora realizaremos la derivada en la región II, no sin antes realizar una
traslación del origen de coordenadas de ésta para dejarlo a la misma altura
que los orígenes de las regiones I y III con las que limita. Por tanto, la
traslación y = y + h nos situará las ordenadas de los centros de coordenadas
de las regiones I, II y III al mismo nivel. De esta manera, la derivada de la
distribución de potencial de la región II (ecuación 3.16) queda:

dϕIIm
dx

=
∞∑
k=0

4

s
· csch

[
(2k + 1)π (h+ g)

s

]
·

·senh

[
(2k + 1)π(y + h)

s

]
· cos

[
(2k + 1)πx

s

]
+

+
∞∑
n=1

K2
n ·

nπ

h+ g
· csch

(
nπs

h+ g

)
· cosh

(
nπx

h+ g

)
· sen

[
nπ(y + h)

h+ g

]
−

−
∞∑
n=1

K2′

n ·
nπ

h+ g
· csch

(
nπs

h+ g

)
· cosh

[
nπ (s− x)

h+ g

]
· sen

[
nπ(y + h)

h+ g

]
(3.27)

En la frontera común CD con la región I, el valor de las abcisas en la
región II para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada
anterior (ecuación 3.27) nos proporciona:

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

s
·csch

[
(2k + 1)π

s/g

(
h

g
+ 1

)]
·senh

[
(2k + 1)π

s/g

(
y

g
+
h

g

)]
+

+
∞∑
n=1

K2
n ·

nπ

h+ g
· csch

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· sen

nπ
(
y
g

+ h
g

)
h
g

+ 1

−
−
∞∑
n=1

K2′

n ·
nπ

h+ g
· csch

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· cosh

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· sen

nπ
(
y
g

+ h
g

)
h
g

+ 1


Si multiplicando a toda la ecuación por g e introducimos las constantes

α, β y µ previamente de�nidas, obtenemos:

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

µβ
·csch

[
(2k + 1)π

µβ

1

1− α

]
·senh

[
(2k + 1)π

µβ

(
y

g
+

α

1− α

)]
+
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+
∞∑
n=1

K2
nnπ(1− α) · csch

[
nπµβ

1/(1− α)

]
· sen

nπ
(
y
g

+ α
1−α

)
1/(1− α)

−
−
∞∑
n=1

K2′

n nπ(1− α) · coth

[
nπµβ

1/(1− α)

]
· sen

nπ
(
y
g

+ α
1−α

)
1/(1− α)

 (3.28)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

En la frontera común GH con la región III, el valor de las abcisas en la
región II para cualquier punto es x = s, valor que sustituido en la derivada
del potencial en esta región (expresión 3.27) anterior nos proporciona:

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
∞∑
k=0

−4

s
·csch

[
(2k + 1)π

s/g

(
h

g
+ 1

)]
·senh

[
(2k + 1)π

s/g

(
y

g
+
h

g

)]
+

+
∞∑
n=1

K2
n ·

nπ

h+ g
· csch

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· cosh

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· sen

nπ
(
y
g

+ h
g

)
h
g

+ 1


−
∞∑
n=1

K2′

n ·
nπ

h+ g
· csch

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· sen

nπ
(
y
g

+ h
g

)
h
g

+ 1


Multiplicando a toda la ecuación por g e introducimos las constantes α,

β y µ previamente de�nidas, queda:

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
∞∑
k=0

−4

s
·csch

[
(2k + 1)π

s/g

(
h

g
+ 1

)]
·senh

[
(2k + 1)π

s/g

(
y

g
+
h

g

)]
+

+
∞∑
n=1

K2
n ·

nπ

h+ g
· csch

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· cosh

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· sen

nπ
(
y
g

+ h
g

)
h
g

+ 1


−
∞∑
n=1

K2′

n ·
nπ

h+ g
· csch

[
nπ(s/g)
h
g

+ 1

]
· sen

nπ
(
y
g

+ h
g

)
h
g

+ 1

 (3.29)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

A continuación y partiendo de la expresión (3.20), realizaremos la deri-
vada en la región III:

dϕIIIm

dx
=
∞∑
k=0

4

t
· csch

[
(2k + 1)π

t/g

]
· senh

[
(2k + 1)π

t/g

y

g

]
· cos

[
(2k + 1)πx

t

]
−
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−
∞∑
l=1

Ml
lπ

g
· csch

(
lπt

g

)
· cosh

[
lπ (t− x)

g

]
· sen

(
lπy

g

)
+

+
∞∑
l=1

Lm
mπ

g
· csch

(
mπt

g

)
· cosh

(
mπx

g

)
· sen

(
mπy

g

)
(3.30)

En la frontera común GH con la región II, el valor de las abcisas en la
región III para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

t
· csch

[
(2k + 1)π

t/g

]
· senh

[
(2k + 1)π

t/g

y

g

]
−

−
∞∑
l=1

Ml
lπ

g
· csch

(
lπt

g

)
· cosh

(
lπt

g

)
· sen

(
lπy

g

)
+

+
∞∑
l=1

Lm
mπ

g
· csch

(
mπt

g

)
· sen

(
mπy

g

)
Multiplicando a toda la ecuación por g queda y empleando las constantes

α, β y µ, resulta:

g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

µ(1− β)
· csch

[
(2k + 1)π

µ(1− β)

]
· senh

[
(2k + 1)π

µ(1− β)

y

g

]
−

−
∞∑
l=1

Ml lπ · coth [lπµ(1− β)] · sen

(
l πy

g

)
+

+
∞∑
m=1

Lmmπ · csch [mπµ(1− β)] · sen

(
mπy

g

)
(3.31)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

En la frontera común IJ con la región IV, el valor de las abcisas en la
región III para cualquier punto es x = t, valor que sustituido en la ecuación
(3.30) nos proporciona:

dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

=
∞∑
k=0

−4

t
· csch

[
(2k + 1)π

t/g

]
· senh

[
(2k + 1)π

t/g

y

g

]
−

−
∞∑
l=1

Ml
lπ

g
· csch

(
lπt

g

)
· sen

(
lπy

g

)
+
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+
∞∑
l=1

Lm
mπ

g
· csch

(
mπt

g

)
· cosh

(
mπt

g

)
· sen

(
mπy

g

)
Multiplicando a toda la ecuación por g y empleando las constantes α, β

y µ, queda:

g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

=
∞∑
k=0

−4

µ(1− β)
· csch

[
(2k + 1)π

µ(1− β)

]
· senh

[
(2k + 1)π

µ(1− β)

y

g

]
−

−
∞∑
l=1

Ml lπ · csch [lπµ(1− β)] · sen

(
l πy

g

)
+

+
∞∑
m=1

Lmmπ · coth [mπµ(1− β)] · sen

(
mπy

g

)
(3.32)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Por último realizaremos la derivada en la región IV, no sin antes realizar
una traslación del origen de coordenadas de ésta para dejarlo a la misma
altura que el origen de la región III. Por tanto, la traslación y = y + h nos
situará las ordenadas de los centros de coordenadas de las regiones III y IV
al mismo nivel, resultando, de esta manera que la derivada de la distribución
de potencial de la región IV (ecuación 3.21) queda:

dϕIVm
dx

=
∞∑
k=0

4

s
· csch

[
(2k + 1)π (h+ g)

s

]
·

·senh

[
(2k + 1)π(y + h)

s

]
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[
(2k + 1)πx

s

]
−

−
∞∑
n=1

K4′

n ·
nπ
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· sech

(
nπs/2

h+ g

)
· senh

[
nπ (s/2− x)

h+ g

]
· sen

[
nπ(y + h)

h+ g

]
En la frontera común IJ con la región III, el valor de las abcisas en la

región IV para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

s
·csch

[
(2k + 1)π

s/g

(
h

g
+ 1

)]
·senh

[
(2k + 1)π
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(
y

g
+
h

g
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−

−
∞∑
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n ·
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]
· senh

[
(nπ/2) (s/g)

h
g

+ 1

]
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nπ
(
y
g

+ h
g

)
h
g

+ 1


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Multiplicando a toda la ecuación por g y empleando las constantes α, β
y µ, resulta:

g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=0

4

µβ
· csch

[
(2k + 1)π

µβ

1

1− α

]
· senh

[
(2k + 1)π

µβ

(
y

g
+

α

1− α

)]
−

−
∞∑
n=1

K4′

n nπ(1− α) · tanh

[
(nπ/2)µβ

1/(1− α)

]
· sen

nπ
(
y
g

+ α
1−α

)
1/(1− α)

 (3.33)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Una vez halladas las derivadas de cada región en las fronteras comunes,
podemos plantear un tres conjuntos de ecuaciones que nos permitirán calcular
los coe�cientesHq,Ml y Lm. El primer conjunto de ecuaciones lo obtenemos a
partir de la ecuación (3.23) que, multiplicando por g en ambos lados, resulta:

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=t/2

= g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

Sustituyendo las ecuaciones (3.26) y (3.28) y agrupando los sumandos
para dejar los que poseen Hq y Ml en un único lado de la ecuación, queda:

∞∑
q=1

{
qπ coth

[
qπµ(1− β)

2

]
sen

(
q π

y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh

g

)
+

2nq (1− α)2sen(nπα)

q2 − n2(1− α)2 (1− δq,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
α

1− α
+
y

g

)]}
Hq−

−
∞∑
l=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh

g

)
+

2nl (1− α)2sen(nπα)

l2 − n2(1− α)2 (1− δl,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
α

1− α
+
y

g

)]}
Ml =

=
∞∑
k=1

4

µβ
csch

[
(2k − 1)π

µβ(1− α)

]
senh

[
(2k − 1)π

µβ

(
α

1− α
+
y

g

)]
+

+
∞∑
k=1

8

µ(1− β)
csch

[
2(2k − 1)π

µ(1− β)

]
senh

[
2(2k − 1)π

µ(1− β)

y

g

]
] (3.34)
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

A partir de la ecuación (3.24), multiplicando por g a ambos lados obte-
nemos:

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

Si sustituimos en esta ecuación las expresiones (3.29) y (3.31), y colocando
los sumandos para dejar los que poseen Hq, Ml y Lm en un único lado de la
ecuación queda:

−
∞∑
q=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh

g

)
+

+
2nq (1− α)2sen(nπα)

q2 − n2(1− α)2 (1− δq,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
α
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+
y

g

)]}
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+
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l=1

{
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(
l π
y

g

)
+

+
∞∑
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[
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(
lπh

g

)
+
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]
·

·coth [nπ µβ(1− α)] sen

[
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(
α
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+
y

g

)]}
Ml−

−
∞∑
m=1

{
mπcsch [mπ µ(1− β)] en

(
mπ

y

g
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Lm =

∑
k=1

4

µβ
csch

[
(2k − 1)π

µβ(1− α)

]
senh

[
(2k − 1)π

µβ

(
α
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+
y

g

)]
+

+
∑
k=1

4

µ(1− β)
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[
(2k − 1)π

µ(1− β)

]
senh

[
(2k − 1)π

µ(1− β)

y

g

]
(3.35)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Si, en la ecuación (3.25) multiplicamos ambos miembros por g, resulta:

g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0
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Si ahora, en esta ecuación. sustituimos las expresiones dadas las ecuaciones
(3.32) y (3.33) y agrupamos y colocamos los sumandos para dejar los que
poseen Ml y Lm en un único lado de la ecuación, obtenemos:

−
∞∑
l=1

{
lπcsch [lπ µ(1− β)] sen

(
l π
y

g

)}
Ml+

+
∞∑
m=1

{
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(
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y

g

)
+
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∞∑
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(
mπh

g

)
+
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]
·

· tgh
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n
π

2
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]
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(
α
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+
y

g
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=
∞∑
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4
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[
(2k + 1)π

µβ(1− α)

]
senh

[
(2k + 1)π

µβ

(
α
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+
y

g

)]
+

+
∞∑
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4
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csch

[
(2k − 1)π

µ(1− β)

]
senh

[
(2k − 1)π

µ(1− β)

y

g

]
(3.36)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) se deben cumplir simultáneamente
y a través de su resolución, en la se emplearán métodos numéricos, obten-
dremos los valores de los coe�cientes Hq, Ml y Lm. Para ello, por ejemplo,
elegiremos unos valores máximos para q, l y m como Q (puede ser el mismo
valor para todas), y elegiremos Q diferentes valores para la variable y/g den-
tro de su rango. De esta manera tendremos 3Q ecuaciones con 3Q incógnitas
(los coe�cientes Hq, Ml y Lm).

Como ejemplo numérico procedimos a elegir unos valores para las dimen-
siones del problema que nos ocupa y realizar un programa en Matlab para su
resolución. La �gura (3.12) muestra grá�camente la variación del potencial
magnético escalar en la zona estudiada para valores de las dimensiones del
problema de s = 6 mm, t = 7 mm, g = 5 mm y h = 11 mm:
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Figura 3.12: Valores del potencial magnético escalar en la zona estudiada
para valores de las dimensiones del problema de s = 6 mm, t = 7 mm, g = 5
mm y h = 11 mm.



Capítulo 4

Máquina brushless de �ujo axial e
imanes permanentes

Una vez conocido cómo funciona el método de los subdominios vamos a
describir la máquina que hemos estudiado y a la que aplicaremos esta técnica.

4.1. Descripción de la máquina estudida

Dentro de los diferentes tipos de máquinas que detallábamos en el capítulo
2, vamos a estudiar una máquina de imanes permanentes y �ujo axial de
doble cara con rotor interno y estátores ranurados, tal y como se muestra en
la �gura 4.1.

En la �gura 4.2 se muestra sólo el rótor interno de la máquina, formado
por ocho imanes que alternan en polaridad y con magnetización axial.

Cuando un dispositivo posee algún plano de simetría, es posible repre-
sentar al dispositivo total por una fracción de éste, siempre y cuando se
establezcan las correspondientes condiciones de contorno en el plano de si-
metría. En el caso que nos ocupa y a la vista de las �guras 4.1 y 4.2, podemos
apreciar que la máquina es simétrica, siendo el plano y=0 un plano de sime-
tría, donde el campo magnético es normal a dicho plano de simetría. Por ello,
podemos considerar solamente la mitad de la máquina, es decir, un estátor
y la mitad del rotor, tal y como mostramos en la �gura 4.3.

En la �gura 4.3a) se muestra la mitad de la geometría, donde se puede
apreciar, además del rótor y del estátor de la máquina, la carcasa externa,
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Figura 4.1: Vista general de la máquina objeto de estudio

Figura 4.2: Rotor interno de la máquina, formado por ocho imanes con mag-
netización axial.
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Figura 4.3: Mitad de la geometría: a) Partes activas y no activas; b) Sólo
partes magnéticamente activas

fabricada en aluminio, y el disco central y los nervios del rótor, fabricados en
acero austenítico. Debido a que el aluminio y el acero austenítico presentan,
desde un punto de vista magnético, un comportamiento similar al del vacío,
estas partes de la máquina no van a in�uir en el comportamiento magnético
de la máquina, denominándolas partes �no activas� y pudiéndolas obviar en
el estudio que vamos a realizar. Por el contrario, los imanes del rotor y el
estátor de la máquina, son elementos fundamentales en el comportamiento
magnético del conjunto y deberemos tenerlos en cuenta. A estos elementos
les denominamos partes �activas�; la �gura 4.3b) muestra éstas últimas.

La �gura 4.4 muestra otra vista de las partes activas de la máquina, donde
podemos apreciar las ranuras del estátor, dispuestas radialmente y rectas, es
decir, sin cierre en la parte inferior de las mismas, y el plano de simetría
comentado.

Se dice que un dispositivo posee una periodicidad cuando este dispositivo
está formado por un patrón que se repite; en este caso y al igual que suce-
día con las simetrías, es posible estudiar el dispositivo modelando el patrón
e imponiendo las condiciones de periodicidad apropiadas en los planos de
periodicidad existentes. Estas condiciones de periodicidad pueden ser:

Condición periódica o cíclica: Existe una condición de periodicidad o
cíclica cuando los valores de la variable son idénticos en puntos homó-
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Figura 4.4: Mitad de la máquina: Simetría y periodicidades

logos, tal y como se muestra en la �gura 4.5a).

Condición antiperiódica o anticíclica: Una condición es de anti-periodicidad
o anti-cíclica cuando la variable presenta valores opuestos en puntos ho-
mólogos, como se ilustra en la �gura 4.5b).

Figura 4.5: Condiciones de periodicidad: a) Condición periódica o cíclica; b)
Condición anti-periódica o anti-cíclica

Si nos �jamos en nuestra máquina y dada la alternancia de polos norte y
sur, podemos considerar que tiene una periodicidad cíclica (si consideramos
un par de polos) o anti-cíclica (si consideramos solamente un polo). Ya que
la geometría resultante al trabajar con un polo es más sencilla que la que
manejaríamos al tomar un par de polos, vamos a aplicar la periodicidad
anti-cíclica en el estudio que realizaremos. En la �gura 4.4 se muestran los
dos planos de periodicidad que delimitan la porción de máquina que vamos
a estudiar, además del citado plano de simetría. La �gura 4.6 muestra el
modelo que estudiaremos y cuyos resultados podremos extrapolar, mediante
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la aplicación de periodicidades y simetrías, para conocer el comportamiento
global de la máquina.

Figura 4.6: Modelo resultante al aplicar simetría y periodicidad anti-cíclica.

4.1.1. Modelo cuasi-3D

La técnica de los subdominios es una técnica que trabaja en un sistema de
coordenadas en dos dimensiones, mientras que el modelo considerado es un
modelo en tres dimensiones; por lo tanto, es necesario algún procedimiento
que nos permita transformar la geometría en tres dimensiones (3D) a una
geometría en dos dimensiones (2D). En la literatura existen diferentes apro-
ximaciones para tener en cuenta la naturaleza tridimensional de las máquinas
de �ujo axial:

Una primera aproximación, como son los artículos [121] y [38], consiste
en obtener directamente la solución analítica tridimensional del campo
magnético.

Una segunda aproximación [122] se basa en, partiendo de la solución
analítica exacta de las ecuaciones de Maxwell de la máquina en dos di-
mensiones en el radio medio, extenderlo a tres dimensiones al modelar
la dependencia del campo magnético con el radio; un planteamiento
similar es realizado por [105] quienes, a partir de resultados de simula-
ción realizados en dos dimensiones y mediante la aplicación de factores
de corrección obtenidos analíticamente empleando series de Fourier,
obtienen el comportamiento de la máquina en tres dimensiones.
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La tercera aproximación y que será la que nosotros aplicaremos, con-
siste en considerar que la máquina está compuesta por varias máquinas
de �ujo axial con diferente longitud radial (varias láminas), pudiéndose
modelar cada una de las láminas mediante un modelo en dos dimensio-
nes; el funcionamiento global de la máquina se obtiene como suma de las
aportaciones de cada una de las máquinas individuales, al considerar
despreciable el �ujo en la dirección radial. Ejemplos de esta aproxi-
mación los encontramos en [123], [124] y [94]. A esta aproximación la
vamos a denominar modelo cuasi-3D.

En la �gura 4.7 se muestra el principio del modelo cuasi-3D: la máquina se
divide en un determinado número de láminas anulares en la dirección radial
de espesor el (�gura 4.7a). El modelo analítico basado en la resolución de las
ecuaciones de Maxwell aplicando la técnica de los subdominios se establecerá
en el radio medio de cada lámina. Si el número de láminas fuera uno, dicho
radio medio coincidiría con el de la máquina (�gura 4.7b).

Figura 4.7: Principio del modelo cuasi-3D

La �gura 4.8 muestra cómo obtenemos el modelo en dos dimensiones pa-
ra una lámina determinada: inicialmente la lámina es curva (�gura 4.8a) y
esta referenciada en un sistema de coordenadas cilíndricas (r, ϕ, z); si con-
sideramos despreciable la curvatura, podemos aproximar la super�cie curva
de la lámina por una super�cie plana referida a un sistema de coordenadas
cartesiano (x, y, z), siendo la coordenada cartesiana x coincidente con la
coordenada cilíndrica ϕ, la coordenada cartesiana y con la coordenada cilín-
drica z y la coordenada cartesiana z con la coordenada cilíndrica r (�gura
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Figura 4.8: Modelo en dos dimensiones: a) Coordenas cilíndricas. b) Coorde-
nadas cartesianas.

4.8b).

La �gura4.9 muestra la geometría en dos dimensiones donde se muestran
las distintas regiones que la componen, a saber, imán, nervios del rótor,
entrehierro, ranuras y estátor. También se indican los principales parámetros
que la de�nen, como son el grosor del imán (lm), el espesor del entrehierro
(g), la anchura de las ranuras (s), su profundidad (ds), la anchura del diente
(t), el paso de ranura (τs), el paso de polo (τp), el espesor del hierro trasero
(ωbi), la longitud axial del estator (ls) y la longitud axial de la máquina (L).
Los valores numéricos de los principales parámetros de nuestra máquina, se
muestran en la tabla 4.1.

Para poder aplicar la técnica de los subdominios a la geometría en dos
dimensiones mostrada en la �gura 4.9, necesitamos determinar el potencial
magnético en la super�cie del rotor, para cuyo �n resolveremos la Ecuación
de Laplace en el entrehierro de nuestra máquina, pero donde no considerare-
mos a las ranuras directamente en la geometría, sino que tendremos en cuenta
su efecto global a través del coe�ciente de Carter, reduciendo el problema al
de una máquina lisa. Determinaremos el coe�ciente de Carter empleando la
expresión (2.2) particularizada en el radio medio de la máquina, y sustitui-
remos el entrehierro real, g, por el entrehierro efectivo, g′, según la expresión
(2.1), esto es:

g′ = KC · g
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Figura 4.9: Geometría del modelo en dos dimensiones en coordenadas carte-
sianas.

Parámetro Magnitud Valor

Ro Radio externo 120 mm

Ri Radio Interno 60 mm

Br Inducción remanente 1.2 T

Np Número de polos 8

Ns Número de ranuras por estátor 24

lm Grosor del imán 20 mm

g Espesor del entrehierro 5 mm

s Anchura de la ranura 7 mm

t Anchura del diente∗ 16 mm

ds Profundidad de la ranura 21.5mm

ts Paso de ranura∗ 23 mm

tp Paso de polo∗ 69 mm

g Espesor del entrehierro 5 mm

wbi Espesor del hierro trasero 20 mm

ls Longitud axial del estátor 41.5 mm

L Longitud axial de media máquina 56.5 mm
∗ Valores para un radio de 87.86 mm, al que llamaremos

Radio medio aproximado

Tabla 4.1: Dimensiones de nuestra máquina
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siendo KC la expresión del coe�ciente de Carter dada por:

KC =

[
1− 2s

πτS

{
arctan

(
s

2g

)
− g

s
ln

[
1 +

1

4

(
s

g

)2
]}]−1

donde s es la anchura de la abertura de la ranura, g el espesor del entrehierro
real y τs el paso de ranura calculado en el radio medio de la lámina que
estemos considerando y que será igual a suma de la anchura de la ranura
s y de la anchura del diente t, este último también calculado en el radio
medio de la lámina. La �gura 4.10 muestra el modelo equivalente en dos
dimensiones resultante al considerar la máquina lisa y el efecto del ranurado
representado a través del entrehierro efectivo y el coe�ciente de Carter. Los
valores del coe�ciente de Carter y del entrehierro efectivo para el Radio medio
aproximado, se muestran en la tabla 4.2.

Figura 4.10: Máquina lisa obtenida al considerar el ranurado a través del
entrehierro efectivo y el coe�ciente de Carter.

Parámetro Magnitud Valor

KC Coe�ciente de Carter ∗ 1.0674

g′ Entrehierro efectivo 5.3370 mm
∗ Valores para el radio medio aproximado

Tabla 4.2: Coe�ciente de Carter y entrehierro efectivo en el radio medio
aproximado
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4.1.2. Modelo con entreimán

De cara a resolver el problema de campo que se plantea en la geometría
representada en la �gura 4.10, el hecho de que los nervios del rotor tengan
la forma que se muestra en dicha �gura, resulta complicado de re�ejar en
las condiciones de contorno del problema. Por ello vamos a considerar la
geometría equivalente mostrada en la �gura 4.11 donde hemos reemplazado
los nervios oblicuos por otro rectos a los que denominaremos entreimán; las
condiciones que imponen esta nueva geometría sí que las podemos tener en
cuenta de una forma directa en la resolución de la ecuación de Laplace.

Figura 4.11: Geometría equivalente a la de la �gura 4.10 con entreimán recto.

No obstante, podremos sustituir la geometría con nervios oblicuos por
la geometría con nervios rectos siempre y cuando ambas geometrías sean
equivalentes. Vamos a establecer esta equivalencia en términos del potencial
escalar en la super�cie del imán. Por lo tanto deberemos seleccionar aquella
geometría con nervios rectos que origine la misma distribución de potencial
magnético escalar en la super�cie del imán que la geometría con nervios obli-
cuos, para lo que emplearemos el software Flux del Grupo Cedrat.

Flux es un conjunto de aplicaciones, basadas en elementos �nitos, que
permiten diseñar y analizar electromagnética y térmicamente un dispositivo,
tanto en dos como en tres dimensiones. Con este software, se pueden realizar
análisis estáticos, armónicos y transitorios.
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Para el caso que nos ocupa, realizaremos un estudio en 3 dimensiones
(empleando el paquete Flux3D) de los dos modelos que queremos estudiar:
por un lado realizaremos el modelo del rótor con los nervios oblicuos, además
de los imanes, estátor liso y entrehierro efectivo y por otro lado diseñaremos
la geometría de entreimán recto, imanes, estátor liso y entrehierro efectivo.
La �gura (4.12) muestra la geometría obtenida para cada modelo, después
de aplicar periodicidades y simetrías.

Figura 4.12: Geometría considerada en la simulación por elementos �nitos:
a) Modelo con nervios oblicuos. b) Modelo con nervios rectos (entreimán)

Una vez dibujada la geometría de cada máquina, asignamos las propie-
dades físicas a cada zona de la misma y realizamos el mallado; el mallado
consiste en la subdivisión de un dominio (parte de la geometría) en subdomi-
nios, denominados elementos. Si el dominio es un volumen, los subdominios
son elementos de volumen, si es una super�cie, son elementos de super�cie
y si es una línea son elementos de línea. Flux dispone de herramientas para
realizar las subdivisiones, denominadas �generadores de mallado�. En la si-
guiente �gura (�gura 4.13) se observa el mallado obtenido en el estátor (en
amarillo), en el imán (en azul) y en los entreimanes (en gris claro). Su puede
apreciar que en aquellas zonas donde las magnitudes varían más rápidamente
o presentan un mayor interés (en la frontera estátor-entrehierro, por ejemplo)
el mallado es más �no, siendo éste más grueso allí donde la variación es más
lenta o no se desea realizar un estudio tan detallado (por ejemplo, en la parte
superior del estátor).

Los cálculos basados en elementos �nitos permiten aproximar las varia-
bles de estado (el potencial magnético escalar o vectorial, la temperatura,
etc.) y las magnitudes derivadas (el campo magnético, la inducción, el cam-
po eléctrico, etc.).
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Figura 4.13: Elementos de super�cie del mallado realizado: a) Modelo con
nervios oblicuos. b) Modelo con nervios rectos (entreimán)

La calidad de la solución aproximada depende del mallado, esto es, del
número y dimensiones de los elementos �nitos y de las funciones de interpo-
lación en cada elemento. Estas funciones pueden ser funciones polinómicas
de 1er o de 2o orden. Con el mallado de 1er orden, los nodos se colocan en los
vértices de la geometría, las funciones de interpolación son lineales (polinó-
micas de 1er orden), los potenciales se aproximan linealmente y las derivadas
del campo son constantes. Con el mallado de 2o orden los nodos se insertan en
los vértices y en las mitades de las aristas, las funciones de interpolación son
cuadráticas (polinomios de 2o orden), los potenciales se aproximan cuadráti-
camente y las derivadas del campo se aproximan linealmente. Los resultados
del mallado realizado en cada modelo se muestran en la tabla 4.3.

Modelo Nervios oblicuos Entreimán
Elementos no evaluados 0% 0%
Elementos de excelente calidad 61.98% 61.78%
Elementos de buena calidad 31.03% 29.91%
Elementos de calidad media 6.44% 7.68%
Elementos de pobre calidad 0.55% 0.62%
Número de nodos 704,342 673,847
Número de elementos de línea 2,413 1,796
Número de elementos de super�cie 81,159 64,923
Número de elementos de volumen 494,613 489,943
Mallado de 2o orden Sí Sí

Tabla 4.3: Información del mallado realizado
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Para poder encontrar el modelo con entreimán equivalente al modelo con
nervios oblicuos, variaremos, en el primer modelo, el espesor del entreimán
desde 1 mm hasta 20 mm con incrementos de 1 mm. En todos los casos
obtendremos el potencial escalar en la super�cie del rótor para un conjunto
de 256 puntos uniformemente distribuídos en el radio medio. La �gura 4.14
muestra los valores de este potencial para cada caso estudiado tanto para
la geometría original (marcado por la leyenda �nervios�) como para las dife-
rentes geometrías con entreimán recto (las correspondientes leyendas hacen
referencia al valor de dicho entreimán expresado en milímetros).

Figura 4.14: Distribución del potencial magnético escalar en la super�ce del
rótor para las diferentes geometrías estudiadas.

Con el �n de poder determinar qué geometría con entreimán recto es la
que más se aproxima a la de nervios oblicuos, vamos a calcular la distancia
L2, tanto sin pesos como con pesos.

Sea una función g(x) y una aproximación de ella f(x), ambas evaluadas
en una serie de puntos; se de�ne la distancia L2 entre la función y la apro-
ximación como el sumatorio del cuadrado de la diferencia entre el valor de
la función y de la aproximación en cada punto, extendiendo el sumatorio a
todos los puntos, es decir:

distancia L2 =
n∑
i=1

[g (xi)− f (xi)]
2 (4.1)



112 Máquina brushless de �ujo axial e imanes permanentes

Cuanto menor sea la distancia L2 más se aproxima f(x) a g(x). Ya que
nosotros queremos aproximar el imán oblicuo por el entreimán recto, calcu-
laremos la distancia L2 entre los valores del potencial escalar en la super�cie
del imán para cada geometría con entreimán recto y para la geometría con
nervios oblicuos. Ahora bien, la distancia L2 sólo tiene en cuenta la dife-
rencia que existe entre la función y la aproximación, pero no el valor de la
función. Podemos modi�car la de�nición de la distancia L2 para que tenga
en cuenta dónde se realiza la aproximación, introduciendo una función de
peso que pondere la aproximación en ciertos valores o rangos de valores. Si la
función de peso es el valor absoluto de la función que queremos aproximar,
g(x), estaremos dando mayor peso a la aproximación en valores elevados de
la función y menor peso en valores pequeños de la función. De esta forma,
de�niremos la distancia L2 con pesos como el sumatorio del producto del
valor absoluto de la función por el cuadrado de la diferencia entre el valor de
la función y de la aproximación en cada punto, extendiendo el sumatorio a
todos los puntos, es decir:

distancia L2 con peso =
n∑
i=1

{
g (xi) · [g (xi)− f (xi)]

2} (4.2)

En la tabla (4.4) se muestra, para cada valor del entreimán, la distan-
cia L2 y la distancia L2 con peso entre los valores del potencial escalar en
la super�cie del imán para la geometría con nervios oblicuos y para cada
geometría con entreimán recto. La �gura (4.15) muestra grá�camente estos
valores en escala logarítmica.

De la observación del conjunto de datos podemos concluir que la geome-
tría con entreimán recto que mejor se aproxima a la geometría con nervios
oblicuos es aquella cuyo entreimán es de 5 milímetros. La �gura (4.16) mues-
tra grá�camente la variación del potencial escalar en la super�cie del imán
para la geometría con nervios oblicuos y para la geometría con entreiman
recto de 5 milímetros.

Una vez hallado el valor de este entreimán, ya estamos en condiciones de
resolveremos la Ecuación de Laplace en el entrehierro de nuestra máquina.

4.2. Máquina lisa

Vamos a resolver el problema de hallar la expresión del potencial escalar
en el entrehierro de una máquina rotativa lisa (no ranurada) de acuerdo a la



4.2 Máquina lisa 113

τf Distancia L2 Distancia L2 con pesos

(mm) (Av)2 (Av)3

1 5.34E + 06 1.09E + 10

2 4.63E + 06 9.85E + 09

3 3.78E + 06 8.23E + 09

4 3.18E + 06 6.60E + 09

5 3.10E+06 5.48E+09

6 3.82E+06 5.51E+09

7 5.52E+06 7.16E+09

8 8.38E+06 1.10E+10

9 1.25E+07 1.74E+10

10 1.80E+07 2.68E+10

11 2.49E+07 3.96E+10

12 3.33E+07 5.61E+10

13 4.32E+07 7.66E+10

14 5.47E+07 1.01E+11

15 6.76E+07 1.30E+11

16 8.21E+07 1.64E+11

17 9.81E+07 2.02E+11

18 1.16E+08 2.45E+11

19 1.35E+08 2.93E+11

20 1.55E+08 3.45E+11

Tabla 4.4: Distancia L2 y la distancia L2 con peso en función del entreiman.

Figura 4.15: Distancia L2 y la distancia L2 con peso en función del valor del
entreiman en escala logarítmica.
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Figura 4.16: Variación del potencial escalar en la super�cie del imán para la
geometría con nervios oblicuos y para la geometría con entreiman recto de 5
milímetros.

geometría mostrada en la �gura (4.11), donde los imanes están magnetizados
axialmente, alternan en polaridad y entre dos imanes consecutivos existe una
zona no magnética rectangular denominada entreimán. Podemos distinguir
cuatro zonas, tal y como se muestra en la �gura 4.17:

entrehierro (emplearemos el subíndice o el superíndice G para referirnos
a ella),

imán (subíndice o superíndice I),

entreimán 1 (subíndice o superíndice E1), y

entreimán 2 (subíndice o superíndice E2).

Las cuatro zonas (entreimán 1, entreimán 2, imán y entrehierro) se dife-
rencian en el vector de magnetización: la zona imán posee un vector de mag-
netización de valor M dirigido hacia la parte positiva del eje y (M1 = +Mj)
mientras que las zonas entreimán y entrehierro tienen un vector de mag-
netización nulo. Cuando en el capítulo 2 de�níamos el potencial magnético
escalar (sección 2.3.6), obteníamos que éste obedecía a la ecuación de Pois-
son si la divergencia de la magnetización no era nula (ecuación 2.42) o la
ecuación de Laplace en caso contrario (ecuación 2.43). Como el vector de
magnetización o es nulo (regiones entreimán y entrehierro) o es constante
(región imán), su divergencia es nula (∇ · M = 0), resultando que en las
cuatro zonas de nuestra geometría, el potencial magnético escalar cumple la
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Figura 4.17: Problema de campo para la máquina lisa, donde podemos dis-
tinguir cuatro regiones: Imán (I), entreimán 1 (E1), entreimán 2 (E2) y
entrehierro (G)

ecuación de Laplace (∇2ϕm = 0) cuya solución general en dos dimensiones y
con coordenadas cartesianas viene dada por la ecuación (3.1), solución que
reproducimos a continuación:

ϕm (x, y) =
∑
n

(An cos βnx cosh βny +Bn cos βnx senhβny+

+ Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny) (4.3)

Vamos a particularizar esta ecuación para cada región de nuestro proble-
ma.

4.2.1. Expresiones del potencial magnético escalar en

las regiones de nuestro problema

Región imán

Partiendo de la ecuación (4.3), la ecuación que describe el potencial
escalar dentro del imán será:

ϕI (x, y) =
∞∑
n=1

[
AIn cos

(
βInx
)

cosh
(
βIny
)

+BI
n cos

(
βInx
)

senh
(
βIny
)

+

+CI
nsen

(
βInx
)

cosh
(
βIny
)

+DI
nsen

(
βInx
)

senh
(
βIny
)]

(4.4)

siendo AIn, B
I
n, C

I
n, D

I
n y βIn constantes a determinar.
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Región entreimán 1

Para la región entreimán 1, la expresión del potencial escalar será:

ϕE1 (x, y) =
∞∑
n=1

[
AE1
n cos

(
βE1
n x
)

cosh
(
βE1
n y
)

+BE1
n cos

(
βE1
n x
)

senh
(
βE1
n y
)

+

+CE1
n sen

(
βE1
n x
)

cosh
(
βE1
n y
)

+DE1
n sen

(
βE1
n x
)

senh
(
βE1
n y
)]

(4.5)

siendo AE1
n , BE1

n , CE1
n , DE1

n y βE1
n constantes a determinar.

Región entreimán 2

Igualmente, la ecuación que describe el potencial escalar dentro del
entreimán 2 será:

ϕE2 (x, y) =
∞∑
n=1

[
AE2
n cos

(
βE2
n x
)

cosh
(
βE2
n y
)

+BE2
n cos

(
βE2
n x
)

senh
(
βE2
n y
)

+

+CE2
n sen

(
βE2
n x
)

cosh
(
βE2
n y
)

+DE2
n sen

(
βE2
n x
)

senh
(
βE2
n y
)]

(4.6)

siendo AE2
n , BE2

n , CE2
n , DE2

n y βE2
n constantes a determinar.

Región entrehierro

La expresión del potencial escalar en el entrehierro de la máquina ven-
drá dado por:

ϕG (x, y) =
∞∑
n=1

[
AGn cos

(
βGn x

)
cosh

(
βGn y

)
+BG

n cos
(
βGn x

)
senh

(
βGn y

)
+

+CG
n sen

(
βGn x

)
cosh

(
βGn y

)
+DG

n sen
(
βGn x

)
senh

(
βGn y

)]
(4.7)

siendo AGn , B
G
n , C

G
n , D

G
n y βGn constantes a determinar.

4.2.2. Condiciones de contorno máquina lisa

Las cuatro regiones de la �gura 4.17 están delimitadas por cuatro rectas
formando un área rectangular. Dos lados de ese rectángulo (el eje y y la
recta x = τp) son líneas de periodicidad anti-cíclica a lo largo de las cuales la
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componente tangencial del campo magnético (Ht) es nula. La frontera inferior
(el eje x) es un plano de simetría en el que el campo magnético es normal
siendo, por tanto, la componente tangencial nula (Ht). Por último, en el límite
superior (recta y = ls) hay un material ferromagnético con permeabilidad
in�nita, por lo que el campo incide normalmente y su componente tangencial
es nula. Vamos a evaluar las condiciones de contorno para cada región.

1. Región entreimán 1
Las condiciones de la región entreimán 1 son las siguientes:

La región entreimán 1 está delimitada por un plano de simetría
del campo magnético (recta y = 0). La componente tangencial del
campo a lo largo de esta frontera es nula:

HE1,t(x, 0) = HE1,x(x, 0) = −δϕE1

δx

∣∣∣∣
y=0

= 0 (0 ≤ x ≤ τ1)

con τ1 = τf/2 y de donde se deduce que:

AE1
n = 0 = CE1

n

que sustituido en la ecuación (4.5) resulta

ϕE1 (x, y) =
∞∑
n=1

[
BE1
n cos

(
βE1
n x
)

+DE1
n sen

(
βE1
n x
)]

senh
(
βE1
n y
)

(4.8)

Otro de los límites de la región entreimán 1 es el eje y, eje de
periodicidad anti-cíclica del campo magnético, a lo largo del cual
la componente tangencial del campo es nula:

HE1,t(0, y) = HE1,y(0, y) = −δϕE1

δy

∣∣∣∣
x=0

= 0 (0 ≤ y ≤ lm/2)

Esta condición se cumple si y solo si:

BE1
n = 0

quedando la ecuación (4.8):

ϕE1 (x, y) =
∞∑
n=1

DE1
n sen

(
βE1
n x
)
senh

(
βE1
n y
)

(4.9)

2. Región entreimán 2
Las condiciones en la región entreimán 2 son las siguientes:
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El eje x es un eje de simetría, incidiendo el campo normalmente
sobre dicha recta y siendo nula la componente tangente:

HE2,t(x, 0) = HE2,x(x, 0) = −δϕE2

δx

∣∣∣∣
y=0

= 0 (τ2 ≤ x ≤ τp)

siendo τ2 =
τf
2

+ τm.

Esta condición implica que

AE2
n = 0 = CE2

n

reduciéndose la ecuación del potencial a:

ϕE2 (x, y) =
∞∑
n=1

[
BE2
n cos

(
βE2
n x
)

+DE2
n sen

(
βE2
n x
)]

senh
(
βE2
n y
)

(4.10)

La componente tangencial del campo es cero a lo largo de la línea
de periodicidad anti-cíclica de�nida por x = τp:

HE2,t(τp, y) = HE2,y(τp, y) = −δϕE2

δy

∣∣∣∣
x=τp

= 0 (0 ≤ y ≤ lm/2)

Aplicando esta condición, obtenemos:

BE2
n = 0 y βE2

n τp = nπ

o
DE2
n = 0 y βE2

n τp = (2n+ 1) π/2

Denominando βn = βE2
n , si sustituimos el primer conjunto de con-

diciones en la ecuación del potencial magnético escalar en la región
entreimán 2 (4.10), éste queda de la forma:

ϕE2 (x, y) =
∞∑
n=1

DE2
n sen (βnx)senh (βny) (4.11)

con
βn =

nπ

τp
(4.12)

3. Región imán
Una de las condiciones de contorno en la región imán es la siguiente:
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La componente tangente del campo es nula, a lo largo de la recta
y = 0, por ser éste un eje de simetría:

HI,t(x, 0) = HI,x(x, 0) = −δϕI
δx

∣∣∣∣
y=0

= 0 (τ1 ≤ x ≤ τ2)

Esta condición es satisfecha si

AIn = 0 = CI
n

Sustituyéndola en la ecuación del potencial en el entreimán (4.4)
resulta:

ϕI (x, y) =
∞∑
n=1

[
BI
n cos

(
βInx
)

+DI
nsen

(
βInx
)]

senh
(
βIny
)

(4.13)

4. Región entrehierro
Esta región está delimitada por dos rectas que son ejes de periodicidad
anti-cíclica y por otra que forma frontera con un material de permea-
bilidad in�nita.

La recta x = 0 es un eje de periodicidad anti-cíclica del campo
magnético, siendo, por lo tanto, nula su componente tangencial:

HG,t(0, y) = HG,y(0, y) = −δϕG
δy

∣∣∣∣
x=0

= 0 (0 ≤ y ≤ lm/2)

obteniendo:
AGn = 0 = BG

n

quedando la expresión del potencial de la forma:

ϕG (x, y) =
∞∑
n=1

sen
(
βGn x

) [
CG
n cosh

(
βGn y

)
+DG

n senh
(
βGn y

)]
(4.14)

Igualmente, la recta x = τp también es otro eje de periodicidad
anti-cíclica del campo, cumpliéndose:

HG,t(τp, y) = HG,y(τp, y) = −δϕG
δy

∣∣∣∣
x=τp

= 0 (0 ≤ y ≤ lm/2)

de donde se deduce:
βGn =

nπ

τp
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la cual habíamos denotado por βn. La expresión del potencial en
el entrehierro será:

ϕG (x, y) =
∞∑
n=1

sen (βnx)
[
CG
n cosh (βny) +DG

n senh (βny)
]
(4.15)

Debido a la permeabilidad in�nta del estátor, el campo incide
perpendicularmente en y = ls:

HG,t(x, hs) = HG,x(x, hs) = −δϕG
δx

∣∣∣∣
y=hs

= 0 (0 ≤ x ≤ τp/2)

Esta condición es satisfecha si

CG
n = −DG

n tgh (βnhs)

Si sustituimos en la anterior expresión (4.15) obtenemos:

ϕG (x, y) =
∞∑
n=1

DG
n sen (βnx) [senh (βny)− tgh (βnhs) cosh (βny)]

que, operando, resulta:

ϕG (x, y) = −
∞∑
n=1

DG
n sen (βnx)

senh [βn (hs − y)]

cosh (βnhs)
(4.16)

5. Frontera Entreimán 1-Imán
En esta frontera se cumple la continuidad de la componente tangencial
del campo y la normal de la inducción.

Continuidad de la componente tangencial del campo magnético
en la recta x = τ1:

HE1,t(τ1, y) = HI,t(τ1, y)⇒ HE1,y(τ1, y) = HI,y(τ1, y) (0 ≤ y ≤ lm/2)

Es decir

−δϕE1

δy

∣∣∣∣
x=τ1

= −δϕI
δy

∣∣∣∣
x=τ1

(0 ≤ y ≤ lm/2)

obteniendo

DE1
n sen

(
βE1
n τ1

)
βE1
n =

[
BI
n cos

(
βInτ1

)
+DI

nsen
(
βInτ1

)]
βIn (4.17)
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Continuidad de la componente normal de la inducción en la recta
x = τ1:

BE1,n(τ1, y) = BI,n(τ1, y)⇒ BE1,x(τ1, y) = BI,x(τ1, y) (0 ≤ y ≤ lm/2)

que equivale a

µ0HE1,x(τ1, y) = µ0HI,x(τ1, y) (0 ≤ y ≤ lm/2)

y en función del potencial, podemos escribir

−δϕE1

δx

∣∣∣∣
x=τ1

= −δϕI
δx

∣∣∣∣
x=τ1

(0 ≤ y ≤ lm/2)

obteniendo:

DE1
n cos

(
βE1
n τ1

)
βE1
n =

[
−BI

nsen
(
βInτ1

)
+DI

n cos
(
βInτ1

)]
βIn (4.18)

6. Frontera Imán-Entreimán 2
Las condiciones a cumplir en la frontera imán-entreimán 2 son equiva-
lentes a las de la frontera entreimán 1-imán: continuidad de la compo-
nente tangencial del campo y de la componente normal de la inducción.

Continuidad de la componente tangencial del campo magnético
en la recta x = τ2:

HE2,t(τ2, y) = HI,t(τ2, y)⇒ HE2,y(τ2, y) = HI,y(τ2, y) (0 ≤ y ≤ lm/2)

o

−δϕE2

δy

∣∣∣∣
x=τ2

= −δϕI
δy

∣∣∣∣
x=τ2

(0 ≤ y ≤ lm/2)

resultando:

DE2
n sen (βnτ2) βn =

[
BI
n cos

(
βInτ2

)
+DI

nsen
(
βInτ2

)]
βIn (4.19)

Continuidad de la componente normal de la inducción en la recta
x = τ2:

BE2,n(τ2, y) = BI,n(τ2, y)⇒ BE2,x(τ2, y) = BI,x(τ2, y) (0 ≤ y ≤ lm/2)

se escribe como

µ0HE2,x(τ2, y) = µ0HI,x(τ2, y) (0 ≤ y ≤ lm/2)
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o lo que es lo mismo

−δϕE2

δx

∣∣∣∣
x=τ2

= −δϕI
δx

∣∣∣∣
x=τ2

(0 ≤ y ≤ lm/2)

obteniéndose:

DE2
n cos (βnτ2) βn =

[
−BI

nsen
(
βInτ2

)
+DI

n cos
(
βInτ2

)]
βIn (4.20)

Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (4.17), (4.18), (4.19) y
(4.20) obtenemos:

βE1
n = βIn = βn,

BI
n = 0,

DE1
n = DI

n

y
DE2
n = DI

n

que al sustituirlas en las ecuaciones (4.9), (4.11) y (4.13) nos pro-
porcionan las nuevas expresiones del potencial magnético escalar
en la región entreimán 1

ϕE1(x, y) =
∞∑
n=1

DI
nsen (βnx) senh (βny) (4.21)

en la región entreimán 2

ϕE2(x, y) =
∞∑
n=1

DI
nsen (βnx) senh (βny) (4.22)

y en la región iman:

ϕI(x, y) =
∞∑
n=1

DI
nsen (βnx) senh (βny) (4.23)

Observando las expresiones anteriores, vemos que las soluciones
para las tres regiones son idénticas, pudiendo emplear una expre-
sión general para estas regiones, a la que denominaremos ϕM , de
la forma

ϕM(x, y) =
∞∑
n=1

DM
n sen (βnx) senh (βny) (4.24)
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siendo válida para 0 ≤ x ≤ τp y 0 ≤ y ≤ lm/2. Las expresiones de
las componentes del campo, también serán idénticas para las tres
zonas. A parir de (2.44) obtenemos:

HM,x (x, y) = −∂ϕM (x, y)

∂x

para la componente x y a partir de (2.45):

HM,y (x, y) = −∂ϕM (x, y)

∂y

para la componente y, con 0 ≤ x ≤ τp y 0 ≤ y ≤ lm/2.

Una vez conocido el campo y aplicando la expresión (2.8), pode-
mos obtener la inducción. Dado que la magnetización en la di-
rección x es nula, la componente en este eje de la inducción será
idéntica en las tres zonas. Así y partiendo de (2.51):

BM,x (x, y) = µ0HM,x (x, y)

donde 0 ≤ x ≤ τp y 0 ≤ y ≤ lm/2.

Por su parte, la componente y será diferente en cada zona, debido
a que la magnetización en esta dirección no es uniforme en dichas
regiones (la zona entre-imán 1 y entre-imán 2 tienen un vector de
magnetización nulo, mientras que la zona imán posee un vector
de magnetización de valor M dirigido hacia la parte positiva del
eje y). Empleando (2.52) en las regiones entre-imán y (2.50) en la
región imán, resulta:

BM,y(x, y) =


µ0HM,y (x, y) 0 ≤ x ≤ τ1

µ0 [HM,y (x, y) +M ] τ1 ≤ x ≤ τ2 0 ≤ y ≤ lm/2
µ0HM,y (x, y) τ2 ≤ x ≤ τp

(4.25)
Para evitarnos el tener que particularizar el valor de la magneti-
zación en cada zona, vamos a de�nir una función que represente
la variación de la magnetización para el rango 0 ≤ x ≤ τp y
0 ≤ y ≤ lm/2. A esta función la llamaremos per�l de magne-
tización y la denotaremos por My. La �gura 4.18 muestra esta
función. Introduciendo el per�l de magnetización en la ecuación
(4.25) obtenemos:

BM,y(x, y) = µ0 [HM,y (x, y) +My (x)] (4.26)
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Figura 4.18: Per�l de magnetización

para 0 ≤ x ≤ τp y 0 ≤ y ≤ lm/2.

Con la introducción de la función per�l de magnetización conse-
guimos:

a) reducir las zonas de estudio a dos zonas (�gura 4.19):

� entrehierro (emplearemos el subíndice o el superíndice G
para referirnos a ella), e

� imán (subíndice o superíndice M ).

Figura 4.19: Geometría con dos zonas

b) poder trabajar de una forma más genérica y compacta. El
per�l de magnetización, al ser una función periódica, puede



4.2 Máquina lisa 125

desarrollarse en serie de Fourier, de la forma siguiente:

My (x) =
∞∑
n=1

Kyn · sen(βnx) (4.27)

con

Kyn =

{
0 n par
4
nπ

Br
µ0

(−1)
n−1
2 sen

(
nπαm

2

)
n impar

(4.28)

siendo Br la inducción remanente del imán y αm la denomi-
nada fracción de imán, la cual se de�ne como el cociente entre
el paso de imán y el paso de polo:

αm =
τm
τp

La fracción de imán es una cantidad entre 0 y 1. Si no existe
entreimán, la fracción de imán vale la unidad, reduciéndose
los coe�cientes del desarrollo en serie de Fourier del per�l de
magnetización a:

Kyn =

{
0 n par
4
nπ

Br
µ0

n impar
(4.29)

7. Frontera imán - entrehierro
Las condiciones en esta frontera de separación son idénticas a las vistas
previamente: conservación de la componente tangencial del campo y de
la componente normal de la inducción.

Conservación de la componente tangencial del campo en la recta
y = lm/2:

HM,t(x, lm/2) = HG,t(x, lm/2)⇒

⇒ HM,x(x, lm/2) = HG,x(x, lm/2) (0 ≤ x ≤ τp)

que equivale a

−δϕM
δx

∣∣∣∣
y=lm/2

= −δϕG
δx

∣∣∣∣
y=lm/2

(0 ≤ x ≤ τp)

De esta relación obtenemos:

DM
n = −DG

n

senh (βng)

cosh (βnls) · senh (βnlm/2)
(4.30)
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Conservación de la componente normal de la inducción en la recta
y = lm/2:

BM,n(x, lm/2) = BG,n(x, lm/2)⇒

⇒ BM,y(x, lm/2) = BG,y(x, lm/2) (0 ≤ x ≤ τp)

Teniendo en cuenta la expresión 4.26 :

µ0 [HM,y(x, lm/2) +My(x)] = µ0HG,y(x, lm/2) (0 ≤ x ≤ τp)

es decir

µ0

[
−δϕM

δy

∣∣∣∣
y=lm/2

+My(x)

]
= −µ0

δϕG
δy

∣∣∣∣
y=lm/2

(0 ≤ x ≤ τp)

cumpliéndose

DM
n cosh (βnlm/2)− Kyn

βn
= DG

n

cosh (βng)

cosh (βnhs)
(4.31)

Si resolvemos el sistema formado por 4.30 y 4.31 obtenemos la
expresión de la constante DG

n :

DG
n = −Kyn

βn
· senh (βnlm/2)

tgh (βnhs)
(4.32)

y de DM
n :

DM
n =

Kyn

βn
· senh (βng)

senh (βnhs)
(4.33)

4.2.3. Expresiones del potencial, del campo y de la in-

ducción

Una vez aplicadas las condiciones de contorno y calculadas las constantes,
podemos obtener las expresiones del potencial y, a partir de éste, las del
campo, empleando las relaciones (2.44) y (2.45), y las de la inducción en
cualquier punto de la geometría, mediante (2.49) y (2.50) o (2.51) y (2.52),
según se trate de la región imán o la región entrehierro. Las expresiones en
cada región son:

Región imán
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� Potencial magnético escalar

Sustituyendo DM
n , expresión (4.33), en (4.24) obtenemos:

ϕM(x, y) =
∞∑
n=1

Kyn

βn
· senh (βng)

senh (βnhs)
· sen (βnx) · senh (βny) (4.34)

� Componentes del campo magnético

HM,x (x, y) = −∂ϕM
∂x
⇒

HM,x (x, y) = −
∞∑
n=1

Kyn ·
senh (βng)

senh (βnhs)
· cos (βnx) · senh (βny)

(4.35)

HM,y (x, y) = −∂ϕM
∂y
⇒

HM,y (x, y) = −
∞∑
n=1

Kyn ·
senh (βng)

senh (βnhs)
· sen (βnx) · cosh (βny)

(4.36)

� Componentes de la inducción

BM,x (x, y) = µ0HM,x ⇒

BM,x (x, y) = −
∞∑
n=1

µ0Kyn ·
senh (βng)

senh (βnhs)
· cos (βnx) · senh (βny)

(4.37)

BM,y (x, y) = µ0 (HM,x +My)⇒

BM,y (x, y) =
∞∑
n=1

µ0Kyn ·
[
1− senh (βng)

senh (βnhs)
· cosh (βny)

]
· sen (βnx)

(4.38)

Región entrehierro

� Potencial magnético escalar

Sustituyendo DG
n , expresión (4.33), en (4.16) obtenemos:

ϕG (x, y) =
∞∑
n=1

Kyn

βn
· senh (βnlm/2)

senh (βnhs)
· sen (βnx) · senh [βn (hs − y)]

(4.39)
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� Componentes del campo magnético

HG,x (x, y) = −∂ϕG
∂x
⇒

HG,x (x, y) = −
∞∑
n=1

Kyn ·
senh (βnlm/2)

senh (βnhs)
· cos (βnx) · senh [βn (hs − y)]

(4.40)

HG,y (x, y) = −∂ϕG
∂y
⇒

HG,y (x, y) =
∞∑
n=1

Kyn ·
senh (βnlm/2)

senh (βnhs)
· sen (βnx) · cosh [βn (hs − y)]

(4.41)

� Componentes de la inducción

BG,x (x, y) = µ0HG,x ⇒

BG,x (x, y) = −
∞∑
n=1

µ0Kyn ·
senh (βnlm/2)

senh (βnhs)
· cos (βnx) · senh [βn (hs − y)]

(4.42)

BG,y (x, y) = µ0HG,x ⇒

BG,y (x, y) =
∞∑
n=1

µ0Kyn ·
senh (βnlm/2)

senh (βnhs)
· sen (βnx) · cosh [βn (hs − y)]

(4.43)

Con los valores numéricos de los parámetros indicados en la tabla 4.1 y
aplicando las expresiones 4.27, 4.28 o 4.29 y desde 4.34 hasta 4.43, realiza-
mos un programa en Matlab para su resolución. En las siguientes �guras, se
muestran la variación del potencial escalar (�gura 4.20), y de la componente
x (�gura 4.21) e y de la inducción (�gura 4.22) obtenidas con la programa-
ción realizada en un polo para un entreimán de 5 milímetros.

En cada una de las �guras, se muestra la variación tridimensional de la
magnitud representada (en la parte izquierda) y la proyección de esta varia-
ción en el plano xy (en la parte derecha).

En las grá�ca siguiente (�gura 4.23), se muestra la variación del potencial
escalar sobre la super�cie del imán para diferentes valores del entreimán (30,
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Figura 4.20: Potencial magnético escalar (entreimán: 5 mm)

Figura 4.21: Componente x de la inducción (entreimán: 5 mm)

Figura 4.22: Componente y de la inducción (entreimán: 5 mm)
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25, 20, 15, 10, 5 y 0 milímetros), donde hemos mantenido constante el paso
de polo (69 mm) y, por lo tanto, hemos ido aumentando el paso de imán (39,
44, 49, 54, 59, 64 y 69 milímetros).

Figura 4.23: Variación del potencial escalar en la super�cie del imán para
diferentes valores del entreimán.

En la tabla siguiente (tabla 4.5) se muestra, en función del entreimán, el
valor máximo absoluto del potencial escalar (al que denominaremos Vo), el
porcentaje de variación con respecto al valor para entreimán nulo y la des-
viación estándar del potencial escalar.

A la vista de los resultados mostrados, observamos como una magneti-
zación positiva origina un potencial escalar positivo; además, dada la alter-
nancia de polos que existe en el rótor de la máquina, también habrá una
alternancia en el signo del potencial escalar en cada polo. Como consecuen-
cia de este cambio de signo, debe existir una transición entre ambos valores,
estando condicionada dicha transición por el tamaño del entreimán. Al variar
el entreimán, observamos:

A medida que disminuimos el entreimán, la transición es más rápida.

El valor máximo absoluto apenas varía cuando modi�camos el entre-
imán (una variación ligeramente superior al 1% para un entreimán de
30 mm con respecto al valor para entreimán nulo)
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Entreimán Máximo absoluto Desviación estándar
(mm) Vo Diferencia Valor Diferencia

(Av) (%) (Av) (%)
0 3319.08 0.00% 671.93 0.00%
5 3318.52 -0.02% 801.34 19.26%
10 3316.71 -0.07% 966.32 43.81%
15 3313.34 -0.17% 1109.44 65.11%
20 3307.32 -0.35% 1221.83 81.84%
25 3296.93 -0.67% 1300.52 93.55%
30 3279.59 -1.19% 1344.13 100.04%

Tabla 4.5: Máximo absoluto y desviación estándar del potencial escalar en la
super�cie del imán para diferentes valores del entreimán

La desviación estándar sí que experimenta variaciones importantes (pró-
xima al 94% para el entreimán de 30 mm con respecto al entreimán
nulo). Este comportamiento es una consecuencia directa de mantener
constante el paso de polo y tener que disminuir la anchura del imán al
aumentar el entreimán.

En las grá�cas siguientes mostramos la variación de la componente x de
la inducción (�gura 4.24) y de la componente y de la inducción (�gura 4.25)
sobre la super�cie del imán para diferentes valores del entreimán (30, 25, 20,
15, 10, 5 y 0 milímetros) manteniendo constante el paso de polo.

De la observación de las �guras que muestran las componentes de la
inducción podemos destacar:

Sobre la componente x:

� Esta componente de la inducción es nula excepto en las proximi-
dades de la frontera entre el imán y los entreimanes, presentando
sendos picos en cada una de dichas fronteras.

� A medida que disminuye el entreimán, el valor máximo es mayor,
debido al mayor gradiente de potencial que existe en esa dirección
(el valor máximo para entreimán nulo es superior al doble del
correspondiente a un entreimán de 30 mm).

� Según nos movemos hacia valores de x crecientes, la primera fron-
tera supone un incremento del potencial escalar mientras que la
segunda es un decremento del mismo. Debido a ello, las compo-
nentes x de la inducción en cada frontera serán negativa y positiva,
respectivamente.
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Figura 4.24: Variación de la componente x de la inducción en la super�cie
del imán para diferentes valores del entreimán.

Figura 4.25: Variación de la componente y de la inducción en la super�cie
del imán para diferentes valores del entreimán.
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Respecto a la componente y:

� La componente y de la inducción es positiva para una magne-
tización positiva, tendiendo a cero cuando nos acercamos a los
extremos del polo.

� Cuando estamos encima del imán, el valor de esta componente
adquiere valores próximos al máximo.

� Cuando estamos en la región entreimán, el valor de esta compo-
nente tiende a cero, valor que toma en los extremos del polo.

� En las fronteras imán-entreimán se observan oscilaciones en el va-
lor de esta componente. Este comportamiento es debido al fenó-
meno Gibbs que aparece como consecuencia de realizar un desa-
rrollo en serie de Fourier de una función con discontinuidades.

� El valor máximo absoluto apenas varía cuando modi�camos el
entreimán (una variación inferior al 1% para un entreimán de 30
mm con respecto al valor para entreimán nulo)

Debido a que consideramos la permeabilidad del estátor in�nita, el poten-
cial escalar y la componente x de la inducción en la super�cie del estátor son
nulas, siendo no nula la componente y. La �gura (4.26) muestra la variación
de esta componente en la super�cie del estátor para diferentes valores del
entreimán, manteniendo constante el paso de polo.

A la vista de los resultados mostrados, observamos como la componente y
de la inducción es positiva para una magnetización positiva; como consecuen-
cia de la alternancia de polos y al igual que sucedía en el potencial escalar,
también habrá una alternancia en el signo de esta componente, produciéndo-
se una transición entre los valores positivos y los negativos. Esta transición
se produce en el entreimán, condicionando el tamaño de éste su forma. La
tabla siguiente (tabla 4.6) muestra, en función del entreimán, el valor má-
ximo absoluto de la componente y de la inducción (al que denominaremos
Bmax
y ), el porcentaje de variación con respecto al valor para entreimán nulo

y la desviación estándar de esta componente.
Cuando variamos el entreimán, observamos:

A medida que disminuimos el entreimán, la transición es más rápida.

El valor máximo absoluto apenas varía cuando modi�camos el entre-
imán (una variación ligeramente inferior al 1.5% para un entreimán de
30 mm con respecto al valor para entreimán nulo)
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Figura 4.26: Variación de la componente y de la inducción en la super�cie
del estátor para diferentes valores del entreimán.

Entreimán Máximo absoluto Desviación estándar
(mm) Bmax

y Diferencia Valor Diferencia
(T) (%) (T) (%)

0 0.781 0.00% 0.185 0.00%
5 0.781 -0.02% 0.196 6.00%
10 0.781 -0.08% 0.222 19.84%
15 0.780 -0.21% 0.250 35.14%
20 0.778 -0.44% 0.275 48.32%
25 0.775 -0.82% 0.292 57.88%
30 0.770 -1.47% 0.302 63.21%

Tabla 4.6: Máximo absoluto y desviación estándar de la componente y de la
inducción en la super�cie del estátor para diferentes valores del entreimán
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La desviación estándar sí que experimenta variaciones importantes (pró-
xima al 64% para el entreimán de 30 mm con respecto al entreimán
nulo). Este comportamiento es una consecuencia directa de mantener
constante el paso de polo y tener que disminuir la anchura del imán al
aumentar el entreimán.

4.2.4. Simulación por elementos �nitos

Con el �n de validar el procedimiento seguido y los resultados hallados,
vamos a obtener los valores del potencial escalar y de las componentes de
la inducción en la super�cie del imán y del estátor que nos proporciona el
programa Flux3D. Para ello, y continuando con el modelo con entreimán
que habíamos desarrollado en el apartado (4.1.2), procedimos a calcularlos
las magnitudes señaladas para los mismos valores del entreimán que hemos
considerado en la modelización analítica (0, 5, 10, 15, 20, 25 y 30 milímetros)
para, posteriormente, realizar la comparación de los resultados proporciona-
dos por ambos procedimientos (denominaremos "Matlab" a los resultados
obtenidos con la formulación propuesta y "Flux" a los proporcionados por la
simulación por elementos �nitos). Comparamos los siguientes resultados:

Variación del potencial escalar en la super�cie del imán en función de
la posición, para diferentes valores del entreimán (0, 5, 10, 15, 20, 25 y
30 milímetros) (�gura 4.27).

Podemos observar como, para todos los valores del entreimán, los re-
sultados del potencial escalar en la super�cie del imán proporcionados
por nuestra formulación son prácticamente iguales a los obtenidos me-
diante la simulación por elementos �nitos en las zonas ascendentes y
descendentes, siendo algo superiores en la zona central.

La tabla (4.7) muestra, para cada valor del entreimán, el máximo ab-
soluto en ambos modelos y el porcentaje de desviación del resultado
analítico respecto al de elementos �nitos. Podemos observar como esa
desviación es ligeramente superior al 2 % en la peor situación (entre-
imán de 30 mm), siendo en cualquier caso un error pequeño. Para el
modelo con entreimán de 5 mm, que corresponde al modelo equivalente
a la geometría con nervios oblicuos, esta desviación es inferior al 2 %.
En esta tabla aparecen resaltados los valores correspondientes al entre-
imán de 5 mm, ya que este valor de entreimán corresponde al modelo
equivalente a la geometría con nervios oblicuos.
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Figura 4.27: Comparativa de los resultados obtenidos del potencial escalar
en la super�cie del imán en función del entreimán

Entreimán Analítico Elementos Finitos Desviación

(mm) (Av) (Av) (%)
0 3319.08 3256.77 1.91%
5 3318.52 3256.20 1.91%
10 3316.71 3254.21 1.92%
15 3313.34 3250.26 1.94%
20 3307.32 3243.29 1.97%
25 3296.93 3231.36 2.03%
30 3279.59 3211.21 2.13%

Tabla 4.7: Valores máximos del potencial magnético escalar en la super�cie
del imán y porcentaje de desviación
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El principal motivo de esta diferencia de valores reside en que, en la
formulación propuesta, consideramos que �ujo de dispersión del imán
en la dirección x es nulo, no siendo cierto en el modelo con elementos
�nitos. La existencia de un �ujo de dispersión provoca que los valores
del potencial magnético sean inferiores a los que se obtendrían si no
existiera dicho �ujo.

La �nalidad que perseguíamos al resolver la Ecuación de Laplace en
el entrehierro de nuestra máquina, era conocer el valor del potencial
magnético en la super�cie del rotor para poder aplicar la técnica de
los subdominios, parámetro que denotábamos por Vo. A la vista de las
grá�cas obtenidas para esta magnitud (�gura 4.27) y si tuviéramos que
�jar un valor constante en toda la super�cie del imán, elegiríamos el
valor máximo del potencial magnético escalar. Este valor, para el caso
de entreimán de 5 mm, es de 3318.52 Av.

No obstante y tal como indica la grá�ca correspondiente, aunque este
valor se mantiene más o menos constante en la zona central del imán,
tiende a cero al aproximarnos a los extremos. Por lo tanto, el suponer
que el potencial en la super�cie del imán tiene un valor constante no es
una buena aproximación, siendo necesario modelizar de alguna forma
el comportamiento real de esta magnitud. Este aspecto le abordaremos
en el siguiente apartado.

Variación de la componente x de la inducción en la super�cie del imán
en función de la posición, para diferentes valores del entreimán (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milímetros) (�gura 4.28).

La componente x de la inducción en la super�cie del imán muestra un
excelente acuerdo entre los valores proporcionados por nuestra formu-
lación con aquellos suministrados por el software Flux3D, para todas
las posiciones y para cualquier valor del entreimán.

Variación de la componente y de la inducción en la super�cie del imán
en función de la posición, para diferentes valores del entreimán (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milímetros) (�gura 4.29).

Las diferencias existentes entre los resultados obtenidos mediante la
formulación propuesta y los proporcionado por elementos �nitos son de-
bidos a las oscilaciones provocadas por el fenómeno Gibbs, obsevándose
como, cuando nos alejamos de la frontera entre el imán y el entreimán,
ambas formulaciones muestran un buen acuerdo. En la medida en que



138 Máquina brushless de �ujo axial e imanes permanentes

Figura 4.28: Comparativa de los resultados obtenidos de la componente x de
la inducción en la super�cie del imán en función del entreimán

Figura 4.29: Comparativa de los resultados obtenidos de la componente y de
la inducción en la super�cie del imán en función del entreimán
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seamos capaces de disminuir o eliminar este fenómeno, mejoraremos los
resultados obtenidos.

Variación del potencial escalar en la super�cie del estátor en función
de la posición, para diferentes valores del entreimán (0, 5, 10, 15, 20,
25 y 30 milímetros) (�gura 4.30).

Figura 4.30: Comparativa de los resultados obtenidos del potencial escalar
en la super�cie del estátor en función del entreimán

En la formulación propuesta consideramos la super�cie del estátor una
super�cie equipotencial con un valor nulo del potencial magnético esca-
lar. Los resultados por elementos �nitos muestran que esta super�cie no
es equipotencial, si no que existe una pequeña variación del potencial a
lo largo de ella; no obstante, en comparación con los valores obtenidos
en la super�cie del imán, los del estátor son del orden de 105 veces
inferiores a los del rótor (3318.52 Av en el imán frente a 1.76 · 10−2 Av
en el estátor).

Variación de la componente x de la inducción en la super�cie del estátor
en función de la posición, para diferentes valores del entreimán (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milímetros) (�gura 4.31).

Se aprecian diferencias entre los valores calculados con nuestra formu-
lación de los hallados por la simulación con elementos �nitos. Mientras
que en la primera la componente x de la inducción es nula en la super-
�cie del estátor como consecuencia de considerar al estátor una región
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Figura 4.31: Comparativa de los resultados para la componente x de la in-
ducción en la super�cie del estator en función del entreimán

con permeabilidad in�nita, en la segunda se observa que existe una va-
riación en el valor de esta componente de la inducción. No obstante, el
orden de magnitud de esta componente es la millonésima parte de la
componente en la dirección y siendo, por lo tanto, pequeño el error que
cometemos con nuestra formulación.

Variación de la componente y de la inducción en la super�cie del estátor
en función de la posición, para diferentes valores del entreimán (0, 5,
10, 15, 20, 25 y 30 milímetros) (�gura 4.32).

A diferencia de la componente x, la componente y de la inducción
muestra un buen acuerdo entre los valores proporcionados por nuestra
formulación con aquellos suministrados por el software Flux3D, para
todas las posiciones y para cualquier valor del entreimán. La tabla 4.8
muestra, para cada valor del entreimán, el valor máximo en cada for-
mulación y el porcentaje de diferencia existente entre ambas.

Podemos observar como los valores obtenidos por ambas formulacio-
nes son próximos entre sí, siendo algo inferiores en la formulación por
elementos �nitos, disminución originada por la existencia del �ujo de
dispersión.

Tal y como indicábamos en el punto anterior, el orden de magnitud de
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Figura 4.32: Comparativa de los resultados para la componente y de la in-
ducción en la super�cie del estator en función del entreimán

Entreimán Analítico Elementos Finitos Desviación

(mm) (T) (T) (%)
0 0.78 0.77 1.95%
5 0.78 0.77 1.95%
10 0.78 0.77 1.96%
15 0.78 0.76 1.99%
20 0.78 0.76 2.03%
25 0.77 0.76 2.10%
30 0.77 0.75 2.23%

Tabla 4.8: Valores máximos de la componente y de la inducción en la super-
�cie del estátor y porcentaje de desviación
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esta componente es 106 veces superior a la del eje x, siendo este com-
ponente y la que in�uirá decisivamente en los cálculos que realicemos a
partir de la inducción, como lo será, por ejemplo, el �ujo abarcado por
las bobinas que se encuentren en el estátor.

A la vista de la comparación realizada, podemos a�rmar que existe un
buen acuerdo entre nuestra formulación y el software de simulación por ele-
mentos �nitos Flux3D, quedando, a nuestro juicio, validada la formulación
realizada.

4.3. Imán con banda de desmagnetización

4.3.1. Introducción

La aplicación del método de los subdominios a nuestra máquina, requiere
el conocimiento del valor del potencial magnético escalar en el contorno de la
geometría que vayamos a estudiar y, en particular, en la super�cie del rótor.
En los ejemplos mostrados en el capítulo 3 y en el apéndice C, este potencial
tenía un valor constante en toda la super�cie, que igualábamos a la unidad
o denotábamos por Vo.

En este apartado vamos a enfrentarnos al problema de expresar matemá-
ticamente el potencial escalar en la super�cie del rótor, cuyo comportamiento
analizábamos en el apartado anterior y que se mostraba grá�camente en la
�gura 4.27. Los resultados mostrados en esta �gura nos indican que, aunque
el potencial magnético mantiene un valor constante en la zona central del
imán, este valor disminuye según nos vamos acercando a los extremos del
imán, sigue disminuyendo según nos vamos moviendo por el entreimán, sien-
do cero en el centro del entreimán, posición que corresponde con el extremo
del polo. Este comportamiento se origina por la alternancia de polos, que
implica una alternancia en el signo del potencial magnético originado por el
imán, siendo necesaria una transición del valor positivo que posee éste en un
polo al valor negativo que tendrá en el polo siguiente. Dicha transición es más
rápida cuanto menor es el valor del entreimán, pero nunca es instantánea, ni
para el caso de entreimán nulo.

Por lo dicho anteriormente, no podemos suponer que el potencial en la
super�cie del imán sea constante y que el potencial cambia de forma ins-
tantánea del valor positivo al valor nulo cuando estemos sobre el entreimán.
En la �gura 4.33 se muestra, para un entreimán de 5 mm, la variación del
potencial escalar en la super�cie del rótor para un polo proporcionada por
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el método analítico (Matlab), por elementos �nitos (Flux3D) y si supone-
mos un cambio instantáneo (Salto). Se observa cómo existen diferencias en
los extremos del polo entre las dos primeras y la tercera. Lógicamente, estas
diferencias en el potencial escalar implicarán también diferencias en las com-
ponentes de la inducción y en los valores del �ujo que calculemos a partir de
dicha inducción.

Figura 4.33: Variación del potencial escalar en la super�cie del imán (entre-
imán nulo)

El objetivo que nos proponemos en este apartado es el modelizar ma-
temáticamente el comportamiento del potencial escalar en la super�cie del
rótor. Para representar la variación en el potencial escalar mostrada en la
grá�ca anterior, no vamos a distinguir entre imán y entreimán, si no que
vamos a considerar todo el polo como un conjunto el cual posee una zona en
la proximidad de la frontera de separación entre un polo y el siguiente, en la
cual el potencial disminuye desde el valor que posee en la región central hasta
cero. A esta zona la denominaremos banda de desmagnetización. En la �gura
4.34 se muestra la geometría antigua (sin banda de desmagnetización y con
entreimán) y la nueva geometría (con banda de desmagnetización), siendo a
la anchura de la banda.

Para expresar la variación del potencial escalar en la banda, empleare-
mos la tangente hiperbólica, al ser ésta una función continua y que varía
entre −1 y +1. En la �gura 4.35 se muestra la función y = tanh(c · x) pa-
ra diferentes valores del parámetro c y variando la abcisa desde −20 hasta 20.
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Figura 4.34: Geometría: a)Sin banda de desmagnetización. b) Con banda de
desmagnetización
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Figura 4.35: Función y = tanh(c · x) para diferentes valores del parámetro c

Como el parámetro c nos permite controlar la pendiente de la tangente
hiperbólica y el parámetro a la anchura de la banda de desmagnetización,
necesitamos hallar un valor de c y de otro de a que originen una variación del
potencial escalar en la super�cie del rótor que se ajuste a la que obtenemos
mediante la formulación propuesta y mediante elementos �nitos, tal y como
mostrábamos en la �gura 4.33. Para ello, vamos a calcular la expresión del
potencial magnético escalar en la super�cie del rotor para un polo con banda
de desmagnetización, empleando el método de los subdominios.

4.3.2. Calculo del potencial originado por un polo con

bandas de desmagnetización

Consideremos la geometría de nuestro problema, que se muestra en la
parte superior de la �gura 4.36. Esta geometría está formada por un estátor
liso y un rotor compuesto por un número determinado de polos; cada polo
posee un imán en la zona central y sendas bandas de desmagnetización que
separan unos imanes de otros, los cuales alternan en polaridad. La anchura
de la banda de desmagnetización la hemos representado por a, la longitud
del imán completo es el paso de imán (τm), mientras que la longitud del imán
eliminando las bandas de desmagnetización viene dada por el paso de imán
efectivo(τmeff ). Debido a las simetrías que existen, podemos reducir el pro-
blema al cálculo del potencial en la zona recuadrada, en la cual se distinguen
dos regiones como se muestra en la zona ampliada de la �gura 4.36.
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Figura 4.36: Geometría del problema y detalle de la zona a estudiar

La �gura 4.37 muestra el problema de potencial para el área elegida de la
�gura 4.36. Como se puede observar existen dos regiones claramente diferen-
ciadas e interconectadas a través de la frontera común CD. Se debe cumplir
que el potencial magnético escalar y su derivada espacial deben ser continuos
a través de esta frontera. Basándonos en esta propiedad y tal y como lo he-
mos planteado en ejemplos precedentes, resolveremos el problema en los dos
pasos ya conocidos:
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Figura 4.37: Planteamiento del problema de potencial para el área elegida de
la �gura 4.36

1. Impondremos una distribución de potencial arbitraria a lo largo de la
frontera común CD. Esta distribución vendrá expresada en forma de
un desarrollo de Fourier en senos en el que los coe�cientes son variables
por determinar (esta elección se justi�ca en el apéndice B). Ahora que
tenemos especi�cadas las condiciones de contorno en ambas regiones a
cada lado de la frontera, resolveremos, por separado, la distribución de
potencial en cada región.

2. Obtendremos los coe�cientes del desarrollo de Fourier de la distribución
de potencial en la frontera CD igualando la derivada normal de la
función potencial en ambas regiones a lo largo de dicha frontera.

Paso 1

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común CD

es de la forma ϕCDm =
∞∑
q=1

Hq sen
(
qπy
g′

)
para 0 ≤ y ≤ g′ tanto en la

región I como en la II, siendo Hq son los coe�cientes a determinar.

Estudiemos cada región.
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Potencial en la región I

Dado que la tangente hiperbólica es una función impar, el potencial en
la región I (�gura 4.38) lo obtendremos por superposición del caso#4
y del caso#12 del anexo C, llegando a:

ϕIm =
∞∑
n=1

bn csch

(
2nπg′

a

)
sen

(
2nπx

a

)
senh

(
2nπy

a

)
+

+
∞∑
q=1

Hq csch

(
qπa

2g′

)
senh

(
qπx

g′

)
sen

(
qπy

g′

)
(4.44)

Figura 4.38: Región I: el potencial lo obtendremos por superposición del
caso#4 y del caso#12

Potencial en la región II

El potencial en la región II (�gura 4.39) lo obtendremos por superpo-
sición del caso#3 y del caso#7 del anexo C, llegando a:

ϕIIm =
∞∑
k=1

4V0

(2k − 1)π
csch

[
(2k − 1)πg′

τmeff

]
senh

[
(2k − 1)πy

τmeff

]
sen

[
(2k − 1)πx

τmeff

]
+
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+
∞∑
q=1

Hq sech

(
qπτmeff

2g′

)
cosh

[
qπ
(
τmeff − 2x

)
2g′

]
sen

(
qπy

g′

)
(4.45)

Figura 4.39: Región II: el potencial lo obtenemos por superposición del ca-
so#3 y del caso#7

Paso 2

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las dos re-
giones podemos obtener un conjunto de ecuaciones en función de los
coe�cientes Hq sin más que plantear en la frontera común que

∂ϕIm
∂x

∣∣∣∣
x=a

2

=
∂ϕIIm
∂x

∣∣∣∣
x=0

Obtengamos dichas derivadas.

Derivada en la región I

La derivada del potencial escalar de la región I respecto de x viene dada
por:

∂ϕIm
∂x

=
∞∑
n=1

bn
2nπ

a
csch

(
2nπg′

a

)
cos

(
2nπx

a

)
senh

(
2nπy

a

)
+
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+
∞∑
q=1

Hq
qπ

g′
csch

(
qπa

2g′

)
csch

(
qπx

g′

)
sen

(
qπy

g′

)
En la frontera común CD con la región II, el valor de las abcisas en
la región I para cualquier punto es x = a/2, valor que sustituido en la
derivada anterior nos proporciona:

∂ϕIm
∂x

∣∣∣∣
x=a

2

=
∞∑
n=1

bn
2nπ

a
(−1)n csch

(
2nπg′

a

)
senh

(
2nπy

a

)
+

+
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q=1

Hq
qπ

g′
coth

(
qπa

2g′

)
sen

(
qπy

g′

)
(4.46)

para valores de y/g′ tal que 0 ≤ y/g′ ≤ 1.

Derivada en la región II

La derivada del potencial escalar de la región II respecto de x viene
dada por:

∂ϕIIm
∂x

=
∞∑
k=1

4V0

τmeff
csch

[
(2k − 1)πg′

τmeff

]
senh

[
(2k − 1)πy

τmeff

]
cos

[
(2k − 1)πx

τmeff

]
+

+
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q=1

Hq

(
−qπ
g′

)
sech

(
qπτmeff

2g′

)
senh

[
qπ
(
τmeff − 2x

)
2g′

]
sen

(
qπy

g′

)
En la frontera común CD con la región I, el valor de las abcisas en
la región II para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la
derivada anterior nos proporciona:

∂ϕIIm
∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=1

4V0

τmeff
csch

[
(2k − 1)πg′
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]
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[
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]
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−
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)
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)
(4.47)

para valores de y/g′ tal que 0 ≤ y/g′ ≤ 1.

Si en la ecuación
∂ϕIm
∂x

∣∣∣∣
x=a

2

=
∂ϕIIm
∂x

∣∣∣∣
x=0
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sustituimos las expresiones (4.46) y (4.47), y recolocando sumandos pa-
ra dejar los que poseen Hq en un único lado de la ecuación, obtenemos:

∞∑
q=1

Hq
qπ

g′
sen

(
qπy

g′

) [
tanh

(
qπτmeff

2g′

)
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(
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=
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)
e introduciendo la relación y/g′ resulta:

∞∑
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(4.48)

para valores de y/g′ tal que 0 ≤ y/g′ ≤ 1.

De la resolución de la anterior ecuación (4.48), en la se emplearán mé-
todos numéricos, obtendremos los valores de los coe�cientes Hq. Para
ello, por ejemplo, elegiremos un valor máximo para q, como Q, y elegi-
remos Q diferentes valores para la variable y/g′ dentro de su rango. De
esta manera tendremos Q ecuaciones con Q incógnitas (los coe�cientes
Hq).

Como ejemplo numérico procedimos a elegir unos valores para las di-
mensiones del problema que nos ocupa, estos son: Vo = 3318.52Av,
g′ = 5.3370mm, τp = 69mm, a = 25mm y c = 0.5, y realizamos un
programa en Matlab para su resolución. El programa nos proporcio-
na los valores de los coe�cientes Hq, valores que introducidos en las
expresiones del potencial en la región I (ecuación 4.44) y en la región
II (ecuación 4.45) nos permiten conocer el valor del potencial escalar
en cualquier punto de la zona considerada. La �gura 4.40 nos muestra
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Figura 4.40: Potencial escalar en la región estudiada. Valores de los paráme-
tros: Vo = 3318.52Av, g′ = 5.3370mm, τp = 69mm, a = 25mm y c = 0.5.

grá�camente dicho potencial.

En la siguiente grá�ca (�gura 4.41) se muestra la variación del potencial
escalar en la super�cie del estátor (y = 0) y en la super�cie del imán
(y = g′). Podemos observar que se cumplen las condiciones impuestas
en el planteamiento del problema, es decir, el estátor es una super�cie
de potencial nulo y en la super�cie del imán, el potencial evoluciona
desde el valor nulo hasta un valor positivo de (+Vo) a través de una
banda de desmagnetización, en la que el potencial varía proporcional-
mente a la tangente hiperbólica (Vo · tanh(cx)).

4.3.3. Estimación de los parámetros de la banda de des-

magnetización

Una vez calculada la expresión del potencial magnético escalar en la su-
per�cie del rotor para un polo con banda de desmagnetización, estamos en
condiciones de determinar qué valores de la pendiente de la tangente hi-
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Figura 4.41: Variación del potencial escalar en la super�cie del estátor (y = 0)
y en la super�cie del imán (y = g′) para el ejemplo numérico considerado.

perbólica (parámetro c) y de la anchura de la banda de desmagnetización
(parámetros a) originan una variación del potencial escalar en la super�cie
del rótor que se ajusta a la que obtenemos mediante la formulación propues-
ta y mediante elementos �nitos, tal y como mostrábamos en la �gura 4.33.
Para ello, hemos calculado la variación del potencial magnético escalar en la
super�cie del imán para diferentes valores de a y de c y lo hemos comparado
con los valores obtenidos por la formulación propuesta, calculando el valor
de la distancia L2 según la expresión (4.1), valor que nos servirá para deter-
minar que pareja de valores de a y de c son los más adecuados.

Hemos variado el parámetro c desde 0.1 hasta 1 en incrementos de 0.1 y
la anchura de la banda de desmagnetización desde 5 mm hasta 65 mm en
pasos de 2.5 mm. A la vista de los valores de la distancia L2 obtenidos para
cada pareja de valores, observamos como esta distancia disminuía al variar
el valor de c desde 0.1 a 0.2 y aumentaba cuando c tomaba el valor de 0.3
y superiores. Por ello, decidimos estudiar con más detalle la variación de c
entre 0.1 y 0.2, tomando un paso de 0.01. En este rango de c y para todos
los valores de a, la distancia L2 toma su menor valor cuando c es igual a 0.16.

Respecto al valor de la anchura de la banda de desmagnetización, tanto
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grá�camente como a través de la distancia L2, observábamos que valores pe-
queños de este parámetro proporcionan un mal ajuste de ambas curvas. En
la �gura 4.42 se muestran las grá�cas obtenidas para la formulación propues-
ta (etiquetada como �Laplace�) y mediante la modelización con la banda de
desmagnetización (etiquetadas como �Banda�) para un valor de c de 0.16 y
variando la anchura de la banda desde 15 mm hasta 40 mm en pasos de 5
mm. A la vista de las grá�cas mostradas podemos apreciar que valores de
a inferiores a 20 mm proporcionan un mal ajuste, mejorando este ajuste a
medida que la banda toma valores de 25 mm o superiores.

Figura 4.42: Variación del potencial magnético en la super�cie del imán ob-
tenidas mediante la formulación propuesta y con el modelo de la banda de
desmagnetización para c = 0.16 y para diferentes valores de a.

La tabla 4.9 muestra el valor del logaritmo neperiano de la distancia L2
obtenida entre ambas formulaciones para los valores de la anchura de la ban-
da de desmagnetización mostrados en la �gura 4.42 y para los valores de c
de 0.15, 0.16 y 0.17. Podemos observar como para todos los valores de a, la
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distancia L2 es menor cuando el parámetro c toma el valor de 0.16

a (mm) 15 20 25 30 35 40
c = 0.15 15.01 14.23 13.51 13.23 13.11 13.09
c =0.16 14.96 14.19 13.42 13.18 13.08 13.07
c = 0.17 15.00 14.38 13.82 13.71 13.66 13.66

Tabla 4.9: Distancia L2 para los valores de a y de c mostrados.

Como veremos en el próximo apartado, el valor que tomaremos para la
banda de desmagnetización no será �jo sino que oscilará entre un mínimo
de 23 mm y un máximo de 39 mm, rango en el cual el ajuste entre ambas
formulaciones es aceptable, a la vista de las grá�cas de la �gura 4.42 y de los
valores de la tabla 4.9.

En resumen, los parámetros que de�nen los polos de nuestra máquina
son:

Potencial absoluto: Vo = 3318.52 Av

Pendiente de la tangente hiperbólica: c = 0.16

Anchura mínima de la banda de desmagnetización: amin = τs =
t+ s (23 mm en el radio medio)

Una vez que hemos modelado adecuadamente el rótor mediante la banda
de desmagnetización, estamos en condiciones de estudiar nuestra máquina
ranurada. Dada la importancia de esta parte y su extensión, y aunque su
contenido forma parte del capítulo en el que nos encontramos, vamos a de-
dicarle un capítulo. De esta forma podemos estructurar mejor su contenido
y hacer que éste pueda seguirse más cómodamente.





Capítulo 5

Máquina ranurada

Una vez que hemos determinado la variación del potencial escalar en la
super�cie del imán, estamos en condiciones de estudiar nuestra máquina ra-
nurada aplicando el Método de los Subdominios.

La �gura 5.1 muestra la geometría a considerar: se trata de un estátor
con ranuras rectas de anchura s y profundidad h separadas por dientes de
espesor t, existiendo tres ranuras por polo. El paso de ranura (τs) representa
la separación entre dos ranuras consecutivas, siendo igual a la suma de la
anchura de la ranura y del espesor del diente. El rótor está formado por
imanes que alternan en polaridad, con una banda de desmagnetización que
separa dos polos consecutivos entre sí; τmeff representa la anchura efectiva
del imán y a la anchura de la banda de desmagnetización; su suma es igual al
paso de polo, magnitud representada por τp; la zona comprendida entre las
dos rectas a trazos representa un polo de la máquina. El rotor y el estátor
están separados por un entrehierro de aire de espesor g. Otras magnitudes
que aparecen en la �gura son la longitud axial de los imanes (lm), el espesor
del hierro trasero (ωbi), longitud axial del estátor (ls) y la longitud axial de
la máquina (L).

En la �gura anterior también se muestra la dirección del movimiento del
rótor respecto del estátor. Este movimiento va a originar diferentes posiciones
relativas del rotor respecto del ranurado, pudiéndose distinguir cuatro situa-
ciones diferentes, las cuales se repiten cíclicamente. La �gura 5.2 muestra
estas cuatro situaciones, que describimos a continuación:

Caso Diente Parcial: Esta situación se ilustra en la �gura 5.2a). En
ella el principio del polo (centro de la banda de desmagnetización) se
encuentra situado debajo de un diente del ranurado.
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Figura 5.1: Geometría de la máquina con ranuras

Caso Ranura Completa: Según el rotor avanza desde la posición de
Diente Parcial, se mantiene en esta situación hasta que el principio
del polo coincide con el principio de una ranura del estátor. A esta
situación la denominaremos �Caso Ranura Completa� y se muestra en
la �gura 5.2b).

Caso Ranura Parcial: Si continuamos moviendo el rotor, abandonamos
la posición de �Ranura Completa� y entramos en la de �Ranura Parcial�.
Ahora la disposición del principio del polo es tal que éste se sitúa debajo
de una ranura del ranurado, tal y como se ilustra en la �gura 5.2c).

Caso Diente Completo: La última situación que consideraremos será
aquella en la que el principo del polo coincide con el principio de un
diente del estátor. Esta situación se produce si, partiendo del caso
de Ranura Parcial, continuamos desplazando el rótor. La �gura 5.2d)
muestra este caso. Desde esta posición y si continuamos moviendo el
rótor, pasaríamos de nuevo a la posición de Diente Parcial.

Si en la �gura 5.2 nos �jamos en el rotor, veremos que, para los cuatro
casos considerados, el paso de polo es constante pero no lo son ni la anchura
efectiva del imán ni la anchura de la banda de desmagnetización. Esto es así
para disminuir el número de subdominios que tendremos en cada caso: los
subdominios se originan como consecuencia de las discontinuidades que hay
en el rotor y en el estátor. Las discontinuidades del estátor viene �jadas por
su topología (número de ranuras y su anchura) y no las podemos modi�car.
Sin embargo, las discontinuidades del rótor sí que las podemos modi�car ya
que su topología la hemos modelado, a partir de la geometría real, mediante
un imán efectivo y dos bandas de desmagnetización, cuyas dimensiones no
son constantes si no que pueden oscilar dentro de unos límites, tal y como
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Figura 5.2: Casos a considerar según las posición del rotor respecto de las
ranuras del estátor: a) Caso Diente Parcial. b) Caso Ranura Completa. c)
Caso Ranura Parcial. d) Caso Diente Completo
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comentábamos en el apartado 4.3.3. Por ello, si ajustamos la anchura de la
banda de desmagnetización y del imán efectivo para que las discontinuida-
des del rótor coincidan con discontinuidades del estátor, lograremos que el
número de subdominios que tengamos que considerar sea menor que si las
dimensiones del rotor fueran �jas.

En particular y �jándonos en las cuatro posiciones mostradas en la �gu-
ra 5.2, en los casos de Ranura Completa y Diente Completo, la anchura del
imán efectivo y de la mitad de la banda de desmagnetización son iguales y de
valor el paso de ranura, existiendo seis subdominios por polo para cada uno
de estos casos, tal y como veremos en los próximos apartados. Por contra, en
los casos de Diente Parcial y Ranura Parcial, la anchura del imán efectivo no
es constante, tampoco lo es la anchura de las bandas de desmagnetización y
éstas no son simétricas. Por ejemplo, la anchura del imán efectivo es igual a la
anchura de la ranura en el caso de Diente Parcial (�gura 5.2a) y coincide con
la anchura del diente en el caso de Ranura Parcial (�gura 5.2c). En ambos
casos el número de subdominios que tendremos será de siete por polo, tal y
como veremos más adelante.

Debido a que el procedimiento que vamos a seguir en el estudio de cada
caso va a ser muy similar y con el �n de facilitar la lectura de este trabajo de
tesis, sólo mostraremos en el texto principal las expresiones que deduzcamos
para el primer caso que estudiemos, el caso Diente Parcial. En los casos
restantes, los diferentes conjuntos de expresiones no se mostrarán en el texto
principal, si no que serán referenciados a los correspondientes apéndices.

5.1. Expresiones del potencial magnético esca-

lar

Vamos a comenzar el estudio de la máquina ranurada determinando la
expresión del potencial magnético escalar en el entrehierro de la máquina para
cada uno de los casos, en cuya determinación emplearemos el Método de los
Subdominios y los casos hallados en el anexo C. El orden que seguiremos
será el mostrado en la �gura 5.2, es decir, Diente Parcial, Ranura Completa,
Ranura Parcial y Diente Completo.

5.1.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial hace referencia a aquella situación en la que el
principio del polo está situado debajo de un diente del ranurado, tal y como
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se muestra en la �gura 5.3. El problema del cálculo del potencial magnético
escalar en el entrehierro se reduce al cálculo del campo en el área rayada.

En esta situación, el principio del polo divide al diente en dos partes,
estando una de las partes situada encima de un polo norte y la otra encima
del polo sur contiguo. Como el paso de polo es constante e igual a tres veces
el paso de ranura, el que una fracción del diente esté en un lateral del polo
implica necesariamente que la otra fracción del diente estará en el otro lateral
de ese mismo polo, tal y como podemos observar en la �gura 5.3. Ya que t
es el ancho del diente, seguiremos empleando t para expresar la anchura de
cada una de las partes del diente, pero lo multiplicaremos por un parámetro
que varíe entre 0 y 1 o entre 1 y 0, según se trate de una o de otra parte del
diente. Para ello de�nimos el parámetro z, el cual varía entre 0 y 1. Así tz
será la anchura de una de las dos partes en que dividimos al diente y t− tz,
es decir, t(1− z) la anchura de la otra parte del diente (en la parte superior
de la �gura 5.3 se indican estas dimensiones).

Las geometrías que se obtienen al tomar los valores extremos de z son las
correspondiente a "Ranura Completa" (z = 0) y "Diente Completo" (z = 1).
No obstante, no es posible estudiar estos casos a partir del de Diente Parcial,
ya que, como veremos más adelante, en algunas de las expresiones que vamos
a obtener, los términos z y 1 − z aparecen dividiendo y darían lugar a in-
determinaciones al tomar z sus valores extremos. Es por ello por lo que sólo
vamos a considerar los valores de z tal que 0 < z < 1, siendo ésta la razón
por la que se estudian por separado los casos "Ranura Completa" (sección
5.1.2) y "Diente Completo" (sección 5.1.4).

Con el �n de lograr el menor número de regiones posible, hemos hecho
que la banda de desmagnetización del imán no sea simétrica y que su anchura
no sea constante, si no que se pueda ajustar de tal modo, que el �nal de la
banda coincida con una discontinuidad en el estátor (paso de ranura a diente
o viceversa). De esta forma logramos que las discontinuidades en el polo coin-
cidan con discontinuidades en el estátor y, por lo tanto, el número de regiones
que obtengamos vengan determinadas solamente por las discontinuidades del
estátor. En la �gura 5.3 hemos resaltado las bandas de desmagnetización del
imán, siendo el ancho de la banda de desmagnetización s + t(1 + z) para el
lado izquierdo del polo y s+t(2−z) para la parte derecha del polo. En ambos
casos el valor mínimo de dicha banda es s + t, anchura su�ciente para que
el potencial del imán se estabilice, tal y como habíamos comprobado cuando
de�níamos la banda de desmagnetización (apartado 4.3.3).
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Figura 5.3: Caso Diente Parcial: El principio del polo está situado debajo de
un diente del ranurado.
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Si consideráramos el ancho de la banda de desmagnetización constante e
igual al paso de ranura, tal y como veremos en los casos "Ranura Completa"
y "Diente Completo", el número de regiones que se formarían vendrían ori-
ginadas por discontinuidades en el estátor o por discontinuidades en el rótor,
dando lugar a un número mayor de regiones y a una mayor complejidad en
el estudio. En la �gura 5.4 hemos planteado el problema del potencial para
el área rayada de la �gura 5.3, donde podemos observar que se originan siete
regiones por polo, frente a las nueve que obtendríamos si el ancho de la banda
de desmagnetización fuera constante e igual al paso de ranura.

Figura 5.4: Planteamiento del problema del potencial para el área elegida en
la �gura 5.3

Funciones de la banda de desmagnetización

La primera tarea que tenemos que abordar es de�nir las funciones que
vamos a utilizar para representar la banda de desmagnetización en cada una
de las regiones de la geometría que poseen banda de desmagnatización (re-
giones I, II, III, V, VI y VII); a estas funciones las hemos denotado por
f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), f5(x) y f6(x). La �losofía que seguiremos para
de�nir estas funciones es la de representar a la porción de banda de magne-
tización correspondiente a la región que estemos estudiando, mediante una
función impar, para posteriormente representarla mediante su desarrollo en
serie de Fourier; el hecho de describirla como una función impar nos permite,
empleando el caso#12 del anexo C, poder determinar la expresión del po-
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tencial magnético escalar que origina. De�namos cada una de estas funciones:

Función f1(x): De�nimos f1(x) mediante la expresión:

f1(x) = Vo · tanh(c · x) x ∈ [−tz, tz]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f1(x) =
∞∑
n=1

bn,1sen
(
nπx
tz

)
x ∈ [−tz, tz]

obteniéndose los coe�cientes bn,1 mediante cálculo numérico.

Función f2(x): De�nimos f2(x) mediante la expresión:

f2(x) =

{
−Vo · tanh [c · (−x+ tz)] x ∈ [−s, 0]
Vo · tanh [c · (x+ tz)] x ∈ [0, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f2(x) =
∞∑
n=1

bn,2sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, 0] ∪ [0, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,2 mediante cálculo numérico.

Función f3(x): De�nimos f3(x) mediante la expresión:

f3(x) =

{
−Vo · tanh [c · (−x+ tz + s)] x ∈ [−t, 0]
Vo · tanh [c · (x+ tz + s)] x ∈ [0, t]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f3(x) =
∞∑
n=1

bn,3sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, 0] ∪ [0, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,3 mediante cálculo numérico.

Función f4(x): De�nimos f4(x) mediante la expresión:

f4(x) =

{
Vo · tanh {c · [−x− (t(2− z) + s)]} x ∈ [−t, 0]
−Vo · tanh {c · [x− (t(2− z) + s)]} x ∈ [0, t]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f4(x) =
∞∑
n=1

bn,4sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, 0] ∪ [0, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,4 mediante cálculo numérico.
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Función f5(x): De�nimos f5(x) mediante la expresión:

f5(x) =

{
Vo · tanh {c · [−x− (t(1− z) + s)]} x ∈ [−s, 0]
−Vo · tanh {c · [x− (t(1− z) + s)]} x ∈ [0, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f5(x) =
∞∑
n=1

bn,5sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, 0] ∪ [0, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,5 mediante cálculo numérico.

Función f6(x): De�nimos f6(x) mediante la expresión:

f6(x) =

{
Vo · tanh {c · [−x− t(1− z)]} x ∈ [−t(1− z), 0]
−Vo · tanh {c · [x− t(1− z)]} x ∈ [0, t(1− z)]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f6(x) =
∞∑
n=1

bn,6sen
[

nπx
t(1−z)

]
x ∈ [−t(1− z), 0] ∪ [0, t(1− z)]

obteniéndose los coe�cientes bn,6 mediante cálculo numérico.

En las siguientes �guras, se muestra la funciones f1(x), f2(x), f3(x),
f4(x), f5(x) y f6(x) para valores del parámetro z de 0.25 (�gura 5.5), de
0.5 (�gura 5.6) y de 0.75 (�gura 5.7), donde los valores de la geometría
son los mismo para todas ellas y de valores V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm, donde el trazo continua rojo
muestra la función exacta y con puntos amarillos la aproximación me-
diante el desarrollo en serie de Fourier.

Una vez de�nidas las funciones fi(x), sólo nos resta de�nir las que existen
en las fronteras comunes. En referencia a la �gura (5.4), las siete regiones de
nuestro problema están interconectadas a través de las fronteras comunes AB,
CD, GH, IJ, MN, OP, ST y UV. Se debe cumplir que el potencial magnético
escalar y su derivada espacial deben ser continuos a través de estas fronteras.
Basándonos en esta propiedad resolveremos el problema en los dos pasos que
ya conocemos:



166 Máquina ranurada

Figura 5.5: Funciones del per�l de magnetización para z = 0.25

Figura 5.6: Funciones del per�l de magnetización para z = 0.5
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Figura 5.7: Funciones del per�l de magnetización para z = 0.75

1. Impondremos unas distribuciones de potencial arbitrarias a lo largo de
las fronteras comunes AB, CD, GH, IJ, MN, OP, ST y UV. Estas dis-
tribuciones vendrán expresadas en forma de un desarrollo de Fourier en
senos (en el apéndice B se justi�ca esta elección) en el que los coe�cien-
tes son variables por determinar. Ahora que tenemos especi�cadas las
condiciones de contorno en ambas regiones a cada lado de las fronteras,
resolveremos, por separado, la distribución de potencial en cada región.

2. Obtendremos los coe�cientes del desarrollo de Fourier de la distribución
de potencial en las fronteras AB, CD, GH, IJ, MN, OP, ST y UV
igualando la derivada normal de la función potencial en ambas regiones
a lo largo de cada frontera.

Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

La distribución de potencial que impondremos en la frontera común AB
es de la forma:

ϕABm =
∞∑
w=1

Qw sen
(
qπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región I
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donde Qw son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común CD
es de la forma:

ϕCDm =
∞∑
q=1

Hq sen( qπ
g
y) para 0 ≤ y ≤ g en la región I, y

ϕCDm =
∞∑
q=1

Hq sen[ qπ
g

(y − h)] para h ≤ y ≤ h+ g en la región II

donde Hq son los coe�cientes a determinar.

Estas dos fórmulas son la misma distribución excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la región I tomamos el origen de coordenadas en el
punto A con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y B, respecti-
vamente, y en la región II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y D.

En las siguientes cinco fronteras GH, IJ, MN, OP y ST, procederemos de
forma similar a la frontera CD. La distribución de potencial que impondremos
a la frontera común GH es de la forma:

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml sen[ lπ
g

(y − h)] para h ≤ y ≤ h+ g en la región II, y

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml sen( lπ
g
y) para 0 ≤ y ≤ g en la región III

donde Ml son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común IJ es
de la forma:

ϕIJm =
∞∑
m=1

Lm sen(mπ
g
y) para 0 ≤ y ≤ g en la región III, y

ϕIJm =
∞∑
m=1

Lm sen[mπ
g

(y − h)] para h ≤ y ≤ h+ g en la región IV

donde Lm son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común MN
es de la forma:
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ϕMN
m =

∞∑
r=1

Pr sen[ rπ
g

(y − h)] para h ≤ y ≤ h+ g en la región IV, y

ϕMN
m =

∞∑
r=1

Pr sen( rπ
g
y) para 0 ≤ y ≤ g en la región V

donde Pr son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común OP
es de la forma:

ϕOPm =
∞∑
p=1

Rp sen(pπ
g
y) para 0 ≤ y ≤ g en la región V, y

ϕOPm =
∞∑
p=1

Rp sen[pπ
g

(y − h)] para h ≤ y ≤ h+ g en la región VI

donde Rp son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común ST es
de la forma:

ϕSTm =
∞∑
u=1

Vu sen[uπ
g

(y − h)] para h ≤ y ≤ h+ g en la región VI, y

ϕSTm =
∞∑
u=1

Vu sen(uπ
g
y) para 0 ≤ y ≤ g en la región VII

donde Vu son los coe�cientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad anticí-
clica), los coe�ciente de la distribución de potencial que impondremos a la
frontera común UV deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con
signo contrario. Por ello, la distribución de potencial en la frontera común
UV es de la forma:

ϕUVm =
∞∑
w=1

(−Qw) sen
(
wπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región VII, y

ϕUVm =
∞∑
w=1

(−Qw) sen
(
wπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región VIII

donde Qw son los coe�cientes a determinar. Las distribuciones de potencial
son las mismas y sin desplazamiento en las ordenadas, ya que ambos orígenes
se encuentran a la misma altura (punto S para la región VII y punto U para
la región VIII).
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Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras co-
munes a cada región, vamos a determinar la expresión del potencial en las
diferentes regiones, aplicando el principio de superposición junto con las res-
puesta obtenidas en los casos estudiados en el anexo C.

Región I: La �gura 5.8 muestra la región I. El potencial en esta región, lo
obtenemos por superposición del caso#4, del caso#5 y del caso#12, resul-
tando:

Figura 5.8: Región I. El potencial en esta región lo obtenemos por superpo-
sición del caso#4, del caso#5 y del caso#12.

ϕIm =
∞∑
k=1

bn,1csch
(
nπg
tz

)
sen
(
nπx
tz

)
senh

(
nπy
tz

)
+

+
∞∑
w=1

Qwcsch
(
wπtz
g

)
senh

[
wπ(tz−x)

g

]
sen
(
wπy
g

)
+

+
∞∑
q=1

Hqcsch
(
qπtz
g

)
senh

(
qπx
g

)
sen
(
qπy
g

)
(5.1)

Región II: La �gura (�gura 5.9) muestra la región II. El potencial en esta
región, lo obtenemos a partir de las expresiones de potencial obtenidas en el
caso#10, en el caso#11 y en el caso#12. Por lo tanto su potencial será:
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Figura 5.9: Región I. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
caso#10, del caso#11 y del caso#12.

ϕIIm =
∞∑
k=1

bn,2 csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+
∞∑
n=1

K2
ncsch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K2′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(5.2)

donde:

K2
n = 2 (1−α)

π
sen(nπα)

∞∑
l=1

l(1−δl,n(1−α))
l2−n2(1−α)2

Ml +
∞∑
l=1

(1− α)Ml δl,n(1−α) cos
(
lπh
g

)
K2′
n = 2 (1−α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q (1−δq,n(1−α))
q2−n2(1−α)2

Hq +
∞∑
q=1

(1− α)Hq δq,n(1−α) cos
(
qπh
g

)
(5.3)

Región III: La �gura 5.10 muestra la región III. El potencial en esta región,
lo obtenemos a partir de la expresión del potencial de la Región I del caso
actual. La expresión del potencial será entonces:
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Figura 5.10: Región III. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la Región I del caso actual.

ϕIIIm =
∞∑
k=1

bn,3csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+
∞∑
l=1

Mlcsch
(
lπt
g

)
senh

[
lπ(t−x)

g

]
sen
(
lπy
g

)
+

+
∞∑
m=1

Lmcsch
(
mπt
g

)
senh

(
mπx
g

)
sen
(
mπy
g

)
(5.4)

Región IV: La geometría de la región IV se muestra en la �gura (�gura
5.11). Su potencial, lo obtenemos por superposición de los casos #1, #10 y
#11, siendo su expresión:

ϕIVm =
∞∑
k=1

4V0
(2k−1) π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
·

·sen
[

(2k−1)πx
s

]
senh

[
(2k−1)πy

s

]
+

+
∞∑
n=1

K4
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K4′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(5.5)
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Figura 5.11: Región IV. El potencial en esta región lo obtenemos por super-
posición de los casos #1, #10 y #11.

donde:

K4
n = 2 (1−α)

π
sen(nπα)

∞∑
r=1

r(1−δr,n(1−α))
r2−n2(1−α)2

Pr +
∞∑
r=1

(1− α)Pr δr,n(1−α) cos
(
rπh
g

)
K4′
n = 2 (1−α)

π
sen(nπα)

∞∑
m=1

m (1−δm,n(1−α))
m2−n2(1−α)2

Lm +
∞∑
m=1

(1− α)Lm δm,n(1−α) cos
(
mπh
g

)
(5.6)

Región V: El potencial en la región V (�gura 5.12) lo obtenemos a partir
de la expresión del potencial de la Región I del caso actual, resultando la
expresión del potencial de la forma:

ϕVm =
∞∑
k=1

bn,4csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+
∞∑
r=1

Prcsch
(
rπt
g

)
senh

[
rπ(t−x)

g

]
sen
(
rπy
g

)
+

+
∞∑
p=1

Rpcsch
(
pπt
g

)
senh

(
pπx
g

)
sen
(
pπy
g

)
(5.7)

Región VI: El potencial en la región VI (�gura 5.13) lo obtendremos a
partir de la expresión del potencial de la Región II del presente caso, siendo
su ecuación:
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Figura 5.12: Región V. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la expresión del potencial de la Región I del caso actual.

Figura 5.13: Región I. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
potencial de la Región II del caso actual.
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ϕV Im =
∞∑
k=1

bn,5 csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+
∞∑
n=1

K6
ncsch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K6′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(5.8)

donde:

K6
n = 2 (1−α)

π
sen(nπα)

∞∑
u=1

u(1−δu,n(1−α))
u2−n2(1−α)2

Vu +
∞∑
u=1

(1− α)Vu δu,n(1−α) cos
(
uπh
g

)
K6′
n = 2 (1−α)

π
sen(nπα)

∞∑
p=1

p (1−δp,n(1−α))
p2−n2(1−α)2

Rp +
∞∑
p=1

(1− α)Rp δp,n(1−α) cos
(
pπh
g

)
(5.9)

Región VII: El potencial en la región VII (�gura 5.14) lo obtendremos a
partir de la expresión del potencial de la Región I del caso presente, llegando
a:

Figura 5.14: Región VII. El potencial en esta región lo obtenemos a partir
del potencial de la región I del caso presente.
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ϕV IIm =
∞∑
k=1

bn,6csch
[

nπg
t(1−z)

]
sen
[

nπx
t(1−z)

]
senh

[
nπy
t(1−z)

]
+

+
∞∑
u=1

Vucsch
[
uπt(1−z)

g

]
senh

{
uπ[t(1−z)−x]

g

}
sen
(
uπy
g

)
−

−
∞∑
w=1

Qwcsch
[
wπt(1−z)

g

]
senh

(
wπx
g

)
sen
(
wπy
g

)
(5.10)

Región VIII: Una vez halladas las expresiones del potencial escalar en las
regiones situadas bajo el polo norte (regiones I a VII) podemos obtener el
potencial escalar en cualquier otra región sin más que considerar la periodici-
dad anticíclica del problema; en particular, la expresión del potencial escalar
en la región VIII será idéntica a la de la región I pero con signo contrario,
ya que la geometría y la posición relativa de ésta respecto al polo son las
mismas, aunque la región VIII se encuentra bajo un polo sur mientras que
la I está bajo un polo norte. Por lo tanto, la expresión del potencial en la
región VIII será:

ϕV IIIm = −ϕIm = −
∞∑
k=1

bn,1csch
(
nπg
tz

)
sen
(
nπx
tz

)
senh

(
nπy
tz

)
−

−
∞∑
w=1

Qwcsch
(
wπtz
g

)
senh

[
wπ(tz−x)

g

]
sen
(
wπy
g

)
−

−
∞∑
q=1

Hqcsch
(
qπtz
g

)
senh

(
qπx
g

)
sen
(
qπy
g

)
(5.11)

Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las siete regio-
nes podemos obtener un conjunto de ecuaciones en función de los coe�cientes
Qw, Hq, Ml, Lm, Pr, Rp y Vu, sin más que plantear en las fronteras comunes
que:

dvj
dx

=
dvj+I
dx

o, lo que es lo mismo:

g
dvj
dx

= g
dvj+I
dx

con j = I, II, III, ...., V II. Determinemos las correspondientes derivadas.
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Región I: Primeramente, realizaremos, a partir de la ecuación (5.1), la
derivada en la región I:

dϕIm
dx

=
∞∑
k=1

bn,1
nπ
tz

csch
(
nπg
tz

)
cos
(
nπx
tz

)
senh

(
nπy
tz

)
−

−
∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
(
wπtz
g

)
cosh

[
wπ(tz−x)

g

]
sen
(
wπy
g

)
+

+
∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπtz
g

)
cosh

(
qπx
g

)
sen
(
qπy
g

)
Multiplicaré por g a esta ecuación para poder simpli�carla. Luego tendré
cuidado de multiplicar también por g a la derivada normal en la región II,
para que todo quede igual.

g dϕ
I
m

dx
=
∞∑
k=1

bn,1 g
nπ
tz

csch
(
nπg
tz

)
cos
(
nπx
tz

)
senh

(
nπg
tz

y
g

)
−

−
∞∑
w=1

Qw wπ csch
(
wπtz
g

)
cosh

[
wπ(tz−x)

g

]
sen
(
wπg
g

y
g

)
+

+
∞∑
q=1

Hq qπ csch
(
qπtz
g

)
cosh

(
qπx
g

)
sen
(
qπ y

g

)
Antes de proseguir voy a de�nir unas nuevas constantes en función de las que
ya tengo con la intención de simpli�car aún más el formulismo:

µ =
λ

g
=
t+ s

g

β =
s

s+ t
⇒ 1− β =

t

s+ t

α =
h

h+ g
⇒ 1− α =

g

h+ g

pudiendo expresar:
s

g
= µβ;

t

g
= µ(1− β)

h+ g

g
=

1

1− α
;

h

g
=

α

1− α
t

h+ g
= µ(1− β) (1− α) ;

s

h+ g
= µβ (1− α) ;

t+ s

h+ g
= µ (1− α)



178 Máquina ranurada

que sustituidas en la expresión de la derivada resulta:

g dϕ
I
m

dx
=
∞∑
k=1

bn,1 g
nπ
tz

csch
[

nπ
µ(1−β)z

]
cos
(
nπx
tz

)
senh

[
nπ

µ(1−β)z
y
g

]
−

−
∞∑
w=1

Qw wπ csch [w π µ(1− β)z] cosh
[
wπ(tz−x)

g

]
sen
(
w π y

g

)
+

+
∞∑
q=1

Hq qπ csch [qπ µ(1− β)z] cosh
(
qπx
g

)
sen
(
qπ y

g

)

En la frontera común CD con la región II, el valor de las abcisas en la región
I para cualquier punto es x = tz, valor que sustituido en la derivada anterior
nos proporciona:

g dϕ
I
m

dx

∣∣∣
x=tz

=
∞∑
n=1

bn,1(−1)n nπ
µ(1−β)z

csch
[

nπ
µ(1−β)z

]
senh

[
nπ

µ(1−β)z
y
g

]
−

−
∞∑
w=1

Qw w πcsch [w π µ(1− β)z] sen
(
w π y

g

)
+
∞∑
q=1

Hq q π coth [qπ µ(1− β)z] sen
(
q π y

g

)
(5.12)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Región II: Calculemos la derivada en la región II de un modo similar a
como la hemos hallado para le región I. Primeramente, realizaremos a partir
de la ecuación (5.2) la derivada en la región II:

dϕIIm
dx

=
∞∑
k=1

bn,2
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+
∞∑
n=1

K2
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
−

−
∞∑
n=1

K2′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
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De igual forma que lo realizamos al calcular la derivada en la región I, mul-
tiplicaré por g a esta ecuación para poder simpli�carla.

g dϕ
II
m

dx
=
∞∑
k=1

bn,2 g
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπg
s

y
g

)
+

+
∞∑
n=1

K2
n g

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπg
h+g

y
g

)
−

−
∞∑
n=1

K2′
n g

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπg
h+g

y
g

)
Sustituyendo las constantes α, β y µ de�nidas previamente, en la expresión
de la derivada resulta:

g dϕ
II
m

dx
=
∞∑
k=1

bn,2
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπ
µβ

y
g

)
+

+
∞∑
n=1

K2
n nπ(1− α) csch

(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
[
nπ(1− α)y

g

]
−

−
∞∑
n=1

K2′
n nπ(1− α) csch

(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
[
nπ(1− α)y

g

]
Ahora realizaremos una traslación del origen de coordenadas de la región II
para dejarlo a la misma altura que el origen de las regiones I y III con las
que limita. Por tanto, la traslación y = y+h nos situará las ordenadas de los
centros de coordenadas de las regiones I, II y III al mismo nivel, resultando,
de esta manera que la derivada de la distribución de potencial de la región
II queda:

g dϕ
II
m

dx
=
∞∑
k=1

bn,2
nπ
µβ

cos
(
nπx
s

)
csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K2
n nπ(1− α) csch

(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K2′
n nπ(1− α) csch

(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
En la frontera común CD con la región I, el valor de las abcisas en la región
II para cualquier punto es x = 0, valor que sustituido en la derivada anterior
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nos proporciona:

g dϕ
II
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,2 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K2
nnπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K2′
n nπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(5.13)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1,
En la frontera común GH con la región III, el valor de las abcisas en la

región II para cualquier punto es x = s, valor que sustituido en la derivada
anterior nos proporciona:

g dϕ
II
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
n=1

bn,2(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K2
nnπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K2′
n nπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(5.14)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K2
n y K2′

n

vienen dados por la ecuación (5.3).
Del mismo modo realizaríamos las derivadas en las restantes regiones,

teniendo que realizar un desplazamiento del origen de coordenadas en las
regiones tipo ranura (regiones IV y VI) para situar los ejes de coordenadas a
la misma altura que el de las regiones tipo diente con las que limitan (regiones
III, V y VII). Las derivadas obtenidas se muestran a continuación.

Región III: A partir de la ecuación (5.4) obtenemos:

g dϕ
III
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,3
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
l=1

Ml l π coth [l π µ(1− β)] sen
(
l π y

g

)
+
∞∑
m=1

Lmmπcsch [mπ µ(1− β)] sen
(
mπ y

g

)
(5.15)
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1,

g dϕ
III
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
n=1

bn,3(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
l=1

Ml l πcsch [l π µ(1− β)] sen
(
l π y

g

)
+
∞∑
m=1

Lmmπ coth [mπ µ(1− β)] sen
(
mπ y

g

)
(5.16)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Región IV: A partir de la ecuación (5.5) obtenemos:

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=1

4V0
µβ

csc h
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K4
nnπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K4′
n nπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(5.17)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1,

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
k=1

−4V0
µβ

csc h
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K4
nnπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K4′
n nπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(5.18)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K4
n y K4′

n

vienen dadas por la ecuación (5.6).
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Región V: A partir de la ecuación (5.7) obtenemos:

g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,4
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
r=1

Pr r π coth [r π µ(1− β)] sen
(
r π y

g

)
+
∞∑
p=1

Rp p πcsch [p π µ(1− β)] sen
(
p π y

g

)
(5.19)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1,

g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
n=1

bn,4(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
r=1

Pr r πcsch [r π µ(1− β)] sen
(
r π y

g

)
+
∞∑
p=1

Rp p π coth [pπ µ(1− β)] sen
(
p π y

g

)
(5.20)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Región VI: A partir de la ecuación (5.8) obtenemos:

g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,5 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K6
nnπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K6′
n nπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(5.21)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1,
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g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=s

= −
∞∑
n=1

bn,5(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K6
nnπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K6′
n nπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(5.22)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K6
n y K6′

n

vienen dadas por la ecuación (5.9).

Región VII: A partir de la ecuación (5.10) obtenemos:

g dϕ
V II
m

dx

∣∣∣
x=0

= −
∞∑
n=1

bn,6
nπ

µ(1−β)(1−z)csch
[

nπ
µ(1−β)(1−z)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)(1−z)
y
g

]
−

−
∞∑
u=1

Vu u π coth [u π µ(1− β) (1− z)] sen
(
u π y

g

)
−

−
∞∑
w=1

Qw w πcsch [w π µ(1− β)] (1− z) sen
(
w π y

g

)
(5.23)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1,

g dϕ
V II
m

dx

∣∣∣
x=t(1−z)

=
∞∑
n=1

bn,6(−1)n nπ
µ(1−β)(1−z)csch

[
nπ

µ(1−β)(1−z)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)(1−z)
y
g

]
−

−
∞∑
u=1

Vu u πcsch [u π µ(1− β) (1− z)] sen
(
u π y

g

)
−

−
∞∑
w=1

Qw w π coth [wπ µ(1− β) (1− z)] sen
(
w π y

g

)
(5.24)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Región VIII: A partir de la ecuación (5.11) obtenemos:
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g dϕ
V III
m

dx

∣∣∣
x=0

= −
∞∑
n=1

bn,1
nπ

µ(1−β)z
csch

[
nπ

µ(1−β)z

]
senh

[
nπ

µ(1−β)z
y
g

]
+

+
∞∑
w=1

Qw w π coth [w π µ(1− β)z] sen
(
w π y

g

)
−

−
∞∑
q=1

Hq q πcsch [q π µ(1− β)z] sen
(
q π y

g

)
(5.25)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Ecuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada región e igualando la derivada
normal de la función potencial en la frontera común a dos regiones contiguas,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Frontera común región I y región II: A partir de las ecuaciones (5.12)
y (5.13) y aplicando que

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=tz

=
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente:

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=tz

= g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
w=1

{
wπ csch [wπ µ(1− β)z] sen

(
w π y

g

)}
Qw+

+
∞∑
q=1

{
qπ coth [qπ µ(1− β)z] sen

(
qπ y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Hq−

−
∞∑
l=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,1
nπ

µ(1−β)z
csch

[
nπ

µ(1−β)z

]
senh

[
nπ

µ(1−β)z
y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,2
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(5.26)

Frontera común región II y región III: A partir de las ecuaciones
(5.14) y (5.15) y aplicando que

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente:

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
q=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Hq+

+
∞∑
l=1

{
lπ coth [lπ µ(1− β)] sen

(
l π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml−

−
∞∑
m=1

{
mπ csch [mπ µ(1− β)] sen

(
mπ y

g

)}
Lm =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,2
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
n=1

bn,3
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(5.27)

Frontera común región III y región IV: A partir de las ecuaciones
(5.16) y (5.17) y aplicando que

dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente:

g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
l=1

{
lπ csch [lπ µ(1− β)] sen

(
l π y

g

)}
Ml+

+
∞∑
m=1

{
mπ coth [mπ µ(1− β)] sen

(
mπ y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm−

−
∞∑
r=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
∗

∗csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr =

= −
∞∑
n=1

bn,3(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
k=1

4V0
µβ

csch
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
α

1−α + y
g

)]
(5.28)

Frontera común región IV y región V: A partir de las ecuaciones (5.18)
y (5.19) y aplicando que

dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente:

g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
m=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm+

+
∞∑
r=1

{
rπ coth [rπ µ(1− β)] sen

(
r π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr−

−
∞∑
p=1

{
pπ csch [pπ µ(1− β)] sen

(
p π y

g

)}
Rp =

=
∞∑
k=1

4V0
µβ

csch
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
n=1

bn,4
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(5.29)

Frontera común región V y región VI: A partir de las ecuaciones (5.20)
y (5.21) y aplicando que

dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente:

g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
r=1

{
rπ csch [rπ µ(1− β)] sen

(
r π y

g

)}
Pr+

+
∞∑
p=1

{
pπ coth [pπ µ(1− β)] sen

(
pπ y

g

)
+

∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp−

−
∞∑
u=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δu,n(1−α) cos

(
uπh
g

)
+ 2nu (1−α)2sen(nπα)

u2−n2(1−α)2
(1− δu,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Vu =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,4
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,5
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(5.30)

Frontera común región VI y región VII: A partir de las ecuaciones
(5.22) y (5.23) y aplicando que

dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente:

g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
p=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp+

+
∞∑
u=1

{
uπ coth [uπ µ(1− β) (1− z)] sen

(
u π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δu,n(1−α) cos

(
uπh
g

)
+ 2nu (1−α)2sen(nπα)

u2−n2(1−α)2
(1− δu,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Vu−

+
∑
w=1

{
wπ csch [wπ µ(1− β) (1− z)] sen

(
w π y

g

)}
Qw =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,5
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
n=1

bn,6
nπ

µ(1−β)(1−z) csch
[

nπ
µ(1−β)(1−z)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)(1−z)
y
g

]
(5.31)

Frontera común región VII y región VIII: A partir de las ecuaciones
(5.24) y (5.25) y aplicando que

dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=t(1−z)

=
dϕV IIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

= − dϕ
I
m

dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente:

g
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=t(1−z)

= g
dϕV IIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

= −g dϕ
I
m

dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
u=1

{
uπ csch [uπ µ(1− β) (1− z)] sen

(
u π y

g

)}
Vu−

−
∞∑
w=1

{
wπ [coth [wπ µ(1− β) (1− z)] + coth [wπ µ(1− β)z]] sen

(
wπ y

g

)}
Qw+

+
∞∑
q=1

{
qπ csch [qπ µ(1− β)z] sen

(
q π y

g

)}
Hq =

= −
∞∑
n=1

(−1)n bn,6
nπ

µ(1−β)(1−z) csch
[

nπ
µ(1−β)(1−z)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)(1−z)
y
g

]
−

−
∞∑
n=1

bn,1
nπ

µ(1−β)z
csch

[
nπ

µ(1−β)z

]
senh

[
nπ

µ(1−β)z
y
g

]
(5.32)

Las 7 ecuaciones anteriores (desde (5.26) hasta (5.32)), se deben cumplir
simultáneamente y a través de su resolución, en la que se emplearán métodos
numéricos, obtendremos los valores de los coe�cientes Qw, Hq, Ml, Lm, Pr,
Rp y Vu.

Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores máximos para w, q, l, m,
r, p y u, como Q (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos Q
diferentes valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera
tendremos 7 ·Q ecuaciones con 7 ·Q incógnitas (los coe�cientes Qw, Hq, Ml,
Lm, Pr, Rp y Vu.

Una vez hallados los valores de los coe�cientes y �jadas las dimensiones
de la geometría, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la máquina, sin más que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada región (ecuaciones (5.1) a (5.10)) los correspondientes
coe�cientes, las dimensiones de la geometría y las coordenadas del punto o
puntos donde se calculará el potencial magnético escalar. En las siguientes
�guras, se muestra la distribución del potencial magnético escalar en el entre-
hierro de nuestra máquina, para valores del parámetro z de 0.25 (�gura 5.15),
de 0.5 (�gura 5.16) y de 0.75 (�gura 5.17), donde los valores de la geome-
tría son los mismo para todas ellas y de valores V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm.
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Figura 5.15: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y z = 0.25.

Figura 5.16: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y z = 0.5.
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Figura 5.17: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y z = 0.75.

Para ver con mayor detalle la solución proporcionada por el método ex-
puesto, vamos a obtener la variación del potencial magnético escalar a lo
largo de un polo en tres alturas del entrehierro:

Super�ce del rótor: El valor de la ordenada es y = g en las regiones
tipo diente e y = h+ g en las regiones tipo ranura.

Medio del entrehierro: El valor de la ordenada será y = g/2 en las
regiones tipo diente e y = h+ g/2 en las regiones tipo ranura.

Super�cie del estátor: El valor de la ordenada es y = 0 en las regiones
tipo diente e y = h en las regiones tipo ranura.

Tomaremos como valor de z el de 0.5 e imponiendo los valores corres-
pondiente de la ordenada en las expresiones del potencial en cada región y
variando la abcisa desde 0 hasta τp obtendremos el valor del potencial mag-
nético escalar en cada una de las alturas señaladas. La �gura 5.18 muestra
dichas variaciones.

A la vista de los resultados obtenidos, podemos destacar:
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Figura 5.18: Potencial magnético escalar en la super�cie del rotor, en el medio
del entrehierro y en la super�cie del estátor para el caso Diente Parcial con
z = 0.5.

Igual que sucedía con la máquina lisa, una magnetización positiva ori-
gina un potencial magnético escalar positivo, y, debido a la alternancia
de polos, existirá una alternancia en el signo del potencial escalar, pro-
vocando que el potencial sea cero al principio del polo y tienda de nuevo
a cero al �nal del mismo.

A medida que nos alejamos del rótor, el potencial magnético escalar
disminuye de valor, siendo cero cuando está en contacto con el estátor.

La presencia de las ranuras, perturba al potencial magnético escalar
haciendo que éste aumente a medida que nos acercamos al centro de la
ranura y disminuyendo según vamos aproximando a los extremos de la
misma. Esta perturbación es debida a que las ranuras aumentan la can-
tidad de aire que tiene que atravesar el campo magnético, necesitando
un potencial magnético mayor para lograrlo.

La perturbación de las ranuras es mayor cuanto más próximos estamos
del estátor, ya que este volumen de aire de las ranuras tiene más in�uen-
cia cuanto menos aire queda por atravesar: en la super�cie del rótor el
aire que tiene que atravesar el �ujo es el del entrehierro más el de las
ranuras; a medida que nos acercamos al estátor, el aire del entrehierro
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es menor y mayor peso tiene el de las ranuras sobre el global.

En la super�cie del rótor, se observan oscilaciones en las fronteras entre
dos regiones, como consecuencia de las discontinuidades existentes en
esas fronteras. Estas discontinuidades viene dadas por las funciones que
hemos empleado para de�nir la banda de magnetización en las regiones
que la poseen (regiones I, II, III, V, VI y VII para el caso ranura parcial)
las cuales mostrábamos en la �gura 5.6 para z = 0.5. En esta �gura se
observa cómo, en todas las funciones fi, la aproximación que realizamos
presentan discontinuidades en cero y en los extremos, consecuencia di-
recta de realizar un desarrollo en serie de Fourier de una función impar.

Estas oscilaciones del potencial magnético escalar se van amortiguando
a medida que nos alejamos del rótor, no siendo apreciables en el medio
del entrehierro ni en la super�cie del estátor.

5.1.2. Ranura completa

A partir de la posición de Diente Parcial y como consecuencia del movi-
miento del rótor, llegamos al caso de Ranura Completa; ahora, la posición
relativa de los imanes respecto el ranurado es tal que el principio del polo
coincide con el comienzo de una ranura del ranurado. La geometría consi-
derada se muestra en la �gura 5.19. El problema del cálculo del potencial
magnético escalar en el entrehierro se reduce al cálculo del campo en el área
rayada.

En esta situación, la banda de desmagnetización es simétrica y su anchura
es constante y de valor el paso de ranura, es decir, t + s, anchura su�ciente
para que el potencial del imán se estabilice, tal y como habíamos comprobado
cuando de�níamos la banda de desmagnetización (apartado 4.3.3). Por otro
lado, con esta anchura de las bandas de desmagnetización, conseguimos que
las discontinuidades en el polo coincidan con discontinuidades en el estátor
y, por lo tanto, el número de regiones que obtengamos vengan determinadas
solamente por las discontinuidades del estátor. En la �gura 5.19 hemos resal-
tado las bandas de desmagnetización del imán y las distintas regiones que se
originan. En la �gura 5.20 hemos planteado el problema del potencial para
el área rayada de la �gura 5.19, donde podemos observar que se originan seis
regiones por polo.
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Figura 5.19: Caso Ranura Completa: El principio del polo coincide con el
comienzo de una ranura del ranurado.
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Figura 5.20: Planteamiento del problema del potencial para el área elegida
en la �gura 5.19

Funciones de la banda de desmagnetización

El esquema que vamos a seguir en este caso y en los siguientes coincide
con el planteado en el Caso de Diente Parcial. Primeramente vamos a de�-
nir las funciones que representan a las bandas de desmagnetización en cada
una de las regiones (funciones f1(x), f2(x), f3(x) y f4(x)). En su de�nición
emplearemos el mismo planteamiento expuesto en el caso precedente: repre-
sentar a la porción de banda de magnetización correspondiente a la región
que estemos estudiando mediante una función impar para, posteriormente,
expresarla mediante su desarrollo en serie de Fourier; el hecho de describirla
como una función impar nos permite, empleando el caso#12 del anexo C,
poder determinar la expresión del potencial magnético escalar que origina.
De�namos cada una de estas funciones:

Función f1(x): De�nimos f1(x) mediante la expresión:

f1(x) = Vo · tanh(c · x) x ∈ [−s, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f1(x) =
∞∑
n=1

bn,1sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,1 mediante cálculo numérico.

Función f2(x): De�nimos f2(x) mediante la expresión:

f2(x) =

{
−Vo · tanh [c · (−x+ s)] x ∈ [−t, 0]
Vo · tanh [c · (x+ s)] x ∈ [0, t]
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función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f2(x) =
∞∑
n=1

bn,2sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, 0] ∪ [0, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,2 mediante cálculo numérico.

Función f3(x): De�nimos f3(x) mediante la expresión:

f3(x) =

{
Vo · tanh [c · (−x− t− s)] x ∈ [−s, 0]
−Vo · tanh [c · (x− t− s)] x ∈ [0, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f3(x) =
∞∑
n=1

bn,3sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, 0] ∪ [0, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,3 mediante cálculo numérico.

Función f4(x): De�nimos f4(x) mediante la expresión:

f4(x) =

{
Vo · tanh [c · (−x− t)] x ∈ [−t, 0]
−Vo · tanh [c · (x− t)] x ∈ [0, t]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f4(x) =
∞∑
n=1

bn,4sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, 0] ∪ [0, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,4 mediante cálculo numérico.

En la �gura (5.21) se muestran la funciones f1(x), f2(x), f3(x) y f4(x),
donde los valores de la geometría son V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm, donde el trazo continua rojo
muestra la función exacta y con puntos amarillos la aproximación me-
diante el desarrollo en serie de Fourier.

Una vez de�nidas las funciones fi(x), sólo nos resta de�nir las que existen
en las fronteras comunes. Como se puede observar existen 6 regiones clara-
mente diferenciadas e interconectadas a través de las fronteras comunes AB,
EF, GH, KL, MN, QR, y ST. Se debe cumplir que el potencial magnético
escalar y su derivada espacial deben ser continuos a través de estas fronteras.
Basándonos en esta propiedad resolveremos el problema en los dos pasos ya
conocidos:
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Figura 5.21: Funciones del per�l de magnetización para el caso de Ranura
Completa

1. Impondremos una distribución de potencial arbitraria a lo largo de las
fronteras comunes AB, EF, GH, KL, MN, QR, y ST. Estas distribucio-
nes vendrán expresadas en forma de un desarrollo de Fourier en seno en
el que los coe�cientes son variables por determinar (justi�cación en el
apéndice B). Debido a la periodicidad del problema, las distribuciones
de potencial en las fronteras AB y ST serán iguales pero con signo con-
trario. Ahora que tenemos especi�cadas las condiciones de contorno en
ambas regiones a cada lado de las fronteras resolveremos, por separado,
la distribución de potencial en cada región.

2. Obtendremos los coe�cientes del desarrollo de Fourier de la distribución
de potencial en las fronteras AB (o ST), EF, GH, KL, MN y QR,
igualando la derivada normal de la función potencial en ambas regiones
a lo largo de cada frontera.

Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común AB
es de la forma:
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ϕABm =
∞∑
w=1

Qw sen
[
wπ(y−h)

g

]
donde Qw son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común EF es
de la forma:

ϕEFm =
∞∑
q=1

Hq sen
[
qπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región I, y

ϕEFm =
∞∑
q=1

Hq sen
(
qπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región II

donde Hq son los coe�cientes a determinar.

Estas dos fórmulas son la misma distribución excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la región I tomamos el origen de coordenadas en el
punto C con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia D y A, respecti-
vamente, y en la región II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia G y F.

En las otras 5 fronteras GH, KL, MN, QR y ST procederemos de forma
similar. La distribución de potencial que impondremos a la frontera común
GH es de la forma:

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml sen
(
lπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región II, y

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml sen
[
lπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región III

donde Ml son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común KL es
de la forma:

ϕKLm =
∞∑
m=1

Lm sen
[
mπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región III, y

ϕKLm =
∞∑
m=1

Lm sen
(
mπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región IV

donde Lm son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común MN
es de la forma:
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ϕMN
m =

∞∑
r=1

Pr sen
(
rπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región IV, y

ϕMN
m =

∞∑
r=1

Pr sen
[
rπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región V

donde Pr son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común QR
es de la forma:

ϕQRm =
∞∑
p=1

Rp sen
[
pπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región V, y

ϕQRm =
∞∑
p=1

Rp sen
(
pπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región VI

donde Rp son los coe�cientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad anticí-
clica), los coe�ciente de la distribución de potencial que impondremos a la
frontera común ST deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con
signo contrario. Por ello, la distribución de potencial en la frontera común
ST es de la forma:

ϕSTm = −
∞∑
w=1

Qw sen
(
wπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región VI, y

ϕSTm = −
∞∑
w=1

Qw sen
[
wπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región VII.

donde Qw son los coe�cientes a determinar.

Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras co-
munes a cada región, vamos a determinar la expresión del potencial en las
diferentes regiones, aplicando, como en el caso anterior, el principio de su-
perposición junto con las respuesta obtenidas en los casos estudiados en el
anexo C. Estas expresiones se encuentran el apartado D.1 del apéndice D.
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Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las seis regiones
podemos obtener un conjunto de ecuaciones en función de los coe�cientes Qw,
Hq, Ml, Lm, Pr y Rp sin más que plantear en las fronteras comunes que:

dvj
dx

=
dvj+I
dx

o, lo que es lo mismo:

g
dvj
dx

= g
dvj+I
dx

con j = I, II, III, ...., V I.

Determinemos las correspondientes derivadas, siguiendo un procedimien-
to similar al empleado en el caso Diente Parcial, donde introduciremos las
constantes α, β y µ de�nidas en el citado caso. Igualmente y con el �n de
situar los ejes de coordenadas en las regiones tipo ranura (regiones I, III y
V) a la misma altura que el de las regiones tipo diente con las que limitan
(regiones II, IV y VI), realizaremos una traslación del origen de coordenadas
de aquellas. La traslación y = y + h nos situará las ordenadas de los centros
de coordenadas de las regiones ranura al mismo nivel que el de las regiones
diente. Las derivadas obtenidas se muestran en el apartado D.2 del apéndice
D.

Ecuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada región e igualando la derivada
normal de la función potencial en la frontera común a dos regiones contiguas,
obtenemos el sistema de ecuaciones que se muestra en el apartado D.3 del
apéndice D.

Las 6 ecuaciones que forman este sistema de ecuaciones (desde (D.23)
hasta (D.28)), se deben cumplir simultáneamente y a través de su resolución,
en la que se emplearán métodos numéricos, obtendremos los valores de los
coe�cientes Qw, Hq, Ml, Lm, Pr y Rp.

Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores máximos para w, q, l, m, r
y p, como Q (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos Q diferentes
valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera tendremos
6·Q ecuaciones con 6·Q incógnitas (los coe�cientes Qw,Hq,Ml, Lm, Pr y Rp).



5.1 Expresiones del potencial magnético escalar 203

Una vez �jadas las dimensiones de la geometría y hallados los valores de
los coe�cientes, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la máquina, sin más que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada región (ecuaciones (D.1) a (D.9)) los correspondientes
coe�cientes, las dimensiones de la geometría y las coordenadas del punto
o puntos donde se calculará el potencial magnético escalar. En la siguiente
�gura (�gura 5.22), se muestra la distribución del potencial magnético escalar
en el entrehierro del polo norte, donde los valores de la geometría son s =
7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y V0 = 3318.52Av.

Figura 5.22: Potencial magnético escalar en el entrehierro de la máquina para
el ejemplo numérico tal que V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm
y h = 21.5mm

De una forma análoga a la realiza para el caso Diente Parcial y para ver
con mayor detalle la solución proporcionada por el método expuesto, vamos
a obtener la variación del potencial magnético escalar a lo largo de un polo
en las tres alturas del entrehierro ya mencionadas (super�cie del rótor, medio
del entrehierro y super�cie del estátor), las cuales se muestran en la �gura
5.23.

Exceptuando el desplazamiento existente como consecuencia de ser el caso
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Figura 5.23: Potencial magnético escalar en la super�cie del rotor, en el medio
del entrehierro y en la super�cie del estátor para el caso Ranura Completa.

Diente Completo, los resultados obtenidos son idénticos a los del caso Dien-
te Parcial, pudiendo realizarse los mismos comentarios que las comentados
entonces.

5.1.3. Ranura parcial

A partir de la posición de Ranura Completa y como consecuencia del
movimiento del rótor, llegamos al caso de Ranura Parcial; ahora, la posición
relativa de los imanes respecto el ranurado es tal que el principio del polo
está situado debajo de una ranura del ranurado. La geometría considerada
se muestra en la �gura 5.24. El problema del cálculo del potencial magné-
tico escalar en el entrehierro se reduce al cálculo del campo en el área rayada.

La situación que tenemos es similar a la vista en el caso de �Diente Par-
cial� (apartado 5.1.1): el principio del polo divide a la ranura en dos partes,
estando una de las partes situada encima de un polo norte y la otra encima
del polo sur contiguo. Al ser el paso del imán constante e igual a tres veces
el paso de ranura, el que una fracción de la ranura esté en un lateral del
imán implica necesariamente que la otra fracción estará en el otro lateral de
ese mismo imán, tal y como podemos observar en la �gura 5.24. Ya que s es
el ancho de la ranura, seguiremos utilizando s para expresar la anchura de
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Figura 5.24: Caso Ranura Parcial: El principio del polo coincide con el co-
mienzo de una ranura del ranurado.
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cada una de las partes de la ranura junto con el parámetro z (de�nido en el
apartado de Diente Parcial) y que varía entre 0 y 1: así sz será la anchura de
una de las dos partes en que dividimos a la ranura y s− sz, es decir, s(1− z)
la anchura de la otra parte de la ranura (en la parte superior de la �gura 5.24
se indican estas dimensiones).

Igualmente, aunque las geometrías que obtendríamos al tomar los valores
extremos de z serían las correspondiente a "Diente Completo" (z = 0) y
"Ranura Completa" (z = 1), no es posible estudiar estos casos a partir del
de Ranura Parcial, ya que, como veremos más adelante, en algunas de las
expresiones que vamos a obtener, los términos z y 1− z aparecen dividiendo
y darían lugar a indeterminaciones al tomar z sus valores extremos. Es por
ello por lo que sólo vamos a considerar los valores de z tal que 0 < z < 1 (los
casos "Ranura Completa" y "Diente Completo" se estudian por separado en
las secciones 5.1.2 y 5.1.4, respectivamente).

Del mismo modo que nos sucedía en el caso �Diente Parcial�, con el �n de
lograr el menor número de regiones posible, hemos hecho que la banda de des-
magnetización del imán no sea simétrica y que su anchura no sea constante,
si no que se pueda ajustar de tal modo, que el �nal de la banda coincida con
una discontinuidad en el estátor (paso de ranura a diente o viceversa). De esta
forma logramos que las discontinuidades en el imán coincidan con disconti-
nuidades en el estátor y, por lo tanto, el número de regiones que obtengamos
vengan determinadas solamente por las discontinuidades del estátor. En la
�gura 5.24 hemos resaltado las bandas de desmagnetización del imán, siendo
el ancho de la banda de desmagnetización t+ s(1 + z) para el lado izquierdo
del imán y t + s(2 − z) para la parte derecha del imán. En ambos casos el
valor mínimo de dicha banda es s+t, anchura su�ciente para que el potencial
del imán se estabilice, tal y como habíamos comprobado cuando de�níamos
la banda de desmagnetización (apartado 4.3.3).

Si consideráramos el ancho de la banda de desmagnetización constante e
igual al paso de ranura, tal y como suponemos en los casos "Ranura Comple-
ta" y "Diente Completo", el número de regiones que se formarían vendrían
originadas por discontinuidades en el estátor o por discontinuidades en el ró-
tor, dando lugar a un número mayor de regiones y a una mayor complejidad
en el estudio. En la �gura 5.25 hemos planteado el problema del potencial
para el área rayada de la �gura 5.24, donde podemos observar que se originan
siete regiones por polo; (si el ancho de la banda de desmagnetización fuera
constante e igual al paso de ranura, obtendríamos nueve regiones por polo,
igual que sucedía en el caso de Diente Parcial).
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Figura 5.25: Planteamiento del problema del potencial para el área elegida
en la �gura 5.24

Funciones de la banda de desmagnetización

El esquema que vamos a seguir en este caso y en los siguientes coinci-
de con el planteado en los casos de Diente Parcial y de Ranura Completa.
Primeramente vamos a de�nir las funciones que representan a las bandas de
desmagnetización en cada una de las regiones (funciones f1(x), f2(x), f3(x),
f4(x), f5(x) y f6(x)). En su de�nición emplearemos el mismo planteamiento
expuesto en los casos precedentes: representar a la porción de banda de mag-
netización correspondiente a la región que estemos estudiando mediante una
función impar para, posteriormente, expresarla mediante su desarrollo en se-
rie de Fourier; el hecho de describirla como una función impar nos permite,
empleando el caso#12 del anexo C, poder determinar la expresión del poten-
cial magnético escalar que origina. De�namos cada una de estas funciones:

Función f1(x): De�nimos f1(x) mediante la expresión:

f1(x) = Vo · tanh(c · x) x ∈ [−sz, sz]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f1(x) =
∞∑
n=1

bn,1sen
(
nπx
sz

)
x ∈ [−sz, sz]

obteniéndose los coe�cientes bn,1 mediante cálculo numérico.
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Función f2(x): De�nimos f2(x) mediante la expresión:

f2(x) =

{
−Vo · tanh [c · (−x+ sz)] x ∈ [−t, 0]
Vo · tanh [c · (x+ sz)] x ∈ [0, t]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f2(x) =
∞∑
n=1

bn,2sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, 0] ∪ [0, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,2 mediante cálculo numérico.

Función f3(x): De�nimos f3(x) mediante la expresión:

f3(x) =

{
−Vo · tanh [c · (−x+ sz + t)] x ∈ [−s, 0]
Vo · tanh [c · (x+ sz + t)] x ∈ [0, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f3(x) =
∞∑
n=1

bn,3sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, 0] ∪ [0, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,3 mediante cálculo numérico.

Función f4(x): De�nimos f4(x) mediante la expresión:

f4(x) =

{
Vo · tanh {c · [−x− (s(2− z) + t)]} x ∈ [−s, 0]
−Vo · tanh {c · [x− (s(2− z) + t)]} x ∈ [0, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f4(x) =
∞∑
n=1

bn,4sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, 0] ∪ [0, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,4 mediante cálculo numérico.

Función f5(x): De�nimos f5(x) mediante la expresión:

f5(x) =

{
Vo · tanh {c · [−x− (s(1− z) + t)]} x ∈ [−t, 0]
−Vo · tanh {c · [x− (s(1− z) + t)]} x ∈ [0, t]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f5(x) =
∞∑
n=1

bn,5sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, 0] ∪ [0, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,5 mediante cálculo numérico.
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Función f6(x): De�nimos f6(x) mediante la expresión:

f6(x) =

{
Vo · tanh {c · [−x− s(1− z)]} x ∈ [−s(1− z), 0]
−Vo · tanh {c · [x− s(1− z)]} x ∈ [0, s(1− z)]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f6(x) =
∞∑
n=1

bn,6sen
[

nπx
s(1−z)

]
x ∈ [−s(1− z), 0] ∪ [0, s(1− z)]

obteniéndose los coe�cientes bn,6 mediante cálculo numérico.

En las siguientes �guras, se muestra la funciones f1(x), f2(x), f3(x),
f4(x), f5(x) y f6(x) para valores del parámetro z de 0.25 (�gura 5.26),
de 0.5 (�gura 5.27) y de 0.75 (�gura 5.28), donde los valores de la
geometría son los mismo para todas ellas y de valores V0 = 3318.52Av,
s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm, donde el trazo continua
rojo muestra la función exacta y con puntos amarillos la aproximación
mediante el desarrollo en serie de Fourier.

Figura 5.26: Funciones del per�l de magnetización para z = 0.25
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Figura 5.27: Funciones del per�l de magnetización para z = 0.5

Figura 5.28: Funciones del per�l de magnetización para z = 0.75
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Una vez de�nidas las funciones fi(x), el paso siguientes es de�nir las
que existen en las fronteras comunes. Ahora tenemos 7 regiones claramente
diferenciadas e interconectadas a través de las fronteras comunes AB, DE,
FG, JK, LM, PQ, RS y UV. Como ya sabemos, se debe cumplir que el
potencial magnético escalar y su derivada espacial deben ser continuos a
través de estas fronteras. Por ello, resolveremos el problema en los dos pasos
ya conocidos:

1. Impondremos una distribución de potencial arbitraria a lo largo de las
fronteras comunes AB, DE, FG, JK, LM, PQ, RS y UV. Estas distri-
buciones vendrán expresadas en forma de un desarrollo de Fourier en
senos en el que los coe�cientes son variables por determinar (justi�-
cación en el apéndice B). Debido a la periodicidad del problema, las
distribuciones de potencial en las fronteras AB y UV serán iguales pero
con signo contrario. Ahora que tenemos especi�cadas las condiciones de
contorno en ambas regiones a cada lado de las fronteras resolveremos,
por separado, la distribución de potencial en cada región.

2. Obtendremos los coe�cientes del desarrollo de Fourier de la distribución
de potencial en las fronteras AB (o UV), DE, FG, JK, LM, PQ y RS,
igualando la derivada normal de la función potencial en ambas regiones
a lo largo de cada frontera.

Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común AB
es de la forma:

ϕABm =
∞∑
w=1

Qw sen
(
wπy
h+g

)
para 0 ≤ y ≤ h+ g en la región I

donde Qw son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común DE es
de la forma:

ϕDEm =
∞∑
q=1

Hq sen
[
qπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región I, y

ϕDEm =
∞∑
q=1

Hq sen
(
qπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región II

donde Hq son los coe�cientes a determinar.
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Estas dos fórmulas son la misma distribución excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la región I tomamos el origen de coordenadas en el
punto A con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y B, respecti-
vamente, y en la región II tomamos el origen de coordenadas en el punto D
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y E.

En las otras cinco fronteras FG, JK, LM, PQ y RS procederemos de forma
similar. La distribución de potencial que impondremos a la frontera común
FG es de la forma:

ϕFGm =
∞∑
l=1

Ml sen
(
lπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región II, y

ϕFGm =
∞∑
l=1

Ml sen
[
lπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región III

donde Ml son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común JK es
de la forma:

ϕJKm =
∞∑
m=1

Lm sen
[
mπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región III, y

ϕJKm =
∞∑
m=1

Lm sen
(
mπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región IV

donde Lm son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común LM
es de la forma:

ϕLMm =
∞∑
r=1

Pr sen
(
rπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región IV, y

ϕLMm =
∞∑
r=1

Pr sen
[
rπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región V

donde Pr son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común PQ
es de la forma:

ϕPQm =
∞∑
p=1

Rp sen
[
pπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región V, y
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ϕPQm =
∞∑
p=1

Rp sen
(
pπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región VI

donde Rp son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común RS es
de la forma:

ϕRSm =
∞∑
u=1

Vu sen
(
uπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región VI, y

ϕRSm =
∞∑
u=1

Vu sen
[
uπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región VII

donde Vu son los coe�cientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad anticí-
clica), los coe�ciente de la distribución de potencial que impondremos a la
frontera común UV deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con
signo contrario. Por ello, la distribución de potencial en la frontera común
UV es de la forma:

ϕUVm =
∞∑
w=1

(−Qw) sen
(
wπy
h+g

)
para 0 ≤ y ≤ h+ g en la región VII, y

ϕUVm =
∞∑
w=1

(−Qw) sen
(
wπy
h+g

)
para 0 ≤ y ≤ h+ g en la región VIII

donde Qw son los coe�cientes a determinar. Las distribuciones de potencial
son las mismas y sin desplazamiento en las ordenadas, ya que ambos orígenes
se encuentran a la misma altura (punto T para la región VII y punto U para
la región VIII).

Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras comu-
nes a cada región, se determinarán la expresión del potencial en las diferentes
regiones, aplicando, como en los casos anteriores, el principio de superposi-
ción junto con las respuesta obtenidas en los casos estudiados en el anexo C.
Las expresiones correspondientes se recogen en el apartado E.1 del apéndice
E.
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Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las seis regiones
podemos obtener un conjunto de ecuaciones en función de los coe�cientes Qw,
Hq, Ml, Lm, Pr y Rp sin más que plantear en las fronteras comunes que:

dvj
dx

=
dvj+I
dx

o, lo que es lo mismo:

g
dvj
dx

= g
dvj+I
dx

con j = I, II, III, ...., V II.

Determinemos las correspondientes derivadas, siguiendo un procedimien-
to similar al empleado en los casos Diente Parcial y Ranura Completa, donde
introduciremos las constantes α, β y µ de�nidas en el caso Diente Parcial.
Igualmente y con el �n de situar los ejes de coordenadas en las regiones tipo
ranura (regiones I, III, V y VII) a la misma altura que el de las regiones tipo
diente con las que limitan (regiones II, IV y VI), realizaremos una traslación
del origen de coordenadas de aquellas. La traslación y = y + h nos situará
las ordenadas de los centros de coordenadas de las regiones ranura al mismo
nivel que el de las regiones diente. En las frontera entre las regiones VII y
VIII no realizaremos este desplazamiento ya que, al ser ambas regiones de
tipo ranura, los orígenes ya están a la misma altura. Las derivadas obtenidas
se muestran en el aparatdo E.2 del apéndice E.

Ecuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada región, podemos plantear un
sistema de ecuaciones igualando la derivada normal de la función potencial
en la frontera común a dos regiones contiguas, donde las incógnitas serán los
coe�cientes de las distribuciones de potencial de�nidas en cada una de las
fronteras comunes a dos regiones contiguas (coe�cientes Qw, Hq, Ml, Lm, Pr,
Rp y Vu). El sistema de ecuaciones que obtenemos es el que se re�eja en el
apartado E.3 del apéndice E.

Las 7 ecuaciones que forman el sistema de ecuaciones (desde (E.27) hasta
(E.33)), se deben cumplir simultáneamente y a través de su resolución, en la
que se emplearán métodos numéricos, obtendremos los valores de los coe�-
cientes Qw, Hq, Ml, Lm, Pr, Rp y Vu.
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Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores máximos para w, q, l, m,
r, p y u, como Q (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos Q
diferentes valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera
tendremos 7 ·Q ecuaciones con 7 ·Q incógnitas (los coe�cientes Qw, Hq, Ml,
Lm, Pr, Rp y Vu).

Una vez �jadas las dimensiones de la geometría y hallados los valores de
los coe�cientes, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la máquina, sin más que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada región (ecuaciones (E.1) a (E.10)) los correspondientes
coe�cientes, las dimensiones de la geometría y las coordenadas del punto o
puntos donde se calculará el potencial magnético escalar. En las siguientes
�guras, se muestra la distribución del potencial magnético escalar en el entre-
hierro de nuestra máquina, para valores del parámetro z de 0.25 (�gura 5.29),
de 0.5 (�gura 5.30) y de 0.75 (�gura 5.31), donde los valores de la geome-
tría son los mismo para todas ellas y de valores V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm.

Figura 5.29: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y z = 0.25.

Como último paso en el estudio del caso Ranura Parcial, vamos a obtener
la variación del potencial magnético escalar a lo largo de un polo en las
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Figura 5.30: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y z = 0.5.

Figura 5.31: Potencial magnético escalar para el ejemplo numérico tal que
V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y z = 0.75.
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tres alturas del entrehierro ya mencionadas (super�cie del rótor, medio del
entrehierro y super�cie del estátor) y para un valor de z de 0.5, las cuales se
muestran en la �gura 5.32.

Figura 5.32: Potencial magnético escalar en la super�cie del rotor, en el medio
del entrehierro y en la super�cie del estátor para el caso Ranura Parcial con
z = 0.5.

Podríamos realizar las mismas observaciones que las comentadas en los
casos de Diente Parcial y Ranura Completa, ya que, exceptuando la posición
del ranurado, las curvas son similares a las de los citados casos.

5.1.4. Diente completo

El último caso que vamos a considerar es el de Diente Completo; a partir
de la posición de Ranura Parcial y debido al movimiento del rótor, llegamos
a este caso, en el que el principio del polo coincide con el comienzo de un
diente del ranurado. La geometría considerada se muestra en la �gura 5.33.
El problema del cálculo del potencial magnético escalar en el entrehierro se
reduce al cálculo del campo en el área rayada.

Como sucedía en el caso de Ranura Completa, ahora la banda de des-
magnetización también es simétrica y con una anchura constante y de valor
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Figura 5.33: Caso Diente Completo: El principio del polo coincide con el
comienzo de un diente del ranurado.
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el paso de ranura, es decir, t + s. Tal y como habíamos comprobado cuan-
do de�níamos la banda de desmagnetización (apartado 4.3.3), esta anchura
es su�ciente para que el potencial del imán se estabilice. Además, con esta
anchura de las bandas de desmagnetización, conseguimos que las discontinui-
dades en el polo coincidan con discontinuidades en el estátor y, por lo tanto,
el número de regiones que obtengamos vengan determinadas solamente por
las discontinuidades del estátor. En la �gura 5.33 hemos resaltado las bandas
de desmagnetización del imán y las distintas regiones que se originan. En la
�gura 5.34 hemos planteado el problema del potencial para el área rayada de
la �gura 5.33, donde podemos observar que se originan seis regiones por polo.

Figura 5.34: Planteamiento del problema del potencial para el área elegida
en la �gura 5.33

El esquema que vamos a seguir en este caso es el mismo que el planteado
en los anteriores: de�niremos las funciones que representan a las bandas de
desmagnetización en cada región así como las que establecen la distribución
de potencial en las fronteras comunes, distribuciones que viene expresadas en
función de unos coe�cientes desconocidos; una vez de�nidas, podemos calcu-
lar la potencial magnético escalar en cada región, aplicando el principio de
superposición y los resultados obtenidos en los casos estudiados en el anexo
C. Con el �n de obtener los valores de los coe�cientes de las distribucio-
nes de potencial de las fronteras comunes, igualaremos la derivada normal
del potencial magnético escalara a ambos lados de cada frontera, obteniendo
un sistema de ecuaciones de cuya resolución determinaremos los valores de
dichos coe�cientes. Para poder planetar este sistema de ecuaciones, necesita-
remos previamente, la expresión de las derivadas del potencial en cada región.
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Funciones de la banda de desmagnetización

Vamos a de�nir las funciones que representan a las bandas de desmagne-
tización en cada una de las regiones (funciones f1(x), f2(x), f3(x) y f4(x)).
Como en casos anteriores, representaremos la porción de banda de magne-
tización correspondiente a la región que estemos estudiando mediante una
función impar, para, posteriormente, expresarla mediante su desarrollo en
serie de Fourier; el hecho de describirla como una función impar nos permi-
te, empleando el caso#12 del citado anexo, poder determinar la expresión
del potencial magnético escalar que origina. De�namos cada una de estas
funciones:

Función f1(x): De�nimos f1(x) mediante la expresión:

f1(x) = Vo · tanh(c · x) x ∈ [−t, t]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f1(x) =
∞∑
n=1

bn,1sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,1 mediante cálculo numérico.

Función f2(x): De�nimos f2(x) mediante la expresión:

f2(x) =

{
−Vo · tanh [c · (−x+ t)] x ∈ [−s, 0]
Vo · tanh [c · (x+ t)] x ∈ [0, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f2(x) =
∞∑
n=1

bn,2sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, 0] ∪ [0, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,2 mediante cálculo numérico.

Función f3(x): De�nimos f3(x) mediante la expresión:

f3(x) =

{
Vo · tanh [c · (−x− t− s)] x ∈ [−t, 0]
−Vo · tanh [c · (x− t− s)] x ∈ [0, t]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f3(x) =
∞∑
n=1

bn,3sen
(
nπx
t

)
x ∈ [−t, 0] ∪ [0, t]

obteniéndose los coe�cientes bn,3 mediante cálculo numérico.
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Función f4(x): De�nimos f4(x) mediante la expresión:

f4(x) =

{
Vo · tanh [c · (−x− s)] x ∈ [−s, 0]
−Vo · tanh [c · (x− s)] x ∈ [0, s]

función que se puede expresar a través de su desarrollo en serie de
Fourier de la forma:

f4(x) =
∞∑
n=1

bn,4sen
(
nπx
s

)
x ∈ [−s, 0] ∪ [0, s]

obteniéndose los coe�cientes bn,4 mediante cálculo numérico.

En la �gura (5.35) se muestran la funciones f1(x), f2(x), f3(x) y f4(x),
donde los valores de la geometría son V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm, donde el trazo continua rojo
muestra la función exacta y con puntos amarillos la aproximación me-
diante el desarrollo en serie de Fourier.

Figura 5.35: Funciones del per�l de magnetización para el caso de Diente
Completo
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Distribuciones de potencial en las fronteras comunes

El siguiente paso será de�nir las distribuciones de potencial que existen
en las fronteras comunes. Podemos ver en la �gura (5.33) que existen 6 re-
giones cinterconectadas a través de las fronteras comunes AB, CD, GH, IJ,
MN, OP y ST.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común AB
es de la forma:

ϕABm =
∞∑
w=1

Qw sen
(
wπy
g

)
donde Qw son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común CD
es de la forma:

ϕCDm =
∞∑
q=1

Hq sen
(
qπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región I, y

ϕCDm =
∞∑
q=1

Hq sen
[
qπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región II

donde Hq son los coe�cientes a determinar.

Estas dos fórmulas son la misma distribución excepto un desplazamiento
en las ordenadas, pues en la región I tomamos el origen de coordenadas en el
punto A con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia C y B, respecti-
vamente, y en la región II tomamos el origen de coordenadas en el punto E
con valores positivos de abcisas y ordenadas hacia F y C.

En las siguientes cuatro fronteras GH, IJ, MN y OP procederemos de
forma similar. La distribución de potencial que impondremos a la frontera
común GH es de la forma:

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml sen
[
lπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región II, y

ϕGHm =
∞∑
l=1

Ml sen
(
lπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región III

donde Ml son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común IJ es
de la forma:
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ϕIJm =
∞∑
m=1

Lm sen
(
mπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región III, y

ϕIJm =
∞∑
m=1

Lm sen
[
mπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región IV

donde Lm son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común MN
es de la forma:

ϕMN
m =

∞∑
r=1

Pr sen
[
rπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región IV, y

ϕMN
m =

∞∑
r=1

Pr sen
(
rπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región V

donde Pr son los coe�cientes a determinar.

La distribución de potencial que impondremos a la frontera común OP
es de la forma:

ϕOPm =
∞∑
p=1

Rp sen
(
pπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región V, y

ϕOPm =
∞∑
p=1

Rp sen
[
pπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región VI

donde Rp son los coe�cientes a determinar.

Si tenemos en cuenta la periodicidad del problema (periodicidad anticí-
clica), los coe�ciente de la distribución de potencial que impondremos a la
frontera común ST deben de ser iguales a los de la frontera AB pero con
signo contrario. Por ello, la distribución de potencial en la frontera común
ST es de la forma:

ϕSTm =
∞∑
w=1

(−Qw) sen
[
wπ(y−h)

g

]
para h ≤ y ≤ h+ g en la región VI, y

ϕSTm =
∞∑
w=1

(−Qw) sen
(
wπy
g

)
para 0 ≤ y ≤ g en la región VII

donde Qw son los coe�cientes a determinar.
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Expresiones del potencial escalar

Una vez establecidas las distribuciones de potencial en las fronteras co-
munes a cada región, vamos a determinar la expresión del potencial en las
diferentes regiones. El apartado F.1 del apéndice F recoge estas expresiones.

Expresiones de las derivadas en las fronteras laterales

Una vez obtenidas las expresiones del potencial escalar en las seis regiones
podemos obtener un conjunto de ecuaciones en función de los coe�cientes Qw,
Hq, Ml, Lm, Pr y Rp sin más que plantear en las fronteras comunes que:

dϕjm
dx

=
dϕj+1

m

dx

o, lo que es lo mismo:

g
dϕjm
dx

= g
dϕj+1

m

dx

con j = I, II, III, IV, V y V I. Por ello, determinaremos las correspondientes
derivadas en cada región, empleando las constantes α, β, µ de�nidas en el
apartado Diente Parcial. Además, debemos realizar una traslación del origen
de las regiones tipo ranura (regiones II, IV y VI) para dejarlo a la misma
altura que el de las regiones tipo diente (regiones I, III, V y VII). La traslación
y = y + h nos situará las ordenadas de los centros de coordenadas de las
regiones tipo ranura a la misma altura que el de las regiones tipo diente. Las
derivadas obtenidas se muestran en el apartado F.2 del apéndice F.

Ecuaciones en las fronteras comunes

Una vez obtenidas las derivadas en cada región e igualando la derivada
normal de la función potencial en la frontera común a dos regiones contiguas,
obtenemos el sistema de ecuaciones mostrado en el apartado F.3 del apéndice
F.

Las 6 ecuaciones que forman el anterior sistema de ecuaciones (desde
(F.23) hasta (F.28)), se deben cumplir simultáneamente y a través de su re-
solución, en la que se emplearán métodos numéricos, obtendremos los valores
de los coe�cientes Qw, Hq, Ml, Lm, Pr y Rp.

Para ello, por ejemplo, elegiremos unos valores máximos para w, q, l, m, r
y p, como Q (puede ser el mismo valor para todas), y elegiremos Q diferentes
valores para la variable y/g dentro de su rango. De esta manera tendremos
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6·Q ecuaciones con 6·Q incógnitas (los coe�cientes Qw,Hq,Ml, Lm, Pr y Rp).

Una vez �jadas las dimensiones de la geometría y hallados los valores de
los coe�cientes, podemos conocer el valor del potencial escalar en cualquier
punto del entrehierro de la máquina, sin más que sustituir en las ecuaciones
del potencial en cada región (ecuaciones (F.1) a (F.8)) los correspondientes
coe�cientes, las dimensiones de la geometría y las coordenadas del punto
o puntos donde se calculará el potencial magnético escalar. En la siguiente
�gura (�gura 5.36), se muestra la distribución del potencial magnético escalar
en el entrehierro del polo norte, donde los valores de la geometría son s =
7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm y V0 = 3318.52Av.

Figura 5.36: Potencial magnético escalar en el entrehierro de la máquina para
el ejemplo numérico tal que V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm
y h = 21.5mm

Para �nalizar este último caso, en la �gura 5.37 mostramos la variación del
potencial magnético escalar obtenida a lo largo de un polo en las tres alturas
del entrehierro ya mencionadas (super�cie del rótor, medio del entrehierro y
super�cie del estátor).

Salvando la diferencia existente en la posición del ranurado, las curvas
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Figura 5.37: Potencial magnético escalar en la super�cie del rotor, en el medio
del entrehierro y en la super�cie del estátor para el caso Diente Completo.

son semejantes a las obtenidas en los casos anteriores, siendo de aplicación
los comentarios realizados en estos casos.

5.1.5. Simulación por elementos �nitos

Con el �n de validar el procedimiento seguido y los resultados hallados,
vamos a obtener los valores del potencial escalar en la super�cie del rótor,
en el medio del entrehierro y en la super�cie del estátor que nos proporciona
el programa Flux3D. Para ello, y a partir del modelo de máquina lisa con
entreimán que se mostraba en la �gura 4.12b), lo modi�camos ajustando
el valor del entrehierro al real y dibujando las ranuras en dicha geometría,
dando como resultado el modelo de máquina ranurada que se muestra en la
�gura 5.38.

Con este modelo, procedimos a calcular la variación del potencial mag-
nético escalar en las tres alturas �jadas, para las mismas posiciones que las
analizadas en los diferentes casos, realizando la comparación de los resultados
proporcionados por el Método de los Subdominios (a los que denominaremos
"Matlab") con los obtenidos mediante el software Flux3D (denotados por
"Flux"). Las �guras 5.39, 5.40, 5.41 y 5.42 muestran estos resultados para



5.1 Expresiones del potencial magnético escalar 227

Figura 5.38: Geometría considerada en la simulación por elementos �nitos
para la máquina ranurada

los casos Diente Parcial, Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Com-
pleto, respectivamente.

A la vista de estas �guras, observamos:

Para los cuatro casos estudiados, el ajuste existente entre los resultados
analíticos y los de elementos �nitos son similares, siendo la principal
diferencia entre estos casos la posición del ranurado respecto del polo.

Se observa que el ajuste entre ambos conjuntos de valores es mejor en
las ranuras que en los dientes. Como consecuencia de ello y dado que
en la super�cie del estátor el potencial magnético escalar es nulo en
los dientes y distinto de cero en las ranuras, esta super�cie presenta
un buen ajuste entre valores analíticos y los obtenidos por elementos
�nitos.

En el medio del entrehierro, el ajuste es bueno en la zona central del po-
lo, desviándose a medida que nos acercamos a los extremos del mismo.
Por ejemplo, para una abcisa de valor 11.5 mm, los valores analíticos
son en torno a un 8% superiores a los de elementos �nitos, mientras
que en el centro del polo, abcisa 34.5 mm, la desviación es inferior al
4%.

En la super�cie del rótor este ajuste es peor, ya que, por un lado, el
potencial escalar presenta las oscilaciones ya comentadas en las fronte-
ras entre regiones contiguas, y, por otro lado, los valores analíticos son
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Figura 5.39: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente
Parcial con z=0.5

Figura 5.40: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura
Completa
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Figura 5.41: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Ranura
Parcial con z=0.5

Figura 5.42: Comparativa entre los resultados proporcionados por el Método
de los Subdominios y los obtenidos mediante Flux3D para el caso Diente
Completo
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superiores a los de elementos �nitos, aumentando esta diferencia según
nos alejamos de la zona central del polo, acercándonos a los extremos.

Por todo lo expuesto podemos concluir que cuanto más nos acerquemos
al estátor, mejor será el ajuste que exista entre los resultados analíticos y los
obtenidos por elementos �nitos.

5.2. Expresiones de las componentes de la in-

ducción

Una vez que hemos determinado las expresiones del potencial magnético
escalar en todas y cada una de las regiones que forman los diferentes casos,
vamos a obtener la expresión de las componentes de la inducción en cada una
de las regiones. Dado que estas regiones se encuentran en el entrehierro de la
máquina, esto es, en el vacío, obtendremos las expresiones de la componen-
tes de la inducción a partir de la expresión del potencial magnético escalar
aplicando las relaciones (2.51) y (2.52), relaciones que nos proporcionan las
componentes x e y de la inducción, respectivamente, y que reproducimos a
continuación:

Bx = µ0Hx = −µ0
∂ϕm
∂x

para la componente x, y

By = µ0Hy = −µ0
∂ϕm
∂y

para la componente y.

Debido a que las expresiones del potencial en las diferentes regiones vienen
condicionadas por la posición relativa del rótor respecto al estátor, tendre-
mos que considerar los cuatro casos que hemos contemplado para determinar
estos potenciales, donde seguiremos el mismo orden, es decir, Diente Parcial,
Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Completo. Obtengamos dichas
componentes de la inducción para cada caso.

5.2.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial está formado por siete regiones cuyos potenciales
vienen dados por las expresiones (5.1) a (5.10). Las componentes x de la
inducción para cada región las obtendremos sustituyendo la correspondiente
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ecuación del potencial en la relación (2.51); la componente y de la inducción
en cada región se hallarán reemplazando la expresión del potencial en la
ecuación (2.52). Operando de este modo se han obtenido estas componentes:

Región I

Componente x de la inducción magnética en la región I:

BI
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
tz

csch
(
nπg
tz

)
cos
(
nπx
tz

)
senh

(
nπy
tz

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
(
wπtz
g

)
cosh

[
wπ(tz−x)

g

]
sen
(
wπy
g

)
−

−µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπtz
g

)
cosh

(
qπx
g

)
sen
(
q πy
g

)
(5.33)

Componente y de la inducción magnética en la región I:

BI
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
tz

csch
(
nπg
tz

)
sen
(
nπx
tz

)
cosh

(
nπy
tz

)
−

−µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
(
wπtz
g

)
senh

[
wπ(tz−x)

g

]
cos
(
wπy
g

)
−µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπtz
g

)
senh

(
qπx
g

)
cos
(
q πy
g

)
(5.34)

Región II

Componente x de la inducción magnética en la región II:

BII
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K2
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K2′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(5.35)
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Componente y de la inducción magnética en la región II:

BII
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
s

csch
[
nπ
s

(h+ g)
]

sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K2
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K2′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(5.36)

donde las expresiones de K2
n y K2′

n vienen dadas por la ecuación (5.3).

Región III

Componente x de la inducción magnética en la región III:

BIII
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,3
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
cosh

[
lπ(t−x)

g

]
sen
(
l πy
g

)
−

−µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
cosh

(
mπx
g

)
sen
(
mπy
g

)
(5.37)

Componente y de la inducción magnética en la región III:

BIII
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,3
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
senh

[
lπ(t−x)

g

]
cos
(
l πy
g

)
−

−µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
senh

(
mπx
g

)
cos
(
mπy
g

)
(5.38)
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Región IV

Componente x de la inducción magnética en la región IV:

BIV
x = −µ0

∞∑
k=1

4V0
s

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cos
[

(2k−1)πx
s

]
senh

[
(2k−1)πy

s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

K4
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K4′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(5.39)

Componente y de la inducción magnética en la región IV:

BIV
y = −µ0

∞∑
k=1

4V0
s

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
sen
[

(2k−1)πx
s

]
cosh

[
(2k−1)πy

s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

K4
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K4′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(5.40)

donde las expresiones de K4
n y K4′

n vienen dadas por la ecuación (5.6).

Región V

Componente x de la inducción magnética en la región V:

BV
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,4
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
r=1

Pr
rπ
g

csch
(
rπt
g

)
cosh

[
rπ(t−x)

g

]
sen
(
r πy
g

)
−

−µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
cosh

(
pπx
g

)
sen
(
p πy
g

)
(5.41)
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Componente y de la inducción magnética en la región V:

BV
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,4
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
r=1

Pr
rπ
g

csch
(
rπt
g

)
senh

[
rπ(t−x)

g

]
cos
(
r πy
g

)
−µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
senh

(
pπx
g

)
cos
(
p πy
g

)
(5.42)

Región VI

Componente x de la inducción magnética en la región VI:

BV I
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,5
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K6′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(5.43)

Componente y de la inducción magnética en la región VI:

BV I
y = −µ0

∞∑
k=1

bn,5
nπ
s

csch
[
nπ
s

(h+ g)
]

sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(5.44)

donde las expresiones de K6
n y K6′

n vienen dadas por la ecuación (5.9).
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Región VII

Componente x de la inducción magnética en la región VII:

BV II
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,6
nπ

t(1−z)csch
[

nπg
t(1−z)

]
cos
[

nπx
t(1−z)

]
senh

[
nπy
t(1−z)

]
+

+µ0

∞∑
u=1

Vu
aπ
g

csch
[
uπt(1−z)

g

]
cosh

{
uπ[t(1−z)−x]

g

}
sen
(
uπy
g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
[
wπt(1−z)

g

]
cosh

(
wπx
g

)
sen
(
wπy
g

)
(5.45)

Componente y de la inducción magnética en la región VII:

BV II
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,6
nπ

t(1−z)csch
[

nπg
t(1−z)

]
sen
[

nπx
t(1−z)

]
cosh

[
nπy
t(1−z)

]
−

−µ0

∞∑
u=1

Vu
aπ
g

csch
[
uπt(1−z)

g

]
senh

{
uπ[t(1−z)−x]

g

}
cos
(
uπy
g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
[
wπt(1−z)

g

]
senh

(
wπx
g

)
cos
(
wπy
g

)
(5.46)

De una forma análoga a la realiza para el potencial magnético escalar y
con la �nalidad de ver la calidad de la solución proporcionada por el método
expuesto, vamos a obtener la variación de las componentes de la inducción a
lo largo de un polo en las tres alturas del entrehierro de�nidas en el apartado
anterior (super�cie del rótor, medio del entrehierro y super�cie del estátor).
En las siguientes �guras se muestra la variación de la componente x de la
inducción (�gura 5.43) y la variación de la componente y de la inducción
(�gura 5.44) en las tres alturas mencionadas, donde los valores de la geome-
tría son los mismo para todas ellas y de valores V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm, siendo el valor de z igual a 0.5.

A la vista de los resultados obtenidos, podemos observar cómo los valores
de ambas componentes de la inducción en la super�cie del rótor presentan-
do picos de valor muy elevado, enmascarando a los puntos restantes. Este
comportamiento es una consecuencia de las oscilaciones que se observaban
en la variación del potencial magnético escalar en la super�cie del rótor (�-
gura 5.18); dado que las componentes de la inducción son proporcionales
al gradiente del potencial escalar en la dirección que estemos considerando,
aquellas oscilaciones provocan estos picos, siendo una consecuencia del pro-
cedimiento matemático que hemos empleado para representar las bandas de
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Figura 5.43: Componente x de la inducción en la super�cie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la super�cie del estátor para el caso Diente Parcial
con z = 0.5.

Figura 5.44: Componente y de la inducción en la super�cie del rotor, en el
medio del entrehierro y en la super�cie del estátor para el caso Diente Parcial
con z = 0.5.
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desmagnetización en el imán y no del fenómeno físico en sí, por lo que no po-
dremos utilizar estas componentes de la inducción, aunque sí sus expresiones
matemáticas.

Ya que las oscilaciones en el potencial magnético escalar se amortiguaban
a medida que nos separábamos del rotor y no eran apreciables en el medio del
entrehierro ni en la super�cie del estátor, cabe esperar que las componentes
de la inducción en estas dos alturas tengan un comportamiento mejor. En las
siguientes �guras se muestra la variación de la componente x de la inducción
(�gura 5.45) y la variación de la componente y de la inducción (�gura 5.46)
en el medio del entrehierro y en la super�cie del rótor.

Figura 5.45: Componente x de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Diente Parcial con z = 0.5.

El hecho de no representar la variación de las componentes de la inducción
en la super�cie del rótor nos permite poder apreciar las otras dos curvas, cuya
aspecto es el esperado. El comportamiento del potencial magnético escalar
en la super�cie del rótor es similar en los diferentes casos estudiados, por lo
que, las componentes de la inducción en la super�cie del rótor serán similares.
Debido a ello, no nos van a proporcionar ninguna información útil y no serán
representadas en los distintos casos que estudiemos (ranura completa, ranura
parcial y diente completo). Respecto a las componentes de la inducción en el
caso que nos ocupa y a la vista de las grá�cas mostradas, podemos comentar:
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Figura 5.46: Componente y de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Diente Parcial con z = 0.5.

Respecto a la componente x:

� Esta componente de la inducción presenta los valores más impor-
tantes debajo de las ranuras, siendo más acusados cuanto más
próximos estamos al estátor de la máquina.

� Su magnitud es positiva cuando, al movernos hacia valores cre-
cientes de la variable x, el potencial escalar disminuye y negativa
en caso contrario.

Respecto de la componente y:

� Como consecuencia de haber �jado el origen de coordenadas en el
estátor de la máquina y mirando hacia el rótor, una magnetización
positiva origina una componente y de la inducción negativa.

� Fuera de las ranuras, la componente y de la inducción es la misma
para las dos alturas visualizadas. Comparando el valor de esta
componente con el que tenía en la máquina lisa, el valor absoluto
es ligeramente superior en la máquina ranurada que en la máquina
lisa en la zona central del polo (0.85 T en la máquina ranurada
frente a 0.75 T de la máquina lisa).
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� Debajo de las ranuras, la componente y de la inducción es tan-
to mayor cuanto más próximos estamos del estátor. Esto es una
consecuencia de la mayor in�uencia de la ranura en el potencial
escalar cuanto más cerca estamos del estátor, tal y como veíamos
al analizar la �gura 5.18.

5.2.2. Ranura Completa

El caso Ranura Completa está formado por seis regiones cuyos potencia-
les vienen dados por las ecuaciones (D.1) a (D.9). Las componentes x e y de
la inducción para cada región se han obtenido al sustituir la correspondiente
ecuación del potencial en las relacion (2.51) y (2.52), respectivamente. Estas
componentes se muestran en el apartado D.4 del apéndice D.

De una forma análoga a la realiza para el caso Diente Parcial y para ver
con mayor detalle la solución proporcionada por el método expuesto, vamos
a obtener la variación de la componente x de la inducción (�gura 5.47) y la
variación de la componente y de la inducción (�gura 5.48) en el medio del
entrehierro y en la super�cie del rótor.

Figura 5.47: Componente x de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Ranura Completa.
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Figura 5.48: Componente y de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Ranura Completa.

Exceptuando el desplazamiento existente como consecuencia de ser el caso
Diente Completo, los resultados obtenidos son idénticos a los del caso Dien-
te Parcial, pudiendo realizarse los mismos comentarios que las comentados
entonces.

5.2.3. Ranura Parcial

Como en el caso Diente Parcial, el caso Ranura Parcial también está for-
mado por siete regiones cuyos potenciales vienen dados por las expresiones
(E.1) a (E.10), expresiones que sustituidas en las relaciones (2.51) y (2.52)
nos han proporcionado las componentes de la inducción que se detallan en el
apartado E.4 del anexo E.

Como último paso en el estudio del caso Ranura Parcial, vamos a obtener
a obtener la variación de las componentes de la inducción a lo largo de un
polo en las dos alturas del entrehierro ya mencionadas (medio del entrehierro
y super�cie del estátor) y para un valor de z de 0.5, las cuales se muestran
en las �guras 5.49) (componente x) y 5.50 (componente y).

Podríamos realizar las mismas observaciones que las comentadas en los
casos de Diente Parcial y Ranura Completa, ya que, exceptuando la posición
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Figura 5.49: Componente x de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Ranura Parcial con z = 0.5.

Figura 5.50: Componente y de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Ranura Parcial con z = 0.5.
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del ranurado, las curvas son similares a las de los citados casos.

5.2.4. Diente Completo

El caso Diente Completo, al igual que en el de Ranura Completa, está
formado por seis regiones cuyos potenciales vienen expresados por las ecua-
ciones (F.1) a (F.8). Las componentes x e y de la inducción las obtendremos
sustituyendo estas expresiones del potencial en las ecuaciones (2.51) y (2.52),
respectivamente. Las componentes de la inducción en cada región se mues-
tran en el apartado F.4 del apéndice F.

Para �nalizar este último caso, en las �guras 5.51 y 5.52 mostramos,
respectivamente, la variación de las componentes x e y de la inducción a lo
largo de un polo en las dos alturas del entrehierro ya mencionadas (medio
del entrehierro y super�cie del estátor).

Figura 5.51: Componente x de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Diente Completo.

Salvando la diferencia existente en la posición del ranurado, las curvas
son semejantes a las obtenidas en los casos anteriores, siendo de aplicación
los comentarios realizados en dichos casos.
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Figura 5.52: Componente y de la inducción en el medio del entrehierro y en
la super�cie del estátor para el caso Diente Completo.

5.2.5. Simulación por elementos �nitos

Con el �n de validar los resultados obtenidos por el método propuesto y
de una forma similar a la realizada con el potencial magnético escalar, va-
mos a obtener las componentes de la inducción en la super�cie del rótor, en
el medio del entrehierro y en la super�cie del estátor que nos proporciona
el programa Flux3D. Para ello, y a partir del modelo de máquina ranurada
que se muestra en la �gura 5.38, procedimos a calcular la componentes de la
inducción magnética en las tres alturas �jadas, para las mismas posiciones
que las analizadas en los diferentes casos, realizando posteriormente la com-
paración de los resultados proporcionados por el Método de los Subdominios
con los obtenidos mediante el software Flux3D, donde se ha omitido la repre-
sentación de los valores analíticos en la super�cie del rótor, dados los malos
valores que se obtienen, tal y como se ha comentado en apartados anteriores.

Las �guras 5.53, 5.54, 5.55 y 5.56 comparan los resultados obtenidos para
la componente x de la inducción en los casos Diente Parcial, Ranura Com-
pleta, Ranura Parcial y Diente Completo, respectivamente.

A la vista de estas �guras, podemos comentar:

Para los cuatro casos estudiados, el ajuste existente entre los resultados
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Figura 5.53: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Parcial con z=0.5

Figura 5.54: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Completa
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Figura 5.55: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Parcial con z=0.5

Figura 5.56: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Completo
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analíticos y los de elementos �nitos son similares, siendo la principal
diferencia entre estos casos la posición del ranurado respecto del polo.

En general, la componente x de la inducción presenta un buen ajuste
entre los valores analíticos y los obtenidos por elementos �nitos, tanto
en los dientes como en las ranuras..

Se observa que en la super�cie del estátor existe un buen ajuste entre
valores analíticos y los obtenidos por elementos �nitos, siendo la dife-
rencia más importante a destacar el valor más elevado que presenta el
método propuesto en la frontera diente-imán.

En el medio del entrehierro, el ajuste es bueno en todo el polo, des-
viándose solamente cuando nos aproximamos al los extremos derecho
del mismo.

En la super�cie del rótor, los valores analíticos no se pueden considerar
como válidos para poder realizar una comparación con los obtenidos
por elementos �nitos.

Respecto a la componente y de la inducción, las �guras 5.57, 5.58, 5.59 y
5.60 comparan los resultados obtenidos en los casos Diente Parcial, Ranura
Completa, Ranura Parcial y Diente Completo, respectivamente, donde tam-
poco se han representado los valores analíticos en la super�cie del rótor.

A la vista de estas �guras, observamos que:

Igual que sucedía con el potencial magnético escalar y con la compo-
nente x de la inducción, para los cuatro casos estudiados, es similar el
ajuste existente entre los resultados analíticos y los de elementos �nitos,
siendo la principal diferencia entre estos casos la posición del ranurado
respecto del polo.

En las ranuras existe un buen ajuste entre los valores analíticos y los
proporcionados por Flux3D, tanto para el medio del entrehierro como
para la super�cie del estátor y para todos los casos.

Se observa que en la super�cie del estátor y en las proximidades de
la frontera diente-ranura, el método analítico proporciona valores más
elevados de la componente y de la inducción que la simulación por
elementos �nitos.

En los dientes, el ajuste entre ambos conjuntos de valores es muy bueno
cuando estamos en el medio del entrehierro, siendo un poco pero en la
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Figura 5.57: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Parcial con z=0.5

Figura 5.58: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Completa
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Figura 5.59: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Ranura Parcial con z=0.5

Figura 5.60: Comparativa entre los resultados proporcionados para la com-
ponente x de la inducción por el Método de los Subdominios y los obtenidos
mediante Flux3D para el caso Diente Completo
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super�cie del estátor. En este último caso se observa que, los valores
proporcionado por el método analítico son, en valor absoluto, ligera-
mente superiores a los de Flux3D.

En la super�cie del rótor, los valores analíticos no se pueden considerar
como válidos para poder realizar una comparación con los obtenidos
por elementos �nitos.

5.3. Determinación del �ujo magnético en cada

región

El siguiente paso en nuestro análisis, será la determinación del �ujo mag-
nético que atraviesa el estátor de la máquina en cada región. Tal y como
veíamos en el apartado 2.3.6, la expresión del �ujo que atraviesa una super�-
cie S viene dada por la expresión (2.53), la cual reproducimos a continuación:

φ =

∫
S

B̄ · dS

donde B̄ representa la inducción magnética en la super�cie S y dS un ele-
mento diferencial de super�cie. En el citado apartado, habíamos establecido
como �ujo positivo el que entraba en el estátor procedente del rótor y como
negativo en caso contrario.

Aplicaremos esta expresión y el convenio señalado en el cálculo del �ujo
que atraviesa la super�cie del estátor. En la �gura 5.61 se muestra la geo-
metría de la máquina, donde se distinguen dos tipos de regiones: región t o
región tipo diente y región s o región tipo ranura. En las primeras hallaremos
el �ujo que atraviesa la super�cie del diente (St), mientras que en las segun-
das calcularemos los �ujos que atraviesan las tres super�cies que forman la
ranura (S1

s , S
2
s y S

3
s ) así como la super�cie que forma la entrada de la ranura

(S4
s ). Vamos a obtener las expresiones generales de estos �ujos.

Expresión del �ujo en una región tipo diente:

Sea φt el �ujo que atraviesa una región tipo diente y St su super�cie.
En la super�cie del diente la inducción magnética B y el elemento
diferencial de super�cie dS vienen dados por:

B = Bxi+Byj
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Figura 5.61: Super�cies consideradas en el cálculo del �ujo: Super�cie St en
la región t y super�cies S1

s , S
2
s , S

3
s y S

4
s en la región s.

y
dS = −dS j

que al sustituirlos en la expresión general del �ujo (ecuación 2.53) re-
sulta:

φt =

∫
St

B · dS =

∫
St

(
Bxi+Byj

)
·
(
−dS j

)
= −

∫
St

BydS

siendo la integral una integral de super�cie.

Si limitamos nuestro estudio al caso de dos dimensiones, es decir, supo-
nemos que la profundidad (tercera dimensión) vale la unidad, la integral
de super�cie se transforma en una integral de línea, resultando:

φt = −
x2∫
x1

By (x, y0) dx

siendo y0 el valor de la ordenada correspondiente a la super�cie del
diente y x1 y x2 los límites inferior y superior de la abcisa en esta su-
per�cie. De acuerdo al sistema de coordenadas considerado, y0 = 0,
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x1 = 0 y x2 = t que al reemplazarlas en la expresión anterior, nos per-
mite obtener la expresión general del �ujo por unidad de profundidad
que entra en una región tipo diente de nuestra geometría:

φt = −
t∫

0

By (x, 0) dx (5.47)

Expresiones del �ujo en una región tipo ranura:

En las regiones ranuras vamos a calcular las expresiones del �ujo en
cada una de las super�cies que forman la ranura (lateral izquierdo,
fondo y lateral derecho) así como a la entrada de la misma.

� Expresión del �ujo en la super�cie lateral izquierda de la ranura:

Denotaremos por φ1
s al �ujo que atraviesa la super�cie lateral iz-

quierda de la ranura y por S1
s a la super�cie de este lateral iz-

quierdo. En esta super�cie, el vector inducción magnética
−→
B y el

elemento diferencial de super�cie
−→
dS vienen dados por:

B = Bxi+Byj

y
dS1

s = −dS i

Si los reemplazamos en la expresión general del �ujo (ecuación
2.53) obtenemos:

φ1
s =

∫
S1
s

B · dS1
s =

∫
S1
s

(
Bxi+Byj

)
·
(
−dS i

)
= −

∫
S1
s

Bx · dS

siendo las integrales de super�cie. Al considerar que la profundi-
dad es la unidad (dos dimensiones), aquellas se transforman en
integrales de línea, obteniéndose:

φ1
s = −

y2∫
y1

Bx (x0, y) dy

siendo x0 el valor de la abcisa correspondiente a la super�cie lateral
izquierda de la ranura e y1 e y2 los límites inferior y superior
de la ordenada en esta super�cie, cuyos valores, para el sistema
de coordenadas establecido, son x0 = 0, y1 = 0 y y2 = h. Si
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los sustituimos en la ecuación anterior, la expresión general del
�ujo por unidad de profundidad que atraviesa la super�cie lateral
izquierda de una región tipo ranura es:

φ1
s = −

h∫
0

Bx (0, y) dy (5.48)

� Expresión del �ujo en el fondo de la ranura:

Expresaremos mediante φ2
s el �ujo que entra por el fondo de la

ranura y con S2
s a la super�cie del fondo. Las expresiones de la

inducción magnética B y del elemento diferencial de super�cie dS
en esta super�cie son:

B = Bxi+Byj

y
dS2

s = −dS j

Por lo tanto y partiendo de la ecuación 2.53 resulta:

φ2
s =

∫
S2
s

B · dS2
s =

∫
S2
s

(
Bxi+Byj

)
·
(
−dS j

)
= −

∫
S2
s

BydS

en el caso tridimensional, simpli�cándose para el caso bidimien-
sional a:

φ2
s = −

x2∫
x1

By (x, y0) dx

En esta super�cie se cumple que y0 = 0, x1 = 0 y x2 = s siendo
la expresión general del �ujo que entra por el fondo de una región
tipo ranura:

φ2
s = −

s∫
0

By (x, 0) dx (5.49)

� Expresión del �ujo en la super�cie lateral derecha de la ranura:

Llamaremos con φ3
s al �ujo que atraviesa la super�cie lateral de-

recha de la ranura y con S3
s a la super�cie de este lateral derecho.

En esta super�cie el vector inducción magnética B y el elemento
diferencial de super�cie dS se expresan mediante:

B = Bxi+Byj
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y
dS3

s = dS i

que reemplazadas en la ecuación general del �ujo da lugar a:

φ3
s =

∫
S3
s

B · dS3
s =

∫
S3
s

(
Bxi+Byj

)
·
(
dS i

)
=

∫
S3
s

Bx · dS

reduciéndose en dos dimensiones a:

φ3
s =

y2∫
y1

Bx (x0, y) dy

Como en la super�cie S3
s la variable x es constante y de valor s y

la variable y varía entre 0 y h, la expresión general del �ujo por
unidad de profundidad que atraviesa la super�cie lateral derecha
de una región tipo ranura resulta:

φ3
s =

h∫
0

Bx (s, y) dy (5.50)

� Expresión del �ujo en la entrada de la ranura:

Simbolizaremos mediante φ4
s al �ujo que atraviesa la entrada de la

ranura y con S4
s a la super�cie de la entrada. Las expresiones de

la inducción magnética B y del elemento diferencial de super�cie
dS en esta super�cie son:

B = Bxi+Byj

y
dS4

s = −dS j

A partir de la ecuación 2.53 llegamos a:

φ4
s =

∫
S4
s

B · dS4
s =

∫
S4
s

(
Bxi+Byj

)
·
(
−dS j

)
= −

∫
S4
s

BydS

en general, siendo para dos dimensiones:

φ4
s = −

x2∫
x1

By (x, y0) dx
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Ya que para la super�cie S4
s la variable x varía entre 0 y s y la

variable y es constante y de valor h, la expresión del �ujo por
unidad de profundidad que entra en una región tipo ranura viene
dada por:

φ4
s = −

s∫
0

By (x, h) dx (5.51)

Se deberá veri�car que el �ujo que entra en la ranura es igual a la suma
de los �ujos que atraviesan las paredes de dicha ranura, es decir:

φ4
s = φ1

s + φ2
s + φ3

s (5.52)

Vamos a aplicar las ecuaciones anteriores a cada región de cada caso,
siguiendo el mismo orden que en apartados anteriores, esto es, Diente Parcial,
Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Completo. Obtengamos dichos
�ujos.

5.3.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial, tal y como muestra la �gura 5.4, está formado por
siete regiones, cuatro de tipo diente (regiones I, III, V y VII) y tres de tipo
ranura (regiones II, IV y VI), las cuales trataremos de forma diferente:

En las regiones tipo diente, hallaremos el �ujo que atraviesa la super�cie
del diente (φt) cuya expresión general viene dada por la ecuación (5.47).

En las regiones tipo diente calcularemos los �ujos que atraviesan las tres
super�cies que forman la ranura (φ1

s, φ
2
s y φ

3
s) así como la super�cie que

forma la entrada de la ranura (φ4
s), �ujos que vienen expresados por las

ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51). Se deberá veri�car que el �ujo
que entra en la ranura es igual a la suma de los �ujos que atraviesan
las paredes de dicha ranura (φ4

s = φ1
s + φ2

s + φ3
s).

Aplicamos las ecuaciones anteriores a cada región donde sustituiremos el
subíndice por el ordinal de la región. Las expresiones del �ujo en cada región
se muestran a continuación:

Región I

Flujo que atraviesa la región I:
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φI = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),1 csch
[

(2k−1)πg
tz

]
+

+µ0

∞∑
w=1

(Qw +Hw) csch
(
wπtz
g

) [
cosh

(
wπtz
g

)
− 1
] (5.53)

Región II

Flujos que atraviesan la región II:

φ1
II = µ0

∞∑
n=1

bn,2csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]

+

+µ0

∞∑
n=1

K2
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K2′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(5.54)

φ2
II = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),2 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

(
K2
n +K2′

n

)
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (5.55)

φ3
II = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,2csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K2
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K2′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(5.56)

φ4
II = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),2 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

(
K2
n +K2′

n

)
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (5.57)

donde las expresiones de K2
n y K2′

n vienen dadas por la ecuación (5.3).
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Región III

Flujo que atraviesa la región III:

φIII = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),3 csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
l=1

[Ml + Ll] csch
(
lπt
g

) [
cosh

(
lπt
g

)
− 1
] (5.58)

Región IV

Flujos que atraviesan la región IV:

φ1
IV = µ0

∞∑
k=1

4V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

] {
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
− 1
}

+

+µ0

∞∑
n=1

K4
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K4′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(5.59)

φ2
IV = +µ0

∞∑
k=1

8V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K4
n +K4′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (5.60)

φ3
IV = µ0

∞∑
k=1

4V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

] [
cosh

(
(2k−1)πh

s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K4
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K4′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(5.61)

φ4
IV = µ0

∞∑
k=1

8V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K4
n +K4′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (5.62)
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donde las expresiones de K4
n y K4′

n vienen dadas por la ecuación (5.6).

Región V

Flujo que atraviesa la región V:

φV = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),4 csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
r=1

[Pr +Rr] csch
(
rπt
g

) [
cosh

(
rπt
g

)
− 1
] (5.63)

Región VI

Flujos que atraviesan la región VI:

φ1
V I = µ0

∞∑
n=1

bn,5csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]

+

+µ0

∞∑
n=1

K6
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K6′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(5.64)

φ2
V I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),5 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K6
n +K6′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (5.65)

φ3
V I = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,5csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K6
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K6′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(5.66)



258 Máquina ranurada

φ4
V I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),5 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K6
n +K6′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (5.67)

donde las expresiones de K6
n y K6′

n vienen dadas por la ecuación (5.9).

Región VII

Flujo que atraviesa la región VII:

φV II = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),6 csch
[

(2k−1)πg
t(1−z)

]
+

+µ0

∞∑
u=1

[Vu −Qu] csch
[
uπt(1−z)

g

]{
cosh

[
uπt(1−z)

g

]
− 1
} (5.68)

A partir de las expresiones del �ujo (desde la ecuación (5.53) hasta la
(5.68)) y para unos valores numéricos de los parámetros, podemos obtener
los valores del �ujo en cada una de las super�cies de cada región.

A continuación y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.1 los re-
sultados de �ujo (en mWb) obtenidos para cada región, donde los valores
numéricos de los parámetros son V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm,
g = 5mm, h = 21.5mm y z = 1/2. Podemos observar como el �ujo hallado
en la entrada de cada ranura (φ4

s) es igual a la suma de los �ujos hallados en
las super�cies que delimitan dicha ranura (φ1

s, φ
2
s y φ

3
s).

5.3.2. Ranura Completa

El caso Ranura Completa posee seis regiones por polo (�gura 5.20), tres
de tipo ranura (regiones I, III y V) y tres de tipo diente (regiones II, IV y
VI), las cuales trataremos de forma diferente, tal y como veíamos en el caso
de Diente Parcial:

En las regiones tipo diente, hallaremos el �ujo que atraviesa la super�cie
del diente (φt) cuya expresión general viene dada por la ecuación (5.47).
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Región I: φI 3.484
Región II: φ1

II 1.620 φ2
II -0.093 φ3

II 1.723 φ4
II 3.250

Región III: φIII 14.076
Región IV: φ1

IV 1.823 φ2
IV -0.101 φ3

IV 1.820 φ4
IV 3.542

Región V: φV 14.075
Región VI: φ1

V I 1.726 φ2
V I -0.094 φ3

V I 1.620 φ4
V I 3.252

Región VII: φV II 3.474

Tabla 5.1: Flujos (en mWb) para cada región, con valores numéricos de los
parámetros V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm
y z = 1/2.

En las regiones tipo diente calcularemos los �ujos que atraviesan las tres
super�cies que forman la ranura (φ1

s, φ
2
s y φ

3
s) así como la super�cie que

forma la entrada de la ranura (φ4
s), �ujos que vienen expresados por las

ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51). Se deberá veri�car que el �ujo
que entra en la ranura es igual a la suma de los �ujos que atraviesan
las paredes de dicha ranura (φ4

s = φ1
s + φ2

s + φ3
s).

Las expresiones del �ujo en cada región se recogen el en apartado D.5 del
apéndice D.

A partir de las expresiones del �ujo (desde la ecuación (D.41) hasta la
(D.55)) y para unos valores numéricos de los parámetros podemos obtener
los valores del �ujo en cada una de las super�cies de cada región.

A continuación y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.2 los resul-
tados de �ujo (en mWb) obtenidos para cada región del polo norte, donde
los valores numéricos de los parámetros son V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm. Podemos observar como el �ujo halla-
do en la entrada de cada ranura (φ4

s) es igual a la suma de los �ujos hallados
en las super�cies que delimitan dicha ranura (φ1

s, φ
2
s y φ

3
s).

5.3.3. Ranura Parcial

La �gura 5.25 nos muestra la geometría del caso Ranura Parcial donde
podemos apreciar que hay siete regiones por polo, cuatro de tipo ranura (re-
giones I, III, V y VII) y tres del tipo diente (regiones II, IV y VI). Como
en los dos casos anteriores, en las primeras calcularemos los �ujos que atra-
viesan las tres super�cies que forman la ranura (φ1

s, φ
2
s y φ3

s) así como el
que atraviesa la super�cie que forma la entrada de la ranura (φ4

s), mientras
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Región I: φ1
I 0.493 φ2

I -0.040 φ3
I 1.030

φ4
I 1.483

Región II: φII 13.125
Región III: φ1

III 1.764 φ2
III -0.101 φ3

III 1.815
φ4
III 3.478

Región IV: φIV 14.034
Región V: φ1

V 1.767 φ2
V -0.101 φ3

V 1.743
φ4
V 3.410

Región VI: φV I 9.477

Tabla 5.2: Flujos (en mWb) para cada región del polo central, con valores
numéricos de los parámetros V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g =
5mm y h = 21.5mm

que en las segundas hallaremos el �ujo que atraviesa la super�cie del diente
(φt). Empleando las ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51) hallaremos los
�ujos de las regiones tipo ranura y con la relación (5.47) el de las regiones
tipo diente. Como en casos anteriores, en las regiones tipo ranura se deberá
cumplir que el �ujo que entra en la ranura es igual a la suma de los �ujos
que atraviesan las paredes de dicha ranura (φ4

s = φ1
s + φ2

s + φ3
s). El apartado

E.5 del anexo E recoge estas expresiones.

A partir de las expresiones del �ujo (desde la ecuación (E.48) hasta la
(E.66)) y para unos valores numéricos de los parámetros, podemos obtener
los valores del �ujo en cada una de las super�cies de cada región.

A continuación y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.3 los re-
sultados de �ujo (en mWb) obtenidos para cada región, donde los valores
numéricos de los parámetros son V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm,
g = 5mm, h = 21.5mm y z = 1/2. Podemos observar como el �ujo hallado
en la entrada de cada ranura (φ4

s) es igual a la suma de los �ujos hallados en
las super�cies que delimitan dicha ranura (φ1

s, φ
2
s y φ

3
s).

5.3.4. Diente Completo

El último caso que vamos a estudiar es el de Diente Completo (�gura
5.34) compuesto por tres regiones tipo diente (regiones I, III y V) y tres
regiones tipo ranura (regiones II, IV y VI). Como en casos anteriores, en las
de tipo diente sólo hallaremos el �ujo que atraviesa la super�cie del diente,
φt, mediante la expresión 5.47; en las regiones de tipo ranura calcularemos
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Región I: φ1
I 0.118 φ2

I -0.026 φ3
I 0.331

φ4
I 0.423

Región II: φII 11.957
Región III: φ1

III 1.819 φ2
III -0.102 φ3

III 1.826
φ4
III 3.543

Región IV: φIV 14.147
Región V: φ1

V 1.825 φ2
V -0.101 φ3

V 1.816
φ4
V 3.539

Región VI: φV I 11.945
Región VII: φ1

V II 0.330 φ2
V II -0.026 φ3

V II 0.118
φ4
V II 0.422

Tabla 5.3: Flujos (en mWb) para cada región, con valores numéricos de los
parámetros V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm, h = 21.5mm
y z = 1/2.

los �ujos que atraviesan las tres super�cies que forman la ranura, φ1
s, φ

2
s y

φ3
s, y el que atraviesa la super�cie que forma la entrada de la ranura φ4

s,
para lo cual utilizaremos las ecuaciones (5.48), (5.49), (5.50) y (5.51). En
estas últimos sabemos que el �ujo que entra en la ranura es igual a la su-
ma de los �ujos que atraviesan las paredes de dicha ranura (φ4

s = φ1
s+φ

2
s+φ

3
s).

Las expresiones de los �ujos en cada región se hallan determinados en el
apartado F.5 del apéndice F.

A partir de las expresiones del �ujo (desde la ecuación (F.41) hasta la
(F.55)) y para unos valores numéricos de los parámetros podemos obtener
los valores del �ujo en cada una de las super�cies de cada región.

A continuación y a modo de ejemplo, se muestra en la tabla 5.4 los resul-
tados de �ujo (en mWb) obtenidos para cada región del polo norte, donde
los valores numéricos de los parámetros son V0 = 3318.52Av, s = 7mm,
t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm. Podemos observar como el �ujo halla-
do en la entrada de cada ranura (φ4

s) es igual a la suma de los �ujos hallados
en las super�cies que delimitan dicha ranura (φ1

s, φ
2
s y φ

3
s).
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Región I: φI 9.569
Región II: φ1

II 1.807 φ2
II -0.101 φ3

II 1.820
φ4
II 3.526

Región III: φIII 14.144
Región IV: φ1

IV 1.726 φ2
IV -0.101 φ3

IV 1.819
φ4
IV 3.543

Región V: φV 13.233
Región VI: φ1

V I 1.039 φ2
V I -0.041 φ3

V I 0.494
φ4
V I 1.492

Tabla 5.4: Flujos (en mWb) para cada región, con valores numéricos de los
parámetros V0 = 3318.52Av, s = 7mm, t = 16mm, g = 5mm y h = 21.5mm

5.4. Flujo concatenado por una bobina

El objetivo que nos proponemos en este apartado es determinar el �ujo
que concatenan las bobinas de nuestra máquina. Una vez conocido este �ujo,
podremos observar cómo varía como consecuencia del movimiento del rótor
y obtener la fuerza electromotriz inducida en dichas bobinas.

Antes de comenzar a obtener este �ujo, necesitamos conocer las caracte-
rísticas del bobinado de nuestra máquina. Se trata de una máquina trifásica,
con 8 polos y 24 ranuras, que posee un bobinado distribuido, de tambor y
de una capa; cada estátor de la máquina alojará 12 bobinas con un paso de
bobina de 3 ranuras; estas 12 bobinas se repartirán en tres grupos de cuatro
bobinas las cuales se conectarán en serie, formando cada serie una fase de la
máquina. En ambos estátores el procedimiento será el mismo, pudiéndose co-
nectar en serie o en paralelo las fases homónimas de cada uno de los estátores.

Para calcular el �ujo que abarca una de estas bobinas, necesitamos co-
nocer las posiciones relativas de la bobina respecto al rotor de la máquina
a medida que éste se mueve. De�nimos un parámetro, al que llamamos o�-
set, que nos va a proporcionar la posición del rotor respecto de una posición
determinada del estátor que denominaremos inicial. Vamos a tomar como
posición inicial aquella en la el principio de un polo norte de la máquina se
encuentra situado en el medio de un diente del estátor, es decir, la posición
inicial corresponde con el caso de Diente Parcial cuando el parámetro z vale
0.5. En la �gura 5.62 se muestra esta posición inicial así como las ranuras
donde van alojados los lados activos de la bobina considerada y su paso de
bobina (τc). Además, en cada uno de los polos de la máquina no se han re-
saltado las bandas de desmagnetización de cada imán (éstas ya se han tenido
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en cuenta en el cálculo del �ujo que atraviesa los dientes y las ranuras del
estátor en los diferentes casos considerados) sino que se han uniformizado los
polos, marcando con diferente color los polos norte de los polos sur (verde
oscuro para el norte y verde claro para el sur).

Figura 5.62: Geometría que vamos a considerar para el cálculo del �ujo que
concatena una bobina.

En esta �gura 5.62, también aparecen resaltados tres dientes (D1, D2 y
D3) y cuatro ranuras (R0, R1, R2 y R3). El conocimiento del �ujo que atra-
viese estos siete elementos nos permitirá calcular el que abarca la bobina,
hallando los �ujos en estos siete elementos a partir de los que hemos hallado
en la sección (5.3) para cada una de las regiones en que dividíamos los di-
ferentes casos considerados (diente parcial, ranura completa, ranura parcial
o diente completo). De este modo el �ujo de la bobina será igual a la suma
de los �ujos en los dientes y ranuras interiores de la bobina (dientes D1, D2

y D3 y ranuras R1 y R2) más una parte del �ujo que atraviesa las ranuras
que alojan los lados activos de la bobina (R0 y R3), entendiendo por �ujo
que atraviesa una ranura aquel que atraviesa la entrada de la ranura y que
representábamos por φ4

s.

El que en las ranuras que alojan los extremos de la bobina sólo considere-
mos una parte del �ujo que las atraviesa es debido a que no todo el �ujo que
entra en esas ranuras concatenará todas las espiras que forman la bobina, ya
que una parte de ese �ujo atravesará la super�cie lateral externa de la ranura
respecto de la bobina (super�cie lateral izquierda para R0 y super�cie lateral
derecha para R3). Por ello, estos �ujos los hallaremos a partir de la expresión
(5.51) pero multiplicando a la componente de la inducción por una función
de distribución, procedimiento empleado por otros autores como [79] y [125].
La �gura 5.63 muestra esta función de distribución; observamos que la fun-
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ción de distribución vale la unidad para puntos comprendidos entre las dos
ranuras que alojan la bobina (ranuras R1 y R2 y dientes D1, D2 y D3) y varía
desde la unidad hasta cero para las ranuras R0 y R3, de forma lineal según
nos movemos desde la super�cie lateral interna de la ranura a la super�cie
lateral externa.

Figura 5.63: Función de distribución para una bobina

Para diferenciar los �ujos obtenidos cuando la función de distribución es
menor que la unidad de los hallados cuando vale la unidad, marcaremos los
primeros con el superíndice �asc� o�desc� que hace referencia a que la fun-
ción de distribución está en el tramo creciente (o ascendente) o en el tramo
decreciente (o descendente), respectivamente. Los �ujos existentes cuando
la función de distribución vale la unidad coinciden con los calculados en la
mencionada sección (5.3) por lo que no se marcarán con ninguna notación
especial.

Las posiciones relativas que puede adoptar el rótor de la máquina respecto
a la bobina a medida que éste se mueve las vamos a clasi�car en lo que
llamaremos posiciones. Vamos a estudiar las diferentes posiciones que se van
a originar y las relacionaremos con los cuatro casos estudiados (diente parcial,
ranura completa, ranura parcial y diente completo). Veamos estas posiciones:
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5.4.1. Posición 1

La �gura 5.64 muestra las posición 1, que se corresponde con la posición
inicial; el o�set es cero y, comparándola con los casos estudiados, se trata del
caso diente parcial con un valor de z de 0.5 (el principio del polo coincide
con el medio de un diente del ranurado). En la parte inferior del entrehierro
se indica el número de la correspondiente región del caso diente parcial. Si
este número es negativo, signi�ca que estamos bajo un polo sur y, debido a la
periodicidad anticíclica del problema, los valores del campo, de la inducción
y del �ujo serán los contrarios a si estuviéramos bajo un polo norte. En el
resto de posiciones, se repetirá esta indicación.

Figura 5.64: Posición 1

El �ujo concatenado por la bobina en esta posición , φS1
Bobina, será:

φS1
Bobina = φascR0

+ φD1 + φR1 + φD2 + φR2 + φD3 + φdescR3
(5.69)

Cada uno de los �ujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos de la
bobina, se pueden expresar en función de los �ujos de las diferentes regiones
del caso Diente Parcial (5.3.1), del modo siguiente:

φD1 = φIII,DP ,

φR1 = φIV,DP ,

φD2 = φV,DP ,

φR2 = φV I,DP

y
φD3 = φV II,DP + φ−I,DP = φV II,DP − φI,DP
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Respecto al �ujo que atraviesa la ranura R0, si consideráramos todo el
�ujo que entra por la ranura, tendríamos:

φR0 = φ4
II,DP = −

s∫
0

BII
y (x, h) dx

Si calculamos el �ujo teniendo en cuenta la función de distribución, éste sería:

φascR0
= φascII,DP = −

s∫
0

BII
y (x, h) · FD (x) dx = −

s∫
0

BII
y (x, h) · x

s
dx

donde hemos sustituido FD(x) por su valor en el intervalo de integración. De
forma análoga, vamos proceder con la ranura R3.

La totalidad del �ujo que atraviesa esta ranurá será:

φR3 = φ−II,DP = −
s∫

0

B−IIy (x, h) dx = −
s∫

0

[
−BII

y (x, h)
]
dx =

=
s∫

0

B−IIy (x, h) dx = −φII,DP

Si tenemos en cuenta la función de distribución, resulta:

φdescR3
= −

s∫
0

B−IIy (x, h) · FD (x) dx =
s∫

0

BII
y (x, h) · FD (x) dx =

= −φdescII,DP =
s∫

0

BII
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx

donde hemos reemplazado el valor de FD(x) en el intervalo de integración.

Sustituyendo en la expresión (5.69) todos los �ujos de dientes y ranuras,
obtenemos:

φS1
Bobina = φascII,DP + φIII,DP + φIV,DP + φV,DP + φV I,DP+

+φV II,DP − φI,DP − φdescII,DP

Si en la anterior expresión, omitimos en la notación la referencia al caso
Diente Parcial (subíndice DP ), el �ujo que concatena la bobina en la posición
1 tiene por expresión:

φS1
Bobina = φascII + φIII + φIV + φV + φV I + φV II − φI − φdescII (5.70)
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donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial. Aunque en esta expresión desconocemos los �ujos φascII y φdescII ,
nos será útil para establecer un patrón que nos permite hallar el �ujo de la
bobina cuando el o�set sea superior al paso de ranura, como veremos más
adelante.

Por otro lado, la suma de los �ujos de las ranuras R0 y R3 es:

φascR0
+ φdescR3

= −
s∫

0

BII
y (x, h) · x

s
dx+

s∫
0

BII
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx =

= −2
s∫

0

BII
y (x, h) · x

s
dx+

s∫
0

BII
y (x, h) dx = 2φascR0

− φR0 ⇒

⇒ φascR0
+ φdescR3

= 2φascII,DP − φII,DP

logrando expresar la suma en función del �ujo total que atraviesa la ranura
R0, φII,DP , ya conocido, y del �ujo que concatena la bobina en la ranura R0,
φascII,DP .

Sustituyendo esta relación en la expresión (5.70) obtenemos:

φS1
Bobina = 2φascII,DP+φIII,DP+φIV,DP+φV,DP+φV I,DP+φV II,DP−φI,DP−φII,DP

Si en la expresión anterior, también omitimos en la notación la referencia
al caso Diente Parcial (subíndice DP ), el �ujo que concatena la bobina en la
posición 1 tiene por expresión:

φS1
Bobina = 2φascII + φIII + φIV + φV + φV I + φV II − φI − φII (5.71)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial y donde todos los �ujos son conocidos excepto φascII . Vamos a
obtener la expresión de este �ujo.

La expresión de φascII en función de la inducción, será igual que la del �ujo
que entra por la entrada de la ranura (5.51 pero introduciendo la función de
distribución:

φascII = −
s∫

0

BII
y (x, h) · x

s
dx
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sustituyendo la expresión de BII
y , ecuación (5.36), tenemos:

φascII,DP =
s∫

0

{
µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
s

csch
[
nπ
s

(h+ g)
]

sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπh
s

)}
· x
s
dx+

+
s∫

0

{
µ0

∞∑
n=1

K2
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)}
· x
s
dx+

+
s∫

0

{
µ0

∞∑
n=1

K2′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπh
h+g

)}
· x
s
dx =

= µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
s

csch
[
nπ
s

(h+ g)
]

cosh
(
nπh
s

) s∫
0

x
s

sen
(
nπx
s

)
dx+

+µ0

∞∑
n=1

K2
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

) s∫
0

x
s

senh
(
nπx
h+g

)
dx+

+µ0

∞∑
n=1

K2′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

) s∫
0

x
s

senh
[
nπ(s−x)
h+g

]
dx

Realizando cada una de la integrales por partes y sustituyendo los límites
de integración, resultaría:

φascII = −µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,2 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh

(
nπh
s

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K2
n coth

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K2′
n csch

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

(
K2
n −K2′

n

)
h+g
nπs

cos
(
nπh
h+g

)
(5.72)

Sustituyendo esta ecuación junto con las expresiones (5.53), (5.57), (5.58),
(5.62), (5.63), (5.67) y (5.68) en la ecuación (5.71) conoceremos el valor del
�ujo concatenado por la bobina en esta posición.

5.4.2. Posición 2

La �gura 5.65 muestra las posición 2; el o�set es t
2
− zt y, comparándola

con los casos estudiados, se trata del caso diente parcial con un valor de z
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que disminuye desde 0.5 hasta 0 (para todos estos valores el principio del
polo está debajo de un diente del ranurado).

Figura 5.65: Posición 2

Esta posición es totalmente idéntica a la posición 1, excepto que ahora el
parámetro z varía mientras que antes tenía un valor �jo e igual a 0.5. Por lo
tanto, las expresiones que proporcionan el �ujo que concatena la bobina en
función de los �ujos en las regiones correspondientes al caso diente parcial
serán idénticas en ambas posiciones.

Así, podemos escribir que el �ujo que concatena la bobina en la posición
2 es:

φS2
Bobina = φascII + φIII + φIV + φV + φV I + φV II − φI − φdescII (5.73)

o bien

φS2
Bobina = 2φascII + φIII + φIV + φV + φV I + φV II − φI − φII (5.74)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial y donde todos los �ujos son conocidos.

5.4.3. Posición 3

La �gura 5.66 muestra las posición 3; el o�set es t
2
y, comparándola con

los casos estudiados, se trata del caso ranura completa (el principio del polo
coincide con el comienzo de una ranura del ranurado).
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Figura 5.66: Posición 3

El �ujo concatenado por la bobina en esta posición , φS3
Bobina, será:

φS3
Bobina = φascR0

+ φD1 + φR1 + φD2 + φR2 + φD3 + φdescR3
(5.75)

Cada uno de los �ujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en función de los �ujos de las diferentes
regiones del caso ranura completa (5.3.2), del modo siguiente:

φD1 = φII,RC ,

φR1 = φIII,RC ,

φD2 = φIV,RC ,

φR2 = φV,RC

y
φD3 = φV I,RC

Respecto a los �ujos que atraviesan las ranuras R0 y R3, el planteamiento
es similar al de las posiciones 1 y 2, excepto que ahora la región involucrada
en las expresiones de estos �ujos es la I de ranura completa en lugar de la II
de diente parcial. Realizando este intercambio de notación, podemos obtener
las expresiones que resultarían para esta posición a partir de las obtenidas
para la posición 1:

φascR0
= φascI,RC = −

s∫
0

BI
y (x, h) · FD (x) dx = −

s∫
0

BI
y (x, h) · x

s
dx
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y

φdescR3
= −

s∫
0

B−Iy (x, h) · FD (x) dx =
s∫

0

BI
y (x, h) · FD (x) dx =

= −φdescI,RC =
s∫

0

BI
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx

Así, la expresión del �ujo de la bobina en la posición 3 es:

φS3
Bobina = φascI,RC + φII,RC + φIII,RC + φIV,RC + φV,RC + φV I,RC − φdescI,RC

y si omitimos en la notación la referencia al caso ranura completa (subíndice
RC), este �ujo viene dado por:

φS3
Bobina = φascI + φII + φIII + φIV + φV + φV I − φdescI (5.76)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del ca-
so ranura completa. Igual que en las posiciones anteriores, esta ecuación nos
servirá para poder obtener de forma recurrente el �ujo de la bobina en la
misma posición pero con un o�set aumentando en un múltiplo del paso de
ranura.

Del mismo modo, la suma de los �ujos en R0 y en R3 será:

φascR0
+ φdescR3

= 2φascI,RC − φI,RC

y por lo tanto

φS3
Bobina = 2φascI,RC + φII,RC + φIII,RC + φIV,RC + φV,RC + φV I,RC − φI,RC

o bien, omitiendo la referencia al caso ranura completa

φS3
Bobina = 2φascI + φII + φIII + φIV + φV + φV I − φI (5.77)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura completa y donde todos los �ujos son conocidos, menos φascI ; dado
que formalmente las expresiones de BII

y para diente parcial y de BI
y para

ranura completa son iguales, podemos obtener la expresión del �ujo φascI en
la posición 3 a partir de la del �ujo φascII en la posición 1, siendo esta expresión:
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φascI = −µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,1 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh

(
nπh
s

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K1
n coth

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K1′
n csch

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

(
K1
n −K1′

n

)
h+g
nπs

cos
(
nπh
h+g

)
(5.78)

Si reemplazamos en la ecuación (5.77) las expresiones (D.44), (D.45),
(D.49), (D.50), (D.54), (D.55) y (5.78) obtendremos el valor del �ujo que
atraviesa la bobina en esta posición.

5.4.4. Posición 4

La �gura 5.67 muestra las posición 4; el o�set es t
2

+s(1−z) y, comparán-
dola con los casos estudiados, se trata del caso ranura parcial con un valor
de z que disminuye desde 1 hasta 0 (para todos estos valores el principio del
polo está debajo de una ranura del ranurado).

Figura 5.67: Posición 4

El �ujo concatenado por la bobina en esta posición , φS4
Bobina, será:

φS4
Bobina = φascR0

+ φD1 + φR1 + φD2 + φR2 + φD3 + φdescR3
(5.79)
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Cada uno de los �ujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en función de los �ujos de las diferentes
regiones del caso ranura parcial (5.3.3), del modo siguiente:

φD1 = φII,RP ,

φR1 = φIII,RP ,

φD2 = φIV,RP ,

φR2 = φV,RP

y
φD3 = φV I,RP

Respecto al �ujo que atraviesa la ranura R0, podemos escribir:

φascR0
= φasc−V II,RP + φascI,RP =

=
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) · FD (x) dx−

s∫
s(1−z)

BI
y (x, h) · FD (x) dx =

=
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) · x

s
dx−

s∫
s(1−z)

BI
y (x, h) · x

s
dx =

=
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) · x

s
dx−

sz∫
0

BI
y (x, h) ·

[
(1− z) + x

s

]
dx

donde hemos sustituido FD(x) por su valor en el intervalo de integración.

De forma análoga, vamos proceder con la ranura R3. El �ujo que atraviesa
esta ranura, teniendo en cuenta la función de distribución, será:

φdescR3
= φdescV II,RP + φdesc−I,RP =

= −
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) · FD (x) dx+

s∫
s(1−z)

BI
y (x, h) · FD (x) dx =

= −
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx+

s∫
s(1−z)

BI
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx =

= −
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx+

sz∫
0

BI
y (x, h) ·

(
z − x

s

)
dx
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donde hemos reemplazado el valor de FD(x) en el intervalo de integración.

Además, operando con las expresiones obtenidas en las ranura Ro y R3

resulta:

φascR0
+ φdescR3

=
(
φasc−V II,RP + φascI,RP

)
+
(
φdescV II,RP + φdesc−I,RP

)
=

=
(
φasc−V II,RP + φdescV II,RP

)
+
(
φascI,RP + φdesc−I,RP

) (5.80)

Si operamos sobre el primer par de sumandos de (5.80), queda:

φasc−V II,RP + φdescV II,RP =
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) · x

s
dx−

s(1−z)∫
0

BV II
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx =

= −
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) ·

(
1− 2x

s

)
dx =

= −
s(1−z)∫

0

BV II
y (x, h) dx+ 2

s

s(1−z)∫
0

x ·BV II
y (x, h) dx =

= φV II,RP + 2
s

s(1−z)∫
0

x ·BV II
y (x, h) dx = φV II,RP + φs(1−z),V II

es decir

φasc−V II,RP + φdescV II,RP = φV II,RP + φs(1−z),V II

donde

φs(1−z) =
2

s

s(1−z)∫
0

x ·BV II
y (x, h) dx

Si hallamos esta última integral, reemplazando la expresión de BV II
y , ecuación
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(E.47), e integramos por partes, llegamos a:

φs(1−z),V II = µ0

∞∑
n=1

2(−1)nbn,6 (1− z) csch
[
nπ(h+g)
s(1−z)

]
cosh

[
nπh
s(1−z)

]
−

−µ0

∞∑
n=1

2K7′
n (1− z) coth

[
nπs(1−z)
h+g

]
cos
(
nπh
h+g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

2Qw (1− z) csch
[
wπs(1−z)
h+g

]
cos
(
wπh
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

2K7′
n
h+g
nπs

cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
w=1

2Qw
h+g
wπs

cos
(
wπh
h+g

)
(5.81)

Igualmente, trabajando con el segundo par de sumandos de (5.80), resulta:

φascI,RP + φdesc−I,RP = −
sz∫
0

BI
y (x, h) ·

[
(1− z) + x

s

]
dx+

sz∫
0

BI
y (x, h) ·

(
z − x

s

)
dx =

= −
sz∫
0

BI
y (x, h) ·

[
(1− 2z) + 2x

s

]
dx =

= − (1− 2z)
sz∫
0

BI
y (x, h) dx+ 2

s

sz∫
0

x ·BI
y (x, h) dx =

= (1− 2z)φI,RP + 2
s

sz∫
0

x ·BI
y (x, h) dx = (1− 2z)φI,RP + φsz,I

es decir

φascI,RP + φdesc−I,RP = (1− 2z)φI,RP + φsz,I

donde φsz viene dado por:

φsz,I =
2

s

sz∫
0

x ·BI
y (x, h) dx

Si hallamos esta última integral, reemplazando la expresión de BI
y , ecua-
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ción (E.35), e integramos por partes, llegamos a:

φsz,I = −2µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,1 csch
[
nπ(h+g)

sz

]
cosh

(
nπh
sz

)
+

+2µ0

∞∑
n=1

K1
n coth

(
nπsz
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−2µ0

∞∑
w=1

Qw csch
(
wπsz
h+g

)
cos
(
wπh
h+g

)
−

−2µ0

∞∑
n=1

K1
n
h+g
nπsz

cos
(
nπh
h+g

)
+

+2µ0

∞∑
n=1

Qw
h+g
wπsz

cos
(
wπh
h+g

)

(5.82)

Sustituyendo en la expresión (5.79) todos los �ujos de dientes y ranuras,
obtenemos:

φS4
Bobina = −φascV II,RP + φascI,RP + φII,RP + φIII,RP + φIV,RP+

+φV,RP + φV I,RP + φdescV II,RP − φdescI,RP

y si omitimos en la notación la referencia al caso ranura parcial (subíndice
RP ), este �ujo viene dado por:

φS4
Bobina = −φascV II + φascI + φII + φIII + φIV + φV + φV I + φdescV II − φdescI (5.83)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del ca-
so ranura parcial, expresión que usaremos para hallar el �ujo de la bobina
cuando el o�set sea superior al paso de ranura, como veremos más adelante.

Recolocando los sumandos de la expresión anterior:

φS4
Bobina = −φascV II,RP + φascI,RP + φII,RP + φIII,RP + φIV,RP+

+φV,RP + φV I,RP + φdescV II,RP − φdescI,RP =

= φascI,RP − φdescI,RP + φII,RP + φIII,RP + φIV,RP+

+φV,RP + φV I,RP + φdescV II,RP − φascV II,RP =

= (1− 2z)φI,RP + φsz,I + φII,RP + φIII,RP + φIV,RP+

+φV,RP + φV I,RP + φV II,RP + φs(1−z),V II
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Es decir

φS4
Bobina = φsz,I + (1− 2z)φI,RP + φII,RP + φIII,RP + φIV,RP+

+φV,RP + φV I,RP + φV II,RP + φs(1−z),V II

o bien, omitiendo la referencia al caso ranura completa

φS4
Bobina = φsz,I + (1− 2z)φI + φII + φIII + φIV +

+φV + φV I + φV II + φs(1−z),V II

(5.84)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura parcial y donde todos los �ujos son conocidos, ya que o bien se trata
de los hallados en el caso ranura parcial, ecuaciones (E.51), (E.52), (E.56),
(E.57), (E.61), (E.62) y (E.66), o bien son las expresiones obtenidas en este
apartado, ecuaciones (5.81) y (5.82).

5.4.5. Posición 5

La �gura 5.68 muestra las posición 5; el o�set es t
2

+ s y, comparándola
con los casos estudiados, se trata del caso diente completo (el principio del
polo coincide con el comienzo de un diente del ranurado).

Figura 5.68: Posición 5

El �ujo concatenado por la bobina en esta posición , φS5
Bobina, será:

φS5
Bobina = φascR0

+ φD1 + φR1 + φD2 + φR2 + φD3 + φdescR3
(5.85)
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Cada uno de los �ujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en función de los �ujos de las diferentes
regiones del caso ranura completa (5.3.2), del modo siguiente:

φD1 = φI,DC ,

φR1 = φII,DC ,

φD2 = φIII,DC ,

φR2 = φIV,DC ,

y
φD3 = φV,DC

Respecto a los �ujos que atraviesan las ranuras R0 y R3, el planteamiento
es similar al de las posiciones 1 y 2, excepto que ahora la región involucrada
en las expresiones de estos �ujos es la VI de diente completo en lugar de la II
de diente parcial. Realizando este intercambio de notación, podemos obtener
las expresiones que resultarían para esta posición a partir de las obtenidas
para la posición 1:

φascR0
= φasc−V I,DC = −φascV I,DC =

s∫
0

BV I
y (x, h) · FD (x) dx =

s∫
0

BV I
y (x, h) · x

s
dx

y

φdescR3
= φascV I,DC = −

s∫
0

BV I
y (x, h) · FD (x) dx = −

s∫
0

BV I
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx

Así, la expresión del �ujo de la bobina en la posición 5 es:

φS5
Bobina = −φascV I,DC + φI,DC + φII,DC + φIII,DC + φIV,DC + φV,DC + φdescV I,DC

y si omitimos en la notación la referencia al caso diente completo (subíndice
DC), este �ujo viene dado por:

φS5
Bobina = −φascV I + φI + φII + φIII + φIV + φV + φdescV I (5.86)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del ca-
so diente completo. Igual que en las posiciones anteriores, esta ecuación nos
servirá para poder obtener de forma recurrente el �ujo de la bobina en la
misma posición pero con un o�set aumentando en un múltiplo del paso de
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ranura.

Del mismo modo, la suma de los �ujos en R0 y en R3 será:

φascR0
+ φdescR3

= −2φascV I,DC + φV I,DC

y por lo tanto

φS5
Bobina = −2φascV I,DC + +φI,DC + φII,DC + φIII,DC + φIV,DC + φV,DC + φV I,DC

o bien, omitiendo la referencia al caso diente completo

φS5
Bobina = −2φascV I + φI + φII + φIII + φIV + φV + φV I (5.87)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente completo y donde todos los �ujos son conocidos, menos φV Iasc; dado
que formalmente las expresiones de BII

y para diente parcial y de BV I
y para

diente completo son formalmente iguales, podemos obtener la expresión del
�ujo φV Iasc en la posición 6 a partir de la del �ujo φascII en la posición 1,
obteniendo:

φascV I = −µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,4 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh

(
nπh
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6
n coth

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6′
n csch

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

(
K6
n +K6′

n

)
h+g
nπs

cos
(
nπh
h+g

)
(5.88)

Si reemplazamos en la ecuación (5.87) las expresiones (F.41), (F.45),
(F.46), (F.50), (F.51), (F.55) y (5.88) obtendremos el valor del �ujo que
atraviesa la bobina en esta posición.

5.4.6. Posición 6

La �gura 5.69 muestra las posición 6; el o�set es t
(

3
2

+ z
)

+ s y, compa-
rándola con los casos estudiados, se trata del caso diente parcial con un valor
de z que disminuye desde 1 hasta 0.5 (para todos estos valores el principio
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Figura 5.69: Posición 6

del polo está debajo de un diente del ranurado).

El �ujo concatenado por la bobina en esta posición , φS6
Bobina, será:

φS6
Bobina = φascR0

+ φD1 + φR1 + φD2 + φR2 + φD3 + φdescR3
(5.89)

Cada uno de los �ujos que atraviesan los dientes y las ranuras internos
de la bobina, se pueden expresar en función de los �ujos de las diferentes
regiones del caso ranura completa (5.3.2), del modo siguiente:

φD1 = φ−V II,DP + φI,DP = −φV II,DP + φI,DP ,

φR1 = φII,DP ,

φD2 = φIII,DP ,

φR2 = φIV,DP

y
φD3 = φV,DP

Respecto a los �ujos que atraviesan las ranuras R0 y R3, el planteamiento
es similar al de la posición 2, excepto que ahora la región involucrada en las
expresiones de estos �ujos es la VI en lugar de la II, ambas de diente parcial.
Ya que las expresiones de las magnitudes en ambas regiones son formalmente
idénticas, realizando pequeños cambios, podemos obtener las ecuaciones que
resultarían para esta posición a partir de las obtenidas para la posición 2.
Así:
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φascR0
= φasc−V I,DP = −φascV I,DP =

s∫
0

BV I
y (x, h) · FD (x) dx =

s∫
0

BV I
y (x, h) · x

s
dx

y

φdescR3
= φdescV I,DP = −

s∫
0

BV I
y (x, h) · FD (x) dx = −

s∫
0

BV I
y (x, h) ·

(
1− x

s

)
dx

Por lo tanto, la expresión del �ujo de la bobina en la posición 6 es:

φS6
Bobina = −φascV I,DP−φV II,DP+φI,DP+φII,DP+φIII,DP+φIV,DP+φV,DP+φdescV I,DP

y si omitimos en la notación la referencia al caso diente parcial (subíndice
DP ), este �ujo viene dado por:

φS6
Bobina = −φascV I − φV II + φI + φII + φIII + φIV + φV + φdescV I (5.90)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial. Esta expresión la emplearemos más adelante.

Del mismo modo, la suma de los �ujos en R0 y en R3 será:

φascR0
+ φdescR3

= −2φascV I,DP + φV I,DP

y por lo tanto

φS6
Bobina = −2φascV I,DP−φV II,DP+φI,DP+φII,DP+φIII,DP+φIV,DP+φV,DP+φV I,DP

o bien, omitiendo la referencia al caso diente parcial:

φS6
Bobina = −2φascV I − φV II + φI + φII + φIII + φIV + φV + φV I (5.91)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial y donde todos los �ujos son conocidos, menos φascV I ; dado que
formalmente las expresiones de BI

y y de BV I
y , ambas para diente parcial, son

iguales, podemos obtener la expresión del �ujo φascV I en la posición 6 a partir
de la del �ujo φascII en la posición 2, siendo esta expresión:
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φascV I = −µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,6 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh

(
nπh
s

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K6
n coth

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6′
n csch

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

(
K6
n −K6′

n

)
h+g
nπs

cos
(
nπh
h+g

)
(5.92)

Sustituyendo esta ecuación junto con las expresiones (5.53), (5.57), (5.58),
(5.62), (5.63), (5.67) y (5.68) obtendremos el valor del �ujo que atraviesa la
bobina en esta posición.

Hasta aquí, el o�set ha variado desde 0 hasta el paso de ranura τs. Las
siguientes posiciones, se van a corresponder con las ya estudiadas pero con el
o�set aumentado en un paso de ranura. Por ello, podremos obtener las nuevas
expresiones a partir de las deducidas hasta ahora realizando algunos cambios;
para saber qué cambios tenemos que realizar sólo deberemos �jarnos en qué
regiones se encuentran y se encontraban en posiciones análogas. Vamos a
verlo:

5.4.7. Posición 7

La �gura 5.70 muestra las posición 7.

El o�set es t
(

3
2
− z
)

+ s = t
2
− zt+ τs es decir, el de la posición 2 más un

paso de ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posición 7 a partir
de las de la 2. Como el lugar que en la posición 2 lo ocupaba la región II
ahora lo ocupa la región -VI, podremos deducir estas expresiones teniendo
en cuenta las diferencias que hay entre la región II y la VI del caso diente
parcial. (Este planteamiento también lo podíamos haber aplicado en la po-
sición 6, pero hemos preferido estudiarla igual que las posiciones anteriores
y así obtener todas las expresiones de la misma forma cuando el o�set varía
entre 0 y el paso de ranura).

Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el �ujo que conca-
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Figura 5.70: Posición 7

tena la bobina en la posición 7 es:

φS7
Bobina = −φascV I − φV II + φI + φII + φIII + φIV + φV + φdescV I (5.93)

o bien

φS7
Bobina = −2φascV I − φV II + φI + φII + φIII + φIV + φV + φV I (5.94)

siendo la expresión de φascV I :

φascV I = −µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,6 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh

(
nπh
s

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K6
n coth

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6′
n csch

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

(
K6
n −K6′

n

)
h+g
nπs

cos
(
nπh
h+g

)
(5.95)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial, siendo todos los �ujos son conocidos.

5.4.8. Posición 8

La �gura 5.71 muestra las posición 8.
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Figura 5.71: Posición 8

El o�set es 3
2
t + s = t

2
+ τs es decir, el de la posición 3 más un paso de

ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posición 8 a partir de las de
la 3.

Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el �ujo que conca-
tena la bobina en la posición 8 es:

φS8
Bobina = −φascV − φV I + φI + φII + φIII + φIV + φdescV (5.96)

o bien

φS8
Bobina = −2φascV − φV I + φI + φII + φIII + φIV + φV (5.97)

siendo la expresión de φascV :

φascV = −µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,3 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh

(
nπh
s

)
+

+µ0

∞∑
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(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K5′
n csch

(
nπs
h+g

)
cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0
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(
K5
n −K5′

n

)
h+g
nπs

cos
(
nπh
h+g

)
(5.98)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura completa y todos los �ujos son conocidos.
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5.4.9. Posición 9

La �gura 5.72 muestra las posición 9.

Figura 5.72: Posición 9

El o�set es 3
2
t+s+s (1− z) = t

2
+s (1− z) + τs es decir, el de la posición

4 más un paso de ranura, pero ahora el planteamiento es más sencillo, ya
que la ranura que está compuesta por dos regiones no es ninguna de las que
alojan a la bobina, mientras que en la posición 4, ambas ranuras estaban
formadas por dos regiones, lo cual complicaba el cálculo del �ujo en estas
ranuras. Por esta razón, vamos a deducir el �ujo que concatena a la bobina
en esta posición. Este �ujo le podemos expresar en general por:

φS9
Bobina = φascR0

+ φD1 + φR1 + φD2 + φR2 + φD3 + φdescR3

que, teniendo en cuenta las diferentes regiones del caso ranura parcial, es
equivalente a:

φS9
Bobina = −φascV − φV I − φV II + φI + φII + φIII + φIV + φdescV (5.99)

o bien

φS9
Bobina = −2φascV − φV I − φV II + φI + φII + φIII + φIV + φV (5.100)

La expresión de φascV la podemos obtener a partir de la de ecuación de
φascV en la posición 8 (ecuación 5.98), ya que las expresiones de BV

y en el caso
ranura completa y ranura parcial son formalmente idénticas. De esta forma,



286 Máquina ranurada

podemos expresar:

φascV = −µ0

∞∑
n=1

(−1)n bn,4 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh
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nπh
s

)
+
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)
cos
(
nπh
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)
h+g
nπs

cos
(
nπh
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(5.101)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
ranura parcial y donde todos los �ujos son conocidos.

5.4.10. Posición 10

La �gura 5.73 muestra las posición 10.

Figura 5.73: Posición 10

El o�set es 3
2
t+ 2s = t

2
+ s+ τs es decir, el de la posición 5 más un paso

de ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posición 10 a partir de
las de la 5.

Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el �ujo que conca-
tena la bobina en la posición 10 es:

φS10
Bobina = −φascIV − φV − φV I + φI + φII + φIII + φdescIV (5.102)
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o bien

φS10
Bobina = −2φascIV − φV − φV I + φI + φII + φIII + φIV (5.103)

siendo la expresión de φascIV :

φascIV = µ0

∞∑
k=1

4V0
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(
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)
(5.104)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente completo y donde todos los �ujos son conocidos.

5.4.11. Posición 11

La �gura 5.74 muestra las posición 11.

Figura 5.74: Posición 11

El o�set es 3
2
t+2s+ t(1−z) = t

(
3
2
− z
)

+s+ τs es decir, el de la posición
6 más un paso de ranura, pudiéndose obtener las expresiones de la posición
11 a partir de las de la 6.
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Teniendo en cuenta lo expuesto, podemos escribir que el �ujo que conca-
tena la bobina en la posición 11 es:

φS11
Bobina = −φascIV − φV − φV I − φV II + φI + φII + φIII + φdescIV (5.105)

o bien

φS11
Bobina = −2φascIV − φV − φV I − φV II + φI + φII + φIII + φIV (5.106)

siendo la expresión de φascIV :

φascIV = µ0
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]
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cos
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)
(5.107)

donde los subíndices hacen referencia a las correspondientes regiones del caso
diente parcial y donde todos los �ujos son conocidos.

5.4.12. Posiciones siguientes

El movimiento del rótor seguirá originando posiciones, pudiendo calcular
el �ujo abarcado por la bobina de una forma similar a la realizada hasta
el momento. No obstante, otra alternativa es deducir la expresión del �u-
jo concatenado por la bobina, a partir de la expresión de este �ujo en las
posiciones estudiadas correspondientes a caso iguales, es decir, conocida la
expresión del �ujo de la bobina para las posiciones estudiadas correspon-
dientes a, por ejemplo, diente parcial, podemos intentar obtener cual sería su
expresión para cualquier posición correspondiente a diente parcial. De forma
análoga lo realizaríamos para los restantes casos. Vamos a comenzar con el
caso diente parcial (con z variando desde 0.5 hasta 0), para proseguir con
ranura completa, ranura parcial, diente completo y terminando con diente
parcial (con z variando desde 1 hasta 0.5).
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Posiciones de Diente Parcial (z desde 0.5 hasta 0)

En la �gura 5.75 se muestran las regiones correspondientes a los dientes
y ranuras abarcados por la bobina en cada una de las posiciones estudiadas
(posiciones 2 y 7) para el caso Diente Parcial, con z variando desde 0.5 hasta
0. Estas regiones se han obtenido a partir de la ecuación (5.73), para la
posición 2, y de la ecuación (5.93), para la posición 7.

Figura 5.75: Regiones correspondientes a las posiciones estudiadas del caso
Diente Parcial (z varía desde 0.5 hasta 0)

Observando las dos primeras �las vemos como consecuencia del incremen-
to en el o�set de un paso de ranura, las regiones que estaban en un diente o en
una ranura se desplazan al próximo diente o ranura; además, las posiciones
que di�eren en el o�set en tres pasos de ranura, debido a la periodicidad anti-
cíclica del problema, las regiones son las mismas pero con el signo cambiado.
De esta forma podemos completar toda la tabla hasta llegar a un incremento
del o�set de 5 pasos de ranura. La siguiente posición, correspondería aun in-
cremento del o�set de seis pasos de ranura, es decir, un par de polos, siendo
equivalente a la primera posición (posición 2 en esta caso). La �gura 5.76
muestra las regiones correspondientes a los dientes y ranuras abarcados por
la bobina en todas las posiciones para el caso Diente Parcial, con z variando
desde 0.5 hasta 0.

A partir de esta tabla podemos determinar el �ujo que concatena la bo-
bina para cualquier posición del caso diente parcial, con z variando desde 0.5
hasta 0.

Posiciones de Ranura Completa

En la �gura 5.77 se muestran las regiones correspondientes a los dientes
y ranuras abarcados por la bobina en cada una de las posiciones estudiadas
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Figura 5.76: Regiones correspondientes a todas las posiciones del caso Diente
Parcial (z varía desde 0.5 hasta 0)

(posiciones 3 y 8) para el caso ranura completa. Estas regiones se han obteni-
do a partir de la ecuación (5.75), para la posición 3, y de la ecuación (5.96),
para la posición 8.

Figura 5.77: Regiones correspondientes a las posiciones estudiadas del caso
Ranura Completa

La secuencia que se observa es la misma que en el caso anterior y se man-
tendrá para los casos siguientes: desplazamiento al próximo diente o ranura
y periodicidad anticíclica. De esta forma podemos completar la tabla, obte-
niendo la que se muestra en la �gura 5.78, donde se muestran las regiones
correspondientes a los dientes y ranuras abarcados por la bobina en todas las
posiciones para el caso Ranura Completa.

A partir de la tabla de la �gura 5.78 podemos determinar el �ujo que
concatena la bobina para cualquier posición del caso Ranura Completa.
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Figura 5.78: Regiones correspondientes a todas las posiciones del caso Ranura
Completa

Posiciones de Ranura Parcial

En la �gura 5.79 se muestran las regiones correspondientes a los dientes
y ranuras abarcados por la bobina en las diferentes posiciones: las dos pri-
meras �las se corresponden con las posiciones estudiadas (posiciones 4 y 9)
para el caso Ranura Parcial, obtenidas a partir de la ecuación (5.79), para la
posición 4, y de la ecuación (5.99), para la posición 9. Ya que la secuencia ob-
servada es la misma que en los casos anteriores, podemos completar la tabla,
obteniendo las �las siguientes. A partir de esta tabla podemos determinar el
�ujo que concatena la bobina para cualquier posición del caso Ranura Parcial.

Figura 5.79: Regiones correspondientes a las posiciones del caso Ranura Par-
cial
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Posiciones de Diente Completo

En la �gura 5.80 se muestran las regiones correspondientes a los dientes y
ranuras abarcados por la bobina en las diferentes posiciones: las dos primeras
�las se corresponden con las posiciones estudiadas (posiciones 5 y 10) para
el caso Diente Completo, obtenidas a partir de la ecuación (5.85), para la
posición 5, y de la ecuación (5.102), para la posición 10. La secuencia obser-
vada es la misma que en los casos anteriores, permitiéndonos obtener las �las
siguientes. A partir de esta tabla podemos determinar el �ujo que concatena
la bobina para cualquier posición del caso Diente Completo.

Figura 5.80: Regiones correspondientes a las posiciones del caso Diente Com-
pleto

Posiciones de Diente Parcial (z desde 1 hasta 0.5)

En la �gura 5.81 se muestran las regiones correspondientes a los dientes y
ranuras abarcados por la bobina en las diferentes posiciones del caso diente
parcial con z variando desde 1 hasta 0.5: las dos primeras �las se correspon-
den con las posiciones estudiadas (posiciones 5 y 10), obtenidas a partir de la
ecuación (5.85), para la posición 5, y de la ecuación (5.102), para la posición
10. Ya que la secuencia observada es la misma que en los casos anteriores,
podemos completar la tabla, obteniendo las �las siguientes. A partir de esta
tabla podemos determinar el �ujo que concatena la bobina para cualquier
posición del caso Diente Parcial, cuando z varía desde 1 hasta 0.5.

Realmente, estas posiciones son las mismas que las de Diente Parcial con
z variando desde 0.5 hasta 1 (apartado 5.4.12) ya que, por ejemplo, las re-
giones de las posiciones 5 y 6 son idénticas, como consecuencia de tratarse
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de la misma posición. El principal motivo para considerar estas posiciones
de forma diferenciada, es que hemos �jado como posición inicial cuando el
comienzo del polo coincide con el centro del diente y, al considerar el mo-
vimiento del rótor hacia la derecha, necesitamos, para estudiar un paso de
ranura por completo, terminar realizando un estudio de diente parcial, donde
z varía desde 1 hasta 0.5.

Figura 5.81: Regiones correspondientes a las posiciones del caso Diente Par-
cial (z desde 1 hasta 0.5)

Aplicando las expresiones correspondientes y variando el o�set desde cero
hasta dos veces el paso de polo (138 mm) en pasos de 1 mm, se ha calculado el
�ujo que concatena una bobina formada por una única espira y cuyo espesor
es el del estátor de nuestra máquina (60 mm). Los resultados obtenidos se
muestran grá�camente en la �gura 5.82. En dicha grá�ca se ha resaltado el
valor máximo de este �ujo, valor que se origina cuando el o�set del rótor es
de 12 mm y que coincide con la posición 4 (ranura parcial) con z=0.5, como
era de esperar.

5.4.13. Simulación por elementos �nitos

Con el �n de validar los resultados obtenidos por el método propuesto
y de una forma similar a la realizada con el potencial magnético escalar y
con las componentes de la inducción, vamos a obtener los valores del �ujo
magnético concatenado por una bobina con las mismas características que
las considerados en la obtención de los valores analítico (paso de bobina de
3 ranuras, una única espira y los lados activos de la bobina ocupan toda la
ranura).



294 Máquina ranurada

Figura 5.82: Flujo concatenado por la bobina en un par de polos en mWb

Para ello, y a partir del modelo de máquina ranurada con entreimán que
se mostraba en la �gura 5.38, realizamos las siguientes modi�caciones:

Dibujamos un par de polos: el hecho de colocar la bobina, hace que
desaparezca la periodicidad anticíclica de un polo, aunque se mantiene
la periodicidad cíclica de un par de polos.

Dibujamos la bobina con un paso de tres ranuras, ocupando sus lados
activos toda la ranura.

En cuanto a las características físicas asignadas a la misma, impusimos
que tuviera una única espira, que el material fuera cobre y con un factor
de llenado (relación entre el volumen ocupado por el material conductor
y el volumen ocupado por la bobina) de valor la unidad.

Estas modi�caciones dan como resultado el modelo de máquina ranurada con
bobina que se muestra en la �gura 5.83, la cual ilustra la situación cuando el
o�set es igual a un paso de polo. En ella se puede apreciar el estátor ranurado
(en color amarillo), la bobina (en rojo) y el rótor formado por polos norte
(en azul oscuro), polos sur (en azul claro) y entreimán (en gris).

Con este modelo, realizamos un estudio magnetostático, donde variamos
la posición del rotor respecto de estátor un paso de polo con incrementos de
1 mm en el radio medio. Debido a la periodicidad, sabemos que los valores
de �ujo del segundo paso de polo serán, en valor absoluto, iguales a los del
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Figura 5.83: Geometría considerada en la simulación por elementos �nitos
para la máquina ranurada con bobina

primer paso de polo pero con signo contrario. A partir de este estudio, el
software nos proporciona el �ujo concatenado por dicha bobina en función
de la posición del rótor respecto del estátor, es decir, en función del o�set.
La �gura 5.84 compara los resultado de �ujo en la bobina obtenidos por el
Método de los Subdominios y los proporcionados por Flux3D, cuando el o�-
set varía desde cero hasta un par de polos.

Figura 5.84: Comparativa entre los resultados proporcionados para el �ujo
concatenado por una bobina de paso de bobina tres ranuras por el Método
de los Subdominios y los obtenidos por Elementos Finitos a lo largo de un
par de polos

A la vista de esta �gura, observamos:
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Existe un buen ajuste entre los valores analíticos y los obtenidos por
elementos �nitos.

Sólo se observa que los valores analíticos son ligeramente superiores
a los de Flux3D en las posiciones de máximo y de mínimo, siendo
el porcentaje de desviación de los valores analíticos respecto a los de
elementos �nitos inferior al 3%.

Por lo expuesto, podemos considerar que existe un buen acuerdo entre los
valores proporcionado por el Método de los Subdominios y los hallados me-
diante el software Flux3D.

5.5. Fuerza electromotriz inducida (f.e.m.i.)

Tal y como comentábamos en el capítulo dedicado a los conceptos pre-
vios (capítulo 2), la Ley de la Inducción de Faraday constituye la base del
funcionamiento del generador eléctrico, al establecer que en todo circuito
eléctrico que se vea sometido a una variación de �ujo magnético se inducirá
una fuerza electromotriz, siendo proporcional dicha fuerza electromotriz a la
variación del �ujo. La ecuación (2.55) expresa matemáticamente este hecho.
Esta fuerza electromotriz se la denomina inducida debido al fenómeno que la
origina, siendo, en los generadores eléctricos, las bobinas del circuito inductor
las encargadas de experimentar esta tensión inducida.

Vamos a determinar la expresión de la fuerza electromotriz inducida
(f.e.m.i.) en la bobina que estamos considerando. Para ello, partiremos de
la expresión general de esta f.e.m.i., expresión que viene dada por la ecua-
ción (2.55) y que repetimos a continuación:

e = −dφ
dt

(5.108)

pudiéndose escribir como:

e = −dφ
dθ
· dθ
dt

= −Ω
dφ

dθ
(5.109)

siendo Ω la velocidad angular, expresada en radianes por segundo (rad/s).
No obstante, la expresión (5.109) no nos sirve ya que nosotros conocemos
la variación del �ujo con el O�set o, lo que es equivalente, la variación del
�ujo con la posición en la dirección x. Por ello y empleando que arco =
angulo · radio podemos poner que:

arco = θ ·Rm
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siendo equivalente, al despreciar la curvatura de la máquina, a:

Offset ≈ θ ·Rm

donde hemos reemplazado el arco por el O�set, ya que éste es el espacio que
recorre el rotor en la dirección x en el radio medio. Si despejamos el ángulo
obtenemos:

θ ≈ Offset

Rm

y por lo tanto:

dθ ≈ 1

Rm

· dOffset

que, sustituida en la expresión de la f.e.m.i., ecuación (5.109), resulta:

e = −Ω ·Rm ·
dφ

dOffset

Como los valores que tenemos del �ujo que concatena la bobina son dis-
cretos, podemos reemplazar el diferencial por el incremento, llegando a:

e = −Ω ·Rm ·
∆φ

∆Offset
(5.110)

expresión que nos proporciona la f.e.m.i. en función de datos conocidos para
nuestra bobina. Si expresamos Ω en radianes por segundo (rad/s), Rm en
milímetros (mm), la variación del �ujo en miliwebers (mWb) y la variación
del O�set en milímetros (mm) obtendremos la fuerza electromotriz inducida
en milivoltios (mV ).

Hemos aplicado la expresión (5.110) a los datos de �ujo concatenado
por la bobina obtendios al aplicar el Método de los Subdominios, donde la
velocidad nominal de giro de nuestra máquina es de 400 revoluciones por
minuto (41.888 rad/s). La �gura 5.85 muestra los resultados obtenidos junto
con los del �ujo concatenado previamente hallados.

De los resultados mostrados podemos comentar:

Las señales de la fuerza electromotriz inducida y del �ujo magnético
están desfasadas 90o como consecuencia de ser la primera proporcional
a la derivada de la segunda. Por ello, cuando el �ujo es máximo o
mínimo la f.e.m.i. es nula y viceversa.
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Figura 5.85: Fuerza electromotriz inducida y �ujo concatenado por la bobina
en un par de polos obtenidos analíticamente

La forma de la grá�ca del �ujo es mucho más suave que la de la f.e.m.i.,
ya que aquella no presenta cambios brusco como sí que lo hace ésta.
El hecho de ser la f.e.m.i. proporcional al gradiente del �ujo, origina
que sea mucho más sensible a la variaciones, de tal forma que pequeñas
variaciones del �ujo originan cambios grandes en la fuerza electromotriz
inducida.

Estos cambios bruscos de la f.e.m.i. se originan a la entrada y a la salida
de la ranura. También se apreciaban pequeños picos en las componentes
de la inducción, que a su vez, condicionan el valor del �ujo concatenado.

Por último, se observa que la f.e.m.i. presenta una periodicidad anticí-
clica por polo.

5.5.1. Simulación por elementos �nitos

Con el �n de validar los resultados obtenidos por el método propuesto y
de una forma similar a la realizada con el potencial magnético escalar, con
las componentes de la inducción y con el �ujo concatenado, vamos a obtener
los valores de la fuerza electromotriz inducida proporcionados por Flux3D.
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Para ello, y a partir del modelo utilizado para el cálculo del �ujo concate-
nado por la bobina (�gura 5.83), modi�camos la aplicación de magnetostática
a transitorio magnético, asociamos la bobina mallada con la bobina de un
circuito eléctrico, impusimos una velocidad de rotación al rótor de 400 r.p.m.
e hicimos un estudio variando el tiempo desde 0 hasta 37.5 milisegundos, que
corresponde a un periodo de la señal eléctrica generada por la máquina o,
lo que es equivalente, es el tiempo necesario para que el rótor se mueva un
par de polos. Como Flux3D nos proporciona la f.e.m.i. teniendo en cuanta
todas las bobinas que se originan al aplicar las periodicidades y las simetrías
de�nidas, la f.e.m.i. obtenida es la que se induce al considerar ocho bobinas
de una espira conectadas en serie, siendo necesario dividirla entre ocho para
poderla comparar con la hallada mediante el Método de los Subdominios. En
la �gura 5.86 se comparan los resultados obtenidos.

Figura 5.86: Comparación entre los valores de fuerza electromotriz inducida
en un par de polos obtenidos analíticamente y mediante elementos �nitos

A la vista de esta �gura, podemos comentar:

En general, existe un buen acuerdo entre los valores analíticos y los
obtenidos por elementos �nitos.

La diferencia más importante a destacar entre ambos conjuntos de da-
tos es el valor más elevado que presenta el método propuesto en las
fronteras diente-imán.
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Cuando comparábamos el ajuste en las componentes de la inducción
(sección 5.2.5), se observaba el mismo comportamiento que el que com-
probamos ahora. Ya que la inducción condiciona los valores del �ujo
y éstos los de la f.e.m.i., es coherente que ambos conjuntos de valores
presenten comportamiento análogos.

No obstante, las diferencias existentes entre valores analíticos y valo-
res de simulación para la f.e.m.i. son menores que las obtenidas cuan-
do cotejábamos las componente de la inducción, lo cual apreciamos si
comparamos la grá�ca de la f.e.m.i. con las que obteníamos para las
componente x e y de la inducción.

A excepción de las zonas comentadas anteriormente, en el resto de los
puntos el ajuste entre ambos conjuntos de valores es bueno, tanto en
el interior de la ranura como en los dientes del estátor.

Por todo lo expuesto y a la vista de los resultados grá�cos podemos con-
siderar que los valores analíticos obtenidos mediante el Método de los Sub-
dominios proporciona un buen acuerdo con los derivados de la simulación de
la máquina objeto de estudio por Elementos Finitos.

5.6. Cálculo del Par de Reluctancia

Tal y como indicábamos en la sección 2.3.10, para geometrías extensas,
como es el caso que nos ocupa, el par lo hallaremos integrando el diferencial
de par a lo largo de la super�cie de integración. La expresión del diferencial de
par venía dada por la ecuación (2.63) ecuación que repetimos a continuación:

dT = r · dFt (5.111)

siendo Ft la componente tangencial de la fuerza aplicada en nuestro disposi-
tivo. La integral del diferencial de par nos proporcionará el par total, según
la expresión:

T =

∫∫
©
S

r · dFt (5.112)

Como nuestra máquina funciona en vacío, no existe par electromagnético,
siendo el par de reluctancia el único par presente y que es proporcionado por
la expresión anterior. Por otro lado, como todos los imanes (todos los polos)
tienen la misma posición relativa respecto de las ranuras del estátor, podemos
hallar el par de reluctancia de la máquina como el producto del número de
pares de polos por el par de reluctancia de un par de polos, donde deberemos



5.6 Cálculo del Par de Reluctancia 301

multiplicar por dos para tener en cuenta la simetría de la geometría. Así,
podemos expresar el par de reluctancia de nuestra máquina como:

Tcogg = 2 ·Np ·
∫∫
©

Spar polos

r · dFt = 2 ·Np · T par poloscogg (5.113)

siendo T par poloscogg el par de reluctancia de un par de polos, cuya expresión es:

T par poloscogg =

∫∫
©

Spar polos

r · dFt (5.114)

donde Spar polos es una super�cie que encierra el par de polos del que vamos
a calcular el par.

El primer paso que debemos dar será el de calcular la expresión de la
fuerza experimentada por un par de polos para, posteriormente, determinar
su componente tangencial. Dicha fuerza la hallaremos integrando el Tensor
de Tensiones de Maxwell a lo largo de una super�cie que rodee a nuestro
dispositivo, según la ecuación (2.60). Así, podemos escribir:

F =

∫∫
©

Spar polos

TMST · ds =

∫∫
©

Spar polos

TMST · n̂ · ds (5.115)

En la �gura 5.87 se muestra la super�cie cerrada de integración Spar polos
que hemos considerado para evaluar la fuerza, formada por seis super�cies
que describimos a continuación:

Las super�ces S1 y S6 son dos super�cies anulares, paralelas a la su-
per�cie del rótor, con radios interior y exterior iguales a los del estátor,
con una abertura angular que abarca un par de polos, estando situadas
S1 en el estátor de la máquina y S6 en el entrehierro.

Las super�cies S2 y S3 son dos super�cies cilíndricas, que abarcan un
par de polos, con radios igual al exterior, para S2, y al interior de la
máquina, para S3.

Las super�cies S4 y S5 son dos super�cies rectangulares, cuya dimensión
radial es la diferencia entre el radio exterior y el radio interior y que
están separadas angularmente el doble del paso del polo.
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Figura 5.87: Super�cie cerrada de integración que rodea a un par de polos

Por lo tanto, el cálculo de la fuerza en la super�cie cerrada Spar polos lo
podemos poner como la suma de las fuerzas halladas en cada una de las seis
super�cies, siendo la ecuación (5.115)equivalente a:

F =
∫ ∫
S1

TMST · n̂1 · ds+
∫ ∫
S2

TMST · n̂2 · ds+
∫ ∫
S3

TMST · n̂3 · ds+

+
∫ ∫
S4

TMST · n̂4 · ds+
∫ ∫
S5

TMST · n̂5 · ds+
∫ ∫
S6

TMST · n̂6 · ds

(5.116)
donde n̂i representa el vector normal a la super�cie Si. Analicemos la contri-
bución de la integral de cada una de las super�cies:

Integral en la super�cie S1: Al considerar la permeabilidad del estátor
in�nita, las componentes de la inducción en este elemento son nulas,
siendo nulo el tensor de tensiones de Maxwell y, en consecuencia, la
integral en la super�cie S1.

Integrales en las super�cies S2 y S3: Estamos considerando que las com-
ponentes de la inducción son independientes de la componente radial;
por ello, el tensor de tensiones de Maxwell tiene el mismo valor en estas
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dos super�cies pero, como los vectores normales en ambas super�cies
tienen sentidos contrarios, la contribución total de estas dos super�cies
en nula.

Integrales en las super�cies S4 y S5: Como consecuencia de la perio-
dicidad cíclica entre puntos separados un par de polos, el tensor de
tensiones de Maxwell en las super�cies S4 y S5 tiene el mismo valor,
siendo nula la suma de estas dos integrales ya que, igual que sucedía
en el caso anterior, los vectores normales a ambas super�cies tienen
sentidos contrarios.

Integral en la super�cie S6: esta integral es la única que proporciona
una contribución neta a la fuerza que queremos hallar.

Por lo tanto, el cálculo de la fuerza en la super�cie Spar polos queda reducido
al cálculo de la fuerza en la super�cie S6, siendo equivalente la ecuación 5.116
a:

F =

∫ ∫
S6

TMST · n̂6 · ds (5.117)

Vamos a hallar el integrando al que denominaremos dF :

dF = TMST · n̂6 · ds

En el sistema de coordenadas cartesianas establecido, la dirección x está dis-
puesta horizontalmente con valores positivos hacia la derecha y la dirección
y está situada verticalmente y dirigida del estátor hacia el rótor. En conse-
cuencia, si en esta ecuación sustituimos la expresión del tensor de tensiones
de Maxwell en coordenadas cartesianas (ecuación 2.57) y reemplazamos el
vector normal n̂6 por el vector unitario en la dirección y (vector ĵ), resulta:

dF = 1
µ0

 B2
x − 1

2

∣∣B∣∣2 BxBy BxBz

ByBx B2
y − 1

2

∣∣B∣∣2 ByBz

BzBx BzBy B2
z − 1

2

∣∣B∣∣2
 · ĵ · ds =

= ds
µ0

 B2
x − 1

2

∣∣B∣∣2 BxBy BxBz

ByBx B2
y − 1

2

∣∣B∣∣2 ByBz

BzBx BzBy B2
z − 1

2

∣∣B∣∣2
 ·

 0
1
0

 =

= ds
µ0

 BxBy

B2
y − 1

2

∣∣B∣∣2
BzBy


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Por lo tanto, la expresión del diferencial de fuerza que se ejerce sobre un
par de polos del estátor será:

dF =
1

µ0

[
BxBy î+

(
B2
y −

1

2

∣∣B∣∣2) ĵ +BzByk̂

]
ds

La componente tangencial de la fuerza será la componente en la dirección
x, obteniéndose su diferencial a partir de la ecuación anterior:

dFt =
1

µ0

BxByds (5.118)

que sustituido en la ecuación que nos proporciona el par de reluctancia de
un par de polos, expresión (5.114), resulta:

T parpoloscogg =
1

µ0

∫ ∫
S6

r BxBy ds

siendo la expresión del par de reluctancia de la máquina (ecuación 5.113):

Tcogg =
2Np

µ0

∫ ∫
S6

r BxBy ds (5.119)

A diferencia de lo que sucede en otras geometrías, como en las máquinas
de �ujo radial donde la coordenada radial tiene un valor �jo, en las máquinas
de �ujo axial esta componente presenta una variación, siendo el par produ-
cido por una variación continua del radio desde el radio interior, Ri, hasta
el radio exterior, Ro. Por ello, en el cálculo del par tendremos que calcular
estas magnitudes integrando sus correspondientes diferenciales en un radio r
variando desde Ri hasta Ro [126], tal y como mostramos en la �gura 5.88,
donde se representa la super�cie de integración S6 y los principales paráme-
tros que emplearemos para evaluar la ecuación (5.119). De acuerdo a esta
�gura, ds = dr dl y al no depender las componentes de la inducción de la
coordenada radial resulta:

Tcogg =
2Np

µ0

∫ ∫
S6

r BxBy dr dl =
2Np

µ0

Ro∫
Ri

r dr

∫
l

BxBy dl

siendo l el arco abarcado por un par de polos en el radio medio de la su-
per�cie S6. Si ahora despreciamos la curvatura, podemos aproximar l por x,
obteniendo:

Tcogg =
Np

(
Ro

2 −Ri
2
)

µ0

τp∫
−τp

BxBy dx
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Figura 5.88: Super�cie de integración S6

Como consecuencia de la periodicidad anticíclica, las componentes de
la inducción en dos polos contiguos tienen el mismo valor pero con signo
contrario, por lo que el producto BxḂy tendrá la misma expresión en ambos
polos, pudiendo escribir:

Tcogg =
2Np

(
Ro

2 −Ri
2
)

µ0

τp∫
0

BxBy dx (5.120)

donde las componentes de la inducción son funciones en los que la variable y
tiene el mismo valor que el de la super�cie S6, estado situada esta super�cie
arbitrariamente en el entrehierro y paralela a la super�cie del rótor.

Ya que los valores de las componentes de la inducción hallados mediante
el Método de los Subdominios presentan un mejor acuerdo con los obtenidos
mediante Flux3D cuanto más próximos estamos al estátor, vamos a colocar
dicha super�cie en las proximidades de éste, situándolo a una distancia del
estátor del 20% del valor del entrehiero. Si denotamos por Y al valor de la
coordenada y de la super�cie S6, Y valdrá 0.2 · g en las regiones tipo diente
y 0.2 · g + h en las regiones tipo ranura.

Así, la expresión que nos proporciona el par de reluctancia de nuestra
máquina es:

Tcogg =
2Np

(
Ro

2 −Ri
2
)

µ0

τp∫
0

Bx (x, Y ) By (x, Y ) dx (5.121)
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A la hora de evaluar la expresión (5.121) deberemos considerar los cuatro
casos obtenidos según la posición del rótor respecto del estátor, esto es, Diente
Parcial, Ranura Completa, Ranura Parcial y Diente Completo. Para cada uno
de los casos, el par de reluctancia lo obtendremos como la suma de los pares
de reluctancia originados por cada una de las regiones que constituyen el caso
que estemos considerando. De este modo, tendremos:

Caso Diente Parcial:

Tcogg,DP = T Icogg,DP + T IIcogg,DP + T IIIcogg,DP + T IVcogg,DP+

+T Vcogg,DP + T V Icogg,DP + T V IIcogg,DP

(5.122)

Caso Ranura Completa:

Tcogg,RC = T Icogg,RC + T IIcogg,RC + T IIIcogg,RC + T IVcogg,RC+

+T Vcogg,RC + T V Icogg,RC

(5.123)

Caso Diente Parcial:

Tcogg,RP = T Icogg,RP + T IIcogg,RP + T IIIcogg,RP + T IVcogg,RP+

+T Vcogg,RP + T V Icogg,RP + T V IIcogg,RP

(5.124)

Caso Diente Completo:

Tcogg,DC = T Icogg,DC + T IIcogg,DC + T IIIcogg,DC + T IVcogg,DC+

+T Vcogg,DC + T V Icogg,DC

(5.125)

donde el superíndice especi�ca la región que se trata del caso indicado
por el subíndice.

Obtengamos las expresiones del par de reluctancia de cada región para
los cuatro casos señalados, donde seguiremos el mismo orden de casos que en
magnitudes precedentes.

5.6.1. Diente Parcial

El caso Diente Parcial, tal y como muestra la �gura 5.4, está formado por
siete regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par de
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reluctancia originado en cada región, tal y como expresábamos mediante la
ecuación 5.122:

Tcogg,DP = T Icogg,DP + T IIcogg,DP + T IIIcogg,DP + T IVcogg,DP+

+T Vcogg,DP + T V Icogg,DP + T V IIcogg,DP

Vamos a determinar la expresión del par de reluctancia en cada región:

Región I

La expresión del par de reluctancia en esta región la obtenemos a partir
de la expresión general, ecuación (5.121), particularizada para la región que
nos ocupa, resultando:

T Icogg,DP =
2Np

(
Ro

2 −Ri
2
)

µ0

tz∫
0

BI
x (x, Y ) BI

y (x, Y ) dx

El producto de las componentes x (ecuación 5.33) e y (ecuación 5.34) de
la inducción en la región I del caso Diente Parcial, es igual a:

BI
x (x, Y ) ·BI

y (x, Y ) = µ2
0

∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,1bm,1
nπ
tz

mπ
tz

csch
(
nπg
tz

)
csch

(
mπg
tz

)
·

·senh
(
nπY
tz

)
cosh

(
mπY
tz

)
cos
(
nπx
tz

)
sen
(
mπx
tz

)
+

+µ2
0

∞∑
n=1

∞∑
w=1

bn,1Qw
nπ
tz

wπ
g

csch
(
nπg
tz

)
csch

(
wπtz
g

)
·

·senh
(
nπY
tz

)
cos
(
wπY
g

)
cos
(
nπx
tz

)
senh

[
wπ(tz−x)

g

]
+
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+µ2
0

∞∑
n=1

∞∑
q=1

bn,1Hq
nπ
tz

qπ
g

csch
(
nπg
tz

)
csch

(
qπtz
g

)
·

·senh
(
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(
q πY
g

)
cos
(
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(
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g
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−
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0
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Qw bn,1
wπ
g
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g
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)
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[
wπ(tz−x)
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QwHq
wπ
g

qπ
g

csch
(
wπtz
g

)
csch

(
qπtz
g

)
·

·sen
(
wπY
g

)
cos
(
q πY
h+g

)
cosh

[
wπ(tz−x)

g

]
senh

(
qπx
g

)
+

+µ2
0

∞∑
q=1

∞∑
n=1

Hq bn,1
qπ
g

nπ
tz

csch
(
qπtz
g

)
csch

(
nπg
tz

)
·

·sen
(
q πY
g

)
cosh

(
nπY
tz

)
cosh

(
qπx
g

)
sen
(
nπx
tz

)
+

+µ2
0

∞∑
q=1

∞∑
w=1

HqQw
qπ
g

wπ
g

csch
(
qπtz
g

)
csch

(
wπtz
g

)
·

·sen
(
q πY
g

)
cos
(
wπY
h+g

)
cosh

(
qπx
g

)
senh

[
wπ(tz−x)

g

]
+

+µ2
0

∞∑
q=1

∞∑
p=1

HqHp
qπ
g

pπ
g

csch
(
qπtz
g

)
csch

(
pπtz
g

)
·

·sen
(
q πY
g

)
cos
(
p πY
g

)
cosh

(
qπx
g

)
senh

(
pπx
g

)
Si ahora hallamos la integral de este producto entre los límites de inte-

gración (0 y tz) y agrupamos términos, obtenemos que el par de reluctancia
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en la región I del caso Diente Parcial es igual a:

T Icogg,DP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

tz∫
0

BI
x (x, Y ) BI

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,1bm,1 csch
(
nπg
tz

)
csch

(
mπg
tz

)
·

·senh
(
nπY
tz

)
cosh

(
mπY
tz

)
π
tz

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
w=1

bn,1 csch
(
nπg
tz

)
csch

(
wπtz
g

)
· senh

(
nπY
tz

)
cos
(
wπY
g

)
·

·nπ
tz

[cosh(wπtzg )−(−1)n]Qw+[(−1)ncosh(wπtzg )−1]Hw
1+( nw

g
tz )

2 −

−
∞∑
w=1

∞∑
n=1

bn,1csch
(
wπtz
g

)
csch

(
nπg
tz

)
sen
(
wπY
g

)
cosh

(
nπY
tz

)
·

·wπ
g

[cosh(wπtzg )−(−1)n]Qw−[1−(−1)ncosh(wπtzg )]Hw
1+(wn

tz
g )

2 −

−
∞∑
w=1

∞∑
q=1

(QwQq −HwHq) csch
(
wπtz
g

)
csch

(
qπtz
g

)
sen
(
wπY
g

)
·

· cos
(
q πY
g

)
π
g

[
(1− δq,w) qw

w2−q2

(
q + wsenh

(
wπtz
g

)
senh

(
qπtz
g

)
−

−q cosh
(
wπtz
g

)
cosh

(
qπtz
g

))]
+ δq,w

w
2
senh2

(
wπtz
g

)
−

−
∞∑
w=1

∞∑
q=1

(QwHq −HwQq) csch
(
wπtz
g

)
csch

(
qπtz
g

)
sen
(
wπY
g

)
·

· cos
(
q πY
g

)
wπ
g

[
(1− δq,w) q2

w2−q2

(
cosh

(
wπtz
g

)
− cosh

(
qπtz
g

))
+

+ δq,w · qπtz2g
· senh

(
wπtz
g

)]}

(5.126)

Procediendo de forma similar obtendremos las expresiones para las regio-
nes restantes.
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Región II

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación 5.35) e y (ecua-
ción 5.36) de la inducción en la región II del caso Diente Parcial, obtenemos
que el par de reluctancia se puede poner como:

T IIcogg,DP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

s∫
0

BII
x (x, Y ) BII

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,2bm,2 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

[
mπ(h+g)

s

]
·

·senh
(
nπY
s

)
cosh

(
mπY
s

)
π
s

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,2 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

(
mπs
h+g

)
· senh

(
nπY
s

)
cos
(
mπY
h+g

)
·

·nπ
s

[(−1)ncosh(mπsh+g )−1]K2
m+[cosh(mπsh+g )−(−1)n]K2′

m

1+( nm
h+g
s )

2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bm,2 csch
(
nπs
h+g

)
csch

[
mπ(h+g)

s

]
sen
(
nπY
h+g

)
cosh

(
mπY
s

)
·

· nπ
h+g

[1−(−1)mcosh( nπsh+g )]K2
n−[cosh( nπsh+g )−(−1)m]K2′

n

1+( nm
s

h+g )
2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K2
nK

2
m −K2′

n K
2′
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
π
h+g

[
(1− δm,n) mn

n2−m2

(
m+ nsenh

(
nπs
h+g

)
senh

(
mπs
h+g

)
−

−m cosh
(
nπs
h+g

)
cosh

(
mπs
h+g

))]
+ δm,n

n
2
senh2

(
nπs
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K2
nK

2′
m −K2′

n K
2
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
nπ
h+g

[
(1− δm,n) m2

n2−m2

(
cosh

(
nπs
h+g

)
− cosh

(
mπs
h+g

))
+

+ δm,n · nπ
h+g
· s

2
· senh

(
nπs
h+g

)]}
(5.127)
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donde las expresiones de K2
n y K2′

n vienen dadas por la ecuación (5.3).

Región III

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación 5.37) e y (ecua-
ción 5.38) de la inducción en la región III del caso Diente Parcial, obtenemos
que el par de reluctancia se expresa mediante:

T IIIcogg,DP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

t∫
0

BIII
x (x, Y ) BIII

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,3bm,3 csch
(
nπg
t

)
csch

(
mπg
t

)
·

·senh
(
nπY
t

)
cosh

(
mπY
t

)
π
t

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
l=1

bn,3 csch
(
nπg
t

)
csch

(
lπt
g

)
· senh

(
nπY
t

)
cos
(
l πY
g

)
·

·nπ
t

[cosh( lπtg )−(−1)n]Ml+[(−1)ncosh( lπtg )−1]Ll
1+(nl

g
t )

2 −

−
∞∑
l=1

∞∑
n=1

bn,3csch
(
lπt
g

)
csch

(
nπg
t

)
sen
(
l πY
g

)
cosh

(
nπY
t

)
·

· lπ
g

[cosh( lπtg )−(−1)n]Ml−[1−(−1)ncosh( lπtg )]Ll
1+( ln

t
g )

2 −

−
∞∑
l=1

∞∑
m=1

(MlMm − Ll Lm) csch
(
lπt
g

)
csch

(
mπt
g

)
sen
(
l πY
g

)
·

· cos
(
mπY
g

)
π
g

[
(1− δl,m) ml

l2−m2

(
m+ lsenh

(
lπt
g

)
senh

(
mπt
g

)
−

−m cosh
(
lπt
g

)
cosh

(
mπt
g

))]
+ δl,m

l
2
senh2

(
lπt
g

)
−

(5.128)

−
∞∑
l=1

∞∑
m=1

(Ml Lm − LlMm) csch
(
lπt
g

)
csch

(
mπt
g

)
sen
(
l πY
g

)
·

· cos
(
mπY
g

)
lπ
g

[
(1− δl,m) m2

l2−m2

(
cosh

(
lπt
g

)
− cosh

(
mπt
g

))
+

+ δl,m · lπt2g
· senh

(
lπt
g

)]}
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Región IV

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación 5.39) e y (ecua-
ción 5.40) de la inducción en la región IV del caso Diente Parcial, obtenemos
que el par de reluctancia tiene por expresión:

T IVcogg,DP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

s∫
0

BIV
x (x, Y ) BIV

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
k=1

∞∑
n=1

4Vo
s

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
csch

(
nπs
h+g

)
·

·senh
[

(2k−1)πY
s

]
cos
(
nπY
h+g

)
cosh( nπsh+g )+1

1+( 2k−1
n
·h+g
s )

2

(
K4′
n −K4

n

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
k=1

4Vo
s

csch
(
nπs
h+g

)
csch

[
(2k−1)π(h+g)

s

]
sen
(
nπY
h+g

)
·

cosh
[

(2k−1)πY
s

]
2k−1
n
· h+g

s

cosh( nπsh+g )+1

1+( 2k−1
n
·h+g
s )

2

(
K4
n −K4′

n

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K4
nK

4
m −K4′

n K
4′
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
π
h+g

[
(1− δm,n) mn

n2−m2

(
m+ nsenh

(
nπs
h+g

)
senh

(
mπs
h+g

)
−

−m cosh
(
nπs
h+g

)
cosh

(
mπs
h+g

))]
+ δm,n

m
2

senh2
(
mπs
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K4
nK

4′
m −K4′

n K
4
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
nπ
h+g

[
(1− δm,n) m2

n2−m2

(
cosh

(
nπs
h+g

)
− cosh

(
mπs
h+g

))
+

+ δm,n · mπh+g
· s

2
· senh

(
mπs
h+g

)]}
(5.129)

donde las expresiones de K4
n y K4′

n vienen dadas por la ecuación (5.6).

Región V

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación 5.41) e y (ecua-
ción 5.42) de la inducción en la región V del caso Diente Parcial, obtenemos
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que el par de reluctancia es igual a:

T Vcogg,DP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

t∫
0

BV
x (x, Y ) BV

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,4bm,4 csch
(
nπg
t

)
csch

(
mπg
t

)
·

·senh
(
nπY
t

)
cosh

(
mπY
t

)
π
t

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
r=1

bn,4 csch
(
nπg
t

)
csch

(
rπt
g

)
· senh

(
nπY
t

)
cos
(
r πY
g

)
·

·nπ
t

[cosh( rπtg )−(−1)n]Pr+[(−1)ncosh( rπtg )−1]Rr
1+(nr

g
t )

2 −

−
∞∑
r=1

∞∑
n=1

bn,4csch
(
rπt
g

)
csch

(
nπg
t

)
sen
(
r πY
g

)
cosh

(
nπY
t

)
·

· rπ
g

[cosh( rπtg )−(−1)n]Pr−[1−(−1)ncosh( rπtg )]Rr
1+( rn

t
g )

2 −

−
∞∑
r=1

∞∑
p=1

(Pr Pp −Rr Rp) csch
(
rπt
g

)
csch

(
pπt
g

)
sen
(
r πY
g

)
·

· cos
(
p πY
g

)
π
g

[
(1− δr,p) rp

r2−p2

(
p+ rsenh

(
rπt
g

)
senh

(
pπt
g

)
−

−p cosh
(
rπt
g

)
cosh

(
pπt
g

))]
+ δr,p

r
2
senh2

(
rπt
g

)
−

−
∞∑
r=1

∞∑
p=1

(Pr Rp −Rr Pp) csch
(
rπt
g

)
csch

(
pπt
g

)
sen
(
r πY
g

)
·

· cos
(
p πY
g

)
rπ
g

[
(1− δr,p) p2

r2−p2

(
cosh

(
rπt
g

)
− cosh

(
pπt
g

))
+

+ δr,p · rπt2g
· senh

(
rπt
g

)]}

(5.130)

Región VI

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación 5.43) e y (ecua-
ción 5.44) de la inducción en la región VI del caso Diente Parcial, obtenemos
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que el par de reluctancia tiene por expresión:

T V Icogg,DP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

s∫
0

BV I
x (x, Y ) BV I

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,5bm,5 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

[
mπ(h+g)

s

]
·

·senh
(
nπY
s

)
cosh

(
mπY
s

)
π
s

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,5 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

(
mπs
h+g

)
· senh

(
nπY
s

)
cos
(
mπY
h+g

)
·

·nπ
s

[(−1)ncosh(mπsh+g )−1]K6
m+[cosh(mπsh+g )−(−1)n]K6′

m

1+( nm
h+g
s )

2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bm,5csch
(
nπs
h+g

)
csch

[
mπ(h+g)

s

]
sen
(
nπY
h+g

)
cosh

(
mπY
s

)
·

· nπ
h+g

[1−(−1)mcosh( nπsh+g )]K6
n−[cosh( nπsh+g )−(−1)m]K6′

n

1+( nm
s

h+g )
2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K6
nK

6
m −K6′

n K
6′
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
π
h+g

[
(1− δm,n) mn

n2−m2

(
m+ nsenh

(
nπs
h+g

)
senh

(
mπs
h+g

)
−

−m cosh
(
nπs
h+g

)
cosh

(
mπs
h+g

))]
+ δm,n

m
2

senh2
(
mπs
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K6
nK

6′
m −K6′

n K
6
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
nπ
h+g

[
(1− δm,n) m2

n2−m2

(
cosh

(
nπs
h+g

)
− cosh

(
mπs
h+g

))
+

+ δm,n · mπh+g
· s

2
· senh

(
mπs
h+g

)]}
(5.131)

donde las expresiones de K6
n y K6′

n vienen dadas por la ecuación (5.9).
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Región VII

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación 5.45) e y
(ecuación 5.46) de la inducción en la región VII del caso Diente Parcial,
obtenemos que el par de reluctancia se puede expresar como:

T V IIcogg,DP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

t(1−z)∫
0

BV II
x (x, Y ) BV II

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,6bm,6 csch
(

nπg
t(1−z)

)
csch

(
mπg
t(1−z)

)
·

·senh
(

nπY
t(1−z)

)
cosh

(
mπY
t(1−z)

)
π

t(1−z)
m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
u=1

bn,6 csch
(

nπg
t(1−z)

)
csch

(
uπt(1−z)

g

)
· senh

(
nπY
t(1−z)

)
cos
(
uπY
g

)
·

· nπ
t(1−z)

[cosh(uπt(1−z)g )−(−1)n]Vu−[(−1)ncosh(uπt(1−z)g )−1]Qu
1+[nu

g
t(1−z) ]

2 −

−
∞∑
u=1

∞∑
n=1

bn,6csch
(
uπt(1−z)

g

)
csch

(
nπg
t(1−z)

)
sen
(
uπY
g

)
cosh

(
nπY
t(1−z)

)
·

·uπ
g

[cosh(uπt(1−z)g )−(−1)n]Vu+[1−(−1)ncosh(uπt(1−z)g )]Qu
1+[un

t(1−z)
g ]

2 −

−
∞∑
u=1

∞∑
w=1

(Vu Vw −QuQw) csch
(
uπt(1−z)

g

)
csch

(
wπt(1−z)

g

)
sen
(
uπY
g

)
·

· cos
(
wπY
g

)
π
g

[
(1− δu,w) uw

u2−w2

(
w + usenh

(
uπt(1−z)

g

)
senh

(
wπt(1−z)

g

)
−

−w cosh
(
uπt(1−z)

g

)
cosh

(
wπt(1−z)

g

))]
+ δu,w

u
2
senh2

(
uπt(1−z)

g

)
+

+
∞∑
u=1

∞∑
w=1

(VuQw −Qu Vw) csch
(
uπt(1−z)

g

)
csch

(
wπt(1−z)

g

)
sen
(
uπY
g

)
·

· cos
(
wπY
g

)
uπ
g

[
(1− δu,w) w2

u2−w2

(
cosh

(
uπt(1−z)

g

)
− cosh

(
wπt(1−z)

g

))
+

+ δu,w · uπt(1−z)2g
· senh

(
uπt(1−z)

g

)]}
(5.132)
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Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Diente Parcial, ecuaciones (5.126) a (5.132), y
sustituyéndolas en las ecuación (5.122) obtendremos el par de reluctancia en
este caso.

5.6.2. Ranura Completa

El caso Ranura Completa, tal y como muestra la �gura 5.20, está formado
por seis regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par
de reluctancia originado en cada región, tal y como expresábamos mediante
la ecuación 5.123:

Tcogg,RC = T Icogg,RC + T IIcogg,RC + T IIIcogg,RC + T IVcogg,RC+

+T Vcogg,RC + T V Icogg,RC

Las expresiones del par de reluctancia en cada región se determinan en el
apartado D.6 del apéndice D.

Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Ranura Completa, ecuaciones (D.56) a (D.61),
y sustituyéndolas en las ecuación (5.123) obtendremos el par de reluctancia
en este caso.

5.6.3. Ranura Parcial

El caso Ranura Parcial, tal y como muestra la �gura 5.25, está formado
por siete regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par
de reluctancia originado en cada región, tal y como expresábamos mediante
la ecuación 5.124:

Tcogg,RP = T Icogg,RP + T IIcogg,RP + T IIIcogg,RP + T IVcogg,RP+

+T Vcogg,RP + T V Icogg,RP + T V IIcogg,RP

Vamos a determinar la expresión del par de reluctancia en cada región.
El apartado E.6 del apéndice E contiene estas expresiones.

Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Ranura Parcial, ecuaciones (E.67) a (E.73), y
sustituyéndolas en las ecuación (5.124) obtendremos el par de reluctancia en
este caso.
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5.6.4. Diente Completo

El caso Diente Completo, tal y como muestra la �gura 5.34, está formado
por seis regiones, siendo el par de reluctancia total igual a la suma del par
de reluctancia originado en cada región, tal y como expresábamos mediante
la ecuación 5.125:

Tcogg,DC = T Icogg,DC + T IIcogg,DC + T IIIcogg,DC + T IVcogg,DC+

+T Vcogg,DC + T V Icogg,DC

Vamos a determinar la expresión del par de reluctancia en cada región,
las cuales se muestran en el apartado F.6 del apéndice F.

Una vez obtenidas las expresiones que proporcionan el par de reluctancia
en todas las regiones del caso Ranura Parcial, ecuaciones (F.56) a (F.61), y
sustituyéndolas en las ecuación (5.125) obtendremos el par de reluctancia en
este caso.

A partir de las expresiones del par de reluctancia que se origina en nuestra
máquina en los diferentes casos, ecuaciones (5.122), (5.123), (5.124) y (5.125),
procedimos a calcular su valor de acuerdo a la geometría de nuestra máquina
en dos dimensiones (tabla 4.1). Como el par de reluctancia es una función
periódica con una periodicidad igual al paso de ranura (τs), variamos el o�set
desde cero hasta el paso de ranura en incrementos de 1 milímetro. En la �gura
5.89 se muestran los resultados obtenidos, donde se representa el par que debo
aplicar para vencer su par de reluctancia; de esta forma, si el par que tengo
que aplicar es positivo, la máquina presenta un par de reluctancia que debo
vencer, siendo un par que tengo que contrarrestar si el par que debo aplicar
es negativo.

A la vista de estos resultados podemos comentar:

La forma de la curva del par es la esperada, presentando una periodici-
dad igual al paso de ranura (23 mm para el modelo en dos dimensiones).

La posición inicial y �nal son posiciones estables, de tal forma que si
el rotor se mueve ligeramente de estas posiciones, tiende a volver a
recuperarla. Estas posiciones se corresponden con una situación donde
la cantidad de material ferromagnético que �ve� el rotor es máxima,
teniendo que aplicar un par para mover al rótor de esas posiciones.

La posición intermedia (o�set igual a 12.5 mm), corresponde a una
posición de equilibrio inestable; es de equilibrio ya que el valor del
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Figura 5.89: Par de reluctancia de la máquina en un paso de ranura (resul-
tados analíticos)

par de reluctancia es nulo, pero es inestable ya que cualquier pequeña
perturbación origina que el rótor se aleje de esta posición buscando las
posiciones estables. Por esa razón, el par que debo aplicar tiene que
contrarrestar el proporcionado por la máquina.

Las pendientes de los tramos ascendente y descendente no son iguales,
ya que estas pendientes están relacionadas con los espesores del diente
y de la ranura, respectivamente. Dado que nuestra máquina, en el radio
medio, posee un espesor mayor de diente que de ranura, la pendiente
del tramo ascendente es menor que la del descendente.

Si relacionamos cada tramo con los diferentes casos contemplados, po-
demos ver como el tramo ascendente se corresponde con el caso Diente
Parcial, el descendente con el caso Ranura Parcial, el punto máximo
con el caso Ranura Completa y el punto mínimo con el caso Diente
Completo.

Por último, podemos observar como la curva no posee una forma unifor-
me, si no que en determinados puntos presenta pequeñas oscilaciones,
correspondiendo estos puntos a zonas en la proximidad de la frontera
diente-ranura. Cuando analizábamos las componentes de la inducción,
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observábamos que en esta frontera la componentes de la inducción pre-
sentaban picos u oscilaciones elevadas. A nuestro juicio, estas oscilacio-
nes son las responsables de la no uniformidad de la curva del par de
reluctancia.

5.6.5. Simulación por elementos �nitos

Con el �n de validar los resultados obtenidos por el método propuesto y
de una forma similar a la realizada con las restantes magnitudes (potencial
magnético escalar, componentes de la inducción, �ujo concatenado y fuerza
electromotriz inducida), vamos a obtener los valores del par de reluctancia
que nos proporciona el software Flux3D empleando el modelo de máquina que
se mostraba en la �gura 5.38 del apartado 5.1. En la �gura 5.90 se muestran
los valores proporcionados por el programa así como los obtenidos analítica-
mente.

Figura 5.90: Comparación entre los valores del par de reluctancia obtenidos
analíticamente y mediante elementos �nitos

A la vista de esta �gura, podemos realizar las siguientes observaciones:
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Ambas curvas presentan el mismo aspecto, coincidiendo las posiciones
del o�set que corresponde a los puntos de equilibrio estable e inestable,
valor máximo y valor mínimo del par de reluctancia.

Existe una gran diferencia entre los valores analíticos y los proporcio-
nado por la simulación mediante elementos �nitos, siendo los primeros
entre un 20 y un 50% mayores que los segundos. Para poder distinguir
si estas diferencias son consecuencia de las aproximaciones empleadas
para calcular el par o están relacionadas con el cálculo del la compo-
nente tangencial de la fuerza, procedimos a evaluar esta componente.

La expresión analítica de la componente tangencial de la fuerza en
un par de polos la obtendremos integrando el diferencial de la fuerza
tangencial, expresión (5.118), en la super�cie de integración Spar polos,
es decir:

F par polos
t =

∫∫
©

Spar polos

dFt =

∫ ∫
S6

dFt =
1

µ0

∫ ∫
S6

BxBy ds

La componente tangencial de la fuerza en toda la máquina la obten-
dremos multiplicando a la originada en un par de polos por el número
de pares de polos y por el número de estátores, siendo:

Ft = 2Np F
par polos
t =

2Np

µ0

∫ ∫
S6

BxBy ds

Si sustituimos el diferencial de super�cie nos queda:

Ft =
2Np

µ0

∫ ∫
S6

BxBy dr dl =
2Np

µ0

Ro∫
Ri

dr

∫
l

BxBy dl

Si realizamos la integral del radio y despreciamos la curvatura, resulta:

Ft =
2Np (Ro −Ri)

µ0

τp∫
−τp

BxBy dx =
4Np (Ro −Ri)

µ0

τp∫
0

BxBy dx

donde hemos tenido en cuenta la periodicidad entre polos contiguos.
Por lo tanto, la expresión de la componente tangencial de la fuerza
viene dada por:

Ft =
4Np (Ro −Ri)

µ0

τp∫
0

Bx (x, Y ) By (x, Y ) dx (5.133)
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Si comparamos la expresión que acabamos de obtener con la del par de
reluctancia (ecuación (5.121)), observamos que ambas magnitudes son
proporcionales, cumpliéndose que

Tcogg =
Ro +Ri

2
· Ft = Rm · Ft

siendo Rm el radio medio. Por lo tanto y ya que hemos evaluado el par
de reluctancia, podemos obtener la componente tangencial de la fuerza
utilizando la relación anterior.

Respecto a los resultados de esta componente obtenidos por elementos
�nitos, hemos procedido a calcularla empelando el software Flux3D y
empleando el mismo modelo que utilizamos para calcular el par. En la
�gura 5.91 se muestran ambos conjuntos de valores.

Figura 5.91: Comparación entre los valores de la componente tangencial de
la fuerza obtenidos analíticamente y mediante elementos �nitos

A la vista de esta representación y ya que entre los valores analíticos
y los obtenidos por elementos �nitos de la componente tangencia de la
fuerza existen grandes diferencias, las diferencias que se observan para
el par de reluctancia obtenido por ambos métodos son debidos, prin-
cipalmente, a la estimación de la componente tangencial de la fuerza.
Entre las posibles causas que pueden originar estas diferencias en la
componente de la fuerza, apuntamos las tres siguientes:
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� Existen diferencias entre las componentes de la inducción obteni-
das analíticamente y las proporcionadas por el software de simu-
lación, tal y como comprobábamos en el apartado 5.2.5.

� En la obtención del par de reluctancia y de la componente tan-
gencial de la fuerza hemos considerado que las componentes de la
inducción no varían con el radio, a�rmación que no es totalmen-
te cierta. En la siguiente �gura 5.92 se muestra la variación con
el radio de las componentes normal y tangencial de la inducción
a lo largo de dos radios, uno situado en el centro de una ranura
(marcado como �ranura�) y otro situado en el centro de un diente
(marcado como �diente�), variando la componente radial desde el
radio interior hasta el exterior y colocados en el entrehierro, pa-
ralelos al rotor y a una distancia del estátor de 0.2 · g. Podemos
observar como ambas componentes varían con el radio, siendo es-
ta variación más importante según nos acercamos a las posiciones
extremas.

Figura 5.92: Variación con el radio de las componentes normal y tangencial
de la inducción

� Cuando en las expresiones del par y de la fuerza tangencial rea-
lizamos la integral de la super�cie y despreciamos la curvatura,
estamos aproximando nuestra super�cie de integración, reempla-
zando el sector de corona circular por un paralelogramo. En la
�gura 5.93 se muestra esta aproximación.
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Figura 5.93: Aproximación de la super�cie de integración: super�cie original
(en verde), paralelogramo del arco (en azul) y paralelogramo de la cuerda
(en rojo)

Ahora bien, como suponemos que la anchura de ese paralelogramo
se corresponde con la longitud del polo en el radio medio y no con
la cuerda, estamos incrementando la super�cie de integración. Di-
cho incremento será igual a la relación de super�cies entre ambos
paralelogramos, que es igual a la relación entre la longitud del arco
y la longitud de la cuerda.
La longitud del arco viene dada por:

Larco = αp ·Rm

y la de la cuerda por:

Lcuerda = 2 ·Rm · sen(αp/2)

siendo la relación entre ambas:

Larco
Lcuerda

=
αp

2sen(αp/2)

Como el paso de polo es de 45o, al sustituir resulta:

Larco
Lcuerda

= 1.0262
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Es decir, el área sobre el que integramos la componente tangencial
de la fuerza y el par de reluctancia está incrementada en un 2.62%
por polo. Si lo multiplicamos por el número de polos de la máqui-
na y por el número de estátores, obtenemos un área de integración
incrementada en un 41.88 %, es decir, estoy considerando un área
que es 1.4188 veces la que debería considerar. Como la componen-
te tangencial de la fuerza y el par de reluctancia les obtenemos
integrando en ese área, al considerar un área de integración ma-
yor obtenemos unos valores mayores. Por ello, podemos corregir
los valores hallados sin más que dividir los valores hallados entre
1.4188. A estos valores les denominaremos valores �corregidos�. En
la �gura 5.94 se muestran los valores del par de reluctancia según
la formulación propuesta, la formulación propuesta corrigiéndolos
y el software de simulación.

Figura 5.94: Valores del par de reluctancia hallados por la formulación pro-
puesta, la formulación propuesta corregidos y elementos �nitos.

Observando la grá�ca se puede comprobar que, mediante la corrección
realizada, los valores del par de reluctancia obtenidos analíticamen-
te muestran un buen acuerdo con los hallados mediante el programa
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Flux3D. Si queremos cuanti�car este mejora en el ajuste, la �gura 5.95
muestra los valores de la distancia L2, expresión (4.1), y de su logarit-
mo neperiano existentes entre los valores analíticos y los de simulación
y entre los valores analíticos corregidos y los de simulación.

Figura 5.95: Valores de la distancia L2 y de su logaritmo neperiano existentes
entre los valores analíticos y los de simulación

Para comprobar si esta corrección del par de reluctancia mejora en
general los valores hallados, hemos procedido a comparar resultados
analíticos sin y con corrección con valores de simulación para diferentes
geometrías. A modo de ejemplo, comentamos las siguientes:

� Incremento de la anchura de la ranura: Tomando como punto de
partida la geometría de nuestra máquina, hemos construido una
igual con la única diferencia de haber aumentado la anchura de la
ranura, pasando de 7 a 10 milímetros. En la �gura 5.96 se muestran
los resultados obtenidos. Se puede comprobar que la corrección del
área mejora los valores analíticos, logrando un buen ajuste entre
analíticos y elementos �nitos.

� Incremento del entrehierro: Seguimos tomando como punto de par-
tida nuestra máquina y ahora modi�camos el espesor del entrehie-
rro, aumentándolo de 5 a 10 milímetros. Los resultados obtenidos
son los que se ilustran en la �gura 5.97. Se observa como los resul-
tados corregidos aproximan los valores del par a los de elementos
�nitos, pero no es tan bueno el ajuste como en los dos casos ante-
riores.

� Incremento de las dimensiones radiales de la máquina, mantenien-
do el valor del paso de polo en el radio medio: Partiendo del mo-
delo inicial de máquina, hemos calculado una máquina donde no
exista tanta diferencia entre el arco y la cuerda, intentando man-
tener constantes los parámetros por polo. Para ello, hemos tenido
que aumentar tanto el radio interior (Ri = 240mm) como el radio
exterior (Ro = 300mm), pero manteniendo constante la diferen-
cia entre ambos (60mm), hemos disminuido el paso de polo a 15
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Figura 5.96: Resultados obtenidos para la geometría con incremento en la
anchura de la ranura

Figura 5.97: Resultados obtenidos para la geometría con incremento en el
espesor del entrehierro
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grados y hemos aumentado el número de polos a 24. Con ello,
las dimensiones del diente y del paso de polo en el radio medio
entre ambos modelos son muy similares y, como consecuencia de
haber aumentado el radio, la diferencia entre el arco y la cuerda
es menor.

En la �gura 5.98 se muestran los resultados obtenidos. Podemos
comprobar como los valores analíticos están más próximos a los
valores obtenidos por simulación que en los ejemplos anteriores
(sobre todo los obtenidos del estudio ranura parcial), y como la
corrección los mejora en su conjunto.

Figura 5.98: Resultados obtenidos en la geometría con incremento en las
dimesiones radiales

A la vista de los ejemplos anteriores podemos comprobar como la co-
rrección por super�cie mejora en general los valores del par obtenidos
analíticamente, pero sin olvidarnos de la in�uencia de las otras dos
causas que señalábamos como origen de discrepancias entre resultados
analíticos y resultados de elementos �nitos.

A pesar de las diferencias existentes entre valores analíticos y valores pro-
porcionados por el programa de elementos �nitos, la dependencia observada
entre los valores del par de reluctancia y los parámetros de la geometría son
similares con el método analítico y con elementos �nitos. A modo de ejemplo,
se muestran los resultados obtenidos en tres casos:
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El primer caso lo constituyen los valores del par de reluctancia que se
obtienen por ambos métodos cuando parametrizamos la abertura de
la ranura (parámetro s). En la �gura 5.99 se muestran los valores del
par de reluctancia analíticos y por elementos �nitos cuando variamos
la abertura de la ranura desde 5 hasta 10 milímetros en pasos de 1
milímetro.

Figura 5.99: Comparativa del par de reluctancia analítico y por elementos
�nitos tomando s como parámetro

Podemos observar como, a mediada que la ranura es más ancha, el par
de reluctancia aumenta, tanto en los resultados analíticos como en los
de simulación por elementos �nitos. Es decir, la dependencia del par de
reluctancia con la abertura de la ranura es la misma con la formulación
propuesta que con elementos �nitos. No obstante los valores son dife-
rentes, siendo mayores los analítico que los de elementos �nitos, como
podemos observar al comprobar que la escala del eje vertical izquierdo
es la correspondiente a los analíticos mientras que la del eje vertical
derecho es la de los valores de simulación.

En el segundo caso hemos tomado como parámetro el valores del entre-
hierro y lo hemos variado desde 4 hasta 10 milímetros en incrementos
de 2 milímetros, calculando el correspondiente par de reluctancia. En
la �gura 5.100 se muestran los resultados obtenidos.

Los resultados obtenidos por ambos métodos muestran como, al au-
mentar el espesor del entrehierro, el par de reluctancia disminuye como
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Figura 5.100: Comparativa del par de reluctancia analítico y por elementos
�nitos tomando g como parámetro

consecuencia de haber aumentado la reluctancia del circuito magnético
de la máquina, disminuyendo con la misma proporción en el modelo
analítico y en el modelo por elementos �nitos.

En el tercer caso el parámetro que hemos tomado es la profundidad de
la ranura (parámetro h) para valores de 5, 10, 15 y 21.5milímetros. En
la �gura 5.101 se muestran los valores obtenidos del par de reluctancia
mediante el método propuesto y por elementos �nitos.

Igual que en los casos anteriores, el eje de la izquierda corresponde
a la escala para los valores analíticos y el de la derecha para los de
elementos �nitos. Por elementos �nitos, los resultados obtenidos son
prácticamente iguales; este hecho viene a reforzar la idea de que, a par-
tir de un valor de la profundidad de ranura, el que esta aumente no
in�uye en los resultados, es decir, podemos aproximar la ranura estre-
cha por una ranura in�nita.

En los resultados obtenidos por el método analítico, los valores del par
de reluctancia se mantiene también prácticamente constantes para va-
lores del parámetro de 5, 15 y 21.5, presentando una variación cuando
la profundidad es igual a 10 milímetros. No obstante, esta variación es
pequeña, en comparación con las variaciones originadas en el par de
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Figura 5.101: Comparativa del par de reluctancia analítico y por elementos
�nitos tomando h como parámetro

reluctancia como consecuencia de modi�car la abertura de la ranura o
el espesor del entrehierro, tal y como comprobábamos en los dos casos
anteriores.

Aprovechamos este punto para comentar que los resultados analíticos
se ven in�uenciados por el número de términos que consideremos en
los sumatorios. Teóricamente, éstos se extienden hasta in�nito; en la
práctica tenemos que �jar un número máximo de sumandos. Ya que
en las expresiones que manejamos aparecen funciones hiperbólicas y,
más concretamente, senos y cosenos hiperbólicos, éstos tienden a in-
�nitos cuando su argumento así lo hace, por lo que debemos �jar el
número máximo de sumando de tal modo que las expresiones del seno
y del coseno hiperbólico sean inferiores al valor máximo que podamos
computar. En el caso de Matlab, este valor máximo viene dado por el
parámetro realmax cuyo valor, para la versión de Matlab 2011a es de
1.7977 · 10+308.

En las expresiones obtenidas por el método analítico, existen términos
que poseen el parámetro h en el numerador; el hecho de aumentar su
valor ocasiona que disminuya el número de términos a considerar en
el sumatorio correspondiente, disminuyendo la precisión del resultado
obtenido. Puede que este comportamiento esté detrás de las diferencias
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observadas entre los valores analíticos y los de elementos �nitos cuando
tomamos valores elevados de la profundidad de ranura.

A la vista de estos resultados podemos concluir que, aunque los valores
del par de reluctancia analíticos no coinciden con los de elementos �nitos,
aquellos muestran una dependencia con la geometría de la máquina similar a
la que exhiben éstos, pudiéndose emplear el método propuesto para estudiar
como afectan al par de reluctancia la variación de determinados parámetros
de su geometría, o en el estudio de técnicas que permitan disminuir el par de
reluctancia de nuestra máquina.

Con el análisis que hemos realizado del par de reluctancia, damos por
�nalizado el estudio de nuestra máquina en dos dimensiones. El paso siguiente
será analizarla en tres dimensiones.





Capítulo 6

Máquina en tres dimensiones

La última etapa en el estudio teórico de nuestra máquina es pasar del
modelo en dos dimensiones hasta ahora desarrollado, a un modelo en tres
dimensiones. Tal y como comentábamos en el apartado 4.1.1, el procedimien-
to que emplearemos para realizar esta transición, es el denominado modelo
cuasi-3D, que consiste en considerar que la máquina está compuesta por va-
rias máquinas de �ujo axial con diferente longitud radial (varias láminas),
estudiando cada una de las láminas mediante el modelo en dos dimensiones
desarrollado.

El funcionamiento global de la máquina lo obtendremos como suma de las
aportaciones de cada una de las láminas individuales, al considerar despre-
ciable el �ujo en la dirección radial. Este procedimiento lo vamos aplicar en el
cálculo del �ujo, de la fuerza electromotriz inducida y del par de reluctancia.

En la �gura 6.1a) mostramos el principio del modelo cuasi-3D, donde se
representa la situación para un número de láminas, Nlam, igual a 5, indicán-
dose el radio interior, el radio exterior y el radio medio para la lámina 3. En
la �gura 6.1b) se muestra el área de integración resultante al aproximar cada
uno de los sectores de corona circular (en color verde) por un paralelogramo
de anchura el arco en el radio medio y de altura la diferencia entre el radio
exterior y el radio interior (en color azul).

Los pasos necesarios para aplicar este modelo cuasi-3D son:

Dividimos la máquina en Nlam láminas anulares en la dirección radial,
todas ellas con el mismo espesor, elam. El espesor de cada lámina será
igual al espesor total de la máquina dividido entre el número de láminas,
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Figura 6.1: Principio del modelo cuasi-3D para 5 láminas

esto es:

elam =
emaq
Nlam

=
Ro −Ri

Nlam

donde emaq es el espesor total de la máquina, igual a la diferencia entre
el radio exterior (Ro) y el radio interior (Ri).

Aplicamos la técnica de los subdominios a cada una de las láminas en
su radio medio. Para ello, necesitamos determinar, en cada lámina, su
radio interior, su radio exterior, el radio medio y el espesor del diente.
Las expresiones para cada una de estas magnitudes son las siguientes,
donde consideramos el orden de las láminas desde el interior hacia el
exterior:

� Radio interior: El radio interior de cada lámina es igual al exterior
de la anterior, excepto para la primera lámina que coincide con el
radio interior de la máquina. Así:

Rlamina j
i = Rlamina j−1

o

y
Rlamina 1
i = Ri

� Radio exterior: El radio exterior de cada lámina será igual a su
radio interior más el espesor de la lámina. Para la última lámina,
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este radio exterior coincide con el de la máquina:

Rlamina j
o = Rlamina j−1

o + elam

y
Rlamina Nlam
o = Ro

� Radio medio: El radio medio de cada lámina será la semisuma de
sus radios exterior e interior:

Rlamina j
m =

Rlamina j
i +Rlamina j

o

2

� Paso de polo: El paso de polo de cada lámina será igual al arco de
polo multiplicado por el radio medio de cada lámina:

τ lamina j
p = αp R

lamina j
m

El arco de polo sólo depende del número de polos, ya que es 2π
radianes dividido entre el número de polos de la máquina. Para
el caso que nos ocupa, tenemos una máquina con 8 polos y, en
consecuencia, un arco de polo de π/4 radianes o 45 grados.

� Paso de ranura: El paso de polo de cada lámina es igual a tres
veces el paso de ranura de la lámina:

τ lamina j
p = 3τ lamina j

s

� Espesor del diente: El espesor del diente de cada lámina lo halla-
remos a partir del paso de ranura de la lámina:

τ lamina j
s = s+ tlamina j

al ser la abertura de la ranura constante para toda la máquina y
para todas las láminas.

Una vez hallados estos parámetros en cada lámina, podemos aplicar
la técnica de los subdominios a cada lámina trabajando en su radio
medio, tal y como lo hemos aplicado en el capítulo anterior al estudiar
la máquina en dos dimensiones.

Sólo tendremos que introducir un parámetro adicional relativo al des-
plazamiento del rótor respecto del estátor; en el modelo en dos dimen-
siones de la máquina, ester desplazamiento lo controlamos mediante el
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parámetro que denominamos o�set, siendo éste una magnitud rectilínea
y que medíamos en milímetros. Ahora y ya que la longitud del paso de
polo de cada lámina aumenta a medida que la lámina es más exterior,
el o�set lineal ya no nos sirve, siendo necesario de�nir una magnitud
análoga pero angular, a la que llamaremos αoffset, la cual mediremos
en grados o en radianes. Con la introducción del αoffset logramos que
todas las láminas se desplacen el mismo número de pasos.

Como en cada lámina vamos a aplicar el modelo en dos dimensiones,
necesitamos traducir ese desplazamiento angular a un desplazamien-
to lineal, siendo la relación entre ambos el radio medio de la lámina
correspondiente:

offsetlamina j = αoffset R
lamina j
m

Una vez que hemos establecido las bases de aplicación del modelo cuasi-
3D, vamos a aplicarlo en la obtención del �ujo concatenado por la bobina, de
la fuerza electromotriz inducida en ella y del par de reluctancia de la máquina.
Para estas tres magnitudes, mostraremos los resultados obtenidos analítica-
mente variando el número de láminas, comparándolos con los obtenidos por
elementos �nitos.

6.1. Flujo concatenado por la bobina (3D)

En la �gura 6.2 se muestran los valores del �ujo concatenado por la bo-
bina obtenidos al aplicar el modelo cuasi-3D para 1, 3, 5, 10, 20, 30 y 60
láminas y por elementos �nitos.

A la vista de la grá�ca podemos realizar las siguientes observaciones:

En general, existe un buen ajuste entre los valores analíticos y los ha-
llados por elementos �nitos.

En cuanto al modelo cuasi-3D, a partir de 3 láminas, no se aprecian
diferencias al aumentar el número de láminas, siendo los resultados
obtenidos para 3, 5, 10, 20, 30 y 60 láminas, exactamente iguales.

Entre los resultados en dos dimensiones (1 lámina) y cuasi-3D (varias
láminas) se observa que el modelo cuasi-3D proporciona valores máxi-
mos y mínimos del �ujo ligeramente superiores (un 3.06 %).
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Figura 6.2: Comparación entre los valores del �ujo concatenado por la bobina
por el modelo cuasi-3D para diferente número de láminas y por elementos
�nitos

Comparando los resultados del modelo cuasi-3D con los de Flux3D,
existe un buen ajuste entre ambos conjuntos de valores, aunque los
primeros presentan valores máximos y mínimos ligeramente superiores
a los de simulación, del orden del 5.87 %.

Podemos concluir que existe una buena concordancia entre resultados analí-
ticos (tanto dos dimensiones como cuasi-3D) y valores de simulación, aunque
parece que el modelo en dos dimensiones (1 lámina) se ajusta más a los
resultados de simulación que el modelo cuasi-3D (varias láminas).

6.2. Fuerza electromotriz inducida (3D)

En la �gura 6.3 se muestran los valores de la fuerza electromotriz inducida
obtenidos al aplicar el modelo cuasi-3D para 1, 3, 5, 10, 20, 30 y 60 láminas
y por elementos �nitos.

Esta grá�ca nos sugiere los siguientes comentarios:

En general, existe un buen ajuste entre los valores analíticos y los ha-
llados por elementos �nitos.
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Figura 6.3: Comparación entre los valores de la fuerza electromotriz inducida
obtenidos por el modelo cuasi-3D para diferente número de láminas y por
elementos �nitos

En cuanto al modelo cuasi-3D, a partir de 3 láminas, no se aprecian
diferencias al aumentar el número de láminas, siendo los resultados
obtenidos para 3, 5, 10, 20, 30 y 60 láminas, prácticamente iguales.

Entre los resultados en dos dimensiones (1 lámina) y cuasi-3D (varias
láminas) se observa que el modelo cuasi-3D elimina la mayor parte de
las oscilaciones que presentaba el modelo en dos dimensiones.

Comparando los resultados del modelo cuasi-3D con los de Flux3D, co-
mo consecuencia de la eliminación de la mayor parte de las oscilaciones
existentes en el modelo en dos dimensiones, los resultados del modelo
cuasi-3D se ajustan mejor a la predicción por elementos �nitos.

Podemos concluir que existe una buena concordancia entre resultados analí-
ticos (tanto dos dimensiones como cuasi-3D) y valores de simulación, mejo-
rándose dicha concordancia con la aplicación del modelo cuasi-3D.

6.3. Par de reluctancia (3D)

En la �gura 6.4 se muestran los valores del par de reluctancia obtenidos
al aplicar el modelo cuasi-3D para 1, 3, 5, 10, 20, 30 y 60 láminas y por
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elementos �nitos.

Figura 6.4: Comparación entre los valores del par de reluctancia obtenidos
por el modelo cuasi-3D para diferente número de láminas y por elementos
�nitos

De la observación de la grá�ca podemos comentar:

Igual que sucedía con el modelo en dos dimensiones, los valores analíti-
cos son superiores a los hallados por elementos �nitos. Las causas que
apuntábamos entonces para intentar justi�car estas diferencias (dis-
crepancias entre los valores analíticos y los de simulación de las com-
ponentes de la inducción, dependencia de estas componentes con la
coordenada angular y incremento en la super�cie de integración al em-
plear el arco en lugar de la cuerda) siguen siendo válidas para el modelo
cuasi-3D.

En cuanto al modelo cuasi-3D, a medida que se aumenta el número de
láminas, la curva que representa el par de reluctancia es más uniforme,
eliminándose oscilaciones presentes con un número reducido de láminas.

Entre los resultados en dos dimensiones (1 lámina) y cuasi-3D (varias
láminas) se observa que el modelo cuasi-3D y, en particular, con un
número elevado de láminas, elimina las oscilaciones existentes en la
curva del par, dando una respuesta que varía de una forma uniforme.
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Comparando los resultados del modelo cuasi-3D con los de Flux3D,
como consecuencia de la eliminación de las oscilaciones existentes en
el modelo en dos dimensiones, los resultados del modelo cuasi-3D con
un número elevado de láminas presentan la forma que mejor se ajusta
a la predicción por elementos �nitos, aunque los valores numéricos no
presentan buen acuerdo, tal y como hemos comentado.

Podemos concluir que, como consecuencia de aplicar el modelo cuasi-3D, se
mejoran los resultados en comparación con los del modelo en dos dimensiones,
aunque siguen existiendo diferencias importantes entre los valores numéricos
analíticos y los de simulación por elementos �nitos.

Una vez estudiada nuestra máquina en tres dimensiones, hemos procedido
a construir un prototipo de la misma, sobre la que realizaremos ensayos para
comprobar su funcionamiento. En el siguiente capítulo describimos el proto-
tipo, los ensayos y los resultados obtenidos, comparándolos con los analíticos
y con los de simulación.



Capítulo 7

Prototipo y ensayos

La última etapa que abordaremos en el estudio que estamos realizando
será la obtención experimental de los principales valores de nuestra máquina
y su posterior comparación con los hallados por el método analítico y me-
diante la simulación por elementos �nitos.

Con este �n, se construyó un prototipo de máquina de �ujo axial e imanes
permanentes, compuesta por un rotor interno y dos estátores externos, así
como un banco para realizar los correspondientes ensayos. Veamos cada uno
de ellos.

7.1. Máquina prototipo

El rótor está formado por una estrella central en la que van insertados los
imanes permanentes. La estrella central (�gura 7.1a) está fabricada en acero
austenítico y la componen un disco central y ocho radios de sección cuadrada
uniformemente distribuidos. Por su parte los imanes son de neodimio boro,
con forma de sector de corona circular de 45º de abertura, magnetizados
axialmente y con dos rebajes lateral que permiten su inserción entre los ner-
vios de la estrella central. Rematando el conjunto, un aro exterior cierra el
rótor; el aro está �jado a los nervios de la estrella mediante tornillería en
acero inoxidable (�gura 7.1b).

El estátor de la máquina está compuesto de una carcasa fabricada en
aluminio y un núcleo laminado de acero magnético. En el núcleo se han me-
canizado las ranuras que alojarán los bobinas del devanado. El devanado es
en una capa y está formado por doce bobinas con diez espiras cada una, dis-
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Figura 7.1: Rótor del prototipo construido: a) Estrella central. b)Rótor en su
conjunto

tribuidas en tres fases, estando las bobinas de cada fase conectadas en serie.
En la �gura 7.2a) se muestra una vista frontal del estátor donde se aprecian
las 24 ranuras radiales con las bobinas del bobinado. Para facilitar el montaje
del conjunto se han dispuesto unos extractores laterales (�gura 7.2b) que van
�jados con tornillos en la parte exterior de la carcasa, pudiéndose retirar una
vez montado el conjunto rótor-estátor.

En la �gura 7.3 se muestra una vista del conjunto durante el proceso de
montaje (a) y una vez �nalizado dicho montaje (b). Para �jar el núcleo a la
carcasa se han empleado unos puentes de acero inoxidable que van alojados
en el fondo de las ranuras y se atornillan a la carcasa en el radio interior y
en el exterior. En la �guras 7.3 se pueden apreciar dichos puentes.

La máquina tiene una potencia nominal de 1 kilovatio, una velocidad
nominal de 400 r.p.m., una tensión e�caz de fase de 22 voltios y una corriente
de fase de 17.42 amperios. La tabla 7.1 resume los principales parámetros y
dimensiones del prototipo construído.



7.1 Máquina prototipo 343

Figura 7.2: Estátor del prototipo: a)Vista frontal. b)Vista lateral

Figura 7.3: Conjunto de la máquina: a) Inicio del proceso de montaje. b)
Montaje �nalizado
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Parámetro Signi�cado Valor

P Potencia nominal 1150 W
n Velocidad nominal 400 rpm
E Tensión de fase 22 V
Iph Corriente de fase 17.42 A
T Par nominal 27.45 Nm
Nph Número de fases 3
Nm Número de imanes 8
lm Grosor del imán 20 mm
g Entrehierro mecánico 5 mm
Ns Número de ranuras 24
Ro Radio exterior 120 mm
Ri Radio interior 60 mm
Br Campo remanente del imán 1.2 T
s Abertura de la ranura 7 mm
h Profundidad de la ranura 21.5 mm
ne Número de espiras por bobina 10

Sección de los cables 5.22 mm2

Tabla 7.1: Principales parámetros de la máquina prototipo
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7.2. Banco de ensayos dinamométricos

El objetivo que nos �jamos fue la construcción de un banco de ensayos pa-
ra máquinas eléctricas rotativas, que nos permita conocer en todo momento
magnitudes como el par transmitido, velocidades de giro, rendimiento, medi-
da de tensiones, corriente y potencias, etcétera, y de este modo caracterizar
la máquina ensayada y poder mejorar, en la medida de lo posible, su diseño.

El banco de ensayos puede utilizarse en dos sentidos, un sentido (de de-
recha a izquierda) para ensayar un motor al que conectaremos a la red y de
izquierda a derecha para ensayar el generador, en cuyo caso lo que se conec-
tará a la red será el motor de arrastre que, en nuestro caso, hará las veces de
viento.

A grandes rasgos, el banco está formado por los siguientes bloques (�gura
7.4:

1. Motor de arrastre controlado por accionamiento universal capaz de con-
trolar velocidad y par,

2. medidor de par o transductor,

3. motor o generador a ensayar,

4. carga electrónica y

5. sistema de adquisición de datos.

Veamos cada una de ellos.

Figura 7.4: Esquema del banco de ensayos dinamométricos
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7.2.1. Motor de arrastre controlado por un accionamien-

to

Emplearemos como motor de arrastre el servomotor Unimotor 190 UMD
200C (�gura 7.5b) controlado por un variador UNI3403 de 22 kW de potencia
(�gura 7.5a).

Figura 7.5: Control Unidrive (a) y servomotor Unimotor (b)

El servomotor Unimotor es un motor síncrono trifásico "brushless" (sin
escobillas) de ocho polos, constrído con imanes permanentes de tierras raras
que contribuyen a reducir la inercia del rotor y mejorar la respuesta dinámica
del motor. Posee una fuerza contraelectromotriz senoidal, suministrando un
gran par con un par de rizado mínimo.

La carcasa del motor, con múltiples aletas, está construida en aleación
de aluminio y de una sola pieza lo que mejora la disipación de calor por
conducción, radiación y convección. Además, la construcción monobloque,
en una sola pieza, permite realizar con precisión el soporte de los cojinetes,
alineando correctamente la carcasa y manteniendo uniformemente concéntri-
co el entrehierro.

Posee un encoder incremental (4096 ppr), que permite una conmutación
integral de la realimentación de alta precisión y termistores PTC, que per-
miten una monitorización térmica y proporcionan protección contra las so-
brecargas.

De entre las características que reúne el accionamiento Unidrive podemos
subrayar las siguientes:
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Es un accionamiento universal de velocidad variable que puede operar
en cinco modos: control tensión-frecuencia, control vectorial de lazo
abierto, control vectorial de lazo cerrado, servo brushless AC y unidad
regenerativa.

Presenta conjuntos de parámetros de aplicación precon�gurados, deno-
minados Macros, que permiten con�gurar el accionamiento en escasos
minutos para una gran variedad de aplicaciones industriales.

En cuanto a entradas y salidas, posee diferentes entradas y salidas,
analógicas y digitales, programables y seleccionables en intensidad o en
tensión, así como un relé programable.

Ajuste sencillo por medio de un sistema de menús visible en una pan-
talla.

7.2.2. Medidor de par

Para la medida del par mecánico suministrado por el servomotor a nues-
tro generador, disponemos de un medidor dinámicos de par y revoluciones de
la empresa Lebow modelo 1804 (�gura 7.6), con un par máximo de 115 Nm,
soportando una velocidad de giro de 27000 r.p.m. Un ampli�cador digital de
la empresa Daytronic, modelo 3278-F para excitar y registrar a este medidor
y un indicador tacométrico de la empresa Graham&White, modelo MT7602
para registrar sus revoluciones. Al medir el número de revoluciones a la vez
que el par, este equipo nos permite hallar la potencia mecánica aplicada a
los generadores en el banco de ensayos.

7.2.3. Máquina a ensayar

Hemos intentado diseñar un banco de ensayos versátil y que pueda ser
utilizado para ensayar diferentes tipos de máquinas, tanto motores como
generadores. Para este trabajo de tesis, la máquina ensayada ha sido el pro-
totipo descrito en el apartado anterior, la cual dispone de un encoder unido
a su eje. De esta forma, podemos conocer la posición y la velocidad de giro
del rótor.

7.2.4. Carga eléctrónica

Con el �n de poder variar de forma controlada las condiciones de funcio-
namiento de la máquina a ensayar, disponemos de una carga electrónica de
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Figura 7.6: Medidor de par Lebow

continua de Agilent Tecnologies (�gura 7.7). Consta de una unidad central
(modelo N3300A) que aloja tres módulos de carga N3306A, de 600 W cada
uno de ellos, con un rango en corriente de 0 a 120 amperios y en tensión de
0 a 60 voltios, , dotando al conjunto de una potencia total de 1800 W .
Se puede realizar un control y una lectura de corriente, tensión y resistencia,

Figura 7.7: Carga electrónica Agilent Technologies

tanto de forma local, a través del teclado que tiene situado en el panel frontal,
como de forma remota, a través de los protocolos de comunicaciones GPIB
y RS232.
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7.2.5. Sistema de adquisición de datos

Para la realización física de las medidas de tensión y de corriente genera-
das en el banco se dispone de un conjunto de sondas diferenciales y de sondas
de corriente (con sus respectivos ampli�cadores).

Los datos procedentes del medidor de par, del variador , del encoder y
de las correspondientes sondas de medida, son capturados por un sistema
de adquisición de datos DSPACE, que consta de una tarjeta multifunción
de control y adquisición de datos, un software para su visualización llamado
CONTROLDESK, y MATLAB para el procesamiento de datos.

Tarjeta controladora DS1103 PPC:

La DS 1103 PPC es una tarjeta que ha sido diseñada para reunir en un
solo dispositivo todos los requerimientos para el control más moderno
de pruebas y prototipos. Sus 36 canales A/D y sus 8 canales D/A pro-
porcionan gran poder de cálculo. Se conecta a un ordenador mediante
un puerto ISA de 16 bits.

Lleva incorporado un procesador RISC PowerPc a 400Mhz fabricado
por Motorola para poder realizar rápidamente operaciones de coma
�otante, además dispone de un interface para controlar encoders incre-
mentales, tanto digitales como analógicos.

También cuenta con un DSP, el TMS32F240, fabricado por Texas Ins-
truments, el cual está diseñado especí�camente para el control de mo-
tores, contando con salidas PWM. Para aplicaciones en robótica, la
tarjeta posee hasta 6 encóders increméntales digitales y un encóder
analógico.

Soporte de programas software:

La tarjeta y los microprocesadores que incorpora, tanto el PowerPc
como el DSP se pueden programar grá�camente vía Simulink, gracias
al RTI (Real-Time-Interface). El RTI transforma las simulaciones rea-
lizadas grá�camente con Simulink a código que se implementa en los
procesadores de la tarjeta, los cuales ejecutan la simulación en tiempo
real.

Control Desk:
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Control Desk es un programa que acompaña a la tarjeta de control que
proporciona las herramientas para controlar, monitorizar y automati-
zar los experimentos creados en el entorno Dspace, en tiempo real, ya
sea en simulaciones o en modelos con planta real.

Permite construir paneles virtuales de instrumentos totalmente con�-
gurables desde los cuales podemos tener acceso a toda la información
sobre las variables y parámetros del experimento así como controlarlos
en tiempo real. Estos datos pueden ser capturados para su posterior
análisis con Matlab.

Para el diseño y simulación de un modelo se utiliza MATLAB/Simulink,
pero desde el momento en que se implanta el modelo en el hardware,
ControlDesk se encarga del control del modelo.

En la �gura 7.8 se muestra una vista general del banco de ensayos, donde
se destacan los elementos más importantes.

Figura 7.8: Vista general del banco de ensayos dinamométricos
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7.3. Ensayos realizados

Una vez construido el banco, colocamos el prototipo en él y realizamos
dos ensayos con el �n de medir la fuerza electromotriz inducida y el par
de reluctancia. A continuación, mostramos los resultados obtenidos y los
comparamos con los hallados mediante el Método de la Subdominios y por
Flux3D.

7.3.1. Fuerza electromotriz inducida

Para realizar la medida de la fuerza electromotriz inducida, colocamos
nuestra máquina en el banco de ensayos, dejamos en circuito abierto los
extremos de las fases de cada uno de lo estátores, hacemos girar el generador
a su velocidad nominal (400 r.p.m.) y medimos la tensión en extremos de
las tres fases de uno de los estátores. Si suponemos que las fases homónimas
de cada estátor están conectadas en serie, la tensión que proporcionaría la
máquina sería el doble de la que hemos medido. En la �gura 7.9 se muestra
la tensión que se induciría en la máquina cuando gira a su velocidad nominal,
cuando las bobinas de los dos estátores estuvieran conectadas en serie.

Figura 7.9: Medida de la f.e.m.i. en la máquina (estátores coenctados en serie)

Se observa como las señales generadas constituyen un sistema trifásico
equilibrado de tensiones (están desfasadas 120o entre sí y poseen la mis-
ma amplitud). El periodo de la señal es de 37.5 ms que corresponde a una
frecuencia eléctrica de 26.67 Hz. Su pulsación eléctrica es 2π veces la fre-
cuencia, es decir, 167.55 rad/s. Si la dividimos entre el número de pares de
polos (Np = 4), obtendremos la velocidad angular de rotación del rotor, que
resulta de 41.89 rad/s o, lo que es lo mismo, 400 r.p.m., como era de esperar.



352 Prototipo y ensayos

En la �gura 7.10 se compara la f.e.m.i. medida con las calculadas me-
diante el método propuesto y por elementos �nitos. Los valores de f.e.m.i.
que representamos para el método analítico, son los correspondientes a una
bobina de una espira, multiplicados por el número de espiras que tiene ca-
da bobina (Ne = 10) y por el número de bobinas conectada en serie (ocho).
Respecto a los valores representados correspondientes a la simulación por ele-
mentos �nitos, sólo hemos tendido que multiplicar por el número de espiras
por bobina, debido a que el programa Flux3D, al aplicar automáticamente
las periodicidades y las simetrías de�nidas en su geometría, calcula la f.e.m.i
inducida en todo el bobinado, que hemos supuesto de una espira por bobi-
na. Por último, respecto a los valores medidos, hemos tenido que cambiar
la dependencia temporal por una dependencia con el ángulo, estando ambas
magnitudes relacionadas por la velocidad de giro, que es conocida e igual a
400 r.p.m.

Figura 7.10: Comparación entre los valores de f.e.m.i. obtenidos por el método
analítico, mediante elementos �nitos y medidos en el prototipo ensayado.

A la vista de los resultados podemos observar que las tres curvas presen-
tan un acuerdo excelente en cuanto a la curvatura de la f.e.m.i. en la zona
ascendente, aunque di�eren ligeramente en cuanto a la forma de la curva en
la zona central de cada semiperiodo y en el valor al que tienden:

En cuanto a la forma, la curva obtenida por el método analítico presenta
pequeñas oscilaciones en esta zona central, mientras que la hallada por
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elementos �nitos y la obtenida en el banco de ensayos, presentan un
comportamiento muy suave, creciendo ligeramente hasta alcanzar el
máximo en el centro del semiperíodo para, a continuación, descender
ligeramente.

En lo referente al valor al que tienden, se ha calculado el valor rms de
los tres conjuntos de datos y el porcentaje de desviación respecto al
valor analítico, los cuales se muestran en la tabla 7.2. A la vista de los
valores re�ejados en dicha tabla, observamos que las desviaciones son
pequeñas y asumibles, si consideramos las diferentes aproximaciones
que hemos realizado.

Método Valor RMS (V) Desviación (%)
Matlab 25.16 �
Flux 23.86 −5.16 %

Medidas 25.98 3.25 %

Tabla 7.2: Valor rms de la fuerza electromotriz inducida

A la vista de los resultados hallados por los tres procedimientos (método
analítico, simulación por elementos �nitos y ensayo en laboratorio) podemos
a�rmar que existe un buen acuerdo entre ellos, validando el método empleado,
la simulación programa y los ensayos realizados.

7.3.2. Par de reluctancia de la máquina

La medida del par de reluctancia presentado por la máquina ha sido
laboriosa, como consecuencia de los valores elevados de par de reluctancia
presentes en nuestra máquina.

Tal y como comentábamos en el apartado dedicado a la discusión de los
resultados analíticos del par de reluctancia en dos dimensiones (apartado
5.6), un tramo ascendente en la curva de par implica un par que debo ven-
cer, mientras que deberé contrarrestarlo si el tramo es descendente o, dicho
de una forma más coloquial, tengo que hacer un par en el tramo ascendente
y debo frenar a la máquina en el descendente.

La primera forma que nos planteamos para medir el par de reluctancia de
nuestro prototipo fue colocarla en el banco de ensayos, dejar sus bobinas en
circuito abierto y, con el servomotor, hacer girar a la máquina a una veloci-
dad lenta. El medidor de par nos proporcionará el par realizado por el motor
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de arrastre, que es igual al par de reluctancia de la máquina ensayada. La
velocidad de giro que �jamos fue de 0.5 r.p.m.. El par nominal del servomotor
es de 54.9 Nm, bastante superior al valor máximo del par de reluctancia de
nuestra máquina. Los resultados de este ensayo no fueron satisfactorios ya
que, aunque en el tramo ascendente de la curva de par, el motor de arrastre
movía sin di�cultad a nuestra máquina, en el tramo descendente aquel no
era capaz de aguantar al rotor de nuestra máquina, precipitándose hasta la
siguiente posición de equilibrio estable. La �gura (7.11) muestra los valores
medidos.

Figura 7.11: Par de reluctancia medido al mover el prototipo con el servo-
motor.

La segunda forma que nos planteamos para medir el par de reluctancia fue
quitar el motor de arrastre y, con ayuda de una palanca, mover manualmente
el eje de giro del medidor de par, el cual está unido, mediante unos acopla-
mientos, con el eje de nuestra máquina. Los resultados fueron similares a los
anteriores aunque algo mejor: en el tramo ascendente movíamos sin di�cul-
tad el eje del conjunto pero, en el tramo descendente, el rótor de la máquina
buscaba rápidamente su posición de reposo, aunque podíamos controlar algo
mejor este descenso tan brusco. A fuerza de hacer ensayos fuimos mejorando
los resultados aunque no lográbamos evitar unas pequeñas oscilaciones que
se originaban en el tramo descendente.
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Analizando el origen de estas oscilaciones, vimos que eran provocadas por
los acoplamiento existentes entre el medidor de par y el eje de la máquina en
ensayo. Estos acoplamiento son dentados, fabricados en acero y, para evitar la
transmisión de vibraciones, poseen unos diente de caucho que van colocados
entre los dientes de cada uno de los acoplamientos (�gura 7.12a). Así, la unión
entre dos dientes, uno de cada acoplamiento, no es directa sino que entre ellos
existe un material blando que absorbe vibraciones. En un funcionamiento
normal del banco, este acoplamiento elástico es ventajoso pero, en la medida
del par, supone un problema ya que, aunque nosotros aguantemos el eje del
medidor de par, el acoplamiento elástico permite un pequeño movimiento
del rotor de nuestra máquina, el cual deforma al acoplamiento elástico y es
el origen de las oscilaciones que observábamos. Para evitarlas, eliminamos
los dientes de caucho y unimos rígidamente ambos acoplamientos mediante
tornillería (�gura 7.12b).

Figura 7.12: Acoplamientos del banco de ensayos: a) Acoplamiento elástico.
b)Acoplamiento rígido modi�cado

Con esta modi�cación logramos mejorar los medida, ya que controlába-
mos mejor la posición del rótor. No obstante y a pesar de realizar numerosos
ensayos, sólo conseguíamos una curva estable de par en un semiperíodo. En
la �gura 7.13 se muestra el montaje empleado para realizar la medida del par
de reluctancia.

Los resultados obtenidos en la medida se muestran en la �gura 7.14 bajo
la leyenda �Medidas Totales�. Se puede apreciar como, para un semiperío-
do, los resultados presentan un buen comportamiento, no siendo así en el
siguiente semiperíodo. Esto es debido al proceso de medida: controlábamos
el movimiento del rótor durante un recorrido del mismo pero, llegaba un mo-
mento en que la posición del rótor pegaba un pequeño salto. No obstante y si
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Figura 7.13: Procedimiento empleado en la medida del par de reluctancia

aplicamos la simetría que exhibe la curva teórica del par de reluctancia, con
un semiperíodo es su�ciente para poder realizar la representación completa
de esta curva. Debido a que manejábamos muchos datos y no todos eran
válidos, decidimos hacer un ajuste polinómico de orden cinco de los datos
medidos en un semiperíodo que tuviera un aspecto bueno. Posteriormente,
aplicando el polinomio de ajuste, calculamos los valores del par de reluctancia
para posiciones pre�jadas. En la �gura 7.14 también se muestran los datos
obtenidos al aplicar el polinomio de ajuste (leyenda �ajuste�).

A la vista de los resultados medidos y de los obtenidos por el polinomio
de ajuste, detectamos ciertas anomalías que detallamos a continuación:

La curva de par no es simétrica: el valor mínimo es, en valor absoluto,
superior a 15 Nm mientras que el máximo es del orden de 13 Nm. La
barra que utilizamos para mover el eje del conjunto está centrada y, en
posición horizontal, no origina ningún par, según indicaba el medidor de
par. Por ello, esta falta de simetría es consecuencia del procedimiento de
medida, al ser éste manual. Pese a que realizamos numerosos ensayos,
siempre observábamos esta característica.

Los resultados mostrados corresponden a un ensayo realizado con giro
en sentido decreciente, es decir, comenzábamos a medir en la posición
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Figura 7.14: Par de reluctancia medido en el banco de ensayos: a) Valores
instantáneos. b) Ajuste polinómico

de 30o y terminábamos en la de 0o. Se observa que inicialmente el par es
cero y en 15o vuelve a ser cero, pero no es cero en la posición intermedia
(22.5o) estando desplazado en torno a medio grado. Igual que antes y
pese a repetir el ensayo varias veces, se seguía observando el mismo
hecho.

En la �gura 7.15 se compara el par de reluctancia obtenido mediante el
polinomio de ajuste con los hallados mediante la técnica propuesta y por
elementos �nitos, donde para los valores hallados con el polinomio de ajuste
hemos impuesto que el par sea nulo en la posición de 7.5o.

De la observación de la �gura podemos apreciar que existen diferencias
tanto en la forma de la curva como en los valores a los que tiende.

Respecto a la forma de la curva, se observa que la curva medida posee
una pendiente mayor en el tramo ascendente y menor en el tramo des-
cendente que el de lass curvas analítica y de elementos �nitos. Ya que
los valores de la pendiente ascendente y descendente están inversamente
relacionados con la anchura del diente y de la ranura, respectivamente,
se deduce que la máquina prototipo ve una ranura mayor que la que
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Figura 7.15: Comparación entre los valores del par de reluctancia obtenidos
por el método analítico, mediante elementos �nitos y medidos en el prototipo
ensayado.

físicamente posee. Pensamos que la causa que origina este efecto es la
saturación del diente en las zonas próximas a las ranuras.

Respecto a los valores a los que tiende, el par medido presenta valores
algo superiores a los hallados por el método propuesto (un 3.8 %) y
muy superiores a los obtenidos por elementos �nitos (31.3 %). El hecho
de haber considerado en la simulación que el material magnéticamente
es ideal, puede ser el motivo por el que el par hallado por elementos
�nitos sea muy inferior al medido. Finalmente, pensamos que el que
el par hallado con el método propuesto sea próximo al medido es una
mera coincidencia.

A la vista de los resultados obtenidos, creemos que el procedimiento de
medida del par de reluctancia afecta a los valores obtenidos, siendo necesario
buscar otro procedimiento que nos garantice unas mejores medidas y hacer
que éstas no dependan de la persona que mueva la palanca, como podría
ser el empleo de una multiplicadores colocada entre el medidor de par y
el prototipo a ensayar, utilizar algún procedimiento mecánico que permita
regular el ángulo de giro de la palanca que mueve el eje del conjunto o el
empleo de muelles que permitan tener un ajuste más �no y más progresivo
de la posición del eje.



Capítulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo global que nos marcamos al principio de este trabajo fue rea-
lizar un estudio del campo magnético en vacío de una máquina de �ujo axial
e imanes permanentes, desde tres ángulos diferentes pero complementarios:

Desde un punto de vista teórico, utilizando una técnica analítica como
es el método de los subdominios,

desde un punto de vista computacional, mediante el empleo de un pro-
grama de simulación por elementos �nitos, y

desde un punto de vista empírico, realizando ensayos en el laboratorio
a un prototipo de nuestra máquina.

En general, los tres enfoques han llegado a un acuerdo razonable en la
mayoría de las magnitudes analizadas, siendo necesario pulir algunos aspec-
tos en lo referente al par de reluctancia. Por ello pensamos que el objetivo
�jado se ha cumplido de una forma satisfactoria.

8.1. Conclusiones

El trabajo realizado ha sido extenso, tanto física como temporalmente,
pudiéndose extraer las siguientes conclusiones:

Se han descrito los diferentes tipos de máquinas de imanes permanentes,
clasi�cándolas de acuerdo al camino seguido por el �ujo, enumerando
las principales ventajas e inconvenientes de las diferentes topologías.
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Se ha realizado un repaso de las principales técnicas analíticas emplea-
das para el cálculo del campo magnético con condiciones de contorno,
agrupándolas en tres categorías, coe�ciente de permeancia, transforma-
ción conforme y método de los subdominios. Para cada una de ellas, se
han enumerado las contribuciones más importantes dentro de la litera-
tura conocida por el autor de la tesis.

Se ha desarrollado el planteamiento general del Método de los Subdo-
minios y se ha ilustrado su utilización aplicándolo a varios ejemplos
sencillos.

Después de realizar la descripción de la máquina objeto de estudio,
se ha obtenido una geometría equivalente en dos dimensiones aplican-
do el modelo cuasi-3D. Con esta geometría en dos dimensiones hemos
iniciado el estudio de la máquina, el cual le podemos desglosar en los
siguientes puntos:

� Se ha comenzado el estudio trabajando con una máquina lisa, es-
tando representado el efecto del ranurado a través del coe�ciente
de Carter. En esta máquina lisa hemos obtenido un modelo equi-
valente a la geometría real reemplazando los nervios oblicuos del
rótor por un entreimán recto, de tal forma que ambas con�gu-
raciones originen la misma distribución del potencial magnético
escalar en la super�cie del rótor.

Se han obtenido las expresiones del potencial magnético escalar en
las diferentes regiones de la máquina lisa mediante la resolución
directa de la ecuación de Laplace y la aplicación de las condiciones
de contorno del problema. Se han comparado los valores hallados
con los obtenidos mediante el software de simulación Flux3D, com-
probando la existencia de un buen acuerdo entre ambos conjuntos
de valores.

Para esta máquina y con el �n de re�ejar el comportamiento real
de la máquina, se ha de�nido, en la super�cie del imán, una ban-
da de transición del potencial magnético escalar a la que hemos
denominado �banda de desmagnetización� y que hemos modelado
matemáticamente con la ayuda de la tangente hiperbólica. Em-
pleando el Método de los Subdominios, hemos obtenido los pa-
rámetros de la banda de desmagnetización que proporcionan un
buen ajuste entre valores analíticos y resultados de simulación por
elementos �nitos.

� Una vez estudiada la máquina lisa se ha realizado el estudio de la
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máquina ranurada bidimensional. Para ello se han de�nido cua-
tro casos en función de la posición relativa del rótor respecto de
las ranuras del estátor. Para cada uno de los casos se han de�-
nido las regiones o subdominios que las componen, obteniéndose
las expresiones del potencial magnético escalar, componentes de
la inducción y expresiones del �ujo en cada una de ellas. Los re-
sultados obtenidos se han comparado con los calculados mediante
Flux3D, existiendo un buen acuerdo entre ambos.
Se ha de�nido una bobina de paso tres ranuras y se han obte-
nido las expresiones del �ujo que concatena dicha bobina para
todas y cada una de las posiciones relativas que puede ocupar la
bobina en relación con el rotor de la máquina, obteniéndose los
valores numéricos para unos datos concretos de la geometría, los
cuales presentan un buen ajuste en comparación con los hallados
mediante elementos �nitos.
Aplicando la ley de Faraday y a partir de los valores del �ujo con-
catenado por una bobina, se han obtenido los correspondientes
valores de fuerza electromotriz inducida en la bobina. La simula-
ción realizada por elementos �nitos indica que los valores hallados
poseen un buen acuerdo con los obtenidos de la simulación.
A partir del tensor de tensiones de Maxwell, se han determinado
las expresiones del par de reluctancia de la máquina para cada
una de las regiones de los casos considerados. De acuerdo a la geo-
metría de nuestra máquina, se han calculado numéricamente sus
valores y se han comparado con los proporcionados por el progra-
ma Flux3D. De la comparación de ambos conjuntos de valores se
ha concluido que el método propuesto origina valores del par de
reluctancia superiores a los de la simulación por elementos �nitos.
No obstante, se ha comprobado que la dependencia de este pará-
metro con cambios en la geometría es la misma para el método
propuesto y para la simulación por elementos �nitos, siendo válido
nuestro método en procesos de optimización o reducción del par
de reluctancia.

Una vez estudiada la máquina ranurada en dos dimensiones y mediante
la aplicación del modelo cuasi-3D, se ha estudiada la máquina en tres
dimensiones. Se ha explicado los pasos del modelo cuasi-3D y se han
obtenido resultados del �ujo concatenado por la bobina, de la fuerza
electromotriz inducida en ella y del par de reluctancia exhibido por la
máquina, variando el numero de láminas en que modelamos la geome-
tría tridimensional. Se han comparado los resultados analíticos con los
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resultados de simulación, observándose que, en general, el aumento del
número de laminas mejora la respuesta analítica al compensar respues-
tas o comportamientos puntuales. Se sigue manteniendo un buen ajuste
en los valores del �ujo y de la fuerza electromotriz inducida y se man-
tienen las discrepancias en cuanto a los valores del par de reluctancia
obtenidos por ambas formulaciones.

Como punto �nal del estudio y con el �n de validar la formulación
propuesta, se ha procedido a medir en un prototipo de laboratorio,
la fuerza electromotriz inducida y el par de reluctancia, cotejando los
valores medidos con los hallados por el Método de los Subdominios y
por elementos �nitos. Se ha obtenido un buen ajuste entre los conjuntos
de datos de la fuerza electromotriz inducida y discrepancias en el par
de reluctancia. Las primeras sirven para, a nuestro juicio, validar la
metodología propuesta, mientras que las segundas nos indican que tanto
en la formulación como en la medida del par de reluctancia se deben
realizar mejoras.

8.2. Trabajo futuro

El trabajo realizado nos ha permitido conocer, desarrollar y apreciar el
Método de los Subdominios en el estudio de máquinas eléctricas. Las di�cul-
tades encontradas, su superación, la buena concordancia entre la mayoría de
los resultados obtenidos y los hallados por otras vías y la falta de un buen
ajuste entre unos pocos, supone una puerta abierta a futuros trabajos de in-
vestigación. Entre los posibles trabajos que puedes ser desarrollados a partir
de éste, destacamos los siguientes:

Plantearse la posibilidad de realizar un estudio similar al presentado
pero empleado un sistema de coordenadas más acorde a la geometría
de la máquina, como es el sistema de coordenadas cilíndricas. Puede
que el empleo del sistema de coordenadas cartesianas puede ser una de
las causas que originan las discrepancias obtenidas entre los valores del
par de reluctancia.

Desarrollar alguna técnica de medida en el laboratorio que permita ob-
tener buenos resultados en la medida del par de reluctancia. En el texto
apuntábamos algunas ideas como son el empleo de una multiplicadora
o de algún dispositivo mecánico que permita regular y controlar el giro
del eje. Con el procedimiento que hemos presentado, la persona que
realiza el ensayo puede in�uir en los resultados del mismo de forma
decisiva.
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Aplicar el Método de los Subdominios a otras topologías de máquinas
de �ujo axial muy empleadas por su reducido par de reluctancia, como
son las máquinas con ranuras inclinadas y las máquinas con un número
no entero de ranuras por polo y por fase.

Aplicar el Método de los Subdominios en el estudio en carga de máqui-
nas de imanes permanentes. Sería necesario trabajar con el potencial
magnético vectorial y habría que modi�car el planteamiento general,
ya que existirían regiones sin corrientes (las propias del entrehierro) y
regiones con corrientes (las correspondientes a las ranuras).
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Apéndice B

Distribución de potenciales en las
fronteras comunes

La aplicación del Método de los Subdominios en regiones interconectadas,
requiere de la de�nición de la distribución de potencial arbitraria que impon-
dremos a lo largo de las fronteras comunes a estas regiones. Esta distribución
de potencial vendrá de�nida como una suma in�nita de funciones seno, de la
forma:

f(x) =
∞∑
q=1

Hq sen
(qπx
L

)
(B.1)

para 0 ≤ x ≤ L donde los coe�cientesHq son incógnitas a determinar. En este
apéndice, vamos a justi�car que la forma de esta distribución de potenciales
arbitraria es totalmente genérica, no condicionando ni imponiendo ninguna
restricción a la forma que puede tener esta distribución de potenciales. Para
ello, será necesario establecer algunos conceptos relativos a series de Fourier,
siguiendo en esta tarea el libro de Richard Haberman [107].

B.1. Series de Fourier

Una función que se expresa como suma de funciones seno, es un caso
especial de series de Fourier. En general, la serie de Fourier de f(x) en el
intervalo −L ≤ x ≤ L se de�ne como la serie in�nita

∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
b

)
+ bnsen

(nπx
b

)]
+ a0 (B.2)
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donde los coe�cientes están dados por:

a0 = 1
2L

L∫
−L

f(x) dx

an = 1
L

L∫
−L

f(x) cos
(
nπx
L

)
dx

bn = 1
L

L∫
−L

f(x) sen
(
nπx
L

)
dx

(B.3)

Tenemos que distinguir entre la función f(x) y la serie de Fourier, ya que
la serie puede no converger y si converge, puede que no converja a f(x). Si
converge a f(x), la ecuación (B.3) nos proporciona la forma de calcular los
coe�cientes de la serie.

Para que la serie converja a f(x) se tiene que cumplir que la función f(x)
sea suave a trozos en el intervalo [−L,L]; una función es suave a trozos en
un intervalo, si el intervalo se puede dividir en subintervalos, tales que en
cada uno de ellos la función sea continua y su derivada df/dx sea también
continua. Así, la función f(x) puede no ser continua en el intervalo, pero el
único tipo de discontinuidad permitida es un número �nito de discontinuida-
des salto. Una función f(x) tiene una discontinuidad de salto en un punto,
si existen tanto el límite por la derecha como el límite por la izquierda y son
distintos.

Todas las funciones que aparecen en una serie de Fourier son periódi-
cas con periodo 2L. Por lo tanto, la serie de Fourier de f(x) en el intervalo
−L ≤ x ≤ L es periódica con periodo 2L. La función f(x) no es necesaria-
mente periódica, por lo que necesitaríamos, en caso de no serlo, una extensión
periódica de f(x); para contruirla dibujamos f(x) en el intervalo −L ≤ x ≤ L
y después repetimos ese mismo patrón con periodo 2L trasladando el dibujo
original. La �gura B.1 muestra la función f (x) = 3

2
x (en trazo discontinuo

para |x| ≥ L) y su extensión periódica.

El teorema de la convergencia de las series de Fourier establece
que si una función f(x) es suave a trozos en el intervalo −L ≤ x ≤ L,
entonces la serie de Forier de f(x) converge a la extensión periódica de f(x),
donde la extensión periódica es continua, y a la media de los límites laterales,
donde la extensión periódica tiene una discontinuidad de salto.
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Figura B.1: Extensión periódica de f (x) = 3
2
x

Para representar que la serie de Fourier de una función f(x) es la serie
in�nita emplearemos la notación

f(x) ∼ a0 +
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
L

)
+ bnsen

(nπx
L

)]
(B.4)

donde el símbolo ∼ se lee �su serie de Fourier es�.

B.2. Serie de Fourier de senos

Una función impar es una función con la propiedad f(x) = −f(−x). Si,
con ayuda de (B.3), calculamos los coe�cientes a0 y an de la serie de Fourier
de una función impar, obtenemos que ambos son cero, por lo tanto la serie
de Fourier de una función impar sólo posee términos en seno:

f(x) ∼
∞∑
n=1

bnsen
(nπx
L

)
(B.5)

Además, la fórmula que permite calcular los coe�cientes bn se simpli�ca,
resultando:

bn =
1

L

L∫
−L

f(x) sen
(nπx
L

)
dx =

2

L

L∫
0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx (B.6)
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El problema es que sólo ocasionalmente nos encontraremos con una fun-
ción impar de la que tengamos que calcular su serie de Fourier, pero fre-
cuentemente aparecerán series de senos en el contexto de la resolución de
ecuaciones diferenciales por el método de separación de variables, como es el
caso que nos ocupa.

Aquí, hemos impuesto una distribución de potenciales en el intervalo
[−0, L] de la forma dada por (B.1), que repetimos por claridad:

f(x) =
∞∑
q=1

Hq sen
(qπx
L

)
(B.7)

Aunque las ecuaciones (B.7) y (B.5) tiene la misma forma, existen dife-
rencias importantes entre ambas: en (B.5) sabemos que f(x) es una función
impar de�nida para −L ≤ x ≤ L, mientras que en (B.7), f(x) sólo está
de�nida en el intervalo 0 ≤ x ≤ L y no tiene necesariamente que ser impar.

Esto último no constituye ningún impedimento, ya que, si solamente co-
nocemos f(x) para 0 ≤ x ≤ L, podemos extenderla como una función impar,
obteniendo otra función llamada extensión impar de f(x): La extensión
impar de f(x) está de�nida para −L ≤ x ≤ L y podemos aplicar el teorema
de convergencia de series de Fourier, si la extensión impar de f(x) es suave a
trozos, lo cual requiere que la función f(x) sea suave a trozos en el intervalo
[0, L].

Más aún, como la extensión impar de f(x) es impar, su serie de Fourier
sólo tiene senos:

extension impar de f(x) ∼
∞∑
q=1

Hqsen
(
qπx
L

)
, −L ≤ x ≤ L

donde los Bn se obtendran a partir de (B.6), resultando

Hq =
2

L

L∫
0

f(x) sen
(qπx
L

)
dx (B.8)

Nosotros estamos interesados solamente en lo que ocurre entre x = 0 y
x = L. En ese intervalo, f(x) y su extensión impar son idénticas por lo que

f(x) ∼
∞∑
q=1

Hqsen
(
qπx
L

)
, 0 ≤ x ≤ L (B.9)



B.2 Serie de Fourier de senos 387

donde los Hq están dados por B.8.

A la serie dada por (B.9) la llamaremos serie de Fourier de senos de
f(x). En la �gura B.2 se muestra la función f(x) (de�nida para 0 ≤ x ≤ L)
y su extensión impar (de�nida para −L ≤ x ≤ L).

Figura B.2: Función f(x) y su extensión impar

Por todo lo expuesto y sin ninguna pérdida de generalidad, queda justi-
�cado que, en las fronteras comunes entre regiones adyacentes, la variación
de su potencial magnético escalar vendrá expresado por una suma in�nita de
funciones seno de la forma:

f(y) =
∞∑
q=1

Hq sen
(qπy

b

)
donde los coe�cientes Hq son incógnitas a determinar.





Apéndice C

Cálculo del campo en una región
rectangular con diferentes
condiciones de contorno

En varios capítulos de la memoria de este trabajo de tesis vamos a ne-
cesitar la expresión del potencial escalar en una región rectangular, para
diferentes condiciones de contorno; en lugar de ir obteniendo las diferentes
expresiones del potencial escalar según se van necesitando, preferimos con-
centrar en un sólo apartado (este anexo) todos estos cálculos.

El potencial escalar sigue cumpliendo la ecuación de Laplace y, por lo
tanto, una solución general de esta ecuación será la que obteníamos en el
apartado 3.1 (ecuación 3.1) y que reproducimos a continuación:

v (x, y) =
∞∑
n=1

[An cos (βnx) cosh (βny) +Bn cos (βnx) senh (βny) +

+ Cnsen (βnx) cosh (βny) +Dnsen (βnx) senh (βny)]

(C.1)

Debemos determinar los coe�cientes An, Bn, Cn, Dn y βn mediante la
aplicación de las condiciones de contorno del problema. Veamos diferentes
casos:

Caso#1: Potencial uniforme

Resolvamos el problema de hallar el campo en una región rectangular en
cuyo perímetro el potencial es nulo excepto en un lado donde es constante y
de valor Vo. Sea y = b este lado (�gura C.1).
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Figura C.1: Región rectangular con potencial uniforme en en lado superior

Esta situación coincide con la considerada en el Ejemplo 1 del capítulo
3 y, lógicamente, su solución coincidirá con la obtenida en dicho ejemplo,
solución que reescribimos a continuación:

ϕm (x, y) =
4

π

∞∑
k=0

V0

(2k + 1)
· csch

[
(2k + 1)πb

a

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

a

]
· sen

[
(2k + 1)πx

a

]
(C.2)

Caso#2: Potencial simétrico en x = 0

Resolvamos la distribución de potenciales en una fracción de una región
rectangular que hemos dividido simétricamente. Uno de los lados exteriores
se mantiene a un potencial ϕm = Vo, los otros dos lados se mantienen a cero
y del lado interior, eje de simetría, no sabemos nada, salvo que, obviamente,
∂ϕm/∂x = 0 por la simetría (�gura C.2).

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:

∂ϕm/∂x = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y y

ϕm = Vo en y = b para cualquier valor de x.
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Figura C.2: Fracción de la región rectangular con simetría en x = 0

∂ϕm/∂x = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

La expresión del potencial escalar viene dada por:

ϕm (x, y) =
∑
n

(An cos βnx cosh βny +Bn cos βnx senhβny+

+Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny)

Si derivamos la anterior ecuación, obtenemos:

∂ϕm (x, y)

∂x
=
∑
n

(−Anβn senβnx cosh βny −Bnβn senβnx senhβny+

+Cn βn cos βnx cosh βny +Dnβn cos βnx senhβny)

que, al sustituit la condición de contorno, llegamos a:

∂ϕm (x, y)

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 =
∑
n

(Cn βn cosh βny +Dnβnsenhβny)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que Cn = 0 y Dn = 0, quedando, en nuestro
caso, la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(An cos βnx cosh βny +Bn cos βnx senhβny)

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos valo-
res en la solución proporcionada por aplicación de la anterior condición
de contorno llegamos a que:

ϕm (x, 0) = 0 =
∑
n

(An cos βnx )
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y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y x,
la única posibilidad es que An = 0, quedando la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

Bn cos βnx senhβny

v = 0 en x = a para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos valores
en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (a, y) = 0 =
∑
n

Bn cos βna senhβny

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que el cosβna = 0, o, lo que es lo mismo,
que βna = m(π/2) ( donde m es cualquier número entero). La solución
quedará como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Bn cos
(nπx

2a

)
senh

(nπy
2a

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.

ϕm = Vo en y = b para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (x, b) =V0 =
∑
n

Bn cos
(nπx

2a

)
senh

(
nπb

2a

)
Para poder extraer algo de información de esta condición recurriremos
al desarrollo en serie de Fourier de una distribución rectangular ϕm = Vo
para 0 ≤ x ≤ a, y en el que el límite por la izquierda de x = 0 cumple
que ∂v/∂x = 0 y el límite por la derecha de x = a es cero. Este
desarrollo viene dado por:

ϕm (x, y) =
4

π

∞∑
k=0

V0 (−1)k

(2k + 1)
cos
[
(2k + 1)

πx

2a

]
El desarrollo debe ser igual a la fórmula anterior, por lo que identi�can-
do ambas (y eliminando los términos pares pues el desarrollo en serie
de Fourier nos los tiene) tenemos que:

Bn senh

[
(2k + 1)πb

2a

]
=

4

π

V0 (−1)k

(2k + 1)
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es decir

Bn =
4

π

V0

(2k + 1)

(−1)k

senh
[

(2k+1)πb
2a

]
Así que sustituyendo este valor en la solución de la condición de con-
torno anterior obtenemos la solución �nal para la distribución del po-
tencial en el interior de la región rectangular en función de x e y:

ϕm (x, y) =
4

π

∞∑
k=0

V0 (−1)k

(2k + 1)
· csch

[
(2k + 1)πb

2a

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

2a

]
· cos

[
(2k + 1)πx

2a

]
(C.3)

Caso#3: Potencial simétrico en x = a

Resolvamos otro ejemplo similar al anterior, donde la región rectangular
también la hemos dividido simétricamente, pero el eje de simetría está en
x = a en vez de en x = 0 (�gura C.3).

Figura C.3: Fracción de la región rectangular con simetría en x = a

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

∂ϕm/∂x = 0 en x = a para cualquier valor de y y

ϕm = Vo en y = b para cualquier valor de x.
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Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lución para obtener los coe�cientes An, Bn, Cn, Dn y βn.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución general llegamos a que

ϕm (0, y) = 0 =
∑
n

(An cosh βny +Bn senhβny)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que An = 0 y Bn = 0, quedando, en nuestro
caso, la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny)

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos
valores en la solución obtenida por aplicación de la anterior condición
de contorno llegamos a que:

ϕm (x, 0) = 0 =
∑
n

(Cn senβnx )

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y x,
la única posibilidad es que Cn = 0, quedando la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dn senβnx senhβny

∂ϕm/∂x = 0 en x = a para cualquier valor de y. Primeramente deri-
varemos respecto a x la ecuación de la solución que nos resultó de la
aplicación de las condiciones de contorno anteriores y luego sustituire-
mos los valores de contorno llegando a:

∂ϕm (x, y)

∂x
=
∑
n

Dnβn cos βnx senhβny

e imponiendo la condición de contorno resulta:

∂ϕm (x, y)

∂x

∣∣∣∣
x=a

= 0 =
∑
n

Dnβn cos βna senhβny

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que el cosβna = 0, o, lo que es lo mismo,
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que βna = m(π/2) (donde m es cualquier número entero). La solución
quedará como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dn sen
(nπx

2a

)
senh

(nπy
2a

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.

ϕm = Vo en y = b para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (x, b) = V0 =
∑
n

Dn sen
(nπx

2a

)
senh

(
nπb

2a

)
Para poder extraer algo de información de esta condición recurriremos
al desarrollo en serie de Fourier de una distribución rectangular ϕm = Vo
para 0 ≤ x ≤ a, y en el que el límite por la derecha de x = a cumple
que ∂ϕm/∂x = 0 y el límite por la izquierda de x = 0 es cero. Este
desarrollo viene dado por:

ϕm (x, y) =
4

π

∞∑
k=0

V0

(2k + 1)
sen

[
(2k + 1)πx

2a

]
El desarrollo debe ser igual a la fórmula anterior, por lo que identi�can-
do ambas (y eliminando los términos pares pues el desarrollo en serie
de Fourier nos los tiene) tenemos que:

Dn senh

[
(2k + 1)πb

2a

]
=

4

π

V0

(2k + 1)

es decir

Dn =
4

π
· V0

(2k + 1)
· 1

senh
[

(2k+1)πb
2a

] =
4

π
· V0

(2k + 1)
· csch

[
(2k + 1)πb

2a

]
Así que sustituyendo este valor en la solución de la condición de con-
torno anterior obtenemos la solución �nal para la distribución del po-
tencial escalar en el interior de la región rectangular en función de x e
y:

ϕm (x, y) =
4

π

∞∑
k=0

V0

(2k + 1)
· csch

[
(2k + 1)πb

2a

]
·

·senh

[
(2k + 1)πy

2a

]
· sen

[
(2k + 1)πx

2a

]
(C.4)
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Caso#4: Potencial dependiente de la posición en x = a

Resolvamos un ejemplo distinto a los anteriores al cambiar el potencial
constante al que sometíamos a uno de los lados por un potencial función
de su posición en la región; además esta función la representaremos por su
desarrollo en serie de Fourier. En la región rectangular mantendremos uno

de los lados externos a un potencial ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y para 0 ≤ y ≤ b

y los otros tres lados se mantienen a potencial cero (�gura C.4).

Figura C.4: Región rectangular donde el potencial del lado x = a varía con
la posición

En este caso las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = a para cualquier valor de y.

Si cambiamos la variable x por la variable y nos quedará:

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = b para cualquier valor de y.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)x en y = a para cualquier valor de x.
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Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lución para obtener los coe�cientes An, Bn, Cn, Dn y βn.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución general llegamos a que

ϕm (0, y) = 0 =
∑
n

(An cosh βny +Bn senhβny)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que An = 0 y Bn = 0, quedando, en nuestro
caso, la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny)

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos valo-
res en la solución obtenida al aplicar la anterior condición de contorno
llegamos a que:

ϕm (x, 0) = 0 =
∑
n

(Cn senβnx )

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y x,
la única posibilidad es que Cn = 0, quedando la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dn senβnx senhβny

v = 0 en x = b para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos valores
en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (b, y) = 0 =
∑
n

Dn senβnb senhβny

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que el senβnb = 0, o, lo que es lo mismo, que
βnb = mπ (donde m es cualquier número entero). La solución quedará
como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dn sen
(nπx

b

)
senh

(nπy
b

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.
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ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)x en y = a para cualquier valor de x. Sustitu-

yendo estos dos valores en la fórmula de la solución anterior tenemos
que:

ϕm (x, a) =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)x =
∑
n

Dn sen
(nπx

b

)
senh

(nπa
b

)
Por lo que identi�cando términos llegamos a que:

Dn =
Bq

senh
(
qπa
b

) = Bq · csch
(qπa

b

)
Así que sustituyendo este valor en la solución de la condición de con-
torno anterior obtenemos:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch
(qπa

b

)
· senh

(qπy
b

)
· sen

(qπx
b

)
y volviendo a intercambiar la variable x por la y, tendremos la solución
�nal:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch
(qπa

b

)
· senh

(qπx
b

)
· sen

(qπy
b

)
(C.5)

Caso#5: Potencial dependiente de la posición en x = 0

Resolvamos otro ejemplo similar al anterior, donde sometemos uno de
los lados a un potencial que varía con la posición, el cual expresamos por

su desarrollo en serie de Fourier (ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y para 0 ≤ y ≤ b),

mientras que los tres lados restantes se mantienen a potencial cero, pero
ahora el lado del potencial variable está en x = 0 (�gura C.5).

En este caso las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y.
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Figura C.5: Región rectangular donde el potencial del lado x = 0 varía con
la posición

Si cambiamos la variable x por la variable a− x nos quedará:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = a para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

condiciones de contorno idénticas a las del caso anterior. Por lo tanto, la
expresión del potencial escalara será igual a la obtenida en este caso (ecuación
C.5), es decir:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch
(qπa

b

)
· senh

(qπx
b

)
· sen

(qπy
b

)
y volviendo a intercambiar la variable x por la a− x, tendremos la solución
�nal:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch
(qπa

b

)
· senh

[
qπ (a− x)

b

]
· sen

(qπy
b

)
(C.6)

Caso#6: Potencial dependiente de la posición en x = a con anchura
doble

Resolvamos otro ejemplo similar al caso#4, donde consideramos una re-
gión rectangular donde el lado x = a se somete a un potencial variable
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con la posición y el cual expresamos por su desarrollo en serie de Fourier

(ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y) y los otros tres lados se mantienen a potencial ce-

ro, pero ahora la anchura de la región es 2a (�gura C.6).

Figura C.6: Región rectangular de anchura 2a donde el potencial del lado
x = a varía con la posición

En este caso las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = −a para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = a para cualquier valor de y.

Si sustituimos la variable x por x− a, las condiciones de contorno serán:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = 2a para cualquier valor de y.

Si ahora, reemplazamos la constante 2a por a, las nuevas condiciones de
contorno que resultan son:
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ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = a para cualquier valor de y.

que coinciden con las condiciones de contorno del caso#4. Por lo tanto, la
expresión del potencial escalar será la correspondiente a la ecuación (C.5):

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch
(qπa

b

)
· senh

(qπx
b

)
· sen

(qπy
b

)
Si deshacemos los cambios introducidos, es decir, sustituimos la constante
a por 2a y la variable x por x + a, obtendremos la expresión del potencial
escalar de este caso, siendo dicha expresión:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch

(
2qπa

b

)
· senh

[
qπ (x+ a)

b

]
· sen

(qπy
b

)
(C.7)

Caso#7: Potencial dependiente de la posición en x = −a con an-
chura doble

Resolvamos un caso similar al anterior, pero ahora el lado en el que el
potencial varía con la posición es x = −a (�gura C.7).

Las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = −a para cualquier valor de y.

Si sustituimos la variable x por −x, las condiciones de contorno serán:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = −a para cualquier valor de y.
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Figura C.7: Región rectangular de anchura 2a donde el potencial del lado
x = −a varía con la posición

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = a para cualquier valor de y.

que coinciden con las condiciones de contorno del caso#6. Por lo tanto, la
expresión del potencial escalar será la correspondiente a la ecuación (C.7):

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch

(
2qπa

b

)
· senh

[
qπ (x+ a)

b

]
· sen

(qπy
b

)
Si deshacemos el cambio introducido, sustituyendo la variable x por −x,

obtendremos la expresión del potencial escalar de este caso, siendo dicha
expresión:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · csch

(
2qπa

b

)
· senh

[
qπ (a− x)

b

]
· sen

(qπy
b

)
(C.8)

Caso#8: Potencial con simetria en x = 0 y dependiente de la posi-
ción en x = a

Resolvamos la distribución de potenciales en una fracción de una región
rectangular que hemos dividido simétricamente, donde sometemos uno de
los lados a un potencial que varía con la posición, el cual expresamos por su

desarrollo en serie de Fourier (ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y para 0 ≤ y ≤ b), los
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otros dos lados se mantienen a cero y del lado interior, eje de simetría, no sa-
bemos nada, salvo que, obviamente, ∂ϕm/∂x = 0 por la simetría (�gura C.8).

Figura C.8: Fracción de la región rectangular con simetría en x = 0 y poten-
cial dependiente de la posición en x = a

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:

∂ϕm/∂x = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = a para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

Si cambiamos la variable x por la variable y nos quedará:

∂ϕm/∂y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)x en y = a para cualquier valor de x.

ϕm = 0 en x = b para cualquier valor de y.

Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lución para obtener los coe�cientes An, Bn, Cn, Dn y βn.
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∂ϕm/∂y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.

La expresión del potencial escalar viene dada por:

ϕm (x, y) =
∑
n

(An cos βnx cosh βny +Bn cos βnx senhβny+

+Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny)

Si derivamos la anterior ecuación, obtenemos:

∂ϕm (x, y)

∂y
=
∑
n

(Anβn cos βnx senhβny +Bnβn cos βnx cosh βny+

+Cn βnsenβnx senhβny +Dnβn senβnx cosh βny)

que, al sustituir la condición de contorno, llegamos a:

∂ϕm (x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 =
∑
n

(Bn βn cos βnx+Dnβnsenβnx)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y
x, la única posibilidad es que Bn = 0 y Dn = 0, quedando, en nuestro
caso, la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(An cos βnx cosh βny + Cn senβnx cosh βny)

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos valo-
res en la solución proporcionada por aplicación de la anterior condición
de contorno llegamos a que:

ϕm (0, y) = 0 =
∑
n

(An cosh βny )

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e y,
la única posibilidad es que An = 0, quedando la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

Cn senβnx cosh βny

ϕm = 0 en x = b para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (b, y) = 0 =
∑
n

Cn senβnb cosh βny



405

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que el senβnb = 0, o, lo que es lo mismo, que
βnb = mπ ( donde m es cualquier número entero). La solución quedará
como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Cn sen
(nπx

b

)
cosh

(nπy
b

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)x en y = a para cualquier valor de x. Sustitu-

yendo estos dos valores en la fórmula de la solución anterior tenemos
que:

ϕm (x, a) =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)x =
∑
n

Cn sen
(nπx

b

)
cosh

(nπa
b

)
Por lo que identi�cando términos llegamos a que:

Cq =
Bq

cosh
(
qπa
b

) = Bq · sech
(qπa

b

)
Así que sustituyendo este valor en la solución de la condición de con-
torno anterior obtenemos:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · sech
(qπa

b

)
· sen

(qπx
b

)
· cosh

(qπy
b

)
y volviendo a intercambiar la variable x por la y, tendremos la solución
�nal:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · sech
(qπa

b

)
· sen

(qπy
b

)
· cosh

(qπx
b

)
(C.9)

Caso#9: Potencial dependiente de la posición en x = 0 y con sime-
tría en x = a

Resolvamos un caso similar al anterior pero donde hemos intercambia-
do las condiciones de x = 0 y de x = a, es decir, tenemos un potencial en
x = 0que varía con la posición, el cual seguimos expresando por su desa-

rrollo en serie de Fourier (ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y para 0 ≤ y ≤ b), un eje

de simetría en x = a y los otros dos lados se mantienen a cero. Debido a la
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Figura C.9: Fracción de la región rectangular con un potencial dependiente
de la posición en x = 0 y simetría en x = a

condición del eje de simetría, sabemos que ∂ϕm/∂x = 0 en x = a (�gura C.9).

Primeramente plantearemos las condiciones de contorno:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = 0 para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

∂ϕm/∂x = 0 en x = a para cualquier valor de y,

Si cambiamos la variable x por la variable a− x nos quedará:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm =
∞∑
q=1

Bq sen(qπ/b)y en x = a para cualquier valor de y.

ϕm = 0 en y = b para cualquier valor de x.

∂ϕm/∂x = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

condiciones de contorno idénticas a las del caso anterior. Por lo tanto, la
expresión del potencial escalara será igual a la obtenida en este caso (ecuación
C.9), es decir:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · sech
(qπa

b

)
· sen

(qπy
b

)
· cosh

(qπx
b

)
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y volviendo a intercambiar la variable x por la a− x, tendremos la solución
�nal:

ϕm (x, y) =
∞∑
q=1

Bq · sech
(qπa

b

)
· sen

(qπy
b

)
· cosh

[
qπ (a− x)

b

]
(C.10)

Caso#10: Potencial con simetría en x = 0 y con dos funciones en
x = a

Resolvamos otro ejemplo distinto a los anteriores al dividir uno de los
lados del contorno en dos partes y aplicar a cada una de las partes una
función de potencial distinta, esto es, haremos ϕm = 1 para 0 ≤ y ≤ b y

ϕm =
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
para b ≤ y ≤ b + c, los otros dos lados se mantie-

nen a cero y del lado interior, eje de simetría, no sabemos nada, salvo que
∂ϕm/∂x = 0 por la simetría (�gura C.10).

Figura C.10: Región rectangular en la que se divide uno de los lados en dos
partes y se aplica a cada una de las partes una función de potencial distinta.
Además, se mantienen otros dos lados a potencial cero y el cuarto lado es un
eje de simetría.

En este caso las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

∂ϕm/∂x = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,
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ϕm = 0 en y = b+ c para cualquier valor de x.

ϕm = [1− θ (y − b)] + θ (y − b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
en x = a para

cualquier valor de y, donde θ (y − b) es la función escalón de Heaviside
y cuya de�nición es:

θ (y − b) =

{
1 y > b
0 y < b

Si cambiamos la variable x por la variable y nos quedará:

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

∂ϕm/∂y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = 0 en x = b+ c para cualquier valor de y.

ϕm = [1− θ (x− b)] + θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(x−b)

c

]
en y = a para

cualquier valor de x.

Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lución para obtener los coe�cientes An, Bn, Cn, Dn y βn.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución general llegamos a que:

0 =
∑
n

(An cosh βny +Bn senhβny)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor βn y y, la
única posibilidad es que An = 0 y Bn = 0, quedando, en nuestro caso,
la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny)

∂ϕm/∂y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.Si derivamos la anterior
ecuación, obtenemos:

∂ϕm (x, y)

∂y
=
∑
n

(Cn βnsenβnx senhβny +Dn βnsenβnx cosh βny)
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que, al sustituir la condición de contorno, llegamos a:

∂ϕm (x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 =
∑
n

Dn βnsenβnx

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y
x, la única posibilidad es que Dn = 0, quedando, en nuestro caso, la
solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

Cn senβnx cosh βny

ϕm = 0 en x = b+ c para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (b+ c, y) =
∑
n

Cn sen [βn (b+ c)] cosh βny

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e y,
la única posibilidad es que el sen[βn(b+ c)] = 0, o, lo que es lo mismo,
que βn(b+c) = mπ ( donde m es cualquier número entero). La solución
quedará como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Cn sen

(
nπx

b+ c

)
cosh

(
nπy

b+ c

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.

ϕm = [1− θ (x− b)] + θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(x−b)

c

]
en y = a para

cualquier valor de x. Sustituyendo estos dos valores en la fórmula de la
solución anterior tenemos que:

[1− θ (x− b)] + θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
=

=
∑
n

Cn sen

(
nπx

b+ c

)
cosh

(
nπa

b+ c

)
Como podemos observar no podemos identi�car términos como en los
ejemplos anteriores por lo que para obtener los coe�cientes Cn de la
serie de Fourier habrá que aplicar su de�nición:

Cn cosh

(
nπa

b+ c

)
=

2

b+ c

b+c∫
0

{
[1− θ (x− b)] +
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+θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]}
sen

(
nπx

b+ c

)
dx =

=
2

b+ c

b∫
0

sen

(
nπx

b+ c

)
dx+

2

b+ c

b+c∫
b

∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
sen

(
nπx

b+ c

)
dx

Para acometer la resolución de esta integral se ha dividido en dos,
resolviendo a continuación cada una de ellas por separado. La primera
integral es:

2

b+ c

b∫
0

sen

(
nπx

b+ c

)
dx =

2

nπ
[1− cos (nπα)]

donde

α =
b

b+ c
y

1− α =
c

b+ c

En la segunda integral tenemos:

2

b+ c

b+c∫
b

∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
sen

(
nπx

b+ c

)
dx =

=
∞∑
q=1

b+c∫
b

Bq
2

b+ c
sen

(
nπx

b+ c

)
sen

[
qπ(x− b)

c

]
dx =

=
∞∑
q=1

b+c∫
b

Bq
2

b+ c
sen

(
nπx

b+ c

)
sen

[
qπ(x− b)

c

]
dx =

=
∞∑
q=1

1/α∫
0

2Bqαsen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz

donde se ha cambiado x por bz, además de emplear el término α. La
integral resultante la resolveremos integrando por partes dos veces con-
secutivas. Haciendo primeramente:

u = 2Bqsen

[
qπb(z − 1)

c

]
⇒ du = 2Bq

qπb

c
cos

[
qπb(z − 1)

c

]
dz
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y

dv = αsen (nπαz) dz ⇒ v = − 1

nπ
cos (nπαz)

resultando:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen(nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1

−2Bq

nπ
sen

[
qπb(z − 1)

c

]
cos (nπαz)

∣∣∣∣∣
1/α

1

+

+
∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2qbBq

nc
cos (nπαz) cos

[
qπb(z − 1)

c

]
dz

Haciendo por segunda vez:

u =
2qbBq

nc
cos

[
qπb(z − 1)

c

]
⇒ du =

−2 q2b2π Bq

n c2
sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz

y

dv = cos (nπαz) dz ⇒ v =
1

nπα
sen (nπαz)

obtenemos:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen(nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1

−2Bq

nπ
sen

[
qπb(z − 1)

c

]
cos (nπαz)

∣∣∣∣∣
1/α

1

+

+
∞∑
q=1

2qbBq

n2παc
sen (nπαz) cos

[
qπb(z − 1)

c

]∣∣∣∣∣
1/α

1

+

+
∞∑
q=1

q2b2

n2 c2α2

∫ 1/α

1

2Bqα sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz
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Reuniendo las dos integrales en el lado izquierdo de la ecuación y sa-
cando factor común, queda:

∞∑
q=1

(
1− q2b2

n2c2α2

)∫ 1/α

1

2Bqα sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1

{
−2Bq

nπ
sen

[
qπb(z − 1)

c

]
cos (nπαz)

∣∣∣∣1/α
1

}
+

+
∞∑
q=1

{
2qbBq

n2παc
sen (nπαz) cos

[
qπb(z − 1)

c

]∣∣∣∣1/α
1

}
Sustituyendo

b

αc
=

1

1− α
queda:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bqα sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1


1

1−
[

q
n (1−α)

]2

−2Bq

nπ
sen

[
qπb(z − 1)

c

]
cos (nπαz)

∣∣∣∣∣∣∣
1/α

1

+

+
∞∑
q=1


1

1−
[

q
n (1−α)

]2

2 q Bq

n2π (1− α)
sen (nπαz) cos

[
qπb(z − 1)

c

]∣∣∣∣∣∣∣
1/α

1


Integral válida siempre que q 6= n(1− α). Quedando �nalmente, en los
límites de integración impuestos:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq αsen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1

 1

1−
[

q
n (1−α)

]2

−2 q Bq

n2π (1− α)
sen(nπα)

 =

=
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

[
q Bq

q2 − n2(1− α)2

]
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Introduciendo la condición q 6= n(1− α) en la solución, tenemos que:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

[
q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2

]
Bq

siendo δq,n(1−α) la función delta de Kronecker, de manera que

δi,j =

{
1 i = j
0 i 6= j

Si se cumpliera que q = n(1−α) tendríamos una indeterminación y para
resolver la integral no nos queda más remedio que volver al comienzo
y hacer q/(1− α) = n. Además utilizaremos que b/c = α/(1− α).

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen (nπαz) sen [nπα(z − 1)] dz

Integral que podemos resolver utilizando la relación

sen

(
A+B

2

)
sen

(
B − A

2

)
=

1

2
(cosA− cosB)

sin más que hacer A = nπα y B = nπα(2z − 1). Quedando, por tanto:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1

∫ 1/α

1

Bq α {cos (nπα) − cos [nπα(2z − 1)]} dz =

=
∞∑
q=1

Bq α z cos (nπα)

∣∣∣∣∣
1/α

1

− Bq

2 nπ
sen [nπα(2z − 1)]

∣∣∣∣1/α
1

Al operar entre los límites de integración obtenemos:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =
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=
∞∑
q=1

(1− α)Bq cos (nπα) +
Bq

2 nπ
{sen(nπα)− sen [nπ(2− α)]} =

=
∞∑
q=1

(1− α)Bq cos (nπα) =
∞∑
q=1

(1− α)Bq cos

(
qπ

α

1− α

)
=

=
∞∑
q=1

(1− α)Bq cos

(
qπb

c

)
ya que:

sen(nπα) = −sen[π(n− nα− n)] = −sen[π(q − n)] = 0 ∀ q, n ∈ N

sen[nπ(2−α)] = sen[π(n−nα+n)] = −sen[π(q+n)] = 0 ∀ q, n ∈ N

Finalmente, introduciendo la condición q = n(1 − α) en la solución,
tenemos que:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)
Por tanto, la solución de esta integral sea cual sea el valor de q será la
suma de ambas, es decir:

∞∑
q=1

∫ 1/α

1

2Bq α sen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)
(C.11)

Por lo tanto la expresión que nos proporciona los coe�cientes Cn de la
serie de Fourier será:

Cn = sech

(
nπa

b+ c

)[
2

nπ
[1− cos (nπα)] +
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+
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)
Finalmente, la expresión del potencial escalar en el interior de la región,
habiendo deshecho el cambio de x por y, viene dada por:

ϕm (x, y) =
∞∑
n=1

Kn · sech

(
nπa

b+ c

)
· cosh

(
nπx

b+ c

)
· sen

(
nπy

b+ c

)
(C.12)

donde:

Kn =
2

nπ
[1− cos (nπα)]+

2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)
(C.13)

Caso#11 Potencial con dos funciones en x = 0 y con simetría en
x = a

Resolvamos un caso similar al anterior pero donde hemos intercambiado
las condiciones de x = 0 y de x = a y henos anulado el valor unitario del
potencial en el lado con dos funciones, es decir, dividimos uno de los lados
del contorno (el de x = 0) en dos partes y aplicar a cada una de las partes
una función de potencial distinta, esto es, haremos ϕm = 0 para 0 ≤ y ≤ b y

ϕm =
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
para b ≤ y ≤ b+ c, los otros dos lados se mantienen

a cero y el lado exterior (el de x = a) es el eje de simetría, cumpliéndose que
∂ϕm/∂x = 0 por la simetría (�gura C.11).

En este caso las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = θ (y − b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
en x = 0 para cualquier valor de y,

donde θ (y − b) es la función escalón de Heaviside,

ϕm = 0 en y = b+ c para cualquier valor de x, y
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Figura C.11: Región rectangular en la que se divide el lado de x = 0 en dos
partes y se aplica a cada una de las partes una función de potencial distinta.
Además, se mantienen otros dos lados a potencial cero y el cuarto lado (el
de x = a) es un eje de simetría.

∂ϕm/∂x = 0 en x = a para cualquier valor de y.

Si cambiamos la variable x por la variable a− x nos quedará:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

∂ϕm/∂x = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

ϕm = 0 en y = b+ c para cualquier valor de x, y

ϕm = θ (y − b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
en x = a para cualquier valor de y,

donde θ (y − b) es la función escalón de Heaviside.

Si ahora cambiamos la variable x por la variable y nos quedará:

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

∂ϕm/∂y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = 0 en x = b+ c para cualquier valor de y.

ϕm = θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(x−b)

c

]
en y = a para cualquier valor de x.
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Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lución para obtener los coe�cientes An, Bn, Cn, Dn y βn.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución general llegamos a que:

0 =
∑
n

(An cosh βny +Bn senhβny)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor βn y y, la
única posibilidad es que An = 0 y Bn = 0, quedando, en nuestro caso,
la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny)

∂ϕm/∂y = 0 en y = 0 para cualquier valor de x.Si derivamos la anterior
ecuación, obtenemos:

∂ϕm (x, y)

∂y
=
∑
n

(Cn βnsenβnx senhβny +Dn βnsenβnx cosh βny)

que, al sustituir la condición de contorno, llegamos a:

∂ϕm (x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 =
∑
n

Dn βnsenβnx

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y
x, la única posibilidad es que Dn = 0, quedando, en nuestro caso, la
solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

Cn senβnx cosh βny

ϕm = 0 en x = b+ c para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (b+ c, y) =
∑
n

Cn sen [βn (b+ c)] cosh βny

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e y,
la única posibilidad es que el sen[βn(b+ c)] = 0, o, lo que es lo mismo,
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que βn(b+c) = mπ ( donde m es cualquier número entero). La solución
quedará como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Cn sen

(
nπx

b+ c

)
cosh

(
nπy

b+ c

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.

ϕm = θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(x−b)

c

]
en y = a para cualquier valor de

x. Sustituyendo estos dos valores en la fórmula de la solución anterior
tenemos que:

θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
=
∑
n

Cn sen

(
nπx

b+ c

)
cosh

(
nπa

b+ c

)
Como podemos observar no podemos identi�car términos como en los
ejemplos anteriores por lo que para obtener los coe�cientes Cn de la
serie de Fourier habrá que aplicar su de�nición:

Cn cosh

(
nπa

b+ c

)
=

=
2

b+ c

b+c∫
0

θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
sen

(
nπx

b+ c

)
dx =

=
2

b+ c

b+c∫
b

∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
sen

(
nπx

b+ c

)
dx =

=
∞∑
q=1

b+c∫
b

Bq
2

b+ c
sen

(
nπx

b+ c

)
sen

[
qπ(x− b)

c

]
dx =

=
∞∑
q=1

1/α∫
0

2Bqαsen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

donde se ha cambiado x por bz, además de emplear el término α. Esta
integral ya la hemos calculado en el caso anterior y su valor viene dado
por la ecuación (C.11). Sustituyendo esta ecuación, obtenemos:

∞∑
q=1

1/α∫
0

2Bqαsen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =
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=
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)

Por lo tanto la expresión que nos proporciona los coe�cientes Cn de la
serie de Fourier será:

Cn = csch

(
nπa

b+ c

)[
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)]
siendo la expresión del potencial escalar en el interior de la región

ϕm (x, y) =
∑
n

Kn · csch

(
nπa

b+ c

)
· sen

(
nπx

b+ c

)
· cosh

(
nπy

b+ c

)

Si deshacemos el cambio de haber sustituido x por y, resulta:

ϕm (x, y) =
∑
n

Kn · csch

(
nπa

b+ c

)
· cosh

(
nπx

b+ c

)
· sen

(
nπy

b+ c

)

Finalmente, la expresión del potencial escalar en el interior de la región,
habiendo deshecho el cambio de x por a− x, viene dada por:

ϕm (x, y) =
∑
n

Kn · csch

(
nπa

b+ c

)
· cosh

[
nπ (a− x)

b+ c

]
· sen

(
nπy

b+ c

)
(C.14)

donde:

Kn =
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)
(C.15)
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Caso#12 Potencial con dos funciones en x = a

Resolvamos otro ejemplo similar al anterior pero en el que hemos elimi-
nado la condición de simetría que teníamos en x = 0. Es decir, dividimos
uno de los lados del contorno (el de x = a) en dos partes y se aplica a cada
una de las partes una función de potencial distinta, esto es, haremos ϕm = 0

para 0 ≤ y ≤ b y ϕm =
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
para b ≤ y ≤ b+ c y mantenemos

los otros tres lados a potencial cero (�gura C.12).

Figura C.12: Región rectangular en la que se divide uno de los lados en dos
partes y se aplica a cada una de las partes una función de potencial distinta.
Además, se mantienen los otros tres lados a potencial cero.

En este caso las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

ϕm = 0 en y = b+ c para cualquier valor de x.

ϕm = θ (y − b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
en x = a para cualquier valor de y,

donde θ (y − b) es la función escalón de Heaviside.

Si cambiamos la variable x por la variable y nos quedará:



421

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y,

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = 0 en x = b+ c para cualquier valor de y.

ϕm = θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(x−b)

c

]
en y = a para cualquier valor de x.

Sustituiremos estas condiciones de contorno en el modelo general de so-
lución para obtener los coe�cientes An, Bn, Cn, Dn y βn.

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución general llegamos a que:

0 =
∑
n

(An cosh βny +Bn senhβny)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor βn y y, la
única posibilidad es que An = 0 y Bn = 0, quedando, en nuestro caso,
la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

(Cn senβnx cosh βny +Dn senβnx senhβny)

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x. Sustituyendo estos valores
en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (x, 0) = 0 =
∑
n

Cnsenβnx

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn y x,
la única posibilidad es que Cn = 0, quedando la solución restringida a:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dn senβnx senh βny

ϕm = 0 en x = b+ c para cualquier valor de y. Sustituyendo estos dos
valores en la fórmula de la solución anterior tenemos que:

ϕm (b+ c, y) =
∑
n

Dn sen [βn (b+ c)] senh βny

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e y,
la única posibilidad es que el sen[βn(b+ c)] = 0, o, lo que es lo mismo,
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que βn(b+c) = mπ ( donde m es cualquier número entero). La solución
quedará como:

ϕm (x, y) =
∑
n

Dn sen

(
nπx

b+ c

)
senh

(
nπy

b+ c

)
en donde hemos sustituido m por n ya que con cualquier entero se
satisface la solución encontrada.

ϕm = θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(x−b)

c

]
en y = a para cualquier valor de

x. Sustituyendo estos dos valores en la fórmula de la solución anterior
tenemos que:

θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
=
∑
n

Dn sen

(
nπx

b+ c

)
senh

(
nπa

b+ c

)

Igual que sucedía en el caso anterior, no podemos identi�car términos
como en los ejemplos anteriores, por lo que para obtener los coe�cientes
Dn de la serie de Fourier habrá que aplicar su de�nición:

Dn senh

(
nπa

b+ c

)
=

2

b+ c

b+c∫
0

θ (x− b) ·
∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
sen

(
nπx

b+ c

)
dx =

=
2

b+ c

b+c∫
b

∞∑
q=1

Bqsen

[
qπ(x− b)

c

]
sen

(
nπx

b+ c

)
dx

=
∞∑
q=1

b+c∫
b

Bq
2

b+ c
sen

(
nπx

b+ c

)
sen

[
qπ(x− b)

c

]
dx =

=
∞∑
q=1

b+c∫
b

Bq
2

b+ c
sen

(
nπx

b+ c

)
sen

[
qπ(x− b)

c

]
dx =

=
∞∑
q=1

1/α∫
0

2Bqαsen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

donde se ha cambiado x por bz, además de emplear el término α. Esta
integral ya la hemos calculado en casos anteriores y su valor viene dado
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por la ecuación (C.11). Sustituyendo esta ecuación, obtenemos:

∞∑
q=1

1/α∫
0

2Bqαsen (nπαz) sen

[
qπb(z − 1)

c

]
dz =

=
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)
Por lo tanto la expresión que nos proporciona los coe�cientes Dn de la
serie de Fourier será:

Dn = csch

(
nπa

b+ c

)[
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)]

Finalmente, la expresión del potencial escalar en el interior de la región,
habiendo deshecho el cambio de x por y, viene dada por:

ϕm (x, y) =
∞∑
n=1

Kn · csch

(
nπa

b+ c

)
· senh

(
nπx

b+ c

)
· sen

(
nπy

b+ c

)
(C.16)

donde:

Kn =
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q
(
1− δq,n(1−α)

)
q2 − n2(1− α)2 Bq+

+
∞∑
q=1

(1− α)Bq δq,n(1−α) cos

(
qπb

c

)
(C.17)

Caso#13 Potencial con dos funciones en x = 0

Resolvamos un caso similar al anterior pero donde hemos intercambiado
las condiciones de x = 0 y de x = a, es decir, dividimos uno de los lados
del contorno (ahora el de x = 0) en dos partes y se aplica a cada una de
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las partes una función de potencial distinta, esto es, haremos ϕm = 0 para

0 ≤ y ≤ b y ϕm =
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
para b ≤ y ≤ b + c y mantenemos los

otros tres lados a potencial cero (�gura C.13).

Figura C.13: Región rectangular en la que se divide uno de los lados en dos
partes y se aplica a cada una de las partes una función de potencial distinta.
Además, se mantienen los otros tres lados a potencial cero.

En este caso las condiciones de contorno son:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = θ (y − b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
en x = 0 para cualquier valor de y,

donde θ (y − b) es la función escalón de Heaviside,

ϕm = 0 en y = b+ c para cualquier valor de x, y

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y.

Si cambiamos la variable x por la variable a− x nos quedará:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = θ (y − b) ·
∞∑
q=1

Bqsen
[
qπ(y−b)

c

]
en x = a para cualquier valor de y,

donde θ (y − b) es la función escalón de Heaviside,
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ϕm = 0 en y = b+ c para cualquier valor de x, y

ϕm = 0 en x = 0 para cualquier valor de y.

condiciones de contorno idénticas a las del caso anterior. Por lo tanto, la
expresión del potencial escalara será igual a la obtenida en este caso (ecuación
C.14), es decir:

ϕm (x, y) =
∞∑
n=1

Kn · csch

(
nπa

b+ c

)
· senh

(
nπx

b+ c

)
· sen

(
nπy

b+ c

)
y volviendo a intercambiar la variable x por a − x, tendremos la solución
�nal:

ϕm (x, y) =
∞∑
n=1

Kn · csch

(
nπa

b+ c

)
· senh

[
nπ (a− x)

b+ c

]
· sen

(
nπy

b+ c

)
(C.18)

donde Kn viene dado por la expresión (C.17).

Caso#14: Potencial función impar

Vamos a resolver un caso diferente a los anteriores, donde consideramos
la región rectangular en la que el potencial en un lado varía de acuerdo a una
función cualquiera con la única condición de ser una función impar en el in-
tervalo considerado, estando los lados restantes a potencial nulo (�gura C.14).

Figura C.14: Región rectangular con variación del potencial proporcional a
una función arbitraria impar

Las condiciones de contorno son:
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ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x,

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y,

ϕm = 0 en x = −a para cualquier valor de y y

ϕm = fimpar(x) en y = b para cualquier valor de x.

Apliquemos dichas condiciones de contorno:

ϕm = 0 en y = 0 para cualquier valor de x:

0 =
∑
n

(An cos βnx+ Cnsenβnx)

y como la igualdad se tiene que cumplir para cualquier valor de βn e
y, la única posibilidad es que An = 0 y Cn = 0, quedando, en nuestro
caso, la solución restringida a:

ϕm =
∑
n

(Bn cos βnx+Dnsenβnx) senhβny

ϕm = 0 en x = a para cualquier valor de y:

0 =
∑
n

(Bn cos βna +Dn senβna) senhβny

debiéndose cumplir que:

Bn cos βna +Dn senβna = 0 (C.19)

v = 0 en x = −a para cualquier valor de y:

0 =
∑
n

(Bn cos βna −Dn senβna) senhβny

veri�cándose que:

Bn cos βna −Dn senβna = 0 (C.20)

Si resolvemos el sistema formado por las ecuaciones C.19 y C.20 obte-
nemos dos soluciones:

Bn = 0 y senβna = 0
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o
Dn = 0 y cos βna = 0

Consideramos la primera de las soluciones, siendo Bn = 0 y βn = nπ/a
y quedando la expresión del potencial de la forma:

ϕm (x, y) =
∞∑
n=1

Dn sen
(nπx

a

)
senh

(nπy
a

)
ϕm = fimpar(x) en y = b para cualquier valor de x:

Para poder extraer algo de información de esta condición recurriremos
al desarrollo en serie de Fourier de la función fimpar(x) para −a ≤ x ≤ a
y en el que el límite por la izquierda y por derecha en x = −a y en
x = a, es cero en ambos casos. Este desarrollo sólo posee términos en
seno, al tratarse de una función impar, viniendo dado dicho desarrollo
por:

fimpar(x) =
∞∑
n=1

bnsen
(nπx

a

)
donde los coe�cientes bn se calculan de acuerdo a la expresión:

bn =
2

a

a∫
0

fimpar(x) · sen
(nπx

a

)
· dx (C.21)

los cuales serán evaluados numéricamente.

El desarrollo en serie de Fourier debe ser igual a la fórmula anterior,
por lo que identi�cando ambas tenemos que:

∞∑
n=1

bnsen
(nπx

a

)
=
∑
n

Dn sen
(nπx

a

)
senh

(
nπb

a

)
⇒

⇒ Dn =
bn

senh
(
nπb
a

) = bn · csch

(
nπb

a

)
Así que sustituyendo este valor en la solución de la condición de con-
torno anterior obtenemos la solución �nal para la distribución del po-
tencial escalar en el interior de la zona rectangular en función de x e
y:

ϕm (x, y) =
∞∑
n=1

bn · csch

(
nπb

a

)
sen
(nπx

a

)
senh

(nπy
a

)
(C.22)
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calculando los coe�cientes bn a través de la expresión C.21.

En la �gura C.15 se muestra la distribución del potencial escalar en la
zona de estudio, cuando la función es la tangente hiperbólica (fimpar(x) =
Vo · tanh(cx)), siendo los valores numéricos de los parámetros a = 5mm,
b = 5mm, c = 1 y Vo = 1Av. Podemos observar como el potencial escalar es
nulo en x = −a, x = a y en y = 0, mientras que en y = b varía de acuerdo a
la tangente hiperbólica.

Figura C.15: Potencial escalar con fimpar(x) = Vo · tanh(cx), a = 5mm,
b = 5mm, c = 1 y Vo = 1Av.



Apéndice D

Expresiones del caso Ranura
Completa

En este apéndice se recogen, para el caso Ranura Completa, las expre-
siones del potencial magnético escalar en cada región, de las derivadas del
potencial magnético escalar en las fronteras laterales, de las ecuaciones en las
fronteras laterales y de las componentes de la inducción, del �ujo y del par
de reluctancia en cada región. Estas expresiones son:

D.1. Expresiones del potencial magnético esca-

lar en cada región

Las expresiones del potencial magnético escalar en cada región del caso
Ranura Completa son las siguientes:

Región I: La �gura D.1 muestra la región I. El potencial en esta región, lo
obtenemos a partir de las expresiones de potencial obtenidas en el caso#10,
en el caso#11 y en el caso#12. Por lo tanto su potencial será:

ϕIm =
∞∑
k=1

bn,1 csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+
∞∑
n=1

K1
ncsch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K1′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(D.1)
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Figura D.1: Región I. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
caso#10, del caso#11 y del caso#12.

donde:

K1
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
q=1

q (1−δq,n(1−α))
q2−n2(1−α)2

Hq +
∞∑
q=1

(1− α)Hq δq,n(1−α) cos
(
qπh
g

)

K1′
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
w=1

w (1−δw,n(1−α))
w2−n2(1−α)2

Qw +
∞∑
w=1

(1− α)Qw δw,n(1−α) cos
(
wπh
g

)
(D.2)

Región II: El potencial en la región II (�gura D.2) lo obtendremos por
superposición del caso#4, del caso#5 y del caso#12, resultando:

ϕIIm =
∞∑
k=1

bn,2csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+
∞∑
q=1

Hq csch
(
qπt
g

)
senh

[
qπ(t−x)

g

]
sen
(
q πy
g

)
+

+
∞∑
l=1

Ml csch
(
lπt
g

)
senh

(
lπx
g

)
sen
(
l πy
g

)
(D.3)

Región III: La �gura D.3 muestra la región III. El potencial en esta región,
lo obtenemos por superposición de los casos #1, #10 y #11. La expresión
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Figura D.2: Región II. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
los casos #4, #5 y #12.

del potencial será entonces:

ϕIIIm =
∞∑
k=1

4V0
(2k−1) π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
sen
[

(2k−1)πx
s

]
senh

[
(2k−1)πy

s

]
+

+
∞∑
n=1

K3
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K3′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(D.4)

donde:

K3
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
m=1

m (1−δm,n(1−α))
m2−n2(1−α)2

Lm +
∞∑
m=1

(1− α)Lm δm,n(1−α) cos
(
mπh
g

)
K3′
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
l=1

l (1−δl,n(1−α))
l2−n2(1−α)2

Ml +
∞∑
l=1

(1− α)Ml δl,n(1−α) cos
(
lπh
g

)
(D.5)

Región IV: El potencial en la región IV lo obtenemos por superposición
de los casos #1, #4 y #5, llegando a:
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Figura D.3: Región III. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
caso#1, del caso#10 y del caso#11.

Figura D.4: Región IV. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
caso#1, del caso#4 y del caso#5.
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ϕIVm =
∞∑
k=1

4V0
(2k−1) π

csc h
[

(2k−1)πg
t

]
sen
[

(2k−1)πx
t

]
senh

[
(2k−1)πy

t

]
+

+
∞∑
m=1

Lm csch
(
mπt
g

)
senh

[
mπ(t−x)

g

]
sen
(
mπy
g

)
+

+
∞∑
r=1

Prcsch
(
rπt
g

)
senh

(
rπx
g

)
sen
(
r πy
g

)
(D.6)

Región V: El potencial en la región V (�gura D.5) lo obtendremos a partir
de la expresión del potencial de la región I del caso actual, resultando:

Figura D.5: Región V. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
potencial de la región I del caso actual.

ϕVm =
∞∑
n=1

bn,3senh
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+
∞∑
n=1

K5
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K5′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(D.7)
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donde:

K5
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
p=1

p (1−δp,n(1−α))
p2−n2(1−α)2

Rp +
∞∑
p=1

(1− α)Rp δp,n(1−α) cos
(
pπh
g

)

K5′
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
r=1

r (1−δr,n(1−α))
r2−n2(1−α)2

Pr +
∞∑
r=1

(1− α)Pr δr,n(1−α) cos
(
rπh
g

)
(D.8)

Región VI: El potencial en la región VI (�gura D.6) lo obtendremos a
partir de la expresión del potencial de la región II del caso actual, siendo su
expresión:

Figura D.6: Región VI. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
potencial de la región II del caso actual.

ϕV Im =
∞∑
k=1

bn,4 csc h
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+
∞∑
p=1

Rpcsch
(
pπt
g

)
senh

[
pπ(t−x)

g

]
sen
(
pπy
g

)
−

−
∞∑
w=1

Qw csch
(
wπt
g

)
senh

(
wπx
g

)
sen
(
wπy
g

)
(D.9)
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Región VII: Una vez halladas las expresiones del potencial escalar en las
regiones situadas bajo el polo norte (regiones I a VI) podemos obtener el
potencial escalar en cualquier otra región sin más que considerar la periodi-
cidad anticíclica del problema; por ello, la expresión del potencial escalar en
la región VII será idéntica a la de la región I pero con signo contrario:

ϕV IIm = −ϕIm = −
∞∑
k=1

bn,1 csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−
∞∑
n=1

K1
ncsch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
−

−
∞∑
n=1

K1′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(D.10)

donde las expresiones de K1
n y K1′

n vienen dados por la ecuación (D.2).

D.2. Expresiones de las derivadas en las fron-

teras laterales

Las expresiones de las derivadas en las fronteras laterales para el caso
Ranura Completa son las siguientes:

Derivada en la región I: A partir de la ecuación (D.1) obtenemos:

g dϕ
I
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
n=1

bn,1(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K1
nnπ (1− α) · coth [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K1′
n nπ (1− α) · csch [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(D.11)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K1
n y K1′

n

vienen dadas por la ecuación (D.2).
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Derivadas en la región II: A partir de la ecuación (D.3) obtenemos:

g dϕ
II
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,2
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
q=1

Hq q π coth [qπ µ(1− β)] sen
(
q πy
g

)
+

+
∞∑
l=1

Ml l πcsch [l π µ(1− β)] sen
(
l πy
g

)
(D.12)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
II
m

dx

∣∣∣
x=t

= −
∞∑
n=1

bn,2(−1)n nπ
µ(1−β)

csc h
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
q=1

Hq q πcsch [qπ µ(1− β)] sen
(
q πy
g

)
+

+
∞∑
l=1

Ml l π coth [l π µ(1− β)] sen
(
l πy
g

)
(D.13)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Derivadas en la región III: A partir de la ecuación (D.4) obtenemos:

g dϕ
III
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=1

+4V0
µβ

csch
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K3
nnπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K3′
n nπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(D.14)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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g dϕ
III
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
k=1

+4V0
µβ

csch
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K3
nnπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K3′
n nπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(D.15)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K3
n y K3′

n

vienen dadas por la ecuación (D.5).

Derivadas en la región IV: A partir de la ecuación (D.6) obtenemos:

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=1

+4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
−

−
∞∑
m=1

Lmmπ coth [mπ µ(1− β)] sen
(
mπy
g

)
+

+
∞∑
r=1

Pr r πcsch [r π µ(1− β)] sen
(
r πy
g

)
(D.16)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
k=1

+4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
−

−
∞∑
m=1

Lmmπcsch [mπ µ(1− β)] sen
(
mπy
g

)
+

+
∞∑
r=1

Pr r π coth [r π µ(1− β)] sen
(
r πy
g

)
(D.17)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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Derivadas en la región V: A partir de la ecuación (D.7) obtenemos:

g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,3 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K5
nnπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K5′
n nπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(D.18)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
n=1

bn,3(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K5
nnπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K5′
n nπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(D.19)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K5
n y K5′

n

vienen dadas por la ecuación (D.8).

Derivadas en la región VI: A partir de la ecuación (D.9) obtenemos:

g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,4
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
p=1

Rp p π coth [pπ µ(1− β)] sen
(
pπy
g

)
−

−
∞∑
w=1

Qw w πcsch [wπ µ(1− β)] sen
(
wπy
g

)
(D.20)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
n=1

bn,4(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
p=1

Rp p πcsch [pπ µ(1− β)] sen
(
pπy
g

)
−

−
∞∑
w=1

Qw w π coth [wπ µ(1− β)] sen
(
wπy
g

)
(D.21)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Derivada en la región VII: A partir de la ecuación (D.10) obtenemos:

g dϕ
V II
m

dx

∣∣∣
x=0

= −g dϕ
I
m

dx

∣∣∣
x=0

=

= −
∞∑
n=1

bn,1 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K1
n · nπ (1− α) · csch [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K1′
n · nπ (1− α) · coth [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(D.22)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K1
n y K1′

n

vienen dadas por la ecuación (D.2).

D.3. Expresiones de las ecuaciones en las fron-

teras comunes

Las expresiones de las ecuaciones en las fronteras comunes para el caso
Ranura Completa son las siguientes:

Frontera común región I y región II: A partir de las ecuaciones (D.11)
y (D.12) y aplicando que

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0
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o lo que es equivalente

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
w=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δw,n(1−α) cos

(
wπh
g

)
+ 2nw (1−α)2sen(nπα)

w2−n2(1−α)2
(1− δw,n(1−α))

]
·

· cosech [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Qw+

+
∞∑
q=1

{
qπ cotgh [qπ µ(1− β)] sen

(
qπy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

· cotgh [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Hq−

−
∞∑
l=1

{
lπ cosech [lπ µ(1− β)] sen

(
l πy
g

)}
Ml =

= −
∞∑
n=1

bn,1(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
n=1

bn,2
nπ

µ(1−β)
csc h

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(D.23)

Frontera común región II y región III: A partir de las ecuaciones
(D.13) y (D.14) y aplicando que

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
q=1

{
qπ cosech [qπ µ(1− β)] sen

(
q πy
g

)}
Hq+

+
∞∑
l=1

{
lπ cotgh [lπ µ(1− β)] sen

(
l πy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

· cotgh [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml−

−
∞∑
m=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

·cosech [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm =

= −
∞∑
n=1

bn,2(−1)n nπ
µ(1−β)

csc h
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
k=1

+4V0
µβ

csc h
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(D.24)

Frontera común región III y región IV: A partir de las ecuaciones
(D.15) y (D.16) y aplicando que

dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente

g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
l=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

· cosech [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml+

+
∞∑
m=1

{
mπ cotgh [mπ µ(1− β)] sen

(
mπy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

· cotgh [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm−

−
∞∑
r=1

{
rπ cosech [rπ µ(1− β)] sen

(
r πy
g

)}
Pr =

=
∞∑
k=1

+4V0
µβ

cosech
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
α

1−α + y
g

)]
+

+
∞∑
k=1

+4V0
µ(1−β)

cosech
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
(D.25)

Frontera común región IV y región V: A partir de las ecuaciones
(D.17) y (D.18) y aplicando que

dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente

g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
m=1

{
mπ cosech [mπ µ(1− β)] sen

(
mπy
g

)}
Lm+

+
∞∑
r=1

{
rπ cotgh [rπ µ(1− β)] sen

(
r πy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
·

· cotgh [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr−

−
∞∑
p=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

·cosech [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp =

=
∞∑
k=1

+4V0
µ(1−β)

cosech
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,3 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(D.26)

Frontera común región V y región VI: A partir de las ecuaciones
(D.19) y (D.20) y aplicando que

dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente

g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
r=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
·

· cosech [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr+

+
∞∑
p=1

{
pπ cotgh [pπ µ(1− β)] sen

(
pπy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

· cotgh [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp+

+
∞∑
w=1

{
wπ cosech [wπ µ(1− β)] sen

(
wπy
g

)}
Qw =

= −
∞∑
n=1

bn,3(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
n=1

bn,4
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(D.27)

Frontera común región VI y región VII: A partir de las ecuaciones
(D.21) y (D.22) y aplicando que

dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0

= − dϕ
I
m

dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente

g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0

= −g dϕ
I
m

dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

∞∑
p=1

{
pπ cosech [pπ µ(1− β)] sen

(
p πy
g

)}
Rp+

+
∞∑
w=1

{
wπ cotgh [wπ µ(1− β)] sen

(
wπy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δw,n(1−α) cos

(
wπh
g

)
+ 2nw (1−α)2sen(nπα)

w2−n2(1−α)2
(1− δw,n(1−α))

]
·

· cotgh [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Qw−

−
∞∑
q=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

·cosech [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Hq =

= +
∞∑
n=1

bn,4(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,1 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(D.28)

D.4. Expresiones de las componentes de la in-

ducción en cada región

Las expresiones de las componentes de la inducción en cada región del
caso Ranura Completa son las siguientes:
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Región I

Componente x de la inducción magnética en la región I:

BI
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K1
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K1′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(D.29)

Componente y de la inducción magnética en la región I:

BI
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K1
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K1′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(D.30)

donde las expresiones de K1
n y K1′

n vienen dadas por la ecuación (D.2).

Región II

Componente x de la inducción magnética en la región II:

BII
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπt
g

)
cosh

[
qπ(t−x)

g

]
sen
(
q πy
g

)
−

−µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
cosh

(
lπx
g

)
sen
(
l πy
g

)
(D.31)
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Componente y de la inducción magnética en la región II:

BII
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπt
g

)
senh

[
qπ(t−x)

g

]
cos
(
q πy
g

)
−

−µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
senh

(
lπx
g

)
cos
(
l πy
g

)
(D.32)

Región III

Componente x de la inducción magnética en la región III:

BIII
x = −µ0

∞∑
k=1

4V0
s

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cos
[

(2k−1)πx
s

]
senh

[
(2k−1)πy

s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

K3
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K3′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(D.33)

Componente y de la inducción magnética en la región III:

BIII
y = −µ0

∞∑
k=1

4V0
s

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
sen
[

(2k−1)πx
s

]
cosh

[
(2k−1)πy

s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

K3
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K3′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(D.34)

donde las expresiones de K3
n y K3′

n vienen dadas por la ecuación (D.5).
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Región IV

Componente x de la inducción magnética en la región IV:

BIV
x = −µ0

∞∑
k=1

4V0
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
cos
[

(2k−1)πx
t

]
senh

[
(2k−1)πy

t

]
+

+µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
cosh

[
mπ(t−x)

g

]
sen
(
mπy
g

)
−

−µ0

∞∑
r=1

Pr
rπ
g

csch
(
rπt
g

)
cosh

(
rπx
g

)
sen
(
rπy
g

)
(D.35)

Componente y de la inducción magnética en la región IV:

BIV
y = −µ0

∞∑
k=1

4V0
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
sen
[

(2k−1)πx
t

]
cosh

[
(2k−1)πy

t

]
−

−µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
senh

[
mπ(t−x)

g

]
cos
(
mπy
g

)
−

−µ0

∞∑
r=1

Pr
r π
g

csch
(
rπt
g

)
senh

(
rπx
g

)
cos
(
rπy
g

)
(D.36)

Región V

Componente x de la inducción magnética en la región V:

BV
x = −µ0

∞∑
k=1

bn,3
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K5
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K5′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(D.37)
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Componente y de la inducción magnética en la región V:

BV
y = −µ0

∞∑
k=1

bn,3
nπ
s

csc h
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K5
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K5′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(D.38)

donde las expresiones de K5
n y K5′

n vienen dadas por la ecuación (D.8).

Región VI

Componente x de la inducción magnética en la región VI:

BV I
x = −µ0

∞∑
k=1

bn,4
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
cosh

[
pπ(t−x)

g

]
sen
(
pπy
g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
(
wπt
g

)
cosh

(
wπx
g

)
sen
(
wπy
g

)
(D.39)

Componente y de la inducción magnética en la región VI:

BV I
y = −µ0

∞∑
k=1

bn,4
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
senh

[
pπ(t−x)

g

]
cos
(
pπy
g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
(
wπt
g

)
senh

(
wπx
g

)
cos
(
wπy
g

)
(D.40)

D.5. Expresiones del �ujo en cada región

Las expresiones del �ujo en cada región del caso Ranura Completa son
las siguientes:
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Región I

Flujos que atraviesan la región I:

φ1
I = +µ0

∞∑
n=1

bn,1csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]

+

+µ0

∞∑
n=1

K1
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K1′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(D.41)

φ2
I = µ0

∞∑
n=1

[1− (−1)n] bn,1 csch
[
nπ(h+g)

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K1
n +K1′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

El primer sumando es nulo para los términos pares, pudiendo expresarlo
de la forma:

φ2
I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),1 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K1
n +K1′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (D.42)

φ3
I = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,1csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K1
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K1′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(D.43)

φ4
I = +µ0

∞∑
n=1

[1− (−1)n] bn,1 csch
[
nπ(h+g)

s

]
cosh

[
nπh
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K1
n +K1′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

)
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que, al ser nulos los términos pares del primer sumando, podemos expresarlo
de la forma:

φ4
I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),1 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K1
n +K1′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (D.44)

donde la expresión de K1
n viene dada por la ecuación (D.2).

Región II

Flujo que atraviesa la región II:

φII = µ0

∞∑
n=1

[1− (−1)n] bn,2 csch
(
nπg
t

)
+

+µ0

∞∑
q=1

Hqcsch
(
qπt
g

) [
cosh

(
qπt
g

)
− 1
]
+

+µ0

∞∑
l=1

Mlcsch
(
lπt
g

) [
cosh

(
lπt
g

)
− 1
]

Eliminando los términos pares del primer sumando y agrupando el segundo
y el tercer sumando en uno único, obtenemos:

φII = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),2 csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
q=1

[Hq +Ml] csch
(
qπt
g

) [
cosh

(
qπt
g

)
− 1
] (D.45)

Región III

Flujos que atraviesan la región III:
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φ1
III = µ0

∞∑
k=1

4V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

] {
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
− 1
}

+

+µ0

∞∑
n=1

K3
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K3′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(D.46)

φ2
III = µ0

∞∑
k=1

8V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K3
n +K3′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (D.47)

φ3
III = µ0

∞∑
k=1

4V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

] {
cosh
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donde las expresiones de K3
n y K3′

n vienen dadas por la ecuación (D.5).

Región IV

Flujo que atraviesa la región IV:

φIV = µ0

∞∑
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Región V

Flujos que atraviesan la región V:
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donde las expresiones de K5
n y K5′

n vienen dadas por la ecuación (D.8).

Región VI

Flujo que atraviesa la región VI:
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[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
q=1

[Rp −Qp] csch
(
pπt
g

) [
cosh

(
pπt
g

)
− 1
] (D.55)
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D.6. Expresiones del par de reluctancia en cada

región

El caso Ranura Completa está formado por seis regiones, siendo el par
de reluctancia total igual a la suma del par de reluctancia originado en cada
región, tal y como expresábamos mediante la ecuación 5.123:

Tcogg,RC = T Icogg,RC + T IIcogg,RC + T IIIcogg,RC + T IVcogg,RC+

+T Vcogg,RC + T V Icogg,RC

Las expresiones del par de reluctancia en cada región del caso Ranura
Completa son las siguientes:

Región I

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación D.29) e y
(ecuación D.30) de la inducción en la región I del caso Ranura Completa,
obtenemos que el par de reluctancia es igual a:
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T Icogg,RC =
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donde las expresiones de K1
n y K1′

n vienen dadas por la ecuación (D.2).
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Región II

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación D.31) e y
(ecuación D.32) de la inducción en la región II del caso Ranura Completa,
obtenemos que el par de reluctancia se puede poner como:
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Región III

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación D.33) e y
(ecuación D.34) de la inducción en la región III del caso Ranura Completa,
obtenemos que el par de reluctancia se expresa mediante:
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donde las expresiones de K3
n y K3′

n vienen dadas por la ecuación (D.5).
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Región IV

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación D.35) e y
(ecuación D.36) de la inducción en la región IV del caso Ranura Completa,
obtenemos que el par de reluctancia tiene por expresión:
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Región V

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación D.37) e y
(ecuación D.38) de la inducción en la región V del caso Ranura Completa,
obtenemos que el par de reluctancia es igual a:
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donde las expresiones de K5
n y K5′

n vienen dadas por la ecuación (D.8).
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Región VI

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación D.39) e y
(ecuación D.40) de la inducción en la región VI del caso Ranura Completa,
obtenemos que el par de reluctancia tiene por expresión:
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Apéndice E

Expresiones del caso Ranura
Parcial

En este apéndice se recogen, para el caso Ranura Parcial, las expresiones
del potencial magnético escalar en cada región, de las derivadas del potencial
magnético escalar en las fronteras laterales, de las ecuaciones en las fron-
teras laterales y de las componentes de la inducción, del �ujo y del par de
reluctancia en cada región. Estas expresiones son:

E.1. Expresiones del potencial magnético esca-

lar en cada región

Las expresiones del potencial magnético escalar en cada región del caso
Ranura Parcial son las siguientes:

Región I: La �gura E.1 muestra la región I. El potencial en esta región, lo
obtenemos a partir de las expresiones de potencial obtenidas en el caso#5,
en el caso#10 y en el caso#12. Por lo tanto su potencial será:

ϕIm = +
∞∑
n=1

bn,1 csch
[
nπ(h+g)

sz

]
sen
(
nπx
sz

)
senh

(
nπy
sz

)
+

+
∞∑
n=1

K1
n csch

(
nπsz
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
w=1

Qwcsch
(
wπsz
h+g

)
senh

[
wπ(sz−x)
h+g

]
sen
(
wπy
h+g

)
(E.1)
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Figura E.1: Región I. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
caso#5, del caso#10 y del caso#12.

donde:

K1
n =

2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
q=1

q (1− δq,n(1−α))

q2 − n2(1− α)2 Hq+
∞∑
q=1

(1− α)Hq δq,n(1−α) cos

(
qπh

g

)
(E.2)

Región II: El potencial en la región II (�gura E.2) lo obtendremos por
superposición del caso#4, del caso#5 y del caso#12, resultando:

ϕIIm = +
∞∑
n=1

bn,2csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+
∞∑
q=1

Hq csch
(
qπt
g

)
senh

[
qπ(t−x)

g

]
sen
(
q πy
g

)
+

+
∞∑
l=1

Ml csch
(
lπt
g

)
senh

(
lπx
g

)
sen
(
l πy
g

)
(E.3)

Región III: La �gura E.3 muestra la región III. El potencial en esta región,
lo obtenemos a partir de la expresión del potencial de la región I del caso
actual. La expresión del potencial será entonces:
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Figura E.2: Región II. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
los casos #4, #5 y #12.

Figura E.3: Región III. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la expresión del potencial de la región I del caso actual.
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ϕIIIm =
∞∑
k=1

bn,3 csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+
∞∑
n=1

K3
ncsch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K3′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(E.4)

donde:

K3
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
m=1

m (1−δm,n(1−α))
m2−n2(1−α)2

Lm +
∞∑
m=1

(1− α)Lm δm,n(1−α) cos
(
mπh
g

)
K3′
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
l=1

l (1−δl,n(1−α))
l2−n2(1−α)2

Ml +
∞∑
l=1

(1− α)Ml δl,n(1−α) cos
(
lπh
g

)
(E.5)

Región IV: El potencial en la región IV lo obtenemos por superposición
de los casos #1, #4 y #5, llegando a:

Figura E.4: Región IV. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
caso#1, del caso#4 y del caso#5.
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ϕIVm =
∞∑
k=1

4V0
(2k−1) π

csch
[

(2k−1)πg
t

]
sen
[

(2k−1)πx
t

]
senh

[
(2k−1)πy

t

]
+

+
∞∑
m=1

Lmcsch
(
mπt
g

)
senh

[
mπ(t−x)

g

]
sen
(
mπy
g

)
+

+
∑
r=1

Prcsch
(
rπt
g

)
senh

(
rπx
g

)
sen
(
r πy
g

)
(E.6)

Región V: El potencial en la región V (�gura E.5) lo obtendremos a partir
de la expresión del potencial de la región I del caso actual, resultando:

Figura E.5: Región V. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
potencial de la región I del caso actual.

ϕVm =
∞∑
k=1

bn,4 csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+
∞∑
n=1

K5
ncsch

(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

K5′
n csch

(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(E.7)
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donde:

K5
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
p=1

p (1−δp,n(1−α))
p2−n2(1−α)2

Rp +
∞∑
p=1

(1− α)Rp δp,n(1−α) cos
(
pπh
g

)

K5′
n = 2 (1−α)

π
sen (nπα)

∞∑
r=1

r (1−δr,n(1−α))
r2−n2(1−α)2

Pr +
∞∑
r=1

(1− α)Pr δr,n(1−α) cos
(
rπh
g

)
(E.8)

Región VI: El potencial en la región VI (�gura E.6) lo obtendremos a
partir de la expresión del potencial de la región II del caso actual, siendo su
expresión:

Figura E.6: Región VI. El potencial en esta región lo obtenemos a partir del
potencial de la región II del caso actual.

ϕV Im = +
∞∑
n=1

bn,5csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+
∞∑
p=1

Rp csch
(
pπt
g

)
senh

[
pπ(t−x)

g

]
sen
(
pπy
g

)
+

+
∞∑
u=1

Vu csch
(
uπt
g

)
senh

(
uπx
g

)
sen
(
uπy
g

)
(E.9)
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Región VII: El potencial en la región VII (�gura E.7) lo obtendremos por
superposición del caso#4, del caso#11 y del caso#12, llegando a:

Figura E.7: Región VII. El potencial en esta región lo obtenemos por super-
posición del caso#4, del caso#11 y del caso#12.

ϕV IIm =
∞∑
k=1

bn,6csch
[
nπ(h+g)
s(1−z)

]
sen
[

nπx
s(1−z)

]
senh

[
nπy
s(1−z)

]
+

+
∞∑
n=1

K7′
n csch

[
nπs(1−z)
h+g

]
senh

[
nπ(s(1−z)−x)

h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
−

−
∞∑
w=1

Qwcsch
[
wπs(1−z)
h+g

]
senh

(
wπx
h+g

)
sen
(
wπy
h+g

)
(E.10)

donde:

K7′

n =
2 (1− α)

π
sen(nπα)

∞∑
u=1

u (1− δu,n(1−α))

u2 − n2(1− α)2 Vu+
∞∑
u=1

(1− α)Vu δu,n(1−α) cos

(
uπh

g

)
(E.11)

Región VIII: Una vez halladas las expresiones del potencial escalar en las
regiones situadas bajo el polo norte (regiones I a VII) podemos obtener el
potencial escalar en cualquier otra región sin más que considerar la periodi-
cidad anticíclica del problema; por ello, la expresión del potencial escalar en
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la región VIII será idéntica a la de la región I pero con signo contrario:

ϕV IIIm = −
∞∑
n=1

bn,1 csch
[
nπ(h+g)

sz

]
sen
(
nπx
sz

)
senh

(
nπy
sz

)
−

−
∞∑
n=1

K1
n csch

(
nπsz
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
−

−
∞∑
w=1

Qwcsch
(
wπsz
h+g

)
senh

[
wπ(sz−x)
h+g

]
sen
(
wπy
h+g

)
(E.12)

donde la expresión de K1
n viene dada por la ecuación (E.2).

E.2. Expresiones de las derivadas en las fron-

teras laterales

Las expresiones de las derivadas en las fronteras laterales para el caso
Ranura Parcial son las siguientes:

Derivada en la región I: A partir de la ecuación (E.1) obtenemos:

g dϕ
I
m

dx

∣∣∣
x=sz

=
∞∑
n=1

bn,1(−1)n · nπ
µβz
· csch

[
nπ

µβz(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβz

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K1
n · nπ(1− α) · coth [nπµβz(1− α)] · sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
w=1

Qwwπ(1− α)csch [wπµβz(1− α)] · sen
[
w π(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(E.13)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde la expresión de K1
n viene

dada por la ecuación (E.2).

Derivadas en la región II: A partir de la ecuación (E.3) obtenemos:

g dϕ
II
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,2
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
q=1

Hq q π coth [qπ µ(1− β)] sen
(
q πy
g

)
+

+
∞∑
l=1

Ml l πcsch [l π µ(1− β)] sen
(
l πy
g

)
(E.14)
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
II
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
n=1

bn,2(−1)n nπ
µ(1−β)

· csch
[

nπ
µ(1−β)

]
· senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
q=1

Hq q πcsch [q π µ(1− β)] sen
(
q πy
g

)
+

+
∞∑
l=1

Ml l π coth [l π µ(1− β)] sen
(
l πy
g

)
(E.15)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Derivadas en la región III: A partir de la ecuación (E.4) obtenemos:

g dϕ
III
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,3 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K3
n · nπ (1− α) · csch [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K3′
n · nπ (1− α) · coth [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(E.16)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
III
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
n=1

bn,3(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K3
nnπ (1− α) · coth [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K3′
n nπ (1− α) · csch [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(E.17)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K3
n y K3′

n

vienen dadas por la ecuación (E.5).
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Derivadas en la región IV: A partir de la ecuación (E.6) obtenemos:

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=1

4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
· senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
−

−
∞∑
m=1

Lmmπ coth [mπ µ(1− β)] · sen
(
mπy
g

)
+
∞∑
r=1

Pr r πcsch [r π µ(1− β)] · sen
(
rπy
g

)
(E.18)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
k=1

−4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
· senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
−

−
∞∑
m=1

Lmmπcsch [mπ µ(1− β)] · sen
(
mπy
g

)
+

+
∞∑
r=1

Pr r π coth [r π µ(1− β)] · sen
(
rπy
g

)
(E.19)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Derivadas en la región V: A partir de la ecuación (E.7) obtenemos:

g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,4 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K5
n · nπ (1− α) · csch [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K5′
n · nπ (1− α) · coth [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(E.20)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
n=1

bn,4(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K5
nnπ (1− α) · coth [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K5′
n nπ (1− α) · csch [nπµβ (1− α)] · sen

[
nπ (1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(E.21)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K5
n y K5′

n

vienen dadas por la ecuación (E.8).

Derivadas en la región VI: A partir de la ecuación (E.9) obtenemos:

g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,5
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
p=1

Rp p π coth [pπ µ(1− β)] sen
(
p πy
g

)
+

+
∞∑
u=1

Vu u πcsch [u π µ(1− β)] sen
(
uπy
g

)
(E.22)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
n=1

bn,5(−1)n nπ
µ(1−β)

· csch
[

nπ
µ(1−β)

]
· senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
p=1

Rp p πcsch [p π µ(1− β)] sen
(
p πy
g

)
+

+
∞∑
u=1

Vu u π coth [u π µ(1− β)] sen
(
uπy
g

)
(E.23)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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Derivadas en la región VII; A partir de la ecuación (E.10) obtenemos:

g dϕ
V II
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,6 · nπ
µβ(1−z) · csch

[
nπ

µβ(1−z)(1−α)

]
· senh

[
nπ

µβ(1−z)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K7
n · nπ(1− α) · coth [nπµβ (1− z) (1− α)] · sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
w=1

Qwwπ(1− α)csch [wπµβ (1− z) (1− α)] · sen
[
w π(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(E.24)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1,

g dϕ
V II
m

dx

∣∣∣
x=s(1−z)

=
∞∑
n=1

bn,6(−1)n · nπ
µβ(1−z) · csch

[
nπ

µβ(1−z)(1−α)

]
· senh

[
nπ

µβ(1−z)(1−α)
y

h+g

]
−

−
∞∑
n=1

K7
n · nπ(1− α) · csch [nπµβ (1− z) (1− α)] · sen

(
nπy
h+g

)
−

−
∞∑
w=1

Qwwπ(1− α) coth [wπµβ (1− z) (1− α)] · sen
(
wπy
h+g

)
(E.25)

para valores de y/(h+)g tal que 0 ≤ y/(h + g) ≤ 1, donde la expresión de
K7
n viene dada por la ecuación (E.11).

Derivada en la región VIII: A partir de la ecuación (E.12) obtenemos:

g dϕ
V III
m

dx

∣∣∣
x=0

= −
∞∑
n=1

bn,1 · nπµβz · csch
[

nπ
µβz(1−α)

]
· senh

[
nπ

µβz(1−α)
y

h+g

]
−

−
∞∑
n=1

K1
n · nπ(1− α) · csch [nπµβz(1− α)] · sen

(
nπy
h+g

)
+

+
∞∑
w=1

Qwwπ(1− α) coth [wπµβz(1− α)] · sen
(
wπy
h+g

)
(E.26)

para valores de y/(h + g) tal que 0 ≤ y/(h + g) ≤ 1, donde la expresión de
K1
n viene dada por la ecuación (E.2).
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E.3. Expresiones de las ecuaciones en las fron-

teras comunes

Las expresiones de las ecuaciones en las fronteras comunes para el caso
Ranura Parcial son las siguientes:

Frontera común región I y región II: A partir de las ecuaciones (E.13)
y (E.14) y aplicando que

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=sz

=
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

o, si multiplcamos por g:

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=sz

= g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
w=1

{
wπ(1− α) csch [wπµβz(1− α)] sen

[
w π(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Qw+

+
∞∑
q=1

{
qπ coth [qπ µ(1− β)] sen

(
q π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

· coth [nπµβz(1− α)] ·sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Hq−

−
∞∑
l=1

{
lπcsch [nπ µ (1− β)] sen

(
l π y

g

)}
Ml =

= −
∞∑
n=1

bn,1(−1)n nπ
µβz

csch
[

nπ
µβz(1−α)

]
senh

[
nπ
µβz

(
α

1−α + y
g

)]
+

+
∞∑
n=1

bn,2
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(E.27)



474 Expresiones del caso Ranura Parcial

Frontera común región II y región III: A partir de las ecuaciones
(E.15) y (E.16) y aplicando que

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
q=1

{
qπ csch [qπ µ(1− β)] sen

(
qπ y

g

)}
Hq+

+
∞∑
l=1

{
lπ coth [lπ µ(1− β)] sen

(
l π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml−

−
∞∑
m=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm =

= −
∞∑
n=1

bn,2(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,3 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(E.28)

Frontera común región III y región IV: A partir de las ecuaciones
(E.17) y (E.18) y aplicando que

dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0
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resultando, al multiplcar por g:

g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
l=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml+

+
∞∑
m=1

{
mπ coth [mπ µ(1− β)] sen

(
mπ y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm−

−
∞∑
r=1

{
rπ csch [rπ µ(1− β)] sen

(
r π y

g

)}
Pr =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,3
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
k=1

4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
(E.29)

Frontera común región IV y región V: A partir de las ecuaciones
(E.19) y (E.20) y aplicando que

dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0

es decir:

g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
m=1

{
mπ csch [mπ µ(1− β)] sen

(
mπy
g

)}
Lm+

+
∞∑
r=1

{
rπ coth [rπ µ(1− β)] sen

(
r πy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr−

−
∞∑
p=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp =

=
∞∑
k=1

+4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,4 · nπµβ · csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(E.30)

Frontera común región V y región VI: A partir de las ecuaciones
(E.21) y (E.22) y aplicando que

dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0

o lo que es equivalente

g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
r=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr+

+
∞∑
p=1

{
pπ coth [pπ µ(1− β)] sen

(
pπy
g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp−

−
∞∑
u=1

{
uπ csch [uπ µ(1− β)] sen

(
uπy
g

)}
Vu =

= −
∞∑
n=1

bn,4(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
n=1

bn,5
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(E.31)

Frontera común región VI y región VII: A partir de las ecuaciones
(E.23) y (E.24) y aplicando que

dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0

o bien:

g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
p=1

{
pπ csch [pπ µ(1− β)] sen

(
p π y

g

)}
Rp+

+
∞∑
u=1

{
uπ coth [uπ µ(1− β)] sen

(
uπ y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δu,n(1−α) cos

(
uπh
g

)
+ 2nu (1−α)2sen(nπα)

u2−n2(1−α)2
(1− δu,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ (1− z) (1− α)] · sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Vu+

+
∞∑
w=1

{wπ (1− α)csch [w π µβ (1− z) (1− α)] ·

· sen
[
w π(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Qw =

= −
∞∑
n=1

bn,5(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,6
nπ

µβ(1−z)csch
[

nπ
µβ(1−z)(1−α)

]
senh

[
nπ

µβ(1−z)

(
α

1−α + y
g

)]
(E.32)

Frontera común región VII y región VIII: A partir de las ecuaciones
(E.25) y (E.26) y aplicando que

dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=s(1−z)

=
dϕV IIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

= − dϕ
I
m

dx

∣∣∣∣
x=0

que equivale a:

g
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=s(1−z)

= g
dϕV IIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

= −g dϕ
I
m

dx

∣∣∣∣
x=0
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/(h+ g)+ ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
u=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δu,n(1−α) cos

(
uπh
g

)
+ 2nu (1−α)2sen(nπα)

u2−n2(1−α)2
(1− δu,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− z)(1− α)] sen
[
nπ y

h+g

]}
Vu−

−
∞∑
w=1

{wπ(1− α) [coth (wπµβ(1− z)(1− α)) + coth (wπµβz(1− α))] ·

· sen
(
wπ y

h+g

)}
Qw+

+
∞∑
q=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβz(1− α)] sen
(
nπ y

h+g

)}
Hq =

= −
∞∑
n=1

bn,6(−1)n nπ
µβ(1−z)csch

[
nπ

µβ(1−z)(1−α)

]
senh

[
nπ

µβ(1−z)(1−α)
y

h+g

]
−

−
∞∑
n=1

bn,1
nπ
µβz

csch
[

nπ
µβz(1−α)

]
senh

[
nπ

µβz(1−α)
y

h+g

]
(E.33)

E.4. Expresiones de las componentes de la in-

ducción en cada región

Las expresiones de las componentes de la inducción en cada región del
caso Ranura Parcial son las siguientes:
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Región I

Componente x de la inducción magnética en la región I:

BI
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
sz

csch
[
nπ(h+g)

sz

]
cos
(
nπx
sz

)
senh

(
nπy
sz

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K1
n

nπ
h+g

csch
(
nπsz
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
h+g

csch
(
wπsz
h+g

)
cosh

[
wπ(sz−x)
h+g

]
sen

(
wπy
h+g

)
(E.34)

Componente y de la inducción magnética en la región I:

BI
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
sz

csch
[
nπ(h+g)

sz

]
sen
(
nπx
sz

)
cosh

(
nπy
sz

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K1
n

nπ
h+g

csch
(
nπsz
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
h+g

csch
(
wπsz
h+g

)
senh

[
wπ(sz−x)
h+g

]
cos
(
wπy
h+g

)
(E.35)

donde la expresión de K1
n viene dada por la ecuación (E.2).

Región II

Componente x de la inducción magnética en la región II:

BII
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπt
g

)
cosh

[
qπ(t−x)

g

]
sen
(
q πy
g

)
−

−µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
cosh

(
lπx
g

)
sen
(
l πy
g

)
(E.36)
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Componente y de la inducción magnética en la región II:

BII
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπt
g

)
senh

[
qπ(t−x)

g

]
cos
(
q πy
g

)
−

−µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
senh

(
lπx
g

)
cos
(
l πy
g

)
(E.37)

Región III

Componente x de la inducción magnética en la región III:

BIII
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,3
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K3
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K3′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(E.38)

Componente y de la inducción magnética en la región III:

BIII
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,3
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K3
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K3′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(E.39)

donde las expresiones de K3
n y K3′

n vienen dadas por la ecuación (E.5).
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Región IV

Componente x de la inducción magnética en la región IV:

BIV
x = −µ0

∞∑
k=1

4V0
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
cos
[

(2k−1)πx
t

]
senh

[
(2k−1)πy

t

]
+

+µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
cosh

[
mπ(t−x)

g

]
sen
(
mπy
g

)
−

−µ0

∞∑
r=1

Pr
rπ
g

csch
(
rπt
g

)
cosh

(
rπx
g

)
sen
(
r πy
g

)
(E.40)

Componente y de la inducción magnética en la región IV:

BIV
y = −µ0

∞∑
k=1

4V0
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
sen
[

(2k−1)πx
t

]
cosh

[
(2k−1)πy

t

]
−

−µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
senh

[
mπ(t−x)

g

]
cos
(
mπy
g

)
−

−µ0

∞∑
r=1

Pr
rπ
g

csch
(
rπt
g

)
senh

(
rπx
g

)
cos
(
rπy
g

)
(E.41)

Región V

Componente x de la inducción magnética en la región V:

BV
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,4
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K5
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K5′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(E.42)



E.4 Expresiones de las componentes de la inducción en cada
región 483

Componente y de la inducción magnética en la región V:

BV
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,4
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K5
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K5′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(E.43)

donde las expresiones de K5
n y K5′

n vienen dadas por la ecuación (E.8).

Región VI

Componente x de la inducción magnética en la región VI:

BV I
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,5
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
cosh

[
pπ(t−x)

g

]
sen
(
p πy
g

)
−

−µ0

∞∑
u=1

Vu
uπ
g

csch
(
uπt
g

)
cosh

(
uπx
g

)
sen
(
uπy
g

)
(E.44)

Componente y de la inducción magnética en la región VI:

BV I
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,5
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
senh

[
pπ(t−x)

g

]
cos
(
p πy
g

)
−

−µ0

∞∑
u=1

Vu
uπ
g

csch
(
uπt
g

)
senh

(
uπx
g

)
cos
(
uπy
g

)
(E.45)
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Región VII

Componente x de la inducción magnética en la región VII:

BV II
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,6
nπ

s(1−z)csch
[
nπ(h+g)
s(1−z)

]
cos
[

nπx
s(1−z)

]
senh

[
nπy
s(1−z)

]
+

+µ0

∞∑
n=1

K7′
n

nπ
h+g

csch
[
nπs(1−z)
h+g

]
cosh

[
nπ(s(1−z)−x)

h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
h+g

csch
[
wπs(1−z)
h+g

]
cosh

(
wπx
h+g

)
sen
(
wπy
h+g

)
(E.46)

Componente y de la inducción magnética en la región VII:

BV II
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,6
nπ

s(1−z)csch
[
nπ(h+g)
s(1−z)

]
sen
[

nπx
s(1−z)

]
cosh

[
nπy
s(1−z)

]
−

−µ0

∞∑
n=1

K7′
n

nπ
h+g

csch
[
nπs(1−z)
h+g

]
senh

[
nπ(s(1−z)−x)

h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
h+g

csch
[
wπs(1−z)
h+g

]
senh

(
wπx
h+g

)
cos
(
wπy
h+g

)
(E.47)

donde la expresión de K7
n viene dada por la ecuación (E.11).

E.5. Expresiones del �ujo en cada región

Las expresiones del �ujo en cada región del caso Ranura Parcial son las
siguientes:

Región I

Flujos que atraviesan la región I:

φ1
I = µ0

∞∑
n=1

bn,1csch
[
nπ(h+g)

sz

] [
cosh

(
nπh
sz

)
− 1
]

+

+µ0

∞∑
n=1

K1
n csch

(
nπsz
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
w=1

Qw coth
(
wπsz
h+g

) [
1− cos

(
wπh
h+g

)]
(E.48)
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φ2
I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),1 csch
[

(2k−1)π(h+g)
sz

]
+

+µ0

∞∑
n=1

K1
n csch

(
nπsz
h+g

) [
cosh

(
nπsz
h+g

)
− 1
]
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw csch
(
wπsz
h+g

) [
cosh

(
wπsz
h+g

)
− 1
]

(E.49)

φ3
I = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,1csch
[
nπ(h+g)

sz

] [
cosh

(
nπh
sz

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K1
n coth

(
nπsz
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw csch
(
wπsz
h+g

) [
1− cos

(
wπh
h+g

)]
(E.50)

φ4
I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),1 csch
[

(2k−1)π(h+g)
sz

]
cosh

[
(2k−1)πh

sz

]
+

+µ0

∞∑
n=1

K1
n csch

(
nπsz
h+g

) [
cosh

(
nπsz
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw csch
(
wπsz
h+g

) [
cosh

(
wπsz
h+g

)
− 1
]

cos
(
wπh
h+g

)
(E.51)

donde la expresión de K1
n viene dada por la ecuación (E.2).

Región II

Flujo que atraviesa la región II:

φII = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),2 csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
q=1

[Hq +Mq] csch
(
qπt
g

) [
cosh

(
qπt
g

)
− 1
] (E.52)
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Región III

Flujos que atraviesan la región III:

φ1
III = µ0

∞∑
n=1

bn,3csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]

+

+µ0

∞∑
n=1

K3
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K3′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(E.53)

φ2
III = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),3 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K3
n +K3′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (E.54)

φ3
III = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,3csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K3
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K3′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(E.55)

φ4
III = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),3 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K3
n +K3′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (E.56)

donde las expresiones de K3
n y K3′

n vienen dadas por la ecuación (E.5).

Región IV

Flujo que atraviesan la región IV:
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φIV = µ0

∞∑
k=1

8V0
(2k−1) π

csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
m=1

[Lm + Pm] csch
(
mπt
g

) [
cosh

(
mπt
g

)
− 1
] (E.57)

Región V

Flujos que atraviesa la región V:

φ1
V = µ0

∞∑
n=1

bn,4csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]

+

+µ0

∞∑
n=1

K5
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K5′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(E.58)

φ2
V = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),4 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K5
n +K5′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (E.59)

φ3
V = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,4csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K5
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K5′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(E.60)

φ4
V = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),4 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K5
n +K5′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (E.61)

donde las expresiones de K5
n y K5′

n vienen dadas por la ecuación (E.8).
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Región VI

Flujo que atraviesan la región VI:

φV I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),5 csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
u=1

[Rp + Vp] csch
(
uπt
g

) [
cosh

(
uπt
g

)
− 1
] (E.62)

Región VII

Flujos que atraviesan la región VII:

φ1
V II = µ0

∞∑
n=1

bn,6csch
[
nπ(h+g)
s(1−z)

] {
cosh

[
nπh
s(1−z)

]
− 1
}
−

−µ0

∞∑
n=1

K7′
n coth

[
nπs(1−z)
h+g

] [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
w=1

Qwcsch
[
wπs(1−z)
h+g

] [
1− cos

(
wπh
h+g

)]
(E.63)

φ2
V II = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),6 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s(1−z)

]
+

+µ0

∞∑
n=1

K7′
n csch

[
nπs(1−z)
h+g

]{
cosh

[
nπs(1−z)
h+g

]
− 1
}
−

−µ0

∞∑
w=1

Qwcsch
[
wπs(1−z)
h+g

]{
cosh

[
wπs(1−z)
h+g

]
− 1
}

(E.64)

φ3
V II = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,6csch
[
nπ(h+g)
s(1−z)

] {
cosh

[
nπh
s(1−z)

]
− 1
}

+

+µ0

∞∑
n=1

K7′
n csch

[
nπs(1−z)
h+g

] [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw coth
[
wπs(1−z)
h+g

] [
1− cos

(
wπh
h+g

)]
(E.65)
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φ4
V II = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),6 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s(1−z)

]
cosh

[
(2k−1)πh
s(1−z)

]
+

+µ0

∞∑
n=1

K7′
n csch

[
nπs(1−z)
h+g

]{
cosh

[
nπs(1−z)
h+g

]
− 1
}

cos
(
nπh
h+g

)
−

−µ0

∞∑
w=1

Qwcsch
[
wπs(1−z)
h+g

]{
cosh

[
wπs(1−z)
h+g

]
− 1
}

cos
(
wπh
h+g

)
(E.66)

donde la expresión de K7
n viene dada por la ecuación (E.11).

E.6. Expresiones del par de reluctancia en cada

región

El caso Ranura Parcial está formado por siete regiones, siendo el par de
reluctancia total igual a la suma del par de reluctancia originado en cada
región, tal y como expresábamos mediante la ecuación 5.124:

Tcogg,RP = T Icogg,RP + T IIcogg,RP + T IIIcogg,RP + T IVcogg,RP+

+T Vcogg,RP + T V Icogg,RP + T V IIcogg,RP

Las expresiones del par de reluctancia en cada región del caso Ranura
Parcial son las siguientes:

Región I

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación E.34) e y
(ecuación E.35) de la inducción en la región I del caso Ranura Parcial, obte-
nemos que el par de reluctancia es igual a:
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T Icogg,RP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

sz∫
0

BI
x (x, Y ) BI

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,1bm,1 csch
[
nπ(h+g)

sz

]
csch

[
mπ(h+g)

sz

]
·

·senh
(
nπY
sz

)
cosh

(
mπY
sz

)
π
sz

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,1 csch
[
nπ(h+g)

sz

]
csch

(
mπsz
h+g

)
· senh

(
nπY
sz

)
cos
(
mπY
h+g

)
·

·nπ
sz

[(−1)ncosh(mπsh+g )−1]K1
m+[cosh(mπszh+g )−(−1)n]Qm

1+( nm
h+g
sz )

2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bm,1csch
(
nπsz
h+g

)
csch

[
mπ(h+g)

sz

]
sen
(
nπY
h+g

)
cosh

(
mπY
sz

)
·

· nπ
h+g

[1−(−1)mcosh(nπszh+g )]K1
n−[cosh(nπszh+g )−(−1)m]Qn

1+( nm
sz
h+g )

2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
w=1

(K1
nK

1
w −QnQw) csch

(
nπsz
h+g

)
csch

(
wπsz
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
wπY
h+g

)
π
h+g

[
(1− δn,w) nw

n2−w2

(
w + nsenh

(
nπsz
h+g

)
senh

(
wπsz
h+g

)
−

−w cosh
(
nπsz
h+g

)
cosh

(
wπsz
h+g

))]
+ δn,w

w
2
senh2

(
wπsz
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
w=1

(K1
nQw −QnK

1
w) csch

(
nπsz
h+g

)
csch

(
wπsz
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
wπY
h+g

)
nπ
h+g

[
(1− δn,w) w2

n2−w2

(
cosh

(
nπsz
h+g

)
− cosh

(
wπsz
h+g

))
+

+ δn,w · wπh+g
· sz

2
· senh

(
wπsz
h+g

)]}
(E.67)

donde la expresión de K1
n viene dada por la ecuación (E.2).
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Región II

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación E.36) e y
(ecuación E.37) de la inducción en la región II del caso Ranura Parcial,
obtenemos que el par de reluctancia se puede poner como:

T IIcogg,RP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

t∫
0

BII
x (x, Y ) BII

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,2bm,2 csch
(
nπg
t

)
csch

(
mπg
t

)
·

·senh
(
nπY
t

)
cosh

(
mπY
t

)
π
t

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
q=1

bn,2 csch
(
nπg
t

)
csch

(
qπt
g

)
· senh

(
nπY
t

)
cos
(
q πY
g

)
·

·nπ
t

[cosh( qπtg )−(−1)n]Hq+[(−1)ncosh( qπtg )−1]Mq

1+(nq
g
t )

2 −

−
∞∑
q=1

∞∑
n=1

bn,2csch
(
qπt
g

)
csch

(
nπg
t

)
sen
(
q πY
g

)
cosh

(
nπY
t

)
·

· qπ
g

[cosh( qπtg )−(−1)n]Hq−[1−(−1)ncosh( qπtg )]Mq

1+( qn
t
g )

2 −

−
∞∑
q=1

∞∑
l=1

(HqHl −MqMl) csch
(
qπt
g

)
csch

(
lπt
g

)
sen
(
q πY
g

)
·

· cos
(
l πY
g

)
π
g

[
(1− δl,q) lq

q2−l2

(
l + qsenh

(
qπt
g

)
senh

(
lπt
g

)
−

−l cosh
(
qπt
g

)
cosh

(
lπt
g

))]
+ δl,q

q
2
senh2

(
qπt
g

)
−

−
∞∑
q=1

∞∑
l=1

(HqMl −MqHl) csch
(
qπt
g

)
csch

(
lπt
g

)
sen
(
q πY
g

)
·

· cos
(
l πY
g

)
qπ
g

[
(1− δl,q) l2

q2−l2

(
cosh

(
qπt
g

)
− cosh

(
lπt
g

))
+

+ δl,q · lπt2g
· senh

(
lπt
g

)]}

(E.68)
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Región III

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación E.38) e y
(ecuación E.39) de la inducción en la región III del caso Ranura Parcial,
obtenemos que el par de reluctancia se expresa mediante:

T IIIcogg,RP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

s∫
0

BIII
x (x, Y ) BIII

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,3bm,3 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

[
mπ(h+g)

s

]
·

·senh
(
nπY
s

)
cosh

(
mπY
s

)
π
s

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,3 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

(
mπs
h+g

)
· senh

(
nπY
s

)
cos
(
mπY
h+g

)
·

·nπ
s

[(−1)ncosh(mπsh+g )−1]K3
m+[cosh(mπsh+g )−(−1)n]K3′

m

1+( nm
h+g
s )

2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bm,3csch
(
nπs
h+g

)
csch

[
mπ(h+g)

s

]
sen
(
nπY
h+g

)
cosh

(
mπY
s

)
·

· nπ
h+g

[1−(−1)mcosh( nπsh+g )]K3
n−[cosh( nπsh+g )−(−1)m]K3′

n

1+( nm
s

h+g )
2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K3
nK

3
m −K3′

n K
3′
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
π
h+g

[
(1− δm,n) mn

n2−m2

(
m+ nsenh

(
nπs
h+g

)
senh

(
mπs
h+g

)
−

−m cosh
(
nπs
h+g

)
cosh

(
mπs
h+g

))]
+ δm,n

m
2

senh2
(
nπs
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K3
nK

3′
m −K3′

n K
3
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
nπ
h+g

[
(1− δm,n) m2

n2−m2

(
cosh

(
nπs
h+g

)
− cosh

(
mπs
h+g

))
+

+ δm,n · mπh+g
· s

2
· senh

(
nπs
h+g

)]}
(E.69)
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donde las expresiones de K3
n y K3′

n vienen dadas por la ecuación (E.5).

Región IV

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación E.40) e y
(ecuación E.41) de la inducción en la región IV del caso Ranura Parcial,
obtenemos que el par de reluctancia tiene por expresión:

T IVcogg,RP =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

t∫
0

BIV
x (x, Y ) BIV

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
k=1

∞∑
m=1

4Vo
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
csch

(
mπt
g

)
·

·senh
[

(2k−1)πY
t

]
cos
(
mπY
g

)
cosh(mπtg )+1

1+( 2k−1
m
· g
t )

2 (Lm − Pm)−

−
∞∑
m=1

∞∑
k=1

4Vo
t

csch
(
mπt
g

)
csch

[
(2k−1)πg

t

]
sen
(
mπY
g

)
·

· cosh
[

(2k−1)πY
t

]
2k−1
m
· g
t
· 1+cosh(mπtg )

1+( 2k−1
m
· g
t )

2 (Lm − Pm)−

−
∞∑
m=1

∞∑
r=1

(Lm Lr − Pm Pr) csch
(
mπt
g

)
csch

(
rπt
g

)
sen
(
mπY
g

)
·

· cos
(
r πY
g

)
π
g

[
(1− δm,r) mr

m2−r2

(
r +msenh

(
mπt
g
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(E.70)

Región V

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación E.42) e y
(ecuación E.43) de la inducción en la región V del caso Ranura Parcial,
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obtenemos que el par de reluctancia es igual a:
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(E.71)

donde las expresiones de K5
n y K5′

n vienen dadas por la ecuación (E.8).
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Región VI

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación E.44) e y
(ecuación E.45) de la inducción en la región VI del caso Ranura Parcial,
obtenemos que el par de reluctancia tiene por expresión:
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∞∑
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Región VII

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación E.46) e y
(ecuación E.47) de la inducción en la región VII del caso Ranura Parcial,
obtenemos que el par de reluctancia se puede expresar como:

T V IIcogg,RP =
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donde la expresión de K7
n viene dada por la ecuación (E.11).



Apéndice F

Expresiones del caso Diente
Completo

En este apéndice se recogen, para el caso Diente Completo, las expre-
siones del potencial magnético escalar en cada región, de las derivadas del
potencial magnético escalar en las fronteras laterales, de las ecuaciones en las
fronteras laterales y de las componentes de la inducción, del �ujo y del par
de reluctancia en cada región. Estas expresiones son:

F.1. Expresiones del potencial magnético esca-

lar en cada región

Las expresiones del potencial magnético escalar en cada región del caso
Diente Completo son las siguientes:

Región I: La �gura F.1 muestra la región I. El potencial en esta región lo
obtenemos a partir de la expresión del potencial obtenida en la región I del
caso Diente Parcial. Por lo tanto su potencial será:

ϕIm =
∞∑
n=1

bn,1csch
(
nπg
t

)
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nπx
t
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nπy
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∞∑
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)
+

+
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(
qπt
g

)
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(
qπx
g

)
sen
(
q πy
g

)
(F.1)
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Figura F.1: Región I. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de la
Región I del caso Diente Parcial.

Región II: El potencial en la región II (�gura F.2) lo obtenemos a partir
de la expresión del potencial obtenida en la Región II del caso Diente Parcial,
resultando:
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]
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∞∑
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(F.2)

donde:
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n = 2 (1−α)

π
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∞∑
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∞∑
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∞∑
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(F.3)
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Figura F.2: Región II. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la Región II del caso Diente Parcial.

Región III: La �gura F.3 muestra la región III. El potencial en esta región,
lo obtenemos a partir de la expresión del potencial de la Región IV del caso
Ranura Completa. La expresión del potencial será entonces:
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∞∑
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(F.4)

Región IV: El potencial en la región IV (�gura F.4) lo obtenemos a partir
de la expresión del potencial de la Región IV del caso Diente Parcial, llegando
a:
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Figura F.3: Región III. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la Región IV del caso Ranura Completa.

Figura F.4: Región IV. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la Región IV del caso Diente Parcial.
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ϕIVm =
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(F.5)

donde:
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∞∑
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(F.6)

Región V: El potencial en la región V (�gura F.5) lo obtenemos a partir
de la expresión del potencial de la Región I del caso actual, resultando:
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(F.7)

Región VI: El potencial en la región VI (�gura F.6) lo obtendremos a
partir de la expresión del potencial de la Región II del caso actual, siendo su
expresión:
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Figura F.5: Región V. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la Región I del caso actual.

Figura F.6: Región VI. El potencial en esta región lo obtenemos a partir de
la Región II del caso actual.
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donde:
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(F.9)

Región VII: Debido a la periodicidad anticíclica del problema, la expresión
del potencial escalar en la región VII será idéntica a la de la región I pero
con signo contrario, resultando:
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∞∑
n=1

bn,1csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
−

−
∞∑
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(F.10)

F.2. Expresiones de las derivadas en las fronte-

ras laterales

Las expresiones de las derivadas en las fronteras laterales para el caso
Diente Completo son las siguientes:

Derivada en la región I: A partir de la ecuación (F.1) obtenemos:

g dϕ
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∞∑
w=1

Qw w πcsch [w π µ(1− β)] sen
(
wπy
g

)
+
∞∑
q=1
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)
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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Derivadas en la región II: A partir de la ecuación (F.2) obtenemos:
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para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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(F.13)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K2
n y K2′

n

vienen dadan por la ecuación (F.3).

Derivadas en la región III: A partir de la ecuación (F.4) obtenemos:
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(F.14)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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∞∑
k=1

−4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senhh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
−

−
∞∑
l=1

Ml l πcsch [l π µ(1− β)] sen
(
l πy
g

)
+

+
∞∑
m=1

Lmmπ coth [l π µ(1− β)] sen
(
mπy
g

)
(F.15)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Derivadas en la región IV: A partir de la ecuación (F.5) obtenemos:

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
k=1

4V0
µβ

csc h
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K4
nnπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K4′
n nπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(F.16)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
IV
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
k=1

−4V0
µβ

csc h
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K4
nnπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K4′
n nπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(F.17)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K4
n y K4′

n

vienen dadas por la ecuación (F.6).
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Derivadas en la región V: A partir de la ecuación (F.7) obtenemos:

g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,3
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
r=1

Pr r π coth [r π µ(1− β)] sen
(
r πy
g

)
+
∞∑
p=1

Rp p πcsch [p π µ(1− β)] sen
(
p πy
g

)
(F.18)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

g dϕ
V
m

dx

∣∣∣
x=t

=
∞∑
n=1

bn,3(−1)n nπ
µ(1−β)

csch
[

nπ
µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
−

−
∞∑
r=1

Pr r πcsch [r π µ(1− β)] sen
(
r πy
g

)
+
∞∑
p=1

Rp p π coth [pπ µ(1− β)] sen
(
p πy
g

)
(F.19)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

Derivadas en la región VI: A partir de la ecuación (F.8) obtenemos:

g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=0

=
∞∑
n=1

bn,4
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K6
nnπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K6′
n nπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(F.20)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.
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g dϕ
V I
m

dx

∣∣∣
x=s

=
∞∑
n=1

bn,4(−1)n · nπ
µβ
· csch

[
nπ

µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(
y
g

+ α
1−α

)]
+

+
∞∑
n=1

K6
nnπ(1− α) coth [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
−

−
∞∑
n=1

K6′
n nπ(1− α)csch [nπµβ(1− α)] sen

[
nπ(1− α)

(
y
g

+ α
1−α

)]
(F.21)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, donde las expresiones de K6
n y K6′

n

vienen dadas por la ecuación (F.9).

Derivada en la región VII: A partir de la ecuación (F.10) obtenemos:

g dϕ
V II
m

dx

∣∣∣
x=0

= −
∞∑
n=1

bn,1
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
w=1

Qw w π coth [w π µ(1− β)] sen
(
wπy
g

)
−

−
∞∑
q=1

Hq q π csch [q π µ(1− β)] sen
(
q πy
g

)
(F.22)

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1.

F.3. Expresiones de las ecuaciones en las fron-

teras comunes

Las expresiones de las ecuaciones en las fronteras comunes para el caso
Diente Completo son las siguientes:

Frontera común región I y región II: A partir de las ecuaciones (F.11)
y (F.12) y aplicando que

dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0
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que equivale a:

g
dϕIm
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:

−
∞∑
w=1

{
wπ csch [wπ µ(1− β)] sen

(
w π y

g

)}
Qw+

+
∞∑
q=1

{
qπ coth [qπ µ(1− β)] sen

(
q π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Hq−

−
∞∑
l=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,1
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,2
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(F.23)

Frontera común región II y región III: A partir de las ecuaciones
(F.13) y (F.14) y aplicando que

dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

que equivale a:

g
dϕIIm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:
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−
∞∑
q=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δq,n(1−α) cos

(
qπh
g

)
+ 2nq (1−α)2sen(nπα)

q2−n2(1−α)2
(1− δq,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Hq+

+
∞∑
l=1

{
lπ coth [lπ µ(1− β)] sen

(
l π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δl,n(1−α) cos

(
lπh
g

)
+ 2nl (1−α)2sen(nπα)

l2−n2(1−α)2
(1− δl,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Ml−

−
∞∑
m=1

{
mπ csch [mπ µ(1− β)] sen

(
mπ y

g

)}
Lm =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,2
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
k=1

4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
(F.24)

Frontera común región III y región IV: A partir de las ecuaciones
(F.15) y (F.16) y aplicando que

dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

que equivale a:

g
dϕIIIm

dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:
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−
∞∑
l=1

{
lπ csch [lπ µ(1− β)] sen

(
l π y

g

)}
Ml+

+
∞∑
m=1

{
mπ coth [mπ µ(1− β)] sen

(
mπ y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm−

−
∞∑
r=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr =

=
∞∑
k=1

4V0
µ(1−β)

csch
[

(2k−1)π
µ(1−β)

]
senh

[
(2k−1)π
µ(1−β)

y
g

]
+

+
∞∑
k=1

4V0
µβ

csch
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(
α

1−α + y
g

)]
(F.25)

Frontera común región IV y región V: A partir de las ecuaciones
(F.17) y (F.18) y aplicando que

dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0

que equivale a:

g
dϕIVm
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:
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−
∞∑
m=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δm,n(1−α) cos

(
mπh
g

)
+ 2nm (1−α)2sen(nπα)

m2−n2(1−α)2
(1− δm,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Lm+

+
∞∑
r=1

{
rπ coth [rπ µ(1− β)] sen

(
r π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δr,n(1−α) cos

(
rπh
g

)
+ 2nr (1−α)2sen(nπα)

r2−n2(1−α)2
(1− δr,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Pr−

−
∞∑
p=1

{
pπ csch [pπ µ(1− β)] sen

(
p π y

g

)}
Rp =

=
∞∑
k=1

4V0
µβ

csch
[

(2k−1)π
µβ(1−α)

]
senh

[
(2k−1)π
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
+

+
∞∑
n=1

bn,3
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(F.26)

Frontera común región V y región VI: A partir de las ecuaciones
(F.19) y (F.20) y aplicando que

dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=t

=
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0

que equivale a:

g
dϕVm
dx

∣∣∣∣
x=t

= g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:
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−
∞∑
r=1

{
rπ csch [rπ µ(1− β)] sen

(
r π y

g

)}
Pr+

+
∞∑
p=1

{
pπ coth [pπ µ(1− β)] sen

(
pπ y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp+

+
∞∑
w=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δw,n(1−α) cos

(
wπh
g

)
+ 2nw (1−α)2sen(nπα)

w2−n2(1−α)2
(1− δw,n(1−α))

]
·

·csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Qw =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,3
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
+

+
∞∑
n=1

bn,4
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
(F.27)

Frontera común región VI y región VII: A partir de las ecuaciones
(F.21) y (F.22) y aplicando que

dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=s

=
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0

que equivale a:

g
dϕV Im
dx

∣∣∣∣
x=s

= g
dϕV IIm

dx

∣∣∣∣
x=0

para valores de y/g tal que 0 ≤ y/g ≤ 1, obtenemos:
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−
∞∑
p=1

{
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δp,n(1−α) cos

(
pπh
g

)
+ 2np (1−α)2sen(nπα)

p2−n2(1−α)2
(1− δp,n(1−α))

]
·

· csch [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Rp+

−
∞∑
w=1

{
wπ coth [wπ µ(1− β)] sen

(
w π y

g

)
+

+
∞∑
n=1

[
nπ (1− α)2 δw,n(1−α) cos

(
wπh
g

)
+ 2nw (1−α)2sen(nπα)

w2−n2(1−α)2
(1− δw,n(1−α))

]
·

· coth [nπ µβ(1− α)] sen
[
nπ(1− α)

(
α

1−α + y
g

)]}
Qw+

+
∞∑
q=1

{
qπ csch [qπ µ(1− β)] sen

(
q π y

g

)}
Hq =

= −
∞∑
n=1

(−1)nbn,4
nπ
µβ

csch
[

nπ
µβ(1−α)

]
· senh

[
nπ
µβ

(y
g

+ α
1−α)

]
−

−
∞∑
n=1

bn,1
nπ

µ(1−β)
csch

[
nπ

µ(1−β)

]
senh

[
nπ

µ(1−β)
y
g

]
(F.28)

F.4. Expresiones de las componentes de la in-

ducción en cada región

Las expresiones de las componentes de la inducción en cada región del
caso Diente Completo son las siguientes:

Región I

Componente x de la inducción magnética en la región I:
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BI
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
(
wπt
g

)
cosh

[
wπ(t−x)

g

]
sen
(
wπy
g

)
−

−µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπt
g

)
cosh

(
qπx
g

)
sen
(
q πy
g

)
(F.29)

Componente y de la inducción magnética en la región I:

BI
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,1
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
w=1

Qw
wπ
g

csch
(
wπt
g

)
senh

[
wπ(t−x)

g

]
cos
(
wπy
g

)
−

−µ0

∞∑
q=1

Hq
qπ
g

csch
(
qπt
g

)
senh

(
qπx
g

)
cos
(
q πy
g

)
(F.30)

Región II

Componente x de la inducción magnética en la región II:

BII
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K2
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K2′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(F.31)

Componente y de la inducción magnética en la región II:

BII
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,2
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K2
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K2′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(F.32)

donde las expresiones de K2
n y K2′

n vienen dadas por la ecuación (F.3).
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Región III

Componente x de la inducción magnética en la región III:

BIII
x = −µ0

∞∑
k=1

4V0
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
cos
[

(2k−1)πx
t

]
senh

[
(2k−1)πy

t

]
+

+µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
cosh

[
lπ(t−x)

g

]
sen
(
l πy
g

)
−

−µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
cosh

(
mπx
g

)
sen
(
mπy
g

)
(F.33)

Componente y de la inducción magnética en la región III:

BIII
y = −µ0

∞∑
k=1

4V0
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
sen
[

(2k−1)πx
t

]
cosh

[
(2k−1)πy

t

]
−

−µ0

∞∑
l=1

Ml
lπ
g

csch
(
lπt
g

)
senh

[
lπ(t−x)

g

]
cos
(
l πy
g

)
−

−µ0

∞∑
m=1

Lm
mπ
g

csch
(
mπt
g

)
senh

(
mπx
g

)
cos
(
mπy
g

)
(F.34)

Región IV

Componente x de la inducción magnética en la región IV:

BIV
x = −µ0

∞∑
k=1

4V0
s

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cos
[

(2k−1)πx
s

]
senh

[
(2k−1)πy

s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

K4
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K4′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(F.35)
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Componente y de la inducción magnética en la región IV:

BIV
y = −µ0

∞∑
k=1

4V0
s

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
sen
[

(2k−1)πx
s

]
cosh

[
(2k−1)πy

s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

K4
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K4′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(F.36)

donde las expresiones de K4
n y K4′

n vienen dadas por la ecuación (F.6).

Región V

Componente x de la inducción magnética en la región V:

BV
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,3
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
cos
(
nπx
t

)
senh

(
nπy
t

)
+

+µ0

∞∑
r=1

Pr
rπ
g

csch
(
rπt
g

)
cosh

[
rπ(t−x)

g

]
sen
(
r πy
g

)
−

−µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
cosh

(
pπx
g

)
sen
(
p πy
g

)
(F.37)

Componente y de la inducción magnética en la región V:

BV
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,3
nπ
t

csch
(
nπg
t

)
sen
(
nπx
t

)
cosh

(
nπy
t

)
−

−µ0

∞∑
r=1

Pr
rπ
g

csch
(
rπt
g

)
senh

[
rπ(t−x)

g

]
cos
(
r πy
g

)
−µ0

∞∑
p=1

Rp
pπ
g

csch
(
pπt
g

)
senh

(
pπx
g

)
cos
(
p πy
g

)
(F.38)
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Región VI

Componente x de la inducción magnética en la región VI:

BV I
x = −µ0

∞∑
n=1

bn,4
nπ
s

csch
[
nπ(h+g)

s

]
cos
(
nπx
s

)
senh

(
nπy
s

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K6
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

(
nπx
h+g

)
sen
(
nπy
h+g

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K6′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
cosh

[
nπ(s−x)
h+g

]
sen
(
nπy
h+g

)
(F.39)

Componente y de la inducción magnética en la región VI:

BV I
y = −µ0

∞∑
n=1

bn,4
nπ
s

csch
[
nπ
s

(h+ g)
]

sen
(
nπx
s

)
cosh

(
nπy
s

)
+

+µ0

∞∑
n=1

K6
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

(
nπx
h+g

)
cos
(
nπy
h+g

)
−

−µ0

∞∑
n=1

K6′
n

nπ
h+g

csch
(
nπs
h+g

)
senh

[
nπ(s−x)
h+g

]
cos
(
nπy
h+g

)
(F.40)

donde las expresiones de K6
n y K6′

n vienen dadas por la ecuación (F.9).

F.5. Expresiones del �ujo en cada región

Las expresiones del �ujo en cada región del caso Diente Completo son las
siguientes:

Región I

Flujo que atraviesa la región I:

φI = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),1 csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
w=1

(Qw +Hw) csch
(
wπt
g

) [
cosh

(
wπt
g

)
− 1
] (F.41)
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Región II

Flujos que atraviesan la región II:

φ1
II = µ0

∞∑
n=1

bn,2csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]

+

+µ0

∞∑
n=1

K2
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K2′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(F.42)

φ2
II = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),2 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K2
n +K2′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (F.43)

φ3
II = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,2csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K2
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K2′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(F.44)

φ4
II = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),2 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K2
n +K2′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (F.45)

donde las expresiones de K2
n y K2′

n vienen dadas por la ecuación (F.3).

Región III

Flujo que atraviesa la región III:
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φIII = µ0

∞∑
k=1

8V0
(2k−1) π

csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
l=1

[Ml + Ll] csch
(
lπt
g

) [
cosh

(
lπt
g

)
− 1
] (F.46)

Región IV

Flujos que atraviesan la región IV:

φ1
IV = µ0

∞∑
k=1

4V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

] {
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
− 1
}

+

+µ0

∞∑
n=1

K4
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K4′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(F.47)

φ2
IV = µ0

∞∑
k=1

8V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K4
n +K4′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (F.48)

φ3
IV = µ0

∞∑
k=1

4V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

] {
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
− 1
}
−

−µ0

∞∑
n=1

K4
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K4′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(F.49)

φ4
IV = µ0

∞∑
k=1

8V0
(2k−1)π

csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
+

+µ0

∞∑
n=1

[
K4
n +K4′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (F.50)

donde las expresiones de K4
n y K4′

n vienen dadas por la ecuación (F.6).
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Región V

Flujo que atraviesa la región V:

φV = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),3 csch
[

(2k−1)πg
t

]
+

+µ0

∞∑
r=1

[Pr +Rr] csch
(
rπt
g

) [
cosh

(
rπt
g

)
− 1
] (F.51)

Región VI

Flujos que atraviesan la región VI:

φ1
V I = µ0

∞∑
n=1

bn,4csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
−

−µ0

∞∑
n=1

K6
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
−

−µ0

∞∑
n=1

K6′
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(F.52)

φ2
V I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),4 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

[
K6
n −K6′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
] (F.53)

φ3
V I = −µ0

∞∑
n=1

(−1)nbn,4csch
[
nπ(h+g)

s

] [
cosh

(
nπh
s

)
− 1
]
+

+µ0

∞∑
n=1

K6
n coth

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
+

+µ0

∞∑
n=1

K6′
n csch

(
nπs
h+g

) [
1− cos

(
nπh
h+g

)]
(F.54)

φ4
V I = µ0

∞∑
k=1

2b(2k−1),4 csch
[

(2k−1)π(h+g)
s

]
cosh

[
(2k−1)πh

s

]
−

−µ0

∞∑
n=1

[
K6
n −K6′

n

]
csch

(
nπs
h+g

) [
cosh

(
nπs
h+g

)
− 1
]

cos
(
nπh
h+g

) (F.55)
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donde las expresiones de K6
n y K6′

n vienen dadas por la ecuación (F.9).

F.6. Expresiones del par de reluctancia en cada

región

El caso Diente Completo está formado por seis regiones, siendo el par de
reluctancia total igual a la suma del par de reluctancia originado en cada
región, tal y como expresábamos mediante la ecuación 5.125:

Tcogg,DC = T Icogg,DC + T IIcogg,DC + T IIIcogg,DC + T IVcogg,DC+

+T Vcogg,DC + T V Icogg,DC

Las expresiones del par de reluctancia en cada región del caso Diente
Completo son las siguientes:

Región I

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación F.29) e y
(ecuación F.30) de la inducción en la región I del caso Diente Completo,
obtenemos que el par de reluctancia es igual a:



522 Expresiones del caso Diente Completo

T Icogg,DC =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

t∫
0

BI
x (x, Y ) BI

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,1bm,1 csch
(
nπg
t

)
csch

(
mπg
t

)
·

·senh
(
nπY
t

)
cosh

(
mπY
t

)
π
t

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
w=1

bn,1 csch
(
nπg
t

)
csch

(
wπt
g

)
· senh

(
nπY
t

)
cos
(
wπY
g

)
·

·nπ
t

[cosh(wπtg )−(−1)n]Qw+[(−1)ncosh(wπtg )−1]Hw
1+( nw

g
t )

2 −

−
∞∑
w=1

∞∑
n=1

bn,1csch
(
wπt
g

)
csch

(
nπg
t

)
sen
(
wπY
g

)
cosh

(
nπY
t

)
·

·wπ
g

[cosh(wπtg )−(−1)n]Qw−[1−(−1)ncosh(wπtg )]Hw
1+(wn

t
g )

2 −

−
∞∑
w=1

∞∑
q=1

(QwQq −HwHq) csch
(
wπt
g

)
csch

(
qπt
g

)
sen
(
wπY
g

)
·

· cos
(
q πY
g

)
π
g

[
(1− δq,w) qw

w2−q2

(
q + wsenh

(
wπt
g

)
senh

(
qπt
g

)
−

−q cosh
(
wπt
g

)
cosh

(
qπt
g

))]
+ δq,w

w
2
senh2

(
wπt
g

)
−

−
∞∑
w=1

∞∑
q=1

(QwHq −HwQq) csch
(
wπt
g

)
csch

(
qπt
g

)
sen
(
wπY
g

)
·

· cos
(
q πY
g

)
wπ
g

[
(1− δq,w) q2

w2−q2

(
cosh

(
wπt
g

)
− cosh

(
qπt
g

))
+

+ δq,w · qπt2g
· senh

(
wπt
g

)]}

(F.56)

Región II

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación F.31) e y
(ecuación F.32) de la inducción en la región II del caso Diente Completo,
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obtenemos que el par de reluctancia se puede poner como:

T IIcogg,DC =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

s∫
0

BII
x (x, Y ) BII

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,2bm,2 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

[
mπ(h+g)

s

]
·

·senh
(
nπY
s

)
cosh

(
mπY
s

)
π
s

m2n
m2−n2

[
1− (−1)m+n] · (1− δm,n) +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bn,2 csch
[
nπ(h+g)

s

]
csch

(
mπs
h+g

)
· senh

(
nπY
s

)
cos
(
mπY
h+g

)
·

·nπ
s

[(−1)ncosh(mπsh+g )−1]K2
m+[cosh(mπsh+g )−(−1)n]K2′

m

1+( nm
h+g
s )

2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

bm,2 csch
(
nπs
h+g

)
csch

[
mπ(h+g)

s

]
sen
(
nπY
h+g

)
cosh

(
mπY
s

)
·

· nπ
h+g

[1−(−1)mcosh( nπsh+g )]K2
n−[cosh( nπsh+g )−(−1)m]K2′

n

1+( nm
s

h+g )
2 +

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K2
nK

2
m −K2′

n K
2′
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
π
h+g

[
(1− δm,n) mn

n2−m2

(
m+ nsenh

(
nπs
h+g

)
senh

(
mπs
h+g

)
−

−m cosh
(
nπs
h+g

)
cosh

(
mπs
h+g

))]
+ δm,n

m
2

senh2
(
nπs
h+g

)
+

+
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(
K2
nK

2′
m −K2′

n K
2
m

)
csch

(
nπs
h+g

)
csch

(
mπs
h+g

)
sen
(
nπY
h+g

)
·

· cos
(
mπY
h+g

)
nπ
h+g

[
(1− δm,n) m2

n2−m2

(
cosh

(
nπs
h+g

)
− cosh

(
mπs
h+g

))
+

+ δm,n · nπ
h+g
· s

2
· senh

(
nπs
h+g

)]}
(F.57)

donde las expresiones de K2
n y K2′

n vienen dadas por la ecuación (F.3).
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Región III

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación F.33) e y
(ecuación F.34) de la inducción en la región III del caso Diente Completo,
obtenemos que el par de reluctancia se expresa mediante:

T IIIcogg,DC =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

t∫
0

BIII
x (x, Y ) BIII

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
k=1

∞∑
l=1

4Vo
t

csch
[

(2k−1)πg
t

]
csch

(
lπt
g

)
·

·senh
[

(2k−1)πY
t

]
cos
(
l πY
g

)
cosh( lπtg )+1

1+( 2k−1
l
· g
t )

2 (Ml − Ll)−

−
∞∑
l=1

∞∑
k=1

4Vo
t

csch
(
lπt
g

)
csch

[
(2k−1)πg

t

]
sen
(
l πY
g

)
·

· cosh
[

(2k−1)πY
t

]
2k−1
l
· g
t
· 1+cosh( lπtg )

1+( 2k−1
l
· g
t )

2 (Ml − Ll)−

−
∞∑
l=1

∞∑
m=1

(MlMm − Ll Lm) csch
(
lπt
g

)
csch

(
mπt
g

)
sen
(
l πY
g

)
·

· cos
(
mπY
g

)
π
g

[
(1− δl,m) lm

l2−m2

(
m+ lsenh

(
lπt
g

)
senh

(
mπt
g

)
−

−m cosh
(
lπt
g

)
cosh

(
mπt
g

))]
+ δl,m

l
2
senh2

(
lπt
g

)
−

−
∞∑
l=1

∞∑
m=1

(Ml Lm − LlMm) csch
(
lπt
g

)
csch

(
mπt
g

)
sen
(
l πY
g

)
·

· cos
(
mπY
g

)
lπ
g

[
(1− δl,m) m2

l2−m2

(
cosh

(
lπt
g

)
− cosh

(
mπt
g

))
+

+ δl,m · mπt2g
· senh

(
mπt
g

)]}

(F.58)

Región IV

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación F.35) e y
(ecuación F.36) de la inducción en la región IV del caso Diente Completo,
obtenemos que el par de reluctancia tiene por expresión:
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T IVcogg,DC =
2Np (Ro2−Ri2)

µ0

s∫
0

BIV
x (x, Y ) BIV

y (x, Y ) dx =

= 2Np µ0 (R2
o −R2

i ) ·
{
∞∑
k=1

∞∑
n=1

4Vo
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donde las expresiones de K4
n y K4′

n vienen dadas por la ecuación (F.6).

Región V

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación F.37) e y
(ecuación F.38) de la inducción en la región V del caso Diente Completo,
obtenemos que el par de reluctancia es igual a:
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Región VI

A partir de las expresiones de las componentes x (ecuación F.39) e y
(ecuación F.40) de la inducción en la región VI del caso Diente Completo,
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obtenemos que el par de reluctancia tiene por expresión:
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donde las expresiones de K6
n y K6′

n vienen dadas por la ecuación (F.9).
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