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PROLEGOMENOS.

LA FABRICA DE IRREALIDAD.

"El mundo es todo cuanto es el caso". Con esta sentencia comienza Ludwig Wittgenstein
su Tractatus logico-philosophicus, una de las obras mas influyentes en el pensamiento
del siglo XX. Hasta donde quien escribe estas lineas alcanza a comprender, Wittgenstein
trata de distinguir lo que son las antipodas de toda representacion o figuracién para hacer,
después, un original andlisis del lenguaje. Segtin él, existe un constructo figurativo de la
realidad que se corresponde con lo que seria el mundo. Sin embargo, esta asociacion es
meramente supuesta pues no existe una justificacion clara de ella. Asi, cuando pensamos
lo que estamos haciendo es modelar, figurar, de algin modo la realidad y es, precisamente,
el objetivo ultimo del Tractatus el tratar de encontrar ese algo ulterior que posibilita la
figuracion, es decir, eso comun a realidad y pensamiento que hace posible tal modelado.

Seguramente, a estas alturas, el propio Ludwig se estaria rasgando las vestiduras o,
mejor ain, empezaria a valorar (como, por otra parte, acostumbraba a hacer) el suicidio
como unica alternativa a la incomprehension de su Tractatus. Por tanto, dejaremos de
comentar su obra en aras de su eterno descanso. En cambio, si que siento que existe una
dualidad asombrosa entre lo real y lo irreal de la que, a menudo, no somos conscientes.
En particular, las matemadticas son en mi opinion la mayor fabrica de irrealidad que el
hombre ha construido. Mucho mayor incluso que el cine o la televisién, pues cuando
uno ve una pelicula es consciente de su posicion relativa frente al aparato, tiene claro ser
el sujeto observante y eso le confiere una posicion de superioridad, dominante, frente al
objeto observado. No ocurre asi, en cambio, con las matemaéticas. Cuando uno se sumerge
en ellas, fruto de la admiracién que suscitan, pierde habitualmente la percepcion de que
toda la matematica es en esencia una mera figuracion, un modelo.

Y es que, en nuestra condicion de contingentes, gestamos el anhelo melancélico de
una palmadita en la espalda, de un cdlido manto de camuflaje o de una armadura de cota
de malla, que nos tranquilice y apacigiie la angustia que nos provoca la configuraciéon de
estados posibles que es la realidad. Cuando la figuramos llegan los problemas. Problemas
sencillos, complejos, resolubles o lo contrario. Pero problemas. Y es que poco le importa
a quien camina cansado la condicidn, la configuracién efectiva, de tales modelos pues
cree, y pronto sabrd cuando retorne a la duda, que no se podra colorear nunca el universo
figurativo con una cantidad numerable de tonos.

De vuelta a la realidad, no se puede gozar de esa tranquilidad. Lo que se tiene a este
lado no son problemas. Son, cuanto menos, otras cosas. A veces, son desatinos de la

fortuna y, otras veces, criaturas abandonadas. Pero no problemas. Por eso proyectamos
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nuestra realidad en lo intangible. Por el descanso que otorga escapar de los monstruos alld
donde (creemos) no llegan.

Aun asi, hay incluso quienes se plantean si son las matemadticas una creaciéon del
hombre o si, por el contrario, son un algo que estaba esperando ser descubierto. En todo
caso, son estas cuestiones las que dotan de sentido el estudio de esta ciencia pues, su
existencia es en tanto en que, efectivamente, pueda ser comprehendida. Y es que "de lo
que no se puede hablar, mejor es callar”.
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RESUMEN.

En este trabajo se expone una introduccién a los conceptos propios de la teoria
de valoracién de derivados financieros prestando especial atencién a las opciones.
Asimismo, se presenta el método de los elementos finitos para la resoluciéon de ecuaciones
en derivadas parciales justificando su uso desde el marco tedrico. Finalmente, se
muestran sendos algoritmos del método en algunos problemas de valoracién de derivados
financieros.

ABSTRACT.

An introduction to proper concepts of the finantial derivatives is exposed in this work,
giving a special atention to the options. Likewise, finite element method is introduced
in order to solve partial differential equations justifying its use from the theorical frame.
Finally, several algorithms of the method are shown into some finantial derivatives
valuation problems.

TERMINOS CLAVE.

Derivados financieros, opcion financiera, modelo de Black-Scholes, formulacién
variacional, espacio de Sobolev, método de elementos finitos.
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INTRODUCCION.

El trabajo que presentamos estd motivado por la aplicacion del método de los
elementos finitos a la resolucion numérica efectiva de las ecuaciones en derivadas
parciales que aparecen en el dmbito de la valoracién de ciertos derivados financieros,
concretamente, de las opciones.

El problema de valorar opciones se remonta a comienzos del siglo XX con la publicacién
de la tesis doctoral de L. Bachelier, Théorie de la spéculation. ([2]). Sin embargo, es a partir
de la publicacién de los articulos de E Black, M. Scholes ([5]) y R.C. Merton ([16]) en 1973
cuando da comienzo la teoria moderna de la matematica financiera.

En los ultimos afios se ha estado trabajando en los problemas de valoracion de tipos
madas complejos de contratos, las denominadas opciones exdticas. Asimismo, se han
ido descubriendo otras aplicaciones de la teoria de valoraciéon de opciones como es la
valoracion de warrants.

En cuanto a la estrutura del trabajo cabe sefialar que introducimos, en el capitulo 1,
los conceptos financieros que albergaran nuestra atencion a lo largo de toda la memoria,
en particular, el de opcién. Se ha tratado de realizar una exposiciéon clara y amena de
los mismos que resulte comprensible por cualquier persona sin nociones en este campo.
Mas adelante, se deduce la célebre ecuacién de Black-Scholes de la manera en que fue
presentada originalmente en [5]. También se resuelve de manera explicita para un tipo
concreto de opcion: la europea.

Por su parte, el capitulo 2 comienza con el planteamiento de un problema de contorno
concreto que se va utilizando como ejemplo a lo largo de toda esta parte. Se presentan
resultados propios del analisis funcional y se describe el paradigma propio del método de
elementos finitos.

Asimismo, el capitulo 3 estd enfocado a la valoracion efectiva de algunos tipos de
opciones. Se describen los procedimientos habituales y se implementan los métodos
descritos mediante sendos programas en MatLab elaborados para la ocasion.












EL MODELO DE
BLACK-SCHOLES.

"No hay nada que aprender del éxito.
Todo se aprende del fracaso."
— David Bowie.

Resumen: Se introducen los conceptos propios del problema de valoraciéon de
opciones. A continuacion, se describe una modelizacion del precio del activo suyacente
y se deduce la ecuacion de Black-Scholes. Finalmente, se resuelve tal ecuacion para el caso
de las opciones europeas.
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1.1. INTRODUCCION Y PRIMEROS CONCEPTOS.

David Robert Jones, mds conocido como David Bowie, constituye, sin duda uno
de los méximos exponentes musicales de las tltimas cinco décadas. Es considerado un
innovador sobre todo por haber servido, a través de sus personajes reunidos en su persona,
de nexo comun entre varios estilos y corrientes verdaderamente distintos. Sin embargo,
lo que no es tan conocido para el gran publico es que también fue un innovador de la
relacion entre los artistas y los bancos. En 1997, Bowie firmé un contrato por el cual vendia
los derechos (royalties) de los beneficios futuros de sus canciones en la llamada Bowie
Bond.

Este mismo ingenio habia tenido Francois-René de Chateaubriand aproximadamente
ciento cincuenta afnos antes al respecto de su obra Memorias de ultratumba. Tardé treinta
y cinco anos en escribirla y no queria que la publicaran hasta cincuenta afios después de
su muerte pues, de hecho, el libro esté escrito como si se tratase de la voz de un difunto. El
problema era que necesitaba dinero en vida con motivo de numerosas deudas que habia
ido contrayendo. Por ello, realiz6 unas cuantas lecturas de sus memorias ante un selecto
publico con objeto de hallar un editor dispuesto a pagarle un anticipo, esto es, dispuesto a
darle dinero por una obra que no veria la luz hasta pasados bastantes afos.

Al igual que hicieron Chateaubriand y Bowie, las empresan también han de gestionar el
riesgo en el que incurren cuando toman decisiones estratégicas, y de tal gestion depende,
en cierto modo, la calidad de vida de la sociedad. Pensemos, por ejemplo, en una empresa
del sector farmacettico que estd valorando si adquirir un medicamento en desarrollo
que podria no reportar beneficios hasta pasada una década, si es que lo hace. En tal
situacidn, seria conveniente llegar a un acuerdo, a cambio quizds de una cantidad, que le
permita evitar las grandes pérdidas que podria suponer el fracaso en la investigacion del
medicamento.

Tal acuerdo se materializa en las llamadas opciones financieras. Estas son contratos
que proporcionan a su propietario, el holder, el derecho, pero no la obligacion, de comprar
o vender un bien a un precio predeterminado en el futuro. La otra parte del contrato, el
writer, estd obligada a vender o comprar ese bien si el holder lo solicita. Debido a esta
asimetria de condiciones, el holder debe compensar econ6micamente al writer por la
obligaciéon que éste adquiere cuando subscriben el contrato. Ahora bien, el holder se
ve en la necesidad de estimar la cuantia de esa compensacién econémica, esto es, debe
valorar 1a opcion. Pero antes de insistir en este asunto, continuemos introduciendo més
conceptos que vamos a necesitar posteriormente.

Cuando la opcién se establece sobre una posibilidad de compra, se dice que es una
call. Del mismo modo, cuando refiere a una venta, entonces se la llama put. Como las
opciones apuntan a una elecciéon que tiene el poseedor de las mismas, se dice que éste
ejerce la opcion si efectivamente compra o vende el activo por el precio acordado. A ese
precio se lo conoce como precio de ejercicio o strike price. Asimismo, al instante en el que
finaliza el contrato se le llama fecha de vencimiento o expiry date.
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Las opciones se engloban dentro de un tipo de valores mds genérico llamado
derivados financieros, los cuales son titulos cuyo valor depende del precio de otros activos
comercializados a los que se los conoce como activos subyacentes. Otros derivados
financieros son, por ejemplo, los forwards, los swaps o los CDOs .

Podemos encontrar opciones financieras sobre activos de todo tipo, desde materias
primas hasta indices bursatiles (S&P 100, Dow Jones Industrial, NYSE), pasando incluso
por otras opciones. Sin embargo, los contratos de opciones mds habituales se realizan
sobre acciones °.

Las opciones put se pueden utilizar para compensar las pérdidas de una cartera de
inversién ° provocadas por el desplome del valor de las acciones en el mercado. El uso
de opciones para reducir el riesgo de poseer titulos cuyos beneficios se correlacionan
negativamente con la exposicion a ciertos riesgos se llama cobertura de riesgo o hedging.
Por otra parte, dado que las opciones son muy sensibles a las variaciones del valor del
activo subyacente, alguien que quiera apostar sobre la direccién que cree que el mercado
va a seguir podria recurrir a estos derivados para hacerlo de una forma que le permita
aumentar sus beneficios potenciales (y también sus posibles pérdidas). Como dice Paul
Wilmott ([23]), "options can be a cheap way of exposing a portfolio to a large amount of
risk"*. Cuando un agente actia de esta forma se habla de especulacion.

En 1973 se publica el articulo mundialmente aceptado como la piedra angular del
desarrollo de la matemadtica financiera: el articulo de Robert Merton ([16]) en el que
hacia referencia a los trabajos de Fischer Black y Myron Scholes ([5]) y que incluye una
férmula analitica cerrada para valorar un tipo especifico de opciones. Esto permitié que
éstas pudiesen negociarse de una manera notablemente més fécil y rdpida al conocer
de antemano las condiciones legitimas sobre su valor en detrimento de la necesidad de
reunion entre las dos partes para negociarlas. De este modo se inauguro, en ese mismo
ano, el primer mercado moderno, organizado y regulado de opciones que aun sigue
funcionando en la actualidad: el Chicago Board Options Exchange (CBOE).

Cabe sefialar que el mérito y la importancia de las contribuciones de Black, Scholes y
Merton fue reconocida en 1997 cuando se les concedi6 el Premio Nobel de Economia. En

Los contratos forward son un acuerdo entre dos partes de modo que una se compromete ineludiblemente
a comprar o vender un activo a un precio especificado. Asimismo, un swap no es mas que un intercambio
de capital entre dos partes en una cierta fecha. La definicion de un CDO no es tan simple; limitémonos
a senalar que fue uno de los actores principales en la burbuja inmoviliaria que condujo a la quiebra de
varios bancos de inversién norteamericanos como Merrill Lynch o Lehman Brothersy a la posterior crisis
econdmica internacional.

2Una accién es cada una de las partes en las que se divide el capital de una sociedad anénima. Las acciones
confieren a su poseedor ciertos derechos tales como la intervencién proporcional en la junta de accionistas
y la participacion en los beneficios de la empresa. A la parte correspondiente del beneficio por cada accién
se la llama dividendo.

3Una cartera de inversién o portfolio es una combinacién de productos financieros en los que se decide
invertir. El éxito de una inversién depende en gran medida de la eleccién que se haga de los productos
que componen la cartera.

4"las opciones pueden ser una manera barata de exponer una cartera de inversién a una gran cantidad de
riesgo".
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realidad, con motivo de su muerte en 1995, Fisher Black no recibi6 tal mencién aunque si
que fue citado como contribuidor por la Academia Sueca.

Desde que, en 1973, las opciones comenzaran a cotizarse, éstas se han convertido en
uno de los productos financieros més importantes y negociados. Tanto es asi, que existe
una gran cantidad de mercados repartidos por todo el mundo que organizan, registran y
garantizan esta actividad. Algunos de los mds conocidos son, junto al CBOE, el EUREX, el
London International Financial Futures and options Exchange (LIFFE) y el NASDAQ-OMX.

1.2. TiPOS DE OPCIONES.

A medida que el uso de los derivados financieros se fue consolidando, estos comenzaron
a aumentar en complejidad. En lo que a opciones se refiere, se puede decir que los dos
tipos mds importantes son las opciones europeasy las opciones americanas. Se alude a las
primeras, tanto si son de compra como si son de venta, como opciones vanilla mientras
que al resto de tipos se las conoce como opciones exotic .

La caracteristica fundamental que diferencia a las opciones europea y americana
estriba en que, mientras que las europeas solo pueden ser ejercidas en la fecha de
vencimiento del contrato, las americanas pueden ejercerse en cualquier instante desde el
momento de la firma hasta el expiry date. Ala hora de valorar el precio de estas opciones,
esta diferencia aparentemente menuda y asumible va a suponer, en cambio, que resolver
el problema para las opciones americanas sea notablemente mds complejo que para
las opciones europeas. Tanto es asi que, como veremos, existe una férmula analitica
cerrada para valorar las opciones europeas, pero no para las americanas. No obstante,
en la préctica no es realmente posible ejercer la opcion en cualquier instante pues los
subscriptores de los acuerdos suelen exigir que se avise de la ejecucion con, al menos, un
pequeiio plazo de antelacion.

La clave en el problema de ajustar un precio para los distintos tipos de contrato va
a ser, sin duda, el llamado payoff, que es el rédito que nos otorgan estos derivados a la
expiracion del contrato. Para introducir este concepto, consideremos como ejemplo una
opcién europea de compra. Llamemos K al precio de ejercicio, T a la fecha de vencimiento,
St al valor del subyacente en T. Entonces, si St > K, tiene sentido que el holder ejerza la
opcién para adquirir el subyacente a un precio mads interesante; el beneficio de la opcién
seria exactamente St — K. Por otra parte, si S; < K, el poseedor no ejercerd la opcioén,
pues estaria perdiendo dinero. En tal situacion, el payoff de la opcion seria nulo. Aunando
ambas ideas, el payoff de la opcion sera

¢(S7) =max(St—K,0) = (St — K)™.

SAlgunos tipos de opciones exéticas pueden ser ejercidas en una cantidad finita de tiempos entre la fecha de
compray el dia de vencimiento y se clasifican segtin sus derechos, segiin si dependen o no del histérico de
precios del subyacente... Algunos tipos son, entre otros, las asidticas, las de de tipolookback o las barrier.
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Payoff

Valor del Subyacente (S)

Precio de Ejercicio (K)

Figura 1.1: Opcién europea de compra (Call).

A la diferencia entre el coste de la opciéon en el momento en el que se adquiere y su

precio en T es lo que se conoce como valor del tiempo. Asimismo, al importe en la fecha
de vencimiento se lo denomina valor intrinseco de la la opcion.

Andlogamente al caso de la opcién call se deduce que el payoff de una opcién europea
de venta (put) es

¢(St) = max(K - St,0) = (K- S7)".

Payoff

Valor del Subyacente (S)

0 Precio de Ejercicio (K)

Figura 1.2: Opcién europea de venta (Put).

Por su parte, los payoffs de las opciones exéticas, pese a ser mds enrevesados, también
admiten formulaciones cerradas °.

5De forma sucinta, las férmulas del payoff de algunas opciones exéticas son:
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En la jerga propia del ambito financiero se dice que una opcién estd at the money
cuando el strike price es igual al valor del activo subyacente. Asimismo, si el resultado de
ejercer la opci6n inmediatamente es estrictamente positivo, se declara que la opcion esta
in the money. Por su parte, cuando el payoff de la opcion es nulo, entonces el término
utilizado es out the money. En ocasiones, cuando existen grandes diferencias entre el valor
del subyacente y el precio de ejercicio, se emplean expresiones como deep in the money o
deep out the money.

1.3. UN MODELO PARA EL VALOR DE SUBYACENTE.

Remarquemos que nuestro objetivo no es, ni mucho menos, tratar de estimar el valor de
los activos en el tiempo. Sin embargo, es conveniente dotarnos de un ligero conocimiento
de este ambito para comprender mejor la dificultad y los limites del problema que nos
ocupa, que es el de valorar opciones.

Una constante en el ambito de la modelizaciéon es asumir, a priori, ciertas hipotesis
que nos permitan dotar de consistencia al modelo al mismo tiempo que nos simplifican su
desarrollo; menos hipétesis conllevan modelos mas realistas a la par que més complejos.
Respecto al precio de los activos, se suele suponer que el mercado es eficiente, esto es, que
responde de manera inmediata a las nuevas informaciones que atafien a cada activo y que
el pasado historico de su valor se refleja completamente en el precio actual.

Los precios y las rentabilidades se pueden considerar como objetos aleatorios que
evolucionan conforme transcurre el tiempo. El marco de trabajo idéneo para estudiar la
aleacion de azar y tiempo a la que nos enfrentamos lo constituyen los procesos estocésticos
y, en particular, las cadenas de Markov ’. Vamos a formalizar algunos conceptos relativos
a esta teoria al tiempo que remitimos al la obra de @ksendal ([17]) para un desarrollo més
exhaustivo de los mismos.

Como acabamos de insinuar, los precios de los activos pueden ser modelados mediante
el uso de procesos estocdsticos en tiempo continuo ¢ € [0, T]. Para trabajar con tales
procesos, se requiere el marco del espacio de probabilidad. Un espacio de probabilidad es
una terna, (Q,%, P), donde Q es el conjunto de todos los sucesos elementales, & es una
o-élgebra que contiene todos los subconjuntos de interés de Q y P es una funcién que

* Opcibn asidtica call fixed stike: ¢(St) = max{fOT S;dt—K,0}.
* Opcién de tipo lookback call floating strike: ¢(St) = ST —min{S;:t€ [0, T1}.

e Opcién de tipo barrier up-and-in call, $(St) = (ST — K)* si St = B, ¢(St) = 0, en otro caso, donde
es la barrera acordada.

“Andrei Andreyevich Markov (14 de junio de 1856, Ryazan, Imperio ruso - 20 de julio de 1922, Leningrado (San
Petersburgo), RSFSR (Rusia)) estudié matematicas en la Universidad de San Petersburgo, en la que después
ingresarfa. Fue discipulo de Chebyshev e imparti6 cursos de teoria de la probabilidad hasta 1905, afio en el
que de retir6 definitivamente de la universidad.
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asigna una probabilidad a cada A€ &.

Debemos asumir, ademads, que el espacio de probabilidad es completo, esto es, que
siBc Ae &%y P(A) =0, entonces B € &. Dotaremos entonces al espacio probabilistico
de lo que se conoce como una filtracién. Una filtracion es una familia F = {Z%;:t€ [0, T]}
de o-dlgebras tales que s c F;, c Fr < F,si0<s<t<T. Cada una de las o-algebras
de la filtracion, %;, puede ser interpretada en el &mbito financiero como la informacion
disponible hasta cierto instante, t. Por eso, debido a que la informacién relativa a los
eventos pasados se va acumulando a medida que avanza el tiempo, las o-algebras son
mondtonas respecto a t.

Un espacio de probabilidad dotado de una filtracion es lo que se denomina espacio de
probabilidad filtrado y se representa por (Q2, %, BF). Llegados a este punto, es habitual
asumir ciertas hipotesis:

* & es completo respecto a P,
* %, contiene a todos los conjuntos de Q de probabilidad cero,

* [ es continua por la derecha, esto es, F; = Ny Fs.

Antes de seguir con las definiciones, debemos sefialar que éstas estdn condicionadas
al ambito en el que las vamos a requerir. Por ello, quizés, en otros contextos puedan existir
ligeras variaciones de las mismas.

Definicion 1. (Proceso estocdstico.)

Un proceso estocdstico X = {X;: t € [0, T} es una familia de variables aleatorias definidas
en un cierto espacio de probabilidad filtrado (Q, %, P, F) parametrizadas por la variable
t. Para cada w € Q, se conoce a la funcion de t, X;(w), como trayectoria o camino de X.
Asimismo, se dice que el proceso es [F-adaptado o adaptado respecto a F si X; € F; para
cadat.

Por otra parte, es habitual modelar el valor del activo subyacente a partir de un tipo
especial de procesos estocdsticos en los que el comportamiento de X después del instante
t solo depende de X;. A esta clase de procesos estocdsticos se los denomina procesos de
Markov y, respecto a ellos, dice Pierre Brémaud ([6]) que "the probabilistic dependence
on the past is only through the previous date, but this limited amount of memory suffices
to produce a great diversity of behaviours. For this reason Markov chains have found
applications in many domains"®. Vamos a formalizar este concepto.

8"La dependencia probabilistica del pasado solo se refleja a través del dato precedente, sin embargo, esta
cantidad limita de memoria es suficiente para reproducir una gran variedad de comportamientos. Por esta
razon, las cadenas de Markov son aplicables en multitud de campos".
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Definicion 2. (Proceso de Markov.)

Se dice que un proceso estocdstico X = {X;:t€[0,T1} verifica la propiedad de Markov
respecto a la filtracion F si

E[f(X)IF] = E[f (X)X,

para cualquiera que sea la funcion medible acotada f y s = t. Un proceso estocdstico que
cumple la propiedad de Markov es un proceso de Markov.

Otro concepto que es preciso introducir cuando se trabaja en este campo es el de
martingala.

Definicién 3. (Martingala.)
Un proceso estocdstico X = {X;: t € [0, T} que verifica que

* X esF-adaptado,
° E[| X/l <ocoVit=0,
o E[Xs|F] = X; casi seguro, sis=1 =0,

es una martingala respecto (PF).

Notemos que la tercera condiciéon que aparece en la definicion de martingala goza
de una interpretacion interesante: la mejor prediccion de X; que se puede obtener con
la informacién acumulada hasta el instante ¢ es precisamente X;. Por su parte, es el
momento de presentar el tipo de proceso mds importante dentro de este dmbito: el
proceso de Wiener ?, que se utiliza para modelar la evolucién del precio de los activos.

Definicion 4. (Proceso de Wiener.)
Un proceso de Wiener, habitualmente denotado por W = {W; : t = 0}, es un tipo de proceso
estocdstico en un espacio de probabilidad (Q, %, P) que goza de las siguiente propiedades:

* Wp =0, con probabilidad 1,

° Wt+s - W[ ~ L/V(O) S);

* W;— W; esindependiente de ;= o(Wy,,u<s),sis<t,

9Norbert Wiener (26 de noviembre de 1894, Columbia, Estados Unidos - 18 de marzo de 1964, Estocolmo,
Suecia) fue un matematico estadounidense, conocido por se el fundador de la cibernética, concepto que
acuié en su obra publicada en 1948, Cibernética o el control y comunicacién en animales y mdquinas. A
los once afos ingresé en la Univesidad de Tufts y a los quince se lincencié en matemadticas. Un afio mds
tarde, comenzé a estudiar zoologia en Harvard pero, otro afio después, decidi6 trasladarse a la Universidad
de Cornell para estudiar filosofia. Mds tarde volveria a Harvad, donde se doctoré en 1912 con una tesis sobre
l6gica matematica.
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I * paracadaw € Q, la funcion X;(w) es continua respecto de t.

La definicién que hemos presentado es la formulacién moderna de la generalizacion de
la idea de paseo aleatorio. Este concepto aparece en la naturaleza en multitud de &mbitos
completamente distintos. Supongamos que una determinada particula se encuentra
situada, en el instante #, en un punto x de la recta real y que, ademds, esa particula salta
una distancia & hacia adelante o hacia atrds, con igual probabilidad, cada vez que trascurre
7 tiempo. Cuando se hace h — 0 y 7 — 0, el paseo aleatorio se convierte en un camino
continuo que es el proceso de Wiener.

La clave del poder de esta teoria reside en que no hemos concretado qué tipo de
particula es la que estamos considerando. Asi, el milagro se obra al revelar que el modelo
funciona para una infinitud de posibilidades. Por ejemplo, el botanista Robert Brown
descubrié, en 1827 ', que las particulas microscépicas de polen supendidas en un medio
fluido se deplazaban en movimientos aleatorios sin un patrén aparente. Debido a su
hallazgo, a este fen6meno se lo denomina movimiento browniano. En la practica, los
conceptos de proceso de Wiener y movimiento browniano se utilizan indistintamente.

i | 1+7

2 2
< > /

FM .
i — x x+h

Figura 1.3: Paseo aleatorio simétrico. (Imagen tomada de [18]).

En realidad, no debe ser Wiener quien se lleve todo el mérito del asunto pues hubo
varios avances precendentes a su obra debidos a otros insignes matemaéticos y no nos
gustaria deambular por los pasajes del camino aleatorio sin, al menos, mencionarlos. El
primero de ellos es Louis Bachelier ''. El fue el primero en postular que los precios de los
activos siguen un movimiento browniano pues la informacion que los hace variar, tanto
al alza como a la baja, llega a los mismos de manera aleatoria. El otro al que nos gustaria
mencionar es, posiblemente, el cientifico mdas célebre del siglo XX, Albert Einstein 12,

10Anteriormente, en 1785, Jan Ingenhousz habia descrito el mismo proceso valiéndose de particulas de
carb6n en alcohol. Es mds, Tito Lucrecio en su obra De rerum natura, del siglo primero antes de Cristo,
detalla la armonia y la belleza que residen en algunos sucesos cotidianos que podrian considerarse como
paseos aleatorios.

U1 ouis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier (11 de marzo de 1870, Le Havre, Francia - 28 de abril de 1946, Saint
Servan sur Mer, Francia) fue un matematico francés. Defendi6 su tesis doctoral, Théorie de la Spéculation
([2]), en 1900, bajo la tutela del insigne Henri Poincaré, quien miraba con recelo la intromisién de las
matematicas en los asuntos financieros. Su tesis no fue lo suficientemente valorada hasta la década de
los sesenta cuando Benoit Mandelbroijt, el artifice de los fractales, la rescaté del olvido.

12 Albert Einstein (14 de marzo de 1879, Ulm, Imperio alemén - 18 de abril de 1955, Princeton, Estados Unidos)
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Resulta que sus trabajos sobre el movimiento browniano culminaron en el Premio Nobel
que le fue concedido en 1905.

Como ya se ha podido intuir, estamos tratando con problemas en los que la suerte
es protagonista. Esto resulta evidentemente necesario pues, si encontrasemos un
modelo determinista valido para la cotizacién del subyacente, podriamos prever con total
seguridad el comportamiento de su precio. Por ello, el sendero maés facil para empezar a
caminar es el de considerar procesos que estén compuestos por una parte determinista y
otra parte estocastica, esto es,

dX; = a(X;, ydt + (X, AW,

Lo anterior es un ejemplo de lo que que a su vez se denomina una ecuacion diferencial
estocdstica. Esta expresion, junto con el hecho de que X;, = Xy, es un formato abreviado de
la llamada forma integral de la ecuacion diferencial estocdstica, que es

t t
Xt:XO+f a(Xs, s)ds+ | B(Xs, s)dWs.
to To

Al término a (X, t) se lo denomina tendencia, deriva o drift mientras que a B(X;, )
se lo conoce como volatilidad. La solucién del modelo, X;, es lo que se conoce como un
proceso de Ito'*. Un proceso de Wiener es un caso particular de proceso de Ito pues, al
tomar ¢ =0y B =1, se obtiene la ecuacion trivial d X; = dW;. El simbolo integral alude a
la denominada integral de Ito. Sin embargo, el estudio de esta teoria no es objeto de este
trabajo y, por tanto, no profundizaremos en este ambito. Es posible encontrar suficiente
documentacion al respecto en [17].

El modelo mds simple para el valor del subyacente es el que asume que los coeficientes
a y P son constantes. Esto ciertamente se encuentra bastante alejado de la realidad pero,
como veremos, nos proporciona un marco de trabajo suficientemente amplio como para
obtener algunos resultados interesantes. De ahora en adelante nos haremos participes de
la notacion mads extendida que es la que llama p al drift y o a la volatilidad.

Volviendo al asunto de encontrar un modelo para el precio del subyacente, reparemos
en que lo realmente importante es la variacion relativa de su precio; un cambio de 1€ es
mucho mads significativo si el precio de la accidon era de 15€ que si era de 75€. Nace asi el
concepto de fasa de retorno, cuyo sentido matematico viene dado por la expresion dS/S.

fue un fisico alemén de origen judio que a la postre seria nacionalizado suizo y etaounidense. En 1905
presenté su teoria de la relatividad restringida de la que se deduce la ecuacién E = mc?. Mas tarde, en 1915,
publicé la teoria de la relatividad general, 1a cual revolucion6 totalmente las bases de la fisica sentadas hasta
la fecha.

13Kiyoshi Ito (7 de septiembre de 1915, Hokusei, Japén - 10 de noviembre de 2008, Kioto, Jap6n) estudi6
matemadticas en la Univesidad de Tokio, en la que se gradud a los 23 afios. Sus contribuciones se centran en
la teoria de la probabilidad y los procesos estocdsticos. De hecho, su trabajo se llama ahora cdlculo de Ito.
En 2006 fue galardonado con el premio Carl Friedrich Gauss.
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El modelo que resulta goza de nombre propio, movimiento browniano geométrico, y

toma el aspecto siguiente,
dS[ = I.I,Stdt + O'Stth.

La aportacion determinista no es sino la ecuacion diferencial ordinaria

ds

== —us,
ar M

cuya solucion, que se calcula facilmente por integracién directa, es

Sy = Spett™1),

Reparemos en que la férmula anterior es la celebrada capitalizacién continua que se
utiliza para calcular el valor futuro de una cierta cantidad, Sy, cuyos intereses, al 100u%, se
van acumulando instantdneamente. Esta es, a su vez, una generalizacion de otra ecuacion
sobradamente conocida: la del interés simple.

Para poder seguir avanzando en la extraccién de resultados en este terreno necesitamos
enunciar el que es posiblemente el resultado fundamental de la teoria de procesos
estocdsticos que viene a ser una version probabilistica de la regla de la cadena.

Lema 1. (Lema de Ito, version general)

Supongamos que un proceso estocdstico X; sigue dX; = a(X;, )dt + B(X;, )dW;. Sea
g(x, t) unaaplicacion tal quedg10x, 0°g/0x?> ydg/dt son continuas. Entoces Yy = g(X;, t)
verifica la ecuacion diferencial estocdstica

162

og 0 9
— (28,298,228 4r 4 28 gaw,
0x? 0x

dy, =
=\or ox 2

donde tanto todas las derivadas de g como a y p dependenden de los argumentos (X;, t).

Aunque no tenemos intencion de dar una prueba rigurosa del resultado precedente
(Ver [17]), si que vamos a realizar algunas consideraciones heuristicas que nos permitan
entender su significado al menos de forma intuitiva. Como ya hemos comentado antes, si
B =0,laecuacion es determinista y es viable resolverla valiéndose de los métodos analiticos
usuales. Es mas, es posible calcular de manera sencilla el diferencial de Y,

dYt:

g g (ag Og)
-2 24X, = =2 +a=2|dr.
atd”axd ¢ at+“ax dt

Supongamos ahora que f # 0. Si procediesemos del mismo modo, obtendriamos que

0 0 0 0
—gdt+—ngt: (—g+a—g

dy, =
Y’ ox ot 0x

0g
dt+—=—=pdW;,
) +(3x'6 t
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pero esa férmula dista bastante de ser correcta. Fijémonos en el desarrollo de Taylor de Y.
Su diferencial se obtendria seleccionando los términos lineales respecto de dty dW;.

3 B g 32 5
Y(X,, 1) = Y(X0,0)+6—gdt+6ngt+ (dt) +26§dtht+ 28 dx,?
x

Esta claro que los términos en dt y dX; van a aparecer en el diferencial de Y;. Sin
embargo, y he aqui el hecho sorprendente, al examinar a fondo el término (d X )% nosvaa
aparecer algiin elemento que habiamos pasado por alto.

dX)? = (adt+BdW,)" = a®(d1)? + 2afdrd W, + B2 (dW,)>.

Mientras que los dos primeros elementos no son lineales respecto de d ¢ ni de d X;, el
tercero resulta ser
B2 (dW,)?* = p*dt.

De forma intuitiva podriamos decir que es debido a la férmula dW; ~ Vdt.4'(0,1), que
asigna el valor vdt como desviacion tipica de d W;. De esta manera, el diferencial de Y; a
través de las trayectorias d ¢ y d X; viene dado, efectivamente, por la férmula de Ito.

Como una situacién particular se presenta el resultado siguiente, que no es mdas que
una aplicacion del lema de Ito al caso que nos ocupa.

Lema 2. (Lema de Ito, aplicacién al movimiento browniano geométrico)
Supongamos que un proceso estocdstico S; sigue dS; = uS;dt + oS;dW;. Entonces,
log(S;) verifica la ecuacion diferencial estocdstica

1
dlog(Sy) = (,u— 502) dt+odW,.

Para la situacion del lema previo se tiene que la esperanza de Y; = logS; satisface la

parte determinista, esto es,
dE[Y/] 1,
— o°.

dat

Por lo tanto, si Y;, = Sy, la esperanza de Y; es

1
E[log(S)]=1og(So) + (u— 502) (t—to).
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Asimismo, se puede ver a partir de la ecuacion diferencial que resulta para E[Y?] que
la varianza de Y; es 02(t — tp). Por lo tanto, aglutinando ambas ideas, se sigue que Y; sigue
una distribucién normal con funcién de densidad

(11 2Y )2
f(y):(am)—lexp{_(y ¥o - (- 30%) (1~ 1) }

202(t— tp)

Deshaciendo el cambio Y; = log(S;), y sin dejar de prestar atencién a que Z—g =3, se

llega a que la densidad de S; viene dada por

- log(s/So) - (n—L0?) (£~ 10))°
p(s):(so-\/m) 1exp{_(og(s o) — (u—30%) (t— 1)) }

202(t - tp)

Esta es la densidad de la distribucion lognormal y se dice, por tanto, que el precio del
subyacente, S; se distribuye lognormalmente cuando se asume que sigue un movimiento
browniano geométrico.

logN(0,1)
logN(1,1)
logN(2,1)

X

Figura 1.4: Distibucién lognormal para distintos valores de .

Advirtamos que el hecho de aceptar que tanto ¢ como ¢ sean constantes no parece
demasiado realista. Por ese motivo, se han desarrollado otros modelos que consideran que
éstos varian con el tiempo.

El problema de estimar la volatilidad, o, es particularmente complicado. Uno podria
pensar en acudir a los valores histéricos de o para tratar de entender cémo evoluciona
(volatilidad histérica o realizada). Sin embargo, no estd claro que o sea independiente de
cada instante de tiempo en el que se mide y, por lo tanto, si realmente es ttil para estimar
su valor futuro.

Una idea muy original resulta al percatarse de que, aunque nosotros no podamos
cuantificar el valor de o, el mercado, como ente abstracto, si que conoce tal valor pues,
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como veremos mads adelante, el valor de las opciones se puede calcular gracias a la formula
de Black-Scholes. Por lo tanto, puesto que el resto de variables que aparecen en tal féormula
son facilmente calculables, junto con el hecho de que el precio de una opcién call crece
monoténamente cuando lo hace la volatilidad, existe una correspondencia biyectiva entre
o y el valor de la opcién. De este modo, al conocer el valor de la opcién en un tiempo
determinado se puede deducir el valor de la volatilidad en ese preciso instante. A esta
manera de proceder se la denomina modelo de volatilidad implicita.

1.4. LA ECUACION DE BLACK-SCHOLES Y SU ENTORNO.

Como ya hemos venido anunciando, el asumir ciertas hip6tesis mds o menos restrictivas
es una pauta inherente a las entretelas de la modelacion cientifica. En el marco de
la ecuacion de Black-Scholes, una de estas hipdtesis pasa por un concepto financiero
importante: el arbitraje.

En un sentido bastante amplio, podemos decir que el arbitraje denota cualquier
situacién que permite obtener un beneficio sin asumir ningun riesgo. Particularmente, se
puede pensar en la practica de comprar y vender el mismo producto en distintos mercados
para aprovechar las pequefas diferencias de precio.

Si pensamos en un banco que ofrece un cierto tipo de interés menor que el retorno
que un inversor sensato obtendria haciendo uso de una oportunidad de arbitraje, resulta
evidente que el banco no iba a resultar ser la opcién mds atractiva. Por ello, éste a su vez
se veria forzado a elevar la cuantia que paga a los inversores a cambio de la cesiéon de su
dinero. Esta elasticidad producida por la concatenacion de las leyes de la oferta y de la
demanda provoca que, en la practica, las oportunidades de arbitraje se desvanezcan muy
rdpidamente una vez que son descubiertas.

Ahora que nos hemos podido hacer una ligera idea de lo que es el arbitraje, podemos
volver al asunto de la ecuacion de Black-Scholes y sus hip6tesis de partida. Lo habitual en
la literatura al respecto de este tema es presentar tales hipotesis de manera enumerativa.
En aras de la claridad expositiva, prodeceremos del mismo modo.

Las hip6tesis que conducen al modelo de Black-Scholes son:

* El mercado estd libre de friccién, esto es, se supone que no existen costes de
transaccion, ni impuestos, ni tasas, que afecten ala compra o la venta de los activos y
los derivados. Mas atn, se entiende que toda la informacion se distribuye de manera
simétrica e inmediata entre todas las partes que intervienen en el mercado.

* No existen oportunidades de arbitraje.

* El activo subyacente sigue un movimiento browniano geométrico.

* Lavolatilidad o es constante y conocida.
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« Es posible comprar y vender cualquier cantidad de activos que se desee .
» Latasa de interés libre de riesgo es r > 0, constante y conocida.

* Elvalor de las opciones solo depende del valor del activo subyacente y del tiempo.

En lo que sigue denotaremos por V = V(S, ) a la funcién que cuantifica el valor de
las opciones y omitiremos, a menudo, la dependecia respecto de ¢ en S; y en W;. En tales
condiciones, a partir de la hipotesis que afirma que

dS[ = I.lstdt+ O'StdW,
es posible hallar el diferencial de V haciendo uso del lema de Ito, esto es,

oV ov 1 0%V ov
dV ={—+uS— + ~o? 2—}d[ S—dw.
{at”‘ o5 "27 7 s [T 705

El procedimiento original presentado por Black y Scholes ([5]) consiste en lo siguiente:
se construye una cartera de inversién compuesta por la opcion que queremos valorar y una
cantidad —A de activos. El valor del portfolio es, por tanto,

I[T=V-AS.

No nos gustaria que pasase desapercibido el hecho de que acabamos de realizar la
estrategia de cobertura (hedging) que es, per se, una de las justificaciones de la existencia
de estos derivados que son las opciones.

Pensemos ahora en la variacion del valor de la cartera en un incremento d¢. Si A
permance constante y sin entrar en otras consideraciones técnicas mds profundas, se
tendria que

dll=dV - AdS.

Sustituyendo las expresiones de las que disponemos para dV y dS, la ecuaciéon
precedente toma el aspecto de

oV oV 1 0%V
dll={— + uS— + ~028*— — SA}dt+ S
{ Hoos 29 ° gz TH g

ov
—-— - A) aw.
0S

14Una practica habitual en el campo de las finanzas consiste en que los inversores vendan activos que han
sido tomados en préstamo de un tercero. A esta estrategia se la denomina venta en cortoy explica el hecho
de que un inversor posea, en un instante determiando, una cantidad negativa de activos.
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Si no hemos olvidado el hecho de que A es una cantidad sobre la que no se ha impuesto
ninguna restriccion, nada nos impide a priori elegir

L4
- aS’

El valor A juega un papel importante en este marco, pues se puede considerar como
una suerte de medida de correlacién entre el valor de la opcion y el del activo subyacente.
Volviendo al punto donde estdbamos, notemos que, en tal situacidon, lo que se consigue es
eliminar la componente estocdstica de la variacion de II, esto es, la que afecta al término
dW. De esta manera, la evolucion del valor de la cartera es totalmente determinista y viene

dada por la relacion
OV 1 0’V
drl = 252 }dr.
{ ot 082

Fijémonos en que el drift i se ha esfumado lo cual viene a significar que el valor de una
opcién es independiente de lo rapido o despacio que evolucione el precio del subyacente.

Llega ahora el momento de aplicar la hipdtesis que concierne a la inexistencia de
oportunidades de arbitraje. Si el inversor desease emplear el valor de su cartera, II, en
un producto libre de riesgo a un tipo r, lo que obtendria al cabo de un cierto tiempo, dt,
seria rlldt. Alno permitir oportunidades de arbitraje, esta expresion ha de serigual ala que
obtuvimos antes pues, en otro caso, un arbitrajista podria obtener un beneficio instantdneo
sin riesgo alguno. De este modo, se tiene que

Ndt={ — +-0°S*— } drt,
reat {Gt 2 052 g

y sustituyendo IT por su valor explicito, esto es,

[m=v-S o
- oS’
se llega a la célebre ecuacion de Black-Scholes:
ov .1, 0*°V. oV
— SP——+1S— -1V =0
or 27 % a2 "5 T

Cabe mencionar que, ademads, se puede entender la ecuacién de Black-Scholes como
el nicleo de un operador lineal y continuo. Tal operador, al que llamaremos operador de
Black-Scholes, viene dado por la expresion:
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Se le puede conferir a este operador una interpretacion financiera: es la diferencia
entre los pagos correspondientes a la estrategia de cobertura y el interés libre de riesgo que
otorga un banco.

Es posible encontrar una deduccién de la ecuacion de Black-Scholes desde el &mbito
de la teoria de la probabilidad en [1] y en [13].

1.5. EL CASO MAS SIMPLE.

Nos gustaria finalizar este capitulo resolviendo explicitamente el caso de la opcién
vanilla europea de compra. En cambio, para el resto de tipos de opciones no podemos dar
una férmula explicita y se debe, por tanto, recurrir a métodos numéricos.

Partamos de la ecuacién de Black-Scholes con un payoff conocido: el de la opcion
europea de compra,

ov 1 ,,0°V oV
— +-0%8*— +1rS— -1V =0,
or 27 % a5z s T

V(St,T) =¢(St) =max(S7—K,0) = (S7— K)*.

El procedimiento habitual para resolver este problema involucra varios cambios de
variables para transformar el problema de Black-Scholes en otro sobradamente conocido:
el de la ecuacién del calor.

El primero de tales cambios de variables es T = T — ¢. De esta manera, lo que hacemos
es invertir la secuencia temporal del problema. De esta manera,

+-028*—+r|S—-V

oV 1, ,0°V (av )_0
ot 2 052 as -

V(S,0) = §(S).

El siguiente cambio de variable que debemos realizar es x = log(S). Asi, derivamos
haciendo uso de la regla de la cadena y de la férmula de derivacién del producto de
funciones, esto es,

LV _avax_ov, oV

S 0x0S Ox ox '
ov (0V _ x) oV

.S—: x— = -,
as ¢ \ox¢ ox
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AT (av _x) d ax(av _x) .0 ( _xaV) L2V, 9V
° = —|—0e e =e — e - e —e -
082 0S|\ ox 0x 0S \ 0x 0x 0x ox? 0x
. Sza_zzezx{ 2%V era_V}:az_V_a_V
082 ox? 0x 0x2 0x’

Si ahora reemplazamos en la ecuacién, obtenemos que,

—6V+10202 +( —102)6V—rv 0.
ot 0x? 0x

Es momento de realizar otro cambio de variable:

Wx,1)=e"V(x,1) = V(,1)=e¢" W(x,1).

Derivando otra vez de forma adecuada,

ov ow

. 3 =—re ' W(x,r)+e‘”a—r;

ov ow
o S— = —rr_;

0x ¢ 0x

0’V *w
sV _ 8 W

0x2 0x2

Y, otra vez, llevdndolo a la ecuacién y realizando las simplificaciones precisas,

( 1 Z)GW
+|r—=0"|—=0.
2 0x

oW 1 ,0°W
-——+=0
ot 2 0x?

Nos queda atin un cambio de variable més por llevar a cabo. Vamos con ello.

=)
z=x+|r—--o°|T.
2

Sea entonces U(z,7) = W(x, 7). Volvemos a requerir ciertas derivaciones.

OW oU 0z O_U

0x 0z ox 0z

02W 0*U

ox2 922

GW 6U oUodz doU ( 1 2) ou
r+-—-o°|—.

ot or az or ot 0z
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Si ahora sustituimos en la ecuacién que teniamos,

ouU ( 1 2)6U+1 262U+(r 1 2)aU 0
- - -0 — -=—0°|— =0,
ot 0z 2 0z2 2 0z
esto es,
aU_laZGZU
ot 2 0z%°

Por supuesto, z € R. Hemos obtenido la ecuacién del calor. Estudiemos ahora de qué
manera afectan estos cambios de variable al payoff de la opcién europea de compra que,
como dijimos en una de las secciones previas, es

#(S) =max(S—K,0) = (S-K)*.

Aplicando los distintos cambios de variables, se va obteniendo que
V(x,0) = ¢(e*) = max(e* - K, 0);
W(x,0) = V(x,0) = p(e*) = max(e* — K, 0);

U(z,00)=W(x,0) = (/)(exp( (r— %a r))) 1 P(2).

De esta manera, el problema que ahora queremos resolver es

ou 1 ,0°U
E— ox PR z€eR,
U(z,0) = ¢(2).

Pero el problema de la ecuacion del calor estd muy estudiado y conocemos su solucion
(ver, por ejemplo, [18]). Por tanto, afirmamos que

U(z,1) =

—lz —flz) de.

1
oV2ant J- (gb(f)

Si ahora deshacemos el dltimo cambio de variable, llegamos a que

00 _ 1.2y 2
mf_ cp(é)exp(gb(é) (e 220) i )dé.

Wix, 1) =
o 20°T
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Reescribimos la expresion anterior haciendo uso de la forma explicita del payoff,

1 [ —|x+(r-30%) - ¢&P?
_ ¢ _ 2
Wix, 1) = = j:oomax(e K,O) exp ((,b(é) Py dé
© ] —|x+(r—30%) -¢&P
_ §_ 2
- flogK oOV2nT (e K) exp ((p(f) 2027 ds.

Si evaluamos las dos integrales siguientes, habremos acabado. Por una parte, tenemos

que,
o ] —|x+(r—30%) &P

4 2 d

flogK 0\/27ne P (4)(6) 2021 d

1
x+ (r—zaz)r—logK+021

Vio

1 1
exp (x+ (r — —02) T+ —021) N
2 2

e e
log—=+|r+-0o°t
K 2

e''S N ,
Vio

donde A representa la funcién de distribucién normal. Nétese que x =logS.

Audn nos queda la otra integral, esto es,

0o _ 1.2y 2
fl ! Kexp((,b(f) b+ (r=307) -4 )df

ogK 0V271T 2021
© —lx+(r-30%) ¢
= Kf ex &) da
logk OV 27T P ((/> ¢ 20°t ¢
1
x+(r—502)r—logK
= KX
V1o

S 1
log— + (r —~ —021)
K 2
VTo

Finalmente, se tiene que el valor de una opciéon europea de compra (call) viene dado
por la expresion,

S 1 S 1
log—+(r+—021) log—+(r——02T)

K 2 K 2
-KN
Vio V1o

SN (dy)—Ke " N (dy),

C(S, 1) e eSS KN




22

1. EL MODELO DE BLACK-SCHOLES.

con

S ( 1 2)
log—=+|r+=-0°1
di = K 2
1 Vio )
d>=d;—+\/10.

Existe un concepto financiero llamado paridad call-put que relaciona los valores de las
opciones de compray de venta. Por concisién, no incluiremos aqui una descripcién de esta
idea, la cual puede encontrarse en [4] y en [23], y nos limitaremos a sefialar que el valor de
una opcidn europea de venta se deduce de lo anterior y viene dado por

P(S, 1) =Ke " N (—dy) — SN (—dy).

1.6. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

Debemos reparar en que a lo largo de estas paginas hemos tratado aspectos bastante
diversos como son los conceptos propios del ambito financiero o los procesos estocdsticos.
Describiremos en las lineas posteriores los aspectos mds resefiables de la bibliografia que
hemos utilizado.

* Ellibro de Berky DeMarzo ([4]), pese a no estar destinado en absoluto a matematicos,

hace una exposicién bastante clara y global de los conceptos propios del campo
de las finanzas corporativas. En particular, el capitulo 20 versa sobre opciones
financieras.

Por su parte, no podemos dejar de mencionar la obra de Wilmott ([23]), la cual es
de lectura ineludible para aquellos que, procediendo el &mbito de las ciencias o las
ingenierias, desean introducirse en el terreno de los derivados financieros. La Parte
1 expone de manera clara a la par que rigurosa los conceptos y las ideas de la teoria
de valoracion de opciones. Por su parte, la Parte 2, aunque no trata con el método de
los elementos finitos, si que presenta la aplicacion de algunas técnicas numéricas al
problema de valoracion.

* Asimismo, el libro de Salsa ([18]) estudia, en el capitulo segundo dedicado a la

ecuacion del calor, el problema de Black-Scholes. Ademds, presenta de forma
suficientemente rigurosa pero sin perder la claridad expositiva el concepto de
movimiento browniano.

También merece ser mencionado el libro de Oksendal ([17]) que estudia las
ecuaciones diferenciales estocdsticas. Aunque este tema queda por completo fuera
del alcance de este trabajo, en él pueden encontrarse con el debido rigor todas
las demostraciones relativas al lema de Ito, integrales estocdsticas... Ademads, en el
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capitulo primero, se abordan aspectos de matemadtica financiera, eso si, desde el
punto de vista de los procesos estocasticos.

* El capitulo 1 del libro de Hilber, Reichmann, Schwab y Winter ([13]) plantea de una
forma muy concisa los aspectos y las definiciones més importantes de la matemética
financiera asi como de los procesos estocdsticos.

* Finalmente, el libro de Seydel ([20]) da, en el capitulo 1, una visién general del
problema de valoracion de opciones que resulta ser bastante ilustrativa. Ademas,
describe la cuestion de la geometria de las opciones de una manera facilmente
comprensible para el lector.












EL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS.

"Si la gente no cree que las matemditicas son sencillas,
es solo porque no se da cuenta de lo complicada que es la vida."
— John von Neumann.

Resumen: Se comienza presentando el problema de la formulacién variacional de un
problema de contorno. A continuacién, se compendian algunas definiciones y conceptos
del andlisis funcional para, mdas adelante, estudiar varios resultados importantes.
Finalmente, se exponen los fundamentos teéricos que avalan el uso de técnicas de
aproximacion, en particular, del método de los elementos finitos, a tales problemas
variacionales.
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2.1. PANORAMA GENERAL A TRAVES DE UN PROBLEMA
1-DIMENSIONAL.

Existe una eterna discusion al respecto de si son las matematicas las que se desarrollan
por si mismas o si, en cambio, evolucionan para dar respuesta a los problemas que van
siendo planteados por otras disciplinas. Esta confrontacién se puede apreciar incluso
entre la manera de afrontar los problemas "matematicos" de cada una de las civilizaciones
antiguas; los babilonios desarrollaron una teoria esencialmente practica mientras que los
griegos se preocuparon por demostrar la veracidad de los enunciados relativos a niumeros
y figuras.

Jonh von Neumann ', sin duda, uno de los matematicos mas importantes del siglo XX,
asevero y defendié que la mayor parte de las ideas matemaéticas habian sido concebidas sin
valorar siquiera la existencia de una utilidad de la que dotarlas. Sin embargo, también creia
que, transcurrido un tiempo, los modelos desarrollados por los matematicos acabarian por
dar respuesta a situaciones e interrogantes de los &mbitos mds diversos del conocimiento.

Valga de ejemplo lo acontecido al respecto de los ntimeros complejos: hasta finales
del siglo XVIII, éstos fueron usados con recelo y desconfianza pues no respondian al
problema de la medida de magnitudes. En cambio, de la mano de Euler y Gauss se perdio
esa preocupacion por la naturaleza de tales elementos lo cual culminé con la prueba del
Teorema Fundamental del Algebra en 1799.

Por hechos como el anterior, Von Neumann finaliz6 una de sus madas famosas
conferencias, The Role of Mathematics in Science and Society, afirmando que el progreso
de la ciencia serd mucho mayor si los investigadores se dejan guiar por los derroteros
de la belleza intelectual que si se limitan al &mbito de lo estrictamente ttil. Quizds de
esta manera estaba envolviendo de un halo "cientifico" la célebre cita de Dostoyevski, "la
belleza salvard al mundo”.

En particular, algo parecido ocurri6 con el asunto que nos va a ocupar en este capitulo.
Por una parte, las bases del método de los elementos finitos fueron asentadas por Boris
Galerkin “ en 1915 y fue en 1943 cuando Richard Courant ° propuso formalmente el

1John von Neumann (28 de diciembre de 1903, Budapest, Imperio astrohtingaro - 8 de febrero de 1957,
Washington D.C., Estados Unidos) fue un matematico que realizé contribuciones notables en computacion,
fisica cudntica, economia, cibernética y teoria de conjuntos, entre otros muchos campos. Una de sus
aportaciones més resefiables es la denominada arquitectura Von Neumann, que describe la composicion
de un computador electrénico y que fue publicada en 1945.

2Boris Grigorievich Galerkin (4 de marzo de 1871, Polotsk, Rusia, actualmente Bielorrusia - 12 de junio de
1945, Moscu, URSS, actualmente Rusia) estudié matematicas e ingenieria en el Instituto Tecnolégico de
San Petersburgo. Sus ideas al respecto de las soluciones aproximadas de una ecuacién diferencial fueron
publicadas en 1915. Desde 1940 hasta su muerte estuvo a la cabeza del Instituto de Mecanica de la Academia
Soviética de las Ciencias.

3Richard Courant (8 de enero de 1888, Lublinitz, Prusia, actualmente Polonia - 27 de enero de 1972, New
York, Estados Unidos) realiz6 grandes aportaciones en el &mbito de las ecuaciones diferenciales. Mientras
trabajaba en un laboratorio con la formacién de peliculas jabonosas, Courant se plante6 la cuestion de
probar matemadticamente la existencia de una solucién a tal problema fisico.
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método. Sin embargo, es con la aparicién posterior de las primeras computadoras cuando
las bondades de esta metodologia se vuelven tangibles.

El método de los elementos finitos es una herramienta numérica muy potente que
permite aproximar soluciones de ecuaciones en derivadas parciales. Hablando con
propiedad, seria mds correcto decir que el método de los elementos finitos nos proporciona
un algoritmo discreto (finito) para aproximar tales ecuaciones. En esta misma linea se
manifiesta Susanne Brenner ([7]) cuando afirma que "it [el método] should be thought
of as a black box into which one puts the differential equation and out of which pops an

n4

algorithm for approximating the corresponding solutions"".

El desarrollo de un algoritmo de este tipo consta generalmente de cuatro fases. A saber,
* Primero, el problema de contorno ° debe ser reformulado en forma débil.

* Después, se debe diseccionar el dominio espacial en subdominios que compongan
una particion.

* Se debe elegir un espacio de elementos finitos que defina la aproximacion, esto es, el
conjunto de funciones mediante el que se va a aproximar: funciones lineales a trozos,
cuadréticas a trozos... A los anteriores subdominios, dotados los ciertos grados de
libertad escogidos, se los conoce como elementos.

* A continuacién se toma la proyeccion del problema en forma débil sobre el espacio
de los elementos finitos. De este modo se obtiene un sistema de ecuaciones de
dimension igual a la del espacio vectorial de elementos finitos que se haya empleado.

* Finalmente, se resuelve el sistema de ecuaciones dando lugar a la solucién
aproximada.

Es habitual cuando se exponen todas estas ideas comenzar con un problema diferencial
concreto. Nosotros vamos a hacer lo propio en el caso uno dimensional. Consideremos el
problema de contorno siguiente

_i( (x)@)+r(x)u—f(x) a<x<b
Pl dx \P"ax B ’ ’

u(a) =a, ub)=p,

donde a, 8 € R, las funciones p,p’,r € C(la,b]) y f € L?*(a,b). Ademds, se requiere que
p(x) = po>0,r(x) 20,Yx € [a,b]. En lo que sigue, supondremos que a = § = 0, esto es,

4"El método puede ser entendido como una especie de caja negra en la cual uno pone la ecuacién diferencial
y allado aparece un algoritmo para aproximar las soluciones correspondientes”

SEn el contexto de las ecuaciones diferenciales, se denomina problema de contorno o de frontera a la
reunién de una ecuacién diferencial junto con unas condiciones en la frontera del dominio de definicién.
Cuando estas condiciones se establecen sobre los valores de la funcién implicada, se denominan condiciones
Dirichlet o esenciales. Si atafien al valor de su derivada, entonces se conocen como condiciones Neumann
o naturales. Si, por su parte, segiin qué puntos afectan, o bien a los valores de la funcién, o bien a los de su
derivada, se dice que son condiciones Robin o mixtas.
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condiciones Dirichlet homogéneas.

Si una funcién u de clase C?([a, b]) satisface [P] , entonces se dice que u es una solucién
fuerte o cldsica del problema de contorno.

La formulacién débil o variacional del problema [P] consiste en considerar, para cada
funcién v de clase C!([a, b]) que se anula en la frontera del dominio, esto es, en a y en b,

la identidad que se obtiene al multiplicar la ecuaciéon diferencial por v a ambos lados e
integrar en (a, b),

b g du b b
_fa E(’Mﬂ) de+fa r(x)uvdX—fa fvdx.

Si ahora se integra por partes el primer término del lado izquierdo, se obtiene que

b d du du |* b dudv
—f —|px)—|vdx= p(x)—v +f p(x)——dx.
a dx dx dx |, Ja xdx

Pero recordemos que hemos exigido que v se anule en a y en b. Luego, por tanto, se
tiene que

b b
p(x)—zd—zdx+f r(x)uvdx:f fx)vdx®.

Si u es una funcién absolutamente continua con derivada de cuadrado integrable y
con u(a) = a y u(b) = B que verifica la relacién anterior para todas las funciones v que
verifiquen las condiciones que impusimos antes, se dice que u es una solucién débil del
problema de contorno.

Notemos que en la formulacién débil tinicamente se exige que tanto u como su
derivada sean de cuadrado integrables en el intervalo considerado. De hecho, la derivada
de u no tiene por qué ser derivable ni continua.

5Todo lo anterior es generalizable a dimensién mayor que uno. Si Q es un abierto con frontera regular 42, el
problema correspondiente es

—div(px)Vu)+r@) = f(x), x€Q
u(x) = g(x), xeadQ,

y la formulacién variacional pasa a ser

f px)Vulvy dx+f r(x)uv dxzf fx)vdx.
Q Q Q
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Por su parte, es evidente que para formalizar esta teoria es necesario poner nombre a
las cosas asi como dotar de cierto rigor matemaético a los resultados concernientes. A ello
vamos a dedicar las secciones siguientes.

2.2. ALGUNOS CONCEPTOS DE ANALISIS FUNCIONAL.

Llegados a este punto, es necesario incluir en esta memoria una breve secciéon que
compendie aquellas definiciones propias del anélisis funcional que son de interés a la hora
de exponer los resultados que aparecerdn mas adelante. Advertimos que, por brevedad,
no vamos a incluir en esta seccién demostraciones de los resultados.

Definicién 5. (Norma y espacio normado.)
Dado un espacio vectorial V sobre un cierto cuerpo. Se dice que una aplicacion, || - ||,
definida sobre V con valores en R es una normassi verifica que

° llvll=z0 VYveV;

* |lv|| =0 si, y solo si, v =0;

o ||[Av]l =l llvl]] VAeR,VYveV;
e lv+wll <llvil+llwll Yv,welV.

A un espacio vectorial V al que se le ha dotado de una aplicacion norma se le llama
espacio normado.

Definicion 6. (Sucesion de Cauchy.)
Dado un espacio normado V. Se dice que una sucesion, {v,} >0, de elementos de V es de
Cauchy o fundamental si se verifica que

para cadae>0,3ny e N:||lv, — vyl <€, si n,m=ny.

El concepto anterior da lugar a la siguiente propiedad de algunos espacios que son los
que realmente nos van a interesar. También estos espacios gozan de nombre propio.

Definicion 7. (Espacios completo y espacios de Banach.)
Se dice que un espacio normado es completo si en él toda sucesion de Cauchy es
convergente. A los espacios normados completos se los denomina espacios de Banach.

De forma intuitiva podemos afirmar que cuando se trabaja en el ambito de las
ecuaciones diferenciales lo que se estd haciendo es tratar con aplicaciones entre ciertos
espacios. Una propiedad esencial de las aplicaciones es la linealidad.
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Definicién 8. (Aplicacion lineal.)
Sean V. y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Se dice que una aplicacion
f:V — W es lineal si se verifica que

fAv+pw) =Af(u)+ pf(w)

para cuales quiera que sean A, u realesy v,w € V.

Al trabajar con funciones lineales en espacios normados, los conceptos de continuidad
y acotacion se vuelven equivalentes.

Proposicion 1. (Continuidad de operadores lineales.)
Dados dos espacios normados V, W sobre el mismo cuerpo y una aplicacion lineal
f:V — W, entonces son equivalentes:

* fescontinuaenV,
* ftransforma conjuntos acotados en conjuntos acotados,
e dM=0: [If(wWIl=Mllvll] YveV,

* fes uniformemente continuaenV.

Es posible encontrar una prueba detallada de estos resultados en [9].

En estas condiciones, se puede hablar del conjunto de aplicaciones lineales y continuas
entre dos espacios normados dados, V'y W. A este conjunto se lo denota habitalmente por
Z(V,W). A este conjunto, junto con las operaciones usuales de las funciones, se le puede
dotar de una norma a fin de hacer de él un espacio normado. Tal norma se define de la
siquiente manera:

IfIl=inf{M =0: || f(W)l < Mllvl| Vv e V}=sup{llf W)l :Ilv]| = 1}.

Por supuesto que en un mismo espacio vectorial pueden definirse distintas normas.
De esta manera, cabe preguntarse al respecto de la relacion, si es que la hay, entre ellas,
dando lugar a la siguiente definicion.

Definicion 9. (Normas equivalentes.)
Sea un espacio vectorial V sobre un cierto cuerpo. Dadas dos normas, |11y, ||+ ||2, definidas
en él, entonces se dice que son equivalentes si

I N,M=0: NlJvili=llvlla < Mlvlly VveV.
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El que viene a continuacién es un caso particular de la denominada desigualdad de
Holder, resultado muy conocido y ttil del &mbito del anélisis funcional.

Proposicion 2. (Desigualdad de Schwarz.)
Sean f,g € L*(I), con I < R. Entonces, fge L'(I) y

fl F@g@ldx <11fllz gz,

Vamos a finalizar esta breve seccion con las definiciones de funcional lineal y espacio
dual junto con un resultado que enunciamos sin demostracion relativo al andlisis
funcional.

Definicion 10. (Funcional lineal y espacio dual.)

Sea un espacio normado V sobre un cierto cuerpo K. Un funcional lineal es una
aplicacion lineal de V en K. Al espacio de los funcionales lineales y continuos de V en
I, esto es, a £ (V,K), se lo conoce como espacio dual de V y se denota por V'.

Proposicion 3.

Dado el dual de un espacio normado V sobre un cierto cuerpo, esto es, V'. Entonces, si se
le provee de la norma de los operadores que definiamos antes, se tiene que V' es un espacio
de Banach.

Se puede encontrar informacion relativa a esta proposiciéon en [9].

2.3. UN PROBLEMA BIEN PUESTO.

En este apartado pretendemos asentar los fundamentos tedricos suficientes para
establecer bajo qué condiciones es posible garantizar la existencia y la unicidad del
problema de contorno en forma débil.

Comencemos con una definicién que constituye el eje fundamental de este contexto.

Definicién 11. (Forma bilineal.)
Una aplicacion ¢(-,-) definidaen VxV, siendo V un espacio vectorial, a los niimeros reales
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tal que sus dos argumentos son lineales se dice que es una forma bilineal. Si, ademads,
verifica que
pw,v)=¢pv,u) VYuveV

entonces se dice que es simétrica.

Un producto interno, (-,-) es una forma bilineal simétrica en V que verifica que
e (u,u)=0 VuelV;

* (u,u)=0si,ysolosi, v=0.

En los espacios dotados de un producto interno se verifica la celebrada desigualdad de

Schwarz, esto es,
[(u, V)| = v (u, u)v/ (v, v).

Del mismo modo, es conocido que ||u|| := v/(u, u), para cada u € V, define una norma,
[I-ll, que se conoce como norma asociada al producto interno o norma inducida por él, en
el espacio V correspondiente.

Es el momento de seguir con otra definicién sobradamente conocida, la de espacio de
Hilbert .

Definicion 12. (Espacio de Hilbert.)
Sea V un espacio dotado de un producto interno. Si el correspondiente espacio normado
(V,lI-l) es completo, entonces se dice que es un espacio de Hilbert.

En lo que sigue, supondremos siempre que los espacios vectoriales que aparezcan son
reales.

Ademads, es cierto que un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert es también un
espacio de Hilbert. Dado un subespacio M de un espacio de Hilbert, H, es posible definir
su ortogonal como

M'= {ueH:(u,v)=0 VYveM}.

“David Hilbert (23 de enero de 1862, Kénigsberd, Prusia - 14 de febrero de 1943, Gotinga, Alemania) ces uno
de los matematicos mds influyentes de todos los tiempos. Publicé, en 1899, Fundamentos de geometria, una
obra que,a partir de nuevos axiomas, dota a la geometria de una base firme en una mejora manifiesta de los
Elementos de Euclides. Es célebre su famosa conferencia de 1900, enmarcada en el Congreso Internacional
de Matemadticas, en la cual enuncié veintitrés grandes problemas sin resolver. De ellos, se han resuelto en la
actualidad algunos pero otros, en cambio, no. De estos ultimos, el mds conocido es, sin duda, la Hipdtesis
de Rienmann.
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Mas atn, dado cualquier elemento x € H es posible definir también para el subespacio
ortogonal,
xt= {ueH:(u,x) =0}.

Este caso merece una especial atencion pues es posible entender entonces el producto
interno con x como la accién del funcional lineal definido para cada u € H por

Ly (1) :=(u,x).

De esta manera, es claro que el subespacio x*

desigualdad de Schwarz,

coincide con ker(L,). Ademads, segtn la

|Lx ()] < x|l llzell,

y, por tanto, L, es un operador acotado, esto es, continuo.

También, debemos reparar en que, puesto que

Mt = N x+
xeM

y que cada x* es un subespacio cerrado de H, se tiene que M+ también es un subespacio
de H.

Enunciemos ahora en forma de proposicién algunos resultados relativos a espacios de
Hilbert.

Proposicion 4.
Sea H un espacio de Hilbert. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

e Si M, N son subespacios de H tales que M c N, entonces N+ c M.
* Para cada subespacio M se verifica que M n M+ = {0}.
« {0}t =H.

o HL=1{0}.

Es conveniente observar que en los espacios de Hilbert con la norma asociada al
producto interno se cumple la denominada regla del paralelogramo, esto es,

2 2 2 2
I+ vl +lu—vi*=2(lul”+lIvI7).
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Uno de los puntos mds importantes de los espacio de Hilbert trata con el concepto de
descomposicion del espacio en suma directa de subespacios ortogonales. De ahi se van a
extraer otras afirmaciones interesantes.

Proposicién 5. (Teorema de la proyeccion.)
Sean M un espacio cerrado de un espacio de Hilbert Hy u e H\ M. Se define

S=inf {lu-vl:veM}.

Entonces existe vy € M tal que |lu— vyl = 6, esto es, existe un punto, vy € M, que es el mds
cercano a u y, ademds, u— vy € M L

Demostracién. Sea {v,} una sucesion tal que
lim |u—v,| =96. 2.1)
n—oo

Entonces, en virtud de la regla del paralelogramo, se tiene que

(UVn+vm) 2
0= l1vn = vml* =2 (Il vn = ull® + v — ull®) - 4| ———=-
(Vn+Um) . .
Como — € M, entonces, de acuerdo con la definicién que se hizo de 6,
2
(Un+vm) _ =52,
2

De este modo,

0< vy = vmll® <2 (llvy — ull® + llvm — ull?) — 46°.

Utilizando (2.1) se tiene que {v,} es una sucesion de Cauchy, luego convergente. En
otros términos, existe vy € M = M tal que

lim [|v,— vgl| =0.
n—aoo

Ademads, es claro que ||u — vyl = 0.

Paraver que u—1vy € Mi, llamemos z = u—vy. Sea v € M y t un nimero real. Entonces,
Vo + tv € M lo que implica que la funcién de la variable ¢,

lz—tvl? = u—(vo + tv)|?
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tiene un minimo absoluto en ¢ = 0. Por tanto,

0= d |z z‘vII2 =-2(z,v)
- dt [:0_ ’ )

Esto supone que, para todo v € M,

(u—wvp,v) =(2z,v)=0.

Como v € M es arbitrario, se sigue que u — vy € M*.
|

Por otra parte, dados un subespacio cerrado M < H, H espacio de Hilbert, y u € H, es
posible descomponer u = v+ w, con v € My w € M. Esto es una mera consecuencia
inmediata de la proposicion anterior pues basta elegir w = u— v. Mostremos, ademads, que
esta descomposicion es tinica. Supongamos que

U=vy+v, = wy+ w, Vo, Wo € M, vy, wy € M+,

y entonces se tendria que vy —wy € M, —(v; — wy) € M+ y Vg — wy = —(v1; — wq). Como
M n Mt = {0}, debe ser vy = wy y v1 = w; y la descomposicion es, efectivamente, tinica.

Se define el operador de proyecciéon como

u Ssi ueM,
vo Si ue H\ M,

donde vy es el que habiamos considerado en la Proposicion 4. Ademds, como lo que nos va
a interesar involucra a espacios de Hilbert, en los cuales existe un producto interno, (-, -), la
anterior es equivalente a

(u,v) = (Ppy(uw),v), Yve M.

Finalmente, es claro a partir de lo anterior que

H=Ma&M™'.

Es posible comprobar facilmente que los operadores asi definidos son lineales.
Ademads, este tipo de aplicaciones pertenecen a una familia con nombre propio de
funciones lo cual nos guia a la definicién siguiente.
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Definicién 13. (Operador de proyeccion.)
Un operador lineal P : X — X, con X un espacio vectorial, es un operador de proyeccion
o, simplemente, una proyeccion si cumple que

P>’=P estoess, P =u VYuePX).

Llegamos al momento de presentar el que es, sin lugar a duda, uno de los resultados
mds importantes y de mayor trascendencia del andlisis funcional: el feorema de
representacion de Riesz.

Antes, hagamos un comentario sobre la notacién escogida. Denotaremos en lo que
. ., . . / . .
sigue la accién de un determinado funcional L € H , con H un espacio de Hilbert, sobre un
elemento u por (L, u) en vez de L(u).

Volviendo al asunto que nos ocupa, sabemos que siempre es cierto que, dado un
elemento de un espacio con producto interno, X, podemos definir un funcional L por

(L,v)=(u,v) YveX,

donde se ha utilizado la notacion
(L,v) = L(v).

La linealidad del funcional asi definido es inmediata. Por otra parte, observemos que
KL, )| = (w, V)] < [lull [Vl

lo que implica que
LIl < [l ull.

Por otro lado,
KL, v)] = l(w, Wl = lull?,

y, entonces,
l(w,w)|

IILI| = [ILI| =
Iull

Il

Luego, [ILI| = [[ull.

Pues bien, el teorema de representacion de Riesz nos dice que, para un funcional
lineal continuo en un espacio de Hilbert, H, el reciproco también es cierto, esto es, dado
L, siempre es posible hallar un elemento u € H tal que (L,v) = (u, v), para todo v € H.
Enunciemos como es debido este resultado.
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Teorema 1. (Teorema de representacion de Riesz)
Sea H un espacio de Hilberty L € H'. Entonces existe un tinico elemento u € H tal que

(L,v) =(u,v) YveH.

Ademds, se tiene que
1Ll g = lluell -

Demostracion. Sea M = {v € H : (L, v) = 0}. Segun hemos comentado antes, M es un
subespacio cerrado de H. Ademds, H=M & M*.

Si M+ = {0}, entonces M = H y se tiene que L = 0. En este caso, podemos elegir u = 0.

En caso contrario, esto es, si M+ # {0}, tomemos un elemento x € M+, x # 0. Se sigue
que (L, x) # 0 pues, en otro caso, x perteneceria también a M lo que, dado que Mn M+ = {0},

supondria que x = 0. Entonces, parave Hy A = &Zi se tiene que

(Lyv—Ax)={(L,v)— AL, x)=0. (2.2)
En otros términos, se tiene que v—Ax € M y como x € M+, se tiene que Py(v) =v—-Ax.
Definamos ahora

(LX)

Lo
IxI,

(2.3)

Nétese que u € M*. Por otra parte,

(u,v) = (u,(v—/lx)+)lx)
= (u,v—Ax)+ (u,Ax)
= (u,Ax)
I (L, JZ>

1112,
= ML, x)
= (L, Ax)
= (L),

(x,x)

donde se ha utilizado (2.2).

Luego el elemento u € H asi definido es el que estdbamos buscando. Probaremos
ahora que ||Ll| ;7 = Ilullg.
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Asi, se tiene que por una parte que

[{L, v)|
o£ver [IVIH

[(u, V)|
sup ———
ozved |IVIIH
llull

LI, =

IA

Por la otra, de (2.3),

(L, x)|

Xl e
WLl g 11X e

111 7
= ILil,,

Hullg =

Por tanto, se deduce que ||L|| g = | ull 4.

Queda aun por probar la unicidad. Sean u;, u, dos elementos verificando que (L, v) =
(11, v) = (uy, v). Por lo tanto,
(U1 —up,v)=0 VveH.

En particular, se tiene que

(ul—ug,ul—ug):O:ul—u2:0=>u1:u2.

Antes de seguir, necesitamos introducir dos conceptos relativos a formas bilineales.

Definicién 14. (Continuidad y coercitividad.)
Una forma bilineal a(-,-), definida en un cierto espacio de Hilbert, H, es continua
(acotada) si existe un numero real 3 > 0 tal que

la(u, v)| < Bllull [|v]| Vu,veH.
Asimismo, si existe un niimero real a > 0 de modo que
a(u,u)zacllull2 YueH,

entonces se dice que es coercitiva.
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Notese que, como consecuencia inmediata de la definicién de coercitividad, si se tiene
que una forma bilineal coercitiva a(:,-) en un espacio de Hilbert, H, verifica que a(u, u) =0,
para todo u € H; laigualdad se alcanza si, y solo si, u = 0.

El teorema de representacion de Riesz admite una suerte de generalizacion a formas
bilineales no necesariamente simétricas. Enunciémoslo.

Teorema 2. (Teorema de Lax-Milgram.)
Sea H un espacio de Hilbert y a(-,-) una forma bilineal continua y coercitiva en H.
Entonces, dado un funcional continuo L en H, existe un tinico elemento uy € H tal que

alur,v) =(L,v) VveH.

Ademdis,
1
Nurllg < =Ll g,
a

donde « es la constante de coercitividad de a(-,-).

La demostracion de este teorema resulta ser bastante densa y, por ello, tal como hace
Reddy en [9], hemos decidido diseccionarla en varios lemas previos. Advertimos de que en
los lemas venideros se suponen, ademads de las explicitadas en cada caso, las condiciones
del teorema de Lax-Milgram. Vamos con ello.

Lema 3.
Dado un elemento u € H, existe un tinico elemento w € H tal que

a(u,v) =(w,v) YveH. (2.4)

Demostracion. Fijado u € H,laaplicacién a, (v) := a(u, v), paratodo v € H, es un funcional
acotado pues
lay () < B llull llv]] VveH.

Por tanto, de acuerdo con el teorema de representacion de Riesz, existe un tinico elemento

w € H tal que a,(v) = (w, v), esto es, tal que a(u, v) = (w, v) y, ademas,

llwll = llaull < Bllull.

Lema 4.
Sea T el operador definido por
T(u)=w,

donde w es el tinico elemento en H tal que a(u, v) = (w, v) para todo v € H. Entonces T es
un operador lineal y continuo.
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Demostracién. Sean u,,u, dos elementos de Hy w; = T(uy), w2 = T(up). Veamos que
T(Auy + pup) = AT (uy) + uT (up), paratodo A, u e R.

Como af(:,-) es una forma bilineal, entonces se verifica que

a(Auy + puy, v) = Aa(uy, v) + pa(uy, v) = (Aw; + pw,, v).

Ademads, AT (uy) + uT(u2) = Aw; + pw,. Asi, por el primer lema, se sigue que
T(Auy + pup) = Awy + pwo,

como consecuencia de (2.4), y por tanto, se prueba la linealidad de T.

Por su parte, si u # 0, sea w = T'(u). Ahora, puesto que af(:,-) es continua, se tiene que
Bllull IT@W) = alu, T(w) = (w, T(w) =T W,

lo cual implica que

1Tl = Bllull.

Si u =0, la desigualdad es trivial (7'(0) = 0, pues es lineal). Por tanto, T es un operador
acotadoy

1Tl = pB.

Lema 5.
El operador T, definido en el Lema 4, es inyectivo y su inverso, T~! es acotado.

Demostracion. Veamos que ker(T) = {0}, esto es, que T(u) = 0 solo si u = 0 para concluir
que el operador lineal T es inyectivo. Sea u un elemento tal que 7' (z) = 0. Entonces

a(u,v) =(T(w),v)=0,v)=0 YveH.

En particular, para v = u, se obtiene que
0= > 2
=a(u, u) z allull”,

donde « es la constante de coercitividad de la forma bilineal a(:,-). Entonces, ||u|| = 0y, por
tanto, u = 0. Luego, en efecto, el operador T es inyectivo y, restringido a la imagen de T,
su inverso existe. Ademas, es un resultado conocido del dlgebra lineal que el inverso de un
operador lineal es también lineal. Para ver que es continuo reparemos en que, si T(u) = w,

2
allull” = alu,u) = (w,u) < |lwl| ||ull,
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de donde )
NTHw)ll = lull < Ellwll,

lo cual implica, que
_ 1
177l <—.
a

Lema 6.
Sea T el operador definido en el Lema 4. Entonces, la imagen de T, Im(T), es un espacio
completo.

Demostracion. Sea (w;,) ,en una sucesion de Cauchy en Im(7). Como Im(7T) € H, (wy,) nen
también es una sucesiéon de Cauchy en H. Como H es un espacio completo, la sucesiéon
converge en él, esto es, existe un elemento w € H tal que

lim |w, — w]| =0.
n—oo

Necesitamos ver que w € Im(T). Para ello, definamos u,, = T~!(w,,), para cada n € N.
Entonces,

_ _ _ 1
ity — tmll = 1T Hwy) = T Hw)l| = I T 1(wn—wm)nsa llwn — whll,
luego

. | B
lim |lu;,—upl<— lim |lw,— w;,ll =0.
n,m—oo a N,m—o0

Por lo tanto, (1) ,en €S también una sucesion de Cauchy en H. Luego es convergente.
Sea entonces u € H tal que

lim u, = u.
n—oo

Como el operador T es continuo, se tiene que
Tw) = lim T(u,) = lim w,=w,
n—:o0 n—aoo

con w € Im(T). Luego, como queriamos probar, el espacio Im(7T) es completo.

Lema?7.
El operador T, definido en el Lema 4, es biyectivo.
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Demostraciéon. Tenemos que ver que la imagen del operador T es todo el espacio H, esto
es,queIm(T)=H.Seave Im(T)+. Entonces,

(T(w),v) =0 VYueH.

Pero (T'(u), v) = a(u, v), luego, en particular,

(T(v),v)=alv,v)=0.

Como la forma bilineal a(-,-) es coerciva, lo anterior implica que v = 0y, por tanto, el
operador T es, en efecto, biyectivo.

Demostracion del teorema de Lax-Milgram. En primer lugar, como consecuencia del
teorema de representacion de Riesz, existe un inico w; € H de manera que

(wr,v) =(L,v) YveH.

Ahora bien, segiin hemos probado en los lemas precedentes, el operador T que envia
acada u € H en el tinico elemento w € H tal que a(u, v) = (w,v) Yv e H es biyectivo. Por
tanto, existe una tnica contraimagen del elemento w; o, dicho de otra manera, existe un
unico uy € H tal que T(ur) = wr. De esta manera, se llega a que

(T(ur),v) =(L,v) Yve H.

Asi, por la propia definicién de la aplicacién T, se obtiene que, efectivamente,

alur,v) =(L,v) VYveH.

Por su parte, si uy # 0, entonces
2
alluglly < aug, up) =L, ur) <||L||g llurll g,

es decir,

1
urllg = —IILl| g
a

Finalmente, sefialemos que si u; = 0, la desigualdad es trivial.
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Vamos a dedicar ahora una definicién a asentar de manera clara lo que se entiende por
problema variacional.

Definicion 15. (Problema variacional.)

Sean V es un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) . Supongamos que a(-,-) es una
forma bilineal continua y coercitivaen V. Dado F € V', se define el problema variacional
como la buisqueda de u €'V tal que

a(u,v) =(Ev) YvelV. (2.5)

Si, ademds, la forma bilineal es simétrica, entonces se dice problema variacional
simétrico.

La expresién que da nombre a esta seccién es debida a Hadamard ° y no se trata tan solo
de una expresion coloquial. En verdad, él creia que para que un modelo matematico gozase
de relevancia dentro del ambito de la fisica, éste debia satisfacer ciertas propiedades.
Concretamente,

¢ deberia existir (existencia) una solucién del modelo

* y ésta habria de ser tnica (unicidad).

* Ademas, el comportamiento de la solucion variaria de forma continua conforme lo
hiciesen las condiciones iniciales (dependencia continua de los datos), esto es, si los
datos cambiasen un "poco", la solucién del modelo perturbado seria "préxima" a la
original.

En tales condiciones, se dice que el modelo pertinente es un problema bien puesto o

bien planteado en el sentido de Hadamard. Enunciemos en esta linea el que va a ser el
altimo resultado de esta seccion.

Teorema 3.
El problema variacional que hemos definido es un problema bien puesto.

La demostracion de este teorema es el propio teorema de Lax-Milgram.

8Jacques Salomon Hadamard (8 de diciembre de 1865, Versalles, Francia - 17 de octubre de 1963, Paris,
Francia) fue un matematico francés que trabajé en las universidades de Burdeos y Paris. Sucedi6 a Henri
Poincaré al frente de la Academia de las Ciencias de Francia en 1912. En su libro Psicologia de la invencién en
el campo matemditico trata de describir los estados de la mente al hacer matematicas. Consulté a numerosos
cientificos de la época obteniendo como resultado el que muchos desarrollaban las matemadticas sin utilizar
palabras percibiendo en cambio imédgenes o sensaciones, algo que algunos sitiian cerca de la teoria de los
estadios del aprendizaje de Piaget.
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2.4. ESPACIOS DE SOBOLEV.

Los espacios C"(Q), pese a estar formados por funciones n-diferenciables con
continuidad, tienen por contraparte que no son espacios de Hilbert para la norma
usual. Por tanto, no van a ser estos los espacios naturales en los que trabajar con
ecuaciones en derivadas parciales.

Asi, los espacios que nos van a interesar son los denominados espacios de Sobolev
pues, en primer lugar, existe un conjunto de ellos que si que son espacios de Hilbert y, por
otra parte, es posible llegar a resultados de existencia y unicidad del problema variacional
cuando se trabaja en tales espacios.

La presentacion de los espacios de Sobolev suele implicar el desarrollo de la teoria de
las distribuciones o funciones generalizadas. Estas constituyen, valga la redundancia, una
generalizacion del concepto de funcién que pasa por la idea de la distribucién de masa. En
cambio, dado que la presente memoria viene a colaciéon del problema de valorar derivados
financieros y, en particular, de aproximar la ecuacién de Black-Scholes, sera suficiente con
que nos cifiamos al caso 1-dimensional. Es posible encontrar una presentacion clara y
suficientemente rigurosa del caso general en los libros [7] y [9]. Nos restringiremos, por
tanto, a los espacios de Sobolev en intervalos de R.

Definicion 16. (Espacio de Sobolev en un intervalo.)

Fijado un entero k, se define el espacio de Sobolev H*(a,b) como el conjunto de las
funciones reales v definidas en el intervalo |a, b] tales que todas sus derivadas de orden
menor o igual que k — 1 son absolutamente continuas en |a, b] y, ademds,

b dk ) 2 1/2
f (— (x)) dx| <oo.
a dxk
A este conjunto se le dota de una norma, que se conoce como norma de Sobolev, de la
siguiente manera,

k b d]y 2 1/2
vl = (—.(x)) dx
Hk(a,b) (];0 a dx] )

Como subconjuntos de H' (a, b) aparecen H é y H& formados por aquellas funciones v
que cumplen v(a) = a, v(b) = B, para ciertos valores reales a, , y v(a)=0, v(b) =0,
respectivamente. Observemos que si v € H'(a, b), entonces v es continua y tiene perfecto
sentido evaluar la funcion.

Un resultado tipico de la teoria de espacios de Sobolevy que permite obtener cotas para
ciertas funciones a partir de sus derivadas es la desigualdad de Poincaré®. A continuacion,

9Jules Henri Poincaré (29 de abril de 1854, Nancy, Francia - 17 de julio de 1912, Paris, Francia) fue un
matematico, fisico y filésofo de la ciencia francés considerado, junto a David Hilbert, uno de los matemaéticos
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enunciamos un caso particular de la misma que es el que se ajusta a nuestros intereses.

Proposicion 6. (Desigualdad de Poincaré.)
Sea I un intervalo real. Entonces, existe una constante Cp € R tal que

!
1
Hullizay = Cpllullzgy  Yue Hy(D).

s . s 2 1 !
Adviértase que, para una cierta funcion u € H, (1), las normas ||u || 2 ¥ lull HY(a,b)
son equivalentes. En efecto, por una parte, es claro que

! _ 2 "2
11 22y < 18l g3 ) = {11002 g+ 18 122

Por otra, valiéndonos de la desigualdad de Poincaré, se tiene que
. 5 1o 1/2 A
1all gy = 10122 oy + CRIE N b = 1+ CR I 20

Volviendo ahora al caso particular del problema [P] que hemos planteado en la Seccién
2.1, el problema variacional asociado se establece en términos de

b ! !
a(u,v) ::f {p(x)u vdx+ r(x)uv} dx,
yde
b
(F )= f Fvdx.

De esta manera, el problema variacional asociado a [P] se enuncia como la bisqueda
de u € Hy(a, b) tal que

a(u,v)=(FEv) VveH)(aDb).

Veamos que la forma a(-,-) asi definida es continua en Hé (a,b).

mads célebres de su tiempo. Se le ha denominado como el "Gltimo matematico universal", es decir, el tltimo
con conocimiento profundo al respecto de todas las materias de su época. Poincaré apostaba por una
vision romdntica de las matemadticas basada en la intuicion, una percepciéon diametralmente opuesta al

formalismo estricto que defendia Hilbert, llegando a afirmar incluso que "la ldgica es yerma si no se fertiliza
con la intuicion".
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b ! !
la(u, v)| f {p(x)u vdx+ r(x)uv} dx
a

IA

b . b
fp(x)uvdx+f r(x)uvdx

IA

xe(u
1/2

d '12d

sy oot [[was] ([
1/2 b

+ max {r(x)}(f Iulzdx) (f Ivlzdx
xe(u,b) a a
b 1/2 b

xrer}a)é){p(x)}(fa lu1"dx lvldx

1/2 b .

[

(max {p}+ Cp max {r(x)}) (f |

x€(a,b)

IA

IA

b !
+ Cp max {r(x)}(f |u | dx)
x€(a,b) a

Hagamos lo propio con la coercitividad en H& (a,b).

la(u, u)|

v

v

b !
Pof (u)?dx.
a

b ! I
f {p(x)u udx+ r(x)uu} dx

b !
f p(x) (1) +r(x)(w)?dx
a

{p(x)}f | |V |dx+ max {r(x)}f lul lvldx

1/2
1/2
1/2
1/2

2da

1/2 1/2

dx) Uabw'ﬁdx)

b , b
fp(x)(u)zdx+f r(x)uldx

b, b
pof (u)zdx+min{r(x)}f u’dx

Por lo tanto, en virtud del teorema de Lax-Milgram, el problema variacional asociado

al problema de contorno [P] posee una tnica solucién débil.

2.5. EL METODO GALERKIN.

En las secciones previas nos hemos dedicado en exclusiva a estudiar conceptos tedricos
del andlisis funcional descuidando por completo el hecho de que nuestro fin dltimo es el
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de hallar soluciones efectivamente computables. Ademas, es indudable que, salvo para las
ecuaciones en derivadas parciales méas sencillas en dominios adecuadamente escogidos,
es imposible encontrar soluciones analiticas para los problemas de contorno. Si bien
el enfoque clasico de estos problemas conduce a métodos de aproximacion tan vélidos
como el de las diferencias finitas, el tratamiento variacional ha provocado que, a partir
de mediados del siglo XX, métodos como el de Galerkin se popularizasen notablemente.
Concretemos en qué consiste tal método.

Definicion 17. (Problema de Aproximacion de Galerkin.)

Sea V es un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) . Supongamos que af(-,-) es
una forma bilineal continua y coercitiva en V. Dado F € V', consideremos el problema
variacional (2.5). Sea V), un subespacio de dimension finita de V, se define el problema de
aproximacion de Galerkin como la busqueda de uy, € Vj, tal que

a(up, vy) = (K vp) Vv € Vp.

En tal situacién, diremos que uy, es una aproximacion de Galerkin en el espacio Vy,.

Notemos que lo que realmente tenemos es un problema variacional restringido a un
espacio de dimension finita. Como lo general implica lo particular, se tiene que, en virtud
de los resultados de la seccion previa, el problema de aproximacion de Galerkin es un
problema bien puesto. Por tanto, podemos hablar de la (linica) aproximacién de Galerkin
en el espacio correspondiente.

La notacion del subindice h es la que aparece, de manera mds o menos similar, en la
mayoria de los textos que hemos consultado. Resulta ser muy ilustrativa pues, si bien V es
un espacio muy 'grande’ (de dimensién infinita), el valor de h nos va a mostrar en cierto
modo cémo de 'cerca’ estd el subespacio V}, del propio V. Concretamente, si Vj, es un
espacio de dimensién (N + 1), esto es,

Vi = span{y;} i,

c
para ciertas funciones linealmente independientes de V, definimos h = —, c € R\ {0}. De

esta manera, h € (0,1] y cuando N — oo se tiene que h — 0 significando que cuanto
menor es el indice &, mejor es la aproximacion del subespacio Vi, a V.

Para tratar de obtener u; debemos reparar en que tanto uj; como vj;, deben ser sendas
combinaciones lineales de las funciones que conforman la base de V},. De esta manera,

N N
up=) djy;  va=) bjy;.
j=0 k=0

Al llevar estas expresiones al problema de aproximacién de Galerkin, como a(-,-) es
bilineal y F es lineal, se obtiene que

N N

N
Y. Y dibiatyj,wi) =Y. b (Byi).
k=0

j=0k=0
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Si denotamos por K = a(y j, ¥ ) y Fr. = (F,¥), podemos reescribir lo anterior como

N N
Z bk(z Kjrdj— Fr|=0.
k=0 \j=0

Dado que los coeficientes by son arbitrarios, debe ser

N
Y Kjdj = Fy, k=0,..,N.
Jj=0
En la literatura al respecto de este tema, lo comtn es denotar por K a la matriz
{K j k}1=j<n y por Fy d alos vectores Fy. y d;, obteniéndose asi la compacta expresion
l<ksN

Kd=F.

Notese que este sistema de ecuaciones tiene solucion inica como consecuencia de la
coercitividad de la forma bilineal a(., -).

Observemos que la potencia de estas ecuaciones reside en que hemos llevado el
problema de aproximacién de Galerkin a la resolucién de un sistema de ecuaciones
lineales. A partir de los coeficientes d;, se halla la solucién aproximada uy,.

En la seccién anterior, cuando definiamos lo que era una forma bilineal, dijimos
también que si ésta era simétrica y coercitiva, entonces definia un producto interno del
espacio. Asimismo, si la forma es ademds continua, entonces la norma asociada a este
producto interno, |||, = V/a(:,-), es equivalente a la norma original del espacio. Esto es
debido a que, como consecuencia de la coercitividad de a(-,-), se tiene que

Nulla = Va(u,u) = Vallull2 = va llull,

donde a es la constante de coercitividad de la forma. Del mismo modo, si f es la constante
de continuidad de la forma a(-,-), se obtiene que

llulla = Vatu, u) < \/Bllul2 = \/B l1ull
Por tanto, EfeCtivamente,
Va llull < llulla < /B 11ull

y las normas son equivalentes.

De esta manera, si V c H era completo respecto de la norma original, también lo serd
respecto de || -||4. Al producto interno asociado a af(:,-) lo denotaremos por () 4.

Si ahora tomamos las funciones de la base del espacio V, {y j}j.V: , de modo que
conformen una base ortonormal respecto al producto interno (:,-), el sistema de
ecuaciones se simplifica considerablemente pues

Kik=ay;vi)=W;¥ir)a=0 si,ysolosi,j#k,
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y, por tanto,
Kjjdj = Fj,
esto es,
Ej
d. -
I 7K
1]

Cuando definiamos lo que se entendia por problema de aproximaciéon de Galerkin,
también comentdbamos que éste era un problema bien puesto. Pues bien, vamos a
analizar ahora lo que ocurre con los errores de tales aproximaciones.

El error se define como la diferencia entre la solucion exacta y la aproximacion, esto es,
e=u-—up.

Por su parte, como V;, c V, podemos restar la expresion del problema variacional
restringido a Vj, ala del problema de Galerkin. De esta manera, obtenemos que

a(u,vy) = alup, vy) = alu—up,vy) =0,

esto es,
a(e,vy) =0. (2.6)

A la expresion anterior se la conoce como ortogonalidad Galerkin y no depende del
hecho de que af(:,-) sea simétrica.

Si la forma a(-,-) es simétrica, este resultado goza de una interpretacién geémetrica
muy interesante. En tal caso y como ya hemos comentado, la forma define un producto
interno, (-,+)4. Por ello, ahora entra en juego todo el compendio de resultados relativos
a proyecciones que presentidbamos en la secciéon anterior. Asi, si {y j}§V= o €8 una base
ortonormal respecto de (:,-), en V}, la proyeccién ortogonal de un elemento v viene dada
por

N
PW=Y Wyayj.

j=0

Si ahora tenemos en cuenta que, en particular,

(uy'l//j)a = (uh’UJj)ar
llegamos a que

N
Pu) =) (upyjay;=Puy) =up.
j=0
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Luego la proyeccion ortogonal de la solucién exacta, u, sobre el espacio Vy, respecto del
producto interno (-,-), es la solucién aproximada, uy. De esta forma, como e = u — uy, se
tieneque e=u—P(u) € VhL y, asi, el error es ortogonal al subespacio V. En consecuencia,

(e,up)q=0. 2.7
Ademads, si atendemos al comportamiento de || -||,, vamos a ver qué ocurre con la
distancia entre uy vy € Vj,.
2 _
lu—vll, = alu-v,u-v)

= alu—up+u,—v,u—up+up—7")
= a(e+(up—v),e+(up—"0v))
= a(ee)+2ale,up—v)+alup—v,u,—7)

2 2
= llellg+llun—vllg

pues, segin hemos afirmado, el error es ortogonal a todos los elementos del espacio Vj,.
Por tanto, podemos observar como el minimo se alcanza cuando v = uy,. Esto es,

Nlu—uplla<llu—vplla VYVRE V).

Lo que acabamos de ver es que la aproximacion de Garlerkin es la mejor aproximacion
a la solucién dentro del espacio Vj. Sefialemos que esto podia haber sido deducido
directamente a partir del teorema de la proyeccion.

Presentemos ahora uno de los resultados de mayor relevancia en este contexto.

Lema 8. (Lema de Cea.)
Sea V un espacio de Hilbert. Sean también a(-,-) una forma bilineal continua y coercitiva
¥y F un funcional lineal y acotado de V. Entonces

B .
llu—uplly < o inf {|lu—vlly:veVy},

donde a y B son las constantes de coercitividad y continuidad de a(-,-), respectivamente.

Demostraciéon. Como la forma af(-,-) es coercitiva, podemos escribir que

IA

2
allu—uplly a(u—up,u—up)

= alu—up,u—vy—up+vy)

= a(u—up,u—vy) —ale up— vy

= alu—uy,u—"uvy)),
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para todo vy, € Vy, por la ortogonalidad Galerkin (2.6).

Asimismo, como también es continua, se tiene que
2
allu—uplly <alu—up,u—vy) < Bllu—uylly llu—vpylly.

Luego,
lu—uplly < p lu—vplly Vvp€ V.

Entonces,

B .
lu—uplly < P inf{l|lu—vpllv : vy € Vit

Advirtamos que el lema de Cea nos muestra que la aproximacion uy, es dptima en el
sentido de que el error, ||u — uylly, es proporcional a la mejor aproximacion dentro del
espacio Vj.

Debemos apreciar que el lema de Cea transforma el problema de estimar el error u—uy,
en otro de calcular la distancia de u al subespacio Vj,. Como inf{l lu—vl||:ve Vh} <|lu—wvgll,
para cualquier vy € V}, es posible obtener una buena estimacion si se elige vy de la manera
adecuada. Por ejemplo, si se considera la proyeccién ortogonal, se obtiene la mejor
aproximacion posible.

2.6. EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS.

A la hora de implementar el método de los elementos finitos, debemos escoger un
subespacio de aproximacion Sé’ c H(}. La elecciébn mds simple, que serd la que sigamos,
responde al caso de considerar espacios de splinesy, dentre todos ellos, sin duda, los més
sencillos son los de grado uno. Se comienza fijando una particion, P, del intervalo [a, b] de
manera que

a=xp<x1<..<xy=b,

con N = 2. A menudo, dentro del &mbito de la teoria de los elementos finitos, al conjunto
de puntos P = {xk}jlg’zo se lo conoce como malla. Llamando I; := [x;-1,x;], i = 1,...,N, el
espacio de splines de grado uno consiste en

Sp := {u(x) € C(a,b) : uljes afin en I;}. (2.8)

El subespacio de elementos finitos que se utiliza para aproximar funciones con
condiciones de contorno homogéneas es

Spo = SpnHy(a,b) ={un€Sp:up(a=upb)=0}. 2.9)
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Una base, {wi}f.\io, del espacio S}l) puede ser la compuesta por las denominadas

funciones sombrero o, si se prefiere, funciones hat.

Las funciones sombrero, 1;, son funciones lineales a trozos que se anulan en todos los
puntos de la malla salvo en x;, donden vale 1. De esta manera, si h; = x; — x;—;, podemos
dar una expresion analitica para tales funciones:

(x—x;-1)/hi Si X € [Xi-1,Xi]
vi(x) =9 (Xis+i—x)/hjyi Si X € [xj, Xi41]
0 en otro caso,
junto con
(x1—x)/ Iy si X € [xg,x1]
Yo(x) =
0 en otro caso,
y
(x—xn-1)/hN Si X€[xNn-1,XN]
Yn(x) =
0 en otro caso.
1
T z; Tit1

Figura 2.1: Grafo de una funcioén hat.

Notemos que estas funciones Vi tienen soporte [xj_1,X;j+1]. Esta va a ser una
propiedad muy importante de las funciones sombrero, pero antes recordemos el marco
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que describiamos en la seccion previa. Formdbamos una matriz K;, j cuyas entradas venian
dadas por el producto interno de los elementos de la base, esto es,

Kij=alyi,y)).

Siahora consideramos para el problema particular [P] de la Seccién 2.1 1a forma bilineal

b ! !
alyi,v;) f {p(x)u/,-(x)u/j(x)dx + r(x)wi(x)u/j(x)} dx

b , . b
= fp(x)u/i(x)u/j(x)dx+f r(yi(xy;(x)dx,

paral <i,j < n—1, se observa la propiedad capital de tomar como base las funciones
sombrero. En efecto, como consecuencia de sus respectivos soportes, se obtiene que

Ki,j:() si |i—j|>1.

Por lo tanto, la matriz K resulta ser tridiagonal. Ademads, en este caso, es simétrica y
definida positiva. Sabemos entonces que el sistema lineal asociado va a ser facilmente
resoluble mediante el uso adecuado de técnicas del analisis numérico tales como la
factorizacién LU.

Notemos que hemos escrito la matriz K como la suma de otras dos matrices las cuales,
por motivos histéricos, se denominan matriz de rigidez y matriz de masa, respectivamente.
Asimismo, reparemos también en que los terminos K; ; son sumamente sencillos pues, de
hecho, las derivadas de las funciones ¥ son funciones constantes a trozos en el intervalo
[a, b].

Aunque pueda parecer que las integrales que han aparecido son facilmente calculables
de forma analitica, debemos reparar en que dependen de p(x) y r(x). Ademads, en la
prdactica, pueden no ser calculables explicitamente y, como hemos venido anunciando,
habremos de recurrir al andlisis numérico para hallar rutas alternativas a fin de superar
tales escollos. En particular, vamos a comprobar como al utilizar ciertas reglas de
cuadratura se obtienen los mismos sistemas de ecuaciones que se obtendrian a partir de
otras técnicas, esto es, vamos a aproximar las integrales por la regla del punto medio y
obtendremos el sistema propio del método de las diferencias finitas.

Supongamos que los puntos de la malla estdn equiespaciados. De esta manera, x; =
a+ih, i=0,..n,sih=(b-a)ln.Sillamamos p;_1/2 := p(x; — h/2)y pis1/2 := p(x; + h/2),
obtenemos que

Xi / / -1 %
f pOy,;_(x)y;(x)dx = ﬁf pX)dx=—pi_1;2,
Xi—1 Xi-1
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y andlogamente para el resto de las integrales. Para las relativas a la matriz de masa,
valiéndonos en esta ocasion de la regla del trapecio, se tiene que

Xi
f rx)yi-1(0yi(x)dx =0,
Xi-1
pues ¥; se anula en x;_; y ¥;_1 hace lo propio en x;. Asimismo,

Ty

f v Rdx= 1
Xi-1 2

donde r; := r(x;), pues y; vale cero en un extremo del subintervalo y uno en el otro. Asi, de
la misma forma ocurre que

Xi+1 hr;
f r(x)yi(x)*dx = i.
X 2

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], aproximando su integral mediante
la regla del trapecio y reuniendo todo lo anterior, encontramos que el problema de
aproximacion de Galerkin toma el aspecto siquiente:

_Pi—l/zu_ Pi—1/2+l9i+1/2u‘_ Pi+-1/2
h i—-1 h i h
donde, por supuesto, i =1,...N—-1, up=a, uny =By fi = f(x;).

Uiv1+hriu; = hf;,

Es evidente que lo que hemos obtenido es el mismo sistema de ecuaciones que el de
un método en diferencias finitas.

2.7. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

Los temas presentados a lo largo de este capitulo se pueden abordar desde el mas
severo andlisis matemadtico hasta la rama de la matematica aplicada que es el cdlculo
de variaciones pasando, por supuesto, por las técnicas de aproximacion numérica. En
consecuencia, la bibliografia al respecto es sobradamente extensa e inconmensurable. Sin
embargo, no por ello vamos a dejar de apuntar aqui los libros que hemos consultado a lo
largo de la realizacién de este trabajo.

 Ellibro de Suli y Mayers ([21]) constituye una valiosa a la par que clara exposicién de
practicamente todos los aspectos del andlisis numérico elemental. En concreto, los
temas 11 a 14 tratan con el asunto de aproximar ecuaciones en derivadas parciales y
han sido una referencia habitual a lo largo del estudio del tema.

* Asimismo, el libro de Daya Reddy ([9]) ha supuesto un gran regalo a la hora de
clarificar los aspectos tedricos mds importantes y dotar de rigor los resultados
expuestos. En €l se pueden encontrar practicamente todas las demostraciones que
aparecen en este bloque de la memoria.
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* Por supuesto, no podemos dejar de mencionar la obra de Brenner y Scott ([7]).
Hemos encontrado en los temas 0 a 4 una exposicién clara y muy didéctica de los
fundamentos del método de los elementos finitos.

* Finalmente, debemos mencionar que los apuntes de "Complementos de anadlisis
matemadtico" e "Introducciéon a los espacios de funciones", suministrados por
los profesores de las asignaturas, se han erigido como sendas guias de rdpida
consulta de practicamente toda la teoria de andlisis funcional, junto con la teoria de
distribuciones y espacios de Sobolev que, aunque no se presenta en esta memoria,
no hemos dejado de examinar.









VALORACION DE OPCIONES.

"No hay ninguna rama de la matemdtica,
por abstracta que sea, que no pueda aplicarse
algun dia a los fenomenos del mundo real."
— Nikolai Lobachevsky.

Resumen: Se presenta uno de los tratamientos habituales a la hora de valorar opciones
de tipo europeo y americano. Se justifica, a partir de la teoria previa, el uso de métodos de
aproximacion y se describen los problemas matriciales discretos asociados.
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3.1. CONSIDERACIONES PREVIAS.

En los capitulos anteriores se han introducido los conceptos relativos a los productos
financieros y a la teoria de los elementos finitos. Es ahora el momento de aunar ambos
aspectos bajo la busqueda del valor de ciertos tipos de opciones financieras. Asumiremos
para ello que se siguen verificando las mismas hip6tesis que supusimos en el capitulo
primero de las cuales, la méds importante es, sin duda, la que acepta que el precio del activo
subyacente sigue un movimiento browniano.

Nos gustaria sefalar aqui que, aunque el capitulo que ahora comenzamos constituye
el nexo entre los otros dos precedentes, dada la complejidad de esta materia, solo
pretendemos ilustrar algunas aplicaciones de la teoria expuesta sin entrar en otros
derroteros més profundos. Al final de los resultados que expondremos, indicaremos
algunas refencias en las cuales se puede profundizar en este campo.

Si bien en la Seccion 1.4 dedujimos la ecuacion de Black-Scholes,

ov 1 28202V s o
—+ =08 —+rS—-rV =0,
or 2 082 0S
lo que nos interesa ahora es hallar el valor de una opcién dada una cierta funcion payoff ¢,

esto es, computar efectivamente el valor de
Vis, ) =E[e" T (X)X, = 5], (3.1)
donde X, satisface la ecuacién diferencial estocdastica

dXt = rX[dt'F UX[dW[.

Se puede encontrar informacidn relativa a la expresion (3.1) en [13] yen [17]. Asimismo,
consideraremos los cambios de variables 7 := T — ¢, para obtener un problema progresivo,
y x := log(s) (n6tese que estos cambios ya los realizdbamos en la Seccién 1.5 cuando se
resolvia la ecuacién de Black-Scholes para la opcion europea). Llamaremos entonces

ulx,7):=V(s, 1) (3.2)
para tratar asi el valor de la opcién. De esta manera, u(x,0) = ¢(e*), y u(x, 1) verifica
ou 1 262u+( 02) ou

— =0 ——ru, X € (—00, .
or 2 0x? 2 (=00, 00)

ox

3.2. EL PROBLEMA DISCRETO.

Las funciones valor, u, de practicamente la totalidad de los tipos de opciones que son
negociados con mayor asiduidad verifican una ecuacién en derivadas parciales de la forma

)
o tu=f enIx (1) (3.3)
ot
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junto con una condicién inicial del tipo
u(x,0) = uo(x), (3.4)

y condiciones frontera que, acorde a nuestros intereses, supondremos Dirichlet
homogéneas, donde I <Ry siendo </ un operador diferencial lineal de segundo orden.

La formulacion variacional del problema (3.3-3.4) se presenta como el problema de

encontrar u € V tal que
ou
3 (a—,v)+a(u, v=(fv) Vrvey, 3.5)
T
u(0) = up,
donde a(u,v) := —(«/u,v) es una forma bilineal generalmente no simétrica y

fel?(Ix(0,T)).

Para poder aplicar el método de los elementos finitos va a resultar preciso el diseccionar
adecuadamente el dominio espacial y el dominio temporal, esto es, es necesario discretizar
el problema. Para ello, se utiliza el mérodo de lineas el cual consta, a su vez, se dos etapas.
En la primera de ellas, solo se discretiza la componente espacial obteniéndose asi un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que es resuelto en la segunda de tales
etapas.

Sea Vj, ¢ V un subespacio de dimension (/N — 1). Recordemos que, como sefialdbamos
c
en el capitulo 2, es posible elegir # = —, ¢ € R. Entonces, para cada 1 € (0, T) fijo, se

aproxima la solucién u(r, x) de (3.5) por una funcién uy(r) € V. Ademas, se toma uy
como una aproximacion de 1. De esta forma, se obtiene lo que se conoce como la forma
semidiscreta del problema (3.5), esto es, dado f € L2(Ix(0,T)),

encontrar uy € Vj, tal que para cada 7 € (0, T)

auh

57 V| T a(up, vy) = (f,vn)  VYvpeVy, (3.6)
up(0) = upyp.

Particulatizando V}, al espacio de elementos finitos lineales a trozos, esto es, V) =
N-1 . . .
span{y;},_, , donde las y; son las funciones sombrero que considerdbamos en el capitulo
2, escribimos 1y, en términos de ellas,

N-1

up(t, )= Y upi (O y;(x).

i=1
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De la misma forma,
N-1
Uno(x) = Y ug(x)y(x).

i=1

Notemos que lo que hemos hecho podria denominarse como separacion de variables en
cierto modo. Asi, si uj y u son los vectores de coeficientes de uy, y uy, respectivamente,
y las matrices de masa y rigidez y el vector f vienen dados por

M:(u/j;Wi); A:a(Wj’u/i)) fi:(f),l,Ui)) ivj:]-)"')N_]-)

llegamos de esta manera a la forma matricial de la semidiscretizacion,

encontrar u;, € RV~! tal que para cada 7 € (0, T)

Muy, (1) + Aup (1) = f(1), (3.7)
u(0) = uyg.
Sean ahora k;;, m = 1,---, M, una secuencia de saltos o pasos, no necesariamente

equiespaciados, tales que 79 = 0y 7,, = X", k; de forma que se cumpla que 1) =
T. Aplicando el denominado método-0, obtenemos la forma totalmente discreta del
problema,

encontrar uZ’ € Vytalqueparacadat,,,m=1,---,M,
1 - — —
= (=™ o) + alut =0 v = (£, ), Vg € Wy (3.8)
m
u% = Up,0,

donde uZ”e = Hu;l”“ + (1 -0uyy 0 = 0 f(T ) — A —0)f(1,,). Asimismo, 6
es una constante que toma valores en [0,1] y que depende del método elegido.
Los casos habituales corresponden a 6 = 0 (método de Eulerimplicito), 8 =
% (método de Crank-Nicolson), 8 = 1 (método de Euler explicito).

Finalmente, es posible reescribir el problema (3.8) en forma matricial como

encontrar u]’ € RV~! tal que paracadam=1,---, M,

(M + k0 A) u) = (M — k(1 - 0)A) )" + ki (0 f "+ (1-0) f"71), (3.9)
u) = uy.
donde

=16t (FGTm), wn-D1t
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P =1 G Tme) W), e (FC T, w1

En la seccion siguiente particularizaremos este esquema general a nuestro problema
concreto.

3.3. EL PROBLEMA DE LA LOCALIZACION.

Cuando se impone la condicion relativa al payoff, uy(x) = ¢(e*), x € R, el problema ha
de ser reformulado, localizado, en un dominio acotado donde esta condicién pueda ser
efectivamente restringida.

Ademas, es habitual requerir una condicién de crecimiento de orden polinémico para
el payoff, esto es, que se verifique que

Ps)<C(s+1)7, s=0 (3.10)

para cada t € [0,00), donde C € Ry g € N. La mayor parte de los tipos habituales de
opciones verifican esta condicién. En particular, las opciones vanilla, tanto de compra
como de venta.

Partamos del problema de Black-Scholes para s € [0,00), esto es,

ov 1 25202V+ Y oo
— +-0°8 " — +rS§—-rvV=0,
or 2 052 08

V(s, T) = ¢(s).

Si s =0, entonces V (0, T) = ¢(0) y, ademas,

avmt) V.
—(0,0)=rV.
ot
Luego,

V(0,t)=Ce"’.

Por su parte,
V(0,T)=Ce"" = ¢(0),

y, por tanto,
C=¢0)e .
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Asi, se llega a que
V(0,1 =¢p0)e "D,

El dominio, R, del precio del subyacente, x =10g(S) , se restringe a un intervalo acotado,
I. Sea I=(-6,6) ', § > 0. Entonces, acorde a (3.2), en los extremos del intervalo I se tiene
que

u(=8,T-1)=V(e 0=V, =¢p0e "7,

¢le %), sila opcioén es de tipo call,
u@b,1)=VvVel, T-n=
0, sila opcién es de tipo put .

De esta forma, se plantea el problema en I = (-6,6), para un cierto payoff ¢ dado.
Utilizaremos # para aludir a la solucién del problema localizado. El aspecto que cobra tal
problema es

oun 1 0% 1 ,\oa
~ _ X —
) ii(x,0) = ¢p(e¥), x€(-6,6) (3.11)

iu(-0,7) =¢0)e "

i6,7) = ¢p(e?).

Al problema (3.11) le denominaremos problema de Black-Scholes localizado. Llegados a
este punto, una manera habitual de proseguir consiste en transformar el problema anterior
en otro equivalente pero con condiciones Dirichlet homogéneas. Para ello, comencemos
denotanto por u_s y us a las condiciones de contorno, esto es,

u_s():=p0)e "

us == p(e?).

X+0 _x—5
26 07 28

Sea ahora W = ii— {

a la férmula original.

u_5} . Derivemos y llevemos las nuevas expresiones

Esta eleccién no constituye ni mucho menos la tinica posibilidad y su conveniencia depende del tipo de
opcidn que se esté considerando.
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.MW_QE+x—6ﬁ
or ot 26 ¥

. aw_aﬁ_{ug—u_g}’

dx  Ox 20
PW  ota
0x2  0x2°

Por su parte, se tiene también que

y, asi, llegamos a que

—+——Uu_s+-0
or 26 0 2 09x2

1 L\ (us—u-s (x+0) (x—-0) B
+(r‘§‘7){ 26 }_r{ 25 T 25 u‘5} =0

oW x-6 + 1 ,0°W ( 12)mﬁ )
- +|r

Podemos ahora hablar del problema de Black-Scholes localizado con condiciones
Dirichlet homogéneas, esto es,

0W+1 202W+(r 1 2)aW WV = Foem)
-——+-0 ——0°| —-— = ,T),
or 2 0x? 2 0x

W(x’o):¢(eX)_{(x+5) _(x_6) u_é‘},

26 07 o5 (3.12)

donde

__(x—6) r _1 o) (Us—U—p (x+0) _(x—6)
Flnm) =~ (r 20){—26 }+r{ 25 U0~ s u_5}. (3.13)

En cuanto a la cuestiéon de la convergencia, es posible probar (ver [14]) que @& — u
cuando 6 — oo uniformemente en los intervalos compactos. Al intervalo I = (-6,6) se lo
denomina como dominio computacional. En la préctica, lo que se hace es tomarun §; <6
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fijo y considerar el intervalo [-61,0:]. A este nuevo conjunto se lo conoce como dominio
de aproximacion. Entonces, segun se desprende del articulo [14], se tiene que

lu(t,x) - a(t,x)| < D exp{-y16 +v2|x|} <D exp{-y16 + 261}, dEeR,
para todo x € [-01,0,]. De esta manera,

max_ |u(z,x)— a(t,x)| <D exp{-y16 +y26:} — 0, si § — oo.
x€[—51,61]

Ademds, tal convergencia es uniforme en [-01,0;] y con velocidad exponencial, lo
cual posibilita la efectiva computabilidad del método. Pasamos ahora a formular en
términos variacionales el problema de Black-Scholes localizado con condiciones Dirichlet
homogéneas.

Definamos para nuestros intereses la forma bilineal ags(,-) : H& (I) x H(} (I) — R, con
I=(-6,6), dada por

1 li ! I
aps(y,¢) = Eaz(w )+ (@2 12=1) () + r(y, ). (3.14)

Notemos que esta forma bilineal no es simétrica debido a la presencia del término
asociado al drift.

La forma bilineal ags que acabamos de definir es continua pues, como consecuencia
de la desigualdad de Schwarz, se tiene que

1 2 ! ! 2 !
50' [y ||L2(I) [l ||L2(1)+|U 12=rllly ||L2(I) ||(P||L2(1)+r||1,V||L2(1) ||(,b||L2(1)

c ||T,V||Hé(]) ||(P||Hé(l)’

IA

laps(y, P)|

IA

con ¢ € R, donde se ha utilizado la desigualdad de Poincaré.

Por otra parte, se tiene que también es coercitiva en H& (I) pues, si reparamos primero
en que

fw’y/dx = %f(u/)zdx =0, VyeH)D,
1 1

entonces se tiene que

1 2 "2 2

1 2 "2 1 2 2

lags(y,y)|

v

Presentemos la formulacion débil del problema que estamos estudiando.
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Definicion 18. (Formulacion variacional del problema de Black-Scholes localizado.)
Sean aps(-,+) la forma bilineal definida en (3.14), [ = (-6,6),6 >0, y F(,-) € L2(Ix(0,T))
dada por (3.13). Se define la formulacion variacional del problema de Black-Scholes
localizado como la buisqueda de w € H(} (I) tal que

ow 1
5;J/+aBdWJ0=(Eu0 Vve H,),

X (x+0) (x=0)
yw(0)=wo=¢(e )—{ - u_g}.

26 07 o5

Por su parte, existe un resultado que avala el uso del método de Galerkin a la hora de
buscar soluciones aproximadas del problema de Black-Scholes localizado.

Teorema 4.
La formulacién variacional del problema de Black-Scholes es un problema bien puesto.

El teorema anterior es consecuencia de que la forma bilineal ags(-,-) es continua y
coercitiva en el espacio correspondiente. Es posible encontrar un estudio detallado al
respecto de la existencia y la unicidad de la solucién de ecuaciones parabdlicas en [18].

En virtud del Teorema 4, sabemos que la formulacién variacional en un dominio
acotado que acabamos de describir es un problema bien puesto. Por tanto, en particular
existe una tinica solucion y es posible aplicar el método de Galerkin.

A partir de la formulacién variacional del problema, se aproxima W, para cada instante
7 fijo, por una funcién wy, € Vj, donde V, = S}D N H&(—é,(‘)‘), donde S}D es como en (2.8) y
20 . i (x+0) (x—0)
h = N Si, ademas, establecemos que wy(x) = ¢(e¥) —{ 5 Us — 5 u_5}, que la
malla sea uniforme de amplitud % y en instantes de tiempo equiespaciados, digase, 7y <
T1 < -+ < Ty, con |74 — Tl = k, procediendo como en la seccién previa, obtenemos el
problema matricial computable siguiente,

encontrar w"*! e RN"! tal que param =0,.., M -1
(M +kOABS) wi*! = (M- k(1-0)ABS) w?" + k (OF ™ + (1-0)F™), (3.15)
w(;l =Wy,

donde wy es el vector de las evaluaciones de wgy(x) en los nodos, con M =
{wi,whicien-1, ABS = {apsWi,wdhi<isn—1 ¥
1<j=N-1 1<j<N-1

Fm = [(F(')Tm))’(//l)r---)(F(x,Tm))’(//N—l)]tr
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Fm_l = [(F(')Tm)},‘,Ul))---)(F(')Tm))WN—l)]t}
donde F(x, 1) viene dado por (3.13).

Por su parte, los valores F(x,T) se aproximan por
N
F(x,7)= ) F(xj,T)y;(x),
j=0
y, a su vez,
N
(FCtm) W) = Y. FOxj, Tm) W, wi), (3.16)
j=0
parak=1,...,N—1.

En el caso que estamos considerando, esto es, donde las funciones base son las
funciones sombrero, la matriz M cobra el siguiente aspecto

4 1
1

ol

M= (3.17)

Asimismo, de acuerdo con (3.16), requerimos el uso de otra matriz adicional que
incorpore los extremos del intervalo en el que estamos trabajando. Esta matriz es

114 1 0
h 1
Me*t = — 0 (3.18)
6 . 1100
0 1 4|1

Asi, los vectores F**! y F™ que efectivamente se implementan vienen dados por

F(x0,Tm+1)
Fm+1 — Mext
F(xn, Tm+1)
y
F(x0,Tm)
Fm — Mext

F(xn,Tm)
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Ademas, es posible escribir A% de forma explicita como

Bs_ 0% (97
A°° = K+ riB+rM, (3.19)
2 2
donde
2 -1
1]-1
K== ,
h -1
-1 2
y
0 1
1]-1
B==
2 1
-1 0

Una vez hallado W, se deshace el cambio para recuperar i, esto es,

us —

a_W+{x+6 x—6u }
N 26 26 O

3.4. EXPERIMENTOS NUMERICOS.

En esta seccion vamos a mostrar y a comentar algunos resultados que han sido
obtenidos para la ocasién con el programa BSeuropea, el cual puede encontrarse en el
Apéndice A.

1
El programa estd implementado siguiendo el esquema (3.15) para 8 = —, esto es, el

método de Crank-Nicolson. El método de Crank-Nicolson es un método estable de orden
O (k? + h?) que requiere practicamente el mismo trabajo que el método de Euler implicito,
el cual es también estable pero de orden @ (k + h?). En lo que sigue, N serd el niimero de
subintervalos considerado, mientras que k sera el incremento temporal a cada etapa.

Fijados los valores 0 = 0.2, r = 0.05, T =1, K = 15, § = 10 para el caso de la opcién
put (el de la call es totalmente anédlogo), puede comprobarse en la Figura 3.1 como la
aproximacion generada por nuestro programa BSeuropea (en azul) resulta, hasta para un
ntmero de subintervalos relativamente pequefio (N = 100) y un incremento temporal
relativamente grande (k = 0.5), practicamente indistinguible de la solucion exacta (en
magenta).
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Figura 3.1: Aproximacién opcién put europea (N =100, k=0.5,0 =0.2, r =0.05, T =1, K =15, = 10).

Necesitamos aumentar la imagen notablemente para poder apreciar el error cometido
(Figura 3.2).

Figura 3.2: Aproximacién opcién put europea (N = 100, k = 0.5, 0 = 0.2, r =0.05, T =1, K = 15, § = 10)
(Extracto aumentado).
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Al aumentar el nimero de subintervalos (N = 400) y disminuir el incremento temporal
(k = 0.0125), la aproximaciéon mejora muy rapidamente. Podemos ver como las curvas se
suavizan en la Figura 3.3. Reparemos, ademads, en la escala de la Figura 3.4.

Figura 3.3: Aproximacién opcién put europea (N = 400, k = 0.0125, 0 = 0.2, r =0.05, T =1, K =15, § = 10)
(Extracto aumentado).

05

0495 |

048

0485

0475 |

16.18 16.18 16.2 16.21 16.22 16.23

Figura 3.4: Aproximacién opcién put europea (N = 400, k = 0.0125,0 = 0.2, r =0.05, T =1, K =15, § = 10)
(Extracto aumentado).
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A continuacion, mostramos en una tabla los errores, medidos en la norma del maximo,
entre la aproximacién calculada por BSeuropea y la funcion bisprice de MatLab para
distintos valores de los incrementos espaciales y temporales en el intervalo _75,%].
Al observar el comportamiento diagonalmente, se comprueba que la tendencia es la
correspondiente al orden del método, G(AT? + Ax?), esto es, que al dividir AT y Ax a la

mitad, el error se divida entre 4.

02 [ 01 | 0.05 0.025 0.0125 0.00625 [ Ax |
0.5 |[7.5667e-02 5.3509e-02 8.3597e-02
0.25 | 7.3514e-02 1.3539e-02 2.4945e-02
0.125 | 7.3173e-02 1.1527e-02  3.5808e-03
0.0625 1.8142e-03
0.03125 5.7187e-04
0.015625 2.2263e-04
At

Tabla 3.1: Errores medidos en la norma del méaximo para distintos incrementos espaciales y temporales en el

intervalo [ 2,3 (0=02,r=0.05, T=1,K=15,5 =10).

En la Figura 3.5 se muestra, en escala doblemente logaritmica la evolucién del error al
dividir a la mitad los incrementos espacial y temporal. Ademds, se ha dibujado en linea
discontinua la pendiente que cabe esperar.

10° # g

1 0'4 i Il L 1 L 1 n 1
(h. k)32 (h, k)16 (h. k)/8 (h. k)4 (h, k)12 (h. k)

Figura 3.5: Gréfica en escala doblemente logaritmica de la error conforme se dividen A7 y Ax a la mitad
(0=0.2,7r=0.05,T=1,K=15,6 =10).
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3.5. LA OPCION AMERICANA.

Valorar opciones americanas requiere de la soluciéon de problemas de parada éptima
sobre el proceso del activo subyacente. Al igual que ocurria en el caso de la opcién
europea, la solucién de tales problemas goza de una caracterizacion a partir de la teoria
de la probabilidad. En este caso, el valor cumple un sistema de inecuaciones en derivadas
parciales.

Por su parte, si asumimos como venimos haciendo que no se abonan dividendos al
poseedor de la opcién, se puede probar que el valor de una opcién americana de compra
ha de ser el mismo que el correspondiente a otra opcién europea de compra. Por ello, los
métodos que describiremos estdn orientados a la opcién de venta.

Dada una filtracién, &;, un tiempo de parada, 7, es una variable aleatoria que toma
valores en (0,00) y que satisface que

ft<tleF, Vt=0.

Siahora denotamos por J; r al conjunto de todos los tiempos de parada para el proceso
S, con valores en el intervalo (¢, T), el valor de la opcién americana viene dado por
V(t,s):= sup E [e_'(r_t)(b(sr)lst =s].

TE.%’T

Se puede encontrar un desarrollo mds exhaustivo de estos conceptos en [13] y en [20].

Al igual que en el caso de las opciones europeas, existe una relaciéon muy estrecha
entre la representacion probabilistica del valor de la opcién americana y una ecuacién
determinista en forma de EDP. Para facilitar la escritura, definamos el operador Agg para
funciones f € C?(R) como

1 ,0? 1 ,\0
Aps(f) = Eaza—xjg+(r—éaz)£. (3.20)

Teorema 5. (Sistema de inecuaciones para la opcion americana.)
Sea Ags el operador que hemos definido en (3.20). Sea también u(t,x) una funcién que

satisface el sistema

ou
— —Ags(w)+ru=0
ot

u(t,x) = ¢pe)

4 (3.21)
ou

— —Aps(u)+ru|(p—-u)=0

ot

u(0, x) = ¢p(e¥).
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I Entonces, V(T — t,e*) = u(t, x).

Es posible encontrar una prueba detallada de este resultado en [3]. Para cada ¢ € (0, T)
existe lo que se denomina como precio dptimo de ejercicio, s* (t), que toma valores en (0, K)
y que, para s < s*(t), se tiene que V (¢, s) = ¢(s). Laregion

€ = {(t,8):s>s" (1)}

se denomina region de continuacién. Por su parte, su complementario es lo que se conoce
como region de ejercicio. Como el precio 6ptimo de ejercicio no es conocido a priori,
se dice que es una condicion de contorno libre y el problema de determinar el valor de
la opcién es un problema de contorno libre. Nétese que esta condicion relativa a s*(7)
no aparece en las condiciones del teorema previo (3.21) lo cual justifica esta reformulacion.

OV —AV +rV =0

-9>0
OV — AV +rV <0
V—g=D | V(t,s)
19(8 .
s*(t) S

Figura 3.6: Opcién americana de venta. (Imagen tomada de [13]).

Al igual que se hizo en la seccién precedente, en el caso de las opciones americanas
también se ha de localizar el problema, esto es, restringirlo a un intervalo I = (-9,9), 6 >
0. Vamos a presentar la formulacién variacional del problema de valoracion de este tipo
de opciones. En estas condiciones, el conjunto de funciones admisibles para el problema
débil asociado a (3.21) es el convexo

Hyp = {ve Hy(D): v= ¢ paratodo x € I}.

Definicion 19. (Formulacion variacional del problema localizado.)

Sea aps(-,-) la forma bilineal definida en (3.14). Se define la formulacion variacional del
problema de valoracién de una opcion americana en el dominio acotado I = (—6,0) como
la buisqueda de u € X tal que

0
(a—?,v—u)+a33(u,v—u)z—ags(qb,v—u) Vve Xy,

y u(0) = up = p(e*).
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Puesto que la forma bilineal aps(-,-) definida en (3.14) es continua y coercitiva en
Hé([), segun el teorema 4, la formulacién variacional para la opcién americana admite
una tnica solucién.

Atendiendo al articulo [14], es posible obtener una cota para el error entre la solucién
del problema original y la del problema localizado véalida siempre que la funcién payoff
cumpla la condicién de crecimiento (3.10).

Asimismo, igual que en el caso de la opcién europea, denotaremos por i a la solucién
del problema localizado. De esta manera, al restingir el problema al intervalo I es posible
fijar las condiciones frontera y, asi, el sistema de inecuaciones (3.21) cobra el aspecto
siquiente,

Z—Z—ABs(IZ)‘f-rIZEO, xE(—6,6),

ﬁ(x) T) = ()b(ex)) X € (_6y5))

4 %—ABS(’])‘FT’I] ((P—ﬁ):o, XE(—6,6), (322)

i(x,0) = ¢(er), x€(=6,0),

i(+8,7) = p(e*?).

Podemos proceder ahora como lo hicimos en el caso de la opcion europea, esto
es, tranformando el problema en otro equivalente pero con condiciones Dirichlet
homogéneas. Para ello, denotamos por us y us a las condiciones de contorno. Puesto que
las opciones call no presentan interés en este tipo de contratos, nos cefliremos al caso de
las put. De esta manera, se tiene que

us:=0
y
u_s:=K.
- [x+é x-0 _ (x-0) . ..
Sea ahora W = i — Us — U_sp = T+ K. Realicemos las derivaciones
20 20 20
pertinentes.
oW _ ou
or ot
L OW _da K
0x 0x 26
*W 3 0%l

0x>  o0x2’
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También se tiene que

y, asi, llegamos a que

ot 2(7 0x2

r—-—o°|—+rw
2 0x

1 2) K (x—6)

ow 1 ,0°W ( 1 z)aW .

+|{r—--o rk

2" |26 26

Si llamamos
F(x):= —(r—102)£+r1<—(x_6) (3.23)
o 27 )26 25 '

el problema con condiciones Dirichlet homogéneas pasa a ser

oW . .
5. ~ApsW) +rW = F(x), x€(-6,6),

W(x,1) 2¢(ex)+x2;661<, x€(=0,0),

{ (W x—0

_—ABS(W)+rW—F(x)) (¢(ex)+ %k-Ww|=o0, x€(=5,0), (3.24)

ot 20

W (x,0) = p(e¥) + XZ—?K, X€(=5,6),

W(+8,7) =0.

Como en el caso de la opcion europea, vamos a considerar para discretizar el problema

una malla uniforme con & = N e instantes de tiempo equiespaciados, digase, 7o < 7] <

P . x—0
-+ < Ty, con |74 — Ti| = k. Ademas, establecemos también que wy(x) = ¢p(e*) + TK'

m+1

encontrar w"*! e RN"! tal que param =0,.., M -1

(M + kO ABS) wi*! = (M - k(1-6) ABS) w)" + kOF,

m+1 5 wO

{ w! 0 (3.25)

[(M+ kO APS) wi™*! — (M - k(1-0)APS) w)" — kOF] (w) - wi") =0,

0 _
wh—wo,
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donde wy es el vector que contiene las evaluaciones de wy(x) en los nodos y las matrices
My ABS vienen dadas por (3.17) y (3.19), respectivamente. Por su parte, el vector F viene
dado por

F(xo)
F — Mext :
F(xn)

donde F(-) esta definido como en (3.23) y la matriz M®*" es (3.18).

Una vez calculado W es preciso deshacer el cambio para recuperar la solucién buscada,
es decir,

(x=0)
20

ii=W-— K.

Una posibilidad para aproximar efectivamente el valor de una opcién americana pasa
por valerse de las opciones bermuideas. Estas opciones pueden ser ejercidas en una
cantidad finita de instantes intermedios antes de la fecha de expiracién. En concreto, se
fijan un conjunto de fechas

O=19<--<tny=T

en los que es posible ejercer la opciéon. Para aproximar el valor de la americana, se
toman los incrementos temporales relativamente pequenos. Por ejemplo, se pueden elegir
como el paso temporal en el problema (3.25). En esa situacion, habria que tomar, a cada
iteracion,

wZ”l = max{wo, w}'},

tomando el maximo componente a componente.

En el Apéndice A puede encontrarse este método programado en MatLab. Al ejecutarlo
para los valores 0 = 0.2, r =0.1, 6 =10, K=12y T =1, con N = 400 y un incremento
temporal inct= %, correspondiente, en términos financieros, a una posibilidad diaria
de ejercer la opcidn, se obtiene la Figura 3.7, en la cual se ha representado, ademads, el la

funcién payoff en azul.
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15 i} Tz

Figura 3.7: Aproximacién opcién americana (N =400, k=0.0125,0 =0.2,r=0.1,6 =10, K=12, T =1).

Otras posibilidades recurren al denominado método SOR proyectado (PSOR) o al
método de la penalizacion (penalty). Respecto al primero, puede encontrarse una
descripcion del mismo en [13]. Por su parte, respecto al método de la penalizacion, el
articulo [11] contiene un analisis detallado del mismo.

3.6. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

El problema de aproximar la solucién de la ecuaciéon de Black-Scholes para distintas
opciones engloba, segin hemos podido comprobar durante el estudio de tal materia, una
gran amalgama de matices que pasan por adaptar los métodos numéricos a la idiosincracia
particular de cada tipo de opcion. Si bien, lo que mayormente hemos expuesto ha
sido fruto del trabajo realizado en numerosas sesiones de tutoria, no por ello hemos
dejado de consultar abundantes referencias bibliogréficas de las cuales las més resefiables
enumeramos a continuacion.

* El libro de Hilber, Reichmann, Schwab y Winter ([13]) hace una clara exposicién
de los procedimientos habituales cuando se trata el problema de la valoracion de
opciones. En particular, conciernen a esta parte de la memoria los capitulos 2 a 5.

* Por su parte, la obra de Seydel ([20]) también presenta el método de elementos finitos
aplicado al problema de la valoracién de opciones. En concreto, es de interés el
capitulo 5.
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* Asimismo, la obra de Achdou y Pironneau ([1]) constituye una célebre referencia
al respecto de los distintos métodos numéricos y, en particular, del método de
elementos finitos, utilizados para valorar opciones financieras.

* Por supuesto, las notas proporcionadas por el tutor de este trabajo, asi como distintos

articulos ([11],[12],[14],[8]) han constituido el eje central de esta ultima parte de la
memoria y componen, sin lugar a dudas, las mejores y mds adecuadas refencias
respecto a la materia que hemos estudiado.









COMENTARIOS FINALES.

Aunque existen féormulas cerradas para los modelos mds simples de valoracion de
derivados financieros, la mayor parte de las ocasiones es preciso recurrir a métodos de
aproximacion numérica. Dado que existe una amplia amalgama de técnicas distintas, es
necesario saber discenir la conveniencia de unos métodos a otros segiin cada problema
concreto. Y solo mediante un conocimiento profundo de tales métodos es posible llevar a
cabo tal tarea.

Por otra parte, en las ultimas décadas se ha desarrollado un excelso campo de
investigacion en derredor a la teoria de valoracién de opciones. Tal como hemos podido
comprobar a lo largo de este trabajo introductorio, las matemadticas requeridas por este
ambito presentan una alta complejidad que crece muy rdpidamente a medida que uno se
sumerge en él. Por ello, buena parte de los investigadores de esta materia son matematicos.

Asimismo, fuera del &mbito académico, las empresas que ejercen su actividad en el
sector financiero estdn demandando, en la actualidad, profesionales con una elevada
formacion especifica en matematica aplicada a las finanzas.

Por ello, la Matematica Financiera se erige como una rama en auge de las matematicas
que, previsiblemente, serd notablemente demandada en los préximos afios.












PROGRAMAS EN MATLAB.

A.1. BSEUROPEA.

function [V, error] = BSeuropea(sigma, r, delta, inct, T, N, strike, tipoopcion)
%$La funcion BSeuropea aproxima el valor de una opcion europea mediante el

SMEF y compara el resultado con la funcion blsprice de MatLab en el dominio
—delta/2,\delta/2).

o° o o

=z~

:= numero de subintervalos, inct := incremento temporal a casa etapa.
incx = (2*delta) /N;
nodos = [—delta:incx:delta]'’';

switch tipoopcion
case 'put'
payoff = max(strike — exp(nodos), 0);
phi0 = strike;
phiedelta = 0;
case 'call'
payoff = max(exp(nodos) — strike, 0);
phi0 = 0;
phiedelta = strike;
end

%$Generamos las distintas matrices dispersas que son requeridas.
M (incx/6) * (gallery('tridiag', N-1,1,4,1));

K = (1/incx) * (gallery('tridiag' ,N-1,-1,2,-1));

B = (gallery('tridiag',N-1,-1/2,0,1/2));

auxl = zeros(N-1, 1);
zeros (N-1, 1);

o)
c
X
N
Il
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auxl(1,1) = incx/6;
aux2 (N-1,1) = incx/6;
Mext = [auxl,M,aux2];

Abs = ((sigma”2)/2)*K + (((sigma”2)/2)—-r)*B +rxM ;

$E1l vector inicial es el payoff sin los extremos del intervalo considerado.
u = payoff(2:(end -1))

— ( ((nodos(2:(end-1)) + delta)/(2xdelta)) *phiedelta

— (((nodos (2: (end—1)) — delta)/ (2xdelta))*phi0) ) ;

%$Realizamos la factorizacion LU de la matriz del sistema fuera del bucle
$para evitar que MatLab lo haga en cada iteracion.

[L,U] = lu(M+((inct/2) «Abs));
for 1 = 0O:inct: (T—inct)
Fm = Mextsterminofuente (nodos, delta, phi0O, phiedelta, r, sigma, 1i);
Fml = Mext*xterminofuente (nodos, delta, phiO, ...
phiedelta, r, sigma, i+inct);
b = (M—(inct/2)*Abs)*u + (inct/2)* (Fm+Fml);
u = U\ (L\b);

end

%$Recuperamos el problema original.
V =u+ ( ((nodos(2:(end-1)) + delta)/ (2+«delta))+phiedelta ...
- (((nodos (2: (end—-1)) — delta)/ (2+delta)) *philOxexp (—-r*T)) ) ;

nodos = nodos (2: (end-1));
[a, b] = blsprice(exp(nodos), strike, r, T, sigma);
hold on

plot (exp (nodos) ,V, 'b")
axis ([0 2+strike 0 strike])

v1 V(N/4:3xN/4);
al a(N/4:3xN/4);
bl = b(N/4:3xN/4);

switch tipoopcion
case 'put'
error = max (abs (V1 — bl));
plot (exp (nodos) ,b, 'm")
case 'call'
error = max (abs (V1 - al));
plot (exp (nodos), a, 'm')

function f = terminofuente (nodos, delta, phi0O, phiedelta, r, sigma, tau)
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usubd = phiedelta;
usubmenosd = phiOxexp (—rxtau);
usubmenosdprima = —-r*phiOxexp (—r*tau);

f = (usubmenosdprima/ (2+delta)) * (nodos — delta)
+ (r—(sigma”2)/2)*(1/(2+«delta)) » (usubd—usubmenosd)
— (r/(2+«delta)) * ( (nodos+delta) x (usubd) — (nodos—-delta) x (usubmenosd)) ;

A.2. BSAMERICANA.

function V = BSamericana(sigma, r, delta, inct, T, N, strike)
%$La funcion BSeuropea aproxima el valor de una opcion europea mediante el
$MEF y compara el resultado con la funcion blsprice de MatLab.

%N := numero de subintervalos, inct := incremento temporal a casa etapa.
incx = (2*delta) /N;
nodos = [—delta:incx:delta]l]'’';

payoff = max(strike — exp(nodos), 0);
phi0 = strike;
phiedelta = 0;

f = —(strike/ (2+xdelta))*(r — (sigma”2)/2) +
((rxstrike)/ (2xdelta)) * (nodos — delta);

%$Generamos las distintas matrices dispersas que son requeridas.
(incx/6) * (gallery('tridiag', N-1,1,4,1));
(1/incx) * (gallery('tridiag' ,N-1,-1,2,-1));

= (gallery('tridiag',N-1,-1/2,0,1/2));

o=
Il

auxl = zeros(N-1, 1);
aux?2 = zeros (N-1, 1);
auxl (1,1) = incx/6;

aux2 (N-1,1) = incx/6;
Mext = [auxl,M,aux2];

Abs = ((sigma”2)/2)*K + (((sigma”2)/2)—-r)*B +rxM ;
F = Mextxf;

$E1l vector inicial es el payoff sin los extremos del intervalo considerado.
u0 = payoff(2:(end —-1)) + (strike/(2+delta))* (nodos (2: (end—-1))-delta);
u = ul;

%$Realizamos la factorizacion LU de la matriz del sistema fuera del bucle
$para evitar que MatLab lo haga en cada iteracion.
[L,U] = lu(M+((inct/2) *Abs));
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for 1 = 0O:inct: (T—inct)
b = (M—(inct/2)*Abs)xu + (inct) = (F);

u = U\ (L\b);
$Tomamos el maximo entre el payoff adaptado al problema localizado y
%el nuevo iterante.

u = max (ul0, u);
end

%$Recuperamos el problema original.
V = u — (strike/ (2+delta)) * (nodos (2: (end—1))—-delta);

hold on
plot (exp (nodos (2:end-1)),V, "'mo-")
axis ([0 2+strike 0 strike])
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