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Resumen

En este trabajo se desarrollan modelos de complejidad creciente que
tratan de aproximar el comportamiento no lineal de estructuras planas
formadas por barras, desde el comportamiento elastico hasta el colapso.
Estos modelos se desarrollan en una aplicaciéon informética basada en el
elemento finito beam que permite realizar estudios bajo distintas condi-
ciones, no solo de geometria de la estructura y cargas para distintas sec-
ciones de las barras, sino también incluyendo distintos comportamientos
y materiales y asumiendo distintas hipotesis. Los materiales se solicitan
més alla del régimen elastico, llegando a la plasticidad y a la rotura,
incluyendo por tanto el dano a nivel de la secciéon y de la estructura.

Una de las principales ventajas de los modelos beam frente a otras
modelizaciones tipicas de elementos finitos es la posibilidad de disponer
de expresiones analiticas continuas en cada barra para la descripciéon del
comportamiento (desplazamientos, esfuerzos, etc.), en lugar de los valores
puntuales en cada nodo ofrecidos por cualquier otro modelo de calculo
mediante elementos finitos. El estudio se limita a problemas planos, por lo
que concretamente se utilizaré el modelo beam2D para representar cada
barra de la estructura, teniendo tinicamente tres grados de libertad por
nodo (dos traslaciones y una rotacion) y quedando definida tnicamente
mediante la posicién de sus dos nodos extremos.

Se parte del Método Directo de Rigidez, de forma que se calcula la res-
puesta elastica (desplazamientos y esfuerzos generalizados) de cualquier
estructura plana formada por barras de directriz recta ante cualquier
estado de cargas (puntual, distribuida, térmica, deformaciones iniciales,
ete.).

Se amplia el alcance del estudio, desarrollando un método de calculo
pléstico clasico, considerando la posible formacion de rotulas plésticas so-
lo por momento flector a medida que se aumenta un factor multiplicador
de la carga. Se contempla la posibilidad de apariciéon de rotulas plasticas
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en cualquier punto (secciéon) de cualquier barra de la estructura (y no
solo en sus nodos), partiendo las barras iniciales, buscando los sucesivos
puntos en los que se alcanzan los momentos maximos.

Posteriormente se completa el método de calculo pléastico incluyendo
la posibilidad de interaccion de los esfuerzos axil, cortante y flector, de
manera que no aparece una rotula plastica para un valor concreto del mo-
mento flector sobre la seccion, sino que aparece una seccion plastificada
por una combinacién de los tres esfuerzos e incorporando ademés el da-
no del material por acumulaciéon de deformacion plastica, obteniéndose la
funcion de plastificacion. Se introduce una nueva matriz de rigidez elasto-
pléstica degradable, que tiene en cuenta las no linealidades del material
y el eventual dano de las secciones a medida que alguna de sus fibras
(las mas exteriores) llega al agotamiento resistente. La formulacion del
modelo de dano se realiza en el marco del CDM (Continuum Damage
Mechanics), requiriendo de una serie de parametros de dafio que no pue-
den ser medidos directamente, propuestos por diversos autores (Bonora,
Lemaitre, Wang y Chandrakanth), que arrojan diferentes resultados.

Finalmente, para caracterizar el comportamiento del material a par-
tir del cual poder estimar la capacidad resistente de las secciones de las
barras y cuantificar el dano de las mismas, se simplifica el comporta-
miento tensidon-deformacion mediante un modelo elastoplastico bilineal
(tramo lineal elastico seguido de tramo pléastico, también lineal, con en-
durecimiento) utilizando cuatro parametros para su definicion. Asi, el
comportamiento del material sera elastico hasta el punto (ef, o¢), donde
comienza el comportamiento pléastico hasta el punto (&,, o,) donde el
material se rompe. Las hipotesis empleadas para formular este modelo
son las cominmente aceptadas en Resistencia de Materiales, resultan-
do unas expresiones para cada modelo y para cada secciéon considerada
dependientes de un nimero reducido de parametros.

Se hace notar que por muy sofisticados que sean los modelos, el com-
portamiento no lineal de la secciéon y del portico en su conjunto solo se
puede aproximar, ya que en la realidad hay varios efectos que no pueden
contemplarse en ningtin modelo basado en elementos beam2D: la comple-
ja relacion tension-deformacion de los materiales reales; la plastificacion,
que no se produce de forma concentrada en una sola seccidén sino que
afecta a las secciones adyacentes y que no aparece de forma subita sino
que va progresando a medida que aumentan los esfuerzos; la hipotesis
de Navier-Bernoulli que solo es aplicable hasta cierto punto en régimen
elastico, etc.
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El interés del método desarrollado radica precisamente en que dis-
poniendo de esos cuatro parametros (¢, oy, &, y o0,) y de suficiente
informacién numeérica (por simulacion) o experimental (a nivel del com-
portamiento del material, de la seccion y de alguna estructura de referen-
cia, mediante la realizacion de los correspondientes ensayos), se pueden
ajustar sus valores mediante técnicas de Model Updating de tal manera
que se pueda utilizar el método para simular, con buen nivel de precision,
el comportamiento real del portico hasta el colapso.

Se obtiene por tanto un modelo computacional monodimensional pa-
ra el andlisis elastoplastico degradable de estructuras planas de barras,
incluyendo dafio (cuantificado a través de una variable escalar asociada a
la secciéon para cada instante de la carga) y endurecimiento. La determi-
naciéon de estas magnitudes puede ser de interés para estimar la reserva
de resistencia de las estructuras ante ciertas sobrecargas o en casos de
peritaciones tras sobrecargas o acciones accidentales, como terremotos,
permitiendo predecir necesidades concretas de intervenciéon sobre estruc-
turas.

Algunos de los puntos anteriores han supuesto aportaciones originales
que han dado lugar a ponencias en congresos y a distintos articulos cien-
tificos publicados en revistas internacionales, recogidos éstos en la parte
final del documento.
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1. Introduccién

1.1. Introduccién y objetivos

Gracias a las diferentes aplicaciones informaticas disponibles, se puede
estudiar el comportamiento no lineal de estructuras planas formadas por
barras, desde el comportamiento elastico hasta el colapso, para distintas
geometrias, secciones, cargas y materiales.

Contemplando diferentes comportamientos e hipotesis, se desarrollan
modelos de diferente exactitud: mientras que para obtener la respues-
ta elastica de una estructura bidimensional es suficiente con el Método
Directo de Rigidez, para incluir el efecto del endurecimiento y dano del
material y la formacion de secciones plastificadas por todos los esfuer-
zos es necesario desarrollar un modelo mas avanzado, en el marco de la
Mecéanica del Dano Continuo.

Sin embargo, existen efectos de muy dificil cuantificacion en un mode-
lo matemaético (plasticidad distribuida, elastoplasticidad progresiva, efec-
to de las tensiones tangenciales en el agotamiento resistente de la seccion
segun el criterio de plasticidad aplicado, hipotesis de Navier-Bernoulli
aplicable para pequenos desplazamientos y giros, etc.). Ademaés, la rela-
cion tension-deformacion en materiales reales es compleja: el esfuerzo de
fluencia puede medirse con relativamente poca dificultad, mientras que
el esfuerzo de rotura es muy sensible a las condiciones del experimen-
to, especialmente a la velocidad de carga o a la axialidad de la probeta
ensayada [66]. Se hace imprescindible por tanto una correlacion experi-
mental que permita aproximar la respuesta predicha por el modelo al
comportamiento real de las estructuras.

De esta forma, se tomara un modelo simplificado pero suficientemente
versatil en el que el material se modela con una ley bilineal con endureci-
miento, en funcioén de cuatro parametros: los valores € y oy del punto de
cambio de pendiente (deformacion y tension de fluencia, respectivamen-
te) y los valores ¢, y o, del final del segundo tramo recto (deformacion y
tension de rotura, respectivamente). Se puede observar la simplificacion
tomada (curva roja) respecto al modelo de comportamiento habitual del
acero (curva azul) sobre la curva de tension-deformacion de la Figura 1.1.
Algunos autores |7, 28, 34, 35| proponen valores para el modulo de en-
durecimiento F, del acero en el tramo elastoplastico: 0,05E¢, 0,0129E,
0,0125E; y 0,01 E respectivamente. La variabilidad existente, incluso en
estos valores propuestos para diferentes modelos, aumenta la necesidad
de disponer de un modelo versatil para el material.



1.1. Introduccién y objetivos

o Esfuerzo
maximo
S ST ,
Esfuerzo / |
o f ————————————— Er de fractura :
- Esfuerzo |
Limite de | .
. . de fluencia !
proporcionalidad : 1
. |
! 1
| 1
| 1
I I
I |
Ef I I
I I
I I
I I
I |
I I
I I
I I
I l
1 L
Ef Er £
Regién lineal Fluencia Endurecimiento Estricciéon

por deformacién

Figura 1.1: Modelo bilineal con endurecimiento

El dano se cuantificara a través de una variable escalar asociada a
la seccién para cada instante de la carga. Seleccionando de forma ade-
cuada, mediante técnicas de Model Updating, los valores de esos cuatro
parametros, se podran reproducir los comportamientos de estructuras si-
milares a los que se obtendrian mediante modelos basados en el concepto
de seccion plastificada y/o con modelos avanzados de evolucion del dafio,
que dependen de una gran cantidad de parametros del material de dificil
obtenciéon experimental en la practica.

Es decir, disponiendo de esos cuatro pardmetros y de suficiente infor-
macion experimental (comportamiento del material, de la seccion y de
alguna estructura de referencia), se utilizara el método propuesto para
simular, con un nivel de precisiéon aceptable, el comportamiento real de
las estructuras hasta el colapso.

Se obtendra por tanto un modelo computacional monodimensional
ajustable para el anélisis elastoplastico degradable de estructuras planas
de barras.

La estructura de la presente Tesis se puede observar en la Figura 1.2.
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1.2. Descripciéon del software utilizado

Maple: es un software matematico comercial de proposito general que
permite realizar célculos simboélicos, algebraicos y numéricos, ade-
mas de hacer gréficas de todo tipo de funciones. El lenguaje de
programacion es de tipo dindmico y de estilo imperativo, similar
al Pascal, y esta basado en un kernel escrito en lenguaje de pro-
gramaciéon C. La mayoria de las funcionalidades se encuentran en
librerias que vienen incorporadas en el programa, creadas por ter-
ceros o incluso por el usuario.

El nombre se considera un acrénimo de Mathematic pleasure o
de Mathematical programming language, aunque en realidad hace
referencia a la hoja de arce (maple en inglés) que aparece en la
bandera del pais donde se desarroll6 originalmente en 1981 (Uni-
versidad de Waterloo, Ontario, Canad4), persiguiendo el objetivo
de desarrollar un sistema de algebra computacional capaz de ser
ejecutado en ordenadores de bajo coste [1].

Gran parte del trabajo de esta Tesis se ha realizado con este soft-
ware (desde la version 8 hasta la 14) [45]: obtencion de los esfuer-
zos plasticos para secciones bisimétricas (Apéndice B), modelos de
comportamiento elastoplastico de estructuras de barras y mode-
lo MDRCPRE general (Capitulo 4) y modelado de los resultados
(Capitulo 5). Alguno de estos codigos se pueden ver en el Aparta-
do C.1.

Metafor: es un software de simulaciéon de problemas termomecénicos
orientado a las aplicaciones fuertemente no lineales, comprendien-
do los casos de grandes deformaciones. Permite tratar problemas
cuasiestaticos y dinémicos (incluso combinando ambos de manera
automatica), definir leyes complejas para los materiales (elastico,
elastoplastico, elastoviscoplastico, dafo, etc.), generar situaciones
complejas de contacto 3D (deformable, rigido y combinaciones),
gestionar el mallado de elementos finitos en 2D y 3D y presentar
los resultados en tiempo real [44].

Su nombre hace referencia a una de sus aplicaciones principales,
que es la simulaciéon de conformado de metales (Metal forming).
Fue desarrollado inicialmente en Fortran en 1992 [57] y reescrito
posteriormente en C++ /Python. En la actualidad contintia desa-
rrollandose en la Universidad de Lieja.
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Este programa se ha utilizado principalmente para simular el pro-
blema experimental de la viga (Apartado 5.2) y, tras ajustar los
parametros del material, tomar los resultados para los ejemplos 1
(Apartado 5.3) y 2 (Apartado 5.4) como referencia para el ajuste
de los modelos. Alguno de los codigos desarrollados para las simu-
laciones se muestra en el Apartado C.2.

Matlab: es un entorno de programacion para el desarrollo de algoritmos,
analisis de datos, visualizacién y computacion numérica orientada
a matrices. Permite la manipulacion de matrices, la representacion
de funciones y datos, la implementacion de algoritmos o la creaciéon
de interfaces para el usuario [49].

El nombre es una abreviatura de Matrixz laboratory y fue creado
por MathWorks en 1984 tras reescribir en lenguaje C el codigo
desarrollado por Cleve Moler a finales de la década de los 70.

Este programa se ha utilizado principalmente para el tratamiento
de los datos obtenidos de las simulaciones de Metafor (Capitulo 5):
ajustar los parametros del material, obtener las curvas de evoluciéon
de los resultados, etc. Alguno de los codigos desarrollados se recoge
en el Apartado C.3.

(9)4

A i
nonlinear: niSoftware

o
Maplesoft

Mathematics « Modeling * Simulation

(a) Maple

4\ MathWorks

(¢) Matlab

Figura 1.3: Software utilizado
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1.3. Estado del arte

El método numérico principal de modelado de anélisis estructural es
el Método de los Elementos Finitos (MEF). En un modelo de elementos
finitos, el dominio fisico continuo de una estructura compleja se discretiza
en pequenos componentes llamados elementos finitos, término que fue
usado por primera vez por Clough [16] en 1960.

El estudio del comportamiento resistente de soélidos mediante dicho
método puede simplificarse si el objeto del estudio presenta ciertas par-
ticularidades geométricas, como es el caso de barras prismaticas esbeltas
de directriz recta. Con esta filosofia surge el modelo de barras de Navier-
Bernoulli (o Euler-Navier-Bernoulli), también conocido como teoria clé-
sica de barras. Supone una simplificacion de la teoria de la elasticidad y
un caso especial de la teoria de barras de Timoshenko. Su desarrollo tiene
su origen en observaciones y estudios realizados por Leonardo Da Vinci
y Galileo [2], aunque fue Jacob Bernoulli quien realiz6 descubrimientos
importantes como que la curvatura de una viga es proporcional a su mo-
mento flector. Su sobrino Daniel Bernoulli trabajé junto con Leonhard
Euler en el desarrollo de esta teoria, obteniendo la ecuaciéon que lleva el
nombre de ambos y que describe la relacion entre la flexion de una viga
y la carga aplicada sobre ella [26]. Otros autores realizaron importantes
aportaciones a esta teoria, como Claude-Louis Navier (formul6 la teoria
de la elasticidad de Euler-Bernoulli de una forma matematica practica),
Coulomb, Saint-Venant, Mohr, John Bernoulli, etc.[68]. Gracias a estas
aportaciones la teoria fue evolucionando y ampliandose. Sin embargo, su
aplicacion practica a gran escala no se produciria hasta finales del siglo
XIX, cuando la teoria de barras se aplico a grandes proyectos de inge-
nierfa, entre ellos la Torre Eiffel (disenada por Alexandre Gustave Eiffel
para la Exposicion Universal de 1889 en Paris) o la noria (Ferris wheel
en inglés, llamada asi gracias a su disenador y constructor George W.
G. Ferris Jr., que construyé la primera para la Exposicion Universal de
1893 en Chicago, también llamada World’s Columbian Ezposition). Pos-
teriormente se convertiria en un pilar basico de la ingenieria y una de las
claves de la Segunda Revolucién Industrial.

El comportamiento eldstico lineal de los s6lidos deformables ha sido
ampliamente investigado por muchos autores, estando sus leyes y funda-
mentos bien desarrollados y definidos. Sin embargo, el comportamiento
no lineal de sélidos deformables, y en particular de estructuras someti-
das a la accién de cargas externas, es menos conocido y existen menos
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modelos de célculo para ellos.

El punto de partida para la formulacion de las hipotesis de la Teoria
de Plasticidad fueron los resultados experimentales obtenidos en elemen-
tos metélicos sometidos a acciones tales que se superara en éstos su limite
elastico, apareciendo unas deformaciones en parte irreversibles, indepen-
dientes del tiempo, dependientes del historial de carga y no proporcio-
nales con las tensiones (como si ocurre a menores cargas). El objetivo
de estos estudios elastoplésticos es la determinacion del estado tltimo de
las estructuras, conocimiento crucial en casos limite, como puede ser el
comportamiento ante sobrecargas, seismos, etc.

En el estudio del comportamiento bidimensional de una estructura
de barras en el dominio de la seccién se pueden tener en cuenta distintos
esfuerzos (flector, axil y cortante). Las funciones de plastificacion, que nos
indican la combinaciéon de esfuerzos que hacen que la seccion plastifique,
dependen de los esfuerzos considerados y de la geometria de la secciéon a
la que se aplica o, lo que es equivalente, del estado de tensiones existente
en la secciéon. Estas tensiones son las que van a provocar que se alcance
el estado limite de tension elastica, segtin la hipotesis de plastificacion
elegida en algtin punto de la seccién, lo que genera el comienzo del proceso
de la plastificacion. Distintos autores [8, 48, 55| plantean funciones de
plastificacion para el elemento barra 2D teniendo en cuenta el efecto del
momento flector, usado tradicionalmente, o combinaciones de esfuerzo
flector y axil, o flector y cortante, o todos simultaneamente. Posteriores
investigaciones [50] permiten determinar el comportamiento de la seccion
plastificada después de que se haya producido la plastificacién, a partir
del gradiente de su funcién. Sin embargo, o bien los estudios se desarrollan
teniendo en cuenta solo los esfuerzos flector y axil, o flector y cortante, o
bien se utilizan simplificaciones bilineales de la funcién de plastificacion.

De forma resumida, el comportamiento elastoplastico de un elemento
finito tipo barra estd gobernado por la matriz de rigidez elastoplasti-
ca en la que intervienen la matriz de rigidez elastica y las derivadas de
la funciéon de plastificacion respecto a las tensiones [8, 46, 54, 65, 73|.
La extension de esta formulacion al caso de barras [50, 60, 70] lleva a
una expresion similar donde juega un papel fundamental la funcién de
plastificacion y sus derivadas con respecto a los esfuerzos axil, cortan-
te y momento flector. Esta funcién expresa la combinacion de esfuerzos
que llevan a la plastificaciéon completa de la seccién para una determi-
nada carga. Para casos simples en los que se considere que esta funcion
depende solo del momento flector, esta formulacion lleva estrictamen-
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te al modelo tradicional de rotula plastica. Sin embargo, este modelo es
ideal, porque es obvio que en elementos reales no pueden darse curvaturas
infinitas, puesto que para ello necesitarian deformaciones infinitas. Por
tanto, los conceptos de momento pléastico o la rotacion libre en rétulas
plasticas deben ser considerados como idealizaciones del comportamien-
to real de un acero en el que existan grandes cambios en la curvatura
para pequenos aumentos del momento flector, tomando como referencia
el comportamiento elastico [66].

Considerando la contribucion del esfuerzo axil en el comportamiento
plastico, se puede definir un momento flector reducido, que tomara un
valor inferior al del momento flector plastico, debido a dicha influencia.
Sin embargo, aunque se defina una rétula plastica en el momento en
que una seccidon alcanza el valor combinado de axil y momento igual
al de plastificacion, con la posterior evolucion de la carga se llega a la
situacion incompatible en que el momento en esa secciéon no varia (ya
que la seccion esta plastificada y por tanto toma el valor del momento
plastico reducido), mientras que el esfuerzo axil si variara, incumpliendo
por tanto la condiciéon de que el momento flector continte siendo igual
al momento plastico reducido, definido como una combinacién de ambos
esfuerzos.

Sin embargo, si en la formulacion de la funcion de plastificacion adi-
cionalmente se considera la influencia de los esfuerzos axil y cortante, los
desarrollos son més complejos y aparecen fenémenos de acoplamiento en-
tre esfuerzos y desplazamientos, obteniéndose finalmente un modelo mas
exacto del comportamiento elastoplastico.

Como antecedentes a esta Tesis, se ha planteado un modelo basado
en el comportamiento plastico a nivel de punto, pero expresado en fun-
cion de las variables tradicionales del modelo monodimensional de barra
de Navier-Bernoulli. Se ha llegado, tras ciertas hipoétesis, al concepto de
seccion plastificada, en lugar de rotula plastica, cumpliendo el modelo
propuesto todas las exigencias del comportamiento plastico [67]. Tam-
bién se ha extendido el concepto de seccion plastificada considerando el
dano sobre ésta, determinando un criterio de agotamiento de la seccion
Ginico, equivalente al momento pléstico para el caso de rotula plastica
pero que incluye muchos mas efectos, con una matriz de rigidez elasto-
pléstica degradable que tiene en cuenta las no linealidades del material
[13].

En cuanto a la definicion de las propiedades del acero, necesarias
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para cualquier desarrollo de modelos que pretendan simular el compor-
tamiento de estructuras construidas con él, al igual que ocurre con otros
materiales, es relativamente sencillo obtener los valores de la curva de
tension-deformacion en el tramo elastico. Sin embargo, otras propiedades
de esta curva son mas sensibles a las condiciones de ensayo y a pequenas
variaciones en la composicion del material, e influyen de manera direc-
ta en el comportamiento final de la estructura simulada. Es necesario
por tanto disponer de herramientas que permitan ajustar éstos y otros
parametros sujetos a cierta variabilidad.

Asi, a finales del siglo XX, las técnicas de actualizado de modelos
de elementos finitos (Finite element model updating) adquirieron gran
importancia en el diseno, construcciéon y mantenimiento de sistemas me-
cénicos y estructuras de ingenieria civil [23]. A pesar del impacto que tu-
vieron las técnicas de computacion introducidas desde la década de 1960,
especialmente el método de elementos finitos, en el diseno ingenieril y el
desarrollo de productos, la evoluciéon posterior ha llevado a un punto en
el que modelos de elementos finitos cada vez mas detallados pueden no
ser capaces de implicar las mejoras en el comportamiento de los produc-
tos que se les demanda. Es decir, como toda aproximacion numérica, la
predicciéon del comportamiento de un sistema fisico esta limitada por las
hipotesis utilizadas en el desarrollo de modelo matematico subyacente.
Con el objetivo ultimo de corregir esas suposiciones erréneas o impreci-
sas surgen las técnicas de model updating. Estas técnicas se desarrollaron
inicialmente para el anélisis del comportamiento modal de elementos y
estructuras, aunque su desarrollo posterior permitié generalizar su utili-
zacion.

De forma general, los métodos de model updating pueden ser clasifi-
cados de la forma siguiente: [32]

Métodos directos: en estos métodos se espera que el modelo ajuste
una serie de datos de referencia (generalmente un conjunto de va-
lores y vectores propios derivados de medidas). De hecho, forzar
el procedimiento de model updating para que reproduzca exacta-
mente los datos modales medidos provoca que los errores en dichas
mediciones se propaguen a los parametros [24]. Por esta razon, este
método no suele ser utilizado [23].

Métodos de sensibilidad: el problema de actualizado se plantea como
un problema de optimizacion. Se crea una funciéon objetivo que eva-
ltia el error entre los datos analiticos y los experimentales y se trata
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de minimizar dicha funcién haciendo cambios en unos parametros
fisicos del modelo de elementos finitos seleccionado previamente.
Para alcanzar la soluciéon 6ptima se requerird un proceso iterativo.
Esta aproximacion es capaz de actualizar parametros fisicos rele-
vantes y localizar zonas erroneas del modelo [40, 71].

Aunque, como se ha comentado, los métodos de model updating se uti-
lizaron inicialmente en el contexto de la dinamica de estructuras, su apli-
cacion es mucho més general y permite el actualizado de parametros de
diversos modelos matematicos que pretenden simular el comportamiento
de la realidad o de otras fuentes de obtencién de datos suficientemente
fiables.
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2.1. Formulacion del elemento barra

El estudio del comportamiento resistente de sélidos mediante modelos
matemaéticos puede simplificarse si el objeto del estudio presenta ciertas
particularidades geométricas. En este caso, se expone brevemente el mo-
delo matematico que caracteriza el comportamiento resistente de barras
prismaéticas, utilizando para ello la teoria de Resistencia de Materiales.

Se dice que un elemento estructural es una barra prismética si su
volumen puede ser engendrado por una superficie plana (seccion trans-
versal) al moverse de forma que su centro de gravedad recorra una curva
plana (directriz) manteniéndose siempre normal a ella y permaneciendo
un eje de la seccion en el plano de la directriz. Ademés, para que un
elemento estructural pueda ser considerado como barra prismatica, las
dimensiones caracteristicas de la seccién deben ser pequenas frente a su
longitud, siendo la relaciéon 1 a 10 entre el canto y la longitud un posible
limite orientativo. La aproximaciéon a la solucién obtenida con un mo-
delo de barras sera por tanto mas exacta cuanto més esbeltos sean sus
elementos [25].

Asi, el comportamiento de las barras prismaticas como sélido defor-
mable se caracteriza mediante un modelo monodimensional en el que
todas las magnitudes estan referidas a secciones, en lugar de a puntos,
dependientes de su posicion en la barra, determinada por la coordenada
longitudinal z.

El modelo debe permitir obtener las tensiones y desplazamientos en
todos los puntos de las secciones a partir de sus magnitudes caracteristi-
cas:

Desplazamientos: se definen a partir de las magnitudes cineméticas
correspondientes a los puntos del eje longitudinal de la barra.

Tensiones: no pueden obtenerse directamente del modelo de barras, ya
que aparecen en el entorno del punto. Sin embargo, su calculo es
imprescindible para saber si el material va a ser resistente, por lo
que es necesario establecer su relacién con el modelo continuo, a
través de los esfuerzos [25].

En la Figura 2.1 se refleja una representacion esquematica del modelo
de barras (sus variables dependen tunicamente de la coordenada z) y
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su relacion con el modelo continuo (sus variables dependen de las tres
coordenadas =, y y z).

= En el modelo de barras se definen los vectores de fuerzas y mo-
mentos por unidad de longitud F(x), desplazamientos y giros de la
seccion A(z), esfuerzos E(z) y deformacion de la seccion D(z).

= En el modelo continuo se definen los vectores de fuerzas por unidad
de volumen y de superficie x(z,y, z), desplazamientos u(z,y, z),
tensiones o (z,y, z) y deformaciones e(z,y, 2).

En ambos casos, la relaciéon entre sus variables viene establecida por las
ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y comportamiento.

F(r) F-=-=-====-4 A(x)
X('rvyyz) ------- u<x7y7z)
t t
Equilibrio | | Compatibilidad

] - ]
o(z,y,2) g e(z,y, 2)
E
=
3
=
E(x) S D(z)

Figura 2.1: Modelo de barras

Los esfuerzos son las fuerzas y momentos estaticamente equivalentes
a la distribucion de tensiones en los puntos de una seccion, expresados en
el sistema de referencia local de la barra (Figura 2.2b, [67]). Limitando
el modelo para el caso bidimensional y de barras rectas, siendo el eje x
coincidente con la directriz, se define el esfuerzo axil N,(x), el esfuerzo
cortante V() en direccién y y el momento flector M, (x) en direccion z
(Figura 2.2d).
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Y

(c) Tensiones 2D (d) Esfuerzos 2D

Figura 2.2: Relacién entre tensiones en el punto y los esfuerzos en la
seccion de la barra

La mencionada relaciéon entre las tensiones de los puntos y los esfuer-
zos de la seccién viene expresada mediante las siguientes condiciones:

N, (x) Z/Aaw(x,y,z)dA
Vy() Z/Afxy(x,y,z)dA (2.1)
M, (z) :/Ayax(x,y, z)dA

donde A es el area de la seccién y o, y 7., las tensiones normales y
tangenciales, respectivamente.
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2.2. Funciéon de fluencia

Una de las teorias que més se ha desarrollado en las dltimas décadas
para el estudio de solidos y estructuras mas alla del régimen elastico es
la mecénica del dano continuo (CDM) [10, 29]. Esta teoria introduce una
nueva variable interna escalar: el dano isotrépico. Toma valores entre 0 y
1, donde un valor 0 corresponde con un material intacto o no danado y el
valor 1 representa un elemento totalmente danado. Uno de los modelos
més usados de CDM para metales fue propuesto por Lemaitre [38|. Di-
cho modelo puede integrarse con el concepto de rotula pléastica [31] para
simular numéricamente el proceso de dano y su influencia en el colapso
de porticos.

En trabajos anteriores [13, 67| se emplean los conceptos de la termo-
dindmica de los medios continuos y de la mecénica del dano para acoplar
la variable dano a las ecuaciones constitutivas del material, considerando
entre otros aspectos que la seccion de la barra se agota por el acopla-
miento de los esfuerzos axil, cortante y flector y por el dano en la seccién
considerada mediante la denominada funcion de fluencia.

La funcién de fluencia o agotamiento Z de una secciéon depende por
tanto de todos los esfuerzos sobre ella (N, V, vy M, en 2D), del nivel de
danio alcanzado en ella (D) y de la geometria de la propia seccion. Puede
obtenerse de forma experimental o analiticamente.

Para el caso de una barra de seccién rectangular constante y compor-
tamiento elastoplastico del material, se puede obtener analiticamente la
relacion entre los esfuerzos que llevan a la secciéon hasta su plastificacion
completa, suponiendo que empiezan a plastificar las fibras extremas por
tension normal: [67]

| M| (Nx)Z 1 (vy)2
Zuny = +{~ ) t3() —1=0 (2.2)
M, " \N, 3\V,

De forma analoga, se puede deducir la expresion para la funciéon de
fluencia incorporando dano del material: [13]

M. (N,\ 1 1/V,\? 1
Z = =) ——+2 () —=5-(1-D)=0 (2.
D =\ N ) T-D 3\V,) G-Dp (1-D)=0 (23)

p p

La evolucion de la superficie de fluencia con el danio se puede ver en
la Figura 2.3, donde se observa que la superficie es cada vez menor a
medida que el dano aumenta.



18

2. Desarrollos previos

(k) Evolucion

Figura 2.3: Evolucién de la funcién de fluencia con el dafio
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De esta forma, se generaliza el concepto de rétula plastica concentra-
da, que considera el momento flector como tinico esfuerzo que produce la
plastificacion cuando su magnitud coincide con el momento plastico de la
seccidon, hablando en su lugar de seccion plastificada, en la que el estado
de plastificacién se obtiene por una combinaciéon de los esfuerzos sobre
la seccion. En general, el agotamiento de la seccion sera consecuencia de
la actuacion simultanea de los esfuerzos axil, cortante y flector, siendo
sus valores en ese instante menores que el esfuerzo axil plastico, cortante
plastico y flector plastico, respectivamente, denominédndose entonces es-
fuerzos reducidos. Estos valores de los esfuerzos se relacionan mediante
la Ecuacion 2.3 (con dano) de forma que cuanto mayor es el valor de uno
de los tres esfuerzos, menor es el valor necesario (esfuerzo reducido) de
los otros dos para la plastificaciéon de la seccion, como se puede apreciar
en la Figura 2.3.

Para otro tipo de secciones existen otras expresiones y diferentes apro-
ximaciones para la funcién de fluencia. Muchas de las propuestas se basan
en una carga biaxial de la seccién, presentado los valores del momento
flector reducido en la direccion débil frente a la fuerte, en funcion de la
carga axil (|12] y Figura 2.4). En este caso se desprecia la contribucion
del esfuerzo cortante y inicamente se considera la reducciéon del momento
flector a causa del esfuerzo axil y viceversa.

Equation
——=— Chen 8 Atsuta

Mx/Mgx
w0 /My,

(a) Doble T [56] (b) Rectangular [62] (¢) Rectangular hueca [72]

Figura 2.4: Distintas superficies de fluencia para diferentes secciones

Existen incluso aproximaciones [20] para la funcion de fluencia de sec-
ciones bisimétricas como las estudiadas en este Tesis (rectangular hueca,
circular maciza, circular hueca y doble T) que reflejan la relaciéon ba-
jo carga uniaxial entre el esfuerzo axil reducido p y el momento flector
reducido m, estando los esfuerzos reducidos adimensionalizados entre el
correspondiente esfuerzo plastico. Los valores exactos de la funcion de
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fluencia y su aproximacion mediante una ecuacion del tipo 1 = p® +m
se pueden ver en la Tabla 2.1 y en la Figura 2.5.

Se hace notar que para el caso de seccion rectangular maciza, la ex-
presion 1 = p® + m equivale a la expresion teodrica de la Ecuacion 2.2,
despreciando la contribucion del esfuerzo cortante y considerando que
p=N;/N, y m=M,/M,.

Tabla 2.1: Expresiones de las superficies de fluencia de secciones bisimétricas [20]

Tipo de .. Expresion
.. Expresiéon exacta .
seccion aproximada
Rectangular
& l=p*+m 1=p"+m
maciza
Rectangular
& Ver [72] 1=p+m®
hueca
Circular 2 1/ 1 1
. 1= Zsint (m'?) — Zsin [2sin! (m!/3 1=p* +m
maciza Pt p ( ) - [ ( )] P+
Circular T 175
=m —cos | = 1=p- m
hueca (2]9) P
Doble T Ver [62] 1=p" +m
) g=2-05B/H>13 19|
| PN
(a) Rect. maciza (b) Rect. hueca (c) Circular maciza

1 1.
Exact equation B
=== Proposed, porn and Chen®)

——— Exact (Santathada-

4 v

o L L ! L
00 0.7 .8 0.6 0.8 1.0
my (m) m

(d) Circular hueca (e) Doble T

Figura 2.5: Superficies de fluencia de secciones bisimétricas [20]
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2.3. Model Updating

2.3.1. Descripcién

En ingenieria existe una necesidad de desarrollar modelos numéricos
suficientemente precisos. Entre otras ventajas, los modelos numéricos per-
miten una exploracion del espacio de diseno que serfa prohibitivamente
cara utilizando cualquier otra técnica experimental mediante prototipos
y sus correspondientes ensayos [64].

Los modelos numéricos pueden, o bien requerir respuestas que otor-
guen predicciones cuantitativamente exactas, o bien tnicamente predic-
ciones cualitativas que asesoren sobre la tendencia que sigue la respuesta
del modelo. Sera el grado de complejidad del sistema el que limitara la
exactitud que el usuario puede esperar del modelo numérico empleado,
pero siempre debera existir plena confianza en que el modelo prediga el
comportamiento real del sistema.

El proposito de los modelos numéricos es permitir examinar diferentes
configuraciones y disenos. Para ello, sera necesario incluir parametros que
deberan estar directamente relacionados con los cambios en el diseno, de
forma que dichos cambios impliquen variacién en el valor de los pardme-
tros. Los valores iniciales de dichos parametros se basarédn en supuestos
hechos sobre el sistema. Estos supuestos introducirén cierto error, mayor
cuanta mas incertidumbre exista sobre el verdadero valor de dichos pa-
rametros, pudiendo llegar a ser inaceptable como para considerar 1util el
modelo.

Las técnicas de actualizacion se basan en utilizar datos experimen-
tales, tanto entradas como salidas, de sistemas reales para mejorar las
estimaciones realizadas sobre los parametros de un método numérico,
comparando los resultados experimentales con las predicciones del mo-
delo. Las técnicas de mejora llevaran las predicciones del modelo més
cerca de la respuesta real del sistema. La medida de cuanto se mejora el
modelo depende de las necesidades del usuario y de la complejidad del
sistema, factores que irdn cambiando segin la situacion.

Tras el proceso de actualizacion a partir de los datos experimentales,
se espera que los resultados de las posteriores simulaciones sean mas pre-
cisos, aunque no se puedan comparar con los resultados experimentales
correspondientes en todos los casos.
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2.3.2. Técnicas de ajuste

El método numérico principal de modelado de anélisis estructural es el
Método de los Elementos Finitos. Dicho método es ampliamente utilizado
en actividades industriales y de investigacion y es capaz de reproducir el
comportamiento de estructuras reales. Sin embargo, la predicciéon de un
modelo de elementos finitos no siempre es precisa, debido a alguna de las
siguientes razones [32]:

» Limitaciones del modelo mateméatico para describir la realidad fisi-
ca.

= Estimacion incorrecta de las propiedades fisicas de los materiales
que componen la estructura.

» Simplificaciones de las leyes de comportamiento (linealizaciones,
suposicion de proporcionalidad, etc.).

= Errores de mallado debidos a supuestos incorrectos en las funciones
de forma y/o a una malla de mala calidad.

= Pobre aproximacion de las condiciones de contorno o variabilidad
de las mismas con la respuesta.

s Modelado inadecuado de uniones.

s Introduccion de errores numéricos adicionales durante la fase de
solucioén.

En realidad, las estructuras siempre diferiran en algin aspecto res-
pecto a las idealizaciones asumidas en su modelizacién. Las propiedades
del material y de la geometria pueden variar o ser desconocidas, pueden
existir no linealidades, mecanismos de amortiguamiento o efectos acopla-
dos que no se tienen en cuenta en el modelo. En muchos casos, no se
puede confiar plenamente en un modelo hasta que éste pueda ser valida-
do a través de una serie de pruebas. A pesar de ello, el nivel de detalle
demandado a las aplicaciones actuales es demasiado elevado como para
poder obtenerse tnicamente a través de la actualizacion de sus para-
metros a partir de los valores de aplicaciones experimentales. Por ello,
recientemente ha crecido el interés en las técnicas de model updating en
elementos finitos.
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De forma general, ademés de la clasificacion expuesta en el Aparta-
do 1.3, los métodos de model updating en elementos finitos se pueden
clasificar en [33]:

Métodos globales: actualizan directamente los elementos de las matri-
ces estructurales. Dichas matrices podran reproducir las caracteris-
ticas de la estructura real de forma precisa, pero las correcciones
hechas sobre ellas no tienen por qué tener un significado fisico.
Como resultado, se pueden perder ciertas propiedades matemati-
cas esenciales del sistema, como la conectividad, o pueden crearse
frecuencias falsas en el rango de interés del modelo actualizado,
haciendo que las matrices de masas y rigidez puedan dejar de ser
definidas positivas.

Métodos locales: solo consideran la estimaciéon de parametros fisicos
cuyo valor no esté completamente definido (como el espesor, el mo-
dulo de Young, etc.) y por tanto preserva las propiedades matema-
ticas del modelo inicial.

Aunque el proceso de model updating general conlleva la compara-
cion de las respuestas medidas y predichas por el modelo, en muchas
aplicaciones es preferible realizar una comparacion de caracteristicas. Se
entiende por caracteristica una variable identificada de la respuesta fisica
del sistema que captura informacién contenida en los datos. La definicién
de caracteristicas apropiadas en las técnicas de actualizado es interesante
por varias razones:

= Existe cierto riesgo de inexactitud al estimar la bondad en la predic-
cion de un modelo numérico basandose iinicamente en su capacidad
para ajustar su respuesta. Sin embargo, la comparaciéon de carac-
teristicas proporciona importante informacion sobre el sistema.

= Un conjunto de datos multivariable de n dimensiones seré por lo
general altamente redundante y casi nunca n-dimensional. La re-
duccion de dicha dimensionalidad conduce a una mejora en el com-
portamiento del algoritmo de actualizado porque, aunque implica
cierta pérdida de informaciéon, permite resaltar los contenidos rele-
vantes de los datos disponibles.

» El ruido e inexactitud de las medidas siempre corrompe los datos
y las caracteristicas son menos sensibles a ellos.
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Como los métodos de elementos finitos suelen requerir de la defini-
cion de un mayor nimero de grados de libertad (GDL) que las pruebas
experimentales, serd necesario, o bien reducir las matrices estructurales
del modelo hasta el nimero de GDL del experimento, o bien aumentar
el nimero de datos experimentales medidos hasta igualar el namero de

GDL del modelo.

Si la correlacion entre el modelo de elementos finitos y la respuesta
real no es satisfactoria, es necesario corregir el modelo. Dicha correccion
comienza con la adecuada seleccién de los parametros de actualizado,
para la que pueden ser tutiles técnicas de localizacién de errores, analisis
de sensibilidad y siempre un criterio ingenieril basado en la experiencia.
De los posibles criterios utilizables para la correccion, alguno de los més
empleados [21], en orden creciente de informacién necesitada para plan-
tearlos, son: minimizacién de distancias, Markov, méxima verosimilitud,
méaxima verosimilitud con informacioén previa, y minimo riesgo. El crite-
rio méas simple consiste en minimizar la distancia generalizada entre las
variables medidas y las predichas con el modelo, utilizando para ello una
norma de orden j. En concreto, la més utilizada [36] y la que se empleara
en esta Tesis sera la minimizaciéon de la norma de orden 2, que da lugar
al método de minimos cuadrados.

Por lo tanto, los nuevos valores de los parametros de actualizado se
obtendran minimizando la funcién objetivo F"

F=|R(p)|*= Z [z; — Mi(p)]” (2.4)
0, en notacién matricial:
F=|R(p)|* = [x - M(p)]" [x — M(p)] (2.5)

donde el vector p contiene los parametros de actualizado y R(p) es el
residuo, obtenido como la diferencia entre los parametros experimentales
x y los obtenidos del modelo M(p).

Las caracteristicas deben garantizar una sensibilidad suficiente de la
funcién objetivo con respecto a los parametros de actualizado. Como la
funcién objetivo es generalmente no lineal respecto a los parametros de
actualizado, es necesario realizar un proceso iterativo para actualizar el
modelo.
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Figura 2.6: Proceso de model updating general
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2.3.3. Necesidad de aplicar técnicas de actualizado
al problema de calculo plastico de estructuras
de barras

Un modelo es una simplificacion de los fenémenos del mundo real que
permita comprender las situaciones complejas y poder hacer predicciones.
Por lo tanto, ningtin modelo es verdadero o falso, tan solo mejor o peor
que otros, dependiendo del grado de representatividad que alcance sobre
el fendbmeno que pretende describir o explicar.

Un modelo matemdtico es un modelo cientifico que emplea algin tipo
de formulismo matematico para expresar relaciones, proposiciones sus-
tantivas de hechos, variables, parametros, entidades y relaciones entre
variables y/o entidades u operaciones para estudiar comportamientos de

sistemas complejos ante situaciones que pueden ser dificiles de observar
en la realidad [61].

Las caracteristicas deseables de los modelos matematicos [53] son:

Parsimonia: un modelo no es necesariamente mejor por tener muchos
parametros. A igualdad de otras consideraciones, es preferible un
modelo simple a otro mas complejo.

Modestia: solo debe tratar de alcanzarse objetivos asequibles. Un mo-
delo no debe aspirar a imitar la realidad sino solo a resaltar aquellos
aspectos de interés para su aplicacion.

Exactitud: el modelo debe reproducir en la medida de lo posible el
funcionamiento del sistema y generar valores para las variables de
salida similares a los observados en la realidad.

Verificabilidad: los resultados del modelo deben poder compararse con
datos reales y determinar de este modo el grado de exactitud del
modelo.

Ademés, no es suficiente que un modelo funcione bien: debe funcionar
bien por las razones correctas.

El proceso de modelado es, por tanto, una técnica que consiste en
crear una representacion ideal de una entidad real mediante un conjunto
de simplificaciones y abstracciones cuya validez se pretende constatar.
La validacion del modelo se lleva a cabo comparando las observaciones
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con las implicaciones predichas por el mismo, en un proceso generalmen-
te ciclico: un primer modelo lograra predicciones sobre un sistema, que
pueden ser probadas mediante la toma de datos y, al comparar ambos
resultados, el modelo se podra refinar o mejorar, lo cual implicaré unas
mejores predicciones. Este proceso se representa esquematicamente en la
Figura 2.7.

Fenémeno Matematizacién Modelo
fisico matematico

Observacion. Técnicas
de modelizacién

1 — Matematica »
Validacién [« Observacién > Resolucion
formal

Interpretacién en
términos fisicos

Descripcién Solucién
Prediccion Concrecién matematica

Figura 2.7: Proceso de modelado

A partir de cierta complejidad de cualquier modelo, especialmente si
tiene en cuenta variaciones en el tiempo o el espacio, serd necesaria la
resolucion de muchas operaciones matematicas, por lo que se requerira
un ordenador para la resoluciéon ordenada en forma de algoritmo del
problema planteado.

Los modelos presentados en esta Tesis se adaptan a las definiciones
anteriores, identificindose los siguientes aspectos:

= El problema real que se pretende modelar es el calculo de estructu-
ras de barras sometidas a una serie de acciones exteriores suficientes
para alcanzar el régimen pléstico y el colapso.

= El formalismo matemaético empleado se corresponde con la formula-
cion del elemento barra y las expresiones de varias ramas del calculo
de estructuras: resistencia de materiales, calculo plastico, mecanica
del dano continuo, etc.

= Las predicciones que se desean obtener se corresponden con la res-
puesta de la estructura bajo las condiciones iniciales impuestas:
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desplazamientos, giros, esfuerzos, cargas de plastificacion, estado
de las secciones, etc.

La validacion del modelo se llevara a cabo mediante el proceso de
model updating descrito, que comparara las predicciones del modelo
con los resultados reales, actualizando de nuevo el modelo con unos
nuevos valores de los parametros del material.

Las simplificaciones adoptadas en alguno o varios de los modelos
son las siguientes:

El sistema se modela como un conjunto de elementos tipo ba-
rra, de directriz recta y seccidon bisimétrica constante, cuyas
interconexiones se producen en los nodos, supuestos concen-
trados en los puntos de intersecciéon de las directrices.

Las estructuras son planas y sus cargas estan contenidas en
ese mismo plano.

Se aplica la hipotesis de pequenos desplazamientos y ademas
se asume que los desplazamientos y giros de los puntos de una
seccion transversal son iguales a los de la directriz de la barra
en esa seccion.

Se asume que las secciones planas transversales a la directriz
de la barra permaneceran planas y ortogonales a la deformada.

Se modela el material a partir de relaciones lineales o bilineales
entre la tension y deformacion, obviando la compleja relacion
real entre estas variables.

Las cargas exteriores se modelizan como puntuales, distribui-
das, cargas térmicas o desplazamientos prescritos y se supone
un estado creciente de cargas.

Se idealiza la relaciéon entre momento y curvatura en la seccion,
por lo que se supone que la plasticidad comienza de forma
subita.

La plastificacién de una seccién se supone concentrada, de
forma que las secciones adyacentes permaneceran en régimen
elastico.

La funcién de fluencia utilizada supone que la plastificacion de
las secciones comienza a en las fibras extremas por tensién nor-
mal y que la seccion se agota (plastificacion completa) cuando
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se produce una determinada relaciéon entre los esfuerzos axil y
cortante, el momento flector y el dafo.

e El dano de la seccién se estima a partir de expresiones ajusta-
das para diferentes materiales o a partir de relaciones teéricas
entre variables de respuesta de la estructura, y se supone con-
centrado en los extremos de la barra.

e Se toma como véalida la descomposicion aditiva de los despla-
zamientos elastoplésticos en una componente elastica y otra
plastica.

e Los resultados del MEF (con los que se realizara el ajuste
de los modelos) correspondientes a una seccion se estiman a
partir de los valores puntuales en sus nodos.

Por lo tanto, la eleccién de un nimero reducido de parametros para
el actualizado, la fuente de inexactitud de los calculos numéricos y las hi-
potesis y restricciones impuestas sobre las condiciones de las estructuras
de estudio, junto con la inherente necesidad de adoptar simplificaciones
en toda modelizacion, justifica la necesidad de utilizar técnicas de actua-
lizado del modelo para lograr predecir la respuesta de sistemas reales a
partir de una traduccion de la realidad fisica del problema en la que se
aplican las técnicas matematicas desarrolladas.
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2.4. Evaluacién de valores para la seccién a
partir de resultados puntuales del MEF

Los resultados de los programas de elementos finitos son siempre va-
lores numéricos referidos a un nodo o punto, ya que precisamente estan
basados en la divisiéon del continuo en elementos conectados por nodos
sobre los que realizar los calculos. Sin embargo, en ocasiones es necesario
disponer de un valor tnico para la seccion (por ejemplo, cuando se quie-
ren comparar los resultados de un calculo por elementos finitos con los de
un céalculo mediante el modelo de barras). Mientras que algunos valores
de la seccion se pueden asumir iguales a los de su nodo central, como por
ejemplo el desplazamiento, otros necesitan de algtun tipo de integracién o
promedio a lo largo de la misma o incluso de secciones adyacentes, como
por ejemplo el dano de la seccion.

La obtenciéon de los esfuerzos axil, cortante y momento flector inte-
grando las tensiones a lo largo de la seccion esta suficientemente desa-
rrollada |26, 73|. Sin embargo, en lo que a dano se refiere, se define a
continuaciéon un procedimiento que permite obtener un valor tinico en
una seccion a partir de los valores puntuales en sus nodos y en los de las
secciones contiguas afectadas. Para ello, se llevan a cabo cuatro reduc-
ciones del dominio:

1. Elecciéon del tramo afectado en el cual se evaluara la variable, que
englobe toda la zona afectada o que se desee considerar (Figu-
ra 2.8a). Este tramo sera generalmente simétrico respecto a la sec-
cion cuyo valor se desea estimar si ésta se encuentra en un punto
interior de una barra. La amplitud de esa zona se fijara segin el
criterio del usuario o en un proceso iterativo de actualizado que
ajuste el valor final de un problema conocido.

2. Reduccion en direccion x de los valores de las secciones adyacentes
a valores en la seccion (Figura 2.8b).

3. Reduccién en direcciéon z de los valores de la seccién a valores en
la linea central vertical (Figura 2.8c).

4. Reduccién en direccion y de los valores de la linea central vertical
a un valor final en el centro de la seccion (Figura 2.8d).
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Figura 2.8: Reduccién de los valores de una variable del MEF a un
valor tinico

Para los tres ultimos pasos se define a continuacion el proceso de
reduccion necesario de cada linea de nodos a un tnico valor (considerando
un namero total de nodos n ordenados de forma creciente: i = 1...n):

1. Definir los tres coeficientes de forma (C,, C,, y Cf), con un signi-
ficado similar al de las funciones de forma, que otorguen un peso
relativo diferente a cada zona de la linea (inicial, central y final,
respectivamente) cuyos valores se quieren reducir a un punto. Al
utilizar tres valores, existe mucha més variabilidad de casos con los
que dar importancia a determinadas zonas de esas lineas que uti-
lizando tnicamente dos valores en los extremos que, por ejemplo,
impiden dar un peso relativo mayor a la zona central que a las ex-
tremas. Su valor absoluto no es relevante, inicamente la proporcion
entre ellos, ya que posteriormente se normalizaran.

2. Definir los coeficientes de interpolacién para cada nodo, interpolan-
do linealmente entre C, y C,,, si se encuentra en la primera mitad
de la linea considerada, o entre C,, y C}, si se encuentra en la se-
gunda mitad. Logicamente, el valor de ¢; en los nodos en los que
se fijan los valores de los coeficientes de forma sera el mismo que el

propio coeficiente C. Tras obtener todos los valores de ¢;, éstos se
n

normalizaran de forma que E c = 1.

1

3. Multiplicar el valor de la variable considerada en cada nodo por su
coeficiente de interpolacion ¢; correspondiente.

4. Sumar los valores obtenidos de la operacién anterior, lo que dara
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como resultado un valor tnico para toda la linea.

Finalmente se obtienen las funciones de interpolaciéon que permiten
obtener los valores de ¢; a partir de los coeficientes de forma C. Debe
distinguirse entre los casos en los que el nimero de nodos de la linea
considerada sea par o impar, como se puede observar en la Figura 2.9. Se
comprueba que las expresiones correspondientes al tramo 1 y al tramo 2
coinciden en el nodo comin.

Tabla 2.2: Funciones de interpolacién

n Tramo Expresion Aplicaciéon
— 1 1
1 a=C 42— (Cp— C) i< o
Impar n—1 2
2t —n—1 n+1
¢ =Cn+ 1 (Cy—Cp) i 5 n
— 1
1 =042 " (Cr —C,) i< s ab
N n—2 2
Par .
i n
n

® El valor C,, se aplica en el nodo inmediatamente a la izquierda del punto central
de la linea de nodos
IOSin:2, Co = Cp, y por tanto ¢; = C, = Oy, c2 = Oy

Este procedimiento es aplicable para cualquier seccién plana conside-
rada. La elecciéon del tramo afectado y la reduccion en direccion x son
similares para cualquier seccion, al igual que la reduccién en direccion vy,
una vez obtenida la linea central vertical. Respecto a la reduccion en di-
reccion z, considerando las secciones estudiadas en esta Tesis, se pueden
realizar los siguientes comentarios:

Rectangular maciza: mostrada en la Figura 2.8. La reduccién en di-
reccion z se lleva a cabo sobre un ancho ttil, entendido éste como
la cantidad de material que se encuentra en cada franja horizontal,
constante para todo el canto de la seccion, por lo que el ntimero de
nodos n sera el mismo para cualquier cota.

Rectangular hueca: el ancho ttil de la seccién toma valores diferentes
segun se encuentre en la zona superior e inferior o en la zona central,
por lo que el niimero de nodos n podra variar de una zona a otra.
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Figura 2.9: Funciones de interpolacién para la obtencién de un valor
dnico

En el caso de la zona central, se reducira la variable a un punto por
cada pared lateral y, posteriormente, esos valores a un tnico punto
central.

Circular maciza: el ancho tutil de la secciéon varia, por lo que n podra
ser diferente para cada cota y, dependiendo del mallado.

Circular hueca: el ancho util de la seccion varia en dos sentidos (ancho
total variable y existencia de dos zonas diferentes), por lo que n
podré ser diferente para cada cota y, dependiendo del mallado. En
el caso de la zona central, adicionalmente se reducira el dano a un
punto por cada pared lateral y, posteriormente, esos dos valores a
un tnico punto central.

Doble T: el ancho 1til de la seccion toma valores diferentes segtin se
encuentre en la zona de las alas o en la del alma del perfil, por lo
que n podra variar de una zona a otra, aunque en cada una de ellas
el ancho 1til es constante y esta centrado en el eje y.
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3. Modelos

3.1. Introducciéon

En los siguientes apartados se presentan diferentes modelos del com-
portamiento de estructuras planas de dificultad y exactitud crecientes,
tanto en la caracterizacion del material como los algoritmos de calculo,
matriz de rigidez, etc.

Los modelos son los siguientes:

= Apartado 3.2: Método Directo de Rigidez con Calculo Plastico paso
a paso (MDRCP).

= Apartado 3.3: Método Directo de Rigidez con Célculo Plastico pa-
so a paso y Reduccion del momento plastico por combinacion de
esfuerzos y danio (MDRCPR).

= Apartado 3.4: Método Directo de Rigidez con Calculo Plastico pa-
so a paso, Reducciéon del momento plastico por combinacién de
esfuerzos y dano, y Endurecimiento (MDRCPRE).

La base de partida de todos ellos es el Método Directo de Rigidez
(MDR) aplicado a estructuras de barras, cuya formulaciéon y notacion se
detalla en el Apéndice A.

Para la caracterizacion del material se emplea una barra sometida a
flexion y se considera la teoria de barras clasica de Navier-Bernoulli [68].
Para ilustrar el comportamiento tensional se utiliza una seccién rectan-
gular, sin pérdida de generalidad, ya que cualquier otra geometria bi-
simétrica presenta distribuciones cualitativamente semejantes, como se
puede observar en el Apartado B.3. Ademas, se considerara la hipotesis
de material homogéneo e is6tropo, aunque su relacion o — e sera diferente
segtin el modelo de comportamiento del material considerado, como se
explica en cada apartado.

Por lo tanto, las hipotesis comunes para los tres modelos son las si-
guientes:

= Respecto a la discretizacion:

e Sistema modelado como un conjunto de elementos simples tipo
barra, de uso comun en arquitectura, ingenieria estructural e
ingenieria civil.
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e Aplicacion a elementos de directriz recta y secciéon constante.

e Interconexion entre elementos producida en los nodos, supues-
tos éstos concentrados en el punto de interseccion de las di-
rectrices.

e Estructura plana contenida en el plano global XY y cargada
en el propio plano.

= Hipotesis de Navier-Bernoulli para la seccion:

e Desplazamientos u,, u, y giro 6, de todos los puntos de una
seccion transversal, pequenos e iguales a los de la directriz de
la barra (eje = local) en esa seccion.

e Desplazamiento u, y giros 6, y 0, nulos.

e Secciones planas transversales a la directriz de la barra an-
tes de la deformacion permanecen planas y ortogonales a la
deformada después de la deformacion.

» Estado de cargas proporcional y aplicacion monétona creciente.

» Material homogéneo e isdtropo (diferente comportamiento segtn el
modelo).

En cada uno de los modelos descritos se detallaran las hipotesis adi-
cionales contempladas.
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3.2. MDRCP

Método Directo de Rigidez con Calculo Plastico paso a paso. Aplica-
cion secuencial del Método Directo de Rigidez donde, tras identificarse
la seccion donde aparece una roétula plastica a medida que aumenta la
carga, se actualiza la estructura anadiendo la rétula, resolviendo el pro-
blema incremental y acumulando la solucién hasta el instante tultimo,
marcado éste por el momento en el que la estructura incremental tiene
movimiento de sélido rigido.

3.2.1. Hipétesis

Las hipotesis adicionales respecto al Apartado 3.1 contempladas en
este modelo son las siguientes:

= Estado de cargas proporcional.
= Material elastoplastico ideal.

= Roétulas pléasticas concentradas subitas causadas tnicamente por
momento flector.

3.2.2. Material elastoplastico ideal

El comportamiento de cada fibra de una seccién de un elemento barra
2D modelado con un material elastoplastico ideal (Figura 3.1), sometido
a un momento flector, sera elastico lineal hasta que alcance un nivel de
tension igual al de fluencia. A partir de ese punto se comportara de forma
plastica ideal, aumentando la deformacion indefinidamente sin suponer
un incremento de tension.

La hipotesis de Navier-Bernoulli de que las secciones planas trans-
versales a la directriz de la barra antes de la deformaciéon permanecen
planas y ortogonales a la deformada después de la deformacion, es apli-
cable también en régimen elastoplastico y pléastico. En efecto, consideran-
do las conocidas definiciones del momento flector y la relacién tension-
deformacion en régimen elastico siguientes:

I
M,==0c o=EFEe (3.1)
Y
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O'f ,,,,,,,,,,,,, . -

E‘f €
(a) Analogia (b) Relacién o — ¢

Figura 3.1: Modelo para el comportamiento del material elastoplas-
tico ideal

(donde I, es el momento de inercia, y es la coordenada definida en el
Apartado 2.1y Ey el médulo de Young del material en el tramo elastico),
y habida cuenta de que la curvatura s es proporcional al momento flector
en régimen elastico y que se puede aproximar por la segunda derivada
del desplazamiento transversal, se obtiene la siguiente expresion, vélida

para M < M.:

D*uy M, o 5
= K = = — = —
Ox? Ef[z Efy Y

(3.2)

El comportamiento de la seccién, a medida que aumenta la carga
sobre ella, puede observarse a través de la relacion momento-curvatura
que, para este modelo, toma la forma bilineal mostrada en la curva azul
de la Figura 3.2.

La evolucién del comportamiento de la seccion completa (Figura 3.3
y de forma resumida en la Figura 3.4), considerando para el ejemplo una
simple seccidon rectangular, se resume a continuacion:

(a). Comportamiento elastico lineal para unos valores de la curvatura
0 <K < FRe.

(b). Comienzo de la plastificacion. En las fibras extremas de la seccion
se alcanza la tension de fluencia oy, tomando el momento flector
el valor M., el momento elastico. La curvatura toma el siguiente
valor, considerando la definicién de la Ecuacion 3.2:

Ke = h—/f2 (3.3)

siendo ey = 0y/Ey la deformacion de fluencia.
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(c). Si el momento aumenta por encima del momento elastico, las dis-

tribuciones de las tensiones y de las deformaciones variaran, man-
teniéndose un comportamiento elastico lineal en la zona central y
teniendo las fibras extremas de la secciéon un comportamiento plas-
tico puro, con deformaciones mayores que la de fluencia (¢f). Para
el cumplimiento de la hipotesis de que la seccion transversal con-
tinta plana y normal a la directriz de la barra es necesario que la
ley de deformaciones en dicha seccién sea lineal. Por tanto, en la
zona plastica, la ley de deformaciones es continuacion de la recta
definida en la zona elastica, aunque las correspondientes tensiones
tengan valor constante o;. En este régimen elastoplastico la cur-
vatura tomara el siguiente valor, considerando que el valor de la
deformacion para y = yy es €;:

€f
Rep = —— 3.4
P Ys ( )

siendo ys la coordenada del punto de cambio de pendiente de las
tensiones, mostrado en la Figura 3.4. La curvatura k., aumenta
més rapidamente al aumentar el momento con respecto al régimen
elastico segiin avanza la plastificacion.

Comportamiento plastico de toda la seccion cuando todos sus pun-
tos han plastificado. Estaticamente el momento resultante se deno-
mina M, y se alcanza cuando y; se hace nulo. Cinematicamente, la
curvatura k., segin la Ecuacion 3.4 se hace indeterminada y por
tanto las barras que concurren en esta secciéon se comportan como
si hubiesen sufrido un giro relativo de forma similar a una rétula
elastica: existira un cambio finito en la pendiente de la deformada,
perdiéndose la continuidad C1. Desde este punto de vista ideal, la
relacion entre el momento y la curvatura estaria representada por
la curva verde de la Figura 3.2. La existencia del tramo curvo entre
M, y M, dificulta significativamente el calculo de los desplazamien-
tos. Este tramo es debido al comportamiento elastoplédstico de la
seccion bajo estudio y de las secciones adyacentes. Para el calculo
de desplazamientos (u,) es preciso conocer la curvatura de la di-
rectriz a lo largo de toda la barra. Como la curvatura depende del
momento flector y del régimen, serd necesario ademés conocer la
extension de las zonas con comportamiento elastopléastico.

Para evitar estos complejos calculos, es habitual en este modelo su-
poner que la relaciéon entre el momento y la curvatura se mantiene
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lineal hasta M, (curva azul de la Figura 3.2). Esto equivale, desde
el punto de vista cinematico, a suponer que la secciéon donde apare-
cerd el momento M, se comporta como en régimen elastico incluso
por encima de M., y que en el momento en que alcanza el valor
de M, se considera que puede aparecer un incremento significativo
de la curvatura. Es decir, la rétula aparece por plasticidad sibita
(entendiendo por ello que mientras no se alcance el momento plés-
tico se considera que esta en régimen elastico). También equivale a
suponer que las secciones adyacentes estan en régimen eléstico, es
decir, que no hay zona elastoplastica. Por tanto, la rétula es con-
centrada (no hay distribucion de la plasticidad a su alrededor). Por
todo ello, este modelo se denomina “Rétula pldstica concentrada
subita”.

En un caso general con un material real (curva roja de la Figu-
ra 3.2), aunque un valor de curvatura infinito no sea alcanzable en
la practica, experimentalmente se obtiene que el momento maximo
que puede soportar una seccion es del orden del momento plastico
M,. Esto es debido a que, aunque no se llegue a una situaciéon co-
mo la de la Figura 3.3d en la que todas las fibras plastifiquen, si se
alcanzara una situacion como la de la Figura 3.3c en la que, aun-
que las fibras mas cercanas a la neutra (y las que por tanto menos
contribucion tienen sobre el momento de la seccién) no lleguen a
plastificar, las fibras méas alejadas se habran endurecido. Con este
razonamiento, la aproximacion bilineal para la relacion momento-
curvatura mostrada en la Figura 3.2 se considera aceptable, ya que
se contrarrestan las siguientes situaciones:

= La aproximacion @ equivale a suponer que la plasticidad no
empieza a partir de un valor del momento M, sino que co-
mienza de forma stubita en el momento en que se alcanza M,,.
Este hecho conlleva que los desplazamientos calculados sean
menores que los que apareceran realmente, al ser las curva-
turas de la zona elastoplastica en el modelo menores que las
reales. El hecho de obtener desplazamientos menores que los
reales hace que esta suposicion no esté del lado de la seguridad,
cuestiondndose su validez desde el punto de vista practico.

» La aproximacion @ equivale a despreciar el endurecimiento. A
partir de una determinada curvatura, la aproximacién bilineal
supone una mayor curvatura que la real. En efecto, en la zona
de mayores curvaturas, el modelo simplificado asume un mo-
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mento M, menor que el real y por tanto, de considerar este
efecto rigidizador, los desplazamientos reales serian menores
que los que arroja el modelo simplificado.

M

<

I
I

|

I

I

: = Comportamiento real

I Comportamiento ideal
: ——  Aproximacién bilineal
|
I
I
|
I

Ke Kp K

Figura 3.2: Comportamiento de la secciéon con un material real, ideal
y aproximacién bilineal

Con las consideraciones anteriores se valida el concepto tedrico de
rotula pldstica concentrada siubita, que permite, junto con otras sim-
plificaciones [55, 66:

= Suponer continuidad del comportamiento lineal entre el mo-
mento y la curvatura hasta que se alcanza el valor M,,.

= Suponer que, hasta que no se alcanza el valor M, la seccion
estd en régimen eldstico y que por tanto la rotula pléstica
aparece de forma instantdnea cuando se alcanza dicho valor
de momento flector.

= Suponer que las secciones adyacentes a aquélla en la que se ha
formado la rétula plastica permanecen en régimen eléstico.

Por lo tanto, con las hipotesis adoptadas, se considera que, excepto
en las rotulas plasticas, el comportamiento del resto de la estruc-
tura es elastico. Para cargas crecientes, se pueden ir determinando
progresivamente las secciones donde aparecen rotulas plasticas y
resolver el problema no lineal global como sucesion de problemas
incrementales lineales.
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Figura 3.3: Comportamiento de la seccién con modelo elastoplastico

ideal

Comportamiento Valor de y; Figura
Elastico ys > h/2 3.3a
Comienza plasticidad yr=h/2 3.3b
Elastoplastico h/2>ys>0  3.3c
Plastico yr =0 3.3d

Figura 3.4: Evolucién del estado tensional del modelo MDRCP
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3.2.3. Modelo

En una estructura sometida a un sistema de cargas proporcionalmente
creciente, se formaran rotulas concentradas en determinados puntos de
la estructura. La formaciéon de cada una de éstas marcara el cambio de
un paso al siguiente.

El modelo presentado se basa en resolver la estructura original me-
diante el método matricial estdndar MDR. Considerando un estado pro-
porcional de cargas, se busca el valor de dicha carga que haga plastificar
una seccion y, por tanto, haga aparecer alli la primera rotula plastica.

Para ese valor de carga, se acumulan los resultados y se resuelve el
mismo problema (misma estructura original y cargas) pero con una ro-
tula en la seccion anteriormente calculada. La solucién incremental, que
depende de la carga, se anade a la acumulada y se busca el valor de la
carga que provoca la aparicion de la siguiente rotula plastica. De esta
forma, en determinados puntos de la estructura se formaran progresi-
vamente rotulas concentradas, que iran disminuyendo progresivamente
su rigidez hasta que finalmente se alcance el mecanismo de colapso, en
el cual la estructura no seré capaz de resistir las cargas a las que esta
sometida sin realizar movimientos de solido rigido.

Unicamente se considera la formacion de rétulas debida al momento
flector, de manera que la seccién en la que aparezca la siguiente rotula
sea aquélla cuyo valor del momento flector acumulado sea mayor. La
rotula considerada es una rétula estandar, con momento flector nulo y
que permite el giro relativo entre los elementos que une. Tras la formacion
de una rétula plastica, en los sucesivos incrementos no se modificaran los
momentos en esa seccion, aunque si lo podran hacer los esfuerzos axil
y cortante. Sin embargo, como Unicamente se considera plastificacion
debida al momento flector, esas modificaciones no influiran en las rotulas
plasticas ya formadas.

De este modo, con estas simplificaciones, incremento tras incremen-
to, se cumplen las condiciones de equilibrio requeridas sin necesidad de
procedimientos adicionales.
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Método Directo de Rigidez con Calculo Plastico paso a paso y Re-
duccién del momento plastico por combinacion de esfuerzos y dano. Es
necesario recurrir al concepto de seccion plastificada en lugar de rotula
plastica e iterar, ya que, a medida que progresa la carga, las condiciones
en las secciones agotadas anteriormente van cambiando.

3.3.1. Hipotesis

Las hipotesis adicionales respecto al Apartado 3.1 contempladas en
este modelo son las siguientes:

= Estado de cargas proporcional.

= Rotulas plasticas concentradas causadas por combinacion de esfuer-
zos (axil, cortante y momento flector).

» Material elastopléstico con dano sin endurecimiento.

3.3.2. Material elastoplastico con dano sin endureci-
miento

El comportamiento de cada fibra de una seccién de un elemento barra
2D, modelado con un material elastopléstico con dafno sin endurecimiento
(Figura 3.5) y sometido a un momento flector, sera eléstico lineal hasta
que alcanza un nivel de tension igual al de fluencia. A partir de ese mo-
mento se comportara de forma plastica ideal, aumentando la deformacion
sin suponer un incremento de tension hasta que finalmente se rompa.

g
Off-------mm-—+

-

(a) Analogia (b) Relacion o — ¢

éf ér £

Figura 3.5: Modelo para el comportamiento del material elastoplas-
tico con dano sin endurecimiento
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El comportamiento de la seccion, a medida que aumenta la carga
sobre ella, puede observarse a través de la relacion momento-curvatura
que para este modelo toma la forma bilineal mostrada en la Figura 3.6,
donde M, , (momento plastico reducido y con dafio) va disminuyendo a
medida que aumentan las cargas y evoluciona la plastificacion.

M

My,

Me ***** 1

Ke Kp K

Figura 3.6: Modelo para el comportamiento de la seccién con mate-
rial elastopléstico con dano sin endurecimiento

La evoluciéon del comportamiento de la seccion completa (Figura 3.7
y de forma resumida en la Figura 3.8), considerando para el ejemplo una
simple seccidon rectangular, se resume a continuacion:

(a).

(b).

Comportamiento elastico lineal sobre toda la seccién transversal
para valores de curvatura 0 < k < k.. El dano de la secciéon es nulo.

Comienzo de la plastificacion. La curvatura toma un valor k. =
2¢¢/h y la deformacion de fluencia es ¢ = oy/Ey, siendo Ef el
modulo de Young del material en el tramo elastico. En las fibras
extremas de la seccién se alcanza la tension de fluencia oy.

. Comportamiento eléstico lineal en la zona central. Comportamiento

plastico en las fibras extremas de la seccién, con deformaciones
mayores que la de fluencia (7) correspondientes a curvaturas k. <
k < Kp y tension constante oy. El dano de la seccién atn es nulo.

. Comienzo del proceso de dano al romperse las fibras extremas de

la seccion. La curvatura toma un valor s, = 2¢,/h, alcanzandose
la deformacion de rotura ().

. Comportamiento eléstico lineal en la zona central. Comportamiento

plastico con tension constante oy en las fibras intermedias de la
seccidon. Seccion danada: fibras rotas en los extremos de la seccion,
mientras que las fibras centrales atn estan en régimen elastico.
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h
b
h
b
Figura 3.7: Comportamiento de la seccién con modelo elastoplastico
con dano sin endurecimiento
Comportamiento Relacion entre y, e y; Figura
Elastico yr > yp > h/2 3.7a
Comienza plasticidad yr >y =h/2 3.7b
h Elastoplastico yr > h/2 >y 3.7c
Comienza daflo yr =h/2 >y 3.7d
Elastopléstico daniado h/2 >y, > yy 3.7e

Figura 3.8: Evolucién del estado tensional del modelo MDRCPR
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3.3.3. Modelo

En una estructura sometida a un sistema de cargas proporcionalmente
creciente, se formarén secciones plastificadas y danadas en sus barras, con
lo que la rigidez de la estructura ira disminuyendo.

Baséandose en los conceptos de la Mecanica del Danio Continuo (CDM)
[4, 10, 37, 69| se introducen una serie de variables que cuantifican el nivel
de degradacion de las secciones de la estructura. De esta forma, se gene-
raliza el método paso a paso, considerando plastificacién debida no solo
al momento flector, sino a una combinacion de los esfuerzos axil, cortan-
te y flector y del dano de la seccion, segiin la funciéon de plastificacion
siguiente:

M. (N,\° 1 1/V,\*> 1
7z - Yy L H Y L g opy—o
w, \N, )imp ts\y Jaoop U0 39

donde N, V,, y M, son los esfuerzos axil, cortante y flector, respectiva-
mente, que actian sobre la seccion, y N,, V, y M, son el esfuerzo axil
plastico, esfuerzo cortante plastico y momento pléstico, respectivamente,
que causan la plastificacion completa de la seccion, como ya se expuso
en el Apartado 2.2. Se hace notar que dicha ecuaciéon es vélida cuando
predomina el esfuerzo flector y por tanto la plastificacion comienza por
tensiones normales en las fibras extremas de la seccion, que es el compor-
tamiento mas habitual. Aunque existe otro dominio de comportamiento
en el que la penetracion de la plastificacién se produce tnicamente por
uno de los extremos [67], por simplicidad no es considerado en esta Tesis.

Considerando dicha funcion de agotamiento (Z = 0) y las condiciones
de consistencia pléstica [58], se puede establecer

Z:{g—i}{dz«ﬁﬁ{g—lz}}{w}:o (3.6)

Se obtendran a continuacién los diferentes factores de la ecuacién
anterior para obtener la matriz elastopléstica.

3.3.3.1. Obtenciéon de la matriz elastoplastica

El elemento barra elastoplastico utilizado en este modelo se muestra
en la Figura 3.9. El dominio de comportamiento plastico con posibilidad
de dano se representa como un segmento de pequena longitud € en cada
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extremo del elemento. En estos segmentos se suponen concentradas la
plastificacion y el dano de la barra.

YL
!
A
|
|
I _
|
|
|
» |
v 1
1 ep
— v
| 2
ui?
Vi i
Ny, { u] X
€
M.,
xr1 T2
—_— —_—

Figura 3.9: Elemento barra con desplazamiento elastoplastico en los
extremos

La variacion de los esfuerzos en los extremos de la barra puede escri-
birse como

{dF} = [K]{du‘} (3.7)
siendo [K] la matriz de rigidez eléastica del elemento barra.

La variacion de los desplazamientos en los extremos puede descom-
ponerse en una componente elastica y en una componente plastica: [3, 5,

30, 56, 63]
{du?} = {du®} + {du’} (3.8)

Por tanto, se obtiene:

{dF} = [K|{du’} = [K] ({du®} — {du"}) (3.9)

Por otro lado, el desplazamiento pléastico se puede expresar, conside-
rando las leyes para el caso de flujo asociado, mediante

{duP} = {d\} {g—i} (3.10)
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siendo {d\} = {d\;,d\;}" los multiplicadores plésticos de los extremos
de la barra, determinados mediante la condicion de consistencia [59]:

(3.11)

dA=0 si Z<0 o p<pm
dA\>0 si Z=0 o p>pu

Asi, la expresion de los esfuerzos es la siguiente:
Z
(ar) = (K] () = @y = 1) ({any - @) {57 ) - G12)

Los multiplicadores plasticos también se utilizan para definir el incre-
mento de dano producido en los extremos de la barra:

(D} — {—aa;s* } (N} (3.13)

siendo el primer factor la derivada de la funcién de disipacion ¢* con
respecto a la energia de deformacion Y asociada al dano. Marca la evolu-
cion del dano mecanico en materiales dictiles, y su expresion es diferente
segtn el modelo considerado, aunque siempre entraran en juego varios pa-
rametros del material en cuestion. Alguno de los modelos mas utilizados
son el de Bonora [4], Lemaitre [37], Wang [69] o Chandrakanth [11].

Por tanto, sustituyendo las expresiones de {dF'} y {dD} (ecuaciones
3.12 y 3.13 respectivamente) en la funcion de agotamiento (Ecuacion 3.6),
queda:

{g—i} (K] ({duep} —{ax} {g—i}) - {Z—g} {gq; } {d\} =0 (3.14)

Despejando dA:

{58 bt auny
{or ) 9457 1 {5 {5
Sustituyendo esta expresion de d\ en la Ecuacion 3.12 se obtiene
{or 1 {57
{or 1 {5+ {35 {57 )

{d\} = (3.15)

{dF} = [K] |I - {du’} (3.16)
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donde [ es la matriz identidad.

Como los esfuerzos en los extremos de la barra también pueden cal-
cularse utilizando el desplazamiento elastoplastico mediante el uso de la
matriz de rigidez elastoplastica [K],

(dF} = [K{du?} (3.17)

se puede identificar en la Ecuacion 3.16 la matriz de rigidez elastoplastica
0z 0z
{or 1 19{57
07 07 0Z o¢p*
Gor f{Gr o v )

donde [K] es la matriz elastica (que tomara la forma de las ecuaciones

*

(K] = [K] |1 - (3.18)

es la

A.1 ala A.4 segin las condiciones de unién de sus nodos), oy

mencionada derivada de la funcién de disipacion con respecto a la energia

oz
de deformacion, {

8_F} es la matriz gradiente de la funcion de fluencia

Z
Z respecto a los esfuerzos (Ecuacion 3.19) } la matriz gradiente

y —
oD
de la funcion de fluencia Z respecto al dano (Ecuacion 3.20).
0z, 04y 04y 04y 0%, 07
{82} ONyi OVyy OM.i ONgo 0V OMs

oF 07y, 07y 0Zy 0y 0Zy 079

_ale a‘/yl ale aNxQ av;;? aMz2 (3 19)
- 1 .
ZFN, ZFy, — 0 0 0
- N Vi M,
a 1
0 0 0 ZFy, ZFy, —
] N2 Va M,
N,, 2 2V, 1
iendo ZFy, = ——— vy ZFy, = -2 ——— .
siendo ZI'y; N,? 1—D,’ y 4y, 3 ‘/pg (1— D)3
0z, 07,
07\ _|oD, oD,| _ [P 0 (3.20)
oD 0Zy, 07, 0 ZD, '
0D1 6D2

N, \?2 1 Vv, \ 2 1
i D, = i Yi — +1.
siendo 2D (N) <1—Dz->2+(vp> 1=Dyi

p
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La particularizacion de estas expresiones al modelo MDRCP es in-
mediata, considerando que en éste tinicamente se considera el momento
flector, por lo que la matriz gradiente de la funcion de plastificacion res-
pecto a los esfuerzos tnicamente dependeré del valor de M, y la matriz
gradiente de la funcion de plastificacion respecto al dano sera nula (des-
preciando de esta forma la influencia del dano, que en el modelo MDRCP
no existe). Este modelo utilizara, por tanto, la matriz de rigidez eléstica y
evaluard tinicamente la influencia del momento flector respecto al factor

1/M,.
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Método Directo de Rigidez con Calculo Plastico paso a paso, Re-
duccién del momento plastico por combinacion de esfuerzos y dano, y
Endurecimiento. En este método también se utiliza el concepto de sec-
cion plastificada y también serd necesario iterar para lograr el equilibrio
en todas las secciones agotadas anteriormente a medida que aumenta la
carga. Es un caso general que engloba a los anteriores y en el que tie-
ne sentido aplicar las técnicas de model updating, ya que recoge en su
formulacion todos los parametros que se tratan de ajustar.

3.4.1. Hipotesis

Las hipotesis adicionales respecto al Apartado 3.1 contempladas en
este modelo son las siguientes:

» Estado de cargas proporcional.

= Secciones plastificadas concentradas causadas por combinaciéon de
esfuerzos (axil, cortante y momento flector) y dano.

= Secciones bisimétricas (rectangulares macizas y huecas, circulares
macizas y huecas, doble T).

= Material elastoplastico con dano y con endurecimiento.

En cualquier seccion agotada anteriormente puede aumentar o dismi-
nuir el momento que soporta a medida que aumenta la deformacion, de
forma que la combinacion existente de esfuerzos y dano anule la funcion
de plastificacion en todas las secciones agotadas, y no solo la tdltima.

3.4.2. Material elastoplastico con dano y con endu-
recimiento

El comportamiento de cada fibra de una seccién de un elemento barra
2D modelado con un material elastopléastico con dano y endurecimiento
(Figura 3.10), sometido a un momento flector, sera elastico lineal has-
ta que alcanza un nivel de tension igual al de fluencia. A partir de ese
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momento se comportara de forma elastoplastica, aumentando la defor-
macion pero también la tension (endurecimiento del material), aunque de
forma menos acusada. Cuando se alcance un valor de deformacion igual
al de rotura, las fibras extremas de la seccién se romperan.

g

O |pmmmmmmm e ‘
|

AV K

Ef Er 9

(a) Analogia (b) Relaciéon o — ¢

Figura 3.10: Modelo para el comportamiento del material elastoplas-
tico con dano y endurecimiento

A partir de la relacion tension-deformacion de este material, se puede
definir el valor n, como
ny = -~ (3.21)
£f
El comportamiento de la seccién a medida que aumenta la carga sobre
ella puede observarse a través de la relacion momento-curvatura que pa-
ra este modelo toma la forma bilineal mostrada en la Figura 3.11, donde
M, , . (momento plastico reducido, con dano y endurecimiento) varfa a
medida que aumentan las cargas y evoluciona la plastificaciéon, disminu-
yendo por efecto del aumento de cargas y del dano y aumentando por
efecto del endurecimiento.

Ke Kp K

Figura 3.11: Modelo para el comportamiento de la seccién con ma-
terial elastopléstico con dano y endurecimiento
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La evolucion del comportamiento de la seccion completa (Figura 3.13
y de forma resumida en la Figura 3.12), considerando para el ejemplo
una simple seccién rectangular, se resume a continuacion:

(a).

(b).

Comportamiento elastico lineal sobre toda la seccién transversal
para valores de curvatura 0 < k < k.. El dano de la secciéon es nulo.

Comienzo de la plastificacion. La curvatura toma un valor k., =
2¢¢/h y la deformacion de fluencia es e = oy/Ey, siendo Ey el
modulo de Young del material del tramo eléstico. En las fibras
extremas de la seccion se alcanza la tension de fluencia oy.

Comportamiento eléstico lineal en la zona central. Comportamiento
elastopléstico en las fibras extremas de la secciéon, con deformacio-
nes mayores que la de fluencia (ef) correspondientes a curvaturas
ke < K < Kp y tension mayor cuanto mas alejado de la fibra neutra
se encuentre el punto en cuestion. El dano de la secciéon atin es nulo.

Comienzo del proceso de dano al romperse las fibras extremas de
la seccion. La curvatura toma un valor k, = 2¢,/h, alcanzandose
la deformacion de rotura (g,) y la tension de rotura (o,) en dichos
extremos.

Comportamiento eléstico lineal en la zona central. Comportamiento
elastoplastico con tension creciente comprendida entre oy y o, en
las fibras intermedias de la seccidon. Seccidon danada: fibras rotas en
los extremos de la seccion.

ar

af
””””” I Comportamiento Relacion entre y, e y; Figura
Elastico yr > yp > h/2 3.13a
Yr Comienza plasticidad yr > yr =h/2 3.13b
h ﬁf Elastoplastico yr > h/2 >y 3.13¢
Comienza dano yr = h/2 >y, 3.13d
Elastopléstico danado h/2 >y, > yy 3.13e

Figura 3.12: Evolucién del estado tensional del modelo MDRCPRE

En el Apéndice B se determinan los esfuerzos y funciones de plastifi-
cacién para una serie de secciones seleccionadas, teniendo en cuenta las
hipotesis adoptadas en este apartado y que engloban a las de los otros
modelos.
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Figura 3.13: Comportamiento de la seccién con modelo elastoplastico
con dano y endurecimiento
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3.4.3. Modelo

Para el desarrollo del modelo, se utiliza la funciéon de agotamiento y
las condiciones de consistencia plastica recogidas en la Ecuacion 3.6.

Z:{%%}&M}+{§%}&Mﬂ:0 (3.22)

Se obtendran a continuacién los diferentes factores de la ecuaciéon an-
terior para obtener la matriz elastoplastica (se omite la notacion matricial
para aligerar las expresiones).

3.4.3.1. Obtencién de la matriz elastoplastica

El elemento barra elastoplastico utilizado en este modelo es similar al
del modelo MDRCPR (Figura 3.9) y la expresion de los esfuerzos puede
representarse de igual forma que en dicho modelo hasta la Ecuacion 3.12.

dF = K (du® — du?) = K (dueP - d/\g—i) (3.23)

Sin embargo, el modelo desarrollado depende tnicamente de cuatro
constantes para describir el comportamiento de su material (oy, €f, o,
y &), a diferencia del modelo MDRCPR que requiere otros parametros
adicionales del material para describir su comportamiento, muchos de
ellos de dificil obtencién en la practica, porque no pueden ser medidos
directamente, como los necesarios para evaluar la funcién de disipacion
®* que aparece en la formulacion de la matriz elastoplastica y para cuya
evolucion respecto a la energia de deformacion asociada al dano se toman
diferentes expresiones segtn los autores (Bonora, Lemaitre, Wang, Chan-
drakanth, etc.), requiriendo distintos parametros para cada una de ellas.
Por esta razon, la matriz elastoplastica se obtendra forma diferente.

El dano de la seccion puede expresarse en funcion de los desplaza-

mientos: . .
D=1-—"» —q1- % _, It (3.24)

uP uP + u® ueP

El dano comienza cuando los desplazamientos elastoplésticos superan
el valor de n u® y se alcanza el valor maximo D = 1 cuando u® — oo.
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El vector dD, cuyas componentes son los valores del dano de los ex-
tremos de la barra sera por tanto:

dD=0 si Z<0 o u® <ngu
(3.25)

dD >0 si Z=0 o u® > n.u°

Derivando la Ecuacion 3.24 respecto a los desplazamientos elastoplés-

ticos, se obtiene:
dD s [ du® €
== (“ —“) (3.26)

ducp ueP \ duf?  ufP

Considerando la descomposicién aditiva de los desplazamientos, se

deduce:
Ng

ucepP

dD = —

ucep

[due” —du? — - duep} (3.27)

Por tanto, sustituyendo las expresiones de dF' y dD (ecuaciones 3.23
y 3.27 respectivamente) en la funcion de agotamiento (Ecuacion 3.22), se
verifica:

oD UEP ueP

g—i (K (du” — dur)] + 22 [— i (duep — du? — “—duw)] =0 (3.28)

La expresion de la variacion del desplazamiento plastico, teniendo en
cuenta las leyes para el caso de flujo asociado [27] es

07
P— N2 2
du? = Ao (3.29)

donde dA es un vector cuyas componentes son los multiplicadores plas-
ticos de los extremos de la barra y se determinan de la manera usual
mediante la condicién de consistencia:

=0 si Z<0 P < nou®
d)\{ S1 o U nsu (3.30)

>0 si Z=0 o u?>nu°

Por tanto, sustituyendo la Ecuacion 3.29 en la Ecuaciéon 3.28 y des-

pejando dA se obtiene:
0z 0Z ng [ u®
- 2 s _ ep
0FK + 0D uep (uep 1)} du
07,07 _0Zn. 07
OF OF O0Ducr OoF

A\ = { (3.31)
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Sustituyendo la Ecuaciéon 3.31 en la Ecuacion 3.23

LA A Ay
oF  OF  OF 0D u® \ u°r
_ _ ep

dF = K |1 8_Z @_Z_E)_Zns a_Z du (3.32)

OF O0F 0Du® 0F

o, expresado de otra forma:
dF = K?du® (3.33)
Por tanto,
Q_ZKO_Z+8_Z@_ZnS (ue _1>
ep ep

e — |1 OF OF O0FO0Du® \u (3.34)

07,97 970,07
oF 0F 0Duer oF

donde K es la matriz de rigidez elastoplastica degradable del elemento
barra 2D que relaciona los esfuerzos con los desplazamientos.
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4. Programacién numérica

4.1. Introducciéon

Se presenta a continuacion un resumen de la estructura, programacion
y resultados de cada uno de los cédigos, programados en el manipula-
dor simbolico Maple [47, 51, 52|, en diferentes versiones del programa,
y que permiten un analisis cada vez mas completo del comportamiento
de las estructuras planas de barras ante la acciéon de cargas externas,
considerando la formacién de secciones plastificadas, dano de la seccion,
endurecimiento del material, etc.

En el Apartado 4.2 se explican brevemente los aspectos més relevantes
de la programacion del MDR y se presentan los resultados gréaficos y
numéricos de la aplicaciéon del programa a un ejemplo de un pértico 2D.

En el Apartado 4.3 se marcan las principales diferencias en la pro-
gramacion de este modelo MDRCP respecto al del Método Directo de
Rigidez y se exponen los resultados graficos y numéricos de la aplicacion
del programa al mismo ejemplo que en el modelo anterior.

En el Apartado 4.4 se implementa el método de calculo pléastico
que considera el dano del material por acumulacion de los esfuerzos y
por acumulacién de deformaciéon pléastica en los extremos de las barras
(MDRCPR). Se exponen las principales diferencias con el método ante-
rior y se presentan los resultados graficos y numéricos obtenidos en un
ejemplo equivalente al utilizado en los modelos anteriores.

En el Apartado 4.5 se implementa el método de célculo pléstico que
considera el dano y el endurecimiento del material (MDRCPRE). Se ex-
ponen las principales diferencias con el método anterior y se presentan
los resultados graficos y numéricos obtenidos en un ejemplo similar al del
modelo anterior.

En todos ellos se detallan los diagramas de flujo de los programas, y
en especial de sus bloques de calculo.

Finalmente, en el Apartado 4.6 se exponen las principales conclusiones
de la comparaciéon entre los cuatro modelos.

Todos los valores, salvo que se especifique lo contrario, estaran en el
Sistema Internacional.



4.2. Modelo MDR 63

4.2. Modelo MDR

En este apartado se presenta el programa de calculo desarrollado que
implementa el Método Directo de Rigidez.

4.2.1. Programacion

El programa esta dividido en 4 secciones:

0. Instrucciones: se detallan, en una ventana emergente (Figura 4.1),
las instrucciones a seguir para el correcto funcionamiento de la hoja
de trabajo y las opciones de eleccién posibles.

Instructions

Execute ta inicializate and choose how to introduce the data after executing each block: by Maplets ar manually.

1 atatt The procedures used in Calculation block are also loaded

2. Input data Before starting, it is advisable to have an outline of the structure to be analized, numbering all the nodes, bars, sections and materials

2.1, I data introduction by Maplets were chasen, execute and fill sll the required fields,
A Maplet will open after executing each block.

2.2, If manual introduction were chosen, change &ll the data matrices, highlighted in yellaw, befare executing.
This methad is mare advisable if the same structure, with little variations, is going to be calculated more than once.
An example is loaded in these matrices, and it can be displayed just executing all the blocks,

3. Calculation and results Before executing, you'l have to select the items ko be displayed during calculation. It can also be selected Display all

- Introduce the data in a coherent unit system. Results will be obtained in this same unit system

- Interelemental loads are allowed,

- There is an example of a 2D-frame loaded. For loading it, execute blacks 1, 2 and 3, selecting Modify data manually' in black 1,
- Do always execute blocks 1, 2 and 3, in this order, to restart all the variables

Considerations

Figura 4.1: Instrucciones del programa del MDR

1. Inicio.
2. Entrada de datos.
3. Cdlculo y resultados.

El diagrama de flujo del programa se puede ver en la Figura 4.2.

A continuacién se resumen las caracteristicas més importantes de los
tres apartados principales del programa.
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0. Instrucciones

Carga de librerfas de
Maple y propias

_

1. Bloque de inicio

fe————

2. Bloque de entrada
de datos

!

Datos y gréfico inicial

!

Datos
correctos

3. Bloque de célculo

!

Resultados

Figura 4.2: Diagrama de flujo del programa (MDR)

4.2.1.1. Inicio

En este bloque de programacion se cargan las librerias necesarias para
el posterior funcionamiento del programa, tanto las del programa Maple
(LinearAlgebra, plots, plottools, Maplets), como unas librerias propias,
desarrolladas en ficheros separados para que la estructura del programa
fuera més clara.

Desde el programa principal se llama a las funciones (procedimien-
tos) contenidas en estas librerias. Algunos de los procedimientos propios
desarrollados son:
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Simbolos basicos: procedimientos para crear las representaciones gra-
ficas bésicas utilizadas en la representacion de las estructuras pla-
nas (empotramiento, apoyo fijo, apoyo moévil, empotramiento movil,
muelle traslacional, muelle rotacional, momento, fuerza, desplaza-
miento prescrito, giro prescrito, giro nulo, carga trapezoidal, carga
térmica, sistema de coordenadas, rotula). Todos los procedimientos
que crean los simbolos tienen parametros de entrada que permiten
posicionarlos, girarlos o cambiarlos de tamano.

Dibujos: procedimientos para realizar las representaciones graficas de
cada estructura completa (autoescalado grafico, dibujar las barras
de la estructura, dibujar los niimeros, dibujar los apoyos, dibujar
las cargas nodales, dibujar las cargas interelementales). Todos los
procedimientos que crean los dibujos tienen parametros de entra-
da que permiten posicionarlos, girarlos, variar sus dimensiones o
cambiar el color.

Loégica: procedimientos para la gestion de los errores en la introduccion
de los datos y en las opciones del calculo, tanto manualmente como
utilizando Maplets, y procedimientos para crear los Maplets.

Funciones: procedimientos que crean funciones que van a ser utilizadas
mas de una vez. De esta forma, se disminuye el tamano del codigo
y se simplifica la programacion del MDR.

= Matriz de rigidez: matriz de rigidez elemental, transformacion
de coordenadas, matriz de rigidez global, matriz de rigidez
global dividida en submatrices 3 x 3.

» Cargas interelementales y diagramas de esfuerzos que causan:
cargas puntuales, distribuidas, térmicas y deformacion inicial.

» Fuerzas equivalentes.

= Dibujar todos los elementos de la estructura: segin las opcio-
nes, lo autoescalara y dibujara las barras, niimeros, sistema
de coordenadas, apoyos, fuerzas nodales y/o fuerzas interele-
mentales.

s Cdlculo de la matriz de rigidez completa: ordenando las sub-
matrices, modificaAndola segiin los apoyos elasticos o alfa nodal.

» Grados de libertad y desplazamientos no nulos: condiciones de
contorno, desplazamientos no nulos.

» Fuerzas de empotramiento.
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» Cdlculo de los esfuerzos: segin las uniones y los grados de
libertad.

= Desplazamientos y reacciones: se calculan los desplazamientos
y reacciones incognita en los apoyos rectos, apoyos inclinados
o muelles. Se evaltan los posibles errores numéricos obtenidos.

= Diagramas de esfuerzos: se calculan con los grados de libertad
condensados.

En el bloque de inicio se cargan todas estos procedimientos y, ademas,
se le pregunta al usuario el método de introducciéon de datos que se
utilizara en el bloque siguiente:

s Entrada de datos manual.

= Entrada de datos mediante Maplets.

4.2.1.2. Entrada de datos

Este bloque actuara de diferente manera segin el método de intro-
duccion de datos elegido:

Entrada de datos manual: se deberdn modificar las matrices que con-
tienen los datos antes de ejecutar este bloque.

Entrada de datos mediante Maplets: los datos a rellenar se le piden
al usuario en una serie de campos en ventanas emergentes. En cada
campo se especifica el dato requerido, y ademéas en cada ventana
se encuentra un botén de ayuda (ejemplo en la Figura 4.3).

El resultado final de la introduccién manual o mediante Maplets es el
mismo. Se introdujeron las dos opciones por comodidad para el usuario.

Los datos introducidos estan organizados en las siguientes variables
y matrices:

Variables:

» nmt : namero de materiales diferentes.
» nsc: numero de secciones diferentes.

= nbr : numero de barras.



4.2. Modelo MDR

Introduce data For bar # 2 | 4

nodes

Message @
i - nl: firsk node
\,) - ri2: second nods

- Matetial: number of material

- Section: number of section
-in node 1: select 'No' to place a rigid joint or "Yes' to place a hinge
-in node Z: select 'No’ ko place a rigid joint or "es' ta place a hinge

Warning: do nok put 2 hinges in the same node, although they belonged to different bars

- dofl: released degrees of freedom in node 1
- dof2: released degrees of freedom in node 2

The lenght and angle of each bar will be automatically calculated, basing on node coordinates

T

dofl |0,

dafz |0,

[ ]

Figura 4.3: Ejemplo de introduccién de datos mediante Maplets

s nnd : namero de nodos.

= nbc : nimero de cargas interelementales.
Matrices:

= Matriz de materiales: tendrd un ntamero de filas igual al na-
mero de materiales diferentes introducido. En sus columnas
se guardaran, para cada material, los valores del moédulo de
Young (E) y del coeficiente de expansion térmica (o).

E1 (03]
E. «
dmt=| .. ° (4.1)

Enmt Anmi

» Matriz de secciones: tendra un nimero de filas igual al na-
mero de secciones diferentes introducido. En sus columnas se
guardaran, para cada seccion, los valores del area (A), inercia
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dbr=

(1), canto (h) y momento plastico (M,) de la seccion.

hnsc M

pTLSC

Ansc Iznsc

s Matriz de elementos: tendra un numero de filas igual al na-
mero de barras introducido. En sus columnas se guardaran,
para cada barra, los valores de los nodos inicial y final (n;
y Mg, respectivamente); numero del material (mt); nimero de
la seccion (sc); longitud (Lg); angulo de la barra (ap); ercy y
ercy (siglas de End Release Code: si erc; = 0 significa que en
el nodo 7 de esa barra no hay rétula y si erc; = 1 significa que
si hay rotula); grados de libertad liberados en los nodos 1y 2
(gdly y gdls, respectivamente); ercy y ercy; (mismo significado
que ercy y ercy, excepto que tomaréan valor 1 si hay rétula en
cualquier barra que confluya a ese nodo, aunque la barra en
cuestion no tenga rotula en ese nodo); y el namero de barra

(NVp).

ny, ne, mty scy Lo, ap, ercy ercy, gdly, gdly, ercr, ercrr, Ny,
ny, MNo, Mty Sco Lo, «p, ercy, ercy, gdly, gdly, ercr, erci, Ny,

(4.3)

o, ercy, ercy, gdly , gdly , ercr, ercir, Ny,

Mo M2 Mlpby SCrbr LOan nbr nbr nbr nbr nbr

Los valores Ly y «p (longitud y &ngulo iniciales, respectiva-
mente) no se introducen, sino que los calculara el programa,
basandose en las coordenadas de los nodos introducidos en
la matriz de nodos. Igualmente, ercy y ercy; también seran
calculados automaticamente.

s Matriz de nodos: tendréd un nimero de filas igual al nimero
de barras introducido. En sus columnas se guardaran, para
cada nodo, los valores de las coordenadas x e y; las fuerzas
nodales en direccion x e y y momento flector (F,, F, y M.,
respectivamente); los desplazamientos en direccion x e y y giro
(u, vy 0, respectivamente); los apoyos eléasticos en direccion x
e y y torsional (k;, k, y ki, respectivamente); alfa nodal (a,);
y ntmero de nodo (N,,).
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X1 Y1 Fm Fyl Mz1 Uy (%1 91 km ky1 kt1 Ckn1 an
T2 Y2 Fxg Fy2 M , U2 V2 92 kxg k’y kt (07798 an

Y2 2

dnd = (4.4)

Lnnd Ynnd annd Fynnd Mznnd Unnd Unnd ennd kznnd kynnd ktnnd annnd Nnnbr

= Matriz de cargas interelementales: tendra un nimero de filas
igual al nimero de cargas interelementales introducido. En sus
columnas se guardaran diferentes variables, segtun el tipo de
carga considerada. En todas ellas, la primera columna guar-
daré el nimero de la barra en la que se aplica esa carga (V)
y la segunda columna guardara pun, dis, ter o def, segin sea
el tipo de carga: puntual, distribuida, térmica o deformacion
inicial, respectivamente.

Carga puntual: N, (nimero de la barra en la que se aplica
la carga); pun (tipo de carga puntual); fd (siglas de Foot
Distance, valor normalizado entre 0 y 1 donde se aplica
la carga, siendo 0 el comienzo de la barra y 1 el final);
y Fy, F, y 0 (valores de la fuerza en z, y y momento,
respectivamente). En las columnas 7 y 8 es indiferente lo
que se ponga.

Carga distribuida: NN, (nimero de la barra en la que se apli-
ca la carga); dis (tipo de carga distribuida); fd; y fds
(comienzo de la carga y final); F,, Fy,, F,, y F,, (valores
en direccion x e y al comienzo y al final de la carga).

Carga térmica: N, (namero de la barra en la que se aplica la
carga); ter (tipo de carga térmica); 71 y Ty (temperatura
a un lado y a otro de la barra). En las columnas 5 a 8 es
indiferente lo que se ponga.

Deformacion inicial: N, (nimero de la barra en la que se
aplica la carga); def (tipo de carga de deformacion ini-
cial); u, v y 0 (coordenadas x, y y giro, respectivamente,
de la deformacion inicial impuesta). En las columnas 6 a
8 es indiferente lo que se ponga.

La matriz dbc podra tener alguno o todos los tipos de carga,
ordenados o desordenados, una vez o repetidos, en alguna o
en todas las barras de la estructura. La matriz que se muestra
a continuacion es un ejemplo que incluye todos los tipos de
carga.
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Ny,
N,

2

L Y05 def be5
[3 ter 20 30 0 0 O
1 dis 0,30,9 0 0—10 —15
= (2pun05 0 —10 O
2 ter 20 30 0 0 O
[5def 0,504 00 0

Nb3 ter TleB TQNbg

Nb1 dZS flebl fd2Nb1 ZAl]\]bl xQNbl lebl yQNbl
dbc = | Ny, pun fdy,, xn,,
ter Tle2 TQNb2

UNb5

Yn, b2 9N bo o

O | (4.5)
0

0
0
0

El resultado de estas cargas en una estructura de 5 barras, que
ademas tiene un momento y una carga nodales en sus nodos
2 y 3, es la mostrada en la Figura 4.4.

Interelemental loads

Introduce the interelemental lnad # 1

Footdistance
(%) Punctual:
X-walue 0. | V-value -1

Footdist.1 |.3
ODistributed:  Kvalue 1 |0

Yevalue 1 -1,

O Tetriic: Temp. 1 |10

O Initial deformation; w0, | v |0

[

Mumber of bar

5

Tita-value 0.

Footdist.2 .6

B-walueZ 0.

Yewalug 2 -1.5

Temp. 2 |12

tita 0.

(a) Introduccién de los datos

(b) Ejemplo de estructura cargada

Figura 4.4: Cargas en la estructura

Tras la introduccién de datos, se hace una evaluacion de los mismos
para ver posibles errores: datos incorrectos u omitidos, nodos o barras
coincidentes, valores no permitidos (por ejemplo, fd > 1 6 fd < 0),
etc. En caso de error, se avisa al usuario de las variables o elementos
incorrectos en cada matriz, para su rapida correccion.

Para finalizar, se calculan las longitudes y angulos de las barras, y
las rotulas de la estructura, y se imprimen por pantalla todos los datos
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introducidos y calculados y también un dibujo de la estructura. En caso
de detectar algin fallo al ver el dibujo de la estructura, se pueden volver
a introducir los datos tantas veces como sea necesario.

4.2.1.3. Calculo

El proceso de célculo se realizara automaticamente, después de que el
usuario elija ciertas opciones de visualizacion de los resultados. El diagra-
ma de flujo seguido en el proceso de célculo se puede ver en la Figura 4.5.

4.2.2. Salidas

Las propiedades del ejemplo elegido para ilustrar el proceso (Figu-
ra 4.6) son:

= Las barras de la estructura son todas iguales, de directriz recta.
= Las barras son de seccion constante de 0,1m x 0,1m.

» El material de las barras es acero, con £ = 2,1-10"Pa y a =
1,2-107°(°C)~ ..

= Los dos pilares del portico estan empotrados.

= El portico estd sometido a una carga vertical de valor 1N en el
centro de su vano, y a una carga horizontal del mismo valor en
cabeza del pilar.

Los resultados obtenidos se pueden ver en las Tablas 4.1 hasta la 4.4
y en la Figura 4.7.
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| Inicializar dnd

|

Calcular la matriz de
rigidez K

|

Calcular gdl y
desplazamientos

|

Calcular fuerzas de
empotramiento

|

Calcular fuerzas y
actualizar dbr

St Es un
mecanismo

No

| Resolver [K]|(z) = (b)

|

Calcular incégnitas de
dnd: desplazamientos
y reacciones

|

Calcular los esfuerzos
y la deformada

!

Dibujar diagramas de
esfuerzos y deformada

Figura 4.5: Diagrama de flujo del bloque de calculo
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Initial_structure

0 Xq 0,5 1 1,5 2

Figura 4.6: Ejemplo de salida tras la introduccién de datos

Axial force Shear force — Bending Moment

[

a) Diagramas de esfuerzos ) Deformada

Figura 4.7: Resultados

Tabla 4.1: Diagramas de esfuerzos (valores positivos)

Barra Nodo Axil Cortante Flector
1 0,31251 0,19990 0,21244

L 2 0,00000  0,00000  0,00000
9 1 0,00000  0,31251  0,01254
2 0,19990  0,68749  0,00000
3 1 0,68749  0,80001  0,38751
2 0,00000  0,00000  0,41259

Tabla 4.2: Valores méaximos de los diagramas de esfuerzos

Esfuerzo Valor maximo Barra Posicion

Axil 0,68749 3 Nodo 1
Cortante 0,80010 3 Nodo 1
Flector 0,41259 3 Nodo 2
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Tabla 4.3: Reacciones en los nodos

Nodo F, F, M,
1 —0,19990 0,31251 0,21244
2 0,00000 0,00000 0,00000
3 1,00000 0,00000 0,00000
4 —0,80010 0,68749 0,41259

Tabla 4.4: Desplazamientos de los nodos

Nodo Uy Uy 0
1 0,0000 0,0000 0,0000
2 3,4716-1071% —1,4882-10716 —53567-1071°
3 3,4735-1071% —32737-107% —5,9705- 10"
4 0,0000 0,0000 0,0000
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4.3. Modelo MDRCP

En este apartado se presenta el programa de calculo desarrollado que
implementa el Método Directo de Rigidez con Calculo Pléastico paso a
paso. En él; se formaran rétulas plasticas de forma secuencial segin au-
mentan las cargas, que pueden ser de cualquier tipo: concentradas, dis-
tribuidas, térmicas y desplazamientos impuestos. Ademaés, éstas podran
formarse en cualquier punto de la estructura, y no solo en sus nodos.

4.3.1. Programacién

El programa esta dividido en varias secciones:

0. Instrucciones: se detallan, en una ventana emergente, las instruc-
ciones a seguir para el correcto funcionamiento de la hoja de trabajo
y las opciones de eleccién posibles.

1. Inicio.

2. Entrada de datos.
3. Calculo.

4. Resultados grdficos.
5. Grificas.

El diagrama de flujo del programa se puede ver en la Figura 4.8.

Los bloques de Inicio y de Entrada de datos son similares a los ex-
puestos para el MDR en los Apartados 4.2.1.1 y 4.2.1.2. Los tres bloques
restantes se explican a continuacion.

4.3.1.1. Calculo

El proceso de calculo se realizara automaticamente, después de que
el usuario elija ciertas opciones de visualizacion de los resultados.

El diagrama de flujo seguido en el proceso de célculo se puede ver en
la Figura 4.9.
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0. Instrucciones

Carga de librerias de
Maple y propias

1. Bloque de inicio

fe———

2. Bloque de entrada
de datos

|

Datos y gréfico

Datos
correctos

3. Bloque de célculo

|

Resultados gréficos

!

Gréficas

Figura 4.8: Diagrama de flujo del programa (MDRCP)
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19

Datos de entrada. repe = 0

repe =1

repe

Partir barra y
anadir nodo

repe

0

Inicializar dnd

Dibujar estruc.
inicial

)

v

Calcular matriz de rigidez, gdl,
desplazamientos, fuerzas de
empotramiento y acualizar dbr

No

Resolver [K](z) = (b)

Calcular incégnitas de dnd:
desplazamientos y reacciones

|

Calcular los esfuerzos

<]
[}
=

Calcular maximos de esfuerzos

Calcular \ y reacciones

Calcular deformada

Dibujar
deformada

J
]
o

Acumular esfuerzos y
desplazamientos

Dibujar esfzs.
y deformada
acumulados

—
<]
(=)

S

Actualizar dbr con nueva rétula

Dibujar
esfuerzos

)

v

Calcular (M/Mp)msax

¥

en un nodo

No

Si

L

Figura 4.9: Diagrama de flujo del bloque de calculo
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El célculo se inicia con los datos iniciales y se realiza sin mostrar
resultados.

Si en algin paso de célculo, determinado por la formacién de una ré-
tula plastica, se produce una rétula en medio de alguna barra, el calculo
se para. Se introduce un nuevo nodo en ese punto, partiendo la barra en
dos y se cambian los datos de todas las matrices para esta nueva confi-
guracion, de forma que la nueva estructura sea igual (con las condiciones
de contorno y cargas de la estructura inicial), pero con un nodo en el
punto en cuyo paso intermedio se formaria una rotula interelemental.

Tras cambiar los datos, se reinicia el calculo y, al llegar a ese mismo
paso, la rétula se formara en el nuevo nodo introducido y seré, por tanto,
interelemental, y se contintia con el calculo.

Este proceso se repetira hasta que todas las rétulas necesarias pa-
ra llegar hasta el mecanismo de colapso se produzcan en nodos de la
estructura, los nodos originales o los introducidos posteriormente.

Cuando se completa el calculo y se comprueba que esto sucede, se
vuelve a calcular todo, mostrando los resultados elegidos por pantalla.

4.3.1.1.1. Nuevo nodo

Los cambios a realizar para introducir el nuevo nodo son los siguientes:

1. Habra un nuevo nodo, que tomara un ntmero igual al nimero méa-
ximo de nodos +1. Si el nodo se encuentra donde anteriormente
habia una carga puntual interelemental, ésta pasara a ser una car-
ga nodal.

2. Habréa una nueva barra que tendra las caracteristicas de la original,
excepto los nodos que conecta y por tanto su longitud. Se numera
la nueva barra y se actualiza la tabla de conectividades entre los
nodos de la estructura.

3. Las cargas sobre la barra original deberan ser repartidas entre las
dos barras resultantes, de forma que el problema sea el mismo. Para
ello, se procede de la siguiente manera:

Carga puntual:

= Si se encuentra entre el nodo inicial de la barra original y
el nuevo nodo formado, iinicamente cambiara la distancia
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relativa a la que se aplica, puesto que la primera parte de
la barra no cambia su nomenclatura.

= Si se encuentra en el punto en que se formara la nueva
seccion, como ya se ha comentado, se convertird en una
carga nodal en el nuevo nodo.

= Si se encuentra entre el punto en que se forma la rotula
y el segundo nodo, esta carga pasara a estar en la nueva
barra formada (segunda parte de la barra original).

Carga distribuida:

= Si toda la carga se encuentra entre el nodo inicial de la
barra original y el nuevo nodo, inicamente cambiaran las
distancias relativas que la definen, puesto que la primera
parte de la barra no cambia su nomenclatura.

= Si el nuevo nodo se encuentra en medio de la carga dis-
tribuida, la carga quedara dividida. Para la primera parte
de la barra, la distancia relativa en que comienza la carga
variard, y la distancia relativa donde acaba la carga sera 1
(la carga distribuida llega hasta el final de la barra). Para
la segunda parte de la barra, la carga comenzara con la
distancia relativa 0 (inicio de la barra) y terminara con
una distancia relativa tal que acaba en la misma posicién
que la carga original. Las dos partes en que se divide la
carga mantendran la forma y el valor iniciales.

= Sitoda la carga se encuentra entre el nuevo nodo y el nodo
final, esta carga pasara a estar en la nueva barra formada
(segunda parte de la barra original).

Carga térmica: se mantendran en la barra que conserva la nume-
racion, y se anadird una nueva carga con el mismo valor para
la nueva barra.

Deformacioén inicial: se reparte proporcionalmente a la longitud
de cada barra resultante.

A efectos de programacion, los datos iniciales variaran de la siguiente
forma:

» El ntimero de nodos (nnd) se incrementara en uno.

» El ntimero de barras (nbr) se incrementara en uno.
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» El nimero de cargas interelementales podra disminuir en uno (si
una carga interelemental puntual se convierte en nodal), podréa
mantenerse igual (si una carga puntual o distribuida no se encuen-
tra en medio de la nueva seccion plastificada formada), o se incre-
mentara en uno (si la seccion parte una carga distribuida, térmica
o de deformacion inicial).

» El nimero de materiales (nmt) y secciones (nsc) no variara, puesto
que la nueva barra tiene las mismas caracteristicas que la original.

» En la matriz de nodos (dnd) se introducira una nueva fila, que al-
macenara las coordenadas de este nuevo nodo y sus caracteristicas.

» En la matriz de barras (dbr) se cambiara el nodo final de fila co-
rrespondiente a la barra que se parte, y se anadirda una nueva fila
con la nueva barra y sus caracteristicas.

» En la matriz de cargas (dbc) se eliminaran, anadiran o cambiaran
las filas correspondientes a las variaciones provocadas en las cargas.

» Las matrices de secciones (dsc) y materiales (dmt) no variaran.

4.3.1.2. Resultados graficos

En este apartado, el usuario elige en primer lugar los elementos a mos-
trar (estructura, nimero de elementos, sistema de coordenadas, apoyos,
cargas, fuerzas). Dependiendo de la opcion elegida en el paso anterior
respecto a mostrar los diagramas de esfuerzos y/o la deformada de forma
estatica o animada, al ejecutar este bloque se mostraran los diagramas de
esfuerzos y la deformada de cada paso en colores graduales y con la apa-
ricion sucesiva de las rétulas formadas, para resumir el comportamiento
de la estructura en dos graficos.

4.3.1.3. Graficas

En este apartado, el usuario elige qué graficos desea mostrar (despla~
zamiento horizontal, desplazamiento vertical, giros absolutos, giros rela-
tivos y energia disipada) y ademés si desea exportar los datos a Excel
para su posterior postprocesado.

En las opciones de desplazamientos y giro absoluto, se mostrara una
tabla con estos valores en cada nodo para cada paso de carga.
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En la opciéon de giro relativo, dicha tabla tendra tantas columnas
como giros relativos haya, pudiendo haber mas de uno por nodo si a éste
confluyen més de dos barras. Asi, se utiliza la notacion N (i) B(j —k) para
referirse al giro relativo en el nodo 7 entre las barras j y k.

En estas cuatro opciones se mostrara ademéas una grafica de la carga
(M) de cada paso en el eje de ordenadas frente al valor correspondiente a
cada caso en el eje de abscisas.

En la opcién de energia disipada, dicha tabla contendra ademés una
columna con el total de energia disipada en cada paso. La gréfica se
mostrara en este caso con el valor de la energia en el eje de ordenadas
y el de la carga en el eje de abscisas, siendo asi mas facil de interpretar,
tanto el valor (positivo) en cada nodo, como la suma total.

4.3.2. Salidas

El ejemplo elegido para ilustrar el proceso de calculo es el mismo que
el elegido para el MDR (Figura 4.6), aunque con alguna consideracion
adicional:

= Las barras de la estructura son todas iguales, de directriz recta.

= Las barras son de seccion constante 0,1m x 0,1m, aunque se mayora
virtualmente el area para obviar los efectos del esfuerzo axil (A =
1000m?), con I, = 1m* h = 0,1m (canto de la seccion) y M, =
INm (momento pléstico).

» El material de las barras es acero, con £ = 2.1 - 10" Pa, a =
1,2-107°(°C) ' y o = 275M Pa.

= Los dos pilares del portico estan empotrados.

= El poértico estd sometido a una carga vertical de valor 1N en el
centro de su vano, y a una carga horizontal del mismo valor en
cabeza del pilar. Dicha carga sera incrementada por un factor A
hasta el colapso.

En este caso, se creard un nodo adicional en el punto de aplicacion
de la carga vertical, antes de iniciar el calculo final, con lo que la nomen-
clatura de las barras y de los nodos sera la reflejada en la Figura 4.10.
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(2] (4] —h

797 7

Figura 4.10: Estructura inicial en el método paso a paso

Se formarén cuatro rotulas hasta que la estructura alcance el meca-
nismo de colapso. El nodo en que se forman, el factor de carga necesario
y el orden en que aparecen las rotulas se pueden ver en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5: Orden de formacién de las rétulas plasticas

1° — 2° — 3° — 4°

Nodo 4 3 5 1

Barra 3 3 4 1

Extremo 2 1 1 1
A 166378 176422 203276 206250

A/M, 2,42005 2,56614 2,95675 3,00000

Los diagramas de esfuerzos y las deformadas en cada paso se pueden
ver en la Figura 4.11 y en la Figura 4.12, y sus graficos acumulados en
la Figura 4.13.

Las graficas y tablas obtenidas son:

Desplazamiento horizontal vs. carga: a medida que se forman rétu-
las plasticas, la rigidez de la estructura disminuye, por lo que los
desplazamientos se hacen mayores con incrementos de carga més
pequenos. Se observa que los nodos 2, 3 y 5 (los nodos no empo-

trados) tienen desplazamientos horizontales muy similares (Figu-
ra 4.14).

Desplazamiento vertical vs. carga: el comportamiento del nodo 5 es
similar al observado para el desplazamiento horizontal, tomando
valores negativos porque se desplaza en la direcciéon contraria al eje
z. En los nodos 2 y 3 se observa también un cierto descenso, pero
mucho menor, ya que son los nodos que se encuentran en la cabeza
de los pilares verticales (Figura 4.15).
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[ Axial force —— Shear force —— Bending Moment | | Axial force —— Shear force —— Bending Moment
(a) Paso 1 (b) Paso 2

Axial force —— Shear force —— Bending Moment Axial force —— Shear force —— Bending Moment
(c) Paso 3 (d) Paso 4

Figura 4.11: Diagramas de esfuerzos en cada paso

|0

) Paso 1 ) Paso 2
) Paso 3 ) Paso 4

Figura 4.12: Deformadas en cada paso
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Axial (1) Shear (1) Bending moment (1)

Axial (2) Shear (2) Bending moment (2)

Axial (3) = Shear (3) = Bending moment (3)

Axial (4) = Shear (4) = Bending moment (4)
f : Step 1 = Step 2 =™ Step 3 =™ Step 4
a) Diagramas de esfuerzos ) Deformada

Figura 4.13: Resultados acumulados

Giro absoluto vs. carga: los giros absolutos varian en algunos casos
drasticamente con la formacion de cada nueva rotula plastica (Fi-
gura 4.16).

Giro relativo vs. carga: los giros relativos siempre aumentan con cada
nueva rotula plastica formada (Figura 4.17).

Energia disipada vs. carga: la energia disipada en cada nodo aumen-
ta con cada rétula creada, y por tanto la energia total disipada por
la rétula también aumenta (Figura 4.18).

En todas ellas, los cambios de pendiente en las curvas corresponden
con la formacion de una nueva rétula plastica, mientras que los tramos
entre la formacion de dos rétulas plasticas consecutivas son rectos, puesto
que la carga se incrementa de forma proporcional.

Se pueden exportar los datos obtenidos a Excel (mediante la eleccion
de una variable por parte del usuario), por medio de una aplicacién ya
implementada en Maple, para su posterior tratamiento
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Desplazamiento horizontal (x107%)

Paso A
Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4 Nodo 5
1 166378 0,00 6,92 6,95 0,00 6,94
2 176422 0,00 7,71 7,75 0,00 7,73
3 203276 0,00 11,68 11,74 0,00 11,71
4 206250 0,00 13,10 13,16 0,00 13,13

Figura 4.14: Desplazamiento horizontal de los nodos

Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 Node 5
200000
150000
load 100000
50000

T T T T T T
0 0002 0004 0006 0008 0010 0012
ux

Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 Node 5

200000

150000

load 100000

50000

T T T T T T
S0.012 <0010 -0.008  -0.006  -0.004  -0.002 0
uy

Figura 4.15:

Desplazamiento vertical (x107%)

Paso A
Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4 Nodo 5
1 166378 0,00 -0,025 —0,055 0,00 —6,37
2 176422 0,00 -0,026 —0,058 0,00 —6,87
3 203276 0,00 —0,031 —0,065 0,00 —10,01
4 206250 0,00 -0,033 —0,065 0,00 —13,13

= Node 1 == Node 2

Node 3 = Node 4 == Node ’5]

200000

Desplazamiento vertical de los nodos

Giro absoluto (x107%)

Paso A
Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4 Nodo 5
1 166378 0,00 —10,69 —1,22 0,00 2,95
2 176422 0,00 -—-11,72 —-1,20 -1,20 3,21
3 203276 0,00 —17,09 —5,19 —519 340
4 206250 0,00 -19,64 —6,61 —6,61 0,00

T T T
-0.015 -0.010 -0.005
rotation

Figura 4.16: Giro absoluto de los nodos
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relative rotations vs. load

‘_ N()B(1-1) == N(2)B(2-1) == N(3)B(4-3) N(#B(3-3) N()B(4-2)
200000 " " 3
Paso A Giro relativo (x107?%)
Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4 Nodo 5
190000
oad 1 166378 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 176422 0,00 0,00 0,00 1,20 0,00
180000 1 3203276 0,00 0,00 8,59 5,19 0,00
4 206250 0,00 0,00 13,13 6,61 6,51

relative rotations

Figura 4.17: Giro relativo de los nodos

[=—— Node 1 = Node 2 = Node 3 = Node 4 Node 5 = TOTAL]
3000 4
Paso A Energia disipada (x107%)
oo | Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4 Nodo 5 Total
load 1 166378 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 176422 0,00 0,00 0,00 0,41 0,00 0,41
3203276 0,00 0,00 0,59 1,78 0,00 2,38
10009 4 206250 0,00 0,00 0,90 2,27 0,48 3,62
170‘000 1 8(;000 1‘70‘000 200‘000
dissipated energy

Figura 4.18: Energia disipada en los nodos
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4.4. Modelo MDRCPR

En este apartado se presenta el programa de calculo desarrollado que
implementa el Método Directo de Rigidez con Calculo Pléastico paso a
paso y Reduccién del momento pléastico por combinacion de esfuerzos
y dano. Ademéas de los pasos de célculo marcados por la formaciéon de
secciones agotadas, incorpora unos bucles incrementales, para aumentar
la carga en pasos adaptativos, e iterativos en cada uno de ellos, para
alcanzar el equilibro.

4.4.1. Programaciéon

El programa tiene una estructura general similar a la del calculo plés-
tico paso a paso (Figura 4.8). Sin embargo, existen varias diferencias:

1. Inicio. Se cargan nuevas librerfas con funciones para el calculo de:
la matriz elastoplastica, d\, el incremento de dano (dD), la de-
formacion plastica acumulada (dP) o la funcion de fluencia (7).
Se modifican algunas funciones de las librerias usadas en los otros
programas.

2. Entrada de datos. Se introducen mas datos, relativos al dano: incre-
mentos de carga, tolerancias para considerar Z o el residuo nulos,
deformacion plastica umbral y critica, dano inicial y critico, coe-
ficiente de endurecimiento, «, y variables de eleccion del tipo de
célculo (considerar dano, axil, cortante y/o flector; calcular la de-
formacion plastica mediante un procedimiento iterativo o mediante
una formula simplificada; modelo de dano elegido; etc.).

3. Cdlculo. Cambia completamente, porque seré un proceso incremen-
tal e iterativo, considerando la matriz elastoplastica y la no linea-
lidad del problema. Este bloque se describe a continuacion.

4.4.1.1. Calculo

El proceso de calculo se realizara automaticamente, después de que
el usuario elija ciertas opciones de visualizacion de los resultados.

El diagrama de flujo completo seguido en el proceso de célculo se
puede ver en la Figura 4.19, y una version simplificada, en la que se
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observan con mas claridad los bucles llevados a cabo en el célculo, se
puede ver en la Figura 4.20.

El primer paso, incremento e iteracion son diferentes al resto y por
ello estan programados por separado.

4.4.1.2. Paso =1

El calculo se realiza como en el programa de calculo plastico paso a
paso, con la matriz eléstica. De igual forma que en el caso anterior, si
el determinante de la matriz es cero o suficientemente pequeno, significa
que los datos introducidos inicialmente corresponden a un mecanismo,
no con una estructura, y se finaliza el proceso.

Se calculan los desplazamientos y reacciones, y se calcula el valor mini-
mo de la carga Q. que hace que un nodo plastifique. Esta plastificacion
se evalua considerando el primer nodo en el que se alcanza un valor del
momento flector igual al momento plastico, puesto que en este primer
paso aun no hay dano en ninguna secciéon. Se identifica dicho nodo que
plastifica y se calculan y dibujan los esfuerzos que origina esa carga. Para
la acumulacién de todas las variables, se considera el factor multiplicador
A =1, se calculan las reacciones y se calcula y dibuja la deformada de la
estructura. Finalmente, se acumulan los esfuerzos y desplazamientos.

Al final de este paso, se inicializan las matrices de acumulacion del
dano y de la deformacion pléstica.

4.4.1.3. Paso >1

El calculo de la matriz de rigidez es diferente, puesto que se utilizara
la matriz de rigidez elastoplastica en aquellos elementos en los que ya
haya comenzado la plastificacion.

El resto del analisis inicial (calcular los desplazamientos y reacciones)
es similar. De igual forma, si el determinante de la matriz de rigidez
disminuye dréasticamente de valor de un paso al siguiente, se considerara
una plastificacién de un niimero de nodos suficiente como para hacer que
la estructura se convierta en un mecanismo.

Tras el calculo de los desplazamientos actualizados, se acumula el da-
no producido (segun la ley de evolucion elegida) y la deformacion plastica,
y se evalia el estado de los nodos de la estructura. Posteriormente, se



4.4. Modelo MDRCPR

| Inicializar dnd I

Resolver [K](z) = (b) I
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Calcular incégnitas de
dnd: desplaz. y reac.

Calcular A de desplaz. I
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.
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S
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datos de entrada
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@
&
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Figura 4.19: Diagrama de flujo del bloque de calculo (MDRCPR)
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paso=

CdlLulOa del primer paao

paso>1

_| Caélculos iniciales de cada
paso

Evaluar siguiente nodo en
plastificar

increm>1 I

Incrementar carga AQ I

Recalcular

con AQ/2

Si

No
Si

No

Calcular A de desplaz. y
residuo

iter>1 I

Cdlculos para alcanzar
equilibrio

Si

Si

Proceso iterativo
Proceso incremental
Pasos de célculo

Cilculos del final del pasol

L )
Figura 4.20: Diagrama de flujo simplificado del bloque de calculo
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calculan los esfuerzos iniciales de este paso.

Tras este calculo inicial al principio de cada paso, comienza el proceso
incremental, que es necesario debido a su no linealidad y a su dependencia
con el historial de cargas.

4.4.1.3.1. Incremento = 1:

En el primer incremento tnicamente se calcula qué seccion sera la
siguiente en plastificar, que serda aquella cuyo valor de Z (funcién de
fluencia, con valor maximo cero) esté méas cercano a cero. Es decir, sera
aquella secciéon que con el menor incremento de carga posible plastifique
en primer lugar.

4.4.1.3.2. Incremento > 1:

En los sucesivos incrementos posteriores, se incrementara la carga
en una cantidad elegida inicialmente en la introducciéon de datos, y se
distinguira entre los siguientes casos posibles:

= Z > 0: con el incremento de carga tomado, la funcion de fluencia
toma un valor superior a 0. Como eso no es posible, significa que
el incremento de carga tomado ha sido demasiado grande, y la
seccion considerada se ha salido de la superficie de fluencia, puesto
que ha sido superior al minimo incremento de carga necesario para
lograr unicamente la plastificacion (Z = 0) del nodo hallado en el
incremento 1. Para retornar a la superficie de fluencia se cambia el

valor del incremento de carga por la mitad, y se vuelve a evaluar
Z.

s 7 = 0: con el incremento de carga tomado, la funciéon de fluencia
toma un valor igual a 0 (con las tolerancias consideradas). Significa
que el nodo considerado plastifica, ya que esta justamente en la
superficie de fluencia. Cuando esto ocurre, se termina el proceso
incremental y se va directamente a los calculos del final del paso.

s 7 < 0: con el incremento de carga tomado, la funciéon de fluencia
del nodo que antes plastificard atn no ha llegado al valor necesario
para que esto ocurra (Z = 0), por lo que debera incrementarse la
carga. Sin embargo, primeramente deberé pasarse por un proceso
iterativo, para llegar a una soluciéon de equilibrio.
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Iteracion = 1: en la primera iteracion se calcula el incremento de
desplazamiento (Au) y el residuo (res), que es el valor que
debera ser minimizado en las iteraciones posteriores.

{ res; = [|F(AQ) |

4.6
Auy = K7 - res; (4.6)

Iteraciéon > 1: en las sucesivas iteraciones, se calcula todo de nue-
vo (matriz de rigidez elastopléstica, grados de libertad, des-
plazamientos, fuerzas de empotramiento, reacciones, esfuerzos,
etc.) y ademaés se calculan y acumulan tanto el dafio como la
deformacion plastica de las secciones. Las iteraciones se repe-
tiran hasta que el residuo sea suficientemente pequeno como
para ser considerado cero, en base a la tolerancia elegida. En
ese momento se considera que la solucién obtenida esta en
equilibrio, y se finaliza el proceso iterativo.

{ Au; = K;? - res;

res; = |[res;—1 — K;7; - A1)

(4.7)

Si al final del proceso iterativo el nodo considerado (el que se calculo
en el incremento 1 que serfa el siguiente en plastificar) atin no ha
plastificado (Z < 0), se volvera a incrementar la carga, repitiendo
el proceso incremental.

Sin embargo, si al final del proceso iterativo el nodo considerado
plastifica (Z = 0), se pasara a los calculos del final del paso.

4.4.1.3.3. Calculos del final del paso:

Tras plastificar el siguiente nodo, se calcula déonde se produce el valor
méaximo del momento flector reducido, que seréd el siguiente nodo que
plastifique. Se calcula el factor multiplicador como el cociente de la nueva
carga entre la anterior. Se calculan y dibujan los esfuerzos y la deformada
y, tras acumular los esfuerzos y los desplazamientos utilizando el factor
multiplicador, se va al siguiente paso de calculo.

4.4.2. Salidas

El ejemplo elegido para ilustrar el proceso (Figura 4.21) es similar al
elegido para el Método Paso a Paso (Figura 4.6), sustituyendo la carga
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inicial de valor 1N por una carga de valor QN. Sin embargo, el significado
es el mismo, puesto que en el Método Paso a Paso todas las cargas se
multiplicaban por un factor A\ que se incrementaba, mientras que ahora,
considerando dano de la secciéon, se incrementa directamente la carga (),
no su factor multiplicador.

Figura 4.21: Estructura inicial

En este ejemplo, se dieron cuatro pasos, correspondientes a la plas-
tificaciéon de los nodos 5, 4, 3 y 1, en ese orden. Al comienzo del quinto
paso se evalu6 el nuevo valor del determinante de la matriz de rigidez
y se comprobé que su valor era méas de 10" veces menor (decrecimiento
relativo del 100 %), con lo que se consider6 que la estructura habia alcan-
zado el mecanismo de colapso. El ntimero de incrementos e iteraciones
dados en cada paso se puede ver en la Tabla 4.6. El modelo de evolucién
de dano tomado es el de Bonora.

Se tomo una tolerancia para considerar nula la funciéon de fluencia de
1-1072. Es decir, se considera Z = 0 siempre que |Z| < 0,001. Por ello,
cuando el valor de Z sea menor de —0,001, se seguira incrementando la
carga (), y cuando el valor de Z sea mayor de 40,001 se considerara que
se ha pasado y se repetira el calculo con un incremento de carga la mitad.

En la Tabla 4.6 no se detallan los valores de los residuos en cada una
de las iteraciones que tienen lugar en cada incremento, pero se puede ver
que 5 iteraciones son suficientes en todos los casos para llegar desde el
valor inicial del residuo (que es AQ en ese momento) hasta la tolerancia
que se le pone al residuo para considerarlo nulo (que es 1-107°).

Tanto la tolerancia de la funcién de fluencia como la del residuo pue-
den ser modificadas para incrementar precision del modelo, aunque 16gi-
camente invirtiendo mas tiempo de calculo.

Un ejemplo de los valores que toman los sucesivos residuos en las
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Tabla 4.6: Desglose de pasos, incrementos e iteraciones

Paso | KAl Qfina  Increm. Nodo AQ Z i N° iter.

1 2,955-10 165061 — 4 — — -
2 1,455-10™ 170061 1 3 —  —0,06154  —
2 1000 —0,04910 4
3 1000 —0,03664 4
4 1000 —0,02416 4
5 1000 —0,01165 4
6 1000 +0,00089  —
3 2,720-10™ 179811 1 5 - —0,24505  —
2 1000 —0,22010 4
3 1000 —0,19510 4
4 1000 —0,17005 4
5 1000 —0,14494 4
6 1000 —0,11978 4
7 1000 —0,09457 4
8 1000 —0,06929 4
9 1000 —0,04397 4
10 1000 —0,01859 4
11 1000 +0,00685  —
12 500 —0,00587 4
13 500 +0,00687  —
14 250 +0,00050  —
4 9,490-10™ 190936 1 2 —  —0,32422  —
2 1000 —0,29509 5
3 1000 —0,26595 5
4 1000 —0,23682 5
5 1000 —0,20768 5
6 1000 —0,17854 5
7 1000 —0,14940 5
8 1000 —0,12026 5
9 1000 —0,09112 4
10 1000 —0,06198 4
11 1000 —0,03284 4
12 1000 —0,00369 4
13 1000 +0,02545  —
14 500 +40,01087  —
15 250 +0,00359  —
16 125 —0,00005  —

5 6,344-10% — _ - - -
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iteraciones (paso = 3, incremento = 8) es el siguiente:

1000 — 0,607179 —— 0,000607774 — 0,000000607697 (4.8)

Se observa que, partiendo de un residuo inicial elevado, el proceso
iterativo converge rapidamente y se detiene cuando el valor es menor que
la tolerancia fijada (1-107° en este ejemplo).

El orden de plastificacion de las secciones de la estructura se puede
ver en la Tabla 4.7.

Tabla 4.7: Orden de plastificacién de las secciones

1° — 2° — 3% — 4°

Nodo 4 3 5 1

Barra 4 4 3 1

Extremo 2 1 1 1
Q 165061 170061 179811 190936

Q/M, 2,40089 247180 2,61543 2,78089

4.4.2.1. Comparacion con el método paso a paso

En la Tabla 4.8 se puede ver una comparaciéon entre los resultados ob-
tenidos con el método MDRCPR (célculo pléstico considerando reduccion
del momento plastico por combinacion de esfuerzos y dafio de la seccion)
y el método matricial paso a paso MDRCP. La variacién porcentual se
realiza respecto al valor de la carga de este tltimo.

El orden de plastificacion de los nodos de la estructura por ambos
métodos coincide! con el orden de formacion de las rétulas plasticas de
la Tabla 4.5. Se puede observar que la carga necesaria para agotar la
seccion en el modelo con dafio es ligeramente inferior a la necesaria para
crear una rotula plastica. Este resultado era el esperado, puesto que para
considerar una rétula plastica, inicamente se consideraba el momento
flector en esa seccidn, mientras que para considerar la plastificacion de la
seccion en el modelo con dano se consideraban los esfuerzos axil, cortante
y flector y ademas el dano acumulado de la seccién.

'Los nodos se introdujeron en el método considerando daiio de la secciéon de forma
que su nomenclatura coincidiera con los ejemplos anteriores, aunque no fuera ésta la
forma maés natural de hacerlo. Sin embargo, la nomenclatura de las barras si varia.
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Tabla 4.8: Comparacion de los modelos MDRCP y MDRCPR

Orden de formaciéon 1° 2° 3° 4°
Nodo 4 3 5 1
MDRCP 166378 176422 203276 206250
MDRCPR 165061 170061 179811 190936
MDRCP 242005 2,56614  2,95675  3,00000
MDRCPR  2,40089 2,47180 2,615431 2,78089
Variacion —0,79% —3,68% —11,54% 7,30%

Q/M,

En la Figura 4.22 se muestra la grafica de carga frente al despla-
zamiento horizontal del nodo 4. Se puede observar coémo la curva de
célculo paso a paso (con la formacion de rotula plastica por momento)
esta formada por tramos rectos entre los puntos de cambio de pendiente,
y siempre se encuentra por encima de cualquiera de las curvas que con-
sideran plastificacion de la seccion, utilizando para su célculo la matriz
elastoplastica, que tiene en cuenta todos los esfuerzos que actiian sobre la
seccion sin considerar dano (curva roja) o considerando adicionalmente
el dano, cuya evolucion viene marcada por los modelos de Bonora (curva
azul) o Wang (curva verde).

200000 -

150000 -

Q
100000 -

—a— MDRCP
50000 - —e— MDRCPR, NVM sin dafio
MDRCPR, NVM con dafio (Wang)

—+—MDRCPR, NVM con dafio (Bonora)

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014
u)(

Figura 4.22: Comparacion de los modelos MDRCP y MDRCPR
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4.5. Modelo MDRCPRE

En este apartado se presenta el programa de calculo desarrollado que
implementa el Método Directo de Rigidez con Calculo Pléastico paso a
paso, Reduccion del momento plastico por combinacion de esfuerzos y
dano, y Endurecimiento.

4.5.1. Programacién
El programa esta dividido en varias secciones:

0. Inicio: se cargan las librerias necesarias para el posterior funciona-
miento del programa, tanto las del programa Maple como librerias
propias, similares a las utilizadas en los modelos anteriores.

1. Procedimientos.
2. Entrada de datos.
3. Calculo.

4. Resultados grdficos: similar al método implementado en el Apar-
tado 4.3.1.2, aunque al haberse introducido nuevas funciones pa-
ra diferentes materiales elastoplasticos con endurecimiento y para
admitir secciones bisimétricas, los resultados de este bloque seréan
diferentes.

5. Grdficas: similar al método implementado en el Apartado 4.3.1.3.

La estructura general del programa se puede ver en la Figura 4.23
(aunque el proceso de actualizado de los datos en el model updating en
realidad tiene lugar dentro del bloque de calculo, como se vera en el Apar-
tado 4.5.1.3, se muestra ademés en este diagrama de forma explicita).

A continuacién se resumen las caracteristicas més importantes de los
tres apartados restantes del programa.

4.5.1.1. Procedimientos

En este bloque se definen varios procedimientos adicionales necesarios
para los bloques de entrada de datos y de calculo.
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Carga de librerfas de
Maple y propias

0. Bloque de Inicio

1. Bloque de
Procedimientos

e

2. Bloque de Entrada
de datos

!

Datos y gréfico inicial

Datos
correctos

Si

3. Bloque de célculo

!

Resultados

|

Resultados

]

Nuevos datos

1

Model Updating

correctos

4. Bloque de
Resultados graficos

!

5. Bloque de Gréficas

|

@

Figura 4.23: Diagrama de flujo del programa (MDRCPRE)
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4.5.1.1.1. Rellenar matrices de datos

A partir de los datos que introduce el usuario, estas funciones calculan
y rellenan los valores restantes de las matrices de datos iniciales, ademas
de comprobar que los valores introducidos y calculados son correctos.

Consta de las funciones siguientes:

» Rellenarmt: rellena la matriz con los datos de los materiales. De
entre los tres valores necesarios para definir cada tramo del com-
portamiento del material elastoplastico con endurecimiento y dano
(E, o, €), el usuario introducira dos de ellos, siendo calculado el
tercero por esta funcion.

» Rellenarbr: rellena la matriz con los datos de las barras de la es-
tructura, calculando las longitudes de cada una y los angulos entre
ellas a partir de las coordenadas de sus nodos, los nodos con rétula
y los esfuerzos plasticos.

s Rellenarsc: rellena la matriz con los datos de las secciones. Asi, a
partir del tipo de seccién, de sus dimensiones y de los datos del
material correspondiente a su barra, se obtienen y almacenan para
cada una el area de la seccion, su inercia y los valores iniciales de
sus esfuerzos plasticos.

= Rellenarbc: rellena la matriz con los datos de las cargas, principal-
mente de cargas distribuidas que comienzan y/o terminan exacta-
mente en un nodo (es decir, el valor de footdistance igual a 0 o a
1 respectivamente), para ajustar su extension hasta una distancia
muy pequena de los nodos. Esta tolerancia puede ser modificada
por el usuario y ser tan pequena como se desee, pero no debe tomar
un valor nulo, ya que produce problemas numéricos en la compu-
tacion.

4.5.1.1.2. Funciones graficas

En este bloque se encuentran diferentes procedimientos para el tra-
tamiento grafico del programa, adicionales a los ya mencionados para
modelos anteriores:

= Paleta: crea las paletas de colores a utilizar por los procedimientos
siguientes y las muestra por pantalla a eleccion del usuario.
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» Diagsigeps: dibuja, a partir de los datos introducidos por el usuario
y completados por la funcién Rellenarmt, los diagramas o — ¢ de
todos los materiales de la estructura, en el mismo gréfico.

s DibujaBarrasSec: asigna un color a las diferentes secciones de la es-
tructura para dibujar sus barras. Esta funcion sera llamada cuando
tunicamente se quieran distinguir las diferentes secciones por su co-
lor.

s DibujaBarrasMat: de forma similar al procedimiento anterior, asig-
nard un color a cada material para dibujar las barras de la estruc-
tura.

= SecRect, SecRectH, SecCirc, SecCircH, SecDobleT: funciones que
crean la seccion de cada barra a partir de los datos introducidos por
el usuario. Dichos dibujos seran utilizados por la funciéon siguiente.

» DibSecc: esta funciéon toma los dibujos de las secciones creados
en las funciones anteriores y los coloca en el punto medio de su
barra correspondiente, girada de acuerdo a su orientacioén y con un
tamano adecuado y proporcional a sus dimensiones.

4.5.1.1.3. Esfuerzos plasticos

En este bloque se calculan los esfuerzos plasticos M, V, y N,,.

Para el calculo del momento flector plastico existe un procedimiento
(MPglobal) que, dependiendo de la seccion de que se trate, llamara a
la funcion correspondiente (MPrect, MPrectH, MPcirc, MPcircH, MPdo-
bleT') con las variables necesarias. En las funciones particulares para cada
tipo de seccion se utilizaran las variables de geometria de ésta, junto con
las variables necesarias del material (o,, s, n,) y €l valor del dano. Exis-
te ademés una variable para determinar si en el resultado de la funcion
debe sustituirse el valor del dafio (que sera lo habitual) o debe dejarse
indicado (necesario para calcular la derivada de los esfuerzos respecto al
danio para el calculo de la matriz elastopléstica).

El célculo del esfuerzo axil y cortante sera cualitativamente similar,
aunque con sus expresiones correspondientes.

Las expresiones implementadas en estas funciones son las recogidas
en el Apéndice B.
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4.5.1.1.4. Matrices de rigidez

En este bloque se recoge el codigo necesario para la programacion de
las matrices elastica (K°) y elastoplastica (K): incluye las matrices de
cada elemento, su ordenacién y ensamblaje.

Para la obtencion de la matriz elastoplastica desarrollada en el Apar-
tado 3.4.3.1 se utilizan las funciones de fluencia en cada extremo de la
barra, su derivada respecto a los esfuerzos y su derivada respecto al dano,
para la cual se utiliza a su vez la derivada de los esfuerzos plasticos (como
se ha indicado en el apartado anterior).

Ademas, desde esta funcion se llama a las funciones para el calcu-
lo de los desplazamientos u® y u®, necesarios también para la matriz
elastoplastica.

4.5.1.2. Entrada de datos

En este bloque se encuentra el cddigo necesario para la adquisicion
de los datos de la estructura necesarios para su calculo posterior. Tras
su adquisicion, se mostraran por pantalla los datos y la estructura resul-
tante, para comprobar la exactitud y repetir su entrada si se considera
necesario.

Las variables y matrices de entrada de datos son similares a las uti-
lizadas en los modelos anteriores (descritas en el Apartado 4.2.1.2), con
las diferencias resaltadas a continuacion:

» Matriz de materiales: constara de siete datos por cada material
diferente de la estructura.

o Efl €h 0 E,, Ery Ory

dmt = | E,f2 RAE E 27 ()

Xnmt Efn'mt 6fnmt O-fnmt ETnmt é\'f'n'mt O-Tnmt

donde « es el coeficiente de expansion térmica, F; el modulo de
Young, ¢;, la deformacion y o;; la tension, siendo i = f los valores
correspondientes al primer tramo (fluencia) y ¢ = r los correspon-
dientes al segundo tramo (rotura), como se puede observar en la
Figura 4.24.



102

4. Programacién numeérica

Opf-mmmmmmmm

off------m---5

=

Ef & €

Figura 4.24: Variables que definen el material elastopléastico

El usuario introduciré el valor de a; y 2 de cada 3 datos de los
grupos {Ej;, &, 04, }. El tercer dato se calculara automaticamente
Uij

€Z'j

utilizando la relacion entre ellos: E;, =

Matriz de secciones: tendra un nimero de filas igual al niimero
de secciones consideradas, y los datos guardados en sus columnas
dependeran del tipo de seccién elegida, ya que se requieren variables
diferentes para definir completamente cada tipo de seccion. Asi,
para la secciéon rectangular maciza (1) tnicamente son necesarios
el canto h y el ancho b; para la seccion rectangular hueca (2) el
canto h, el ancho b y los espesores de las paredes e;, y ep; para la
seccion circular maciza (3) el radio r; para la seccion circular hueca
(4) el radio r y el espesor e; para la seccion de doble T (5) el canto
h, el ancho b y los espesores de las paredes e, v ey.

En la primera columna se guardara el valor del adrea de la seccion
(calculada automéaticamente), en la segunda su inercia (calculada
automéaticamente) y en la séptima el tipo de secciéon (tomara un
valor de 1 a 5 segun se ha indicado anteriormente). En las cuatro
columnas restantes se guardaran los valores mencionados.

Un ejemplo de una matriz con distintos tipos de secciones (rectan-
gular maciza, doble T, circular maciza y circular hueca respectiva-
mente) se puede observar en la Ecuacion 4.10 y en la Figura 4.25,
donde ademaés se aprecian cuatro materiales diferentes, uno por
cada barra, con sus graficos o — ¢ correspondientes.
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A I, h b 1
dsc — A Iz h b €n € 5 _

Al r 3
Al r e 4
- (4.10)
A I, 0,200 0,157

A I, 0,333 0,337 0,0333 0,0337 5

~|A I, 0,200 3
A 1. 0,333 0,033 4

[ Scstion 1 [ JSection2 [ JScetion3 [ JScctiond] [ Matorial | —— Matorial2 — Matorial 3 —— Matoriald]
(a) Portico (b) Graficos o — € de los materiales

Figura 4.25: Secciones y materiales diferentes

s Matriz de elementos: para cada elemento, ademés de las variables
contempladas en el anterior modelo, se incluye ademas el valor de
los esfuerzos plésticos y del dano en cada uno de los dos extremos
del elemento (N,,, Np,, Vi, Vi, My, M,,, Dy y D5), entre otras
variables.

Tras la introduccién de los datos, se rellenan las matrices con las
funciones correspondientes y se muestran los datos por pantalla, tanto
numéricos como graficos, para repetir su introduccioén si no son correctos.

4.5.1.3. Calculo

El calculo se realizarda automaticamente después de que el usuario
elija determinadas opciones para el mismo:

» Tolerancias: para considerar que el proceso de model updating ha
ajustado correctamente los parametros (tolM ), para considerar una



104

4. Programacién numeérica

disminucién suficiente de la matriz de rigidez que marque la forma-
cion del mecanismo de colapso (tolK) y para considerar que se ha
alcanzado la superficie de plastificacion Z = 0 (tolZ), tanto para la
seccion que plastifica en cada paso de calculo, como para aquéllas
que plastificaron en pasos anteriores.

Opciones de cdlculo: se activaran determinadas variables para tener
en cuenta o no en los célculos el dano de la seccion (considD), para
considerar o no la influencia en la plastificacion de cada uno de
los esfuerzos (considN/considV /considM) o para realizar o no el
proceso iterativo (iterac).

Divisor de (Q: se elige un divisor de la carga que teéricamente haria
plastificar la siguiente seccion, si se calculara el paso siguiente sin
incrementos ni iteraciones, para fijar el incremento de carga ini-
cial del paso. Este valor serd modificado automéaticamente en los
siguientes incrementos para adaptarlo al célculo, si es necesario.

El diagrama de flujo completo seguido en el proceso de célculo se
puede ver en la Figura 4.26, y una versiéon simplificada, en la que se
observan con mas claridad los bucles llevados a cabo en el célculo se
puede ver en la Figura 4.27. El primer paso es diferente al resto, ya que
se puede calcular directamente la carga necesaria que hara plastificar la
seccion porque el comportamiento es elastico, y por ello esta programado
por separado.

Los diferentes subindices utilizados tienen el siguiente significado:

1: todos los nodos de la estructura. Se utiliza al evaluar si en alguno
de ellos existe un dano superior o igual al dano critico.

j: en cada paso de calculo, el nodo j es el que plastifica.

k: en cada incremento, los nodos k son aquéllos que plastificaron en
pasos anteriores, excluyendo por tanto el nodo j que ha plastificado
en el paso actual.

m: parametros utilizados para actualizar el modelo en el proceso
de model updating. Este proceso se lleva a cabo al final del calcu-
lo y en él se comparan los valores elegidos de las caracteristicas
(desplazamientos y reacciones) calculadas por el programa respec-
to a los valores tomados como reales (provenientes de experimentos



4.5. Modelo MDRCPRE 105
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Figura 4.26: Diagrama de flujo del bloque de célculo
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Figura 4.27: Diagrama de flujo simplificado del bloque de calculo
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reales o de calculos con otros programas previamente ajustados a
la realidad). En caso de existir una buena correlacion entre ambos,
evidenciada cuando la funcién objetivo G toma un valor inferior a
la tolerancia tolM, el proceso de calculo finaliza. En caso contrario,
se varia alguno o todos los parametros que se han definido para el
proceso de actualizado (e,, €f, 0, y 0f) y se repetiran de nuevo los
calculos.

4.5.2. Salidas

El ejemplo elegido para ilustrar el proceso (Figura 4.28) es cualita-
tivamente similar al elegido para el método MDRCPR (Figura 4.21),
aunque de mayores dimensiones e incorporando dos materiales diferentes
y dos secciones diferentes, de forma que se modela un portico de 4m de
alto y 8m de luz, en el que las columnas tienen una secciéon rectangular
maciza mayor que las vigas, pero el material de estas tltimas tiene un
endurecimiento mayor.

(a) Estructura inicial (b) Materiales

Figura 4.28: Estructura inicial

En este ejemplo, se dieron cuatro pasos, correspondientes a la plas-
tificacion de los nodos 4, 3, 5 y 2, en ese orden. Al comienzo del quinto
paso se evalud el nuevo valor del determinante de la matriz de rigidez y
se comprobd que el decrecimiento relativo era del 100 %, por lo que se
considerd que la estructura habia alcanzado el mecanismo de colapso. El

nimero de incrementos e iteraciones dados en cada paso se puede ver en
la Tabla 4.9.

Se tom6 un valor de la tolerancia tolZ = 1 - 1072 para considerar
nula la funcion de fluencia®. Es decir, se considera Z = 0 siempre que

2Valor no demasiado pequeiio para que la longitud de la Tabla 4.9 sea razonable
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Tabla 4.9: Desglose de pasos, incrementos e iteraciones

Paso | K A| Qfinar(-10%) Increm. Nodo AQ Ziwm N iter.
1 4,497-10%  4,54453 - 4 - - -
2 1,205-10%  5,44944 1 3 111374 —0,22396 1

2 111374 —0,19490 2
3 111374 —0,14765 3
4 111374 —0,12321 3
5 111374 —0,09261 4
6 111374 —0,06297 3
7 111374 —0,03325 1
8 111374 —0,00505 2
9 111374 +0,02547 0
10 55687,2 +0,01091 0
11 27843,6 +0,00363 0
12 13921,8 —0,00005 5
3 1,081-10% 595250 1 5 515955 —0,15375 4
2 51595,5 —0,13575 5
3 51595,5 —0,11775 5
4 51595,5 —0,09975 3
5 51595,5 —0,08174 4
6 51595,5 —0,06373 3
7 51595,5 —0,04572 4
8 51595,5 —0,02771 3
9 51595,5 —0,00970 4
10 51595,5 +0,00832 0
11 25797,8 —0,00167 3
12 25797,8 +0,00635 0
13 12898,9 +0,00136 0
14 64494 —0,00114 1
15 6449,4 —0,00060 1
4 3,868-10%  6,69250 1 1 81096,0 —0,38347 4
2 81096,0 —0,33604 4
3 81096,0 —0,28860 4
4 81096,0 —0,24116 5
5 81096,0 —0,19370 3
6 81096,0 —0,14625 4
7 81096,0 —0,09879 5
8 81096,0 —0,05131 4
9 81096,0 —0,00384 4
10 81096,0 +0,04364 0
11 40548,0 +0,01872 0
12 20274,0 +0,00627 0
13 10137,0 —0,00003 4

5 1,045-107 - - - - - -
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|Z| < tolZ, tanto para la seccion plastificada en el paso actual (Z;), como
las secciones plastificadas en pasos anteriores (Zy):

» Si Z; < —tolZ en la seccion plastificada en el paso actual, se seguira
incrementando la carga Q). Si Z; > tolZ, se considerara que se
ha pasado y se repetiréd el calculo con un incremento de carga la
mitad y cuando |Z;| < tolZ se considerara que en esa seccion se ha
alcanzado la superficie de plastificacion.

» Si |Z| > tolZ en alguna seccion plastificada anteriormente, se se-
guira iterando hasta conseguir un estado de equilibrio para todas
las secciones, mediante el actualizado de sus parametros tras sumar
unos momentos virtuales en dichas secciones, obteniendo finalmente
un valor |Z;| < tolZ.

En el primer incremento de cada paso se toma un incremento de carga
inicial igual al incremento teérico Q. que haria plastificar la siguiente
seccion si no se llevaran a cabo incrementos ni iteraciones, dividido entre
una cantidad elegida por el usuario y que en este caso se tomd de valor
divisQ = 8,7. Asi, se comprueba que el niimero de iteraciones llevado a
cabo siempre sera al menos 9, puesto que el paso maximo que se toma es
AQ = Qmm/divisQ, aunque al disminuir dicho incremento para alcanzar
el equilibrio se produciran mas repeticiones.

En la Tabla 4.9 no se detallan los valores de la funcion de plastificacion
en las secciones plastificadas anteriormente en las iteraciones de cada
incremento, pero se puede ver que 5 iteraciones son suficientes en todos
los casos para conseguir en todas ellas valores menores que la tolerancia
tolZ. Se muestra en la Tabla 4.10 un ejemplo de los valores que toma la
funcién de plastificacion de las secciones plastificadas anteriormente en
el paso 4 e incremento 4.

El orden de plastificacion de las secciones de la estructura y la carga
total, junto con los valores de la funcién de plastificacion para cada paso
en todas las secciones plastificadas y el valor de los momentos virtuales
anadidos en ellas se pueden ver en la Tabla 4.11. Se observa que para la
primera seccion plastificada el valor de Z es tan pequeiio (—3,48-107'%)
como lo permite la precision fijada para el programa (20 digitos), puesto
que se calcul6 el valor de () precisamente para anular dicho valor. Sin
embargo, los restantes valores de Z cumplen tinicamente con la condicién
impuesta de ser menores que la tolerancia tolZ fijada.



110

4. Programacién numeérica

Tabla 4.10: Ejemplo de evolucién de los valores de Z en las iteraciones
para secciones plastificadas en pasos anteriores

Barra 3 3 4

Extremo 1 2 2
Iteracion 1 40,00190344 +0,00253153 —0,00283034
Iteracion 2 —0,00109831 —0,00210685 —0,00356546
Iteracion 3 —0,00222029 —0,00423746 +0,00004068
Iteracion 4 —0,00448818 —0,00852267 +0,00008183
Iteracion 5 +0,00009605 +0,00009635 +-0,00016459

Tabla 4.11: Orden de plastificacién de las secciones y evolucion de
los valores de Z v M,

1° — 2° — 3° — 4°
Nodo 4 3 5 1
Barra 3 3 4 1
Extremo 2 1 2 1
Q(-10%) 4,544 5,449 5,952 6,692
Paso1l —348.107'8 — — —
5 Paso2 —6,33-107° +1,24-107* — —
Paso3 —2,18-107* —6,05-107* —6,01-107* —
Paso4 +6,52-107° —8,99-107% —279.107° +3,73-107*
Paso 1 0,0 0,0 0,0 0,0
ag. [Paso2 +25330,2 0,0 0,0 0,0
Y  Paso 3 +4114.9 +11252,6 0,0 0,0
Paso 4 —7820,6 —13966,2  —11583,6 0,0

Se presentan también los diagramas de esfuerzos y las deformadas en

cada paso de célculo (Figura 4.29 y Figura 4.30) y acumulados (Figu-
ra 4.31 y Figura 4.32). Cabe resaltar la diferencia cualitativa esencial de
estos resultados con respecto a los de modelos anteriores en algtin aspecto,
como en la evolucion del momento flector en secciones plastificadas. En
el modelo de rotula plastica, una vez se formaba ésta, el momento flector
en esa seccion permanecia constante e igual al valor del flector plastico
correspondiente. Sin embargo, en este modelo que considera seccion plas-
tificada, dano y endurecimiento, se observa que dicho valor puede variar,
a pesar de haber plastificado su seccion correspondiente: en el detalle del
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paso 2 de los diagramas de esfuerzos de cada paso se aprecia un valor
para el momento flector distinto de cero en la seccién del nodo 4 plastifi-
cada anteriormente y en el diagrama de esfuerzos acumulado se observa
dicha evolucion.

) Paso 1 ) Paso 2
) Paso 3 ) Paso 4

Figura 4.29: Diagramas de esfuerzos en cada paso

F__HCT

) Paso 1 ) Paso 2
) Paso 3 ) Paso 4

Figura 4.30: Deformadas en cada paso
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Axial (1) Shear (1) Bending moment (1)

Axial Q) Shear (2) Bending moment (2)
Axial 3) == Shear (3) Bending moment (3)
Axial @4) = Shear (4) == Bending moment (4)

I Scction! [ | Section2

Figura 4.31: Esfuerzos acumulados

‘_ Step 1 = Step 2 == Step 3 = Step 4 - Section 1 \:l Section2‘

Figura 4.32: Deformadas acumuladas

Finalmente, se presentan las graficas de evolucion de los desplaza-
mientos, giros y energia disipada (Figura 4.33) y de los esfuerzos en los
nodos (Figura 4.34). Para estos ultimos es necesario distinguir la barra a
la que pertenecen. Existen dos valores hacia los que tienden los momentos
en los nodos segin aumenta la carga, correspondientes al momento plas-
tico de cada nodo: 1,32-10°N - m para las barras 1 y 4, y 6,74 - 10°N - m
para las barras 2 y 3. Se observa en algunos casos que después de la
plastificacion, marcada por los puntos rojos, el momento flector varia.
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6,% 100
5% 10°
4,x10°
Q
3,% 100
2, 10°
1,x10°
0 T T T T T T T T T T
0 0,01 0,02 0,03 -0,07 -0,06 -0,05 -0,04 -0,03 -0,02 -0,01 0
[=— Node I = Node 2 = Node 3 = Node 4 Node 5] [ Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 Node 5]
(a) Desplazamiento horizontal (b) Desplazamiento vertical
-0,010 -0,005 0 0,005 0,010 ~0.02 001 0 0,01 0.02
rotation relative rotations
Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 Node 5 ‘— N()B(I-1) = N(2)B(2-1) = N(3)B(3-2) = N(4)B(4-3) = N(5)B(4-4) ‘
(c¢) Rotacion (d) Giro relativo
120000 4
100000 -
80000 4
E
60000
40000
20000 -
0 T T T T
5.%10° 5.5x 100 6.% 10° 6.5 x 100

Node 1 == Node 2 Node 3 Node 4 == Node 5 === TOTAL

(e) Energia disipada

Figura 4.33: Evolucién de los desplazamientos, giros y energia disi-
pada con la carga
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(b) Esfuerzo cortante
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Q

‘— Barra 3, extr2 —— Barra 4, extr |

Barra 1, extr |

Barra 1, extr2 Barra 2, extr |

Barra 4, extr 2

Barra 2, extr 2 Barra 3, extr |

(¢) Momento flector

Figura 4.34: Evolucién de los esfuerzos con la carga
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4.5.2.1. Comparacién con el método paso a paso

En la Tabla 4.12 se puede ver una comparaciéon entre los resultados
obtenidos con el método MDRCPRE de célculo plastico considerando
endurecimiento y reduccién del momento plastico por combinacion de
esfuerzos y dano de la secciéon, y el método matricial paso a paso MDRCP.
La variacion porcentual se realiza respecto al valor de la carga de este
altimo.

Tabla 4.12: Comparacién de los modelos MDRCP y MDRCPRE
(cargas de plastificacion)

Orden de formaciéon 1° 2° 3° 4°

Nodo 4 3 ) 1
MDRCP 457312 557928 5,99489 6,66875
MDRCPRE 4,54453  5,44944 595250 6,69250
Variacion —0,63% —2.33% —0,71% 0,36 %

Q(-10°)

El orden de plastificacion de los nodos de la estructura (MDRCPRE)
coincide con el orden de formacion de las rotulas plasticas (MDRCP). Se
puede observar que la carga necesaria para agotar la seccién comienza
siendo menor en el modelo MDRCPRE, debido al efecto de la combina-
cion de esfuerzos, pero posteriormente el endurecimiento de las secciones
agotadas contrarresta dicho efecto y el del dano, obteniéndose una carga
final superior. En este caso, la variacion de las cargas de plastificaciéon no
es demasiado elevada, ya que la influencia de otros esfuerzos adicionales
al momento flector y del endurecimiento y dano es limitada, aunque el
comportamiento descrito por ambos modelos si es diferente.

Se comprueba, por tanto, que la consideracion del endurecimiento y
de la reducciéon de momentos por combinaciéon de esfuerzos y dano tienen
efectos opuestos que cobran diferente importancia segin el estado de
plastificacion de la estructura, llevando a una prediccién maéas acertada
del comportamiento del portico que cuando se asume plastificacion stubita
inicamente por momento flector.

En la Figura 4.35 se muestra la gréafica de carga frente a desplazamien-
to horizontal del nodo 4. Se constata que, considerando endurecimiento y
reducciéon del momento flector por los esfuerzos axil y cortante y el dano,
las cargas de plastificacion son inicialmente menores que las correspon-
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dientes al calculo de rétulas plasticas, aunque para cargas elevadas el
endurecimiento cobra mayor importancia, superando finalmente la carga
de colapso. La contribuciéon del endurecimiento se contrarresta en parte
con la del dano de la secciéon y la reduccion del momento flector, y por
ello no existe gran diferencia entre las graficas de MDRCP (linea negra)

y MDRCPRE (linea roja).

Se muestra ademés la evolucion del modelo MDRCPRE con endure-
cimiento y dano pero sin reducciéon del momento flector a causa de los
esfuerzos axil y cortante (linea verde). Se obtienen cargas muy simila-
res al modelo MDRCP, que igualmente considera solo momento flector
para la formacion de rotulas plasticas, para las dos primeras plastifica-
ciones (se contrarrestan los efectos de endurecimiento y dano), aunque
posteriormente la mayor contribuciéon del endurecimiento incrementa los
valores de los dos tltimos valores de las cargas de plastificacion.

7000000 -

6000000 -

5000000 -

4000000 -
Q

3000000 -

2000000 -

—=—MDRCP
MDRCPRE (M)
—e— MDRCPRE

1000000 -

0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035
ux

Figura 4.35: Comparaciéon de los modelos MDRCP y MDRCPRE
(desplazamiento)

o

En la Figura 4.36 se muestra la diferencia en la energia disipada en
todos los nodos segin ambos modelos. Se observa que la consideraciéon
tinicamente de los puntos de formacion de rotulas plasticas por momento
flector (modelo MDRCP en linea continua) en lugar de la evolucion con
pequenos incrementos de carga en los que se equilibra considerando todos
los esfuerzos, ademéas de dano y endurecimiento (modelo MDRCPRE en
linea punteada), conlleva un comportamiento totalmente diferente del
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momento plastico desarrollado en las secciones, tomando incluso valores
totales diferentes.

120000 —
100000 —
80000 4
60000 —
40000 —

20000 —

&6 T 09

5.x 106 55% 100 6.% 10 6.5 106
Q

0 S8 T T

Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 Node 5 TOTAL MDRCP
****Nodel**""Node2**=*Node3=*=*Node4* =" Node5"* " TOTAL MDRCPRE

Figura 4.36: Comparacion de los modelos MDRCP y MDRC-
PRE (energia disipada)

En la Figura 4.37 se muestra la evolucion del momento flector en cada
extremo de cada barra. Se observa claramente la diferencia entre el mo-
delo MDRCP (linea continua), en el que, una vez una seccion alcanza el
momento plastico, permanece constante en ese valor, y el modelo MDRC-
PRE (linea punteada), en el que, tras alcanzar su valor correspondiente
de momento pléstico, éste puede evolucionar.

Finalmente, se compara en la Tabla 4.13 el estado de plastificacion de
las rotulas plasticas formadas en el modelo MDRCP respecto al estado
de plastificacion de las secciones agotadas en el modelo MDRCPRE. En
este problema, los valores de los esfuerzos axil y cortante obtenidos en
el modelo MDRCP son pequenios (respecto a sus correspondientes valo-
res pléasticos), por lo que su contribucién no serda demasiado importante.
Sin embargo, utilizando la funcién de plastificacion definida en la Ecua-
cién 2.2 (sin dano), se puede estimar como de lejos se encuentra el estado
tensional de esas secciones de la superficie de plastificacion Z y com-
pararlo con los valores obtenidos para el modelo MDRCPRE. Se hace
notar que la tolerancia tolZ fijada para el célculo mediante el modelo
MDRCPRE es variable, por lo que los valores de Z pueden hacerse tan
pequenos como se desee a costa de aumentar el ntimero de incrementos
e iteraciones. Para ilustrar este aspecto, los valores de la Tabla 4.13 se
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Mz

oo x

—— Barra |, extr | —— Barra |, extr 2 —— Barra 2, extr | —— Barra 2, extr
“+-+- Barra l,extr ] -~ Barra l,extr2 -~ Barra 2 extr | Barra 2, extr

Figura 4.37: Comparacion de los modelos MDRCP y MDRC-
PRE (momento flector)

obtuvieron resolviendo el problema con tolZ= 1-10"° (en lugar de 1-107
en la Tabla 4.11). La evolucion de dichos resultados se podria recoger co-
mo en la Tabla 4.9, aunque obteniendo un ntimero mayor de incrementos
(16, 22 y 18 para los pasos 2, 3 y 4, respectivamente) y de iteraciones
(generalmente 7 u 8 aunque alcanzando un valor méximo de 11).

Tabla 4.13: Comparacién de los valores de la funcién de plastificacion

1° — 2° — 3° — 4°

Nodo 4 3 5 1
Barra 3 3 4 1
Extremo 2 1 2 1

Paso1l +1,13-1073 —— —— ——
Paso 2 +2,00-107% +2,00-1073 — —_
Paso3 +1.85-10% +41,85-107% +3,35-1073 —
Paso 4 +3,07-107% +43,07-107% +3,35-107% +2,53-107°

Paso1l —-348-107" —

Paso 2 +838-1077 +1,28-107° ——
Paso3 —-3,15-107° +7,06-107" +47,01-107° —
Paso4 +7,80-107" +7.78-107" 45,19-107" +3,24-107°

MDRCP

MDRCPRE
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4.6. Comparacion

Mientras que la programacion numérica del MDR es lineal, calculando
a partir de los datos iniciales la solucioén final, para los otros tres casos la
programacion tiene bucles de calculo (pasos), necesarios para determinar
el nimero final de rétulas plasticas o secciones agotadas, desconocido
a priori. La programacion del MDRCPR y MDRCPRE tienen ademés
procesos incrementales e iterativos en cada paso de céalculo.

El comportamiento del material para los modelos MDR, MDRCP,
MDRCPR y MDRCPRE seré, respectivamente, elastico (E), elastoplas-
tico (EP), elastoplastico con dafio (EPD) y elastoplastico con dafo y
endurecimiento (EPDE). Ademaés, ajustando las variables de los modelos
més complejos se puede conseguir modelar el comportamiento de los mas
sencillos.

Por otro lado, el tinico modelo optimizado para poder realizar un
ajuste de sus parametros del material (model updating) es del MDRC-
PRE. Aunque en los modelos MDR y MDRCP también seria posible este
proceso, la poca o nula versatilidad de los mismos para ajustar compor-
tamientos elastoplasticos reales convierte este proceso de model updating
en poco ttil en la practica. En el caso del MDRCPR, la gran cantidad de
parametros del material que influyen en la evolucion del dafio, muchos
de ellos de dificil obtencion y medida, hacen poco viable un ajuste de su
comportamiento.

Los perfiles admisibles en la programacion de todos los modelos seréan
las cinco secciones bisimétricas comentadas: rectangular maciza, rectan-
gular hueca, circular maciza, circular hueca y doble T.

El dano de la seccién se calcula a partir de modelos, basados en la
mecénica del danio continuo (CDM) y propuestos por diversos autores
(Bonora, Lemaitre, Wang, Chandrakanth) en el modelo MDRCPR o a
partir de expresiones de la Resistencia de Materiales (RM) en el modelo
MDRCPRE. En los otros dos modelos méas simples no se contempla el
dano.

El MDR calcula directamente la respuesta de la estructura introdu-
cida bajo las cargas propuestas, mientras que los otros modelos incre-
mentan gradualmente la carga para ver la evolucion elastoplastica de la
estructura, por lo que solo en estos ultimos modelos se graficaran diversos
parametros (desplazamientos, giros, energia disipada) frente a la carga o
a cualquier otro parametro.
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Existen también diferencias en la consideracion de los esfuerzos para
el célculo plastico: mientras que en el MDRCP tnicamente se considera la
formacion de la rétula plastica debido al momento flector, en los modelos
MDRCPR y MDRCPRE se considera la acciéon de los tres esfuerzos para

conseguir llegar a la superficie de plastificacion.

Alguno de estos programas se encuentra disponible de forma libre en
el Centro de Aplicaciones de Maplesoft: MDR [42] y MDRCP [43]. No
se ha optado por publicar los programas més sofisticados, por no ser tan
robustos para cualquier usuario, al ser necesaria cierta experiencia en la
eleccion de los distintos parametros de partida y en su modificacion ante
posibles casos de divergencia.

Un resumen de las principales diferencias entre las caracteristicas
de las programaciones de los diferentes modelos se puede ver en la Ta-
bla 4.14.

Tabla 4.14: Comparacion de las programaciones numéricas

Modelo MDR MDRCP MDRCPR MDRCPRE?
Programacion Lineal Bucle Bucles Bucles
Material E EP EPD EPDE
Model updating X v

Daifio - - Modelos CDM RM
Graficas evoluciéon X v v v
Calculo plastico X v v v
Esfuerzos plastificacion - M N, V., M N, V. M
Maplesoft v v X X

# Incluye a los modelos MDRCP y MDRCPR por lo que sus caracteristicas podrian aplicarse
también a éstos
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5.1. Introducciéon

En este capitulo se presentan algunos de los resultados obtenidos con
los modelos descritos anteriormente.

En los Ejemplos de aplicacion 1 y 2 (Apartados 5.4 y 5.3 respectiva-
mente) se tomaran como resultados reales los datos obtenidos mediante el
modelado con Metafor y procesados mediante rutinas en Matlab. A partir
de estos datos, se podran actualizar los modelos de Maple mediante las
técnicas mencionadas de Model Updating. Para poder asumir esta exac-
titud en los resultados de la modelizaciéon con Metafor, se llevara a cabo
inicialmente (Apartado 5.2) una validacién y un ajuste de los parametros
del material del modelo Metafor para reproducir el comportamiento real
de una viga de acero.

De esta forma, el proceso llevado a cabo en este capitulo se puede
ver en la Figura 5.1, donde se aprecia que en realidad se hace un primer
proceso de actualizado para ajustar los parametros 5’;, S, sy Dy de Me-
tafor y después se hace un actualizado de los pardmetros ¢,, ¢, 0, y 0
de Maple, ya que son las variables con mayor incertidumbre e influencia
en los modelos con material elastopléstico con dano y endurecimiento
(Apartado 3.4.2). Se minimizara la funcion objetivo formada por la dife-
rencia entre sus valores hasta que se obtenga una buena correlacion. En
ambos procesos, de entre las caracteristicas obtenidas para los modelos
y para el experimento se seleccionara alguno de los desplazamientos o
reacciones en los nodos de la estructura para comprobar la correlaciéon.

Se hace notar que, respecto a las clasificaciones de métodos de model
updating mostradas en los Apartados 1y 2.3.2, en este caso se utilizara un
método local (se estiman parametros fisicos y se preservan las propiedades
matematicas del modelo inicial) y de sensibilidad (planteado como un
problema de optimizacion entre los datos analiticos y los experimentales),
respectivamente.

Uno de los valores anadidos por la modelizaciéon en Maple frente a
la modelizacion en Metafor es la posibilidad de disponer de expresiones
analiticas continuas para la descripcion del comportamiento (desplaza-
mientos, esfuerzos, etc.) en lugar de los valores puntuales en cada nodo
ofrecido por Metafor y, en general, por cualquier otro programa de calculo
mediante elementos finitos, ademas de disponer del historial de formacion
de rétulas, el control sobre las propiedades del material con tnicamente
cuatro parametros, etc.
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5.2. Validacion y ajuste de parametros: viga
experimental

5.2.1. Descripcion del experimento

Se realiza un experimento para ajustar los pardmetros de los diferentes
modelos y asi caracterizar el material de acuerdo a valores realistas.

El experimento consiste en ensayar una barra de acero de secciéon
cuadrada maciza, empotrada en un extremo y libre en el otro, donde se
aplica un desplazamiento creciente (ver Figura 5.2). El desplazamiento
t se mide con un LVDT (Linear Variable Differential Transformer) y la
carga P con una célula de carga calibrada con la méaquina Instron. En
el extremo empotrado se practica un agujero de 5mm de didmetro para
asegurar que el dano producido esté concentrado en esta seccion.

(a) Disposicion (b) Agujero

y //It L = 895mm

A Seccion: 10 x 10mm
L P Agujero: ¢5bmm

(¢) Modelado (d) Datos

Figura 5.2: Experimento

Los resultados se pueden ver en la Figura 5.3a. Se puede apreciar
un primer tramo eléstico, un tramo plastico con endurecimiento, con una
pequena zona de fluencia entre estos dos, y una rotura final (Figura 5.3b).

5.2.2. Modelado

Mediante el programa Metafor, se modela la viga en 3D (ver Figu-
ra 5.4a) con las dimensiones reales y se malla con 320 elementos, con un
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Figura 5.3: Resultados del experimento

mallado fino alrededor del agujero para asegurar su correcto comporta-
miento bajo carga (Figura 5.4b).
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(a) Geometria (b) Mallado
Figura 5.4: Mallado del modelo de viga experimental
Para modelar el acero se elige un material con comportamiento elasto-

visco-plastico y con dano, eligiendo, de entre las opciones disponibles para
la evolucion del dafio, la formula de Lemaitre y Chaboche [39]:

AD = Tl N g s 5.1
=\2ms50 — D) el sl e > €l (5.1)
donde R, es la funcién de triaxialidad:
2 Of 2
R,=-(1+v)+3(1—-2v) | — (5.2)

3 Oeq
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E es el modulo de Young del material, v el coeficiente del material, oy
la tension hidrostatica, o, la tension equivalente de Von Mises, e 1a
tasa de deformacion plastica, e la deformacion plastica actual y 5’% la
deformacion plastica umbral. El coeficiente S y el exponente s son los
parametros a obtener para ajustar el modelo de elementos finitos a los
resultados del experimento.

Se dispone de al menos una referencia, [6] en la bibliografia, para los
valores de los parametros de un acero ductil mencionados (ver Tabla 5.1).
Sin embargo, se llevara a cabo un ajuste de los mismos a partir de los
resultados experimentales para caracterizar completa e independiente-
mente el acero empleado.

Tabla 5.1: Valores de referencia de los parametros de evolucion de
dano [6]

E v el S s

2,0-10"Pa 0,3 0,06 1,0-10"Pa 0,43

La variacion de la evolucion del dano respecto a los pardmetros que
se ajustaran en el proceso posterior de Model Updating se puede ver en la
Figura 5.5, considerando los valores adicionales siguientes para el resto de
parametros: 0., = 275M Pa, R, = 2,17. Se puede comprobar que valores
crecientes de € y del coeficiente s proporcionan valores mayores del dafno
y de su incremento, ocurriendo lo contrario con el coeficiente S.

5.2.3. Ajuste de parametros
5.2.3.1. Model updating 1 (Metafor)

En este apartado se llevara a cabo el ajuste del material, segtin la
primera parte del diagrama indicado en la Figura 5.1, de forma que se
disponga de una buena correlacion entre los parametros reales y los del
modelo Metafor.

Se toma para el acero los valores del moédulo de Young y coeficiente
de Poisson habituales (E = 2,1-10"" Pa y v = 0,3). El endurecimiento se
toma como h = 0,05 E = 1,05 - 10'° Pa después de ajustar la pendiente
de la zona plastica.

Se llevan a cabo distintas simulaciones, variando de forma gradual los
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Variacion del dafio con la deformacion plastica
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(b) Exponente s (c) Coeficiente S

Figura 5.5: Variacién de la evolucién del danio respecto a los paré-
metros

parametros 5’3, Sy s mencionados anteriormente, y ademas Dy, el dano
inicial. En la Figura 5.6 se muestran los resultados variando cada uno de
estos cuatro parametros, tomando como referencia para los parametros
que no varian los valores finalmente adoptados como correctos.

En la Figura 5.7 se puede ver la variacion de todos los parametros y
su influencia relativa en el resultado final:

= Valores crecientes de 5%, empezando desde 0,00 y equiespaciados a
0,05 hasta 0,45, mantienen igual la zona elastica y la elastoplastica.
Sin embargo, la pendiente de la zona plastica es cada vez mayor, al
igual que el punto de rotura. Se comprueba que el valor que mejor
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Figura 5.6: Influencia de los parametros (Metafor)

ajusta el experimento es una deformaciéon umbral de 0,00.

= Valores crecientes de S, empezando en 1 y equiespaciados logarit-
micamente hasta 55 - 10*, mantienen igual la zona elastica, aunque
tanto la pendiente de la zona pléastica como la zona elastoplastica
y de rotura son cada vez mayores. Se comprueba que el valor que
mejor ajusta el experimento es un coeficiente S = 55 - 10%

= Valores crecientes de s, empezando desde 0,20 y equiespaciados a
0,05 hasta 0,60, mantienen igual la zona elastica, al igual que los
dos casos anteriores, porque solo influyen en la ley de evolucion del
dano, y también la zona elastoplastica. Sin embargo, la pendiente
de la zona plastica y el punto de rotura son cada vez mayores.
Se comprueba que el valor que mejor ajusta el experimento es un
exponente s = 0,43.

= Valores crecientes de Dy, empezando desde 0,00 equiespaciados a
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0,10 hasta 0,90, dan valores menores tanto de la pendiente de la
zona elastica como de la plastica, asi como de las zonas elastoplas-
ticas y de rotura. Se comprueba que el valor que mejor ajusta el
experimento es un dano inicial de 0,00.

140 T
Experimento
1201 Variar s i
Variar S
Variar Dy /
100+ Variar EII’JZ /‘ i
80 // Z j
S\
o / Z >

I 2 |
60 //’-\‘

20\ -

0 ! ! ! ! !
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Figura 5.7: Influencia de todos los parametros (Metafor)

Los valores finalmente tomados como los que mejor ajustan a la curva
del experimento se pueden ver en la Tabla 5.2. Comparando con los
valores mostrados en la Tabla 5.1, llama la atencion la diferencia obtenida
en el coeficiente S (1-107 en [6] frente a 5,5-10%), ademas de las menores
diferencias en E (2,010 frente a 2,1-10') y en €2 (0,06 frente a 0,00).
Se puede observar dicho ajuste en la Figura 5.8.

Tabla 5.2: Valores de los pardmetros ajustados

E v h &% S s Dy
2,1-10"Pa 0,3 0,05E 0,00 5,5-10°Pa 043 0,0
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Figura 5.8: Modelo Metafor ajustado

5.2.3.2. Model updating 2 (Maple)

En este apartado se llevara a cabo el ajuste del material segin la
segunda parte del diagrama indicado en la Figura 5.1, de forma que
se disponga de una buena correlacion entre los parametros del modelo
Metafor previamente ajustados en el apartado anterior y los pardmetros
del modelo MDRCPRE.

La estructura inicial se puede ver en la Figura 5.9a. Al tratarse de
un modelo de barras, resulta evidente que no puede modelarse el agujero
de la seccion empotrada, aunque si debe ser considerado para el calculo.
Para ello se utilizara la seccién reducida, pasando a tomar un valor de
40mm?.

El material inicial utilizado en el modelo se puede ver en la Figu-
ra 5.9b. Estos valores de las cuatro constantes que definen la ley de
comportamiento variaran en el proceso de actualizado implementado pa-
ra lograr que la solucién ofrecida por este método aproxime, de forma
suficientemente exacta, los resultados del modelo de elementos finitos, en
un proceso iterativo de actualizacion de los parametros.

Las caracteristicas que se trataran de aproximar mediante el proceso
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Figura 5.9: Modelo Maple de la viga experimental

de actualizado seran los puntos del diagrama M., — u,,, siendo M., el
momento flector en el empotramiento y u,, el desplazamiento vertical del
extremo opuesto. Dicho valor de desplazamiento vendra marcado por la
evolucién del problema, ya que es el valor que varia en cada incremento,
por lo que la funcién objetivo a minimizar dependeréa de los valores del
esfuerzo M,,. Teniendo en cuenta la Ecuacion 2.4 y la Figura 5.1, sera:

3
2
G = IR@IF = 3 [Me, = Meilor,00,21,5,)| (5.3)
i=1

donde M., son los valores del momento flector obtenidos mediante el
modelo Metafor y M., los valores obtenidos con el modelo Maple (depen-
dientes de los cuatro parametros de actualizado), en los tres puntos del
diagrama considerados.

A modo ilustrativo, en las Figuras 5.10 y 5.11 se muestra la influencia
relativa de la variacion de cada uno de los cuatro parametros (mantenien-
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do los otros tres constantes con los valores finalmente adoptados como
correctos) en la curva M, —u,, observandose el siguiente comportamiento:

» Valores crecientes de o¢, empezando desde 240M Pa y equiespacia-
dos a 10M Pa hasta 280M Pa, hacen crecer la pendiente del tramo
elastico y del momento flector del punto de fluencia. No varian apre-
ciablemente el punto de rotura (méximo de M) ni la zona danada
final. Se comprueba que el valor de tensién de fluencia que mejor
ajusta el modelo Metafor es de 260M Pa.

= Valores crecientes de o,, empezando desde 365M Pa y equiespacia-
dos a 10M Pa hasta 405M Pa, hacen crecer la pendiente del tramo
elastoplastico y del momento flector del punto de rotura. No varian
apreciablemente ni la pendiente del tramo eléstico ni la zona dana-
da final. Se comprueba que el valor de tension de rotura que mejor
ajusta el modelo Metafor es de 510M Pa.

» Valores crecientes de ¢, empezando desde 0,00104 y equiespaciados
a 0,0001 hasta 0,00144, hacen disminuir la pendiente del tramo
elastico y crecer el desplazamiento del punto de fluencia. No varian
apreciablemente el tramo elastopléstico pero si hacen disminuir los
valores de momento flector y desplazamiento del punto de rotura y
de la zona danada final. Se comprueba que el valor de deformaciéon
de fluencia que mejor ajusta el modelo Metafor es de 0,00124.

= Valores crecientes de ¢,, empezando desde 0,00285 y equiespacia-
dos a 0,0001 hasta 0,00325, hacen aumentar el momento flector, el
desplazamiento del punto de rotura y el desplazamiento de la zona
danada final. Se comprueba que el valor de deformaciéon de rotura
que mejor ajusta el modelo Metafor es de 0,00300.

Tras el proceso de actualizado de los parametros del material, se ob-
tienen los valores mostrados en la Tabla 5.3, dando lugar a la ley de
material mostrada en la Figura 5.12, comparandose en ambos casos con
los valores originales. Las restricciones impuestas sobre los nuevos valores
de las constantes del material (parametros ¢;) fueron las obvias: o, > oy
Yy Er 2 Ef.
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Tabla 5.3: Parametros del material actualizados

e (-107%) o |MPal E |GPa|

Ef Ep of o, E; E,
Inicial 1,310 3,691 275,0 300,0 210,0 10,5
Actualizado 1,238 3,050 260,0 385,0 210,0 68,9

G 2.x10%

T T T 1
0 0.001 0.002 0.003 0.004

I3
l— Material 1 == Updated Material 1 ]

Figura 5.12: Ley del material actualizada

5.2.4. Resultados

5.2.4.1. Experimento

Los resultados del experimento se pueden observar en la Figura 5.13,
donde se puede apreciar el dafio en la secciéon del empotramiento y el
desplazamiento final en la seccién opuesta.

\

(a) Deformada (b) Empotramiento

Figura 5.13: Resultados reales de la viga experimental
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5.2.4.2. Metafor

Los resultados obtenidos mediante el programa Metafor, utilizando el
valor ajustado de los parédmetros, se pueden observar en la Figura 5.14
(desplazamiento vertical y dano) y Figura 5.15 (tensiones de Von Mises),
con un valor final del desplazamiento de 0,7136m. Se aprecia incluso un
ensanchamiento en la zona del empotramiento (Figura 5.15b) similar al
observado en el experimento.

Field(TY,RE)

-1.22e-005 0.0178 0.0357 0.0535 0.0714

(a) Desplazamiento vertical

Isotropic Damage
-0.0220 0.245 0.513 0.780 1.05

(b) Dano

Figura 5.14: Resultados con Metafor del modelo de viga experimental
(desplazamientos y dano)

Para obtener un valor de dano de la seccién a partir de los valores de
dano puntuales ofrecidos por el MEF se utiliza el procedimiento descrito
en la Apartado 2.4 para cada instante de tiempo. Tomando un tramo
de zona afectada de longitud [ = 5mm, simétrico respecto al centro del
agujero, las reducciones a efectuar son las siguientes:

1. Tramo a seccion (Figura 5.16a): se reduce el tramo de I = 5mm a
la seccion, formada en este caso por dos zonas rectangulares adya-
centes al agujero, utilizando unos coeficientes de forma simétricos
y de valores C, = Cy = 0,5 y C,, = 1, de manera que se otorgue
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Equivalent von Mises stress
-6.22e+007 8.96e+007 2.41e+008 3.93e+008 5.45e+008

a) Vista general

. (
o
1= \i L R

(b) Detalle del agujero (c) Detalle lateral

Figura 5.15: Resultados con Metafor del modelo de viga experimental
(tensiones)

una importancia mayor a las zonas centrales.

2. Seccién a linea (Figura 5.16b): se reduce cada una de las zonas
rectangulares a una linea y posteriormente ambas lineas a una
central, utilizando en ambos casos coeficientes de forma iguales

(C,=Cp=Cy=1).

3. Linea a punto (Figura 5.16¢): se reduce la linea central a un tnico
punto, utilizando en este caso coeficientes de forma mayores en los
extremos (C, = Cfy = 1y C,, = 0,5) y obteniendo finalmente un
valor tnico para el dano en cada instante de tiempo.

La evolucion de dicho valor se muestra en la Figura 5.17, donde puede
observarse que al reducir los resultados puntuales del MEF, otorgando
diferente importancia a distintas zonas con los coeficientes de forma, el
valor final obtenido para el dano puede considerarse el critico para esta
seccion, siendo D, = 0,74.
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(a) Tramo a seccion (b) Seccion a linea  (c) Linea a punto

Figura 5.16: Reduccién de los valores de dafio a un valor tinico para
la seccion (Metafor)
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Figura 5.17: Evolucién del valor del dano de la seccion (Metafor)

5.2.4.3. Maple

Los resultados obtenidos mediante el programa Maple con el método
MDRCPRE desarrollado, tras actualizar los cuatro parametros del ma-
terial, se pueden observar en la Figura 5.18 (tensiones y deformada en el
paso 1) y en la Figura 5.19 (giro relativo, energia disipada y dano).

Se hace notar que la energia disipada por la seccion plastificada en el
empotramiento (nodo 1) crece a medida que aumenta el desplazamiento
del extremo opuesto (nodo 2), ya que el giro relativo también crece. Sin
embargo, la evolucion del dafio en la seccién ocasiona que el momento
plastico del empotramiento disminuya, llegando a tomar valores muy pe-
quenos y ocasionando que la energia disipada decrezca de manera réapida
para desplazamientos cercanos al de colapso.
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Axial (1) Shear (1) = Bending moment () I Scction |

(a) Esfuerzos

(b) Deformada

Figura 5.18: Resultados con Maple del modelo de viga experimental
(esfuerzos y deformada)

Tabla 5.4: Resultados con Maple del modelo de viga experimental
(desplazamientos, fuerzas y esfuerzos)

Paso 1 Paso 2

Nodo1l Nodo2 Nodol Nodo 2

ug  0,00000  0,00000 0,00000 0,00000

Desplazamientos u,  0,00000 0,04271 0,00000 0,71646
6. 0,00000 0,07157 0,90366 0,82436

N, 0,000 0,000 0,000 0,000
Esfuerzos V, 31274 31274 —166,4644 —166,4644
M, 27990 0,000 —89,9979 58,0877
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Figura 5.19: Resultados con Maple del modelo de viga experimental
(giro relativo, energia disipada y dano)
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5.3. Ejemplo de aplicacién 1: pértico

En este primer ejemplo de aplicacion se calculard la respuesta de
un portico formado por tres barras de secciéon rectangular cuyo mate-
rial se corresponde con el obtenido tras el ajuste del apartado anterior
(Tabla 5.2). De esta forma, se asumira que la respuesta dada para este
problema por el programa Metafor, cuyos parametros del material han
sido convenientemente ajustados para reproducir el comportamiento del
experimento real, es suficientemente aproximada a la que se obtendria si
se realizara un experimento con las caracteristicas recogidas en la Figu-

ra 5.20.

| L L |
|
e L >
LD 0 o],
i O] i
o | h |
i i L=1m
i | h=0,1m
¥ il ol | b= 0,1m
(a) Geometria (b) Datos

Figura 5.20: Esquema del pértico

5.3.1. Modelo de elementos finitos

Se modela mediante el programa Metafor el portico en tres dimensio-
nes, realizando diversas pruebas de mallado hasta obtener uno satisfacto-
rio en el que cada curva correspondiente a los tramos rectos de longitud
0,95m se divide en 80 partes y las curvas de 0,10m, correspondientes a
las otras dos dimensiones, se dividen en 4 partes, obteniéndose por tanto
un numero total de elementos igual a 21504 (Figura 5.21). Las cargas
puntuales se aplican en los puntos medios de las secciones de las barras
correspondientes, dandoles un valor igual para ambas y suficientemente
elevado como para que se alcance antes el colapso del portico que el valor
final de dichas cargas.

Los resultados de esta simulacién se pueden observar en la Figura 5.23.
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Figura 5.21: Mallado del pértico

Las principales conclusiones que se pueden extraer sobre ellas son las
siguientes:

Tensiones: se observa un mayor nivel de tensiones en torno a los nodos
en los que se produce plastificacion (Figura 5.23a). En los nodos
empotrados se redistribuyen las tensiones segiin aumenta la carga.
En la situaciéon inmediatamente anterior a la de colapso, cuando
se alcanza la carga maxima, se pueden observar claramente las zo-
nas donde plastifica el portico: los nodos 1, 3, 4 y 5 (Figura 5.24).
Se puede ver en la escala que el nivel de tensiones tiene un limite
inferior negativo y un limite superior demasiado elevado. Estas apa-
rentes incongruencias tienen su base en que el programa Metafor
calcula las diferentes variables en los puntos de Gauss del elemento
finito, siendo éstos interiores al propio elemento, y extrapola el va-
lor hasta los nodos de cada elemento, pudiéndose obtener valores
no reales en este proceso [44].

Desplazamientos uy: el valor del desplazamiento horizontal es el es-
perado, siendo la parte superior del portico la que alcanza valores
mayores. Debido a la extrapolaciéon mencionada, en las bases empo-
tradas se muestran ciertos valores negativos de pequena magnitud.

Desplazamientos uy: el valor del desplazamiento vertical es el espera-
do, siendo la zona central del vano la que alcanza valores mayores.
De nuevo, los valores positivos de desplazamiento de pequena mag-
nitud mostrados se deben a la extrapolacion.
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Desplazamientos u,: los valores del desplazamiento en la direccién z

son todos préximos a 0. Sin embargo, al haberse modelado el proble-
ma en tres dimensiones, existiran ciertos valores de desplazamiento
fuera del plano central especialmente en las zonas proximas a los
nodos donde las barras pueden sufrir ciertos aplastamientos (zonas
con u, > 0 en la cara frontal del portico) o estiramientos (zonas
con u, < 0 en la cara frontal del portico). Estos valores no podran
ser reproducidos de ninguna forma mediante un planteamiento bi-
dimensional, aunque sus magnitudes son reducidas y también se
aplican las consideraciones debidas a la extrapolacion ya mencio-
nada.

Dano: se observan cuatro zonas diferenciadas donde el dano isotrépico es

positivo, correspondientes a los nodos 1, 3, 4 y 5 que plastifican. De
nuevo, aunque los valores mostrados sean superiores a 1 o incluso
negativos, los valores reales estardn acotados entre 0 y el valor de
dano critico 0,98.

Deformaciéon plastica: las consideraciones para estos resultados son

similares a las mencionadas para el dano.

Las gréficas de la evolucion de alguna de las variables se pueden ob-
servar en la Figura 5.22.

0.8

0.7

0.6

. .
0.005 0.01 0.015 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8
u ¢

(a) Fuerza-desplaz. (valor absoluto) (b) Evolucién del dafio

Figura 5.22: Graficas de evolucion del portico (Metafor)
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- L

- . o i P e sz v _,
(a) Tensiones (b) Desplazamiento u,
- L
v . o L o oo - .
[ ] [ B |
(c) Desplazamiento wu,, (d) Desplazamiento u,
L. L
90 029 Bt v 0o 7 o0 o Favisporte shan oocos o
(e) Dafio (f) Deformacion plastica

Figura 5.23: Resultados de la simulacion del portico (Metafor)

~ S—

L
-7.8504007 38804007 27304008 30124008

Equivalent von Mises stress
1.560+008

Figura 5.24: Estado tensional del portico para la carga maxima (Me-
tafor)
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5.3.2. Modelo MDRCPRE

A continuacién se reproduce el problema utilizando el modelo MDRC-
PRE desarrollado. La estructura inicial y el material se muestran en la
Figura 5.25, aunque esta ley de comportamiento del material variara en
el proceso de actualizado posterior que tratara de aproximar los resul-
tados del modelo de elementos finitos, concretamente los puntos de los
diagramas () — u,. En este caso, la funciéon objetivo dependera de los
desplazamientos (se elige el desplazamiento vertical por ser el méas re-
presentativo, como se puede ver en la Figura 5.22a), ya que el control
del problema se realiza aumentando gradualmente las fuerzas sobre la
estructura:

1 2
G = | R@* =Y |t = (05 00,51,5,) (5.4)
i=1
donde wuy,,, son los valores del desplazamiento vertical obtenidos me-
diante el modelo Metafor y u,, los valores obtenidos con el modelo Maple
(dependientes de los cuatro parametros de actualizado), en los cuatro
puntos del diagrama considerados.

T T 1
0 0.001 0.002 0.003

Bl
(a) Geometria inicial (b) Grafica o — ¢ del material

Figura 5.25: Modelo inicial del portico (Maple)

Se llevaron a cabo dos procesos de actualizado: uno de ellos sin nin-
guna restriccion (ademas de las habituales de o, > oy y &, > €;) y otro
considerando la restriccion oy = Eey (es decir, manteniendo la pendien-
te del tramo elastico). Los resultados finales del desplazamiento vertical
del nodo 3 se muestran en la Figura 5.26, donde se comprueba que el
mejor ajuste se produce sin introducir restricciones adicionales sobre los
parametros, logrando unos valores muy similares en los cuatro puntos
considerados para dicho ajuste.
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250000 4 250000 4

Q Q

200000 200000 - /,

150000 - 150000 o

100000 - 100000 -

50000 50000

T T T T T 1
0 0.005 0.010 0.015 0 0.005 0.010 0.015
Uy ty

(a) Sin restriccion adicional (b) Con restriccion adicional

Figura 5.26: Comparacion del ajuste del modelo Maple con y sin
restricciéon adicional

Tomando la mejor solucion, la nueva ley del material toma la forma y
los valores mostrados en la Figura 5.27 y en la Tabla 5.5. Con este mate-
rial actualizado, los resultados se muestran en la Figura 5.28 (diagramas
de esfuerzos y deformada) y en la Figura 5.29 (desplazamientos, giros y
energia disipada en las secciones plastificadas). Utilizando una tolerancia
tolZ= 1- 1073, se muestran en la Tabla 5.6 los valores de la funcion de
plastificacion para cada paso en todos los nodos y los momentos virtuales
anadidos para obtenerlos.

Tabla 5.5: Parametros del material actualizados

e (-107?) o |MPal E |GPa|

£f Er oy Lo E; E,
Inicial 1,310 3,000 275,0 325,0 210,0 29,6
Actualizado 1,325 4,000 265,0 375,0 200,0 93,7
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3.% 108

2.% 108

1.x 10%

0 T T T 1
0 0.001 0.002 0.003 0.004

I3
[_ Material | = Updated Material 1 ]

Figura 5.27: Ley del material actualizada

Tabla 5.6: Orden de plastificaciéon de las secciones y evolucion de los
valores de Z y M,

Nodo 5 4 3 1

Barra 4 4 3 1
Extremo 2 1 1 1
Q(-10°) 1,539 1,616 1,877 1,924

Paso1 —583-107'® —— —— —
Paso2 —1,08-10° —591-107* __ __

Z  Paso3 +2,54-107° +1,66-10"* —5,97-107* ——
Paso 4 +126-107° —7,77-107% —3,04-107° +2,56-10"*

Paso 1 0,0 0,0 0,0 0,0

2y Paso2 —91,1 0,0 0,0 0,0

Y Paso 3 —66,1 —96,2 0,0 0,0

Paso 4 —-31,9 —57.6 134,2 0,0
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Axial (1) Shear (1) Bending moment (1)
Axial (2) Shear (2) Bending moment (2)
Axial (3) Shear (3) Bending moment (3)
Axial (4) Shear (4) Bending moment (4)
Section 1

(a) Esfuerzos

Step 4 [ Section 1 |
(b) Deformada amplificada (x50)

Step 1 Step 2 Step 3

Figura 5.28: Resultados con Maple del portico (esfuerzos y deforma-
da)
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180000 § 180000
160000 § 160000
140000 § 140000
120000 120000
Q 100000 § Q 100000
80000 80000
60000 60000
40000 40000 §
20000 00
0 T T T T T T T T T T T T
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 -0.012 -0.010 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0
ux u
[— Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 = Node 5] [ Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 Node 5]
(a) Desplazamiento horizontal (b) Desplazamiento vertical
=
180000 190000
180000
170000
160000
T T T T T T T T T T T T T
-0.015 -0.010 -0.005 0 0.005 -0.012  -0.010  -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006
rotation relative rotations
Node 1 Node 2 Node 3 Node 4 Node 5 ‘— N()B(1-1) = N(2)B(2-1) = N(3)B(3-2) = N(4)B(4-3) —— N(S)B(M)‘
(c) Rotacion (d) Giro relativo
7000 o 80000 4
70000 4
6000 o
60000 o
5000 o
50000 4
E 4000 4 Mz
40000
3000 +
30000 4
2000 4 20000 4
1000 4 10000 -
—_—\s
0 0 T T T T
! ! ! ! 0 50000 100000 150000 200000
160000 170000 180000 190000 Q
Barra 1, extr | Barra 1, extr 2 Barra 2, extr | Barra 2, extr2
Node 1 = Node 2 = Node 3 = Node 4 Node 5 = TOTAL] Barra 3, extr | Barra 3, extr 2 Barra 4, extr | Barra 4, extr 2

(e) Energia disipada (f) Momento flector

Figura 5.29: Evolucién de las variables con la carga
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5.4. Ejemplo de aplicacién 2: viga apoyada -
empotrada

En este ejemplo de aplicacion se estudiaréd el caso de una viga em-
potrada en un extremo y apoyada en el otro, sometida a compresion
mediante una carga puntual en el extremo apoyado y otra perpendicular
a la directriz de la barra en su punto medio, como se puede ver en la
Figura 5.30. Este ejemplo permite la resoluciéon analitica de la evolucion
pléstica y por tanto se puede comprobar la exactitud de los resultados a
medida que aumenta la carga para los diferentes modelos.

El material que se utilizara sera elastoplastico sin endurecimiento
(Figura 3.1), por lo que el colapso de la estructura se alcanzara cuando
se formen dos rotulas plasticas. Se tomaran diferentes valores de o para
evaluar la influencia del esfuerzo axil en las cargas de colapso y en la
evaluacion de las funciones de plastificacion.

INEC
L2 | ! L2 5_

| |
Figura 5.30: Ejemplo de aplicacién 2

\NhD

5.4.1. Resolucion analitica

54.1.1. Paso 1l

NN

L/2 LJ2

__&AD

Figura 5.31: Estructura a resolver en el primer paso de calculo

Resolviendo analiticamente el problema inicial planteado en la Figu-



150 5. Resultados

ra 5.31 se obtienen los siguientes esfuerzos:

Nl = OéQ
11 L
—Q si < —
yoJ 16 2
b 5 , L
\ —1—6Q si x> 3 (5.5)
(1 L
—Q(11lz —3L) si z< =
M 16 2
| =
5 I - L
\ 1—6Q( —x) st 125

Recordando la funciéon de plastificacion sin dano (Ecuacion 2.2), se
evaltia a continuacion la carga necesaria para anular esta funcion, segin
los esfuerzos considerados en cada caso:

» Considerando tnicamente el momento flector, la funciéon de plasti-
ficacion 7y es la siguiente:

1 (5.6)

El valor absoluto maximo del momento flector se produce en el
empotramiento, con lo que se obtiene la carga ()1,, que anula Zy
en esa seccion:

3 bh? 4 bh?
|M;y| = M, = 1—6Q1ML =—0p = Q1 = 30t

. (5.7)

» Considerando el momento flector y el esfuerzo axil, la funcion de
plastificacion Z,;n es la siguiente:

| M| N\ 2
A SRR | 5.8
MN M, + N, (5.8)

La combinacién méxima de esfuerzos axil y flector se produce tam-
bién en el empotramiento, con lo que se obtiene la carga ()1,,, que
anula Zyn en esa seccion:

Q1,0 = [\/(3[,)2 + (8ha)? — 3L] o (5.9)

8a?
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» Finalmente, considerando el momento flector y los esfuerzos axil y
cortante, la funcion de plastificacion Zy, vy es la siguiente:

Zuny = +l=] +51F) -1 (5.10)
Mp NP 3 V;’

La combinacién maxima de esfuerzos axil, cortante y flector se pro-
duce también en el empotramiento, con lo que se obtiene la carga
Q1,,xv que anula Zyny en esa seccion:

16b

Quuwy = 5oy 1112

[\/(GL)Q + (16ha)? + (11h)2 — GL} o (5.11)

Tras el paso 1, en esta resoluciéon analitica se ha formado una rétula
plastica en la seccion del empotramiento.

5.4.1.2. Paso 2

] Oy

»

| L/2 Lj2
I

Figura 5.32: Estructura a resolver en el segundo paso de céalculo

__&AD

Resolviendo analiticamente el problema planteado en la Figura 5.32,
correspondiente a la estructura inicial de la Figura 5.30 tras la formacion
de la primera secciéon plastificada en el empotramiento, se obtienen los
siguientes esfuerzos:

Ny = aQ
1 L
1 L :
—Q sior< —
M, = 2 2
7)1 L
§Q(L—x) si x2§

Se evalta a continuacion la carga necesaria para anular la funcion de
plastificacion segin los esfuerzos considerados en cada caso, acumulando
los obtenidos en el paso 1.
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» Considerando tnicamente el momento flector, se obtiene la carga

(Q)2,, que anula la funcion de plastificacion (Ecuacion 5.6) en el nodo
2, donde se produce el méaximo del momento flector acumulado de
los dos pasos:

5 1 bh?
|M1(Q1]\/[) + M2| = Mp = ﬂthO_f + ZQQML = Taf
L2 (5.13)
R A

Considerando el momento flector y el esfuerzo axil, se obtiene la
carga ()s,,, que anula la funcion de plastificacion (Ecuacion 5.8)
en el nodo 2, donde se produce la maxima combinacién de estos
esfuerzos acumulados:

Qa1 n —8%2 {\/ 7TL2 4 3L+\/(3L)2 + (8ha)? 4 (8ha)?—
(5.14)

—/(3L)2 + (8ha)? — L] o

Finalmente, considerando el momento flector y los esfuerzos axil y
cortantes se obtiene la carga ()s,,,, que anula la funcién de plasti-
ficacion (Ecuacion 5.10) en el nodo 2, donde se produce la maxima
combinacioén de estos esfuerzos acumulados:

2b
[(160)* + (11)%][(20)? + 1]
+ h* [(1600)* 4+ 11%] (320° 4 11)°+

Q2MNV =

{ [L2(28672a4 + 235040” + 5929)+

3 (5.15)
+12L\/(6L)2+(16ha)?+(11h)? (5120 +534a% +121) } -

— 3/(6L)2+(16ha)?+(11h)2 — L [(16)* + 103] }af

Tras el paso 2 se ha formado una rotula plastica en la secciéon central

(nodo 2) por lo que se llega al mecanismo de colapso.

5.4.1.3. Acumulado

Tras la resolucién paso a paso del problema planteado se han obte-

nido las cargas ()1, y @1, + (2, que hacen plastificar las secciones 1 y 2
respectivamente. Los esfuerzos acumulados seran la suma de los esfuerzos
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del paso 1 evaluados en )y, y de los esfuerzos del paso 2 evaluados en
Q2.

Para la resoluciéon numérica se utilizaran los siguientes datos: L = 2m,
h=0=02m, o = 275M Pa y un valor de o comprendido entre 0 y 7,5.

Los resultados de las cargas de plastificacion totales, segiin los esfuer-
zos tenidos en cuenta, se recogen en la Tabla 5.7. Se comprueba que @)y,
no depende de « (como se puede ver en sus expresiones), que para o = 0
coinciden Qys v Qurv, pero no asi Quny, y que para valores crecientes
de « las cargas de plastificacion son cada vez menores.

Tabla 5.7: Resultados de la resolucién analitica

Qplast('loe)
a Paso M MV  MNV

oo L 146667 146667 146667
P2 1,65000 1,65000 1,65000
o5 1 146667 146021 144829
® 2 1,65000 1,64145 1,62640
Lo 1 146667 144148 143016
Y2 1,65000 1,61679 1,60256
15 1 LA6667 141227 140182
® 2 1,65000 1,57863 1,56560
5o 1 146667 137500 136557
P2 1,65000 1,53045 1,51883
o5 1 146667 133221 1,32385
® 2 1,65000 147583 1,46564
50 1 146667 128620 1,27888
Y2 1,65000 1,41785 1,40903
55 1 146667 123880 1,23243
® 2 1,65000 1,35890 1,35133
h0 1 146667 119139 118587
Y2 1,65000 1,30069 1,29420
o5 1 146667 1,14492 1,14015
® 2 1,65000 1,24431 1,23875
so 1 146667 1,10000 1,09587
P2 1,65000 1,19043 1,18566
55 1 146667 105700 1,05342
® 2 1,65000 1,13938 1,13528
6o 1 146667 1,01612 1,01300
Y2 1,65000 1,09129 1,08775
65 1 146667 097742 0,97469
® 2 1,65000 1,04616 1,04309
7o 1 146667 094088 0,93850
P2 1,65000 1,00390 1,00123
25 1 146667 090645 0,90435
® 2 1,65000 0,96436 0,96202
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Para evaluar la influencia del esfuerzo axil y estimar la inexactitud en
la evaluacion de las cargas de plastificaciéon cuando se desprecian otros
esfuerzos, se grafican en la Figura 5.33 dichas cargas de plastificacion de
los nodos 1y 2 (@1 y Q2 respectivamente) respecto a valores crecientes
de «, observandose lo siguiente:

= Si solo se considera el momento flector, ambas cargas permanecen
constantes para cualquier valor de «, ya que la carga de compresion
no provoca ningun esfuerzo flector en la barra.

= Considerando ademas el esfuerzo axil, se observa que valores cre-
cientes de éste provocan cargas de plastificaciéon cada vez menores,
ya que se alcanza antes la superficie de fluencia. Para un valor o = 0
el valor de las cargas de plastificacion coincide con el obtenido con-
siderando tnicamente momento flector y cuanto mas aumenta el
esfuerzo axil mas disminuyen éstas.

= Si se considera ademaés el esfuerzo cortante, se observa una lige-
ra disminucién de las cargas de plastificacion, incluso con a = 0,
ya que existe esfuerzo cortante independientemente de la carga de
compresion. Sin embargo, se observa que la contribuciéon de este
esfuerzo no es demasiado elevada.

x 10

1.7

Figura 5.33: Variacion de las cargas de colapso con el esfuerzo axil
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5.4.2. Resoluciéon numérica

A continuaciéon se resuelve el mismo problema pero utilizando para
ello el modelo MDRCPRE desarrollado.

Para simular el comportamiento con un material elastopléastico ideal
se tomaran las constantes reflejadas en la Tabla 5.8.

Tabla 5.8: Parametros del material

e ((107*) o [MPad] E |GPa)

Efr Ep O (o % Ef ET
1,31 oo 2750 2750 210,0 0,0

Para la dimensiones consideradas y el material descrito, los diferentes
parametros de la seccion se recogen en la Tabla 5.9.

Tabla 5.9: Parametros de la seccion

Dimensiones Caracteristicas Esfuerzos plasticos
h b A I N, v, M,
02 02 004 1,33-107* 1,10-10" 6,35-10° 5,510

Por lo tanto, el material utilizado y la estructura inicial se muestran
en la Figura 5.34.

0001 0002 0003 0004 0005 0006

(a) Material (b) Estructura inicial

Figura 5.34: Material y estructura de la viga apoyada-empotrada

En la Tabla 5.10 se recogen los valores de las cargas Q1 v Q2 que
provocan la plastificacion de los nodos 1 y 2, en ese orden, y los valores
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de la funcién de plastificacion segtiin el método MDRCPRE (que considera
plastificacion debida a la combinacion de esfuerzos y dano, tomando una
tolerancia tolZ=1 - 107%). Se distinguen tres casos para cada valor de
a considerado, segin los esfuerzos tenidos en cuenta para evaluar las
funciones de plastificacion. Se muestran los valores reales de la funcion
de plastificacion (considerando los tres esfuerzos) en las columnas Zyny
para compararlos con los valores Z; obtenidos considerando en cada caso
tnicamente los esfuerzos marcados (i =M, MN o MNV). Se muestran
ademas los momentos virtuales anadidos para lograr dichos valores de Z
en los nodos plastificados anteriormente. Se hace notar que, al utilizar
un material elastoplastico ideal, el dano y del endurecimiento no tienen
influencia.

Se pueden resaltar las siguientes conclusiones:

» Con a = 0 (es decir, sin esfuerzo axil), los resultados son evidente-
mente iguales para los casos M y MN.

» Los valores de la funcién de plastificacion Z; para cualquier valor
de « son:

e 7; = 0 (segtn la precision del calculo impuesta, valores del
orden de 107! 0 107?%) para la primera seccién que plastifica,
ya que precisamente se calcula la carga ()1 para anular dicho
valor en el paso 1.

e Z; <tolZ (es decir, valores del orden de 10~* o0 menores) para la
segunda seccion que plastifica, ya que se incrementa ()5 hasta
que dicho valor sea menor que la tolerancia, y también para
el nodo 1, plastificado anteriormente, ya que se calculan los
momentos virtuales M, para lograr que dicho valor también
sea menor que la tolerancia en el paso 2.

= Sin embargo, los valores reales de la funcion de plastificacion Zyny
son:
e Iguales a los del método MDRCPRE para los casos MNV.

e Zyny = 0 (con la precision de calculo impuesta) para la pri-
mera seccién que plastifica.

e Para los casos M y MN, al haberse calculado la carga de plas-
tificacion sin tener en cuenta algunos esfuerzos, la funcion de
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plastificacion Zynv ya no se anula en el paso 2, tomando valo-
res cada vez mayores segiin aumenta la influencia del esfuerzo
axil. Por ejemplo, con factor a = 6, los valores de la funcién
de plastificacion en el paso 2 y para el caso M son +0,82 y
40,81 para los nodos 1 y 2 respectivamente, siendo claramen-
te inasumibles, ya que significa que la carga de plastificacion
Qs calculada en ese caso (1,65000 - 10°) en realidad deberia
haber sido mucho menor, concretamente 1,07569 - 10°, corres-
pondiente al caso MNV, méas exacto.

Se comprueba por tanto que la diferencia entre considerar los tres
esfuerzos para evaluar la carga de plastificacion de las secciones y excluir
el axil o el cortante (utilizando Zy; o Zyn en el modelo MDRCPRE)
puede llegar a ser considerable en los casos en que estos esfuerzos sean
suficientemente grandes.

En la Figura 5.35 se muestran los resultados de esfuerzos y deformadas
para el caso a = 3,5 y considerando los tres esfuerzos en la plastificacion.

e —

Axial (1) Shear (1) Bending moment ()
Axial 2) Shear (2) Bending moment Q)
Section 1

(a) Esfuerzos

| Step 1 = Step 2 [ Section 1 |
(b) Deformada amplificada (x50)

Figura 5.35: Resultados del modelo de viga apoyada-empotrada (es-
fuerzos y deformada)
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Tabla 5.10: Valores de las cargas y la funciéon de plastificacion respecto a un
esfuerzo axil creciente

Esf. Paso Qplast ZMNV Z; M,
(i) (-10%) Nodo 1 Nodo 2 Nodo 1 Nodo 2 Nodo 1 Nodo 2
M 1 1,46667 —1,0-1072° — —1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +1,0-1072 +25-107% —2,0-10720 —4,0-10"20 0 0
0,0 Mn L 146667 -1,0-10720 - —1,0-10720 —— 0 0
2 1,65000 +1,0-1072 42,5-1072 —2,0-1072° —4,0-10720 0 0
MNy 1 145454 —3,0-10719 — —3,0-1071° — 0 0
2 1,63410 +5,2-107% +2,8-107'® 4+52-107* +2,8-107'® 1036 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — —1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +1,6-1072 +8,1-1072 —2,0-1072° —4,0.-10720 0 0
05 MmN L 146020 —2.3.1071° - -2,3-107'8 - 0 0
2 1,64145 49,1-107% +1,1-1072 —7,6-10"* —9,6.107* 639 0
MNy 1 144829 71,0~10*z° — 71,0-10*20 -— 0 0
2 1,62547 +8,9-10"% +29-107'% +89-107%* 42,910~ 1766 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 - —1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +3,2-1072 +42,5-1072 —2,0-10720 —4,0.1072 0 0
1,0 yN 1 144148 71,0-10*? -— 71,0-10*4210 -— 0 0
2 1,61454 +9,7-1073% +9,6-107% 4+1,6-10"* +4,0-10~ 826 0
MNy L 143016 —4,4-1071° — —4,4-1071° — 0 0
2 1,59993 4+6,4-107% —50-1072° 4+6,4-107% —50-1072° 1229 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — —1,0-1072° — 0 0
2 1,65000 +6,1-1072 +53-10"2 —2,0-10720 —4,0-10"20 0 0
15 yn 1 141227 -1,0-10720 — —1,0-10720 — 0 0
2 157447 +1,0-1072 49,1-107% +96-107% +2,0-1071 1836 0
MNy L 1do1s1 —1,1~10—;9 . —1,1-10—;9 S 0 0
2 1,56263 +1,0-107% —2,3.107' +1,0-107% —2,3.10~ 1872 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — -1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +1,0-107' 49,2.1072 —2,0-1072° —4,0.-10720 0 0
20 ymy 1 137500 —3,3-10717 — -3,3-107%9 - 0 0
2 1,52291 4+8,6-107% +7,9-107% +1,2-107* —5,9.107* 631 0
MNy L 1,36557 74,5-10*19 -— 74,5-10*19 -— 0 0
2 151101 +1,4-107% —6,2-107% +1,4-107%* —6,2-10" 684 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 - —1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +1,5-1071 +1,4-1071 —2,0-10720 —4,0.10"2 0 0
25 yn 1 133221 —1,0-10720 — ~1,0-10720 — 0 0
2 1,46610 +8,0-107% +1,8-107% +1,5-107*% —7,2.-107¢ 730 0
MNy L 132385 +1,0~10*i9 -, +1,o.10*19 -— 0 0
2 145579 +1,6-107% —78.107% +1,6-107* —7,8-10" 779 0
Y 1 1,46667 —1,0-10720 — -1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +2,1-1071 +2,0-107' —2,0-10720 —4,0-107%° 0 0
30 vy 1 128620 -1,0-10720 — —1,0-10720 — 0 0
2 1,40728 +7,9-107% +1,9-107% 46,2-107* —2,1-1071% 1124 0
MNy 1 1,27888 +1,0-1071° — +1,0-1071 — 0 0
2 1,39848 4+6,5-107% —50-1072° +6,5-107%* —5,0-1072° 1154 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — —1,0-10720 —— 0 0
2 1,65000 +2,9-107' +28-107% —2,0-1072° —4,0.-10720 0 0
35 yn 1 1,23880 —1,0-107° - -1,0-10720 —— 0 0
2 1,34641 +7,1-107% +5,7-107% 44,2-107* —9,1-107* 951 0
My 1 123243 +2,0-10*19 - +2,0-10*19 -— 0 0
2 1,33893 +4,5-107% —89-107* +45-107%* —8,9-10" 965 0

Continta
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Tabla 5.10: Valores de las cargas y la funciéon de plastificacion respecto a un
esfuerzo axil creciente (continuacion)

Esf. Paso Qplast ZMNV Z; M,
(i) (-10%) Nodo 1 Nodo 2 Nodo 1 Nodo 2 Nodo 1 Nodo 2
M 1 1,46667 —1,0-10720 - -1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +3,7-107' +3,6-107% —2,0-1072° —4,0-107%0 0 0
40 N 1 119139 —1,0-1071 - -1,0-107%° - 0 0
2 1,28809 +5,7-107% +6,4-107° —3,8-10"% +2,7-107% 4424 0
MNy L 1,18587 —1,5.10*i9 -— —1,5~10*19 -, 0 0
2 1,28170 —3,9-107% +26-107% —3,9-107* 42,610~ 4384 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — -1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +4,7-1071 +4,6-1071 —2,0-10720 —4,0.1072 0 0
45 NN 1 114492 +1,0-10719 - +1,0-1071 — 0 0
2 1,23118 +6,4-107% +49-107% +48,0-107* —6,3-107% 1375 0
MNy L 114014 —1,4.10*i9 — —1,4.10*4119 -— 0 0
2 1,22576 +7,9-107% —6,1-107% +7,9-107* —6,1-10" 1371 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — —1,0-1072° — 0 0
2 1,65000 +5,7-1071 +5,6-107"' —2,0-10720 —4,0-10720 0 0
50 vy L 1,10000 —1,0-10720 - —1,0-10720 —— 0 0
2 1,17724 46,0-107% +56-10"% 48,9-107* —7,1-107% 1365 0
MmNy L 1,09587 75,0~10—z° -— 75,0-10—4210 - 0 0
2 1,17263 +8,9-107% —6,9-107% +8,9.107* —6,9.10" 1360 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — —1,0-10720 —— 0 0
2 1,65000 +6,9-1071 +6,8-1071 —2,0-10720 —4,0.10720 0 0
55 My L 105700 —3,0~10—§° -, —3,0~10—iD -— 0 0
2 1,12662 +3,8-1073 +53-107% —88-107* 46,210~ 4525 0
MNy L 1,05342 78,0~10’i0 -— 78,0-1074210 - 0 0
2 1,12264 —8,9-107% 459.107* —8,9-107* +59.10~ 4472 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — —1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +8,2-1071 +81-1071 —20-10720 —4,0.1072 0 0
60 yn 1 101612 78,0-10’?) -— 78,0-10720 -— 0 0
2 1,07911 +4,6-107% +1,6-107% +43,4-107* +5,2-10~ 1480 0
MNy L 1,01300 —2,0~10*z° -— —2,0~10*i0 — 0 0
2 1,07569 +3,3-107% +5,1-107% +3,3-107% +5,1-10" 1467 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — —1,0-1072° — 0 0
2 1,65000 +9,6-1071 +9,5-107' —2,0-10720 —4,0-10720 0 0
65 NN L 097742 -1,3.-10719 — -1,3-1071° — 0 0
2 1,03361 +3,6-1073% +3,7-107% —3,7-107% —6,1-10"*% 4094 0
MNY L 097469 —1,0~10—z° -— —1,0-10—iO - 0 0
2 1,03069 —3,6-10"% —6,1-107% —3,6-107* —6,1-10" 4053 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 — -1,0-10720 —— 0 0
2 1,65000 +1,1 +1,1 —2,0-10720 —40-.10"2 0 0
70 My 1 094088 —1,0-1072° —— -1,0-10720 - 0 0
2 099256 +4,0-1073 +4,2-107% +4,2.107% +5,6-107* 1488 0
MNy 1 093849 73,0-10*20 -— 73,0-10*20 -— 0 0
2 098863 —4,4-107% —7,0-107% —44.107%* —7,0-10" 1416 0
M 1 1,46667 —1,0-10720 - —1,0-10720 — 0 0
2 1,65000 +1,3 +1,3 —2,0-10720 —4,0-10"2° 0 0
75 yNn L 090645 76,0-10_310 -— 76,0-10_4210 - 0 0
2 0,95269 +2,8-107% +26-107% —5,1-107% —7,6-107% 3706 0
MNY L 090435 —2,0~10*z0 -— —2,0~10*i0 -— 0 0
2 095047 —4,9-107% —76-107% —49.107* —7,6-10" 3672 0
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5.4.3. Comparacién de modelos

En este apartado se llevara a cabo una comparacion entre los resulta-
dos analiticos y los resultados obtenidos utilizando los modelos MDRCP
y MDRCPRE.

En la Tabla 5.11 se recogen los valores de las cargas Q1 y Q)2 que
provocan la plastificacion de los nodos 1 y 2 respectivamente, calculadas
analiticamente (considerando los tres esfuerzos), segin el método MDRC-
PRE (tomando una tolerancia tolZ=1 - 107 y considerando la plastifi-
cacion segun los tres esfuerzos Zyny) y segun el método MDRCP (que
considera plastificaciéon tnicamente por momento flector y por tanto no
tiene en cuenta la influencia de los demaés esfuerzos en la plastificacion).

Para el método MDRCPRE se muestra el error relativo frente a los
valores analiticos. El valor de la funciéon de plastificacion ya esta recogido
en la Tabla 5.10, donde se comprob6 que siempre tomaba valores menores
que la tolerancia y que por tanto pueden ajustarse a 0 tanto como se
desee. Para el método MDRCP se muestra, ademas del error relativo, los
valores de la funciéon de plastificacion.

Se comprueba que el error entre los resultados analiticos y los obteni-
dos con el método MDRCPRE considerando los tres esfuerzos es virtual-
mente cero para la primera seccion plastificada y para la segunda tiene
un pequeno error (se obtiene incrementando la carga hasta encontrar
la carga de plastificacion, por lo que toma un valor ligeramente menor)
que puede ser corregido disminuyendo la tolerancia tolZ para considerar
nula la funcién de plastificacion. Es decir, el método MDRCPRE puede
aproximar con la exactitud deseada el resultado analitico.

Sin embargo, si no se consideran todos los esfuerzos en la plastificacion
(en el modelo MDRCPRE, reflejado en la Tabla 5.10 y especialmente en
el modelo MDRCP) los errores seran inasumiblemente grandes, como se
puede ver en la Tabla 5.11, mayores cuanta mas importancia relativa
tienen los esfuerzos axil y cortante.

Finalmente se recogen la evolucién del momento flector desarrollado
en las secciones 1 y 2 a medida que aumenta la carga en el modelo
MDRCPRE, para tres valores de v y para diferentes materiales, cuyas
constantes se recogen en la Tabla 5.12.

Se observa que con o« = 0 (Figura 5.36) se obtiene un comporta~
miento similar al teérico cuando no se considera dano ni endurecimiento.
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Tabla 5.11: Comparacion de los

MDRCPRE y MDRCP

resultados analiticos y los modelos

Analitico  MDRCPRE MDRCP
o Paso plast Qplast Qplast Zn

(-10%) (-10%)  Error (-10%) Error Nodo 1 Nodo 2
0o 1 1,45455  1,45454 —0,00% 1,46667 0,83% +8,4-10"2 ——
' 2 1,63465  1,63410 —0,03% 1,65000 0,94% +1,0-10"2 +1,0-10"2
05 1 1,44829  1,44829 —0,00% 1,46667 127% +1,3-10"2 ——
’ 2 1,62640  1,62547 —0,06% 1,65000 1,45% +1,6-10"2 +1,6-1072
T 1,43016  1,43016 —0,00% 1,46667 2,55% +2,6-10"2 ——
' 2 1,60256  1,59993 —0,16% 1,65000 2,96% +3,3-10"2 +3,3-1072
15 1 1,40182  1,40181 —0,00% 1,46667 4,63% +4,8-102 —
' 2 1,56560  1,56264 —0,19% 1,65000 5,39% +6,1-10"2 +6,1-10"2
5o 1 1,36557  1,36557 —0,00% 1,46667 7,40% +8,0-10"2 ——
' 2 1,51883  1,51101 —0,51% 1,65000 8,64% +1,0-10"' +1,0-10""%
oy 1 1,32385  1,32385 —0,00% 1,46667 10,79% +1,2-10"" —
' 2 1,46564  1,45579 —0,67% 1,65000 12,58% +1,5-10"" +1,5-10""
50 1 1,27888  1,27888 —0,00% 1,46667 14,68% +1,7-10"" ——
' 2 1,40903  1,39848 —0,75% 1,65000 17,10% +2,1-10"' +2,1-10""
55 1 1,23243  1,23243 —0,00% 1,46667 19,01% +2,3-10"" ——
' 2 1,35133  1,33893 —0,92% 1,65000 22,10% +2,9-10"' +2,9.-10""
0 ! 1,18587  1,18587 —0,00% 1,46667 23,68% +2,9-10"" ——
’ 2 1,29420  1,28170 —0,97% 1,65000 27,49% +3,7-10"% +3,7-107¢
45 1 1,14015  1,14014 —0,00% 1,46667 28,64% +3,7-10"! ——
' 2 1,23875  1,22576 —1,05% 1,65000 33,20% +4,7-10"' +4,7-10""
5o 1 1,09587  1,09587 —0,00% 1,46667 33,84% +4,5-10"" —
' 2 1,18566  1,17263 —1,10% 1,65000 39,16% +5,7-10"" +5,7-10""
5y 1 1,05342  1,05342 —0,00% 1,46667 39,23% +5,5-10"" ——
' 2 1,13528  1,12264 —1,11% 1,65000 45,34% +6,9-10"" +6,9-10""
6o 1 1,01300  1,01300 —0,00% 1,46667 44,78% +6,5-10"" ——
' 2 1,08775  1,07569 —1,11% 1,65000 51,69% +8,2-10"' +82.10""
65 1 0,97470  0,97470 —0,00% 1,46667 50,47% +7,6-10"" —
’ 2 1,04309  1,03069 —1,19% 1,65000 58,18% +9,6-10"' +9,6-10""
70 1 0,93850  0,93850 —0,00% 1,46667 56,28% +8,8-10! ——
' 2 1,00123  0,98863 —1,26% 1,65000 64,80% 1,1 +1,1
7 1 0,90435  0,90435 —0,00% 1,46667 62,18% +1,0 —
' 2 0,96202  0,95047 —1,20% 1,65000 71,51% +1,3 +1,3
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Tabla 5.12: Parametros de los materiales utilizados

. -3
Not. Descripcion e (1077) o [MPal E |GPa]
Ef Ep of O Ef ET
N Material elastoplastico 4101 6. 108 975 275 2100 0,00
ideal
N (E) Mj(ff;iﬁfjgﬁ:igco 1,310 1,0-10° 275 325 2100 500-10~*
N (D) Mate“ifggflasmo 1310 2,6 275 275 2100 0,00
Material elastopléastico
N (ED) con dafio y 1310 26 275 325 2100 38,75

endurecimiento

Asi, el momento en la seccion plastificada (nodo 1, lineas rojas) perma-
nece préacticamente constante (disminuye levemente a causa del aumento
del esfuerzo cortante). Sin embargo, con endurecimiento dicho momento
aumenta progresivamente, con dano disminuye y cuando se consideran
ambos primero crece y después disminuye, ya que sus efectos son opues-
tos. La linea verde indica la evoluciéon del momento en el nodo 2, que
plastifica en el instante de colapso y por tanto su valor final es exacta-
mente el momento plastico de esa seccidén con ese material, mientras que
el valor final del momento en el nodo 1 podra ser inferior o superior,
dependiendo del material considerado. Al tomar diferentes materiales en
cada caso, el momento plastico de la seccion es diferente y por ello las
secciones pueden plastificar a diferentes cargas.

Aumentando el valor de « a 3,5 el axil adquiere mayor importancia y
se observa en la Figura 5.37 que los momentos necesarios para la plastifi-
cacion de las secciones son mucho menores. Ademés, tras la plastificacion
de la primera seccién, el momento siempre decrece por el aumento del
esfuerzo axil en cada incremento de carga, aunque en mayor o menor
medida segtin el material considerado, gracias al efecto del dano o del
endurecimiento.

Tomando un valor o = 7,5 se observa en la Figura 5.38 que los mo-
mentos plasticos son atn menores y la disminuciéon de éstos tras la plas-
tificacion mucho mas acusada, resultando mas irrelevante la eleccion del
material en la evoluciéon de su estado.

En la Figura 5.39 se puede observar la comparacion entre los diferentes
resultados.
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6.1. Principales conclusiones

En esta Tesis se han desarrollado una serie de modelos simplificados
para aproximar el comportamiento no lineal de estructuras planas de
barras. Los materiales se solicitan mas alla del régimen elastico, llegando
a la plasticidad, a la rotura y a un eventual colapso de la estructura.

El punto de partida es el Método Directo de Rigidez, método matri-
cial que calcula las incognitas de un problema estructural considerando
su matriz de rigidez y las condiciones de contorno a las que esta some-
tida. Se consideran tnicamente estructuras planas formadas por barras
rectas. Con este método pueden determinarse todos los desplazamientos
y fuerzas en los nodos, las reacciones en los apoyos, los esfuerzos en todas
las barras y la deformada de la estructura bajo carga.

La aplicacion secuencial de dicho método forma la base del calculo
plastico paso a paso desarrollado posteriormente. En éste se identifica
la seccion donde aparece una roétula plastica a medida que aumenta la
carga, se resuelve el problema incremental para dicho valor y se actualiza
posteriormente la estructura anadiendo la rétula en ese punto. Acumu-
lando las sucesivas soluciones incrementales, se obtiene la evolucion de la
estructura a medida que se van formando rétulas plasticas en diferentes
secciones, hasta el instante ultimo en el que la estructura incremental
tiene un movimiento de solido rigido. Las limitaciones de este modelo se
reflejan en el concepto utilizado de rotula plastica concentrada subita,
causada tnicamente por momento flector: se modela el material como
elastoplastico lineal, de forma que a partir de la tensiéon de fluencia se
supone un incremento nulo de tension para cualquier incremento de de-
formacion, y se obvia la contribucion de los esfuerzos axil y cortante en la
reduccion de la carga necesaria para la formacion de las sucesivas rotulas
plésticas.

Dicho modelo secuencial se amplia posteriormente con la introduccion
del concepto de seccidon plastificada en lugar de rétula plastica. De esta
forma, se llevara a cabo un calculo pléastico que, por un lado, considerara
un material elastoplastico con dano, asumiendo que para cierto valor de
deformacion la fibra del material se rompera, y por otro, tendra en cuenta
la combinaciéon de los tres esfuerzos para evaluar la plastificacion de las
secciones. Ambas contribuciones se recogen en la funcion de plastificacion
que permite calcular la carga necesaria para la plastificacion de las seccio-
nes. Sin embargo, no se puede calcular directamente la siguiente seccién
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en plastificar, puesto que, a medida que progresa la carga, las condiciones
en las secciones varfan, por lo que se recurre a pequenos incrementos de
carga, y en cada uno de ellos a iteraciones que aseguran el equilibrio.
En este modelo se introduce una nueva matriz de rigidez elastoplastica
degradable que tiene en cuenta los efectos del acoplamiento de esfuerzos
y del dano de las secciones. La formulacion del modelo de dano se realiza
en el marco de la Mecanica del Dano Continuo, utilizando una serie de
parametros de dano para evaluar su evolucion.

Finalmente, se considera un material con un comportamiento bilineal,
con un tramo eldstico hasta el punto (¢f, of) y plastico con endureci-
miento hasta (&,, 0,), definido por tanto de forma completa con cuatro
parametros. Las hipotesis empleadas para formular este modelo son las
cominmente aceptadas en Resistencia de Materiales. Se utilizaran cinco
tipos de secciones bisimétricas (rectangulares macizas y huecas, circula-
res macizas y huecas y doble T) y se considerara plastificacion por una
combinacion de los tres esfuerzos considerados y dano. Sin embargo, tras
el agotamiento de una seccién, con los posteriores incrementos de carga
aumentara su deformacion y el momento soportado por ellas podra variar
(aumentando por efecto del endurecimiento o disminuciéon por efecto del
dano) de forma que la combinacion existente de esfuerzos y dano anule
la funcion de plastificacion en todas las seccion agotadas. En este modelo
se han determinado los esfuerzos y las funciones de plastificaciéon para
cada seccion considerada y se ha desarrollado una matriz elastoplastica
degradable para el elemento barra 2D que relaciona los esfuerzos con los
desplazamientos y el dano. La formulacién del problema es incremental
e iterativa, de forma que las sucesivas soluciones obtenidas para cada
incremento de carga cumplan en todo momento con las ecuaciones de
equilibrio, compatibilidad y comportamiento (elastico y plastico) y se
evalte en todas las secciones plastificadas anteriormente la variacion de
esfuerzos y dano. Este modelo incluye a los anteriores, ya que los valores
de los cuatro parametros que definen el material pueden ajustarse pa-
ra obtener los comportamientos descritos anteriormente y la funcion de
plastificacion puede particularizarse para la consideracion de los distintos
esfuerzos.

El interés de este método desarrollado radica en que los valores de
los cuatro parametros que definen el material (e¢, oy, €, y 0,) pueden
ajustarse mediante técnicas de Model Updating para simular con un buen
nivel de precision el comportamiento real de las estructuras, conocido és-
te a partir de informacion experimental, mediante ensayos, o numérica,
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mediante simulaciéon. Con esta filosoffa, a partir de los resultados de un
experimento real se han ajustado los parametros del programa de elemen-
tos finitos Metafor, considerando por tanto sus resultados como referencia
para los procesos de Model Updating de ajuste de los cuatro parametros
mencionados, realizados sobre el modelo elastoplastico con dano y endu-
recimiento desarrollado. Para ello ha sido necesario formular un método
incremental e iterativo capaz de llegar a una soluciéon que, cumpliendo con
todos los requerimientos del problema, se ajusta al comportamiento de la
estructura conocido mediante otras técnicas numéricas o experimentales.
Se resuelve el problema en términos de las variables monodimensionales
del modelo de barras (esfuerzos en cada seccion y desplazamientos y gi-
ros de la directriz de la barra) y en cada instante de carga se garantizan
las ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y comportamiento, eléstico
y plastico.

Aunque tras la formulaciéon matricial y la discretizacion solo un niame-
ro reducido de estas variables (esfuerzos axil, cortante y momento flector,
desplazamientos y giros) es expresamente conocido en los nodos, es posi-
ble obtener su distribuciéon en toda la estructura (diagramas de esfuerzos
y forma deformada), lo cual supone una ventaja sobre los modelos gene-
rales de elementos finitos. Adicionalmente, aunque la capacidad actual
de las aplicaciones numéricas basadas en el método de los elementos fi-
nitos permite abordar con éxito el problema, el esfuerzo computacional
necesario para ello es muy alto, su manejo exige dilatados tiempos de for-
macion y los resultados obtenidos no son interpretables de forma directa.
En general es preciso recurrir a discretizaciones finas mediante elementos
volumétricos donde las variables de calculo son tensiones, deformaciones
y desplazamientos a nivel de punto, en los nodos.

La formulacién monodimensional realizada permite conocer la solu-
cion para cada carga en términos de las magnitudes de uso comun en
ingenieria civil y en arquitectura y realizar comprobaciones siguiendo las
recomendaciones de las normativas respecto al comportamiento elasto-
plastico de las secciones.
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6.2. Aportaciones originales

Se resumen a continuaciéon algunas de las aportaciones originales de
la presente Tesis:

= Estudio de los esfuerzos elasticos y plasticos de las secciones rec-
tangular maciza, rectangular hueca, circular maciza, circular hueca
y doble T.

= Desarrollo de un modelo versatil de analisis elastopléastico de estruc-
turas con dano y endurecimiento, de forma que las condiciones en
las secciones agotadas pueden cambiar tras la plastificacion, aumen-
tando el momento por causa del endurecimiento o disminuyendo a
causa del dano, de forma que todas ellas se encuentren sobre la
superficie de plastificacion.

» Proceso de actualizado (model updating) de parametros del material
del modelo de analisis elastoplastico para ajustar el comportamien-
to de estructuras reales.

= Modelo para la obtencion del dano de la secciéon a partir de los
resultados puntuales ofrecidos por los métodos de elementos finitos
basados en elementos 3D.

= Procesos numéricos y algoritmos informaticos:

e Método Directo de Rigidez con Calculo Pléstico paso a paso.
Aplicacion secuencial del Método Directo de Rigidez donde,
tras identificarse la seccion en la que aparece una rotula plas-
tica a medida que aumenta la carga, se actualiza la estructura
anadiendo la rotula, resolviendo el problema incremental y
acumulando la solucién hasta el instante ultimo, marcado por
el momento en el que la estructura incremental tiene movi-
miento de so6lido rigido. El material utilizado es elastopléstico
ideal y las rotulas se forman tnicamente a causa del momento
flector en la seccion.

e Método Directo de Rigidez con Calculo Pléstico paso a paso y
Reduccion del momento plastico por combinacion de esfuerzos
y dano. Incluye el concepto de seccion plastificada en lugar de
rotula plastica, ya que la seccion se agota por una combinaciéon
de esfuerzos y la accion del dano. En este modelo se incrementa
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la carga de forma gradual y se itera en cada incremento, ya
que a medida que progresa la carga las condiciones en las
secciones agotadas van cambiando. El material utilizado es
elastoplastico con dano y para calcular la evolucién del dano
se utiliza un modelo basado en la mecanica del dano continuo.

Método Directo de Rigidez con Célculo Plastico paso a paso,
Reduccion del momento plastico por combinacion de esfuerzos
y dano y Endurecimiento. En este método también se utiliza
el concepto de seccion plastificada y también serd necesario
iterar para lograr el equilibrio en todas las secciones agotadas
anteriormente a medida que aumenta la carga. El material uti-
lizado es elastopléastico con dano y endurecimiento, por lo que
las condiciones en las secciones plastificadas pueden cambiar
de manera que el momento en ellas crezca por acciéon del endu-
recimiento y/o disminuya como consecuencia del dano, para
cuya evolucion se utiliza un modelo basado en la resistencia
de materiales. Es un caso general que engloba a los anteriores
y serd por tanto en éste en el que se apliquen las técnicas de
model updating desarrolladas, que cambian los valores de los
cuatro parametros que definen el material hasta que la res-
puesta predicha coincide con la respuesta real.

Los algoritmos informéaticos permiten la resolucién de estruc-
turas con diferentes materiales y secciones para cada barra,
ademas de poder definir las cargas externas y las condiciones
de las uniones y apoyos.

Todo ello permite analizar el comportamiento elastoplastico de estruc-

turas planas de secciones bisimétricas hasta el colapso con unos modelos
de diferente exactitud que ademas pueden ajustarse para lograr que sus
respuestas coincidan con las consideradas correctas en cada caso, obteni-
das mediante experimentacion o simulacién.

Algunas de estas aportaciones originales han dado lugar a ponencias

en congresos y a distintos articulos cientificos publicados en revistas in-
ternacionales.
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6.3. Posibles lineas de desarrollo futuro

Alguna de las lineas de desarrollo futuro relacionadas con este trabajo
son las siguientes:

» Optimizaciéon y ampliacion del codigo: implementacion de técnicas
de convergencia acelerada, interfaz grafica para la introduccion de
la estructura y sus propiedades, etc.

= Ampliacién del estudio a otras secciones u otras orientaciones es-
paciales.

» Aplicaciéon al comportamiento dinamico del sistema, lo cual ademés
permitiria utilizar los resultados de un anélisis modal (respuesta en
frecuencia, forma modal, frecuencia natural, etc.) para los procesos
de model updating. Aplicaciéon de dicho analisis para la detecciéon
de dano en estructuras.

= Introduccion de cargas secuenciales, ciclicas y de procesos de des-
carga, lo cual implica la reformulacion de los algoritmos, planteados
como acumulativos ante cargas monotonas crecientes.

= Ampliacion del cilculo para sistemas de barras tridimensionales.
Implica una reestructuracion de los procesos teéricos y numéricos
y ademas la consideracion de todos los esfuerzos (aparecen en la
Figura 2.2b), tanto para el comportamiento general de la estructu-
ra, como para la determinaciéon de una nueva funcién de fluencia
que los tenga en cuenta junto con el dano.

» Estudio de la temperatura, no solo como carga externa (ya conside-
rado en este estudio), sino también como factor de influencia en las
propiedades del material (tensiones limite, médulo de Young, etc.)
lo cual incrementara la no linealidad del modelo. De esta forma se
podria calcular la temperatura maxima que seria capaz de aguan-
tar una estructura sometida a determinadas acciones exteriores,
modelando asi una situaciéon de incendio.

» Consideracion de otros fenémenos: abolladuras locales (ampliacion
a secciones de clase 3 y 4), estudios de inestabilidad local y glo-
bal, plastificacion distribuida, estudios de carga y descarga, otros
dominios de plastificacion, etc.
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Estos desarrollos son en algunos casos laboriosos, ya que implican
la reestructuraciéon de procesos teéricos, numéricos y de programacion,
pero factibles en general. No se ha considerado necesario incluirlos en
esta Tesis y se dejan como futuras lineas que completaran el estudio de
estructuras de barras con comportamiento elastoplastico hasta el colapso.
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7.1. Abstract

In this study we develop increasingly complex models that try to
approximate the nonlinear behavior of 2D beam structures from elastic
behavior until collapse. These models are developed in an application
based on the beam element, which allows us to conduct studies under
different conditions, not only with changes in the structure geometry and
loads for different beam sections, but also with the inclusion of different
materials and behaviors and the proposal of various hypotheses. The
materials are loaded beyond the elastic regime, reaching plasticity and
rupture, thus including section and structural damage.

One of the main advantages of beam models versus other typical finite
element modeling is the possibility of having continuous analytical ex-
pressions for describing each beam behavior (displacements, forces, etc.),
instead of the point values at each node offered by any other calculation
model using finite elements. In particular, the study was limited to 2D
problems, so the beam2D model was used to represent each bar of the
structure, with only three degrees of freedom per node (two translations
and one rotation) and being defined solely by the position of their two
end nodes.

The starting point is the Direct Stiffness Method, in which the elastic
response (displacements and generalized stresses) is calculated for any
2D structure formed by straight beams for any load state (point or dis-
tributed load, temperature, initial deformation, etc.).

Expanding the scope of the study, a classic plastic calculation method
is developed, considering the possible formation of plastic hinges due only
to bending moment as a multiplier factor is increased. The plastic hinges
can be formed at any point (section) of any beam of the structure (not
only at its nodes), dividing the initial bars, looking for the successive
points where the maximum moments are reached.

Then the plastic calculation method is completed, including the possi-
bility of interaction between axial and shear stress and bending moment,
so that instead of a plastic hinge appearing for a particular value of the
bending moment on the section, a yield section would appear for a com-
bination of all the stresses (axial, shear and bending moment) and also
including the material damage due to the accumulation of plastic strain,
obtaining the yield function. A new degradable elastoplastic stiffness ma-
trix, which takes into account non-linearities of the material and damage
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of the section as the outermost fibers reach the ultimate strength is in-
troduced. The formulation of the damage model follows the CDM ( Con-
tinuum Damage Mechanics), requiring a number of damage parameters
that cannot be measured directly, proposed by various authors (Bonora,
Lemaitre, Wang and Chandrakanth), which entail different results.

Finally, in order to estimate the bearing capacity of the beam sections
and quantify their damage, the behavior of the material is characterized,
simplifying the stress-strain behavior using a elastoplastic bilinear mo-
del (linear elastic followed by linear plastic with hardening) using four
parameters for its definition. Therefore, the behavior of the material is
elastic until the point (¢4, o) is reached and plastic behavior begins.
It continues until the point (&, 0,) is reached and the material breaks.
The hypotheses used to develop this model are the commonly accepted
premises in Strength of Materials, resulting in some expressions for each
model and for each section depending on a short number of parameters.

It is noted that however sophisticated the models are, the nonlinear
behavior of the section and the frame as a whole can only be approxima-
ted, because there are several real effects that cannot be taken into ac-
count in any model based on beam2D elements: the complex stress-strain
relationship of real materials; the residual stresses after hot rolling; the
yielding, which does not occur in a single concentrated area but affects
adjacent sections and which does not appear suddenly but progresses with
increasing stresses; the Navier-Bernoulli hypothesis is applicable only to
a certain extent in the elastic regime, etc.

The interest of the developed method lies precisely in the fact that,
with these four parameters (¢4, oy, €, and o,) and having enough nu-
merical information (from simulations) and experimental information
(behavior of the material and section and some reference structures, from
tests), their values can be adjusted using Model Updating techniques and
hence the method can be used to simulate, with good level of accuracy,
the actual behavior of the frame until collapse.

Therefore, in this work a monodimensional computational model for
the degradable elastoplastic analysis of 2D beam structures, including
damage (quantified using a scalar variable of the section for each load)
and hardening, is developed. The determination of these values may be
interesting in order to estimate the reserve of resistance of certain struc-
tures undergoing overloads or accidental actions, such as earthquakes,
allowing us to predict specific needs of intervention on the structures.
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Some of the above have led to original contributions that have re-
sulted in some conference presentations and scientific articles published
in international journals. Some of them are collected at the end of this

document.
The structure of this document is shown in Figure 7.1.

1. Introduction
- Objectives

- Software

- State of the art

2. Previous developments
- Beam element

- Yield function

- Model updating

- Point values — section
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6. Conclusions
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D. Merits

Figura 7.1: Structure of the document
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7.2. Main conclusions

In this thesis, some simplified models have been developed to ap-
proximate the nonlinear behavior of 2D beam structures. The materials
are loaded beyond the elastic regime, reaching plasticity, breakage and a
possible collapse of the structure.

The starting point is the Direct Stiffness Method, a matrix method
used to calculate the unknowns of a structural problem considering the
stiffness matrix and the boundary conditions to which it is subjected.
Only 2D structures formed by straight beams are considered. This me-
thod can determine all displacements and forces at the nodes, the reac-
tions at the supports, the stresses in all beams and the deformed shape
of the structure under loading.

The sequential application of this method is the basis of the classic
plastic methods of structural analysis. After finding the section where
the next plastic hinge will appear as the load increases, the incremen-
tal problem is solved for this value of the load and then the structure
is updated by adding the hinge at this node. The accumulation of the
successive incremental solutions gives the evolution of the structure as
plastic hinges appear in different sections, until the last moment at which
the incremental structure has rigid body motions. The limitations of this
model are reflected in the use of the concept of a concentrated sudden
plastic hinge caused solely by bending moment: the material is modeled
as linear elastoplastic, so that after the yield stress is reached, a zero
stress increase is assumed for any strain increase, and it also neglects
the contribution of axial and shear stress on the reducing of the load
necessary for the formation of successive plastic hinges.

This sequential model is then expanded with the introduction of the
concept of yield section instead of plastic hinge. In this way, the plastic
analysis will consider an elastoplastic material with damage, assuming
that for a certain value of strain the fiber material will break; and it will
also take into account the combination of the three stresses in order to
evaluate the yielding of the sections. Both contributions are included in
the yield function for calculating the necessary load for the yielding of
sections. However, the next section which will yield cannot be calculated
directly in a single step, because as the load increases, the conditions may
change in the sections. Instead, the method uses small load increments
with iterations within each of them to ensure the equilibrium. In this
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model, a new degradable elastoplastic stiffness matrix is developed, and
it takes into account the effects of coupling between stresses and damage
of the sections. The formulation of the damage model is carried out in the
framework of Continuum Damage Mechanics, using a number of damage
parameters to evaluate its evolution.

Finally, a material with a bilinear behavior is considered, with an elas-
tic zone until the point (¢4, oy) is reached and a plastic with hardening
zone until the point (e,, 0,.) is reached, thus defining it entirely with four
parameters. The hypotheses used to formulate this model are commonly
accepted in the Strength of Materials area. Five types of bisymmetri-
cal sections will be used (solid and hollow rectangular, solid and hollow
circular and wide flange) and yielding will be caused by a combination
of the three considered stresses and damage. However, after the section
has reached its ultimate strength, with the following load increments its
strain will increase and the bending moment in this section will vary
(increasing due to hardening or decreasing due to damage), so that the
combination of stresses and damage will make the yield function zero in
all the yield sections of the structure. In this model the plastic stresses
and yield functions have been obtained for the five sections considered,
and a degradable elastoplastic stiffness matrix has been developed, re-
lating the stresses of a 2D beam with its displacements and damage at
its nodes. The formulation of the problem is incremental and iterative,
so that the successive solutions obtained for each load increment verify
at all times the equilibrium, compatibility and constitutive (elastic and
plastic) equations and also to evaluate in every yield section the variation
of stress and damage. This model includes the previous models, since the
values of the four parameters that define the material can be adjusted
to obtain the behaviors described above and the yield function can be
particularized to consider different stresses.

The advantage of this method is that the values of the four parame-
ters which define the material (¢, oy, €, and o0,) can be adjusted using
model updating techniques to accurately simulate the actual behavior
of structures, known from experimental data, by testing, or numerical
simulation. Therefore, based on the results of an actual experiment, the
parameters of the finite element program Metafor have been adjusted,
considering its results as a reference for the modal updating processes
of the four parameters mentioned above, performed on the elastoplastic
model with damage and hardening. For this reason, it has been neces-
sary to formulate an incremental and iterative method able to obtain a
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solution which meets all the requirements of the problem and to adjust
the behavior of the structure, known by other numerical or experimental
techniques. This solves the problem in terms of the beam model variables
(stresses in each section and displacements and rotations in the center
line of the beam) and for each loading increment all the equilibrium, com-
patibility and constitutive (elastic and plastic) equations are fulfilled.

Although after the matrix formulation and the discretization only
a small number of these variables (axial and shear stress, bending mo-
ment, displacements and rotations) are explicitly known at the nodes, it
is possible to obtain their distribution throughout the structure (beam
diagrams and deformed shape), which is an advantage over other general
finite element models. Additionally, while the current capacity of nume-
rical applications based on finite element method can solve the problem
properly, the computational effort required for this is very high, its use
requires lengthy training times and results are not interpretable directly.
In general it is necessary to use fine discretizations using volumetric ele-
ments where the calculations include variables such as stresses, strains
and displacements in the nodes.

Once that the one-dimensional formulation has been developed, the
solution for each load can be obtained in terms of quantities commonly
used in civil engineering and architecture, allowing to check the recom-
mendations of the regulations regarding the elastoplastic behavior of the
sections.
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7.3. Original contributions

Some of the original contributions of this thesis are summarized be-
low:

= Study of elastic and plastic stress of solid and hollow rectangular,
solid and hollow circular and wide flange sections.

= Development of a versatile elastoplastic structure analysis model
with damage and hardening. The conditions in the sections which
have reached its ultimate strength can change after yielding, in-
creasing the bending moment due to hardening or decreasing due
to damage, so all of them stay in the yielding surface.

= Model updating process of material parameters of the elastoplastic
analysis to accurately simulate the actual behavior of structures.

= Model for obtaining section damage from point results of finite
element methods based on 3D elements.

= Computer algorithms and numerical processes:

e Direct Stiffness Method with step-by-step plastic calculation.
Sequential application of the Direct Stiffness Method where,
after an incremental problem is solved for a value of the load
calculated to make the next hinge of the section appear, the
structure data are updated with the new hinge and a new in-
cremental problem is solved. The evolution of the structure
is obtained by accumulating the successive incremental solu-
tions until a rigid body motion is detected. The material used
in this model is perfectly elastoplastic and hinges appear due
only to bending moment in the section.

e Direct Stiffness Method with step-by-step plastic calculation
and reduction of the plastic moment by combination of stresses
and damage. It includes the concept of yield section instead of
plastic hinge: the section reaches its ultimate strength with a
combination of stresses and the effect of damage. In this model
the load is gradually increased, having iterations within each
increment, because the conditions on the sections can change
with the load. The material used in this model is elastoplastic
with damage and the evolution of damage is calculated using
some models based on the Continuum Damage Mechanics.
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e Direct Stiffness Method with step-by-step plastic calculation
and reduction of the plastic moment by combination of stres-
ses and damage and hardening. This method uses the con-
cept of yield section and it also uses iterations within each
load increment to ensure the equilibrium in all the sections
of the structure which have previously reached their ultimate
strength. The material used in this model is elastoplastic with
damage and hardening, in order to allow the bending moment
in these sections to increase due to hardening or to decrease
due to damage. For the evolution of damage, a model based
on the Strength of Materials is used. This model is a gene-
ral case that covers all of the above and it is therefore the
one where the model updating techniques developed are ap-
plied, changing the values of the four parameters which define
the material until the predicted response matches the actual
response.

e The computer algorithms can solve structures with different
materials and sections on each beam, and they allow us to
define external loads and conditions of the joints and supports.

This allows us to analyze the behavior of 2D elastoplastic structures
with bisymmetrical sections until collapse, with models of different ac-
curacy that may also be updated to ensure that their results match the
actual responses, obtained by experiment or simulation.

Some of these original contributions have resulted in several conferen-
ce presentations and scientific articles published in international journals.
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7.4. Future research

Some of the future research lines related to this work are the following;:

= Optimization and extension of the code: implementation of acce-
lerated convergence techniques, graphical interface for data intro-
duction, etc.

= Expansion of the study to other sections or other spatial orienta-
tions.

= Application to the dynamic behavior of the system, which would
also allow to use the results of a modal analysis (frequency res-
ponse, modal shape, natural frequency, etc.) for the model upda-
ting processes. Application of this analysis to damage detection in
structures.

= Introduction of sequential loads, cyclic loads and discharge pro-
cesses, which involves the reformulation of algorithms, posed as
cumulative with monotonic loads.

= Extension of the calculations for 3D beam structures. It involves
a restructuring of the theoretical and numerical processes and also
the consideration of all stresses (shown in Figure 2.2b) for both the
general behavior of the structure and for the determination of a
new yield function that takes all of them into account along with
the damage.

» Study of the temperature not only as an external load (as consi-
dered in this study), but also as a factor influencing the properties
of the material (limit stress, Young’s modulus, etc.), which would
increase the nonlinearity of the model. This way, the maximum
temperature that a structure would be capable of supporting when
subjected to certain external loads could be calculated, modeling a
fire situation.

» Consideration of other phenomena: local buckling phenomena (ex-
tension to class sections 3 and 4), studies of local and global ins-
tability, distributed yielding, loading and unloading studies, other
yielding domains, etc.
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Some of these developments are laborious, since they involve restruc-
turing theoretical, numerical and programming processes, but they are
generally feasible. It was not considered necessary to include them in
this thesis and they are left as future research lines that will complete
the study of beam structures with elastoplastic behavior until collapse.
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A.l1. Hipobtesis

La tunica hipoétesis adicional respecto a las mencionadas en el Apar-
tado 3.1 se refiere al comportamiento del material, que en este caso sera
elastico lineal.

A.2. Material elastico lineal

El comportamiento de una secciéon de un elemento barra 2D mode-
lada con un material eléstico lineal (Figura A.1) y sometida a flexion es
sencillo: el estado tensional se adaptara de forma lineal para permanecer
en equilibrio. La deformacion de la secciéon sera siempre plana y con un
maximo proporcional a la curvatura s, de forma que emax mm = £hk/2,
siendo h el canto de la seccion (Figura A.2).

Dicho comportamiento es andlogo al de un muelle a tracciéon dentro
de su rango elastico.

—AWW—

(a) Analogia (b) Relacion o — ¢

3

Figura A.1: Ley de comportamiento elastico lineal

—_

K

(a) Seccion (b) Relaciéon momento-curvatura

Figura A.2: Comportamiento de la seccién con modelo eléastico lineal
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A.3. Modelo

El Método Directo de Rigidez (MDR) es un método matricial que
calcula las incognitas de un determinado problema estructural (fuerzas
o desplazamientos), considerando la matriz de rigidez de la estructura
y las condiciones de contorno, en desplazamientos o fuerzas, a las que

esta sometida. Es la aplicacion mas simple del Método de los Elementos
Finitos (MEF).

Este método discretiza en elementos la estructura completa. Los ele-
mentos pueden ser tan simples como una barra unidimensional, definida
por la posicion de sus puntos inicial o final (2 nodos) o tan complejos co-
mo un cuerpo tridimensional de 64 nodos (Figura A.3). E1 MDR tratara
a todos sus elementos de la misma forma [22].

(a) Elemento barra 1D (b) Elemento 3D

Figura A.3: Elemento mas sencillo y mas complejo

Como se ha mencionado, se consideran tinicamente estructuras planas
formadas por barras de directriz recta, definidas por sus nodos inicial y
final, las constantes elasticas de su material y las propiedades de su sec-
cion. A cada elemento barra se le asigna una matriz de rigidez elemental,
que relaciona las fuerzas en sus nodos, equivalentes a las fuerzas aplica-
das sobre la barra, con los desplazamientos y giros de dichos nodos, que
a su vez determinan la deformada de la barra. Dicha matriz de rigidez
depende de su longitud y seccion, de su material y de las condiciones de
enlace de sus extremos.

Considerando una viga de longitud L, seccién transversal A y modulo
de inercia I, sobre la que actiia una serie de cargas contenidas en el
plano xy (plano principal de inercia de la seccion transversal), se puede
determinar la matriz de rigidez del elemento barra, suponiendo que no
se presentan fenoémenos de inestabilidad elastica [13]|. Despreciando las
deformaciones debidas al cortante, se puede obtener la matriz de rigidez
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del elemento barra 2D considerando los seis grados de libertad nodal
total:

- AL AE 1
it 0 0 0 0 0
L L
12EI.  6EL 12EI.  6EIL
L3 L2 0 - L3 L2
6EI,  AEL 6EI, 2EI
0 L2 L 0 L2 L
Kool = Al
o AD 0 0 AE 0 0 .
L L
_12EI, GEI, 0 12EI,  G6EI,
L3 12 I3 12
0 6EI, 2EL 0 6EI, AEI,
X 12 L 12 L

De forma similar, se presentan a continuacion las matrices de rigidez
del elemento barra con el primer nodo articulado y el segundo rigido
(Ecuacion A.2), con el primer nodo rigido y el segundo articulado (Ecua-
cion A.3) y con ambos nodos articulados (Ecuacion A.4).

- 0 0 ——= 0 0
L L
3EI 3EI. 3EIL
0 5 00 == 73
0 0 0 0 0 0
[Klo] - AE AE (A'Q)
= 0 0o = 0 0
I3 L
3EI 3EI 3EL
0o - e 0 0 5
3EL 3EI. 3EL
i 0 L2 00 - JE L
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[ AE 0 0
L
3EI. 3FEL
0 I3 12
. 3EI. 3FEL
[Koi] = L? L
AE . .
L
3EI. 3FL
0 - 3 L2
0 0 0
[ AE
=~ 00
L
0 00
0 00
[Hu] = AE
== 0 0
L
0 00
0 00

0

0

0

0

e}

(A.3)

Dichas barras se unirdn unas con otras considerando comin alguno
de los nodos de cada barra de la uniéon. En cada elemento discretizado
se plantean las ecuaciones de rigidez, que se ensamblaran en una matriz
global que incluya todos los elementos, con los correspondientes cambios
de ejes de referencia. De esta forma se obtiene la matriz de rigidez global
de la estructura, que relaciona los desplazamientos y giros de los nodos

con las fuerzas y momentos equivalentes sobre los mismos.

Después de imponer las condiciones de contorno se pueden determinar
todos los desplazamientos (variables primarias) en todos los nodos y, tras
ello, determinar los valores de los esfuerzos en los nodos y los diagramas
de los esfuerzos en todas las barras. Asimismo, es posible calcular las

reacciones en los apoyos.



Apéndice B

Esfuerzos para secciones
bisimétricas

Contenidos
B.1. Clases de secciones (CTE) . .. ........ 193
B.2. Secciones bisimétricas . . . ... ... ... .. 197
B.3. Obtenciéon de esfuerzos . ... .. ... .... 200
B.3.1. Rectangular maciza . ... .. ... ... .. 203
B.3.2. Rectangular hueca . . .. ... ... .. ... 206
B.3.3. Circular maciza . . . . . . .. ... ... ... 211
B.3.4. Circular hueca . . ... ... ... ...... 213
B.3,5. Doble T . . . .. ... oo 218
B.3.6. Comparaciéon . . . . . ... ... ... .. 223
B.4. Esfuerzos plasticos para secciones bisimétricas 227
B.4.1. Rectangular maciza . . . ... .. ... ... 228
B.4.2. Rectangular hueca . . .. ... .. ... ... 229
B.4.3. Circular maciza . . . . . . .. ... ... ... 229
B.4.4. Circular hueca . . .. ... ... ... .... 230
B.45. Doble T . . . ... ... ... ... ... 230
B.4.6. Comparacién . . . .. .. ... ... ... .. 236

B.5. Expresiones completas de los esfuerzos plas-
ticos . . . ... e 238

B.5.1. Rectangular maciza . ... .. ... ... .. 238



192

B. Esfuerzos para secciones bisimétricas

B.5.2.
B.5.3.
B.5.4.
B.5.5.

Rectangular hueca . . . . .. ... ... ... 242
Circular maciza . . . . . . . ... . ... ... 249
Circular hueca . . ... ... .. ... .... 253
Doble T . . ... ... .. ... ... . 263




B.1. Clases de secciones (CTE) 193

B.1. Clases de secciones (CTE)

El Codigo Técnico de la Edificacion (CTE) vigente en Espana actual-
mente desde su publicacion en el BOE del 28 de marzo de 2006, establece
una clasificacion de las secciones de acero en funcién de la capacidad de
deformacion y de desarrollo de la resistencia pléastica de los elementos

planos comprimidos de éstas al estar solicitadas por un momento flec-
tor [17].

Esta clasificacion divide a las secciones transversales solicitadas por
momentos flectores en cuatro clases:

Clase 1: plastica. Permite la formacion de la rétula plastica con la ca-
pacidad de rotacion suficiente para la redistribucion de momentos.
Es decir, alcanza el momento plastico sin presentar problemas de
inestabilidad y ademas existe una rotacién suficiente como para
considerar una rétula plastica tal y como se entiende en un analisis
pléstico.

Clase 2: compacta. Permite el desarrollo del momento pléastico con
una capacidad de rotacion limitada. Es decir, alcanza el momento
pléastico, pero su capacidad de rotacién no es suficiente para formar
rotulas plasticas. Estas secciones pueden aprovechar al méximo el
material, pero no permiten considerar para la estructura mecanis-
mos de rotura de tipo plastico.

Clase 3: semicompacta o elastica. En la fibra mas comprimida se
puede alcanzar el limite elastico del acero pero la abolladura impi-
de el desarrollo del momento pléastico. Es decir, la abolladura local
se produce antes de alcanzar el momento plastico, pero una vez
superado el momento elastico. Por ello, el momento resistente de la
seccion se considerara igual al eléstico.

Clase 4: esbelta. Los elementos total o parcialmente comprimidos de
las secciones esbeltas se abollan antes de alcanzar el limite elastico
en la fibra mas comprimida.

La clasificacion de secciones de acero en una u otra clase depende
del limite eléstico del material, de las posibles vinculaciones laterales de
las zonas comprimidas y de la geometria y extension de las zonas del
panel comprimidas, que a su vez depende de la geometria de la seccion
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y los esfuerzos que producen tensiones normales en ella: esfuerzo axil y
momentos flectores.

Para la verificacion de la seguridad estructural de cada uno de estos
tipos de secciones se emplean los métodos de célculo recogidos en la
Tabla B.1, tanto para las solicitaciones, como para la resistencia de las
secciones.

Tabla B.1: Métodos de calculo para cada tipo de seccion (CTE)

Clase de seccién Solicitaciones Resistencia
Elastico Plastico Elastico Plastico
Plastica v v v v
Compacta v v v
Semicompacta v v
Esbelta v VP

a . A o .
Con posible reduccion de rigidez
b Con resistencia reducida

El comportamiento del material de estas secciones se muestra a través
del diagrama momento-curvatura de la Figura B.1 incluido en la Instruc-
cion de Acero Estructural (EAE) [18]. En él se aprecia que la clase 1 de
seccion es la tinica en la que se llega a una rotula pléstica antes de que
se produzca una inestabilidad local (abolladura) y que la clase 2 también
alcanza el momento plastico sin presentar problemas de inestabilidad
aunque con una capacidad de rotaciéon menor. Por ello, desde este punto
de vista, la aplicacién de la presente Tesis se limita a dichas secciones
de clases 1 y 2, cuyas limitaciones geométricas recomendadas, en funcién
del tipo de acero, se recogen en la Tabla B.2 para los elementos de las
geometrias mostrados en la Figura B.2.
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I
[
[
I
L
T
[
! ! —— Clase 1 (Plastica)
[ Clase 2 (Compacta)
: : —— Clase 3 (Semicompacta)
[ Clase 4 (Esbelta)
: : ° Punto de inestabilidad
|
Lo
1

Kel Kpl Rétula K
plastica

Figura B.1: Leyes de momento-curvatura para las secciones trans-
versales de clases 1 a 4, [18|

(a) Elementos apoyados en dos bordes

]

(b) Caso especial circular (¢) Elementos apoyados en un borde

Figura B.2: Elementos considerados para los limites de esbeltez
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Tabla B.2: Limites de esbeltez (¢/t maximo) para elementos planos de Clases 1y
2, total o parcialmente comprimidos (CTE)

‘ :

Seccion Solicitacion Figura B.2a Figura B.2b  Figura B.2¢c

Compresiéon 33¢ 50¢? 9e
Flexion simple 72 50¢2 —_
9,
Clase 1  Flexocompresion & 502 o
o 2 075 130[ —1 9E b
b
Flexotraccion 36¢e B B
a<0,5 a
Compresion 38¢ 70¢? 10e
Flexiéon simple 83¢e 70&* -
10e,
Clase 2 Flexocompresiéon ﬂ 70e2 o
o 2 075 130/ -1 ]-OEb
Q5
Flexotraccion 41,5¢ B B
a <05 «
a: % de longitud comprimida
e= 2(7&: factor de reduccion

 Borde libre comprimido
> Borde libre traccionado
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B.2. Secciones bisimétricas

En este apartado se describen los cinco tipos de secciones que podran
utilizarse con el modelo MDRCPRE desarrollado:

Rectangular maciza: las expresiones de los esfuerzos para esta seccion
son las més sencillas, puesto que su ancho es constante al variar la
cota vertical. Incluye el caso evidente de seccion cuadrada.

Rectangular hueca: su ancho sufre una variaciéon brusca al pasar de
la zona maciza superior o inferior a la zona hueca. Incluye el caso
de seccion rectangular de pared delgada e incluso el caso de seccion
rectangular maciza en el limite, haciendo que el ancho o el alto del
hueco tome un valor nulo.

Circular maciza: su ancho varia de forma progresiva.

Circular hueca: su ancho varia de forma progresiva aunque con un
comportamiento diferente segin se encuentre en la zona maciza
correspondiente al espesor de la seccién o en la zona del hueco.

Doble T: su ancho sufre una variacion brusca al pasar de la zona maciza
superior (ala del perfil) a la zona intermedia (alma del perfil), aun-
que al igual que el caso de la secciéon rectangular hueca, el compor-
tamiento en estas dos zonas es similar al de la seccion rectangular
maciza, puesto que su ancho es constante al variar la cota vertical.

La orientacion de las secciones rectangulares y doble T es tal que
sus lados son paralelos a los ejes y y z que definen la seccién plana del
elemento barra, siendo el eje x su directriz. Las secciones rectangulares
se pueden definir de forma que su dimensiéon mas larga sea tanto per-
pendicular como paralela al eje y vertical, siendo este segundo caso mas
favorable desde el punto de vista resistente. Sin embargo, el modelo se ha
desarrollado de forma que la orientacion de la secciéon de doble T impli-
que que el alma del perfil sea paralela al eje y (es decir, en la orientacion
habitual y méas favorable de este tipo de perfiles), por lo que la carga,
vertical y centrada, sobre ellos se aplica en el plano del alma del perfil.

Como es logico, la orientacion de las secciones circulares es indiferente
mientras no se encuentren danadas.

Las dimensiones necesarias para definir cada tipo de secciéon se mues-
tran en la Figura B.3.
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€p €p
h h h
en €h
b b b
(a) Rectangular maciza (b) Rectangular hueca (c) Doble T
(d) Circular maciza (e) Circular hueca

Figura B.3: Tipos de secciones bisimétricas

A continuacién, a titulo comparativo, se estableceran unos criterios
para poder tener una referencia del tamano relativo de las secciones si
todas tuvieran igual peso por unidad de longitud.

Los criterios tomados son los siguientes:

1. Igual area total A para todas las secciones.
2. Espesor de las secciones huecas: 10 % del lado correspondiente.

3. Igual canto para las secciones del mismo tipo.
Tomando dichos criterios, se tiene que:

= El canto de la secciéon circular maciza ya viene definido por el cri-

1
terio 1 yes D = sV Por el criterio 3, el canto de la seccion
SV

rectangular maciza sera el mismo y por tanto su ancho queda fijado.

= El canto de la seccion circular hueca viene definido por los criterios

1 /A
ly2yesD = o3\ - Por el criterio 3, los cantos de las sec-
SV
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ciones rectangular hueca y doble T seran los mismos, y sus anchos
quedaran fijados considerando el criterio 2.

Las dimensiones obtenidas para las secciones son las mostradas en
la Tabla B.3. En la Tabla B.4 se puede ver un ejemplo numérico con
A = 0,01mm?, que sera utilizado en los dos siguientes apartados para la
comparacion del comportamiento de dichas secciones. Su imagen escalada
se muestra en la Figura B.4, donde ademaés se puede apreciar el codigo
de colores que se utilizaré en las comparaciones.

Tabla B.3: Dimensiones de las secciones para igual area total

Rect. maciza Rect. hueca Circ. maciza Circ. hueca Doble T
he LA oL /A /A Lo L1t/Aa 14
05V T 03V T 06V T 03V

1 1 1 /A 3

b 2\/77 b 1’2\/71' e s\ - b 2,8\/7T

_1/4 _1 /A

= 3V = 3V
Ly = 3%71

€y = 12 ™ €y = 98 v

Tabla B.4: Dimensiones de las secciones para area total A = 0,017m?

Rect. maciza Rect. hueca Circ. maciza Circ. hueca Doble T

h = 0,200 h = 0,333 r = 0,100 r = 0,167 = 0,333

b = 0,157 b = 0,262 e = 0,0333 b= 0,337
ey, = 0,0333 ey, = 0,0333
ey = 0,0262 ey = 0,0337

JELIONE

Figura B.4: Comparativa de secciones bisimétricas de igual area
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B.3. Obtenciéon de esfuerzos

A continuacién se obtendran los esfuerzos axil, cortante y momento
flector para el modelo MDRCPRE, considerando las ecuaciones de equi-
librio (Ecuacion 2.1) y los diferentes casos que se pueden dar segun la
seccion considerada.

En la Figura B.5 se puede observar el estado tensional general de
cualquier seccién, con una zona central elastica, una zona elastoplastica
y una zona danada en los extremos.

Yr Yr

(a) Axil (b) Momento flector

Figura B.5: Estado tensional general de la seccién

Por analogia, las cotas de cambio de pendiente se denominan y, e
y¢ ya que marcan, respectivamente, la cota del limite entre la ultima
fibra rota y la primera sin romper y la cota del cambio de pendiente
del diagrama o — ¢. Considerando la antisimetria de la distribucién de
tensiones, dichas cotas tomaran el mismo valor a ambos lados de la linea
neutra que coincide ademés con el punto medio de la seccién.

La relacion entre las posiciones y de la zonas de cambio de la tension y
las deformaciones ¢ se puede establecer a partir de la Figura 3.13e donde,
por semejanza de tridngulos en la deformacion, se puede establecer

Er €y
gt (B.1)
Yr Yr

Ademas, considerando la Ecuacién 3.21, queda

LI — (B.2)
Yr ef



B.3. Obtencion de esfuerzos 201

Se define ademas el dario como:

1— h_r2 para secciones rectangulares y doble T
D= y/ (B.3)
1-= para secciones circulares
r

de forma que el dano es nulo mientras que la posiciéon v, coincida con la
fibra mas alejada de la seccion.

Se hace notar que el modelo MDRCPRE del material definido incluye
a los otros tres modelos (MDR, MDRCP y MDRCPR) con las simpli-
ficaciones oportunas, recogidas en la Tabla B.5, en cuanto a las cuatro
variables utilizadas: ¢,, €7, 0, y oy (ya que y, e ys se relacionan con
e, y €7 mediante la Ecuacion B.2). Se muestran los diferentes tipos de
distribuciones tensionales en la Figura B.6.

Por tanto, se obtendran las expresiones para el modelo MDRCPRE,
ya que a partir de ellas y de las simplificaciones indicadas, se podran
obtener las correspondientes para el resto de modelos contemplados.

Considerando la posicion relativa entre las cotas y, e yy y las posicio-
nes de cambio brusco de seccién, en caso de existir, se puede establecer un
resumen de la casuistica del nimero de expresiones diferentes necesario
para expresar cada esfuerzo, recogido en la Tabla B.6.

A continuacién se recogen las expresiones generales para cada uno de
los tipos de seccion estudiados, en funcién de sus dimensiones. Para las
graficas se han utilizado los datos de ejemplo de las secciones recogidos
en el Apartado B.2.

Tabla B.5: Simplificaciones para la obtenciéon de los modelos de ma-
terial

Modelo Tensiones Deformaciones Posiciones?®

MDR O, =0y =00 g =€E;=00 Y >Yr>h/2

MDRCP o, =0y £, = 00 yr > h/2 >y
MDRCPR Or =0f Er > Ef h/2>yr>yf
MDRCPRE or >0f Er > Ef h/2>yr>yf

a . . . . .
Expresiones para secciones circulares: sustituir h/2 por r
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o<oy | of=0;
< vy <y,
Y
h h T'/
(a) MDR (b) MDRCP
o,
(Tf =0 O'f
Yr Yr
Y Y
h Tf h Tf
(¢c) MDRCPR (d) MDRCPRE

Figura B.6: Distribucién tensional segin el modelo

Tabla B.6: Casuistica de expresiones

Secciones Dano N, V, M,
D=0 1 1 1

Macizas®
D >0 1 1 1
Huecas? D=0 1 1 2
D>0 2 2 3

# Rectangular y circular macizas
b Rectangular y circular huecas y doble T
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B.3.1. Rectangular maciza

El caso de la seccién rectangular maciza es el mas sencillo, puesto
que el ancho es constante para cualquier posiciéon y, y por lo tanto el
diferencial de area seréd siempre el mismo: bdy.

B.3.1.1. Esfuerzos axil y cortante

Comenzando a partir de la definiciéon de esfuerzo axil proporciona-
da por las ecuaciones de equilibrio, y considerando que la tension o es
constante, se obtiene:

Yr

N, (x) = /Aax(x,y, z)dA :/ o.bdy = 2boy, (B.4)

—Yr

Teniendo en cuenta la Ecuacion B.3, queda

N, (z) = bho(1 — D) (B.5)

Considerando que la tensién cortante para el caso bidimensional se

Oy . .
puede expresar cOmo 7, = ﬁ’ siendo la tension (o) constante, la expre-

sion del esfuerzo cortante sera similar sustituyendo el valor de la tension:

U g \/g
—=bdy = ——bho(1 — D) (B.6)
—Yr \/§ 3

La evoluciéon del esfuerzo axil a medida que avanza el dano en la
seccion rectangular maciza se puede ver en la Figura B.7. La grafica
del esfuerzo cortante serd cualitativamente similar aunque multiplicada
por un factor 1/ V3. La evolucion de estos esfuerzos respecto al dano
viene marcada por una linea recta, ya que su dependencia con el dano es
lineal, segtin se observa en la Ecuacion B.5 para el esfuerzo axil y en la
Ecuacion B.6 para el esfuerzo cortante.

Vy(w)z/Aay(a:,y, 2)dA =

B.3.1.2. Momento flector

Comenzando a partir de la definicién de momento flector proporcio-
nada por las ecuaciones de equilibrio se obtiene:

Yr

M) = [ ventaaa= [ oy (B.7)

—yr
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D=0.0
D=0.2
boo.4 7.% 10
D=0.6 6.x10°
D=0.8 5.x 1004
D=1.0 4.x10°

N (V)
D=0.8 3% 1064

D=06 2.x 100

D=0.4
1.x 106

D=0.2

T T T T Y
D=0.0 0 0.2 04 0.6 0.8 1

— ), ==
(a) Seccion (b) Grafica

Figura B.7: Evolucién del esfuerzo axil en funcién del dafio para la
seccién rectangular maciza

Sin embargo, a diferencia de los casos anteriores de tension constante,
en el caso del momento flector la tension si depende de la coordenada y
(Figura B.8), debiéndose integrar por tramos:

( Or —0f Or —Of .
o= —Y— |0p — Yr S1 _yrgyg_yf
Yr — Yy L Yr — Yy
gy .
op = < 02:E‘y sl —yr<y<ys (BS)
Or — 0y Or —OF .
03 = ——Y+ |of + —yy| sl Yr <Y <y
\ Yr — Yy L Yr — Yy

Por tanto, la expresion del momento flector es la siguiente:

—Yr Y Yr
M, (x) :/ Jlbydy+/ @bydy—k/ o3bydy (B.9)

Yr —Yyf Yr

Considerando las expresiones de la tension (Ecuacion B.8), la rela-
cion entre las posiciones y; (Ecuacion B.2) y la definicion de dano (Ecua-
cion B.3), se obtiene la expresion del momento flector para la seccion
rectangular maciza:

2 o —o05 Oy

M, (z) = (1— D)2@ (2@ +op— —==Ft — —) (B.10)

12 Ng n2

La evolucion del momento flector a medida que avanza el dano en la
seccion rectangular maciza se muestra en la Figura B.9, donde se com-
prueba la dependencia cuadratica entre dicho esfuerzo y el dano.
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g [
or or
A N N A e
h
Ay
b b

(a) Sin dano (b) Con dafio

Figura B.8: Distribuciéon de tensiones en seccién rectangular maciza

300000

200000 4
M

100000 4

o
=3
o
1N
=
o
>
o
%

==
(a) Seccion (b) Grafica

Figura B.9: Evoluciéon del momento flector en funciéon del dano para
la seccién rectangular maciza
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B.3.2. Rectangular hueca

Para la seccion rectangular hueca el ancho no es constante para cual-
quier posicion y, por lo que el diferencial de area tomara un valor distinto:
bdy o 2e,dy. Ademas, en este tipo de secciéon las férmulas seran diferen-
tes segin la evolucion del dano y su posicion relativa al espesor de las
paredes superior e inferior, siendo la carga sobre ellas vertical.

B.3.2.1. Esfuerzos axil y cortante

Considerando que la tension o es constante, pero el ancho de la seccion
no lo es, se obtendréan dos expresiones diferentes cuando aparece dano en
la seccion, segin la posicion relativa del punto que marca el comienzo de
la zona danada, ¥y, = 5(1 — D) respecto a la cota de la parte interior del
ala y,:

Yo=75 ~Ch (B.11)

Asi, las posibilidades seran:

= El punto se encuentra dentro de la zona del ala: y, > y,. Equiva-

. .. 2€h
lentemente, sustituyendo ¥, e y, por su expresion, D < 7

= El punto se encuentra en la zona hueca: y, < y,. Equivalentemente

26h
D>—.
h
. .. . 2€h
Ambas expresiones coinciden para ¥, = ¥, es decir D = -

Comenzando a partir de la definicion de esfuerzo axil proporcionada
por las ecuaciones de equilibrio

N,(x) = /Aam(m,y,z)dA =

—Ya Ya Yr
/ o.bdy —I—/ o2epdy +/ obdy sty >y,

Yr ~Ya Ya _

=4 = (B.12)
/ 0m2€bdy si Yr S Ya,

—u
_ J [W(1 = D) — (h —2e3)(b —2ep)]o si yr > ya
| 2hey(1 — D)o si Yr < Ya
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La expresion del esfuerzo cortante seréd similar sustituyendo el valor
de la tension o por o/v/3:

. g[hb(l — D) — (h—2ep)(b—2ep)]o si y, >y, (B.13)
%ﬁh%“ — D)o sl Yr < Ya

La evoluciéon del esfuerzo axil a medida que avanza el dano en la
seccion rectangular hueca se puede ver en la Figura B.10. La grafica
del esfuerzo cortante sera cualitativamente similar aunque multiplicada
por un factor 1/ V3. Se aprecian claramente dos tramos diferenciados,
marcados por el cambio brusco de secciéon y correspondientes a las dos
expresiones desarrolladas para cada esfuerzo. En cada uno de ellos, la
evolucion viene marcada por una linea recta.

8.x 1004
7.%x 1064
6.x 1004
D=0.8 5.x 1004
D=1.0 4.x10°

N (V)
D=0.8 3% 1094

2.%x 1004

1.x 106

0 T T T T N

D=0.0 0 0.2 04 0.6 0.8 1

NV o N,

rh1 Noha

NV g
(a) Seccion (b) Grafica

Figura B.10: Evolucién del esfuerzo axil en funcién del dafio para la
seccién rectangular hueca

B.3.2.2. Momento flector

La expresion del momento flector tomaré formas diferentes segiin la
posicion relativa entre y,, yr e y, (Ecuacion B.11), ya que ni la tension
ni el espesor de la secciéon son constantes.

El momento flector sin dano tomaré dos expresiones diferentes, segtin

. , € . .
Yr S Yo. Considerando ademés que ny = é, se obtiene lo siguiente:
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I,
9f

Ay en

3

A3

(a) Sin dafio I (b) Sin dafio IT

Or
97

As

Ay

(c) Con dano I (d) Con dafio IT

(e) Con dafio III

Figura B.11: Distribucién de tensiones en seccién rectangular hueca
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erh 1h h
=1 nsg = ——, y por tanto ys 2 Yy, & ng S ———
< =
Yr2 h

yf — 2€h .

gy 2

De esta forma, se podran distinguir los siguientes casos:

» El punto se encuentra dentro de la zona del ala: y; > y,. Equiva-

(Figura B.11a).

lentemente, ng <

h—2€h

= El punto se encuentra en la zona hueca: y; < y,. Equivalentemente,

(Figura B.11b).

>
ns_h—th

Cuando aparece dano en una seccion rectangular hueca, en funciéon

h
de la posicion del punto y, = 5(1 — D), que marca el comienzo de la

zona danada, y la posicién del punto yy = &, de cambio de pendiente
n

S
del diagrama o — ¢ (siempre y, > yy), se distinguen los siguientes tres
casos excluyentes:

» Ambos puntos se encuentran dentro de la zona del ala: y, > y5 > y,.

2
Equivalentemente D < 1 — n, (1 — %) (Figura B.11c).

» La zona danada (y,) comienza dentro de la zona del ala pero y;
se encuentra en la zona hueca: y, > y, > ys. Equivalentemente

2 2
1-n, <1 - %) <D< % (Figura B.11d).

» Ambos puntos se encuentran dentro de la zona hueca: y, > vy, > y .

2
Equivalentemente D > % (Figura B.11e).

Es decir, los dos primeros casos son equivalentes a los expuestos para
momento sin dano, pero el tercer caso se anade debido a que la posicién
de y, varia con el dano.
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El momento flector de la seccién sera, por tanto:

M.(z) =

—yy Ya
/Ulbydg+/02bydy+/0225bydy+/02bydy+/03bydy si Yr>Yr>VYa
~Ya
—Ya —y5 yr
= /Ulbydy—i—/UIerydy+/0226bydy+/0526bydy+/05bydy si Y >y >y =
~yr ~Ya —ys Jyg Jya

“uy ” (B.14)

/ 012€bydy+/ 022€bydz/+/ o32eydy Sl Yo > Yr >Ys
yr s

Ecuacion B.66 si y,. >yr >y,

= < Ecuacion B.67 si y, >y, >yy
Ecuacion B.68 si y, >y, >ys

Debido a la extension de las expresiones, se hace referencia a las del
Apartado B.5.

La evolucion del momento flector a medida que avanza el dano en
la seccién rectangular hueca se muestra en la Figura B.12. Se aprecian
tres zonas diferentes, correspondientes a las tres expresiones tomadas por
dicho esfuerzo. Se comprueba la dependencia cuadrética entre el momento
flector y el dano en la zona hueca, ya que el comportamiento de esta
zona central, cuando la carga es vertical y centrada, es equivalente al
comportamiento de una secciéon rectangular de ancho 2ey,.
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800000 -
700000 4
600000 4
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M 400000

300000 4

200000 -

100000 4

0 T T T T —

0 0.2 04 0.6 0.8

D=0.0 —

D
[_ Mo Mpy —— Mmsl

l_ Moy Moy —— Mms]

(a) Seccion (b) Gréfica

Figura B.12: Evolucion del momento flector en funcién del dafio para
la secciéon rectangular hueca
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B.3.3. Circular maciza

Para el caso de la secciéon circular maciza, aunque no existen cambios
bruscos de seccion, el ancho no es constante, variando segtn la cota y, y
por lo tanto el diferencial de area dependeréa de dicha cota, tomando un

valor 24/12 — y2dy.

B.3.3.1. Esfuerzos axil y cortante

Comenzando a partir de la definicion de esfuerzo axil proporciona-
da por las ecuaciones de equilibrio y considerando que la tensién o es

constante se obtiene:
Yr

Ny(r) = /Affx(rv,y, z)dA =/ 0.2/ 1% — y2dy =
o

(B.15)
= 2% [arcsin(l —D)+(1-D)y/1—(1- D)Q}
La expresion del esfuerzo cortante seréd similar sustituyendo el valor
de la tension o por o/v/3:
Yr

Vy(z) = /ATxy(:E,y,z)dA = /_yr %gmdy _
— 2—\3/57”20 [arcsin(l —D)+(1-D)y/1-(1- D)2:|

(B.16)

La evolucién del esfuerzo axil a medida que avanza el dano en la
seccion circular se puede ver en la Figura B.13. La grafica del esfuerzo
cortante seré cualitativamente similar aunque multiplicada por un factor

1/v/3.

La evoluciéon de estos esfuerzos no sigue lineas rectas, debido a la
variacion del ancho que se traduce en las dependencias cuadraticas y de
tipo arcoseno mostradas en la Ecuacion B.15 para el esfuerzo axil y en
la Ecuaciéon B.16 para el esfuerzo cortante.

B.3.3.2. Momento flector

Comenzando a partir de la definiciéon de momento flector proporcio-
nada por las ecuaciones de equilibrio se obtiene:
Yr

M. (x) Z/Ayax(w,y, Z)dAz/ 0:2v/1% — y?ydy (B.17)
L
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D=0.0

N (V)

T T T T 1
0 0.2 04 0.6 08 1

(a) Seccion (b) Grafica

Figura B.13: Evolucién del esfuerzo axil en funcién del dano para la
seccion circular maciza

o, o,
97 9f

A

) Sin dafio (b) Con dafio

Figura B.14: Distribucién de tensiones en seccién circular maciza

Considerando las expresiones de la tension (Ecuacion B.8), la rela-
cion entre las posiciones y; (Ecuacion B.2) y la definicion de danio (Ecua-
cion B.3), se obtiene la expresion del momento flector para la seccion
circular maciza (Figura B.14):

M, (z) = 6(n:— 0 { 13_7”63D |:(0'7. —oy)arcsin(l — D)—

— arcsin (1 ;SD) (0, — nsaf)} _
nsUf\/T [5n ~92(1- D) ] (B.18)

+/T= (1= D2{2[1 — (1 — D)}(40, — 30,0, — o pns)+
+ 3ng(o, — O'f)}}
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La evoluciéon del momento flector a medida que avanza el dano en la
seccion circular maciza se muestra en la Figura B.15.
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(a) Seccion (b) Grafica

Figura B.15: Evolucion del momento flector en funcién del dafio para
la seccién circular maciza

B.3.4. Circular hueca

Para la seccion circular hueca el ancho no es constante para cualquier
cota y, por lo que el elemento diferencial de area tomara un valor distinto:
212 —y2dy o 2(\/r2 —y? — \/(r — e)2 — 42)dy. Ademés, en este tipo
de seccion las formulas seran diferentes segun la evoluciéon del dano y su
posicion relativa al espesor de las paredes.

B.3.4.1. Esfuerzos axil y cortante

Considerando que la tension o es constante, pero el ancho de la seccion
no lo es, se obtendran dos expresiones diferentes cuando aparece dano en
la seccion, segiin la posicion relativa del punto que marca el comienzo de
la zona danada, y, = 7(1 — D) respecto a la cota de la parte interior y,:

Yy =1—=¢ (B.19)

Asi, las posibilidades seran:

= El punto se encuentra dentro de la zona del ala: y, > y,. Equivalen-
e

temente, sustituyendo y, e y, por su expresion, se obtiene D < —.
r
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» El punto se encuentra en la zona hueca: y, < y,. Equivalentemente

e
D> —.
T

. . . €
Ambas expresiones coinciden para 1, = ¥, es decir D = —.
r

Comenzando a partir de la definicion de esfuerzo axil proporcionada
por las ecuaciones de equilibrio

N,(z) = /Aaw(x,y,z)dAz
—up
/ 0.2+/1% — y?dy+
imzn;
+/ 042 (\/Tz—yz—\/(f’—e)Q—yg) dy+ ¢ sty >y
—b
_ ur
+/ 0.2/12 — y2dy
Y

Yo

/ 0.2V =g — o~ P)dy Sy <o

{2r2[(1—D) 1—(1-D)2— (B.20)

SL Yr = Up
—arcsin(l — D)| — w(r — 6)2}0'

_ g{m D) [r/I=(=D)-

e - DIP)-
r(l — si yr <
— (r — e)*arcsin <(1D)> + =Y

r—e

+r?arcsin(1 — D) }a

La expresion del esfuerzo cortante seréd similar sustituyendo el valor
de la tension o por o/v/3.

La evolucion del esfuerzo axil a medida que avanza el dano en la sec-
cion circular hueca se puede ver en la Figura B.16. La gréfica del esfuerzo
cortante sera cualitativamente similar aunque multiplicada por un factor
1/4/3. La evolucién de estos esfuerzos no sigue lineas rectas, debido a la
variacion del ancho que se traduce en las dependencias cuadraticas y de
tipo arcoseno mostradas en la Ecuacion B.20 para el esfuerzo axil y en
una expresion equivalente para el esfuerzo cortante. Ademés se aprecia
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un cambio de curvatura en las dos curvas de evoluciéon de estos esfuerzos
cuando se pasa de la zona maciza extrema a la zona hueca, correspon-
dientes a las dos expresiones desarrolladas para cada esfuerzo.

/ 8.x 100

7.%x 1064
6.x 1004
5.%x 1004
4.x10°
N (V)

3.%x 100
2.%x 100
1.x 106
0 T T T T )

0 0.2 04 0.6 0.8 1

D

Nens Neng

(a) Seccion (b) Grafica

Figura B.16: Evolucién del esfuerzo axil en funcién del dano para la
seccion circular hueca

B.3.4.2. Momento flector

La expresion del momento flector tomara formas diferentes segtn la
posicion relativa entre y,, yr e y, (Ecuacion B.19), ya que ni la tension
ni el espesor de la secciéon son constantes.

El momento flector sin dano tomaré dos expresiones diferentes, segiin
< . . Er . Er

ys S yp. Considerando ademas que n, = 5, se obtiene y; = 6—7’ & ng =
T

. En consecuencia, se podran

1
—, or tanto 2 S n, S
y y P Yr £ U s S T

distinguir los siguientes casos:

» El punto se encuentra dentro de la zona maciza superior: y5 > yp.

Equivalentemente, n, < L (Figura B.17a).
r—e

» El punto se encuentra en la zona hueca: y; < y;,. Equivalentemente,
r
ns > —— (Figura B.17b).
r—e

Cuando aparece dano en una secciéon circular hueca, en funcién de
la posicion del punto y,. = r(1 — D), que marca el comienzo de la zona
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danada, y la posicién del punto y; = &, de cambio de pendiente del
n

S
diagrama o — ¢ (siempre y, > yy), se distinguen los siguientes tres casos
excluyentes:

= Ambos puntos se encuentran en la zona maciza superior: y, > yy >
e
yp. Equivalentemente D < 1 — nj <1 — —) (Figura B.17c¢).
r

» La zona dafnada (y,) comienza dentro de la zona maciza superior
pero y; se encuentra en la zona hueca: v, > vy, > yy. Equivalente-

mente 1 — n, (1 - —) <D< - (Flgura B.17d).

» Ambos puntos se encuentran dentro de la zona hueca: y, > vy, > y.

Equivalentemente D > ° (Figura B.17e).
r

Es decir, los dos primeros casos son equivalentes a los expuestos para
momento sin dano, pero el tercer caso se anade debido a que la posicion
de y, varia con el dano.

El momento flector de la seccién seré por tanto

M, (z) =

—yy —u
o blydy+/02b1ydy+/02b2ydy+/02b1ydy+/03b1ydy sl Yy >yr>uyp
y

—Yr Y b Yyr

—Yb —Yf f Yo <B21>

—y;

01bgyder/agbgyder/agbgydy si Yy >yr >Yr
Yr

Ecuacion B.107 si y,.>yr >y

~u —yy
= / blydy+/01b2ydy+/Ugbgydy+/03b2ydy+/03b1ydy Sl Yy >yp>ys =
y

= ¢ Ecuacion B.108 si y, >y, >ys
Ecuacion B.109 si y, >y, >yy

donde by = 24/72 — 42 y by = 2(\/12 — y2 — \/(r — €)2 — 42). Debido a la

extension de las expresiones, se hace referencia a las del Apartado B.5.

La evolucion del momento flector a medida que avanza el dano en la
seccion circular hueca se muestra en la Figura B.18. Se aprecian tres zo-
nas diferentes, correspondientes a las tres expresiones tomadas por dicho
esfuerzo. Existe un cambio de curvatura al pasar de la zona superior a la
central hueca, en la que el comportamiento es més estable, puesto que el
ancho total de la seccién varia poco.



B.3. Obtencion de esfuerzos 217

|

(b) Sin dafio IT

o
[

(d) Con dano IT
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oy
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(e) Con dafio III

Figura B.17: Distribucién de tensiones en seccién circular hueca
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Figura B.18: Evolucion del momento flector en funcién del danio para

la seccion circular hueca
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B.3.5. Doble T

Para la seccion de doble T el ancho no es constante para cualquier
posicién y, por lo que el elemento diferencial de area tomaré un valor
distinto: bdy o eydy. Ademas, en este tipo de seccién, las férmulas seran
diferentes segiin la evolucion del dano y su posicion relativa al espesor de
las alas superior e inferior, siendo la carga sobre ellas vertical.

B.3.5.1. Esfuerzos axil y cortante

Considerando que la tension o es constante, pero el ancho de la seccion
no lo es, se obtendran dos expresiones diferentes cuando aparece dano en
la seccion, segtn la posicion relativa del punto que marca el comienzo de

la zona danada, y, = 5(1 — D) respecto a la cota de la parte interior del
ala y, (Ecuacion B.11).

Asi, las posibilidades seréan:

= El punto se encuentra dentro de la zona del ala: y, > y,. Equivalen-
2€h

temente, sustituyendo y,. e y, por su expresion, se obtiene D < 7

= El punto se encuentra en la zona hueca: y, < y,. Equivalentemente

2€h
D> —.
h
. .. . 26h
Ambas expresiones coinciden para ¥, = ¥, es decir D = -

Comenzando a partir de la definicion de esfuerzo axil proporcionada
por las ecuaciones de equilibrio

N,(z) = /Aax(x,y, 2)dA =

—Ya Ya Yr
/ oubdy + / oaendy + / oubdy sty > e
- Y.

— Yr —Ya

- Yr = <B22>
/ Uxebd?/ sl Yr S Ya

—yr

_ { [hb(1 — D) — (h—2ex)(b—e)]o si yr > ya

a

heb(1 - D)U s1 Yr < Ya
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La expresion del esfuerzo cortante seréd similar sustituyendo el valor
de la tension o por o/v/3:

?[hb(l — D) —(h—2e,)(b—ep)]o si Yy >y
V,(z) = ¥ (B.23)
?heb(l — D)o sl Yr < Ya

La evoluciéon del esfuerzo axil a medida que avanza el dano en la
seccion de doble T se puede ver en la Figura B.19. La grafica del esfuerzo
cortante seré cualitativamente similar aunque multiplicada por un factor
1/ V3. Se aprecian claramente dos tramos diferenciados, marcados por
el cambio brusco de seccién y correspondientes a las dos expresiones
desarrolladas para cada esfuerzo. En cada uno de ellos la evolucién viene
marcada por una linea recta.
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D=0.8 3% 1094
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(a) Seccion (b) Grafica

Figura B.19: Evolucién del esfuerzo axil en funcién del dafio para la
seccion de doble T

B.3.5.2. Momento flector

La expresion del momento flector tomaré formas diferentes segiin la
posicion relativa entre y,, yr e y, (Ecuacion B.11), ya que ni la tension
ni el espesor de la secciéon son constantes.

El momento flector sin dano tomaré dos expresiones diferentes, segtin

. , € . .
Yr S Yo. Considerando ademés que ny = é, se obtiene lo siguiente:
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) 1h h
— _f_ ng = ——, ypor tanto yf z ya <:>n8 § T 5.
Yyr 2 h

yf — 2€h .

gy 2

De esta forma, se podran distinguir los siguientes casos:

h
h—2€h

» El punto se encuentra en la zona del ala: y5 > y, o ng <

(Figura B.20a).

» El punto se encuentra en la zona hueca: y; < y,. Equivalentemente,

ne > (Figura B.20b).

_h—26h

Cuando aparece dano en una seccién de doble T, en funcién de la

h
posiciéon del punto y, = 5(1 — D), que marca el comienzo de la zona

danada, y la posicién del punto y; = &, de cambio de pendiente del
n

S
diagrama o — ¢ (siempre y, > yy), se distinguen los siguientes tres casos
excluyentes:

» Ambos puntos se encuentran dentro de la zona del ala: y, > y5 > y,.

2
Equivalentemente D < 1 — n, (1 - %) (Figura B.20c).

» La zona danada (y,) comienza dentro de la zona del ala pero y;
se encuentra en la zona hueca: y, > y, > ys. Equivalentemente

2 2
1 —nsg (1 - %) <D< % (Figura B.20d).

» Ambos puntos se encuentran dentro de la zona hueca: y, > vy, > yy.

2
Equivalentemente D > % (Figura B.20e).

Es decir, los dos primeros casos son equivalentes a los expuestos para
momento sin dano, pero el tercer caso se anade debido a que la posicién
de y, varia con el dano.
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Figura B.20: Distribucién de tensiones en secciéon de doble T
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El momento flector de la seccién sera, por tanto:

M. (z) =

~Ya
01bydy+/02bydy+/agebydy+/02bydy+/adbydy S Yr>Yr>Ya
y y

Ya f

a

w s . (B.24)

o
01 ewdy+ / aoepydy+ / asepydy si Yo >y >yy
Yr

~Ya yf yf Ya Yr
= / bydy+/ Glebydy+/ azebyder/ U3ebl/dy+/ osbydy si y,>ya>yy =
Y Y,

Ecua(non B.133 si Y >Yp>Ya
= Ecuacion B.134 si vy, >y, >y;
Ecuacion B.135 si y, >y, >yy

Debido a la extension de las expresiones, se hace referencia a las del
Apartado B.5.

La evolucion del momento flector a medida que avanza el dano en la
seccion de doble T se muestra en la Figura B.21. Se aprecian tres zonas
diferentes, correspondientes a las tres expresiones tomadas por dicho es-
fuerzo. Se comprueba la dependencia cuadratica entre el momento flector
y el dano en la zona del alma, ya que una vez rotas las fibras superiores
e inferiores, queda una zona central rectangular de ancho e,.
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(a) Seccion (b) Gréfica

Figura B.21: Evolucion del momento flector en funcién del dafio para
la seccion de doble T

El comportamiento de esta secciéon de doble T es equivalente al de
una seccion rectangular hueca con un espesor de caras horizontales igual
al espesor de las alas del perfil de doble T y un espesor de caras verticales
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igual a la mitad del espesor del alma del perfil de doble T, de forma que
el area total sea la misma, cuando las cargas sobre ellos se producen en
direccion vertical, es decir, perpendicularmente a las caras horizontales
del perfil rectangular hueco o las alas del perfil de doble T, ya que de
esta forma la posicion horizontal de las paredes verticales es irrelevante.

B.3.6. Comparaciéon

Se analiza primero la continuidad de las expresiones obtenidas. Para
ello se definen previamente los tipos de continuidad:

Continuidad CO (o de posicién): las curvas son continuas fisicamen-
te pero presentan puntos angulosos.

Continuidad C1 (o de tangencia): las curvas tienen continuidad de
posiciéon y ademaés las tangentes en el punto de unién coinciden. Sin
embargo, existe entre ambas curvas una discontinuidad de curva-
tura.

Continuidad C2 (o de curvatura): las curvas tienen continuidad de
tangencia y ademas presentan la misma curvatura a ambos lados
de la unién.

Existe continuidad entre las expresiones de cada esfuerzo para todos
los casos:

Esfuerzos axil y cortante:

= Para las secciones macizas existe continuidad C2, ya que tni-
camente existe una expresion continua, suave y sin cambios
de signo de su curvatura para expresar cada esfuerzo.

= Para la seccion circular hueca, la continuidad es de tipo Cl1,
ya que la curvatura cambia en la zona de union.

= Para la seccion rectangular hueca y de doble T, la grafica, que
es continua, se compone de dos tramos rectos unidos en angulo
en el dano correspondiente a la cota de cambio de seccidn,
por lo que se aprecia una continuidad de tipo CO para cada
esfuerzo.
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Momento flector:

Para la secciéon rectangular maciza existe continuidad C2, ya
que Unicamente existe una expresion continua, suave y sin
cambios de signo de su curvatura para expresar su evolucion.

Para la seccion circular maciza, aunque tinicamente exista una
expresion continua y suave para expresar su evolucion, tiene
un cambio de signo de curvatura para un dano D = 0,34575,
por lo que su continuidad sera de tipo C1.

Para la seccién circular hueca, la continuidad es de tipo C1, ya
que aunque las expresiones sean tangentes en los dos puntos
de unién, su curvatura si varia.

Para la seccion rectangular hueca y de doble T, la uniéon de
sus expresiones en el dano correspondiente a la cota de cambio
de seccion se produce de forma angulosa, por lo que se aprecia
una continuidad de tipo CO para cada esfuerzo.

En la Figura B.22 se puede ver la comparacion del comportamiento
de la evolucion del esfuerzo axil para los cinco tipos de secciones. Las
graficas del esfuerzo cortante seran cualitativamente similares aunque
multiplicadas por un factor 1/ V3. Se puede apreciar que el valor inicial
de todas ellas es el mismo, ya que precisamente las secciones utilizadas
se tomaron con igual érea.
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Figura B.22: Comparacién de la evolucion del esfuerzo axil en fun-
cién del dano
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Los cambios de comportamiento de los esfuerzos axil y cortante en
las secciones rectangular hueca, circular hueca y doble T se producen en
D = 0,20. Esto es debido a que el dafio se define como se muestra en
la Ecuacion B.3, el espesor se toma para todos los casos como la décima
parte del canto y en la posiciéon de dicho punto de cambio se tiene que
Yr = Yq O, equivalentemente:

2 2(h/10
D= % = ( }/L ) = 0,20 (rect. hueca y doble T)
Yr = Yo <= <B25>
e 2r/10
D = - =
T r

= 0,20 (circular hueca)

Es decir, para ese valor del dano se rompen las fibras de material
correspondientes a la zona de cambio de ancho de la seccién, ubicadas
en una cota y, = +h/10 o y, = +r/5 segtin el tipo de seccion. En
la Figura B.24a se puede observar esta situacién para el caso de una
seccion de doble T.

En la Figura B.23 se puede ver la comparacion del comportamiento
de la evolucion del momento flector para los cinco tipos de secciones. Se
observa que, ademés del valor de cambio en D = 0,2 descrito, existe otro
punto de cambio de comportamiento en D = 0,04, correspondiente al
paso del punto y; de fluencia por la cota y, de cambio de ancho de la
seccion. En la Figura B.24b se puede observar esta situacion para el caso
de una secciéon de doble T. Es decir:

2€h
D=1-n, (1_T> =0,04 (rect. hueca y doble T)
(B.26)

Yr = Ya -~ e
D=1-—n, (1 - —) =0,04  (circular hueca)
r

Se hace notar que para los ejemplos numéricos se tomaron los siguientes
valores oy = 275M Pa, o, = 355M Pa y ns = 1,2.
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1.x 10°

8.x 10°
M 6.% 10°
4.x10°
—
2.x10%
. T . T . T :

0

T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
D

| Mr Mrh 1 Mth Mrh3 Mrc Mch 1 Mch? Mch? Md t1 Md t2 Md t3 |

Figura B.23: Comparaciéon de la evolucién del momento flector en
funcién del dano

(a) D = 0,04 (b) D = 0,20

Figura B.24: Posiciones de cambio del comportamiento de los esfuer-
70S
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B.4. Esfuerzos plasticos para secciones bisi-
métricas

En este apartado se recogen las conclusiones sobre los esfuerzos plés-
ticos para los cinco tipos de secciones bisimétricas consideradas, con un
modelo de dano con endurecimiento. Las expresiones completas se reco-
gen en el Apartado B.5.

of

Figura B.25: Estado tensional general de la secciéon (momento flec-
tor)

Recordando la expresion de ng, se puede definir el momento elastico
y el momento plastico segiin sus valores y, por tanto, segtin el valor de y
(Figura B.25), ya que y, siempre tomara el valor de la mitad del canto
para obtener los esfuerzos plésticos:

h/2
. L secciones rectangulares y doble T
n,= =% _ ys (B.27)
o Ys —  secciones circulares
Yr

Por lo tanto, los valores limite de las variables para obtener los esfuerzos
elasticos y plésticos son los recogidos en la Tabla B.7.

En cada uno de los apartados siguientes se muestra la expresion del
momento plastico y las graficas de la variacion del momento flector redu-
cido (es decir, normalizado con el momento plastico) con el dano y con
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Tabla B.7: Valores de las varia-
bles para la obtencion de esfuerzos
elasticos y plésticos

Esfuerzo y.* y/* ns

Elastico h/2 h/2 1

Plastico h/2 —0 — o

a . . .
Expresiones para secciones circu-
lares: sustituir h/2 por r

el factor ng, por un lado, y con sus dimensiones, por otro. Finalmente,
en el Apartado B.4.6 se comparan las diferentes secciones y se resaltan

algunas conclusiones.

B.4.1. Rectangular maciza

La seccion rectangular maciza, cuyas dimensiones se presentan en la
Figura B.3a, es la més sencilla, puesto que su ancho no varia en ningtun
momento al realizar la integracion a lo largo del canto. Por esta razon,
para esta seccion si se muestran las expresiones completas de sus es-
fuerzos plésticos en su caso general (comportamiento elastopléastico con

endurecimiento y dano, Apartado B.5.1):

= Axil plastico:

N,, = hb(1 — D)o

D

= Cortante pléstico:
o

Vep = hb(1 = D)

(B.28)

(B.29)

En los casos de axil y cortante plasticos, la tension o puede ser
of 0 o, segun el criterio elegido para denominar a estos esfuerzos

plésticos.

= Momento flector plastico: la expresion general del momento con

dano es

2

bh
M,, = (1-— D)2E (2@ + 05—

Or — 0y
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El momento pléstico se obtendra haciendo ny, — oco:

bh?
M’r‘p = E <2O'T + O'f) (BS].)
Se puede observar que para el caso de un material elastoplastico

sin endurecimiento, con oy = o,, se obtiene el valor habitual del
2

momento plastico: Ta.

Ademaés, el valor del momento elastico, obtenido con n, = 1, se-

ria igual, tanto para el material elastoplastico sin endurecimiento,
bh?

como para otro con endurecimiento, tomando el valor: TU.

La variacién del momento flector reducido M,/M,, respecto al dafio
y al factor n, se puede ver en la Figura B.26, y la influencia de las
dimensiones en la Figura B.27.

B.4.2. Rectangular hueca

En la seccion rectangular hueca, cuyas dimensiones se presentan en
la Figura B.3b, existen diferencias entre las expresiones dependiendo de
si el ancho de la seccion es b (zona de longitud e, en cada extremo) o 2e,
(zona central de longitud h — 2e,). Las diferentes expresiones se recogen
en el Apartado B.5.2.

La variacion del momento flector reducido respecto al dano y al factor
ns se puede ver en la Figura B.28 y la influencia de las dimensiones en
la Figura B.29. En todas las figuras se observa un cambio stibito en el
comportamiento cuando varia el dano. Esto es debido a que el dano marca
la posicion g, de la ruptura de las fibras, desde los puntos mas alejados
hacia el centro. Es decir, en el tramo inicial, cada fibra de material rota
tiene un ancho b, mientras que en el tramo central dicho ancho se reduce
a 2eyp, por lo que la disminuciéon del momento flector sera mas acusada
en los instantes iniciales, con menor valor del dano.

B.4.3. Circular maciza

En la secciéon circular maciza, cuyas dimensiones se presentan en la
Figura B.3d, no existen diferencias bruscas entre las expresiones segin el
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ancho de la seccion, puesto que éste varia pero de forma suave, desde 0
hasta 2r y viceversa (en la Figura B.31 se ha obviado la zona con r = 0).
Las diferentes expresiones se recogen en el Apartado B.5.3.

La variacién del momento flector reducido respecto al dano y al factor
ns se puede ver en la Figura B.30 y la influencia de las dimensiones en
la Figura B.31.

B.4.4. Circular hueca

En la seccion circular hueca, cuyas dimensiones se presentan en la
Figura B.3e, existen diferencias entre las expresiones segin el ancho de
la seccion. Aunque éstas no son bruscas, seran diferentes si se trata de la
zona extrema, hasta una longitud e, o la zona central hueca, de longitud
total 2(r —e). Las diferentes expresiones se recogen en el Apartado B.5.4.

La variacién del momento flector reducido respecto al dano y al factor
ns se puede ver en la Figura B.32 y la influencia de las dimensiones en
la Figura B.33. Se puede observar que aunque las superficies varian de
curvatura al pasar de una zona a otra, lo hacen de forma progresiva.

B.4.5. Doble T

En la seccion doble T, cuyas dimensiones se presentan en la Figu-
ra B.3c, existen diferencias entre las expresiones dependiendo de si el
ancho de la seccion es b (zona de longitud e;, en cada extremo) o e, (zona
central de longitud h — 2e;,). Las diferentes expresiones se recogen en el
Apartado B.5.5.

La variacién del momento flector reducido respecto al dano y al factor
ns se puede ver en la Figura B.34 y la influencia de las dimensiones en
la Figura B.35. En todas las figuras se observa un cambio sibito en
el comportamiento cuando varia el dano, de forma similar a la seccion
rectangular hueca.

De hecho, el comportamiento cualitativo es igual que el de la seccion
rectangular hueca si esta sometida a una carga en su direccion fuerte,
como ya se comenté en el Apartado B.3.5.
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S

(a) Valores extremos (b) Variacion total

Figura B.26: Seccion rectangular maciza: variacion de M, /M, con
Dy ng

(a) Canto h (b) Ancho b

Figura B.27: Seccion rectangular maciza: variacion de M, /M, con
sus dimensiones
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M,

0.9

(a) Valores extremos (b) Variacion total

Figura B.28: Seccion rectangular hueca: variacion de M, /M, con D
Yy s

(a) Canto h (b) Ancho b (c) Espesores ey, v ey

Figura B.29: Seccion rectangular hueca: variacion de M /M, con sus
dimensiones
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(a) Valores extremos (b) Variacion total

Figura B.30: Seccion circular maciza: variacion de M, /M, con Dy
Ur

Figura B.31: Seccién circular maciza: variacion de M, /M, con sus
dimensiones
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T T T T 1
i 2 H i H 6 7 s s 10 1s

(a) Valores extremos (b) Variacion total

Figura B.32: Seccion circular hueca: variacion de M, /M, con D y
Ns

(a) Radio r (b) Espesor e

Figura B.33: Seccion circular hueca: variacion de M, /M, con sus
dimensiones
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M,

(a) Valores extremos (b) Variacion total

Figura B.34: Seccion doble T: variacion de M, /M, con D y ng

(a) Canto h (b) Ancho b (c) Espesores ey, y ep

Figura B.35: Seccion doble T: variaciéon de M, /M, con sus dimen-
siones
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B.4.6. Comparaciéon

En este apartado se comparard el comportamiento de las secciones
bisimétricas descritas.

En la Figura B.36 se puede ver la comparacion del comportamiento de
todas las secciones. Se observa que, independientemente del valor de ng, el
momento plastico reducido con D = 0 es siempre superior para la seccién
doble T seguido, en este orden, de rectangular hueca, circular hueca,
rectangular maciza y circular maciza. Este comportamiento es evidente,
teniendo en cuenta que la cantidad relativa de material en los extremos
de esas secciones también sigue ese orden. Es decir: de las secciones de
igual area, con los criterios descritos, la que mejor comportamiento a
flexion tiene es la doble T.

Sin embargo, se observa que, cuando el dano crece, el comportamiento
varia, invirtiéndose completamente a partir de un valor D = 0,20. Esto es
debido a que, al avanzar el dano y romperse fibras de las secciones, saldran
més perjudicadas relativamente aquéllas que acumulen mayor material en
los extremos y a partir de cierto valor del dano solo trabajaran las fibras
centrales, penalizando en este caso al que menos cantidad de material
tenga en esta zona.

Se observa también que las tinicas secciones que para ningtun valor del
dano se comportan mejor que el resto son las rectangulares, tanto maciza
como hueca.

Ademas, en todas las figuras se observa que el valor del momento
flector reducido disminuye progresivamente cuando el dano aumenta, lle-
gando a tomar valor nulo cuando D = 1, independientemente de ng o de
las dimensiones, puesto que la seccién se encuentra totalmente danada.
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1
10 s

(a) Valores extremos

(b) Variacion total

Figura B.36: Todas las secciones: variacién de M, /M, con D y ng
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B.5. Expresiones completas de los esfuerzos
plasticos
B.5.1. Rectangular maciza

Se obtendrén los esfuerzos plasticos para las secciones bisimétricas
descritas, con un material de diagrama o — ¢ bilineal con endurecimiento
(0, > 0y).

B.5.1.1. Esfuerzo axil plastico

B.5.1.1.1. Axilcon D=0

Formula general:

N, = hbo (B.32)
Axil elastico:
N,, = hboy (B.33)
Axil plastico:
N,, = hbo, (B.34)
B.5.1.1.2. Axilcon D >0
Formula general:
N,, = hb(1 — D)o (B.35)

Se comprueba que tomando D = 0 se obtiene la expresion B.32, corres-
pondiente al axil sin dano.
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B.5.1.2. Esfuerzo cortante plastico
B.5.1.2.1. Cortante con D =0

Formula general:

o
V. = hb— B.36
3 (B30

Cortante elastico: -
V, = hb—L (B.37)

V3

Cortante pléstico:
Or

V., = hb B.38
= (B33
B.5.1.2.2. Cortante con D >0
Formula general:
V., = hb(1 — D)2 (B.39)
TD \/g .

Se comprueba que tomando D = 0 se obtiene la expresion B.36, corres-
pondiente al cortante sin dano.

B.5.1.3. Momento flector plastico
B.5.1.3.1. Momento con D =0

B.5.1.3.1.1. En funcién de y;

Formula general:

b
M, (yr) = D [h2(2ar +o0y) —2hys(o, —oy) — 4y?ar} (B.40)




240 B. Esfuerzos para secciones bisimétricas

Momento elastico = yr = h/2.

Momento plastico = y; = 0.

Comprobacion con o, = o (sin endurecimiento):

{General: M,, = 1—b20f (3n* — 4y%)} (B.41)
B.5.1.3.1.2. En funcién de n;

r h 1h

Donde ny = Er y por tanto: y; = £l S Ng = —=

gf Er 2 yr2

Formula general:
bh? o, — 0y Oy

M, (ng) = — | 20, — - — B.42
(n) =5 (2004 0y = T %) (B.42)

Momento elastico = yy = h/2 = n, = 1:

bh?
]\47-8 = ?O'f <B43)

Momento plastico = y; = 0 = n, — oo:

bh?
MTP = E (20} + Uf) <B44>

Comprobacion con o, = oy (sin endurecimiento):

12 n?2

S

h? 1
General: M, = Lgf (3 — )

bh?

Elastico: M, = ] (B.45)
bh?

Plastico: M’“m: e of
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B.5.1.3.2. Momento con D > (

Formula general:

bh2 T T
MTD:(l—D)QE(2UT+O'f—O— O-f—a——):

= (1 - D)*Mp—

(B.46)

Se comprueba que tomando D = 0 se obtiene la expresion B.42, corres-
pondiente al momento sin dafio.
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B.5.2. Rectangular hueca
B.5.2.1. Esfuerzo axil plastico
B.5.2.1.1. Axilcon D =0

Formula general:

Ny = [hb — (h — 2e1) (b — 2¢)]o (B.47)

Axil eléstico:
Ny, = [hb — (h — 2e1)(b — 2ep)]o ¢ (B.48)

Axil pléstico:
Nyp, = [hb — (h — 2e1)(b — 2¢p)] 0, (B.49)

Se comprueba que, sustituyendo e, = b/2 en las expresiones anterio-
res, se obtienen las formulas correspondiente al caso rectangular: hbo.

B.5.2.1.2. Axilcon D >0

= El punto se encuentra dentro del espesor del tramo horizontal: g, >

2
h/2 — e;. Equivalentemente D < %.

Nopip = [hb(1 — D) — (h — 2e1)(b — 2¢p)]o (B.50)

Se comprueba que, al sustituir D = 0, se obtiene la expresion B.47,
correspondiente al axil sin dano.

Ademas, sustituyendo e, por b/2, se obtiene la expresion B.35, co-
rrespondiente al axil con dano para una seccion rectangular maciza.

= El punto se encuentra en la zona hueca: h/2 — e; > y,. Equivalen-

2e
temente D > Tl

NT‘h2D = 2h€b(1 - D)O’ <B51>
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B.5.2.2. Esfuerzo cortante plastico
B.5.2.2.1. Cortante con D =0
Formula general:
Vi = [hb — (h — 2e1) (b — 26,))]% (B.52)
Cortante elastico:
of
Cortante pléstico:
Vi, = [hb — (h — 2e1) (b — 2e,)] = (B.54)

V3

Se comprueba que, sustituyendo e, = b/2 en las expresiones anterio-
o

V3

res, se obtienen las formulas correspondiente al caso rectangular: hb

B.5.2.2.2. Cortante con D >0

= El punto se encuentra dentro del espesor del tramo horizontal: g, >

2
h/2 — e;. Equivalentemente D < %.

Vini, = [hb(1 = D) — (h — 2e1)(b — 2¢,)] (B.55)

&l

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion
B.52, correspondiente al cortante sin dano.

Ademas, sustituyendo e, por b/2, se obtiene la expresion B.39, co-
rrespondiente al cortante con dano para una seccién rectangular
maciza.
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» El punto se encuentra en la zona hueca: h/2 — e; > y,.. Equivalen-

2e
temente D > Tl

V;"hQD = Qheb(l - D) (B56)

Sl

B.5.2.3. Momento flector plastico
B.5.2.3.1. Momento con D =0
B.5.2.3.1.1. En funcién de yy

Formula general (yy > h/2 — e):

h 3
Mrhl(yf) = g—f [by?f — (b —2e) <§ - 61) +

_/{ (s~ s2) [(gy ] - | @
2 —a) [(g) —y?] }

Formula general (y; < h/2 —e;):

Mina(yy) = m{ <o*ryf - O'fg> [b (g)Q — 2epyf—
— (b 26,) (g - el) 2]-% (00— o)) [b(%)g— (B.58)

b 3
_ eryf} — (b—2ep) (5 — el)

+4 9
—€eyo
3 b fyf
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Se comprueba que, para y, = 5 —e1, las funciones My (Ye) v Min2(ye)

coinciden.
Momento elastico = yy = h/2 (se utiliza M,p;).

Momento plastico = y; = 0 (se utiliza My2).

Comprobacién con o, = o (sin endurecimiento):

2 h 3 N
Min1, =0y {i’)yf [by?‘ — (b —2e) (2 - 61> (2> - Z/]%”

h? o yj
Mth,i:Uf (h — 61)(19 — 2€b)€1 —+ Z — ? 261)

+0b

General: (B.59)

Se comprueba que, sustituyendo o, = oy, e, = b/2 en las expresiones
anteriores, se obtienen las féormulas correspondiente al caso rectangular

b
sin endurecimiento: 37 (Sh2 — 4y]2c)

B.5.2.3.1.2. En funcién de nj

h
Formula general (ns < ):

h — 261
h? —
M (ns) = o 20, +op — o2 -
12 N n? (B.60)
long(b—2e '
_6 f (h b)(h_261)3

h
Férmul 1 {ns> :
ormula genera (n - 261)

eos [ h\°
]L[rh2(ns) = % (7’7) +

40’7"_0- Ng 26 h 3 h s
+3hfns—1[(b_ %) (5) ~0-2(3 ) }_ (B:61)
2 2
)8 o-so(h-)]
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Momento elastico = yf = h/2 = ny =1 (se utiliza My ):
4o h\? h ’
Mmh:§zék(§)-wb—%w(§—601 (B.62)
Momento plastico = y; = 0 = ny — oo (se utiliza Myps):
4o, — o5 h\? h 3
Mo = = bl=) —(b—2 - —
b2, =31 [ (2) ( €b)(2 61) +
(B.63)
h\? h 2
+O'f b(§> — (b—2€b) (5-61) ]
Comprobacién con o, = oy (sin endurecimiento):
a Y; _ bh21 1 4nsb h 3b2 h 3
s s {3 - )35 D) 0 )
i 2 2 2
e [ () 2) () o 4]
1-1 I\ , s (B.64)
Elastico: M1, = af% [b (§> — (b— 2eyp) (5 - el> :|
B 2 2
Plastico: ]W,.hgp1: of b (g) — (b — 2ep) (g - 61> :|
Se comprueba que, para ns, = a0 ambas funciones coinciden:
Mrhl (nsc) = Mrh2 (nsc) =
b B.65
— % [B3h(o, + 0f) — 2e1(0r + 20¢)] + 6b%(h —2¢;)? ( )
B.5.2.3.2. Momento con D > 0

Formula general con y, >y > h/2 —e; & D <1 —n; (1 —

2e1
h

(B.66)

Mrhlp =

bh? o, — 0y O
— [ 20, S - —)1(1-D)*~
12 ( ooy N n2)< )

Lopng(b—2e)

"6 h(1—D)(h_261)3




B.5. Expresiones completas de los esfuerzos plasticos 247

Se comprueba que, al sustituir D = 0, se obtiene la expresion B.60,
correspondiente al momento sin dano con ng < h/(h — 2ey).

Ademas, sustituyendo e, por b/2, se obtiene la expresion B.46, corres-
pondiente al momento con dano para una seccidon rectangular maciza.

2 2
Formula general con y, >h/2—e; >yp < 1—n, <1 — %) <D<%:

n(1 - D)1?
]\/[rth:ebﬂ |:¥:| +

i a0 e (5o |- | men

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.61,
correspondiente al momento sin dafio con ns > h/(h — 2e).

Ademés, sustituyendo e, por b/2, se obtiene la expresion B.46, corres-
pondiente al momento con dano para una seccidon rectangular maciza.

2
Foérmula general con h/2 —e; >y, > ys < D > %:
€bh2 o, — 0O o
Mrth = T(l — D)2 (QO'T + of — e ! - n—g) (B68)

Se comprueba que, sustituyendo e, por b/2, se obtiene la expresion
B.46, correspondiente al momento con dano para una seccién rectangular
maciza.

Las funciones M1, (Ecuacion B.66) y Myps, (Ecuacion B.67) coin-

h 2
ciden cuando y; = 5 eq, es decir, con D, =1—ng [ 1— %)

Mrth (Dc) = ]\/[rh2D (Dc) =

_bh2 or—0¢ Oy 2e; 2
G (b2 [ (-F)] - e

1
- ng(b —2¢,)(h — 2¢;)?
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Las funciones M.u2, (Ecuacion B.67) y My, (Ecuacion B.68) coin-

h h 2
ciden cuando y; = y, = 5(1 — D) = 5 e1, es decir, con D, = %:
Mth(Dc> = Mrh?)(Dc) =
o €y 2 Or — Oy Oy (B?O)
— €<261 — h) (20'7~ + Uf - e — n—z)
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B.5.3. Circular maciza
B.5.3.1. Esfuerzo axil plastico
B.5.3.1.1. Axilcon D=0
Formula general:
N, = nric (B.71)
Axil eléstico:
N,, = mrio; (B.72)
Axil plastico:
N, = 1o, (B.73)
B.5.3.1.2. Axilcon D >0
Formula general:
N, = 2r% |arcsin(1 — D) + (1 — D)y/1 — (1 — D)?} (B.74)

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.71,

correspondiente al axil sin dano.

B.5.3.2. Esfuerzo cortante plastico
B.5.3.2.1. Cortante con D =0

Formula general:

Cortante elastico:

(B.75)

(B.76)
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Cortante plastico:
2 9r

(B.77)

Ve, =7

&

B.5.3.2.2. Cortante con D > 0

Formula general:

2 9

V3

V,, = 2r2-2 |aresin(1 — D) + (1 — D)y/1— (1 — D)?} (B.78)

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.75,
correspondiente al cortante sin dano.

B.5.3.3. Momento flector plastico
B.5.3.3.1. Momento con D =0
B.5.3.3.1.1. En funcién de yy

Formula general:

1 2 2
M(ys) = 12yf(r_yf){(0ryf —oyr) [nyﬂ (22/f —or ) -

(B.79)
— 6r* arcsin (%) } + 3myrt (o, — af)}

Momento elastico = y; = r.

Momento plastico = y; = 0.

Comprobacién con o, = oy (sin endurecimiento):

{General: M., = 57]; {yf, [r2 — y?c (5r% — 2y]2¢) + 3r* arcsin (ny)} } (B.80)
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B.5.3.3.1.2. En funcién de nj
Er Ef 1
Donde ng = — y por tanto: yy = —=r & ng = —r
Er Er Yy
Formula general:
1 1 /2
Mc s) — —12 r s l-—=|—=-5)—
() n8—112{ (o Ufn)[ n? (n§ )
(B.81)
1
— 3n, arcsin (—) + 3mng(o, af)}
N
Momento elastico = y; =1 = n, = 1:
L 3
M., = 170t (B.82)
Momento plastico = y; = 0 = n, — oo:
4 3 L4
M., = 370 + g7 (0, —0f) (B.83)
Comprobacién con o, = o (sin endurecimiento):
3
General: M. = g 5— 3 1-— i + 3ng arcsin !
! 6 n?2 n?2 Mg
Elastico: M, = iTl”I"SO'f (B.84)
Pléastico: M., = %r‘gaf
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B.5.3.3.2. Momento con D > (0

Formula general:

+ 3ngs(o, — O’f)}}

r3 3ng
M., = — sin(1 — D)—
> = 5 =1 { ) [(OT o) arcsin( )
1-D
— arcsin < ) (o, — nsaf)] -
LB

T Z O fm2 = (1= D)2 [bn? — 2(1 — D)?] +

+VT§HT5FQH—u—Dﬂ@m—&m%—qu

(B.85)

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.81,

correspondiente al momento sin dano.
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B.5.4. Circular hueca
B.5.4.1. Esfuerzo axil plastico
B.5.4.1.1. Axilcon D=0

Formula general:

Ney = me(2r —e)o (B.86)
Axil elastico:

N, = me(2r —e)oy (B.87)
Axil plastico:

Na,, = me(2r — e)o, (B.88)

B.5.4.1.2. Axilcon D >0

= El punto se encuentra en la zona maciza superior: y, > r — e.

e
Equivalentemente D < —.
T

Nenip = {27‘2[(1 —D)y/1—(1-D)2—
(B.89)
— arcsin(1 — D)} —n(r — 6)2}0

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion
B.86, correspondiente al axil sin dano.

Ademas, sustituyendo e por r, se obtiene la expresion B.74, corres-
) 7 Y
pondiente al axil con dano para una seccién circular maciza.

= El punto se encuentra en la zona hueca: r — e > y,. Equivalente-



254 B. Esfuerzos para secciones bisimétricas

e
mente D > —.
r

Nenz,, = 2{7’(1 — D) [r\/m_

VP - D))~
(1 B.90
— (r — e)*arcsin (—(1 D)> + ( )

r—e

+ 72 arcsin(1 — D) }a

B.5.4.2. Esfuerzo cortante plastico
B.5.4.2.1. Cortante con D =0

Formula general:

o
Ven = me(2r —e)— (B.91)
V3
Cortante eléstico:
of
Ven, = me(2r — e)—= (B.92)
e \/é
Cortante plastico:
Vi, = me(2r — €)= (B.93)

V3

B.5.4.2.2. Cortante con D >0

= El punto se encuentra en la zona maciza superior: y, > r — e.

e
Equivalentemente D < —.
r

Venip = {27‘2[(1 — D)\/1— (1= D)>—
(B.94)
— arcsin(1 — D)} —n(r — 6)2}

Sl
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Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion
B.91, correspondiente al cortante sin dano.

Ademés, sustituyendo e por r, se obtiene la expresion B.78, corres-
Y Y )
pondiente al cortante con dano para una seccion circular maciza.

= El punto se encuentra en la zona hueca: » — e > y,. Equivalente-

e
mente D > —.
r

Venap = 2{7’(1 — D) [rm_

VP D~
(1 — B.95
— (r — e)?arcsin (—(1 D)) + ( )

r—e

o
+r?arcsin(l — D) p —
( )}\/5

B.5.4.3. Momento flector plastico
B.5.4.3.1. Momento con D =0
B.5.4.3.1.1. En funcién de yy

Formula general (y; > r —e):

1 oyy—oyr 4 . (Yy
M. = ————-33 [ —2 <—)} —
n1(yr) 2050 — g) { r | arcsin ( =

— 2ypq /12 — yJ%(SrQ — nyc)}— (B.96)

— ZEUf(QT —e) [r* + (r—e)?]
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Formula general (y; < r —e):

loywyr—omr | 3 . Y

— r*arcsin (ﬂ> } +

r

+4/(r—e)? —y3 [5(r —e)® — 2y7] — (B.97)

— /2 —yj% (57’2 — nyc) }—i—

%C:_;;ffe(% —e) [r*+ (r—e)?

Esta expresion se puede resumir mas facilmente mediante la siguiente

funcion:
1 r - 3 .
Menz,., (€) = —M{—(r — e)*arcsin ( ) ) +
2 r—yy Yr r—e
+4/(r—e)2 —y3 [5(r —e)? — 27] }+ (B.98)
%if—_;ffe(% —e) [T2 +(r — 6)2]
quedando
Menz = Men2,..(€) = M2, (0) (B.99)

Se comprueba que, para y. = r — e, las funciones M1 (ye) v Men2(ye)
coinciden.

Momento elastico = yy = r (se utiliza M1 ).

Momento plastico = yy = 0 (se utiliza Mpa).
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Comprobacién con o, = oy (sin endurecimiento):

1
chl 6

+4/7?

4

_y

4

5r f2yf) Z [ 2arcsm<yf>}+

%(27“ —e)[r?+ (r—e)?] }
Mo, = Ug{; [r arcsin (Zif) — (r—e)*arcsin (

ny \/(r—e) (r—e) —2yf}}

r

:ife)%

(B.100)

Se comprueba que, sustituyendo o, = 0, e = r en las expresién ante-
rior de My, se obtiene la féormula correspondiente al caso circular macizo

sin endurecimiento: % [yf\/ — Y7 (5r% — QZJf) + 3r" arcsin (y;)]

B.5.4.3.1.2. En funcién de n,

Formula general (ns < r ):

rTr—e€

1
Mchl (ns> = E

(

r

3
) Ofns — Oy {2
Ng ne— 1
1
— 3n? lﬂ — 2 arcsin <—>] }—1—
s

+ ggafns(Zr —e)[r* + (r —e)?]

—1(5n2 — 2)—

(B.101)
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Formula general (ns > L ):

r—e

Ma(ng) = é(’i‘*l{:ar {7‘ arcsin (n)
—(r—e)4arcsin( r_@)]
N r2_<;>2{5r2_2<;>]_ (B.102)
o) e+ () ]}

S 2 —e) [12 + (r —e)?]

4r ng, —

Momento elastico = yy =1 = n, = 1 (se utiliza M, ):

Mo, = gaf(zr )2+ (r —e)? (B.103)

Momento plastico = y; = 0 = ny, — 0o (se utiliza M2):
Te

Mcth = Z;(O'T — O'f)(27’ — 6)[7”2 + (T — 6)2]+
A (B.104)
+ gafe[(r —e)? +7(2r —e)

Comprobacion con o, = o (sin endurecimiento):

3
General: Mg, = g{ (i) {2 nZ —1(5n% — 2)-
— 3n‘51 (TF — 2 arcsin <%>> }+3%af7re(2r - e)[T2 +(r— 6)2]}
Meno, = Uﬁf{Srzf {7’4 arcsin (i)*@ _ e)4 arcsin (m)} +
: N (B.105)
@) =]
Ng Ns
r\? r\?
= () F“EVQCI)}}

Elastico: My, = crf%E(QT —e)[r? + (r —e)?]
i T

4
Plastico: A{C]‘Qpi = (J'fge (37"(1' — e) + 62)
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r . ..
Se comprueba que, para ny, = , ambas funciones coinciden:
r—e

Meni (n5,) = Mena (ns,) =
1 . — J—
= —UT(T ¢) Ufr{3r4 [W—Qarcsin (T 6)} —

12 (r—e)e T
(B.106)
— 212 — (r —e)2(r —e)[5r? — 2(r — 6)2]}+
T ofe

(2r —e)[r? + (r —e)?

ZT-&

B.5.4.3.2. Momento con D > (

e
Formula general, con y, >y >r —e< D <1 —n; (1 — —):
r

1 ngop—o, r\? 4 . 1-D
Mg, = = — <3 -
M2 6 (n, — 1)(1- D) (n) {”[“( n, >

of—o
L7 aresin(1 — D)] +
nNso0f — Oyp

++/n2—(1-D)1 —D)[5n§—2(1—D)2]}_ (B.107)

tn, (r—e)t

471D
1 3
1— (1= D)?<¢3ns(oy — o)+

6n, —1

+2[1 — (1 — D)?]| [ns(30, + of) — 40,] }

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.101,
correspondiente al momento sin dano con ng < r/(r — e).

Ademés, sustituyendo e por r, se obtiene la expresion B.85, corres-
pondiente al momento con dano para una seccion circular maciza.
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Férmula general, con y, > 1 —e > yy & 1 —ng (1 — E) <D< g,

r

B 1 ns(Ur—nsUf) r — o) arcsin r(1— D) _
Mo, = 2r(1D)(n51){( ) <n5(r6)>

. <1D>}
— r*arcsin +
nS

1 9f — 9r 4 4 .
+ Zr(l —(Df)(ns _) 1 [(r —e)*m — 2r* arcsin(1 — D)] +

1 ns (af - ar)

— [0 =D)? [1-201-D)’] -

4nsaf — o,
3 n,—1

[
1naf—ar{\/r_e (17L_D)>2l5(T_6)2_
)

[\J
—
ol

I—I

r

(B.108)

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.102,

correspondiente al momento sin dano con ng > r/(r — e).
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e
Formula general, con r —e >y, > yy < D > —:
r

gy ansin (120 |

1-D
-7 |:(0'f —o,)arcsin(l — D) — (ngop — 0,) arcsin ( )

T UL G I LT | R

o <r(1fD)>2 {5#2 <r(1p)ﬂ }+
1 \/ 2 1 2[4(y 2
+ e |V O BT DIl — Py — )+
+ a3+ 77) = 40) (= ) = 21 = D))

=/ (2= (r(1 = D))?[4r*(nsop — 0,)+
)

+ (ns(30, + 0¢) — 4o,) (r* = 2(r(1 — D))?) }}

Esta expresion se puede resumir mas facilmente mediante la siguiente
funcion:

_ s (r—e)t . (r(1—=D)
Mux(e) = ST D)m=1) |:(0'j' — 0,) arcsin ( p— ) -
— (ngo¢ — 0,) arcsin rl=D) —
oy = vy (125 )|
N0y — oy AT r(1— D)\’ e r(1— D)\’ B
(nénw’" (57 [5( P2 () }
V(r—e¢P—[r(1-D)? 2
+ 6= 1) {4(7‘ —e)(nsor — o)+
+ [ns(30, + o) — 40,] [(r —e)? —2(r(1— D))2] }
(B.110)
quedando
Mz, = Maux(€) — Maux(0) (B.111)

Ademés, sustituyendo e por r, se obtiene la expresion B.85, corres-
pondiente al momento con dano para una seccion circular maciza.

Las funciones M, ,, (Ecuacion B.107) y M2, (Ecuacion B.108) coin-
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r(1— D)

ciden cuando yy = r — e, es decir, con n,, =
r—e

]\/[cth (nsc) - ]\4ch2D (nsc) -

— % (of ;{:zirill;)lz)e-]ir ore{ arcsin (1 —D-— ;) _

—arcsin(l — D)(oy — 0,)[r(1 — D) — e]} T of(r—e)

4r(l—D)—e
+é(0f— o.)r (1_D)+0T6\/7‘2—[’r‘(l—D)—eP e (B.ll?)
—2[r(1— D) —e]*}—

_,7W{21_ — DY}[(0; — o,)r(1 — D)+

+40,€] + 3(oy — 0,)r(1 — D)}

Las funciones M2, (Ecuacion B.108) y M3, (Ecuacion B.109) coin-
r(1— D)

ciden cuando y; = r — e, es decir, con n,, =
r—e

A{chQD(-Dc) = ]V[chBD(Dc) =
lng(r—e) [x (1
=5 n o1 {E(af —o0,) — (nsoy — 0,) arcsin (E)} +

ngr?

- %m {(n“’f — 0,) arcsin (’"n:re) _
— (oy — 0,) arcsin (1 - E) } _

r

1nr (O'f—0'7)

Vit (r—ey? (B.113)
lna,c 5 r—e 1 1

2 rLS—l " N 7_6 B nf

1nsaf 3 1 2 -
3 ns—1 {(T )[l(ns)}[T<ns)

10.(4—3n;s) —nsof ¢ 4
+ 3 ng — 1 [r
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B.5.5. Doble T

B.5.5.1. Esfuerzo axil plastico
B.5.5.1.1. Axilcon D=0

Formula general:

th = [hb - (h — 2€h>(b — 6(,)]0’ (B114>
Axil elastico:

the = [hb — (h — 26h)(b — eb)](jf (B115>
Axil pléstico:

Nat, = [hb — (h — 2ep,)(b — ep)]o, (B.116)

Se comprueba que, sustituyendo e, = b en las expresiones anteriores,
se obtienen las formulas correspondiente al caso rectangular: hbo.

B.5.5.1.2. Axilcon D >0

= El punto se encuentra dentro del espesor del tramo horizontal: g, >

2
h/2 — ey,. Equivalentemente D < %.

Nu, = [Ab(1 — D) — (h — 2e4)(b — e)]o (B.117)

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion
B.114, correspondiente al axil sin dano.

Ademés, sustituyendo e, por b, se obtiene la expresion B.35, corres-
pondiente al axil con dano para una secciéon rectangular maciza.

» El punto se encuentra en la zona hueca: h/2 — e, > y,.. Equivalen-

2e
temente D > Th

N,a, = hey(1 — D)o (B.118)

2p
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B.5.5.2. Esfuerzo cortante plastico
B.5.5.2.1. Cortante con D =0

Formula general:

o
Vit = [hb — (h — 2e) (b — eb)]ﬁ (B.119)
Cortante elastico:
o
Vi, = [hb — (h — 2e3) (b — eb>]7fg (B.120)
Cortante pléstico:
Vi, = [hb — (b — 2e5)(b — ep)] = (B.121)

V3

Se comprueba que, sustituyendo e, = b en las expresiones anteriores,
se obtienen las formulas correspondiente al caso rectangular: hbo.

B.5.5.2.2. Cortante con D >0

Cuando aparece dafio en una seccion rectangular hueca hay que dis-
tinguir los siguientes dos casos excluyentes, segtin la posiciéon del punto

que marca el comienzo de la zona danada, y, = 5(1 —D):

= El punto se encuentra dentro del espesor del tramo horizontal: g, >

2
h/2 — ey,. Equivalentemente D < %.
o
VdﬂD = [hb(l — D) — (h — 2€h)(b — eb)]— (B122>

V3

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion
B.119, correspondiente al cortante sin dano.

Ademas, sustituyendo e, por b, se obtiene la expresion B.39, co-
rrespondiente al cortante con dano para una seccién rectangular
maciza.
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» El punto se encuentra en la zona hueca: h/2 — e, > y,.. Equivalen-

2e
temente D > Th

Vya,, = hey(1 — D) (B.123)

Sl

B.5.5.3. Momento flector plastico
B.5.5.3.1. Momento con D =0

En una seccion de doble T sin dano hay que distinguir los siguientes
dos casos excluyentes, segtn la posicion (y) del punto (oy,er) de cambio
de pendiente del diagrama o — ¢:

» El punto se encuentra dentro del ala: y; > h/2 — ¢y,

» El punto se encuentra dentro del alma: y; < h/2 — ¢,

B.5.5.3.1.1. En funcién de yy

Formula general (y; > h/2 — e,):

20 h ’
Maa(og) = 32 [byf; e (5-a) |+

e[

o8 )

+ | (B.124)
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Formula general (y; < h/2 — e,):

2
Maga(yy) = gebfffyfr-ir

+w1h/2{§ (07 = 0v) [b(g)g_ s — (5 eb)(g ) eh>3
+<UT.Uf - afg) {b(g)Q— eyt — (b — ep) (g B eh)Q}}

| (B.125)

h
Se comprueba que, para y, = 3 —ep, las funciones Mgt (ye) v Masa(ye)

coinciden.
Momento elastico = y; = h/2 (se utiliza Mg¢).

Momento plastico = yy = 0 (se utiliza May2).

Comprobacién con o, = oy (sin endurecimiento):

+b

2 h 3
General: Mgy, = oy {?)yf {by? —(b—ep) <§ — eh>

h? i

Mdt2i =05 |:(h - eh)(b - 61))6}7. + <4 - 3> €b:|

4 h\* h s
Elastico:  Mag, = Ufﬁ |:b (§> —(b—ep) (5 - eh) :|

h2
Plastico:  Mai2,= 0y [Zeb + (h—ep)(b— eb)eh}

(B.126)

Se comprueba que, sustituyendo o, = o, e, = b en las expresiones
anteriores, se obtienen las férmulas correspondiente al caso rectangular

b
sin endurecimiento: 3%/ (3h2 — 4yj2¢)

B.5.5.3.1.2. En funcién de n,
Er th h p
Donde ny, = —. Por tanto: = == S ng = —— d =
onde n €f or tanto: yy ) n yfzyaemas yr 2

h
h/2—€h<:>n5§h_—26h
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h
F¢ 1 1 | ns < :
o6rmula genera (n - th)

bh?
M1 (ns) = — <20r +or— n n2

12
lomg(b—ce
_6 f (h b)<h_2eh)3

(B.127)

h
Formula general (ns > - 26}1):

eyo B2
]Wdtg(’ﬂs) = Tf <*> +

s

Ao oy [(b_@(;)3_(6_%)(’2’_%)3}— (B.128)

3 h ng—1

ez o)) 0ol

ng—1 2

Momento elastico = y; = h/2 = n, = 1 (se utiliza Mg ):
4 A h ’
Mg, = —=L [b (5) —(b—ep) (5 - €h> ] (B.129)
Momento plastico = y; = 0 = n, — oo:

4o, —0 n\? h 3
Mdt2p:§ h f [b (§> —<b—€b) <§_eh)

+Uf

(B.130)
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Comprobacién con o, = oy (sin endurecimiento):

h\* 1) 4n, b\’ h ’
General: - Maus, = Uf{b<2) (1 a 7L§) * 3h [b <27LS> — e <§ B eh)
2 2 2
€p h €p h h
Mag2, = oy [6 (;S) + (b — TT%) <§> —(b—ep) (5 - eh) :|

, do R\? h 3
Elastico:  Man, = §ff [b <§> —(b—ep) (5 — eh) :|

h2
Plastico:  Masz, = 0f {ebz +en(b—ep)(h— €h):|

(B.131)

Se comprueba que, para ns, = , ambas funciones coinciden:

h — 26h
Mg (ns.) = Maga (ns,) =
be
= ?h Bh(or + o) — 2en(0r + 204)] + (B.132)

+ %(h — 2e,)?
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B.5.5.3.2. Momento con D > (

Cuando aparece dano en una seccién de doble T, en funcién de la

h
posiciéon del punto y,. = 5(1 — D), que marca el comienzo de la zona
danada, y la posicién del punto y; = %, de cambio de pendiente del
n

S
diagrama o — ¢ (siempre y, > yy), se distinguen los siguientes tres casos

excluyentes:
» Ambos puntos se encuentran dentro del ala: y. > yy > h/2 — ey,.

2
Equivalentemente D < 1 — ng (1 — %)

» Lazona danada (y,) comienza dentro del ala pero y se encuentra en

2
el alma: y, > h/2—ej, > yys. Equivalentemente 1 —n, (1 — ﬁ) <

h
2€h
D < —.
h
= Ambos puntos se encuentran dentro del alma: h/2 — e, > y, > yy.
2
Equivalentemente D > %.

Es decir, los dos primeros casos son equivalentes a los expuestos para
funciones sin dano, pero el tercer caso se anade debido a que la posicién
de y, varia con el dano.

2
Formula general con y, >y > h/2 —e, & D <1 —ny (1 — %)

bh2 r - r
May, = — | 20, + 05 — o — 95 Ir (1— D)*~—
12 neoom (B.133)
_lo-fns(b_eb)<h_26 )3 .
6 h(l—D) "

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.127,
correspondiente al momento sin dafio con ns < h/(h — 2ep,).

Ademés, sustituyendo e, por b, se obtiene la expresion B.46, corres-
pondiente al momento con dano para una seccidon rectangular maciza.
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2 2
Formula general con y, >h/2—e;, >y < 1—n; (1 — ﬁ) <D 2h.

h

—(b—e) (g_eh>3}— (B.134)

Se comprueba que, sustituyendo D = 0, se obtiene la expresion B.128,
correspondiente al momento sin dafio con ns > h/(h — 2ep,).

Ademés, sustituyendo e, por b, se obtiene la expresion B.46, corres-
pondiente al momento con dano para una seccion rectangular maciza.

2
Formula general con h/2 —e, >y, >y < D > h,

h

(B.135)

Se comprueba que, sustituyendo e, por b, se obtiene la expresion B.46,

correspondiente al momento con dano para una secciéon rectangular ma-
ciza.
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Las funciones My¢1, (Ecuacion B.133) y Mato,, (Ecuacion B.134) coin-

h 2
ciden cuando y; = 5 en, es decir, con D.=1—n, |1 — %)

MdtID(Dc) = Mdt?D (DC) =

bh? o, — 05 O, 2e;,\]?
- E(Q"r”f— " _E)[”S(l_T)] " (B.136)

1
— EO'f(b — €b)<h — 26h>2

Las funciones Myi2,, (Ecuacion B.134) y My3,, (Ecuacion B.135) coin-

2
ciden cuando y; =y, = 5(1 — D) = 5~ €hs €8 decir, con D, = %:

MdtQD (DC) - MdtSD(DC) -
12

— B.137
(2€h — h)2 (20} + Of — or 91 O—T) ( )
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Debido al gran nimero y extension de los codigos desarrollados, so-
lamente se expondra a continuacion alguno de ellos.
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C.1. Maple

C.1.1. MDR

Se reproduce a continuacion parte del cdédigo desarrollado para im-
plementar el Método Directo de Rigidez (MDR). Este programa esté
disponible de forma libre en el Centro de Aplicaciones de Maplesoft [42].

El resto de codigos desarrollados para implementar los modelos nu-
méricos son los siguientes:

= MDRCP: Método Directo de Rigidez con Célculo Plastico paso a
paso. Este programa esta disponible de forma libre en el Centro de
Aplicaciones de Maplesoft [43].

= MDRCPR: Método Directo de Rigidez con Calculo Plastico pa-
so a paso y Reduccion del momento plastico por combinacion de
esfuerzos y dano.

= MDRCPRE: Método Directo de Rigidez con Célculo Plastico paso a
paso, Reduccion del momento plastico por combinacion de esfuerzos
y dano, y Endurecimiento.

La extension de dichos codigos es demasiado grande como para re-
producirlos aqui.
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Application Demonstration Maplesoft

www. maplesoft.com

2D-Direct Stiffness Method

This worksheet contains an implementation of the Direct Siffness Method for 2D
frames, in which numeric information (displacements, reactions and beam diagrams) and
graphic information (animated or static beam diagrams and deformed shape) are obtained.

© 2008 A.LL &P.LR.

Engineering School. University of Valladolid. Spain.
Structural Design Area. CARTIF Technology Center. Valladolid. Spain

Y Instructions
[nstructions to open the document:

* Open this document by double-clicking on it (or "right-click > Open with"). The folder "libr" must be in the same Directory as the Maple archive.
« Please DO NOT open Maple first and then open this document from here, it would affect the definition of the Current Directory, and it wouldn't work.

Execute to read the instructions of this program:
> restart:w th(Mpl ets[El ements]):
dirant:=currentdir():currentdir("libr"):

l'i bname: =currentdir(), |ibnane:
wi th(logis3):currentdir(dirant):
instruc();

[Don't worry if some warnings are displayed here or in the next block: 'Warning, system/ssystem calls have been disabled in the options dialog'.
L LThat's because of the use or 'currentdir()' to read the libraries. It depends on your Maple Configuration (Tools>Options>Security), and it does not affect the program.

1. Start

["Start and load of the standard libraries and our own libraries and procedures.

> restart: Digits:=20:

Standard libraries

> with(linalg): wth(plottools):w th(LinearAl gebra):w th(plots):
wi t h(Mapl et s[ El ement s]): setoptions(scal i ng=CONSTRAI NED) :

Our own libraries

> dirant:=currentdir():currentdir("libr"):
l'i bname: =currentdir(), |ibnane:
wi th(sinbolos): w th(dibujos): wth(logis3):
currentdir(dirant):

Maplet to choose how to introduce the data

> mpltin():

> #conmap[ 2] : ="true":

If you always want the same data introduction method, without being asked to choose one, put #' before mpltin(),
remove '# before conmap[2], and put conmap[2]:=""true" to always introduce the data manually, or "false" to always use Maplets.

d
<

PROCEDURES: (displayed here for its academic use)

Elemental stiffness matrix
> ke:=proc(E A 1z, L,ercl, erc2)
if (ercl=0 and erc2=0) then #Stiffness matrix with rigid joints

array([[A*E/L, O, 0, -AYE/L, O, 0 ,
[0, 12*E*| z/ L"3, 6*E*lz/L"2, O, -12*E*1 z/ L"3, 6% E*1 z/ L"2 ],
[0, 6*E*l z/L"2, 4*E*lz/L, 0, -6*E*lz/L"2, 2*E*lz/L ],
[-A*E/L, O, 0, AE/L, O, 0 1,
[0, -12*E*1 z/ L"3,-6*E*1 2/ L"2, 0, 12*E*1 z/ L"3, -6*E*lz/L 2],
[o, 6*E*lz/L"2, 2*E*lz/L, 0, -6*E*l z/L"2, 4*E*lz/L 11):
elif (ercl=1 and erc2=0) then #Hi nge in the first extrene
array([[A*E/L, O, 0,-A*E/ L, 0, 0 1,
[o, 3*E*l1 z/L"3, 0,0, -3*E*1z/L"3, 3*Erl z/ Lr2 ],
[O, 0, 0,0, 0, 0 1,
[-A*E/L, 0, 0, A*E/L, O, 0 s
[0, -3*E*1z/L"3,0,0, 3*E*| z/ L"3, -3*E*lz/L 2],
[o, 3*E*lz/L"2, 0,0, S3*E*Iz/LA2, 3*EflzIL ]]):

elif (ercl=0 and erc2=1) then #H nge in the second extrene
array([[A*E/L, O, 0, -A*E/L, 0, o],
[o, 3*E*l z/ L"3, 3*E*lz/L"2, O, -3*E*1 z/ L"3, 0],
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[o, 3*EFlz/LA2, 3*Eflz/L, O, -3*E*1z/ 172, 0],
[-A*E/L, 0, 0, AEL O, 0],
[o, -3*E*1z/ LA3, - 3*E*1 2/ L"2, 0, 3%E*1z/ L3, 0],
[o, 0, 0, 0, 0, 011):

elif (ercl=1 and erc2=1) then #H nge in both extrenes
array([[A*E/L, 0,0,-A*E/L,0,0],

[o, 0,0,0, 0,0],
[0, 0,0,0, 0,0],
[-A*E/L,0,0, A*E/L, 0,0],
[o, 0,0,0, 0,0],
[o, 0,0,0, 0,0]1):
end if:
end:

Coordinates transformation (from global to local coordinates)
> T:=proc(al fa)

array([[cos(al fa), sin(alfa),O, 0, 0,0],
[-sin(alfa),cos(alfa),0, 0, 0, 0],
[O, 0, 1, 0, 0,0],
[0, 0, 0,cos(alfa), sin(alfa),0],
[0, 0, 0,-sin(alfa),cos(alfa), 0],
[o, 0, 0, 0, 0,1]1):

end:

Ln: =proc(al fa)

array([[cos(al fa), sin(alfa),O0],
[-sin(alfa),cos(alfa), 0],
[o, 0, 111):

end:

Stiffness matrix in global coordinates
> kg:=proc(E, A 1z, L, alfa,ercl, erc2)
eval n{transpose(T(alfa)) & ke(E A lz,L,ercl,erc2) & T(alfa)):

end:
Stiffness matrix, divide in 3x3 sub-matrices
> k_ii:=proc(kr)

array([[kr[2,1],kr[1,2],kr[1,3]],
[kr[2,1],kr[2,2],kr[2,3]],
[kr[3,1],kr[3,2],kr[3,3]]]):
end:
k_ij:=proc(kr)
array([[kr[1,4],kr[1,5],kr[1,6]],
[kr[2,4],kr[2,5],kr[2,6]],
[kr[3,4],kr[3,5],kr[3,6]]]):
end:
k_ji:=proc(kr)
array([[kr[4,1],kr[4,2],kr[4,3]],
[kr[5,1],kr[5,2],kr[5,3]],
[kr[6,1],kr[6,2],kr[6,3]]]):
end:
k_jj:=proc(kr)
array([[kr[4,4],kr[4,5],kr[4,6]],
[kr[5,4],kr[5,5],kr[5,6]],
[kr[6,4],kr[6,5],kr[6,6]]]):
end:
Interelemental loads an. am diagram tain
Punctual load:
> f_pun: =proc(Px, Py, M, a, L)
array([ Px*(-1+a), -(-1+a)*(2*L*Py*a"2-Py*a*L+6*M*a-Py*L)/L, -(-1+a)*(L*Py*a”2+3*M*a-Py*a*L-M), -Px*a,
a* (- 3*Py*a*L- 6*Mz+2*L*Py*ar2+6*Me*a) /L, -a*(-Py*a*L-2*M+L*Py*ar2+3*Mz*a)]):
end:

#NVM pun: =array([1,2,3]):
NVM pun := proc (Px, Py, Mz, a, L)

[ pi ecewi se(x < a*L,-Px*(-1+a),a*L < x,-Px*(-1+a)-Px), piecew se(x < a*L, (-1+a)*(2*L*Py*ar2-Py*a*L+6*M*
a-Py*L)/L,a*L < x, (-1+a)*(2*L*Py*a”2-Py*a*L+6*Mz*a-Py*L)/L-Py), piecew se(x < a*L,-(-1+a)*(2*L*Py*ar2- Py*
a*L+6*Mg*a- Py*L)/ L*x+(-1+a) * (L*Py*ar2+3*M*a- Py*a*L- M), a*L < X, - (-1+a)*(2*L*Py*a”2- Py*a*L+6* Mz*a- Py*L)

[ L*x+(-1+a) * (L*Py*ar2+3*Me*a- Py*a*L- Mz) +Py*(x-a*L)-Me)]: end:
Distributed load:
> f_dis:=proc(qgxa, gxb, qya, qyb, a, b, L)

array([-1/6*(-b+a)*(a*qgxb+2*qgxa*a- 3*gxa+gxa*b- 3*qxb+2*qxb*b) *L, 1/20*L*(-b+a)*(2*qyb*ar3+8*qya*a”3- 15*
gqya*an2+6* qya*b*ar2+4*qyb*b*anr2- 5* qyb*a”2- 10* qya* b* a+6* qyb* b"2* a+4* qya* b"2*a- 10* qyb* b* a- 5* qya* b"2+10*
qyb+2*qya*b”"3+10* qya+8* qyb* b 3- 15*qyb*b”2), 1/60*L"A2*(-b+a)*(3*qyb*ar3+12*qya*a”3-10*qyb*a”r2+6*qyb*b*a”2
- 30*qya*a”2+9*qya*b*a"2- 20* qya*b*a+6* qya* b"2*a+10* a* qyb+9* qyb* b"2* a+20* qya* a- 20* qyb* b*a+10* qya* b+12* qyb*
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b/r3+3* qya* b"3+20* qyb* b- 30* qyb*b"2- 10* qya*b”2), 1/6*L*(-b+a)*(a*qgxb+2*gxa*a+gxa*b+2*qgxb*b), -1/20*L*(-b+a)
*(2*qyb*anr3+8*qya*a”3- 15*qya*ar2+6* qya*b*ar2+4* qyb*b*ar2- 5*qyb*a”2- 10* qya* b* a+6* qyb* b"2* a+4* qya* b 2* a- 10*
qyb*b*a+2*qya*b"3- 15* qyb*b"2+8* qyb*b"3-5*qya*bh”2), 1/60*L"2*(-b+a)*(3*qyb*ar3+12*qya*a”3+9*qya*b*an2- 5*
qyb*an2- 15*qya*a”2+6* qyb*b*a”2- 10* qya* b*a+9* qyb* b"2*a+6* qya* b"2*a- 10* qyb* b*a+12* qyb* b"3- 5*qya*b"2+3* qya*
b”3-15*qyb*b"2)]):

end:

NVM dis := proc (gxa, gxb, qya, qyb, a, b, L)

[ pi ecewi se(x < a*L, 1/ 6*(-b+a)*(gxb*a+2*gxa*a- 3* gxa+qxa*b- 3*qxb+2*qxb*b) *L, a*L-x < 0 and x-b*L < 0, 1/ 6*(-
b+a) * (gxb*a+2* qxa* a- 3*gxa+qgxa* b- 3*qxb+2* gxb*b) *L- gxa* (x- a*L) - 1/ 2* (qxb- gxa)/ (b-a)/ L*(x-a*L)"*2, b*L < x, 1/ 6*
(- b+a) *(gxb*a+2*gxa*a- 3* qxa+qxa* b- 3* qxb+2* qxb*b) *L- 1/ 2* (gqxa+qxb) *(b-a) *L), piecewi se(x < a*L,-1/20*L*(-b+
a) *(2*qyb*an3+8*qya*a”3- 15*qya*a’2+6* qya* b*ar2+4* qyb* b*ar2- 5* qyb* a"2- 10* qya* b* a+6* qyb* b"2* a+4* qya* b 2*

a- 10* qyb*b*a- 5* qya*b"2+10* qyb+2* qya* b"3+10* qya+8* qyb* b"3- 15*qyb*b”2), a*L-x < 0 and x-b*L < 0,-1/20*L*(-b+
a)*(2*qyb*ar3+8*qya*a”3- 15*qya*a”2+6* qya*b*a’2+4*qyb* b*an2- 5*qyb*a”2- 10* qya* b* a+6* qyb* b"2* a+4* qya* b 2*
a- 10* qyb*b*a- 5* qya*b"2+10* qyb+2* qya* b"3+10* qya+8* qyb* b"3- 15* qyb*b”2) - qya* (x- a*L) - 1/ 2*(qyb-qya) / (b-a) / L*
(x-a*L)"2,b*L < x,-1/20*L*(-b+a)*(2*qyb*an3+8*qya*a’3- 15*qya*a”2+6*qya* b*a"2+4*qyb*b*a"2- 5*qyb*an2- 10*
gya*b*a+6* qyb* b"2*a+4* qya* b”2*a- 10* qyb* b* a- 5* qya*b”"2+10* qyb+2* qya* b"3+10* qya+8* qyb* b"3- 15* qyb*b"2) - 1/ 2*
(qya+qyb) *(b-a)*L), piecew se(x < a*L,1/20*L*(-b+a)*(2*qyb*a”3+8*qya*a"3-15*qya*a”2+6*qya*b*a2+4*qyb*b*
an2-5*qyb*an2- 10* qya*b*a+6* qyb* b"2*a+4* qya* b 2*a- 10* qyb* b* a- 5* qya* b"2+10* qyb+2* qya* b 3+10* qya+8* qyb*b"3
- 15*qyb*b”"2) *x- 1/ 60* L"2* (- b+a) *( 3*qyb*a”3+12* qya*a”3- 10*qyb*a”2+6* qyb* b*a”2- 30* qya*a”2+9* qya* b*a"2- 20*
qya*b*a+6*qya*b”2*a+10* qyb*a+9* qyb*b"2*a+20* qya* a- 20* qyb* b*a+10* qya* b+12* qyb* b"3+3* qya* b"3+20* qyb* b- 30*
qyb*b”2-10*qya*b”2),a*L-x < 0 and x-b*L < 0, 1/ 20*L*( - b+a) *(2*qyb*a”3+8*qya*a”3- 15*qya*a”2+6* qya* b*ar2+4*
qyb*b*an2- 5*qyb*a”2- 10* qya* b*a+6* qyb*b"2* a+4* qya* b’ 2*a- 10* qyb* b*a- 5* qya* b"2+10* qyb+2* qya* b"3+10* qya+8*
qyb*b”3-15*qyb*b”2) *x- 1/ 60* L"2* (- b+a) * (3*qyb*a”3+12*qya*a”3- 10*qyb*a”2+6* qyb* b*a"2- 30* qya*a”2+9*qya*b*an2
- 20*qya*b*a+6* qya*b”2*a+10* qyb*a+9* qyb*b”2*a+20* qya* a- 20* qyb*b*a+10* qya* b+12* qyb* b"3+3* qya* b"3+20* qyb*
b- 30* qyb*b”2- 10*qya*b”2) +1/ 2*qya* ( x- a*L) *2+1/ 6*(qyb-qya)/ (b-a)/L*(x-a*L)"3, b*L < x, 1/ 20*L*(-b+a) *(2*qyb*
an3+8*gya*a”3- 15*qya*at2+6* qya* b*a”2+4* qyb*b*a”2- 5* qyb*a”2- 10* qya* b* a+6* qyb* b 2* a+4* qya* b"2* a- 10* qyb* b*
a- 5*qya*b”2+10* qyb+2* qya*b"3+10* qya+8* qyb* b"3- 15* qyb* b"2) *x- 1/ 60* LA2* ( - b+a) * ( 3*qyb*a"3+12*qya*a”3- 10* qyb*
ar2+6* qyb*b*an2- 30* qya* a”2+9* qya* b* a”2- 20* qya* b* a+6* qya* b"2* a+10* qyb* a+9* qyb* b"2* a+20* qya* a- 20* qyb* b*
a+10* qya*b+12* qyb*b”3+3* qya*b"3+20* qyb* b- 30* qyb*b”2- 10* qya* b”2) +qya* (b- a) *L*(x- a*L- 1/ 2*(b-a) *L) +1/ 2* (qyb-
qya) *(b-a) *L*(x-a*L-2/3*(b-a)*L))]:
end:
Termic load:

> f_ter:=proc(E A lz, L alf,t1,t2h)

array([1/2*A*E*al f*(t1+t2),0,-E*lz*al f*(t1-t2)/h, -1/ 2*A*E*al f*(t 1+t2), 0, E*l z*al f*(t1-t2)/h]):
end:

NVMter := proc (E, A Iz, L, alf, t1, t2, h)
[-1/2*A*E*al f*(t1+t2), O, E*lz*alf*(t1l-t2)/h]:
end:

Initial deformation:
> f_def:=proc(E A Iz, L,du,dv,dt)
array([ A*E/ L*du, 12*E*l|z/L"3*dv-6*E*lz/L"2*dt, 6%E*lz/L"2*dv-2*E*lz/L*dt, -A*E/L*du, -12*E*|z/L"3*dv+6*
E*lz/ LA2*dt, 6*E*lz/ L 2*dv-4*E*lz/L*dt]):
end:
NVM def := proc (E A Iz, L,du,dv,dt)
[-A*E/ L*du, -12*E*|z/ L 3*dv+6*E*|z/ L 2*dt, (12*E*lz/ L 3*dv-6*E*|z/ L 2*dt)*x-6*E*| z/ LA2*dv+2*E*| z/ L*dt] :
end:

Equivalent forces:
> feq:=proc(fep,alfa)
eval n{transpose(-T(alfa)) & fep):
end:
> feq_i:=proc(feq)
array([feq[1],feq[2],feq[3]]):
end:
feq_j:=proc(feq)
array([feq[4],feq[5],feq[6]]):
end:

Display of the frame
> di buj a: =proc(dnd, nnd, dbr, dsc, nbr, dbc)
local dib_a,dib_c,dib_n, dib_f;
gl obal esc_g, sicol, dib_b;
Graphic autoscale:
> esc_g: =aut oscal a(dnd, nnd, 1) ;
Geometry:
> di b_b: =di buj a_barras(dnd, dbr, dsc, nbr, esc_g):
di spl ay(dib_b):
> di b_n: =di buj a_nuner os(dnd, dbr, nbr, esc_g, col or =or ange, f ont =[ TI MES, BOLD, 12] ) :
di splay(dib_b, dib_n):
Coordinate system:
> sicol:=sico_p(0,0,0,esc_g,[' Xg','Yqg'], col or=nagent a, f ont =[ HELVETI CA, BOLD, 12] ) :
di splay(di b_b, sicol):
Supports:
> di b_a: =di buj a_apoyos(dnd, nnd, esc_g, col or =bl ack, t hi ckness=3) :
di splay(dib_b, dib_a):
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Nodal forces:
> di b_c: =di buj a_cargas(dnd, nnd, esc_g, col or =red, t hi ckness=3, f ont =[ TI MES, BOLD, 12] ) :
di splay(dib_b,dib_c):
Interelemental loads:
> di b_f: =di buj a_f uerzas(dbc, dnd, dbr, nbc, esc_g, col or=red, t hi ckness=3, f ont =[ TI MES, BOLD, 10] ) :
di splay(dib_b, dib_f):
Complete drawing:
> display(dib_b,dib_n,dib_a, dib_c,sicol, dib_f);
end proc:
Stiffness matrix calculation:
> matrizK: =proc(nbr, dnt, dbr, dsc, nnd, dnd)
gl obal kbr, k3, kest;
local ibr,ind,jnd,izd,ide,i,j;
Stiffness matrix:
> for ibr from1 to nbr do
kbr[ibr]:=kg(dnt[dbr[ibr,3],1],dsc[dbr[ibr,4],1],dsc[dbr[ibr,4],2],dbr[ibr,5],dbr[ibr,6],dbr[ibr,7],dbr
[ibr,8]):
od:
Order basing on nodes. Inicializate first:
> for ind from1 to nnd do
for jnd from1 to nnd do
k3[ind,jnd]:=[[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0]]:
od: od:
Assembly sub-matrices in blocks:
> for ibr from1 to nbr do
k3[dbr[ibr,1],dbr[ibr,1]]:=k3[dbr[ibr,1],dbr[ibr,1]]+k_ii(kbr[ibr]):
k3[ dbr[ibr,1],dbr[ibr,2]]:=k3[dbr[ibr,1],dbr[ibr,2]]+k_ij(kbr[ibr]):
k3[dbr[ibr,2],dbr[ibr,1]]:=k3[dbr[ibr,2],dbr[ibr,1]]+k_ji(kbr[ibr]):
k3[dbr[ibr,2],dbr[ibr,2]]:=k3[dbr[ibr,2],dbr[ibr,2]]+k_jj(kbr[ibr]):
od:
Modify K basing on nodal_alpha: (L)-(K)-(L)t:
> for ind from1 to nnd do
if (dnd[ind, 12]<>0.) then
for izd from1l to nnd do
k3[ind,izd]:=eval m(Ln(dnd[ind, 12])) & k3[ind,izd]):
od:
for ide from1 to nnd do
k3[ide,ind]:=eval m(k3[ide,ind] & transpose(Ln(dnd[ind, 12]))):
od:
end if:
od:
Frame stiffness matrix:
> kest:=array(1..3*nnd, 1..3*nnd):
for ind from1 to nnd do
for i from1 to 3 do
for jnd from1 to nnd do
for j from1 to 3 do
kest[i+3*(ind-1),j+3*(jnd-1)]:=eval m(k3[ind,jnd])[i,j]:
od: od: od: od:
eval n{ kest):
Modify K, basing on elastic supports:
> for ind from1 to nnd do
if (dnd[ind, 9]<>0.) then
kest [ 3*i nd- 2, 3*i nd- 2] : =kest [ 3*i nd- 2, 3*i nd- 2] +dnd[ i nd, 9] :
end if:
if (dnd[ind, 10]<>0.) then
kest [ 3*i nd- 1, 3*i nd- 1] : =kest [ 3*i nd- 1, 3*i nd- 1] +dnd[ i nd, 10] :
end if:
if (dnd[ind, 11]<>0.) then
kest [ 3*ind, 3*i nd] : =kest [ 3*i nd, 3*i nd] +dnd[ i nd, 11] :

end if:
od:
end proc:

Degrees of freedom and not null displacements:
> gdl desp: =proc(nnd, dnd)
gl obal gdl, ncoco, bk;
local i,j,ind,jnd,knd;
Boundary conditions
> gdl :=array(1..3*nnd):
j:=0:
for ind from1 to nnd do
for i from6 to 8 do
if dnd[ind,i]="x" then
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jo=j o+l
gdl [j]:=i-5+3*(ind-1):
end if:
od: od:
ncoco: =3*nnd-j :
Not null displacements
> bk:=array(1..3*nnd):
for knd from1 to 3*nnd do
bk[ knd] : =0. O:
od:
for ind from1 to nnd do
for i from1 to 3 do
if (dnd[ind, 5+i]<>0 and dnd[ind, 5+ ] <> x") then
for jnd from1 to nnd do
for j from1l to 3 do
bk[ 3*(j nd- 1) +j ] : =bk[ 3*(j nd- 1) +j ] +kest [ 3*(j nd- 1) +j , 3* (i nd- 1) +i ] *dnd[ i nd, 5+i ] :
od: od:
end if:
od: od:
end proc:
Fix forces
> enpo: =proc(nbr, nbc, dbc, dbr, dnt, dsc)
gl obal fep,fep_;
local ibr,ibc;
for ibr from1 to nbr do
fep[ibr]:=[0,0,0,0,0,0]:
od:
for ibc from1 to nbc do
if (dbc[ibc,2]="pun') then
fep_:=f _pun(dbc[ibc, 4], dbc[ibc, 5], dbc[i bc, 6], dbc[i bc, 3], dbr[dbc[ibc, 1], 5]):
end if:
if (dbc[ibc,2]="dis") then
fep_:=f_dis(dbc[ibc, 5], dbc[ibc, 6], dbc[ibc, 7], dbc[i bc, 8], dbc[i bc, 3], dbc[i bc, 4], dbr[dbc[i bc, 1], 5]):
end if:
if (dbc[ibc,2]="ter") then
fep_:=f_ter(dnt[dbr[dbc[ibc, 1], 3], 1], dsc[dbr[dbc[ibc, 1], 4], 1], dsc[dbr[dbc[i bc, 1], 4], 2], dbr[dbc[i bc,
1], 5], dnt [dbr[dbc[ibc, 1], 3], 2], dbc[i bc, 3], dbc[i bc, 4], dsc[dbr[dbc[i bc, 1], 4], 3]):
end if:
if (dbc[ibc,2]="def') then
fep_:=f_def (dnt[dbr[dbc[ibc, 1], 3], 1], dsc[dbr[dbc[i bc, 1], 4], 1], dsc[ dbr[dbc[i bc, 1], 4], 2], dbr [ dbc[i bc,
1], 5], dbc[i bc, 3], dbc[i bc, 4], dbc[i bc, 5]):
end if:
fep[dbc[ibc, 1]]: =eval n(fep[dbc[ibc, 1]]+fep_):
od:
end proc:

F 1 reloading of ix dbr:
> fuerzas: =proc(nbr, nbc, dbc, dbr, dnt, dsc, fep)
gl obal ercl,erc2, fmMa, Mb, fequ, f3, bf, KA bA, b;
local i,j,ind,ibr,ibc,dbrm

dbrM =array(1..nbr,1..12):
for i from1 to nbr do
for j from1l to 12 do
dbrMi,j]:=dbr[i,j]:
od: od:
Modify basing on joints with degrees of fredom. External bending moment is not considered here, but as interelemental load.
> for ibr from1 to nbr do
ercl:=dbrMibr, 11]:
erc2: =dbrMi br, 12]:
if (ercl=0 and erc2=0) then
fm=[0,0,0,0,0,0]:
elif (ercl=1 and erc2=0) then
Mea: =fep[ibr][3]:
dbrMi br, 9] : =- Mza:
fm=[0, 3/2/dbrMibr,5]*Ma, Ma, 0, -3/2/dbrMibr,5]*Ma, 1/2*Ma]:
elif (ercl=0 and erc2=1) then
Mzb: =fep[ibr][6]:
dbrM i br, 10] : =- Mzb:
fm=[0, 3/2/dbrMibr,5]*Mb, 1/2*Mb, 0, -3/2/dbrMibr, 5]*Mb, Mb]:
elif (ercl=1 and erc2=1) then
Mea: =fep[ibr][3]:
Mzb: =fep[ibr][6]:
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dbrMi br, 9] : =- Mza:
dbrMi br, 10] : =- Mzh:
fm=[0, (Ma+Meb)/dbrMibr,5], Ma, 0, -(Ma+Mb)/dbrMibr,5], Mb]:
end if:
fep[ibr]:=eval n(fep[ibr]-fm:
od:
Equivalent forces:
> for ibr from1 to nbr do
fequ[ibr]:=feq(fep[ibr],dbrMibr,6]):
od:
> for ind from1 to nnd do
f3[ind]:=[0,0,0]:
od:
Matrix assembly
> for ibr from1 to nbr do
f3[dbrMibr,1]]:=f3[dbrMibr,1]]+feq_i (fequ[ibr]):
f3[dbrMibr,2]]:=f3[dbrMibr,2]]+feq_j(fequ[ibr]):
od:
Modify feq basing on nodal_alpha:
> for ind from1 to nnd do
if (dnd[ind, 12]<>0.) then
f3[ind]:=eval n{(Ln(dnd[ind, 12])) & f3[ind]):
end if:
od:
> bf:=array(1..3*nnd):
> for ind from1 to nnd do
for i from1 to 3 do
bf [3*(ind-1)+i]:=eval m(f3[ind])[i]:
od: od:
Forces vector:
> b:=array(1..3*nnd):
for ind from1 to nnd do
for i from1 to 3 do
b[3*(ind-1)+i]:=dnd[ind, 2+ ] -bk[3*(ind-1)+i ]+bf[3*(ind-1)+i]:
od: od:
Loads matrix and vector (considering boundary conditions)

> KA: =array(1..3*nnd-ncoco, 1..3*nnd-ncoco) :
bA: =array(1..3*nnd-ncoco):
for i from1 to 3*nnd-ncoco do
bA[i]:=b[gdl[i]]:
for j from1 to 3*nnd-ncoco do
KA, j]:=kest[gdl[i], gdI[j]]:
od: od:
> eval (dbrv: #returns the new matrix dbr
end proc:

> despreac: =proc(nnd, ncoco, gdl , dnd, sol , kest, bf)

gl obal fest,r_nuelle_x,r_nuelle_y,r_nuelle_t,reac, uest;
local i,j,ind, valor,err_a,err_r,dndM

dndM =array(1..nnd, 1..12):
for i from1 to nnd do
for j from1 to 12 do
dndMi,j]:=dnd[i,j]:
od: od:
Nodal displacements (global or local coordinates)
> for i from1l to 3*nnd-ncoco do
dndMceil ((gdl[i])/3), gdl[i]-ceil((gdl[i])/3)*3+8]:=sol[i]:
od:
eval n{ dndM :
> uest:=array(1..3*nnd):
for ind from1 to nnd do
for i from1 to 3 do
uest[i+3*(ind-1)]:=dndMind, 5+i]:
od: od:
eval n(uest):
Global reactions (kest*uest-fegest (global or nodal coordinates), because F_est+Feq_est=K_est * u_est)
> fest:=array(1..3*nnd):
fest:=eval n((kest & uest - bf)):
Reaction in the spring Rmuelle:=-kmuelle*ub[]
> for ind from1 to nnd do
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if (dndMind, 91<>0.) then
r_nuel l e_x:=-dndM i nd, 9] *uest [ 3*i nd- 2] :
end if:
if (dndMind, 10]<>0.) then
r_nuel l e_y: =-dndM i nd, 10] *uest [ 3*i nd- 1] :
end if:
if (dndMind, 11]<>0.) then
r_nuel le_t:=-dndM i nd, 11] *uest [ 3*i nd] :
end if:
od:
Reactions in inclinated supports in global coordinates Lt*fest_nodal
> for ind from1 to nnd do
if (dndMind, 12] <>0) then
reac: =eval n(transpose(Ln(dndMind, 12])) & [fest[3*ind-2],fest[3*ind-1],fest[3*ind]]):
printf("Reacciones del nodo %l en globales = (%, %9, %g)\n",ind, reac[1],reac[2],reac[3]);
end if:
od:
Errors in the solution obtained
> for i from1l to 3*nnd-ncoco do
val or: =dndM cei |l (gdl [i]/3),gdl[i]-ceil(gdl[i]/3)*3+5]:
err_a:=fest[gdl[i]]-valor:
err_r:="if (val or<>0, abs(100*err_a/val or), 99999):
od:
Complete dnd matrix with the data obtained (unknowns and also some known data).
> for ind from1 to nnd do
for i from1 to 3 do
dndMind, 2+ ]:=fest[i+3*(ind-1)]:
od: od:
eval n( dndM ;
> end proc:
Beam diagrams: mediante F=K*u+Femp
In bars with degrees of freedom, it could be done in two ways:
a) with all the data condensed
b) with the original data (knowing the degrees of freedom). Here is done this way
> esfu: =proc(nnd, dnd, nbr, dbr, dnt, dsc, nbc, dbc)
gl obal unod, Lb, Eb, | zb, Mza, Mzb, fep, fep_, esf, ul oc;
local ind,ibr,ibc;
Nodal displacements, in nodal or global coordinates are stored in dnd: ug=It*un
> for ind from1 to nnd do
if (dnd[ind, 12]<>0.) then
unod: =eval m(transpose(Ln(dnd[ind, 12])) & [dnd[ind, 6], dnd[ind, 7],dnd[ind, 8]]):
dnd[ i nd, 6] : =unod[ 1] :
dnd[i nd, 7] : =unod[ 2] :
dnd[ i nd, 8] : =unod[ 3] :
end if:
od:
Condensed degrees of freedom, in local coordinates, and uloc vector is loaded in each bar, with local displacements
> for ibr from1 to nbr do
Lb: =dbr[i br, 5] :
Eb: =dnt [dbr[ibr, 3], 1]:
I zb: =dsc[dbr[ibr, 4], 2]:
ul oc[ibr]:=eval m(T(dbr[ibr,6]) & [dnd[dbr[ibr,1],6],dnd[dbr[ibr,1],7],dnd[dbr[ibr,1],8],dnd[dbr[ibr, 2],
6], dnd[dbr[ibr,2],7],dnd[dbr[ibr,2],8]]):
if (dbr[ibr,11]=1 and dbr[ibr, 12]=0) then
Mza: =dbr [i br, 9] :
ul oc[ibr][3]:=1/4/Lb*(Mea*Lb"2-6*Eb*| zb*ul oc[i br][2] +6*Eb*| zb*ul oc[i br][5]-2*Eb*Izb*ul oc[ibr][6]*Lb)
| Eb/ | zb:
elif (dbr[ibr,11]=0 and dbr[ibr, 12] =1) then
Meb: =dbr [i br, 10] :
ul oc[ibr][6]:=1/4/Lb*( Mzb*Lb"2-6*Eb*| zb*ul oc[i br][2]-2*Eb*Izb*ul oc[ibr][3]*Lb+6*Eb*|zb*ul oc[ibr][5])
| Eb/ | zb:
elif (dbr[ibr,11]=1 and dbr[ibr, 12]=1) then
Mza: =dbr [i br, 9] :
Meb: =dbr [i br, 10] :
ul oc[ibr][3]:=-1/6/Lb*(-2*Ma*Lb”r2+6*Eb*|zb*ul oc[i br][2]-6*Eb*Izb*ul oc[ibr][5] +Mzb*Lb"2)/Eb/|zb:
ul oc[ibr][6]:=-1/6/Lb*( Mza*Lb”2+6*Eb*| zb*ul oc[i br][2]-6*Eb*Izb*ul oc[ibr][5]-2*Mb*Lb"2)/Eb/Izb:
end if:
od:
Beam diagrams are calculated with esf=Kloc*uloc+Femp. But Ke and Fep can't be modified with hinges: Ke is calculated with erc1=erc2=0, and Fep is calculated
again.
> enpo(nbr, nbc, dbc, dbr, dnt, dsc):
Finally, beam diagrams are calculated: esf=Kloc*uloc+Femp
> for ibr from1 to nbr do
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esf[ibr]:=eval m(ke(dnt[dbr[ibr,3],1],dsc[dbr[ibr,4],1],dsc[dbr[ibr,4],2],dbr[ibr,5],0,0) & uloc[ibr]+

fep[ibr]):
od:
| L> end proc:

d
<

2. Input data

Depending on the chosen option:
a) To introduce data with Maplets, execute next block.
b) To introduce data manually, first change data matrixes and then execute the block.

> dataerror:=0: #if there is any error during data introduction, this variable is set to 1

rstrt:=0: #if restart is needed in Calculation block, this variable is set to 1
if conmap[2]="true" then
MANUAL DATA INTRODUCTION
Frame data
> nnd:=5: #nunber of nodes
nbr:=4: #nunber of bars
nbc:=0: #nunber of interelenental |oads
nnt:=1: #nunber of materials
nsc:=1: #nunber of sections

Material data (E, alpha):
E: Young's modulus
alpha: thermal expansion coefficient
> dnt:=array(1l..nnt,1..2):
dnt:=[[2. 1ell, 1. 2e-5]]:
(1,2,3,4)
Section data (A,Iz,h,Mp)
> dsc:=array(1..nsc,1..4):
dsc:=[[10000, 1, 1, 1] ] :
Element data
(1,2, 3, 4 5 6 17,8,09 10, 11, 12, 13)
(n1,n2,material,section,lenght,angle,erc1,erc2,gdl1,gd12,ercl,ercll,number of bar)
ercl & erc2: erc=end_release_code (u,v,tit). erc=0 <=> rigid, erc=1 <=> hinge.
ercl & ercll: they take value 1 if, in nodes nl or n2, respectively, there is a hinge in any bar.
gdll & gdI2: released d.o.f.
Lenght & angle will be calculated later, basing on node coordinates.
> dbr:=array(1..nbr,1..13):
dbr:=[[1,2,1,1,L0,alf0,0,0,0.,0.,ercl,ercll,1],
[2,3,1,1,L0,alf0,0,0,0.,0.,ercl,ercll, 2],

[3,4,1,1,L0,alf0,0,0,0.,0.,ercl,ercll, 3],
[4,5,1,1,L0,alf0,0,0,0.,0.,ercl,ercll,4]]:

Nodal data (coordinates | forces | displacements |  elastic supports | alpha_nodal | number of node)
(1r,2,3 ., 4,5, 6,7, 8 ,9 ,10, 11, 12 s 13
(x , vy, &x, fy, m, u, v , tita , kx , ky , kt , alpha nodal, numberofnode)

Always place 'x' where force or displacement were unknown. If force is unknown, displacement must be known, and vice versa

> dnd: =array(1..nnd, 1..13):

dnd:=[[ 0, 0, 'x','x','x', 0, 0, O, 0,0,0, 0, 1],
[ o 1, 0, 0, O, CXLUX, X, 0,0,0, 0, 2],
[ 1, 1, 0, -1, 0O XXX 0,0,0, 0, 3],
[ 2, 1, 1, 0, O, CXLUX, X, 0,0,0, 0, 4],
230 XXX 0, 0, O, 0,0,0, 0, 5]]:
Interelemental loads in bars data
(loaded bar , kind of load , data for each load ... .) in local coordinates
«C 1, , , L5, 6, T, 8 )
( , Punctual (pun) , foot_distance, , valor_x , valor y , valor tita )
( , Distributed (dis) , foot_distance 1, foot distance 2, valor x_1 , valor x 2 , valor_y I , valory 2 )
( , Termic (ter) , T, , T2
( , Initial deformation (def), u , vV , it )

> if (nbc <> 0) then
dbc: =array(1..nbc, 1..8);
dbc: =[[2,"'pun',0.5,0,-1,0,0,0]]:
end if:
end of manual data introduction
> dat aerror: =errman(nnd, nbr, nnt, nsc, nbc, dnd, dbr, dnt, dsc, dbc) ;
introduction

#error handling in nanual data

el se
mapl dat (); #data introduction with Maplets
> end if:
Now, length, angles and hinges of each bar will be completed
Lenghts
> for ibr from1 to nbr do
dbr[ibr,5]:=eval f(sqrt((dnd[dbr[ibr,2],1]-dnd[dbr[ibr,1],1])”2+(dnd[dbr[ibr,2],2]-dnd[dbr[ibr,1],2])"2)
):
od:
Angles and hinges
> for ibr from1 to nbr do

dbr[ibr, 6]:=arctan(dnd[dbr[ibr,2],2]-dnd[dbr[ibr,1],2],dnd[dbr[ibr,2],1]-dnd[dbr[ibr,1],1]):
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od:
Hinges
> for ibr from1 to nbr do
#there will be a hinge if any bar converging to the node has a hinge
nodoA: =0: #first, it is considered a rigid joint
nodoB: =0: #if it has a hinge, a 1 will be placed in the next |oop
for i from1 to nbr do
if dbr[ibr,1]=dbr[i,1] and dbr[i,7]=1 then

nodoA: =1:

end if;

if dbr[ibr,1]=dbr[i,2] and dbr[i,8]=1 then
nodoA: =1:

end if;

if dbr[ibr,2]=dbr[i,1] and dbr[i,7]=1 then
nodoB: =1:

end if;

if dbr[ibr,2]=dbr[i,2] and dbr[i,8]=1 then
nodoB: =1:

end if;

od:
dbr[ibr, 11] : =nodoA:
dbr[ibr, 12] : =nodoB:
od:
Data and structure
> if dataerror=0 then
printf("\n\t\t\t\tStructure data: \n\t\t\t\t\tNunber of nodes: %d\n\t\t\t\t\tNunber of bars: %", nnd,
nbr);
printf("\n\t\t\t\t\tNunber of interelemental |oads: %\n\t\t\t\t\tNunber of materials: %", nbc,nnt);
printf("\n\t\t\t\t\tNunber of sections: %\ n",nsc);
printf("\n\t\t\t\tMaterial data for each section:");eval n(dnt);

printf("\n\t\t\t\tSection data:"); eval n{dsc);
printf("\n\t\t\t\tInterel emental |oads data:"); eval n{ dbc) ;
printf("\n\t\t\t\tNodal data:"); eval m(dnd);
printf("\n\t\t\t\tConplete el enent data:"); eval n(dbr);

printlevel:=0:
> esc_g: =aut oscal a(dnd, nnd, 1) :
di b_b: =di buj a_barras(dnd, dbr, dsc, nbr, esc_g):
di b_n: =di buj a_nuner os(dnd, dbr, nbr, esc_g, col or=or ange, f ont =[ TI MES, BOLD, 12] ) :
sicol:=sico_p(0,0,0,esc_g,['Xg',"'Yg'],col or=negent a, f ont =[ HELVETI CA, BOLD, 12] ) :
di b_a: =di buj a_apoyos(dnd, nnd, esc_g, col or =bl ack, t hi ckness=3):
di b_c: =di buj a_cargas(dnd, nnd, esc_g, col or =red, t hi ckness=3, f ont =[ TI MES, BOLD, 12] ):
di b_f: =di buj a_f uerzas(dbc, dnd, dbr, nbc, esc_g, col or=red, t hi ckness=3):
for kk from1 to 1 do for kkk from1 to 1 do printlevel:=2:0d:od:
> di splay(dib_b,dib_n,dib_a,dib_c,sicol,dib f,"title = Initial_structure');
| endif;
. .
3. Calculation and results
[To introduce the data manually, write "true" on the items you want to be displayed during calculation, and write "false" to hide them.
L You can also place a "true" in 'Display all'.
> detnul | : =0: #i f det(KA)=0, the structure is a mechanism and it won't be cal cul ated
printlevel:=1:

'restart' IF
> if rstrt=1 then #only if restart is not needed
printf("\n");
error "please, press 'Go up' and execute blocks 1 and 2 before Cal cul ation";
el se
if conmap[2]="true" then
cal cerror: =0: #if there is any error during data introduction, this variable is set to 1

qg: =array(1..2): ww=array(1l..6): anim=array(1l..2): dibuj:=array(1..6):

MANUAL DATA INTRODUCTION
al se": #Display all \ displaying options
“true": #Select (if "true", then select sone of the followings:) /

true": #Val ue of det (KA) \
true": #lnitial, final and maxi num val ues of beam di agranms | Data
true": #Forces/reaction in nodes /

="true": #Node di spl acenent s /
wnf 5] : ="true": #Beam di agr ams \
aninf1]:="fal se": #Ani mat e beam di agr ans \
wwf 6] : ="true": #Def or med shape \

anin{2]:="fal se": #Ani mat e def ornmed shape \
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L e R \
di buj[1]:="true": #Bar s \ | Gaphics
dibuj[2]:="true": #Nunber s \ /
di buj [3]:="fal se": #Coordi nate system|ltens to be displayed in /
dibuj[4]:="true": #Supports | graphics,if selected /
di buj [5]:="fal se": #Loads ! /
di buj [ 6]:="fal se": #For ces / /
end of manual data introduction
> errcal c(qqg, ww, ani m di buj ) ; #error handling in nmanual data introduction
el se cal cerror:=0: mapl cal c(); #mapl et
end if:
‘calcerror' IF
> if calcerror=0 then #only if there is no error in display options

Before calculation loop, values are inicializated and an array is created to store the values of det(KA).

rstrt:=1:
printlevel : =0:
esca_di a: =0.0: esca_def:=0.0: #aut oscal e
Direct Stiffness Method Analysis
> mat ri zK(nbr, dnt, dbr, dsc, nnd, dnd) : #cal cul ates stiffness matrix
> gdl desp(nnd, dnd) : #cal cul ates d.o.f. and displacenents
> enpo(nbr, nbc, dbc, dbr, dnt, dsc): #cal cul ates beam end forces
> dbr: =f uer zas(nbr, nbc, dbc, dbr, dnt, dsc, fep): #cal cul ates forces and updates dbr matrix
If the initial structure is a mechanism, it's not calculated:
> Ar: =abs(det (KA));
if w1]="true" or qg[1]="true" then
printf("\nValue of det(KA): %\n", Ar);
end if:
if det(KA)=0 then
printf("\nThe determinant of KAis Null. It's a mechanismn");
detnul | : =1:
end if:
If the initial structure is not a mechanism, it's calculated:
'detnull' IF
> if detnull=0 then
> sol : =l'i nsol ve( KA, bA) : #sol ves the system of equations
> dnd: =despr eac(nnd, ncoco, gdl , dnd, sol , kest, bf): #cal cul ates displacenents, reactions and the

unknowns of dnd

> esfu(nnd, dnd, nbr, dbr, dnt, dsc, nbc, dbc): #cal cul at es beam di agr ans
if wf2]="true" or qg[1]="true" then
printf("\nBeam di agrans (positive values):\n Axi al force Shear force
Bendi ng nonent"):
esf2:=array(1..nbr):
for ibr from1 to nbr do
for j from1l to 6 do
if eval f(10"(Digits-4)*abs(esf[ibr][j]))<1l then esf2[ibr][j]:=0.:
else esf2[ibr][j]l:=esf[ibr][j]:
end if:
od:
printf("\n Bar %", ibr);
printf(" First node % de % de %.4e \n ", abs(esf2[ibr][1]),abs(esf2[ibr][2]),
abs(esf2[ibr][3]));
printf(" Second node %r. 4e % de %. 4e ", abs(esf2[ibr][4]),abs(esf2[ibr][5]),
abs(esf2[ibr][6]));
od;
printf("\n\n");
end if:
RESULTS
>BEAM DIAGRAMS
Autoscale
> if (esca_dia=0.) then esca_dia:=0.02/autoscal a(dnd, nnd, 2)/2: end if;
Inicialization of the vector that will store the beam diagrams equations.
> for ibr from1 to nbr do NVMibr]:=[0,0,0]: od:
Laws due to interelemental loads
> for ibc from1 to nbc do

if (dbc[ibc,2]="pun') then
NVM_: =NVM pun( dbc[i bc, 4], dbc[i bc, 5], dbc[i bc, 6], dbc[i bc, 3], dbr[dbc[i bc, 1], 5]):
end if:
if (dbc[ibc,2]="dis") then
NVM _: =NVM di s(dbc[i bc, 5], dbc[i be, 6], dbc[i be, 7], dbe[i be, 8], dbc[i be, 3], dbc[i be, 4], dbr [ dbc[i be,
1],5]):
end if:
if (dbc[ibc,2]="ter"') then
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NVM_: =NVM t er (dnt [ dbr [ dbc[i be, 1], 3], 1], dsc[ dbr [ dbc[i bc, 1], 4], 1],
dsc[dbr[dbc[ibc, 1], 4], 2], dbr[dbc[ibc, 1], 5], dnt [ dbr[dbc[i bc, 1], 3], 2],
dbel[i bc, 3], dbe[i be, 4], dsc[ dbr [ dbc[i bc, 1], 4], 3]):
end if:
if (dbc[ibc,2]="def') then
NVM_: =NVM _def (dnt [ dbr [ dbc[i bc, 1], 3], 1], dsc[ dbr [dbc[i bc, 1], 4], 1],
dsc[dbr[dbc[ibc, 1], 4], 2], dbr[dbc[ibc, 1], 5], dbc[i bc, 3], dbc[i be, 4], dbe[i be, 5] ):
end if:
NVM dbc[i bc, 1]]: =eval n{ NVM dbc[i bc, 1] ] +NVM ) :
od:

Adding the laws of displacements in the extremes.

for ibr from1 to nbr do
NVM i br]:=eval mM{NVMibr]+[-esf[ibr][1]+fep[ibr][1],-esf[ibr][2]+fep[ibr][2],-esf[ibr][3]+esf[ibr]

[2]*x+fep[ibr][3]-fep[ibr][2]*x]):

od:

od:

od:

od:
#This arrays store: [maxinumvalue, bar where it's reached, extrene where it's reached].
Nmax: =array(1..3,[0,0,0]): Vmax: =array(1..3,[0,0,0]): Mrax: =array(1..3,[0,0,0]):

Now, the maximum values of beam diagrams are calculated.
In case that beam diagrams were constant or they had the same value in two different points, the criterion adopted is taking the maximum in:

- the first bar having this value
- the second node of the bar, if they have the same value.
for ibr from1 to nbr do
funcobj N: =unappl y((abs(NVMibr][1]))(x),Xx);
for rrr from1 to 2 do aauxN: =Opti m zati on[ Maxi m ze] (funcobj N, 0. . dbr[i br, 5], met hod=quadratic);

if abs(aauxN 1])>=Nmex[ 1] then
Nmex[ 1] : =abs(aauxN 1] ) : Nmax[ 2] : =i br; Nmax[3]:=aauxN 2][1];
end if:
funcobj V: =unappl y((abs(NVMibr][2]))(x),x);
for rrr from1l to 2 do aauxV:=0ptim zation[ Maxi m ze] (funcobjV, 0..dbr[ibr, 5], met hod=quadratic);

if abs(aauxV[1])>=Vmax[ 1] then
Vmex[ 1] : =abs(aauxV[ 1] ): Vmax[2]: =i br; Vmax[3]:=aauxV[2][1];
end if:
funcobj M =unappl y((abs(NVMibr][3]))(x),x);
for rrr from1 to 2 do aauxM =Opti m zati on[ Maxi m ze] (funcobj M 0. . dbr[i br, 5], met hod=quadratic);

if abs(aauxM 1] )>=Mrax[ 1] then
Mrax[ 1] : =abs(aauxM 1] ): Mrax[2]: =i br; Mrmx[3]:=aauxM 2][1];
end if:
od:

if wf2]="true" or qg[1l]="true" then
printf("\nMaxi num val ues of beam di agrams:\n Val ue Bar

Posi tion\n");

if Nmax[3]/dbr[Nmax[2], 5] <0.001 or Nmax[ 3]/dbr[Nmax[ 2], 5]>0.999 then
i f Nmax[ 3]/dbr[Nmax[ 2], 5] <0.001 then Nmex[ 3] : =1: #maxi nun reached al npst in node 1
elif Nmax[3]/dbr[Nmax[2],5]>0.999 then Nmax[3]:=2: #maxinun reached al nost in node 2

end if:

printf(" Maxi num axial force %+. 4e %l node %\ n", Nmax[ 1], Nmax[ 2], Nmax[ 3] );
el se

printf(" Maximum axi al force %+. 4e %l | enght %\ n", Nmax[ 1] , Nmax[ 2] , Nmax[ 3] ) ;
end if:

if Vmax[3]/dbr[Vmax[2],5]<0.001 or Vmax[3]/dbr[Vmax[ 2], 5]>0.999 then
if Vmax[3]/dbr[Vmax[ 2], 5] <0.001 then Vmax[ 3] : =1: #maxi nun reached al nbst in node 1
elif Vmax[3]/dbr[Vmax[2],5]>0.999 then Vmax[3]:=2: #nmaxi mun reached al nbst in node 2

end if:

printf(" Maximum shear force % 4e %l node %\ n", Vmax[ 1], Vmax[ 2], Vmex[ 3] );
el se

printf(" Maxi num shear force %k. 4e %l I enght %\ n", Vmax[ 1], Vnex[ 2], Vnex[ 3] ) ;
end if:

if Mrax[3]/dbr[ Mmax[2],5]<0.001 or NMrex[3]/dbr[Mrax[2],5]>0.999 then
if Mvax[3]/dbr[Mrmax|2],5]<0.001 then Mrax[ 3] : =1: #maxi nun reached al nost in node 1
elif Mrax[3]/dbr[Mmax[2],5]>0.999 then Mrax[3]:=2: #naxinun reached al nbst in node 2

end if:

printf(" Maxi mum bendi ng nonent % 4e %l node %\ n", Mrax[ 1], Mrax[ 2] , Mvex[ 3] );
el se

printf(" Maxi mum bendi ng noment % 4e %l | enght %\ n", Mrax[ 1], Mvax|[ 2] , Mrax[ 3] );
end if:
printf("\n");

end if:
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ITtems to be displayed in graphics
> zz: =NULL:
if dibuj[1]="true" or qq[1l]="true" then zz:=zz,dib_b: end if:
if dibuj[2]="true" or qg[1]="true" then zz:=zz,dib_n: end if:
if dibuj[3]="true" then zz:=zz,sicol: end if: if dibuj[4]="true" then zz:=zz,dib_a: end if:
if dibuj[5]="true" then zz:=zz,dib_c: end if: if dibuj[6]="true" then zz:=zz,dib_f: end if:

Display beam diagrams:
> if wa[5]="true" or qq[1]="true" then
PNVM =array(1..nbr):
for ibr from1 to nbr do
if anin{1]="true" or qq[1]="true" then
pNVM i br]: =ani mate(esfzs, [t], t=0..esca_dia);

el se
pp: =pl ot (NVM i br], x=0..dbr[ibr, 5], col or=[yel | ow, cyan, magent a] , t hi ckness=2, | egend=[ " Axi al
force", "Shear force", "Bendi ng Monent"]):
pNVM i br]: =transl ate(rotate(scal e(pp, 1, esca_dia),dbr[ibr,6]),dnd[dbr[ibr, 1], 1], dnd[dbr[ibr,
1].2]);
end if:
od:
> dNVM =NULL:
for ibr from1 to nbr do
dNVM =dNVM pNVM i br] :
od:
for kk from1l to 1 do for kkk from1 to 1 do printlevel:=6:od: od:
> if aninf1]="true" or qq[1] ="true" then display(zz, dNVMtitl|e="Beam diagrans_(ani mated)");
el se display(zz,dNVM title="Beam di agrans_(static)");
end if:
printlevel : =0:
end if;

Forces in nodes

> if waf3]="true" or qq[1]="true" then
fest2:=array(1..3*nnd):
printf("\nForces in nodes:\n Fx Fy Me");
n: =0:

for i from1 to 3*nnd do
for j from1 by 3 to 3*nnd do

if i=j then n:=n+Ll:printf("\n Node % ",n); end if;
od:
if eval f(10"(Digits-4)*abs(fest[i]))<l then fest2[i]:=0.:
else fest2[i]:=fest[i]:
end if:
printf("%.4e ", fest2[i]);
od;

end if;

>DEFORMED SHAPE

Autoscale

> if (esca_def = 0.) then esca_def:=0.005/autoscal a(dnd, nnd, 3) end if;

The Principle of Virtual Forces method is used (not considering shear force). The deformed shape is calculated taking into account possible thermic
loads, or previous deformations.
> def:=array(1..nbr):

for ibr from1 to nbr do
del t _u[ibr]:=int(NVMibr][1]/dsc[dbr[ibr,4],1]/dnt[dbr[ibr,3],1],x=0..d):
delt _v[ibr]:=uloc[ibr][3]*d+int(NVMibr][3]*(d-x)/dsc[dbr[ibr,4],2]/dnt[dbr[ibr,3],1],x=0..d):
if nbc>0 then
for ibc from1 to nbc do
if dbc[ibc,1]=ibr then
if (dbc[ibc,2]="ter') then
delt _u[ibr]:=delt_u[ibr]+dnt[dbr[ibr,3],2]*d*(dbc[ibc, 3] +dbc[ibc, 4])/2:
delt _v[ibr]:=delt_v[ibr]-dnt[dbr[ibr,3],2]*d"2*(dbc[ibc, 3]-dbc[ibc, 4])/2/dsc[dbr[ibr,4],
3]:
end if:
if (dbc[ibc,?2]="def') then
delt _u[ibr]:=delt_u[ibr]+dbc[ibc,3]:
delt_v[ibr]:=delt_v[ibr]+dbc[ibc,4]:
end if:
end if:
od:
end if:
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if anin{2]="true" or qq[1]="true" then
def[ibr]:=animate(dibujillo, [t], t=0..esca_def,frames=40);
el se

ppp: =pl ot ([ d+del t _u[i br]*esca_def,delt_v[ibr]*esca_def,d=0..dbr[ibr,5]], col or=bl ack, t hi ckness=
3):

def[ibr]:=translate(rotate(ppp,dbr[ibr,6]),dnd[dbr[ibr,1],1]+dnd[dbr[ibr, 1], 6] *esca_def, dnd[ dbr
[ibr,1], 2] +dnd[dbr[ibr, 1], 7] *esca_def);

end if;
od:
Node displacements
> if wf4]="true" or qqg[1]="true" then
printf("\n\nNode displacenents:\n ux uy tetha");
for ind from1 to nnd do
printf("\n Node %l ", ind);
for i from6 to 8 do printf(" %-.4e ", dnd[ind,i]); od;
od;
end if:
Deformed shape
> if wf6]="true" or qqg[1]="true" then
def o: =NULL:

for ibr from1 to nbr do defo:=defo,def[ibr]: od:

#di agrams of all bars are stored in the
sane draw ng

for kk from1 to 1 do for kkk from1 to 1 do printlevel:=6: od:od:
if aninf2]="true" or qq[1]="true" then
di spl ay(zz, defo, title=" Deforned_shape_(ani mated)");

el se
di spl ay(zz, defo, title=" Deforned_shape_(static)’);
end if:
printlevel:=0:
end if;
end if: #if the structure is not a nechanism ( 'detnull' if )
end if;

#if there is no error in display options ('calcerror' if)
end if; #if restart is not needed ( 'restart' if )

L -F'Go up
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C.1.2. Obtencién de los esfuerzos plasticos

De los distintos codigos desarrollados para la obtencion de los esfuer-
zos plasticos (esfuerzo axil, esfuerzo cortante y momento flector para las
secciones rectangular maciza, rectangular hueca, circular maciza, circular
hueca y doble T), solo se reproduce aqui el correspondiente a la seccién
circular hueca. En él se obtienen las distintas expresiones para los es-
fuerzos plésticos (el ntimero de expresiones se muestra en la Tabla B.6),
se simplifican éstas para obtener férmulas mas compactas, y ademés se
constata que los valores limite en diferentes casos coinciden con el valor
tedrico. Es decir, se comprueba que:

= la expresion de los esfuerzos para e — r, haciendo que el espesor sea
igual que el radio y, por tanto, cuando en el limite sea una secciéon
circular maciza, coincide con la correspondiente al caso circular
macizo.

= la expresion de los esfuerzos obtenidos considerando el dano, to-
mando D = 0, coincide con la expresion de los esfuerzos sin consi-
derarlo.
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ESFUERZO AXIL

7 1. Axil con D=0
> restart:
assume(el>0,rd>el,y1>0,y4<0):
Nxcpd:=int( 2*sqrt(rd"2-y"2)*sigma, y=rd-el..yl)
+int(2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"2))*s igma,y=-rd+el..rd-el)
+int( 2*sqrt(rd"2-y*2)*sigma, y=y4..-rd+el);

Nxcpd:= -2c6 el~  2rd~ —el~ rd~+ 20 el-*22rd~ —el~ +o rd-? —yl~ y1—+crd~ arcsi %) —onrd-?+20el~ (2rd- —el~) rd~
+20nrd-el~—2cel~ (2rd~ —el~) el~—onel~?—oy rd-? —y4— y4~—crrd~ arcsu( 3 )

> Nx_circularPD:=simplify(eval(Nxcpd,[y1=rd,y4=-rd])) ;
Nx_circularPD_resumido:=sigma*Pi*e1*(2*rd-el);
simplify(Nx_circularPD_resumido-Nx_circularPD);
Nx_circularPD:=2c nird~el~—on e1-?
Nx_circularPD_resumido:=c mel~ (2rd~ —el~)

0
> #Evaluacion del momento para el caso elastico (sigm a=sigma_f) y para el caso plastico (sigma=sigma_r):

print("Axil elastico");
eval(Nx_circularPD_resumido,sigma=sigmal[f]);
print("Axil plastico");
eval(Nx_circularPD_resumido,sigma=sigmalr]);

"Axil elastico"

cfrce1~ (2rd~—el~)
"Axil plastico”

o, mel~(2 rd~ —el~)

> #Comparacion con el caso circular macizo (haciendo el=rd):
print("Comprobaciones con el caso circular macizo") ;
simplify(limit(Nx_circularPD_resumido,e1=rd));
"Comprobaciones con el caso circular macizo"

L onrd-?
7 2. Axil con D>0
Y yr>rd-el
> assume(Dam>0):
NxcpdD1:=int( 2*sqrt(rd"2-y~2)*sigma, y=rd-el..yl)
+int(2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"2)) *sigma,y=-rd+el..rd-el)
+int( 2*sqrt(rd"2-y"2)*sigma, y=y4..-rd+el);

NxcpdD1:= -2c6+ el~ y 2rd~—el~ rd~+ 26el-*22rd~ —el~ +0+ rd~27y1~2 y1~+csrd~2 arcsir(yl—:j —onrd-?
+26 el (2rd-—el~) rd~+2cnrd-el~—2c el (2rd- —el~) el~—onel—cy rd-> —y4~ y4~—0rd~ arcsi Lj

-> Nx_circularPDD1:=simplify(eval(NxcpdD1,[yl=rd*(1-Da m),y4=-rd*(1-Dam)])):
Nx_circularPDD1_resumido:=sigma*(2*rd"2*((1-Dam)*sq rt(1-(1-Dam)~2)+arcsin(1-Dam))-Pi*(rd-e1)"2);
simplify(Nx_circularPDD1_resumido-Nx_circularPDD1);

Nx_circularPDD1_resumido := ¢ (2 rd-? ( (1—Dam~) 2 Dam~— Dam-? — arcsir( -1 + Dam~) ) — (rd~— el~)2)

0
-> #Evaluacion del momento para el caso elastico (sigm a=sigma_f) y para el caso plastico (sigma=sigma_r):
print("Axil elastico");
eval(Nx_circularPDD1_resumido,sigma=sigmalf]);
print("Axil plastico”);
eval(Nx_circularPDD1_resumido,sigma=sigmal[r]);
"Axil elastico”
G (2rd~2 ( (1—Dam~) y 2 Dam~— Dam~2 — arcsir(-1 + Dam~)) — 7 (rd~ —e1~)2>
"Axil plastico"
G, (2rd~2 ( (1—Dam~) 2 Dam~— Dam-? —arcsin -1+ Darn~)) — 7 (rd~ —e1~)2)
_> #Comparacion con el caso circular macizo (haciendo el=rd):
print("Comprobaciones con el caso circular macizo") ;
Nx_circPD1_macizo:=simplify(limit(Nx_circularPDD1_r esumido,el=rd)):
Nx_circD_resumido:=2*sigma*rd"2*(arcsin(1-Dam)+(1-D am)*sqrt(1-(1-Dam)"2)):

simplify(Nx_circPD1_macizo-Nx_circD_resumido);

"Comprobaciones con el caso circular macizo"
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> #Comprobacién con D=0
limit(Nx_circularPDD1,Dam=0);
20 nrd-el~—onel-?

VY yr<rd-el
> NxcpdD2:=int(2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"2)) *sigma,y=y4..y1):
> Nx_circularPDD2:=simplify(eval(NxcpdD2,[y1l=rd*(1-Da m),y4=-rd*(1-Dam)])):
Nx_circularPDD2_resumido:=2*sigma*(-arcsin(rd*(1-Da m)/(rd-e1))*(rd-e1)"2
+rd"2*arcsin(1-Dam)+rd*(1-Dam)*(rd*sqrt(1-(1-Dam)"2 )-sqrt((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2)));

simplify(Nx_circularPDD2_resumido-Nx_circularPDD2);

Nx_circularPDD2_resumido := 26 ( —arcsir( %) (rd~ — e1~)? — rd~? arcsir( - 1 + Dam~) + rd~ (1 — Dam~) (rd~ J 2 Dam~ — Dam-?

—\/ -2rd~ el~ + e1-? + 2 rd~? Dam~ — rd~> Dam~* ) )

0
> #Evaluacion del momento para el caso elastico (sigm a=sigma_f) y para el caso plastico (sigma=sigma_r):
print("Axil elastico");
eval(Nx_circularPDD2_resumido,sigma=sigmalf]);
print("Axil plastico”);
eval(Nx_circularPDD2_resumido,sigma=sigmal[r]);
"Axil elastico"
20, ( —arcsir( % ) (rd~— e1~)? — rd~? arcsir( - 1 + Dam~) + rd~ (1 — Dam-~) (rd~ \/ 2 Dam~ — Dam~?
— J -2rd~ el~ + e1-? + 2 rd~? Dam~ — rd~> Dam-> ) )
"Axil plastico"

Zcr ( —arcsir(% ) (rd~— e1~)2 —rd-? arcsin( -1 + Dam~) + rd~ (1 — Dam~) (rd~ 2 Dam~ — Dam~?

- \/ -2rd~ el~ + e1-? + 2 rd~? Dam~ — rd-2 Dam-> ) )

ESFUERZO CORTANTE

Y 1. Cortante con D=0

> restart:

assume(el>0,rd>el,y1>0,y4<0):
Vycpd:=int( 2*sqrt(rd"2-y*2)*sigma/sqrt(3), y=rd-el.y1)
+int(2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"2))*s igma/sqrt(3),y=-rd+el..rd-el)
+int( 2*sqrt(rd~2-y~2)*sigma/sqrt(3), y=y4..-rd+el);
Vycpd := —% 63 Jel~ J2rd~ —el~ rd~+ % V3 el [2rd- —el~ + % 63 rd-?—y1-? y1~-+ % cﬁrdfarcsir(fd%)

7%0 3nrd~2+%0\/3 el~ (2rd~ —el~) rd~+%oﬁnrd~el~7%6\/3 el~ (2rd~ —el~) e1~7%0\/§ne1~2

- % 63 rd-?—ya-? ya~— % 63 rd-2arcsi ‘Vﬁ)

r
_> Vy_circularPD:=simplify(eval(Vycpd,[y1=rd,y4=-rd])) H
Vy_circularPD_resumido:=sigma*Pi*e1*(2*rd-el);
simplify(Vy_circularPD_resumido-Vy_circularPD);

Vy_circularPD := % o3 nrd~el~— % 63 nel?

Vy_circularPD_resumido:= o mel~ (2rd~ —el~)
20 mel~rd- —onel~?— % 63 nrd~el~+ % 63 nel-?

> #Evaluacion del momento para el caso elastico (sigm a=sigma_f) y para el caso plastico (sigma=sigma_r):
print("Cortante elastico");
eval(Vy_circularPD_resumido,sigma=sigma(f]);
print("Cortante plastico");
eval(Vy_circularPD_resumido,sigma=sigmalr]);
"Cortante elastico"
o;mel~ (2rd~—e€el~)
"Cortante plastico"
o, nel~ (2rd~—el~)

> #Comparacion con el caso circular macizo (haciendo el=rd):
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print("Comprobaciones con el caso circular macizo") H
simplify(limit(Vy_circularPD_resumido,el=rd));
"Comprobaciones con el caso circular macizo"

rd-?on
7 2. Cortante con D>0
7 yr>rd-el
> assume(Dam>0):
VycpdD1:=int( 2*sqrt(rd*2-y"2)*sigma/sqrt(3), y=rd-el..yl)

+int(2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"2)) *sigma/sqrt(3),y=-rd+el..rd-el)
+int( 2*sqrt(rd"2-y*2)*sigma/sqrt(3), y=y4..-rd+el);

VycpdD1 := —% 63 Vel~ y2rd- —el~ rd~+ % V3 el 2rd- —el~ + % 63 rd-?—y1-? y1-+ % V3 rd-? arcsir(%)

— % 63 nrd-?+ % 63 Jel~ (2rd~ —el~) rd~+ % 63 nrd~el~— % 63 Jel~ (2rd~ —el~) el~— % 63 nel?
— % 63V rd2—y4-? ya-— % 63 rd-2 arcsir[)rlg—:]

> Vy_circularPDD1:=simplify(eval(VycpdD1,[yl=rd*(1-Da m),y4=-rd*(1-Dam)])):
Vy_circularPDD1_resumido:=sigma*(2*rd"2*((1-Dam)*sq rt(1-(1-Dam)~2)+arcsin(1-Dam))-Pi*(rd-e1)"2);
simplify(Vy_circularPDD1_resumido-Vy_circularPDD1);
Vy_circularPDD1_resumido := ¢ (2 rd-? ( (1—Dam~) y 2 Dam~— Dam-? — arcsin -1 + Dam~) ) —7 (rd~— e1~)2)

%c (6rd~2‘/ Dam~ «/ 2 — Dam~ —6rd~2Dam~3/2‘/2—Dam~ —6rd~2arcsir1—1+Dam~) —3nrd-?+6nrd-el~—3nel-?
—2{3 rd-?JDam~ V2 —Dam~ + 23 rd-?Dam->'2 2 — Dam~ + 23 rd~?arcsir( - 1 + Dam~) + 3 nrd-> — 23 nrd-el~+ 3 nel-?)

> #Evaluacion del momento para el caso elastico (sigm a=sigma_f) y para el caso plastico (sigma=sigma_r):
print("Cortante elastico");
eval(Vy_circularPDD1_resumido,sigma=sigmalf]);
print("Cortante plastico");
eval(Vy_circularPDD1_resumido,sigma=sigma[r]);
"Cortante elastico”
S (2rd~2 ( (1—Dam~) v 2 Dam~— Dam-? —arcsin -1+ Dam—)) — 7 (rd~ 7el~)2)

"Cortante plastico"

o, (2rd~2((17Dam—) N 2 Dam~ — Dam~? 7arcsir{fl+Dam—)) -7 (rd~7el~)2)

> #Comparacion con el caso circular macizo (haciendo el=rd):
print("Comprobaciones con el caso circular macizo") H
Vy_circPD1_macizo:=simplify(limit(Vy_circularPDD1_r esumido,el=rd)):
Vy_circD_resumido:=2*sigma*rd"2*(arcsin(1-Dam)+(1-D am)*sqrt(1-(1-Dam)"2)):

simplify(Vy_circPD1_macizo-Vy_circD_resumido);
"Comprobaciones con el caso circular macizo"

0

> #Comprobacién con D=0
limit(Vy_circularPDD1,Dam=0);

%cﬁmdﬂek—%c\/?nelf

7 yr<rd-el
> VycpdD2:=int(2*(sqrt(rd"2-y2)-sqrt((rd-e1)"2-y"2)) *sigma/sqrt(3),y=y4..y1):
> Vy_circularPDD2:=simplify(eval(VycpdD2,[yl=rd*(1-Da m),y4=-rd*(1-Dam)])):
Vy_circularPDD2_resumido:=2*sigma*(-arcsin(rd*(1-Da m)/(rd-el))*(rd-e1)"2
+rd"2*arcsin(1-Dam)+rd*(1-Dam)*(rd*sqrt(1-(1-Dam)"2 )-sqrt((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2)));

simplify(Vy_circularPDD2_resumido-Vy_circularPDD2);

Vy_circularPDD2_resumido:=2 ¢ [—arcsir( % ) (rd~ — e1~)% — rd~2 arcsir( - 1 + Dam~) + rd~ (1 — Dam~) (rd~ \/ 2 Dam~ — Dam-?

—J -2rd~el~ + el~? + 2 rd~2 Dam~ — rd-2 Dam-> ) )

2 (. ( rd~(-1+ Dam-) 2 . rd~(-1+ Dam~) el - rd~(-1+ Dam-) 2 g2 i
30( 3arc3|r( Trd- 1 el- )rd +6arc5|r( Trd- 1 e~ ]rd el 3arc5|r( Trd- 1 e~ ]el 3rd~“arcsin -1 + Dam~)

+3rd-? J Dam~ 2 — Dam~ — 3\/ -2rd~ el~ + e1-? + 2 rd~? Dam~ — rd~2 Dam-* rd~ — 3 rd-2 Dam~3/2‘/ 2 — Dam~

+3 -2rd~el~ + e1-? + 2 rd~? Dam~ — rd~> Dam~> rd~ Dam~+ 3 arcsir[ % ] rd~2 — 3 rd-?{ Dam~ V2 — Dam~

+V3 rd-*Dam? /2= Dam~ + 3  -2rd~el~ + e1-? + 2 rd-? Dam~ — rd~? Dam-* rd~

— 3/ -2rd~el~ + e1-? + 2 rd~? Dam~ — rd~? Dam~* rd~ Dam~+ 3 rd-?arcsir{ - 1 + Dam~) + 3 arcsir( Td-(-1+Dam-) ) e1-?

-rd~ +el~
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MOMENTO FLECTOR

\

7 1. Momento con D=0

Y En funcién de y2
7 y2>r-e

1 %Y of {3r4
12 yz(r —yz)

Mz_circularPD ; =

> restart:
assume(rd>0,rd>y2,rd>el,e1>0,Dam>0,Dam<1);
> #Suma de las 5 integrales:
Mzcpd1l:=int( y*2*(sqrt(rd"2-y"2))*(K*y+F),
y_i
+int(yr2*2*(sqrt(rd"2-y"2))*G,
+int(y"2*2*(sqrt(rd"2-y*2)-sqrt((rd-e1)"2-y
+int(yr2*2*(sqrt(rd"2-y"2))*G,
+int( y*2*(sqrt(rd"2-y"2))*(M*y-H),
Mzcpd13:=eval(Mzcpd11,[M=(sigmalf]-sigma[r])/(y2-rd
constantes
K=(sigmal[f]-sigma[r])/(y2-rd)
F=sigmal[f]-(sigmalf]-sigma[r]
H=sigmal[r]+(sigma][f]-sigmal[r]
G=sigmal|f]ly2]):
> Mz_circularPD1:=simplify(Mzcpd13):

Mz_circularPD1_resumida:=
(y2*sigmalr]-sigma[f]*rd)/(y2*(rd-y2)*12)*(3*rd"4*(
-2%y2"2))
+1/(4*y2)*(sigma[f]*Pi*e1*(2*rd-e1)*(rd"2+(rd-e1)"2
simplify(Mz_circularPD1_resumida-Mz_circularPD1);

(Y2 T e
n—2arc5|n(TJ]—2y2/rz—y§(5r2—2y§)}—nyzo'f(Zr—e)[r2+(r—e)2}

y=y2..rd) #Integral en funcion de
y=rd-el..y2)
"2))*G, y=-rd+el..rd-el)
y=-y2..-rd+el)
y=-rd..-y2):
), #evaluar con los valores de las

Yy2-rdyy2,

)(y2-rd)*(-rd),

Pi-2*arcsin(y2/rd))-sqrt(rd"2-y2/2)*y2*2*(5*rd"2

i

) (3rd~4 (n—Z arcsir(ﬁ—:)) —oJrd2 a2 y2~(5rd~2—232~2))

Mz circularPD1_resumida:= T

1 ojmel~(-el~+2rd~) (rd~2 + (rd~ — e1~)?)
4 y2~

> #Evaluacion del momento para el caso elastico (y2=h
print("Comprobaciones con", sigmalr], ">", sigmalf]
print("Momento elastico");
orig:=limit(Mz_circularPD1_resumida,y2=rd);
simp:=1/(4*rd)*Pi*e1*sigmalf]*(2*rd-e1)*(rd"2+(rd-e
simplify(orig-simp);
print("Momento plastico");
print("Para el calculo del momento pléstico se hace
y2>r-e");

y2~ (rd~—y2~)

0

/2) y plastico (y2=0), con sigma[r]>sigmalf]
);

1)"2);

y2=0, y eso no tiene sentido en esta parte con

"Comprobaciones cong, ">", o
"Momento elastico”
1 -6om el-*rd-? + 4 o e1-*rd~ — o T el +4 o;mel~ rd-2

orig:= n

ra~

| mel~o, (-el~+2rd~) (rd=?+ (rd~ — e1~)?)

smp:= 2

ro~

0
"Momento pléstico”
"Para el célculo del momento plastico se hace y2=80 no tiene sentido en esta parte coaryg'

> #Evaluacion del momento para el caso elastico (y2=h
print("Comprobaciones con", sigmalr], "=", sigmalf]
print("Momento");
orig:=((eval(Mz_circularPD1_resumida,[sigma[r]=sigm
simp:=sigmal[f]/y2*(1/6*sqrt(rd"2-y2/2)*y2*(5*rd"2-2
-2*rd)*(rd"2+(rd-e1)"2));
simplify(orig-simp);

print("Momento elastico");
orig:=limit((eval(Mz_circularPD1_resumida,[sigmal[r]
simp:=1/(4*rd)*Pi*e1*sigmal[f]*(2*rd-e1)*(rd"2+(rd-e
simplify(orig-simp);

/2) y plastico (y2=0), con sigmalr]
)

=sigmalf]
a[fl)):

*y2/2)-rd"4/4*(Pi-2*arcsin(y2/rd))-1/4*Pi*e1*(el

=sigma(f]])),y2=rd):
1)"2);
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“"Comprobaciones con& =" ) O;
"Momento"
o (% J rd-? —y2-2 y2~ (5rd~? — 2y2-?) — % rd-* [n—z arcsi L]] 1 nel~(el~—2rd~) (rd-?+ (rd~—el~)2))
simp:= y2~
0

"Momento elastico”
1 mel~o, (-el~+2rd~) (rd-> + (rd~ — e1~)?)

simp:= -
mp 4 rd~
L 0
> #Comparacion con el caso circular macizo (haciendo el=rd):
print("Comprobaciones con el caso circular macizo " , sigmalr], ">", sigmal[f]);

print("Momento");

orig:=(eval(Mz_circularPD1_resumida,[e1=rd])):

simp:=1/(6*y2*(rd-y2))*(

(y2*sqrt(rd"2-y2/2)*(5*rd 2-2*y2"2)+3*rd"4*arcsin(y 2/rd))*(sigmalf]*rd-sigma[r]*y2))+(rd"4/4*Pi*
(sigma(r]-sigma(f]))/(rd-y2);

simplify(orig-simp);

print("Momento elastico");

simplify(limit(simplify(limit(Mz_circularPD1_resumi da,el=rd)),y2=rd));
print("\n");

print("Comprobaciones con el caso circular macizo " , sigmalr], "=", sigmalf]);
print("Momento");

orig:=simplify(eval(Mz_circularPD1_resumida,[sigma[ r]=sigma([f],e1=rd])):
simp:=sigma[f]/(6*y2)*(y2*sqrt(rd"2-y2/2)*(5*rd"2-2 *y2/2)+3*rd"4*arcsin(y2/rd));

simplify(orig-simp);

print("Momento elastico");

limit(eval(Mz_circularPD1_resumida,[sigma[r]=sigma][ f],e1=rd]),y2=rd);
"Comprobaciones con el caso circular macizs),

>" o
"Momento"
_ (\/ 07 —y2? y2~ (510 ~2y2”) + 3 rd-* arcsi Lz ) ) (or==y2-6) | ra-*n (0,— )
Smp=7g y2~ (rd~—y2~) + 4 rd~—y2~
0

"Momento elastico”

% [\ ra->n

"Comprobaciones con el caso circular mamzmr
"Momento"

(\/ rd-2 —y2-2 y2~ (5rd-? — 2y2-?) +3rd-* arcsw( ¥2= ])

=
0

"Momento elastico”

simp:= E

% ¢ rd-*n
VY y2<r-e
oI —0C,Y,
2 yz(r - yz)

Mz_circularPD, = [(r - e)Aarcsin[ s

i+ 5
MchircuIarPDzzzer‘ 3 {(r—e) arcsm[ Y2 ]+rarcsm[ ]] m 5r _2yz m[s (r—e —2y2]]

Y, 4 (V2 O =0 Y, [ r5— > 2 .
_r)+rarcsm[T”+W{/r—yz( r—2y2) [(r—& —yz[S(r—e)—l

fe(2r—e)[r’+ (r —e)?

Y2
+I Gr_ e(2r—e [FP+ (r—e?]
4 r—
> #Sumade Ias 5integrales:
Mzcpd21:=int( y*2*sqrt(rd"2-y"2)*(K*y+F), y=rd-el..rd) #Integral en funcion
dey i
+int( y*2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y A2))*(K*y+F),y=y2..rd-el)
+int(y"2*2*(sqrt(rd"2-y*2)-sqrt((rd-e1)"2-y M)HG), y=-y2.y2)
+int( y*2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y A2))*(M*y-H),y=-rd+el..-y2)
+int( - y*2*sqrt(rd"2-y"2)*(M*y-H), y=-rd..-rd+el):

Mzcpd23:=eval(Mzcpd21,[M=(sigmalf]-sigma][r])/(y2-rd ), #evaluar con los valores de las
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constantes
K=(sigmalf]-sigma[r])/(y2-rd ),
F=sigmal[f]-(sigma][f]-sigmal[r Di(y2-rd)*y2,
H=sigma/[r]+(sigmal[f]-sigmalr N/(y2-rd)*(-rd),

G=sigmal[f]ly2]):
> Mz_circularPD2:=eval(Mzcpd23):
Mz_circularPD2_resumida:=

1/((rd-y2)*y2*2)*((sigmal[f]*rd-sigma[r]*y2)*((rd-e1 *arcsin(y2/(-rd+el))+rd"4*arcsin(y2/rd)))
+1/6*((sigmalf]*rd-y2*sigmalr])/(rd-y2)*(sqrt(rd"2- y2/2)*(5*rd"2-2*y2/2)-sqrt((rd-e1)"2-y2"2)*(5*(rd-
e1)"2-2*y272)))

+(1/4)*e1*Pi*(sigmal[r]-sigmalf])/(rd-y2)*((2*rd-e1) *((rd-e1)"2+rd"2));

Mz_circularPD2_resumida:=

1/((rd-y2)*6)*((sigma[f]*rd-sigma[r]*y2)*(3/y2*(

(rd-e1)*arcsin(y2/(-rd+el))+rd”4*arcsin(y2/rd))
+(sqrt(rd"2-y2/2)*(5*rd"2-2*y2/2)-sqrt((rd-e1)"2-y2 A2)*(5*(rd-e1)"2-2*y2/2))))
+(1/4)*e1*Pi*(sigmal[r]-sigmalf])/(rd-y2)*((2*rd-e1) *((rd-e1)"2+rd"2));
simplify(Mz_circularPD2_resumida-Mzcpd23);

) ) 1 (cfrd——)/bcr) ((rd~—el~)4arcsir(_—rd%) +rd~4arcsir(rd£:))
Mz circularPD2_resumida:= —
2 (rd~—y2~) y2~
1 (ord=-—y2-o)) (VTd?—y27 (5rd?—2y2-2) —/rd2— 2rd-el~ + e1-2 —y2-2 (5 (rd~ — el~)2— 2y2-2) )
+ 6 ra~—y2~
! el~x (o, — o) (-el~+2rd~) (rd=* + (rd~ —e1~)?)
4 rd~ —y2~
) ) 1 [ [ 3 [(rd~—el~)4arcsir(7d_%) +rd~4arcsir(%])
Mz _circularPD2_resumida:= Brd-—6yo- (cf rd~— )/2~cr) vo-

+Vrd?—y2? (5rd-? —2y2-?) — | rd-? — 2rd~ el~ + el — y2-7 (5(rd~7el~)272y2~2)N
1 el~rc(cr—c,) (-el~+2rd~) (rd=2+ (rd~ —el~)?)
4 rd~—y2~

0
> #Evaluacion del momento para el caso plastico (y2=0 ), con sigma[r]>sigmalf]

print("Comprobaciones con", sigmalr], ">", sigmalf] );
print("Momento elastico");
print("Para el calculo del momento pléstico se hace y2=r, y eso no tiene sentido en esta parte con
y2<r-e");
print("Momento plastico");
orig:=(limit(Mz_circularPD2_resumida,y2=0)):
simp:=Pi*e1/(4*rd)*(sigma[r]-sigmalf])*(2*rd-e1)*(r d"2+(rd-e1)"2)+4/3*sigmal[f]*e1*((rd-e1)"2+rd*(2*
rd-el));
simplify(orig-simp);
"Comprobaciones cong;, ">", o;
"Momento elastico”
"Para el célculo del momento plastico se hace yReso no tiene sentido en esta parte coarye'
"Momento plastico”
nel~ (o, —o;) (-el~+2rd~) (rd=? + (rd~—e1~)?) 4

sirrp::% o +§o,el~((rd~—e1~]2+rd~(—el~+2rd~))
L 0
> #Evaluacion del momento para el caso plastico (y2=0 ), con sigma(r] =sigma(f]
print("Comprobaciones con", sigmalr], "=", sigmalf] );
print("Momento");
orig:=factor(simplify(eval(Mz_circularPD2_resumida, [sigma[r]=sigmalf]]))):
simp:=1/(y2*2)*(sigmal[f]*((rd-e1)"4*arcsin(y2/(-rd+ el))+rd™4*arcsin(y2/rd)))
+sigma[f]/6*((sqrt(rd"2-y2"2)*(5*rd"2-2*y2/2)-sqrt( (rd-e1)"2-y2"2)*(5*(rd-e1)"2-2*y2"2)));
simplify(orig-simp);
#comprobacion de que con sigma[r]=sigmalf] da lo mi smo que en libro de NEAL
print("Momento plastico");
orig:=limit(eval(Mz_circularPD2_resumida,[sigmalr]= sigma([f]]),y2=0);

simp:=4*sigma[f]*e1*((1/3)*e1"2-e1*rd+rd"2);
simplify(orig-simp);
sort(expand(simp/sigma(f]),[rd,e1],plex);

print("Libro de Neal");
4/3*sigmalf]*rd"3*(1-(1-e1/rd)"3);
sort(expand(4/3*rd"3*(1-(1-e1/rd)"3)),[rd,e1],plex) ;
"Comprobaciones cong, "=", o,
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"Momento"
1 S ((rd~ - el-)4 arcsir‘( —rd#ﬁtel— ) +rd-* arcsir( rd£: J ) 1
simp:= 2 s +5 % (JTdZ—y2Z (51d-?—2y2-?)

a7 2rd-el- + el —y22 (5 (rd- —el~)? —2y2-?))
0
"Momento pléstico"

orig:= % o el —4 o; el-*rd~+4 o;el~ rd-?

smp = 4, el~ ( Le? rgeer-+ rd~2]

3
0
ard-2el~—4rd-el-? + % e1-®
“Libro de Neal"
3

4 g3 (1-(1- &~

5 ord [1 (1 rd_) ]
4rd-?el~— 4rd~el-? + % el-?

_> #Comparacion con el caso circular macizo (haciendo el=rd):
print("Comprobaciones con el caso circular macizo " , sigmalr], ">", sigmal[f]);
print("Momento");
orig:=simplify(limit(Mz_circularPD2_resumida,e1=rd) ):
print("El momento no tiene sentido si e=r, porque y 2 no puede ser entonces menor que r-e=r-r=0");

print("Momento plastico");

orig:=simplify(limit(limit(Mz_circularPD2_resumida, el=rd),y2=0)):
simp:=4/3*sigmalf]*rd"3+Pi/4*rd"3*(sigma][r]-sigma[f D
simplify(orig-simp);

print("\n");

print("Comprobaciones con el caso rectangular”, sig ma[r], "=", sigmalf]);

print("Momento");

orig:=simplify(eval(limit(Mz_circularPD2_resumida,e 1=rd),sigma[r]=sigmalf]));

print("El momento no tiene sentido si e=r, porque y 2 no puede ser entonces menor que r-e=r-r=0");

print("Momento plastico");
simplify(eval(limit(limit(Mz_circularPD2_resumida,e 1=rd),y2=0),sigma[r]=sigmal[f]));
"Comprobaciones con el caso circular macizg,"'>", o;
"Momento"
"El momento no tiene sentido si e=r, porque y2 mede ser entonces menor que r-e=r-r=0"
"Momento pléstico"
4

smp:= 3 cfrd~3+ % nrd-3 (cr—cf)

0

"Comprobaciones con el caso rectangulay"=", o;

"Momento"

rd~"arcsil 2= | + 5 rd~* —y2-* y2~rd~? + 2 l)y2~°y2~ — 2/ rd~* — y2- y2-° | 5,

3rd-t r% 2 —y2Z yo-rd-? + 2 1y2~Py2~ — 2 1d2 )22323,
orig:=g vo-

"El momento no tiene sentido si e=r, porque y2 nede ser entonces menor que r-e=r-r=0"
"Momento pléstico”

% S rg-2
Q_C)mprobacién de que en y2=r-e coinciden ambas
> asdfl:=(eval(Mz_circularPD1_resumida,y2=rd-el)):
asdf2:=(eval(Mz_circularPD2_resumida,y2=rd-e1)):
simplify(asdfl-asdf2);
simp:=(1/12)*(sigma[r]*(rd-e1)-rd*sigmalf])*(3*rd"4 *(Pi-2*arcsin((rd-e1)/rd))-2*sqrt(rd"2-(rd-e1)"2)*
(rd-e1)*(5*rd"2-2*(rd-e1)"2))/((rd-e1)*e1)-(1/4)*Pi *sigma|[f]*e1*(-2*rd+el)*(rd"2+(rd-e1)"2)/(rd-el);
simplify(asdf1-simp);
0
, (Urd~—el~) o —crd-) (3 ra-* (n -2 arcsir( %%w ) ) —2J 2rd~el~—el-? (rd~—el~) (5rd~?—2 (rd~—el-)?) ]
smp= 12 (rd~—el~) el~
1 mo.el~(el~—2rd~) (rd-~2+ (rd~ — e1~)?)

T4 rd~ — el~
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Y

Y En funcién de n[s]

7 y2>r-e< ns<r/(r-e)
1 [ r ]3°f”s—°r

. __ 1 4
Mz_circularPD , = 12| n—1 {3nS

> assume(n[s]>1):
Mz_circPD1:=subs(y2=rd/n[s],Mz_circularPD1_resumida

> Mz_circPD1_resumida:=
-(1/12)*(n[s]*sigmalf]-sigma[r])*rd"3*(3*n[s] 4*(Pi
(n[s]"3*(n[s]-1))
+(1/4)*n[s]*sigma[f[*Pi*e1*(2*rd-e1)*(rd"2+(rd-e1)"
#comprobacion de que la resumida da igual que la or
simplify(Mz_circPD1-Mz_circPD1_resumida);

Mz circPD1_resumida:= - ——

(1 7 n Ns 2 2
n—Zarcsm[Fs]]—Z/ns—1(5rﬁ—2)]+ J o 2r—elr+ (r—e?

) #n[s]=eps_rleps_f
-2*arcsin(1/n[s]))-2*sqrt(n[s]*2-1)*(5*n[s]"2-2))/

2)/rd;
iginal

(M50~ o;) rd-3 (3n~‘st [nfzarcsir(ni_s]] 72@ (5n~§72)]

simplify(orig-simp);

n~§ (n~— 1)
| o mel~ (-el~+2rd~) (rd=?+ (rd~ —e1~)?)
+ =
4 rd~
L 0
> #Evaluacion de las funciones para el caso elastico (n[s]=1), con sigma[r]>sigmal[f]
print("Comprobaciones con”, sigmalr], ">", sigmalf] );
print("Momento elastico");
orig:=eval(limit(Mz_circPD1_resumida,n[s]=1)):
simp:=(sigmal[f]*Pi*e1/4)/rd*(2*rd-e1)*(rd"2+(rd-e1) 2);

"Comprobaciones cong, ">", o,
"Momento elastico”
1 ojmel~(-el~+2rd~) (rd=2+ (rd~ — e1~)?)

simp: 2

> #Evaluacion de las funciones para el caso elastico
print("Comprobaciones con", sigmalr], "=", sigmalf]
print("Momento");
orig:=eval(Mz_circPD1_resumida,[sigma[r]=sigma][f]])
simp:=(1/12)*sigmal[f]*rd"3/n[s]"3*(2*sqrt(n[s]"2-1)
(1/4)*sigmal[f]*n[s]*Pi*e1*(-e1+2*rd)*(rd"2+(rd-e1)"
simplify(orig-(simp));
print("Momento elastico");
orig:=eval(limit(Mz_circPD1_resumida,n[s]=1),[sigma
simp:=(sigma[f]*Pi*e1/4)/rd*(2*rd-e1)*(rd"2+(rd-e1)
simplify(orig-simp);

L cfrd—3 [2 [nZ-1 (5n-§72) —3n-t (nfzarcsir{ ;

ro~

0

(n[s]=1), con sigma[r]=sigma]f]

);

;(S*n[s]"2-2)-3*n[s]”4*(Pi-2*arcsin(l/n[s])))+
2)Ird;

[M=sigmalf]}):
"2);

“"Comprobaciones cong,, "=", o;
"Momento"

1

s

smp:= —
12 n—g

J]] 1 n~o;mel~(-el~+2rd~) (rd=2+ (rd~ — e1~-)?)
+ 4 rd~

0
"Momento elastico”

1 oymel~(-el~+2rd~) (rd=2+ (rd~ —e1~)?)

simp: 2

Y y2<r-e ns>r/(r-e)

rd~

0

n, 6,n-o
Mz_(:irr:ularPDZ:i—s 150 rarcsin( £ | = (r — e)*arcsin r
21 n—1 ng ng(r
7 2 n, 6 —o
== (L) [s(r—e2 L) |f+ 2=
ng ng 41 n—1

oo, [ n
Mz_circularPD , = = (7% 15 s [arcsinf L) (r —e)*arcsin !
6 n—1 r ng ng( e)
2 n, 6,— 0
2 r 10 5 5 _ 2 _e?
e) 2(”5) + 7T ns_lne(Zr e r*+ (r—e?]

> Mz_circPD2:=subs(y2=rd/n[s],Mz_circularPD2_resumida

> Mz_circPD2_resumida:=(1/6)*(sigmalf]*n[s]-sigmalr])
3*n[s]/rd*(rd"4*arcsin(1/n[s])-(rd-e1) 4*arcsin(rd/
+(sqrt(rd”2-rd"2/n[s]"2)*(5*rd"2-2*rd"2/n[s]"2)-sqr

)

G, N,— G, 2 2
PNk 3 I T P Y
6 n—1 ng ng

ne(2r—e[r’+ (r—e?]

PRI e T

): #n[s]=eps_r/eps_f

/(n[s]-1)%(

(n[s]*(rd-e1))))
t((rd-e1)"2-rd"2/n[s]*2)*(5*(rd-e1)"2-2*rd"2/n[s]
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2)))
+n[s]/(4*rd)*(2*rd-e1)*(rd"2+(rd-e1)"2)*e1*Pi*(sigm a[r]-sigmalf])/(n[s]-1);
#comprobacion de que la resumida da igual que la or iginal

simplify(Mz_circPD2-Mz_circPD2_resumida);

4 LN a4 . rd~
. N 3n~ [rd arcsw( —n~s ) (rd~—el~) arcsw‘( 7“% (1~ —el5) ] ]
Mz_circPD2_resumida:= = (n~ o —0‘)
- - 6 n——1 sOr O -

2 2 2 2
+ [ra? =1 [5rg2— 21970 [ g a2 "9 (5 (rd- — 12— 210
n~5 n~5 |'1“s n~5

1 M (-el~+2rd) (rd? + (rd~— el~)?) el~n (5, — o)

+ 4 rd~ (n~s— 1)

L 0

> #Evaluacion de las funciones para el caso elastico (n[s]=1) y plastico (n[s]->infty), con sigmalr]

>sigmalf]
print("Comprobaciones con”, sigmal[r], ">", sigmalf] );
print("Momento plastico");
orig:=(limit(Mz_circPD2_resumida,n[s]=infinity)):
simp:=Pi*e1/(4*rd)*(sigmalr]-sigmal[f])*(2*rd-e1)*(r d"2+(rd-e1)"2)+4/3*sigma[f]*e1*((rd-e 1) 2+rd*(2*

rd-el));
simplify(orig-simp);
"Comprobaciones cong,, ">", o;
"Momento pléstico"

2 2
sirrp::i nel~ (o, —o;) (-el~+2rd ) (rd~*+ (rd~ — e1~)?) +A(se1~((rd~—el~)2+rd~(—el~+2rd~))
4 rd~ 3 °f
L 0
> #Evaluacion de las funciones para el caso elastico (n[s]=1) y plastico (n[s]->infty), con sigma[r]=
sigmalf]
print("Comprobaciones con”, sigmalr], "=", sigmalf] );

print("Momento");
orig:=eval(Mz_circPD2_resumida,[sigma[r]=sigmal[f]]) :
simp:=(1/2)*n[s]*sigmalf]*((rd-e1)*4*arcsin(rd/(n[s J*(-rd+el)))+rd*4*arcsin(1/n[s]))/rd
+(1/6)*sigmalf]*(sqrt(rd"2-rd"2/n[s]"2)*(5*rd"2-2*r d"2/n[s]"2)-sqrt((rd-e1)"2-rd"2/n[s]*2)*(5*(rd-e1)
A2-2*rd"2/n[s]"2));
simplify(orig-simp);
print("Momento plastico");
orig:=eval(limit(Mz_circPD2_resumida,n[s]=infinity) J[sigmal[r]=sigmalf]]):
simp:=4*sigma[f]*e1*((1/3)*e1/2-e1*rd+rd"2);
simplify(orig-simp);

“"Comprobaciones cong,, "=", o;

"Momento"
) d~ 4 (1
n~.c, | (rd~— e1~)4arc5|r( e ] +rd~ arcsw(— ] ]
smpi= L s [ n~ (-rd~+el~) s 4 1 s g2 rd-? 5rd-2_ 2rd-?
=7 rd~ 6 2 2
S S
2 2
— [ (rd-—e12 = "9 (5 (rd- —e1-)?— 210
L s
0
"Momento pléstico”
smp:= 40 el~ (% e1-? — rd~el~+ rd~2)
L 0
Comprobacion de que en ns=r/(r-e) coinciden ambas
> asdfl:=(eval(Mz_circPD1_resumida,n[s]=rd/(rd-e1))):
asdf2:=(eval(Mz_circPD2_resumida,n[s]=rd/(rd-e1))):
simplify(asdfl-asdf2);
simp:=(1/12)*(sigma[r]*(rd-e1)-rd*sigmal[f])*(3*rd"4 *(Pi-2*arcsin((rd-e1)/rd))-2*sqrt(rd"2-(rd-e1)"2)*
(rd-e1)*(5*rd"2-2%(rd-e1)"2))/((rd-e1)*e1)-(1/4)*Pi *sigma|[f]*e1*(-2*rd+el)*(rd"2+(rd-e1)"2)/(rd-el);
simplify(asdf1-simp);
0

((rd~—el~) cr—cfrd—) (Srd—4 (n—Zarcsir(rd*rd%eb)) —2 2rd~el~—el-? (rd~—el~) (5rd~2—2(rd~—el~)2)]

oo 1
SMP="15 (rd~ —el~) el~

1.
1 mogel~(el~—2rd~) (rd=?+ (rd~ — e1~)?)
4 ra~—el~
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Y 2. Momento con D>0

VY yr>y2>r-e

. _m 9N s 10 o, — O, 4 (1-D 0;— O, . /ﬁ
McircPD, (D) =- 471-D) (r—e’ "+ 12 ni (l—D)(ns—l) 6 ng arcsm( n, )— ans_crarcsm(l—D) +2/ng—(1-D) (l—D)[Sr
2 r z 2] 4 1
-2(1-D)°|{ = —7V1-(1-D) {[1—(1—D) ][E(Uf”s_"r)_ (cf—cr)ns}+ E(Uf_"r)”s}
_> #Suma de las 5 integrales:

Mzcpd1D1:=int(y*2*sqrt(rd 2-y"2)*(K*y+F), y=y2..y1l) #Integral en funcién de
y_i
+int(y*2*sqrt(rd"2-y"2)*G*y, y=rd-el..y2)
+int(y*2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"* 2))*G*y,y=-rd+el..rd-el)
+int(y*2*sqrt(rd"2-y"2)*G*y, y=y3..-rd+el)
+int(y*2*sqrt(rd"2-y"2)*(M*y-H), y=y4..y3):

Mzcpd1D2:=eval(Mzcpd1D1,[M=(sigma][f]-sigmalr])/(y4-
constantes

y3), #evaluar con los valores de las
K=(sigma([f]-sigmal[r])/(y2-
F=sigma([f]-(sigmal[f]-sigma
H=sigmal[r]+(sigma][f]-sigma
G=sigma([f]/y2]):
Mzcpd1D3:=eval(Mzcpd1D2,[y1=y[r],y2=y[p].y3=-y[p].y
Mzcpd1D4:=eval(Mzcpd1D3,[y[p]=y[r)/n[s]]):
Mzcpd1D5:=eval(Mzcpd1D4,[y[r]=rd*(1-Dam)]):
Mzcpd1D5_resumido:=-1/4*sigma[f]*n[s]*Pi*(rd-e1)"4/

y1),

[Di(y2-y1)*y2,

[rD/(y4-y3)*y4,

4=-y[r])): #sustituyo y_i por sus valores
#sustituyo y_p=y[r]/n_s

#sustituyo y_r=r*(1-D)

(rd*(1-Dam))

+1/(6*(1-Dam)*(n[s]-1)*n[s]*3)*rd"3*(n[s]*sigmalf]-
sigmal[f]-sigmalr])*arcsin(1-Dam)+arcsin((1-Dam)/n[s
Dam)"2))
-1/6*rd"3/(n[s]-1)*sqrt(1-(1-Dam)"2)*(2*(1-(1-Dam)”

sigmal[r])*(3*n[s]4*(-(sigma][f]-sigmal[r])/(n[s]*
1))+sart(n[s]*2-(1-Dam)"2)*(1-Dam)*(5*n[s]"2-2*(1-

2)*(n[s]*sigmalf]-4*sigmalr]+3*n[s]*sigma]r])+3*

(sigmalf]-sigmal[r])*n[s]);
simplify(Mzcpd1D5_resumido-Mzcpd1D5);
1 Onm (rd~ —el~)*

Mzcpd1D5_resumido := - 2 "t (1=Dpam)

1 - c’) arcsir( -1 + Dam~)

(c
(1= Dam) (M= 1) (rd~ (”“s‘ffﬂ’,) [3”“:[ f -

s

.
Gt~ O

+ arcsir| L= DPam
Y

1 rd-*J2Dam-—Dam? (2(1- (1-Dam)?) (n~0;— 40, +3n~0,) +3 (0, —

B

+\/n~§—1+2Dam~—Dam~2 (1— Dam~) (5n~§—2(l—Dam~)2)J]

0’) n~5)

n——1
0
igual que la funcién sin dafio

eval(Mzcpd1D5,[Dam=0])-Mz_circPD1_resumida));
"M con dafio en D=0 - M sin dafio =", 0

_> #comprobacion de que la funcién con dafio en D=0 es
print("M con dafio en D=0 - M sin dafio =", simplify(

#Valor del cociente entre la funcién con dafio y la
#print("M con dafio / M sin dafio =", simplify(MzrpdD
#Comparo esta funcion Mzcpd1D (con el=r, circular m
seccién es circular
MzcD5_resumido:=rd"3/(6*(n[s]-1))*(
sqrt(Dam*(2-Dam))*(n[s]*(3*sigma[r]*(2*Dam”2-4*Dam+
Dam))
-sqrt(1-(1-Dam)”2/n[s]*2)*((sigma[r]-sigma[f]*n[s])
+3*n[s]/(1-Dam)*((sigmalr]-n[s]*sigmalf])*arcsin((D
#resto para ver si son iguales
simplify(eval(Mzcpd1D5_resumido, [e1=rd])-MzcD5_res

funcién sin dafio
5/Mz_circPD2_resumida)): # =>no sale nada coherente
aciza) con MzcD5, para ver si en el limite, la

1)+sigmal[f]*(2*Dam”2-4*Dam-3)) +8*Dam*sigmal[r]*(2-

In[s]"2*(5*n[s]"2-2*(1-Dam)"2))
am-1)/n[s])-(sigma][r]-sigmalf])*arcsin(Dam-1))):

umido);
0

Y yror-e>y2

1 ng—o) ra-D) 1-D 1 N(%—0) . 0
Mz_rectPDya0 = zm[(r—e) arcsm(m]—rarcsm( ]]+ Zm[(r—e)n—marcsm(l—m}
lr ”s"f_o 1 "g—o 1_
2 1) /nf—(1-D 5 2 5—1 (r—e? [Snz(r—e —2 l—D)}
3 3
( ) (ng;—o,)r 1-D 212
+ =1 [rP=[r1—-D ——(1 ]+§? [1—[ o ” —4[1- (1-D)?]

Mzcpd2D1:=int(y*2* sqrt(rd"2-y"2) *(K*y+F),y=rd-el..y1) #Integral en funcién de

"> #Suma de las 5 integrales:



Mzcpd2D5_resumido :=

-8*n[s]*(1-(1-Dam)"2)"(3/2)):

Mzcpd2D5_resumido:=
(1/2)/(rd*(1-Dam)*(n[s]-1))*(n[s]*sigmal[f]-sigmal[r
(rd*(1-Dam)/(n[s]*(rd-e1))))

+(1/4)*(sigma[f]-sigmal[r])*n[s]/(rd*(1-Dam)*(n[s]-1

-((1/8)*(n[s]*sigmal]f]-sigmalr]))/(n[s]-1)*(sqrt((r
(1-Dam)”2/n[s]"2)
-sqrt(rd"2-(rd*(1-Dam)/n[s])"2)*(5*rd"2-2*rd"2*((1-

+(1/2)*(sigmal[f]-sigmalr])/(n[s]-1)*sqrt(rd"2-rd"2*
-(413)*(n[s]*sigmalf]-sigma][r])/(n[s]-1)*(rd"2-(rd*

#comprobacién de que la resumida da igual que la or
simplify(Mzcpd2D5-Mzcpd2D5_resumido);

[

1)*n[s]*(rd"4*arcsin((1-Dam)/n[s])-(rd-e1) 4*arcsin

))*(2*rd"4*arcsin(-1+Dam)+Pi*((rd-e1)*4))

d-e1)"2-rd"2*(1-Dam)~2/n[s]"2)*(5*(rd-e1)"2-2*rd"2*

Dam)/n[s])"2))

(1-Dam)”2)*rd"2*n[s]*(1-2*(1-Dam)"2)
(1-Dam))*2)7(3/2)  #los 2 Gltimos no tienen "el"

iginal

(M0, =0,) N~ [rd~4 arcsir( % ] — (rd~— el~)4arcsir( 1g- (1 - Dam) ] J

n~ (rd~—el~)

—_ N

(Gf — Gr) s

2rd~*arcsin -1 + Dam~) + (rd~—el~)*n)

rd~ (1 — Dam~) (n—sfl)

1

L1
4 rd~ (1 — Dam~) (n—sfl)

2 2
o) [/(rd~—el~)2— 1" (1 — Dam-)” [5(rd~—e1~)

s

1
6 n—1 {(" <O

2 _ 2 2 _ 2
2 2rd-*(1 2Dam—) ]_ gl re’a 2Dam~) [5rd~2

Y Y

2

- 2

n~—1

_ 2rd-?(1—Dam)? ]J] L1 2 rd~2 Dam~ — rd~2 Dam-? rd~2n~s(c1fo-r) (1—2(1-Dpam)?)

s

4 (”~s°1_5r) (rd~2—rd~2(:L—Daum—)z)y2

3 n——1

(1/4)*(sigmal[f]-sigma[r])*n[s]/(rd*(1-Dam)*(n[s]-1)
(1/4)*(sigmal[f]-sigma]r])*n[s]/(rd*(1-Dam)*(n[s]-1)

0
)*((rd-e1)"4*Pi-2*rd"4*arcsin(1-Dam));
)*((rd)*4*Pi-2*rd"4*arcsin(1-Dam));

1 (cf - G’) n~5(2rd~4 arcsin( -1 + Dam~) + (rd~—el~)*r)

4

rd~ (1 — Dam~) (n~s—l)

1 (o—0,) (rd~*n + 2 rd~*arcsir( - 1 + Dam~) )

4
evalf(arcsin(-1));

#comprobacion de que la funcién con dafio en D=0 es
print("M con dafio en D=0 - M sin dafio =", simplify(

rd~ (1 — Dam~) (n~571)

-1.570796327

igual que la funcién sin dafio
eval(Mzcpd2D5,[Dam=0])-Mz_circPD2_resumida));

"M con dafio en D=0 - M sin dafio =", 0

#Valor del cociente entre la funcién con dafio y la

funcién sin dafio

C.1. Maple 299
y_i
+int(y*2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y* 2))*(K*y+F),y=y2..rd-el)
+int(y*2*(sqrt(rd"2-y*2)-sqrt((rd-e1)"2-y™ 2))*(G*y), y=y3..y2)
+int(y*2*(sqrt(rd"2-y~2)-sqrt((rd-e1)"2-y" 2))*(M*y-H),y=-rd+el..y3)
+int(y*2* sqrt(rd"2-y"2) *(M*y-H),y=y4..-rd+el):
Mzcpd2D2:=eval(Mzcpd2D1,[M=(sigmalf]-sigma[r])/(y4- y3), #evaluar con los valores de las
constantes
K=(sigmal[f]-sigma[r])/(y2- y1),
F=sigmal(f]-(sigma][f]-sigma [M/(y2-y1l)*y2,
H=sigmal[r]+(sigma][f]-sigma [rD/(y4-y3)*y4,
G=sigmal[f]/y2]):
Mzcpd2D3:=eval(Mzcpd2D2,[y1=y[r],y2=y[pl.y3=-y[p].y 4=-y[r]]): #sustituyo y_i por sus valores
Mzcpd2D4:=eval(Mzcpd2D3,[y[p]=y[r}/n[s]]): #sustituyo y_p=y[r]/n_s
Mzcpd2D5:=eval(Mzcpd2D4,[y[r]=rd*(1-Dam)]): #sustituyo y_r=r*(1-D)
Mzcpd2D5_resumido:=
(1/2)/(rd*(1-Dam)*(n[s]-1))*(n[s]*sigmalf]-sigmalr 1)*n[s]*(rd"4*arcsin((1-Dam)/n[s])-(rd-e1)*4*arcsin
(rd*(1-Dam)/(n[s]*(rd-e1))))
+(1/4)*(sigma(f]-sigmalr])*n[s]/(rd*(1-Dam)*(n[s]-1 ))*(2*rd*4*arcsin(-1+Dam)+Pi*((rd-e1)"4))
-(1/6)*sqrt((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2/n[s]*2)*(n[s]* sigmal[f]-sigmal[r])*(5*n[s]"2*(rd-e1)"2-2*rd 2*(1-
Dam)"2)/((n[s]-1)*n[s]"2)
+(1/2)*sqrt(rd"2-rd"2*(1-Dam)"2)*rd"2*n[s]*(sigmal[f ]-sigmal[r])*(1-2*(1-Dam)"2)/(n[s]-1)
+(1/6)*rd"3*(n[s]*sigmalf]-sigmalr])/(n[s]*(n[s]-1) )*(sqrt(n[s]*2-(1-Dam)"2)*(3+2%(1-((1-Dam)/n[s])"2) )
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C. Codigos de los programas

|_ #print("M con dafio / M sin dafio =", simplify(MzrpdD
> #Comparo esta funcién Mzcpd2D (con el=r, circular m
seccion es circular
#simplify(limit(Mzcpd2D5_resumido, el=rd)-MzcD5_res

Comprobacién de que las funciones 1y 2 coinciden:
Mzch1D = Mzch2D en y2=r-e => ns=r(1-D)/[r-e]
> orig:=eval(Mzcpd1D5_resumido,n[s]=rd*(1-Dam)/(rd*(1

simp:=-(1/4)*sigma][f[*Pi*(rd-e1)"4/(rd*(1-Dam)-el)
+(1/2)/((1-Dam)"3*e1)*(rd"4*(1-Dam)"3/(rd*(1-Dam)-e
Dam)+sigma(r]*el)-arcsin(1-Dam)*(sigmalf]-sigma]r])
+(1/6)*((sigma(f]-sigmal[r])*rd*(1-Dam)+sigma[r]*el)
el)-2*(rd*(1-Dam)-e1)"3)/el
-1/6*(rd"3/e1)*sqrt(1-(1-Dam)"2)*(2*(1-(1-Dam)"2)*(
+3*(sigma(f]-sigma][r])*rd*(1-Dam));

print("orig-simp =",simplify(orig-simp));
simplify(eval(Mzcpd1D5-Mzcpd2D5,n[s]=rd*(1-Dam)/(rd
1 o (rd~— el~)4

5/Mz_circPD2_resumida)): # => no sale nada coherente

aciza) con MzcD5, para ver si en el limite, la

umido);

-Dam)-el)):

1)*(arcsin((1-Dam)-e1/rd)*((sigmal[f]-sigmalr])*rd*(
*(rd*(1-Dam)-el)))
*sqrt(rd~2/(rd*(1-Dam)-e1)"2-1)*(5*rd"2*(rd*(1-Dam)

1*(sigma(f]-sigmalr])*rd*(1-Dam)+4*sigmalr]*el)

-el));

1 rd->y2Dam~—Dam? (2 (1 (1—Dam)?) ( (o, o,) rd~ (1 —Dam~) +4o, el~) +3 (o, ) rd~ (1 —Dam) )

6

¥ r-e>yr>y2
Mz_rectPDp a0 = XXX

> #Suma de las 5 integrales:
Mzcpd3D1:=int(y*2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"
+int(y*2*(sqrt(rd"2-y"2)-sqrt((rd-e1)"2-y"
+int(y*2*(sqrt(rd"2-y*2)-sqrt((rd-e1)"2-y™
#Suma de las 3 integrales:
Mzcpd3D2:=eval(Mzcpd3D1,[M=(sigma[f]-sigma]r])/(y4-
constantes
K=(sigma([f]-sigmalr])/(y2-
F=sigmal[f]-(sigmalf]-sigma
H=sigmal[r]+(sigma]f]-sigma
G=sigma|[f]/y2]):
Mzcpd3D3:=eval(Mzcpd3D2,[y1=y[r],y2=y[p].y3=-y[pl.y
Mzcpd3D4:=eval(Mzcpd3D3,[y[p]=y[r)/n[s]]):
Mzcpd3D5:=eval(Mzcpd3D4,[y[r]=rd*(1-Dam)]):
> simplify((sigmalf]-sigma][r])/(n[s]-1)+1/3*(4*sigma[
[fl-sigmal[r])/(n[s]-1)

Warning, inserted missing semicolon at end of state

> Mzcpd3D5_resumido:=
+(1/2)*(rd-e1)"4*n[s]/(rd*(1-Dam)*(n[s]-1))*((sigma
(1-Dam)/(n[s]*(rd-e1)))*(sigma][f]*n[s]-sigmalr]))
+(1/2)*rd"3*n[s]/((1-Dam)*(n[s]-1))*(arcsin((1-Dam)
arcsin(1-Dam))
+(1/2)*(sigmalf]-sigmal[r])*n[s]/(n[s]-1)*(sqrt((rd-
rd"2*(1-Dam)"2))
-(1/2)*(n[s]*sigmalf]-sigmal[r])/(n[s]-1)*((rd-e1)"2
(rd"2-rd"2*(1-Dam)"2/n[s]"2))
-(1/3)*(n[s]*sigmalf]-sigmal[r])/(n[s]-1)*(((rd-e1)™
A2In[s]*2)"(3/2))
-(1/3)*(sigmal[r]*(4-3*n[s])-sigmalf]*n[s])/(n[s]-1)
Dam)"2)7\(3/2)):

el~

"orig-simp =", 0

-1
3

21

3

0

2))(Kry+F),y=y2..y1)
2)H(G*y), y=y3..y2)
2))¥(M*y-H),y=y4..y3):

y3), #evaluar con los valores de las

y1),

[D/(y2-y1)*y2,

[D/(y4-y3)*y4,

4=-y[r])): #sustituyo y_i por sus valores

#sustituyo y_p=y[r}/n_s
#sustituyo y_r=r*(1-D)
r]-sigmal[f]*(n[s]+3))/(n[s]-1));-(1/3)*(n[s]*sigma

n~s (Sf - (Sr
-1

ment

N~0;— O,
n——1
[f]-sigmalr])*arcsin(rd*(1-Dam)/(rd-e1))-arcsin(rd*
In[s])*(n[s]*sigmalf]-sigma[r])-(sigma[f]-sigmalr])
el)"2-rd"2*(1-Dam)"2)*((rd-e1)"2)-rd"2*sqrt(rd"2-
*sqrt((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2/n[s]"2)-rd"2*sqrt

2-rd"2*(1-Dam)"2/n[s]*2)(3/2)-(rd"2-rd"2*(1-Dam)

*((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2)7(3/2)-(rd"2-rd"2*(1-

SMP= " Yo~ (1—Damm) —el~
1 ra~* (—arcsir(—l+Dam—+ fd%) ((0;—o;) rd~ (1—Dam~) + o, el~) +arcsin -1+ Dam~) (6, —¢) (rd~ (1 —Danr) 7e1—))
2 el~ (rd~ (1 — Dam~) —el~)
2
((o;—o,) rd~ (1—Dam-) +c’e1~)/$271 (5rd-? (rd~ (1 — Dam~) —el~) — 2 (rd~ (1 — Dam~) — e1~)°)
L4 (rd~ (1 —Dam~) —el~)
6 el~
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Mzcpd3D5_resumido:=
+(1/2)n[s}/((1-Dam)*(n[s]-1)*(
(rd-e1)"4/rd*((sigmalf]-sigmal[r])*arcsin(rd*(1-Dam) /(rd-el))-arcsin(rd*(1-Dam)/(n[s]*(rd-e1)))*(sigma
[f*n[s]-sigmalr]))
+rd"3*(arcsin((1-Dam)/n[s])*(n[s]*sigmalf]-sigma]r] )-(sigma(f]-sigma(r])*arcsin(1-Dam)))
-(1/6)*(n[s]*sigmal[f]-sigmalr])/(n[s]-1)*(
sqrt((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2/n[s]"2)*(5*(rd-e1)"2- 2*rd"2*(1-Dam)"2/n[s]"2)
-sqrt(rd"2-rd"2*(1-Dam)”2/n[s]"2)*(5*rd"2-2*rd"2*(1 -Dam)"2/n[s]"2))
+(1/6)/(n[s]-1)*(
sqrt((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2)*(4*(rd-e1)"2*(n[s]*s igmal[f]-sigmalr])+(n[s]*sigma[f]+3*n[s]*sigmalr]-4*
sigma[r])*((rd-e1)"2-2*rd"2*(1-Dam)"2))
-sqrt(rd"2-rd"2*(1-Dam)"2)*(4*(rd)"2*(n[s]*sigma]f] -sigmal[r])+(n[s]*sigmalf]+3*n[s]*sigmal[r]-4*sigmalr ]
)*((rd)"2-2*rd"2*(1-Dam)"2)));
func:=
+(1/2)*n[s])/((1-Dam)*(n[s]-1))*((rd-e1) 4/rd*((sigm a[f]-sigmalr])*arcsin(rd*(1-Dam)/(rd-e1))-arcsin(rd *
(1-Dam)/(n[s]*(rd-e1)))*(sigmal[f]*n[s]-sigma]r])))
-(1/6)*(n[s]*sigmalf]-sigmalr])/(n[s]-1)*(sqrt((rd- el)"2-rd"2*(1-Dam)"2/n[s]"2)*(5*(rd-e1)"2-2*rd"2*(1 -
Dam)"2/n[s]"2))
+(1/6)/(n[s]-1)*(sqrt((rd-e1)"2-rd"2*(1-Dam)"2)*(4* (rd-e1)"2*(n[s]*sigmalf]-sigma[r])+(n[s]*sigma[f]+3 *
n[s]*sigma[r]-4*sigmalr])*((rd-e1)"2-2*rd"2*(1-Dam) 2)));
Mzcpd3D5_resumido:=func-eval(func,e1=0):
#comprobacion de que la resumida da igual que la or iginal

simplify(Mzcpd3D5-Mzcpd3D5_resumido);
Mzcpd3D5_resumido :=

1 1

2 (1—Dam~) (n~s—1)

+1d-3 [arcsir‘( 1= Dam~
s

_Gr) [/(rd~—e1~)2—

rd~? (1—Dam~)2
2

LY

[n~ [ (rd~ —e1-)* [(cffcr) arcsir(

) (n~scf70r) + (focr) arcsir{ -1 + Dam~) ]]

[5(rd~—e1~)2—

rd~ (1 —Dam~) \ _ . ( rd~ (1 — Dam~) o
rd~—el~ ) arcsw( n~ (rd~ —el-~) ] (n s Gf)]
rd~
1_1 _
-5 n~S—1[(n sO;

2rd-? (1 — Dam~)? ] g2 rd~? (1 — Dam-)?
2 2

Y

[5 ra-?

Y

1
+6

_2 rd~? (1— Dam~)2
2
s

|

—2rd2(1-Dam)?) ) )
rd~ (1 —Danm~)

1 2 2 2 2 2
r— (J -2rd~el~+ el~* + 2 rd~" Dam~ — rd~" Dam~ (4(rd~—el~) (“‘s“f_"r) -*—(n~s<r,—4cr

+3n~0,) ((rd~—e1~)*—2rd-? (1 Dam~}2)) —/ 2rd~? Dam~ — rd~? Dam-? (4rd~2 (M50, ;) + (50— 40, +3n~0,) (ra-?

rd~ (1 — Danm~)

4 .
(rd~—el~)"n~, [(c, - or) arcsu‘( P

) - arcsir(

] (n-S(Sf—Gr)]

N~ (rd~ —el-~)

func:= 1
T2 rd~ (1 — Dam~)

2 _ 2
—a) / (1t~ — 12— rdun%

s

(ms—1)

2 2
[5(rd~—e1~)2— 2rd-* (1 — Dam~) ]

2
s

n~—1

1

> #comprobacion de que la funcién con dafio en D=0 es
#print("M con dafio en D=0 - M sin dafio =", simplify
| #no tiene sentido xq solo esta en el alma
> #Valor del cociente entre la funcién con dafio y la
#print("M con dafio / M sin dafio =", simplify(MzrpdD
Comprobacién de que las funciones 1y 2 coinciden:
Mzch2D = Mzch3D en y2=r-e => ns=r(1-D)/[r-e]
> orig:=eval(Mzcpd3D5_resumido,Dam=el/rd):

simp:=
(1/2)*(rd-e1)"3*n[s]*((sigma][f]-sigmal[r])*Pi/2-arcs
+(1/2)*rd"4*n[s]*(arcsin((rd-e1)/(rd*n[s]))*(n[s]*s
/rd))/((rd-e1)*(n[s]-1))
-(1/2)*(sigmalf]-sigma[r])*n[s]*rd"2*sqrt(rd"2-(rd-
+(1/2)*(n[s]*sigmal[f]-sigma[r])*(rd*2*sqrt(rd"2-(rd

+(1/3)/ (n[s]-1)*(sigma]r]-n[s]*sigmal[f])*((rd-e1)*

(J -2rd~ 1~ + el + 2 rd-? Dam~ — rd~* Dam? (4 (rd~ - e1~)? (0, — ;) + (6~ 46, +3n~5,) ((rd~—e1~)?

0

igual que la funcién sin dafio
(eval(Mzcpd3D5,[Dam=0])-Mz_circPD3_resumida));

funcién sin dafio

5/Mz_circPD2_resumida)): # =>no sale nada coherente

in(1/n[s])*(n[s]*sigma[f]-sigma[r]))/(n[s]-1)
igmal[f]-sigmalr])-(sigma([f]-sigma[r])*arcsin((rd-e1 )

e1)"2)/(n[s]-1)
-e1)"2/n[s]"2)-(rd-e1)"3*sqrt(1-1/n[s}"2))/(n[s]-1)

3¥(1-1n[s]"2)N(3/2)-(rd"2-(rd-e1)"2/n[s]"2)7(3/2))
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+

N[

+

NI

Wk

print(“orig-simp =",simplify(orig-simp));
simplify(eval(Mzcpd2D5-Mzcpd3D5,Dam=e1/rd));

1 (o—9,) n—arcsir(i) (n~50f—cr)]

+(1/3)*(sigmalr]*(4-3*n[s])-n[s]*sigmalf])*((rd"2-( rd-e1)"2)7(3/2))/(n[s]-1);

simp:= 0

n——1

;J (ns0—0,) = (5~ 0,) arcsir(% ]]

(5= 0,) rd~2\/ 2 rd~ el~ — e1~?

(rd~—el~) (n~5— 1)

a1 2
(n~o;—o,) [rd~2 rd-? — (rdizel)

|
N[

n~—1

- (rd~—el~)3 1-— B ]

"~ i

3/2 a2
(Gr_n~so,)[“d-_elﬂs[l_%] [

n~—1

3/2

S "~

(o, (4—3n~) —~0;) (rd-? — (rd~ —e1~)?)

+

Wl

n~—1 n~—1
"orig-simp =", 0
0
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C.2. Metafor (Python)

C.2.1. Viga experimental

Se reproduce a continuacion el codigo Python, procesado por el pro-
grama Metafor [44|, necesario para el calculo de la viga ensayada ex-
perimentalmente. Con este mismo c6digo se pueden realizar diferentes
simulaciones:

= Con y sin agujero

= Con y sin simetria

= Carga por desplazamientos o por fuerza
» Carga lineal o puntual

= Con y sin ruptura de material

= Con material eldstico o elastoviscoplastico con y sin dano y con
endurecimiento lineal o de Ramberg.
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# -*- coding: latin-1; -*-
# $ 1d: Experimento. PMLR. (c)2012 $

# Experiment #

fromwrap inport *

i nport math

metafor = Metafor ()

domain = metafor . getDomain ()

# Import all Metafor commands

# Import math commands: "math.cos()", p.e.

# Create object Metafor

# Shorter name

# function getMetafor: the only mandatory function
# parameter p (dictionary for parametric studies)

def getMetafor (p={}): return metafor

print C#HEH 1 Parameters #HHHH

### OPTION
material =3 # Material: 1=-elastic 2 =evp linear hard. 3 =+ damage 4 = evp Ramberg hard. with dam.
7,
ruptura =0 # Rupture: 1 =yes 0=no
oo e
carga =1 #Load: 1=punctual 2=line
e,
tipo =1 # Load type: 1 = displazs. 2 = force
e e
agujero =1 # Hole: 0=no 1 =yes (circular)
e
simetria =0 # Simmetry: 0 =no 1=yes
vergeometria = 0  #1=visualize geometry 0=no
vermallado = 0  #1=visualize meshing  0=no
## Geometry
# Section
L=0.895 #Length
h=0.01 #Height
b=0.01 #Width
D=0.006 #Hole diameter
d1=0.01 #Distance to hole
d2=D/ 2 #Distance near the hole
## Meshing
nc=4 # hole or hole distance
nx1=10 #dir. X long
nx2=2 # dir. X extreme
ny=2 #dir. Y
nz=2 #dir. Z
dm = 1. # mesh densification
## Material
Density = 7860. # Density
El = 2.1ell # Young modulus (elastic material)
Nu = 0.28 # Poisson Coeff.
LimElasl = 275.e6 # Elastic limit, material 1
LimElas2 = 355.e9 # Elastic limit, material 1

CoefEnd = 0.05 *E1

# Hardening coeff.

Do = 0.0 # Initial damage

exps = 0.43 # Damage evolution law exponent

denS = 55e2 # Damage evolution law coeff.

eth = 0.00 # Strain threshold

coefA = 1.766 # RambergOsgoodlisotropicHardening Coeff.

expn = 1/0.5465

= 0.98

critValue

Qend = 5.e5

# RambergOsgoodIsotropicHardening Exponent

# Critical rupture value

# Initial time
# Final time
# Initial time step
# Max. time step

# Number of saved results (equally spaced on time)

# Displacement loading
# Final displacement

# Force loading

# Total force

## Auxiliar functions for loops.

def fl(a): #d1
if a==0:
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return val
f2 (a): #d2
if a==0:

de

return val
def fl (a): #L
if a<=

return val

H
print C#H# 2 Geometry #HHHE

geometry = domain . getGeometry () #change name
geometry . setDim3D ()
#geometry.setDimPlaneStrain() #choose type of geomet ry
#geometry.setDimAxisymmetric()
pointset = geometry . getPointSet ()
# Define points: first number = LABEL.
pp=1
for i in range (0, 3): #dir. Y (height)
for j in range (0, 3): # dir. X (front and rear faces)
for k in range (0, 5): # dir. X (evolution)
pointset . define (pp, fl (k)*d1+f2 (k)*d2+f (k)*L, i*h/2, j*b/2)
pp=pp+1
if agujero : # circle

for i in range (0, 3):
for j in range (1,4):

pointset . define (pp, d1- D/ 2*math. cos (j *math. pi / 4),i*h/ 2, b/ 2-D/ 2*math. sin (j *math. pi /4))

pp=pp+1
for j in range (5,8):

pointset . define (pp, d1- D/ 2*math. cos (j *math. pi /4),i*h/ 2, b/ 2- D/ 2*math. sin (j *math. pi / 4))

pp=pp+1

# Define curves between points
curveset = geometry . getCurveSet ()

pp=1
for i in range (0,9): # parallels to axis X
for j in range (0,4):
curveset .add(Line (pp, pointset (5*i+j+1), pointset (5*i+j +2)))
pp=pp+1
for i in range (0, 3): # parallels to axis Z
for j in range (0, 10):
curveset . add(Line (pp, pointset (15*i+j +1), pointset (15*i+j +6)))
pp=pp+1
for i in range (0, 2): # parallels to axis Y
for j in range (0, 15):
curveset . add(Line (pp, pointset (15*i+j +1), pointset (15*i+j +16)))

pp=pp+1
if agujero : # circle

curveset .add( Arc(pp, pointset ( 7), pointset (46), pointset (47) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (47), pointset (48), pointset ( 9) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset ( 9), pointset (49), pointset (50) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (50), pointset (51), pointset ( 7) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (22), pointset (52), pointset (53) ))
pp=pp+1 ) _ _

curveset .add( Arc(pp, pointset (53), pointset (54), pointset (24) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (24), pointset (55), pointset (56) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (56), pointset (57), pointset (22) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (37), pointset (58), pointset (59) ))
pp=pp+1
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curveset .add( Arc(pp, pointset (59), pointset (60), pointset (39) ))

pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (39), pointset (61), pointset (62) ))
pp=pp+1

curveset .add( Arc(pp, pointset (62), pointset (63), pointset (37) ))
pp=pp+1

for i in range (0, 2): # dir. Z from the hole

for j in range (0, 3):
curveset . add(Line (pp, pointset (10*i+15*j+3), pointset (3*i+6*j+47)))
pp=pp+1
for i in range (0, 2): #dir. Y between holes
for j in range (O, 2):
curveset . add(Line (pp, pointset (3*i+6*j+47), pointset (3*i+6%j+53)))
pp=pp+1

# Define wires: sets of curves
wireset = geometry . getWireSet ()
pp=1
for i in range (0, 3): # Faces XZ
for j in range (0, 2):
for k in range (0, 4):
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win (12*i+4*j+k+1, 10*i +5*j +k+38, 12*i +4*] +k+5, 10*i +5*j +k+37)]) )
pp=pp+1
for i in range (0, 3): # Faces XY
for j in range (0, 2):
for k in range (0, 4):
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win (4*%i+12*j+k+1, 5*i +15*j +k+67, 4%i +12*j +k+13, 5*i +15*j +k+68)]) )
pp=pp+1
for i in range (0, 2): # Faces ZY
for j in range (0, 2):
for k in range (0, 5):
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win (5% +10*j +k+37, 5*i +15*] +k+67, 5*i +10*j +k+47, 5*i +15%j +k+72)]) )

pp=pp+1
if agujero : #circle

for i in range (0, 3): # sup. X2
wireset . add(Wire (pp, [curveset ( for win ( 2+12*i,109+ i, 97+ 4*i, 38+10*i)]) )
pp=pp+1
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win ( 3+12*i, 40+10*i, 98+ 4*i,6 109+ i)]) )
pp=pp+1
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win (100+ 4*i, 112+ i, 10+12*i, 43+10*i)]) )
pp=pp+1
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win ( 99+ 4*i, 45+10*i, 11+12*i,112+ i)]) )
pp=pp+1

for i in range (0, 2): #sup. YZ
wireset . add(Wire (pp, [curveset (W) for win (109+, 69+15*i,110+i,115+ i)]) )
pp=pp+1
wireset .add(Wire (pp, [curveset (w) for win (112+,117+ i,113+i, 79+15%i)]) )
pp=pp+1

for i in range (0, 2): # sup. circle
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win ( 97+4*i,6 115+ i, 101+4*i, 73+15*i)]) )
pp=pp+1
wireset . add(Wire (pp, [curveset (W) for win ( 98+4*i, 75+15%i,102+4*%i, 115+ i) )
pp=pp+1
wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win ( 99+4*i,6 117+ i, 103+4*i, 75+15*i)]) )
pp=pp+1
wireset . add(Wire (pp, [curveset (W) for win (100+4*i, 73+15%i,104+4*%i,6 117+ i) )
pp=pp+1

# Define sides. Its orientation depends on its wire s

sideset = geometry . getSideSet ()

for i in range (1,pp):
sideset . add(Side (i, [wireset (i)]))

# Define skins
skinset = geometry . getSkinSet ()
pp=1
for i in range (0,2):
for j in range (0, 2):
for k in range (0, 4):
skinset . add(Skin (pp, [sideset (w) for win (8*i+4*j+k+1, 8%i +4*] +k+9, 4%i +8%j +k+33, 5*| +10*j +k+50, 4*i +8*] +k+25
L 5%i +10%] +k+49) 1))
pp=pp+1
if agujero : # circle
for i in range (0, 2):
skinset . add(Skin (pp, [sideset (w) for win (69+4*i, 73+4*i,85+4*i, 81+2*i, 26+4*i,50+5%i)]))
pp=pp+1
skinset . add(Skin (pp, [sideset (w) for win (70+4*%i, 74+4*%i K 86+4*i K 52+5*%i , 27+4*%i,81+2*i)]))
pp=pp+1
skinset . add(Skin (pp, [sideset (w) for win (71+4%i, 75+4*i,42+4%i, 82+2*i,88+4*i,60+5%i)]))
pp=pp+1
skinset . add(Skin (pp, [sideset (w) for win (72+4*%i,76+4*%i, 43+4*%i K 62+5*%i, 87+4*%i,82+2*i)]))
pp=pp+1

# Define volumes
volumeset = geometry . getVolumeSet ()
for i in range (1, pp):
volumeset . add(Volume (i, [ skinset (i)]))
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i f vergeometria
winl = VizWin ()
winl . add( pointset )
winl . add( curveset )
winl . add (wireset )
winl . add ( sideset )
winl . add( volumeset )
winl . open()
raw_input ()

print ‘##EH 3 Mesh #H#

# Meshing of curves

# New window to visualize the geometry: O=yes, 1=no
# Graphic window

# Add points

# Add curves

# Add wires

# Add faces

# Add volumes

# Open window

# Keep open until any key is pressed

# Long dir. X sides, circle and left

SimpleMesherlD (curveset (12*i+4*j+4)).execute (nxl)
SimpleMesherlD (curveset (12*i+4*j+3)). execute (nc)
SimpleMesherlD (curveset (12*i +4*j+2)).execute (nc)
SimpleMesherlD (curveset (12*i+4*j+1)).execute (nx2)

# Dir. Z sides

SimpleMesherlD (curveset (10*i +5*j +k+37)). execute (ny)

# Dir. Y sides

SimpleMesherlD (curveset (15*i +5*j +k+67)). execute (nz)

for i in range (0, 3):
for j in range (0, 3):
for i in range (0, 3):
for j in range (0, 2):
for k in range (0, 5):
for i in range (0, 2):
for j in range (0, 3):
for k in range (0,5):
if agujero

for i in range (97,109):

# Circle arcs

SimpleMesherlD (curveset (i)).execute (nc)

for i in range (109, 115):

# Dir. Z from the circle

SimpleMesherlD (curveset (i)).execute (nz)

for i in range (115, 119):

# Dir. Y between circles

SimpleMesherlD (curveset (i)).execute (ny)

# Meshing of sides
for i inrange ( 1, 69):

# Sides are meshed: autodetection only

TransfiniteMesher2D (sideset (i)).execute (True) # works with 4 independent lines

if agujero
for i in range (69, 93):

TransfiniteMesher2D (sideset (i)).execute (True)

# Meshing of volumes
if simetria

(volumeset (i)).execute (True)

if agujero
for i in range (0O, 17):
TransfiniteMesher3D
if agujero ==1:

for i in range (0,4):

for j in range (0, 2):
TransfiniteMesher3D (volumeset (4*i +3*j+1)). execute (True)
for i in range (17, 25):

TransfiniteMesher3D

if simetria ==
if agujero

for i in range (0,2):

(volumeset (i)).execute (True)

for j in range (0, 4):
TransfiniteMesher3D (volumeset (8*i+j +1)). execute (True)

if agujero ==1:
for i in range (0, 2):

for j in range (0, 2):
TransfiniteMesher3D (volumeset (8*i+3*j+1)).execute (True)

for i in range (0, 2):

for j in range (0, 2):
TransfiniteMesher3D (volumeset (4*i+j +17)). execute (True)

if vermallado : # New window for visualize the mesh

win2 = VizWin ()

win2 . add ( geometry . getMesh () . getPointSet () )
win2 . add ( geometry . getMesh (). getCurveSet ())
win2 . add ( geometry . getMesh () . getSideSet ())
win2 . open ()
raw_input ()
print * # 4 Material
-
materialset = domain . getMaterialSet () # Short name
laws = domain . getMaterialLawSet ()
# Material definition
if material ==1: # elastic
materialset . define (1, ElastHypoMaterial ) # Create material 1
materialset (1) . put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset (1) . put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset (1) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
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materialset . define (2, ElastHypoMaterial ) # Create material 2: simple elastic
materialset  (2) . put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (2). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset  (2). put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
if material ==2: # elasto-visto-plastic with linear hardening, no da mage
materialset . define (1, EvplsoHHypoMaterial ) # Create material 1
materialset (1) . put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (1). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset (1) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset (1) . put ( YIELD_NUM 1) # Yield law 1
laws . define (1, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 1
laws (1). put (IH_SIGEL, LimElasl ) # Elastic limit
laws (1). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
materialset . define (2, EvplsoHHypoMaterial ) # Create material 2
materialset  (2). put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (2). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset  (2) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset  (2). put ( YIELD_NUM 2) # Yield law 2
laws . define (2, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 2
laws (2). put (IH_SIGEL, LimElas2 ) # Elastic limit
laws (2). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
if material ==3: # elasto-visto-plastic with linear hardening and da mage
materialset . define (1, ContinuousDamageEvplsoHHypoMaterial ) #Create el material 1
materialset (1) . put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset (1) . put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset (1) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset  (1). put ( YIELD_NUM 1) # Yield law 1
materialset (1) . put (DAMAGE_NUM 3) # Damage evolution law 3
materialset (1) . put (DAMAGE_INIT, Do) # Initial damage
materialset (1) . put (TYPE_INTEG 0) # Iterative integration method
materialset . define (2, ContinuousDamageEvplsoHHypoMaterial ) #Crear el material 2
materialset  (2) . put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (2) . put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset  (2). put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset  (2). put ( YIELD_NUM 2) # Yield law 2
materialset  (2) . put (DAMAGE_NUM 3) # Damage evolution law 3
materialset  (2) . put (DAMAGE_INIT, Do) # Initial damage
materialset  (2). put (TYPE_INTEG 0) # Iterative integration method
laws . define (1, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 1
laws (1). put (IH_SIGEL, LimElasl ) # Elastic limit
laws (1). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
laws . define (2, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 1
laws (2). put (IH_SIGEL, LimElas2 ) # Elastic limit
laws (2). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
laws . define (3, LemaitreChabocheContinuousDamage ) # Damage evolution law 3
laws ( 3) . put (LEMAITRE_YOUNG E1) # Young modulus
laws ( 3) . put (LEMAITRE_NU Nu) # Poisson coeff.
laws ( 3) . put (LEMAITRE_BIG_S, denS) # Damage evolution law coeff.
laws (3) . put (LEMAITRE_SMALL_S exps ) # Damage evolution law exponent
laws ( 3) . put (LEMAITRE_EPL_THRESHOLD eth ) # Strain threshold
if material ==4: # elasto-visto-plastic with Ramberg hardening and d amage
materialset . define (1, ContinuousDamageEvplsoHHypoMaterial ) #Crear el material 1
materialset (1) . put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (1). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset (1) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset (1) . put ( YIELD_NUM 1) # Law of sigma_yield 1
materialset (1) . put (DAMAGE_NUM 3) # Damage evolution law 3
materialset (1) . put (DAMAGE_INIT, Do) # Initial damage
materialset (1) . put (TYPE_INTEG 0) # Iterative integration method
materialset . define (2, ContinuousDamageEvplsoHHypoMaterial ) #Crear el material 2
materialset  (2). put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (2). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset  (2) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset  (2) . put ( YIELD_NUM 2) # Law of sigma_yield 2
materialset  (2) . put (DAMAGE_NUM 3) # Damage evolution law 3
materialset  (2). put (DAMAGE_INIT, Do) # Initial damage
materialset  (2). put (TYPE_INTEG 0) # Iterative integration method
laws . define (1, RambergOsgoodisotropicHardening )
laws (1) . put (IH_SIGEL, LimElasl ) # Elastic limit
laws (1). put (IH_A, coefA ) # RambergOsgoodIsotropicHardening Coeff.
laws (1). put (IH_N, expn) # RambergOsgoodIsotropicHardening exponent
laws . define (2, RambergOsgoodIsotropicHardening )
laws (2). put (IH_SIGEL, LimElas2 ) # Elastic limit
laws (2). put (IH_A, coefA ) # RambergOsgoodIsotropicHardening Coeff.
laws (2). put (IH_N, expn) # RambergOsgoodIsotropicHardening exponent

laws . define (3, LemaitreChabocheContinuousDamage ) # Damage evolution law 3
laws ( 3) . put (LEMAITRE_YOUNG E1) # Young modulus
laws ( 3) . put (LEMAITRE_NU Nu) # Poisson coeff.
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laws ( 3) . put (LEMAITRE_BIG_S, densS)
laws ( 3) . put (LEMAITRE_SMALL_S exps )
laws (3) . put (LEMAITRE_EPL_THRESHOLD eth )

H
print ‘### 5 Body FE definition ####

# Properties of the elements to be associated to th
prpl = ElementProperties ( Volume3DElement )
prpl . put (MATERIAL 1)

appl = FieldApplicator (1)

# Rupture criterion

if ruptura ==1:
RC = IFRuptureCriterion ()
RC setinternalField (IF_ISO_DAMAGH
RC put (RUPT_CRIT_VALUE critvalue )
RC put (RUPT_TYPE_CRIT ONEBROKEN

# ONEBROKEN (Gauss Point), ALLBROKEN (all) or MEANB

appl. addRuptureCriterion (RQ

# Apply properties
if simetria ==
if agujero
for i in range (0O, 17):

appl. push (volumeset (i))
if agujero

for i in range (0,4):
for j in range (0, 2):

appl. push (volumeset (4*i+3*j+1))

for i in range (17,25):
appl. push (volumeset (i))

if simetria ==
if agujero
for i in range (0,2):
for j in range (0, 4):
appl. push (volumeset (8*%i+j +1))
if agujero ==1:

for i in range (0,2):
for j in range (0, 2):

appl. push (volumeset (8% +3*j+1))

for i in range (0, 2):
for j in range (0, 2):
appl. push (volumeset (4*i+j +17))

appl. addProperty (prpl)

interactionset = domain . getinteractionSet
interactionset .add(appl)
print domain . getinteractionSet ()

print ‘#### 6 Constrained dofs ##HHH#!
H

loadingset = domain . getLoadingSet ()
for i in [49,54]: # Fixed end (left)
loadingset . define (sideset (i), FieldlD (TX,
loadingset
loadingset
if simetria
for i in [59,64]:
loadingset
loadingset
loadingset

. define (sideset (i), FieldlD (TZ,

# Fixed end (left)

. define ( sideset
. define ( sideset

print ‘##H#H## 7 Loading ###H

fct = PieceWiseLinearFunction (@]
fct . setData (0.0, 0.0)
#fct.setData(0.1, 0.6)

fct .setData (1.0, 1.0)

RB))
. define (sideset (i), FieldlD (TY,RB)
RB)

i), FieldlD (TY,

(

. define (sideset (i), FieldlD (TX,
(
(i), FieldlD (TZ,

# Damage evolution law coeff.
# Damage evolution law exponent
# Strain threshold

e material = ElementProperties
# Create a property for the volume finite elements
# Number of the associated material

# Define the interaction used for the volume elemen

# Criterion rupture: damage
# Limite value for damage
# Broken if the criterion is verified in:

# Associate the ElementProperties

() # Add to the list of interactions

# Applied on geometry. Translation X, RElative valu

RB)
RB))
RB)

# Piecewise function: evolution of the load

if tipo ==1: # Displacement loading
if carga ==1: # Punctual load
loadingset . define (pointset (25), FieldlD (TY, RE), Dend, fct )
if carga ==2: # Line load
for i in [76,91]:
loadingset . define (curveset (i), FieldlD (TY,RE, Dend, fct )
if tipo ==2: # Force load
if carga ==1: # Punctual load

loadingset . define ( pointset

(76), FieldlD (TY, GF1), Qend, fct )

ROKEN (average in the element)

e. 0 by default
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if carga ==2: # Line load: points of the line
for i in[4,18]: # Extreme points
loadingset . define (pointset (i), FieldlD (TY, GFl), Qend/ (4*nz2), fct )
for i in [11]: # Central point

loadingset . define (pointset (i), FieldlD (TY, GF1), Qend/ (2*nz2), fct )

print ‘##### 8 Time integration schemes ###H#H

## Time management
tsm = metafor . getTimeStepManager ()

tsm. setlnitialTime (Tini , dTini ) # Initial time and initial time step
tsm. setNextTime (Tend, NumRes dTmax) # Final time, number of results and maximum time st ep

#tsm.setTimeStepComputationMethod(TSM_INTEGRATIONER RORMETHOD)

#tsm.setIntegrationErrorTolerance(1.e-4) # Precissio n in integration error
#tsm.setExplicitTimeStepSecurity(2.0) # Security par ameter for critical time step in explicit evaluatio n
#tsm.setNbOfStepsForCritical TimeStepUpdate(1) # Numb er of time steps between critical step updates

## Iteration management
mim = metafor . getMechanicallterationManager )
mim. setResidualComputationMethod (RCM_METHOD1 # Normalization of the residual method

mim. setResidualTolerance (1.0e-6 ) # Precission for the residual

mim. setMaxNbOflterations (10) # Maximum number of iterations
#mim.setNbOflterationsForStiffUpdate(1) # 1=update s tiffness matrix in each iteration, n=update when <n
#mim.setMaxNbOfLineSearchlterations(0) # Maximum num ber of iteration in line-search
#mim.setLineSearchTolerance1(1.0) # Precission for t he residual of line-search
#mim.setLineSearchTolerance2(1.e-8) # Stop criterion when line-searh parameter does not grow
#mim.setPredictorComputationMethod(EXTRAPOLATION_DE FAULT)  # Extrapolation method

# Aditional calculation parameters
metafor . setintegerData ( MDE_NDYN 0) # Quasistatic analysis

H
print ‘##HHHE 9 Archive values on hard-disk #####'

valuesmanager = metafor . getValuesManager () # Save results. Can be visualized in a VizZWin
valuesmanager .add( 1, DbValueExtractor  (pointset (25), FieldlD (TY, GF1)), SumOperator (), ‘totalForceY' )
valuesmanager .add( 2, DbValueExtractor  (pointset (25), FieldlD (TY, RE), SumOperator (), 'displacY’ )

valuesmanager .add( 3, MiscValueExtractor (metafor , EXT_T), time" )

valuesmanager .add( 4, NodallnternalFieldValueExtractor (pointset (7), IF_ISO_DAMAGH, 'Damage’ )
valuesmanager .add( 5, NodallnternalFieldValueExtractor (pointset (7), IF_EPL ). 'PlastDef' )
valuesmanager .add( 6, NodallnternalFieldValueExtractor (pointset (7), IF_DEPL ), 'PlastDefRate’ )
testSuite = metafor . getTestSuiteChecker (@] # Check the extrated values

for i in range (1,7):
testSuite . checkExtractor (i)

print ‘#### 10 Real time visualization #####
H

curva = valuesmanager . getDataVector

try:
dataCurve = VectorDataCurve (1, curva (2), curva (1)) # Graphic of the archived values
dataCurveSetl = DataCurveSet ()
dataCurveSetl . add(dataCurve )
wincl = VizWin ()
wincl . add ( dataCurveSetl )
metafor . addObserver (wincl )

dataCurve = VectorDataCurve (2, curva (3), curva (4)) # Graphic of the archived values
dataCurveSet2 = DataCurveSet ()
dataCurveSet2 . add(dataCurve )
winc2 = VizWin ()
winc2 . add ( dataCurveSet2 )
metafor . addObserver (winc2 )
except NameError :

pass
testSuite = metafor . getTestSuiteChecker (@]

testSuite . checkExtractor (1) # Final value of curve 1 on the screen
testSuite . checkExtractor  (2) # Final value of curve 2 on the screen
testSuite . checkExtractor ~ (4) # Final value of curve 4 on the screen

print getMetafor (). getDomain (). getMesh (). getVolumeSet ().size () # Printthe total number of elements created
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C.2.2. Portico

Se reproduce a continuaciéon el codigo Python, procesado por el pro-
grama Metafor [44], necesario para el calculo del portico del ejemplo de
aplicacion 1 (Apartado 5.3). Con este mismo codigo se pueden realizar
diferentes simulaciones:

Carga por desplazamientos o por fuerza

= Con y sin ruptura de material

Con y sin endurecimiento

Con material elastico o elastoviscoplastico con y sin dano
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# -*- coding: latin-1; -*-

#$ Id: Portico 3D. PMLR. (c)2012 $

# Portico 3D #

fromwrap inport * # Import all Metafor commands

i nport math # Import math commands: "math.cos()", p.e.
metafor = Metafor () # Create object Metafor

domain = metafor . getDomain () # Shorter name

def getMetafor

(p={}):

# function getMetafor: the only mandatory function

return metafor # parameter p (dictionary for parametric studies)

print C#HEH 1 Parameters #HHHH

#HOPCIONES

material =3 # Material: 1 = elastic 2 =evp linear hard. 3 =+ damage
#

carga =1 # Load type: 1 =load 2 = displacements
#

endr =1 # Hardening: 0 = without hard. 1 = with hard.

#

ruptura =0 # Rupture: 0=no 1=yes
vergeometria = 0  #1=visualize geometry 0=no

vermallado = 0  #1=visualize meshing  0=no

## Geometria

hl = 0.1

h2 = 0.1

h3 = h1

b =01

vano = 2

va = vano/2-hl
ato =1

al = alto -h2/2

## Mallado
cortos = 4
largos = 80
nxl = cortos
nx2 = largos
nyl = cortos
ny2 = largos
nzl = cortos
nz2 = 2

## Material
Density = 7860.
El = 2.1ell
Nu = 0.30

LimElasl = 275e6

if endr ==0:
Endur =0.0

elif endr==1:
Endur =0.05

CoefEnd

Do = 0.

exps 0.43
denS = 5.5e3
eth = 0.0

critValue = 098

## Loading

if carga ==1:
carga = 1le6

if carga ==2:
Dend = 0.04

## Time

Tend = 1
Tstep = 0.01
NumRes = 5

opc="mat" +str ( material

print opc

= Endur *E1

# Height of the section (left column)

# Height of the section (horizontal beam)
# Height of the section (right column)

# Width of the section

# Lenght between mid points

# Semi lenght between columns

# Height (middle line)

# Height (horizontal beam)

# number of elements (short dir. X lines)
# number of elements (long dir. X lines)
# number of elements (short dir. Y lines)
# number of elements (long dir. Y lines)
# number of elements (short dir. Z lines)
# number of elements (long dir. Z lines)

# Density
# Young modulus (elastic material)
# Poisson Coeff.

# Elastic limit, material 1
# Without hardening

# With hardening

# Hardening coeff.

# Initial damage

# Damage evolution law exponent
# Damage evolution law coeff.

# Strain threshold

# Critical rupture value

# Force loading

# Total load (central point)
# Displacement loading

# Final displacement

# Initial time
# Final time
# Number of saved results (equally spaced on time)

) +"M" +str (cortos ) +str (largos )

## Auxiliar functions for loops.
fla = PieceWiseLinearFunction 0

def fl(a):
if a==1:
val =0

#function for h1/2
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=1

val

#function for h2/2

#function for h3/2

#function for va

#function for al

#function for b

if a>=3:
val =2
return val

print ‘##H# 2 Geometry #HHHHE

geometry = domain . getGeometry () #change name
geometry . setDim3D ()
#geometry.setDimPlaneStrain() #choose type of geomet ry
#geometry.setDimAxisymmetric()
pointset = geometry . getPointSet ()
# Define points: first number = LABEL.
pp=1
for i in range (1,8): # X direction (lenght)
for j in range (1,5): #Y direction (width)
for k in range (1,4): # Z direction (depth)
pointset . define (pp, f1 (i)*hl/2+f4 (i)*va+f3 (i)*h3/2, f5(j)*al +f2 (j)*h2/2, 6 (k)*b/2)
pp=pp+1
# Define curves between points
curveset = geometry . getCurveSet ()
pp=1 # parallels to axis X

for i in range (1,73):
curveset .add(Line (pp, pointset (i), pointset (i+12)))
pp=pp+1

# parallels to axis Z
for i in range (0, 28):
for j in range (1,3):
curveset . add(Line (pp, pointset (3*i+j), pointset (3*i+j+1)))
pp=pp+1

# parallels to axis Y
for i in range (0, 3):
for j in range (0, 3):
for k in range (0,7):
curveset . add(Line (pp, pointset (i+3*j+12*k+1), pointset (i +3*j+12*k+4)))
pp=pp+1
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# Define wires: sets of curves
wireset = geometry . getWireSet ()
pp=1 # Faces XZ
for i in range (0, 6):

for j in range (0,4):

for k in range (0, 2):

wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win (12%i+3*j+k+1, 8*i+2*j+k+73, 12*i+3*j+k+2, 8*i +2*j+k+81)]) )

pp=pp+1
# Faces XY
for i in range (0,6):
for j in range (0, 3):
for k in range (0, 3):

wireset . add(Wire (pp, [curveset (W) for win (12%i+3*j+k+1, i+7%j+21*k+130, 12%i+3*j+k+4, i+7*j+21*k+129)])
)

pp=pp+1
# Faces YZ
for i in range (0,7):
for j in range (0, 3):
for k in range (0, 2):

wireset . add(Wire (pp, [curveset (w) for win (8% +2*j +k+73, i+7*j+21*k+129, 8*i+2*j+k+75, i+7*j+21*k+150)])
)

pp=pp+1
qq=pp #total number of wires, useful to mesh

# Define sides. Its orientation depends on its wire s
sideset = geometry . getSideSet ()
for i in range (1,pp):

sideset . add( Side (i, [wireset (i)]))

# Define skins
skinset = geometry . getSkinSet ()
pp=1
for k in range (0, 2):
for j in range (0, 3):
for i in range (0, 6):
skinset . add(Skin (pp,[sideset (w) for win (8*%i+2*j+k+1l, 8*i+2*j+k+3, 9*i+3*j+k+49,
k+50, 6*i+2*j +k+109)])) # pieles piso 1
pp=pp+1
I =pp #total number of skins, useful to mesh
# Define volumes
volumeset = geometry . getVolumeSet ()

for i in range (1,pp):
volumeset . add( Volume (i, [ skinset (i)]))

if vergeometria : # New window to visualize the geometry: O=yes, 1=no
winl = VizWin () # Graphic window
winl . add( pointset ) # Add points
winl . add ( curveset ) # Add curves
winl . add (wireset ) # Add wires
winl . add ( sideset ) # Add faces
winl . add( volumeset ) # Add volumes
winl . open() # Open window
raw_input () # Keep open until any key is pressed

H
print C#H#E 3 Mesh #HiHH

# Meshing of curves

for i in range (0,2): # Short dir. X lines
for j in range (0, 24):
SimpleMesherlD (curveset (48*i +j+1)).execute (nxl)
for i in range (0, 24): # Long dir. X lines
SimpleMesherlD (curveset (i +25)).execute (nx2)
for i in range (0, 3): # Short dir. Y lines

for j in range (0, 14):
SimpleMesherlD (curveset (21*i+j +136)). execute (nyl)
for i in range (0,3): # Long dir. Y lines
for j in range (0,7):
SimpleMesherlD (curveset (21*i+j+129)).execute (ny2)

for i in range (0,56): # Short dir. Z lines
SimpleMesherlD (curveset (i +73)).execute (nzl)

# Meshing of sides
for i inrange ( 1, qq): # Sides are meshed: autodetection only
TransfiniteMesher2D (sideset (i)).execute (True) # works with 4 independent lines

# Meshing of volumes
i inrange (1,1 ):
TransfiniteMesher3D (volumeset (i)).execute (True)

fo

# Print number of elements on screen
print "numero elementos finitos total”
print getMetafor (). getDomain (). getMesh (). getVolumeSet (). size ()

6%i +2%] +k+103, 9%i +3*] +
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print
numele =

"numero elementos finitos portico"

16*cortos *cortos *(largos +cortos )

print numele

if vermallado

# New window for visualize the mesh

win2 = VizWin ()
win2 . add ( geometry . getMesh () . getPointSet () )
win2 . add ( geometry . getMesh () . getCurveSet ())
win2 . add ( geometry . getMesh () . getSideSet ())
win2 . add ( geometry . getMesh () . getVolumeSet ())
win2 . open ()
raw_input ()
-
print C#H 4 Material ###
materialset = domain . getMaterialSet Q) # Short name
laws = domain . getMaterialLawSet 0
# Material definition
if material ==1: # elastic
materialset . define (1, ElastHypoMaterial ) # Create material 1
materialset  (1). put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset (1) . put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset (1) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset . define (2, ElastHypoMaterial ) # Create material 2: simple elastic
materialset  (2). put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (2) . put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset  (2). put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
if material ==2: # elasto-visto-plastic with linear hardening, no da mage
materialset . define (1, EvplsoHHypoMaterial ) # Create material 1
materialset (1) . put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (1). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset (1) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset (1) . put ( YIELD_NUM 1) # Yield law 1
laws . define (1, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 1
laws (1) . put (IH_SIGEL, LimElasl ) # Elastic limit
laws (1). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
materialset . define (2, EvplsoHHypoMaterial ) # Create material 2
materialset  (2). put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (2). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset  (2). put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset  (2) . put ( YIELD_NUM 2) # Yield law 2
laws . define (2, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 2
laws (2). put (IH_SIGEL, LimElas2 ) # Elastic limit
laws (2). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
if material ==3: # elasto-visto-plastic with linear hardening and da mage
materialset . define (1, ContinuousDamageEvplsoHHypoMaterial ) #Create el material 1
materialset  (1). put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset (1) . put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset (1) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset (1) . put ( YIELD_NUM 1) # Yield law 1
materialset (1) . put (DAMAGE_NUM 3) # Damage evolution law 3
materialset (1) . put (DAMAGE_INIT, Do) # Initial damage
materialset (1) . put (TYPE_INTEG 0) # Iterative integration method
materialset . define (2, ContinuousDamageEvplsoHHypoMaterial ) #Crear el material 2
materialset  (2). put (MASS_DENSITY Density ) # Density
materialset  (2). put (ELASTIC_MODULUS E1) # Young modulus
materialset  (2) . put (POISSON_RATIQ Nu) # Poisson coeff.
materialset  (2). put ( YIELD_NUM 2) # Yield law 2
materialset  (2). put (DAMAGE_NUM 3) # Damage evolution law 3
materialset  (2) . put (DAMAGE_INIT, Do) # Initial damage
materialset  (2). put (TYPE_INTEG 0) # Iterative integration method
laws . define (1, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 1
laws (1). put (IH_SIGEL, LimElasl ) # Elastic limit
laws (1). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
laws . define (2, LinearlsotropicHardening ) # Law of sigma_yield 1
laws (2). put (IH_SIGEL, LimElas2 ) # Elastic limit
laws (2). put (IH_H, CoefEnd ) # Hardening coeff.
laws . define (3, LemaitreChabocheContinuousDamage ) # Damage evolution law 3
laws (3) . put (LEMAITRE_YOUNG E1) # Young modulus
laws ( 3) . put (LEMAITRE_NU Nu) # Poisson coeff.
laws ( 3) . put (LEMAITRE_BIG_S, denS) # Damage evolution law coeff.
laws ( 3) . put (LEMAITRE_SMALL_S exps) # Damage evolution law exponent

laws (3) .

put ( LEMAITRE_EPL_THRESHOLD eth )

# Strain threshold
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H
print ‘### 5 Body FE definition #####'

# Properties of the elements to be associated to th e material = ElementProperties
prpl = ElementProperties ( Volume3DElement ) # Create a property for the volume finite elements
prpl . put (MATERIAL 1) # Number of the associated material
appl = FieldApplicator (1) # Define the interaction used for the volume elemen ts

# Rupture criterion
if ruptura ==1:
RC = IFRuptureCriterion O)

RC setinternalField (IF_ISO_DAMAGH # Criterion rupture: damage
RC put (RUPT_CRIT_VALUE critvalue ) # Limite value for damage
RC put (RUPT_TYPE_CRIT ONEBROKEN # Broken if the criterion is verified in:
# ONEBROKEN (Gauss Point), ALLBROKEN (all) or MEANB ROKEN (average in the element)

appl. addRuptureCriterion (RO

o

i in range (0,2):
for j in range (0,2):
for k in range (0, 2):
appl. push (volumeset (i +4*j+18*k+1))

for i in range (0, 2):
for j in range (0, 12):
appl. push (volumeset (18*i+j +7))

appl. addProperty (prpl) # Associate the ElementProperties
interactionset = domain . getinteractionSet () # Add to the list of interactions
interactionset .add(appl)

print domain . getinteractionSet )

print ‘#### 6 Constrained dofs ##HHH#!
H

loadingset = domain . getLoadingSet ()

for i in[1,2,3,183,14,15,49,50,51,61, 62, 63, 73, 74, 81, 82, 89, 90, 105, 106, 113, 114, 121, 122] :
loadingset . define (curveset (i), FieldlD (TX RB) # Applied on geometry. Transl. X, RElative value. 0 by default
loadingset . define (curveset (i), FieldlD (TY,RB) # Applied on geometry. Transl. Y, RElative value. 0 by default
loadingset . define (curveset (i), FieldlD (TZ, RE) # Applied on geometry. Transl. Z, RElative value. 0 by default

print C#H# 7 Loading #it###

fct = PieceWiseLinearFunction (@] # Piecewise functions: evolution of the load
fct . setData (0.0, 0.0)

#fct.setData(0.1, -0.6)

fct . setData (1.0, -1.0)

fct2 = PieceWiseLinearFunction ()
fct2 . setData (0.0, 0.0)
fct2 . setData (1.0, 1.0)

if carga ==1:
loadingset . define (pointset (44), FieldlD (TY, GF1), Qpunt, fct )
loadingset . define (pointset (68), FieldlD (TX, GF1), Qpunt, fct2 )
elif carga ==2:
loadingset . define (pointset (44), FieldlD (TY, RE, Dend, fct )
loadingset . define (pointset (68), FieldlD (TX RE), Dend, fct2 )

print ‘##### 8 Time integration schemes ##H#H

## Time management
tsm = metafor . getTimeStepManager ()
tsm. setlnitialTime (0.0, Tstep) # Initial time and initial time step
tsm. setNextTime (Tend, NumRes Tstep ) # Final time, number of results and maximum time st ep

## Iteration management

mim = metafor . getMechanicallterationManager 0
mim. setMaxNbOflterations (10)
mim. setResidualTolerance (1.0e-6 )

# Aditional calculation parameters
metafor . setintegerData  ( MDE_NDYN 0) # Quasistatic analysis

print ‘##HH# 9 Archive values on hard-disk ###H#

valuesmanager = metafor . getValuesManager () # Save results. Can be visualized in a VizWin

valuesmanager .add( 1, DbValueExtractor ( pointset (20), FieldlD (TX, RB), SumOperator (), opc+Ux2" )
valuesmanager .add( 2, DbValueExtractor ( pointset (44), FieldlD (TX, RE), SumOperator (), opc+Ux3' )
valuesmanager .add( 3, DbValueExtractor ( pointset (68), FieldlD (TX, RE)), SumOperator (), opc+Ux4" )
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valuesmanager .add( 4, DbValueExtractor ( pointset (20), FieldlD (TY, RE)), SumOperator (), opc+Uy2" )
valuesmanager .add( 5, DbValueExtractor ( pointset (44), FieldlD (TY, RE), SumOperator (), opc+Uy3" )
valuesmanager .add( 6, DbValueExtractor ( pointset (68), FieldlD (TY, RB), SumOperator (), opc+Uy4' )
valuesmanager .add( 7, DbValueExtractor ( pointset (14), FieldlD (TX, GF1)), SumOperator (), opc+Fx1l' )
valuesmanager .add( 8, DbValueExtractor ( pointset (20), FieldlD (TX GF1)), SumOperator (), opc+Fx2 )
valuesmanager .add( 9, DbValueExtractor ( pointset (44), FieldlD (TX, GF1)), SumOperator (), opc+Fx3" )
valuesmanager .add(10, DbValueExtractor ( pointset (68), FieldlD (TX, GF1)), SumOperator (), opc+Fx4" )
valuesmanager .add(11, DbValueExtractor ( pointset (62), FieldlD (TX, GF1)), SumOperator (), opc+Fx5 )
valuesmanager .add(12, DbValueExtractor ( pointset (14), FieldlD (TY, GF1)), SumOperator (), opc+Fyl" )
valuesmanager . add(13, DbValueExtractor ( pointset (20), FieldlD (TY,GF1)), SumOperator (), opc+Fy2' )
valuesmanager .add(14, DbValueExtractor ( pointset (44), FieldlD (TY, GF1)), SumOperator (), opc+Fy3" )
valuesmanager .add(15, DbValueExtractor ( pointset (68), FieldlD (TY, GF1)), SumOperator (), opc+Fy4" )
valuesmanager .add(16, DbValueExtractor ( pointset (62), FieldlD (TY, GF1)), SumOperator (), opc+Fy5 )
valuesmanager .add(17, NodallnternalFieldvalueExtractor (pointset (14), IF_ISO_DAMAGE, opc+D1' )
valuesmanager .add(18, NodallnternalFieldValueExtractor (pointset (20), IF_ISO_DAMAGE, opc+D2' )
valuesmanager .add(19, NodallnternalFieldValueExtractor (pointset  (44), IF_ISO_DAMAGE, opc+D3' )
valuesmanager . add(20, NodallnternalFieldValueExtractor (pointset  (68), IF_ISO_DAMAGE, opc+D4' )
valuesmanager .add(21, NodallnternalFieldValueExtractor (pointset (62), IF_ISO_DAMAGE, opc+D5' )
valuesmanager .add(22, MiscValueExtractor (metafor , EXT_T), opc+time" )

testSuite = metafor . getTestSuiteChecker @] # Check the extrated values

for i in range (1,23):

testSuite

if 1

ff =file (opc+"Opciones.ixt"

. checkExtractor (i)

# File with the options to be read with Matlab to ¢

if material =
Material "Mat. el. lineal "
el i f material :
Material ="Mat. evp end. lineal "
elif material ==3:
Material ="Mat. evp end. lineal + damage "

elif endr

Endr ="con endurec. "

if ruptura
Ruptura

elif ruptura :
Ruptura ="con ruptura, "

, "w+" ) # Created in other folder (Metafor deletes folders

reate legends
in current)

Mallado ="Mallado: ™  +str (nx1)+" " +str (nx2)+"," +str (nyl)+" " +str (ny2)+", " +str (nzl)
seqq =[ Material , Endr, Ruptura , Mallado ]

ff . writelines (seqq)

ff . close ()

ff2 =file (opc+"V.xt" , "w+")

ff2 . writelines ([str (material )+"n" , str (endr)+"n" , str (ruptura )])

ff2 . close ()

H
print ‘##H### 10 Real time visualization ##

curva = valuesmanager

try:

dataCurve

= VectorDataCurve (1, curva (2), curva (22))

. getDataVector

dataCurveSetl = DataCurveSet ()

dataCurveSetl

wincl = VizWin ()

. add( dataCurve )

# Graphic of the archived values

wincl . add ( dataCurveSetl )
metafor . addObserver (wincl )

dataCurve = VectorDataCurve (2, curva (5), curva (14)) # Graphic of the archived values
dataCurveSet2 = DataCurveSet ()

dataCurveSet2 . add(dataCurve )

winc2 = VizWin ()

winc2 . add ( dataCurveSet2 )

metafor . addObserver (winc2 )

except NameError :

pass

testSuite = metafor . getTestSuiteChecker ()

testSuite . checkExtractor  (2)
testSuite . checkExtractor ~ (5)

print "numero elementos finitos"

# Final value of curve 2 on the screen
# Final value of curve 5 on the screen

# Print the total number of elements created

print getMetafor ().getDomain (). getMesh (). getVolumeSet (). size ()
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C.3. Matlab

C.3.1. Viga experimental: ajuste de parametros

Mediante el siguiente codigo de Matlab [49] se procesan los datos obte-
nidos con el programa Metafor en las simulaciones de la viga empotrada-
libre del experimento (Apartado 5.2), usando diferentes valores de los
parametros del material para la obtencion de las figuras 5.6 y 5.7, a par-
tir de las cuales se pudieron tomar los valores 6ptimos de los mencionados
parametros é%l, S, sy Dy.
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close all

clear all

Y%Parametros
Y%canto
%ancho
%longitud

E=2.1el1 ;
sigmaf =355e6;

%Cal

B=L- A

1z =b
Mp=b

Me=sigmaf *1z / (h/ 2);

Fe=2

Fp=1

%Cal
Pel=|

del=Pel/ (6*E*Iz ) *(3*Br2*x- 2¥LA3+3* A*LA2- AN3)

%mddulo de Young
%limite elastico

culos previos

*hn3/12;
*h~2/ 4* sigmaf

Y%inercia
*Méd Xx;
6*Mp (3*L);

culos tedricos
linspace (0, Fe, 10);

%longitud de célculo
%posicién de la carga (desde la izq)

%momento plastico
%momento elastico
%fuerza hasta momento elastico
%fuerza hasta momento plastico

Y %posicion de la carga (desde la dcha)

%fuerza elastica (pendiente)
%desplazamiento elastico (pendiente)

deF= Fe/ (6*E*lz ) *(3*BM2*X- 2*LA3+3* AXL"2- A*3) ;. %final del desplz. elastico

Pe2=|
de2=|
Pp=
dp=

linspace (Fe, Fe);
linspace (deF, 0.04);
linspace (Fp, Fp);
linspace (deF, 0.06);

%Maple

Pt=[
dt =[

0,1,1.125 , 1.125 ] *229167 ;
0,0.06111111111 , 0.0785714286

%%%Gréfica

load
load

load

load
load
load
load
load
load
load
load
load
load

load
load
load
load

load
load
load
load
load
load
load
load
load
load

load
load
load
load
load
load
load
load
load
load

%%E.
figure

%Experimentos

Dantiguo . txt ; load Dantiguo2
Fantiguo .txt ; load Fantiguo2
%S=55e2, s=0.43, D0=0.0, eth=0.00
displacYS55e2s043D00eth000
%Variar s=0.20..0.60
displacYS55e2s020D00eth000
displacYS55e2s030D00eth000
displacYS55e2s040D00eth000
displacYS55e2s050D00eth000
displacYS55e2s060D00eth000
totalForceYS55e2s020D00eth000
totalForceYS55e2s030D00eth000
totalForceY S55e2s040D00eth000
totalForceY S55e2s050D00eth000
totalForceYS55e2s060D00eth000
%Variar S=55€0..55e4
displacYS55e0s043D00eth000
displacYS55e3s043D00eth000
totalForceYS55e0s043D00eth000
totalForceYS55e3s043D00eth000
%Variar D=0.0..0.9
displacYS55e2s043D01eth000
displacYS55e2s043D03eth000
displacYS55e2s043D05eth000
displacYS55e2s043D07eth000
displacYS55e2s043D09eth000
totalForceYS55e2s043D01eth000
totalForceYS55e25043D03eth000
totalForceYS55e2s043D05eth000
totalForceYS55e2s043D07eth000
totalForceYS55e2s043D09eth000
%Variar eth=0.00..0.45
displacYS55e2s043D00eth001
displacYS55e2s043D00eth003
displacYS55e2s043D00eth005
displacYS55e2s043D00eth007
displacYS55e2s043D00eth009
totalForceYS55e2s043D00eth001
totalForceYS55e2s043D00eth003
totalForceYS55e2s043D00eth005
totalForceYS55e2s043D00eth007
totalForceYS55e2s043D00eth009

xperimento + resultados

plot (Dantiguo2 , Fantiguo3 |, 'k-'

displacYS55e2s043D00eth000
‘LineWidth' ,2)

xlabel ('t ); ylabel (P )

legen

d ('Experiment’

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

, 02135

Ltxto;
Lixt o

.ascii

.ascii
.ascii
. ascii
.ascii
.ascii

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

.ascii
.ascii

. ascii
. ascii

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

‘Metafor model adjusted'

%fuerza elastica (constante)

%desplazamiento elastico (constante)
%fuerza plastica
%desplazamiento plastico

load Dnuevo . txt

load Fantiguo3 .txt ; load Fnuevo

load totalForceYS55e2s043D00eth000

load displacYS55e2s025D00eth000
load displacYS55e2s035D00eth000
load displacYS55e2s045D00eth000
load displacYS55e2s055D00eth000

load displacYS55e1s043D00eth000
load displacYS55e4s5043D00eth000

Lixto;

. ascii

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

load totalForceYS55e2s025D00eth000
load totalForceYS55e2s035D00eth000
load totalForceYS55e2s045D00eth000
load totalForceYS55e2s055D00eth000

. ascii
. ascii

; load totalForceYS55e1s043D00eth000
; load totalForceYS55e4s043D00eth000

load displacYS55e2s043D02eth000
load displacYS55e2s043D04eth000
load displacYS55e2s043D06eth000
load displacYS55e2s043D08eth000

load displacYS55e2s043D00eth002
load displacYS55e2s043D00eth004
load displacYS55e2s043D00eth006
load displacYS55e2s043D00eth008

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

load totalForceYS55e2s043D02eth000
load totalForceYS55e2s043D04eth000
load totalForceYS55e2s043D06eth000
load totalForceYS55e25043D08eth000

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

; load totalForceYS55e2s043D00eth002
; load totalForceYS55e2s043D00eth004
; load totalForceYS55e2s043D00eth006
; load totalForceYS55e2s043D00eth008

%Experimento antiguo

: ' totalForceYS55e2s043D00eth000 ,'m-'

)%

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

. ascii
. ascii

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii

. ascii
. ascii
. ascii
. ascii
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%%Experimento solo

figure

plot (Dantiguo2 , Fantiguo3 ,'k-" ... %Experimento antiguo
‘LineWidth' ,2)

xlabel ('t ); ylabel ('P")
legend ('Experimen.nuevo’ , 'Experim.antiguo’ , 'Experim.antiguo’ , 'S=55e2, s=0.43, D=0.00, eth=0.00' )%
tile  ('S=55e2, D0=0.0, eth=0.00. Variar exp. s=0.20..0.60 '

%%%%Variar s=0.20..0.60

figure

subplot (2,2, 1);

plot (Dantiguo2 , Fantiguo3 ,'k-" ... %Experimento antiguo
displacYS55e2s020D00eth000 totalForceYS55e2s020D00eth000

totalForceYS55e2s025D00eth000
totalForceY S55e2s030D00eth000
totalForceYS55e2s035D00eth000
totalForceYS55e2s040D00eth000
totalForceY S55e2s043D00eth000
totalForceYS55e2s045D00eth000
totalForceY S55e2s050D00eth000
totalForceYS55e2s055D00eth000
totalForceYS55e2s060D00eth000

displacYS55e2s025D00eth000
displacYS55e2s030D00eth000
displacYS55e2s035D00eth000
displacYS55e2s040D00eth000
displacYS55e2s043D00eth000
displacYS55e2s045D00eth000
displacYS55e2s050D00eth000
displacYS55e2s055D00eth000
displacYS55e2s060D00eth000
‘LineWidth' ,2)

xlabel ('t ); ylabel (P )
legend ('Experim' , 's=0.20' ,'s=0.25' ,'s=0.30' ,'s=0.35" ,'s=0.40' ,'s=0.43' ,'s=0.45'" ,'s=0.50' ,'s=0.55' ,'s=0.60" )%
title  ('S=55e2, Do=0.0, eth=0.00, s=0.20..0.60" )

%%%%Variar S=55€0..55e4

subplot (2, 2, 2);

plot (Dantiguo2 , Fantiguo3 , 'k-" ..
displacYS55e0s043D00eth000

. %Experimento antiguo
totalForceY S55e0s043D00eth000 b

displacYS55e1s043D00eth000 , totalForceYS55e1s043D00eth000 Vo,
displacYS55e2s043D00eth000 , totalForceYS55e2s043D00eth000 L,
displacYS55e3s043D00eth000 , totalForceYS55e3s043D00eth000 ,'c o,
displacYS55e4s043D00eth000 , totalForceYS55e4s043D00eth000 ,'m-"
‘Linewidth' ,2)

xlabel ('t ); ylabel ('P")

legend ('Experim' ,'S=55e0' ,'S=55el' ,'S=55e2' ,'S=55e3' ,'S=55e4' )%

titte  ('s=0.43, Do=0.0, eth=0.00, S=55e0..55e4' )

%%%%Variar D=0.0..0.9

subplot (2, 2, 3);

plot (Dantiguo2 , Fantiguo3 , k- ... %Experimento antiguo
displacYS55e2s043D00eth000 totalForceYS55e2s043D00eth000 b-'
displacYS55e2s043D01eth000 totalForceYS55e2s043D01eth000 ‘g-'

totalForceYS55e2s043D02eth000
totalForceYS55e2s043D03eth000
totalForceYS55e2s043D04eth000

displacYS55e2s043D02eth000 ,
totalForceYS55e2s043D05eth000

displacYS55e2s043D03eth000
displacYS55e2s043D04eth000
displacYS55e2s043D05eth000
displacYS55e2s043D06eth000
displacYS55e2s043D07eth000
displacYS55e2s043D08eth000
displacYS55e2s043D09eth000
‘LineWidth' ,2)

totalForceYS55e2s043D06eth000
totalForceYS55e2s043D07eth000
totalForceYS55e2s043D08eth000
totalForceY S55e2s043D09eth000

xlabel ('t ); ylabel ('P")
legend ('Experim' ,'Do=0.0' ,'Do=0.1' ,'Do=0.2" ,'Do=0.3' ,'Do=0.4' ,'Do=0.5' ,'Do=0.6' ,'Do=0.7" ,'Do=0.8" ,'D0o=0.9' )
tile  ('S=55e2, s=0.43, eth=0.00, D0=0.0..0.9" )

%%%%Variar eth=0.00..0.09

subplot (2, 2,4);

plot (Dantiguo2 , Fantiguo3 ,'k-" ... %Experimento antiguo
displacYS55e2s043D00eth000 totalForceYS55e2s043D00eth000
displacYS55e2s043D00eth001 totalForceY S55e2s043D00eth001
displacYS55e2s043D00eth002 totalForceY S55e2s043D00eth002
displacYS55e2s043D00eth003 totalForceYS55e2s5043D00eth003
displacYS55e2s043D00eth004 totalForceYS55e2s043D00eth004
displacYS55e2s043D00eth005 totalForceYS55e2s043D00eth005
displacYS55e2s043D00eth006 totalForceY S55e2s043D00eth006
displacYS55e2s043D00eth007 totalForceY S55e2s043D00eth007
displacYS55e2s043D00eth008 totalForceYS55e2s043D00eth008
displacYS55e2s043D00eth009 totalForceYS55e2s043D00eth009
‘LineWidth' ,2)

xlabel ('t ); ylabel (P )

legend (‘Experim’ , 'eth=0.00' , 'eth=0.05" , 'eth=0.10" , 'eth=0.15" , 'eth=0.20" , 'eth=0.25' , 'eth=0.30" , 'eth=0.35" , 'eth=0.40"
‘eth=0.45'

title  ('S=55e2, s=0.43, D0o=0.00, eth=0.00..0.45' )
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%%%%%TODAS JUNTAS

figure
hold all
experim =[ plot
variars  =[ plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
=[ plot
plot
plot
plot
=[ plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
=[ plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot
plot

variarS

variarD

variarE

experimG =hggroup ;
=hggroup ;

variarsG

(Dantiguo2 , Fantiguo3 , 'y-'

( displacYS55e2s020D00eth000
( displacYS55e2s025D00eth000
( displacYS55e2s030D00eth000
( displacYS55e2s035D00eth000
( displacY S55e2s040D00eth000
( displacYS55e2s043D00eth000
( displacYS55e2s045D00eth000
( displacYS55e2s050D00eth000
( displacYS55e2s055D00eth000
( displacYS55e2s060D00eth000
( displacYS55e0s043D00eth000
( displacYS55e1s043D00eth000
( displacYS55e3s043D00eth000
( displacYS55e4s043D00eth000
( displacYS55e2s043D01eth000
( displacYS55e2s043D02eth000
( displacYS55e2s043D03eth000
( displacYS55e2s043D04eth000
( displacYS55e2s043D05eth000
( displacYS55e2s043D06eth000
( displacYS55e2s043D07eth000
( displacYS55e2s043D08eth000
( displacYS55e2s043D09eth000
( displacYS55e2s043D00eth001
( displacYS55e2s043D00eth002
( displacYS55e2s043D00eth003
( displacYS55e2s043D00eth004
( displacYS55e25043D00eth005
( displacYS55e2s043D00eth006
( displacYS55e2s043D00eth007
( displacYS55e2s043D00eth008
( displacYS55e2s043D00eth009

variarSG =hggroup ;
variarDG =hggroup ;

variarEG =hggroup ;

set (experim , 'Parent’ , experimG ) ;
set (variars , 'Parent’ , variarsG ) ;
set (variarS |, 'Parent’ , variarSG );
set (variarD , 'Parent’ , variarDG );
set (variarE , 'Parent’ |, variatEG );

set (get (get (experimG , 'Annotation’
set (get (get (variarsG
set (get (get (variarSG
set (get (get (variarDG
set (get (get (variarEG
legend ('Experimento’

xlabel ('t );
title

ylabel
('Todas juntas’ )

‘Annotation’
'Annotation’
'Annotation’
"Annotation’
Variar s'

(P

, 'Linewidth'

), 'LegendInformation’ ),
), 'LegendInformation’ ),
). 'Legendinformation’ ), 'lconDisplayStyle'
), 'LegendInformation’ ),
), 'LegendInformation’ ),
, Variar S'

21

totalForceYS55e2s020D00eth000
totalForceYS55e25025D00eth000
totalForceYS55e2s030D00eth000
totalForceYS55e2s035D00eth000
totalForceY S55e2s040D00eth000
totalForceYS55e25043D00eth000
totalForceYS55e25045D00eth000
totalForceYS55e2s050D00eth000
totalForceY S55e2s055D00eth000
totalForceYS55e2s060D00eth000
totalForceYS55e0s043D00eth000
totalForceYS55e1s043D00eth000
totalForceYS55e3s043D00eth000
totalForceY S55e4s043D00eth000
totalForceYS55e25043D01eth000
totalForceYS55e25043D02eth000
totalForceYS55e25043D03eth000
totalForceY S55e2s043D04eth000
totalForceYS55e2s043D05eth000
totalForceYS55e25043D06eth000
totalForceYS55e25043D07eth000
totalForceY S55e2s043D08eth000
totalForceYS55e2s043D09eth000
totalForceYS55e25043D00eth001
totalForceYS55e25043D00eth002
totalForceYS55e2s043D00eth003
totalForceY S55e2s043D00eth004
totalForceYS55e25043D00eth005
totalForceYS55e25043D00eth006
totalForceYS55e25043D00eth007
totalForceY S55e2s043D00eth008
totalForceYS55e2s5043D00eth009

%0ne legend entry for a group of objects

, 'Variar Do' , 'Variar eth’ )

‘lconDisplayStyle'
‘lconDisplayStyle'

‘lconDisplayStyle’
‘lconDisplayStyle’

‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘Linewidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘Linewidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘Linewidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘Linewidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'
‘Linewidth'
‘LineWidth'
‘LineWidth'

NRNNNNNNN

N

NN NN

NNNNN

. %Variar s

. %Variar S

. %Variar Do

. %Variar eth
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324 D. Méritos

D.1. Congresos

Parte del trabajo realizado durante el periodo de desarrollo de la
Tesis se ha presentado en los congresos internacionales indicados en la
Tabla D.1.

Tabla D.1: Participaciones en congresos

Autores Titulo Congreso Siglas Fecha Partic.
Fourth
E. Chica, Compdutla;wnal CIr(l)tefzn:tlcoenzl —
JM.G. Teran, mocen JoT Cente O ACOMEN  Mayo or
elastoplastic and Advanced y
A. Lorenzana, . . 2008 2008
PM. LépezReves damage analysis ~ Computational ponente
0P e of 2D frames” Methods in
Engineering
E. Chica, “Damage coupled X International Coautor
P.M. Lopez-Reyes, elastoplastic Conference on COMPLAS  Sept.
J.M.G. Teran, analysis of a Computational X 2009 on}énte
A. Lorenzana frame” Plasticity P
“Method to
determine in a
M. Cacho, CSTZZZ]; fzel Z)Sgk;;e IV European Coattor
A. Lorenzana, load of framesg Conference on ECCM Mayo
P.M. Loépez-Reyes, . . Computational 2010 2010 d
L. with variable . ponente
R. Séiz . Mechanics
cross-section
members under
any type of load”
“Model for XI
P.M. Loépez-Reyes, elastoplastic .
; International Coautor
A. Lorenzana, analysis of 2D Conference on CoMPLAS  Sept.
M. Cacho, frames including . XI 2011 Y
. . Computational ponente
E. Chica hardening and ..
Plasticity

damage”
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Adicionalmente, en la Tabla D.2 se listan otros congresos no relacio-
nados con la temética de esta Tesis Doctoral.

Tabla D.2: Participaciones en congresos

Autores Titulo Congreso Siglas Fecha Partic.
“Vortez-induced
vibrations:
A. Vasallo, szmplzﬁed Computational
numerical method ~ Methods for
A. Lorenzana, . COUPLED .
for understanding Coupled Junio
A. Foces, . . PROBLEMS Coautor
. the aeroelastic Problems in 2009
R. Rossi, . . 2009
PM. LépezReves  €sPonse of line Science and
- LOP Y slender structures Engineering
in the lock-in
range”,
P.M. Lopez-Reyes, “Response of a A Conference
A. Lorenzana, Pendulum TMD  and Exposition IMAC Febr. Coattor
A.V. Belver, with Large on Structural XXXI 2013 b

C.E. Lavin Displacements” Dynamics

D.2. Otros méritos

= Participacion en proyectos de investigacion

e Subvencionados internamente. Lineas financiadas por la Fun-
dacion CARTIF de apoyo a la investigacion béasica:

o “Simulacion Avanzada de Sistemas Deformables”.
Centro: Fundacion CARTIF.
Fecha: 2008 - 2010.
Investigador principal: PhD. Antolin Lorenzana Iban.

o “Monitorizado, andlisis, simulacion y control de estructu-
ras civiles”.
Centro: Fundacion CARTIF.
Fecha: 2010 - 2012.
Investigador principal: Phd. Alfonso Poncela Méndez.

e Subvencionados externamente. Participacion activa en los si-
guientes proyectos subvencionados por el Ministerio de Ciencia
e Innovacion:


http://www.cartif.es
http://www.cartif.es
http://www.cartif.es
http://www.cartif.es
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o “Técnicas experimentales y numéricas para la valoracion
del comportamiento vibratorio de pasarelas peatonales”.
Codigo: BIA2011-28493-C02-02.

Entidades participantes: Fundaciéon CARTIF, Universi-
dad de Valladolid y Universidad Politécnica de Madrid.
Fecha: 2012 - 2014.

Investigador principal: Antolin Lorenzana Iban (Subpro-
yecto del proyecto coordinado por la Universidad Poli-
técnica de Madrid, BIA 2011-28493-C01-01 liderado por
Enrique Alarcon).
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D.3. Publicaciones

D.3.1. Articulo O

El articulo “Damage Coupled to Yield Function for the Elastoplastic
Analysis of Framed Structures”, de los autores E. Chica, J.M.G. Teran,
A.L. Tban y P. Lopez, fue publicado (Tabla D.3) en la revista Asian
Journal of Civil Engineering (Building and Housing), en el Volumen 9(6)
de Diciembre de 2008 [14].

Tabla D.3: Datos de la publicacion del Articulo 0

Fecha Factor de Impacto

Envio Aceptacion  Publicaciéon 2007 2011°

Marzo 2008 Julio 2008 Diciembre 2008 — —

# Factor de Impacto vigente en la fecha de aceptacion
b Factor de Impacto vigente en la fecha actual

Se reproduce a continuaciéon con el formato final publicado.
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DAMAGE COUPLED TO YIELD FUNCTION FOR THE
ELASTOPLASTIC ANALYSIS OF FRAMED STRUCTURES

E. Chica™, J.M.G. Teran®, A.L. Iban” and P. Lopez°
4Department of Mechanical Engineering, University of Antioquia, C/ 67 No 53-108,
AA 1226, Medellin-Colombia
®Solid Mechanics and Structures Group. E.T.S.L.1. (Industrial Engineering), University of
Valladolid, C/Paseo del Cause s/n, CP 47011, Valladolid-Spain
“Structural Design Area, CARTIF. Technological Park of Boecillo, CP 47151 Valladolid-Spain

Abstract

A method for coupling the variable damage to the yield function of a 2D beam element is
presented. The damage is represented by a scalar internal variable which expresses the loss
of strength of the material during ductile or fatigue processes and it is concentrated at the
ends of the element.

Yield surfaces, considering the interaction of bending moment, axial force, shear force
and damage of material are also given. And the yield function obtained can be used to
determine the elastoplastic stiffness matrix of beam element used for the structural analysis.

Keywords: Elastoplasticity; damage; yield function; yield surface

1. Introduction

It is well known that the usual numerical way for the determination of the plastic collapse load
of framed structures is the use of one-dimensional finite element models (2D beam element)
together with the plastic hinge concept and an incremental procedure. We present an approach
that takes into account the extended plastic cross section concept (that includes the plastic
hinge concept) and Continuum Damage Mechanics (CDM) concepts for coupling the variable
damage to the yield function of the cross section. We try to apply this approach to determine
an explicit form of the tangent stiffness matrix called “elastoplastic degradation stiffness
matrix” and also to determine more exactly the collapse load of the frame.

The yield function Z(F) includes the effect of the stress components F(axial N, shear V
and bending moment M) acting in the system to predict the yielding of the material. This can
be graphically represented as the place of the points of space of stress (yield surface) that
constitute the limit for a given state of the material [1, 2]. To define the yield function Z (F,
D) for damaged material, it has been necessary take into account: the Navier hypothesis for

* E-mail address of the corresponding author: echica@udea.edu.co (E. Chica)
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beams, the Von Mises yield criterion and the hypothesis of strain equivalence of CDM
formulated by Lemaitre [3] that assumes that the strain associated with a damage state under
the applied stress is equivalent to the strain associated with its undamaged state under the
effective stress [4]. The plasticity is supposed to be concentrated only in the cross section of
the ends of the beams and it is in plastic state by the combination of stress that satisfies the
yielding condition Z(N,V,M,D) at damage D. The evolution of damage can be determined
using the kinetic law of damage evolution, where the damage rate and the effective
accumulated plastic strain rate are coupled by mean of the definition of the plastic
multiplier.

In the next section a description of an analytical procedure used for determine the yield
function of elastoplastic 2D beam element of rectangular cross section is presented. The
function obtained can be used in framework of plastic analysis of structures to calculate the
loss of rigidity of the material due to its deterioration and its influence on the collapse load
of the structure.

2. Materials and Methods

An analytical yield surface equation of 2D beam element (Figure 1), based on CDM and the
classical hypothesis of Solid Mechanics is presented, taking into account the combined
action of axial and shear forces, bending moment and the effects of damage of material.
Basic assumptions, such as the following, have been taken into account [1,2,3,4]:
e Material nonlinearity is simulated by the formation of plastic zones of zero length at
the ends of the each beam element.
e  The effect of strain hardening is not considered.
For the plastic behavior, Von Mises yield criterion and associated flow rule are
adopted.
o Damage (D) is isotropic and, like plasticity, it is supposed to be concentrated at the
beam ends.
e  For simplicity, all expressions are only applicable for rectangular cross section of base
(b) and heigh (h).
Under combined forces, the elastic limit is defined mathematically by a certain yield
criterion or yield condition. The initial yield criterion depends only on the stress, and can be
generally expressed as:

f=(0gq-R-0¢)<0 (D)

Where f is the yield function, o, is the Von Mises equivalent stress, R is the isotropic
hardening (although it is not considered) and o is the yield stress. The equivalent stress
o associated with a damaged state has to be replaced by a_eq (damage effective equivalent
stress) given according to the CDM concept of effective stress as:
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Figure 1. (a) Beam element with elastoplastic displacement at the end of the element and

damage. (b) Stress distributions in a rectangular cross section
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Substituting Eqg. (2) into Eqg. (1) we obtain the constitutive yield function for damaged
material

f=(1cie‘é)—af)so (3)

In 2D beam elements o, is given by:

Teq =\/0'f+0'>2,—axay+31'fy 4)

and if the normal stress oy is not considered, then we can write:

Oeq = Joi+3 z'fy ®)

where o, is the normal stress in the beam due to axial force and bending moment and z,, is

the shear stress. In the points of the cross section of the beam where the normal stress is null
(neutral axis o, =0), yielding is only due to the effects of the shear stress (z,, ). Therefore,

in order to achieve yielding in the neutral fibre, the shear stress would have to be equal to the
yield shear stress (o ), given as:
_Tea

Tt = \/5 (6)

and

3 1-D
Y3, ~0;)<0 orf:rfsﬂ )

1-D J3

f=(

In the case of a section subjected to bending moment (M,), axial stress (Ny) and shear
stress (Vy) simultaneously, when the yielding of section takes place, the elastic area
disminishes (y»-y3) and simultaneously the position of the neutral axis of the section varies
(Yinp, Figure 2) i.e when the loading process continues, yielding starts at the top or the
bottom fibres, and the plastic zone propagates to the interior of the cross section. During the
elastoplastic stage, the cross section has an elastic zone with linear stress variation, and one
or two plastic zones with constant stress equal to the positive or negative yield stress. This
process is continuum until the total yielding of the cross section that appear when the shear
stress (z,, ) is equal to the yield shear stress (z; ).

The normal stress (o, ) in the elastic zone of the material of the cross section of Figure
1(b) is given by
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O Oxp Of
= = O = y-y 8
Yo — ylnp y- ylnp * Yo — ylnp ( |np) ( )

And considering that the resultant normal force on the cross section must be cero we can
write that the axial force is equal to

Nx(x): J.O'x (X)dA 9)

A

Considering the Eqg. (9) for each one of the areas of stress distributions shown in the
Figure 1(b) corresponding to the plastic behavior (A;, As) and elastic (A;) we write the
following expression for the resultant normal force:

NX:—JafdA—IGXpdA+JdeA (10)
A A &

Now, taking into account the laws of variation of the normal stress in the elastic and
plastic domain on the cross section according to Eq. (8) and substituting in Eq. (10) we get

Nx=of!—yf12(y)dy— . T(y—ymp)Z(y)dwTZ(y)dy} (11)

Y2 Y2 ylnp Y3 Y

Using the same procedure described for the normal force, we can write the equilibrium
equation for bending moment considering the elastic or plastic behavior of section:

Y2

M, =0 !yfy 2{y)dy [ (= vinp) v Z(y)dy—yfy Z(y)dy} (12)

Y2 2 np Y3 2

In the Egs. (11) and (12) the limits of the section (y; and y,) are known for a rectangular
cross section, however the penetration of yielding (y, and ys) and the position of the neutral
axis (ymp) are dependent variables of the bending moment (M) and the axial stress (N) in
each instant of the loading process. Since the number of equations is two and the number of
unknown variables is three, it is necessary to introduce an additional equation to solve the
system. This equation will depend on the geometry of the section, for what an application
for the case of a concrete section is carried out.

In this way for the case of a beam of a constant rectangular section of width b and heigh
h, with an elastoplastic behaviour of the material (Figure 1(b) the position of the neutral axis
will be defined as

+
Yiop =222 (13)
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Using the equilibrium equation Eq. (11) and Eq. (12) and the position of the neutral axis
Eq. (13) we can obtain the penetration of the yielding of the section (y, and ys) in function
of the bending moment (Mz) and axial stress (Nx) and behavior of the material
(characterized by the yield stress o)

N, +4-3NZ —+3b%0  *h? ~125bM,,

Y2
N, —~3NZ +30%0?h? ~125(bM,
Y3 = (15)
2b0-f
_ Ny
Yinp ~“2bo, (16)

In the different domains of behavior of the section (elastoplastic), the normal stress doesn't
follow the law of Navier, as it has been indicated in the Eq. (8), but can be expressed as

h/2>y>y, Oy =0}%
(o2
Y2 >Y>Ys oy =—o (y—ymp) (17)
YZ_yInp
yg>y>—h/2 Oy =—0%¢

From the position of the neutral axis (yip) and of the penetration of the yielding (y2, ys)
given by the Egs. (16), (14) and (15) respectively, the normal stress is obtained in the elastic
domain of the section with behavior elastoplastic

Gf(ZyGfb+ NX)\/E

oM, N, )=
e 3/~ N2 +b2oy?h? —40 (DM,

(18)

The distribution of the shear stress on the section with elastoplastic behavior must
comply the equations of internal balance. Therefore for the case of a two-dimensional study
with null forces of mass we can write:

oo 8z'xy
ERE 19

The variation of the shear stress can be written as:
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y
oo
Txy = J.a_xxdy (20)

Y2

To determine the distribution of shear stress (zy) it is necessary to evaluate the normal
stress (ox) deriving with respect to X. The normal stress (ox) Eq. (18) doesn't depend
explicitly on that variable but if does on the bending moment ( M, ) and axial stress (Ny).
Therefore is possible to write the normal stress derived with respect to X as

90x(M;,Ny) _ 90 dM, 00, dN,
x oM, dx  oN, dx (21)

Where, considering only the axial force (Ny) due to a punctual force we can rewrite the
Eg. (21) as:

N, _ - 00y(M,,Ny) _ 00, dM, 22)
dx OX oM, dx

Substituting Eq. (22) in Eq. (18) we get

do, 2430 2b(N, + 2ybof )

M, \/(— N2 +b25;2h? —4afb|\/|z)3 23)
M, v,
dx

Therefore the distribution of shear stress in the elastic area of the elastoplastic behavior
of the cross section Eq. (20) can be expressed by:
V3oV, (—4NX2 +30%0(°h? —12bo Mz - 4y*b%o,? +4nybof)

X ():_
e \/(—Nf+b2af2h2—4afsz)3 (24)

The variation of the shear stress of the cross section of the Figure 1(b) for each one of its
domains is defined by:

h/2>y>y, Ty =0
Yo >Y>Y3 Tyy (Y): Txyp (y) (25)
y3 >y >-h/2 Ty =0

The distribution of the shear stress in the elastic domain of the material allows to
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determine the combination of values of the bending moment (M,), axial stress (Nyx) and shear
stress (Vy) that makes the section reach its limit state of complete yielding, and starting from
them to obtain the yield surface of the section. This occurs if the maximum value of the
shear stress of the elastic area (zypmax ) IS €qual to the shear yield stress ().

The maximum shear stress (zymax ) @ppears in the neutral axis of the yielding section,
therefore substituting the position of the neutral axis of the section (y = yinp) EQ. (16) in the
law of variation of the shear stress zy, (24), we get

V3o vy (- 3N, + 3% °h? ~12h0 Mz)

TxypmaX(Y) == 5 (26)
6\/(— NZ +b2o h? 4o bMZ)3
As the yielding begins when ¢z, =z itis possible to write:
bh? 2 V2
S S 27)

" 4 4bo; 16bo,(l-D)?

If the stress that causes the yielding is considered independently, it is possible to write the
value of the plastic bending moment (Mp), plastic axial force (Np) and the value of the
plastic shear force (Vp) that cause the full yielding of the cross section of the

bh? 20 ¢bh
beam.[9,10,11,12] M, =2 v, ==

N, =o¢bh. Now, under the hypothesis of

o=
3/3
strain equivalence [2,22] these expressions are modified to consider the possibility of
o ¢bh? 20 ¢bh o ¢bh

damage, so we can writeM = Substituting this

o) 330-p) " (-D)’
formulas in the expression of M,, we can obtain the yield function (Zynvg) for the 2D beam
element, taking into account the effects of damage of material and also the stress due to axial
force, shear force and bending moment. [9]

2 2
Mz| (Ng | 1 1fVy) 1
z S R P ~(1-D)=0 28
MNVA " vy (Np ) @-D) 3(Vp ) (1-D)® (25)

3. Results and Result Analysis

If we represent the expression |M,|/M, graphically in the normalized domain
(0<N,/N, <1) and (0<v, Vv, <1) for D=0, we obtain the yield function and yield surface
without considering the damage of the material.
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M, (N ) (VY
Zuny = —+ = | +2] L] -1=0 (29)
M, (N,] 3[v,

Figure 2. Yield function Zyyy for rectangular cross section

The yield function associated to the rectangular section Eq. (29) has a curve of contour
expressed by Eq. (30).

For N,=0 d=0 = Zunv = Zmv (30)
For V,=0 d=0 = Zynw =Zun
2
M \
Zwy :u+l L1 -1=0 (31)
M, 3|V,

2
zMN:|,\'\:Z|+[NXj -1=0 (32)
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Figure 3. Yield function Zyy and Zy.

The vyield surfaces for a damaged material are shown in Figures 4, 5, 6 and the yield
functions associated to the section and each Figure areas follows:

For N,=0 D=0-1 = Zynvd = Zwvd
For V,=0 D=0-1 = Zynvd = Zmnd (33)
For N,=0V,=0 D=0-1 = Zynvg = Zd
7 _| ———-(1-D)=0 34
Mvd { ] (1-D)° (34)
Z -(1-D)=0 35
NN o

(36)

Figure 4. Yield surface for rectangular cross section depending on the stresses and damage Zynvag
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In the Figure 4, there are graphically represented several yield surfaces for ten values of
the variable damage D, which varies between 0 and 1. Notice that the yield surface
decreases as damage of the cross section increases because the accumulation of the damage
of the section implies a decrease of its capacity of load.

The expression (28) can be used for determining the elastoplastic stiffness matrix of the
beam element and therefore, it will be possible to consider damage material in the structural
analysis of frame i.e. dF = K®du® where dF is the stress vector at each beam end, K® is the
elasticplastic degradation stiffness matrix and du® is the elastoplastic displacement vector at
the ends of the element. [9,10]

b)

Figure 5. a) Yield surface Zyng. b) Yield surface Zyyg.

02

Figure 6. Yield function Zygy
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dF = K*®du®
oz oz
Kep =K|1- oF oF (37)

oz azop
oF oF oD oY

Where, K is the tangent stiffness matrix of each beam, ¢*is the damage dissipation potential

(that depends on the internal variable associated to damage, the Y-Damage energy release
rate and the accumulated effective plastic strain. An incremental and iterative algorithm can
be used for the analysis of frame [11,13,14].

4. Conclusions

In this work, the bases for the numeric study of the beam 2D element in regime elastoplastic
have been presented, considering the different stresses that can take part in the yielding of
each cross section and the damage that it the material can suffer. The variable damage was
introduced considering the theory of the Continuous Damage Mechanics, specifically the
principle of equivalent deformation formulated by Lemaitre. The yield function considered
here can be used to obtain the degradable elastoplastic stiffness matrix of the 2D beam
element.

Depending on the stresses considered in the study of the yielding of sections different
yield surfaces are showed. When the degradation of the material is considered, there is a
yield surface for each value of the variable damage that defines the combination of the
stresses that cause the yielding of the cross section of the beam (Figure 4). The existence of
damage modifies the characteristics of the rigidity of the beam causing a smaller load
capacity of the structure in general.
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D.3.2. Articulo 1

El articulo “Influence of Ductile Damage Evolution on the Collapse
Load of Frames”, de los autores Edwin L. Chica, Antolin L. Iban, José
M.G. Teran y Pablo M. Lopez-Reyes, fue publicado (Tabla D.4) en la
revista Journal of Applied Mechanics de la ASME (American Society of
Mechanical Engineers), en el Volumen 77 de Mayo de 2010 [15].

Tabla D.4: Datos de la publicacion del Articulo 1

Fecha Factor de Impacto
Envio Aceptacion Publicacion 2008* 2011°
Febrero 2009  Julio 2009 Mayo 2010 1,232 0,949

% Factor de Impacto vigente en la fecha de aceptacion
b Factor de Impacto vigente en la fecha actual

Se reproduce a continuacion con el formato final publicado.
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In this note we analyze the influence of four damage models on the
collapse load of a structure. The models considered here have
been developed using the hypothesis based on the concept of ef-
fective stress and the principle of strain equivalence and they were
proposed by Lemaitre and Chaboche (1990, Mechanics of Solid
Materials), Wang (1992, “Unified CDM Model and Local Crite-
rion for Ductile Fracture—lI. Unified CDM Model for Ductile
Fracture,” Eng. Fract. Mech., 42, pp. 177-183), Chandrakanth
and Pandey (1995, “An Isotropic Damage Model for Ductile Ma-
terial,” Eng. Fract. Mech., 50, pp. 457-465), and Bonora (1997,
“A Nonlinear CDM Model for Ductile Failure,” Eng. Fract.
Mech., 58, pp. 11-28). The differences between them consist
mainly in the form of the dissipative potential from which the
kinetic law of damage is derived and also in the assumptions
made about some parameters of the material.

[DOI: 10.1115/1.4000427]

1 Introduction

The continuum damage mechanics (CDM) is a new approach
through which the material degradation can be quantified as a
measurable parameter called the damage variable. It is considered
as an internal variable in the framework of thermodynamics and it
is a measure of the degradation of the material. The constitutive
model of a postulated damage parameter should be a function of
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the local stress, strain, strain rate, etc. Integrating over the loading
history, the damage law will predict the material failure dynami-
cally [1,2]. The dissipation potential function (¢) is a scalar func-
tion of all the observable variables (elastic strain tensor &;; and
temperature T their associated variables are the stress tensor o;;
and the entropy s) and the internal variables (accumulated plastic
strain p and damage variable D; their associated variables are the
increment of yield surface R and the damage strain energy release
rate Y) as parameters [2-4]. The differences between many ductile
models are mainly based on the form of this potential.

2 Materials and Methods

The analysis of frames considering damaged material can be
done using the same concepts of equivalence of stress and strain
as in continuum mechanics. Therefore, if we consider a 2D beam
element of a frame between nodes 1 and 2 (Fig. 1), generalized
damage, stresses, and displacements can be defined, respectively,
at the beam-ends as

{D}={D,,D,} (1)
{dF} ={dN,dV,,,dM_;,dN ,,dV,,dM ,} (2)
{au®t ={u}, v, 6F,ub,v3h, 67 (3)

A constitutive model for the 2D beam element can be defined as
the set of equations that relates the generalized stress with the
history of generalized displacements. For the elastic case consid-
ering that the variation in the elastoplastic displacement du®P at
the beam-ends can be split into its elastic (du®) and its plastic
(duP) components, in a vectorial form {du*}={du‘}+{du’}
{drF}=[KRdu} = [K]({duP} - {du}) )
where [K] is the elastic stiffness matrix for the 2D beam element.

The variation in plastic displacement {du"}, taking into account
the laws in the case of associated flow, can be expressed through

{du/’}:{dx}{j%} 5)

where Z is the yield function for the beam element and {d\} is a
2 X 1 column vector of so-called plastic multipliers d\, d\, that
measure the total plastic flow of the beam-ends.

The classic CDM formulation from Chaboche and Lemaitre [5],
in the form specifically related to damage evolution, can be ge-
nerically expressed as

¢ . A
{dD} {d)\}{ o } and p 1-D)

Equation (6), the kinetic law of damage evolution, shows the
coupling between the damage rate and the effective accumulated
plastic strain rate p by means of the plastic multiplier. ¢* is the
damage dissipation potential.

From the plastic consistency condition, we can write

. 24 124
Z:{E}{dF}+{£}{dD}:O (7)

By substituting Egs. (4)—(6) into Eq. (7), isolating {d\} and sub-
stituting it in Eqgs. (6) and (4) yields

|2 2]

HEERE
JIF JIF JaD Yy
= [KP}du) ®)

where [K°P] is the elastoplastic degradation stiffness matrix for the
2D beam element.

(6)

{drFt=[K]| 1-

{du?}
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Fig. 1 Beam element with plasticity and damage at its ends

To determine the elastoplastic degradation stiffness matrix, it is
necessary to evaluate the potential derivate with respect to the
damage strain energy Y.

:—i (ﬂ) where
2E(1=D)*' \ 0y
2
f‘(@>:{g(1+v)+3(1—2y)(ﬂ> } ©)
Oeq 3 Oeq

where o, is the hydrostatic stress, o is the von Mises equivalent
stress, v is the Poisson’s ratio, and E is the Young’s modulus.

The next step consists of deriving the damage dissipation po-
tential (Table 1) with respect to Y for obtaining the damage evo-
lution law. Now we describe the procedure for Lemaitre’s model
[6].

For a ductile material, the effective equivalent von Mises stress
can be written as a function of the accumulated plastic strain,
using the Ramberg—Osgood power law, as follows:

_Teq_

1-D

(Teg
k(1-D)
where « is a material constant. Then, by substituting Egs. (9) and
(10) into Lemaitre’s damage evolution law (Table 1), we get

i __ Lﬂ(@) 2 g
ay 268, \ o) |1-D “1-p

=wp", p'= 0= kp"(1-D) (10)

(1n

Table 1 Damage evolution law for different approaches
L |1 Y8, |(Dy=D)utes
Bonora [3] ¢ = [5<7 E) " —D] pEr

Lemaitre [5]

sl ( Y )2 S
"2\ s,/ 1-p
&= l(_l)z Sw (Pcr‘ﬂ)avrl
"2\ sy 1-D P
¢= i( Iyse |1
- 2 Se) 1-D Doz(-/nApZ/n
D, and p,, are the damage and deformation at failure initiation, respectively. The

terms S,, Sz, Sy, S¢. ap, ay, and ac are the material constants and n is the hardening
constant of the material.

Wang [1]

Chandrakanth [2]
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In the case of proportional loading, the ratio o,/ 0. can be
considered as a constant with respect to time so, for simplicity, the
term [(KZ/ZESL)f(O'm/O'eq)] is renamed as [By].

By substituting Eq. (11) in the damage evolution law given in
Eq. (6), we obtain

. ) dD
D=[Blp>p or ——=[B]p™ (12)

dp

Then, we integrate Eq. (12) between the initial condition D
=D, and D=D,,. The damage process remains inactivated (i.e.,
D=D,) until the effective accumulated plastic strain p reaches a
threshold strain py, (i.e., dD=0 and D=0 or D=D,). When p
=pu» nucleation is the dominating void growth state [3]. When
D=D,,, coalescence dominates the void growth process and the
effective accumulated plastic strain p reaches the critical value p,
for which failure occurs.

2n+1 _p2n+]
cr h
D,-D,= [Bo]<72n N 1‘ ) and

24l _ 2n+l
P =P
D,-D=[ByJ| ——— 13
. [o]( ) (13)
By eliminating [B,] in these equations, we obtain a general inte-
grated evolution law for ductile plastic damage

P2n+l :p§;x+l _ ( Dy-D ) z;x+l _pf.hml)

14
Dcr_Dn ( )

By substituting the same term into Eq. (11), we obtain the deriva-
tive of the dissipation potential with respect to Y.
" p?" [ Dy-D
- el (CRR))
~Pmn

cr

24 1-D (15)

Similar procedures are used for obtaining the expressions for
other models (Table 2). Figure 2 shows the evolution law for
ductile plastic damage of the models considered. The material
coefficients are taken from Ref. [3].

The next step is to determine {dZ/dF} and {dZ/éD}. It is nec-
essary to define the yield function Z for the beam element in
function of the stress and the damage of the material. For the
following assumptions (material nonlinearity simulated by the for-
mation of plastic zones of zero length at the beam-ends, effect of
strain hardening not considered, and rectangular cross sections b
X h) [7], we get

Transactions of the ASME
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Table 2 {d¢*/dY} and ductile plastic damage evolution law for different models

I ((m—a»‘“) (D= D)~
=—«

ay In(pe/py) /| (1-D)p
n(p/py) |\
D=Do+<Dﬂ—D,,){1 —(1 —M) }
Bonora (PAynyp)B In(pe/pa)

p=e”, where e is the base of the Neperian logarithm

D.-D la
A=In(py) - In(p./ = )
n(pe;) = In(pe; Pm)( DD,

o ( Dy-D,
Yy 1-D

Pt —pat! )(2,1 )

P pel
Lemaitre (PAynyp)L D=D,—-(D,— Do)( ;m el )
P ~Pun

D,—-D

2+l _ 20l
Dem D())(pcr )

2n+1 _ 20+l

i ( Dy-D, )(m.—p)“"

- al a
24 (Per = Pun) 1-D
Pa=P \©
Wang (PAynvp) W D=Dy~(Dy=D,)| ———
Per = Pin
Dy-D la
P =P~ (Per=Puw) DD,

" 1 <Dc,—D,,) 1
Y a,

Per= P/ D"(1 = D)

— Vay,
D= |:D:(u +(Dn— D:n)(pipu‘>j|
Chandrakanth (PAyyp)C Per = Pin

D% — D:vv
P=pu+ Pe— Pw) ba_
a
a,=—+1
n
N, 2 (v, 21 M_, N,, and V, are the stresses on the cross section of the beam
Z= ~)i-ot3\v (i-py (1-D)=0 and M, N,,, and V, are the plastic bending moment, plastic axial
P P force, and plastic shear force, respectively, that cause the full
(16)  yielding of the cross section of the beam.
Considering the yielding function of Eq. (16), we get
D
1 T
+ Bonora’s model 9z A B M. 0 0 0
] + Wang’s model — = r where
e Chandrakanth’s model IF 1
= Lemaitres’s model 0 0 0 A, B, —
| M,
] 2N, 2V
E i= 5 . Bi= 524’;3 (17)
: | Ny (1-D) V,(1-D)
B
EY4 c, 0
i — (= where
D 0 G
Do T T T T T T T P
(P)-Accumulated plastic strain 5 5
N, 1 Vil® 1
, . . c;(—"’) 2+<¢) T +1 (18)
Fig. 2 Damage (D) versus accumulated plastic strain (p) N,/ (1-D) v,/ (1-D))
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Simulation performed with
E =200GPa; L =1m
07 =250MPa (yield stress).
The material is a Steel-1015 [3]:
Per = 14; pyy = 0,259;

a=0,2175; n = 0,0006.

).1 % 0,1m?;

(a) Frame example

w
(=}
|
e m + » X

Classic Plastic Analysis (Plastic hinge)
Chandrakanth

Lemaitre
Bonora
Wang

7 8 9 10 11 12 13 uw(mm)

(b) Load factor vs horizontal displacement of node 4 (in m,)

Fig. 3 Test on a 2D frame

3 Results and Result Analysis

The accuracy of the model is verified by simulating one experi-
ment for which the data were available in literature [8]. We can
conclude that the model is simple but it still represents accurately
the behavior of the structure.

After this validation, we apply the method to compare the col-
lapse load of the 2D frame shown in Fig. 3(a). We consider yield-
ing by bending moment and axial and shear forces. The loads are
proportionally increased from zero to their collapse values using
an incremental and iterative procedure. Within each load incre-
ment, the equilibrium equations are solved by Newton—Raphson
methods. Figure 3(a) shows the accumulated deformed shape of
the frame for different load factors (\) for the model (PAynyp)B-
In all the models, the sequence of the cross section yielding is 5,
4,3, and 1 and the collapse load is P=\-M,.

The response curves for the classic plastic analysis and the
elastoplastic degradation analysis are shown in Fig. 3(b). They
were obtained considering the material nonlinear effect and the
elastoplastic damage model proposed, using the hypothesis of
strain equivalence and dissipative potential from which the kinetic
law of damage is derived. The curves of damage models are be-
low the curve of the plastic analysis model due to the loss of
stiffness of some sections: The load factor is lower and the dis-
placements are higher. The effective accumulated plastic strain
plays an important role on the damage evolution law. The evolu-
tion of the damage variable is much greater with Wang’s model
than with the other models. Therefore, the progressive reduction
in material ductility is much higher.

4 Conclusions

The damage model shows a nonlinear variation with respect to
plastic strain and it can be identified with a quantitative evaluation
of the parameters D, D,, py., P and also the hardening param-

034502-4 / Vol. 77, MAY 2010

eter, which defines the real stress-strain curve. The effects of axial
and shear forces and bending moment have been taken into ac-
count for determining the yielding of the cross section of the
beam.

The results lead to a more accurate prediction of the load that
causes the yielding of the sections of the beam until the mecha-
nism of collapse is formed. We can observe that the transmission
of the load state among all the beams of a system is affected by
the behavior of the plastic material and the accumulation of plastic
strain, which leads to damage in the section and to the subsequent
decreasing in the load-bearing capacity of the structure.
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D.3.3. Articulo 2

El articulo “A Nonlinear model for the Elastoplastic Analysis of 2D
Frames Accounting for Damage”, de los autores A. Lorenzana, Pablo M.
Lopez-Reyes, E. Chica, J.M.G. Teran y M. Cacho, fue publicado (Ta-
bla D.5) en la revista Journal of Theoretical and Applied Mechanics, en
el Volumen 49(2) de Abril de 2011 [41].

Tabla D.5: Datos de la publicacion del Articulo 2
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Envio Aceptacion  Publicaciéon 2009 2011
Septiembre 2010 Diciembre 2010  Abril 2011 0,328 0,283

% Factor de Impacto vigente en la fecha de aceptacion
b Factor de Impacto vigente en la fecha actual

Se reproduce a continuacion con el formato final publicado.
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A simple and efficient procedure for non-linear analysis of frames is presen-
ted, under the hypothesis that the non-linear effects, if appear, are concen-
trated in the beam-ends. We consider a damage model based on Continuum
Damage Mechanics, but affecting the cross-section as a whole. The elasto-
plastic behaviour is included formulating the tangent elastoplastic stiffness
matrix in such a way that the yield function, in terms of internal forces
(axial, shear and bending moment), is affected by the damage in each plas-
tic cross-section. After the verification of the model, an example of applica-
tion is solved for different assumptions on the yield function (depending on
the internal forces considered) with the damage being taken into account or
disregarded. The differences on the collapse load, for each case, are shown
and some conclusions obtained, among them that the method can evaluate
in a more accurate way the load that causes the collapse of frames under
increasing loading, considering a fully plastic non-linear analysis.

Key words: plastic methods, structural analysis, material nonlinearities,
elastoplastic stiffness matrix, Bonora damage model

1. Introduction

In the civil and structural engineering, there are several approaches to deal
with damage. The structural damage can be quantified through a damage
index, which is the value of damage normalized to the failure level of the
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structure: a value equal to 1 corresponds to the complete structural failure
(Faleiro et al., 2008), so the structure can not withstand further loadings.

In this paper, the damage index is derived from Continuum Mechanics and
Ductile Fracture theories applied to metallic materials. Using standard stress-
strain relationships in elastoplasticity together with thermodynamic laws for
irreversible processes, and assuming that fracture takes place at a certain rate
of plastic deformation, after several mathematical manipulations it is possible
to couple general plasticity theory with damage theory through the hypothesis
of strain equivalence (Lemaitre, 1985) to relate equivalent plastic deformation
with damage.

The Continuum Damage Mechanics (CDM) approach, initially proposed
by Lemaitre, takes into account the effects associated to a given damage state
through the definition of an internal state variable. The set of constitutive
equations for the damaged material is then derived within a thermodynamic
framework. Many authors have modified Lemaitre’s linear damage accumu-
lation law in order to be able to incorporate experimental damage measure-
ments with different types of materials fitting in it. A nonlinear CDM model,
recently proposed by Bonora (Bonora, 1997, 1998; Bonora et al., 2005) is
able to precisely describe the damage evolution for different types of metals
and has been used by other authors (Bobinski and Tejchman, 2006; Cha-
boche, 1984; Chandrakanth and Pandey, 1993, 1995a; Tai and Yang, 1986;
Tai, 1990).

The aim of this paper is to develop a general, accurate, efficient and simple
procedure for solving the fully non-linear problem of framed structures, using
elastoplastic beam finite elements and considering material nonlinearities and
the loss of rigidity due to the increase of damage in the cross-section and using
an explicit form of the tangent stiffness matrix, called the elastoplastic damaged
stiffness matriz (Ibijola, 2002; Yingchun, 2004). The basis of this method is
a direct combination of existing formulations (Navier-Bernoulli’s beam theory
and Bonora’s CDM damage model) to determine in a more accurate way the
collapse load of standard frames.

2. Damage model for cross-sections of beams based on CDM

From a general point of view, damage can be defined as a progressive loss
of load carrying capability as a result of some irreversible processes that oc-
cur in the material microstructure during the deformation process (Lemaitre,
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1985). Assuming that micro-cracks and micro-voids have a uniformly distribu-
ted orientation, the scalar D can be defined in terms of the relative reduction
of the cross-section (Lemaitre, 1984)

Acgy

D=1-—
Ao

(2.1)

where Ay is the initial section and A.g is the effective area: Ay = Ao(1—-D).
For every value of D € [0,1), the effective stress and strain for uniaxial
behaviour can be defined (Simo and Ju, 1987)

Effective stress: o= = (2.2)

Effective strain: e=(1-D)e (2.3)

where € and ¢ are the usual strain and stress Cauchy tensors. For a virgin
material, D = Dy = 0 and for a exhausted state D = D.. < 1, where Dy is
the initial amount of damage and D, is the critical damage.

Then, assuming the hypothesis of strain and stress equivalence, the mate-
rial behaviour for a damaged material can be written as

o] o

and now it is necessary to show the evolution of D from its initial value
Dy (usually 0) to D,,, value less than or equal to 1 from which the former
expressions are not considered valid.

For the Bonora (1997) model assumed, D depends only, for each material
and temperature 7', on the amount of equivalent plastic strain through the
following expressions

¢ = Fp(0eq, R, 0y) +¢" (Y, D, p, T) (25)
Y = —073"1[2(1 +v)+3(1 -2 )(U—mﬁ
~2E1-DZl3v Y A

where ¢ is the total dissipation potential (in function of the equivalent
stress 04, material hardening R and yield stress o), ¢* is the damage dissi-
pation potential and Y is the damage energy release rate. I}, is the dissipation
potential associated with plastic deformation, p is the accumulated effective
plastic strain, o, is the hydrostatic stress, o., is the Von Mises equivalent
stress, v is the Poisson ratio, E is the Young modulus and the relation o, /0.,
is called the triaxiality ratio or stress rigidity parameter (Lebedev et al., 2001).
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Bonora proposed the following expression for the damage dissipation po-
tential

e

¢ = [5 S.) 1-D p2+n)/n

where S, is a material constant, n is the Ramberg-Osgood material exponent,
« is the damage exponent that determines the shape of the damage evolution
and p is the accumulated plastic strain.

Assuming that the rate of the plastic multiplier A is proportional to the
rate of the effective accumulated plastic strain p

A=p(1— D) (2.7)

and that for proportional loading the kinetic law, according to Lemaitre’s
model, is

. . O
D=-) 2.8
Y% (2.8)
the relationship between damage and effective plastic strain is, finally
In -2-1¢
D =Dy+ (Do — D)1 — |1 — —2i 2.
o+ 0 -o{i-[1- ] 29

where py, is the plastic threshold value and p.. is the critical plastic value
corresponding to D, (Bonora, 1997).

3. Elastoplastic stiffness matrix considering damage

Assuming standard elastoplastic behaviour (Deierlein et al., 2001) for the beam
element, with additive decomposition of displacements du®’ at the ends of the
element into elastic du® and plastic duP components

{(duP} = {du} + {duP} (3.1)

and that plastic deformation takes place only on the beam-ends (concentrated
plasticity), and hence also damage, the resulting beam model is represented
in Fig. 1, where the initial and deformed configurations are shown (note that
the length of small segments at the beam-ends should be infinitesimal).

This concentrated plasticity model does not account for the spreading of
plasticity from outer fibers inwards. This behaviour could be considered using
more advanced models like the layered approach (Chandrakanth and Pandey,



352 D. Méritos

Yr

Do
Il'n:

- .
Dy : 05, Xi
. e et Gy e

1 Up,

v

Y1 v

J\‘v_,.‘_, X L

T &r9

Fig. 1. Beam element with plasticity and damage at its ends

1997) but, in engineering practice, the distributed plasticity models are less
frequently used than frame theories with concentrated plastic hinges (Inglessis
et al., 1999).

The linear elastic response is governed by

{dF} = [K]{du®} (3.2)

where [K] is the standard elastic stiffness matrix of a beam element and {dF'}
is the beam-end force vector which for the 2D case presented in this paper is
{dF}" = {dN,,, dVy1,dM1, dNyo, dVye, dM_5} ", and the displacement vector
is {due}T = {le, Uy1, 91, U2,y Uy2, 92}T.

In a similar way, it is necessary to determine the relationship between the
increment of force and the increment of elastoplastic displacement {du®’}

{dF} = [KP]{du®} (3.3)

From Egs. (3.1) and (3.2)

{dF} = [K]({du?} ~ {du’}) (3.4)

so the increment of plastic displacement {du}, assuming associated flow rule,
can be expressed as

{du?} = {d\} {Z—?} (3.5)

where Z is the yield function for the beam element and {dA} is the vector
of so-called plastic multipliers dA;,d\2 in each beam-end. Using the plastic
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consistency condition

=0 if Z<0 <
d\ ' or P (3.6)
>0 if Z=0 or p=pu
together with Eq. (2.8) for the elastoplastic beam element
—d¢*
dD} = {d\ .
apy = an {2 (3.1
and the plastic flow rule condition
: 0Z 0Z
7= {8F}{dF}+{ }{dD}—O (3.8)

and substituting Eqgs. (3.4) and (3.7) into Eq. (3.8), the following expression
for {d\} can be found

= i

(3.9)

} K] {ducr)
2z 9z | [9¢*

Fp {55 )
and taking former equations to Eq. (3.3), the final (Chica et al., 2010) rela-

tionship between forces and displacements for the elastoplastic beam element
is

_ SEE] o e
= s )
3.10

Now it is necessary to relate the term {0¢*/0Y } with known parameters
for the beam element. Using Eq. (2.6)

0¢* Y (Der — D) Ve 1

oy — S, ptw/m  1-D (3.11)
and substituting the expression for Y given in Eq. (2.5) in Eq. (3.11)
o™ 02 1 (De — D) 1
S A2
oy — oy ) aEs e 1D (3:12)

and using Von Mises plastic criterion for ductile materials, together with the
Ramberg-Osgood (Ramber and Osgood, 1943) power law, the effective equi-
valent stress can be given as a function of the accumulated plastic strain as

Oeq — 1/n
T—p =" (3.13)
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where £ is a material constant. Then, substituting Eq. (3.13) into Eq. (3.12),
n vanishes, resulting

dp* —f(0m> k%2 (Dg — D)V 1
oy 2ES, p 1-D

3.14
o (314)

To determine the term f(0y,,/0¢q)[K%/(2ES,)], the following procedure is
used. Equations (2.7) and (2.8), together with Eq. (3.14) leads to

HJ2

D = o2 (Do — D)o (22)E (3.15)

Oeq’ P

and integrating between Dy and D,

1 K2 o
_ple _ 2 K Per o(Tm
(Der — Do) = 23ES, In pthf<0eq> (3.16)

where it is possible to identify

K2 Om (Der — Do)V
M) — g 1
QESOf(O'eq) @ ln% (3.17)
so that finally the referred factor in Eq. (3.10) is now known
0¢* A 0
{ ad } _ l i AJ (3.18)
with
4, = —oPer = Do)''* (Der = D)oo 1
In % Pi 1-— Dz

and only the terms involving Z are not yet identified. Z is the so-called yield
function, which includes damage, meaning, for any cross-section, the values of
damage, axial and shear forces and bending moment from which plastic and
damage levels can increase, according to the flow rule.

For simplicity but without loss of generality, we present the derivation
of the yield function for a rectangular b x h cross-section in a 2D beam,
assuming the Von Mises yield criterion, associated flow rule and damage as
defined previously. According to the CDM and neglecting plastic hardening,
the yield criterion is expressed in terms of the effective stress as

Z:%—0y<0 (3.19)
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where oy, is the elastic limit of the material, and o, is given, according to the
von Mises yield criterion, by

Ocq = /02 + 372, (3.20)

where o, is the normal stress in the beam due to the axial force and bending
moment and 7., is the shear stress due to the shear force. Although real
materials exhibit some kind of hardening, its effects can be neglected for some
ductile steels as the one used in this paper (S-1015).

As it is common for undamaged materials, the values of the plastic bending
moment M, plastic axial force NN,, and plastic shear force V), that cause the
full yielding of the cross-section of the beam are (Krenk et al., 1999; Neal,
1985; Olsen, 1999)

oy bh?
4

2aybh
3v/3

M, = N, = o,bh vV, = (3.21)

and including the hypothesis of strain equivalence (Lemaitre, 1985), these
expressions change

beh2

B oybh 20,bh
P41 - D)

e vV, = V50-D) (3.22)

N, =

In the case of a section simultaneously subjected to the bending mo-
ment M, axial NN, and shear forces V,,, for the usual case in which plasticity
first appears in the outer part of the cross-section due to M., and considering
that the section is fully plastic when the shear stress reaches its maximum
value o,/ v/3 in any internal point of the section, the resulting equation is

o,bh> N2 9 v}

M, = — -
‘ 4 4bo, 16 boy(1 — D)?

(3.23)

Substituting the former expressions into Eq. (3.19), the yield function Z
is obtained and shown in Fig. 2 for different values of D

Z

1-D 3

:|Mz|+(Nx)2 1 1(“2)2( 1 _(1-D)=0 (3.24)

M, ' \N, 1— D)3
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Fig. 2. Yield function for different values of D

Finally, once Z is known, the following factors that appear in Eq. (3.10)
can be determined. Substituting Eq. (3.24) into Eq. (3.17) and Eq. (3.18)

_ 1 T
{8_2}_ A B ﬁp 0 O 0
oF | — A B, L
_0 0 0 9 9 M,
(3.25)
oz _[or o
oD _0 Cy
where
2N, 2 Vi
A= 2w Bi= st
Np2(1 - Dz) 3 V (1 - D1Z3
N_\2 1 Vi 2 1
Cr=(32) —— + (L) ——+1
(Np> (1—D;)? (V}o) (1—Dy)*

and so, the elastoplastic damaged stiffness matrix is completely defined. All
the former expressions are put together in a standard incremental algorithm
and implemented in a computer code. In each increment, iterations are needed
to ensure that in any plastic (and damaged) cross-section all the conditions
are fulfilled. The code is checked using a test problem (Fig.3) and applied to
a standard building frame as the one shown in Fig. 5.
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Validation

The method was used to solve the problem shown in Fig. 3, for which the data
was available in the literature (Inglessis et al., 1999) or could be obtained by
experimental or statistical methods (Rucka and Wilde, 2010; Rinaldi et al.,

2006).

SANNSS

Fig. 3. Test on steel member: specimen and loading

The load is applied by increasing the value of ¢ in the free end. The
reaction F in this point is plotted vs. J in Fig. 4 where a comparison between

the experimental and numerical results obtained by Inglessis (Inglessis et al.,
1999) and the results using the proposed method is shown.

The parameters for the simulation were L = 665mm, F - I = 1.906 -
10" Nmm?, per = 1.4, py, = 0.259, o = 0.2175, Dy = 0 and D, = 1. In spite

of the simplicity of the proposed method, the results are accurate enough even
for this demanding test, where the damage value in the clamped end reaches

the value of 0.520.

experimental results
-+ numerical method
(Inglessis et al. 1999)
== presented method
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5. Example

After validation, we use the method to compare the collapse load of the 2D
frame shown in Fig. 5 under different yielding assumptions. The frame is clam-
ped on the bottom of its two columns and subjected to a horizontal load in
node 4 of magnitude P = 62.5kN and vertical loads in nodes 2, 3 and 4
of the same magnitude, which are proportionally increased using the parame-
ter A. The assumed properties are: L = 1m, F = 200GPa, A = 0.1 x 0.1 m?,
oy = 250 MPa (yield stress). The material is a Steel-1015 and its parameters
of evolution of damage are reported in the literature (Le Roy, 1981; La Rosa
et al., 2001) so that pq = 1.4, py, = 0.259 and o = 0.28.

AP
3

AP AP

| 7/

2L // /
15L /
p 1 5
27777 7
| 151 151 |

Fig. 5. Progressive collapse

Three different considerations for the yield function are considered. In the
first one (1), we use the classic plastic method so that plastic hinges can
appear only due to a bending moment. In the second one (2), the axial and
shear forces and bending moment are considered in the yield function, but
damage is not. Finally, in the third case (3), all effects are taken into account.
For all the three cases, the order of appearance of the plastic hinges (1) or the
plastic sections (2) and (3) is 5 — 4 — 3 — 1. The response curves, for \ vs.
horizontal displacement of node 4, are shown in Fig. 6.

For case 1, in which only the bending moment is considered, the response
follows a polygonal curve of decreasing slope. When NN and V are considered,
together with M (case 2), the response is a continuous curve that is below the
previous polygonal one. When, in addition, damage is considered (case 3), the
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Fig. 6. Load factor A vs. horizontal displacement of node 4

response is even lower, showing that the stiffness of the frame decreases when
more sophisticated models are taken into account.

The deformed shape, amplified x25, is shown in Fig. 5 for the loads 1.348,
1.433, 1.486 and 1.633, corresponding to the formation of plastic sections at
5, 4, 3 and 1, respectively, for case 3 (1.348, 1.436, 1.541 and 1.672 for case 2,
and 1.348, 1.531, 1.765 and 1.833 for case 1).
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Fig. 7. Evolution of the damage with the load
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For case 3, the evolution of the damage with the load is shown in Fig.7.
Note that the analysis fails to converge once the plastic state is reached in
section 1, so damage can not be evaluated in this section.

6. Conclusions

Using Continuum Damage Mechanics assumptions, a simple and efficient pro-
cedure for the analysis of frames has been developed. One-dimensional finite
elements (elastoplastic beams) are formulated and non-linear effects (plasticity
and damage) are supposed to be concentrated in the beam-ends. The resultant
numerical method is incremental and iterations are needed in each increment
to ensure that all the beam-ends would be balanced and comply with plastic
conditions for each level of damage. The stiffness matrix depends on geometry
and on material properties, as usual, but also on the yield function Z, plastic
deformation and damage in the beam-ends.

Under increasing loading, once plastic deformation appears in any cross-
-section, damage increases and the stiffness of the beam decreases, and hence
the frame becomes more flexible. More plastic and damaged cross-sections can
appear and, eventually, for some loading factor, convergence would not be
achieved: it has reached the collapse state. The more effects are included in Z
(internal forces, damage), the less the collapse load is. For the simplest case
(Z depending only on the bending moment) the results obtained coincide with
the standard plastic analysis based on plastic hinges.
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Nieliniowy model do sprezysto-plastycznej analizy problemu uszkodzen
dwuwymiarowych ram

Streszczenie

W pracy zaprezentowano prosta i skuteczng metode nieliniowej analizy dwuwy-
miarowych ram przy zalozeniu hipotezy, ze efekty nieliniowe, jesli wystepuja, sa
skoncentrowane na koncach belek tworzacych uktad ramy. Rozwazono kontynual-
ny model procesu zniszczenia obejmujacy przekroj belki jako calo$é. Wiasciwosci
elasto-sprezyste materialu ujeto poprzez zdefiniowanie macierzy stycznej sztywnosci
sprezysto-plastycznej w taki sposob, ze funkcja uplastycznienia wyrazona w katego-
riach obciazen wewnetrznych (sit osiowych, tnacych oraz momentu gnacego) zalezy
od stanu zniszczenia w kazdym uplastycznionym przekroju. Po zweryfikowaniu mo-
delu, rozwiazano przyktad zastosowania analizy dla réznych zatozen narzuconych na
funkcje uplastycznienia (w zalezno$ci od wzietych pod uwage obciazen wewnetrz-
nych) z uwzglednieniem zniszczenia lub bez. Dla kazdego przypadku pokazano réz-
nice w wartosciach obciazenia zewnetrznego prowadzacego do wyboczenia ramy oraz
sformutowano wnioski. Wykazano, ze przedstawiona metoda nieliniowej analizy upla-
stycznienia pozwala na bardziej precyzyjne okredlenie krytycznych obciazen prowa-
dzacych do zniszczenia konstrukcji.

Manuscript received September 30, 2010; accepted for print December 2, 2010
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Abstract

A general approach for the systematic evaluation of the critical buckling load and the determina-
tion of the buckling mode is presented. The Navier-Bernoulli beam model is considered, having the
possibility of variable cross-section under any type of load (including pressures and thermal loading).
With this purpose, the equilibrium equations of each beam element in its deformed configuration,
under the hypothesis of infinitesimal strains and displacements is considered, resulting in a system
of differential equations with variable coefficients for each element. In order to obtain the nonlinear
response of the frame, it is necessary to impose the compatibility of displacements and the equilib-
rium of forces and moments in each beam-end, also in the deformed configuration. The solution is
obtained by requiring that the total variation of potential energy is zero at the instant of buckling.
The objective of this work is to develop a systematic method to determine the critical buckling load
and the buckling mode of any frame, without using the common simplifications usually assumed in
matrix analysis or finite element approaches. In this way, precise results can be obtained regardless

of the discretization done.
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1. INTRODUCTION

As it is well known, commercial software, based on the Finite Element Method, can man-
age the buckling problem, usually using linear approximations, by means of the geometrical
stiffness matrix, as explained in classical texts [1, 2]. With these approaches, several elements
in each beam member are required to obtain accurate results.

In this work, a simple mathematical tool is developed to calculate, in an accurate way,
the critical buckling load of any frame structure, without the need of member discretization.

To reach this target, the paper has been organized as follows. Firstly, after this introduc-
tion, the nonlinear behaviour of any beam is presented. Then, this formulation is extended
to the analysis of any 2D-frame subjected to any load and boundary condition, in order to
determine the critical load and the buckling mode. After that, the numerical results for

three different examples are shown, together with the main conclusions.

2. BEAM BEHAVIOUR

Navier-Bernoulli beam model with linear behaviour is assumed and also that the displace-
ments of the structure under loading are small compared with the dimensions of the original
frame. Under these hypothesis, the equilibrium, compatibility and constitutive equations for

each beam element are the following:

2.1. Equilibrium

The equilibrium conditions for every differential portion ds must be posed in the deformed
configuration. The coordinate system to which the magnitudes are referred will be denoted
by (X,Y, Z) (Fig. 1).

Considering the equilibrium of forces along the axes (X and Y) and the equilibrium of
moments along Z—axis, we obtain the following system of equations (1), in terms of Piola-
Kirchhoff stresses [3-5]:

H'(s) +gx(s) =0
V'(s) + qy(s) =0 (1)
M'(s) — H(s)0(s) +V(s) =0
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where ()’ means derivatives with respect to coordinate s. Using the hypothesis of small

displacements, sin(6) has been approximated to 6 and cos(6) to 1.

2.2. Compatibility and constitutive equations

The equations that relate internal forces and displacements (u, v, 6) are [6, 7]:

(0]

H(s) = FEA(s) {u’(s) 5 (Ty + Tg)}

0(s) = '(s) (2)

M(s) = EL(s) [e%s) b - Tgﬂ

where E is Young’s modulus, and I,(s) and A(s) are the inertia and the area of the cross-
section of the beam, respectively. The thermal effect is included supposing, as usual, a
linear variation of the temperature along the beam depth h(s) between Ty and T3, being «
the coefficient of thermal expansion.

The previous equations (1), together with the compatibility and constitutive equations
(2), lead to a system of linear differential equations with variable coefficients which, in
general, has not an explicit solution. The solution can be obtained for each case by means of
a numerical analysis [8, 9]. Once the behaviour of each beam is known, the response of the
whole frame will be determined by imposing the compatibility and constitutive equations

between all the beam-ends of the structure.

2.3. Stability equations

The nonlinear behaviour of each beam is obtained solving the system of differential equa-
tions (1) and (2) as the loading factor X increases, considering the boundary conditions. This
solution is usually stable and well defined. Nevertheless, there are some values of the loading
factor for which indeterminate transverse displacements can appear (instant of buckling).

A method for determining the critical value \.; that causes this phenomenon consists
in introducing a small perturbation in the equilibrium, supposing an infinitesimal flexural
deformation Awu with respect to the stable state. The structure in this new state must

also satisfy equations (1) and (2), so the incremental displacements (Au, Av, Af) and the
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incremental forces (AH, AV, AM) must satisfy the following stability equations [6]:
AH'(s) =0

AV'(s) =0 (3)
AM'(s) — H(s)Ab(s) — 0(s)AH(s) + AV (s) =0

AH(s) = EA(s)Au/(s)

Af(s) = Av'(s) (4)
AM(s) = EL(s)A0'(s)

Aeri can be determined solving equations (3) and (4), together with the boundary condi-

tions of the original problem with no external loadings.

3. FRAME BUCKLING ANALYSIS
3.1. Equilibrium and compatibility

When analyzing frames, firstly it is necessary to set a common reference system for all its
beams, called global reference system (X, Yy, Z,).

Once the response of each beam is known, the next step is to discretize the frame into its
beam elements. Due to the formulation used in this work, with the assumed hypothesis, it
is enough to take the minimum number of elements, that is, one per member (the straight
parts between nodes).

The magnitudes of each beam have to be expressed in the global reference system (Fig. 2),

depending on the initial angle a3 for each beam, using standard matrix procedures:

H cosqp —sina, 0 H

14 = sinap cosap O - |V

M 0 0 1 M
(Xg,Yg:Zg) (X,Y,Z)

Similarly, conditions on displacements between beam-ends at any node must be imposed,
together with the equilibrium conditions, including external forces and moments. All these
external loads are multiplied by the unique loading parameter A, assuming proportional
loading.

Magnitudes of the pre-buckling state appear in the stability equations. Therefore, it is

necessary to solve simultaneously the constitutive equations of each beam and the compati-

4
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bility and equilibrium equations in the nodes. These equations, together with the boundary
conditions, lead a system of linear differential equations with variable coefficients. Its solu-
tion can be found using numerical techniques, like the Shooting Method [8, 9], as most of
the times there is not a close or explicit mathematical expression for this solution.

It is known that, in the instant of buckling, the deformed shape of the frame will cor-
respond to the buckling mode, so the critical load value will be the one that cancels the

increment of the potential energy functional:

b L;
AW(A) = %Z /O {AM(5)A0)(5) + H()[A0()]? s

where b is the total number of members of the structure.

Using some numerical procedure as the Secant Algorithm or the Newton-Raphson Algo-
rithm [8, 9], AW(A) = 0 can be solved for the critical load value.

To determine the buckling mode, the stability equations (3) and (4) have to be solved for
Aeris but replacing one equilibrium equation by an additional condition on displacements.
That is, an arbitrary value for one of the transversal degrees of freedom of the frame has to

be imposed [10].

4. NUMERIC RESULTS

Some examples of increasing complexity are presented, showing the methodology and the

reliability of the proposed procedure.

4.1. Beam under compression (Validation)
4.1.1. Case a

For the fixed-free beam under compression P (Fig. 3), the boundary conditions of the

nonlinear problem are:
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and the boundary conditions of the stability equations are:
Av(0) =1y
AH(0)=AV(0)=AM(0)=Au(L)=A0(L)=0
where vg is an arbitrary sufficiently small value.

The solution of the stability equations (3) and (4) subjected to the mentioned boundary

conditions is:

AH(s)=0
AV(s) = & Liisfg;vz)c = ii 2{ L)
.

AM(s) = — 7 LZQ?K?)ST s(lfri ?f)K L)
Au(s) =0
) - Kleos D) —cs(i6)

—iK (L+s)
Av(s) = 2[KL COZ (;IL/;U;H (KL)) {ieiKL — et L2

+ eiKs [K(L _ S) _ Z] + eiK(2L+S) [z —+ K(L — 5)] }

| P
where K = TL The increment of the potential energy functional is:
z

EI,K32 cos (KL)
(KL)— KLcos (KL)

AW(P) = %/O{AM(S)M(S) — P[AY(s)] s = —

so the critical buckling load is:

P, — T El,
(2L)?
because it is the value that cancels it. This result is the expected [1] (classical buckling
problem).
4.1.2. Case b

In this case (Fig. 4), the beam is subjected to a load distribution that causes a linear axial
force (for example, a column subjected to its dead weight). In this problem, the resulting
differential equation has variable coefficients and it can be solved using the classical approach

(roots of the determinant of the stiffness matrix). Nevertheless, the computational effort is

6
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lower with the energy approach proposed: it only requires the calculation of one integral.
After that, the resulting critical buckling load is A.; = 6.47176.

Comparing this value with the result provided by standard FEM analysis [11, 12] (based
on the linearization using the geometric stiffness matrix), at least 10 elements are necessary

to have results with an error less than 0.5% (Table 1).

4.1.3. Case c

A more interesting case, from a practical point of view, appears when some of the dimen-
sions of the beam are variable along the longitudinal axis (Fig. 5). The differential equations
in this case are linear, but they have variable coefficients, so the energy approach is clearly
advantageous against the matrix approach, specially when the structure is made of a large
number of beams. The resulting critical buckling load is A..; = 13.5635.

As it can be seen in Table 2, with the matrix approach, very fine discretizations are needed

to obtain similar numerical values.

4.1.4. Case d

In the last validation example (Fig. 6), the instability by thermal effect of a fixed-fixed
beam is considered. Table 3 shows that the result obtained for the beam with constant

dimensions (with I,(s) = I

Zmax

) coincides with the theoretical one:

)2 El
N, - 2V EL W)L? 2 = BAaAg AT

for which A.; = 46.0077. For the variable cross-section beam, as specified in Fig. 6, the

solution is A.; = 35.9735. Table 3 shows the numerical values for different discretizations.
As a conclusion, it is important to note that the proposed method can deal with variable

depth sections and any type of loading, including the effect of dead weight and thermal

effects in the same way, with no additional effort.

4.2. Lee frame (Application 1)

The structure of Fig. 7, called ‘Lee frame’ [13] shows in a clear and easy way the objective

of this work and the possibilities of generalization of the numerical technique presented.

7
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For simplicity both members of the frame have the same lenght (L), material (E) and
section (h(s), A(s), I,(s)) with a rigid joint in node b. Applying the method, the critical load
factor for constant cross-section (of I, = I, . ) is Auy = 47.5063, whereas for the frame with
variable cross-section shown in Fig. 7, the critical loading factor is A..; = 14.5092.

To achieve similar results (error less than 0.5%) using standard FEM codes, at least 50

elements per member would be necessary in the first case, and 200 in the second.

4.3. Four beam frame (Application 2)

Finally, the proposed method is applied to the frame of Fig. 8. With a four-element
discretization (elements coinciding only with beam members) and assuming a proportional
loading state (except the temperature and dead weight, which remain constant), the critical
value for a constant cross-section (I,(s) = I,..) is A = 29.1906 and for the case of Fig. 8,
with a variable cross-section, the critical buckling load becomes A..; = 9.39849.

The buckling mode is indicated in each figure in a thick line.

5. CONCLUSIONS

The main conclusions of this work can be summarized as follows:

Firstly, for the mathematical model, the starting point has been Euler’s buckling theory.
It assumes small strains and displacements, and leads to the concepts of critical load and
buckling mode, as a consequence of the mathematical approach. Therefore, it is not possible
to know the displacements for the buckling mode or to determine post-buckling behaviour.

Secondly, the numerical tool developed is a systematic and easy tool that can deal with
more general cases, such as variable section beams, distributed loads, etc. Although the
computer implementation has been developed within a symbolic manipulation software, it is
not possible, in general, to obtain analytical solutions according to all the parameters, but
only numerical solutions.

Lastly, with regard to the numerical results, thanks to an exact mathematical formulation,
accurate results are obtained with a minimum number of elements, and the results are almost

the same for finer discretizations, with the computational effort being significantly smaller.
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Figure 1. Equilibrium

Deformed configuration

Initial configuration
Figure 2. Initial orientation of the beam

P

_,\

Figure 3. Constant cross-section beam (case a)
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A qo
L=4m I, = 25166 - 10~ 8m* L

go =10°N/m E=21-10'"Pa

Figure 4. Linear axial force (case b)

/

L=4m L(s) =7 [r(s)]* /4
E=21-10"Pa  I,(0) =25166-10"%m*
Py =10°N r(L) = 1.2-r(0)

Figure 5. Variable cross-section beam (case ¢)

a=1.2-10"°°c! AT =40°C
E=21-10"Pa T, =40°C

L:4m/?l‘\T2:OOC

r(s) = a+bs+ecs® A(s) = [r(s)]?
r(L/2) = 0.8r(0) L(s)=m [T(s)]4 /4
r(L) = r(0) I.(0) = 25166 - 10 ®m?

Figure 6. Temperature (case d)
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A qo
APy
T F
E
L=4m
Py =10°N
qo = 103N/m r(s) = a+ bs
(a1 E=21-10"1Pa Trmin = 0.67max
a=12-107%°C7t  A(s) =7 [r(s))?
p = 7850kg/m> L.(s) =7 [r(s)]* /4
g =9.81m/s? I.(0) = 25166 - 10~ 8m?

T, =40°C
T> =20°C

Figure 7. Lee frame. Variable inertia beams

F=24-10°N E =211 -10"Pa
P =3.0-10°N a=12-10"%°Cc™!
A-q Py=2.P [ p = T850kg/m® |
7 |/l7, ¢=10-10°N/m g=9.81m/s 7l T
Ty = 40°C L =4m
Ty = 20°C B=15°
TTT1
L 1 L
A(s)=m- [r(s)]2 r(s)=a+b-s
IL(s)=m- [r(s)]4 /4 Tmin = 0.6 - Pmax
Iy = 25166 - 10~ 8m?

Figure 8. Four beam frame. Variable inertia beams



376 D. Méritos

Table 1. Beam under linear axial force. Standard FEM results

Number of elements 2 10 50 100 200
Aeri 5.81257(6.44510|6.47070| 6.47151 | 6.47170
er (%) 10.19 | 0.4119 |{0.01638(0.003863|0.0007726

Table 2. Variable cross-section beam. Standard FEM results

Number of elements 2 10 50 100 200
Aeri 10.9825(13.0753|13.4672(13.5154|13.5395
er (%) 19.03 | 3.599 | 0.7080 | 0.3546 | 0.1769

Table 3. Fixed-fixed beam. Thermal effect. Standard FEM results

Number of elements 2 10 50 100 200

Aeri 146.0547146.0431146.0272]46.0261 46.0242
Constant cross-section

er (%)) 0.1022 [0.07694|0.04238(0.03999|0.03586

Aeri 138.5335(36.0012(35.9883(35.9881(35.9881
Variable cross-section

er (%)| 7.116 [0.07700]0.04114[0.04059|0.04059
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D.3.5. Articulo 4

El articulo “Estabilidad de porticos 2D en régimen elastopldstico”, de
los autores M. Cacho-Pérez, P.M. Lopez-Reyes, A. Lorenzana y J.M.G.
Teran, ha sido enviado para su publicacion.

Se reproduce a continuacion.
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Estabilidad de pérticos 2D en régimen elastoplastico
2D-Frames Stability and Limit Analysis

M. Cacho-Pérez?, P.M. Lépez-ReyesP, A. Lorenzana®”, J.M.G. Terdn®

¢E. L1, Unwersidad de Valladolid. Paseo del Cauce 59, 47011. Valladolid, Spain
YCARTIF Centro Tecnoldgico. Parque Tecnoldgico de Boecillo 205, 47151. Valladolid, Spain

Abstract

En este trabajo se determina el nivel de carga maximo de porticos metalicos
planos constituidos por barras rectas esbeltas. Se aplica un método paso a paso
basado en un elemento barra con comportamiento elastico en su dominio y po-
sibilidad de comportamiento plastico localizado en sus secciones extremas. La
plasticidad se alcanza por combinacién de esfuerzos, se considera que aparece de
forma concentrada y stubita y origina desplazamientos relativos acoplados aso-
ciados a un tnico grado de libertad. Este modelo incluye al tradicional de rétula
plastica, el cual sélo considera giro relativo por plastificacién debida al efecto
del momento flector. La aparicién secuencial de grados de libertad acoplados
afecta a la estabilidad del conjunto, la cual se va evaluando en cada uno de los
instantes representativos de aplicacién de la carga marcados por la plastificacién
de las secciones.

The evaluation of the maximum level of load that any 2D framed structure
can undergo, before plastic collapse or buckling, is addressed in this paper.
The method, based on a beam element with elastic behaviour except on its
ends, uses an incremental approach to determine when changes appear due to
plastic behaviour. When the combination of axial force and bending moment
in any cross-section reaches the plastic function, that section is considered to
yield suddenly and relative displacements can appear because of the yielding.
The model includes the traditional plastic hinge, which only considers relative
rotation due to the effect of the bending moment. The sequential loading and
yielding reduces the stiffness and stability of the frame, which is evaluated with
the proposed method and compared with the classic plastic method of analysis.

Keywords: pandeo, colapso, grandes desplazamientos, nudos semirrigidos;
buckling, collapse, large displacements, semi-rigid connections

1. Introduccién

Es bien conocida la importancia que tienen los sistemas estructurales de ba-
rras en muchos campos de la ingenieria y su capacidad de soportar més carga de
aquella para la que fueron disenados. Esto en parte se debe a que su diseno suele
estar basado en el comportamiento eldstico en vez de estar basado en régimen

Preprint submitted to RIMNI 22 de mayo de 2013
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plastico. Supone una reserva de resistencia que permitirfa conseguir un disefio
mas optimizado de la estructura, conocer el factor de seguridad real ante ciertas
sobrecargas, realizar una evaluacién de la vulnerabilidad de estructuras existen-
tes ante determinados estados limites tltimos, o bien evaluar el dafio acumulado
y proponer las correspondientes intervenciones. Para ello, resulta imprescindible
disponer de modelos numéricos que permitan una adecuada simulacién de los
complejos fendmenos no lineales que tienen lugar incluso en régimen estético, a
partir de los cuales se pueda conocer y cuantificar el comportamiento limite de
estructuras de barras.

La forma maés eficiente para llevar a cabo una modelizacién numérica del
comportamiento lineal de las estructuras de barras es mediante elementos mo-
nodimensionales [1, 2, 3, 4]. El uso de estos elementos para problemas en los que
existe no linealidad del material estd muy limitado, fundamentalmente porque
las formulaciones utilizadas asumen hipétesis muy simplificadas que no pueden
reproducir fielmente el comportamiento pldstico real. Ante esta situacién, es
deseable desarrollar un elemento simple pero riguroso, que permita abordar efi-
cientemente la descripcion numérica de adaptacién plastica de las estructuras
hasta su colapso, incluyendo el efecto de posibles grandes desplazamientos.

Basandose en el comportamiento plastico a nivel de punto, pero expresado
en funcién de las variables tradicionales del modelo 1D de barra de Navier-
Bernoulli, se llega, tras ciertas hipdtesis, al concepto de seccién agotada por
plastificacién, como extension del concepto de rétula plastica, cumpliendo la
teoria general de la plasticidad. A este modelo se incorpora la no linealidad
geométrica (teoria de segundo orden) que permite realizar un andlisis de esta-
bilidad [5, 6] y conocer por tanto la carga critica para valores superiores a los
que han provocado plasticidad local.

De forma resumida y desde el punto de vista tedrico, el comportamiento elas-
toplastico de un determinado elemento finito viene usualmente descrito por la
matriz de rigidez elastopléstica tangente [7, 8], e intervienen la matriz de rigidez
y las derivadas de la funcién de plastificacién con respecto a las tensiones. La
extension de esta formulacion al caso de barras lleva a una expresion similar en
la que juega un papel fundamental la funcién de plastificacién y sus derivadas
con respecto a los esfuerzos [9, 10, 11, 12]. Esta funcién expresa la combinacién
de esfuerzos que llevan a la plastificacién completa de la seccién. Para casos
simples en los que se considere que esta funciéon depende sélo del momento
flector, y tomando equilibrio en la configuracién indeformada, la formulacién
lleva estrictamente al modelo tradicional de rétula plastica. Sin embargo, si de
manera adicional se impone el equilibrio en la configuracién deformada y se
considera la influencia de los esfuerzos axil y/o cortante, los desarrollos son més
complejos y aparecen fenémenos de acoplamiento entre esfuerzos y desplaza-
mientos [3, 13, 14, 15, 16], siendo éste el objeto de este estudio.

2. Modelo barra 2D

A las limitaciones tradicionales del modelo de barra de Navier-Bernoulli apli-
cado al estudio de pérticos planos se anade la hipdtesis de estado proporcional
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de cargas usualmente aceptada en los métodos de calculo plastico.

Fyjo by,

Figura 1: Modelo barra 2D

2.1.  Equilibrio, compatibilidad y comportamiento
Para el elemento barra mostrado en la Figura 1, bajo un estado genérico de
cargas y vinculaciones en sus secciones extremas, las ecuaciones de equilibrio
son [5, 6]:
N!(s)+gqs(s) =0
Vy(s) +ay(s) =0 (1)
M.(s)+ Vy(s) =0
donde las variables con notacién prima indican derivada respecto de la coorde-

nada espacial (s). Los esfuerzos y los grados de libertad, en coordenadas locales
en los extremos de la barra se definen como:

{Ef = (NsiavyiaMzi)T = (NS(O),Vy(O),MZ(O))T (2)

ng = (st’vijMZj)T = (NS(L)v‘/;/(L)7MZ(L))T
' 3)

uf = (u,05,0;)" = (u(L),0(L),0(L))"

{uf = (ui,v5,0:)T = (u(0),v(0),0(0))"

mientras que en coordenadas globales (4,4, z4) Se expresan como:

Q;c = (Fxlvalale)T = (ék)TEécv l= 27] (4)

o = (14) (uf () (& —Féf)) P 1= (5)

donde (E7) es la solicitacién de tipo concentrado/puntual en el extremo (1) de
la barra (k), ﬁf son las rigideces en el extremo de cada barra en el sistema de

coordenadas local y Lk es la correspondiente matriz de cambio de base.
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Por tanto, este modelo de barra 2D considera en sus secciones extremas nudos
semirrigidos de rigidez longitudinal, transversal y rotacional dada. Se ha optado
por este tipo de elemento en lugar del clasico de nudos rigidos porque permite
incluir de forma sencilla cualquier tipo de libertad entre barras de la estructura.

2.2.  No linealidad geométrica

Debido a que un andlisis de estabilidad requiere que el equilibrio se plantee
en la configuracion real, es decir, en la deformada, se hace necesario fijar el
sistema de referencia en el que expresar los desplazamientos y esfuerzos de la
barra. Para ello, se considera un sistema de referencia cartesiano de orientacién
fija para cada barra independiente de su deformacién, denotado por (X,Y, Z).
Del equilibrio de fuerzas segun los ejes (X,Y) y de momentos segiin (Z), resulta
el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales (en términos de los que podrian
denominarse pseudo esfuerzos o esfuerzos de Piola-Kirchhoff [17]:

N'(s) +¢s(s) =0
V'(s) + qy(s) =0
M'(s) = N(s)0(s) +V(s) =0

(6)

donde 6(s) = v'(s) y las variables con notacién prima indican derivada respecto
de la coordenada espacial (s) y donde se ha aproximado el seno del angulo por
el angulo y su coseno por la unidad. También se asume la hipdtesis de pequenas
deformaciones y se considera que el comportamiento intrabarra del material es
de tipo eldstico y lineal, las ecuaciones que relacionan los esfuerzos (N, V,, M)
con los desplazamientos (u, v, ) de un punto de la directriz de la barra son:

N, (s) = EA(s)u(s) .
M,(s) = EL.(s)0(s)
siendo E el médulo de Young del material, I.(s) el momento de inercia y A(s)
el drea de cada seccién transversal de la barra.

2.3.  No linealidad material

Como consecuencia de la actuacion simultdnea de todos los esfuerzos, la
capacidad de la seccién para soportar momento flector disminuye, siendo menor
que el momento plastico (Mp). La relacién entre el momento flector y el esfuerzo
axil y cortante necesarios para la plastificacién completa de una determinada
seccién se denomina funcién de plastificacién (Yasnyy). Como caso particular
simplificado, para una barra de seccién rectangular de canto h y ancho b, y
despreciando el efecto del esfuerzo cortante, dicha funcién vale:

M N, \?
Y, — = ki —1= 8
MN My + (NP) 0 (8)
donde,
bh2
Mp = =-or; Np=bhor 9)
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Asumiendo ley de flujo asociada, la variacién del vector de desplazamientos
pléasticos en los extremos de la barra se puede expresar de forma vectorial como:

duP = (du,(0) 0 d6,(0) du,(L) 0 db,(L))" (10)
y definiendo el vector de esfuerzos en los extremos de la barra, de componentes:
dE = (dN,(0) 0 dM.(0) dN,(L) 0 dM. (L))" (11)

y considerando el vector normal (n) a la superficie de plastificacién (Yasn) en
funcién del gradiente de la funcién de plastificacién

0= 8YMN /\/ 3YMN ' 3YMN) (12)
0E

se puede obtener la respuesta elastoplastica en términos de la funcién de plas-
tificacion (Yasn) v de los esfuerzos de la seccién (E). La derivada de la funcién
de plastificacién respecto de los esfuerzos resulta:

2N, (0)

T
= 2N, (L) 1
OE 0 0 o0 D oo L

Si se impone la condicién de que en una seccién agotada ante carga adicional
debe permanecer en la curva de plastificacion se llega a las siguientes expresiones:

M. (i) Mp

_ 2N.(i) M.(3)
dup(z) - NP |MZ(Z)| P(Z)

que se pueden incorporar de forma relativamente sencilla en el modelo de barra
de la Figura 1 como condiciones de contorno en sus extremos.

3. Anadlisis estructural

Con las hipétesis adoptadas, el comportamiento no lineal material sélo afec-
ta a la seccién que alcanza la plastificacion y no a las de su entorno. Ademas, al
aparecer de forma siibita no se considera el comportamiento elastoplastico tran-
sitorio en el dominio de la seccién. Estas simplificaciones, usualmente aceptadas
en estructuras de barras, permiten plantear el siguiente proceso de resolucion.

Tras los correspondientes cambios de sistemas de coordenadas que permitan
expresar las ecuaciones de todas las barras en una unica referencia y a la vista
del orden del sistema de ecuaciones (1), (6) y (7), es necesario imponer en cada
instante 6 condiciones de contorno por barra en desplazamientos y/o esfuerzos.

Ya sélo resta resolver las ecuaciones diferenciales para todas las barras de la
estructura, junto con las condiciones de contorno en los apoyos, para determinar
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la respuesta en funcién de la carga aplicada. Dicha solucién serd valida mientras
no cambien las condiciones de definicién del problema. Por el planteamiento
realizado, sdlo habra cambios cuando una determinada seccién plastifique. Por
tanto, se plantea una resolucién incremental, determinando en cada paso la
carga maxima a partir de la cual cambian las condiciones y en ese caso proceder
a acumular la solucién y a iniciar el paso siguiente. A diferencia de los métodos
matriciales donde se resuelven en cada paso sistemas lineales de ecuaciones, en
este caso, al estar planteado el problema en términos de las correspondientes
ecuaciones diferenciales, dentro de cada paso se obtiene la solucién exacta (lineal
o no lineal, segin corresponda). Nétese que la aparicién del esfuerzo axil en la
Ecuaciéon 6 hace que disminuya la rigidez si es de compresién o aumente si
es de traccién. Por tanto, este planteamiento permite en cada paso buscar la
carga para la que se anula la rigidez de la estructura, pudiendo determinar de
esta manera el valor de la carga de pandeo. Para ello, se anade una solucién
arbitraria a los desplazamientos y se busca el valor del incremento de carga
que hace que las magnitudes incrementales en desplazamientos (Au, Av, Af) y
esfuerzos (AN, AV, AM) satisfagan las siguientes ecuaciones de estabilidad [18]:

AN'(s) =0
AV'(s) =0 (15)
AM'(s) — N(s)AB(s) + AV (s) =0

siendo N(s) el esfuerzo axil acumulado en cada barra. Las condiciones de con-
torno de este sistema de ecuaciones diferenciales son las mismas que las del
problema estatico que se estd resolviendo pero con cargas exteriores nulas. Des-
de el punto de vista matematico supone un problema de valor frontera cuyos
autovalores son los valores del factor de carga de interés. Si para el autovalor
minimo se resuelve la Ecuacién 15 imponiendo un valor arbitrario de algin des-
plazamiento transversal, se puede obtener el correspondiente modo de pandeo.

4. Ejemplos de aplicacién

Como aplicaciones a casos concretos se presentan seguidamente dos ejemplos.
Por simplicidad, se ha considerado una seccién rectangular maciza de 50 mm de
ancho y 200 mm de canto, de material acero de limite elastico 275 M Pa y médulo
de elasticidad 2,1 - 10!! Pa. Se pretende mostrar la metodologia de célculo ex-
puesta y realizar una comparacién de los resultados entre los distintos modelos,

bien sea considerando plastificacién sélo por momento flector (Y, = %2 —-1=0)
p

o por el efecto combinado de esfuerzos axil y flector (Yasn) y considerando o
no grandes desplazamientos (es decir, equilibrio en la configuracién deformada).
En todos los casos se supone que la estructura no pandea fuera de su plano.

4.1.  Viga apoyada-empotrada

A modo de validacién, se resuelve el problema de una barra apoyada - empo-
trada sometida a una carga de compresiéon P y a carga distribuida transversal
¢, tal y como se indica en la Figura 2. Segin la longitud L y las proporciones
relativas entre las cargas P y ¢ se presentan tres casos.
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4.1.1. Caso a: L=4m,P=103N ,q=10> N/m

Este caso corresponde a una viga poco esbelta donde el nivel de compresion
es bajo y predominan la carga y los esfuerzos de flexién. En régimen eléstico el
factor de carga méximo antes del inicio de la plastificacién es 45,08, mientras que
hasta que no se alcance el valor de 8833,44 no aparece el fenémeno de pandeo.

La Figura 2 muestra para el caso més sencillo con el modelo (Y)s) la defor-
mada de la viga para un instante justo antes de que se forme la primera rétula
pléstica (seccién ¢, linea azul), y justo un instante antes del colapso pldstico tras
formarse otra rétula plastica (seccién b, linea roja).

Aq

Figura 2: Viga apoyada-empotrada, deformada (amplificada x3600)

El factor de carga () para el que se forma la primera rétula es 68,7502 y
tras ella el factor de carga requerido para que se produzca el pandeo es 4249,20.
Pero mucho antes, para un factor incremental de carga de valor 31,4259 se
formaria la segunda rétula plastica y con ella se llegaria al estado de agotamiento
resistente de la viga. Por tanto, el factor de carga maximo acumulado es de
100,176. Cuando se resuelve considerando la plastificacién por efecto combinado
de flector y axil (usando la funcién de plastificacién Yy n y equilibrio en la
configuracién deformada) los resultados cualitativos son similares. Todos estos
valores numéricos se presentan de forma condensada en la Tabla 1, junto con las
ubicaciones (s) de las rétulas pldsticas y secciones agotadas. Nétese que al ser
el valor del esfuerzo axil relativamente bajo los resultados son muy parecidos.

Rétula pléstica (Yar) Seccién agotada (Yarn)
# AN s Aderi AN s AXeri
1 68,7502 L 4249,20 68,3490 L 4274,00
2 31,4259 0,414214-L 31,4282 0,414300 - L
Au 100,176 99,7772

Tabla 1: Viga apoyada-empotrada con predominio de la flexién (caso a)

4.1.2. Caso b: L=4m,P=10*N,q=10> N/m

En este caso las diferencias entre ambos modelos comienzan a ser maés sig-
nificativas, al ser mayor el efecto del esfuerzo axil el factor de carga con el
que comienza el régimen pléstico es 39,29 y para 883,34 pandearia en régimen



D.3. Publicaciones 385

elastico. Pero para ambos modelos el estado iltimo de la viga se corresponde
con el colapso pléastico para un factor de carga de 100,1761 con el modelo Yy, y
para valor 87,1538 para el modelo Yy (supone una reduccién del 13 %). Los
factores de carga y las posiciones de las secciones plastificadas aparecen en la
Tabla 2 y se interpretan de igual manera que en el caso anterior. En la Fig. 3(a)
se muestra cémo evolucionan el momento flector y el esfuerzo axil a medida que
aumenta la carga en el modelo Yy, y en la Fig. 3(b) la correspondiente evolu-
cion para el modelo Yjsn. Los puntos de color rojo corresponden a los estados
de esfuerzos de la seccién del empotramiento ¢ y los puntos de color azul a los
de la seccién intraelemental b, donde se formara la dltima rétula pldstica (caso
Yu) o la dltima seccién agotada (caso Yasn).

/ M. .
/. /o Y= -1=0

N s \ No
02 04 06 08 10 Np 02 04 06 08 10 Np

(a) Modelo (Yar) (b) Modelo (Yarn)

Figura 3: Viga apoyada-empotrada, evolucién de la plastificacién cuando el axil es significativo

Rétula pléstica (Yar) Seccién agotada (Yarn)
# AN s Aeri AN s Aeri
1 68,7502 L 363,045 62,0983 L 372,136
2 31,4259 0,414214-L 25,0555 0,417354 - L
Ae 100,176 87,1538

Tabla 2: Viga apoyada-empotrada con compresién axil significativa (caso b)

4.1.8. Casoc:L=8m,P=2-10"*N,q=10> N/m

Conforme aumenta la esbeltez de la viga o la carga de compresion, puede
ocurrir antes el pandeo que el colapso plastico, como ocurre en este caso, donde
se ha doblado tanto la longitud de la viga como el valor del esfuerzo axil. El factor
de carga con el que comienza el régimen plastico es 62,50 y para 110,42 pandearia
en régimen elastico. Los correspondientes valores numéricos se muestran en la
Tabla 3. Dado que para el modelo Y, la primera rétula apareceria para un
factor de 171,875, se produce el pandeo eldstico antes que la plastificacion de
la seccién c¢. En cambio, si se considera el modelo Yj,y, plastifica primero la
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seccién del empotramiento por combinacion de axil y flector para un factor de
carga de 66,5746 e inmediatamente sobreviene el pandeo de la viga, al obtenerse
que el incremento de factor de carga que anula la rigidez es nulo. Por lo tanto, el
factor de la carga méxima serfa solo 66,5746, un 40 % menor que con el modelo
Y y s6lo un 7% superior al méximo factor de carga en régimen eléstico.

Rétula pléstica (Yar) Seccién agotada (Yarn)
# AN S Adcri AN s Aleri
1 171,875 L 0,0 66,5746 L 0,0
A 110,418 66,5746

Tabla 3: Viga apoyada-empotrada con mayor esbeltez (caso c)

4.2.  Portico de Lee

La estructura de la Figura 4, denominada en la literatura ‘Pértico de Lee’[19],
permite ilustrar de forma clara y sencilla las posibilidades de generalizacién de la
técnica numérica empleada. Se considera por simplicidad que el pértico estd for-
mado por barras iguales, y se supone unién rigida pilar-dintel. Se resuelven dos
casos particulares correspondientes a la misma seccién y material del ejemplo
anterior, longitud L = 4m y carga distribuida de valor ¢ = 100 N/m. En el pri-
mer caso las cargas concentradas P; y P, valen 1000 N y en el segundo 10000 V.
Si se analizara la estructura en régimen eléstico se obtendria un factor de 444,06
para llegar al inicio de la plastificacién y un factor de 8019,27 para el pandeo.

ST

AP E
=

— -

Figura 4: Pértico de Lee

En la Tabla 4 se muestra que para un factor de carga de 797,784 se forma
la primera rétula plastica en la seccién d y la segunda en la seccién ¢ para un
incremento de carga de 488,767 tras el cual se produce el pandeo. Por otro la-
do, cuando se considera el modelo Yy las secciones agotadas aparecen en las
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mismas secciones pero para valores algo menores (709,563 y 340,479 respecti-
vamente). Del mismo modo, tras la plastificacién de la seccién ¢ sobreviene el
pandeo inmediatamente. En ningin caso se produce el colapso por pérdida de
estabilidad, al ser las cargas criticas correspondientes muy superiores a las que
provocan la plastificacién.

Rétula pléstica (Yar) Seccién agotada (Yarn)
# AN s Aeri AN s AMeri
1 797,784 ® L 4397,98 709,563 ® L 4330,08
2 488,767 (® 0,483098 - L 0,0 340,479 ) 0,486419 - L 0,0
Ao 128655 1050,04

Tabla 4: Pértico de Lee para esfuerzos axiles bajos

En el segundo caso, cuando las cargas puntuales son diez veces mayores, el
comportamiento es cualitativamente distinto. En esta situacion el factor para
el inicio de la plastificacién es de 166,50 y para el pandeo en régimen elastico
876,38. Cuando se considera plastificacién sélo por flector (Y,s) aparece la pri-
mera rotula plastica en la seccidén d para un factor de 632,936. En este instante
ademas sobreviene el fendmeno de pandeo (el incremento de carga es AX.,; = 0).
Sin embargo, cuando se considera el modelo con plastificacién combinada de axil
y flector, para un factor de carga mucho menor de valor 216,364 plastifica la
seccién d y hasta que no plastifica adicionalmente la seccién ¢ para un factor
incremental de 25,6792 no se produce simultaneamente el pandeo global, lo que
corresponde a un valor de la carga acumulada de tan solo 242,043.

Rétula pléstica (Yar) Seccién agotada (Yurn)
# AN s A)eri AN s Aderi
1 632,936 ® L 0,0 216,364 ® L 332,806
2 25,6792 (B 0,467481 - L 0,0
Aw 632,936 242,043

Tabla 5: Pértico de Lee para esfuerzos axiles altos

5. Conclusiones

Se ha presentado una formulacién directa para la determinacién de la maxi-
ma carga soportada por pérticos planos considerando que pueden agotarse por
colapso plastico o por inestabilidad global. Dentro del modelo de plasticidad, se
ha considerado la interaccion de los esfuerzos sobre la seccion, y se han com-
parado ejemplos considerando plastificaciéon sélo por momento flector o por los
efectos combinados de flector y esfuerzo axil.

10
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Para llevar a cabo el andlisis se formula un elemento de barra 2D con com-
portamiento elastico lineal en el dominio y comportamiento plastico localizado
en las secciones extremas, modelizado mediante nudos semirrigidos. El método
de célculo es novedoso ya que estd basado en la formulacién diferencial a nivel
de barra y en el cumplimiento riguroso de las condiciones de equilibrio y com-
patibilidad a nivel de estructura. Tiene la ventaja de que no hay necesidad de
calcular ni actualizar la matriz de rigidez para cada barra y para cada iteracién
del proceso de cédlculo. Tampoco requiere conocer de antemano las fuerzas equi-
valentes para los distintos tipos de carga aplicados en el dominio del elemento
barra, lo que supone un serio inconveniente de los métodos de equilibrio (o de
rigidez) aplicados a la resolucién de problemas no lineales de estructuras de ba-
rras. A pesar de la mayor complejidad respecto a los planteamientos matriciales
clésicos para el andlisis de estructuras, proporciona gran generalidad y permite
tratar de forma sistemdtica cualquier tipo de carga, condicién de contorno y
unién interelemental (nudos articulados, rigidos o semirrigidos).

La capacidad portante del portico se reduce cada vez que se produce plas-
tificacion en alguna nueva seccién, y cada plastificacién introduce una libertad
interna. En el caso simplificado de considerar plastificacién sélo por el efecto
del momento flector, esta libertad es de giro en la rétula plastica. En el caso
general de plastificacion por combinacién de esfuerzos, la libertad corresponde a
una combinacién de los desplazamientos y giros plasticos relativos de la seccién
agotada correspondiente. En cualquier caso, en cada plastificacién disminuye el
grado de hiperestaticidad del pértico y por tanto se ve afectada su estabilidad
global. En cada instante del proceso de céalculo se puede determinar, mediante
las ecuaciones de estabilidad correspondientes, el factor de carga que provoca
el pandeo y determinar si se puede proceder a buscar el nuevo incremento de
factor de carga que provoca la aparicién de una nueva plastificacién o si por el
contrario el limite resistente viene fijado por dicha pérdida de estabilidad.

Por 1ltimo, resenar que en determinados casos ocurre que tras la plastifica-
cién de una nueva seccion el incremento de carga que provoca el pandeo es nulo,
lo que se interpreta como que la capacidad resistente adicional es despreciable al
disminuir subitamente la hiperestaticidad de la estructura y con ella, su rigidez.
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D.3.6. Articulo 5

El articulo “Limit analysis of frames based on Navier-Bernoulli beam
model with local plasticity, damage and hardening”, de los autores P.M.
Lopez-Reyes, A. Lorenzana y M. Cacho, ha sido enviado para su publi-
cacion.

Se reproduce a continuacion.
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Limit analysis of frames based on Navier-Bernoulli
beam model with local plasticity, damage and
hardening

P.M. Lépez-Reyes®, A. Lorenzana®P”, M. Cacho-Pérez”

“CARTIF Centro Tecnolégico. Parque Tecnoldgico de Boecillo 205, 47151. Valladolid, Spain
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Abstract

A simple and efficient procedure for the non-linear analysis of frames is pre-
sented, being the elastoplastic behavior included through the tangent elasto-
plastic stiffness matrix and the yield function affected by damage in each plastic
beam-end. An actual experiment and its modeling with Finite Element soft-
ware are used for the verification of the approach. An example is solved and
compared with the Finite Element study and the classic plastic method. The
proposed method can evaluate in a simple and accurate way the collapse load of
frames, considering a fully plastic non-linear analysis and a bilinear constitutive
law with hardening and damage.

Keywords: plastic methods, structural analysis, elastoplastic stiffness matrix,
hardening, damage

1. Introduction

In engineering applications, the material behavior can be modeled in several
ways, depending on the level of accuracy required or the phenomena taken into
account: ideal plasticity, hardening, fracture, etc. Although any kind of struc-
ture can be analyzed in the context of Continuum Mechanics, using proper 3D
finite elements, the simplicity of beam theory makes it an important tool for
civil, structural and mechanical engineering. In this context, when dealing with
the nonlinear behavior of beam structures, it is necessary to include plasticity
and damage in the beam model. In this paper, these effects are supposed to
be concentrated in the beam-ends and are derived from a bilinear constitutive
law, with an elastic zone up to the yielding point (¢, o¢) and a plastic with
hardening zone up to the rupture point (., 0,), as shown in Fig. 1(a). The
evolution of damage is considered in the framework of the Continuum Damage
Mechanics (CDM) approach, initially proposed by Lemaitre [1], which takes
into account the effects associated to a given damage state through the defi-
nition of an internal state variable. The set of constitutive equations for the
damaged material is then derived within a thermodynamic framework. Many

Preprint submitted to Computers & structures May 22, 2013
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authors have modified Lemaitre’s linear damage accumulation law in order to
be able to incorporate experimental damage measurements with different types
of materials fitting in it. For example, a nonlinear model proposed by Bonora
[2] describes the damage evolution for different engineering materials, including
construction steel.

In this paper a new approach is proposed for solving the fully non-linear
problem of framed structures. Using elastoplastic beam finite elements and
considering material nonlinearities, the loss of rigidity due to the increase of
damage in the cross section and the strain hardening of sections after yielding,
it is possible to establish an explicit form of the tangent stiffness matrix and
to get a general, accurate and efficient procedure of analysis [3, 4]. With this
method, it will be able to determine in an accurate way the collapse load, plastic
rotations, displacements, damage and other magnitudes for standard frames.

2. Calculation

2.1. Hypotheses

Some hypotheses are necessary to develop the model. The structure will
be discretized into 2D straight slender beam elements, each of them having a
constant cross-section and standard rigid joints, obtaining the typical 2D framed
structures.

The Navier-Bernoulli hypothesis for beams under axial (N,) and shear (V)
forces and bending moment (M) assumes linearity for the normal strains e
along the cross-section. In this way, ¢ = —y/p, where y is the transverse coor-
dinate in the cross-section and p is the curvature radius of the deflection curve.
This hypothesis is considered valid beyond the elastic zone and the usual rela-
tionship between the stress o and the strain € will be applicable: ¢ = Fe, where
F is the Young’s modulus. In the elastoplastic zone E is replaced by E,., the
tangent modulus. As an example, the distribution of strains and stresses in a
simple rectangular cross-section undergoing pure bending moment is presented
in Fig. 1(b), where 3 zones can be identified: elastic, plastic and break zone,
so the cross-section has some damage. Another standard hypotheses, always
considered in the plastic methods for structural analysis is the so called propor-
tional loading, meaning that all the loads increase in the same proportion until
collapse.

2.2. Mathematical modeling

From the stress-strain relationship previously stated, the value ns can be
defined as .

& (1)
ef

Although classic plastic methods only consider plasticity due to the forma-
tion of plastic hinges when the bending moment M, reaches the plastic moment
M, more accurate methods [5, 6] also include the effect of axial N, and shear
Vy forces and damage can also be taken into account. With this objective, the

Ng =
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Figure 1: Material and section behavior for the elastoplastic model with damage and hardening

yield function Z is defined and changes in the structure will appear when Z is
null, meaning that the cross-section has no remaining strength. For the simple
rectangular cross-section, Z becomes:

| M. | N\? 1 1/V,\> 1
7 — _z -2 )———=-1-D)=0 2
Mp+ N, 1—D+3 V,/) (1-D)3 ( ) 2)
Np, V, and M), are the respective fully plastic forces and D is the damage in
the section. Fig. 2 shows three yield surfaces for the damage values D = 0.00,

D =0.25 and D = 0.50.
u:y
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Figure 2: Yield function

Considering this function (Z = 0) and the plastic consistency condition [7],
the changes in Z must satisfy

VA YA
7 = 5dF + 55dD =0 (3)

where F' = [N,,V,, M,] and D are the forces and the damage, respectively, at
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the beam-ends, where plastic effects and damage are supposed to be located,
while the rest of the beam (Fig. 3) remains in elastic regime. Note that distance
€ is infinitesimal.

Yy

-
=2

k---—---=>

XL

Figure 3: Beam element with elastoplastic displacements at its nodes

Following the standard matrix formulation [8], K is the stiffness matrix that
relates the change in the beam-end forces to the change in the displacement at
the ends of the elastic part of the beam:

dF = Kdu® (4)

The change in the displacements can be split into an elastic and a plastic
component [9, 10, 11, 12].
du®? = du® + du? (5)
obtaining
dF = Kdu® = K (du®? — du?) (6)

The plastic displacement can be expressed in terms of the yield function
using the associated flow rule [13]:

07
P — —_—
du? = dA5 (7)

where d\ = [d)\1,d)\s]T are the plastic multipliers at the beam-ends, obtained
through the consistency condition [7]:

dA=0 if Z<0
(8)

dA>0 if Z=0

Eq. 4 then becomes

dF = K (du® — du?) = K (duep - d)\gi) (9)
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The damage of the cross-section can be expressed in terms of its displace-
ments:

D:1—up”5 —1- :S“ezl—"f; (10)
Yo uP +u U
ue

where, following [14], u® and u? are the equivalent elastic and plastic displace-
ments, respectively.

According to [15], damage begins when the elastoplastic displacements are
greater than n,u®, and its maximum value D = 1 is obtained when u®? — oc.
Considering that

(11)

dD=0 if Z<0 or u®? <nsu®
dD >0 if Z=0 or u®>n.u’

and after differentiation of Eq. 10 with respect to the elastoplastic displacements

D g <due _ue> )

du? ~  uer \ duc?  uep

and considering Eq. 5, the change in the damage index can be expressed as:

€

dD = — [duw — duP — “duep] (13)
ucP ucP

Then, substituting the expressions for dF and dD (equations 9 and 13 re-
spectively) in the consistency condition of the yielding function (Eq. 3):
0Z 0z { g

g4 ep _ J,,p i
9F [K (du duP)] + 3D e

Substituting Eq. 7 in Eq. 14, the value of d\ can be obtained:

oz 0Z ng [ u®

i 74 s _ ep

8FK+ 0D uep (uel’ 1)} du
0Z 07 0Z ng 0Z

OF  OF 0D u OF

And finally, substituting Eq. 15 in Eq. 9, a relationship between beam-end
forces and total displacements at its ends is found:

8ZK8Z 0Z 07 ng (ue

uidu”’ﬂ =0 (14)

ue

(duep — duP —

al

(15)

oF “oF T aF 0D uer \uer
07, .07 07 n, 07
OF OF 0D uer OF

dF =K |T— ) du? = KPdu®  (16)

where the elastoplastic stiffness matrix has been defined as

002 020 ()

OF OF = OF 0D ucP \ ucp
07,07 07 . 07
OF OF 0D ucP OF

K? =K |I-
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Once the elastoplastic beam finite elements are defined, standard incremen-
tal finite element procedures based on the updated Lagrangian approach are
implemented for the solution of the problem under increasing loads. Iterations
are also needed to verify that all elastoplastic beam-ends remain in its plastic
condition (Z = 0).

3. Results

3.1. Validation

To validate the former procedure, the following experiment was conducted
and checked using Metafor [16], a finite element software focused on domain
nonlinearities.

A slender beam was clamped in one extreme and simply supported in the
other. The load consists of an increasing transverse displacement between both
ends. The cross-section of the beam is a solid square of 10 x 10mm, and the
clamped end was weakened by a 5mm diameter hole to ensure that damage
would be concentrated at this point (Fig. 4). Displacement and reactions were
registered using proper instrumental techniques (calibrated load cells and LVDT
devices). The results of the experiment are shown in Fig. 5(a).

Iq P T . Rigid bench
L =895mm —tth | ~ >
>|
(a) Model (b) General layout

Figure 4: Verification problem

The beam is meshed in 320 quadratic brick elements, paying special attention
to the hole area. Table 1 shows the parameters for the elastoplastic constitutive
law, together with the parameters for the damage evolution according to the
adopted Lematre and Chaboche formula [17]:

AD = Tl S AePt if el > P (18)
2ES(1 — D)2 b
where R, is the triaxiality function:
2 OH 2
RV=§(1—|—1/)+3(1—21/) = (19)
eq

F is the Young modulus, v the material coefficient, oy the hydrostatic stress,
Tcq the equivalent Von Mises stress, éPl the change in the equivalent plastic
strain, eP* the current equivalent plastic strain value, E%l the threshold plastic
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strain, s and S the Lematre exponent and coefficient, respectively. The values
for s, S and E, where obtained taking the reference data for mild steels [18] and
updating their values to get the best fitting to the experimental results. Fig. 5
shows both experimental and computational results and also von Mises stresses
and damage for the final displacement considered (¢t = 0.72m). The roughness
of the experimental curve is due to the manual procedure used to apply the load
through the nut shown in Fig. 4(b).

Table 1: Metafor parameters
E=210GPa v=03 S=55-10°Pa

E,=005E &% =000 s=043

Teq = 275MPa

The dotted line also shows the solution if classic plastic methods for struc-
tural analysis were applied and assuming just ideal plasticity (E, = 0, no rupture
regardless the plastic strain). In this case, as the plastic moment is 34375Nm,
when ¢ = 0.044m the maximum load carrying capacity is reached (P = 38.4kN)
and from that point onwards, displacements are unknown, as the plastic mecha-
nism is reached. It can be noted that the actual behavior first undergoes greater
loads due to hardening and then, for displacements larger than 0.42m, the load
decreases due to damage.

Once the experimental and computational results are known, the next step
is to select the right values for the only four parameters (ey, oy, €,, 0,) that are
needed in the proposed approach. Fig. 6 shows the response for different cases
together with the final values selected.

Computational values for damage are obtained by postprocessing the Meta-
for analysis in the following way. Metafor, as any other finite element software,
only provides nodal values for variables as stress, strain and damage when dea-
ling with volumetric meshing. If one-dimensional magnitudes are required, they
have to be obtained following some postprocessing procedure. The process by
which axial and shear forces can be obtained together with bending moment
through integration across the cross-section is well established [19, 20]. Also,
representative displacements for the centroid of the cross-section can be assi-
milated to the closer nodes or obtained through interpolation. Computing the
plastic rotation is not so easy, as plasticity is spread in a volume and not just
concentrated in a cross-section, as assumed in the proposed method. In order
to overcome this problem, for the verification problem it is easy to compute
the rotations of the centroid of the cross-sections at both sides of the hole and
subtract these values. However, a damage value representative of the all plastic
area is more complicated to obtain. Among other possibilities, the one used
here consists of a reduction of the nodal damage values first in the beam axis
direction to get the averaged values in the nodes of the target cross-section,
then in one transversal direction to get averaged values in the middle line and
finally average those values into the middle point. Any of the three reductions
are weighted using linear shape functions as depicted in Fig. 7. Values for the
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weight coefficients C; are related to the averaged damage nodal values in that
area.

Following this procedure, the computed reduced value for the clamped end
is shown in Fig. 8, where the damage obtained by the proposed unidimensional
method (Eq. 10) is also obtained. The curves are obviously different, although
the magnitudes and type of evolution are similar.

o
o
t':‘g:/j: ow
[‘;lfﬂ |
i2rs]
( [ow
o
(a) Zone to section (b) Section to line (c¢) Line to point

Figure 7: Weighted average procedure for dimension reduction

Metafor model

- = =Proposed method

Figure 8: Evolution of damage in the clamped end

3.2. FExample

Following a similar methodology, the framed structure shown in Fig. 9(a) is
analyzed. The material is the same as in the former structure and the dimensions
are L = 1lm, b = h = 0.1m. Both loads are proportionally increased until the
elastoplastic collapse is reached

Fig. 9(b) shows the von Mises stresses, in the deformed configuration for
P = 2.52-10°, using Metafor software with 21504 brick elements. In this case,
no weakened areas have been induced, so plasticity is spread around sections 1, 3,
4 and 5. The vertical displacement in section 3 and the horizontal displacement
in section 4 are shown in Fig. 9(c) versus the load P. Also, damage in sections
3 and 4 is shown in Fig. 9(d). Representative Metafor values are obtained as
commented in Section 3.1.
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deformed configuration (x5)

x10° x10°

1 f:" | =——Metafor model Fy, ~ u,,

w— Metafor model D3

= = =Proposed method Fy, — uy, = = =Proposed method Dj

0.5 ——Metafor model Dy

- = =Proposed method D;

0 0002 0004 0006 0008 001 0012 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6
u D

(c¢) Force vs displacement (posi- (d) Damage evolution
tive values)

Figure 9: Equivalent stresses obtained with Metafor (a) and displacements (b) and damage
(c) in cross-sections 3 and 4

Using the same values for (e¢, o¢, €., 0,) as in the verification problem, the
solutions obtained using the proposed unidimensional method are also shown
in Fig. 9, for comparison. In this case, just 4 finite elements and 5 nodes are
enough. The deformed shapes for the loads 153884 N, 161591 N, 187675N and
192390N, that correspond to the plastification of the sections 5, 4, 3 and 1,
respectively, are shown in Fig. 10(a) in a magnified scale (x50).

Fig. 10 also shows the differences between the proposed method (solid line)
and the solution assuming ideal plasticity and classic plastic methods (plastic
hinges formed when the bending moment reaches the value M, = 68750Nm,
not taking into account the effects of the axial and shear forces, hardening or
damage), plotted in dotted lines. With both methods, the order of formation
of the plastic sections is the same (5, 4, 3, 1) and corresponds with the loads
shown in Table 2. Horizontal displacement for cross-section 4, shown with solid
line in Fig. 10(b), is the same than the one shown in dashed line in Fig. 9(c) and
it is compared with the classic solution (dotted line). In Fig. 10(c) the plastic
rotations evaluated with the two methods are also shown. Both displacements
and rotations are greater in the proposed method than in the classic one for the
same load.

10
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Table 2: Load values (xL/M,y)

Plastic  Proposed  Classic

St section  method  method Difference
1 5 2.238 2.420 —-8.12%
2 4 2.350 2.567 —-9.21%
3 3 2.730 2.959 —8.40%
4 1 2.798 3.000 —-7.20%

Proposed method * = = = Classic methodl

(a) Deformed shape

3,004

F(xL/M,)

2,75+

2,50+

2,254

2,004

2,00

T T T T T T T ! | T T T T T T T T T
0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 0.011 0.012 00u13 -0.012 -0.010 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0.000 0.002 0.004 0.006
v

(b) Horizontal displacement (c) Relative plastic rotation

Figure 10: Comparison between classic method and proposed one

4. Conclusions

In this work, an elastoplastic model for the analysis of Navier-Bernoulli
frames, considering hardening and damage of the section is presented. The
material is modeled using a bilinear behavior, with an elastic zone until the
yield point (e¢,0f) and a plastic zone with hardening until the break point

(er,0r).

Once the yield function is known in terms of the geometry of the cross-section
and its axial force, shear force, bending moment and damage, the degradable
elastoplastic stiffness matrix is formulated, relating the generalized forces of
the 2D beam element with its displacements and damage at its nodes.

11
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formulation of the problem is incremental and iterative, so that the successive
solutions obtained for each load increment verify at all times the equilibrium,
compatibility and constitutive (elastic and plastic) equations.

The advantage of this method is that the values of the four parameters which
define the material can be adjusted using model updating techniques to accu-
rately simulate the actual behavior of structures, known from experimental data
(by testing) or from numerical simulation. Therefore, based on the results of an
actual experiment, the parameters of the finite element program Metafor have
been adjusted, considering its results as a reference for the model updating pro-
cesses of the four parameters. With the best fitting values of these parameters,
the response of the model for a 2D frame has been compared with the results
of a 3D FEM simulation, obtaining a good correlation between them.

Although after the discretization and the matrix formulation only a small
number of variables (axial and shear forces, bending moment, displacements
and rotations) are explicitly known at the nodes, it is possible to obtain their
distribution throughout the structure.

Additionally, with the one-dimensional formulation developed, the solution
for any value of the load can be obtained directly in terms of magnitudes com-
monly used in civil engineering and architecture (without the need to post-
process the results, in terms of stresses and strains obtained through Finite
Element volume meshing), enabling to check on the requirements and recom-
mendations of the regulations and building codes regarding the elastoplastic
behavior of the cross-sections and global stability and serviceability.
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