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RESUMEN

En este capitulo se describe el contenido matematico fundacional accesible para nifias y niflos pequefos. El foco
en este capitulo estd puesto en las propias ideas matematicas, mas que en la ensefianza y el aprendizaje de las
mismas. Estas ideas matematicas se dan por sentadas por los adultos, pero son sorprendentemente profundas y
complejas. Hay dos areas fundamentales en las matematicas para la primera infancia: (1) el nimero y (2) la
geometria y la medicion, tal como identifican los Focos Curriculares del NCTM y subrraya este comité. También
hay importantes procesos de razonamiento matematico en que los nifios deben implicarse. Este capitulo también
describe algunas de las conexiones mas importantes de las matematicas infantiles con las matematicas
posteriores.

En el drea del nimero, una idea fundamental es la conexion entre los niUmeros de contar como secuencia y en la
descripcion de cuédntos objetos hay en un conjunto. Podemos representar nimeros de contar arbitrariamente
grandes de una manera eficiente y sistematica, mediante el notable sistema decimal de numeracién (de base 10).
Podemos utilizar los ndmeros para comparar cantidades sin emparejarlas directamente (sin usar la
correspondencia uno a uno). Las operaciones de adicién y sustraccion nos permiten describir como se relacionan
las cantidades antes y después de combinarlas o quitar una de otra, cémo se relacionan las partes y el todo, y
expresar con precision la comparacién de dos cantidades.

En el &mbito de la geometria y la medicion, una idea fundamental es que las formas geométricas tienen diferentes
partes y aspectos que pueden describirse, y que pueden componerse y descomponerse. Para medir el tamafio de
algo, primero se elige un atributo medible especifico del objeto, y luego se considera el objeto como composicién
de un determinado ndmero de unidades. Las formas de la geometria se pueden ver como aproximaciones
idealizadas y simplificadas de objetos del mundo. El espacio tiene una estructura que deriva del movimiento a
través del espacio y de la posicion relativa dentro del espacio. Una forma importante de pensar en la estructura
del espacio bidimensional y tridimensional proviene de considerar los rectdngulos compuestos de filas y columnas
de cuadrados y visualizar la forma de una caja como compuesta de capas formadas por filas y columnas de cubos.

Palabras clave: Educacién infantil, matematicas, nUmero, geometria, medicién, procesos matematicos, conexiones.
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Foundational mathematics content for the learning in the early childhood

ABSTRACT

This chapter describes the foundational and achievable mathematics content for young children. The focus of this
chapter is on the mathematical ideas themselves rather than on the teaching or learning of these ideas. These
mathematical ideas are often taken for granted by adults, but they are surprisingly deep and complex. There are
two fundamental areas of mathematics for young children: (1) number and (2) geometry and measurement as
identified in NCTM's Curriculum Focal Points and outlined by this committee. There are also important
mathematical reasoning processes that children must engage in. This chapter also describes some of the most
important connections of the mathematics for young children to later mathematics.

In the area of number, a fundamental idea is the connection between the counting numbers as a list and for
describing how many objects are in a set. We can represent arbitrarily large counting numbers in an efficient,
systematic way by means of the remarkable decimal system (base 10). We can use numbers to compare quantities
without matching the quantities directly. The operations of addition and subtraction allow us to describe how
amounts are related before and after combining or taking away, how parts and totals are related, and to say
precisely how two amounts compare.

In the area of geometry and measurement, a fundamental idea is that geometric shapes have different parts and
aspects that can be described, and they can be composed and decomposed. To measure the size of something,
one first selects a specific measurable attribute of the thing, and then views the thing as composed of some
number of units. The shapes of geometry can be viewed as idealized and simplified approximations of objects in
the world. Space has structure that derives from movement through space and from relative location within space.
An important way to think about the structure of 2-D and 3-D space comes from viewing rectangles as composed
of rows and columns of squares and viewing box shapes as composed of layers of rows and columns of cubes.

Keywords: Mathematics, early childhood education, number, geometry, measurement, mathematical processes,
conections.

1. Introduccion

Las matematicas ofrecen un medio poderoso para comprender y analizar el mundo. Las formas
matematicas de describir y representar las cantidades, las formas, el espacio y los patrones ayudan a
organizar las intuiciones e ideas que la gente tiene sobre el mundo de forma sistemética. Algunos de
estos sistemas matematicos se han convertido en una parte tan fundamental de la vida diaria de las
personas —por ejemplo, los sistemas para contar y los métodos de medir- que estas pueden no llegar
a reconocer la complejidad de las ideas que los sustentan. De hecho, las ideas matematicas adecuadas
para la educacién infantil y los primeros cursos de educacidon primaria revelan una sorprendente
complejidad y resultan complicadas cuando se examinan en profundidad. En los niveles mas
profundos, constituyen los fundamentos de las matematicas que han sido estudiados extensivamente
por los matematicos durante siglos (por ejemplo, véase Grattan-Guinness, 2000) y continGan siendo un
tema de investigacion actual en matematicas.

En este capitulo, facilitamos un resumen de las ideas matematicas apropiadas para la educacién
infantil y los primeros afios de escolaridad y examinamos algunas de las ideas matematicas mas
complejas basadas en ellas. Estas ideas fundacionales suelen darse por sabidas por muchos adultos y
no suelen abordarse en las clases de matematicas de la educacién secundaria o la universidad. Debido
a esto, muchas personas con interés en la educacion infantil pueden no haber tenido oportunidades
adecuadas en su formacién para examinar estas ideas. Los capitulos 5 y 6 analizan de nuevo estas
ideas con mas detalle, desde la perspectiva de como los nifios llegan a comprenderlas y de las
conexiones conceptuales que establecen al hacerlo.
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Este articulo consta de cuatro secciones. Las dos primeras describen las matematicas para nifios
pequefios en dos areas principales: (1) numero y (2) geometria y medicion. Estas ideas, que
constituyen una importante preparacidon para la escuela y para la vida, también son genuinamente
matematicas, con importancia desde la perspectiva de un matematico. Por otra parte, son interesantes
para niflas y nifos, que disfrutan implicAndose en ellas y explorandolas.

La tercera seccion describe los objetivos relativos a los procesos matematicos, tanto los generales como
los especificos. Los objetivos de los procesos generales aparecen en toda la matematica, en todas sus
areas y en todos los niveles, incluso en las matematicas para las primeras edades. Los objetivos de
procesos especificos son comunes a diversos temas en matematicas. Estos objetivos de procesos
deben tenerse en cuenta al considerar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas con los nifios.

La cuarta seccion aborda las conexiones entre los contenidos descritos en las dos primeras secciones,
asi como con las matematicas importantes que los niflos estudian mas adelante en la escuela primaria.
Estas conexiones ayudan a mostrar la naturaleza fundacional de las matematicas descritas en las dos
primeras secciones.

2. Contenidos sobre el numero

El nimero es un medio fundamental para describir el mundo. Los nimeros son abstracciones que se
aplican a una amplia gama de situaciones reales o imaginadas —cinco nifios, cinco en el dado, cinco
caramelos, cinco dedos, cinco afios, cinco pulgadas, cinco ideas. Debido a que son abstractos, los
numeros constituyen maneras increiblemente versatiles de explicar el mundo. "Sin embargo, a fin de
usar los nimeros para comunicarnos, las personas necesitan representaciones —algunas fisicas, orales
o escritas" (National Research Council, 2001, p. 72). La comprensiéon del nimero y los conceptos
relativos al mismo incluye la comprensidn de los conceptos de cantidad y cantidad relativa, la agilidad
con el conteo, y la capacidad de realizar operaciones sencillas. Agrupamos estos importantes
conceptos en tres areas basicas: numeros, relaciones y operaciones. El recuadro 1 resume las
principales ideas de cada uno de estos nucleos. El desarrollo de la comprensién del nimero, las
operaciones, y como representarlas son algunas de las principales tareas matematicas para nifas y
nifos durante sus primeros afios.

2.1. El niucleo del niimero

El nicleo del niUmero tiene que ver con la lista de los nimeros de contar 1, 2, 3, 4, 5,... y su uso para
indicar cuantas cosas hay en colecciones. Hay dos formas claramente diferentes de pensar acerca de
los nimeros de contar: por un lado, forman una lista ordenada, y, por otra parte, describen la
cardinalidad, es decir, cuantas cosas hay en un conjunto. La nocién de correspondencia uno a uno
establece un puente entre estos dos puntos de vista sobre los nimeros de contar y juega también un
papel central para la propia nocion de cardinalidad. Otro aspecto sutil e importante de los niUmeros es
la forma en que se escriben (y dicen) utilizando el sistema de base 10. La parte superior del recuadro 1
proporciona una vision general del nucleo del nimero desde la perspectiva del aprendizaje infantil;
esto se explica con mayor detalle en el capitulo 5. Aqui nos centramos en el nucleo del nimero desde
una perspectiva matematica, como fundamento para la reflexién sobre el aprendizaje infantil.

Los numeros cuantifican: Describen la cardinalidad

Los numeros indican "cuantos" o "cuanto”. En otras palabras, los nimeros comunican cuantas cosas
hay o cuanto hay de algo. Los nimeros pueden utilizarse para dar una informacion especifica y
detallada sobre colecciones de cosas y sobre cantidades de materia. En un principio, unos cuantos
0sos de juguete en una cesta pueden verse como "algunos 0sos" sin mas, pero si sabemos que hay
siete 0sos en la cesta, tenemos una informaciéon mas detallada y precisa sobre la coleccion de osos.
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Recuadro 1

Vision general sobre el nicleo del nimero, relaciones y operaciones

El nucleo del numero: Percibir, decir, describir/hablar de, y construir nimeros

Cardinalidad: asignar una palabra nimero a la numerosidad de un conjunto obtenida por
subitizacién perceptiva (reconocimiento inmediato de 1 a 3 objetos), subitizacion conceptual
(utilizando composiciones o descomposiciones de numerosidades mayores), correspondencia uno a
uno o conteo.

Lista de palabras numéricas (o palabras nimero): saber recitar la secuencia de las palabras nimero.
Correspondencias uno a uno en el conteo: contar objetos estableciendo las correspondencias espacial
y temporal que conectan la palabra nimero pronunciada en un instante preciso con un objeto
localizado en el espacio.

Simbolos numeéricos escritos: lectura, escritura y comprensidén de simbolos numéricos escritos (1, 2, 3,
etc.).

Coordinaciones de todo lo anterior, tales como el uso de la lista de palabras nimero para contar y
contar para hallar la cardinalidad de un conjunto.

"o

El nucleo de relaciones: Percibir, decir, describir/hablar de, construir las relaciones “mds que”, “menos
que”, e “igual a” entre dos conjuntos mediante

El uso de estrategias generales de percepcion de longitudes y densidades para determinar qué
conjunto es mayor, menor, o igual a otro conjunto, para después:

Utilizar estrategias de unitizacion y conteo y emparejamiento (correspondencia uno a uno) para
determinar qué conjunto es mayor, menor, o igual a otro conjunto, para después:

Detectar la diferencia entre los dos conjuntos, de modo que la situacién se convierta en la
comparacion aditiva listada mas abajo.

El nucleo de operaciones: Percibir, decir, describir/hablar de, y construir las diferentes operaciones de
adicion y sustraccién (composiciones/descomposiciones de numeros)

Situaciones de cambio: Situaciones de cambio creciente (cantidad inicial + cantidad de cambio dan la
cantidad final) y situaciones de cambio decreciente (cantidad inicial — cantidad de cambio dan la
cantidad final).

Juntar/separar: juntar dos conjuntos para formar un total;, separar un nimero para formar dos
sumandos.

Composicién/descomposicion de numeros: Moverse hacia atrds y adelante entre el total y sus
sumandos componentes: "Veo 3. Veo que 2y 1 son 3."

Ternas numéricas anidadas: Experimentar un total y los sumandos “ocultos en su interior” como una
terna en la que los sumandos estan anidados en el total.

Situaciones de comparacion aditiva: Comparacion de dos cantidades para calcular cuanto mas o
cuanto menos es una que la otra (el nlicleo de relaciones precede a esta situacion).

Los nimeros son, en si mismos, una abstraccién de la nocion de cantidad, porque cualquier nUmero
dado cuantifica una interminable variedad de situaciones. Utilizamos el nimero 3 para describir la
cantidad de tres patos, tres dinosaurios de juguete, tres personas, tres golpes de tambor, y asi
sucesivamente. Podemos pensar en el nimero 3 como un rasgo comun abstracto que comparten
todos los ejemplos ilimitados de conjuntos de tres cosas.

:Coémo puede captarse este rasgo comun que todos los conjuntos de tres cosas comparten? En el
corazén de esta caracteristica subyace la nocidén de correspondencia 1 a 1. Entre dos colecciones
cualesquiera de tres cosas siempre se puede establecer una correspondencia 1 a 1. Esto significa que
los miembros de la primera coleccidén pueden emparejarse con los miembros de la segunda coleccién,
de tal modo que cada miembro de la primera coleccién estd emparejado con exactamente un
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miembro de la segunda coleccion, y cada miembro de la segunda coleccion estd emparejado con
exactamente un miembro de la primera coleccion. Por ejemplo, cada pato en un conjunto de tres
patos puede emparejarse con un Unico huevo, de un conjunto de tres huevos, de modo que no hay
dos patos que estén emparejados con el mismo huevo, no hay dos huevos que estén emparejados con
el mismo pato, y no hay patos ni huevos que permanezcan sin pareja.

La secuencia numérica

Los nimeros de contar pueden verse como una lista ordenada e infinitamente larga de ndmeros
distintos. La lista de los niUmeros de contar empieza con el 1, y cada nimero en la lista tiene un Unico
sucesor. Esto crea un orden particular para los nimeros de contar, a saber, 1, 2, 3, 4, 5, 6,... No seria
correcto saltarse un numero de la lista, ni cambiar el orden en que se recita la lista. Ademas, cada
numero aparece una sola vez en la lista de niUmeros de contar, por lo que seria un error repetir
cualquiera de los nimeros de la lista.

La lista de nimeros es muy util porque puede utilizarse como parte del conteo de objetos uno a uno
para indicar cudntos objetos hay en una coleccion. Aunque el niUmero de objetos en colecciones
pequeias (hasta 3 o 4) puede reconocerse inmediatamente —esto se llama subitizacion— en general, se
utiliza la lista de los nUmeros para determinar el nimero de objetos de un conjunto contandolos. El
conteo permite cuantificar exactamente colecciones mayores de las que se pueden reconocer
inmediatamente. Contar implica utilizar la lista de los nimeros de contar en orden, por lo general a
partir de 1, pero a veces a partir de otro nimero, como en 5, 6, 7,... (Otras formas de conteo incluyen el
“conteo a saltos", en el que se cuenta de dos en dos, de tres en tres, o de cuatro en cuatro, como en 2,
4, 6,.., y el conteo regresivo (hacia atras), como en 10, 9, 8, 7,...).

Aunque los adultos lo dan por sentado, por ser algo familiar, la conexion entre la lista de los nimeros
de contar y el nUmero de elementos de un conjunto es profunda y sutil. Es una conexion clave que los
nifos deben establecer. También hay sutilezas e ideas profundas implicadas al recitar y al escribir la
lista, que los adultos también dan por sabidas, por lo habitual de su uso. Debido a la profundidad y
sutileza de las ideas que intervienen en el uso de la lista de nimeros y en su conexion con la
cardinalidad, y dado que estas ideas son centrales para toda la matematica, resulta esencial que los
nifios alcancen un dominio fluido en el uso de la lista de los nimeros (ver Recuadro 2).

Recuadro 2
La importancia de la fluidez con la lista de los nimeros

Todo el trabajo en el nlcleo de relaciones/operaciones en 5-6 afios sirve a un doble propésito.
Ayuda a los pequefios a resolver problemas con nimeros mayores y a conseguir mayor fluidez en
sus métodos de resolucion de Nivel 1. También les ayuda a alcanzar fluidez en el uso de la lista de
palabras nimero en situaciones de adicién y sustraccién, por lo que la lista de palabras nimero
puede convertirse en una herramienta de representacion para su uso en el Nivel 2 de métodos de
resolucién de conteo. Para hacernos una idea de este proceso, podemos tratar de sumar o restar
utilizando la lista del alfabeto en lugar de la secuencia de las palabras niUmero. Para contar a partir
de un nuimero, se debe comenzar el conteo con el primer sumando y llevar la cuenta de cuantas
palabras se va avanzando. Muchos adultos no son capaces de comenzar a contar en el alfabeto
desde la letra D o la J porque no tienen fluidez con esta lista. Tampoco saben poner las letras con
dedos (;cuantos dedos son F?), asi que no pueden calcular D + F diciendo D y después levantando
un dedo por cada letra pronunciada después de D hasta que tengan levantados F dedos. Son estos
requisitos previos para contar a partir del primer nimero los que los nifios de 5-6 afios aprenden a
medida que cuentan, suman y restan muchas, muchas veces. Por supuesto, a medida que lo van
haciendo, iran también comenzando a recordar ciertas sumas y restas como ternas de
composicién/descomposicién (como hechos numéricos).
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Conexién de la lista de los nimeros con la cardinalidad. En esencia, contar es una forma de hacer una
correspondencia uno a uno entre cada objeto (donde los objetos pueden ser cualquier cosa discreta,
desde una mufeca, a un golpe de tambor, hasta la idea de un unicornio) y un conjunto prototipico,
como el de las palabras numéricas. Por ejemplo, cuando un nifio cuenta un conjunto de siete 0sos,
establece una correspondencia uno a uno entre la lista 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y la coleccion de los osos. Para
contar los osos, el nifio recita la lista 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 mientras sefiala un nuevo oso por cada numero
recitado. Como resultado, cada oso queda emparejado con un numero, cada numero queda
emparejado con un 0so, y no hay numeros ni 0sos sin pareja una vez concluido el conteo. El
emparejamiento puede llevarse a cabo de muchas maneras diferentes (empezando por cualquiera de
los osos y continuando con cualquier otro oso como el siguiente, y asi sucesivamente), pero cada
modo particular de hacer la correspondencia uno a uno en el conteo conduce a establecer que hay
siete 0sos en el conjunto.

Una caracteristica clave del conteo de objetos es que la Ultima palabra ndmero tiene un estatus
especial, pues especifica el nimero total de elementos de una coleccién. Por ejemplo, cuando un nifio
cuenta un conjunto de siete osos, el nifio cuenta 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, sefialando un oso por cada nimero.
El ultimo nimero pronunciado, 7, no es sélo el Ultimo ndmero de la lista, sino que también indica que
hay siete osos en el conjunto (es decir, la cardinalidad del conjunto). Asi, al contar los 7 osos, el que
esta contando pasa de utilizar 7 como una referencia en el conteo (7 como el Ultimo oso contado) a
referirse a 7 en un sentido cardinal cuando se refiere a 7 como el nimero total de osos. Por tanto, el
conteo proporciona otra forma de captar la idea abstracta de que todos los conjuntos de un nimero
fijo de cosas comparten una caracteristica comin —que cuando se cuentan dos conjuntos que tienen el
mismo numero de objetos, la Ultima palabra nimero recitada sera la misma para ambos.

Otra observacion clave sobre el conteo es que, dado cualquier nimero de la lista de nimeros de
contar, el siguiente nimero de la lista indica cuantos objetos hay en un conjunto que tiene un objeto
mas que los que tienen los conjuntos correspondientes al nimero dado. Por ejemplo, si hay cinco
pegatinas en una caja y se mete una pegatina mas en la caja, entonces es posible saber, incluso sin
contarlas todas de nuevo, que ahora habra 6 pegatinas en la caja, porque 6 es el nimero siguiente en
la lista de contar. En general, el siguiente a un nimero en la lista de contar describe una cantidad que
es uno mas que la cantidad descrita por el nimero anterior.

En cierto sentido, entonces, el conteo es una suma: Cada nimero afiade (suma) uno mas a la coleccion
anterior (Figura 1). Por supuesto, si se cuenta hacia atrds, entonces se estd restando. Estas
observaciones resultan esenciales para comprender los métodos que inicialmente usan niflas y niflos
para resolver problemas de adicién y sustraccion. Ademas, cada paso en el proceso de conteo podria
pensarse como la descripcion del nimero de objetos que han sido contados hasta entonces.

1 \H

Figura 1. Cada numero de contar describe una cantidad que es uno mas de la que describe el niUmero anterior
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La lista de las palabras numero y los simbolos numéricos escritos en el sistema decimal de valor
posicional. Cada numero de la secuencia numérica tiene un Unico nombre hablado y puede ser
representado por un Unico simbolo escrito. Los nombres y simbolos de los primeros nimeros de la
lista provienen de la tradicién, pero los nombres en inglés de los primeros 10 (mas o menos) nuUmeros
de contar y los simbolos para las cifras (de 0 a 9) son arbitrarios y podrian haber sido diferentes. Por
ejemplo, en lugar de la palabra inglesa “three” ("tres"), se podria estar utilizando "bik" o "Russell" o
cualquier otra palabra, como las palabras que se utilizan para "tres" en otros idiomas. En lugar del
simbolo 3, se podria usar un simbolo de apariencia completamente diferente.

La lista de los nimeros de contar debe avanzar cada vez mas y mas, a fin de poder contar conjuntos
cada vez mayores. Asi que el problema es como dar un Unico nombre a cada nimero. Diferentes
culturas han adoptado muchas soluciones diferentes para este problema (ver, por ejemplo, Menninger,
1958/1969; ver, en el capitulo 4 de este libro?, una discusion acerca de las palabras que se utilizan para
contar en distintos idiomas). La solucion actual a este problema resulta muy eficiente, pero no fue
obvia y, de hecho, constituye un logro significativo en la historia del pensamiento humano
(Menninger, 1958/1969). Incluso aunque los nueve primeros nimeros de contar, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9,
se representan mediante simbolos diferentes, sin relacién entre si, resulta deseable que exista algun
mecanismo para continuar la lista de los ndmeros sin recurrir a la creacion indefinida de simbolos
nuevos.

El sistema de numeracion decimal (o sistema de base 10) es el ingenioso sistema que se utiliza hoy
para escribir (y decir) los nUmeros de contar (nimeros naturales). El sistema decimal permite utilizar
solo los 10 digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 para escribir cualquier nUmero como una cadena de digitos
(a este tipo de representacion escrita del nUmero se le suele llamar “numeral”).

El sistema se llama “sistema de base 10" porque utiliza 10 digitos distintos y se basa en el uso de
agrupamientos repetidos de 10. El uso de 10 Unicos digitos para escribir cualquier nimero de contar,
no importa como sea de grande, se logra mediante el uso de valor posicional. Es decir, el significado
de un digito en un numero escrito depende (de forma muy especifica) de su posicion. Los detalles
sobre el uso del sistema decimal para escribir la lista de nUmeros de contar se dan en el Recuadro 3:
Una idea clave es la creacion de unidades cada vez mayores, cuyos digitos ocupan posiciones cada vez
mas a la izquierda, tomando el valor de cada posicion 10 veces el valor del lugar previo a su derecha.
Se puede pensar hacer esto formando combinaciones de 10 del valor posicional anterior. Los valores
cada vez mayores de cada posicion permiten que cualquier nimero, no importa como sea de grande,
sea expresado como una combinacién con entre el 0 y 9 en cada posicion. De esta manera, todos los
ndmeros de contar se pueden expresar de una forma Unica como un numeral formado por una cadena
de digitos. (Ver en Howe, 2008, detalles adicionales sobre el sistema decimal y el valor posicional.)

A pesar de que la mayoria de los paises del mundo utilizan ahora este sistema de numeracién escrita,
todavia usan su propia lista de palabras para contar que tienen una relacidon cercana, o no tan cercana,
con el sistema de los numerales escritos. Las listas de palabras de contar en inglés, y en otros idiomas
europeos, tienen varios aspectos que no encajan demasiado bien con el sistema decimal y que crean
dificultades en el aprendizaje del sistema. Estas dificultades, y las formas para compensarlas, se
discuten en el Capitulo 4.

%Publicado como: National Research Council (2014). Variaciones en el desarrollo, influencias socioculturales, y
dificultades en el aprendizaje de las mateméticas. Edma 0-6: Educacién Matemadtica en la Infancia, 3(2), 1-22.

Edma 0-6: Educacion Matemadtica en la Infancia (2015) 4(2), 32-60. ISSN: 2254-8351.
http://www.edma0-6.es/index.php/edma0-6
«38s



Contenido matematico fundacional para el aprendizaje en los primeros afios
National Research Council of the National Academies

Recuadro 3
El uso del sistema de numeracion decimal para escribir la lista de los niimeros de contar

Cada uno de los nueve primeros nimeros de contar (o palabras nimero) "uno, dos, tres,..., nueve"
requieren un sélo digito para escribirse, 1, 2, 3,.. , 9. Cada digito estd en lugar de (representa)
"varias cosas” o, en otras palabras, de varias “unidades”, como se indica en la parte superior de la
Figura 2. En ella vemos cada uno de estos digitos en la “posicién de las unidades”.
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Figura 2. Sistema decimal 1

El siguiente niUmero de contar, el diez, requiere dos digitos para escribirse. El 1 significa 1 decena y
el 0 significa 0 unidades, y el 10 representa la cantidad conjunta de 1 decena y 0 unidades. Esta
forma de describir y escribir el nimero diez requiere pensar en él como un Unico grupo de diez; en
otras palabras, como una nueva entidad por derecho propio, que se crea uniendo 10 cosas
separadas para formar un nuevo todo coherente, como se indica en la Figura 2 al mostrar 10
puntos agrupados que forman una nueva unidad de diez (la decena).

En cada uno de los siguientes nimeros de contar de dos digitos, 11, 12, 13, 14, 15,..., 20, 21, 22,...,
30, 31,..., 97, 98, 99, el digito de la derecha indica esas mismas unidades, por lo que se dice que
este digito se encuentra en la "posicion de las unidades", y el digito de la izquierda indica esas
mismas decenas, por lo que decimos que esta en la posicion de las decenas; el nimero representa
la cantidad combinada de las decenas y unidades indicadas por cada digito. Por ejemplo, en 37, el
3 significa 3 decenas, el 7 significa 7 unidades, y 37 representa la cantidad combinada de 3 decenas
y 7 unidades. Es importante advertir que a partir del 20 en adelante, la forma de decir las palabras
numero sigue un patrén regular que encaja con la forma en que estos nimeros se escriben. Sin
embargo, la forma en que se dicen del 11 al 15 (en inglés del 11 al 19) no se ajusta a este patrén.
De hecho, de 11 al 15 se dice al revés, porque el digito de las unidades se pronuncia antes que el
digito de las decenas (on-ce, do-ce, tre-ce, cator-ce).

El nimero 99 es el Gltimo numero de contar de dos digitos, y representa la cantidad combinada de
9 decenas y 9 unidades (ver Figura 3). El siguiente nUmero de contar sera el nUmero de puntos que
hay cuando se afiade un punto mas a los puntos que hay a la izquierda de la Figura 3. Este punto
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adicional "completa" un grupo de diez, tal como aparece en el medio de la Figura. Ahora hay 10
decenas, pero no existe una cifra que pueda mostrar tantas decenas en la posicién de las decenas.
Asi que las 10 decenas se agrupan para formar un nuevo todo coherente, como se indica a la
derecha de la Figura 3, que se llama una centena. De 0 a 9 centenas pueden marcarse en la
posicion que hay a la izquierda de la posicion de las decenas, que se llama posicidn de las
centenas. Asi que el siguiente nimero de contar, que viene después de 99, se escribe como 100, en
el que el 1 significa 1 centena, y los ceros representan 0 decenas y 0 unidades.

+ 1

LOLLL HHLD

99 ;Cémo se escriben 10 decenas? 100

Figura 3. Sistema decimal 2

El sistema de numeracion decimal tiene una modo sistematico de formar nuevas unidades mas
grandes mediante el agrupamiento de cada 10 unidades de la posicidn anterior y el registro de la
nueva unidad en una posicién mas a la izquierda a la posicién correspondiente a las diez unidades
agrupadas. Asi como 10 unidades forman una nueva unidad de 10 (la decena), que se apunta a la
izquierda de la posicion de las unidades, 10 decenas forman una nueva unidad de cien (la centena),
gue se registra a la izquierda de la posiciéon de las decenas, y 10 centenas forman una nueva
unidad de 1000, que se apunta a la izquierda de la posicion de las centenas. Este patrén se puede
extender cuanto deseemos a nuevos lugares a la izquierda.

2.2. El nicleo de relaciones y operaciones

Los numeros no existen de manera aislada. Forman un sistema coherente en que los nimeros se
pueden comparar, sumar, restar, multiplicar y dividir. Del mismo modo que los nimeros son
abstracciones de la nocién de cantidad, las relaciones "menor que", "mayor que" e "igual que" y las
operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisibn son abstracciones de la comparacion,
combinacién y separacidn de cantidades. Estas relaciones y operaciones se aplican a una amplia
variedad de problemas. Las partes media y final del Recuadro 2 resumen el nucleo relaciones y
operaciones para nifios pequefios (que sélo afecta a la suma y la resta, y no a la multiplicacion o la
division).

Comparacion

En algunos casos, resulta evidente visualmente que hay mas cosas en una coleccién que en otra, como
en el caso de los dos conjuntos de cuentas que se muestran en la parte superior de la Figura 4. Pero
en otros casos no es claro de inmediato qué coleccion tiene mas elementos (o si tienen igual nimero).

Una forma baésica de comparar dos colecciones de objetos es por emparejamiento (correspondencia
uno a uno, como en el centro de la Figura 4). Si un nifio tiene una coleccion de cuentas negras y otra
coleccion de cuentas blancas, y si estas colecciones estan préximas una de la otra, el nifio puede
colocar cada cuenta de color negro con una Unica perla blanca. Si hay al menos una cuenta blanca de
sobra, entonces hay maés blancas; si por lo menos hay una negra de mas, entonces hay mas negras. Y si
no sobra ninguna cuenta, entonces los dos grupos tienen el mismo nimero de cuentas (aunque es
posible que no se sepa, y tampoco es necesario saber, de qué nimero se trata exactamente).
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Cuando el emparejamiento no es posible, se puede contar el nimero de cuentas de dos colecciones
para determinar qué coleccion tiene mas cuentas o si ambas tienen el mismo numero. Una
observacién clave sobre el uso del conteo para comparar es que una palabra nimero recitada después
en la lista de palabras de contar corresponde a una coleccién que tiene un mayor nimero de objetos
gue una coleccién correspondiente a una palabra nimero anterior en la secuencia. Por ejemplo, se
sabe que hay mas cuentas en una coleccién de ocho cuentas negros que en una coleccion de siete
cuentas blancas, porque “ocho” aparece después de “siete” en la lista de palabras de contar (ver la
parte inferior de la Figura 4). Contar, en consecuencia, proporciona un método mas avanzado de
comparar conjuntos de cosas que el emparejamiento, porque se basa en el conocimiento que tenemos
sobre como se comparan los numeros. Contar es también una forma mas efectiva de comparar
conjuntos de cosas que el emparejamiento, porque permite comparar conjuntos que no estan cerca.

°® o 900 Visualmente, podemos

L] 000 decir que hay més cuentas
®e® 090 ©00° blancas

[+) que negras.
_ z
° : ® fe) 0O ¢Hay mas cuentas negras,
o 00 00 g mas blancas, o hay el
o mismo numero de ambas?

Comparacién por

® o ® o o0 ® o o correspondencia uno a uno:
© o © o0 00 o0 Hay més cuentas negras.
Comparacion por conteo.
°® Contamos ocho y después
e ® O o 0 siete, asi que ocho cuentas
o, 00 °%o negras son mas que siete
° blancas.
“Uno, dos, tres, “Uno, dos, tres,
cuatro, cinco, cuatro, cinco,
seis, siete, ocho.” seis, siete.”

Figura 4. Comparacién

Un punto clave sobre la comparacién de colecciones de objetos es que el conteo se puede utilizar
para hacerlo, y que esta posibilidad se basa en la relacién que hay entre la lista de los nUmeros de
contar y la cardinalidad: Los nUmeros mas avanzados en la lista describen mayores cardinalidades que
los niUmeros previos de la lista. Averiguar qué coleccién es mayor que otra coleccién es mas facil que
determinar exactamente cudntos elementos mas tiene una coleccion que la otra, lo que puede
formularse como un problema de suma o resta. Esta versidon mas especifica de la comparacion se
discutira en el siguiente apartado.

Los problemas verbales y las situaciones de adicion y sustraccion

La adicién y la sustraccién se utilizan para relacionar cantidades antes y después de combinarlas, quitar
una a la otra, establecer relaciones entre las partes o el total de una cantidad, o indicar con precisién
cual es la diferencia al comparar dos cantidades. Los problemas verbales y las situaciones que pueden
formularse con la adicion o la sustraccidn aparecen en una amplia variedad, que no se reduce a los
problemas verbales mas sencillos y habituales de "afadir” y "quitar". Las estrategias que los nifios
pequefios pueden usar para resolver los problemas verbales de adicidon y sustraccion, de nuevo, se
basan en una relacién fluida entre la lista de palabras nimero y la cardinalidad. Mas adelante (mas o
menos en primero de primaria) surgen también métodos basados en la descomposicion de nimeros y
en una comprension inicial del sistema de base 10, a saber, que los nimeros del 11 a 19 pueden verse
como una decena y algunas unidades.

Edma 0-6: Educacion Matemadtica en la Infancia (2015) 4(2), 32-60. ISSN: 2254-8351.
http://www.edma0-6.es/index.php/edma0-6
41



Contenido matematico fundacional para el aprendizaje en los primeros afios
National Research Council of the National Academies

El Recuadro 4 describe los diferentes tipos de problemas verbales o situaciones que se pueden
formular con la adicion o la sustraccidn. Visto desde una perspectiva mas avanzada, la mayoria de
estas situaciones se pueden formular de forma natural con una ecuacion de la forma

A+B=CoA-B=C

en las que se conocen dos de los tres nUmeros en la ecuacién y el problema consiste en determinar el
otro niumero que hace que la ecuacién sea verdadera. Los tipos de situaciones que se formulan
naturalmente con estas ecuaciones son las situaciones de cambio creciente y cambio decreciente, las
de combinacion y las de comparacion.

Recuadro 4

Tipos de situaciones de adicion y sustracciéon
Situaciones de cambio creciente y decreciente

Las situaciones de cambio presentan la evolucién de una cantidad a través de tres etapas en el
tiempo: inicial, cambio y final. La mayoria de los nifios, antes de primer curso de primaria, resuelven
solo problemas en los que la cantidad desconocida es la final. En primero de primaria, cualquier
cantidad puede ser la incognita. Los problemas con la cantidad inicial desconocida son mas dificiles
que los que tienen la cantidad de cambio desconocida, mas dificiles a su vez que los problemas
con la incdgnita en la cantidad final.

Cambio creciente: cantidad inicial + cantidad de cambio = cantidad final: "Habia dos
conegjitos sentados en la hierba. Otro conejito salt6é hacia alli. ;Cuantos conejos hay en la
hierba ahora?"

Cambio decreciente: cantidad inicial — cantidad de cambio = cantidad final: "Habia cuatro
manzanas en la mesa. Me comi dos manzanas. jCuantas manzanas hay en la mesa
ahora?"

Situaciones de combinacion: juntar y separar

En estas situaciones, la accién suele ser mas conceptual que fisica y puede implicar el uso de un
término mas general como "animal™: "Jaime tiene un caballo y dos perros. ;Cuantos animales
tiene?"

En las situaciones de juntar, dos cantidades se unen (o se consideran conjuntamente) para formar
una tercera cantidad: "Hay dos manzanas rojas y una manzana verde en la mesa. ;Cuantas
manzanas hay en la mesa?"

En las situaciones de separar, una cantidad total se “rompe” para formar dos cantidades: "La abuela
tenia tres flores. jCuantas puso en el florero rojo y cuantas en el florero azul?"

Estas son situaciones de composicion y descomposicion de nimeros en las que las nifias y los
nifos cambian de pensar en el total a pensar en los sumandos (las partes). Trabajar con diferentes
numeros les ayuda a aprender ternas de nimeros ligados por esta relacion parte-parte-todo, que
pueden aplicar después en la adicidén y en la sustraccion. Se espera que con el tiempo y con la
préactica, los alumnos lleguen a pensar en situaciones numéricas “anidadas” en las que se considera
al total y a los dos sumandos (compafieros) “escondidos dentro del total” simultdineamente, en
lugar de tener que cambiar de un sentido al otro (partes — total o total — partes).
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Las igualdades en las que aparece el total solo a la izquierda representan estas situaciones de
separar (descomponer): 3 = 2 + 1. Estas igualdades facilitan la comprensién de que el signo igual
no siempre significa “da como resultado”, sino que también puede significar “es el mismo nimero
que”, lo que ayuda en la comprensidn posterior del algebra.

Situaciones de comparacion

Los nifios aprenden primero las relaciones de comparacién igual que, mayor, y menor que, para
dos grupos de objetos o para dos nimeros. Descubren cudl es el mayor y cual es menor (o si son
iguales), mediante el emparejamiento (correspondencia uno a uno) o el conteo.

En torno a primero de primaria, nifias y nifios descubren la tercera cantidad implicada en una
situacion de “mas que”/'menos que”: la cantidad de méas o de menos (la diferencia). Los nifios
pueden entonces resolver problemas de comparacion aditiva en los que se compara una cantidad
mayor con otra menor para determinar la diferencia entre ambas. Son capaces de escribir
diferentes igualdades para mostrar este tipo de comparaciones que pueden seguirse resolviendo
por correspondencia uno a uno o conteo. Como en las demas situaciones de adicién y sustraccion,
cualquiera de las tres cantidades puede ser la incognita. El lenguaje que describe estas situaciones
es complejo, porque la expresidn comparativa nos da dos tipos de informacion. "Julia tiene seis
mas que Lucia" nos dice que "Julia tiene mas de Lucia", y que la cantidad de mas (la diferencia) es
seis. Esta es una estructura lingUistica dificil de comprender y de utilizar para los pequefios.

NOTA: Los investigadores utilizan diferentes nombres para este tipo de situaciones de adicién y sustraccién, y
se pueden hacer distinciones mas finas dentro de estas categorias. Sin embargo, hay un acuerdo generalizado
sobre los tipos basicos de situaciones problematicas, a pesar del uso de diferentes terminologias.

En las situaciones de cambio creciente y cambio decreciente, hay una cantidad inicial (A), una cantidad
en la que esta cantidad inicial cambia (B), y la cantidad resultante (C). Los problemas en los que Ay B
son las cantidades conocidas y debe determinarse C son los problemas clasicos, mas facilmente
reconocibles de adicion y sustraccion. La inversidon de la accion en situaciones de cambio creciente y
cambio decreciente muestra la conexidn entre la adicion y sustraccion. Por ejemplo, si Whitney tenia 9
dinosaurios y regal6 3, jcuantos dinosaurios le quedaron a Whitney? Este problema puede formularse
con la ecuacién de sustraccion, 9 — 3 = ;? Si comienza con los dinosaurios que le quedan a Whitney, y
luego recupera los 3 dinosaurios regalados, conseguira sus 9 dinosaurios iniciales, lo que se puede
expresar con la ecuacion de adicidon ;? + 3 = 9. Los problemas de sustraccidn, por tanto, pueden
reformularse en términos de adicion, lo que conecta la sustraccion con la adicion.

En las situaciones de combinacion, hay dos partes, Ay B, que juntas forman una cantidad total, C. Estas
situaciones se formulan de un modo natural con una ecuacién de adicion, A + B = C.

Los problemas de cambio creciente, cambio decreciente, y combinacion en los que A o B (la cantidad
inicial, la cantidad de cambio, o una de las dos partes) es la incognita implican una interesante
inversion entre la operacién con la que se formula el problema y la operacion que se puede utilizar
para resolver el problema desde una perspectiva mas avanzada. Por ejemplo, considera este problema
de "cantidad de cambio desconocida": "Matt tenia 5 cartas. Después de obtener algunas mas, tiene 8.
;Cuantas cartas consiguié Matt?" Este problema se puede formular con la ecuacion de adicién 5 + §? = 8.
Aunque los nifios pequefios suelen resolver este problema afladiendo a 5 hasta que llegan a 8 (con
cartas reales u otros objetos), las nifias y niflos mayores y los adultos pueden resolver el problema
restando, 8 — 5 = 3, utilizando la operacion opuesta a la de la ecuacién de adicion empleada para
formular el problema.
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Las situaciones de comparacion afectan a comparaciones “afinadas” entre dos cantidades diferentes, A
y C en las que, en lugar de decir simplemente que A es mayor que, menor que, o igual a C, la situacién
consiste en determinar la cantidad exacta en la que las dos cantidades difieren. Si C es B mas de A,
entonces la situacion se puede formular con la ecuacién A + B = C. Si C es B menos de A, entonces la
situacion se puede formular con la ecuacion A — B = C. Tomar en consideracion la diferencia, B,
requiere crear conceptualmente una coleccion que no existe fisicamente separada de otras de la
situacion. Esta diferencia es, o bien la parte de la coleccién mas grande que no coincide con la
coleccién mas pequeia al emparejar ambas colecciones, o esta formada por los objetos que deben ser
anadidos a la coleccion mas pequefia para que coincida con la coleccién mas grande. Por supuesto,
estos emparejamientos se pueden hacer mediante el conteo y con numeros en lugar de utilizar la
correspondencia uno a uno. Se debe tener en cuenta que estas situaciones se llaman de comparacion
aditiva incluso cuando se formulan con una ecuacién se sustraccién (A — B = C, cuando C es B menos
que A) para distinguirlas de las situaciones de comparacidon multiplicativa, que se pueden formular en
términos de multiplicacion o division. Los alumnos resuelven los problemas de comparacién
multiplicativa en cursos avanzados de educacion primaria.

En las situaciones de separar, hay una cantidad total, C, conocida y el problema consiste en encontrar
las maneras de romper la cantidad en dos partes (que no tienen por qué ser iguales). Las situaciones
de separar (Nota del tr.: Son situaciones de descomposicion aditiva) se expresan de forma mas natural
si las formulamos con una ecuacion de la forma

C=A+8B

en la que C es conocida y deben encontrarse todas las posibles combinaciones de A y B que hacen
verdadera la ecuacion. Normalmente hay muchos valores diferentes de A y B que hacen que la
ecuacién sea verdadera.

3. Contenidos de geometria y medicion

La geometria y la medicidon nos proporcionan sistemas adicionales de gran valor para describir,
representar y comprender el mundo. Ambas sustentan diversas actividades humanas, como la ciencia,
la ingenieria, el arte y la arquitectura. La geometria es el estudio de las formas y el espacio, incluyendo
tanto el espacio bidimensional (2-D) como el tridimensional (3-D). La medicién consiste en determinar
el tamafo de formas, objetos y regiones, las cantidades de materia, o en cuantificar otros atributos. A
través del estudio de la geometria y la medicion, nifias y nifos pueden comenzar a desarrollar formas
de estructurar mentalmente el espacio y los objetos a su alrededor. Ademéas, ambas facilitan un
contexto para que los alumnos profundicen en el desarrollo de su razonamiento matematico.

Cada objeto 3-D o forma 2-D, incluso los mas simples, ofrecen multiples aspectos en los que fijarse: la
forma global, las partes especificas, las caracteristicas del objeto o la forma, y las relaciones entre estas
partes y con la totalidad del objeto o forma. Para determinar el tamafio de una forma u objeto,
primero hay que decidir en qué aspecto particular o atributo medible centrarse.

El espacio (tanto el tridimensional, como el bidimensional) podrian verse inicialmente como un todo
vacio y no estructurado, pero los objetos que se sitlan o se mueven en el espacio comienzan a
estructurarlo. Los inicios de la estructura cartesiana del espacio, una idea central en matematicas, se
ven cuando se colocan cuadrados iguales en disposicién de matriz, con filas y columnas que forman
rectdngulos mayores y cuando los cubos se apilan vertical y horizontalmente creando estructuras con
forma de caja de mayor tamafo. Estos son también ejemplos de procesos méas generales de
composicién y descomposicién de formas y objetos. Estos procesos son parte del fundamento del
razonamiento que se desarrolla mas adelante sobre las fracciones y sobre el drea y el volumen.
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Ver o imaginar un objeto desde diferentes perspectivas en el espacio y mover o imaginar cémo se
mueve un objeto a través del espacio hasta situarse en un lugar concreto establece vinculos entre las
relaciones espaciales y las partes y caracteristicas de los objetos y las formas.

Del mismo modo que los nimeros son abstracciones de las cantidades, las formas ideales, teoricas
(2-D y 3-D) de la geometria son abstracciones de sus versiones fisicas aproximadas. Los angulos en
una hoja de papel rectangular no son exactamente angulos rectos, los bordes de la hoja no son
segmentos perfectamente rectos, y el papel, no importa como sea de delgado, tiene cierto grosor, lo
que convierte a la hoja en un sélido tridimensional mas que en una forma bidimensional. Las
mediciones de los objetos fisicos reales nunca son exactas tampoco. Aun asi, los razonamientos
validos sobre formas geométricas ideales y las mediciones teoricas ideales tienen sentido al realizarse
con formas y medidas fisicas aproximadas.

3.1. Medicién

En su forma mas basica, la medicidn es el proceso de determinar el tamafo de un objeto. Pero el
tamafio de un objeto puede describirse de diferentes maneras, dependiendo del atributo que se elija.
Por ejemplo, el tamafio de una torre de cubos de madera puede describirse como la altura de la torre
(una longitud) o en términos del nimero de cubos que hay en la torre (un volumen). El tamafio del
suelo de una habitacion cubierto de azulejos cuadrados se puede describir en términos del nUmero de
azulejos (un area). Los atributos medibles méas importantes en matematicas son la longitud, el area y el
volumen.

Para medir una cantidad (con respecto a un atributo medible dado, como la longitud, area o volumen),
debe elegirse una unidad. Una vez que se ha elegido una unidad, el tamafio de un objeto (con
respecto al atributo medible dado) es el nimero de unidades necesarias para formar (el atributo
elegido de) el objeto. Para la longitud, podria elegirse como unidad una barra o un palo, por ejemplo,
de 1 pie de largo (Nota: 1 pie son 30,48 cm). Con respecto a dicha unidad de longitud, la longitud de
un tren de juguete es el nimero de los palos (todos idénticos) necesarios para poner en fila, juntando
los extremos de los palos, a lo largo del tren desde la parte delantera hasta el final.

Para el area, puede elegirse como unidad un azulejo cuadrado de una pulgada de lado (Nota: 1
pulgada son 2,54 cm). Con respecto a dicha unidad de area, el area de una bandeja rectangular seria el
nimero de azulejos (todos idénticos) necesarios para cubrir la bandeja sin huecos ni solapamientos.
Aunque no es necesario que se utilicen cuadrados como unidades de area, estos constituyen unidades
especialmente Utiles porque se alinean formando filas y columnas perfectamente organizadas que
permiten rellenar regiones rectangulares por completo sin huecos ni solapamientos.

Para el volumen, puede elegirse como unidad un bloque de madera con forma de cubo, de una
pulgada de arista. Con respecto a dicha unidad de volumen, el volumen de una caja seria el nimero de
cubos (todos idénticos) necesarios para llenar la caja sin dejar espacios. Aunque los cubos no tienen
por qué ser utilizados como unidades de volumen, constituyen unidades especialmente Utiles porque
se alinean en filas y columnas y se apilan en capas bien organizadas para rellenar la caja de forma
completa y sin dejar huecos.

Una vez se ha elegido una unidad, una medida es un niumero de esas unidades (por ejemplo, 3
pulgadas, 6 pulgadas cuadradas, 12 pulgadas cubicas). Asi que la medida es una generalizacién de la
cardinalidad, que describe la cantidad de cosas que hay en una coleccion. Para niflas y nifios
pequeios, las mediciones generalmente se limitan a nUmeros naturales, pero la medicién es un
contexto natural en el que surgen las fracciones. Para llenar un cubo con arena, un nifio puede vaciar 4
tazas llenas de arena en el cubo y otra taza que solo contenga arena hasta la mitad, de modo que el
volumen del cubo sea aproximadamente de 4 tazas y media (4 %2 tazas).

Edma 0-6: Educacion Matemadtica en la Infancia (2015) 4(2), 32-60. ISSN: 2254-8351.
http://www.edma0-6.es/index.php/edma0-6
45,



Contenido matematico fundacional para el aprendizaje en los primeros afios
National Research Council of the National Academies

Una idea importante pero sutil acerca de las unidades, que los pequefios van aprendiendo poco a
poco, es que al medir un objeto, cuanto mayor sea la unidad utilizada para medir, menor sera el
nimero total de unidades. Por ejemplo, supongamos que hay dos tamafos de barras para utilizar
como unidades de longitud: barras cortas y barras mas largas. Se necesitan mas barras cortas que
barras largas para medir la misma longitud. En otras palabras, hay una relacion inversa entre el tamafo
de la unidad de medicién y el nimero de unidades necesarias para medir.

También es posible que nifias y nifios pequefios no comprendan la importancia del uso de unidades
estandar, que permiten comparar objetos muy separados en el espacio o en el tiempo.

3.2. Formas bidimensionales (2-D)

Las formas de la naturaleza, como las flores, las hojas, los troncos de los arboles y las rocas, son
complejas, intrincadas, y tridimensionales mas que bidimensionales. Por el contrario, las formas 2-D
familiares que se estudian en geometria, como los tridngulos, rectdngulos y circulos, son relativamente
simples. En comparacién con la mayoria de las formas del mundo natural, estas formas son
relativamente faciles de dibujar o crear y también de describir y analizar. Muchos objetos
manufacturados, como las mesas y los electrodomésticos, tienen partes que son aproximadamente
triangulos, rectdngulos, o circulos. Muchas formas del mundo natural son aproximadamente
combinaciones de partes de estas formas geométricas simples. Por ejemplo, una hoja de abedul puede
parecerse a un tridngulo unido con un semicirculo.

Aunque las formas geométricas pueden describirse y se puede hablar sobre ellas de manera informal y
a los nifios se les pueden decir solo los nombres de algunos ejemplos prototipicos de estas formas
(para saber a cual nos referimos y hablar de ellas), estas formas también tienen definiciones
matematicas, que los maestros deben conocer.

Partes y caracteristicas de las formas bidimensionales (2-D)

Las formas geométricas tienen partes y caracteristicas que pueden observarse y analizarse. Todas las
formas tienen una "regién interior" y un "borde exterior". Distinguir la regién interior de una forma
bidimensional de su frontera o borde exterior serd un fundamento especialmente importante para la
comprension de la distincion entre el perimetro y el area de una forma en cursos posteriores. A
excepcion de los circulos, el borde exterior de las formas geométricas bidimensionales comunes
consta de lados rectos, y la naturaleza de estos lados y las relaciones entre ellos, son caracteristicas
importantes de una forma. Podemos fijarnos en el nimero de lados y en la longitud relativa de los
lados: ;Son todos los lados de la misma longitud, o son algunos lados mas largos que otros? Dos
lados que se juntan, lo hacen en un punto (informalmente, esquina) o vértice. Una observacion
interesante es que el nUmero de vértices coincide con el nimero de lados. En este caso, podemos
fijarnos en el angulo formado por los lados que se unen en el vértice. En algunas formas, todos los
angulos son iguales, como en los rectangulos. En algunas formas, algunos angulos son iguales y otros
diferentes, como en un rombo que no es cuadrado (Nota tr.: los cuadrados se consideran como un
caso particular de rombo). El estudio de la geometria no consiste solo en ver las formas como
totalidades; consiste en la busqueda y el analisis de sus propiedades y caracteristicas.

Caracteristicas adicionales de las formas bidimensionales mds alla de sus caracteristicas definidoras

En el estudio de las formas, los nifios pueden dirigir su atencion a diversas caracteristicas y rasgos
diferentes de una forma dada. Pero desde un punto de vista mas avanzado, los matematicos han
elaborado definiciones precisas sobre las formas seleccionando soélo algunas de las caracteristicas de
una forma como caracteristicas definitorias. Por ejemplo, la definicion de un tridngulo como una forma
bidimensional con tres lados. Un tridngulo también tiene tres vértices y tres angulos, pero estos no son
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mencionados en la definicién de tridngulo. Del mismo modo, los lados opuestos de un rectangulo
tienen la misma longitud, pero esto no se menciona en la definicién de rectangulo. Los nifios, sin
embargo, pueden observar y describir estas propiedades adicionales de las formas geométricas. Por
ejemplo, si se pliega una hoja de papel (rectangular) dobldndola por la mitad, se puede ver que los
lados opuestos del rectangulo tienen la misma longitud. El rectdngulo no se ha construido con el
propodsito explicito de hacer los lados opuestos con la misma longitud, sin embargo, el resultado es
ese. Del mismo modo, si unimos cuatro palillos por sus extremos formando un cuadrilatero y si hemos
elegido los palillos de modo que los lados opuestos tengan la misma longitud, puede verse que los
angulos opuestos son también iguales. Aunque la forma no ha sido construida con la intencion
explicita de formar dngulos opuestos iguales, no obstante, asi resulta.

3.3. Formas tridimensionales (3-D)

Las formas geométricas tridimensionales simples més habituales son los cubos, prismas, cilindros,
piramides, conos y esferas. Muchos objetos comunes son versiones aproximadas de estas formas
ideales tedricas. Por ejemplo, un ladrillo es un prisma rectangular, y un gorro de fiesta puede tener la
forma de un cono. Al igual que ocurre con las formas bidimensionales, el estudio de las formas
tridimensionales no consiste solo en ver estas formas globalmente como totalidades y aprender sus
nombres, sino también en buscar y analizar sus propiedades y rasgos distintivos.

Las formas geométricas tridimensionales tienen partes y caracteristicas observables. Todas las formas
tienen un "interior" y una "superficie exterior". La superficie exterior puede constar de varias partes.
Por ejemplo, la superficie exterior de un prisma puede tener varios rectdngulos. Si la superficie exterior
de una forma 3-D consiste en superficies planas, estas suelen a menudo llamarse caras. Por ejemplo,
un bloque de construccion de madera alargado (forma de ladrillo) tiene dos caras en cada extremo
gue son pequefios rectangulos y cuatro caras que las unen que son rectangulos alargados. Las caras
estan unidas a lo largo de sus lados rectos (las aristas), y las aristas se encuentran en puntos llamados
vértices. Los niflos pueden observar que algunas formas (como ese bloque de edificios) tienen pares
de caras en lados opuestos que son iguales (congruentes). Nifias y nifios también pueden observar
que algunas formas, como los cilindros (como un poste o una lata), conos (como un gorro de fiesta) y
esferas (como una pelota), tienen superficies externas que no son planas.

Aunque la superficie exterior de una forma 3-D suele ser visible, a menos que la forma sea cortada y se
mantenga abierta, la forma esté hecha de plastico transparente, o la forma sea hueca y se pueda quitar
una cara para ver el interior, por lo general uno debe imaginar y visualizar el interior. Una excepcion
son las habitaciones, que suelen tener (mds o menos) forma de prisma rectangular, y que se
experimentan desde el interior. Distinguir el interior de una forma 3-D de su superficie exterior
constituye un importante fundamento para la comprensién de la distincidon entre el area lateral y el
volumen de una forma tridimensional en cursos posteriores.

3.4. Composiciéon y descomposiciéon de formas

Asi como 10 unidades pueden componerse para formar una unidad de 10 (la decena), las formas
también se pueden componer para crear nuevas formas, mas grandes. Y al igual que una decena se
puede descomponer en 10 unidades, asi también las formas pueden descomponerse para hacer
nuevas formas, mas pequefas. La Figura 5 presenta algunos ejemplos de relaciones entre formas
obtenidas a través de la composicion y descomposicién de formas basadas en tridngulos equilateros. La
Figura 6 muestra relaciones entre formas obtenidas por composicion y descomposicién de rectdngulos.
La composicién y descomposicién de figuras bidimensionales es una base importante para la
comprension del drea en cursos posteriores. En particular, ver los rectdngulos como composiciones de
filas y columnas de cuadrados, como se muestra en la Figura 6, es clave para la comprensiéon del area
del rectdngulo.
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Figura 5. Relaciones entre formas basadas en tridngulos equilateros

Algunas relaciones entre formas
basadas en triangulos equilateros.

Ver un rectangulo como si estuviera compuesto (o descompuesto)
en filas o en columnas, tiene relacién con ver el mismo rectangulo
como filas y columnas de cuadrados.
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Figura 6. Relaciones entre rectangulos

Del mismo modo, componer y descomponer formas tridimensionales es un importante fundamento
para la comprension del volumen en cursos posteriores. En particular, la visualizacién de prismas
rectangulares como compuestos de capas de filas y columnas de cubos es clave para comprender el
volumen de los prismas rectangulares (ver Figura 7). Ademas, el razonamiento sobre fracciones a
menudo se da en un contexto de razonamiento sobre la descomposicién de formas en partes. La
composicién y descomposicién se discuten con mayor detalle en la seccidn sobre conexiones
matematicas a través de las areas de contenido y con las matematicas posteriores.

3.5 El movimiento, la posicion relativa, y la estructuracién espacial

Parte del estudio de la geometria consiste en el andlisis del espacio bidimensional y el tridimensional.
La tabla plana de una mesa o una hoja de papel (que imaginariamente se extienden infinitamente en
todas direcciones) es un modelo para el espacio 2-D. El espacio alrededor nuestro es un modelo para
el espacio 3-D. Para los nifios pequefios, el estudio del espacio comienza con el movimiento a través
del espacio y con la descripcion de la posicidn relativa en el espacio.

2 "pisos”, cada piso podria también
descomponerse en filas o en columnas.

W

Figura 7. Visualizacion de una caja rectangular como compuesta de capas de filas y columnas
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El espacio estd orientado por la posicion relativa. Piensa en un objeto en un lugar fijo en el espacio
3-D. Otro objeto puede estar encima o debajo del objeto fijo, que indica una posicién relativa a lo
largo de un eje vertical (recta). Otro objeto puede estar delante o detras del objeto fijo, o puede estar
a la izquierda o derecha del objeto fijo. Estas dos descripciones indican la posicion relativa a lo largo
de dos ejes horizontales distintos y perpendiculares (rectas). Una forma equivalente a esta para
comenzar a estructurar el espacio es unir cuadrados en matrices de filas y columnas para el espacio
2-Dy apilar cubos en capas formadas por filas y columnas para el espacio 3-D.

Aunque los objetos se pueden mover por el espacio de muchas formas diferentes, en el espacio 2-D
(piensa en una forma bidimensional en una mesa) hay algunos movimientos especiales, de particular
interés en la geometria avanzada, que también son accesibles para nifias y nifios pequefos. Utilizando
una terminologia (mas informal) de educacién primaria, estos movimientos se llaman deslizamientos,
volteos y giros (y en etapas escolares mas avanzadas se les llama traslaciones, reflexiones y rotaciones).
Un deslizamiento mueve una forma en una sola direccién una distancia especificada sin rotar la forma.
Un volteo refleja la forma a través de una linea (de modo que la parte superior e inferior de la forma se
invierten). Un giro rota la forma alrededor de un punto fijo con una cantidad especifica de rotacion
(por ejemplo, media vuelta o un cuarto de vuelta). (Técnicamente, el punto que hace de centro de
rotacion no es necesario que sea el centro de la forma o incluso que esté dentro de la forma, aunque
para los nifios pequefios suele elegirse de esa manera.)

4. Objetivos de procesos matematicos

Ademas de llegar a comprender los conceptos matematicos especificos tratados hasta ahora, nifias y
nifos deben desarrollar su competencia en los procesos de razonamiento que se utilizan en
matematicas. En esta seccidén describimos dos tipos de procesos matematicos: (1) procesos generales
de razonamiento matematico, que ocupan un lugar central en cada area de contenido y en todos los
niveles de las matematicas, y (2) procesos especificos de razonamiento matematico, que forman un
entramado a través de varias areas de contenido diferentes. Debe advertirse que varios de los
procesos especificos de razonamiento ya han sido abordados al tratar el nimero, la geometria, y la
medicion. De hecho, dichos procesos especificos constituyen ideas transversales muy potentes que
conectan multiples conceptos, procedimientos o problemas y pueden favorecer que los nifios comiencen
a detectar la coherencia a través de los temas que es propia de las matematicas. Uno de los principales
objetivos de la educacién infantil debe ser estimular y fomentar el razonamiento matematico.

4.1. Procesos generales de razonamiento matematico

El Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM) ha identificado cinco estandares de
procesos esenciales para un aprendizaje y ensefianza significativos y sustanciales de las matematicas
(Consejo Nacional de Profesores de Matematicas, 2000): (1) Representacion (que incluye analizar las
representaciones matematicamente y visualizarlas internamente), (2) resolucion de problemas, (3)
razonamiento, (4) conexién, y (5) comunicacidn. Estos procesos son vehiculares para que los nifios
profundicen, amplien, elaboren y perfeccionen su pensamiento y para que exploren ideas y lineas de
razonamiento. Segun el NCTM, estos procesos deben ir continuamente entrelazados a través de la
ensefianza y el aprendizaje de los contenidos matematicos, incluso en la educacion infantil.

La representacién ocupa un lugar central en las matematicas. Las matematicas, en todos los niveles
educativos, utiliza imagenes simplificadas o diagramas para representar una situacion y someterla a un
analisis matematico. Por ejemplo, una nifia escucha el cuento de los tres osos. Al hacerlo, crea una
imagen mental de los tres, con el papéa oso de un tamafio mayor, la mamé osa después y, por ultimo,
el bebé osezno. Realiza un dibujo de los tres, o quiza utiliza figuras de palo, o incluso lineas. Todas
ellas son representaciones —la imagen mental, el dibujo, las figuras de palo y las lineas. Nifias y nifios
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pueden usar las representaciones para razonar sobre los objetos y para explorar ideas acerca del
tamafo. ;Es la mama osa menor que el papa oso? ;Es también mayor que el osezno? ;Co6mo puede
ser a la vez mayor y menor (grande y pequefia)? Mucho mas tarde, el alumno podra representar esta
situacion como A>B y B>C y razonar que, en este caso, entonces A>C. Aqui las representaciones son
matematicas en el sentido convencional. Pero cuando se utilizan para comprender una situacion
cuantitativa o geométricamente, las imagenes y los dibujos esquematizados no son menos
matematicos que las representaciones del tipo de los numerales escritos con cifras o las ecuaciones,
universalmente reconocidas como matematicas.

De acuerdo con los educadores matematicos, "la resolucién de problemas y el razonamiento son el
corazén de las matematicas” (Asociacion Nacional para la Educacidén de los Nifios Pequeiios y el
Consejo Nacional de Profesores de Matematicas, 2002, p. 6). De hecho, resolver problemas es tanto un
objetivo de aprendizaje de las matematicas como un mecanismo para lograrlo. Los pequefios
necesitan ayuda para formular, enfrentarse a los problemas y resolverlos y para reflexionar sobre el
razonamiento que emplean al hacerlo. Mediante el desarrollo de su capacidad de razonar
matematicamente, nifias y nifios comienzan a detectar patrones o regularidades en el mundo a través
de las ideas matematicas que se les van presentando. Cada vez se vuelven mas sofisticados en su
capacidad para reconocer y analizar las matematicas inherentes en el mundo que les rodea.

La conexion y la comunicacién son particularmente importantes en la educacién infantil. Nifias y nifios
deben aprender a describir su pensamiento (razonamiento) y los patrones que descubren, y deben
aprender a utilizar el lenguaje de los objetos, las situaciones y notaciones propios de las matematicas.
Las experiencias matematicas informales infantiles, la resolucién de problemas, las exploraciones y el
lenguaje proporcionan las bases para la comprensién y el uso del lenguaje matematico formal y la
notacion matematica. Las representaciones y experiencias informales y formales deben conectarse
continuamente en una comunidad de aprendizaje enriquecedora de “didlogo matematico” (math talk),
que ofrece oportunidades para que todos los nifilos hablen de su pensamiento matematico y mejoren
el uso de su lenguaje matematico y del ordinario. Para los alumnos también es necesario conectar sus
ideas a través de diferentes campos de las matematicas (por ejemplo, la geometria y el nimero) y
entre las matematicas y otras materias (por ejemplo, el lenguaje) y con aspectos de la vida cotidiana.

La aplicacion de los estdndares de procesos: la matematizacion

En conjunto, los procesos matematicos generales de razonamiento, representacion, resoluciéon de
problemas, conexion y comunicacién son mecanismos mediante los cuales los pequefios recorren
caminos de ida y vuelta entre las matematicas abstractas y las situaciones reales del mundo que les
rodea. En otras palabras, son medios tanto para dar sentido a las matematicas abstractas como para la
formulacion de situaciones reales en términos matematicos —es decir, para matematizar las situaciones
con las que se encuentran.

El poder de las matematicas radica en su capacidad de unificar una amplia variedad de situaciones vy,
de este modo, aplicar una misma estrategia de resolucién de problema comin a ejemplos
aparentemente muy dispares. Por ejemplo, el nimero 3 no sélo se aplica en situaciones concretas,
como tres lapices o tres manzanas, sino también a cualquier coleccién de tres cosas, reales o
imaginadas. Asi, la expresion de suma 3 + 2 =? proporciona una formulacién abstracta para un gran
ndmero de situaciones reales del mundo que nos rodea. La naturaleza abstracta de las matematicas es
parte de su potencial: Debido a su abstraccion, puede aplicarse a un nimero practicamente ilimitado
de situaciones. Pero para que los nifos empleen este potencial matematico es necesario que tomen
las situaciones y problemas del mundo que les rodea y los formulen en términos matematicos. En
otras palabras, se requiere que los nifilos matematicen situaciones.
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La matematizacion surge cuando los alumnos consiguen crear un modelo de la situacion mediante el
uso de objetos matematicos (como numeros o formas), acciones matematicas (como contar o
transformar formas), y sus relaciones estructurales, para resolver problemas acerca de la situacién. Por
ejemplo, los nifios pueden utilizar bloques de madera para construir un modelo de la torre de un
castillo, colocando los bloques de modo que encajen con una descripcion de las relaciones entre las
caracteristicas de la torre, como la puerta de entrada al castillo en la primera planta, una gran sala en
la segunda planta, y una torre mirador que sobresale por encima del tejado. La matematizacién suele
implicar la representacion de relaciones que se dan en una situacién de modo que dichas relaciones se
puedan cuantificar.

Por ejemplo, si hay tres dinosaurios de juguete verdes en una caja y cinco dinosaurios de juguete
amarillos en otra, los nifios podrian emparejar los dinosaurios verdes y los amarillos y después concluir
que hay dos dinosaurios amarillos mas que verdes, porque hay dos dinosaurios amarillos que no tienen
pareja verde. A través de la experiencia y con una orientacién adecuada, los pequefios crean
representaciones cada vez mas abstractas de los aspectos matematicos de la situacion. Por ejemplo,
dibujando cinco circulos en lugar de cinco patos amarillos, o un rectangulo para representar una cara de
una caja de pafuelos, y después, al escribir una ecuaciéon para modelizar una situacion. Los nifios se
vuelven capaces de visualizar mentalmente estos atributos matematicos, lo que sirve de ayuda en varias
clases de resolucion de problemas. También requieren de un tiempo para aprender a leer y escribir la
notacién matematica formal, como los numerales (1, 2, 6, 10) y otros simbolos (=, +, -) y para usar estos
simbolos en situaciones de matematizacion. Por tanto, la matematizacion implica reinventar, redescribir,
reorganizar, cuantificar, estructurar, abstraer y generalizar lo que antes se ha comprendido en un nivel
intuitivo e informal en el contexto de la actividad cotidiana (Clements y Sarama, 2007).

4.2. Procesos especificos de razonamiento matematico

El aprendizaje de las matematicas en la primera infancia requiere que los niflos empleen varios
procesos especificos de razonamiento matematico, también conocidos como "grandes ideas”, entre
dominios. Estas grandes ideas conectan multiples conceptos, procedimientos o problemas dentro de
un dominio o tema o entre varios de ellos y son un aspecto particularmente importante del proceso de
formacién de conexiones. Las grandes ideas "invitan a los alumnos a mirar mas alld de las
caracteristicas superficiales de los procedimientos y conceptos y detectar que hay diversos aspectos
del conocimiento que tienen la misma estructura subyacente” (Baroody, Feil y Johnson, 2007, p. 26).

Unitizacion

La unitizacion —el descubrimiento o creacién de una unidad matematica— se produce en contextos
numéricos, geométricos y espaciales. Cuando los niflos cuentan, deben crear unidades mentales de lo
que van a contar: gatos, las patas de varios gatos, o parejas de gatos. Para medir longitudes, los nifios
deben elegir una unidad de medida de longitud (por ejemplo, van a colocar a lo largo de una longitud,
y luego contar, una fila de pinturas nuevas, huellas de zapatos, u objetos de una pulgada de longitud).
Para crear patrones que se repiten, los pequefios deben elegir y repetir una unidad. Por ejemplo,
podrian hacer un collar de cuentas ensartando de forma repetitiva dos cubos y una esfera (la unidad,
formada por las tres piezas). Al diseflar una construccién con bloques de madera, se podrian colocar
repetidamente un cuadrado, una pieza triangular, repitiendo esa unidad alrededor de la parte superior
de la construccion. Al realizar disefios o imagenes con bloques I6gicos, los nifios pueden unir varias
formas para crear una unidad que se repita en el disefio. Para comenzar a comprender el sistema de
numeracién de base 10 y el valor posicional, los nifios deben ser capaces de entender que diez
unidades forman una Unica unidad de diez (la decena). La investigacion sugiere que existen vinculos
entre la capacidad de ver una coleccién de formas como una unidad de orden superior y la de ver los
nimeros de dos cifras como grupos de decenas y unidades sin agrupar (Clements y otros, 1997;
Reynolds y Wheatley, 1996). Debido a que el concepto de unidad subyace a ideas nucleares en el
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ambito del nimero, la geometria y la medicidn, se ha recomendado considerarlo como un foco central
para la educacion matematica en la primera infancia (Sophian, 2007).

Descomposicién y composicion

La descomposicion y la composicion se utilizan en toda la matematica, en todos los niveles educativos,
y en todos los temas. En el &mbito de los nimeros y las operaciones (suma, resta, multiplicacién y
division), la composicion y la descomposicidn se utilizan para reconocer el nimero de objetos que hay
en una coleccién, en el significado de las propias operaciones, y en el sistema de numeracién decimal
(con el valor posicional). A veces los nifios pueden determinar subitamente el nimero de objetos que
hay en una pequefia coleccion a través de la visualizacion de la coleccién como compuesta por dos
colecciones inmediatamente reconocibles, como al ver cuatro contadores como compuestos por un
conjunto de tres contadores y otro contador. La composicién y la descomposicion son bésicas para las
operaciones de suma y resta y después, para las de multiplicacion y divisién. Algunos pasos clave en el
desarrollo de competencia en aritmética requieren la descomposicién y la composicion. Los nifios
deben ser capaces de descomponer los nimeros del 1 al 10 en todos los pares posibles y de
reconocer que los nimeros del 11 al 19 estdn compuestos por una decena y algunas unidades. El
sistema de valor posicional de base 10 se basa en la agrupacidn repetida en grupos de diez. El
dominio de la adicién y la sustraccion con nimeros de varios digitos requiere ser capaz de componer
diez unidades para formar una decena y descomponer una decena en diez unidades.

En geometria, las formas pueden considerarse compuestas por otras formas, como al visualizar un
trapecio como si estuviera hecho con tres tridngulos, o al ver la forma de la casa como un tridngulo
colocado sobre un cuadrado. Los nifios pueden componer filas de cuadrados para formar rectangulos
(ver Figura 6). Muchas formas 3-D que observamos en la vida cotidiana se pueden considerar
compuestas por formas que encontramos en conjuntos de bloques de construccién de madera (al
menos aproximadamente). Un brik de zumo se parece a un prisma rectangular con un prisma
triangular en la parte superior (con el prisma triangular apoyado sobre una cara lateral). Los nifios
pueden componer capas hechas con cubos para formar cubos méas grandes y prismas rectangulares.

En la medicién, las unidades se componen para hacer unidades mayores y se descomponen para
formar unidades menores. La medicién en si misma requiere ver el atributo que deseamos medir
compuesto por unidades. En efecto, el uso de una unidad de medida permite hacer una particién en
una cantidad continua, tal como la longitud o el area, en partes discretas y del mismo tamafo que la
transforman en una cantidad contable.

Relacionar y ordenar

Relacionar y ordenar nos permiten decidir cual es mayor y menor en varios dominios: nimero,
longitud, area. Hacer que los alumnos vean y discutan al relacionar y ordenar entre distintos dominios
puede contribuir a profundizar en la comprensidon matematica. Al ampliar el rango de modos en que
las cosas pueden compararse, los nifios pueden alcanzar la idea de que hay diferentes atributos
medibles. Por ejemplo, dos torres de bloques de madera pueden estar hechas con el mismo nimero
de bloques, pero una torre podria ser mas alta que la otra. Relacionar es un primer paso hacia la
medicidn, porque medir es una forma cuantificada de relacion (de comparacién). Una medicidén
especifica cuantos de una cosa (la unidad) hacen falta para formar la otra cosa (el atributo medido).
Cuando las relaciones y el nimero se unen en la medicién, se profundiza en ambos temas. Por un
lado, la relacidon (comparacién) se vuelve mas precisa cuando se convierte en medicion, y, por otro
lado, el &mbito numérico se extiende a las fracciones y los decimales en el contexto de la medicidn.
Por ejemplo, un cubo de arena puede llenarse con 2 cubos y medio (2¥2) mas pequefos.
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La busqueda de patrones y estructuras y la organizacion de la informacion

La busqueda de patrones y estructuras y la organizacién de la informacion (que incluye la clasificacién)
son procesos matematicos cruciales de uso frecuente en el pensamiento matematico y en la resolucion
de problemas. También han sido considerados como areas de contenido en el aprendizaje de las
matematicas en la primera infancia. El "contenido” de patrones por lo general se centra en patrones de
repeticion, como ABAB o ABCABC, formados con colores, sonidos, movimientos corporales, etc. (como
vimos en los ejemplos de patrones con cuentas de collar y con bloques discutidos en la seccion de
unitizacion). Este tipo de actividades son apropiadas en la primera infancia y pueden ayudar a los
nifios a iniciarse en una deteccién y descripcidon de patrones mas amplia en matematicas. Los patrones
ABAB, ABCABC y AABBAABB pueden ser aprendidos por muchos nifios pequeiios, y en kindergarten
(5-6 anos) muchos podran formar patrones mas complejos (Clements y Sarama, 2007). Aprender a
detectar la unidad en una direccién (de izquierda a derecha, de arriba abajo, o de abajo a arriba) (AB
en ABAB, ABC en ABCABC) y luego repetirlo de forma consistente es el fundamento del aprendizaje en
el trabajo con patrones de repeticion. Aprender a extender un patréon dado a otras modalidades (por
ejemplo, del color a la forma, los sonidos, y los movimientos corporales) es un indicador de
abstraccion y de generalizacion del patron.

El conteo implica algunos patrones especialmente importantes que van mas alld de los patrones de
repeticion. Por ejemplo, el patron en el conteo (oral) es uno de los fundamentos del nimero. La lista
de los numeros de contar sigue un patrédn intrincado y de singular importancia, que implica un ciclo de
los digitos del 0 al 9 en las posiciones de las unidades, decenas, centenas, etc. (ver el Recuadro 2).
Aunque este intrincado patron no llegue a ser comprendido completamente por nifias y nifios hasta
mas tarde, en la escuela primaria, la base de su comprensién aparece en la educacion infantil a medida
que se van identificando y empleando (en la recitacidén de la secuencia) los patrones de repeticidn
presentes en las palabras niUmero hasta el 100.

La organizacion de la informacién, que incluye la clasificacion, también suele verse como un contenido
matematico en la primera infancia, como cuando los nifos utilizan bloques I6gicos y otras colecciones de
objetos en las que los atributos varian sisteméaticamente para poder clasificarlos de diferentes maneras.
Los bloques ldgicos suelen variar en color, forma, tamafo, y algunas veces en grosor, por lo que los
pequefios pueden clasificarlos atendiendo a cada una de estas variables y también describir un
determinado bloque utilizando varios términos (atributos). Por ejemplo, en pequefios grupos, un
maestro puede pedir a sus alumnos que seleccionen los bloques con dos atributos: "Encuentra todos los
bloques grandes de color azul". A medida que los nifios llegan a dominar este tipo de tareas, el maestro
o la maestra pueden aumentar la dificultad. Por ejemplo: "Encuentra un rectdngulo pequefo, azul y
delgado”. Mas adelante, a medida que avanza la educacion infantil y en 5-6 afos, se puede pedir a los
pequefos que describan verbalmente en qué se parecen o diferencian varios grupos de bloques.

El reconocimiento de patrones y la organizacion de la informacién forman parte del reconocimiento de
estructuras. En todos los niveles de las matematicas se busca la estructura. Algunas experiencias de
reconocimiento de estructuras pueden constituir el fundamento del pensamiento algebraico posterior.
Por ejemplo, reconocer que si habia 3 péajaros y después 2 mas vinieron volando, y que si habia 2
pajaros al principio y luego 3 péjaros llegaron volando, ambas situaciones dan lugar al mismo nimero
total de pdjaros sea cual sea el camino seguido es un paso hacia el reconocimiento de la propiedad
conmutativa de la suma, que dice que a + b = b + a para todos los nimeros a 'y b.

Aunque estos ejemplos de contenidos relativos a la busqueda de patrones y estructuras y a la
organizacion de la informacién son actividades apropiadas, constituyen una parte pequefa de los
contenidos matematicos para la primera infancia. Del mismo modo, las destrezas especificas que
hemos visto en estos ejemplos muestran sélo una pequefia parte del papel que estos procesos juegan
en las matematicas.
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5. Conexiones matematicas

En este apartado se discuten algunas de las principales conexiones entre areas de contenido
matematicas en la primera infancia y con las matematicas posteriores. Las matematicas en conjunto
forman una red de ideas interconectadas, y las matematicas de los primeros afos no son una
excepcién. Las matematicas son ademas profundas, en el sentido de que cada idea matematica,
incluyendo las de la educacién infantil, se entreveran en largas cadenas de ideas relacionadas. Como
veremos en este apartado, las ideas matematicas fundacionales y accesibles (para los pequefios)
discutidas en los anteriores apartados estan estrechamente entrelazadas entre si y con otras ideas
importantes que se estudian mas adelante en matematicas.

5.1. Las conexiones al estructurar el nimero, las formas y el espacio

Hemos encontrado y analizado la estructura en la composicion y la descomposicién en diferentes ambitos
matematicos. Un grupo de objetos se pueden unir para formar un nuevo objeto compuesto. Un objeto
puede descomponerse para revelar una estructura mas fina. Algunas de las conexiones mas importantes en
las matematicas elementales tienen que ver con la estructuracién de los nimeros y del espacio a través de
la composicion y la descomposicion. A continuacion, vamos a explicar varias de estas conexiones.

Formando unidades mediante agrupacion

Los nimeros estan estructurados por composicion porque el sistema de numeracién decimal de valor
posicional estd basado en la agrupacién por decenas. En el campo de niimero, consideramos que 10
contadores individuales forman una sola unidad compuesta de 10 (la decena). Una versién geométrica
de esta idea de agrupacion se produce cuando juntamos varias formas para crear otra forma mayor,
que consideramos entonces como una forma unificada por derecho propio, como si tomaramos la
forma unificada como una pieza que pudiera sustituir a otra forma o como si la usasemos para llenar
un hueco en un puzle.

Cuando los nifios (o los adultos) crean un patrdén que se repite, podrian centrarse principalmente en el
mantenimiento de un cierto orden. Pero los patrones de repeticion también pueden interpretarse como
algo elaborado a partir de una unidad compuesta que se copia una y otra vez. Esto no es muy diferente
de entender los nimeros de contar como una secuencia estructurada en grupos de 10 (Figura 8).

Los patrones de repeticion y, en general, formar grupos con la misma cantidad son la base de la
multiplicacién y la divisién. Después, en la escuela primaria, cuando los nifios cuenten de cinco en
cinco, contando 5, 10, 15, 20,... recitando la lista de los multiplos de 5, este patron puede interpretarse
como un patron de crecimiento, pero también puede verse como contar cada quinto elemento en un
patron de repeticion de 5. Cuando los nifios estudian la divisién con resto (en cuarto o quinto curso de
primaria), pueden observar un patron de repeticion en los restos. Por ejemplo, al dividir por orden los
numeros de contar por 5, digamos, los restos forman un ciclo con los nimeros 0, 1, 2, 3, y 4.

(@( I (@(@ o §

0123456172829

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

Figura 8. Un patrén de repeticion se forma mediante la repeticion de una unidad. En el conteo, las
cifras de las unidades forman un patron de repeticion
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Grupos de grupos: Los numeros, las formas y el espacio bidimensional

La estructura composicional del sistema de numeracién decimal es mas compleja que si solo
formasemos grupos de 10 a partir de 10 unidades, ya que cada 10 grupos de 10 se componen en una
unidad de 100 (la centena). Una version geométrica de esta idea de agrupacién se produce cuando las
formas se juntan para formar una nueva forma compuesta y las formas compuestas se vuelven a unir
para crear otra forma compuesta —una composicién de formas compuestas.

Un caso especialmente importante de estructuracion geométrica se produce cuando utilizamos
composiciones de composiciones al analizar los rectdngulos y sus areas. Cuando se considera el area de
un rectangulo, el rectdngulo se ve compuesto de cuadrados idénticos que lo cubren sin huecos ni
solapamientos (como en un embaldosado). Cada cuadrado tiene un area de una unidad cuadrada. El
area del rectdngulo (en unidades cuadradas) es el nimero de cuadrados que cubren el rectangulo.
Aunque estos cuadrados pueden contarse uno por uno, para llegar a comprender la formula de
largoxancho (basexaltura), los cuadrados deben considerarse en grupos, ya sea en filas o en columnas
(ver Figura 6). Cada fila tiene el mismo nimero de cuadrados, y el nimero de filas en el rectangulo es
igual al nimero de cuadrados de una columna (del mismo modo, cada columna tiene el mismo nimero
de cuadrados, y el nimero de columnas es igual al nUmero de cuadrados de una fila). Debido a esta
estructura de agrupacion, el area del rectangulo es el nimero de filas x nimero de cuadrados en cada fila
o longitud x anchura (unidades cuadradas). Igualmente, el sistema decimal tiene una estructura
multiplicativa porque 100 se forma (por definicion) haciendo 10 grupos de 10, de modo que 100=10x10.

La idea de que los rectdngulos pueden estructurarse como matrices de cuadrados puede aplicarse a la
estructuracién de todo un plano infinito (en la imaginacién) como una matriz infinita de cuadrados.
Esta idea de un plano estructurado por una matriz infinita es en esencia la idea del plano de
coordenadas cartesianas, en el que cada punto del plano se describe con un par de nimeros que
indican su ubicacion con respecto a dos ejes de coordenadas (Figura 9).

A
4
. (5. 8)
2
1
< >
QV 1 2 3 4 5 6 7

Figura 9. El plano de coordenadas
Grupos de grupos de grupos: Los numeros, las formas y el espacio tridimensional

La estructura compositiva del sistema decimal no sélo consiste en hacer grupos de 10 a partir de 10
unidades y grupos de 100 a partir de 10 grupos de 10, sino también en formar grupos de 1000 a partir
de 10 grupos de 100, de modo que 1000 = 10 x 10 x 10. La estructura de agrupacién del sistema
decimal continla de tal manera que todas las agrupaciones sucesivas se obtienen mediante la
agrupacion de 10. La contraparte geométrica de esta estructura de agrupacion del sistema decimal
tiene lugar en el espacio tridimensional y después en dimensiones superiores. Al igual que los
rectangulos bidimensionales pueden estructurarse como matrices de cuadrados, asi, del mismo modo,
los prismas rectangulares (con forma de caja de base rectangular) pueden estructurarse como matrices
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tridimensionales formadas por cubos. Como en el caso de los rectangulos, la estructura multiplicativa
de una matriz tridimensional de cubos explica por qué se multiplican las tres dimensiones de longitud,
anchura y altura de una caja para calcular su volumen. Los sélidos con forma de caja pueden
construirse con capas de cubos iguales, como en la Figura 12, y cada capa podemos verla como un
grupo de filas, por lo que una caja construida con cubos puede verse como un grupo de un grupo de
cubos, de la misma forma que 1000 es 10 grupos de 10 grupos de 10.

Cuando se extiende la estructura de matriz de prismas rectangulares a todo el espacio 3-D, se obtiene
esencialmente la idea del espacio de coordenadas, en el que la ubicacion de cada punto en el espacio se
describe mediante una terna de nimeros que indican su posicién con respecto a los tres ejes de coordenadas.

El movimiento, la descomposicion y composicion, la simetria y las propiedades de la aritmética

Las propiedades (o leyes) de la aritmética son las propiedades estructurales fundamentales de la suma
y la multiplicacién a partir de las cuales se deriva toda la aritmética. Estas propiedades incluyen las
propiedades conmutativas de la adicion y de la multiplicacion, las propiedades asociativas de la suma
y la multiplicaciéon y la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma. Las
propiedades conmutativas de la adicion y la multiplicacién establecen que:

A + B =B + A, para todos los nimeros A, B
A x B =B x A, para todos los nimeros A, B

Las propiedades asociativas de la adicién y la multiplicacion establecen que:

A+ (B +C) =(A+B)+C, paratodos los niumeros A, B, C
A x (B x C) = (A x B) x C, para todos los nimeros A, B, C

La propiedad distributiva establece que:
Ax (B +C)=AxB+A xC, para todos los nimeros A, B, C

Cada propiedad puede ilustrarse mediante el movimiento y la reorganizacién de objetos, y algunas
veces también a través de la descomposicion y recomposicién de una agrupacion, y a veces incluso en
términos de simetria.

El informe Adding It Up: Helping Children Learn Mathematics contiene una buena discusion e
ilustracion de las propiedades conmutativa y asociativa de la suma, las propiedades conmutativa y
asociativa de la multiplicacion y la propiedad distributiva (National Research Council, 2001, capitulo 3y
Recuadro 3-1). La propiedad conmutativa de la adicion se ilustra cambiando el orden en el que se
muestran dos conjuntos. La propiedad conmutativa resulta especialmente Util en conjuncién con las
estrategias de conteo para la resolucién de problemas de adicién (ver el Capitulo 5 para profundizar
en la discusion sobre las estrategias infantiles de resolucion de problemas de suma vy resta). Por
ejemplo, en lugar de contar 6 a partir del 2 para calcular 2 + 6, un nifio puede cambiar el calculo y
hacer 6 + 2 contando 2 a partir del 6. La propiedad asociativa supone comenzar con tres conjuntos
diferentes, dos de los cuales estdn muy juntos, separarlos, y mover uno de ellos para reasociarlo con el
otro conjunto. La propiedad asociativa de la suma se utiliza en los métodos (de calculo mental) de
hacer diez, cuando un nimero se descompone de manera que una de sus partes se recompone con el otro
numero para formar un grupo de 10 (Nota del tr:P.gj, 7 +5=7+(3+2)=(7 +3)+2=10+2 =12).

Las primeras experiencias con las propiedades de la suma se extienden después a la multiplicaciéon en
tercero y cuarto de primaria. Las propiedades conmutativa y asociativa de la multiplicacion y la
propiedad distributiva son esenciales para comprender las relaciones entre los hechos numéricos de
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las tablas de multiplicar y para la comprensién de la multiplicacién y la division con nimeros de varios
digitos. Por ejemplo, saber que 3 x 5 =5 x 3 y que 7 x 8 puede obtenerse mediante la suma de
5 x 8y 2 x 8 aligera el esfuerzo de memorizacién en el aprendizaje de las tablas de multiplicar. La
propiedad conmutativa de la multiplicacion se ilustra mediante la descomposicion de una matriz
rectangular de dos maneras diferentes: en filas o en columnas (como se muestra en la Figura 6) o en
términos de una rotacién (ver National Research Council, 2001, Recuadro 3-1). La propiedad asociativa
de la multiplicacion puede ilustrarse a través de la descomposicion de una matriz tridimensional (o una
caja construida con bloques) de formas diferentes (una de ellas se muestra en la Figura 7). La
propiedad distributiva se visualiza a través de objetos agrupados de dos formas distintas (ver National
Research Council, 2001, Recuadro 3-1).

Las propiedades de la multiplicacién se pueden ilustrar con matrices y rectdngulos, y también se ven
en las tablas de multiplicar, que contienen multiples relaciones y muestran una importante estructura.
Un aspecto estructural de las tablas de multiplicar es su simetria diagonal. Esta simetria diagonal
corresponde a la propiedad conmutativa de la multiplicacién, es decir, que a x b = b x a, para todos
los nUmeros a y b. Reconocer esta simetria permite a los nifios aprender las tablas de multiplicar de
forma mas eficiente. En otras palabras, una vez que conocen la parte triangular superior derecha de las
tablas de multiplicar en torno a tercero de primaria, pueden completar el resto de la tabla mediante
una reflexién en la diagonal (ver Figura 10).

Los patrones asociados con traslaciones horizontales o verticales (deslizamientos) también pueden
verse en las tablas de multiplicar. Por ejemplo, las entradas correspondientes a dos columnas estan
relacionadas por la columna asociada a la distancia entre las columnas (véase la Figura 10). Esta
relacidn estructural corresponde a la propiedad distributiva.

Un salto de 2 corresponde
a sumar la columna de 2x

T A

x| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x| 1 2 3 4950 c 3 9 10
111 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111 2 3 4858 6 Bl 38 9 10
2l 2 4 8 10 12 14 16 18 20 2 2 4 6 8 10 12/14 16 18 20
3] 3 6 12 15 18 21 24 27 30 31 3 6 9 12/15 18 214 24 27 30
41 4 8 (12 2 36 40 4/ 4 8 12 16 20 2428 32 36 40
6] 65§ 10715 40 45 50 5[ 5 10 15 20 25 3085 40 45 50
6] 6 12 18 36 48 54 60 6| 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
71 7 14 21 35 42 49 56 63 70 71 7 14 21 28 35 4249 56 63 70
8] 8 16 24 40 48 56 64 72 80 8| 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
9] 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90 91 9 18 27 36 45 5463 72 81 90
10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10| 10 20 30 40 50 60|70 80 90 100
La simetria con respecto a la diagonal en la La relacion que se da entre las columnas se
tabla de multiplicar se debe a la propiedad debe a la propiedad distributiva. Es decir:
conmutativa. 6x7=06x5+6x2

Figura 10. Simetria y relaciones en la tabla de multiplicar
Conexiones entre medicién y numero: Fracciones

Una vez que los nifios se encuentran con situaciones de medicién, las fracciones surgen de modo
natural. Las fracciones pueden aparecer en un contexto de longitud y en rectas numéricas (en torno a
segundo o tercero de primaria). Una recta numérica se parece bastante a una regla infinitamente larga,
de modo que las rectas numéricas pueden verse como resultado de unificar la medicion y el nimero
en un espacio unidimensional. Un ndimero en una recta numérica puede interpretarse como la
representacion de la longitud desde 0 hasta dicho numero (ver Figura 11).
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Debido a la estrecha conexiéon que hay entre las rectas numéricas y la longitud, las rectas numéricas
son dificiles para los alumnos mas o menos hasta segundo de primaria. Por el contrario, los caminos
numéricos presentes en la mayoria de juegos de mesa que se usan en educacién infantil son un
modelo de conteo, no una recta numérica. En ellos, hay un camino formado por cuadrados, circulos o
rocas, cada uno con un numeral, y los jugadores van moviéndose a lo largo de este camino contando
las casillas u otros objetos, o diciendo el numeral representado en ellos a medida que avanzan. Estos
son apropiados para los nifios mas pequefos, ya que pueden potenciar su conocimiento del conteo,
de la cardinalidad, la comparacion y los simbolos numéricos (numerales escritos con cifras).

En la medicidn, existe una relacién importante entre el tamafio de la unidad y el nimero de unidades
necesario para formar una cantidad fija dada. Por ejemplo, si consideramos al tridngulo de la Figura 5
como 1 unidad de éarea, entonces el hexagono tiene un area de 6 unidades. Pero si seleccionamos una
nueva unidad de area, como hacemos al designar al rombo de la Figura 5 como 1 unidad, que tiene el
doble del tamano del tridngulo, entonces el hexdgono tendra un area de solo 3 unidades.

Més adelante, en la escuela primaria (en torno a segundo curso), los nifios ven esta relacion inversa
entre el tamafo de la unidad de medida y el nimero de unidades necesario para formar una
determinada cantidad reflejada en la relacién inversa que se da entre el orden de los nimeros de
contar (los nimeros naturales) y la ordenacion de las fracciones unidad (ver Figura 12).
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Una recta numérica es como una regla infinitamente larga.
Cada niimero en la recta numeérica indica su distancia al 0 o
la longitud del segmento que va desde 0 a dicho numero.

Figura 11. rectas numéricas se refieren a nimeros de longitudes
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Figura 12. El orden de las fracciones
Conexiones entre el andlisis de datos, el nimero y la medicion

Al utilizar los datos para contestar (o abordar) una pregunta, es necesario analizar los datos, lo que a
menudo implica clasificarlos en diferentes categorias, mostrar los datos categorizados graficamente, y
describir o comparar las categorias. Dado que el proceso de describir o comparar categorias suele
implicar el uso del nimero o la medicién, estos resultan fundamentales en el analisis de datos, y el
analisis de datos proporciona un contexto en el que pueden aplicarse el nimero y la medida.
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Idealmente, la recogida de datos debe comenzar con una pregunta de interés para los nifios. Por
ejemplo, los nifios de una clase podrian estar interesados en como ha llegado cada alumno a la
escuela por la mafana y podria preguntarse qué medio de transporte se ha usado mas. Para
responder a esta pregunta, se puede clasificar a nifias y niflos en diferentes grupos en funcion de
como han llegado a la escuela por la mafana (en autobus, en coche, a pie o en bicicleta). Los nifios
podrian entonces hacer "gréaficos reales" (graficos hechos con objetos reales), ya sea alineando en sus
categorias o colocando un juguete pequefio o un objeto para representar un autobus, un coche, un
par de zapatos o una bicicleta en una hoja cuadriculada, como se muestra a la izquierda en la Figura
13 (las hojas cuadriculadas aseguran que cada objeto ocupe el mismo espacio en el gréafico). En lugar
de usar un gréfico “real”, los nifios pueden mostrar los datos de algin modo mas abstracto en un
pictograma alineando notas adhesivas en categorias, como a la derecha en la Figura 13. Cada nifio
coloca una nota adhesiva en la categoria que representa el modo de llegar a la escuela.

En general, los pictogramas emplean pequefas imagenes idénticas para representar los datos. En este
caso, cada nota adhesiva representa un Unico dato y realiza la misma funcién que una imagen en un
pictograma. Los niflos pueden utilizar estos graficos o pictogramas para contestar preguntas tales
como ";Cudantas nifias y nifios han venido hoy en autobuls a la escuela?" O ";Han venido hoy a la
escuela mas nifos en coche o andando?" O incluso "Si hoy estuviera lloviendo, ;en qué crees que
cambiaria el grafico?" Las representaciones de datos (graficos) que se utilizan al plantear y responder
estas preguntas cuantitativas tienen sentido para los nifios y les ayudan a matematizar sus
experiencias diarias. Por el contrario, los graficos que se hacen sin hablar sobre ellos en el aula es
menos probable que contribuyan al desarrollo del pensamiento matematico de los pequefios.

¢Como hemos venido al colegio esta mafiana?  ;Cémo hemos venido al colegio esta mafiana?

Cada alumno pega una
pegatina (posiblemente
con su nombre) en la
categoria apropiada.

autobus coche  bici a pie autobUs coche  bici a pie
Cada alumno coloca un Conecta con las matematicas a través de preguntas como:
pequefio objeto (p. gj., un + ;Cuantos alumnos han venido hoy al colegio andando?
coche de juguete) en cada » jHan venido mas andando o en coche?
recuadro para indicar su + jCuantos alumnos mas han venido en autobus que en coche?
método de transporte. + ;Cuantas pegatinas hay en nuestro gréafico?

Figura 13. Una plantilla para un "gréfico real" (con objetos) y un pictograma hecho con notas adhesivas

En torno a segundo o tercer curso, una vez que los nifios han trabajado con la medicién de longitudes,
pueden comenzar a trabajar con gréficos de barras. Estos pueden interpretarse como el resultado de
fundir las entradas separadas de un pictograma para formar las barras de un grafico de barras. De esta
manera, el proceso discreto de conteo de entradas separadas da paso a la medicién de la longitud de
una barra en un gréfico de barras.
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Aproximadamente en tercero de primaria, cuando los alumnos se han iniciado en el conteo a saltos y
en la multiplicaciéon, las entradas del pictograma pueden pasar a representar mas de un Unico
elemento. Por ejemplo, cada imagen podria representar de 2 a 10 elementos de los datos.
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