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Resumen

En este trabajo se hace un estudio de los conceptos de “entropia” y “desorden” y de la
relacion entre ellos, mostrando (en contra de lo que normalmente se considera) que son
magnitudes fisicas diferentes. De forma que, en general, pueden variar con el tiempo de forma
contraria; un sistema puede estar aumentando su entropfa y, sin embargo y a la vez,
“ordenandose”. Asi, se obtiene una primera solucién a la conocida paradoja de que la evolucion
termodinamica requiere que la entropia siempre aumente, pero la evolucién biolégica, que
explica la existencia de la vida en la Tierra, requiere que ésta surja de algunos procesos de
organizacién que conducen a un aumento del “orden” en los seres vivos.

Para hacerlo, se realiza una rigurosa presentacion de la Termodindmica (en la
representacion entropica, mas general y adecuada que la representacion energética, que es con
la que habitualmente se discuten estas cuestiones), y se introduce un formalismo de la Fisica

Estadistica que permite alcanzar los objetivos buscados.

Abstract

In this work a study of the concepts of “entropy” and “disorder” and their relationship is
carried out, showing (in contrast to the general belief) that they are different physical
quantities. Therefore, they can evolve with time in opposite directions; a system may have an
increasing entropy while getting “ordered”. In that way one finds a solution to the well-known
paradox where thermodynamical evolution requieres entropy to increase, while biological
evolution, which explains the existence of life on the Earth, requires the latter to emerge from

some organisational processes that lead to an increase of “order” in living creatures.

To do this, Thermodynamics is presented in a rigurous way (using the entropy
representation, more general and adequate than the energy representation, with which this
subject is usually discussed), and a formalism of Statistical Physics that allows to reach the
sought objectives is introduced.






Introduccion

Es una experiencia cotidiana observar que ciertos procesos se realizan en un sentido y
no en el contrario, pero sin embargo ambos sentidos respetan la ley de conservaciéon de la
energia. Como es sabido, esto no significa que la ley de conservacion de la energia sea
incorrecta, sino incompleta. Esta circunstancia motiva la introducciéon del Segundo Principio
de la Termodinamica, segin el cual existe una magnitud (la entropia) que en los procesos
adiabaticos no puede disminuir. Esto supone una cuantificaciéon exitosa de la posible
direccionalidad en los procesos en la naturaleza. Dicho de forma imprecisa, un sistema

termodinamico aislado tenderd a una situaciéon de equilibrio aumentando su entropia.

La entropia, desde su descubrimiento, ha sido tradicionalmente una magnitud
misteriosa. Desde que Clausius la introdujo matematicamente, ha dado lugar a multitud de
supuestas paradojas y situaciones aparentemente contradictorias. Un primer ejemplo es la
hipotesis fatalista de la “muerte térmica del universo”, segin la cual el universo, al ser un
sistema aislado, debera tender a un estado de equilibrio en el cual ningin proceso méas sera
posible. El origen de esta confusion esta en considerar el universo en sentido cosmoldgico como
un universo termodinadmico (sistema finito y aislado). De hecho, en [9] se responde a la

cuestion de la siguiente forma:

“[...] La experiencia cotidiana, en cambio, nos dice que las propiedades de la naturaleza
no tienen nada en comiun con las propiedades de un sistema en equilibrio, y los datos
astronomicos prueban que lo mismo vale también para la colosal region de universo

accesible a nuestra observacion.

[...] La salida a la contradiccion que asi se plantea hay que buscarla en la teoria general
de la relatividad. [...] el universo debe considerarse no como un sistema aislado, sino
como un sistema que se encuentra en un campo gravitatorio variable; la aplicacion de la
ley de crecimiento de la entropia mno conduce entonces a la conclusion de que el

equilibrio estadistico sea inevitable.”

Aparecen también otras paradojas como la del “demonio de Maxwell”, explicada por él

mismo en [14]:

“Uno de los hechos mds relevantes de la termodindmica es que no se puede producir una
diferencia de temperatura y/o presion en un sistema adiabdtico a volumen constante sin
ejercer trabajo sobre el sistema. Esta es la sequnda ley de la termodindmica y se cumple
mientras tratamos sélo con las propiedades macroscopicas de los cuerpos y no podemos



percibir o manipular las moléculas que los componen. Sin embargo, si concebimos un ser
cuyos sentidos son tan agudos que puede sequir la trayectoria de cada molécula, entonces
este ser, cuyos atributos son tan finitos como los nuestros, podria hacer lo que es
impostible para nosotros. Hemos visto que para una caja llena de gas a temperatura
constante las velocidades de las moléculas no son constantes, aunque la velocidad media
se mantiene constante para un niumero grande de ellas. Supongamos ahora que la caja se
divide en dos, con un pequeno agujero en la division, y que un ser que ve las moléculas
abre y cierra el agujero dejando pasar las moléculas rapidas para un lado y las lentas
para el otro. Asi crea una diferencia de temperatura entre los dos lados sin hacer
trabajo, contradiciendo la sequnda ley de la termodindmica.”

En las ultimas décadas se ha avanzado mucho en la relaciéon entre Termodinamica,
Fisica Estadistica, Teoria de la Probabilidad y Teorfa de la Informacién, gracias a los trabajos
de numerosos cientificos entre los que destacan E.T. Jaynes, C.E. Shannon y L.N. Brillouin.

Asi, la conjuncion de estas disciplinas ofrece salidas a la paradoja descrita.
Pero mucho més inquietante es la paradoja de la vida.

Tradicionalmente se ha considerado la entropia como una medida del desorden del
sistema. Es frecuente encontrar en textos de Termodinamica justificaciones del tipo “la
entropia del vapor de agua es mayor que la del agua liquida porque la fase gaseosa estd méas
desordenada que la fase liquida”. Pero, con este punto de vista, aparecen enseguida
dificultades. Los sistemas biol6gicos, en su crecimiento, aumentan su entropia a la vez que se
organizan (se ordenan), emergiendo estructuras mas complejas. Aparece asi un aumento de la

entropia a la vez que una disminucién del desorden.

Segun ha senalado P.T. Landsberg [10-13|, el problema esta en que el desorden no esta
definido de forma concreta. En estas condiciones, afirmar que la entropia es una medida del
desorden es equivalente a identificar ambos conceptos. Esto funcionaria de no ser porque se
pretende interpretar los resultados obtenidos a través de la entropia, que si es un concepto
bien definido, en términos de una idea intuitiva que se tiene de desorden. Las paradojas que
puedan aparecer son, entonces, consecuencias de mezclar conceptos cientificos precisos con
conceptos més o menos vagos del lenguaje comin. La alternativa propuesta por Landsberg es
definir cuantitativamente el “desorden” de un sistema, de forma que contenga ciertas

caracteristicas del concepto ordinario del mismo.

Asi pues, en este trabajo se pretende profundizar en el estudio de estos dos conceptos:
entropia y desorden. Los capitulos 1 y 2 se dedican a establecer con precisién los conceptos
bésicos que se utilizaran a lo largo del resto del trabajo. Esto, aunque redundante en muchos
aspectos, se hace necesario, ya que diferentes autores utilizan los mismos términos para
conceptos parecidos aunque con algin matiz diferente, lo que puede causar confusiones y
malinterpretaciones de lo que se dice en unos y en otros textos. El capitulo 3 se dedica a
exponer de forma concisa los postulados de la Termodindmica del Equilibrio 'y,
fundamentalmente, a desarrollar los aspectos basicos del formalismo termodindmico entrépico,

en contraposiciéon al energético utilizado generalmente. El capitulo 4 se dedica a analizar con
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detalle como encaja el concepto de entropia con el de la falta de informacion (o ignorancia)
desde el punto de vista riguroso de la Teoria de la Probabilidad, y al método de aplicaciéon de
la probabilidad al estudio de los sistemas termodindmicos (Fisica Estadistica, en concreto la
parte dedicada a la teoria del equilibrio). En el capitulo 5 se analizan con detalle las
definiciones de orden, desorden y complejidad propuestas por Landsberg [10-13] y se aplican a
ejemplos concretos sencillos, con el fin de concluir que, efectivamente, el crecimiento de la

entropia es compatible con el aumento del orden y de la complejidad.
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Capitulo 1

Conceptos generales. Fisica
Macroscépica, Microscopica y

Estadistica

Los sistemas fisicos (porciones de materia o energia que consideramos para su
estudio), se presentan en la naturaleza de diferentes formas, que llamamos estados, dando
lugar a las diferentes propiedades fisicas que los caracterizan. En ocasiones, estas propiedades
se pueden cuantificar objetivamente asigndndoles variables; lo que, por otra parte, es un
aspecto fundamental de toda ciencia experimental. Las propiedades de los sistemas pueden
depender de las propiedades de otros que se encuentran a su alrededor (denominados entorno),
en cuyo caso se dice que hay en interaccidon entre ellos. Cuando los sistemas pasan de un

estado a otro se dice que sufren un proceso.

Cuando los sistemas fisicos son tales que sus propiedades pueden describirse como
consecuencia de las propiedades individuales de unas entidades elementales que los forman
(aceptando, con ello, que el sistema posee una microestructura discreta), se dice que tales
sistemas son ideales (en ellos, “el todo es la suma de las partes”). En caso contrario,
cuando las propiedades del sistema no pueden describirse como la suma de las propiedades de
las entidades elementales que los forman (cuando “el todo es mas que la suma de las

partes”l), se dice que aparecen las llamadas propiedades emergentesz.

' O dicho en términos del filssofo aleman G.W.F. Hegel, en su dialéctica: la ‘“cantidad se

transforma en cualidad y los cambios se interconectan y provocan los unos con los
otros. Las matematicas no han logrado justificar estas operaciones que se basan en la
transicion, porque la transicibn no es de naturaleza matematica o formal, sino

dialéctica”.

> P.W.Anderson; More is Different; Science-NS 177[4047](1972)393-396.
Robert B. Laughlin, Un universo diferente: La reinvencion de la fisica en la edad de la

emergencia, Katz Editores, Buenos Aires (2007).
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Se dice que un sistema fisico es macroscépico cuando su tamailo es de la escala
humana, o tiene sentido describir sus propiedades usando las mismas variables de estado que
usariamos con los sistemas fisicos de la escala del hombre. La Termodindmica del
Equilibrio se ocupa precisamente de una gran parte de los sistemas macroscopicos, aunque
solo puede tratarlos en determinadas condiciones (que consisten en que deben estar en

equilibrio, tal y como lo definiremos mas adelante).

Entorno o exterior de un sistema macroscépico es la parte del universo que no
pertenece a él y puede interaccionar con él. Se postula que los sistemas intercambian con el
entorno materia, energia e informacion. Un sistema fisico macroscopico estd separado del

exterior por una superficie cerrada real o imaginaria, llamada pared (o paredes).

Si un sistema macroscopico incluye a su vez varios sistemas macroscopicos, entonces a

estos ultimos se les llama subsistemas de aquel.

Se llama puntos de un sistema macroscopico a subsistemas fisicamente
infinitesimales, esto es, subsistemas que pueden ser considerados como macroscopicos, pero
“suficientemente pequeiios” como para ser considerados puntuales, en el mismo sentido en el
que, por ejemplo, un cuerpo puede ser considerado puntual para la Mecénica. La posible
division de un sistema en puntos depende, en consecuencia, del problema que se esté

estudiando.

1.1. Descripciones del estado de un sistema macroscopico

Si un sistema es macroscopico, podemos tratar de abordar la descripcién del estado de

tres formas diferentes:

Descripcién microscopica. En esta descripcion se utiliza en cada instante el mayor
ntmero de variables posible que permita el que se haya aceptado que existe un
conjunto de entidades elementales que forman el sistema, construyendo asi lo que se
llama modelo microscopico del mismo. Si la descripcion (el modelo) es clasica, esto
supondria conocer la posiciéon y estado de movimiento de todas y cada una de las
particulas (dtomos, moléculas, etc.) que lo integran; en el caso cuantico, se tendria que
conocer el vector de estado del sistema asociado al conjunto completo de observables
compatibles que lo describen. Obviamente, una descripcién de este tipo es inabordable.
A una descripcion tal del estado (a cada modo diferente en que se encuentran las
entidades elementales, para una situacion global dada del sistema en promedio), se le

llama microestado.

Descripciéon macroscopica. Esta descripcion consiste en caracterizar el estado del
sistema mediante un reducido ntimero de pardmetros macroscopicos que representan la
medida de las propiedades de conjunto (globales) del sistema. Contrariamente a la

microscopica, esta descripciéon no formula ninguna hipotesis acerca de la estructura de

14



la materia. Este es el tipo de descripcién que utiliza la Termodindmica del Equilibrio, y

se denomina macroestado.

Descripcion estadistica o probabilistica. Tradicionalmente se ha tratado de
abordar la descripcion microscopica de un sistema macroscopico mediante
consideraciones de tipo probabilistico o estadistico, tal como se pone de manifiesto en la
Teorfa Cinética y la Mecénica Estadistica. Se ha pretendido obtener las leyes
macroscopicas promediando las leyes microscopicas. Cada vez hay més autores que
cuestionan este modo de proceder a la hora de fundamentar este tipo de descripciones.
Para ellos, la Fisica Estadistica es una teoria de sistemas de muchas particulas que
funciona precisamente gracias a su caracter estadistico (E. T. Jaynes, 1957); y en la
que se infieren, y no postulan, las probabilidades asociadas a los posibles microestados
compatibles con un macroestado dado gracias a la Teoria de la Probabilidad y a unas
pocas restricciones macroscopicas conocidas (pues solo ellas mes son susceptibles de

medida). Este es el punto de vista que se tomara en este trabajo.

Conviene hacer ahora la siguiente observaciéon. El considerar que en la descripcion estadistica
las probabilidades se infieren cambia radicalmente el significado de este tratamiento, puesto
que solo si son conocidas las leyes macroscopicas, puede inferirse informacion sobre el

microestado del sistema. Se volveré sobre este punto en el capitulo 4.

1.2. Variables v sus tipos

En algunos estados de un sistema macroscopico es posible asignar variables (o

parametros) a las propiedades de conjunto.
I. P. Bazarov |2] clasifica las variables en dos tipos:

Variables externas son aquellas que no estdn completamente determinadas por el
propio sistema, sino que estan definidas por el exterior. Por ejemplo, el volumen de un
gas encerrado en un recipiente (que depende de las paredes del recipiente), la

intensidad de campo eléctrico en un punto...

Variables internas son aquellas que estan determinadas por las interacciones internas
del sistema. Por ejemplo, podemos mencionar el volumen de un sélido (que no depende,
en condiciones normales, del volumen —paredes- del recipiente en el que se encuentra

inmerso), la energia interna de un sistema (que se definira después)...
Tipicamente se suele diferenciar entre variables intensivas y extensivas:

Se dice que una variable es intensiva si se puede definir en cada punto del sistema,
careciendo de relacion directa con su tamaiio. Recuérdese que con “punto del sistema”
no se quiere decir un punto geométrico, sino un subsistema fisicamente infinitesimal del
mismo. Ejemplos de variables intensivas son la presion, la densidad, la temperatura

(que se definira después)...

15



Se dice que una variable es extensiva cuando el valor de dicha variable en el sistema
es igual a la suma de los valores de dicha variable en cada uno de sus subsistemas, para
cualquiera que sea la divisiéon en partes del sistema que se considere. Ejemplos de este

tipo de variables son: el volumen, el momento magnético, la cantidad de sustancia...

Notese que pueden existir variables que no sean ni intensivas ni extensivas. Tal es el caso, por

ejemplo, del cuadrado del volumen, el cubo de la masa...

1.3. Tipos de interacciones y de paredes

Las interacciones entre un sistema macroscoépico y su entorno o entre sus distintos

puntos pueden clasificarse en tres:

Interacciéon mecéanica. Incluye aquellas interacciones diferentes del intercambio de
materia y cuyo estudio puede ser llevado a cabo a nivel macroscépico por otras ramas
de la Fisica diferentes de la Termodindmica, tales como la Mecanica, el
Electromagnetismo, etc., y utilizando por tanto para dicho estudio wvariables a nivel

macroscopico.
Interacciéon material. Es aquella que se produce por el intercambio de materia.

Interaccion térmica. Engloba el resto de interacciones diferentes de la material y
mecanica. Caracteriza, a nivel macroscopico, la informacién de la interacciéon que se ha
perdido en el modelo mecanico y material debido a que la descripciéon se ha realizado en

términos de propiedades de conjunto.

Cuando no hay interaccion neta mecanica, térmica o material (del sistema con su
entorno ni entre sus puntos) se dice que el sistema esta en equilibrio mecanico, térmico o

material respectivamente.

La interaccion material debe referirse a diferentes entidades elementales que
constituyan el sistema en estudio. Se llama ntimero de componentes de un sistema al
namero minimo de entidades elementales (especies quimicas) diferentes necesarias para formar
un sistema idéntico. En este sentido se habla de sistemas monocomponentes (un solo
componente) y multicomponentes (varios componentes). A cada una de estas entidades

elementales se le llama componente.

Las paredes se pueden clasificar en funcion de las interacciones que permiten (paredes

permisivas) o prohiben (ligaduras o paredes prohibitivas):

Moviles (permiten interacciéon mecéanica) o rigidas (la prohiben).
Permeables (permiten interaccién material) o impermeables (la prohiben).
Diatérmanas (permiten interaccion térmica).

Adiabaticas (prohiben interaccion térmica y material).

Aislantes (prohiben toda interaccion).

16



Los sistemas macroscopicos también se pueden clasificar en funcién de sus paredes:

Abierto (paredes permeables, moviles y diatérmanas).
Cerrado (paredes impermeables, moviles y diatérmanas).
Térmicamente aislado o adiabaticamente aislado (paredes adiabaticas y moviles).

Aislado (paredes aislantes).

17
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Capitulo 2

El equilibrio termodinamico

En el desarrollo histérico de la Termodinamica del Equilibrio y la formulaciéon de sus
principios fundamentales, ha jugado el papel central modo en que un sistema macroscépico
evoluciona de un estado a otro (esto es, el proceso). No obstante, la Termodinamica del
Equilibrio como teoria pura ignora por completo el proceso, siendo su problema béasico (segiun
H.B. Callen [4]) la determinacion del estado de equilibrio al que llegard un sistema aislado al
suprimirse alguna de sus ligaduras internas. Por tanto, resulta crucial la definiciéon precisa de

estado de equilibrio termodinamico.

El estado de equilibrio termodindmico en sentido estricto es un estado con muchas
restricciones, de modo que se irdn enunciando las condiciones de forma paulatina. A partir de

ahora, con la palabra “equilibrio” se hara referencia a “equilibrio termodinamico”.

2.1. Condiciones primera v segunda de equilibrio

Los estados han de tener caracteristicas cuantificables y medibles, y ademas estas
cantidades asociadas no han de depender de cémo el sistema ha llegado a dicho estado y han

de verificar unas determinadas condiciones de regularidad. Mas precisamente:

12 condicién de equilibrio. En un estado de equilibrio, a cada propiedad macroscopica se le
puede asociar al menos una magnitud que depende unicamente de dicho estado (y no de como
ha llegado a dicho estado, es decir, de su historia), a la que se llama wvariable
termodindmica. Ha de tratarse de un estado estacionario (las variables termodindmicas
han de ser independientes del tiempo), pero ademds debe existir equilibrio mecdnico,

térmico y material.
Otra limitacion que hay que introducir es la siguiente:

22 condicién de equilibrio. Fs necesario también que el estado pueda especificarse por un

numero finito de variables termodindmicas independientes, al que se llamard numero de

grados de libertad del sistema.

19



Las variables independientes escogidas en cada caso se llaman variables de estado
del sistema. Las deméas se pueden poner en funcién de las anteriores y se denominan
funciones de estado. Si un sistema tiene n grados de libertad, un estado de equilibrio de
dicho sistema queda caracterizado por los valores z,,...,z, de sus n variables de estado en
dicho estado. La n-upla (z,,...,z,) se identifica con un punto de R", espacio al que se le llama
espacio termodinamico asociado a dicho sistema. Obsérvese que a un mismo sistema se le
pueden asociar distintos espacios termodinamicos, en funciéon de las variables que se elijan para
caracterizar los estados de equilibrio. Es importante sefialar que en un espacio termodinamico

solo se pueden representar estados de equilibrio.

2.1.1. Sistemas homogéneos, heterogéneos y compuestos

Las variables intensivas juegan un papel relevante en la estructura de un sistema en
equilibrio. Segin la 22 condicion de equilibrio ya enunciada, se deduce que esta estructura ha
de ser lo suficientemente sencilla como para poder garantizar la finitud del namero de grados
de libertad. Es decir, un sistema, para estar en equilibrio, ha de responder a una de las

siguientes estructuras macroscopicas:

1. Si el sistema es sin ligaduras internas (no contiene en su interior ninguna pared de tipo
prohibitivo), entonces:

a. O bien todas las variables termodinamicas intensivas toman el mismo valor en
todos los subsistemas del sistema, y, en particular, también en todos los puntos
del sistema (en cuyo caso se llama sistema homogéneo);

b. o bien estd formado por un ntmero finito de subsistemas homogéneos, llamados
fases, presentando alguna discontinuidad en algunas de las variables
termodinamicas puntuales al pasar de unas fases a otras (en cuyo caso se habla
de sistema heterogéneo).

2. Si el sistema es con ligaduras internas, entonces consiste en un sistema formado por un
nimero finito de sistemas homogéneos y heterogéneos separados por paredes de tipo
prohibitivo (en cuyo caso se dice que es un sistema compuesto).

2.1.2. Caracterizacion de las variables intensivas y extensivas en un sistema que

satisface las dos primeras condiciones de equilibrio

Considérese un sistema homogéneo que satisface las dos primeras condiciones de
equilibrio y dos variables termodindmicas, una intensiva ¢ y otra extensiva e. Supéngase un

estado de equilibrio en el que los valores de estas variables son respectivamente i =4, y e =¢, .
Si se divide el sistema en ¢ subsistemas iguales, en cada uno de ellos tendremos =14, y
e=¢, /q. Si ahora se considera uno de estos subsistemas y se juntan p copias idénticas de

ellos, se tendrd que ¢=14, y e= ( p/ q)eo. Esta construccion serd llamada “fraccion p /¢ del
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sistema”. Como puede verse, en una fraccion p/q del sistema, el valor de una variable

intensiva es el mismo que en el sistema inicial, y el valor de una variable extensiva resulta una

fraccion p / q de su valor en el sistema inicial.

Supoéngase que el estado del sistema viene determinado tnicamente por variables de estado de

tipo intensivo %;,...,4, y extensivo e,...,e,. Sea dada una funcién de estado X(il,...,ip,el,...,eq).

. . ) . 0 ) .,
El estado de una fraccion p /¢ del sistema seréa a;l,...,zp,ﬂel,...,geq+. Entonces, si la funcién
g q q9 g
de estado X es extensiva
. o]
Xaz,...,zp, P e, .,£eq+= EX(’LN oy e, ,eq) (2.1)
g a9 g 4q
y si es intensiva
® p p O . ‘
ngl,...,zp,;el,...,geq ==X (zl,...,zp,el,...,eq) (2.2)
a

emas, es facil ver que las afirmaciones reciprocas de las anteriores son ciertas. En
Ad , facil 1 f de 1 t t E
efecto, basta imaginar un sistema dividido en dos partes: una de ellas, una fraccion | del

sistema, y la otra una fraccion (1 - | ) . Si la variable verifica la ecuaciéon (2.1), entonces
X(il, Sy le .l eq)+X(i1, . p,[ I ]el, ,[ I ] ) (21, AN ,eq) (2.3)
y la variable es extensiva, mientras que si verifica la ecuacion (2.2), entonces

X (i eoeripy el €)= X (oo [1- 1 ] e [1- 1] €)= X (4o esre, ) (24)

y se deduce que es intensiva.

Aceptando que las funciones mateméticas que ligan las funciones de estado a las
variables de estado son suficientemente regulares (suelen suponerse tan regulares como sea
necesario: continuas, diferenciables...), puede extenderse lo anterior también a factores reales
positivos cualesquiera. Ademaés, teniendo en cuenta que un sistema en equilibrio es, en
definitiva, un conjunto de sistemas homogéneos, la extension de las afirmaciones anteriores a

un sistema en equilibrio cualquiera es inmediata. Es decir, se tendré la siguiente proposicion:

Sea una variable termodindmica X. Si el estado de un sistema que satisface las dos primeras

condiciones de equilibrio viene determinado unicamente por wvariables de estado de tipo

INEENSIVO 4,..., 0, Y extensivo €,...,e, , entonces:

X es intensiva st y solo si, considerada como funcion de estado, es homogénea de

grado cero respecto de las variables de estado extensivas:
X(il, iy le, .l eq) (zl, ,p,el,...,eq) (2.5)

X es extensiva si y solo si, considerada como funcion de estado, es homogénea de

grado uno respecto de las variables de estado extensivas:
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X (i, iyl eyl ) =1 X (isnnsdy s, ) (2.6)

9 Yy

En particular, a las funciones de estado extensivas e intensivas de un sistema que
satisface las dos primeras condiciones de equilibrio se les puede aplicar el teorema de Euler de

las funciones homogéneas. Esto es:

£

5
f(z'l,...,ip,el,...,eq) extensiva P f(z'l,...,ip,el,...,eq) = é € Cg + (2.7)
PR [ a..
5
f(il,...,ip,el,...,eq) intensiva P 0= é e, O’ql+ (2.8)
i=1 eﬂel Q}]l

Esto serd de importancia méas adelante.

2.2. Tercera condicion de equilibrio

Las variables que en un sistema son extensivas, por su propia definicién, hacen
referencia a propiedades no emergentes. El papel de las variables extensivas en la
Termodinamica del Equilibrio y la Fisica Estadistica es fundamental, hasta el punto de que se

introduce la siguiente condicion:

32 condicién de equilibrio. En wun estado de equilibrio, todos los subsistemas

(macroscopicos) en que pueda dividirse el sistema han de ser independientes. En otras

palabras, el sistema ha de ser ideal para que su estado pueda ser considerado de equilibrio.

La descripcién de la cantidad de materia que hay en un sistema en equilibrio se hace en
términos del nimero de entidades elementales, entendidas éstas como wunidades
estructurales minimas independientes de un componente dado. Podria hablarse de un sistema
macroscopico compuesto por una sola entidad elemental. Asi pues, puede afirmarse que los

sistemas en equilibrio son conjuntos de entidades elementales.

2.3. Trabajo termodinamico vy cuarta condicion de

equilibrio

Las diferentes ramas de la fisica que permiten el estudio de la interaccién mecéanica
pueden proporcionar expresiones del trabajo involucra dicha interacciéon. En Termodinamica
del Equilibrio solamente se considera la parte que da cuenta de la variacién del estado
macroscopico del sistema, y no la que modifica su estado de movimiento como un todo o su
energfa potencial externa por estar bajo la accién de un campo externo. Esta parte se llama

trabajo termodinamico, y es la que se considerara en lo que sigue.

De la 32 condicién de equilibrio se deduce que el trabajo intercambiado por el sistema

ha de ser aditivo respecto de sus subsistemas constituyentes.
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En cuanto al signo del trabajo, existen criterios segtin se considere el trabajo realizado
por el sistema sobre el entorno (criterio “egoista”) o el realizado por el entorno sobre el sistema.
La elecciéon es segin los gustos. Aqui se empleard el segundo criterio, que se traduce en lo
siguiente: si dicho trabajo es negativo, se dice que el trabajo es cedido por el sistema, y si es

positivo, se dice que es absorbido o recibido por el sistema

Para que el formalismo termodinamico sea aplicable es necesario exigir al sistema en

cuestion una condicién adicional.

42 condicion de equilibrio. A través de otras ramas de la Fisica, se puede evaluar el trabajo

en un proceso fisico idealizado en el que el sistema evoluciona de un estado a otro pasando por
una sucesion continua de estados que satisfacen la 1? condicién de equilibrio. Para que los
estados de un sistema sean considerados de equilibrio, la diferencial del trabajo asociada a la
posible interaccion mecdnica en este proceso idealizado ha de poder escribirse formalmente

como:

k
dw = § Ada, (2.9)

i=1
donde:

Las A, son variables intensivas, que se llamardn fuerzas generalizadas (presion,

campo magnético...). También reciben el mnombre de wvariables propiamente
intensivas.

Las a, son variables extensivas que se llamardn desplazamientos generalizados

(volumen, momento magnético...).

k se llamard nimero de tipos de trabajo que puede intercambiar el sistema.

Cuando se satisface esta condicion y el resto de las condiciones de equilibrio, las fuerzas
y desplazamientos generalizados pasan a ser variables termodinamicas. Van “en parejas” cuyo
producto tiene dimensiones de energia, por lo que reciben el nombre de variables conjugadas

respecto de la energia.

Es facil ver que, si el sistema satisface la 4* condicion de equilibrio, el trabajo en este
proceso idealizado es aditivo con respecto de los subsistemas. Esta aditividad, como ya se ha
senalado, es una condicibn necesaria para poder afirmar que los subsistemas son

independientes, aunque no es suficiente.

Con estas cuatro condiciones el equilibrio queda completamente definido y solo queda

establecer los principios y postulados obtenidos de generalizar los resultados experimentales.
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Capitulo 3

Postulados de la Termodinamica del

Equilibrio. Formalismo entrépico

3.1. Existencia del equilibrio. Principio General de la

Termodinamica

Para garantizar la coherencia interna de la teoria en lo que a los estados de equilibrio
termodinamico se refiere, se introduce [2] el llamado Principio General de la Termodinamica.
Este principio, basado en la observacion de la tendencia de los sistemas a llegar a una
situacion estable, garantiza que, en unas determinadas condiciones, se puede asegurar que un

sistema susceptible de estar en equilibrio finalmente podré alcanzar dicho equilibrio.

Principio general de la Termodindmica: Supongamos un sistema que por Sus

caracteristicas pueda alcanzar estados de equilibrio termodindmico (segun las condiciones
establecidas en el capitulo 2). Entonces ocurre que si estd aislado y no se encuentra en
equilibrio, tras un intervalo de tiempo finito y no nulo alcanzard un estado de equilibrio que no

podrd abandonar a menos que deje de estar aislado.

3.1.1. Comentarios adicionales a la definicion de equilibrio

a) En primer lugar, dadas las restricciones impuestas a los estados de equilibrio, un sistema no

puede ser un sistema termodinamico si verifica alguna de las siguientes condiciones:

Si es microscopico. No se puede aplicar la Termodindmica a, por ejemplo, un atomo.

Si es un sistema muy grande o infinito. Por un lado, las interacciones gravitatorias
pueden ser suficientemente intensas como para que la independencia de los subsistemas
deje de ser cierta; por otro, empiezan a manifestarse efectos relativistas (tanto de la
teoria Especial como de la General), como la invalidez de la ley de accion y reaccion.

Si estd en un campo externo que provoque que algunas de sus variables intensivas
dependen de la posicién que ocupa cada uno de sus puntos en el campo. Por ejemplo, la
presion de un punto de un gas en un campo gravitatorio uniforme depende de la altura.
Si sus propiedades dependen de su historia. No se puede aplicar, por ejemplo, a una
pieza de material ferromagnético.
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Es oportuno hacer la siguiente observacién. Un sistema como el del ejemplo del gas en
un campo gravitatorio uniforme, en el que las variables puntuales dependen de la posiciéon, se
suele llamar sistema inhomogéneo. Como bien se ha sefalado, la Termodindmica como
teoria pura no es una teoria de campos [3]. No obstante, en algunas ocasiones puede
generalizarse hasta cierto punto el formalismo introduciendo esta dependencia explicitamente.
Este es un caso particular de la llamada hipdtesis de equilibrio local, que sirve para introducir
el formalismo termodindmico en sistemas macroscopicos “‘no muy alejados” del equilibrio

(Termodinamica Lineal del No Equilibrio).

b) Se ha definido el estado de equilibrio como un estado que satisface muchas condiciones. Es
evidente que el estado de equilibrio es una idealizacion. Surge la pregunta entonces de que, en
la realidad fisica, y teniendo un sistema que por sus caracteristicas pueda alcanzar el equilibrio,

Lcudndo serd vdlida una descripcion basada en estados de equilibrio?

El estudio de los sistemas fisicos es esencialmente experimental y por ello la descripcion
que se haga de ellos se ha de adaptar a las propiedades que se quieran estudiar y a los tiempos
caracteristicos de los procesos fisicos que tengan lugar durante el experimento. Asi pues, se

pueden diferenciar tres situaciones:

1. Cuando los tiempos caracteristicos de los procesos son muy cortos en comparacion con
los tiempos entre medidas (como, por ejemplo, al variar el volumen de un recipiente en
el que se encuentra un gas, ya que éste alcanza el equilibrio de nuevo enseguida), el
sistema alcanza el equilibrio rdpidamente y es posible considerar que se miden estados

de equilibrio.

2. Cuando, en el otro extremo, los tiempos caracteristicos de los procesos son muy largos
en comparacion con los tiempos durante los que se mide (como, por ejemplo, en un
proceso de oxidacion lenta), se puede considerar que las interacciones que sufre el
sistema son despreciables y que las propiedades permanecen constantes. En otras

palabras, se puede suponer que el sistema no abandona el equilibrio.

3. Entre estos dos casos estd la situacién intermedia en la que ambos tiempos son del
mismo orden. En este caso, el sistema estd esencialmente fuera del equilibrio y la

Termodinamica del Equilibrio no es aplicable.

3.1.2. Procesos

Se denomina proceso termodinamico al paso de un sistema de un estado inicial de
equilibrio a otro final de equilibrio. De entre los procesos que sirvieron para desarrollar la
Termodinamica, juega un papel especialmente importante el ciclo o proceso ciclico, que es
aquel en el que el estado inicial y el final coinciden. Un proceso espontaneo es aquel que se

produce al eliminar una ligadura (esto es, al eliminar alguna pared que impida algan tipo de
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interaccion). El tiempo desde que se inicia el proceso espontineo hasta que se alcanza el

equilibrio termodinamico de nuevo se llama tiempo de relajacion.

El Principio General de la Termodinamica limita el modo en que un proceso puede
tener lugar si se une con la primera condicién de equilibrio. En efecto, dos consecuencias se

derivan de la conjuncién de estas dos condiciones:

Un sistema en equilibrio termodinidmico no puede salir de él si no
interacciona con el entorno. Esto es debido a que si pudiera salir sin interaccién
con el entorno, entonces un sistema aislado podria salir del estado de equilibrio sin

dejar de estar aislado, lo que va contra el Principio General de la Termodinamica.

No son posibles procesos reales en los que todos los estados intermedios son
de equilibrio termodinamico. En efecto, supéngase que se tiene un sistema en
equilibrio termodinadmico. Para que pase a un nuevo estado es necesario que
interaccione con el entorno de algin modo (como acabamos de deducir del Principio
General de la Termodinamica), saliendo asi del equilibrio termodindmico. Cuando cesa
la interacciéon, ha de pasar un cierto intervalo de tiempo hasta que alcance de nuevo el
equilibrio termodin&dmico, suponiendo que en ese tiempo no vuelve a interaccionar con

el entorno.

Aun teniendo en mente la limitacion que impone esta segunda consecuencia, se
introduce el concepto de proceso cuasiestatico, consistente en una curva en uno de los
espacios termodinamicos que se pueden asociar al sistema. Fisicamente, esto quiere decir que
en el paso de un estado inicial a otro final, el sistema sigue una sucesiéon continua de estados
de equilibrio, todos pertenecientes a una curva dada. No se trata de procesos reales, sino de
idealizaciones, ya que si el sistema, realizando un proceso, pasara por todos los estados de
equilibrio intermedios, estaria realizando un proceso sin salir del equilibrio, lo que va contra el

Principio General de la Termodinamica.

Incluso siendo irreales, se trata de buenas aproximaciones cuando las interacciones del
sistema “apenas perturban el equilibrio”, realizindose de “modo lento”. Mas concretamente, un
proceso puede aproximarse satisfactoriamente por uno cuasiestitico cuando la velocidad media
de variaciéon de las magnitudes termodindmicas es mucho menor que la velocidad de variacion

de éstas correspondiente al proceso espontaneo de relajacion.

Los procesos cuasiestiticos sirven, entre otras cosas, para evaluar procesos que pueden
aproximarse a ellos segin la anterior regla. Los procesos reales, en contraposicion a los
cuasiestaticos, también se les llama procesos no estaticos. En los procesos no estaticos, solo

se puede representar en el espacio termodinédmico los estados inicial y final.

Considérese un sistema en equilibrio cualquiera, y un proceso cuasiestatico (una curva

g en un espacio termodinamico) entre dos estados. Se define el trabajo en dicho proceso

cuasiestatico como el trabajo evaluado entre esos dos estados suponiendo dos condiciones:

1. Que el sistema se encuentra constantemente en estado de equilibrio.
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2. Que todos los estados intermedios pertenecen a g .

Debido a su definicion, el trabajo cuasiestatico resulta ser una integral de linea a lo largo de g

en el espacio termodindmico del sistema:

W, = Qdw (3.1)

3.2. Los principios de la Termodinamica

A lo largo del desarrollo historico de la Termodindmica, se han ido estableciendo unos
postulados, procedentes de la aceptaciéon de hechos experimentales reiterados, que se

denominan los Principios de la Termodindmica.

3.2.1. Principio cero

El primero de los principios recibe el nombre de Principio Cero, porque fue establecido

después del Primer Principio, pero es anterior a él logicamente. Se puede enunciar asi:

Principio Cero. Eziste una variable termodindmica intensiva que toma valores en sistemas sin

ligaduras adiabdticas internas y que se llama temperatura empirica, que cumple la siguiente
propiedad: dados dos sistemas termodindmicos sin ligaduras adiabdticas internas, aislados del
entorno, separados por una pared diatérmana, Tigida e impermeable, se verifica que €stos no

interaccionan térmicamente si y solo si tienen igual temperatura.

Tras enunciar este postulado, restaria describir el modo de medir la temperatura empirica. No
obstante, se seguird en adelante un punto de vista teérico.

3.2.2. Primer Principio. Calor

La formulacion que se acepta actualmente hoy en dia es la debida a M.Born (1921). De

forma un poco detallada, puede enunciarse como sigue.

Primer Principio. Todo par de estados de equilibrio de un sistema puede conectarse por un

proceso adiabdtico (en el que unicamente hay interaccion mecdnica con el entorno). Ademds,
existe una variable termodindmica extensiva que se llama energia interna y se representa
por U, que cumple la siguiente propiedad: en todo proceso adiabdtico (real o cuasiestdtico), la

vartacion de la energia interna del sistema coincide con el trabajo intercambiado.

Conviene aclarar el significado de la primera afirmacién del Primer Principio. La
posibilidad de conectar dos estados adiabaticamente quiere decir que dados dos estados de
equilibrio A y B, o bien es posible el proceso adiabatico A® B, o bien loesel B® A, o

bien lo son ambos.

28



Se define el calor asociado a la interaccion de un sistema cerrado en equilibrio como la

diferencia entre el cambio de su energia interna y el trabajo intercambiado:
Q=DU-W (3.2)

El calor es interpretable como la energia intercambiada debido a la interaccién térmica de un
sistema cerrado. Se dice que el calor es absorbido o cedido por el sistema en el mismo sentido
que se dice para el trabajo. Debido a la extensividad de la energia interna y a la aditividad del

trabajo, el calor también es aditivo respecto de los subsistemas constituyentes.
El calor en un proceso cuasiestatico de un sistema cerrado se define como

Q, =DU- W, = Q(dU— dw) (3.3)

donde d@ ° dU - dW recibe el nombre de diferencial del calor.

3.2.3. Segundo Principio

El Primer Principio afirma que dos estados de equilibrio siempre se pueden conectar
adiabaticamente. Ahora bien, no establece qué caracteristicas puede tener el proceso que los
conecta. Esta incompletitud queda resuelta con el Segundo Principio.

Sequndo Principio. Ezxiste una variable termodindmica extensiva, que se llama entropia y se

representa por S, que cumple las siguientes propiedades:

‘ . o d
Para un sistema cerrado sin ligaduras adiabdticas internas dS = ?Q, donde T es una

variable termodindmica (intensiva) que solo depende de la temperatura empirica, a la

que se llama temperatura absoluta.

En todo proceso adiabdtico la entropia no puede disminuir. O, dicho de otro modo, el
sentido en el que dos estados de equilibrio se pueden conectar adiabdticamente es tal

que la entropia no disminuye en dicho proceso.

3.2.4. Tercer Principio

El Tercer Principio no es necesario para el desarrollo del formalismo de Ila
Termodinamica del Equilibrio, pero resulta esencial en tanto que completa la definicion
termodinamica de entropia y fija ciertas propiedades del sistema en el limite de temperatura

absoluta nula.

Tercer Principio. No es posible un estado de equilibrio de un sistema sin ligaduras adiabdticas
internas con temperatura absoluta nula. En este limite, una sustancia pura y cristalina verifica

que limS =0.

T® 0
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Este principio tiene una importancia historica especial. La falta de consistencia de la
Mecanica Estadistica clasica con él fue uno de los desencadenantes principales del nacimiento

de la Mecénica Cuantica.

3.3. Los postulados adicionales de Callen

Para completar la base del formalismo termodinamico, se introducen unos postulados
adicionales debidos a H. B. Callen [3, 4] y que permiten resolver el que él llamoé el problema

bésico de la Termodindmica, que ya fue comentado en el epigrafe 1.2.

En primer lugar, supéngase un sistema homogéneo en equilibrio, de componentes 1,2,...,
r. Se llaman variables naturales de la entropia del sistema homogéneo al conjunto

formado por la energia interna U , los desplazamientos generalizados a,...,a, y el ntimero de

entidades elementales de cada componente N,..,N . Puede extenderse esta definicion

llamando variables naturales de la entropia de un sistema en equilibrio cualquiera al
conjunto formado por las variables naturales de la entropia de cada uno de los subsistemas

homogéneos que lo forman.

El primer postulado adicional debido a Callen permite establecer las variables que

caracterizan el equilibrio.

Postulado de estado. El estado de equilibrio de un sistema queda determinado por las variables
naturales de la entropia. En general no son independientes, aunque para un unico sistema

homogéneo si lo son.

Este es el momento de establecer el postulado que resuelve el problema basico de la
Termodinamica, y que permite, ademas, establecer una relacién conceptual clara entre la
entropia termodinédmica y la ignorancia de una distribucién de probabilidad, como se verd més

adelante.

Postulado de entropia mdrima. Al eliminarse alguna ligadura interna de un sistema aislado en

equilibrio, éste evoluciona hacia un nuevo estado de equilibrio caracterizado por la siguiente
propiedad: los wvalores que toman las wvariables naturales de la entropia (extensivas) son
aquellos que hacen que la entropia tome el wvalor mdxrimo compatible con las restantes

higaduras.

Conviene aclarar que en el postulado anterior se entiende también por ligadura interna

algtin elemento que impida reacciones quimicas.

Con el postulado de entropia méxima se puede afirmar que mientras los sistemas
intercambian materia y energia con el entorno se estructuran (evolucionan) de

acuerdo a su entropia.
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3.4. Formalismo termodinamico entrdpico

El formalismo que se va a presentar es el de la representaciéon entropica, en oposiciéon a

la representacion energética mas usual, por dos motivos fundamentales:

1.

La representacion entropica utiliza la entropia como funcién de estado, no como
variable de estado. De esta forma, se escribe lo desconocido (la entropia) en funcion de

lo conocido.

La magnitud que conecta la descripcién macroscépica con la microscopica en Fisica
Estadistica es la entropia, no la energia. A partir de la Fisica Estadistica, en general,
para un modelo de sistema en equilibrio se puede encontrar la ecuaciéon fundamental
(que se introducira enseguida). Para el caso de un sistema homogéneo simple (tal que
dW =-pdV ) y monocomponente, ésta es S =S(U7 V, N). Pero esta relacion no

siempre es invertible, esto es, no siempre puede escribirse U =U (S, V.N ) En efecto,

como se verd enseguida (ecuacion (3.6)), la temperatura absoluta viene dada por
1 _&56
T &Ua,

puede tener temperaturas positivas y negativas, dando lugar efectivamente a que la

; se puede demostrar que un sistema con energia acotada superiormente

ecuacion fundamental no es invertible.

3.4.1. Ecuaciones fundamentales de la representacion entropica

p=1..

Supéngase un sistema homogéneo. Si el sistema es cerrado (Np =cte con

,7), se sabe (por el Segundo Principio) que:

- A
dSzd_Q:ledU- é_—ldal, (3.4)
T T T T

Ahora bien, en general, la diferencial de la entropia, como funciéon de estado S = S (U a;, N )

s Wi

viene dada por:

k roae 0
dS_EEﬂ—SO éae” - dl il dN, (3.5)
Ug ., N, i=1 ﬂ a Q . p=1 gﬂNp @ N,
Por tanto, se puede identificar:
% = g[—ig (Ecuaciéon Energética de Estado, EEE) (3.6)
g/‘,a,,NJ
A 0
? aﬂﬁ (Ecuacion Térmica i-ésima de Estado, ETE) (3.7)
el g, .

y definir el potencial quimico del componente p-ésimo M), como:
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j— ﬂS O . s . PO
L . - , )
; (Ecuacion Material p-ésima de Estado, EME) (3.8)
1 ﬂNP Q Ja;. N,

Asi pues, se tiene que:

k A T
ds = L qu - a da, - Q ﬂde (Ecuacién de Gibbs) (3.9)
T =1 T ’ p=1 T
5 A § @& 0
Las variables de los pares ael,U 2 ) & —’,Vg Y ¢ ﬂ,N = se llaman conjugadas respecto
&7 5 T g & T g

de la entropia.

Como S =8 (U sa, N p) es extensiva, es funcion homogénea de grado 1 de las variables

de estado extensivas, y por el teorema de Euler de las funciones homogéneas:

: A T
U-a ?’cg -a ﬂN (Ecuacioén de Euler) (3.10)

Diferenciando la ecuacién de Euler y combinandola la ecuaciéon de Gibbs se obtiene:

o ¢ Ad 4 & mo
Ud ael?+ a aida? —’2+ a N,dc- ﬂ+= 0 (Ecuacion de Gibbs-Duhem) (3.11)
8Tﬂ i=1 Tg p=1 e T ]

La ecuacién de Gibbs-Duhem muestra que en el equilibrio, las variables de estado intensivas

no son independientes.

Usando la ecuacién de Euler, se ve que el conocimiento de las ecuaciones de estado
(EEE, ETEs y EMEs) del sistema es equivalente al de la ecuacion fundamental del sistema

S=8 (U ,a;, N p) . Las ecuaciones de estado, o bien la ecuacién fundamental, son relaciones que

la Termodindmica no puede obtener, y proceden o bien de datos experimentales o bien de

aplicar la Fisica Estadistica a un modelo.

Esto se generaliza [3, 4] al caso de un sistema cualquiera sin ligaduras adiabaticas
internas (esta condicién se exige para que tenga definida una temperatura) del modo

siguiente. En este caso, el estado queda determinado especificando la energia interna U ° X,
con variable intensiva conjugada 1/ 7 ° Y, y una serie de variables extensivas X, X,,.., X,
(que se supone se toman ya independientes) con variables intensivas conjugadas Y,,Y,,...,Y,.

Las relaciones anteriores se escriben en la forma compacta:

Ecuacién fundamental: S =85(Xy, X,y Xp) (3.12)
&
Ecuacion de Gibbs: as=aq Y,dX, (3.13)
n=0
g
Ecuacion de Euler: S=avtX, (3.14)
n=0
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R
Ecuacién de Gibbs-Duhem: axdy =0 (3.15)

Ecuaciones de estado: Y =¢c—= (3.16)

3.4.2. La entropia en funcion de sus variables naturales como potencial

termodinamico

Hasta ahora, se han ido introduciendo todas las definiciones y conceptos basicos de la
Termodinamica del Equilibrio. Esto se ha hecho asi simplemente porque tanto el significado de
estos términos como el orden en que se introducen varian de unos textos a otros, y se hace
necesario establecer el criterio que se usa en este trabajo. No obstante, no se hard un
tratamiento detallado de los coeficientes calorimétricos y térmicos (cuyas definiciones son las
mismas en los distintos textos) ni de las condiciones de equilibrio mutuo y estabilidad (ya que

no seran usadas para este trabajo).

No obstante, si que merece la pena resaltar el concepto de potencial termodinamico. En
el anterior apartado se ha visto que conocida la ecuacién fundamental S = § (XO, XX R) se
pueden calcular las distintas ecuaciones de estado del sistema. De éstas, a su vez, se pueden
deducir los diferentes coeficientes calorimétricos y térmicos (las “funciones respuesta”). En
definitiva, el conocimiento de la ecuaciéon fundamental implica saber todas las propiedades
termodinamicas del sistema. Por eso se dice que la entropia en funcién de sus variables

naturales es un potencial termodinamico.

3.4.3. Variables usadas en el formalismo termodinamico entrépico

La aplicacion del formalismo termodindmico a un sistema en equilibrio restringe las

variables de estado y funciones de estado que se utilizan a:

Las variables extensivas. Abusando del lenguaje, normalmente uno con “las
variables extensivas” se refiere a las variables naturales de la entropia, y, por extension,

a la propia entropia.

Las variables intensivas. También, abusando del lenguaje, normalmente uno se
quiere referir a las conjugadas de las extensivas respecto de la energia o respecto de la
entropia. Aqui con este término se hara referencia a las conjugadas de las extensivas

respecto de la entropia.

Una diferencia fundamental entre ambos tipos de variables es que las extensivas tienen

su equivalente a nivel microscopico, mientras que las intensivas, en general, no la tienen.
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Considérese un sistema sin ligaduras adiabaticas internas. En lugar de utilizar las
variables extensivas X, X,,...,X, para caracterizar el estado, se puede usar cualquier
combinacion de R +1 variables entre éstas y las intensivas conjugadas Y,,Y},Y,,...,Y,. No
obstante, S solo es un potencial termodindmico expresado en funciéon de X, X,,...,X,. Se
hace necesaria entonces una transformacion que, aplicada a la entropia, proporcione un
potencial termodinamico en términos de otras variables. Esta es la bien conocida
transformacion de Legendre, que permite obtener nuevas funciones sin perder la informaciéon

contenida en la ecuaciéon fundamental.

La transformada de Legendre de la entropia (como potencial termodindmico) respecto de
h+1 wvariables, 0 £ h £ R, esta dada por:

h e O h
J,°S-ax, 50 . avx, (3.17)
n=0 eﬂXn @(ql . n=0

Las ecuaciones caracteristicas de la representacion resultante del sistema son:

Ecuacién fundamental: Jy =J (Yos o Yy Xy ooy X3) (3.18)
g g
Ecuacion de Gibbs: aJ, =-a X, dY, + a Y,dX, (3.19)
n=0 n=h+1
g
Ecuacion de Euler: J, = a YX, (3.20)
n=h+1
é?
Ecuacion de Gibbs-Duhem: aXdy =0 (3.21)
n=0
i 0
. L .
3 1. J Q/p‘z*Xq
Ecuaciones de estado: | (3.22)
. 6
-'-Y:aqT—J’Ze , h+1£jER
| J gﬂX -
T g q/l "X/I'l

Las variables Y,...,Y,,X,,,,.., X, se denominan variables naturales del potencial
termodinamico J,. Estos potenciales se suelen llamar funciones de Massieu-Planck,

aunque los simbolos utilizados para representarlas no estan del todo estandarizados.

Conviene hacer el siguiente comentario. En las ecuaciones anteriores se ha supuesto
implicitamente que la primera variable respecto de la que se hace la transformada de Legendre
es la energia interna, reemplazando ésta por la temperatura. Para justificar esta eleccion,
considérese el caso del sistema homogéneo; en él se ha visto que las variables intensivas son

cocientes de fuerzas generalizadas y la temperatura. No esta del todo claro como podria fijarse
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una variable intensiva sin fijar la temperatura, ya que lo que se controla generalmente son por
separado las fuerzas generalizadas y la temperatura. Esta es la razon de que se haya

considerado que cuando hay variables intensivas fijadas también lo estd la temperatura.

Notese que la ecuacion de Gibbs-Duhem es la misma en cualquier representacion. La
ecuacion de Gibbs-Duhem coincide con la ecuacion de Gibbs cuando se han eliminado por
transformacion de Legendre todas las variables extensivas (obteniendo un potencial
termodinamico idénticamente nulo, segtin (3.17)). Puede decirse que la ecuacion de Gibbs-

Duhem es la ecuaciéon central de todo el formalismo termodindmico entropico.

Puede construirse una formulacién equivalente de la termodinédmica si se cambian el

postulado de estado y el postulado de entropfa maxima por los siguientes:

Postulado h de estado. El estado de equilibrio de un sistema queda determinado por las

variables naturales de J,. En general no son independientes, aunque para un unico sistema

homogéneo si lo son.

Postulado de potencial termodindmico mdrimo. Al eliminarse alguna ligadura interna de un

sistema en equilibrio en contacto con un sistema con las variables intensivas Y,,...,Y, fijas,

éste evoluciona hacta un nuevo estado de equilibrio caracterizado por la siguiente propiedad:

los wvalores que toman las variables extensivas de entre las variables naturales de J, son

aquellos que hacen que J, tome el valor mdximo compatible con las restantes ligaduras.

La equivalencia de este ultimo postulado con el de entropia maxima se demuestra con el
estudio del sistema aislado compuesto por el sistema en equilibrio y el que esta en contacto con
¢l con las variables intensivas Y,...,Y, fijas.

Un estudio més detallado del formalismo termodinamico puede encontrarse en [3]| y [4].
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Capitulo 4

El método de Entropia Maxima y su

aplicacién a la Fisica Estadistica

4.1. Puntos de vista en Teoria de la Probabilidad

El problema de la asignacién de probabilidades en los casos en los que hay muy poca
informacion disponible es tan antiguo como la Teoria de la Probabilidad. Para analizarlo en
profundidad, se debe reconocer el hecho de que la Teoria de la Probabilidad se ha desarrollado

en dos diferentes direcciones en cuanto a sus fundamentos [5-8].

El punto de vista objetivo considera la probabilidad de un suceso como una
propiedad objetiva del propio evento, verificable en experimentos mediante la observacién de
frecuencias relativas. Cuando un objetivista calcula una distribucién de probabilidad, cree que
hace predicciones que son, en principio, verificables al detalle, como las que hace la Mecéanica
Clésica. Una distribucién de probabilidad es buena desde el punto de vista objetivo cuando
representa correctamente las fluctuaciones observables de la variable aleatoria.

Por otro lado, el punto de vista subjetivo mira las probabilidades como expresiones
de la ignorancia humana; la probabilidad de un evento es simplemente una expresion formal
de la esperanza de que un suceso ocurra, basada en cualquier informacién disponible. Para el
subjetivista, el fin de la Teoria de la Probabilidad es servir de herramienta para sacar
conclusiones plausibles en casos en los que no hay suficiente informacién para obtener
conclusiones seguras; por tanto, no se espera una verificacion detallada. Una distribuciéon de
probabilidad es buena desde el punto de vista subjetivo cuando representa correctamente el

estado de conocimiento que se tiene del valor de la variable aleatoria.

Aunque las teorias basadas en los puntos de vista objetivo y subjetivo son
matematicamente idénticas, los conceptos que subyacen no lo son. En los problemas

estadisticos que se presentan en fisica, ambos puntos de vista son necesarios [5-8|.
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4.2. La descripcion estadistica

De acuerdo con algtin modelo microscopico elaborado para el sistema macroscépico en

estudio, éste puede tener una serie de microestados A; (que se supondra que forman un

conjunto discreto). Estos microestados estaréan caracterizados por valores bien definidos de la
variables que tienen sentido a ambos niveles (macroscopico y microscopico). Se pretende
construir una descripcién incompleta del estado del sistema, denominada descripcion

estadistica, que consiste en la asignacion de una probabilidad p, a cada A,, que dependera

de la informacion de la que se disponga (representada por el macroestado).

El problema que se plantea es: jcuél es la distribuciéon de probabilidad mas adecuada
compatible con la informaciéon disponible? En la formulacién de esta pregunta, se esta
adoptando necesariamente el punto de vista subjetivo de la Teoria de la Probabilidad [5-8|. En
el siguiente apartado se introduce la ignorancia de una distribucion de probabilidad [3, 5-8,
16], que permite abordar el problema de la asignacion de probabilidades de una forma bastante

general.

4.3. La funcién ignorancia de una distribucién de
probabilidad

Se procedera ahora a definir con precision la ignorancia de una distribucion de
probabilidad y a obtener su expresion mateméatica. Sea dada una distribucion finita de

probabilidades:

el A, A A

A - -
gpl p2 p7 pWﬂ

(4.1)

W
donde {Az} ={A1,A2,...,Ai,...,AW} es un conjunto completo (es decir, é p, =1) de sucesos

=1
mutuamente exclusivos (esto es, si se da uno de ellos no se dan los demas) y p, es la
probabilidad del suceso A,. Llamaremos ignorancia de la distribucién A a una funciéon de

las probabilidades [ (A) o7 (pl, ...,pW) tal que:

Es continua.
2. Es méaxima si todos los sucesos son equiprobables (y por tanto sus probabilidades son
iguales a 1/ W).

3. La ignorancia de la distribucion es igual a la de otra distribucion igual a la que se haya

afiadido un suceso imposible con probabilidad nula.
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4. Si B es otra distribucién finita e I(B/A4,) es la ignorancia de B cuando se da el
suceso A, posible (tal que p, 1 0) de la distribucién A, la ignorancia de la distribucion

AB (cuyos sucesos son las intersecciones A, C B,) es

I(AB)=1(4)+ & pI(B/4) (4.2)

de modo que si las distribuciones A y B son independientes, en cuyo caso

I(B/A)=1I(B) (pues la ignorancia de B no dependera del conocimiento de A ), serd
I(AB)=1(A)+1(B) (4.3)

5. La ignorancia de A es nula si W=1 (si hay un tnico suceso).

Se trata ahora de deducir la forma de esta funcién ignorancia.

a) Sea L (VV) la ignorancia equiprobable de la distribucion A:

& o]
L(w)° Gt
H_J 0
w @
Por la propiedad 3 de la funcién ignorancia:
e (0} e (o}
[éviv, W= I%Viv,...,ﬁ,,O:
w @ w 2
y por la propiedad 2:
& 0 & o]
[éﬁ,,...,viv,01< Igﬁ,...,ﬁ:
H_J 0 %/—J 0
w %] W1 (%]

Por tanto, L (V\/) < L(W+ 1), es decir, L es una funcion creciente.

b) Considérense ahora r distribuciones independientes A(J), cada una con W sucesos

equiprobables. Por la propiedad 4 :

I(AVA”..AV) = 5 I(A7) =8 L(W =rL(W)

J=1 J=1

Pero la distribucion AVA® .. A" esta constituida por W sucesos igualmente probables, de

modo que
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Por tanto:
L(W)=rL(W)
c) Sean ahora s,m,n ndmeros enteros positivos, con m,n >1 y sea r tal que
n £m’ En"

Por un lado se tiene

Inn" £lnm’ £lnn"™' b rlnn£slnm£(r+1)lnnb ££ln_m££+l
s Inm s s

y por otro, usando las propiedades encontradas para L (n)

relm) r 1

L(nT)EL(mS)EL(nM)D rL(n)EsL(m)E(r+1)L(n)DS OB

L
Tanto ln_m como (m) estan comprendidos entre r y r +1, por lo que:
Inn L(n) S s 8
L{m) nm| 1
L(n) Inn| s
Como s es arbitrario:
E(m) _tm , B(m) _L(),
L(n) Inn Inm Inn

Es decir, en el caso equiprobable con W > 1 | la funcién ignorancia tiene la forma:
L(W) =kInW (4.4)

Esta féormula cuadra con la propiedad 5, de modo que se puede considerar valida para

cualquier valor entero positivo de W.
d) Si las probabilidades p, son ntmeros racionales, es decir, pueden escribirse como cociente

de dos numeros enteros p, ==~ (donde ¢ es el minimo comin multiplo de los denominadores

de todas las p, ), entonces, como su suma es la unidad, ha de ser:

W W
[o]

o
aqag =q9qap =¢g
i=1

=1

Sea ahora B una distribucién finita dependiente de la distribucion A y constituida por W

conjuntos de sucesos tales que, si se da el suceso A, en el grupo 7 hay ¢, sucesos

equiprobables y todos los demés sucesos de B tienen probabilidad nula. La ignorancia de B

cuando se da el suceso posible A, sera:
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& o & o
I(B/A)=1%0,.,0%,.,L,0,..,02=1%,.,L7=L(g)=klng, =kIn(qp,) = kIng +kInp,
- 5 &

Por tanto, en virtud de la propiedad 4:

W W W
I(AB) :.T(f1)+/€é_1 D lnq+kél1 p, In p, :I(A)+klnq+kz"c;11 P, In p,
P 177;?0 pﬁo

Por otro lado, la probabilidad del suceso A C B, de la distribucién producto sera

p(Ai C Bz) =p Xp (Bl /A,i), donde:

10 silmnoesdel conjunto i p(4, CB)=0
p(B/A)=11 1
q

i si | es del conjunto i P p(4, G B)=p,—= 1
14 q 9
lo que lleva a:
I(AB) = L(q) =klng
Igualando las dos expresiones obtenidas para [ (AB) , se encuentra:
'Y
I(A)=-kQq pInp, (4.5)

i=1
Pt 0
Esta formula, que ha sido obtenida para cuando las probabilidades son niimeros racionales, es
valida para cualesquiera probabilidades reales, debido a la propiedad 1 de continuidad de la

funcién ignorancia. Ademas, dado que lim (:Jcln x) =0, se suele aceptar que
z® 0

p,Inp, =0  cuando p, =0 (4.6)

escribiéndose entonces la ignorancia como:

1(4)=-ka pIny, (4.7)
=1
Ocurre a menudo que las distribuciones de probabilidad que hay que considerar en
Fisica Estadistica no son finitas, sino infinitas numerables. Para estas distribuciones, se define,
por extension, la funcion ignorancia por la misma expresion que para las distribuciones finitas
(se supondra que la distribucion es tal que la suma, que ahora es una serie, converge). La
ignorancia verifica todas las propiedades del caso finito, salvo, obviamente, la propiedad 2, que

carece de sentido. Se escribira, por tanto, para una distribucién o bien finita o bien numerable:

I(A) =- ké p, Inp, (4.8)
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Como tltimo comentario, es posible extender la definiciéon de la funcién ignorancia a
distribuciones continuas de probabilidad. El caso continuo tiene ciertos matices adicionales, y

no se haré aqui.

4.4. Los postulados de la Fisica Estadistica del equilibrio

Supéngase un sistema en equilibrio termodinamico descrito estadisticamente por la
distribucién de probabilidad discreta:
el A A 0

+ (4.9)

A=
gpl p2 pz ]

donde los microestados A; corresponden a un modelo determinado. El método de la Fisica

Estadistica queda determinado por tres postulados, que se encargan de dos tareas. La primera
es inferir la forma funcional de la distribucién de probabilidad menos sesgada compatible con
la informacion disponible (esto es, con el macroestado). En segundo lugar, ante la
imposibilidad de resolver exactamente las ecuaciones a las que lleva el proceso de inferencia
anterior en los sistemas con un elevado ntimero de microestados, se procede a relacionar las
ecuaciones estadisticas con las ecuaciones macroscopicas termodinamicas a través de la
entropia y la ignorancia. En este sentido, solo si son conocidas las leyes macroscopicas puede

obtenerse informacion (estadistica) del microestado del sistema.

4.4.1. Postulado de maxima ignorancia

El primer postulado de la Fisica Estadistica no es, en realidad, un postulado fisico. Se
trata en realidad de la aplicacion del concepto de ignorancia de una distribucion de
probabilidad a inferir probabilidades desconocidas, buscando que éstas formen la distribucién

menos sesgada a partir de la informacion conocida [5-8|.

Postulado de mdzima ignorancia. Los valores de las probabilidades de los microestados son

aquellos que hacen que la ignorancia de la distribucion sea la mdrima compatible con la

informacion macroscopica.

El postulado puede considerarse una generalizacion del principio de razon insuficiente
de Laplace, segin el cual en caso de que no haya ninguna informacién disponible deben
asignarse iguales probabilidades a todos los sucesos. En efecto, se verd més adelante que
cuando no hay informacion el postulado de méxima ignorancia coincide con el principio de

razon insuficiente.
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4.4.2. La informacion macroscopica

Surge ahora la pregunta de como implementar la informacién macroscépica sobre el
sistema en el proceso de maximizacién de la ignorancia. Para analizar esta cuestion, ha de
notarse que las variables utilizadas para describir el estado de equilibrio pueden ser de dos

tipos: intensivas y extensivas.

Como ya se dijo anteriormente (epigrafe 3.4.3), las variables extensivas tienen su
equivalente a nivel microscopico, mientras que las intensivas, en general, no. Los modelos
microscopicos, por tanto, pueden en general proporcionar microestados caracterizados por
valores concretos de las variables extensivas, pero no de las intensivas. Es decir, los
microestados compatibles con un macroestado dado estdn caracterizados por valores posibles

de las variables extensivas que no estdn fijadas a nivel macroscopico.

Sin embargo, el conocimiento de una variable intensiva también es informacién sobre el
sistema, y debe implementarse de algiin modo en el proceso de maximizacién de la ignorancia
de la distribucién de probabilidad asociada al modelo del sistema. La respuesta a este
problema reside en establecer cuél es el valor macroscéopico de su variable extensiva conjugada,

cuyo valor exacto no esté fijado.

Postulado de los valores medios. Los valores macroscdpicos de las magnitudes extensivas (con

sentido a nivel macroscdpico y microscopico) que no estan fijadas a nivel macroscdpico son el

valor medio de las correspondientes magnitudes a nivel microscopico:

X]Wucra = <Xmic7'o> = a szz (410)

donde X, es el valor de la magnitud extensiva X en el microestado 1.

Conviene en este punto aclarar que el promedio mo se realiza de ningiun modo en
concreto. Resultan irrelevantes cuestiones que en el formalismo tradicional se consideraban
como fundamento de la Mecéanica Estadistica, tales como si el promedio es temporal o sobre los
posibles estados del sistema, la hipdtesis ergodica o los conjuntos de Gibbs. El promedio se
calcula utilizando las probabilidades que se infieren al maximizar la ignorancia de la
distribucién de probabilidad. Son probabilidades a posteriori, subjetivas; el postulado de
equiprobabilidad a priori de los microestados de un sistema aislado [9] se vuelve innecesario.

Solo se necesita tener en cuenta la informaciéon disponible, y nada mas.

4.4.3. Entropia e informacion

En los casos en los que el niimero de microestados compatibles con el macroestado en
cuestion es muy grande (o, incluso, infinito) las ecuaciones a las que lleva el postulado de
maxima ignorancia en los casos usuales son en general irresolubles. Por ello, se pretenden
utilizar las ecuaciones termodindmicas para obtener los parametros desconocidos en términos

de variables termodindmicas conocidas. La pregunta es: jcéomo? La idea es relacionar algtin
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elemento de la descripciéon estadistica con alguno termodindmico. Estos elementos son la

ignorancia y la entropia.

En un estado de equilibrio, los distintos subsistemas han de ser independientes. Estos
subsistemas, a su vez, estan en equilibrio, de modo que todo lo dicho hasta ahora es aplicable a
ellos, v su estado se puede representar por una analoga distribuciéon discreta de probabilidad.
La independencia se traduce en la satisfaccion de la ecuacion (4.3) que da cuenta de la
aditividad de la ignorancia. Si consideramos la ignorancia de la distribucién de probabilidad
como una propiedad del estado de equilibrio del sistema, podemos afirmar que la ignorancia es

exrtensiva, al igual que la entropfia.

Supdngase un sistema aislado en equilibrio sometido a unas ciertas ligaduras internas.
Cada ligadura es una restriccién sobre los posibles microestados del sistema, y en ese sentido
representa informacion acerca del sistema. Esta informaciéon macroscopica debe ser
implementada de la forma adecuada en el proceso de maximizaciéon de la ignorancia.
Considérese un caso (A) en el que una determinada ligadura interna (L) estd presente; la
ignorancia de la distribucién de probabilidad asociada al sistema serd la méxima compatible
con todas las ligaduras. Ahora supongase el caso (B) en el que la ligadura interna (L) no esta
presente; la ignorancia en este caso vuelve a ser méaxima, pero la maxima compatible con las
restantes ligaduras. Por tanto, la ignorancia satisface la misma propiedad de la entropia que

refleja el postulado de mdzima entropia de Callen [3].
Se establece por tanto la siguiente correspondencia:

Postulado de relacion entropia-informacion. La entropia termodindmica en un macroestado de

equilibrio dado es la ignorancia de la distribucion de probabilidad formada por los
microestados compatibles con dicho macroestado, escogiendo como constante arbitraria la

constante de Boltzmann:

5= 'kBé b In b; (4-11)

El que entropia e ignorancia coincidan se pone de manifiesto en el hecho de que a la
ignorancia también se la conoce como entropia de informacion. El método general de
asignacion de probabilidades maximizando la ignorancia se conoce como método de entropia
mdzima (MaxEnt, “Maximum Entropy”). En adelante no se hara distincion y se hablara

simplemente de entropia.

Al optar por reemplazar el calculo de los parametros que aparecen en la forma
funcional de las probabilidades por hallar su expresion en términos de variables
termodinamicas, se halla finalmente la ecuacion fundamental del sistema correspondiente al

modelo de realidad utilizado.

Los postulados anteriores se generalizan de forma natural a situaciones de no equilibrio,
introduciendo la dependencia temporal en la distribucién de probabilidad y con los matices

propios de cada caso particular [6].
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4.5. Aplicacion del método a sistemas en equilibrio

4.5.1. Sistemas aislados

Supongase un macroestado especificado en su totalidad por las variables de estado

extensivas (XO °UX,...X R). El potencial termodindmico natural correspondiente es la
entropia. Segun el postulado de maxima entropia, se trata de la forma adecuada de describir el
estado de un sistema aislado.

Habra entonces W(X0 ° U X,,...X R) microestados estacionarios compatibles con el
macroestado (con energia igual a U, y demas valores microscopicos de las variables extensivas

iguales a los valores macroscopicos, que estan fijados).

Las probabilidades siempre son funciones de las variables fijadas macroscopicamente,
en este caso de (X0 ° U, Xl,...,XR).

Se trata por tanto de una distribucién finita de probabilidad en la que no se dispone de

ninguna informacién adicional mas alla de la condiciéon de normalizacion:

ap=1 (4.12)

7

Asi pues, sin hacer ningtun calculo, puede asegurarse que la ignorancia es la maxima posible.

Segun la propiedad 2 de la ignorancia de una distribucion finita de probabilidad (epigrafe 4.3):

= 413
Pz (4.13)

(11

Se deduce asi que todos los microestados son igualmente probables cuando se describe

estadisticamente un sistema aislado. (4.14) es la ecuacion fundamental del sistema aislado para

el modelo considerado.

Las ecuaciones de estado (3.16) quedan:

5
Y = gﬂM+ (4.15)
e X, g

qtn

A partir de este punto, puede seguir extrayéndose informacion termodinamica del sistema.

4.5.2. Sistemas en contacto con otros que fijan sus propiedades intensivas

Supongase un macroestado descrito por las variables (Y0 =1/7,Y,...Y,, X, ... X R),
donde los simbolos X, denotan variables extensivas y los Y, variables intensivas. El potencial

termodinamico natural sera el J, de la ecuacion (3.17). De acuerdo con el postulado de
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maximo potencial termodindmico, esta es la forma adecuada de describir un sistema en

contacto con otros que fijan sus variables intensivas Y, =7,Y,...,Y, .

Cada microestado ¢ compatible con el macroestado estaré caracterizado por los valores

Xyaris Xy, de las variables extensivas que estéan fijadas X,,,,..., X}.

Segun los postulados establecidos anteriormente, las ligaduras que se han de introducir

para maximizar la entropia (4.11) son

Condicién de normalizacion: g p; = 1 (4.16)

Valores medios de las variables °
c (X,)=apX, =X n=0,....h  (4.17)

extensivas sin fijar :

Igual que antes, las probabilidades son funciones de las variables macroscopicas que
estan fijadas. Los microestados, sin embargo, solo pueden depender de variables que tienen

sentido a nivel macroscopico y microscépico, es decir, de las variables extensivas que estan

fijadas macroscopicamente.

po=p, (Y =1/ T,Y,, Y, Xy, X i) (4.18)

X, =X, (X, Xz) . n=0,..,h (4.19)

n,i

La solucién puede hallarse mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

Hallar el maximo de S(p,,...p,...) con las condiciones de ligadura (4.16) y (4.17) es

equivalente a maximizar la funciéon de Lagrange

X, - X, 5 (4.20)

n,i

D
CC~ c

g 3;°~

1+a|
u n=0

(4

3;°~

L(pl,...,pj,...,l N IS B h) = S(pl,...,pj,...) +1

sin ninguna ligadura. Derivando respecto de cada una de las probabilidades y manteniendo
todos los demas pardmetros constantes:

(.j h
@; =- k;B (h’l p; + 1) +| + é | an,i (421)

0= :
gﬂp’ By n=0

Derivar respecto de los multiplicadores de Lagrange proporciona de nuevo las condiciones de

ligadura. Despejando de la ecuaciéon anterior:

h

- a.x,;
(4.22)

12 — e 0

1
Zh,

donde se han definido:

Funcién de particion: 7, °© gk*} ; (4.23)

46



a © -

I
— 4.24
e (424

Utilizando la condicion de normalizacion (4.16) y las probabilidades (4.22), se

encuentra que:

s:'a%
Q
S

é o (4.25)

Falta utilizar las condiciones (4.17) de los valores medios. Con la utilizacion simultanea

de estas ecuaciones y las correspondientes a la representaciéon del potencial termodindmico J, ,

se verd que los parametros (4.24) estan directamente relacionados con las variables intensivas
fijadas. Tal resultado es natural, dado que se ha partido del postulado de los valores medios.

Llevando las probabilidades (4.22) a la expresion (4.11) de la entropia, se obtiene:

S—-kBaplnp =k anh+kBaaX (4.26)

n=0

De esta ecuacion y de la expresion (3.17) del potencial termodinamico:

h
J, =k,nZ, +3 (ka, - Y,)X, (4.27)

n
n=0

Puede hallarse ahora la forma de las variables extensivas que no estan fijadas mediante las
ecuaciones de estado (3.22):

_&J, 0
ﬂ}/; Q/p‘l’Xq
, (428
— a.[kB h]'Zh I %Tk‘ an B n + (k an _ ,, ?Xn - [;|
ﬂ}/; Q/pj n= 1 ﬂ j ﬂY @ X, H

para j =0,1,...h El primer término de esta suma es, segin (4.25) y recordando la

dependencia funcional (4.19):

Ak, In Z, 0 ky 2, O kg é g -8 2k, éeéh. Ha, O X ﬁ
—I = = I = = <e 0 - I i =
Vo5 . LEWE 458 Rt T .
; € ka O & -éa,X . ou
Aghal gl i
"= e T[YJ Q/I)‘J‘Xq ' gZh %

Teniendo en cuenta la expresion de las probabilidades (4.22) y de los valores medios (4.17),
queda:
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b, InZ, 0 y S a 0 U
oy In 2, 2 =-éeﬂ3”: x,4 (4.30)
T[Y] Q/p‘j‘rXq "0 & ﬂY} ij /*Xq bj
Sustituyendo en (4.28):
h X (o]
a (ka, Yn)aEqT n =0 (4.31)
n=0 gﬂy7 qu ,Xq

Las ecuaciones (4.31) para cada j =0,..,h forman un sistema de h ecuaciones con h

incégnitas, que son las a_ . Por comodidad, considérese que las incognitas son las

n

combinaciones kza, - Y ; el sistema de ecuaciones resultante es homogéneo. Para que este

n
sistema de ecuaciones tenga una y solo una solucién, en cuyo caso serd la soluciéon trivial, es
necesario y suficiente que el determinante de la matriz de los coeficientes sea diferente de cero.
Este determinante es el jacobiano:

(X, X,)

det
1(Y,...Y,)

(4.32)

que es, en efecto, diferente de cero. Si no fuera asi, ello implicaria la dependencia funcional de

las Y,...,Y,, que por hipétesis son independientes. Por tanto la solucién del sistema es:

a ="/, n=0,...h (4.33)

Para el caso de n =0, es usual utilizar la notacion

boa,= kLT (4.34)
B

Llevando (4.33) a (4.27):

J, =k, InZ, (4.35)

La relacion anterior es la ecuacion fundamental del sistema (para el modelo considerado) y
representa la conexiéon entre lo macroscopico y lo microscopico en la representaciéon

considerada.

Ahora que ya se conocen todos los parametros en términos de la informacion
macroscopica, esto es, en funcion de las variables macroscopicas fijadas, pueden escribirse

finalmente las ecuaciones de estado (3.22):

I InZz, O

i-x =02, 2 L 0EjEh

t ﬂ}/] q/p‘wXq

| ‘ (4.36)
kyInZz, O

3% aq13n,],i  h+1£ER

f ﬂX] q/[”Xq’l
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Si se reemplazan las variables Y, por las a, =Y, / k, para j =0,1,...,h, la primera ecuacion

de (4.36) se escribe:

A nZ, 0
X =- -+ .

X

prirq

Hasta ahora, lo tinico que se ha demostrado es que la distribuciéon de probabilidad
(4.22) es un punto critico, pero nada se ha dicho de que sea un méximo. Para verlo, sera de

ayuda la desigualdad siguiente:

nz3 gi %g (4.38)

donde la igualdad se da si y solo si  =1. Considérese otra distribucién, arbitraria, de

probabilidades ¢, de los posibles microestados que sea compatible con las ligaduras, es decir,

tal que verifique:

aaq-=1 (4.39)

aaeX,, =X, , n=0,..h (4.40)

Se trata de ver que una distribucién tal conduce a una entropia que es menor o igual que la
dada por la distribucion calculada anteriormente. La desigualdad (4.38) lleva facilmente a la
relacion:

p, 0

) e
damls§oq cl- =2=0P §qng 3 §ghp (4.41)
i p; i e 49 g i i

con igualdad si y solo si ¢; = p,. Sustituyendo p, por su valor (4.22):

A h N h
Qqmhng®iqeaax, -nz5=-4aX,-mz (4.42)
i i € n=0 u n=0
O lo que es lo mismo:
o a 4
-kpa g, Ing, =5(q,-rq,--) £S(pisespis) =kz@a a,X, +k, In 2, (4.43)

n=0

Es decir, cualquier otra distribuciéon de probabilidad compatible con las ligaduras lleva a una

entropia que es menor o igual que la calculada anteriormente, como habia que comprobar.

Como comentario final, veamos la relaciéon de lo ya expuesto con las fluctuaciones.
Las fluctuaciones estan, estrictamente hablando, fuera de la teoria de equilibrio que se ha
expuesto en este trabajo, y forman parte de la Termodinamica de las Fluctuaciones (se expone,

por ejemplo, en [3]).

49



Conocidas las probabilidades, la varianza de las variables extensivas no fijadas es:

(o) @ (%, (x)))=(x7)- (x)

La desviacion tipica D'X ; nos da idea de las fluctuaciones de la variable.

sencillo utilizando las expresiones ya halladas muestra que:

wg _ ﬁ[X 0 - Mg 3
g ﬂaﬂ EM,XQ gﬂa; Qg ‘é ﬂaj a,,,],Xq az. gﬂ
i, X,

De modo que:

p, 9

&*Inz, O < ) 2
x = Xn >_ <Xn>
g ﬂaj? Q!’V"X/
O lo que es lo mismo:
.oy &’Inz O &k, InZ, O
DX ) = b =k c—B —_"h .
( J) g ﬂaj2 éw% B ﬂYJ? a/

(4.44)

X ;- Un céalculo

(4.47)

(4.48)

Es decir, las segundas derivadas de la funcion de particion (o lo que es lo mismo, del potencial

termodindmico) nos dan la informacion sobre las fluctuaciones de las variables extensivas no

fijadas. En ciertos puntos en los que las fluctuaciones son del orden o mayores que los valores

medios, la identificacion X, = <X j> en las variables extensivas no fijadas carece de sentido y el

analisis hecho hasta ahora falla.

4.5.3. Relaciéon entre representaciones

Es posible obtener una relacion sencilla entre las funciones de particion de las distintas

representaciones. Segin la expresion (4.25):

h+1

o -4a.x,,
- n=0 =
Zy (Y[HY;""}/INY;LH’)(}#Z"”?XR) - a € =
i
microestados con
X X fijas
a a, X,
- é. e» Q41 X410 é e "= e
i J
microestados con microestados con
X4 fija X ... X, fijas

O bien, teniendo en cuenta la expresion de la funciéon de particidn:
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Zh+1 (}/07 Y;"W)/h’ Yh+1’Xh+27 E XR) =

o

i
microestados con
Xpay fija

a e_ahﬂXhﬂ.zZ (Y(J7 )/1

Y, XX

ey Lpy

JX,)| (4.50)

E igualmente:

P

ZO?%’X”'”’XRE

o]

i
microestados con
E fija

e bEf'W(E,

i) 19

X

(4.51)

Por lo tanto, para transformar la funcién de particion de una representaciéon a otra

simplemente se realiza su transformada de Laplace respecto de la misma variable extensiva

respecto de la cual hay que realizar la transformada de Legendre en el potencial termodinamico

correspondiente.
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Capitulo 5

Orden, desorden y complejidad

Segin se dice habitualmente, en el estado final de equilibrio todos los sistemas
termodinamicos alcanzan el mayor “desorden” compatible con las ligaduras a las que se ven
sometidos. Con ello se intenta subrayar la existencia de una relaciéon general entre los
conceptos de “entropia” y “desorden”. Dicha relaciéon se entiende en un sentido no bien definido,
donde ambos se consideran equivalentes. No obstante, el “desorden” no se encuentra definido
con precision, y esto es claramente insatisfactorio desde el punto de vista cientifico. Por ello,

siguiendo a Landsberg, se definira el “desorden” de una forma maés rigurosa.

5.1. El desorden y el orden de Landsberg

Considérese un sistema fisico que, de acuerdo con un determinado modelo, posee W

microestados totales diferentes. Definimos su desorden D(V\/) de forma que satisfaga una
relacion del tipo:
S (W)
p(wo W (5.1)
A(wW)

donde A(VV) es una funcién por ahora desconocida. Un sistema compuesto por dos sistemas

como el anterior, idénticos e independientes, poseera W microestados. Su entropia, de acuerdo

con la propiedad 4 de la funcién ignorancia, serd S (W) =25 (\N) De esta forma, el desorden

del sistema total cumplira:

D(W) = ZS(—\(/\\QI)) (5.2)

No obstante, es razonable esperar que el desorden sea una magnitud intensiva: la combinaciéon
de dos sistemas idénticos e independientes con el mismo desorden deberd originar un sistema
con el mismo desorden. El desorden no debe depender del tamafio del sistema para dar cuenta

satisfactoriamente de su organizacion estructural. Esto requiere que:
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Lo que a su vez implica que la funcién desconocida A (V\/) debera cumplir:
A(W) =24(W) (5.4)
para todo W entero positivo. La solucién de esta ecuacién es conocida, e implica que
A(V\I) =clnW (5.5)

siendo ¢ una constante. Para hacer D (VV) adimensional, se escoge ¢ = k. Finalmente, la

definicién de desorden del sistema queda en la forma:

W
o]
- In p,
sw _“arnmnr oy
D(W) = == =-a p,logy, p, :
W A(W) In W apogwp (56)

La funcién inicialmente desconocida, A(V\/), ha resultado ser igual a la entropia del

caso equiprobable, que es la méaxima posible. Dado que la entropia es ignorancia (falta de
informacion), puede decirse que el desorden es la fraccion de ignorancia que se tiene del

microestado del sistema en relacion a la mdxima ignorancia que se puede tener de él.

De este modo, 0 £ S (V\/) £A (V\/) y por tanto:

0ED(WE1 (5.7)

La situacion D(V\/) =0 (la menos desordenada) ocurre cuando la ignorancia es nula, y
D(W) =1 (la mas desordenada) cuando la ignorancia es la maxima (caso equiprobable). El

desorden, tal y como lo define Landsberg, es una magnitud de caracter subjetivo, al igual que

la ignorancia.

La relacion (5.7) sugiere una definicién de orden del sistema de la forma:
o(W©° 1- D(W) (5.8)

El orden asi definido puede tomar el mismo rango de valores que el desorden, y aparece asi

como la fraccion de informacion que se tiene sobre un sistema en relacion a la mdxima

informacion que se puede tener de él.
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5.2. Propiedades del desorden

5.2.1. Uniéon de dos sistemas con distinto desorden

Si se tienen dos sistemas diferentes e independientes 1 y 2, tales que

S S.
= S S , D, = -2 (5_9)
ky In W, ky In' W,
entonces el desorden del sistema formado por ambos se puede calcular:
D= S _ 5 +*S5  _DklnW +DkyInW, _ InW N In W, D, (5.10)
ky MW Ky In (W W,) ky In (WW,) In(WW,) " In(Ww,)

En la formula anterior (5.10), se ve claramente que en el caso de que los dos sistemas tengan el
mismo desorden (D1 = DQ) se obtiene D =D, = D,.

5.2.2. Evolucion temporal

Supoéngase ahora que el sistema termodindmico se encuentra sufriendo un proceso en el

que su numero de microestados W(t) varia con el tiempo. Se admitird que la entropia,

inicialmente definida solamente para estados de equilibrio, puede definirse también en los
estados intermedios. Tomando logaritmos en la expresion (5.1) y derivando respecto del
tiempo, se obtiene:

D_S A

—=—=- = (5.11)

D s A

O bien, escribiendo explicitamente la expresiéon para A:

. é§ W U
D= éﬁ -—uD (5.12)
&S WinWj

donde se sabe que S 3 0 y que W3 1. La ecuaciéon (5.12) caracteriza el ritmo de variacion del

desorden en términos de los ritmos de variacion de la entropia y del nimero de microestados.

La ecuacion (5.12) incluye una posibilidad muy interesante. Si §$>0 y W>0
(caracteristicas tipicas de un sistema biologico en crecimiento) entonces puede darse el caso de
que

S W

. <0 (5.13)

S WinW
En tal caso, se tendria un sistema en el que la entropia aumenta mientras el desorden
disminuye.

Ahora transformese la ecuacion (5.13) para ver qué condiciones son necesarias, supuesto

que S >0 y W> 0, para que sea cierta la afirmacion anterior. Inmediatamente se obtiene:
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AW W WhW WhW W W 4w AW dW

: d(ky 1
s _S __ S DA DkBEk_B—Mp dS dAl 5 1y

Es decir, para que el desorden disminuya mientras la entropia aumenta en un sistema

biologico en crecimiento es necesario que la entropia aumente mds despacio que k, InW con

el nimero W de microestados.

Se puede clasificar el comportamiento del sistema segin como varfan el nimero de

microestados y el desorden:
Si W=0U A=0 (“equilibrio biologico”), entonces
S =AD (5.15)

La entropia entonces cambia porque cambia el desorden sin cambiar el niimero de

microestados.
Si W>00 A >0 (“evolucion biologica”), entonces pueden darse dos situaciones:
= D=0 (el desorden es constante), en cuyo caso:
S =DA (5.16)

Es decir, la entropia cambia porque cambia el ntimero de microestados sin

cambiar el desorden.
= D10 (el desorden cambia). Este es el caso general en el que:
S =DA+ DA (5.17)

En esta ecuacién de nuevo se ve la posibilidad de que la entropia aumente
cuando el ritmo de crecimiento del desorden es D < 0.

5.3. Complejidad

Un sistema totalmente desordenado (D =1,0 =0) es aquel tal que su entropia es la

maxima posible: es un sistema completamente aleatorio. Por el contrario, un sistema

totalmente ordenado (D = 0,0 =1) es aquel con entropia nula. Estos dos casos extremos son,

en cierto modo, los mas sencillos que uno se puede encontrar (maxima y minima aleatoriedad).
A medida que el sistema se aleja de cualquiera de estos dos casos extremos, va siendo méas

dificil describir su comportamiento.

A la hora de buscar una definicién cuantitativa de “complejidad”, parece razonable
imponer que la complejidad sea nula para los sistemas totalmente ordenados y totalmente
desordenados, y que aumente a medida que el sistema se aleje de estos estados. Landsberg [13]

propone definir la complejidad del sistema como el producto de su orden por su desorden:
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cWe bWoWw=D(We - D(Wg (5.18)

Esta funcion, en efecto, es nula cuando D=1y D =0, y es maxima cuando D =0 =1/2, es

decir, cuando el sistema estd mas alejado de las situaciones de orden y desorden totales.

5.4. Primer ejemplo

Para tener un primer contacto concreto con el concepto de desorden y su relacién con
la entropia, se estudiara un ejemplo sencillo adaptando lo que aparece (en un contexto mucho
maés elemental) en la referencia [15] (Chapitre 3, Exercice 1, page 68).

Supoéngase un terreno cuadrado de lado 4L, que se encuentra siempre dividido en

cuatro partes, pero de diferentes maneras, como se muestra en la figura 1.

Se considera una lluvia de meteoritos espacialmente homogénea que cae sobre el
terreno. Se analizaran las probabilidades de impacto en las diferentes regiones, la entropia, el

orden y el desorden en todos los casos propuestos. La entropia del caso equiprobable vale:

A=k, In4 » 1.3863k, (5.19)

Situacién “a”

Las probabilidades de impacto en cada una de las regiones son, evidentemente:

p1=p2=p3=p4=%=i (5.20)
Por tratarse del caso equiprobable, la entropia es la maxima posible, y vale:
S, =A=ky;In4 »1.3863k, (5.21)
El orden y el desorden valen por tanto:
S
bo=-=1 (5.22)
0O, ,=1-D, =0
Y la complejidad:
C¢,=D0, =0 (5.23)
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|Situacion a |Situacién b

N T Y 2L L
T T T
1 2 — 5
. 4 -
3 S | ‘[2;_ B 24
: 4L 1 ' 4L :
2L iii 2L lL
[ s | fe 1 gl [
3 4 3
2L | 4 2L
' 4L ' ‘ 4L :
|Situacion ¢ |Situacion d|

Figura 1: Distintas divisiones de un terreno cuadrado.

Situacién “b”

En este caso, los terrenos estan divididos de diferente forma y las probabilidades de impacto en
cada area son diferentes. Estas son:

_ 1

pl_E

b =

16

I (5.24)
T

8 1

ST

En consecuencia, la entropia no es la méaxima, y vale:
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4 ..
S, =-k,A plnp =k Fad- 139 1.1803k,

i=1 8 16 7]

El desorden y el orden son, respectivamente:

S

D, == » 0.8514
A

0,

, =1- D, » 0.1486
La complejidad vale:

C, = D,0, = 0.1265

Situacién ‘“c”’

Las probabilidades de impacto son:

La entropia:

4 .
So = -kBé. D, lnpl = kB %HS- §1n32)) 12555]{)3
i=1 & 4 g

Y el orden y el desorden:

D = S » 0.9056
A
0,=1- D, »0.0944
La complejidad resulta:

C. =D.0, =0.0855

Situacién “d”

Las probabilidades de impacto son las siguientes:

_ _ 3
Pr= P = g

_ 1
P

-9
p3_16

Con estas probabilidades, resulta una entropia:

99

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)



_ o _ g & 3. ,0
S, =-kza pInp, =k, gn16 - Eln 3=» 1.1247k, (5.33)
i=1 (7]

El orden y el desorden:

S
D, = =% »0.8113
A

(5.34)
O, =1- D, »0.1887
Y la complejidad:
C, =D,0, =0.1531 (5.35)
Analisis comparativo. Interpretacion de los resultados
Comparando las 4 situaciones:
Sa >S<z >Sb >Sd
D >D >D, >D,
(5.36)

0, <0, <0, <0,
C <C <C, <C,

Es decir, en este caso los aumentos de entropia van acompanados de un aumento del desorden,
porque el ntimero de microestados es el mismo en todos los casos. Ademés, como todos los
estados son bastante desordenados, mucho més desordenados que el estado con D =1/2, la

complejidad y el orden aumentan a la vez.

5.5. Segundo ejemplo

Se estudiara ahora un ejemplo més interesante en el que el aumento de entropia viene

acompafiado de una disminucién del desorden.

Se tienen dos observadores, a y b, que conocen las mismas leyes fisicas. El observador
b realiza un experimento y obtiene un hecho candidato a nueva ley fisica. ;Este observador ha

de concluir que esta ley es valida? Pueden darse tres situaciones:

Que el nuevo hecho proporcione informacién redundante, en cuyo caso nada habra

cambiado.

Que el nuevo hecho contradiga la informacién existente. Dando por hecho que las
leyes de partida son verdaderas, esto significard que el experimento se ha realizado mal
(bien porque el aparato de medida no funcione adecuadamente, bien porque el
experimentador ha cometido algin error). También puede darse el caso de que las leyes

de partida no fuesen correctas.
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Que la informacién nueva no sea ni redundante ni contradictoria. En tal caso,

efectivamente el observador b habra descubierto una nueva ley fisica.

En la linea de esta tercera posibilidad, se analizard un ejemplo sencillo propuesto por
Landsberg [10].

Sea un sistema fisico en el que ciertas entidades elementales idénticas e independientes
se distribuyen en dos niveles de energia distintos, €, y e, (con e, <e,). Se sabe, ademaés, que

ambos niveles estan igualmente poblados, o dicho de otra forma, que:

P, =D, = (5.37)

1
2
siendo p, y p, las probabilidades de ocupacion de los niveles e, y e, respectivamente. La
entropia por entidad elemental es por tanto:

S =A =k, In2 (5.38)

Como las entidades elementales son idénticas e independientes, el desorden del sistema es

intensivo, y por tanto es igual al desorden por entidad elemental:

D= i =1 (5.39)
Al
La complejidad seré, por tanto, nula:
C=D(1- D)=0 (5.40)

Un experimento posterior aclara que el nivel superior es doble en realidad, y que

consiste en otros dos niveles de energia muy proximos entre si e$ y ef (con ef<ef). ;Qué

ocurre con las probabilidades de ocupacién de los niveles, con la entropia y con el desorden del

sistema?

Sean p¢, p¢y p¢ las nuevas probabilidades de ocupacion respectivas de los niveles e, el y
el Para ser coherentes con la informacion de la que se disponia antes, la poblacién del nivel

e, ha de ser la mitad de la poblacién total. Es decir:

1
p=p, = 3 (5.41)

Por tanto, p¢ no es una incoégnita en este problema. Esta ecuacion, junto a la condicién de

normalizacion
pb+ pf+pf=1 (5.42)

da la condicion:

(5.43)
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que es la que se usa de ligadura. Habra por tanto que maximizar, con esta condicién, la
entropia por entidad elemental:

S¢=-ky (p, Inp, + pfln pf+ pfin pf) (5.44)

Esto equivale a maximizar la funcién de Lagrange

, .
L=5,+1 @b+ s 24 (5.45)

sin ninguna ligadura. Derivando respecto de las probabilidades desconocidas:

0= 0 = -k, (In pS+ 1) +1 (5.46)

&nly, Y

Esto implica que p$= pg. La condicion (5.43) da:

p$=pg= (5.47)

=~ | =

La nueva entropia por entidad elemental (5.44) de esta distribucion de probabilidad resulta

ser:

S¢= gkf, In?2 = %Sl > (5.48)

La entropfa maxima por entidad elemental es en este caso A$=k,In3, y el desorden del

sistema:

DC=—L =——=%»09464< D (5.49)
AC 21In3

Y la complejidad:
C¢=DY1- DY =0.0507 > C (5.50)

Se llega por tanto al hecho de que el conocimiento de la nueva informacion (la existencia de
dos niveles en lugar de uno) hace que la entropia aumente (porque el nimero de microestados
aumenta, y por tanto el sistema puede contener mas informacion), el desorden disminuya y la

complejidad aumente (porque el sistema deja de ser completamente aleatorio).
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Conclusiones

Como se anticipaba en la introduccién, a lo largo de este trabajo se ha profundizado en
la comprension de los conceptos de “entropia” y “desorden”, y en la relaciéon existente entre
ellos. Los puntos principales que se han resaltado y justificado en dicho estudio son los

siguientes:

1. Se debe usar una Termodinamica en la representacion entropica, que es mas general
y rigurosa, y permite conectar de forma coherente la descripcion microscopica (asociada

a un modelo) y la macroscopica (termodinamica) a través de la Fisica Estadistica.

2. La entropia de un sistema termodinamico no es una medida de su desorden, sino de la
ignorancia (desde el punto de vista de la Teoria de la Probabilidad) que se tiene

acerca del estado microscopico del sistema.

3. Se puede definir de manera rigurosa el desorden de un sistema termodinamico, que es
una variable intensiva y no coincide con la entropia. Una vez definido el desorden, se

pueden definir el orden y la complejidad del sistema.

4. Las variaciones de la entropia y del desorden no tienen por qué ir en la misma
direccion, sino que pueden tener signos contrarios. Lo mismo ocurre con las variaciones
de desorden y de complejidad. Puede darse el caso entonces de que la entropia aumente

y el desorden disminuya, a la vez que la complejidad aumenta.

Asi pues, con unas definiciones matematicas sencillas de desorden, orden y complejidad
puede darse salida a la paradoja del incremento de entropia en el crecimiento de los seres

vivos, cuyas raices se encuentran en la identificacion (inadecuada) de entropia y desorden.
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Lista de figuras

Figura 1: Distintas divisiones de un terreno cuadrado
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