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Prodlogo

Una consecuencia de la globalizacién de la economia y del consiguiente incremento
de la competencia entre empresas es el alto incremento de la volatilidad en los benefi-
cios empresariales, debido tanto a una disminucién de los ingresos como a un aumento
de los costos. Por esta razon, la disminucién de los gastos sin reducir los ingresos es
hoy en dfa un aspecto vital para la propia subsistencia de la empresa. Sin duda algu-
na, una de las facetas empresariales donde la reduccién de gastos es mas factible se
tiene a través del control de los niveles de articulos depositados en los almacenes de
las empresas, es decir, por medio de la gestién adecuada de los stocks. Dentro de esta
actividad ocupa un lugar preferente la formulacién y estudio de modelos matemati-
cos de optimizacién destinados a cuantificar las variables de decisiéon que permiten
minimizar los gastos e incrementar los beneficios originados en el almacenamiento de

existencias, es decir, por medio de la Teorfa de Inventarios.

Si importante es el estudio de los inventarios en la vertiente comercial, no lo es
menos en la vertiente fabril. En efecto, tanto en los puntos de venta como en los
sistemas de la produccién, tener articulos en stock es una situacién poco deseable ya
que, usualmente, no se agrega valor a lo almacenado. Al contrario, la actividad del
almacenamiento requiere un manejo que puede danar los articulos, obliga a consumir
recursos costosos e inmoviliza articulos que por consiguiente no pueden venderse. Es
decir, el almacenamiento lleva consigo un incremento de los costes de produccion
y/o de comercializacién. Sin embargo, los stocks son necesarios para hacer frente a
eventos inesperados como demandas imprevistas, averfas en la maquinaria, tiempos

de servicio aleatorios, problemas de calidad, etc.

Durante décadas, en las universidades y centros de investigacién de todo el mundo

XI
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se ha prestado un especial interés al estudio de la Teorfa de Inventarios con el objetivo
de analizar las posibles formas de reducir e incluso eliminar sus niveles, tanto en los
entornos comerciales como en los entornos fabriles, es decir, de un modo general, en
las cadenas de suministros. Como resultado de todo ello, hoy en dia disponemos de
un gran nimero de modelos en la literatura sobre inventarios. Sin embargo, como la
técnica y los sistemas de produccién evolucionan constantemente y son cada dia maés
complejos, es necesario hacer un esfuerzo continuado para disenar y analizar nuevos y
mds complicados modelos que permitan seguir manteniendo un control adecuado de

las variables de decisién que permitan optimizar el funcionamiento de tales sistemas.

En linea con las ideas anteriores, los problemas que se han abordado en la presente

tesis son los siguientes:

En el Capitulo 1 se ha investigado un nuevo modelo EOQ con demanda depen-
diente del nivel de stock en el cual el coste de almacenamiento no es necesariamente
lineal con respecto al tiempo de permanencia de los productos en el inventario y a
la cantidad de productos almacenados. En este contexto, es importante senalar que
cuando la demanda depende del nivel de existencias, el tamano del pedido puede
afectar no sélo a los costes del inventario, sino también a los ingresos obtenidos con
la venta del producto. Por tanto, los problemas de minimizacién de costes y de ma-
ximizacién de beneficios no necesariamente tienen que conducir a la misma solucién
6ptima. Por esta razén, el problema se ha enfocado desde la perspectiva més comple-
ta de maximizacién de los beneficios del sistema. Esto hace que el modelo planteado
englobe como casos particulares varios modelos estudiados con anterioridad en la li-
teratura de inventarios. El estudio realizado nos ha permitido disenar un algoritmo
para la determinacién de la politica 6ptima y desarrollar un anélisis de sensibilidad
del tamano 6ptimo del lote y del beneficio maximo por unidad de tiempo con respecto
a los pardmetros iniciales del sistema. Ademds, se han planteado y resuelto dos ex-
tensiones del modelo y se han sugerido otras posibles lineas para el estudio de futuras

investigaciones.

Una parte del trabajo desarrollado en este primer capitulo de la tesis ha pro-
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porcionado como fruto la publicacién de tres articulos en revistas cientificas interna-

cionales indexadas en el JCR cuyas referencias completas se incluyen a continuacion:

» Pando V., Garcia-Laguna J., San-José L.A. (2012*). Optimal policy for pro-
fit maximising in an EOQ model under non-linear holding cost and stock-
dependent demand rate. International Journal of Systems Science 43(11), 2160-
2171.

» Pando V., San-José L.A., Garcfa-Laguna J., Sicilia J. (2012°). Maximizing profits
in an inventory model with both demand rate and holding cost per unit time
dependent on the stock level. Computers & Industrial Engineering 62(2), 599-
608.

» Pando V., San-Jos¢ L.A., Garcia-Laguna J., Sicilia J. (2013%). An economic
lot-size model with non-linear holding cost hinging on time and quantity. Inter-

national Journal of Production Economics 145, 294-303.

En el Capitulo 2 de esta tesis se investiga una extensién del problema del news-
boy con pedido de emergencia en el que, cuando hay rotura del stock, la fraccién de
demanda satisfecha con dicho pedido de emergencia es una funcién no creciente y no
necesariamente continua con respecto al tamano de la escasez. Se han analizado las
propiedades generales del modelo, considerando que la distribucién de probabilidad
de la demanda viene dada por una funcién de densidad con el tnico requisito de
que sea continua en su soporte. Este andlisis nos ha llevado a comprobar que la fun-
cién objetivo no es necesariamente convexa, pero nos ha permitido enunciar algunos
resultados tedricos generales que ayudan a encontrar la soluciéon del problema en ca-
sos concretos y a realizar un andlisis de sensibilidad de la politica 6ptima. También
para este modelo se han sugerido posibles extensiones que podrian utilizarse para el
desarrollo de futuras investigaciones.

La investigacion llevada a cabo en este segundo capitulo de la tesis ha propor-

cionado como fruto las siguientes publicaciones en revistas cientificas indexadas en el

JCR:
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» Pando V., San-José L.A., Garcia-Laguna J., Sicilia J. (2013*). A newsboy pro-
blem with an emergency order under a general backorder rate function. Omega

41, 1020-1028.
» Pando V., San-José L.A., Garcia-Laguna J., Sicilia J. (2013¢). Some general

properties for the newsboy problem with an extraordinary order. Top. DOI

10.1007/s11750-013-0287-7.
» Pando V., San-José L.A., Garcia-Laguna J., Sicilia J. (2014). A newsvendor

inventory model with an emergency order to supply a non-increasing fraction

of shortage. Applied Mathematics and Computation 237, 560-570.

Valladolid, Mayo de 2014
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Capitulo 1

Modelos EOQ con demanda
dependiente del nivel del inventario
y coste de almacenamiento no

lineal en el tiempo y en la cantidad

1.1. Introduccién

Los primeros modelos matemadticos sobre sistemas de inventario publicados en
la literatura impusieron condiciones muy restrictivas en sus hipétesis con el fin de
obtener formulaciones sencillas de los mismos. Asi por ejemplo, cuando Ford W. Harris
en 1913 present6 el primer modelo EOQ (Economic Order Quantity) se suponia que
tanto la demanda por unidad de tiempo como el coste de almacenamiento por articulo
y por unidad de tiempo eran constantes. La primera hipotesis permitia asegurar que
los ingresos por ventas eran independientes del nivel del inventario y, por tanto, el
tamano 6ptimo del lote podia ser calculado minimizando la suma de los costes del
inventario por unidad de tiempo. La segunda hipétesis permitia asegurar que el coste
de almacenamiento por ciclo de inventario era proporcional al tamano medio del

inventario. Sin embargo, la experiencia mostré que ambas hipotesis suponfan una

1



2 Modelos EOQ con demanda dependiente del nivel del inventario ...

excesiva simplificacién de la realidad. Por ello, desde entonces muchos investigadores

se han esforzado en relajarlas y adaptarlas a situaciones més reales.

Siguiendo esta linea, en este capitulo se estudiardn situaciones mucho méds gene-

rales para la demanda y para el coste de almacenamiento.

Centrandonos en primer lugar en las hipotesis para la tasa de demanda, conviene
senalar que algunos investigadores y gestores de inventarios han observado que un in-
cremento en la cantidad de producto almacenado y expuesto al piiblico puede generar
un incremento en las ventas de ese producto. Asi, por ejemplo, en Wolfe (1968) se
mostré una evidencia empirica de esta relacién en la venta de productos de moda o
de temporada, tales como ropa femenina o ropa deportiva, para los cuales grandes
cantidades de producto adecuadamente expuestas al piblico inducen a una mayor
venta de esos productos. A partir de esta idea, y comenzando con el trabajo de Urban
(1969), se han desarrollado muchos modelos mateméticos de inventario que incorpo-
ran esa relacién entre el nivel del inventario y la tasa de demanda con dos formas de
dependencia: modelos en los cuales la tasa de demanda es una funcién del nivel de
inventario inicial y modelos en los que dicha tasa es una funcién del nivel de inventario

en cada instante.

Anos més tarde, en Baker y Urban (1988) se introdujo un modelo en el cual
se suponia que la tasa de demanda era una funcién potencial céncava del nivel del
inventario en cada instante. Este nuevo enfoque del problema trajo como consecuencia
la pérdida de independencia entre los ingresos por ventas y los costes del inventario,
debido a que mayores tamano del lote generan mayores costes de almacenamiento en
el inventario pero también mayores ingresos por ventas. Por tanto, en esta situacién no
basta considerar sélo los costes de pedido y de almacenamiento, sino que es necesario
considerar una tercera componente en el sistema de inventario: el beneficio bruto
obtenido con la venta del producto. Més atin, en este caso el principal objetivo deberia
ser la maximizaciéon del beneficio por unidad de tiempo y no la minimizacién del
coste del inventario por unidad de tiempo. Por ello, los citados autores enfocaron el

problema, acertadamente, desde esta perspectiva de maximizaciéon del beneficio por
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unidad de tiempo.

Desde entonces han aparecido muchos articulos considerando una tasa de deman-
da dependiente del nivel de stock, pero algunos autores han seguido considerando
como objetivo la minimizacién del coste total del inventario por unidad de tiempo.
Entre ellos podemos citar los trabajos de Goh (1992), Goh (1994), Giri y Chaudhuri
(1998), Alfares (2007) o Mahata y Goswami (2009). Otros en cambio plantearon el
problema desde la perspectiva de maximizacién de beneficios, como por ejemplo los
trabajos de Padmanabhan y Vrat (1995), Chung et al. (2000), Jung y Klein (2006),
Sana y Chaudhuri (2008) o San José et al. (2007 y 2009). Urban (2005) llevé a cabo
una detallada revisién de la literatura relacionada con este tema hasta esa fecha. Pos-
teriormente, Dye y Ouyang (2005) presentaron un modelo de inventario con demanda
dependiente del nivel de stock que permitia escasez en el inventario y suponia que
la tasa de producto servida con retraso era proporcional al tiempo de escasez en el
inventario, generalizando el modelo considerado anteriormente por Padmanabhan y
Vrat (1995). Teng y Chang (2005) introdujeron también un modelo EPQ (Economic
Production Quantity) con maximizacién de beneficios en el que la tasa de demanda
era simultdneamente dependiente del nivel del inventario y del precio de venta del
producto. También You (2005) y Roy (2008) analizaron modelos EOQ con demanda
dependiente del precio de venta. Otros trabajos més recientes con demanda depen-
diente del nivel de stock son Wu et al. (2006), Urban (2008), Chang et al. (2010) o
Yang et al. (2010).

Otra cuestién importante observada por los gestores de inventarios es el hecho de
que, a veces, el coste de almacenamiento por unidad de producto no es proporcional
al tiempo que éste permanece en el inventario, o que el coste de almacenamiento
por unidad de tiempo tampoco es proporcional a la cantidad de producto almace-
nado. Esta observacién plantea la necesidad de considerar otras estructuras para el
coste de almacenamiento en los modelos matemaéticos para sistemas de inventario.
Como punto de partida, y suponiendo constante la tasa de demanda, en Naddor

(1982) se propusieron tres modelos de inventario con diferentes funciones de coste de
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almacenamiento por ciclo. En el primero de ellos se considera que el coste de almace-
namiento por ciclo es no lineal en el tiempo, pero lineal en la cantidad de producto
almacenado (the Perishable-goods System). En el segundo se supone que el coste de
almacenamiento por ciclo es no lineal en la cantidad de producto almacenado pero
lineal en el tiempo (the Expensive-storage System). Por iltimo, en el tercero se supone
que el coste de almacenamiento por ciclo es simultdneamente no lineal en el tiempo
y la cantidad de producto almacenado (the General System). En Weiss (1982) se
presenté un modelo con tasa de demanda constante suponiendo que el coste de alma-
cenamiento por unidad de producto es una funcién potencial convexa del tiempo que
el producto permanece en el inventario. Esta situaciéon puede ocurrir, por ejemplo, en
el almacenamiento de objetos perecederos como pueden ser los productos alimenti-
cios. En estos supuestos, cuanto mas tiempo tienen que permanecer los productos en
el inventario, se necesitan sistemas mas sofisticados de conservacién cuyo coste puede
no ser proporcional al tiempo necesario de conservacién. En Ferguson et al. (2007) se
demostré que este modelo introducido por Weiss es equivalente al modelo Perishable-
goods System de Naddor. Ademds, en Goh (1994) se generaliz6 este modelo para el
caso en que la tasa de demanda dependa del nivel del inventario, pero enfocando el
problema desde la perspectiva de minimizacién del coste del inventario por unidad
de tiempo. También en Alfares (2007) se considera este mismo problema suponiendo
que el coste de almacenamiento por unidad de producto es una funcién escalonada
del tiempo que éste permanece en el inventario. En Urban (2008) se generaliza el
trabajo anterior desde la perspectiva de maximizaciéon de beneficios. Recientemente,
en Pando et al. (2012%) se ha resuelto el citado modelo de Goh (1994) considerando

como objetivo la maximizacion del beneficio por unidad de tiempo.

Los modelos de inventario con coste de almacenamiento por unidad de tiempo no
lineal respecto a la cantidad de producto almacenado son mds escasos. Muhlemann y
Valtis-Spanopoulus (1980) destacaron el hecho de que, en algunos sistemas de inven-
tario, podia producirse un cambio desproporcionado en el coste de almacenamiento
cuando el stock medio del inventario es demasiado alto. Esta situacién puede ocurrir,

por ejemplo, en el almacenamiento de productos de mucho valor (como joyas o relojes
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de diseno) o productos potencialmente peligrosos que requieren grandes medidas de
seguridad. En estos casos generalmente los productos necesitan ser asegurados mien-
tras permanecen en el inventario y los costes por unidad de tiempo pueden ser no
lineales respecto de la cantidad de producto asegurado. Desde la perspectiva de mini-
mizacién de los costes del inventario por unidad de tiempo y suponiendo que la tasa
de demanda era una funcién dependiente del nivel del inventario, Goh (1994) presen-
té un modelo en el que el coste de almacenamiento por unidad de tiempo era una
funcién potencial convexa de la cantidad de producto almacenado. Posteriormente,
Giri y Chaudhuri (1998) extendieron este modelo al caso de productos con deterioro.
Berman y Perry (2006) también consideraron un modelo con costes de almacenamien-
to dependientes del nivel del inventario y otras funciones de tasa de demanda también
dependientes del nivel del inventario. Scarpello y Ritelli (2008) presentaron algunos
resultados tedricos para modelos EOQ en los que el coste de almacenamiento por
unidad de tiempo crece con el nivel del inventario. Por 1ltimo, recientemente Pando
et al. (2012°) analizaron un sistema de inventario con demanda y coste de almace-
namiento dependientes del nivel de stock almacenado, con el objetivo de maximizar

el beneficio por unidad de tiempo.

A modo de resumen, en la Tabla 1.1 hemos incluido la mayoria de los trabajos
citados clasificindolos segun la funcién objetivo considerada (minimizacién de coste
o maximizacién de beneficio), las hipétesis sobre la tasa de demanda (constante,
dependiente del nivel del inventario o dependiente del precio de venta) y las hip6tesis
sobre el coste de almacenamiento (constante, dependiente del tiempo o dependiente

del nivel del inventario).

Como puede observarse en la citada tabla, y hasta donde nosotros conocemos,
el modelo General System de Naddor (1982) es el tinico que considera un coste de
almacenamiento simultdneamente no lineal tanto en el tiempo que los productos per-

manecen en el inventario como en la cantidad de producto almacenado.

Utilizando los mismos argumentos que para los modelos Perishable-goods System y

Expensive-storage System, esta formulaciéon para el coste de almacenamiento pudiera
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ser adecuada para representar situaciones reales en las que se trabaje con productos
de mucho valor que necesitan estar asegurados mientras permanecen en el inventario
y los costes del seguro sean no lineales en la cantidad de producto asegurado Yy,
simultdneamente, puedan deteriorarse o pierdan valor con el paso del tiempo y este

coste sea no lineal con respecto al tiempo que el producto permanece en el inventario.

Tabla 1.1. Principales caracteristicas de los modelos de inventario seleccionados

Funcién objectivo: Tasa de demanda Coste de almacenamiento
Modelo Minimo Méximo dependiente de: dependiente de:
Coste Beneficio Fijo Stock Precio Fijo Tiempo Stock

Modelo EOQ bésico (Harris, 1913) X X x

Perishable-goods (Naddor, 1982) x x X
Expensive-storage (Naddor, 1982) X X X
General system (Naddor, 1982) x x X x
Muhlemann et al. (1980) x x x
Weiss (1982) x x X

Baker y Urban (1988) X x x

Goh (1992) x x x

Goh (1994, Model A) x x x

Goh (1994, Model B) x x x
Padmanabhan y Vrat (1995) x X X

Giri y Chaudhuri (1998, Model A) X X x

Giri y Chaudhuri (1998, Model B) x x x
Chung et al. (2000) X x x

Dye y Ouyang (2005) X x x

Teng y Chang (2005) x x x x

Jung y Klein (2006) x x x

Berman y Perry (2006) X X X
Wu et al. (2006) x x x

Alfares (2007) x x x

Ferguson et al. (2007) x x x

San-José et al. (2007) X x X

Sana y Chaudhuri (2008) X x X X

Roy (2008) x x x

Urban (2008) x x x

San-José et al. (2009) X x x

Chang et al. (2010) X x x

Yang et al. (2010) X X x

Pando et al. (2012“) x x X

Pando et al. (2012b) x x x

Ahora bien, el citado modelo General System de Naddor establecia como hipétesis
que la tasa de demanda era constante y por tanto la maximizaciéon del beneficio
del inventario por unidad de tiempo era equivalente a la minimizacién del coste del
inventario por unidad de tiempo, considerando éste como la suma de los costes de
pedido y de almacenamiento. De este modo podia obtenerse una expresion matemaética

en forma cerrada para el tamano 6ptimo del lote, tal y como fue proporcionada por
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el citado autor.

Teniendo en cuenta los comentarios previos, el objetivo de este primer capitulo
de la tesis es formular y resolver un modelo matematico de inventario utilizando una
estructura del coste de almacenamiento simultdneamente no lineal en el tiempo y
en la cantidad de producto almacenado, pero suponiendo que la tasa de demanda
no es constante. Por tanto, el modelo necesita ser planteado desde la perspectiva
de maximizacién del beneficio por unidad de tiempo y es necesario desarrollar una
metodologia que permita evaluar el coste de almacenamiento por ciclo de inventario

para esta situacién.

La estructura que seguiremos para desarrollar este capitulo es la siguiente. La
seccién 1.2 incluye la formulacién del modelo, con las hipétesis y notaciéon correspon-
dientes. En la seccién 1.3 resolvemos el modelo, disenando un procedimiento para
obtener la politica éptima y estudiando las propiedades méas importantes que pueden
establecerse. La seccion 1.4 incluye un andlisis de sensibilidad del tamano éptimo del
lote y del beneficio méximo en funcién de los pardametros iniciales del sistema. En la
seccién 1.5 estudiamos algunos casos particulares que pueden deducirse del modelo
expuesto, comparandolos con otros modelos previos de la literatura de inventarios y
analizando las diferencias entre las politicas de méaximo beneficio y minimo coste. Los
resultados computacionales que ilustran los desarrollos teéricos con ejemplos numéri-
cos se muestran en la seccién 1.6. Ademds, en la seccién 1.7 se propone una extension
del modelo que, en determinados casos, permite mejorar el beneficio del inventario
por unidad de tiempo considerando dos variables de decisién y en la seccién 1.8 se
estudia una segunda extension que permite la inclusién en el modelo de un coste de-
bido al deterioro del producto mientras permanece en el inventario. Finalmente, en la
seccién 1.9 se dan las conclusiones y se sugieren otras posibles extensiones del modelo

propuesto.



8 Modelos EOQ con demanda dependiente del nivel del inventario ...

1.2. El modelo

El modelo de inventario que estudiaremos en este capitulo se construye partiendo
de las siguientes hipétesis iniciales. Se supone que el inventario es de revisién continua
y el horizonte de planificacién es infinito, considerdndose un sélo producto para el cual
no se permite escasez. El reemplazamiento se produce cuando el stock disponible se
ha agotado, y ademds dicho reemplazamiento es instantdneo. En cada instante, la
tasa de demanda es una funcién conocida del nivel del inventario en ese instante.
El coste de pedido es fijo e independiente del tamano del lote. Los costes unitarios
de adquisicién y venta del producto son conocidos y constantes. Ademads, el coste
de almacenamiento acumulado para x unidades de producto durante ¢ unidades de
tiempo es una funcién de ambas variables y, por tanto, puede ser simultdneamente

no lineal en = y en t.
En la Tabla 1.2 se incluye la notacién que utilizaremos en nuestro modelo.

Tabla 1.2. Listado de notacién

q tamafio de pedido, o tamano del lote (> 0, variable de decision)

T longitud del ciclo de inventario (> 0)

t tiempo transcurrido en el inventario (< T)

I(t) nivel de inventario en el instante t (< q)

K coste de realizar el pedido para cada orden (> 0)

D precio unitario de adquisicién (> 0)

s precio unitario de venta (> p)

H(t,z) | coste de almacenamiento acumulado para x unidades de producto
durante ¢ unidades de tiempo (> 0)

h pardmetro de escala para el coste de almacenamiento (> 0)

Y1 elasticidad del coste de almacenamiento respecto al tiempo (> 1)

Yo elasticidad del coste de almacenamiento respecto al nivel de stock (> 1)
D(t) tasa de demanda en el instante ¢

pardmetro de escala para la tasa de demanda (> 0)

elasticidad de la tasa de demanda respecto al nivel de stock (0 < 5 < 1)

pardmetro auxiliar, « =1 -3 (0 < o < 1)

MmO ™ >

pardametro auxiliar, £ = ay; + 7, (> 1)
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De forma m4ds concreta, suponemos que la tasa de demanda viene dada por la

siguiente funcién potencial del nivel del inventario:
D(t) = A[1(1))” (1.1)

con A >0y 0 < 3 < 1. Con esta dependencia funcional, cuando el nivel del inventario
decrece también lo hace la tasa de demanda, de modo que al principio del ciclo el
nivel del inventario decrece més rédpidamente porque la demanda es mayor. En el
instante ¢ = 0 el nivel del inventario y la tasa de demanda estédn en su nivel més alto
y, cuando el primero va bajando, también lo hace la tasa de demanda. El pardmetro
de elasticidad de la tasa de demanda con respecto al nivel de stock, (3, representa el
cambio relativo que se produce en la tasa de demanda con respecto al correspondiente
cambio en el nivel de stock, es decir § = %. Obsérvese que, si la demanda es
ineldstica (es decir, § = 0), se tiene que D(t) = \ y, por tanto, el modelo se convierte
en el modelo bésico con tasa de demanda constante.

Ademas, suponemos que el coste de almacenamiento acumulado para z unidades

de producto durante ¢ unidades de tiempo estd dado por la siguiente funcién potencial

detyx:
H(t,z) = ht"a"2 (1.2)

con h > 0,7, > 1y, > 1. Entonces, se tiene que h = H(1,1), es decir, el coste de
almacenamiento de una unidad de producto durante una unidad de tiempo representa
el parametro de escala para el coste de almacenamiento. El pardmetro de elasticidad

del coste de almacenamiento respecto al tiempo, v,, representa el cambio relativo en

OH /ot

Hit - De forma

dicho coste respecto al cambio relativo en el tiempo, es decir, v, =

similar, v, representa el cambio relativo en el coste de almacenamiento respecto al

OH/0x
H/z

cambio relativo en la cantidad de producto disponible, es decir, v, = . Ademas,
si v, = 1, en la expresion (1.2) se obtiene la misma expresién para la funcién de coste
de almacenamiento acumulado considerada, por ejemplo, en los trabajos de Naddor
(1982, Expensive-storage System), Berman y Perry (2006) y Pando et al. (2012°).

De forma similar, si 7, = 1 en la expresién (1.2), se obtiene la funcién de coste de

almacenamiento acumulado del modelo de Naddor (1982, Perishable-goods System),
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la cual fue posteriormente utilizada también por Weiss (1982), Ferguson et al. (2007)
y Pando et al. (20127).

Estos tres pardmetros de la funcién de coste de almacenamiento acumulado pueden
ser estimados mediante una regresién no lineal, o mediante una regresién lineal del
logaritmo del coste de almacenamiento acumulado y los logaritmos del tiempo ¢ y la
cantidad x. En el Apéndice final de este capitulo, en la pagina 106, ilustramos con un
ejemplo cémo esta funcién H(t,x) = ht"1x272 puede ser ttil para evaluar el coste de
almacenamiento en un modelo de inventario.

Para ilustrar graficamente el efecto de los pardmetros de elasticidad v, y v, en
el coste de almacenamiento, en la Figura 1.1 hemos representado la funcién H (¢, x)
para el caso del modelo EOQ bésico (es decir, 7, = 7, = 1) junto con el caso en que
v, = 1.75 y v, = 1.25, utilizando valores de (¢, z) dentro del cuadrado de lado 10 y

suponiendo que en ambos casos H(10,10) = 1 para que sean comparables.

H(t,x)=0.01"t"x H(t,x)=0.001*(t"*1.75)" (x**1.25)

BORKRR
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Figura 1.1. Funciones de coste de almacenamiento H (¢, x)

Podemos observar que en el modelo bésico el coste de almacenamiento crece, en
términos relativos, a un ritmo constante y de forma simétrica con respecto a ambas
variables, mientras que en el caso general, jugando con los pardmetros de elasticidad,
podemos conseguir otras estructuras mucho més flexibles en las cuales el coste crece
md&s lentamente al principio y este crecimiento se va acentuando a media que nos
alejamos del origen, pudiendo hacerlo ademads de forma asimétrica respecto al tiempo

y la cantidad. Esto puede ser 1itil en inventarios donde el tiempo y la cantidad no
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tienen la misma relevancia en los costes de almacenamiento. Puede haber situaciones

en las que lo més costoso es el tiempo y en otras es la cantidad.

Con todas estas hipétesis y la notacién dada, se plantea como objetivo encontrar el
tamano 6ptimo de pedido que proporciona el méximo beneficio por unidad de tiempo

para el sistema de inventario.

Nota. Conviene observar que, en la Tabla 1.2, hemos considerado la hipétesis mas
general s > p (en vez de s > p, como es habitual) con el propésito de incluir en nuestro
estudio algunos modelos analizados por otros autores con anterioridad. Estos modelos
han sido desarrollados desde la perspectiva de minimizacién del coste del inventario,
sin tener en cuenta los ingresos y los costes adquisiciéon. Formalmente, éstos pueden
ser obtenidos a partir del modelo que desarrollamos en este capitulo haciendo s = p,
y nosotros nos referiremos a ellos con el nombre de modelos de inventario de minimo
coste. En cambio, en el modelo estudiado en este capitulo, se plantea como objetivo la
maximizacién del beneficio por unidad de tiempo, y, por tanto, se necesita incluir en
el mismo los ingresos por venta del producto y los costes de adquisicién. Por ello, esta
incluido dentro de los modelos referenciados como modelos de inventario de mdximo
beneficio.

En consecuencia, los sistemas de inventario de minimo coste que no incluyen en
su formulacién los ingresos ni los costes de adquisicién constituyen sélo una parte de
los sistemas asociados a los modelos de médximo beneficio, es decir, constituyen un
subsistema del sistema considerado en este capitulo (concretamente, el caso particular
con s = p). En algunos de estos modelos de inventario, como por ejemplo los modelos
EOQ basicos introducidos en Harris (1913), Naddor (1982) o Weiss (1982), la maxi-
mizacion del beneficio es equivalente a la minimizacién del coste total del inventario
(porque la tasa de demanda es constante), pero esto pudiera no ser cierto en otros
casos, como ocurrird en el modelo que presentamos aqui. Mds concretamente, si re-
solvemos el modelo de minimo coste, como en Goh (1994), y “a posteriori” anadimos
los ingresos y los costes de adquisicién, entonces el beneficio obtenido es menor, o a

lo sumo igual, que el beneficio obtenido cuando incluimos los ingresos y los costes
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de adquisicién “a priori” en la formulacién del modelo, es decir, si consideramos el
modelo de méximo beneficio. Habitualmente, si los problemas no son equivalentes, el
gestor del inventario estard més interesado en la politica de méximo beneficio que en

la politica de minimo coste.

Teniendo en cuenta las hipétesis establecidas, la funcién que define el nivel de

inventario I(t) se obtiene resolviendo la ecuacién diferencial
— = _A[I(1)° 0<t<T,

con la condicién inicial 7(0) = ¢. La solucién de esta ecuacién diferencial es

Q=

I(t) = (¢“ — aXt) 0<t<T (1.3)

donde o = 1 — 5. Ademds, con nuestras hip6tesis, se tiene I(7') = 0 y, por tanto
T=-"— (1.4)

Por ello, alternativamente, (1.3) puede escribirse como

() = q (1 _ %) (1.5)

Nota. Una vez obtenida la expresién matemadtica para la curva del inventario, el
pardmetro [ puede ser mejor interpretado. Concretamente, la demanda acumulada

en la segunda mitad del ciclo de inventario puede ser calculada como

/T)\[I(t)]ﬁdt: _/T dI(t) = 1(T/2) = ¢ (%)iﬁ

T/2 T/2

y por tanto la proporcion de ventas en la segunda mitad del ciclo con respecto al ciclo

1

_1
completo estd dada por p = (5) =7 Evidentemente, como 0 < 3 < 1, se verifica que

0<p< % lo cual tiene sentido para este tipo de demanda con ventas mas altas en la
primera mitad del ciclo. Ademsds, el pardmetro S puede ser estimado en funcién de p
como =1+ }E—f}.

La representacién grafica de la curva del inventario se muestra en la Figura 1.2.
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Figura 1.2. Curva del inventario I(t)

Para entender mejor el efecto del pardametro de elasticidad 3, en la Figura 1.3
hemos representado graficamente la curva del inventario I(t) para diferentes valores
del pardmetro 8. Podemos observar que, para § = 0, tenemos la forma lineal del
modelo EOQ bésico con el 50 % de ventas en la segunda mitad del ciclo (p = 0.5).
A medida que [ aumenta, la curvatura va siendo mayor y la proporcién de ventas
en la segunda mitad del ciclo p va decreciendo. Situaciones con § > 0.5 (por tanto
p < 0.25) son ya menos comunes, puesto que el desequilibrio de las ventas en las dos

mitades empieza a ser muy fuerte y esto no suele ser habitual en la practica.

—p=0 (p=0.5)
—f=0.1 (p=0.46)
—p=0.2 (p=0.42)
—p=0.3 (p=0.37)
—=0.4 (p=0.31)
—f=0.5 (p=0.25)
—p=0.6 (p=0.18)
—p=0.7 (p=0.10)
—=0.8 (p=0.03)
—=0.9 (p=0.001)

Figura 1.3. Curvas [(t) para diferentes /3

El resultado que demostramos a continuaciéon permite evaluar el coste de almace-

namiento por ciclo de inventario para la situacién planteada en este modelo.
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Lema 1.1 Supongamos que la funcion de coste de almacenamiento acumulado estd
definida por (1.2). Entonces el coste de almacenamiento por ciclo de inventario viene
dado por la expresion: .
hy, / T2 dt
0
siendo I(t) el nivel del inventario en el instante t y T la longitud del ciclo de inven-

tario.

Demostracién. Sea H(t,z) = ht"1272 el coste de almacenamiento acumulado para
x unidades de producto durante ¢ unidades de tiempo y sea x = I(t) la curva del
inventario con I(0) = ¢ e I(T") = 0. Consideramos la regién del plano A limitada por
la curva = = I(t) y los ejes de coordenadas, y sea P = {t,,t1,...,1,} la particién del
intervalo [0,7] en n trozos iguales, con t; = @% Podemos definir entonces la region
escalonada A(P) dada por la unién de los rectdngulos A; = [t;_1,t;] x [0, I(¢;)], para
1 <i < n—1. Entonces, es evidente que A es el limite de las regiones A(P) cuando
n tiende a infinito y que el coste de almacenamiento §; para cada rectdngulo A;, con

1=1,...,n — 1, puede ser evaluado como:
0; = H(ti, I(t:)) = H(tioy, I(t:) = h (8] = 173) [1(£:)]" = hoyy 6] (6 — ;1) [1(£:)] 2

con t;_1 < 6; < t;, aplicando el Teorema del Valor Medio del calculo diferencial en el
factor (7' —¢]1,).
Por tanto, el coste de almacenamiento asociado a la regiéon A(P) es

n—1

Z(SZ = hvlzml 1 VQ(t —tz 1)

i=1

- }mzz&”l I (8 — tia)

n—1

by Y (6 = 0T ) L) (8= i) (16)

=1

Usando de nuevo el Teorema del Valor Medio del cdlculo diferencial en el factor

~1 -1 o . i
(tzl — o ), el segundo término de esta expresiéon puede reescribirse como:

NG }:W“Q 2 (6 — 6:) (t — tiy) (L.7)
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con t;_1 < 0; < mn; < t;. Ahora, teniendo en cuenta que 7, < T, I(t;) < q, t; — 0; <

ti —ti1yti—ti_1 =T/n, se deduce que

B T\2  Trgr
N (5 — 0) (1 — 1) < T2 <‘> -
n

n2
y la expresién (1.7) estd acotada superiormente por hy, (v, — 1)T71¢"? ”n—_Ql Por tanto,
el segundo término de la expresién (1.6) converge hacia cero cuando n tiende hacia
infinito. Por 1ltimo, calculando el limite cuando n tiende hacia infinito del primer
término de dicha expresién, se deduce que el coste de almacenamiento asociado a la

region A (es decir, el coste de almacenamiento para el ciclo de inventario) es

T
h'yl/ ()] dt
0
como queriamos demostrar. m

Teniendo en cuenta este resultado, las hipdtesis dadas y las expresiones (1.3), (1.4)
y (1.5), el coste de almacenamiento para un ciclo de inventario en funcién del tamano
de pedido, ¢, puede obtenerse como

HO(q)=hy, g | (L 1— =) St B (1, 241) =%
C(q)=hvq /0 <T> ( T> 7=ma Tt A (1.8)

1
_ _ (M) _ a—1(1 _ ,\b—1 p
donde § = ay, + 7,5, A = B 251) Y B(a,b) /0 2%71(1 — 2)’"!dz es la funcién

beta de Euler. Evidentemente, se verifica que ¢ > a+1>1y A > 0.

El beneficio por ciclo de inventario puede calcularse entonces como diferencia
entre: (i) los ingresos totales por ciclo (sq) y (ii) la suma del coste de adquisicién
(pq), el coste de pedido (K) y el coste de almacenamiento dado por (1.8). Por tanto,
como T = g—i, el beneficio por unidad de tiempo que debemos de maximizar, G(q),

viene dado por

—a —a A —a
Glg) = aX(s —p)g'™" — aAKq ™™ — —=q (1.9)
Ahora, teniendo en cuenta que G(q) = —%g(q) siendo

9(0) = ¢ — (s —p)A¢" "+ KAg™® (1.10)
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podemos asegurar que la solucién 6ptima que minimiza g(q) coincide con la que

maximiza G(q). El problema matemético puede escribirse entonces como

Minimizar {g(q) : ¢ > 0} (1.11)

1.3. Resolucion del modelo

En esta seccién resolvemos el modelo presentado, mediante el andlisis de la funcién
objetivo a minimizar g(q), y ademas estudiamos las propiedades més relevantes que
caracterizan a la politica 6ptima de méaximo beneficio en el modelo.

En primer lugar, es evidente que la funcién g(q) es de clase C? en el intervalo

(0,00) y ademas sus dos primeras derivadas vienen dadas por

J@) = E-a) T —(1—-a)(s —p)Ag ™ —aKAg
_ o (qg_ (1—04)(8—p)Aq_ aKA>
qa+1 g_a g—Oé

J@=E-a)¢—a-1)¢ " +a(l—a)(s—pAg ' +a(l+a)KAg*?

Teniendo en cuenta que ¢”(q) > 0 para todo ¢ > 0, se sigue que g(q) es una funcién
estrictamente convexa. Ademds, es evidente que lim,|o g(¢) = lim, . g(q) = co. Por
consiguiente, la funcién ¢'(¢) tiene una unica raiz positiva ¢* que necesariamente serd
el valor para el cual la funcién ¢(q) alcanza su minimo global, es decir, que sera la
solucién para el problema planteado. Con la expresiéon dada para ¢'(q), es obvio que

la ecuacién ¢'(q) = 0 es equivalente a la ecuacién P(q) = 0, siendo

P(g) = ¢ —ugq —v (1.12)
con
_(I-a)(s—p)A
w=— >0 (1.13)
y
oo OBA (1.14)
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Es evidente que si u = 0 (es decir, « = 1 0 s = p) la solucién es

1 KA\ ¢
R (?—a)g (1.15)

Por lo tanto, sélo es necesario resolver la ecuacién (1.12) cuando u > 0 (es decir,

0 <a <1y s> p). El siguiente resultado responde a esta cuestion.

Teorema 1.2 Sea la funcion P(q) = ¢¢ —uq—v, con & > 1, u>0,v >0 yq > 0.

P(gi—1) __ (5*1)Q§,1+v

Para i = 1,2,3, ..., consideremos la sucesion q; = ¢;_1 — Pl — e ia

con
1 1
(o = MAax [(u +v)eT (u+ U)g] . Entonces P(q) tiene una unica raiz positiva ¢* que,

ademds, es el limite de la sucesion {q;}; .

Demostracién. La funcién P(q) = ¢* — ug — v verifica las siguiente propiedades:
(1) P(0) = —v < 0y limyo P(q) = 00; (ii) P'(¢) = &¢* —u, P'(0) = —u <0y
ro= <2>€Tl es la tnica raiz de P'(q) con ¢ > 0y (iii) P"(q) = £(£ — 1)¢*"2 > 0
para todo ¢ > 0. Por consiguiente, P(q) es una funcién estrictamente convexa en
el intervalo (0,00) con una unica raiz positiva ¢*, verificaindose que P(q) < 0 para
q € (0,q%) y P(q) > 0 para q € (¢*,00) . Ademds, necesariamente ¢* > r1, P'(q) < 0
para q € (0,71) y P'(q) > 0 para q € (r1,00) . Todo ello nos permite asegurar que, de

forma general, la representacién grafica de la funcién P(q) es la que se muestra en la

Figura 1.4.

P(a)

n T 9 4 Yo
q

Figura 1.4. Forma general de la funcién P(q)

<o
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Teniendo en cuenta estas propiedades de la funcién P(q) se tiene que, si u+v < 1,
entonces ¢, = (u + v)% <1ly P(g) = (1—¢,)u > 0. De forma similar, si v +v > 1,
entonces ¢, = (u+ v)?ll > 1y P(g) = (¢ — 1)v > 0. Por tanto en ambos casos
tenemos que P(g,) > 0y, por consiguiente, ¢* < ¢, y P'(¢,) > 0. Es decir, cuando
u+ v # 1, se verifica que ¢; = ¢, — P(q,)/P'(¢o) < ¢o- Ademds, por el Teorema del

Valor Medio del célculo diferencial, podemos asegurar que existe un punto 7 € (¢*, q,)

con P(q,) = P(q.) — P(q*) = P'(n)(q — ¢*) < P'(¢)(¢o — ¢*) ¥, por consiguiente,
T < q, — % = q¢1 < ¢, (en la Figura 1.4 se puede observar gréficamente la
interpretacién del valor ¢;). Entonces, si ahora suponemos que ¢* < ¢;_1 < ¢;_g, un
razonamiento similar prueba que ¢* < ¢; < ¢;_1 y, por tanto, la sucesién {¢; }.-, es una
sucesiéon estrictamente decreciente de nimeros positivos. Esto nos permite asegurar
que la sucesion {g¢;};-, es convergente y ademds, si denotamos por L al valor de su

limite (es decir L = lim; ., ¢;), teniendo en cuenta la definicién de los puntos g¢;,

I — P(L)

B lo cual implica que P(L) = 0 y por

necesariamente se verifica que L =
tanto L = ¢*.

Por 1ltimo, si u 4+ v = 1, se tiene que ¢, = 1 y P(q,) = 0. Por tanto, ¢* = 1 es la
unica raiz positiva de la ecuaciéon P(g) = 0 y ademds, en este caso, la sucesion {¢; }.-,

es constantemente igual a ¢*, porque ¢; = ¢;—1 paratodoi=1,2,... m

Utilizando el teorema anterior, podemos evaluar el tamano 6ptimo del lote ¢* con
la precisién deseada y calcular la longitud 6ptima del ciclo de inventario 7™ usando

la expresién (1.4). Ademds, de las expresiones (1.9), (1.11) y (1.12), se deduce que

G(q") = ——— ()" |(¢")" — (s — p)Ag" + KA
= ——(¢") " [ug" +v— (s = p)Ag¢" + KA]

Sustituyendo los valores de u y v dados por (1.13) y (1.14) en la expresién anterior,

obtenemos que el médximo beneficio por unidad de tiempo para el modelo es

G(g") = —aX(¢)™® K<1 —5041(2— p)

e

—(s—p))q*+£—Ka+K}

(1.16)
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Aunque el cdlculo del tamano éptimo del lote ¢* (resolviendo la ecuacién P(gq) = 0)
puede hacerse facilmente utilizando cualquier software de resolucién de ecuaciones, a
continuacion incluimos un sencillo algoritmo para evaluar la solucién basado en el teo-
rema anterior y que estd en relacién con el bien conocido método de Newton-Fourier.
Este algoritmo puede ser facilmente aplicado por cualquier gestor de inventarios sin
necesidad de utilizar ningin software especifico.

Algoritmo 1. Obtencién de la politica 6ptima en el modelo.
(1—a)(s—p)A aKA

_ (aX)™ _ _ _
Paso 1. Calcular A = B (1 2 11) E=ay+ 7y, u= o yv=o

@

Paso 2. 57 u = 0 entonces la solucion es ¢* = ve. Ir al Paso 5.

Paso 3. Si u+ v =1 entonces la solucion es ¢ = 1. Ir al Paso 5.

Paso 4. Calcular q, = méax {(u + U)% (u+ ”)5%1} yrn= <%)§f1

(a) Seleccionar la tolerancia TOL > 0, con 0 < TOL < ry.

“1ef 4o
(b) Calcular ¢; = % para i = 1,2,3... hasta que P(q; — TOL) < 0.

i—1 U
(c) Elegir el tamaro éptimo del lote q* = g;.

()
al

Paso 5. Calcular la longitud optima del ciclo de inventario T* =

el mazimo beneficio G(q*) = % % .
Nota. Para entender el funcionamiento del algoritmo anterior y su criterio de parada
es conveniente repasar la demostracién del Teorema 1.2. En efecto, se tiene que: (i)
la funcién P(q) alcanza su minimo en el punto r1; (ii) P(g) < 0 siy sélo si g € (0, ¢*);
(iii) la sucesién g; es estrictamente decreciente y 7 < ¢* < ¢; para todo i = 0,1,2...;
y (iv) como la tolerancia TOL esté en el intervalo (0,74), se deduce que ¢; — TOL > 0
para todo i = 0,1, 2.... Por tanto, cuando se verifica la condicién P(q; — TOL) < 0,
se sigue que ¢; — TOL < ¢*, es decir, ¢; — ¢* < TOL. Esto nos permite concluir que

la condicién P(¢; — TOL) < 0 es un adecuado criterio de parada.

Sistemas rentables.
Una cuestién interesante en situaciones practicas reales es la de establecer condi-

ciones que aseguren que el sistema de inventario generard beneficios, al menos si se
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usa el tamano de lote ¢ptimo. Por ello, cuando G(g*) > 0 diremos que el sistema de
inventario es rentable, mientras que, si G(¢*) < 0, diremos que el sistema de inventario
es no rentable porque nunca proporciona beneficios. Cuando G(¢*) = 0 tendremos que
el sistema iguala costes e ingresos y lo denominaremos sistema de inventario en equi-
librio. Con estas definiciones, habitualmente el gestor del inventario estard interesado
en caracterizar, a priori, el sistema como rentable, no rentable o en equilibrio uti-
lizando sélo los pardmetros iniciales del sistema, sin necesidad de calcular el tamano
6ptimo del lote ¢* ni el maximo beneficio por unidad de tiempo G(¢*). De este modo,
si se conoce la relacién que debe existir entre los pardmetros del sistema para que
éste sea rentable, se podrd establecer el minimo precio de venta s que garantice la
rentabilidad. Obviamente, si s = p entonces G(¢*) < 0 y tenemos un sistema no
rentable. El siguiente resultado nos permite caracterizar estos tres tipos de inventario

para el caso del modelo aqui expuesto cuando s > p.

(e-DKS!

1
3
B ] . Entonces:

Teorema 1.3 Supongamos s > p y sea n = 55_1 [

1. El inventario es rentable si y sdlo si s —p > 1.
2. El inventario estd en equilibrio si y sélo si s —p = 1.

3. El inventario es no rentable si y sdlo si s —p < 1.

Demostracién. Utilizando la expresién (1.16) es evidente que G(g*) > 0 si y sélo
si ¢* > (g_f)(ﬁ' Entonces, por las propiedades de la funcién P(q) dadas en la
demostracion del Terorema 1.2, esta tltima desigualdad es cierta si y sélo si se verifica

que P (%) < 0. Ahora bien, como

P(%) - l@—ffé_mr— — <§(51—_1a) *O‘)

- l@ - 1l>(<5 _J - sK—Al

es decir, s — p >

se deduce que el inventario es rentable si s6lo si | —5s— ¢ < K2
q E1D)(s—p) -1

—_1)KS1| € . ., . .
é_l [%] , lo cual demuestra la primera afirmacién. El mismo razonamiento

aplicado a sistemas en equilibrio o no rentables demuestra las afirmaciones 2 y 3. m
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Como consecuencia de este teorema se puede decir que s = p + 1 es el precio
de venta del producto que debemos rebasar para obtener un sistema rentable. Por

ejemplo, en el modelo EOQ de Harris (donde oo = 7y, = 5, = 1) se tiene que n = 4/ @

2Kh

y, por tanto, s = p + 4/ =~.

Una caracterizacién de la politica 6ptima.
Otro aspecto de interés para cualquier gestor de inventarios consiste en disponer
de una regla préactica que permita chequear si un determinado tamano de pedido es

o no 6ptimo. El siguiente resultado responde a esta cuestion.

Teorema 1.4 Sean las funciones ¥(q) = (s — p)q (beneficio bruto por ciclo con
tamano de pedido q) y HC(q) = % (coste de almacenamiento por ciclo con tamano

de pedido q). Entonces, un tamano de pedido q es dptimo si y sélo si se verifica que
(E—a)HC(q) = aK + (1 — a)¥(q) (1.17)

Demostracién. Si ¢ es el tamano éptimo del lote (es decir, ¢ = ¢*), a partir de

: * )& —)(S— * «Q
(1.8), (1.12), (113) y (1.14), se tiene que HC(q") = 4L = U=llplgr 4 ok

2:—2\11(61*) + 55 K. Es decir, (§—a)HC(¢") = aK + (1 — @) ¥(¢"). Reciprocamente, si

q verifica (§—a)HC(q) = aK+(1—a)¥(q), como también ¢* verifica esta desigualdad,
. . N .
restando ambas expresiones se tiene que (£ — «) [% - qz} =(1-a)(s—p)qg*—q);
0, equivalentemente, usando (1.13), [(q*)g — qf} = u(q* — q). Entonces, como ¢* es la
solucién de Eq. (1.12), necesariamente (q*)g = uq*+v y, por consiguiente, ¢* —ug—v =

0. Finalmente, como P(q) tiene una tnica raiz positiva, podemos asegurar que ¢ = ¢*,

es decir, ¢ es el tamano 6ptimo del lote. m

Si consideramos el beneficio bruto por unidad de tiempo en vez del beneficio bruto
por ciclo de inventario, es posible obtener una interpretaciéon practica del resultado
anterior. En efecto, dividiendo ambos miembros de la igualdad (1.17) por el tamano

de ciclo 6ptimo T™, se tiene que

-0 v a- 0T

(1.18)
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donde H¢W) K . ¥(d") t t] te, el coste de al ient
onde T y T y T represen an, respec 1Ivamen e, el coste de allmacenamiento

o6ptimo por unidad de tiempo, el coste de pedido 6ptimo por unidad de tiempo y
el beneficio bruto 6ptimo por unidad de tiempo. Por lo tanto, podemos asegurar
que la funcién G(q) alcanza su maximo global en el punto de corte de las funciones
(& — a)%@ y ok 4+ (1— a)#. La Figura 1.5 ilustra esta idea dibujando las tres
funciones.

Resulta interesante observar que esta regla es una generalizacién del conocido
resultado para el modelo EOQ bésico que asegura que “para el tamano éptimo de

pedido, el coste de almacenamiento coincide exactamente con el coste de pedido” (ver,

por ejemplo, Axsiiter 2000, p. 32). En efecto, si a = y; = v, = 1, la expresion (1.18)

HC(q") _ K
T T*)

resulta ser lo cual no es mas que el resultado que acabamos de citar.

a K+ (1- adryig)
T

Figura 1.5. Politica 6ptima de méximo beneficio

1.4. Analisis de sensibilidad

A continuacion se incluye un andlisis de sensibilidad del tamano éptimo del lote
q* y del beneficio 6ptimo G(q*) respecto a los pardmetros iniciales del sistema K, h,
S, Py Ay B, Y1 Y 79, €n el contexto del modelo planteado en la seccion 1.2 y resuelto en
la seccién 1.3. Mds concretamente, sabemos que fijados los valores de los pardmetros
indicados es posible calcular el valor 6ptimo de la variable de decisién ¢* y el valor
objetivo G(g*). Se trata ahora de estudiar la variacién de estos valores respecto a

cambios independientes en los valores de los pardmetros, es decir, considerando que
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tales cambios se producen sélo en uno de tales pardmetros, mientras que los demas
permanecen constantes.

En consecuencia, en el andlisis de sensibilidad correspondiente a cada parametro,
se tratard a éste como la tnica variable y, por tanto, realizaremos el estudio usando
las derivadas ordinarias correspondientes y enunciaremos un resultado por separado
para cada uno de los pardmetros iniciales.

Para calcular dichas derivadas ordinarias necesitaremos utilizar los pardametros

(o)™ _ (1-a)s—p) KA
h'le(”yl,%+1)7 §—a -«

y, por tanto, en cada caso, calcular las derivadas de dichos pardametros auxiliares con

A
yv=

auxiliares « = 1 — 3, £ = ay; + 75, A =

respecto a los iniciales.

Comenzamos con el andlisis respecto al pardametro K, para el cual se tiene que

doo _ d¢ _ dA _ du __ dv __ alA

K = dk —ax —ak =0V ak = t-a

Lema 1.5 Sean ¢*(K) y G (¢*(K)), respectivamente, el tamano dptimo del lote y el
beneficio optimo para un valor K del coste de pedido. Entonces, en un punto K = K,
para el que ¢*(K,) = ¢, se tiene:

dq* (K)

(i 1V o8

wore (60 [ (@) ]

() 10 K)

= —aX(q;)™"
K=K,

Ademds, ambas derivadas son continuas en K = K,.

Demostracién.
(i) Si definimos la funcién

Fi(K,q)=¢ —ug—v

y denotamos por K, al valor actual de K, entonces para cada K suficientemente
cerca de K, la solucién 6ptima ¢*(K') viene definida implicitamente por la ecuacién
Fi(K,q) =0, de modo que F\(K,q¢"(K)) =0y ¢"(K,) = ¢;. Ademads, se verifica que

OF1 (K, OF1 (K, v e OF1(K, — el * *
bl = P = S, SR = Po) = &0 —uy (Ko q7) = P'lg;) > 0,

tal y como se obtuvo en la demostraciéon del Teorema 1.2. Entonces, por ser las

OF (K ,q) y OF1(K,q)

1 *
o7 5, continuas en un entorno del punto (Ko, q), podemos

funciones
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asegurar que la funcién Fj (K, q) verifica las hipétesis para poder aplicar el Teorema

de la Funcién Implicita en un entorno del punto (K, ¢*) y, por tanto

dq*(K) %(Koan) alA

) ®) _
WK e, 5 Ko@) (- a) ¢ () — ]
y esta derivada es continua en el punto K = K.

(ii) Si definimos la funcién

A
Fy(K,q) =aX(s—p)¢— " —aXKq “ — %q -

y denotamos por K, al valor actual de K, entonces para cada K suficientemente cerca

de K, el beneficio éptimo del lote es una funcién de K definida como G(¢*(K)) =
Fy (K, q¢"(K)) con ¢*(K,) = ¢ y G(¢*(K,)) = G(¢}). Entonces, derivando la funcién

G(¢*(K)) en el punto K, y teniendo en cuenta la existencia de —dq;g{) y que

83_122(}{07 q*) = 0, se sigue que

dG(q*(K)) aFQ 8F2 dq*(K) aF2 3

k| —an e )+ 5 Ko =92, q3) =0 (g;
dK KoK, aK< QO> + aq ( qo) dK . 8K( qo) o (qo)

y, ademads, esta derivada es continua en el punto K = K,. m

Para hacer el andlisis con respecto al pardmetro h, tendremos en cuenta que ill—;: =

& g dA _ Ad) A du _ (1-0)p)dA . u dv oK dA v
=0 G =A== o dh = hY dh = t—adh — . Podemos

enunciar entonces el siguiente resultado.

Lema 1.6 Sean ¢*(h) y G(q*(h)), respectivamente, el tamano dptimo del lote y el
beneficio dptimo para un valor h del coste de almacenamiento. Entonces, en un punto

h = h, para el que q*(h,) = ¢, Ao = A(hy), uo = u(hy) y v, = v(h,), se tiene:

O —(a)"
¥ dh {pep,  h, [5 (@) = u,
R e I s

Ademdas, ambas derivadas son continuas en h = h,.
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Demostracion. Si consideramos el pardmetro h como una variable y denotamos por
h, al valor actual de h, utilizando el mismo razonamiento que en el Lema 1.5 con la
funcién Fy(h,q) = ¢¢ — ug — v, mediante derivacién implicita, se tiene que

" OF * d dv Uoqy +Vo %
dq*(h) 1(h0’qo) %o dZ h=h, + dZ h=ho _  he . - (%)g

dh |y, 8Fl(hoaqo> S —uo E@) T e by [e(g)E — u,

Del mismo modo, para G(q*), utilizando el mismo razonamiento que en el Lema 1.5
con la funcién Fy(h,q) = aX (s — p) ¢~ — aAKq™® — R ¢*~* se tiene que

dG(q*(h)) OFy AN | o AA A\ | ea
VY — —2(h o - - _ *
dh h:ho ah ( 0) qo) AQ (q ) dh (q )

hOAO °
tal y como querfamos demostrar. m

h=h,

De forma similar, el siguiente resultado analiza el comportamiento del tamano
6ptimo del lote ¢* y del beneficio 6ptimo G(g*) con respecto al pardmetro s, teniendo

da _ d§ _ dA _ dv _ du _ (1—)A
en cuenta que = = > =72 =" =0y o~ = -

Lema 1.7 Sean ¢*(s) y G(q*(s)), respectivamente, el tamano éptimo del lote y el
beneficio optimo para un valor s del precio de venta. Entonces, en un punto s = s,
para el que ¢*(s,) = ¢ y u, = u(s,), se tiene:
(i) dg*(s)|  _ g (1 —a)A
A5 lomss (€= ) €@ — uo)

. dG (q*
(1) —

= aX(g)

Ademds, ambas derivadas son continuas en s = s,.
Demostracion. Si consideramos el pardmetro s como una variable y denotamos por
s, al valor actual de s, utilizando el mismo razonamiento que en el Lema 1.5 con la
funcién Fi (s, q) = ¢* — uq — v, mediante derivacién implicita, se tiene que
dq*(s) B _83121 (50:03) @ Zg‘s so 7 (1 —a)A
ds oo, GiGo @) €@ —u  (e—a)[e(@) T - s

Del mismo modo, para G(g*), utilizando el mismo razonamiento que en el Lema 1.5
con la funcién F(s,q) = @) (s — p) ¢~ — aAK g™ — 2¢5 se tiene que

dG (q*(s)) (9F2
ds _ s

—Q

—— (50, 43) = X (q})’
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tal y como querfamos demostrar. m

Para el an4lisis con respecto al pardmetro p, tendremos en cuenta que % = % —
’ dp dp

dA _ dv _ () du _ —(1-A

D= b= " ta A partir de ello podemos enunciar el siguiente lema.

Lema 1.8 Sean q¢*(p) y G(q*(p)), respectivamente, el tamano dptimo del lote y el be-
neficio optimo para un valor p del coste de compra del modelo considerado. Entonces,

en un punto p = p, para el que ¢*(p,) = q& Yy u, = u(p,), se tiene:

i) dq*(p) _ —¢;(1 —a)A
Wl (-0 g0~
(i) L) (3;(19 ) = e (@)

Ademds, ambas derivadas son continuas en p = p,.

Demostracion. Es totalmente similar a la del lema anterior ya que, por ser Z—Z = —Z—;‘
dFs(p, OFs(s, . dq* dq* dG(q* dG(q*
y 28(}170 Q9 _ _ 26(58 q), se tiene que qd;p) _ _ quS) y (gp(p)) _ _ (35(8))' -

El siguiente resultado analiza el comportamiento del tamano éptimo del lote ¢* y

del beneficio éptimo G(g*) con respecto al pardmetro de escala de la tasa de demanda

—d& g dA _ AdnA) A du _ (1-)s—pnA %

— dx VDY

. da
A, teniendo en cuenta que ¢ ) AT (f—an

dv _ oKmA v
Yax = E—a)x — A

Lema 1.9 Sean ¢*(\) y G(q*(\)), respectivamente, el tamano optimo del lote y el
beneficio optimo para un valor \ del pardmetro de escala de la demanda. Entonces,

en un punto X = \, para el que ¢*(\,) = q*, Ay = A(N,), o = u(Ny) y v, = v(N,), s€

tiene:
i @ 1)
dA A=Xo /\o |:€ (C.ZZ)gil - u0:|
fii) dG (q*(N)) _a {(vﬁw—l) (s =p) gy — 7K
d |, (@) §—a

Ademds, ambas derivadas son continuas en X = A,.

Demostracion. Si consideramos el pardmetro A como una variable y denotamos por

Ao al valor actual de A, utilizando el mismo razonamiento que en el Lema 1.5 con la
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funcién Fi(\, q) = ¢* — uq — v, mediante derivacién implicita, se tiene que

* * du dv *
_%(/\07QO) _ Do axla=r, T axlr=n, _ j\_:, (Uogy + o)
A=)o aa_b(;l()‘07 q;) 5 (QZ)gil — Uop S (Q;)gil — Uo

71(q))*

Ao [5 (q5) " = U}

Del mismo modo, para G(q*), utilizando el mismo razonamiento que en el Lema 1.5

con la funcién Fy(\,q) = aX (s —p) ¢ ™% — aAKq™© — O‘f‘qf*a se tiene que

dG (g*(A))
X

aF >\07 ; *\1— *\ — *\E— *\E— @’ =
_ B0 @) (o) () o () ()6 halg) D ke
A=A, o\ o AO

*\E—a
*\1—a *\ —Q « *\E—a alqg, i
= (s~ p) (6))' ™" — k() - £ (g + 2L

=a(s—p)(g)' " —aK(g) ™"+ (1 —1) &(g)

(
= ﬁ [(v1 = D (@) + (s = p) Dogy — KA

QO
= ﬁ (71 = D uog) + (s —p) Do + (71 — 1) v, — KA
_a [(m=H(A=a)(s=p)+ ({—a)(s—p) , (n—laK
_(QZ)O‘[ §—a %o+ E—a K
_ @ [(vﬁvz—l)(s—p)q;*—%f(
Uk E—a

tal y como querfamos demostrar. m

A partir de las derivadas obtenidas en los cinco lemas anteriores, el siguiente coro-

lario analiza la variacién del tamano éptimo del lote ¢* con respecto a los pardmetros

K, h,s,py A\

Corolario 1.10 Sea g* el tamano optimo del lote para el modelo considerado. Fn-
tonces, manteniendo fijos el resto de los pardmetros del sistema de inventario, el

tamano dptimo del lote q* verifica que:

(a) crece con el parametro K de coste de pedido.
(b) decrece cuando el pardmetro h de escala del coste de almacenamiento crece.

(c) crece con el precio unitario de venta s si f > 0, y no depende de s si 5 = 0.
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(d) decrece cuando el precio unitario de adquisicion p crece si B > 0, y no depende

dep si 8=0.

(e) crece con el pardmetro \ de escala de la tasa de demanda.

Demostracion.

(a)

(d)

()

Se sigue del Lema 1.5, teniendo ademds en cuenta que, como se indica en su

demostracion, P’ (¢*) = £(¢*)*" —u > 0y, por tanto, dq:l;(K)‘ > 0 para
K=K,

cualquier K,.

Del mismo modo que en (a), por el Lema 1.6, se tiene que %}(Lh) < 0 para

—lo

cualquier h,,.
Si = 0, es decir, & = 1, utilizando (1.15), se tiene que ¢* = vt y el tamano
optimo del lote no depende de s porque v y £ no dependen de s. En cambio, si

dq* (s)

$ > 0, utilizando el Lema 1.7, se tiene que ==

> ( para cualquier s, ¥y,
S

S=So

por tanto, ¢* crece con s.

Se demuestra igual que en el apartado anterior teniendo en cuenta que ahora,

si § > 0, utilizando el Lema 1.8, se tiene que %}(}M < 0 para cualquier p,.
P=Po
Se sigue del Lema 1.9, observando que %) > ( para cualquier \,.
A=o

Del mismo modo, el siguiente corolario analiza la variacién del beneficio maximo

G(q*) con respecto a los pardmetros K, h, s, py A.

Corolario 1.11 Sea g* el tamano dptimo del lote para el modelo considerado. En-

tonces, manteniendo fijos el resto de los pardmetros del sistema de inventario, el

beneficio mdzximo por unidad de tiempo G(q*) verifica que:

(a)
(b)
(c)
(d)

decrece cuando el parametro K de coste de pedido crece.
decrece cuando el pardmetro h de escala del coste de almacenamiento crece.
crece con el precio unitario de venta s.

decrece cuando el precio unitario de adquisicion p crece.
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(e) crece con el pardmetro A de escala para la tasa de demanda si s > p y ademds

q > %. En particular, G(q*) crece con X si el inventario es rentable.

(f) decrece cuando el parametro A de escala para la tasa de demanda crece si s = p,

: * Yo K
081> P YT < G, 06w

Demostracién. Los cuatro primeros apartados se deducen directamente de los lemas

. dG(q* (K)) dg*(h) dg*(s)
1.5 a 1.8, teniendo en cuenta que —IK K:KD< 0, —an h:ho< 0, ds S:so> 0y

dg*(p)

" < 0 para cualesquiera valores K, h,, S, y p,. Para el apartado (e) basta tener

P=Po

. * * K
en cuenta que, S1 s > p yq ()\O> =4q, > W&m
dG(q*(A))’

dA

, por el Lema 1.9, se tiene que

> ( para cualquier \,. En particular, si el inventario es rentable se verifica
=)Ao

que s > p y, ademds, aplicando la expresién (1.16), se tiene que ¢* > ( LIS >

§-1)(s—p)

SPLS . Por lo tanto G(gq*) crece con A. Finalmente, para el apartado (f), si

(r1+72—1)(s—p)

s=pos>pcong-(r) =q < #fs(#p), utilizando de nuevo el Lema 1.9, se
tiene que W‘ < 0.
A=),

Nota. Es importante observar que, si s > p, la condicién ¢* > ( 725K

Y1+v2—1)(s—p) s

equivalente a:

vz (7 + %Vi[i) (s —p) iP ((71 + vﬁli) (s —p)> <!
i K ] K
< :(71+727i1)(8—p):£<(71+732—12;(8—p)+v
B (o vjifi) c=nl <AR [m +7722(1—_1>a<)s e a}
i K ] AK
< _(71+72731)(8—p)_ S 1

o ax () ey <s—p)rl

hy,v,B (77,22 + 1 K ¢l
o (e > [P (7,2 +1) { V2 }
S—p (714’72_1)(3—17)
BB (7,2 + 1)1 S
= > <l> Y172 (717 ot ) [ Yo X ]
o S—p (71+72—1)(S—p)

£ £-1

0| RS Y

S OA> )\
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siendo

1 V2 o) ¢ K S
M= (=) rB (v, 2211
' (a) h <71’0¢ - >(S—p Y+ — 1

Por lo tanto, el beneficio méximo por unidad de tiempo G(¢*) es minimo para A = Ay,

es decir, A\; es el valor méds desfavorable para el pardmetro de escala \ de la tasa

de demanda si todos los demds pardmetros permanecen fijos. Para el modelo EOQ

bésico con @ = y; = v, = 1 este valor es \; = ﬁ, mientras que la condicién de
2hK

rentabilidad dada por el Teorema 1.3 es \ > GopE = 4\.

Aunque respecto a los tres pardmetros de elasticidad 3, v, y 7, no hemos obtenido
resultados tan generales en cuanto al crecimiento o decrecimiento del tamano éptimo
del lote y del beneficio méaximo como para los pardmetros K, h, s, p y A que acabamos
de exponer, a continuacién calculamos las derivadas de ¢* y G(¢*) respecto (3, v, y
75 ya que son de utilidad en los casos practicos asociados a sistemas concretos. Més
adelante usaremos tales derivadas en algunos ejemplos.

Para facilitar los célculos antepondremos algunas operaciones auxiliares como
In(A) =y, InA+~,Ina —Inh —Inv, —In [B (717 Y2 1)}
«

y tendremos en cuenta que

838(3, b) _ /0 La—1 (1-— Z)b_l Inz dz = B(a,b) [p(a) — ¢(a + b)]

% _ /0 271 (1 = )" In(1 — 2) dz = B(a,b) [p(b) — p(a + b))

siendo ¢(z) la funcién digamma, que es creciente para x > 1. Esto es asi porque

B(a,b) = FF(?JJFFES) y, por tanto,

In[B(a,b)] =In[['(a)] + In[I'(b)] — In[I'(a + b)]

siendo I'(x) la conocida funcién gamma. Por lo tanto, derivando con respecto a a,

tenemos OBl
0Bl TI'(a) T'(a+b)

B(a,b) T(a) T(a+Db)

p(a) = pla+b)
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Comenzamos esta parte con el analisis respecto al pardmetro 3, para el cual se

tieneg—g:—l,%:—yly
dA dA dinA Y1 Yo Yo Yo
dﬁ__doz__A da —_A{oz+a2[¢<a+1>_¢(71+a+1>}}
A p(2+1)—ent+t2+1)
=—— "1t
Q Q
du  du _udlnu B _ud[ln(l—a)—i-ln(s—p)—l—lnA—ln(é—a)]
s da  da da
l—-a A (-«
:_u__ Ntr-1l 1 e(Er) et
l-a)(—a) « T a
dv _ dv __Udlnv B _Ud[lnoz+an—|—lnA—ln(£—a)]
g~ da  da da
= — __i_ﬁ 71_1
a A -«
1 L4 ) — + 2241
:_U[L+_<%+%s@(a ) et ))
al—a) « a

A partir de estas derivadas podemos obtener las derivadas de ¢*(3) v G (¢*(B))
con respecto a (3, tal y como se hace en el siguiente lema.
Lema 1.12 Sean ¢*(8) y G (¢*(B)), respectivamente, el tamano dptimo del lote y el
beneficio optimo para un valor dado 3 > 0 del pardmetro de elasticidad de la demanda

respecto al nivel de stock. Entonces, en un punto = [, para el que ¢*(B,) = ¢,

Qo =1= 0y, & = v+ 72, Do = A(B,), to = u(B,) y vo = v(B,) se tiene:

x_ M Yitye—1 ‘p(%+1)_¢<71+%+1) “Eo "
dg*(5)| _ {“ MG~ o T e 2 2 (43 — ateam
B p=s, & ()t = u
y
dG(q*(ﬁ))‘ _ G(g) [lnq*—i]
a6 s LT
st [ e(Br)—e(mre)
A Ting—"=—7, 5
o o Qg
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siendo p(z) la conocida funcion digamma.

Ademds, ambas derivadas son continuas en 3 = [3,,.

Demostracion. Si consideramos el pardmetro 5 como una variable y utilizamos los
mismos razonamientos que en los lemas 1.5 a 1.9 con las funciones Fy (o, q) = ¢*—ugq—v
para el caso de ¢*(8) y Fa(a,q) = aX(s —p) ¢ — aAKq @ — O“X)‘qg’a para el caso
de G(q*(B)) se obtiene:

% % % \&o * % du _dv
dq (ﬁ)’ — _ dq (Oé) _ %(QLNQO) _ 71 (q0) ln qO qO da‘a:ao da la=a,
B oo, A Jama, F2(00,0) Eola) ™ =,

i * ¥ 372+1 —r\ +Z72+1 * -1 *
’yllnqo_o%o(’)/l"i_fh ( . ) af - < )>:|(qo)§o+(13&2—)’)([20_0[0)uoqo_ao(giao)vo
fo (q;)50*1 — Uo

Yit+ye—1 W(%+l)_‘p(71+%+l) * Vo

* o
NG = St e ey 2 o2 }(q() " ao(l-a)

50 (q;)fo—l — Uo

y
dG(q*(8)| _  dG(q* ()| _ OF3(aq;)  d[Aer(g)”"] [(S_p)q _K_(q;)go}
ap p=p do a=a, da da o A
¢
o d [(qg) ]
+Aa, () -
—a * *\¢o * aolqt £o—o d 1 :_IHA
=Nao(q2) o[(g—p)qo_K_(qZ)o ][lnqo_alo]_M (qg)o € nqda ] )

v e(BH1) —p(n+ )
+ e |y Ings — = —yy—— -
A, o, a?

tal y como querfamos demostrar. m

Para hacer los cédlculos respecto al pardmetro v,, calculamos las derivadas de los

pardmetros auxiliares con respecto a 7, y obtenemos que C%"l =0, ddTgl =ay

dA d[In A 1 Yo
—=A =Alln(a\)— ——¢(y)+elr+—+1
AT (0X) = = = () + o (7 + 2 +1)
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du d [In u] dln(l —a)+In(s —p) +InA —In(§ — )]
— = =u
dy o7 dy
fll_A o} 1 ol o
oo — - _ 12 _
w3 g—a] U{ln(od) . 90(71)+90<%+ " +1> 5—&]
dv vd[lnv] _vd[lna+an+lnA—ln(f—a)]
dyy dy dyy
j_A o 1 Yo «
= o = |l - — = = 4+1) -
A 5_&] v{n(w) . 90(71)+s0(71+&+ ) f—a}

Podemos enunciar entonces el siguiente resultado.

Lema 1.13 Sean ¢*(vy,) y G(¢*(7,)), respectivamente, el tamarno dptimo del lote y el
beneficio optimo para un valor 7y, del parametro de elasticidad del coste de almace-

namiento respecto al tiempo. Entonces, en un punto v, = 7,, para el que ¢*(v4,) = ¢,

50 = a7, + Y2, AO = A(710)7 Uo = u(71o) Y Vo = U(’Ylo) se tiene:

da* (1) — [ () + L+ o+ o) — e (e + 2+ 1)] (@)
d71 Y1=Y10 go (q;)ﬁo—l — Uo
y
dG(q* (1)) —a\ [ln ((qaia> +im e (o) — e (et 2+ 1)} (g3)%"
7, Y1=710 - Ao

siendo p(z) la conocida funcion digamma.

Ademds, ambas derivadas son continuas en vy, = v1,-

Demostraciéon. Si consideramos el pardmetro v, como una variable y denotamos
por 74, su valor actual, utilizando los mismos razonamientos que en los lemas 1.5 a
1.9 con las funciones Fy(7v,,q) = ¢ — uq — v para el caso de ¢*(v,) v Fa(71,q) =
aX (s —p) g™ — aAKq™® — R para el caso de G(q*(7,)) se obtiene:

*\§ * * du dv
* Ry * al(q,)’ In o= o _ av
dq ('71) _ 871 (71oqu) o (q ) 4 q dvy Y1=Y10 dvy Y1=10
N o * - *\So ™
dyy Y1=710 aiql('}’lmqo) &, (qo)§ l—uo
@ (63)% In g3~ (o3 +00) | In (00)— 5 — 22— (o, ) +p (ot 241) |

go (q;)50_1 — Uo
[ () + 2+ et =0 b+ 24 )] @)
& (@) —u
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y
) ) d[(q;)w] \
dG<q (71)) _ 8F2(7107 qo) ——a\ A :_a)\(qj;)g"fa d [<€_a)lnqo_ln A]
d71 Y1710 871 dﬁh o dﬂh Y1=710
Y1=710
—aA [oz Ings —In(ad) + 5=+ ¢ (1,) =9 (Y1 + 2 + 1)] (g5)%7"
— A
—ad [In (9) + 21+ 0 (90) = 0 (1 + 2+ 1) | (@)%
— A

tal y como querfamos demostrar. m

Por 1ltimo, para hacer los cédlculos respecto al pardmetro v,, empezamos calcu-

lando las derivadas de los pardmetros auxiliares con respecto a 7y,, y obtenemos que

aA _dnd] e (@4 et Y
dy, dy, «

du ud[lnu] :ud[ln(l—a)+ln(s—p)+lnA—ln(§—a)]

dyy dyy dyy
ﬁ_ 1 ]_u[_go(%Jrl)—go(fler%Jrl)_ 1 ]
A (-« o -«

dv d[Inv] dlna+In K +InA —In(§ — )]

Ay, dy dy

_ U[ﬁ_ 1 ]: [_gp(‘g+1)—gp(w1+%+1)_ 1 ]

A -« Q@ E—a

Podemos enunciar entonces el siguiente resultado.

Lema 1.14 Sean q¢*(7v,) y G(¢*(73)), respectivamente, el tamano dptimo del lote y
el beneficio dptimo para un valor v, del pardmetro de elasticidad del coste de alma-

cenamiento respecto al nivel de stock. Entonces, en un punto v, = 75, para el que

T (V20) = @5 &6 = a1+ Va0r Do = A(V9)5 Uo = u(V,) Y Vo = V(7,) S€ Liene:

1)l 1) 5
_ 1 * S0( e + 1 [e% 1 *\So
dq*(7,) _ [ o+ o - Y1 F+Y20— (45)
* 0_1
PR S Eo (q)" " —uy
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G T\ S CRE TE))
le% o

A,

—aA {ln @+ i

dG(q*(72))
dv,

Y2=720

siendo ¢(x) la conocida funcion digamma.

Ademds, ambas derivadas son continuas en vy, = vy, .

Demostracion. Si consideramos el pardmetro 7, como una variable y denotamos
por v,, al valor actual de 7,, utilizando el mismo razonamiento que en los lemas
1.5 a 1.9 con las funciones Fi(7,,q) = ¢¢ — uq — v para el caso de ¢* y Fy(7,,q) =
ad (s —p) ¢ —alKqg @ — aK’\qE_a para el caso de G(q*) se obtiene:

*\& * * du dv
* ory * o)’ In o Yo G, Ay,
dq (’72) _ 3’7; (720’(]0) — _(q ) I i 412 Y2="720 @2 Y2="720
d72 Y2=Y20 83_{7]‘1(7207 q;) 50 (q;>£o_1 — Uo
* %+1 — +%+1 *\So
— |:1Il q, + 99( ) i(’h ) + 501_04:| (qo)5
go (q;)fo—l — U
y
\ ) d [(q:;ﬁ*a}
dG(q (72)) _ aF2(72o7 qo) — —al\ A
dy; Yo=Yy 97, dy, -
2= 120
a(gp)* ™" d[(€ —a)Ing; — In A
AO d’yQ Y2=720
—a\ {m g5 + “"(EDH)_“Z(%%OH)] (g5)%*

tal y como querfamos demostrar. m

1.5. Casos particulares

En esta secciéon analizamos algunos casos particulares del modelo expuesto que
resultan de especial interés por sus aplicaciones practicas o por su relevancia en el

desarrollo de la teorfa de inventarios de tipo determinista. En primer lugar dedicamos
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una subseccién al caso especial que hemos denominado modelo de tnventario de mi-
nimo coste, que puede ser obtenido como un caso particular del modelo de inventario
de mazximo beneficio aqui planteado. En la segunda subsecciéon repasaremos unos
cuantos modelos previos existentes en la teoria de inventarios que pueden obtenerse
también como casos particulares del modelo aqui planteado, y comprobaremos que

las soluciones propuestas por sus autores coinciden con las que ahora obtenemos.

1.5.1. El modelo de minimo coste

Muchos de los modelos estudiados con anterioridad en la literatura de inventarios
han sido analizados planteando como objetivo la minimizacién de los costes del in-
ventario por unidad de tiempo, incluyendo sélo los costes de pedido y los costes de
almacenamiento. Por eso resulta de interés encontrar dicha soluciéon de minimo coste
para el modelo que hemos planteado y compararla con la soluciéon de méximo benefi-
cio por unidad de tiempo que hemos obtenido. Esta cuestién es la que abordamos en
esta subseccién.

Si en nuestro modelo consideramos sélo los costes de pedido y de almacenamiento,
es claro que el coste total del inventario por unidad de tiempo, C(q), se obtiene
sumando los dos términos negativos de la funcién G(q) dada por la expresion (1.9).

Por tanto se tiene al a\
C(q) = a\Kq * + qu_a = KC(Q) (1.19)

siendo
c(q) = ¢+ KAq™® (1.20)

Teniendo en cuenta que la solucién 6ptima que minimiza ¢(q) es la misma que

minimiza C(q), podemos decir que el problema de minimo coste es

Minimizar {c(q) : ¢ > 0} (1.21)

Es importante tener en cuenta que, si s = p, las expresiones (1.10) y (1.20) para
9(q) y ¢(q) coinciden y por tanto ambos problemas son el mismo. Ademds, si s > p
pero a = 1 (es decir, la tasa de demanda es constante) entonces g(q)—c(q) = —(s—p)A

es una funcién constante y ambos problemas tienen la misma solucién. Sin embargo,
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en cualquier otro caso (es decir, s > py 0 < a < 1) ambos son diferentes y sus
soluciones no son necesariamente iguales.

Ahora bien, la solucién del problema (1.21), ¢ . , puede obtenerse suponiendo que
s = p en el problema (1.11). En consecuencia, por lo expuesto en la primera parte de
la seccién 1.3 (pégina 17), en este caso se tiene u = 0 y, por tanto, la solucién del

problema de minimo coste esta dada por (1.15), es decir,

. . (MA)E
Qmin = UV =

E—«

En el caso particular del modelo bésico (es decir a = 7, = v, = 1) se obtiene que

A= m = %, = 2y, por tanto, ¢}, = %, que es la conocida expresién para
el tamano 6ptimo del lote.
Ademsds, podemos asegurar que P(q. ) = —uq’ . < 0. Por tanto, utilizando las

propiedades de la funcién P(q) dadas en la demostracién del Teorema 1.2, se tiene
que ¢ < ¢*, es decir, en el modelo de maximo beneficio el tamano éptimo del lote
es mayor que en el modelo de minimo coste.

Ademds, obviamente, se tiene que G(¢*) > G(¢.;,) v C(¢*) > C(q¢;,) porque ¢ .
es la solucién de minimo coste y ¢* es la soluciéon de méaximo beneficio.

Mads atn, si 715, denota la longitud éptima del ciclo en el problema de minimo
coste, entonces se tiene que 1. = % < % = T" y en el problema de médximo
beneficio se tiene también una mayor longitud de ciclo que en el problema de minimo
coste.

Si comparamos el coste de almacenamiento por unidad de tiempo en ambos pro-

blemas se tiene que

HO(Q*) _ A *\E—a al * E—a __ Hc(q:nm)
e K(q ) > K(men) = ﬁ

y ocurre lo contrario para el coste de pedido por unidad de tiempo ya que % < TL Es

min
decir, en el problema de maximo beneficio se tiene un mayor coste de almacenamiento
por unidad de tiempo que en el problema de minimo coste, y ocurre lo contrario con
el coste de pedido por unidad de tiempo, porque es menor en el problema de maximo

beneficio que en el problema de minimo coste.
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Por tanto, podemos concluir que para el problema de minimo coste se tiene menor
longitud de ciclo, menor tamano del lote, menor beneficio por unidad de tiempo,
menor coste total por unidad de tiempo, menor coste de almacenamiento por unidad
de tiempo y mayor coste de pedido por unidad de tiempo que para el problema de

maximo beneficio.

1.5.2. Otros modelos de la literatura de inventarios

En esta subseccién mostraremos cémo el modelo expuesto admite como casos par-
ticulares otros modelos EOQ desarrollados anteriormente en la literatura de inventa-
rios y, ademads, la soluciéon éptima coincide con la obtenida por sus correspondientes

autores con algin cambio de notacion.

1. Modelo EOQ) de Harris. Si en nuestro modelo consideramos o = v, = 7, = 1
obtenemos el modelo EOQ clésico con demanda constante y costes de almace-
namiento lineales en el tiempo y la cantidad de producto almacenado. En esta
situacion se tiene que A = %, E=2,u=0,v = % y P(q) = ¢* — % El
tamano 6ptimo de pedido es entonces ¢* = \/@, que coincide con la solu-
ci6n conocida de este modelo. Ademads, usando (1.16), se tiene que el beneficio

6ptimo por unidad de tiempo es
* A *
G(q) = p [(s =p)g" = 2K] = A(s —p) = V2KXh

y podemos observar que el tltimo término en G(¢*) es el minimo coste en el

modelo EOQ bésico.

2. Modelo de Naddor (1982, perishable-goods system). Si consideramos o = v, = 1
y 71 > 1, entonces obtenemos el citado modelo de Naddor con ¢; = h, n = 74,
c3 = K y r = X o, equivalentemente, el modelo determinista propuesto en Weiss
(1982) con r = 7. En este caso, con la notacién de Naddor (1982), se tiene que

A=—2__ — (”‘H)Tn, E=n+1l,u=0,v= (nt1)esr™ y P(q) = ¢"*1 — (ntlesr™

nc1B(n,2) c1 ney ncy

(n+1)car™

n+1 .. ..
e > , que coincide con la solucién dada

Por tanto, la solucién es ¢* = (
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por ambos autores. Ademads, el méximo beneficio por unidad de tiempo es

r

= W@—Mf—awﬂﬂn=r@—m—¢(n2%gnqﬁwl

nqg*

y podemos observar que el iltimo término es el minimo coste dado por Naddor.

3. Modelo de Naddor (1982, expensive-storage system). Si consideramos o = 7y, =

1y 75 > 1, entonces obtenemos el citado modelo con ¢c; =h, m =,, c3 =K y

r = \. En este caso se tiene que A = BT = (mzl)r, E=m+1L,u=0,v=

1
(m~+1)csr o +1 (m+1)car s s x _ [ (m4+1)czr | m+1
TIS y P(q) = ¢™*! — Tl‘?’ Por tanto, la solucién es ¢* = (Tl‘"’> ,

que coincide con la solucién dada por Naddor. Ademés, el méaximo beneficio por

unidad de tiempo es

1

r (m+ 1)63T)m } mFT

G(q") = [mw—pM“ﬂﬂm+1”_Ms_m_{(

mq*

m

y el tdltimo sumando también es el minimo coste dado por este autor.

4. Modelo de Naddor (1982, general system). Si consideramos o = 1, v, > 1y
75 > 1, entonces obtenemos el citado modelo con a = v, B (v;,7, + 1), ¢1 = h,
n =y, m ="y, cg =K yr=M\ En este caso se tiene que A = ;—na,ﬁzm—l—n,

w=0,0v= #_1;_1) y P(q) = ¢™t" — #—TF;—D Por tanto, la solucién es

q = (%) que coincide con la solucién dada por Naddor. Ademas,
el médximo beneficio por unidad de tiempo es

Glg) = ——————[(n+m—1)(s — p)g" — cs(n +m)]

(n+m—1)q
- ( c3 >m+n—1] #ﬂ
acir _
m+n-—1

y de nuevo el iltimo término coincide con el minimo coste dado por dicho autor.

= rls—p)— (m+n)

5. Modelo de Goh (1992, basic case). Si consideramos s = py 7, = 7, = 1 en
nuestro modelo se obtiene el modelo citado con k = K. En este caso se tiene
que B(L, 1 +1) = %5 = =5, A = A<2,;6>,g:2_5,u:0,1):%><2—1ﬂ)

y P(q) = ¢* P — RAA=5)E=B)  poy tanto, la solucién es ¢* = (w)ﬁ

h
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que coincide con la solucién dada por Goh. Ademds, el maximo beneficio por

unidad de tiempo es
G(g") = (1= BN) P [=2 - B)k)] = —hg*

que coincide con la solucién dada por dicho autor para el minimo coste.

. Modelo de Goh (1994, modelo A). Si consideramos s = p y 7, = 1 en nuestro

modelo se obtiene el modelo citado con n = v, y kK = K. En este caso se tiene que

_ ()™ _ _ _ ak(a)™ _ N
hnB(n,L+1)’ ¢=an+lu=0v= h(an+l-a)nB(n,141) ~ h(an+l-a)B(n+1,1)
_ an+l EAqnt2 .z
y P(q) =q¢ hanTl-a)B(niT D) Por tanto, la solucién es
EX" 2

(q*)om—i—l _

hon+1—a)B(n+1, 1)
que coincide con la soluciéon de Goh para su Modelo A. Ademés

Cli) = () [h(on 4 1) = ~rn Y

(")

an+1—«

que también coincide con el minimo coste dado por dicho autor.

. Modelo de Goh (1994, modelo B). Si consideramos s = p y 7, = 1 en nuestro

modelo se obtiene el modelo citado con n = v, y & = K. En este caso se

tiene que A = hB(loj)ﬂ\—s—l) — )\(a}jn)’ g =n—+oa u= 0, v = W vy P(q) =

n+a __ Kla(n+a)

KXa(nta)
q hn

1
n+ao .,
o ] . Esta solucién

. Por tanto, la solucién es ¢* = [

1
no coincide con la proporcionada por Goh (q* = [W] Ha), pero hemos

comprobado que hay un error en esta férmula con el exponente de « (es «, no

a?). Ademss

Gla) = g =k + o)) = ~ M E )

- " (¢")* = —=h(g")"

que tampoco coincide con el minimo coste dado por dicho autor (% (q*)”) ,

pero también hemos comprobado que esta férmula no es correcta por el error

cometido en el valor para g*.
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8.

10.

Modelo de Baker y Urban (1988, un caso particular). Si consideramos > 0
yV 71 = 7 = 1 en nuestro modelo se obtiene el modelo citado suponiendo que
el punto de reorden es igual a cero (es decir, iz = 0) y siendo @ = \, ¢ = p,
Co = Ky C, = h. En este caso, como B(l,ﬁ +1) = =2 se tiene que

2-j3>
A = (1*5)3 _ a(ijﬂ) £=2—8,u= B(2-=B)(s—p)a _ (1=8)(2-B)Coc
Ch5=3 ho ’

1 Ch » U ch

y por tanto

|

148 _ Ch<1 — B)Q

Glg) = (s — ¢)(1 = B)aq® — Co(1 - Blag o

que coincide con la funcién objetivo dada por Baker y Urban si suponemos

1 = 0.

Modelo de Pando et al. (2012°). Si consideramos v, = 1 en nuestro modelo

obtenemos el citado modelo con v = v, y D = A. En este caso se tiene que
(O‘D)7 _ av-&-l DY . —
mB(v.2+1) — hyB(r+LL)’ E=ay+1,u=

P(q) = ¢*"™ — uq — v. Por tanto, el tamano 6ptimo del lote ¢* es la solucién

(=a)(s=p)A ) _ _aKA
ayt+l-a T aytl-a y

de la ecuacién ¢! —ug — v = 0, tal y como obtuvieron los citados autores.
Ademss, G(¢*) = Mfl{a [M(S*p )&*55 @+ | que también coincide con el mé-

ximo beneficio por unidad de tiempo obtenido por los citados autores. También
la condicién de rentabilidad y la regla dada por el Teorema 1.4 coinciden con

las alli obtenidas.

Modelo de Pando et al. (2012°). Si consideramos v, = 1 en nuestro modelo obte-

nemos el citado modelo con v = 7,. En este caso, se tiene que A = W’;H) =
w, E=1—-0F4+~vy usando T' = /\(g—:ﬁm como variable de decisién, se

obtiene que g = [\ (1 — ) T]ﬁ y la ecuacién P(q) = 0 se convierte en

s B(s—p) (Z;r 1-53) A A(1-8) T| ™5 — (1=5) (v +1= BPAK _

N1=B)T) .

o1 ‘s 1=f+y . - .
Dividiendo esta ecuacién por [A (1 — )] =7, se obtiene la siguiente ecuacién

equivalente:

T [(s=pBH+1-5) 1) o K+1-0)

Y L A (1-B)] 5 =0
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Esta ecuacion coincide con la obtenida por los citados autores y, ademas, usando

_ (g)'F
ToA1-8)°

la expresién (1.16) en funcién de T* el maximo beneficio por unidad

de tiempo estd dado por
A1 =8) [(r=B8)(s = p) A1 = B)T] ™7 — K(y+ 1= 6)
8 A1 = pB)T™

(v = B)(s — p) A1 — B)T*|7F — K(y+1— )
VI

QT =

que también coincide con el obtenido por los citados autores. Del mismo modo,
la condicién de rentabilidad y la regla dada por el Teorema 1.4 también coinciden

con las obtenidas por ellos.

A la vista de los resultados mostrados en esta seccién, es claro que el modelo
aqui desarrollado puede ser considerado como un marco general en el que encajan
varios modelos utilizados con anterioridad en la literatura de inventarios. A modo de
resumen, en la Tabla 1.3 hemos incluido todos estos modelos, clasificados en funcién

de los valores de los pardmetros de elasticidad 3, v, y v, que utilizan.

Tabla 1.3. Modelos EOQ generalizados por este modelo

B=0 5>0
Minimo coste y Minimo coste Méximo beneficio
maximo beneficio sS=0p s>p
Y1=7 =1 Harris (1913) Goh (1992) | Baker y Urban (1988)
(Modelo EOQ basico) (Basic case) (suponiendo i = 0)
Y1>1ly=1 Naddor (1982) Goh (1994) | Pando et al. (2012%)

(Perishable-goods system) (Model A)
o Weiss (1982)

Yi=172>1 Naddor (1982) Goh (1994) | Pando et al. (2012°)
(Expensive-storage system) (Model B)
1> 1y, >1 Naddor (1982) X X

(General system)

Los casos marcados con una cruz en esta tabla corresponden a los nuevos modelos
resueltos en este capitulo y, por considerar la situacién mas general con 8 > 0, v; > 1

v v, > 1, incluyen como casos particulares el resto de modelos referenciados.
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1.6. Resultados computacionales

En esta seccién ilustraremos el modelo propuesto y nuestra metodologia de resolu-
cién con un ejemplo numeérico, utilizando diferentes valores para los tres pardmetros
de elasticidad 3, v, y 7, considerados en el mismo. Vamos a suponer que los para-
metros iniciales del sistema de inventario son los siguientes: A = 1, K = 10, h = 0.5,
s =62, p=2>50y 5 e {00.1,03,0.50.7,0.9}. Ademds, para poder observar los
efectos de los pardmetros v; y 7, en el tamano 6ptimo de pedido y el méximo be-
neficio, supondremos que ambos pardmetros pueden tomar los valores del conjunto
{1,1.5,2,2.5}. Utilizando el Algoritmo 1 dado en la seccién 1.3, hemos calculado el
tamano ¢ptimo del lote ¢* y el beneficio méximo G(¢*), obteniendo los resultados que

se muestran en la Tabla 1.4.

Tabla 1.4. Valores 6ptimos ¢* y G(¢*) = G” para diferentes valores 3, v, v V5

6] 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

1 1 6.32 8.84 | 10.0 10.1 | 38.4 16.6 | 326 53.7 | 3-10" 1440 | 6-10"* 3-10"
1 1.5 | 4.07 790 | 5.02 8.48 | 8.47 10.5 | 16.8 14.8 | 43.2 25.6 187 52.5
1 2 3.11 7.17 | 3.52 7.43 | 4.68 813 | 6.59 9.11 | 10.0 10.0 | 17.2 7.73
1 251239 6.60 | 2.81 6.67 | 3.37 6.82 | 4.16 6.84 | 5.29 6.29 | 7.05 3.60
1.5 1 4.07 7.90 | 5.21 856 | 10.7 11.3 | 37.6 20.9 | 591 122 | 3-10° 7-10°
1.5 1.5 |3.24 737 | 3.77 7.72 | 5.58 889 | 9.77 11.3 | 23.3 174 114 35.1
1.5 2 276 6.93 | 3.07 7.10 | 3.95 7.59 | 548 831 | 853 9.09 | 16.3 7.48
1.5 25| 245 6.56 | 2.65 6.62 | 3.17 6.74 | 3.94 6.77 | 519 6.35 | 7.44 3.88
2 1 3.11 7.17 | 3.65 7.51 | 5.75 878 | 12.8 124 | 76.6 33.6 | 4-10° 2-10
2 1.5 276 6.93 | 3.10 7.13 | 4.20 7.78 | 6.59 9.11 | 13.9 12.3 | 64.0 21.5
2 2 2.51 6.70 | 2.75 6.79 | 3.42 7.08 | 4.61 7.51 | 7.09 798 | 14.1 6.61
2 25233 648 | 2,50 6.50 | 2.96 6.55 | 3.67 6.53 | 4.88 6.13 | 7.33 3.86
25 1 2.59 6.60 | 2.90 6.72 | 3.94 7.22 | 6.68 8.59 | 21.4 14.5 | 5038 560
25 1.5 ] 245 6.56 | 2.69 6.64 | 3.41 6.92 | 4.87 7.52 | 898 8.93 | 348 12.5
25 2 2.33 6.48 | 2.51 6.51 | 3.04 6.61 | 3.94 6.77 | 5.85 6.87 | 11.5 5.48
25 251222 638|237 636 | 2.77 6.32 | 3.39 3.68 | 449 5.74 | 6.86 3.63

Podemos observar que, en todos los casos considerados, el sistema de inventario
es rentable y el menor beneficio 6ptimo se obtiene para 5 = 0.9, 7, =1y v, = 2.5,
con G(q*) = 3.60. Para este caso concreto se tiene s — p = 12, que es mayor que

n= ff_l (%) - 4.260; tal y como se afirma en el apartado 1 del Teorema 1.3.
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También, podemos observar que cuando 7, > 7, se obtienen menores tamanos
6ptimos del lote y menores beneficios maximos que si intercambiamos los valores de
los pardmetros v, y 77,. Esto se debe a que, en el primer caso, se tienen mayores costes
de almacenamiento.

Para ilustrar el efecto de los pardmetros 7, y 7, sobre el tamafio éptimo del lote y
el beneficio méaximo en este ejemplo, en la Figura 1.6 hemos representado graficamente
q* y G(¢*) para diferentes valores de los pardmetros 7, y 7, suponiendo siempre que

5 =0.3.

50
45 ".‘
40
35

30

1 3 ) 7 9 11 13 19 AT 19 23 IS 729 1 3 ) 7 9 1M 13 1% A7 19 2 23 25 729

71 71

50
45 b
40
35

30

1 3 5 7 a 11 13 15 17 19 2 23 2 F 24 1 3 5 7 9 1 13 15 17 18 21 23 25 ¥ 24

Y2 Y2

Figura 1.6. Variacién de ¢* y G(¢*) con 7y, y 7y, para § = 0.3

De la observacién de estos graficos podemos extraer las siguientes conclusiones:

1. Fijado 7,, si el valor de 7, aumenta, en los dos primeros gréaficos de la Figura
1.6, pueden observarse tres casos diferentes: (a) el tamano 6ptimo del lote ¢* y el
beneficio maximo G(¢*) son funciones estrictamente decrecientes (esto ocurre,
por ejemplo, cuando 7, = 2), (b) el beneficio 6ptimo y el tamano 6ptimo del

lote son funciones estrictamente crecientes al principio para pasar después a
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ser ligeramente decrecientes (esto ocurre, por ejemplo, cuando vy, = 10) y (c)
el tamano 6ptimo del lote y el beneficio médximo son funciones estrictamente

crecientes (esto ocurre, por ejemplo, para v, = 30).

2. Los mismos comentarios pueden hacerse sobre el tamano 6ptimo del lote y el
beneficio méximo cuando ~y, es fijo y consideramos 7y, como una variable (ver

los dos ultimos grificos de la Figura 1.6).

Del mismo modo, en la Figura 1.7 se representan las curvas del tamano 6ptimo
del lote y del beneficio méximo por unidad de tiempo en funcién g y v, para vy, = 2.

De su observacion se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. Si v; <4, cuando el pardmetro [ aumenta, también lo hace el tamano éptimo

del lote. Sin embargo, cuando v, > 4, el tamafno 6ptimo del lote es una funcién

ligeramente decreciente con el pardmetro § (ver la primera gréfica de la Figura

1.7).

G{q)

G(q'}

Figura 1.7. Variacién de ¢* y G(¢*) con B y v, para v, = 2
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2. Con respecto al beneficio méximo por unidad de tiempo, para 7, fijo, si la

elasticidad de la demanda [ aumenta pueden observarse tres tendencias: (a)
existe un punto B tal que el méximo beneficio G(¢*) crece con (5 dentro del de
intervalo [0, B) y decrece en el intervalo (E, 1) (esto ocurre, por ejemplo, cuando
71 < 4), (b) el méximo beneficio es una funcién estrictamente decreciente con
el parametro (3 (esto ocurre, por ejemplo, cuando vy, = 4) y (c¢) existe un punto
B tal que el beneficio maximo G(q¢*) decrece cuando el pardmetro § aumenta en
el intervalo [0, ﬁ), mientras que crece con el pardmetro 3 en el intervalo (B, 1)
(esto ocurre, por ejemplo, cuando «y; > 4). También puede observarse que, en
todos los casos, el beneficio méximo por unidad de tiempo converge hacia cero

cuando [ converge hacia 1 (ver la segunda gréfica de la Figura 1.7).

. Para cualquier valor fijo de la elasticidad de la demanda (3, el tamano éptimo

del lote y el beneficio méximo decrecen cuando el pardmetro v, aumenta (ver las
dos tltimas graficas de la Figura 1.7). Ademds, aunque para todos los valores de
la Tabla 1.4 el inventario era rentable, podemos ahora observar que el sistema
puede ser no rentable para ciertos valores de los pardmetros  y v, (esto ocurre,

por ejemplo, cuando 5 = 0.7y v, = 9).

Por 1ltimo, en la Figura 1.8, representamos la variacién del tamano éptimo del

lote y el beneficio méximo por unidad de tiempo en funcién de 3y 7, cuando v, = 2.

De ella podemos extraer las siguientes conclusiones:

1. Para 7, fijo, el tamano 6ptimo del lote crece cuando el pardmetro de elasticidad

[ aumenta, pero este crecimiento es muy débil para 7, > 4 (ver la primera

grifica de la Figura 1.8).

. Con respecto al beneficio médximo por unidad de tiempo, para v, fijo, podemos

distinguier tres comportamientos distintos cuando el pardmetro de elasticidad
de la demanda ( aumenta: (a) crece hacia infinito cuando v, = 1, (b) existe
un punto 3 tal que G(q*) crece con f en el intervalo [0, B) y decrece cuando 3

aumenta dentro del intervalo (3, 1) (esto ocurre, por ejemplosi 1 < 7, < 4) y (c)

el beneficio méximo por unidad de tiempo G(¢*) es una funcién estrictamente
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decreciente con respecto al pardmetro [ (esto ocurre, por ejemplo, si v, > 4).

Adem3ds, podemos observar que, si v, > 1, el beneficio méximo por unidad de

tiempo converge hacia cero cuando 3 tiende hacia 1 (ver la segunda gréfica de

la Figura 1.8).

72 72
Figura 1.8. Variacién de ¢* y G(¢*) con B y v, para vy, = 2

3. Por 1ltimo, para cualquier valor fijo del pardmetro /3, las dos iltimas graficas

de la Figura 1.8 muestran que el tamano éptimo del lote y el beneficio maximo

por unidad de tiempo decrecen cuando el pardmetro v, aumenta, pero el valor

de G(q*) es siempre positivo (es decir, el inventario es siempre rentable).

A la vista de los resultados numeéricos obtenidos hasta aqui en esta seccién, asi
como de los correspondientes comentarios asociados, conviene recordar que, como
ya senalamos en la seccién 1.4 (pédgina 30), el andlisis de sensibilidad respecto a los
pardmetros (3, 7; ¥ 7, no mantiene la generalidad que el anélisis de sensibilidad
respecto a los pardmetros K, h, s, py A

Para ilustrar numéricamente los resultados tedricos del andlisis de sensibilidad

presentados en los lemas de la secciéon 1.4, vamos a considerar el caso concreto en
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el que los pardmetros de elasticidad toman los siguientes valores: v; = 75, = 1.5 y
f = 0.3 (es decir, « = 0.7 y £ = a7y, + 75 = 2.55). Como podemos comprobar en la
Tabla 1.4, en este caso la solucién 6ptima es ¢* = 5.58 con G(¢*) = 8.89. Evaluando
las derivadas de ¢* con respecto a todos los pardmetros del sistema hemos obtenido

los siguientes valores:

d ()| _ drn)| d(s)| _ i w)| _
WO 008 G| - 617 ] —g19 L =019
dg*(\) | dg*(B) | _ dq*(v1) _ dg* (v2) _

| =63 at ‘6:3312.87 e e e e

Por tanto, en este caso, el tamano 6ptimo del lote crece con los pardmetros 3, A,
sy K (es decir, los pardmetros relacionados con la demanda, el precio de venta y
el coste de pedido) y decrece al aumentar los pardmetros h, 7,, v, y p (es decir los
pardmetros relacionados con el coste de almacenamiento y el coste de adquisicion).
Ademds, en este caso, el tamano 6ptimo del lote es mds sensible a cambios en el
pardmetro de elasticidad de la demanda [.

Para el beneficio maximo por unidad de tiempo G(g*) hemos obtenido las siguien-

tes derivadas:

4Gl () =021 dG(gZ<h))’h:—6.15 )| —1.17 )| =1 17
=10 =0.5 5=62 p=>50

46" ) ’)\:13' 50 dGlre) ‘6:8'12 G| — g5y Clwtal| — 333
=1 =0.3 v1=1.5 v9=1.5

Por tanto, el beneficio 6ptimo por unidad de tiempo crece con los pardmetros A,
fy s (es decir, los pardmetros relacionados con la demanda y el precio de venta)
y decrece al aumentar los pardmetros h, v,, v, p y K (es decir, los pardmetros
relacionados con los costes de almacenamiento, adquisicién y pedido). En este caso,
para un mayor aumento en el beneficio 6ptimo por unidad de tiempo deberiamos
incrementar el pardametro de escala de la demanda A o el pardmetro de elasticidad S,
es decir, mejorar, en general, la demanda. Si esto no es posible, deberfamos tratar de
reducir el pardmetro de escala h para el coste de almacenamiento o los pardmetros
de elasticidad 7y, y 75, es decir, reducir, en general, los costes de almacenamiento del

inventario. Observar que, en este caso, el coste de pedido y los precios de adquisicién
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o venta tienen menos relevancia en los cambios del beneficio éptimo por unidad de
tiempo.
Diferencias entre las soluciones de mdximo beneficio y minimo coste.

Finalmente, hemos utilizado este mismo ejemplo (es decir v, = 7, = 1.5y § = 0.3)
para ilustrar numérica y graficamente la comparacion entre las soluciones del modelo
de méximo beneficio y el modelo de minimo coste, y también la regla de identificacién
de la politica 6ptima dada por el Teorema 1.4. Para ello, en la Figura 1.9, hemos

representado gréficamente las funciones G(q), C(q), (f—a)j{—[C(q)) O‘KHl;a)\I’(q)

y
para este caso concreto, y en la Tabla 1.5 hemos incluido los valores éptimos para las
soluciones del modelo de méximo beneficio y del modelo de minimo coste. En ellas

podemos observar los siguientes hechos:

Figura 1.9. Méximo beneficio y minimo coste con v, = v, =15y §=0.3

Tabla 1.5. Comparacién de soluciones 6ptimas para ambos modelos

Mazimo beneficio Minimo coste
Tamano del lote q* =5.58 Oy = 3.28
Beneficio G(¢*) = 8.89 G(q,,) =780
Coste del inventario C(¢*) =5.18 C(q,,) = 4.20
Longitud de ciclo T =4.76 i = 3.28
Coste de almacenamiento Hg(*q*) = 3.08 % =1.15
Coste de pedido Tﬁ =2.10 % = 3.05

1. Para el problema de méximo beneficio por unidad de tiempo, el tamano éptimo

del lote se obtiene en el punto de corte de las funciones ~ aK+(1-)¥(g)

(=) HC(q)

T

b
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tal y como establece la regla dada por la expresién (1.18). En este caso, como
ya hemos dicho, el tamano 6ptimo del lote es ¢* = 5.58 y el méximo beneficio

por unidad de tiempo es G(g*) = 8.89.

. Del mismo modo, para el problema de minimo coste, el tamano éptimo del lote

que minimiza el coste total del inventario por unidad de tiempo, C(q), se obtiene

en el punto de corte de las funciones ("C_O‘)Tﬂ y % En este caso, el tamano
6ptimo del lote es ¢, = 3.28 y el minimo coste del inventario por unidad de

tiempo es C(¢;,) = 4.20.

. Tal y como demostramos en la subseccién 1.5.1, podemos observar que la solu-

cién 6ptima de maximo beneficio, ¢* = 5.58, es mayor que la solucién éptima
de minimo coste, ¢} . = 3.28. En concreto, con la politica de maximo beneficio
tenemos un incremento del 70 % en el tamafio del lote respecto a la politica de

minimo coste.

. El beneficio por unidad de tiempo obtenido con la solucién de minimo coste es

G(¢ ;) = 7.80, que es menor que el beneficio méximo por unidad de tiempo
G(q*) = 8.89. Por lo tanto, con la politica de méximo beneficio obtenemos una
mejora del 14 % sobre el beneficio que obtendriamos con la politica de minimo

coste.

. El coste total por unidad de tiempo obtenido con la solucién de maximo bene-

ficio es C'(¢*) = 5.18, que es mayor que el coste minimo por unidad de tiempo
C(¢,,) = 4.20. Por tanto, con la politica de maximo beneficio tenemos un

incremento del 23 % sobre el coste minimo.

. La longitud 6ptima del ciclo de inventario para la politica de maximo beneficio

es T* = W) — 4.76, mientras que para la politica de minimo coste es T, =
a

min
o
(q:nin>

=~ = 3.28. Por tanto, con la politica de mdximo beneficio tenemos un

incremento del 45 % en la longitud de ciclo del inventario.

. Si tenemos en cuenta que, en este caso, £ = 2.55 y A = 5.47, el coste de

almacenamiento por unidad de tiempo para la politica de méaximo beneficio
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es %&q*) = f(q*ﬁ‘a = 3.08, mientras para la politica de minimo coste es
% = 2(gr)* " = 1.15. Por tanto, con la politica de méximo beneficio

tenemos un incremento del 167 % en el coste de almacenamiento por unidad de
tiempo.

8. El coste de pedido por unidad de tiempo para la politica de méximo beneficio
es % = 2.10, mientras que para la politica de minimo coste es % = 3.05. Por
tanto, con la politica de méximo beneficio tenemos un descenso del 31 % en el
coste de pedido por unidad de tiempo.

A la vista de todos estos comentarios, podemos observar que son ciertas todas

las afirmaciones hechas en la subsecciéon 1.5.1 cuando comparamos las politicas de

méximo beneficio y minimo coste por unidad de tiempo.

Todos los cédlculos expuestos en esta seccién han sido desarrollados utilizando un
programa de software especifico disenado para ello y escrito en lenguaje SAS (SAS
Institute Inc., 2005), cuya redaccién se incluye en la seccién A.1 del Apéndice A, al

final de este documento.

1.7. Una extensién con punto de reabastecimiento
variable

Muiltiples son las posibles extensiones del modelo analizado hasta aqui. Sin afdn de
ser exhaustivos, algunas de ellas son las siguientes: (i) considerar la posible existencia
de un punto de reabastecimiento antes de que el stock se agote, eliminado la restriccion
de que el nivel de inventario en el momento de realizar un nuevo pedido sea igual a
cero; (ii) incorporar la posibilidad de descuentos en el coste de adquisicién en funcién
del tamano del pedido; (iii) integrar la posibilidad de descuentos en el precio de
venta; (iv) examinar otras formas de variacién en la tasa de demanda; (v) considerar
otras funciones mateméticas para el coste acumulado de almacenamiento; (vi) agregar
costes debidos al deterioro del producto mientras permanece en el inventario; (vii)

estudiar el caso en el que el tamano del lote deba ser una cantidad entera; (viii)
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analizar el caso en el que exista la posibilidad de rotura del stock con demanda
acumulable; (ix) examinar el caso en el que exista la posibilidad de rotura del stock
con pérdida de ventas; (x) estudiar el caso en el que exista la posibilidad de rotura
del stock con una mixtura (constante o variable) entre la demanda acumulable y la

pérdida de ventas.

En esta seccién nos vamos a centrar en el desarrollo de la primera de las exten-
siones antes senaladas. Se trata de suponer que el punto de reabastecimiento no esta
obligado a ser nulo. Es decir, consideraremos que se puede hacer un nuevo pedido
antes de que se acaben las existencias en el almacén. Este hecho incrementa el coste
de almacenamiento por unidad de tiempo, pero puede producir también un incremen-
to en el beneficio por unidad de tiempo debido a la mayor demanda conseguida por
el hecho de mantener un nivel de inventario més alto. Nétese que, a diferencia de lo
que ocurre en los modelos con tasa de demanda constante en los que es 6ptimo que
el nivel de inventario sea cero antes del reabastecimiento, ahora hay menos ventas a
medida que disminuye el nivel de inventario, y es conveniente tener un alto nivel de
inventario con el propédsito de mantener mayores ventas. Por tanto, relajar la condi-
cion de pedir cuando el nivel del inventario se anula puede conducir a una mejora en
las ganancias debido a que el aumento en las ventas puede compensar tanto el coste
de almacenamiento por unidad de tiempo, como el coste de pedir con nivel positivo

en el inventario.

Una consecuencia obvia de lo anterior es que ahora, en lugar de una, se tienen dos
variables de decisién. Inicialmente, estas variables son el nivel del inventario después
de recibir el pedido, S (o nivel de orden), y el nivel del inventario en el momento de
hacer el pedido, r (o punto de reabastecimiento). Por tanto, el tamano del lote es

q=S—r.

En este contexto, Baker y Urban (1988) fueron los primeros autores en conside-
rar este tipo de modelos EOQ con dos variables decisién, suponiendo que la tasa
de demanda es una funcién potencial céncava del nivel del inventario y el coste de

almacenamiento es lineal en el tiempo y en la cantidad de producto almacenado.
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Posteriormente, Pal et al. (1993) extendieron este modelo al caso de productos con
deterioro y Giri et al. (1996) a situaciones en las que la tasa de demanda depende
del nivel del inventario hasta un cierto nivel y después pasa a ser constante. Urban
(2005) presenté una detallada revisién de toda la literatura de modelos EOQ con tasa
de demanda dependiente del nivel del inventario y consideré también la posibilidad
de modelos de inventario de revision periédica en este contexto. Finalmente, Urban
(2008) también consider6 el estudio de un modelo EOQ con dos variables de decision,
demanda dependiente del nivel del inventario y costes de almacenamiento variables
de una forma incremental y discreta. Otros modelos EOQ con tasa de demanda de-
pendiente del nivel del inventario y punto de reabastecimiento no nulo son Chang
(2004), Teng et al. (2005) y Shah et al. (2011).

En la Tabla 1.6 se incluye la notacién para las variables de decisién que utilizare-

mos a lo largo de esta seccién.

Tabla 1.6. Notacién adicional para esta seccién

S | nivel del inventario después de recibir el pedido, variable de decision (> 0)
r | nivel del inventario en el momento de hacer el pedido, variable inicial
de decision (0 <71 < S)

7 | variable auxiliar de decision, T =1 — (%)a 0<7<1)

Con estas nuevas hipétesis, que modifican parcialmente las dadas en la seccién
1.2, es claro que el nivel del inventario I(t) en el instante ¢ € (0,T) es la solucién de
la ecuacion diferencial

dl
- = “A[I(1)]° 0<t<T (1.22)

con las condiciones de frontera [(0+) = S e I(T—) = r. Su solucién es

I(t) = [S* — aM]* = S [1 - g—i\t] ’ (1.23)

donde o« = 1 — 3, como en las secciones anteriores.
Ademds, como I(T—) = r, la longitud del ciclo de inventario viene dada por

So _ po
T—=- 1.24
= (1.24)
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y, si para un valor dado de S denotamos por T (S) la méxima longitud de ciclo

(que se obtiene cuando r = 0), resulta

SO&
Thax(S) = — 1.25
(8) == (1.25)
Por tanto, otra expresion para el nivel del inventario en cada ciclo es
; 1
It)=5|1- 1.26
0=5]- "] (1.26)

con 0 <t <T < Thnax(S).
En la Figura 1.10 se representan las curvas del inventario en sucesivos ciclos para

r =0y r > 0 con un mismo nivel de inventario S después de recibir un nuevo pedido.

1
1]

—~Conr>0
---Conr=0

I(t)

1
1
1
]
1
1
1
1
I
1
1
1 Y
1
1
1
1
1
1
1
]
1
T
1

~

T T TwexlS) 2T 2Tomds)

Figura 1.10. Curva del inventario con r >0y r =0

Utilizando la expresién de I(t) dada por (1.26) y el Lema 1.1, se sigue que el coste

de almacenamiento para un ciclo de inventario, en lugar del dado en (1.8), ahora es

2

T T 12
HC = HC(S,r)= hfyl/ 7t [I(t)]" dt = h'ylSW/ -t [1 — #] dt
0 0 Tm'ciX<S>

= S LS / {Tm;sﬂw - Tméiw)]E s 00

Haciendo en (1.27) el cambio de variable w = T#(S) y definiendo la nueva variable

auxiliar de decisién
(1.28)
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resulta

HC = hyS8" [Thax(S)™ / w1 — w)%2 dw
0

2
V2 Twn (1 —w)e
= hyy 872 [T (S B (v, 2 + 1 / d
NS [Tnan(S) B (11,2 + 1) B
hf}llB (717 % + 1) o Fbeta<7—)S§
= T Fa()s e = (1.29)

donde, al igual que en las secciones anteriores, B (71, L4 1) es la funcién beta de

(a)\)Vl
h'le('yl,%—o—l)
es la funcién de distribucién de la distribucién Beta con los mismos pardametros.

Euler con pardmetros v, y 241, A = y & = avyy+7y. Ademds, Fyeq(7)

Noétese que A >0y &> 14+ a > 1.

1.7.1. EIl modelo

A continuacién vamos a obtener la funcién objetivo y las restricciones asociadas

al modelo considerado en esta seccién.
Obtencién de la funcién objetivo

El beneficio por ciclo de inventario puede calcularse como la diferencia entre: (i) los
ingresos totales por ciclo s(S — ) y (ii) la suma del coste de adquisicién p(S — r), el
coste de pedido (K) y el coste de almacenamiento HC' dado por (1.29), resultando

ser
Fbeta (7-) S£
A

Utilizando las expresiones (1.24), (1.25) y (1.28) se tiene que

(s =p)(S—r)— K-

r\ o
7_1—<§> (1.30)
de donde 7 = S(1 — 7)/ y, por tanto, el beneficio por ciclo es
Freta(T)S¢ 1 Frera(T)S¢
(s—p)(S—r)—K—%: (s—p)S [1 - (1 -] —K—%

Ademds, como T = 7T (S) = %, el beneficio medio por unidad de tiempo es

oA [F(5 = PIAS I=(1 = 1) + KA+ Fua(1)S] 40

G(T,S):—K Go :_KQ(TJS) (131)
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donde

Fheta(7)S6 — (s — p)A |1 — (1 — T)i] Slo 4 KA
g(1,5) =

- (1.32)

Como el objetivo es maximizar el beneficio por unidad de tiempo, de (1.31) se sigue
que maximizar G(7,S) es equivalente a minimizar ¢g(7,.S). En consecuencia, nuestro
problema consiste en determinar las variables de decisién 7 y .S, con las restricciones
que veremos a continuacién, que minimizan la funcién g(7, S) dada en (1.32).

Notese que si 7 = 1, es decir » = 0, entonces S = ¢ y ¢(1,5) coincide con la
funcién objetivo dada en (1.10) para el modelo con nivel de inventario nulo antes del

reabastecimiento.
Obtencion de las restricciones

Continuando con la formulacién del modelo, dos son hasta ahora las restricciones que
tenemos asociadas a la funcién objetivo g(7,5): (i) S >0y (ii) 0 < 7 < 1 (obsérvese
que si 7 = 0, entonces 7 = S y no habria sistema de inventario en sentido propio).
Sin embargo, el siguiente lema muestra una propiedad de esta funcién ¢(7,S) que

justifica la necesidad de imponer alguna restriccién adicional en el modelo.

Lema 1.15 Supongamos que s > p, 0 < o < 1 y 74 < v, (1 — ). Sea la funcion
g(7,8) dada por (1.32), con0 <7 <1y S > 0. Entonces, g(1,5) es una funcién no

acotada inferiormente.

Demostracién. Por ser v, < v,(1 — «), se tiene que £ = oy, + 75 < 77, y podemos

71—l
£-1

elegir un niimero real # con 1 < 0 < . Entonces, si hacemos S = 777, se tiene que

g(r, 779 = Fhepo(T)770E0)"1 (s —p)A |1 — (1 — T)é] 00—l L g A700-1

(p—s)A Lo(1) —1+0(1— K 6—-1
‘rz;(l—a) L1<T) (p—S)2AL1(’T) T (1= +1+ (p—s)Ll(T)T i|

1
con (1) = w y Lo(7) = be—“(ﬂ Utilizando la regla de L’Hopital, es evidente

Y1
que lim; o Ly(7) = é > 0y, del mismo modo, se tiene que
a2
fbeta(T) , (1 - T) * 1

h’mTlO LQ(T) = HmTlO — = hmTw =
Y 1B (7,2 +1) % B(n,2+1)

>0
7711 12
a
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Por tanto, como s > py 0 < a < 1, se deduce que lim, o g(7,77%) = —oco y la funcién
g(7,S) no esta acotada inferiormente para 7 suficientemente pequeno (7 | 0) y S

suficientemente grande (S T c0). m

El resultado anterior demuestra que, para ciertos valores de los pardmetros del
sistema, el beneficio del inventario por unidad de tiempo pudiera ser infinito eligien-
do S infinitamente grande y 7 suficientemente pequeno. Obviamente una situacién
como ésta no puede ser real y por ello debemos considerar un valor méximo Syx
para el nivel del inventario, que en las situaciones précticas sera la cantidad méxima
de inventario que podemos tener debido a las limitaciones fisicas en la capacidad del
almacén. Andlogamente, es necesario considerar un tiempo minimo 7y, para la lon-
gitud del ciclo del inventario, o equivalentemente, establecer un tiempo minimo entre
dos pedidos consecutivos, que puede ser el tiempo necesario para formular una nueva
orden de pedido.

Teniendo en cuenta la definicién de la variable auxiliar de decisién 7 y (1.25), la

condicién T > T, es equivalente a
7S > aXT (1.33)

Ademsds, como S < Sy, de (1.33) se sigue que 7 > @A T /SY

max"*

Es decir,

Tmin = aATml’n/SICrtl

ax

representa el minimo valor asumible para la variable 7.
1
Noétese que la condiciéon 75% > aAT g, implica S > (@ATm) @ y, por tanto, existe

un valor minimo

Q=

Sml'n == (a)\Tmfn)

para el nivel de inventario después de recibir el pedido. En particular, los valores Sy,
v T deberdn verificar la condicién Sy, > (a)\Tmfn)é.

En consecuencia, el problema que hay que resolver es

Minimizar ¢(t,S)
(1.34)
sujeta a (7,S5) € Q
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siendo 2 = {(7,.5) : Tmin <7 < 1, Smm <5 < St 79 > a T ipin |-
En la Figura 1.11 se representa la region factible €2 para este problema.

SmElx— -

Tnin T l

Figura 1.11. Regién factible para el problema (1.34)

1.7.2. Resolucion del modelo

La funcién objetivo g(7,S) es de clase C! pero no es, en general, convexa en la
regién factible €2. No obstante, la existencia del minimo global estd asegurada por ser
Q un conjunto compacto de R2.

Asegurada la existencia de solucién 6ptima, vamos a basar su bisqueda en dos
ideas: (i) descomponer la regién € en cinco subregiones disjuntas buscando el minimo
global en cada una de ellas y (ii) tener en cuenta que, por lo demostrado en la seccién
1.3, la funcién ¢(7,S) restringida al conjunto {(7,S5) € Q : 7 = 1} es estrictamente
convexa.

Las cinco subregiones a considerar son las siguientes:

(i) Q% ={(r,9) €eQ:7=1}.

(i) Qo ={(7,9) : T < 7 < 1, S < S < Smiax, 79 > @A }-

(iil) Q3 = {(7,9) : T <7 < 1,5 = Shax}-

(iv) Q ={(7,5) : Tain < 7 < 1,75 = @A T iuin }-

(V) Qs = {(Tmina SméX)}-

A continuacion, desarrollamos los correspondientes analisis separadamente.

Anadlisis en la subregién ;. Para este caso se tiene siempre 7 = 1 (es decir, r = 0)

y estamos por tanto en el modelo que hemos resuelto en la seccién 1.3 mediante el
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Algoritmo 1. Si S es la solucién éptima que minimiza la funcién g(1,.5) con S > 0,
por ser la funcién g(1,.S) estrictamente convexa, el punto éptimo de g(1,.S) sobre 24
es (1,57) con
Smin 81 9} < Shin
ST=4 S si Supwm<S*< Smax (1.35)
Smax  s1SF > Shax

Anilisis en la subregion (2. Las derivadas parciales primeras de la funcién g(7, S)

son:
=) 15— 0= 0) 1A [1= 1)1 s~
%(T’ ) = T Gatl
§—« 1
= 2 [Fhaal)SE —u [1 = (1= 1)7] $ =] (1.36)
” 7 foeta(T)— Fheta(7)] S6—(s — p)A %—(1—(1 - T)i)} S—KA
E(T“S’) - TQSa
[anbeta(T)_é-Fbeta(T)] Sg_l‘i‘(s—p)A[l—(l—T)%a} S ag
- - +——==(71,95) (1.37)
ar?S§e-! at 08
siendo u = ufog(fsojm yu = ‘gfﬁ, con v > 0y v > 0, los mismos pardmetros

auxiliares ya definidos en la seccién 1.2.
Por tanto los puntos estacionarios de la funcién g(7,S) son las soluciones del

sistema

Fien(r)S¢ —u |1 = (L=1)] § v =10 (1.38)
[€Fhia() — 0T fraa( )] S = (s = p)A [1 = (1= 7) =]

El resultado que damos a continuacién serd 1til para su resolucién.

Lema 1.16 Sean Fye1o(T) Y foeta(T), respectivamente, la funcion de distribucion y la
funcion de densidad para una distribucion de probabilidad Beta con pardmetros vy, y

1—2 + 1. Entonces, para cualquier 7 € (0,1], se verifica que

£Fbeta(7—> - anbeta(T) >0
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7"Y1*1(1—7')A?T2
B(y1,22+1)
funcion h (1) = EFpea(T) — T foera(T), €s evidente que h (7) es una funcién de clase

C' en el intervalo (0,1) con h(0) =0y k(1) = & > 0. Ademds, si 7 € (0,1), se verifica

Demostracién. Teniendo en cuenta que fpeo(7) = y considerando la

que 1 (1) = (§ — @) foeta(T) — AT fi4(7) con

L _ v
gy = oDTaonE g
beta B('Yl,ﬁ‘i‘l)

o

MIA-0E -1
B(y,22+1) T a(l—rT)

Por consiguiente, h' (7) puede reescribirse como

&

(1 — 1)

B(717%+1

7%1(1—7)”( % )

y es evidente que A’ (7) > 0 para todo 7 € (0, 1), por lo que podemos asegurar que

W(r) = ol }

|:€_a_a(71_1)+1_
-

o ~—| °

Q

h (7) es una funcién estrictamente creciente en el intervalo (0,1). Finalmente, como
h(0) = 0, necesariamente se tiene que h (7) > 0 para todo 7 € (0,1), tal y como
querfamos probar. m

Utilizando este resultado, el valor de S en el sistema (1.38) puede ser obtenido de

la segunda ecuacién como

1

(s —pA 1—(1—7’)177& o

S - w(T> - ngeta<7_) - O”—fbeta(7>

(1.39)

Entonces, sustituyendo el valor de S en la primera ecuacién, los puntos estaciona-
rios de la funcién g(7,S) en la subregién €25 pueden obtenerse resolviendo la ecuacién
®1(7) = Fhera(7) [w(1)) — u [1 —(1- 7‘)é w(r) —v=0 (1.40)

con Tmm < 7 < 1, w(T) < Smax v 7 [w(T)]® > alTnm. Estas son, por tanto, las
posibles soluciones en la subregion €2,. La existencia y posible unicidad de las raices
de la ecuacién @4 (7) = 0 en el intervalo (Tmm, 1) no estédn aseguradas, pero las posibles

soluciones pueden encontrarse evaluando la funcién ®4(7) en todo el intervalo con un
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paso igual a la tolerancia deseada para la variable de decisién 7 y haciendo una

representacién grifica de los resultados obtenidos.

Analisis en la subregién (2;. En este caso tenemos que S = Sp4, v s6lo necesitamos

resolver la ecuacién %(T, Smax) = 0. Por tanto, hay que resolver la ecuacién
1-o
7(l—7) =
a

Do (7)=[7 Freta(T) = Foera(T)] Sax—(5—p) A —(1—(1—7)5) S — K A=0

(1.41)
con Ty < 7 < 1. Las soluciones pueden encontrarse del mismo modo que para la
ecuacién ®1(7) = 0 y, haciendo S = Spax, tendremos los posibles candidatos en la

subregion (2.

Anaslisis en la subregion (2. Como dicha frontera estd definida por la curva 75% —
AT = 0, podemos utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange, definiendo

la funcién

U(r,S) =g(r,5) —n(1S* — a i)
Entonces, el sistema de ecuaciones que hay que resolver es

92(r,8) =2(r,8) —nS* =0
% (r,8) = 2(r,8) —narset =0
785% — aX iy =0
0, equivalentemente
=535
%(r,5) = §(r.5)
75 — X, = 0

Usando la expresion (1.37), la segunda ecuacién puede reescribirse como

11—«

b9 10T una(?) = R D) ST+ (s —p)A L= (1=1)F |
a5 = 75 as

y por tanto el sistema anterior es equivalente a este otro
—ad
n=5"5(759)
S =w(r)
75 —aXl i =0
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donde w(7) estd definido por (1.39). Las posibles soluciones pueden obtenerse, en-

tonces, resolviendo la ecuacién
P3(7) = 7 [w(7)]" — AT = 0 (1.42)

con Ty < 7 < 1y haciendo S = w(7). Por tanto, del mismo modo que en los casos

anteriores, podemos obtener los posibles candidatos en la subregion (24.

Con estos andlisis previos, podemos ser capaces de elaborar una lista con todos los
posibles candidatos para la solucién del problema (1.34), la cual estard formada por:
(i) el punto (1,57); (ii) los puntos (7,S) con ®1(7) = 0, T < 7 < 1, 7 [w(7)]* >
AT y S = w(7); (iil) los puntos (7, Smax) con Po(7) =0y Tmm < 7 < 1; (iv) los
puntos (7,5) con ®3(7) =0, T <7< 1y S =w(7); y (v) el punto (Tmm, Smax)-

Finalmente, la funcién objetivo g(7,.S) puede ser evaluada en todos estos puntos

y seleccionar aquel punto, (7%, 5*), para el que se obtenga el menor valor g(7,.5).

El siguiente teorema proporciona la solucién 6ptima del modelo en el caso especial

de que =00 s =p.

Teorema 1.17 Si 5 =0 o s = p la solucion para el problema (1.34) se obtiene en el

punto (7%,5*), siendo 7" =1y

PN

Sml’n st v S Sml’n
* 1 . 1
St = V€ 81 Spmm < U < Shax

1
Sméx 81 ¢ 2 Sméx

L B _ aKA _ (e
cona=1=0F,=ay +7,v=20 yA= hB(y1, 24+1)°

Demostracién. Si § = 0 o s = p, en la subregién )y, no hay puntos estacionarios

para la funcién g(7,5) ya que, si %(7’, S) =0, usando (1.37), se tiene que

@(7—7 S) — [‘ngeta(T) - anbeta<7-)] Sf*lfa

9S - >0

Por tanto, no existen candidatos en la subregion 2.
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Ademds, una posible solucién (7,, Smax) en la subregion €23 deberia verificar que

%(T 0y Smax) = 0y, usando de nuevo la expresién (1.37), se tendria que
9g [€ Fyeta(To) — T o foeta(T0)] Soan ©
09 Smé,x = max 0
) (r ) = >

Como consecuencia de ello, la derivada direccional de la funcién g(7, S) en la direc-
cién del vector (0, —1) en el punto (7,, Smax) € d0,—-1)9(To, Smax) = —g—g(n, Smax) < 0
y podemos asegurar que existen puntos en el interior de la regién factible 2 con
9(7,8) < g(To, Smax)- Por tanto, (7,, Smsx) no puede ser la solucién del problema y
tampoco existen candidatos en la subregion 2.

Finalmente, para las subregiones €y y Qs, la funcién g(7,S5) con 7 < 7 < 1

puede expresarse como

KA
a)\Tml'n

£_ £
Gas(7) = (AT ) @ ! T_ferem(T) + - C

conC=0sis=pyC=(s—p)Asif=0.Entonces, se verifica que

£
)\Tmin a
(1) = LX) o) = €Fraa(r)] < O
AT«

para todo 7 € [Tum, 1) y podemos asegurar que el minimo global no puede estar en
esas dos subregiones.

Por tanto, la solucién del problema (1.34) se obtiene en la subregion )y, para la
cual, como ya estudiamos en el anédlisis de dicha subregién, el valor 6ptimo es el punto
St dado por (1.35). Por ultimo, la expresién (1.15) nos asegura que, si 5 =00 s = p,
se tiene que S} = it y, por tanto, ST coincide con el valor S* dado en este teorema. m

Como ya hemos comentado en secciones anteriores, el caso = 0 corresponde al
modelo con tasa de demanda constante y el caso s = p al problema de minimo coste
del inventario por unidad de tiempo. Por tanto, teniendo en cuenta que 7* = 1 es
equivalente a r* = 0, el teorema anterior demuestra que, para estos dos casos, resulta
adecuado esperar a que el stock se agote para reponer el inventario. Sin embargo, para
otros casos, la solucién 6ptima podria obtenerse con un punto de reabastecimiento

r* > 0.
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El algoritmo que damos a continuacién nos permite encontrar la soluciéon éptima

del modelo en el resto de casos no incluidos en el teorema anterior, es decir, cuando

B>0ys>np.

Algoritmo 2. Obtencién de la politica 6ptima en el modelo si >0y s > p.

(l-a)(s=p)A , _ aKA
Ea £a’

o (aX)71 . _
Paso 1. Calcular A = —h%B(%%H), E=ay+ 7y, u=

1
-~ O‘>\Tmin
Smin - (a)\Tmfn)a Y Tmin = ga. -
max
Paso 2. Programar la funcion

Fheta(7)S5 — (5 — p)A [1 (1- T)ﬂ Slo 4 KAG@

T

g(7,5) =

Paso 3. Calcular el valor S} = ¢* utilizando el Algoritmo 1.

(1) Si ST < Smm hacer ST = Smin-

(i1) Si ST > Smax hacer ST = Snax-

(iii) Elegir S* = S}, 7" = 1y calcular g (7%, S*).
Paso 4. Programar las funciones w(t), ®1(7), ®2(7) y P3(7) con las expresiones (1.39),

(1.40), (1.41) y (1.42) respectivamente.
Paso 5. Seleccionar la precision d para la variable T y hacer n = (HT“‘"“L donde [x]

representa la parte entera superior del nimero real x.

Paso 6. Para t =0,1,...,n — 1 ejecutar los siguientes pasos:
(i) Hacer T; = Tmm + ZH%
(it) Si ®1(7;)®1 (7; + H%) <0, w(T;) < Smax, Ti [W(TH)]" > AT ¥
g (i, w(T;)) < g (7%, 5%) entonces elegir 7 = 1;, S* = w(71;) ¥y
calcular g (t*,S*).

(111) Si Oo(1;) Do (Ti + 1_7%) <0y g (i, Smax) < g(7%,5*) entonces

elegir 7" = 7;, S* = Smax Y calcular g (7%, 5%).

(iv) Si @3(7;)Ps (1, + =22in) <0 y g (74, w(T)) < g (7%, 5%) entonces

elegir T = 1;, S* = w(7;) y calcular g (7*,5%).
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Paso 7. Si g (Tmi, Smax) < ¢ (7%, 5%) entonces elegir 7" = T, S* = Smax Y
calcular g (t*,S*).

Paso 8. Fwvaluar el beneficio optimo G* = G(7*,5*) = —aK’\g(T*, S*), el punto de reabas-

tecimiento r* = S* (1 — T*)é, la longitud del ciclo del inventario T* = —T*(j;)a Yy

el tamano dptimo de pedido q* = S* —r* = S* |1 — (1 — T*)é .

Nota. Una vez obtenida la solucién para el modelo con r > 0, resulta interesante
evaluar el tamano medio del inventario con el propésito de compararlo con el tamano

medio que obtendriamos en el caso r = 0. Teniendo en cuenta que, para cualesquiera

valores (S,7) se tiene T' = £ aa_/\Ta, podemos evaluar el tamano medio del inventario
como
I = l/Tl(t)clt = l/T [S* — at]~ dt = -1 [Pt — §hre]
T/ T/ (1+ a)\T
o Glta _ plta as [1- (g)“a
= = — (1.43)
l+a| S*—ro l+a| 1-(%)

r)l—i-a

Por tanto, es claro que, si r > 0, como (g < (i)a, entonces 1 > 25 y esta

S jEeY

cantidad resulta ser el nivel medio del inventario en el modelo con » = 0, si se usa
el mismo nivel de pedido S. Por lo tanto, si 7 > 0y s > p, el modelo con r > 0
proporciona un mayor beneficio por unidad de tiempo, pero conduce a un mayor

nivel medio del inventario que el modelo con r = 0.

1.7.3. Un caso particular

El modelo introducido en Baker y Urban (1988) puede obtenerse como un caso
particular del modelo que hemos presentado en esta seccién, haciendo v; = 7, = 1
y usando la notacién S = Q, r = ip, p = ¢, K = Co, h = C, y A = «a (por
eso necesitamos usar siempre 1 — 3 en lugar de «). En efecto, para esos valores se

1
tiene que B(Lﬁ +1) = %, A = Sh_&x = a%f), foeta(T) = %(1—T)ﬂ;

2-8 i 1-8 +O1-8 1-8_;1-8 .
Fota(r) =1—-(1—7)175, 7 =1— (5) yT = (Ema = Q(l_ﬁ)g . Utilizando las
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variables (ir, Q)) y sustituyendo estas expresiones en la férmula (1.31) para el beneficio

)]

del inventario por unidad de tiempo, se obtiene que

~S

O}

—(5—0)Q (1 - 5) + Co+ 555 @ {1 B (

G(iT,Q) = - T

~Co+ [~ 0@ — 5@5 @] ~ [(s — )i — @2
T

que es la misma funcién obtenida por los citados autores. Podemos observar entonces
que, para este caso especial, G(ir, Q) es un cociente de dos funciones separables en
las variables ir y @Q. Por este motivo, Baker y Urban usaron una metodologia de
programacion separable para obtener una solucién aproximada para el modelo. Para
el caso general que hemos presentado en esta seccion, la separacién de variables no
es posible y, por tanto, su metodologia para obtener una solucién aproximada no es
aplicable. No obstante, podemos resolver el problema planteado por los citados autores
utilizando el Algoritmo 2 presentado anteriormente con las variables de decision (7, .5)

en lugar de (i, Q).

Por ejemplo, con los mismos valores utilizados por los citados autores en su articulo
(A=05,8 =04, K = 10, h = 0.5, s = 20, p = 10, Smax = 40) junto con
v, = v = 1 y un valor T, = 0.001, el algoritmo anterior proporciona el punto
(1,57) = (1,24.37) como minimo en la subregién §2; con valor G (1,S}) = 5.75; un
tinico punto estacionario (75, .55) = (0.661,20.67) en la subregion €2, con G (75, 55) =
6.46; G (T, Smax) = —9998.1 y ningin candidato en las subregiones Q3 y 4. Por
consiguiente, el beneficio 6ptimo obtenido es G* = 6.46 para 7" = 0.661 y S* = 20.67,
obteniéndose entonces que r* = 3.40 y T* = 13.57. La solucién aproximada dada
en Baker y Urban (1998) es S* = 22.2, r* = 5.0, T* = 12.6 y G* = 6.40, la cual
efectivamente coincide de forma aproximada con la solucién obtenida ahora. Ademaés,
podemos observar que, si hacemos r = 0, el beneficio 6ptimo seria G (1,57) =5.75 y
por tanto el valor obtenido ahora (G* = 6.46) es un 11.3 % mayor. Por otro lado, el

nivel medio del inventario es I = 9.14 para el modelo con r = 0, mientras que para el
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modelo con r > 0 se tiene que 1= 11.07, lo cual es un 21.1 % mas grande.

1.7.4. Un ejemplo numérico con andlisis de sensibilidad

A continuacién presentamos un ejemplo numérico para ilustrar el modelo intro-
ducido en esta secciéon y su procedimiento de resolucién, incluyendo un andlisis de
sensibilidad de la solucién éptima con respecto a los tres pardmetros de elasticidad S,
Y1 ¥ 75 considerados en el mismo. Ademas, las soluciones éptimas para los modelos
con r > 0y r = 0 serdn comparadas para analizar las diferencias entre ellas. Al igual
que en los ejemplos numéricos de la secciéon 1.6 anterior, suponemos que el sistema
de inventario tiene los siguientes pardmetros: A =1, K =10, h = 0.5, s = 62, p = 50

y elegimos Spax = 108 v T = 1076,
Sensibilidad respecto al parametro de elasticidad de la demanda [

En primer lugar, para evaluar el efecto del pardmetro de elasticidad de la demanda
B, hemos usado el Algoritmo 2 para obtener los valores 6ptimos para el nivel de
pedido (S*), el punto de reabastecimiento (), el tamano de pedido (¢* = S* — r*),
la longitud del ciclo (7%), el nivel medio del inventario (I) y el beneficio maximo por
unidad de tiempo (G*), tanto para el caso r > 0 como para el caso r = 0, usando
diferentes valores para el pardmetro 3 y suponiendo siempre que vy, = 7, = 1.5.
Estos resultados computacionales se muestran en la Tabla 1.7. Ademds, en la Figura
1.12 representamos la variacién del beneficio 6ptimo (izquierda) y del nivel medio del

inventario 6ptimo (derecha) con respecto al pardmetro (3, tanto para el caso r > 0

como para el caso r = 0.

A la vista de estos resultados numéricos, pueden hacerse los siguientes comentarios
sobre el efecto del pardametro de elasticidad 5 en la solucién 6ptima para este ejemplo

numeérico cuando y; = v, = 1.5:

1. El beneficio maximo por unidad de tiempo y el inventario medio para la solucién
optima son siempre méds altos para el modelo con » > 0 que para el modelo con r» = 0.

Ademis, las soluciones sélo coinciden cuando 5 = 0, lo cual era de esperar si tenemos
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en cuenta el Teorema 1.17. Por tanto, para este ejemplo numérico, la politica de nivel
cero de inventario en el momento de realizar un nuevo pedido sélo es 6ptima cuando

la tasa de demanda es constante y no depende del nivel del inventario.

2. La soluciéon éptima para el modelo con » > 0 se obtiene siempre usando un

menor tamano de pedido y una menor longitud de ciclo que en el modelo con r = 0.

Tabla 1.7. Soluciones 6ptimas para v, = 7, = 1.5 y diferentes valores para

Conr >0 Conr=20

6] r* S* q* T* 1 G | S*=q¢ T 1 G*

0 0 3.24 324 324 162 737 3.24 3.24 1.62 7.37
0.1 0.01 377 3.7 365 180 7.72 3.77 3.67 1.79 7.72
021 017 447 430 3.84 214 8.32 4.51 417 2.00 8.21
03] 054 539 485 341 272 940 5.58 476 2.30 8.89
04| 1.30 6.68 5.38 3.26 3.71 11.31 7.18 544 2.70 9.87
0.5] 3.25 881 556 233 580 14.93 9.77 6.25 3.26 11.34
0.6 | 10.72 1533 4.61 0.99 1294 23.59 14.30 7.25 4.09 13.62
0.7 ] 50.00 53.66 3.66 0.23 51.82 58.25| 23.32 857 5.38 17.42

00 @4 0z 03 04 05 0§ 07 08 08 10

Figura 1.12. Curvas de beneficio 6ptimo e inventario medio en funcién de (8

3. La Tabla 1.7 muestra que el valor 6ptimo para el punto de reabastecimiento
r* crece con el pardmetro (3, al igual que ocurre con el nivel de pedido 6ptimo (S*)
y el nivel medio del inventario (). Estas dos tltimas cantidades también crecen con
dicho pardmetro en el caso de que » = 0. En cambio, si el pardmetro S aumenta,

la longitud 6ptima del ciclo del inventario tiene un comportamiento distinto cuando
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r > 0 (empieza creciendo y después pasa a ser decreciente) que cuando 7 = 0 (en
este caso siempre crece). También observamos que en el modelo con r > 0 el tamano
6ptimo de pedido ¢* empieza creciendo con el pardmetro S para pasar después a ser

decreciente si este pardmetro estd por encima de 0.5.

4. Como puede observarse en la Tabla 1.7 y en la Figura 1.12, la diferencia en el
beneficio méximo entre los modelos con » > 0 y r = 0 es mayor cuanto mds grande
es el pardmetro . Empieza siendo pequenia para 5 € [0,0.2] y es mds relevante para
p € [0.2,0.7]. Por ejemplo, el incremento relativo en el beneficio éptimo es de 5.1 %
para 3 = 0.2, 31.7 % para 8 = 0.5 y 334.4% para 3 = 0.7. El mismo comportamiento
puede observarse con el nivel medio del inventario para ambas soluciones, pero ahora
los incrementos relativos son més altos: un 7.0 % para 3 = 0.2, un 77.9 % para 5 = 0.5

y 963.1% para 3 = 0.7.

5. Aunque quizds no sea de interés desde el punto de vista practico, merece la
pena comentar que el méximo beneficio por unidad de tiempo y el nivel medio del
inventario para la solucién 6ptima convergen hacia infinito cuando el pardmetro (3
tiende hacia 1 en el modelo con » > 0, mientras que convergen hacia cero cuando

r=20.

Sensibilidad respecto al parametro de elasticidad v, del coste de almace-
namiento

A continuacién, para analizar el efecto del pardmetro ~, sobre la solucién, hemos
repetido los mismos célculos con 3 = 0.3, v, = 1.5 y diferentes valores para =,
comprendidos entre 1 y 4. Estos resultados numéricos se muestran en la Tabla 1.8.
La representacion gréfica de la variacién del beneficio 6ptimo (izquierda) y del nivel
medio del inventario 6ptimo (derecha) con respecto al pardmetro v, tanto para el
caso r > 0 como para el caso r = 0, puede verse en la Figura 1.13, suponiendo siempre

que # =03y v, =15.

A la vista de estos resultados numéricos, pueden hacerse los siguientes comentarios

sobre el efecto del pardmetro vy, en la soluciéon éptima para este ejemplo numérico:
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1. En la Tabla 1.8 observamos que, para 3 = 0.3 y 7, = 1.5, todas las cantidades
decrecen cuando el pardmetro v, aumenta, tanto en el modelo con » > 0 como en el

caso r = 0.

Tabla 1.8. Soluciones 6ptimas para 3 = 0.3, 7, = 1.5 y diferentes valores 7,

Conr >0 Conr=20

Yo, | T g* ¢ T+ T G| S =q T T G
1 15087 797 710 4.81 4.07 11.12 8.47  6.37 3.49 10.46
1.0 1.5 1054 539 485 341 272 940 5.58 4.76 2.30 8.89
2 151037 412 3.7 3.14 204 8.18 4.20 3.90 1.73 T7.78
25 151|026 337 311 279 1.64 7.24 3.41 3.37 1.40 6.92
3 151019 288 269 255 138 6.48 2.90 3.01 1.19 6.23
3.5 15014 253 239 238 1.19 5.85 2.54 2.75 1.07 5.66
4 1.51(0.10 228 218 225 1.06 5.33 2.28 255 094 5.17

71 7

Figura 1.13. Curvas de beneficio éptimo e inventario medio en funcién de v,

2. Como puede observarse en la Figura 1.13, las diferencias entre los modelos con
r > 0y r = 0 respecto al médximo beneficio y el nivel medio del inventario para la
solucién 6ptima, son ahora menos importantes para los valores fijos § = 0.3y v, = 1.5
y tienden a desaparecer cuando el pardmetro v, aumenta. Por ejemplo, el incremento
en el beneficio para el modelo con r > 0 respecto al modelo con r = 0 es sélo de 0.66
unidades para y; = 1, 0.32 para v; = 2.5 y 0.16 para 7; = 4 y el incremento en el
tamano medio del inventario es de 0.58 para v; = 1, 0.24 para 7, = 2.5y 0.12 para
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v, = 4. En términos relativos, la méxima diferencia en el beneficio 6ptimo es de 6.3 %

cuando v; = 1 y, para el nivel medio del inventario es de 18.3 % cuando v, = 1.5.

Sensibilidad respecto al parametro de elasticidad v, del coste de almace-
namiento

A continuacién, para analizar el efecto del pardmetro 7, sobre la solucién, hemos
repetido los mismos célculos con 3 = 0.3, 7; = 1.5 y diferentes valores para -,
comprendidos entre 1 y 4. Estos resultados numéricos se muestran en la Tabla 1.9.
La representacion gréfica de la variacién del beneficio 6ptimo (izquierda) y del nivel
medio del inventario 6ptimo (derecha) con respecto al parametro 7,, tanto para el

caso r > 0 como para el caso r = 0, puede verse en la Figura 1.14, suponiendo que

=03y~ =15.

A la vista de estos resultados numéricos, pueden hacerse los siguientes comentarios

sobre el efecto del pardmetro vy, en la soluciéon éptima para este ejemplo numérico:

1. En la Tabla 1.9 observamos que, para 5 = 0.3 y 7; = 1.5, todas las cantidades
decrecen cuando el pardmetro v, aumenta, tanto en el modelo con r > 0 como en el

caso r = 0.

Tabla 1.9. Soluciones 6ptimas para = 0.3, 7; = 1.5 y diferentes valores v,

Conr >0 Conr=0

v e | T S* 7" T+ T G| S =q¢ T T G
1.5 1 (435 1069 6.34 350 7.38 1255 | 10.70 751 4.40 11.28
1.5 1.5 (1054 539 485 341 272 940 5.58 476 230 8.89
1.5 2 (026 387 361 313 1.86 7.94 3.95 3.74 1.63 7.39
1.5 251017 3.13 296 2.77 147 7.00 3.17 320 131 6.74
1.5 3 (012 270 258 254 125 6.33 2.72 288 1.12 6.12
1.5 351009 241 232 238 1.10 5.82 2.42 2.65 1.00 5.65
1.5 4 1007 221 214 226 1.00 542 2.22 249 091 5.27

2. Resulta interesante senalar que el beneficio maximo por unidad de tiempo y

el nivel medio del inventario para la solucién 6ptima son mayores para los valores
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del pardmetro ~y; cuando el v, es fijo (Tabla 1.8) que para esos mismos valores del
pardmetro -y, cuando 7y, es fijo (Tabla 1.9), tanto en el caso r > 0 como en el caso
r = 0. Esta diferencia es consistente con el hecho observado por Naddor (1982) para
modelos con tasa de demanda constante, de que valores de 7y, > 1 generan un mayor
coste de almacenamiento que similares valores del pardmetro v, y por tanto conducen

a menores tamanos de pedido y un beneficio 6ptimo por unidad de tiempo més bajo.

—Conrz=0
----Con r=0 —Conrz=0

- Con r=0

Yz V2

Figura 1.14. Curvas de beneficio éptimo e inventario medio en funcién de 7,

3. Como puede observarse en la Figura 1.14, las diferencias entre los modelos con
r > 0y r = 0 respecto al maximo beneficio y el nivel medio del inventario para
la solucién 6ptima, son también ahora pequenas para los valores fijos § = 0.3 y
v, = 1.5 y tienden a desaparecer cuando se incrementan los valores del pardmetro 7,.
Las mejoras en el beneficio maximo por unidad de tiempo en el modelo con r > 0
respecto al modelo con 7 = 0 son de 1.27 para v, = 1, 0.26 para 7, = 2.5 y 0.15 para
v, = 4 y los incrementos en el nivel medio del inventario son 2.98 para v, = 1, 0.16
para v, = 2.5y 0.09 para 7, = 4. En términos relativos, las méximas diferencias son
de un 11.3 % para el beneficio maximo por unidad de tiempo y de un 67.7 % para el

nivel medio del inventario, en ambos casos cuando vy, = 1.

Todos los cédlculos expuestos en esta seccién han sido desarrollados utilizando un
programa de software especifico disenado para ello y escrito en lenguaje SAS (SAS
Institute Inc., 2005), cuya redaccién se incluye en la seccién A.2 del Apéndice A, al

final de este documento.
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1.8. Una extension con coste de deterioro

De modo similar a lo hecho en la seccién anterior, a continuacién desarrollamos
la extensién senalada en el apartado (vi) de la pagina 51. Es decir, en el contexto
del modelo introducido en la seccién 1.2, suponemos que existen costes debidos al

deterioro del producto mientras permanece en el inventario.

Con cierta frecuencia, los modelos matematicos para el estudio de sistemas de
inventario suponen que el producto puede ser almacenado convenientemente durante
el ciclo de inventario sin sufrir cambio alguno. Esta simplificacién permite una formu-
lacién matemadtica més sencilla del problema considerado. Sin embargo, en muchas
situaciones reales se observa que determinado tipo de productos pueden deteriorarse
durante el periodo normal de almacenamiento. Asi ocurre, por ejemplo, con produc-
tos comestibles como fruta, leche, vegetales o carne, y también, con productos que
pierden calidad como peliculas fotograficas, componentes electrénicos, alcohol, per-
fumes o gasolina. Aunque habitualmente la proporcién de producto deteriorado por
unidad de tiempo suele ser pequena, cuando la duracién del ciclo de inventario es
relativamente grande o el precio unitario de los productos es elevado, puede ocurrir
que el impacto econémico del coste asociado con ese deterioro sea importante y, por

tanto, debe ser tenido en cuenta en los correspondientes modelos matemaéticos.

Por tal motivo, durante las tltimas décadas muchos investigadores han desarro-
llado modelos para este tipo de productos. Within (1957) y Ghare y Schrader (1963)
fueron los trabajos pioneros en esta materia y, desde entonces, varias recopilaciones de
los sucesivos avances en la literatura de inventarios para productos perecederos han
sido publicadas. Entre ellas tenemos las siguientes: Nahmias (1982), Raafat (1991),
Goyal y Giri (2001) y Bakker et al. (2012). Para ilustrar el grado de desarrollo de esta
linea de investigacion, basta senalar que en esta tltima recopilacién se incluyen 241
referencias que han sido publicadas en las principales revistas cientificas sobre esta
materia durante el periodo comprendido entre enero de 2001 y diciembre de 2011.

Algunas de ellas serdn citadas en el estudio que haremos a continuacion.
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En el contexto del deterioro, algunos autores han supuesto que su tasa por unidad
de tiempo es estocdstica, pero mayoritariamente se supone que es deterministica. En

el trabajo que desarrollaremos en esta seccién, se utilizard esta perspectiva.

Centrédndonos en los modelos de inventario para productos perecederos con costes
de almacenamiento no lineales, los trabajos son més bien escasos. Inicialmente, en este
contexto, Giri y Chaudhuri (1998) consideraron dos casos: un modelo con coste de
almacenamiento no lineal con respecto al tiempo y otro con coste de almacenamiento
no lineal respecto a la cantidad de producto almacenado. Estos dos modelos generali-
zan los modelos planteados en Goh (1994) para el caso sin deterioro. Ademas, en ellos
se supone que, en cada instante, la tasa de deterioro por unidad de tiempo es una
pequena fraccién constante del nivel del inventario y que la tasa de demanda es una
funcién potencial céncava del nivel del inventario. Ahora bien, en todos estos modelos
se plantea como objetivo la minimizacion del coste total del inventario por unidad de
tiempo (calculado sumando el coste de pedido, el coste de almacenamiento y el coste
del deterioro). Es decir, no se tienen en cuenta ni el coste de adquisicién ni los ingresos
por ventas. Entonces, como ya hemos comentado en la subseccion 1.5.1, puede ocurrir
que la solucién de minimo coste proporcionada por esos modelos no necesariamente

sea la solucién que proporciona un mayor beneficio por unidad de tiempo.

El objetivo que nos planteamos en esta seccién es extender el modelo presentado
en la seccién 1.2 considerando que, en cada momento, sobre el inventario existente
se produce una pequena fraccién constante de deterioro por unidad de tiempo 6, con
0 < # << 1. Por tanto, esta hipétesis requiere la consideracién del coste resultante de
la pérdida de beneficios asociada a la cantidad de productos deteriorados, y también
por el efecto que tal cantidad tiene sobre la demanda, ya que estamos considerando

que ésta depende del nivel del inventario existente.

En la Tabla 1.10 se incluye la notacién adicional que utilizaremos a lo largo de

esta seccion.
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Tabla 1.10. Notacion adicional para esta seccion

0 tasa de deterioro por unidad y por unidad de tiempo (0 < § << 1)

Iy(t) nivel del inventario en el instante ¢ cuando la tasa de deterioro es 6

T = (04)\T)é variable auzxiliar de decision (> 0)

Con la nueva hipoétesis introducida sobre el deterioro, que se anade ahora a las
dadas en la pagina 8 al inicio de la secciéon 1.2, es claro que el nivel del inventario
Iy(t) en el instante t € (0,7") es la solucién de la ecuacién diferencial

dlo(t)

S = AL@) 00 0<t<T (1.44)

con las condiciones de frontera Iy(0+) = q e Iy(T—) = 0.
Como 6 > 0y 8 = 1 — «, multiplicando ambos miembros de la igualdad por
[I9(t)]*"", esta ecuacién diferencial puede expresarse como

[1())* _
o) =

y por tanto, la curva del inventario I4(t) en forma implicita es
In[A+0[l(t)]"] = —abt + C (1.45)

Utilizando la longitud de ciclo T' como variable de decisién y la condicién inicial

Iy(T—) = 0, se tiene C' = afT + In(\) y, por tanto

{ af(T—t) _ 1} 5

I(£) = \&

(1.46)

1

Ademss, ¢ = Iy(0+) = Ao (eagz_l) .

En consecuencia, utilizando el Lema 1.1 para evaluar el coste de almacenamien-
to, el beneficio por ciclo de inventario puede calcularse como la diferencia entre: (i)
los ingresos totales por ciclo IN(T) = s fOT)\ [Iy(t)]° dt y (ii) la suma del coste de
adquisicion plp(0+), el coste de pedido (K) y el coste de almacenamiento HC(T') =
foTh%t%fl [Zo(1)]™ dt.
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Por tanto, el beneficio total del inventario por unidad de tiempo Gy(T") vendrd

dado por
IN(T) —ply(04+) — K — HC(T
T
Ademds, usando (1.44), se tiene que
T T T
IN(T) = 3/ A[Iy(1))° dt = —s/ dIy(t)dt — 59/ Iy(t)dt
0 0 0
= sly(0+) — DC(T)
donde
T
Doau:sef I(t)dt (1.48)
0
es el coste de deterioro por ciclo. Por tanto, podemos reescribir (1.47) como
—p)ly(0+) — K — HC(T) — DC(T

T

y, por consiguiente, nuestro objetivo deberfa ser resolver el siguiente problema

Mazximizar Gy(T)
(1.50)
sujetoa T >0

Hasta donde nosotros conocemos, las dificultades que se generan al tratar de re-
solver directamente el problema planteado usando la expresién (1.46) han llevado a
los investigadores que han trabajado en esta linea de inventarios a usar aproxima-
ciones lineales en aquellas expresiones en las que aparece el pardmetro #. Nosotros

seguiremos este mismo enfoque y asf se tiene

Q=

Is(t) ~ [a\(T — 1)] P+g@—w1 (1.51)

(1 + gT> (1.52)

expresiones que utilizaremos para desarrollar el modelo.

Q=

q = Ip(0+) = (aT)

Nota. Si no hubiese deterioro en el inventario y utilizdsemos el mismo tamano del

@

lote ¢, teniendo en cuenta la expresién (1.4), la longitud del ciclo serfa T, = & =~
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T (1 + gT )a > T. Ademds, de la expresién (1.3) se sigue que entonces el nivel del

COR

Podemos comparar graficamente las curvas del inventario en un ciclo con deterioro,

inventario en el instante 71" seria

Q-

L(T) = (¢° — a )= ~ (aAT)

Iy(t), suponiendo 6 > 0, y sin deterioro, I,(t), tal y como se hace en la Figura 1.15.

q

~ — — —Sin deterioro
.
Con deterioro

Io(t)

I (Dr------—-—-— - —— - m— - "™ g - - e

t T T,

Figura 1.15. Curva del inventario en un ciclo con y sin deterioro

1.8.1. EIl modelo

A continuacién vamos a obtener la funcién objetivo para el modelo considerado
en esta seccién a partir de las aproximaciones (1.51) y (1.52). Utilizando la expresién
(1.51) y con la aproximacién de primer orden en 6, el coste por deterioro durante el

ciclo de inventario DC(T") puede aproximarse como

pO(T) = SQ/OTIQ(t)dt%sé’(a)\)i /OT {(T—t)iJr

N D

(T — t)i“} dt

1
_ saﬁ(aA)aTiH ) l1+a p
1+ 2(1+ 2a)
s6
~ AT)=" 1.
it o) (@AT) (1.53)

Del mismo modo, utilizando de nuevo la aproximacién de primer orden en 6, se
tiene que

[To(E)]2 ~ [T — )]« {1 + %H(T - t)] = (a\) ¢ [(T —)E %H(T )R
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y por tanto, el coste de almacenamiento aproximado por ciclo de inventario es

2 ’ 12 ’720 4 72
HCO(T)~hryy (@A) @ U T —t)wdt + 7/ (T —t)a“dt]
0

0
T 71—1 T v1—1
t t vdt 0T t t v, qdt
[ (7) -5+ (7)) a-p#ng
. \T T 2, \T " T

b2 ov1+72 0T
—hy, (aN) E T {B(%?%Jrl)jth B(%%Hﬂ

22 Yo a1 +72 Y2(72 + )0
=h A) e B( ,— 1) T = 1 T
nled) r { T Ao+t o)

ay1+v2
«@

=hm (0&\)%2 T

Q m

(aAT)

N {1 + MT] (1.54)

2(£ + )

1
siendo B(a,b) = / 2971(1 — 2)1dz la funcién beta de Euler, £ = a7y, + 7, ¥
0

(aA)Wl . . .
= , al igual que en secciones anteriores.

- h'YlB('Ylv%"—l)

Teniendo en cuenta las aproximaciones hechas hasta aqui, se tiene que el beneficio

total del inventario por unidad de tiempo puede aproximarse por la funcién é@(T )

dada por
Go(T) = (s — p)Io(0+) — KT— HC(T) — DC(T) (L55)
donde
(i) Ip(0+) = (aAT)* (1+ 4T).
(i) HO(T) = @2D)F |1+ ).
(iii) DO(T) = 505 (aAT) .
Por consiguiente, nuestro objetivo serd resolver el siguiente problema
Mazimizar Go(T) (1.56)

sujetoa T >0

Nota. En la literatura previa existente sobre el problema aqui considerado, la ecuacién
(1.44) se resuelve unas veces utilizando ¢ como variable de decisién y otras utilizando
T. En funcién de ¢, la condicion inicial es Iy(0+) = ¢ y, a continuacién, T puede
obtenerse a partir de [o(T'—) = 0. Alternativamente, usando 7' como variable de

decision, la condicién inicial es Iy(T'—) = 0 y ¢ puede obtenerse como ¢ = I5(0+).
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En el primero de los casos, la condicién (0+) = ¢ conduce a C' = In (X + 6¢%).
Sustituyendo este valor en (1.45) se tiene que la curva que define el nivel del inventario
Ig(t) es

A Japre —aft __ A é
L) = |0 )96 (1.57)

Ademds, si 0 <t < T, la funcién inversa de x = [p(t) es

0 o) _ 0 ..«
tzfgl(x)zln(1+Aq )aeln(l—l—)\a:)

Diversos autores han utilizado con anterioridad las siguientes aproximaciones con

respecto a 6 para las expresiones anteriores:

1
1 F
Iy(t) =~ [qo‘ —a\t — (ozqat - 5042)\752) 9] (1.58)
© 1
1 qat— —O./)\t2
Iy(t) =~ (¢ —aMt)e [1 - —2——0 1.
o) (¢ - oy (1= T2 ) (1.59)
y,siz=1Ip(t),con 0 <t <T,
I Nqoz_l.a _qa+xa
=1 )~ <1 = 0) (1.60)
de donde
T=r'(0+)~ L (1-2L 1.61
o~ L (1-35) (161)

La expresion (1.58) fue utilizada en Pal et al. (1993), pero ellos omitieron equi-
vocadamente el término con ¢? y por eso obtuvieron que T = I, L04) ~ a(%aeqa),
en lugar de la expresion (1.61). Posteriormente, Giri et al. (1996) utilizaron correc-
tamente la aproximaciéon dada por (1.59). Finalmente, las dos tltimas expresiones

fueron utilizadas en Giri y Chaudhuri (1998). Es importante observar que, para la

. . ., . aypa
validez de la aproximacién dada por (1.60), es necesario suponer que 1 — 456 > 0

para todo x € [0, ¢| y, por tanto, 1 — aqTa > 0. En consecuencia, siempre que se use
1
la expresién (1.60), es necesario suponer que g < (%) * y esta consideracién no fue
tenida en cuenta en Giri y Chaudhuri (1998).
Por todo lo anterior, en lo desarrollado en esta secciéon antes del inicio de esta

nota, hemos considerado més adecuado utilizar la longitud de ciclo T como variable

de decision.
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1.8.2. Resolucion del modelo

En esta subseccién abordaremos la resolucién del modelo planteado, calculando la
longitud 6ptima del ciclo de inventario, el tamano 6éptimo del lote y el beneficio mé&-
ximo por unidad de tiempo. Para ello reformularemos el problema anterior utilizando

la variable de decision auxiliar

Q=

T = (aAT) (1.62)

En funcién de 7, el beneficio total aproximado por unidad de tiempo ég(T) estd
dado por

Co(r) = ~2g0(7) (1.63)

siendo

677 | sAf
g9<7)——(s—p)mla[uira]wmra+75a 142202 1) T] il

200\ 20\ (€ + ) A(14a)
_ _ _ 0 [72(72—1—04)75 (s—p)(1—a)—2pa
_7-5 QO (o A -« K N a
(s=p) 2a)\|_ E+a 1+a } (1.64)

. . e . ., @ .
Es evidente que, si 7 minimiza la funcién gs(7), entonces T = 5 maximiza la

funcion ég(T ). Por consiguiente, el problema matemético puede ser reformulado como

Minimizar  g(T) (1.65)

sujetoa 1T >0

Ademss, es evidente que la funcién gy(7) es de clase C? en (0,00) y sus dos

primeras derivadas vienen dadas por

go(1) = [(€—0a) ¢l (1 —a)(s — p) AT — aK AT~

0 [12€02ta) 0 (s—p)(A—0a)—2pa,

+20¢)\ E+a 1+«

gg(1) = ((—a)(E—a— 1)7’570‘*2 +a(l —a)(s — p>ATfa71

0 72§(72 + @) (€ — 1)75—2
20\ §+a

+a(l+a)KAT*2 +

Entonces, se tiene que gy (7) > 0 para todo 7 > 0 y la funcién go(7) es strictamente

convexa. Ademads, se verifica que

HmTlO 99(7') = limr—>oo 90(T> =0
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Por consiguiente, podemos asegurar que la solucién del problema (1.65) se obtiene
resolviendo la ecuacién gp(7) = 0, que necesariamente tiene una unica raiz estricta-
mente positiva 7*.

Alternativamente, esta derivada puede expresarse como

E—a

96(7) = 75 P(7)

con
P(r) = R(r) + b Py(r)
P(1) =715 —ur —v
Py(1) =751 —w,
dondec:%,fza%‘wha U:(l_ag)(fsa_mvvz %Iff y
_ €4+ ) [(s —p)(1 —a) —2pa] A
Y26(V2 + @) (1 + )
Ademss, es evidente que £ > a+1>1,u>0,v >0y c> 0. También w < (ﬁ—g) U,

tal y como se prueba a continuacion:

€+a)l(s=p)1—a)=2pa]A ({+a)(s—p)(1l-a)A
Y2€(72 + @) (1 + @) Y28 (72 + @) (1 + )

() (22)
Y2€(72 + @) \ 1+« l+a

Por tanto, las ecuaciones gy(7) = 0 y P(7) = 0 son equivalentes y la solucién del

problema (1.65) puede obtenerse resolviendo esta tltima.
Para ello enunciamos un lema previo que proporciona un resultado general del
célculo diferencial, con una demostracién adaptada a las necesidades de nuestro pro-

blema.

Lema 1.18 Sea y = f(x) una funcién de clase C* en el intervalo (a,b) con una
inica raiz ¢ € (a,b) verificando las siguientes hipdtesis: (i) f(z) < 0V € (a,c); (ii)
f(z) >0Vz € (c,b) y (iii) f"(x) >0 Va € [¢,b). Se tiene:

1. f'(c) > 0.
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f(xn—l)
fl(zn—l)

cualquier valor inicial x, € [c,b). Entonces, dicha sucesion es convergente con

2. Paran =1,2,3, ..., se considera la sucesion definida por x, = x, 1—

con

lim,, oo x, = c. Ademdas, si f(xg) > 0 la sucesion es estrictamente decreciente

y si f(xg) =0 es constantemente igual a c.
Demostracién.

1. Por la hipétesis (iii) y por ser f(x) de clase C?, existe un nimero real ¢ > 0
con f"(x) > 0 Vx € (¢ —¢,b). Luego para cada = € (¢ — ¢, ¢), existe un punto
€, € (c—ec) con f(z) = f(c)(x — ) + f"(&,) 5L ¥ f"(&,) > 0. Como, por

la hipdtesis (i), f(x) < 0, necesariamente se tiene f’(c) > 0.

2. Por otro lado, de nuevo por la hipétesis (iii), necesariamente f'(z) > f'(c) > 0
Vx € (c,b). Por consiguiente, se tiene que f'(x) > 0 Vz € [c,b). Sea entonces un

punto z, € [c,b).

Si z, = ¢, entonces f(z,) =0, 1 = x,, f'(z,) > 0y la sucesién es constante-

mente igual a ¢ con lim,, ., z, = c.

Si x, > ¢, como f(z,) > 0y f'(x,) > 0, entonces se verifica que ¢ < x; < z,,

f(z1) >0y f'(x1) > 0. Por consiguiente, x; estd en las mismas condiciones que

f@n-1)
fl(xn—l)

f(z,) >0y f'(x,) > 0. Como consecuencia de todo esto, la sucesién {z,} -,

x,. Repitiendo el razonamiento se tiene x,, = x,,_1 —

con ¢ < Ty < Tp_1,

es estrictamente decreciente y acotada inferiormente por ¢, lo cual asegura que

su limite L verifica que L > c. Finalmente, por la definicién dada de la sucesién

{z,} 7|, dicho limite debe verificar la ecuacién L = L — JJ:,((LL)) y, por tanto

f(L) =0, lo cual implica que L = ¢ como queriamos demostrar. m

Apoyédndonos en este resultado, el siguiente teorema plantea la resolucién de la

ecuacién P(7) = 0.

Teorema 1.19 Sean las funciones Py(7) = ¢ —utr — v, Po(7) =7 —w y P(1) =
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w < (

ﬁ—g) uyT>0.Parai=1,2,3, ..., consideramos la sucesion definida como

(6= Dréy + o+l (€= 1+ a)ri! — wal

T; = )

eriT) —ut b7, [(€+a)ri —w(l+a)

1

con valor inicial T, = M&x {(u + v)% , (u+ 1))5%1 ,wél}, siendo w, = max {0, w}.

Entonces:

1.

2.

P(7) tiene una tnica Taiz positiva T* que, ademds, es el limite de la sucesion
[e.e]
{ri}iZo-

P'(7%) > 0.

Demostracion.

1.

La ecuacién P(7) = 0 tiene una tnica raiz positiva 7% porque es equivalente a
la ecuacién gp(7) = 0 y, como hemos indicado anteriormente, la funcién gy(7)
es de clase C? y estrictamente convexa en el intervalo (0, 00) con lim, | go(7) =
lim; o go(7) = 00. Ademas, por ser P(0) = —v < 0 y lim,_,o, P(7) = o0, se
verifica que P(7) < 0 para 7 € (0,7*) y P(r) > 0 para 7 € (7%, 00). Por otro
lado, la funcién P(7) es de clase C* en (0,00) y sus dos primeras derivadas

vienen dadas por:
P(1) =& —u 4 cfr” [(f + o) —w(1 + a)]
P'(1) = £(6 — 1)1 2 + et [(é +a)(+a—1)7 —wa(l + oz)}

Por tanto, si w < 0, entonces P”(7) > 0 para todo 7 > 0y, si w > 0, es evidente
1

a(l+a)w

=1 )
W} . Ademas, en este

que P"(71) > 0 para todo 7 > 7y con r| = [
ultimo caso, se verifica que

a(l+ a)w au

Pi(r) = {(§+a)(€+a—1)_u1 r—v < Lm_

u}rlgo

B a(l+a)
nir = (oo

)—11w<0
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Como consecuencia de ello, se tiene que P(ry) < 0, r; < 7"y P"(r) > 0
para todo 7 > 7*. Aplicando entonces el lema anterior a la funcién P(7) en el
intervalo (r1,00), podemos asegurar que la sucesién definida como

Priy) (€Dl vt arle (€= 14 a)r - wal

T = Ti—1 — =
Plred) ) —utobrs, [(6+ o)) —w(l + )]

con cualquier valor inicial 7, > 7* es convergente, con lim; ., 7; = 7* y ademés,
si P(1,) > 0, es estrictamente decreciente y, si P(7,) = 0, es constantemente
igual a 7*. Con el valor inicial 7, propuesto por el teorema, si u +v > 1y
w > 1 entonces 7, = méx{(u—{—v)&%l ,wﬁ%l} > 1y se verifica que P(7,) =
(5t —w)ry —v > v(r,—1) >0, P(1,) =751 —w >0y P(r,) > 0. De
forma similar, para todas las diferentes posibilidades que pueden presentarse
en funcién de los valores de los pardmetros u + v y w, la Tabla 1.11 muestra
que P(1,) > 0y, por consiguiente, se tiene que 7, > 7. Ademds, P(7,) > 0
v la sucesion es estrictamente decreciente en todos los casos excepto en dos:
uvtv=w=1Lyu=0v<lyw= vT . Para el primero de ellos, la solucién

1
es 7 = 7, = 1 mientras que, para el segundo, la solucién es 7* = 7, = v¢.

2. Se sigue del apartado 1 del lema anterior. m

Tabla 1.11. Valores de P(7,) en funcién de u +v y w

utv w To P(1,)
1 <1 1 cf (1—w)>0
1 1 1 0
1 >1 wET>1 | (w—u) To—(1—1)>0
<1 <(u+v)££;1 (utv)i<l | u (1=7o)+cOrite [757 —w] > 0
<1, u=0 vE vi<l 0
<1, u>0 (u+v)£€;1 (u+v)%<1 u(l=71,)>0
<1 (u+v)§;1<w<1 wET<1 WET —wET—y>uy (1—w€T11>20
<1 >1 wET>1 (w—u) To—v>w—u—v>0
>1 <1 (u+ v)ﬁ%l >1 | v(1,—1)+c071T (u+v—w)>0
>1 >1 >1 Py(1,)+c0T T Py(7,)>0
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Utilizando el teorema anterior, podemos evaluar la solucién 7* del problema (1.65)
con el grado de precisién deseado y, una vez obtenida, calcular la longitud de ciclo

(T*)Oé

6ptima aproximada como T = ~—=—
a\

. El tamano 6ptimo del lote ¢* puede ser apro-
ximado con la expresién (1.52) y el beneficio 6ptimo ég(T*) puede obtenerse con la
expresiéon (1.55) una vez evaluadas las expresiones (1.53) y (1.54) para el coste del
deterioro y el coste de almacenamiento aproximados.

Podemos enunciar entonces el siguiente algoritmo para la resolucién del modelo

planteado en esta seccién:

Algoritmo 3. Obtencion de la politica dptima del modelo con deterioro (6 > 0).

a\)71 —a)(s—p)A a
Paso 1. Calcular A = —hle((wl)%Jrl)’ E=ay, +7vy, u= (=o)(s=p)a gia ) , U= —;fﬁ,
_ ({+a9)[(s—p)(1—c)—2pa]A _ 72é(yata)
W= et Y €T e

Paso 2. Si u+ v =w =1 entonces hacer 7* = 1. Ir al Paso 5.
Paso 3. Stu=0,v<1lyw= vT entonces hacer ™ = vt. Ir al Paso 5.

Paso 4. Hacer w, = max {0, w}.

1
(a) Calcular T, = max < (u + v)% , (u+ v)ﬁ%l ,we } y seleccionar la tolerancia

TOL, con 0 <TOL < 71,.
(1) tv-+edr | (- 14a)rT) - wal

b) Calcular ;= para i = 1,2, 3...
(

eril—utedre, | (E+a)rl—w(i+a)]
hasta que se verifique 7, — TOL <0, o 7, — TOL > 0 con P(t; — TOL) < 0.

(¢) Hacer 7% = T;.

Paso 5. Calcular la longitud optima del ciclo de inventario T* = (T;;a.

Calcular el tamano dptimo del lote ¢* = (cw\T*)é (1 + gT*).

—_— . £ o .
Bualuar HO(T*) = 0% [14 24025877 y DO(T*) = iy (oM7),

Calcular el beneficio dptimo por unidad de tiempo

Go(T™) = (s—p)q*—K—IﬁT*)—DC(T*)‘

Nota. Observar que, en el Paso 4(b), si 7, — TOL < 0, como 7 > 0, entonces

7,—7" < TOL. Del mismo modo, si 7;,—TOL > 0, como la sucesién 7; es estrictamente
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decreciente y P(7) < 0 siy sélosi T € [0,7), entonces P(7; — TOL) < 0 implica que
7; — 7% < TOL. Por lo tanto la regla dada en este paso es un criterio adecuado de

parada para el algoritmo.

1.8.3. Analisis de sensibilidad respecto a la tasa de deterioro

En esta subseccion se incluye un anélisis de sensibilidad con respecto a la variaciéon
de la tasa de deterioro # para distintos valores 6ptimos de las variables del modelo
planteado. Mds concretamente, teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la
subseccion anterior, sabemos que para cada valor de 6, con 0 < § << 1, es posible
calcular el valor 6ptimo de la variable de decisién auxiliar 7%, la longitud 6ptima del
ciclo de inventario 7™, el tamafno 6ptimo del lote ¢*, el beneficio 6ptimo por unidad
de tiempo Gy(T*) y el valor 6ptimo de la funcién auxiliar go(7*). En consecuencia,
considerando ahora el pardmetro f como una variable, se generan las funciones 7*(0),
T*(0), ¢*(0), G (T*(0)) y go (7*()). Se trata ahora de estudiar la variacién de estas
funciones respecto a cambios en la tasa de deterioro 6.

Teniendo en cuenta que en la resolucién del problema hemos utilizado como paso
intermedio la variable auxiliar 7 y la funcién auxiliar go(7), empezaremos calculando

las derivadas de 7*(6) y de gy (7*(0)) con respecto a 6.

Lema 1.20 Sea gy(7) la funcion dada por (1.64), y 7(0) y go (7%(0)) las funciones

arriba definidas. Entonces en un punto 0 = 6, para el cual 7*(0,) = 7%, se tiene:

o o

dT*(Q) c (T*>1+a [(T*)E_l . w}

() —

st ()t By () (€ ) () — w(1 +0)

) A 0)

V(2 Q)T T et
o=g,  2\a(é+a) [(T") B fw}

Ademds, ambas derivadas son continuas en el punto 0 = 0,,.

Demostracion.

(i) Si definimos la funcién

Fi0,1)= ¢ —ur — v+ cfr'tte (7’5_1 — w)
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y denotamos por 6, al valor actual de 6, entonces, para cada 6 suficientemente cerca de

0,, la solucién 6ptima 7* (f) viene definida implicitamente por la ecuacién Fy (0, 7) =

aF‘l (‘977—) —
00 o

ettt (77 — w), —6%(70’7) =P(r) =& —u+ dr [(E+a)r —w(l+a)] y,

0, de modo que Fi(0,7*(0)) = 0y 7*(0,) = 7. Ademds, se verifica que

8F1(9077':;) — P/(T*

e *) > 0. Entonces, por ser

por el apartado (ii) del Teorema 1.19,

aFg(g .7) y aFla(f’T) continuas en un entorno del punto (,,7*), podemos

las funciones
asegurar que la funcién Fi(6, ) verifica las hipotesis para poder aplicar el Teorema

de la Funcién Implicita en un entorno del punto (6,,7%) y, por tanto

. OF1 (00,7% *\ 1+ x\§—1 o
dre)| Pl (r) ™ () )
W oo, PG )T —u (1) €+ 0) (1) — w(1 +a)]

y esta derivada es continua en el punto 6 = 0,.

(ii) Si definimos la funcién

_ a B 0 [vy(yy+ )™ (s—p)(1—a)—2pa
Fy(0,7)=7""%(s—p) AT+ K AT 2112 — A
(0, T)=rHsmp) AT K AT +2a)\{ E+a I+a }

y denotamos por 6, al valor actual de 6, entonces, para cada 6 suficientemente

cerca de 6,, el valor minimo de gy(7) es go(7* (0)) = F»(0,7*(0)) con 7 (0,) =

%y go(7* (0,)) = ge(77). Entonces, derivando la funcién g¢(7*(0)) en el punto
0,, y teniendo en cuenta la existencia de dT;(ge) , que —aFng’TZ) =0y w =
€+a)[(s—p)(1—a)—2pa] A, s sigue
Y26 (72 + a)(1 + )
dgg(T*(e)) B aFQ(QO,TZ) n 8F2(90’7-2) d’i'*((g)
g o, 90 or o |,y
. 8F2(90,7'Z)
B o0
Yo(y2 + )75 E-1
Do rar L) u|

y esta derivada es continua en el punto 6 =6,. m

Apoyandonos en el resultado anterior, podemos enunciar el siguiente teorema para
las derivadas de la longitud 6ptima del ciclo T*(f) y el tamanio 6ptimo del lote ¢*(0)

con respecto al pardmetro 6.
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Teorema 1.21 Sean T*(0) y q*(0) la funciones antes definidas para la longitud de
ciclo dptima y el tamano dptimo del lote para un valor dado de 0, respectivamente.

Entonces, en un punto 0 = 0, para el cual 7 (0,) = 7%, se tiene:

Sy | —w

A o o

im0 ) —ut el (7 (€4 ) () —w(l+ )]

I

T

e e ] [ ]

om0, E(r) T —ut e ()" [(€+0) (1) — w(l + a)]

(ii) dq;ée)

Ademds, ambas derivadas son continuas en el punto 0 = 0.

Demostracion.
a—1 . .
z - El resto es inmediato

dar* __ dT* dr*
do — dr* do -

: : _ a ar __
(i) De (1.62) se sigue que T' = 7%/(a)) y, por tanto 7~ =

aplicando el Lema 1.20 y teniendo en cuenta que
(i) De (1.52) y de (1.62) se sigue que ¢ = 7 (1 + £Z5), de donde % =1 + %7‘0‘.

dg* _ dg” dr*
a9 — dr* df -

Basta ahora aplicar el Lema 1.20 y tener en cuenta que [ ]

Como consecuencia de este teorema, podemos enunciar el siguiente resultado para
el andlisis de sensibilidad de la longitud 6ptima del ciclo T7*(6) y el tamano 6ptimo

del lote ¢*(#) con respecto al pardmetro 6.

Corolario 1.22 Sean T*(0) y q*(0) las funciones antes definidas para la longitud de
ciclo optima y el tamano optimo del lote para un valor dado de 6, respectivamente,

con 0 < 0 << 1.

(i) St w <0 entonces T*(0) y q*(0) son funciones mondtonas estrictamente decre-
cientes.

_a
wé=t
a\ ’

(i) Siw > 0 y para un valor dado 0, se tiene T* (0,) > entonces T*(0) y

q*(0) son funciones estrictamente decrecientes en un entorno del punto 6 = 0,,.

_a
wé—1
a\

(111) Siw > 0 y para un valor dado 0, se tiene T (0,) < entonces T*(0) y

q*(0) son funciones estrictamente crecientes en un entorno del punto 6 = 0,.
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Demostracién. Utilizando los apartados (i) y (ii) del teorema anterior referidos

ahora a cualquier 6, con 0 < << 1, se tiene

o || = signo [~ (0]

dT*(&)] _

51gno { 70

ya que

£ (O —u+ e (7 (0) [(€+ ) (7 (0) —w(1+ )] = P/ (8) > 0

por el apartado (ii) del Teorema 1.19. Entonces:

(i) Si w < 0 se tiene de*e(e) <0y %&0) < 0 para cualquier 6 y, por tanto, T*(0) y

q*(0) son funciones monétonas estrictamente decrecientes.
wET
aX ?

(ii) Para un valor dado 6,, si w > 0y T*(0,) > utilizando (1.62), se tiene

daT* ()
do

7*(0,) > wET y, por tanto, ‘9 . < 0. El resto se sigue de la continuidad de la

funcién dT;H(Q) en el punto 6 = 0,,.
(iii) Del mismo modo que en el apartado anterior, siw > 0y 7% (0,) < w;\j , se tiene
7*(0,) < weT y, por tanto, %6@ >0. m

=0,

Fl siguiente teorema proporciona la derivada del beneficio maximo por unidad de

tiempo Gy(T* (6)) con respecto al pardmetro 0.

Teorema 1.23 Sea Go(T* (0)) la funcion antes definida para el beneficio mdzimo
por unidad de tiempo y T*(0) la longitud éptima del ciclo para un valor dado de 6.
Entonces en un punto 6 = 0, para el cual 7(0,) = 7%, se tiene:

dGo(T*(0))

- _ _72(’72 + a7, [(7_;)5—1 —tw

2+ a)A

0=0,

Ademdas, esta derivada es continua en el punto 0 = 0,.

Demostracion.
Teniendo en cuenta (1.63), y utilizando el apartado (ii) del Lema 1.20, se tiene que

dGo(r*(0))|  _ aXdge(r"(0)| _ m(pt o) [(T*)g—l _tw
do A L, 2+ a)A Ve '

0=0,

~

Pero, ademds, como Go(T* (8)) = Gy (7*(F)), resulta que
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dGo(T*(0))
do

dGy(7(0))
n do

0=0, 0=0,

y queda probado. m
Para finalizar, el siguiente corolario incluye el anélisis de sensibilidad para el be-

neficio maximo por unidad de tiempo Gy(T™ (6)) con respecto al pardmetro 6.

Corolario 1.24 Sea Go(T* (0)) la funcién antes definida para el beneficio mdzimo
por unidad de tiempo y T*(0) la longitud dptima del ciclo para un valor dado de 6.
(i) Siw < 0 entonces Go(T*(0)) es una funcion mondtona estrictamente decre-
ciente.
(i1) Siw > 0 y para un valor dado 0, se tiene T* (6,) > %, entonces Go(T*(6))
es una funcion estrictamente decreciente en un entorno del punto 60 = 0,,.
(111) Siw > 0 y para un valor dado 0, se tiene T* (6,) < %, entonces Go(T*(6))
es una funcion estrictamente creciente en un entorno del punto 0 = 0,,.
Demostracién. Utilizando el teorema anterior, referido ahora a cualquier 6, con
0 <60 << 1, se tiene

dGy(T*(0))

51gno 70

= signo [fw —(r*(0))!

y por tanto:

(i) Si w < 0 entonces < 0 para cualquier 6, y, por tanto, Go(T*(6)) es

dGo(T*(6))
N P

una funcién mondétona estrictamente decreciente.

(ii) Para un valor dado 0,, si w > 0y 7% (0,) > (fwo)éﬁ, utilizando (1.62), se tiene

Y
(7 (6,))*" > €w y, por tanto, W‘ < 0. El resto se sigue de la continuidad
=0,

dGo(T*(6))
dé

de la funcién en el punto # = 0,

(iii) Del mismo modo que en el apartado anterior, si w > 0y T (6,) < (Ew L

aix )
dGo(T*(0))

T >0. m

utilizando (1.62), se tiene (7* (90))571 < &w y, por tanto, -

Una conclusién importante de los corolarios 1.22 y 1.24 es el hecho de que la
longitud éptima del ciclo de inventario, el tamano 6ptimo del lote y el beneficio
maximo por unidad de tiempo no necesariamente decrecen cuando la tasa de deterioro

f aumenta, como podria, quizds, pensarse a priori.
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1.8.4. Casos particulares

A continuacién mostraremos algunos casos particulares del modelo analizado en
esta seccion. En primer lugar , dedicaremos un apartado al caso especial del modelo de
minimo coste, que es una situacion particular del problema de méximo beneficio aqui
estudiado. Al igual que en la seccién 1.5, este modelo de minimo coste con deterioro
se puede obtener haciendo s = p en nuestro modelo. En segundo lugar repasaremos
algunos modelos existentes en la literatura de inventarios que pueden obtenerse como
casos particulares del modelo aqui desarrollado. Ademads, compararemos las soluciones

obtenidas por sus respectivos autores con las que proporciona nuestro estudio.

El modelo de minimo coste

Diversos autores, como Giri y Chaudhuri (1998), han considerado modelos de
inventario con deterioro desde la perspectiva de minimizacién del coste total del in-
ventario por unidad de tiempo. Este coste total lo definen como la suma de los costes
de pedido, de almacenamiento y del deterioro. En estos trabajos el coste de deterioro
se calcula usando el coste unitario de adquisicién p en vez del precio unitario de venta
s. Asi, el coste total del inventario por unidad de tiempo, Cy(T'), viene dado por

K+ HC(T)+EDC(T)
N T

Co(T)

y el problema de minimo coste puede formularse como

Minimizar Cy(T)

sujetoa T >0

Ahora bien, es evidente que si s = p, entonces Gy(T) = —Cy(T') y el problema de
maximizacién del beneficio por unidad de tiempo es equivalente al de minimizacién
del coste del inventario por unidad de tiempo. Por tanto, el problema de minimo coste
considerado por otros autores puede obtenerse haciendo s = p en el modelo analizado

en esta seccién. Ademds, si s > p pero la tasa de demanda es constante (es decir,
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a = 1), entonces se tiene

Go(T) = ° — Co(T)

= (s=p)A—=Cy(T)

y, por tanto, también en este caso, ambos problemas tienen la misma solucién. Sin
embargo, en cualquier otro caso, los dos problemas son distintos y sus respectivas
politicas 6ptimas también pueden serlo.

De esta forma, resulta interesante comparar las soluciones de ambos problemas

cuando s > p y 0 < a < 1. Teniendo en cuenta que Cy(T') ~ 6*9(T) siendo

£
aXT)a @) 9 14
K X8 (14 20abeldr) 4o a8 (aaT)

Co(T) = T

y usando la variable auxiliar 7, el problema de minimizar el coste total aproximado

por unidad de tiempo podemos reformularlo como

min{c,(7) : 7 > 0}, (1.66)

siendo ¢,(7) = 787 + KA + ;& (%7’5 + %7’). Dado que la solucién del

problema (1.66), 7% ., puede obtenerse haciendo s = p en el problema (1.65), podemos

*
min

asegurar que Py, (7%, ) = 0, siendo

2 A
Poin(7) = 78 — v + e <7‘§_1 + pa(€ +a) ) ,

Y26 (72 + @) (1 + @)
Ademss, es claro que

_AEFa) (s —p)(L—a)A 4,

P = Pl T = e + a1 4 0)

y, por tanto,

* = —urt, _CH(&—FOJ)(S—]Q)(l-O[)A _— 1+«
POoin) = =T = e a1 ) ) SO

Utilizando las propiedades de la funcién P(7) dadas en la demostracién del Teore-

*
min

ma 1.19, la desigualdad anterior nos permite asegurar que 7 . < 7*. En consecuencia,

se verifica:
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(i) T = w0 e

min al

.. % « 1 " . 1 . .
(i) gh = (ONTiag)® (14 §T5) < (@AT*)a (1+ §77) = ¢".

£
HC(T* ) (a)\T;;]m)a 1 ] o (Yo+a) 0T . (a)\T*)§71 1 o (Yot-a)0T* _%(T*)
(111) T A + 2(&+a) < A + 2(6+a) =7 -

.\ DO(T* s0(aN) T e N L s0(aN)EF L DO(T
(iv) (Thm) _ s0(a) (T*. )~ < (aX) (T*)s = ()

T, T 214w min A1+a) T*

min

K K
(V) 72 > 7+

(vi) Cy(Tr,) < Co(T*) porque T7. es la solucién de minimo coste.

min min

(vii) Go(T7,) < Go(T) porque T* es la solucién de maximo beneficio.

min

Resumiendo, la solucién éptima para el problema de minimo coste tiene menor
longitud de ciclo, menor tamano del lote, menor beneficio, menor coste total y menor
coste de almacenamiento por unidad de tiempo, pero mayor coste de pedido por

unidad de tiempo. Recordemos que esto mismo ocurria en el modelo sin deterioro.

Otros modelos de la literatura de inventarios

En este apartado mostraremos cémo el modelo expuesto en esta secciéon admite
como casos particulares otros modelos EOQ desarrollados anteriormente en la litera-
tura de inventarios. Ademads, compararemos algunas de las expresiones obtenidas por

sus respectivos autores con las mostradas en esta seccion.

1. Modelo EOQ bdsico con deterioro. (Ver, por ejemplo, Zipkin, 2000, p. 62). Si en
el modelo estudiado en esta seccién consideramos o = y; = v, = 1, obtenemos
el modelo EOQ bésico con deterioro, demanda constante y costes de almace-
namiento lineales en el tiempo y la cantidad de producto almacenado. En este
caso,setieneA:%,522,u:0,v:%,w:—%,c—SA,T:)\Ty,

ademads,

2KXN 20 3pA 5\ 20 5 h+pl , 2KA
)—3)\7'4— A T n

P — 2 = =7 3 e 0
()= , +3)\(T+2h7'
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Como 6 ~ 0, si omitimos el sumando con 73, la solucién aproximada para la

)~ S

expresién que coincide con la solucién proporcionada, por ejemplo, en Zipkin

2K\ or*
hipd Y 2

ecuacion P(1) = 0 es 7* = por tanto, ¢* ~ 7* (1 +

(2000, p. 62). No obstante, puede obtenerse una mejor solucién resolviendo la

ecuacién P(7) = 0 sin omitir el sumando con 73.

Aunque este modelo fue estudiado desde la perspectiva del minimo coste, como
la tasa de demanda es constante, es equivalente al modelo de maximo beneficio

y, por tanto, no hemos necesitado considerar s = p en nuestro anélisis.

. Modelo de Pal et al. (1993, un caso particular). Si consideramos y; = v, = 1

en nuestro modelo, se obtiene el caso del citado modelo suponiendo que el
reemplazamiento se produce en el instante en que el stock se agota (es decir,
ir = 0) ysiendo o =\, Q =¢q,C =p, Co = Ky C, = h. Ademds, los
autores utilizaron el tamano del lote ¢ como variable de decisién, en lugar de la
longitud de ciclo T que nosotros hemos usado. Los resultados aqui presentados
no coinciden con los obtenidos en el citado trabajo debido a que los autores
cometieron un error al aproximar el valor de la longitud del ciclo del inventario.
Asi, ellos utilizaron como aproximacién al nivel de inventario I4(t) dado por

(1.57) la expresion

Io(t) ~ [¢° — at (A + 0g™)]

en lugar de la expresién (1.58). Como consecuencia, T = I, *(0+) lo aproxi-

maron por , en lugar de usar (1.61). Estas diferencias son las que provo-

qa
A+0g%)
can la no coincidencia del beneficio por unidad de tiempo conseguido por ellos

con el obtenido en esta seccion.

. Modelo de Giri y Chaudhuri (1998, modelo A). Si tomamos s = py v, = 1

en nuestro modelo, obtenemos el citado modelo con n = v, y C' = p. En este

(aX)™ _ ala\)™
hnB(n,2+1) — hB(n+1,%

caso se tiene A = ) Los autores consideraron el tamano
del lote ¢ como variable de decisién y utilizaron como aproximacién de T' la

expresion (1.61). Utilizando la aproximacién de primer orden en 6, de (1.54) se
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sigue que el coste de almacenamiento por ciclo de inventario es

'n+1

[T (q)] = (1+a)f
Helq) ~ A ( 2(an+1+ ) (q))
Ath@+11 MH<1 >%T<L% (1+ a)fg° )
- a (A 2(an + 14 a)ai
N hB(n—i—l 1) an+1<1 om—l— q><1+ (14 a)fg” )
a(aX 2(an + 1+ a)ar
_ hB (n—l—l L) <1 (an+a—|—2)0qa)
- a(a)" 2(an+ 1+ a)A
_ hB(n+1,1) (2)\qa"+1 _ nlan+a+2)6 an+a+1) (1.67)
2 (X)) an+a+1

y, de (1.53), el coste de deterioro es

s6 1 s0qoTt Og*\ =
De(q) ~ —2 [a\T(q)]+ e 2L (12
) ~ 3azay AT Aﬂ+a)< 2\
qua+1
~N o — 1.
NI+a) (1.68)

Las aproximaciones al coste de almacenamiento y al coste de deterioro dadas,
respectivamente, por (1.67) y (1.68) coinciden con las obtenidas en Giri y

Chaudhuri (1998).

4. Modelo de Giri y Chaudhuri (1998, modelo B). Si consideramos s =py v, =1

en nuestro modelo, obtenemos el citado modelo con n = v, y C' = p. En este

A .
a = A9 Como en el caso anterior, los autores
hB(1,g+1) h

caso, se tiene A =
consideraron el tamano del lote ¢ como variable de decisién, en lugar de la
longitud del ciclo del inventario y también utilizaron como aproximacién de 1T’
la expresién (1.61). Usando la aproximacién de primer orden en 6, de (1.54) se
sigue que el coste de almacenamiento por ciclo de inventario es
nta
iy ~ AT (o)
h i 0g\ = n(n + a)fg”
wrat (75) (i)

Q

Q
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Q

n—+ao n+2a
()
(n+a)A  (n+2a)A

Esta ultima expresién coincide con la obtenida en Giri y Chaudhuri (1998) para

su modelo.

Como ya se ha senalado, en estos dos tltimos modelos los autores usaron el tamano
del lote ¢ como variable de decision y, por tanto, una aproximacién para la curva del
inventario Iy(t) distinta a la utilizada por nosotros. No obstante, en los resultados
computacionales que se incluyen en la siguiente subseccién comprobaremos, con el
ejemplo numérico utilizado por ellos, que las soluciones aqui obtenidas son aproxi-

madamente las mismas que las proporcionadas en su trabajo.

1.8.5. Resultados computacionales

En esta subseccién ilustraremos los resultados obtenidos para el modelo con dete-
rioro por medio de dos ejemplos numéricos que permitirdn analizar el comportamiento
de la solucién 6ptima con respecto a cambios en el pardmetro de deterioro 6 y en los
pardmetros de elasticidad 3, v; ¥ 7.

Para el primer ejemplo utilizaremos un sistema de inventario con los mismos paré-
metros que en el ejemplo de la seccién 1.6. Es decir, A\ =1, K =10, h = 0.5, s = 62,
p = 50. Para analizar el efecto del pardmetro 6 sobre la longitud 6ptima del ciclo y
el beneficio médximo por unidad de tiempo hemos utilizado el Algoritmo 3 dado en la
subseccién 1.8.2 para obtener dichos valores 6ptimos para ciertos valores fijos de los
pardmetros de elasticidad (3, v; y 74, ¥ los siguientes valores de la tasa de deterioro
0 € {0.01,0.03,0.05,0.07,0.09}. En primer lugar, para v, = v, = 1.5, hemos elegido
g € {0,0.1,0.3,0.5,0.7} y, en la Tabla 1.12 hemos incluido la longitud 6ptima del
ciclo T* y el beneficio éptimo por unidad de tiempo G} = é@(T*). Las curvas de
variacién de estos valores como funciones del pardmetro 0 se representan en la Figura
1.16. En segundo lugar, para f = 0.3, hemos utilizado los siguientes valores para

los pardametros de elasticidad del coste de almacenamiento v,,v, € {1,1.5,2,2.5} y,
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considerando todas las posibles combinaciones, hemos calculado de nuevo la longitud

6ptima del ciclo y el beneficio médximo por unidad de tiempo, obteniendo los resul-

tados que se muestran en la Tabla 1.13. Para este mismo caso, la variacién de estas

cantidades como funcién del pardmetro 6 es representada en la Figura 1.17. Ademas,

en ambas tablas hemos incluido también las soluciones correspondientes al modelo sin

deterioro, evaluadas con el Algoritmo 1 de la seccién 1.3, con el propésito de comparar

las soluciones 6ptimas de los modelos con y sin deterioro.

Tabla 1.12. Valores 6ptimos 1™ y G}, para 7, = 7, = 1.5 y diferentes valores de 0 y /3

0 0 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09
gl G| T G| T G| T G| T G| T G
0 | 324 737|296 6.57|255 5.17 225 3.96 | 2.04 2.87 | 1.87 1.89
0.1 367 772|336 685|288 535|254 407|228 295|209  1.95
0.3]476 889|438 7.80|3.77 598|332 450|298 3.26 | 2.71 2.19
0.5]6.25 11.3|584 9.83|5.16 7.39 | 4.62 551 | 4.18 4.01 | 3.81 2.79
0.7 | 857 174|821 15.0| 7.58 11.2| 7.05 8.41 | 6.58 6.28 | 6.16 4.63

A la luz de los resultados obtenidos, conviene realizar los siguientes comentarios:

1.

En todos los casos, la solucién éptima para el modelo sin deterioro tiene mayor
longitud 6ptima de ciclo y mayor beneficio méaximo, como puede, en principio,

esperarse.

. La Figura 1.16 muestra que, para 7, 7, fijos y todos los valores del pardmetro

[ considerados, la longitud éptima de ciclo y el beneficio maximo por unidad
de tiempo decrecen cuando el valor de la tasa de deterioro § aumenta. Ademsés,
el decrecimiento de la longitud éptima de ciclo hacia cero es mds rédpido cuanto
mayor es el pardmetro de elasticidad de la demanda 3. De forma algo similar,
el decrecimiento del beneficio 6ptimo por unidad de tiempo es lineal cuando
£ = 0 y mds fuertemente convexo cuando el valor del pardmetro 5 aumenta, es
decir, grandes tasas de decrecimiento para pequenos valores del pardametro 0 y
pequenas tasas de decrecimiento para valores de # més grandes. No obstante,
como demuestran los corolarios 1.22 y 1.24 de la subseccién 1.8.3, esto no tiene

por qué ser siempre cierto para todos los sistemas de inventario con deterioro.
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Figura 1.16. Curvas de T™ y ég(T*) en funcién de 0 para 3 fijoy 7, = 7 = 1.5

Tabla 1.13. Valores 6ptimos 1™ y G para 8 = 0.3 y diferentes valores de 0, v, y 74

0 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09

(rw) | TGy | T G| T Gy | T Gy | T G| TG
(1,1) 184 16.6 | 9.79 11.8 | 564 7.64 | 421 536|347 3.75 | 3.01 249
(1,1.5) | 6.37 10.5 | 5.47 8.86 | 4.32 6.51 | 3.62 4.78 | 3.15 3.41 | 2.81 2.27
(1,2) 421 8131392 7.18 | 347 555 | 3.11 420|283 3.04 | 2.60 2.03
(1,2.5) | 3.35 6.82 | 3.21 6.11 | 297 4.83 | 276 3.70 | 2.58 2.69 | 2.42 1.79
(1.5,1) | 7.51 11.3 | 6.17 9.39 | 4.63 6.76 | 3.78 4.91 | 3.24 3.49 | 2.87 2.32
(1.5,1.5) | 4.76 8.89 | 4.38 7.80 | 3.77 5.98 | 3.32 4.50 | 2.98 3.26 | 2.71 2.19
(1.5,2) | 3.74 759 | 3.56 6.79 | 3.24 535|298 4.11 | 2.75 3.02 | 2.56 2.04
(1.5,2.5) | 3.20 6.74 | 3.10 6.08 | 2.90 4.86 | 2.72 3.77 | 2.56 2.79 | 2.42 1.89
(2,1) 4.86 878|445 769 | 3.81 587|334 440|298 317|271 2.11
(2,1.5) | 390 7.78 |3.70 6.95|3.35 547 |3.06 4.19 | 281 3.07 | 2.60 2.08
(2,2) 3.38 7.08 326 638 3.04 511|284 397|266 294 | 250 2.01
(2,2.5) | 3.05 6.55 | 297 594|281 4.80 | 2.66 3.76 | 2.53 2.80 | 2.40 1.92
(2.5,1) | 3.73 722|355 6.46 | 3.23 5.08 | 2.96 3.88 | 2.73 2.81 | 2.54 1.86
(2.5,1.5) | 3.37 6.92 | 3.25 6.25 | 3.03 5.00 | 2.83 3.88 | 6.65 2.86 | 2.49 1.94
(2.5,2) | 3.11 6.61 | 3.02 6.00 | 2.86 4.85 | 2.71 3.80 | 2.56 2.83 | 2.43 1.95
(2.5,2.5) | 291 6.32 | 2.85 5.76 | 2.72 4.69 | 2.60 3.69 | 2.48 2.77 | 2.37 1.92

3. La Figura 1.17 muestra que, también cuando el parametro de elasticidad de la
demanda es fijo con 8 = 0.3, y para todos los valores de v, y v, utilizados, la
longitud 6ptima de ciclo y el beneficio maximo por unidad de tiempo decrecen
cuando la tasa de deterioro # aumenta. Pero, en ambos casos, el decrecimiento es
mucho mas rapido para valores pequenos del parametro 6 cuando la suma de los

pardmetros v, y v, €s pequena, y se convierte en un decrecimiento practicamente
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lineal cuando la suma de v, y v, es grande. También ahora, como se deduce de
los corolarios 1.22 y 1.24 de la subseccion 1.8.3, esto pudiera no ser cierto para

otros modelos de inventario con pardmetros iniciales distintos.
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Figura 1.17. Curvas de T y ég(T*) en funcién de 0 para v;, v, fijos y 5 = 0.3

Finalmente, para comparar las soluciones de méximo beneficio y minimo coste
por unidad de tiempo, utilizaremos el mismo ejemplo numérico que en el trabajo
de Giri y Chaudhuri (1998), pero anadiendo un valor para el precio de venta del
producto, que no fue considerado por los citados autores por haber planteado el
problema desde la perspectiva de minimizacién del coste total del inventario por
unidad de tiempo. Concretamente, suponemos que el sistema de inventario tiene los
siguientes pardmetros: A = 2, h = 0.5, K = 200, # = 0.03, p = 10 y s = 50.
Haremos la comparacién suponiendo siempre que el pardmetro de elasticidad de la
demanda es § = 0.3 y los pardmetros de elasticidad del coste de almacenamiento
son vy,7v, € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. En primer lugar, suponemos que v, = 1y
s = p = 10 para obtener el modelo A de Giri y Chaudhuri (1998) y comprobar
que, con los mismos valores del pardmetro v, utilizados por esos autores, la longitud
6ptima de ciclo T* = T coincide, aproximadamente, con la solucién proporcionada
por los citados autores, y también el minimo coste por unidad de tiempo C; = —Gj
coincide con el proporcionado por ellos. Después hemos considerado también el caso
s = 50, calculando de nuevo la longitud 6ptima de ciclo 7™, el beneficio maximo por
unidad de tiempo G} y el valor del beneficio por unidad de tiempo que se obtendria

utilizando la soluciéon de minimo coste T, es decir, ég(Tg). Por dltimo, para obtener
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el modelo B de Giri y Chaudhuri (1998), hemos repetido los mismos cdlculos con

v; = 1 y los mismos valores del pardmetro 7, utilizados por esos autores. Todos los

resultados se muestran en la Tabla 1.14.

Tabla 1.14. Soluciones de minimo coste y méximo beneficio para # = 0.03 y = 0.3

(como en modelo’yj de 1Giri y Chaudhuri) | (como en modelové de 1GiI'i y Chaudhuri)
s =10 s =50 s =10 s =50
(minimo coste) | (mdximo beneficio) (minimo coste) | (mdximo beneficio)
7| Te Gy T Gy GoTo) | % | To G T Gy Go(Ty)
11951 3517 35.3 213.2 1389 11951 3517 35.3 213.2 1389
2 | 5,57 51.39 8.44 100.2 85.68 2 | 383 70.74 4.75 51.39 45.40
3 1390 67.03 4.72 55.40  50.02 3 | 241 1026 261 -5.99 -7.79
4 |3.08 80.31 3.44 28.03 25.25 4 1.8 1274 1.93 -41.97 -42.83
5 1261 91.37 2.81 857  6.85 5 | 1.56 146.6 1.60 -67.51 -68.03
6 | 231 100.6 244 -6.30 -7.48 6 |1.38 161.7 1.41 -86.75 -87.10
7 | 210 108.4 2.19 -18.14 -19.01 7| 1.27 1739 1.29 -101.8 -102.1
8 | 1.95 115.1 2.02 -27.85 -28.53 8 | 1.18 183.9 1.20 -113.9 -114.1
9 | 1.84 1209 1.89 -35.98 -36.53 9 | 1.12 192.2 1.13 -123.8 -124.0
10 | 1.75  125.9 1.79 -42.90 -43.35 10 | 1.07  199.2 1.08 -132.2 -132.3

A la vista de los resultados obtenidos, podemos establecer las siguientes conclu-

siones:

1. Cuando s = p = 10, la longitud éptima de ciclo T* = Ty y el minimo coste

total por unidad de tiempo Cj = —G} coinciden, aproximadamente, con los
proporcionados en el trabajo de Giri y Chaudhuri (1998). Las pequenas diferen-
cias son justificadas por el hecho de que, como ya comentamos en la subseccién
1.8.1, los citados autores utilizaron la aproximacién a la curva del inventario
Iy(t) dada por (1.60), en funcién del tamano del lote ¢, en lugar de la aproxi-
macién dada por (1.51) que hemos utilizado nosotros, en funcién de la longitud
de ciclo T'. Por ejemplo, en el modelo A, para 8 = 0.3 y 7; = 2, estos autores
obtuvieron 7% = 5.54 y C; = 51.72, mientras que nosotros hemos obtenido

T* = 557y Cj = 51.39. Del mismo modo, en el modelo B, para § = 0.3 y
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7o = 2, ellos obtuvieron 7™ = 3.81 y C; = 71.04, mientras que nosotros hemos
obtenido 7™ = 3.83 y Cj = 70.74. Estas coincidencias también nos sirven para
comprobar que, efectivamente, la solucién de minimo coste puede ser obtenida

haciendo s = p en el modelo que hemos presentado.

2. Cuando s = 50 > p, la longitud 6ptima de ciclo 7™ en el problema de maximo
beneficio por unidad de tiempo es més grande que la longitud 6ptima de ciclo
T en el problema de minimo coste por unidad de tiempo y las diferencias son, a
veces, importantes. Por ejemplo, en el caso mds extremo con vy, =y, =1, T =
35.3 y Tz = 9.51, lo cual supone que 7™ es un 371 % méds grande que Tg; pero
estas diferencias desaparecen cuando los pardmetros vy, o 7y, se incrementan.
Esto ocurria también en el modelo sin deterioro planteado inicialmente en este

capitulo.

3. Como era de esperar, el beneficio 6ptimo por unidad de tiempo G}, es mayor que
el beneficio por unidad de tiempo que obtendriamos con la solucién de minimo
coste 6’9 (T). Al igual que para la longitud éptima de ciclo, las diferencias son,
a veces, importantes y desaparecen cuando los pardmetros ; o v, aumentan.
Por ejemplo, si v, = v, =1, G, = 2132 y é@(Tg) = 138.9, lo cual supone
que el beneficio 6ptimo por unidad de tiempo es un 53 % mas grande que el que
obtendriamos con la solucién de minimo coste por unidad de tiempo. En cambio,
si vy, =1y v, = 10, los valores son casi iguales, concretamente, Gj; = —42.90 y
ég(Tg) = —43.35. Este mismo hecho ocurrfa también en el modelo sin deterioro

planteado inicialmente en este capitulo.

4. Tal y como fue destacado por Giri y Chaudhuri (1998) para el problema de
minimo coste, también para el problema de méximo beneficio se obtienen valores
més grandes para la longitud éptima de ciclo y el beneficio 6ptimo por unidad
de tiempo en el modelo A que en el modelo B. Esto es coherente con el hecho
de que valores 7, > 1 generan un mayor coste de almacenamiento que valores
similares para el pardmetro v,, y por tanto se obtiene menor longitud de ciclo

y un menor beneficio por unidad de tiempo. Quizas por ello, en el caso en que
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la tasa de demanda es constante y no hay deterioro en el inventario, Naddor
(1982), denot6 al modelo con v; = 1y v, > 1 como The Ezpensive-Storage
System.

Todos los cédlculos expuestos en esta seccién han sido desarrollados utilizando un
programa de software especifico disenado para ello y escrito en lenguaje SAS (SAS
Institute Inc., 2005), cuya redaccién se incluye en la seccién A.3 del Apéndice A, al

final de este documento.

1.9. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado un modelo EOQ con tasa de demanda dependiente
del nivel de stock y coste de almacenamiento simultdneamente no lineal con respecto a
la cantidad de producto almacenado y al tiempo de permanencia en el inventario. Para
ello se ha considerado el uso simultdneo de tres pardmetros de elasticidad (uno para
la demanda y dos para el coste de almacenamiento) que permiten modelar multitud
de situaciones précticas.

El problema se ha resuelto desde la perspectiva de maximizacién del beneficio por
unidad de tiempo, considerando tres componentes en el sistema de inventario: coste
de almacenamiento, coste de pedido y beneficio bruto de la venta. La solucién 6ptima
se puede obtener mediante un sencillo algoritmo facilmente implementable para los
gestores en situaciones practicas reales.

La rentabilidad del inventario puede caracterizarse a priori utilizando sélo los
pardmetros del sistema y sin conocer la solucién 6ptima. A partir de esta condicién
de rentabilidad se puede determinar el minimo precio de venta del producto necesario
para obtener un sistema de inventario rentable. Ademas, la politica éptima se obtiene
cuando se alcanza un determinado equilibrio entre los tres componentes del sistema:
coste de almacenamiento, coste de pedido y beneficio bruto de la venta. Esta regla
de equilibrio resulta ser una generalizaciéon de la conocida regla de Harris para el

modelo EOQ bésico (coste de almacenamiento igual a coste de pedido), en la que sélo
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intervienen el coste de almacenamiento y el coste de pedido.

El modelo propuesto engloba como casos particulares varios modelos estudiados
con anterioridad en la literatura de inventarios, los cuales pueden obtenerse fijando
alguno o algunos de los pardmetros de elasticidad. La metodologia propuesta permite
también obtener la solucién del problema de minimo coste del inventario por unidad
de tiempo, como un caso particular del problema de méximo beneficio. Ambas solu-
ciones no necesariamente coinciden cuando la tasa de demanda no es constante. En
general, para el problema de méximo beneficio se obtiene mayor tamano del lote, ma-
yor longitud de ciclo, mayor coste de almacenamiento por unidad de tiempo y menor

coste de pedido por unidad de tiempo.

Desde el punto de vista de la sensibilidad, el tamano 6ptimo del lote crece con
los pardmetros K, s y Ay decrece cuando h o p crecen, manteniendo fijos, en cada
caso, el resto de los pardametros. El beneficio 6ptimo por unidad de tiempo crece con
el pardmetro s y decrece cuando K, h o p crecen, manteniendo fijos, en cada caso,
el resto de los pardmetros. Con respecto al pardmetro A de escala de la demanda, el
beneficio 6ptimo por unidad de tiempo crece con dicho pardmetro cuando su valor esta
por encima de un determinado umbral. Por debajo de este valor el beneficio 6ptimo
por unidad de tiempo decrece al aumentar el valor del pardmetro \, manteniendo fijos
el resto de los pardmetros. En particular, podemos asegurar que el beneficio 6ptimo

por unidad de tiempo crece con el pardmetro A cuando el inventario es rentable.

Se ha desarrollado un software especifico para la resoluciéon del modelo, escrito en
lenguaje SAS (SAS Institute Inc., 2005), que permite resolver el modelo sin mds que

introducir como datos de entrada los pardmetros del sistema de inventario.

El modelo propuesto se ha extendido de dos formas. En la primera se considera
la posible existencia de un punto de reabastecimiento antes de que el stock se agote,
eliminado la restriccién de que el nivel de inventario en el momento de realizar un
nuevo pedido sea igual a cero. Este hecho incrementa el coste de almacenamiento por
unidad de de tiempo pero puede producir también un incremento en el beneficio por

unidad de tiempo debido a la mayor demanda conseguida por el hecho de mantener un



104 Modelos EOQ con demanda dependiente del nivel del inventario ...

nivel de inventario mds alto. Para este caso, se ha disenado un algoritmo de solucién
que permite encontrar el tamano éptimo de pedido y la longitud 6ptima del ciclo de
inventario, el cual nos ha permitido también desarrollar un software de resolucién para
este nuevo modelo. Ademss, hemos demostrado que efectivamente se puede obtener un
incremento importante en el beneficio éptimo por unidad de tiempo considerando un
punto de reabastecimiento no nulo, especialmente para valores altos del pardmetro
de elasticidad de la demanda y valores bajos de los pardametros de elasticidad del
coste de almacenamiento. Ahora bien, la nueva solucién 6ptima conduce siempre a un
mayor nivel medio del inventario, lo cual deberfa ser también tenido en cuenta. Los
ejemplos numéricos utilizados muestran que, en general, el tamano 6ptimo del lote
y la longitud éptima del ciclo de inventario son menores en el modelo con punto de
reabastecimiento no nulo que en el caso de obligar a que el nivel del inventario sea

cero antes de realizar un nuevo pedido.

Se ha estudiado una segunda extension del modelo considerando la posibilidad de
que exista un deterioro del producto durante el tiempo que permanece almacenado
en el inventario y suponiendo que la tasa de deterioro en un instante cualquiera es
una pequena fraccién constante (6 > 0) del inventario disponible. El problema se ha
resuelto utilizando la longitud del ciclo como variable de decisién y una aproximacion
de primer orden en 6 para la curva del inventario. Reformulando el modelo median-
te el uso de una variable de decisién auxiliar, el problema matematico se reduce a
la minimizacién de una funcién objetivo auxiliar que resulta ser estrictamente con-
vexa. La soluciéon 6ptima puede obtenerse mediante un sencillo algoritmo iterativo,
facilmente implementable en las aplicaciones précticas reales, que también nos ha
permitido disenar un software especifico para la resolucién del modelo en este caso.
Ademas, la solucién para el problema de minimo coste del inventario por unidad de
tiempo puede también ser obtenida como un caso particular. Este hecho ha permitido
demostrar que, también en este caso, la longitud de ciclo 6ptima y el tamano 6ptimo
del lote son mayores en el problema de méximo beneficio que en el problema de mini-

mo coste. Ademads, se tiene también mayores costes de almacenamiento y de deterioro,
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pero menores costes de pedido. Un andlisis de sensibilidad respecto al pardametro de
deterioro nos ha permitido demostrar que la longitud de ciclo, el tamano del lote y el
beneficio por unidad de tiempo 6ptimos no son necesariamente decrecientes cuando
la tasa de deterioro se incrementa.

Otras extensiones del modelo podrian ser la incorporacién de posibles descuentos
en el precio de venta, variaciones en la tasa de demanda, descuentos en el coste de
adquisicién en funcién del tamano de pedido, el estudio del caso de demanda entera,
el analisis en el caso de que exista la posibilidad de rotura del stock con demanda
acumulable, con pérdida de ventas o con una mixtura (constante o variable) de ambas,
etc. Ademds, se podrian considerar también otras funciones matemaéticas bivariantes

para el coste acumulado de almacenamiento.

Por 1ltimo, terminaremos diciendo que gran parte de la investigaciéon desarrolla-
da en este capitulo ha originado tres articulos cientificos publicados en las revistas
International Journal of Production Economics (Pando et al., 2013°), International
Journal of Systems Science (Pando et al., 2012%) y Computers & Industrial Engi-
neering (Pando et al. 2012°).
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1.10. Apéndice

En este apéndice ilustramos con un ejemplo el uso de la funcién H(t, ) = ht"1x7?
para el coste de almacenamiento en un inventario. Consideramos un sistema de inven-
tario para productos de lujo (tales como joyeria de alto valor o relojes de disefo), los
cudles necesitan ser asegurados mientras permanecen en el inventario. Supongamos
que los costes acumulados del seguro para diferentes cantidades de producto durante

diferentes unidades de tiempo vienen dados por los valores incluidos en la Tabla 1.15.

Tabla 1.15. Coste del seguro Tabla 1.16. Coste de almacenamiento H (t, x)

t\x 25 50 100 200 t\x 25 50 100 200

125 25 50 110
25 50 130 280
475 95 210 460
70 140 310 670
92.5 185 410 890
115 240 520 1120

10 20 40 90
20 40 110 240
40 80 180 400
60 120 270 590
80 160 360 790
100 210 460 1000

Oy UL W N =
O U W N =

Para los valores recogidos en dicha tabla, puede observarse que los costes del
seguro son no lineales tanto en el tiempo ¢ como en la cantidad x de producto.
Ademss, vamos a suponer que el coste regular de almacenamiento es de 0.1 unidades
monetarias por cada unidad de producto y unidad de tiempo. De este modo tendremos
que, por ejemplo, para x = 100 unidades de producto durante ¢ = 4 unidades de
tiempo, el coste acumulado de almacenamiento podria evaluarse como la suma del
coste regular de almacenamiento y el coste del seguro, es decir, (0.1)(4)(100) + 270 =
310 unidades monetarias. De forma similar, se han calculado los costes acumulados
de almacenamiento para los diferentes valores de ¢ y x, los cuales han sido incluidos
en la Tabla 1.16. Utilizando una regresién no lineal con los valores de la citada tabla,
hemos estimado los pardmetros h = 0.31, v; = 1.28 y 7, = 1.12, con un coeficiente de
determinacién R? = 0.998. Por consiguiente, la funcién H (¢, z) = 0.31¢122!12 puede
representar adecuadamente el coste de almacenamiento acumulado en este sistema de

inventario.



Capitulo 2

Una extension del problema del

newsboy con pedido de emergencia

2.1. Introduccion

Segun Chikdn (1990, p. 29), el estudio sistemdtico de los modelos estocdsticos
de inventarios se inicia en la década de 1940 a 1950 con el planteamiento y anélisis
del problema del vendedor de periddicos (newspaperboy problem o, mas brevemente,
newsboy problem), también llamado problema del arbol de Navidad (Christmas tree
problem). Para este investigador, el primer resumen sobre el problema anterior fue
publicado en Morse y Kimbel (1951). Sin embargo, conviene no olvidar la existencia de
algunos trabajos previos sobre el tema. Asi, en Arrow (1958, p. 7) se senala al trabajo
de Edgeworth (1888) sobre el calculo del coeficiente de caja (proporcién de depdsitos
que los bancos deben guardar en forma de reserva para garantizar la liquidez) como el
introductor del modelo de decisién de periodo tinico. Asimismo, en Naddor (1982, p.
16) se comenta la existencia del trabajo de Fry (1928) en el que su autor muestra de
qué modo se puede utilizar la teorfa de la probabilidad para resolver algunos problemas
de gestion de inventarios. Desde el punto de vista tedrico, la principal diferencia
entre el trabajo de Edgeworth y el de Fry radica en la hipétesis sobre el modelo de

distribucién de probabilidad para la demanda. Mientras que el primero considera que
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la demanda estd dada por una variable aleatoria con distribucién normal, el segundo
justifica para la misma la utilizacién de la distribucién de Poisson.

En su formulacion inicial, el problema del vendedor de periédicos se origina cuando
un vendedor debe realizar un pedido antes del inicio de la temporada de ventas y no
tiene la oportunidad de volver a pedir en caso de necesitar més articulos. Adem4s, se
supone que la demanda del articulo por parte de los clientes se describe mediante una
variable aleatoria cuya distribucién de probabilidad es conocida y que el exceso de
stock al final de la temporada no puede venderse. El objetivo del modelo es determinar
la cantidad a pedir para maximizar los beneficios esperados. Segiin Porteus (2002, p.
10), la primera solucion a este problema en forma de razén critica aparecié en Arrow
et al. (1951), y desde entonces el problema del newsboy es probablemente el modelo
estocdstico de inventario mds estudiado y el que ha tenido un mayor nimero de
extensiones durante los tltimos 50 anos. Este problema aparece en muchas situaciones
de la vida real y con mucha frecuencia se utiliza como herramienta para la toma
de decisiones en la fabricacién y distribucién de todo tipo productos comerciales.
Es particularmente importante cuando se da un alto grado de incertidumbre en la
demanda o cuando los costes derivados del exceso o la falta de stock son relevantes
para la economia de las empresas.

Una primera generalizacion del modelo anterior se presenta en Hadley y Whitin
(1963, p. 298). En este nuevo modelo se supone que si el tamafio del pedido es inferior
a la demanda, se incurre en un coste derivado de la pérdida de confianza del cliente
cuya demanda no ha podido ser satisfecha (que debe aniadirse al coste por la pérdida
del beneficio), mientras que si el tamano del pedido es superior a la demanda, el
exceso de stock al final de la temporada puede venderse a un precio de saldo inferior
al precio de compra.

Sin embargo, en algunas situaciones précticas reales, cuando se produce escasez
existe la posibilidad de hacer un pedido de emergencia. En estas circunstancias es
necesario analizar el comportamiento de los clientes ante una situacién de escasez en
el inventario. Asi, por ejemplo, en Gallego y Moon (1993) se supone que todos los

clientes estan dispuestos a esperar al pedido de emergencia, mientras que en Khouja
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(1996) se considera que solamente una fraccién fija de los clientes es atendida con
dicho pedido. No obstante, en la préactica suele ocurrir que la respuesta de los clientes
ante una situacion de escasez dependa del tamano de la misma, porque cuanto mé&s
grande sea ésta mayor suele ser el tiempo de espera del cliente. Por tanto, se puede
considerar que la fraccién de clientes atendidos con el pedido de emergencia es funcién
del tamano de la escasez generada con el pedido inicial. En esta linea, en el trabajo
de Lodree (2007) se supone que dicha fraccién es una funcion lineal decreciente que
empieza con el valor uno cuando no hay escasez y termina con el valor cero cuando
ésta alcanza un valor limite a partir del cual los clientes no estdan dispuestos a esperar
por el pedido de emergencia. M&s recientemente, en el trabajo de Lee y Lodree (2010),
se consideran dos nuevas funciones para modelar el comportamiento de los clientes y
se estudia la manera en que estas funciones caracterizan el tipo de respuesta de los

clientes frente a la escasez.

En el contexto de los modelos de inventario con revisién continua, esta idea habia
sido ya utilizada con anterioridad por otros autores. Asi, los primeros modelos de
inventario que consideran una mixtura de demanda pendiente y pérdida de ventas
fueron sugeridos y formulados (aunque no resueltos) en Fabrycky y Banks (1967).
Sin embargo, es en el trabajo de Montgomery et al. (1973) donde se proporciona por
primera vez la solucién a un sistema de inventario con demanda parcialmente acumu-
lable. Estos autores estudiaron, ademds de un modelo con demanda deterministica,
dos modelos estocdsticos, uno con revisiéon continua y otro con revisiéon periédica,
aunque estos tltimos fueron tratados heuristicamente. En Rosenberg (1979) y en
Park (1982) se realizan nuevas formulaciones de este modelo deterministico, mien-
tras que en Kim y Park (1985) se realiza un tratamiento heuristico de una variante
del modelo estocéstico de revisién continua. Mds adelante, algunos autores utilizan el
concepto de impaciencia para modelar la situacién de mixtura entre pérdida de ventas
y demanda pendiente. Asi, en Lee y Nahmias (1993) se comenta el problema de un
sistema de inventario en el que todos los clientes son pacientes durante un intervalo
inicial de tiempo que termina en un instante dado, a partir del cual todos los clientes

se vuelven completamente impacientes. Abad (1996) fue el primero en admitir que la
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fraccion de demanda que se sirve con retraso es una funcién dependiente del tiempo
de espera, y propuso dos funciones para modelar la impaciencia de los clientes. En
los tltimos anos, este enfoque ha recibido la atencién de numerosos investigadores.
En esta linea se puden citar, entre otros, los trabajos de Abad (2001, 2003, 2008),
Wang (2002), Papachristos y Skouri (2003), San-José¢ et al. (2005a, 2005b, 2006), Dye
y Ouyang (2005), Chang et al. (2006), Pal et al. (2006), Wu et al. (2006), Dye (2007),
Dye et al. (2007), Lodree et al. (2008) y Bhunia et al. (2009). Otra forma de proceder
para modelar la situacién de mixtura en los modelos de inventario con revisién conti-
nua es la introducida en Padmanabhan y Vrat (1990). Estos autores consideran que
la fraccién de demanda que se sirve con retraso es variable y depende de la cantidad
de pedidos pendientes de satisfacer, por lo que se obtiene una situacién similar a la
que estamos considerando ahora en el entorno de modelos estocdsticos de inventario.
En esta linea se pueden citar también los trabajos de Padmanabhan y Vrat (1995),
Chung et al. (2000), Ouyang et al. (2003), Zhou et al. (2003), Zhou (2003), Chu et
al. (2004) y Dye et al. (2006).

Otra cuestién importante que se debe de tener en cuenta en el problema del news-
boy es la distribucién de probabilidad asumida para la demanda. En el problema
bésico la solucién puede ser obtenida de forma general para cualquier distribucién
de probabilidad a través de su funcién de distribucién (ver, por ejemplo Hillier y
Lieberman, 2001), pero en muchas extensiones del problema esto no es posible y se
necesita especificar la distribucién de probabilidad para la demanda. En el trabajo
de Dominey y Hill (2004) se supone que el nimero de clientes que se reciben durante
el periodo de ventas sigue una distribucién de Poisson y los tamanos de los pedidos
son variables aleatorias independientes con distribucién normal, gamma o lognormal.
En Gallego et al. (2007) se analiza la variacién de la solucién en el problema bdsico
para las distribuciones de probabilidad normal, lognormal, gamma, binomial nega-
tiva y Pareto. Para el caso del problema con pedido de emergencia la distribucion
exponencial es probablemente la més utilizada para la demanda, a veces junto con las
distribuciones uniforme y normal. Ademds, en Abdel-Malek et al. (2004) se considera

el problema bésico del newsboy con miltiples productos utilizando las distribuciones
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exponencial, uniforme y beta. Otros trabajos que utilizan la distribucién exponencial

o lognormal son Choi y Ruszczynski (2008), Geng et al. (2010) y Grubbstrom (2010).

En la literatura se han propuesto y resuelto otras extensiones del problema clésico
del vendedor de periddicos que no tienen en cuenta la existencia de un pedido de
emergencia. En algunos de estos estudios se consideran objetivos de optimizacién
alternativos al de maximizacién del beneficio esperado, como maximizar la utilidad
esperada o la probabilidad de alcanzar un nivel esperado de beneficio. Cabe citar entre
ellos a Lau (1980), Sankarasubramanian y Kumaraswamy (1983) y Lau y Lau (1988).
El lector interesado en conocer las principales extensiones puede consultar, entre otros,
el libro de Silver et al. (1998) y el articulo de Khouja (1999). Citaremos a continuacién
algunos de los trabajos en esta linea de objetivos alternativos al de maximizacion de
beneficios durante la tdltima década. En Lodree et al. (2004) se considera el objetivo
de minimizar el tiempo de espera del cliente en una cadena de suministro con dos
etapas. En el trabajo de Khouja y Vergara (2008) se contempla la posibilidad de
incluir descuentos para vender el exceso de inventario por debajo del precio regular.
En Huang et al. (2011) se analiza el problema del newsboy con multiples productos
que compiten entre si, y en Yang et al. (2011) se proponen decisiones Gptimas en
cuanto a tamano de pedido y precio de venta en un problema del newsboy orientado
a objetivos. En Brito y de Almeida (2012) se introduce el problema con muiltiples
atributos, incluyendo en la funcién objetivo el posible impacto sobre el medio ambiente
de los productos no vendidos, o el impacto del nivel de servicio en la imagen de la
compania o la confianza del cliente. Otros autores también han considerando el tépico
de la tolerancia al riesgo en este problema. Por ejemplo, en Jornsten et al. (2012) se
analiza este tema en un modelo con demanda discreta y en Arcelus et al. (2012) se
evalian las politicas 6ptimas de precio y tamano de pedido bajo diferentes grados
de tolerancia al riesgo. Por ultimo, en Jammernegg y Kischka (2013) se estudia la
politica de precios adecuada para un problema del newsboy con restricciones en el
nivel de servicio. Estos trabajos muestran cémo el problema del neswsboy continia
siendo hoy en dfa un tema de actualidad.

En este capitulo centraremos la atencién en los modelos de decisiéon de periodo
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unico en los que, para la demanda no satisfecha con el pedido inicial, se admite la
posibilidad de un pedido de emergencia dependiente del tamano de la escasez. En
concreto, se supone que la fraccién de demanda satisfecha con dicho pedido de emer-
gencia es una funcioén no creciente y no necesariamente continua. Ademads, se considera
una distribucién de probabilidad cualquiera con funcién de densidad continua y se
pretende encontrar resultados tedricos generales que nos ayuden a resolver el proble-
ma en casos concretos. Obsérvese que en la lista de trabajos citados anteriorermente,
pocos son los que tratan este tipo de modelos de decisién de periodo tinico de una
forma tan general.

Nuestro trabajo en este capitulo se desarrolla del modo siguiente. En la seccién 2.2
hacemos la descripcién general del modelo, y damos las hipétesis y la notacion que
usaremos. Las principales propiedades de la funcién objetivo se estudian en la seccién
2.3. A partir de ellas, en la seccién 2.4, se obtienen resultados itiles para resolver el
problema en casos concretos, incluyéndose un andlisis de sensibilidad para la solucién
o6ptima en la seccién 2.5. El caso especial en que la fraccion de demanda satisfecha
con el pedido de emergencia venga dada por una funcién escalonada es analizado
en la secciéon 2.6. Cuando la fracciéon de demanda es definida mediante una funcion
que se anula a partir de un punto dado, indicando un umbral de pérdida de ventas,
pueden obtenerse nuevos resultados teéricos que son estudiados en la seccién 2.7. Los
casos especiales en que la distribucién de probabilidad de la demanda es uniforme o
exponencial son analizados en las secciones 2.8 y 2.9 respectivamente. Por 1ltimo, en

la seccién 2.10 se exponen las conclusiones obtenidas para el modelo planteado.

2.2. El modelo

En este capitulo se considera el problema al que se enfrenta el distribuidor de un
articulo que desea generar un stock con anterioridad al inicio del periodo de ventas.
Para ello, el distribuidor adquiere el articulo a un determinado fabricante en un tinico
pedido de tamano (), a un coste de ¢ unidades monetarias por unidad de producto. El

distribuidor supone que la demanda del articulo durante el periodo normal de ventas
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puede describirse por medio de una variable aleatoria continua y no negativa X, con
funcién de densidad f(z) y funcién de distribucién F(z) cuyo intervalo soporte es
I.p, donde a = inf{x > 0: f(z) > 0} y b = sup{z > 0: f(z) > 0}. Si el intervalo
soporte es acotado, entonces I, = [a,b], con 0 < a < b < 00; en otro caso, tenemos
I, = [a,00), es decir, b = oco. Nétese que I,; es el menor intervalo cerrado que
contiene al conjunto {z > 0: f(x) > 0}. Ademds, en todo este capitulo supondremos
que la funcién de densidad f(z) es continua en dicho intervalo soporte I, ;. Por tanto,
se verifica que: (i) f(a) = lim, |, f(x); (ii) si b < oo, entonces f(b) = lm,q, f(x) ¥y
lim, |, f(x) = 0, pero no necesariamente f(b) = 0. Ademds, si a > 0, lim,q, f(x) =
0, pero no necesariamente f(a) = 0. La esperanza matemdtica de la demanda se

representa por .

Se supone que el distribuidor vende el producto a sus clientes a un precio unitario
v mayor que c. Los productos sobrantes al final del periodo normal de ventas generan
un coste unitario efectivo por sobreabastecimiento, cy. Como en Khouja y Vergara
(2008), suponemos que este valor ¢y puede ser negativo (en caso de representar un
ingreso), ya que se permite la posibilidad de vender el exceso de stock a un precio de
saldo inferior al coste de adquisicién, es decir, —cy < c. Por tanto, el coste unitario

total por sobreabastecimiento es h = cy + ¢ > 0.

Si la demanda durante el periodo normal de ventas, x, es superior al tamano del
stock @), e y = x — () representa la cantidad faltante, entonces se admite que el
distribuidor tiene la posibilidad de suministrar con retraso a sus clientes una deter-
minada fraccién S(y) de esta cantidad, mediante un pedido de emergencia al mismo
u otro fabricante. En tal caso, se considera un coste unitario de adquisicién cg mayor
que el coste unitario de compra inicial ¢, ya que los pedidos de emergencia suponen
un mayor coste administrativo que el pedido inicial y, ademads, el coste de fabricacién
se incrementa debido a una falta de planificacién de la produccién y a la necesidad
de servir esos productos con un tiempo de entrega menor que en el pedido inicial. La
diferencia entre estos dos costes de adquisiciéon, w = cg — ¢ > 0, representa entonces

el sobrecoste unitario del pedido de emergencia.
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Ademds, consideraremos que la fraccién f(y) que se sirve con retraso es una fun-
cién no creciente de la cantidad de faltantes y, puesto que, cuanto més grande sea
ésta, mayor serd el tiempo de entrega del pedido de emergencia y, por tanto, menor
o igual serd la proporcién de clientes que estén dispuestos a esperar la llegada del

pedido de emergencia para satisfacer su demanda.

Por otro lado, el distribuidor considera que el nimero de unidades del producto
que finalmente no son servidas, es decir y [1 — 8(y)], generan un coste unitario por
pérdida de confianza del cliente cuya demanda no ha sido satisfecha, cg, ademés del
coste unitario por pérdida del beneficio, v — ¢. Por tanto, el coste unitario total por
pérdida de ventas del distribuidor es p = ¢ + v — ¢ > 0. Supondremos, como en
Khouja (1996), Lodree (2007) y Lee y Lodree (2010), que este coste p es mayor que
el sobrecoste unitario asociado al pedido de emergencia, w, debido a que, en caso
contrario, el distribuidor preferiria perder la venta antes que recuperarla mediante el

pedido de emergencia.

Finalmente, teniendo en cuenta que 3(y) es una funcién no creciente con valores en
el intervalo [0, 1], siempre existe lim, o 3(y) = [3,. Ademds, si 3, = 0 entonces 5(y) = 0
para cualquier y y, en consecuencia, el problema se reduce al del modelo de decision
de periodo tnico sin pedido de emergencia, cuya solucién es perfectamente conocida
para cualquier distribucién de probabilidad de la demanda. También, admitiremos
que cuando la escasez tiende a cero, puede no satisfacerse toda la demanda, es decir,
B, < 1. Asi, 3, es otro pardmetro del sistema que representa la proporcién inicial de
escasez que se satisface con el pedido de emergencia, al que denominaremos intensidad
de emergencia. Por tanto, 1 — /3, representa la proporcion de clientes que se pierden
sélo por el hecho de que se produzca una rotura en el inventario, independientemente

del tamano de ésta. Si §, = 1 se tiene la hipétesis dada en Lodree (2007), como

propiedad 1, y en Lee y Lodree (2010), como propiedad 2. Ademéds, podemos asegurar
que existe el limite lateral por la derecha 3(y+) = limyjo B(y + h) para todo y > 0
y también existe el limite lateral por la izquierda 3(y—) = limu0 8(y + h) para todo

y > 0.



2.2 El modelo

En este contexto, nuestro modelo considera como objetivo determinar el tamano

de pedido éptimo, QQ*, que proporciona al distribuidor un mayor beneficio esperado

al final de la temporada.

La tabla siguiente contiene la notaciéon que utilizamos en este capitulo.

Tabla 2.1. Listado de notacién

CB

Ca

tamano del lote, variable de decision (> 0)

variable aleatoria continua y no negativa que describe la demanda
durante la temporada

valor actual de la demanda (> 0)

funcién de densidad de la variable aleatoria X

funcién de distribucién de la variable aleatoria X

intervalo soporte de f(z) con extremos a y b (i.e. [,p=Ia,b] con b<oo o
I.p = [a,00), donde a=inf{x > 0: f(z)>0} y b=sup{zx > 0:f(z)>0},
con f(x) continua en I,)

valor esperado de la demanda (> 0)

cantidad faltante antes del pedido de emergencia (y = (z — Q)" > 0)
fraccién variable de la demanda que se sirve con retraso cuando

la cantidad faltante es y (0 < 5(y) < 1)

intensidad de emergencia (0 < 5, < 1)
coste unitario de adquisicién antes del inicio de la temporada (> 0)

precio unitario de venta (> c)

coste unitario efectivo por sobreabastecimiento sin incluir el coste de
adquisicién (> —c)

coste unitario de adquisicién en el periodo de emergencia (> ¢)
coste unitario por pérdida de ventas (goodwill cost) excluyendo la
pérdida de beneficios (> 0)

Pardametros auziliares

h

coste unitario por sobreabastecimiento incluyendo el coste de

adquisicién (h = cg + ¢ > 0)

sobrecoste unitario de adquisicién en el periodo de emergencia
(w=cp—c>0)

coste unitario por pérdida de ventas incluyendo la pérdida de

beneficios (p = cg +v — ¢ > w)
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Con la notacién e hipétesis anteriores, si ) es el tamano del lote y x es el valor
actual de la demanda se tiene:

- ingresos en el periodo ordinario: v min(Q, z) = v — v(z — Q).

- ingresos en el periodo de emergencia: v(x — Q)" 5((z — Q)™T).

- coste de adquisicién en el periodo ordinario: c@ = cx + ¢(Q — )" — c(z — Q)*.

- coste de adquisicién en el periodo de emergencia: cg(z — Q)T ((x — Q)™).

- coste por sobreabastecimiento: ¢y (Q — z)7.

- coste de pérdida de confianza por ventas perdidas: cg(x— Q)" [1 — B((x — Q)T)].

Por tanto, usando los pardmetros auxiliares h, w y p, resulta que los beneficios

obtenidos son:

P(Q.z)=(v=c)z=h(Q-2)"—w(@—Q)"B((z—Q)") —p(z - Q)" [L - B((z - Q)")]

(2.1)
y el beneficio esperado es:
B(Q) = EIP(Q, X)] = (v — ) — T(Q) (2.2)
donde
T(Q) = hE[(Q=X) " HwE[(X-Q) " BI(X-Q)")+pE{(X — Q)" [1 - B(X - Q)")]}.
(2.3)

En consecuencia, el problema de maximizar el beneficio esperado se reduce al
problema de minimizar la funcién 7'(Q) con @ > 0. Ademds, teniendo en cuenta que
f(z) es la funcién de densidad de la variable aleatoria continua X, podemos reescribir
la funcién 7'(Q) como:

Q o0
TQ = h / (@ — =) f(x)dr +w /Q (z — Q)B(x — Q)f ()ds

T /Q T Q) - Bla — Q)lf(x)dx (2.4)

y el problema matemético que necesitamos resolver es

min 7(Q). (2.5)
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2.3. Propiedades generales

El propésito de esta seccién es establecer propiedades generales para el problema
anterior. En primer lugar, se da un resultado referido al comportamiento de la funcién

T(Q) fuera del intervalo soporte I .
Lema 2.1 Sea I, el intervalo soporte de la demanda. La funcion T'(Q) verifica:

1. Si0<Q < a, entonces T(Q) > T(a).
2. Sib< @ < oo, entonces T(Q) > T'(b).

Demostracion. Si 0 < () < a entonces

7(Q) = [ I+ (= p) 5 — Q) (¢ - QS (a)

Por tanto, teniendo enbcuenta quezr—Q>z—a,flz—Q) <fBxr—a)yw<p,se
verifica que T'(Q) > / p+ (w—p)Bx—a)] (z—a)f(x)de =T(a).

a
Del mismo modo, si b < () < oo, entonces

b b
1Q) =h [ (Q-2)f(w)ds > b [ (b= ) (w)de = T(1)
y la afirmacién 2 queda demostrada. m

Como consecuencia de este resultado el problema matemético dado por (2.5) puede
reducirse a

min T(Q). (2.6)

2.3.1. Estudio de la derivada primera de la funcién 7'(Q)

Reordenando los términos de la expresion (2.4), la funcién T'(Q)) puede escribirse
como

Q b b
1@ =h [ @@zt | -Qf@)ir @) [ @G- Qi)
(2.7)

es decir

T(Q) = L(Q) + (w—p) A(Q) (2.8)
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donde
Q b
L(Q) = / (@ — ) f(x)dr +p /Q (z — Q)f(x)dz (2.9)
y b
A(Q) = /Q (— Q) Bla — Q)f (). (2.10)

La funcién L(Q) es la funcién de coste para el problema basico del newsboy sin
pedido de emergencia, la cual, como es sabido, es de clase C? y convexa en el intervalo

soporte I, con las siguientes expresiones para sus derivadas:

L(@Q)=(@+h) F(Q)—p L"(Q) = (p+ 1) f(Q).

La funciéon A(Q) representa el tamano esperado del pedido de emergencia y
(w—p) A(Q), que es negativo, representa el ahorro en la funcién de coste asocia-
do con el pedido de emergencia cuando el tamano del lote es Q.

Para estudiar la derivada de A(Q) nos proponemos aplicar la regla de Leibniz. Por
esta razon, es importante notar que si b < oo, como f(x) = 0 para x > b, se tiene que
el valor de A(Q) no depende del comportamiento de la funcién 3(y) paray = z—Q >
b — Q. Es decir, suponiendo fijo @ € [a, b], para calcular A(Q) es suficiente conocer
el comportamiento de B(y) cuando y € [0,b — Q]. Ademds, nos interesan los puntos
z € [@,b] de la funcién (z — Q) f(z — Q)f(x) que presentan un comportamiento
especial (puntos en los que la funcién no es continua o no es diferenciable, etc.). Dado
que (x — Q) y f(x) son funciones continuas en el intervalo [Q,b], adem&s de en los
puntos ) = a y (Q = b, en principio nuestro interés se centra en conocer los puntos
y € (0,0 — Q) en los cuales la funcién B(y) presenta un comportamiento especial (no
es continua, no es diferenciable, etc.). Mds concretamente, si denotamos por i1(()) al
nimero de tales puntos en el intervalo (0,0 — Q) y suponemos que i1(Q) es finito,
podemos denotarles por y1, ¥2, ..., ¥i; (@), con 0 < y; < yz < ... < y;,(@)- Gréaficamente,

para cada ) € I,;, la situacion se representa en la siguiente figura:

I ] I
v O+V | Yy .
Q Q+} g e Q+‘\ II(Q) b Q+} [](Q) g T Q+} il(E)

Figura 2.1. Puntos de especial interés para cada )
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donde, como acabamos de indicar, i;(Q) = # {y; : @ + y; < b}.

Por tanto, si ponemos y, = 0, se tiene

(@) Qtu b
4@ =3 /Q Q8- Q)+ /Q Q- Qe

(2.11)
considerando que el sumatorio del primer término es igual a cero cuando i;(Q) = 0
(convenio que seguiremos en todo este capitulo).

De modo andlogo, si b = co llegamos a la misma conclusién que expresa (2.11).

Por otro lado, como () puede tomar el valor () = a, para poder contemplar to-
das las situaciones posibles, ademds de los puntos y = 0 e y = b — a, necesitamos
considerar todos los puntos y € (0,b — a) en los cuales la funcién S(y) presenta un
comportamiento especial (no es continua, no es diferenciable, etc.). Es decir, suponien-
do de nuevo que tales puntos son un conjunto finito se tendrfa {y1,y2, ..., ¥i,(a) }» con
0 <y <y2 < ... <¥i () Por brevedad pondremos n; = i1(a) y también usaremos la
notacion y,,+1 = b — a.

Estas observaciones son la razén de las siguientes nuevas hipétesis sobre la funcién
B(y):

Hipétesis H1. La funcion B(y) es de clase C' en el intervalo (0,b— a) excepto
quizds en un nimero finito de puntos, y1 < Yo < ... < Yn,, donde existen y son finitos
los limites laterales 5'(y;—) y B'(y;+), con j =1,...,n;.

Hipdtesis H2. En los extremos del intervalo (0,b—a) ezisten y son finitos los limites
laterales 1imy o [y6' (y)] v lmyp—a) [y (y)].

Es importante observar que si b < oo, cuando restringimos nuestro interés al estu-
dio del intervalo cerrado [y;_1,y;], con j = 1,...,ny + 1, podemos redefinir los valores
de B(y) y de yB'(y) en los extremos de este intervalo de acuerdo con los valores de
los correspondientes limites laterales y, en consecuencia, es posible suponer que tanto
B(y) como yf3'(y) son funciones continuas en este intervalo cerrado. Andlogamente, si
b = 00, la misma conclusién es vélida para todos los intervalos de la forma [y;_1,;],
con j =1,...,nq, y también para el intervalo [y,,, 00), aunque en éste sélo es necesario

redefinir 3(y) y y5'(y) en el punto y = y,,, pero no en y = co.
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Como consecuencia de lo anterior (aunque también se sigue directamente de
H1 y H2), existe una constante M; > 0 tal que, para todo y > 0, se tiene que
1B(y) +yB'(y)| < M.

Profundizando un poco mas, las hipétesis y comentarios anteriores nos aseguran
que se cumplen las condiciones para poder aplicar la regla de Leibniz de derivacion
de integrales paramétricas propias e impropias cuando en el integrando aparecen las
funciones 3(y) e yB'(y). Ademds, nos garantizan la continuidad de la funcién A(Q).

Con todo ello podemos enunciar el siguiente resultado para A(Q).

Lema 2.2 Supongamos que la funcion ((y) verifica las hipdtesis H1 y H2. Entonces:

1. La funcién A(Q) es de clase C* en cualquier punto Q € (a,b) con Q # b — y;,

para j = 1,...,nq, y su derivada estd dada por
1(Q) Q+yk

4Q = -3 / Ba— Q)+ (- Q) Fe— Q) fx)da
r=1 Y @tyr—1
- /Q B - Q)+ (v — Q) Fx — Q)] fla)da
i1 (Q)
+5,(Q) (2.12)
donde u(@Q)
51(Q) = 1B(yr—) — Blyr+)] ye f (Q + k) - (2.13)

k=

—

2. A(Q) es derivable con continuidad por la derecha en el punto Q@ = a y la derivada
lateral A (a) estd dada por la expresion (2.12) para Q = a.

3. Sib < oo, AQ) es derivable con continuidad por la derecha para los puntos
Q=0b—y; conj=1,..,n1, y las derivadas laterales A’ (b — y;) estin dadas
por la expresion (2.12) con Q =b — y;.

4. Sib < oo, A(Q) es derivable con continuidad por la izquierda en el punto Q = b
y se tiene A’ (b) = 0.

5. Sib<ooyny >1, AQ) es derivable con continuidad por la izquierda para los
puntos QQ = b—y; con j =1,...,ny, y las derivadas laterales A" (b — y;) estdn

dadas por
AL (b—y;) = AL (b—y;) +y; [By;—) — Bly;+)] £ (D).
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Demostraciéon. Para facilitar el seguimiento de los razonamientos que vienen a con-

tinuacién antepondremos algunas figuras relativas a la funcién i;(Q):

nf-F—— s !

i(Q)

Figura 2.2a. i;(Q) con b < ooy ny > 1 Figura 2.2b. i1(Q) con b =00 0 ny =0

En las figuras 2.2a y 2.2b se representan las dos posibles formas que puede adoptar
la funcién i1(Q)) teniendo en cuenta los valores de b y n;.

Como més adelante veremos, cuando b < oo y ny; > 1, las discontinuidades por la
izquierda de la funcién i1 (Q) en los puntos b — y;, para j = 1, ..., nq, son la clave para

entender la ltima expresién del enunciado de este lema.

i Uib)
U'(a) , U i

- |

arys 5»<+1‘ |

I

: I : S I

- . I

: 1 S | I

> | ! | :

I

oy S A :

1 1 |

1 | |

[ | 1 |

a+y1'S/I/zH/ : !

a I | 1
a b—ys b-\,"z b-Y1 b

Q

Figura 2.3a. Ejemplo con b<oo y ny=3  Figura 2.3b. Ejemplo con b=00 y n1=3

Las figuras 2.3a y 2.3b son de gran ayuda para seguir la exposicién de los diferentes

casos que se presentan en este lema.

1. En primer lugar consideremos el caso b < co. Sea @ € (a,b) con Q # b — y;,

para j = 1,...,n;1. Si i1(Q) > 1, es claro que eligiendo £ > 0 suficientemente
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pequeno se tiene que i;(Q) es constante en el intervalo (Q —e,Q + ¢€) y por
tanto, de (2.11) se sigue que podemos reducir nuestro problema al estudio de

las funciones

Q+yk
A4(Q) = / ( — Q)B(a — Q)f(x)ds

Q+yr—1
conk=1,...,11(Q)y

b
Au(@) = / (= 0) Bz — Q) (x)da.

Qtyiy (@)

Sea ahora Si(Q) = {(Q,x) Q-e<Q<Q+eQ+ypy << Q+yk}.
Redefiniendo los valores de (z — Q) B(x — Q) y de B(z — Q)+ (z — Q) B'(z — Q)
en las fronteras superior e inferior de Si(Q), y de acuerdo con lo establecido en
las hipétesis H1 y H2, se tiene que en un entorno abierto del punto () ambas
funciones verifican las hipétesis de la regla de Leibniz para derivadas de inte-
grales dependientes de un pardmetro. Por tanto, se tiene que A(Q) es de clase
C! en Q, y su derivada es

Q+yx
Q) = - / B — Q)+ (x— Q) Flx — Q) fa)de

Q+yr—1

FUeBye—) f(Q + yr) — Yr—1B(Yr—1+) f(Q + Yr—1).

Considerando ahora U(Q) = {(Q,x) Q-e<Q< Q+€,Q+yi1(Q) <z<b}y
haciendo un razonamiento similar al anterior se prueba que A,;(Q) es de clase
C' en Q, y que su derivada es

b
Q) = - / Ba—Q) + (- Q) Flr— Q) fx)da

@+ (Q)
~Yin (@B Wi (@) (Q + ¥iy (@)

En consecuencia, como A(Q) es suma de funciones de la forma A;(Q), con
E=1,..,1(Q), y Au(Q), se tiene que A(Q) es de clase C' en Q. El resto
se sigue sin mds que operar en el sumatorio que incluye todas las derivadas
obtenidas. Si i1(Q) = 0, en lo anterior sobran los razonamientos sobre A(Q)
ya que entonces A(Q) se reduce a A,;(Q) y, por tanto, obtenemos la misma

conclusion.
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En otro caso, si b = oo, es vélido todo lo hecho anteriormente, pero poniendo
ahora U(Q) = {(Q,z) : Q—e < Q < Q+¢e,2 > Q + Yi (@) }- Ademds, es
interesante sefialar que en este caso i;(()) = ny para todo @) € I, por lo que
la funcién (@) no tiene puntos de discontinuidad en I,; y, en consecuencia,
tampoco los tiene A'(Q). Es decir, A(Q) es de clase C! en I,,.

2. La demostracion es andloga a la realizada en el apartado anterior con los si-

guientes cambios:
a) se sustituye S(Q) por S} (a) = {Q,2):a<Q<a+e,Q+yr <z<

Q+yk}.
b) se sustituye U(Q) por Ut (a) = {(Q,2) 1 a < Q < a+te, Q+yi ) < = < b}

<
cuando b < oo, o U (a) :{(Q,x):Q—6<Q<Q+€,$ZQ+%1}

cuando b = o0

c¢) en lugar de la regla de Leibniz para derivadas ordinarias se aplica la misma

regla pero para derivadas laterales por la derecha.

3. Como en los puntos b — y; la funcién i1(Q)) es continua por la derecha, la

demostracion es muy similar a la hecha en el apartado anterior con los cambios:
a) se sustituye S;f (a) por ;7 (b —y;) = {(Q,2) :b—y; <Q <b—y; +2,Q +

Y1 <@ < Q4 yi -
b) se sustituye U+ (a) por UT(b—y;) = {(Q,z) :b—y; <Q <b—y, +e,Q+

Y@ <z < b}
En consecuencia, A(Q) es derivable con continuidad por la derecha en los puntos
@ = b —y; y la derivada lateral A’ (b — y;) estd dada por la expresién (2.12)
con () = b — y;. Ademds, para la demostracién del apartado 5, nos interesa lo
siguiente. Como i1 (b —y;) = j — 1, se tiene
b— yg+yk

A(b—y;) = Z/b B —bty) +(@—bty) @bty fx)de
b

Yi+Yk—1

- Bz —b+y;) + (& —b+y;) Bz — b+ y))] f(2)da

b—yj+yi—1

+ > u [Blu—) = Blu+)] £ (b)
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b—yj+yk

==Y [ B b )+ = bk ) B = b)) )

k=1 Y 0—Yityr—1
7j—1

+ > e [Blu—) — Blye+)] £ (8).

k=1

4. Es claro que eligiendo € > 0 suficientemente pequeno se tiene que i1 (Q)) = 0 en

el intervalo (b — £,b] y por tanto en este intervalo se tiene

Considerando ahora U~ (b) = {(Q,z) : b—e < Q < b,Q < x < b}, haciendo un
razonamiento similar a los anteriores y apoydandonos en la regla de Leibniz para
derivadas laterales por la izquierda de integrales dependientes de un pardmetro,
se prueba que A(Q) es derivable con continuidad por la izquierda en el punto

() = b y que su derivada lateral es A’ (b) = 0.

Para analizar la derivada lateral por la izquierda en los puntos b — y;, con
j =1,...,nq, es importante tener en cuenta que la funcién i;(Q) no es continua
por la izquierda en estos puntos. Consideremos en primer lugar el caso j > 1. Se
tiene que i1(b —y;) = j — 1 > 0, pero eligiendo € > 0 suficientemente pequeno,
zl(Q) —j,siQe (b—y; —e,b—y;), y por tanto, ahora en la expresién de A(Q)
se tiene un término Ay (Q) més que cuando se estudia la derivada lateral por
la derecha. Pero, como alli, aqui también podemos reducir nuestro problema al
estudio de las funciones Ax(Q), con k =1,...,j, y
b
M@ = [ (2= QB - Qfw)da
Q+y;
estudiadas en el intervalo (b — y; — ¢,b — y;) para la variable (). Razonando de

modo anélogo, a lo hecho en ese apartado con los siguientes cambios:

~

a) se sustituye Si (b —y;) por S;(b—y;) = {(Q,z) :b—y, —e < Q <

b_yjaQ+yk—1§x§Q+yk}-
b) se sustituye Ut (b — y;) por U~ (b —y;) = {(Q,z) : b—y; —e < Q <

b—y],Q—i-ij:ESb}
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c) en lugar de la regla de Leibniz por la derecha se aplica la misma regla,

pero por la izquierda.

Por tanto

(A (b—y;) = — / B by @ — b)) Bl — by F)de

—Yj+Yk—1

+uyr [B(yr—) — Byx+)] f (b)

parak=1,....7y
(Au)” (b= y;) = —y;By;+) f(b)-
El resto se sigue sin mds que operar en el sumatorio que incluye todas las

derivadas obtenidas. El caso j = 1 es ya inmediato. m

El lema anterior nos permite deducir el siguiente corolario:

Corolario 2.3 Con las hipdtesis del Lema 2.2 se tiene que la funcion A(Q) es de clase
C* en el intervalo soporte I, si y sdlo si se verifica al menos una de las siguientes

condiciones:

(i) f(b)

(ii) B(y) es una funcion continua en el intervalo (0,b — a).

0

Demostracion. Si A(Q) es de clase C* en el intervalo soporte I, ;, entonces o bien
b = 00, en cuyo caso se tiene f(b) = 0, o bien b < co. En este caso, si n; > 1, por el
apartado 5 del Lema 2.2, se sigue que en los puntos () = b —y;, con j = 1,...,n4, se
verifica A” (b —y;) — A (b—y;) = y; [B(y;—) — B(y;+)] f (b) = 0, lo cual implica que
f(b) =00 5(y;—) = B(y;+) para todo y;, con j = 1,...,nq, es decir, al menos una de
las dos condiciones del corolario es cierta. En otro caso (n; = 0) f(y) es una funcién
continua en el intervalo (0,6 — a).

Reciprocamente, si al menos una de las dos condiciones del corolario es cierta y
b < 0o con ny > 1, por el apartado 5 del Lema 2.2 se sigue que A(Q) es de clase C*
en el intervalo soporte I, ;. En otro caso, o bien b < oo con n; = 0 o bien b = 0o, y

en ambos casos A(Q) es de clase C! en el intervalo soporte I, ;. ®
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Como consecuencia de los resultados anteriores, podemos obtener el siguiente teo-

rema para la funcién T(Q).

Teorema 2.4 Supongamos que la funcion B(y) verifica las hipétesis H1 y H2. En-

tonces:

1. La funcion T(Q) es de clase C en cualquier punto Q € (a,b) con Q # b — y;,

para j = 1,...,n1, y su derivada estd dada por
Q) = (p+h)F(@Q)—p
1@ Qtyx
~w-nY [ Be-Q+ - @ F - Q@

k=1 Y Qtyr—1

C(w-p) / Ba— Q)+ (- Q) Fx - Q) f(x)dr

Q+Yi1(Q)
+(w—p) S1(Q) (2.14)

i1(Q)
donde $,(Q) = f Bn—) — Blut)] yef (Q + ).

2. T(Q) es derivable con continuidad por la derecha en el punto Q = a y la derivada
lateral T" (a) estd dada por la expresion (2.14) para Q = a.

3. Sib < oo, T(Q) es derivable con continuidad por la derecha para los puntos
Q =b—y; conj=1,..,n, y las derivadas laterales T' (b—1y;) estin dadas por
la expresion (2.14) con Q =b—y,.

4. Sib < oo, T(Q) es derivable con continuidad por la izquierda en el punto Q@ = b
y se tiene T" (b) = h.

5. 8ib<ooyny > 1, T(Q) es derivable con continuidad por la izquierda para los
puntos QQ = b —vy; con j =1,...,n1, y las derivadas laterales T' (b — y;) estdn

dadas por
T'(b—y;) =T(0—y;) + (w—p) [Bly;—) — Bly;+)] yi f ().

Demostracién. Teniendo en cuenta que 7(Q) = L(Q) + (w —p) A(Q) y L'(Q) =
(p+ h) F(Q) — p, la prueba se sigue del Lema 2.2. m

Como consecuencia de este teorema, cuando se cumplen las hipétesis senaladas en

el mismo, se tiene que:
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1. Por ser 3(y) una funcién no creciente con 5(y) < 3, para todo y > 0, se sigue
que S1(Q) > 0. Ademds, utilizando el apartado 2 de dicho teorema, podemos

asegurar que

b
T'(a) < —p—(w—p) / Bla - a)f(@)de < —p— (w—p) B,
- _(1_/80)p_/80w<0‘

2. Si b < o0, por el apartado 4 de dicho teorema, se tiene 7" (b) = h > 0 y si

b = 00, por ser limg_ . i1(Q) = limg_o S1(Q) = 0, se verifica que

iMoo T'(Q) = limg_.so [(p + 1) F(Q) — p] = h > 0.

Por tanto, al ser T(()) una funcién continua, el modelo de optimizacién dado
por (2.6) alcanza, al menos, una solucién éptima en un punto @ € (a,b) y podemos

reformularlo como

min 7T . 2.15
min 7(Q) (2.15)

Utilizando también el Teorema 2.4, el siguiente corolario nos permite establecer

condiciones necesarias y suficientes para que la funcién T'(Q) sea de clase C*.

Corolario 2.5 Supongamos que la funcion ((y) verifica las hipétesis H1 y H2. En-
tonces, T(Q) es una funcion de clase C* en el intervalo soporte I, si y sélo si se
verifica al menos una de las siguientes condiciones:

(1) f(b) = 0.

(ii) B(y) es una funcion continua en el intervalo (0,b — a).

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 2.4, razonando como en la prueba

del Corolario 2.3. =

Nota. Si b = co entonces es claro que la funcién T(Q) es de clase C* en el intervalo

soporte I, .
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2.3.2. Estudio de la derivada segunda de la funcién T'(Q)

Para analizar la existencia de la derivada segunda de la funcién T'(Q)) vamos a
suponer que la funcién de densidad f(z) es de clase C' en el intervalo soporte I, 4,
con f'(b) = lim,y, f'(z) y f'(a) = lim, |, f'(z). Ademds, por el mismo motivo que en la
subseccién anterior, para cada ) € I, , nos interesa conocer los puntos y € (0,0 — Q)
en los cuales la funcién 3(y) no es de clase C?. Mds concretamente, si denotamos por
i2(Q) al numero de tales puntos en el intervalo (0,b — Q) y suponemos que is(Q)) es
finito, podemos denotarles por yi, 42, ..., Yiy@), con 0 < y1 < yo < ... < Yiy(q)- Por
ultimo, si ponemos ny = iz(a) € Y41 = b — a, de modo paralelo a lo hecho en la
subseccién 2.3.1, supondremos las siguientes nuevas hip6tesis sobre la funcién §(y):
Hipoétesis H3. La funcion B(y) es de clase C? en el intervalo (0,b— a) excepto
quizds en un nimero finito de puntos, 11 < Yo < ... < Yn,, donde existen y son finitos
los limites laterales (' (y;—), 8'(y;+), 8" (y;—) y B"(y;+), con j =1,...,ny.
Hipdtesis H4. En los extremos del intervalo (0,b—a) existen y son finitos los limites
laterales limy o 25" (y) + yB8" (y)] vy Umy—a) 28" (y) + yB8" (y))-

Notese que la hipétesis H3 implica la hipétesis H1. Ademds, observar que n; < no
y, como consecuencia de estas nuevas hipétesis, podemos asegurar que existe una
constante My > 0 tal que, para todo y > 0, se tiene que [26'(y) +y3"(y)| < Ms.
Por tanto, usando el mismo razonamiento que en la subseccién anterior, podemos
suponer que, si b < oo, las funciones y3(y), B(y) + yB'(y) vy 28'(y) + yB"(y) son
continuas en los intervalos [y;_1,y;], con j = 1,....ng + 1, y si b = oo, son continuas
en los intervalos [y;_1,y;], con j = 1,...,ne, y también en el intervalo [y,,,c0). En
consecuencia, como ya comentamos en la subseccién anterior, podemos asegurar que
se cumplen las condiciones necesarias para poder aplicar la regla de Leibniz para la
derivacion de integrales paramétricas propias e impropias en las que aparezcan dichas
funciones.

Entonces, poniendo y, = 0, podemos escribir la funcién A(@)) como

2@ Qtu b
Q=3 /Q Q8- Q)+ /Q Q- Q)

(2.16)
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Con todo ello podemos enunciar el siguiente resultado para la derivada segunda
de la funcién A(Q).
Lema 2.6 Supongamos que la funcion de densidad f(z) es de clase C* en el intervalo
soporte 1, y la funcion B(y) verifica las hipdtesis H2, H3 y H{. Entonces:

1. La funcién A(Q) es de clase C* en cualquier punto Q € (a,b) con Q # b — y;,

para j = 1,...,n9, y su derivada sequnda estd dada por

2@ Qtyy
Q) = B.1Q)+ Z /Q RAE- Q)+ - Q) Q)] fla)ds
" / 2000 — Q) + (¢ — Q) F'(x — Q)] f(x)da
Q+Yiy(Q)
+55(Q) (2.17)
donde @
$(Q) = - Z {8 =) = B yet) +un [8 (=) = B ()]} £ (Q + w)
Z2(Q)
+ Z yr |8 Byt f1(Q +yx). (2.18)

2. A(Q) es dos veces derivable con continuidad por la derecha en el punto @ = a
y la derivada lateral sequnda A’ (a) estd dada por la expresion (2.17) para
Q =a.

3. Sib < 0o, A(Q) es dos veces derivable con continuidad por la derecha para los
puntos Q = b—y; conj =1,...,n9, y las derivadas laterales sequndas A’ | (b—y;)
estdn dadas por la expresion (2.17) con Q = b — y;.

4. St b < oo, A(Q) es dos veces derivable con continuidad por la izquierda en el
punto Q@ = b y se tiene A” _(b) = ,f(b).

5. Sib<ooyng > 1, A(Q) es dos veces derivable con continuidad por la izquierda
para los puntos Q = b —y; con j =1,...,n9, y las derivadas laterales sequndas

A" _(b—y,) estdn dadas por
AT (b= y;) =AY (b= ;) {8 (g =) =B (ys+) +y; [ (y;=) =B (y; H)]1}f ()
+y; 18 (y;=) = B (y;H)] f(b)-
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Demostracién. Probamos en primer lugar que si lim, [y3'(y)] existe y es finito
(hipétesis H2), entonces necesariamente lim, o [y5'(y)] = 0. En efecto, como ((y) es
una funcién no creciente y, por la hipétesis H1, en el punto y = 0 por la derecha existe
un entorno lateral reducido en el cual —y3'(y) > 0, se tiene que lim, o [—yS'(y)] > 0.
Luego, si suponemos que lim, o [—yS'(y)] = L > 0, para cualquier £ con 0 < ¢ <

L/2, existirfa un 6 € (0,b — a) tal que si y € (0,0), entonces —F'(y) > £. Por

5 5
consiguiente, / — B (y)dy > / sdy = €[lné — limy, o Iny] = oo, lo cual es imposible
0 0

porave [ — () = ~)ls = ~B®) + H0+) = ~5(6) + 6, < 1. Por tanto,
necesaria?nente lim, o[-y (y)] = 0 y también lim, o [y5'(y)] = 0. De ello deducimos
que lim, o [B(y) + yB'(y)] = B,, propiedad que usaremos a continuacion.

Considerando funciones A(Q) v Au(Q) andlogas a las utilizadas en el Lema
2.2, pero cambiando n; por ny e i1(Q) por ix(Q), y derivando del mismo modo las
expresiones A)(Q) y Al,;,(Q) se obtiene:

Q+yk
AQ) = / 28(c — Q) + (2 — Q) B"(x — Q)] flx)da

Q+yr—1
— 6 (ye—) + w8 (ve=)] f (Q + yr)
+ 6 (Yr—14) + Y18 (k1)) f (Q + yr-1)

+ 4B (=) ' (Q + yk) — Ye—18Wk—1+) [ (Q + yr—1)

b
AQ = [ RIC-Q+ - Q- Q) f)ds
Qs (@)
+ 8 (@) + Y8 Wa@ )] F(Q+Yinw)
~Yir (@ BYin(@ ) (Q + Yin())-

Teniendo en cuenta que para k = 1, de acuerdo con las hipétesis dadas, la expresién

(B (ye1+) + yr_18 (yr_1+)] f (Q + yx_1) debe interpretarse como

{limy 0 [B(y) + yB' ()]} F(Q) = B,f(Q)

y, operando en el sumatorio que incluye todas las derivadas, el resto de la demostracion

se deduce de forma similar a como se hizo en el Lema 2.2. m
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Como consecuencia del lema anterior podemos enunciar el siguiente resultado para

la funcién T(Q).

Teorema 2.7 Supongamos que la funcion de densidad f(z) es de clase C' en el

intervalo soporte I,y y la funcion B(y) verifica las hipdtesis H2, H3 y H4. Entonces:
1. La funcién T(Q) es de clase C? en cualquier punto Q € (a,b) con Q # b — y;,

para j =1, ...,n9, y su derivada sequnda estd dada por

TQ) = [p+h+B,(w—p)f(Q)
2(Q) Q+yk
tw-p S / 280 — Q) + (v — Q) 8"(x — Q)] f(x)da

Q+yr—1

b
F(w—p) / 20(c— Q) + (v — Q) F"(x — Q)] f(a)da

Q+Yis (@)
+ (w—p) $2(Q) (2.19)
donde,
i2(Q)
%(Q) = - Z {8 (=) = B yet) +un[8 (=) = B ()]} £ (Q + )
Z2(62
+ Z Y [B B )] f(Q +yr) -

2. T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la derecha en el punto QQ = a y
la derivada lateral sequnda T (a) estd dada por la expresion (2.19) para Q = a.

3. Sib< oo, T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la derecha para los
puntos Q = b—y; con j = 1,...,nq, y las derivadas laterales sequndas 1", (b—y;)
estan dadas por la expresion (2.19) con @ =b—y;.

4. St b < oo, T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la izquierda en el
punto Q = b y se tiene T" _(b) = [p+ h+ B, (w —p)] f(b).

5. Sib<ooyng > 1, T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la izquierda
para los puntos Q = b —y; con j =1,...,n9, y las derivadas laterales sequndas

T"_(b—y;) estin dadas por
T" (b—y;)) =T (b—y;)—(w—p){B(y;—) =6 (y;+) + y; [6' (y;—) =B (y;+)]} f (b)
+(w=p)y; [B(y;=) = B (y;+)] £(b).
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Demostracién. Teniendo en cuenta que 7(Q) = L(Q) + (w — p) A(Q) y L"(Q) =
(p+ h) f(Q), se deduce inmediatamente del Lema 2.6. m

Es posible matizar el teorema anterior si reforzamos las hipétesis sobre la funcién

B(y) y las debilitamos sobre la funcién de densidad f(x). En efecto:

1. Si en el Teorema 2.4 suponemos que la funcién S(y) es continua en el intervalo
(0,b—a), y mantenemos las demds hipétesis alli consideradas, se tiene S1(Q) =
0, con lo que la expresién de la funcién 77(Q)) en el apartado 1 se simplifica y,
como ya se sefialé en el Corolario 2.5, la funcién T(Q) es de clase C'.

2. Como consecuencia de lo anterior, si en el Teorema 2.7 se supone que la funcion
B(y) es continua en el intervalo (0,0 — a) y se elimina la hipétesis de que f(z)

es de clase C' (pero se mantiene su continuidad), se tiene
i2(Q)
52(Q) == > e (8 (=) = B ()] £ (Q + ).
k=1

por lo que la expresién de la funciéon 77(Q)) se simplifica. Ademds, ahora la

expresién dada en el apartado 5 del Teorema 2.7 pasa a ser
T (b—y;) =T (b—y;) — (W —=p)y; [B (y;—) — B ()] () -
Resumimos lo anterior en el siguiente nuevo teorema:

Teorema 2.8 Supongamos que la funcion $(y) es continua en el intervalo (0,b — a)

y, ademds, verifica las hipdtesis H2, H3 y H4. Entonces:

1. La funcién T(Q) es de clase C? en cualquier punto Q € (a,b) con Q # b — y;,

para j = 1,....ns, y su derwada sequnda estd dada por

TQ) = [p+h+8,w—-p) F(Q)+
2(Q) Q+yy
fw-p) Y / 20(r— Q) + (¢ — Q) 8"(x — Q)] f(x)da

k=1 Y Qtur—1

b
F(w—p) / 20(c— Q) + (¢ — Q) F"(x — Q)] f(a)da

Q+yiy @)
+ (w—p) S(Q) (2.20)
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donde
i2(Q)

S2(Q) = =D w8 (=) = B ()] £ (Q + i) - (2.21)
k=1

2. T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la derecha en el punto Q = a y

la derivada lateral sequnda T | (a) estd dada por la expresion (2.20) para Q = a.

3. Sib < oo, T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la derecha para los
puntos Q = b—y; con j = 1,...,n9, y las derivadas laterales sequndas 1", (b—y;)

estdn dadas por la expresion (2.20) con Q = b — y;.

4. St b < oo, T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la izquierda en el
punto @ = b y se tiene T" _(b) =[p+h+ 5, (w—p)] f(D).

5. 8ib<ooyng >1,T(Q) es dos veces derivable con continuidad por la izquierda
para los puntos Q = b —y; con j =1,...,n9, y las derivadas laterales sequndas

T" (b —y;) estin dadas por
T _(b—y;) =T7 (b—y;) = (w=p)y; [B (y;=) = B (y; )] f ().

A partir de los Teoremas 2.7 y 2.8 podemos establecer condiciones suficientes para

que T'(Q) sea una funcién de clase C?.

Corolario 2.9 Supongamos que la funcion B(y) verifica las hipdtesis H2, H3 y Hj.
Si, ademds, se cumple al menos una de las siguientes condiciones:

(i) f(x) es de clase C* en el intervalo soporte I, con f (b) = f'(b) = 0;

(ii) B(y) es continua en el intervalo (0,b—a) y f(b) =0;

(111) B(y) es de clase C* en el intervalo (0,b — a);

entonces, T(Q) es una funcion de clase C* en el intervalo soporte I,y,.

Demostracién. Si b < oo y ne > 1, cuando se verifica (i) en el apartado 5 del
Teorema 2.7 se tiene T”_(b — y;) = T} (b — y;) para los puntos Q = b — y; con
J = 1,...,n9, luego la funcién T(Q) es de clase C* en tales puntos y, por tanto,
T(Q) es de clase C? en I,;. A la misma conclusién se llega si se verifican (ii) o (iii)

considerando ahora el Teorema 2.8.
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Si b < ooy ny = 0, entonces 3(y) es una funcién de clase C! en el intervalo
(0,0 — a) y en el apartado 1 del Teorema 2.8 no existen puntos del tipo y;. Por tanto,
T(Q) es de clase C? en I,

Sib = 00, en el apartado 1 del Teorema 2.8 se tiene b —y; = oo y, por tanto, T'(Q)

es de clase C? en I,;. m

El Teorema 2.8 nos permite también encontrar una condicién suficiente para que

T(Q) sea una funcién convexa de clase C, tal y como establece el siguiente teorema.

Teorema 2.10 Supongamos que la funcion 5(y) es continua en el intervalo (0,b — a)

y verifica las hipotesis H2, H3 y H). Si, ademds, cumple las dos condiciones siguientes:
(i) Para todo punto y;, con j =1,...,n9, se tiene B'(y;—) > B'(y;+);

(ii) Para todo punto y € (0,b—a) cony # y;, j = 1,...,na, se tiene 25 (y) +
yB"(y) < 0;

entonces, T(Q) es una funcion convexa de clase C' en el intervalo soporte I, .
Ademds, si f(z) > 0 para todo x € 1, se verifica que la funcion T(Q) es estric-

tamente convexa en el intervalo soporte I, .

Demostracién. Por ser 5(y) una funcién continua en el intervalo (0,b — a), utilizan-
do el Corolario 2.5, se deduce que T'(Q) es una funcién de clase C'. Ademds, por
la condicién (i) y el apartado 1 del Teorema 2.8, se tiene que S3(Q) < 0 para todo
Q € I, Entonces, como p+h+ f,(w—p) =p(1—03,) +h+ B,w > 0y, por la
condicién (ii), 28'(z — Q) + (z — Q) 8" (z — Q) < 0, podemos asegurar que 7" (Q) > 0
para todo @ € (a,b) con Q # b—y;, j = 1,...,ny. Luego T(Q) es convexa en todo
intervalo abierto que no contenga puntos de la forma ) = b — y;, para j = 1,..., no.
Finalmente, por ser T'(Q) una funcién de clase C*, se tiene que T(Q) es convexa en
el intervalo soporte I, .

Ademds, si f(z) > 0 para todo x € I, es ya inmediato que 7" (Q) > 0 para todo
Q € (a,b) con Q # b—vy;, j =1,...,n9, y por tanto T'(Q)) es estrictamente convexa

en el intervalo soporte 1, ;. m
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A partir de estos dos tltimos resultados, el siguiente corolario establece una condi-

cién suficiente para que T'(Q) sea una funcién convexa de clase C2.

Corolario 2.11 Supongamos que la funcion 5(y) verifica las hipdtesis H2, H3 y HJ.

Si, ademds,cumple las dos condiciones siguientes:

(i) B(y) es de clase C' en el intervalo (0,0 — a);

(ii) Para cualgquier punto y € (0,b—a) cony # y;, j = 1,...,na, se tiene 23" (y) +
yB"(y) < 0;

entonces, T(Q) es una funcion convexa de clase C? en el intervalo soporte I, .
Ademds, si f(x) > 0 para todo x € 1, se verifica que la funcion T(Q) es estric-

tamente convexa en el intervalo soporte I, .

Demostracién. Se deduce inmediatamente del Corolario 2.9 y el Teorema 2.10. m

2.4. Resoluciéon del modelo

Apoyédndonos en las propiedades de la funcién T'(Q)) expuestas en la seccién an-
terior, a continuacién se obtienen resultados que facilitan la obtencién de soluciones
Optimas para el modelo inicialmente formulado en la seccién 2.2 por medio de la
expresion (2.5) y reformulado en la seccién 2.3 por medio de las expresiones (2.6) y
(2.15). Evidentemente, la facilidad o dificultad para obtener soluciones éptimas va
a depender de las hipétesis que consideremos en cada momento. Asi, por ejemplo,
si suponemos que se verifican las hipotesis del Teorema 2.10, la solucién del modelo
(2.15) puede obtenerse resolviendo la ecuacién 77(Q) = 0.

Para lo que sigue nos interesa estudiar la funcién 8(y) = 3, para todo y € (0, 00).
Es evidente que entonces obtenemos el problema del newsboy estudiado en Khouja
(1996) y que podemos encontrar su solucién resolviendo la ecuacion 7(Q)) = 0, puesto
que se verifican las condiciones del Teorema 2.10. Obsérvese que ahora se tiene n; =

ne = 0, 1(Q) = i2(Q) = S1(Q) = 52(Q) = 0 para todo @ € I,,. En este caso,
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denotando la funcién T'( Q) como TK(Q), se tiene Tk (Q) = L(Q) + (w — p) Ax(Q),
donde Ak (Q) =p / T — x)dzx y la expresion (2.14) para la derivada es

THQ) = (p+h)FQ) —p—(w— pﬁ/f

p+(w—P)f80
h4p+(w—p)B,’

el fractil critico dado por Khouja. Es decir, es solucién éptima todo punto Q3

y, por tanto, la solucién se obtiene cuando F(Q) = que coincide con

p+(w=p)B,
h+p+ (w_p)ﬁo

usando las hipétesis del Teorema 2.10, es posible alcanzar resultados que facilitan la

perteneciente al conjunto I}, = F~! [ } . Aunque lo anterior se ha obtenido

resolucién del modelo (2.15) usando hipétesis mas débiles. Lo haremos a continuacion.

Lema 2.12 Supongamos que b < oo y sean y = sup{y € [0,b —a) : B(y) = B,},
Q=>b—7yQ < (a,b). Entonces:
1. T(Q) = Tx(Q) para todo Q > Q.
2. T(Q) > Tk(Q) para todo Q < Q.
3. Si, ademds, se cumplen las hipdtesis H1 y H2, entonces T' (Q) < Ty (Q) para
todo ) < CNQ

Demostracion.

1. Como f (y) es una funcién no creciente, para todo par (Q), z) con @ <Q<z<b
se tiene f(x — Q) = G, v, de (2.10), se sigue que si Q) > Q (obsérvese que ahora
ponemos > en lugar de >) entonces

b
AxlQ) = 4@ = [ (2= Q)18, - 8(a ~ Q) =0
Por tanto, T (Q) — T(Q) = (w — p) [Ax(Q) — A(Q)] = 0, es decir, T(Q) =
Tk (Q)-

2. Sea @) < @ Como @) +y < b, existe ¢ > 0 tal que Q + y + ¢ < b. Luego, si x €

(Q+ 7y +e,b)setiene —Q > y+e,dedonde 5,—(x—Q) > B,—B(y+e) > 0.
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Por tanto

b
Ax(Q) — A@Q) = / (e Q) (8, — Bz — Q) f(x)de

Q

v

b
/Q  @=Q)B,~ 0~ Q) fa)is

> (G+2) (8, — B +2)] / f(x)dz > 0

Q+y+e

Teniendo en cuenta ahora que Tk (Q)—T'(Q) = (w — p) [Ax(Q) — A(Q)], resulta
que Tk (Q) < T(Q).

3. Admitiendo ahora las hipétesis H1 y H2, considerando el mismo valor de ¢ antes
usado y aplicando los resultados obtenidos en los apartados 1 y 3 del Lema 2.2,

para todo @) < @ se tiene

1(Q) Q+yi
Q) - 4@ = /Q+ B,—Be—Q) (2 - Q) (x— Q) f(x)de
k=1 , -
+/ B,— Bz —Q) —(x—QF (x— Q) f(e)de
Q+Yi, (@)
+51(Q)
b
> [ 18, - B(x — Q)] f(x)da
méx{Q-‘ry-‘rE,Q-l-yil(Q)}
> (8, — BT +2)] / F@)dr>0.  (2.22)

max{Q+7+¢,Q+Y;, ()}

En consecuencia, T (Q) — Tk (Q) = (w —p) [A(Q) — A%(Q)] < 0, de donde
T Q) < T(Q). =

Nota. Es claro que, con las hipétesis del apartado 3 anterior, en todos los puntos
Q < Q, con Q #b—y;yj=1,..,n,setiene T"(Q) < T (Q), ya que en estos puntos
7" (Q) = T'(Q), de acuerdo con el Lema 2.2.

Teniendo en cuenta el resultado anterior, si b < co, el siguiente teorema nos per-
mitird encontrar la solucién en algunos supuestos y delimitar el intervalo de biisqueda

de la solucién para el resto de casos.
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Teorema 2.13 Supongamos que b < oo y la funcién 5(y) verifica las hipdtesis H1
y H2. Sean I}, = F~! [%], Ry, = min{Q € I}, Q), = max{Q € I},
g=sup{ycl0,b—a):5(y) =5} yQ=b—-7.

1. Si @ < Q%,, entonces T(Q) alcanza su minimo global en todos los puntos del
intervalo I}, = [Q}(l, Q}Q} y solo en estos puntos.

2. SiQ¥, < @ < Q%,, entonces T(Q) alcanza su minimo global en todos los puntos
del intervalo [@, Q*KQ} y solo en estos puntos.

3. 81 QF, < @, entonces T'(Q) alcanza su minimo global en, al menos, un punto
Q* del intervalo <Q}2, Qv} Ademds, si 5(y) es continua en vy, entonces T(Q)
no alcanza su valor minimo en @

Demostracion.

1.SiQ< (%, aplicando el Lema 2.12, se tiene 1% (Q) < T%(Q) < 0 para todo
Q € (a,é) y T(Q) = Tk(Q) para todo @ € [@,b). Luego la funcién T'(Q)
es estrictamente decreciente en el intervalo (a, Q}(l), constante en el intervalo
[Q*Kl, Q}Q] y estrictamente creciente en el intervalo (Q}Q, b). Por tanto, T'(Q)
alcanza su minimo global en todos los puntos del intervalo [}, = [Q*Kl, Q’;(z] y
s6lo en esos puntos.

2. 51 Q%, < @ < Q¥,» como en el caso anterior, deducimos que 7'(Q) es estricta-
mente decreciente en (a, @), constante en [@, Q}z} y estrictamente creciente
en (Q}Q, b). Por tanto, la funcién T'(Q) alcanza su minimo global en todos los
puntos del intervalo [@, Q}‘{Q} y s6lo en esos puntos.

3. Si Qf, < Q, de nuevo por el Lema 2.12, se tiene que T"(Q) < TE(Q) <0 si
Q < Q%, v la funcién T'(Q) es estrictamente decreciente en el intervalo (a, Q}Q]
con T (Q%,) < Tk(Ql,) = 0. Por otro lado, T(Q) = Tk (Q) para todo @ > Q,
y la funcién T(Q) es estrictamente creciente en (@, b), por serlo Tk (Q). Por
tanto, la funcién T'(Q)) alcanza su minimo global en, al menos, un punto Q*
del intervalo (Q}z,@]. Finalmente, como T} (@) =Ty (@) > 0, si B(y) es
continua en ¢, aplicando el Teorema 2.4, se deduce que T'(QQ)) es derivable en Q

con 1" (Q) =T (@) > 0y T(Q) no alcanza su valor minimo en @ [ |
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Con el propésito de encontrar un resultado similar para el caso b = 0o, se demues-

tra a continuacion el siguiente lema.

Lema 2.14 Supongamos que b = 0o y la funcion 5(y) verifica que lim,_,o B(y) < B,.

Entonces:

1. T(Q) > Tk (Q) para todo Q) € I,y.

2. Si, ademas, se cumplen las hipdtesis H1 y H2, entonces T'(Q) < T} (Q) para
todo Q) € I,p.

Demostracion.

1. Como lim, . B(y) < S, existe My > 0y e > 0 tal que 8, — 5(y) > ¢ para todo
y > Mj. Ademass, por la definicién de b como extremo superior del intervalo
soporte I,;, sabemos que, para todo My > 0, oof(x)dx > 0. Por tanto, si
Q € Iy, se tiene "

16(Q)-4Q) = [“@-),- 56— )
> [ - QB 56— Q) S

Q+My

> M1€/ f(z)dz >0
Q+M

dedonde T(Q)—Tk(Q) = (w — p) [A(Q) — Ax(Q)] > 0, es decir, T'(Q) > Tk(Q)
para todo Q € I .

2. Por ser b = oo, por el Corolario 2.3 se tiene que A(Q) es de clase C* en I,,,.
Ademss, considerando los mismos valores de ¢, My y My que en el apartado

anterior, se tiene

1@ty
Q) - 4@ = Y /Q B, =B —Q) = (x—Q)F (r — Q) fx)d
k=1 +TYk-1
+/°° B, Bz —Q) — (- Q) (x - Q) fla)de + 5:(Q)
Q+yiy (@)
> 8, ~ e - Q) fla)da
/m cromm sy =N

> 6/00 f(z)dx >0 (2.23)

méx{ Q+yi, (@), Q+M }
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Luego T'(Q) — Tk (Q) = (w — p) [(Q) — A (Q)] < 0y T(Q) < T(Q) para todo
Q € Ia,b~ | |

Del mismo modo que antes, a partir de este lema, se puede enunciar el siguiente
teorema, que permitird encontrar la solucién, o delimitar el intervalo de bisqueda de

la solucién, para el caso b = cc.

Teorema 2.15 Supongamos que b = oo y la funcion 5(y) verifica las hipdtesis H1 y
H2. Sean I, = F~! [%} Qi =min{Q € I};} y Ql, = méx{Q € I} }. Se

verifica que:
1. St limy .o B(y) = B,, entonces T(Q) alcanza su minimo global en todos los
puntos del intervalo I}, = [Q}‘(l, Qh] y solo en estos puntos.
2. Silim, . B(y) < fB,, entonces T(Q) alcanza su minimo global en, al menos, un
punto Q* del intervalo (Qj,,o0) con T'(Q*) = 0.
Demostracion.

1. Silim, .« B(y) = B, entonces 3 (y) = 5, para todo y € (0, 00) y el problema se
reduce al modelo de Khouja (1996), cuya solucién 6ptima se obtiene para todos
los puntos del intervalo [}, = [Q}{l, Q}}Q} y s6lo para estos puntos.

2. Por ser b = oo, por el Corolario 2.5, se tiene que T(Q) es de clase C* en I,;.
Como lim, . 5(y) < f,, aplicando el Lema 2.14, para @ € (a, Q}Q] se tiene
que T(Q) < T5(Q) < 0y T(Q) es estrictamente decreciente en el intervalo
(a,Q%,] con T'(Qk,) < Tk (Qk,) = 0. Por tanto, T(Q) alcanza su minimo

global en, al menos, un punto Q* del intervalo (Q}z, oo) con T(Q*) =0. m

Una generalizacién del concepto de fractil critico.
Los casos en los que la politica 6ptima del modelo (2.15) se obtiene mediante la
resolucién de la ecuacion 77(Q)) = 0, nos permiten generalizar el concepto de fractil

critico dado en el problema del newsboy estudiado en Khouja (1996). En efecto, como

Q) = L'(@Q) +(w-p)AQ) =(@+h)FQ)—p+(w-p) AQ)
= h=[1-F@Q)]Ph+p+(w-p AQ)]
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con A(Q) = If;t((g)) para todo @ € (a,b), se tiene que la ecuacién 7"(Q)) = 0 es

equivalente a la ecuacién

- AQ)
MO = o oA

(2.24)
b

Teniendo en cuenta que % { /Q (x—Q)f (x)dx] = F(Q) — 1, podemos decir que
A(Q) es la razén entre la derivada del valor esperado para el tamano del pedido
de emergencia (es decir, A'(Q))) y la derivada del valor esperado de la escasez si el
tamano del lote es ). Ademds, como de (2.22) o (2.23) se sigue que A'(Q) — A% (Q) >
0, podemos asegurar que —A'(Q) < —A%(Q) = B,[1 — F(Q)] y, por consiguiente,
A(Q) < B, < 1 para todo @ € (a,b). Como consecuencia de ello, es evidente que
h4p+ (w—p)A(Q) > 0y en la ecuacién (2.24) se tiene 0 < LWL _ 7

h+p+(w—p)A(Q)

incluso si A(Q) < 0. Por tanto, si para todo @ € (a,b) definimos la funcién

o w-p)AQ)
Y = G- AQ)

a la que denominaremos funcién fractil del problema (2.15), entonces 0 < ¥(Q) < 1,

(2.25)

y resolver la ecuacién (2.24) es equivalente a encontrar los puntos de corte de la
funcién de distribucién de la demanda F(Q) y la funcién fractil ¥(Q). Es importante
observar que ¥((Q) es una generalizacién del fractil critico dado en Khouja (1996).
En efecto, si § (y) = 3, entonces A(Q) = 3, para todo @ € (a,b) y la funcién fractil
también es la funcién constante Vg (Q) = % para todo @ € (a,b). Para el
caso que nosotros planteamos ahora, la funcién fractil depende del tamano del lote
@ v la soluciéon no puede obtenerse directamente, sino que es necesario resolver la

ecuacion (2.24) para encontrar los puntos de corte entre la funcién de distribucion y

la funcién fractil.

2.5. Analisis de sensibilidad

En esta seccién se incluye un anélisis de sensibilidad del tamano éptimo del lote

Q* y del beneficio esperado maximo B(Q*) en el contexto del modelo planteado en



142 Una extension del problema del newsboy con pedido de emergencia

la seccién 2.2. Para ello supondremos que hemos encontrado tal solucién éptima QQ*
vy que, ademds, se cumplen algunas condiciones adicionales las cuales, teniendo en
cuenta la teoria desarrollada hasta aqui, nos facilitan el estudio que pretendemos. En

esta linea, ademds de T"(Q*) = 0, supondremos que:

1. La funcién de densidad f(z) es de clase C' en el intervalo soporte I, y la

funcién 5(y) verifica las hipétesis H2, H3 y H4.

2. La funcién T(Q) es dos veces derivable en el punto Q* con 7" (Q*) > 0.

En consecuencia, podemos aplicar los siguientes resultados: (i) el Teorema 2.7; (ii)
el apartado 3 del Teorema 2.13 y (iii) el apartado 2 del Teorema 2.15. Ademas, la
funcién T(Q) es de clase C? y estrictamente convexa en un entorno de Q*. Puesto
que los pardmetros auxiliares h, w y p dependen de los pardmetros iniciales cy, cg,
cg, ¢y v, hemos preferido realizar el estudio de sensibilidad utilizando estos 1ltimos.

Con las condiciones dadas, y teniendo en cuenta la expresién (2.8), podemos ase-

gurar que la solucién éptima Q* se obtiene resolviendo la ecuacién
T'(Q) = (p+ ) F(Q) = p+ (w—p) A(Q) = 0 (2.26)
es decir, usando los pardmetros iniciales, con la ecuacién
TQ)=(cc+v+cg)F(Q)— (cc+v—c)+(cg —cg—v)A(Q)=0  (2.27)

Ademas, para el beneficio esperado méximo tendremos en cuenta que estd definido
por la expresién B(Q*) = (v — ¢)u — T(Q*) con
b

"
T(Q) = (cu+o) / (@ — 2)f(x)dr + (c5 — ) / (r— Q")B(x — Q) f(x)da

*

b

e +v=0) [ (0= QI1 - Hlo - @S @i

*

A continuacién, al igual que hicimos en la seccién 1.4 y en la subseccién 1.8.3
del capitulo anterior, en el anédlisis de sensibilidad correspondiente a cada pardmetro,
se tratard a éste como la tinica variable y, por tanto, realizaremos el estudio usando
las derivadas ordinarias correspondientes, y enunciaremos un resultado por separado

para cada uno de los pardmetros iniciales.
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Ademds, necesitamos considerar el punto ¥ = min {Q €l,,: F(Q)= CCGGJTTCZ},
que resulta ser el tamano 6ptimo del lote para el problema bésico del newsboy sin
pedido de emergencia. El siguiente lema incluye las derivadas del tamano 6ptimo del

lote Q* y del beneficio esperado maximo B (Q*) respecto al pardmetro cy.

Lema 2.16 Supongamos que f(z) es de clase C* en I, y B(y) verifica las hipdtesis
H2, H3 y Hj. Sean Q*(cy) y B(Q*(cy)), respectivamente, el tamano dptimo del lote
y el beneficio dptimo para un valor cy del coste unitario efectivo por sobreabasteci-
miento. Supongamos, ademds, que en un punto cyg = cy, para el que Q*(cy,) = QF,

se tiene que T(Q) es dos veces derivable y T"(Q7) > 0. Entonces:

(0) G

dey

nmemy 1@

(b) BQ (cn) = _/ I(Q*{ — z)f(x)dw.

dey

Demostracion.

(a) Si definimos la funcién
Gi(cn, Q) = (cg +v+cp) F(Q) — (cg +v—¢) + (g — cg —v) A(Q)

entonces para cada valor de cy suficientemente cerca de ¢y, , la solucién éptima
Q*(cy) viene definida implicitamente por la ecuacién Gy(cy, Q) = 0, de modo
que G(cu, Q*(cn)) = 0. Ademds G2 (e, Q) = F(Q), G5 (cn, Q) = T"(Q) ¥
%—%(CHI, Q1) =T"(Q7) > 0. Como las funciones 7"(Q)) y F(Q) son continuas en
un entorno del punto QF, podemos asegurar que la funcién G1(cy, Q) verifica las
hipdtesis para poder aplicar el Teorema de la Funcién Implicita en un entorno

del punto (cp,, Q7). Por tanto, se tiene

dQ* (cn) __beplem @) F(qp)
der CH=CH, 8@%1 (cry,Q7) T”<QI) ‘
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(b) Andlogamente, si definimos la funcién

Q
Colem @) = (0= (cx +0) / (@ — o) f(x)dz

b
—(es—¢) /Q (r— Q)B(r — Q)f(x)da

o tv—0) /Q (r— QL Bz - Q)lf ()ds

entonces, para cada cy suficientemente cerca de cp,, el beneficio 6ptimo del

lote es una funcién de cy definida como B(Q*(cy)) = Ga(cy,Q*(cy)) con
B(Q*(cu,)) = B(Q7). Ademss, %—%Q(CHN Q1) = =T"(Q7) = 0. Entonces, derivan-

do la funcién B(Q*(cy)) en el punto cg,, se tiene que

dB(Q* oG * oG *\ dQ*
(gcffH)) = 52(cm, Q1) + 55 (cm, Q7) Qdc(;H)
CH=CH{

CH=CH,

Q7 .
- - / (Q; - o) f(a)dz — T'(Q]) “Lten)

o cH=CH,
- - / (@} — 0)f()dr. m

Del mismo modo, el siguiente lema incluye las derivadas del tamano 6ptimo del

lote Q* y del beneficio esperado maximo B (Q*) respecto al pardmetro cg.

Lema 2.17 Supongamos que f(x) es de clase C* en I, y B(y) verifica las hipdtesis
H2, H3 y Hj. Sean Q*(cp) y B(Q*(cp)), respectivamente, el tamano dptimo del lote y
el beneficio dptimo para un valor cg del coste unitario de adquisicion en el periodo de
emergencia. Supongamos, ademds, que en un punto cg = cp, para el que Q*(cp,) =
Q3, se tiene que T(Q) es dos veces derivable y T"(Q3) > 0. Entonces:

__ (ecgtvten)F(Q7)—(cg+v—c) .

dQ*(cB)
(@ Ta" ey =7 Coran (@)

dcp

dB(Q*(c
(b) ((jCP(’ B))

. / ( — QD)B(x — Q) f(x)da.

Q1

CB:CBl
Demostracion.
(a) Utilizando ahora para el pardmetro cg el mismo razonamiento que para el pa-

rametro cy en la demostracién del apartado (a) del lema anterior , se tiene
9G;

M _ _ Ocp (cBy,@7) _ A'(Q“{) _ _ (egtvtem) F(Q)—(cg+v—c)
dep ep=cp, %Cé?l (e5,,@1) (@f) (catv—cn, )T (Q1)
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(b) Utilizando para el pardmetro cg el mismo razonamiento que para el pardmetro

cy en la demostracién del apartado (b) del lema anterior, se tiene

dB (Q*(cB))

dCB

b
- _/ (x B Qf)ﬁ(x B Qf)f(x)dx T (QD de*c(;B)

* cp=c
CB=CBq 1 B=B1

. / (r— Q)B(x — QD) f(x)d.

*

Calculamos ahora las derivadas de Q* y de B (Q*) respecto al pardmetro cg.

Lema 2.18 Supongamos que f(x) es de clase C* en I, y B(y) verifica las hipdtesis
H2, H3 y Hj. Sean Q*(cq) y B(Q*(cg)), respectivamente, el tamario dptimo del lote
y el beneficio optimo para un valor cg del coste unitario por pérdida de ventas. Su-
pongamos, ademds, que en un punto cg = cg, para el que Q*(cg,) = Q5, se tiene que

T(Q) es dos veces derivable y T"(Q7) > 0. Entonces:

_ (cgtep)F(Q7)—(cB—0)

(a) Q" (cg) —
CG:CGl (CG1+U703)T”(Q’{) '

deg

d *(c
(b) B(ZQCC(; c))

=—/<x—@®ﬂ—ﬁ@—@Mf@Mw

*
1

cG=ca,
Demostracion.

Razonando como en las demostraciones de los dos lemas anteriores, se tiene:

* oG
C@—(CG) — ac; (cay,Q1) _F(Qf)flfA’(ny) _ (CH+CB)F(QT)—(CB—C)‘
dCG CG=cGq 88%1 (CGUQ ) TN(QT) (CG1 +vch)T“(Q’1‘)
y
4B (Q'(cc) o * .
Pl — Q) - - QD] fla)da - T (@) %22
CG CG=CG, { ca=ca,

*

b
— [ @- QDB - Q) fw)dr. m
Del mismo modo, calculamos ahora las derivadas respecto al parametro c.

Lema 2.19 Supongamos que f(x) es de clase C* en I, y B(y) verifica las hipdtesis
H2, H3 y Hj. Sean Q*(c) y B(Q*(c)), respectivamente, el tamano dptimo del lote y el
beneficio dptimo para un valor ¢ del coste unitario de adquisicion antes del inicio de
la temporada. Supongamos, ademds, que en un punto ¢ = c¢1 para el que Q*(¢1) = QF,

se tiene que T(Q) es dos veces derivable y T"(Q3) > 0. Entonces:
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dQ*(c) — _ -1
(CL) dc c—ct T”<QT)
(b) SELR| = -an
Demostracion.

Razonando como en la las demostraciones de los lemas anteriores, se tiene:

dQ*(c) _ aaG;I (@) _ 1
de ooy G@en  TVQ)
y
B (Q* o '
@@, [ @i~ + /Q (= QDB — QD) f(x)d
b
+/Q* (= QD1 = Ble = QDI (x)dr = T'(Q]) 52|
Qs b
_ s / (r — Q1) f(x)de + /Q (&= Q) (x)da
b b
=t [ Qi@ =t [Cer)ie - o;

— Q. m

Finalmente, el siguiente lema incluye las derivadas del tamano 6ptimo del lote Q*

y del beneficio esperado méximo B (Q*) respecto al pardmetro v.

Lema 2.20 Supongamos que f(x) es de clase C* en I, y B(y) verifica las hipdtesis
H2, H3 y Hj. Sean Q*(v) y B(Q*(v)), respectivamente, el tamano éptimo del lote y el
beneficio dptimo para un valor v del precio unitario de venta. Supongamos, ademds,
que en un punto v = vy para el que Q*(vy) = Q3, se tiene que T(Q) es dos veces

derivable y T"(Q7) > 0. Entonces:

dQ* (v) _ (catep)F(QT)—(c—¢)
(¢) =% S m—— T
b
V=v1 Q{
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Demostracion.

Razonando como en la demostraciones de los lemas anteriores, se tiene:

Q" (v) o Bwen - FQD1A(Q) | (enten)P@D)—(es—0)
v pmy FG00QD (@) (catui—en)T"@))
y
dB Q* U b * * * * v
% - HT /*(m = QDI = Ble = QDI (w)dw — T (@) “G|
—on ;
- B / (= Q1) [1—pBlz—QY) flz)de. =
Q1
Notas.

1. Resulta interesante interpretar las derivadas del beneficio esperado éptimo ob-

tenidas en los lemas anteriores. En primer lugar, por el apartado (b) del Lema
2.16, podemos decir que la derivada del beneficio esperado éptimo B (Q*) con
respecto al coste unitario efectivo por sobreabastecimiento cy es el nimero es-
perado de productos sobrantes cambiado de signo, suponiendo que el tamano
del lote inicial es el tamano 6ptimo del lote Q*. Del mismo modo, por el aparta-
do (b) del Lema 2.17, la derivada del beneficio esperado 6ptimo B (Q*) con
respecto al coste unitario de adquisicién en el periodo de emergencia cg es el
tamano esperado del pedido de emergencia cambiado de signo, suponiendo que
el tamano del lote inicial es el tamano éptimo del lote Q*. Con respecto al coste
unitario por pérdida de ventas c¢, por el apartado (b) del Lema 2.18, la derivada
del beneficio esperado 6ptimo B (Q*) es el nimero esperado de ventas perdidas
cambiado de signo, suponiendo que el tamano del lote inicial es el tamano 6pti-
mo del lote Q*. Ademds, por el apartado (b) del Lema 2.19, es evidente que la
derivada del beneficio esperado 6ptimo B (Q*) con respecto al coste unitario de
adquisicion inicial es el tamano éptimo del lote Q* cambiado de signo. Final-
mente, utilizando el apartado (b) del Lema 2.20, podemos decir que la derivada
del beneficio esperado 6éptimo B (Q*) con respecto al precio unitario de venta v
es el mimero esperado de productos finalmente suministrados por el distribuidor

suponiendo que el tamano del lote inicial es el tamano 6ptimo del lote Q*.
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2. Observar también que la derivada del apartado (b) del Lema 2.16 podria expre-

. Q7
(Q*(cH)) - _/ F(m)dm, ya que se tiene
CH:CHl a

sarse Ccomao 4
CH

Q1

. Q1 Q1
[ @ = 0@ =@ -0 @ + [ @i = [ F

Como consecuencia de los lemas anteriores se obtiene el siguiente resultado para

el andlisis de sensibilidad del tamano 6ptimo del lote Q*.

Corolario 2.21 Supongamos que f(z) es de clase C* en 1, y 5(y) verifica las hipdte-
sis H2, H3 y Hj. Supongamos, ademds, que T(Q) es dos veces derivable en el punto
Q* con T"(Q*) > 0. Consideremos los valores B((b — Q*)—) = lmy_g- 5 (y) y
Q; =min {Q €l F(Q) = C(;Gjﬁ} Entonces, se verifica:

(a) Q* decrece cuando cy crece.

(b) Q* crece con cg si Q* < QF, y no crece cuando cg crece si Q* > Q7.

(c) Q* crece con cg si f((b— Q*)—) < 1, y no depende de cg en caso contrario.

(d) Q* decrece cuando ¢ crece.

(e) Q* crece con v si f((b— Q*)—) < 1, y no depende de v en caso contrario.

Demostracion.

(a) Se sigue inmediatamente del apartado (a) del Lema 2.16, ya que, si denotamos

por cy, al valor actual de ¢y, se tiene 49" (err) < 0.

deg
cp=cm,

(b) Utilizando el apartado (a) del Lema 2.17, si Q* < Q%, de la definicién dada de

Q7 se sigue que (cg + v+ cg)F(Q*) < (c¢ + v+ cy)F(QF) = cc +v —cy, por

tanto, si denotamos por cp, al valor actual de cp, se tiene 49" (cp) > 0.

dep cp=cp,
dQ*(cB)

Del mismo modo, si Q* > @, se tiene que o

< 0 y la afirmacién
cp=cp,

queda demostrada.

(c) Utilizando el apartado (a) del Lema 2.18, si denotamos por cg, al valor actual

de cq, se tiene que dQ;C(CG) = —%&glm, luego
G CG:CG1
signo 141D | = signo[l — F(Q") + A'(Q")]

cg=ca,
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De (2.12) y (2.13) se sigue que

b
Luego, si 5((b — Q*)—) < 1 se verifica que —A" (Q*) < [ f(z)dx =1— F(Q")
Q*

y %(;G) > 0. En cambio, si B((b — Q*)—) = 1, se tiene que A’ (Q*) =
eiden
b
f(x)de =1 - F(Q7) y 4 = 0.
Q* G CG:CGI

(d) Es inmediato por el apartado (a) del Lema 2.19.

(e) Igual que en el caso (c), utilizando el apartado (a) del Lema 2.20. m

Del mismo modo, también como consecuencia de los lemas anteriores, se obtiene

el siguiente resultado para el anélisis de sensibilidad del beneficio esperado maximo

B(Q).

Corolario 2.22 Supongamos que f(z) es de clase C* en I, y 3(y) verifica las hipdte-
sis H2, H3 y Hj. Supongamos, ademds, que T(Q) es dos veces derivable en el punto
Q* con T"(Q*) > 0. Sea S((b — Q*)—) = lmyp_q+ B (y). Entonces, se verifica:

(a) B(Q*) decrece cuando cy crece.

(b) B(Q*) decrece cuando cp crece si B, > 0, y no depende de cp si 5, = 0.

(c) B(Q*) decrece cuando c¢ crece si B((b—Q*)—) < 1, y no depende de cg en caso

contrario.
(d) B(Q*) decrece cuando ¢ crece.
(e) B(Q*) crece con v.

Demostracion.

(a) Se sigue inmediatamente del apartado (b) del Lema 2.16, ya que, si cy, repre-
dB(Q*(c))

degr

< 0.

CH=CH,

senta el valor actual de ¢y, se tiene

(b) Por el apartado (b) del Lema 2.17, si 5, > 0 y c¢p, representa el valor actual
dB(Q*(cB))

de cp, es claro que e

< 0, mientras que si 5, = 0, entonces no hay
CB:CB1
pedido de emergencia y el beneficio 6ptimo B(Q*) no depende de cp.
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(c) Por el apartado (b) del Lema 2.18, si 8((b—Q*)—) < 1y cg, representa el valor

actual de cg, es evidente que %’KG(CG)) cc_<g0. En cambio, si f((b—Q*)—) =1,
—=c 1
BQ )| _

resulta g
ca

cg=cGy

(d) Es inmediato por el apartado (b) del Lema 2.19.

20, si v, 7 :
(e) Por el apartado (b) del Lema 2.20, si v; representa el valor actual v, se tiene
que

b
w zf(x)de >0.m

e (e-Q) 1 - Al - Q) fla)de > - /

* Q

Nota. Es interesante observar que todos los lemas y corolarios anteriores siguen siendo
ciertos si, en lugar del Teorema 2.7, utilizamos el Teorema 2.8. Para ello, ademés de
las hipétesis especificamente asociadas a cada lema o corolario, hemos de suponer que
la funcién [(y) es continua en el intervalo (0,b — a), pero en lugar de exigir que la
funcién de densidad f(z) sea de clase C! en el intervalo I, , sélo necesitamos que sea

continua en este intervalo.

2.6. Modelo con funcién ((y) escalonada

En esta seccién se considera el caso particular del problema planteado en la seccién
2.2 en que ((y) estd definida mediante una funcién escalonada con un nimero finito
n de escalones. Este caso es especialmente interesante porque permite resolver el
problema para cualquier funcién f[(y) utilizando una aproximacién mediante una
funcién escalonada con un nimero adecuado de escalones.

Supongamos entonces que la fracciéon de escasez que se sirve mediante el pedido

de emergencia viene dada por una funcién escalonada con n escalones definida como

Bly) =B, siy; <y <yjp1 para j=0,1,...n

con0<p8, <..<B<B,<1y0=9y,<y1 < ... <Yn < Ypy1 =b—a.
Analizamos en primer lugar el caso en que el soporte para la funcién de densidad

de la demanda es finito, es decir, b < oco. Teniendo en cuenta que la funcién §(y)
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verifica las hipétesis H1 y H2 con n; = n, y aplicando el Teorema 2.4, se deduce
que la funcién T(Q) es de clase C* en cualquier punto @ € (a,b) con Q # b — y;,
para j = 1 2,...,n. Ademss, si Q@ € (b—y;41,b—y;), se tiene que i1(Q) = j y
S1(Q) = Z (5k 1 Bk) yrf(Q + yi). Por tanto, para esos puntos, la expresién de
T'(Q), dada por (2.14), e

Q) = (h+p)FQ) —p—(w— pzﬁkl (Q+ ) — F(Q + o)

J

—(w=p)B;[1 = F(Q+y)] + Z Bro1 = Br) uef(Q + yr)
k=1

= [h+p+(w—p)B]F(Q) —p—(w—Dp)B;

—(w=p) Y (Ber = B) [F(@Q+ ) — unf(Q + ui)]

<.

- [h+p+(w:—p)6 |F(Q)— p— (w—p) B,
—p) > (Bror — — F(Q+y) + yef (Q + )] (2.28)

Para los puntos Q = b — y; con j = 1,2,...,n, utilizando el mismo teorema y

teniendo en cuenta que i1(b — y;) = j — 1, se tiene que

T, (b—vy;) = 4t =p) B EO—y;) —p = (@ —p) 5,
+w=p)> (B —=Be) M= FO—y; + ) + uef (b —y; + ue)]

T

mientras que

Ti<b - yj) = Tjr(b - yj) + (w—p) (5;‘-1 - 51> yjf(b>
= [h+p+(w—p)BJFb—y;) —p—(w—p)B,

J
+(w=p) Y (Bror = B) L= F(b—y; +ye) + yef (0 — v + )] -
k=1
Por otro lado, como la funcién §(y) también verifica las hipétesis H2, H3 y H4 con
ny = n, suponiendo que la funcién de densidad f(x) sea de clase C'! en el intervalo

soporte I, y utilizando el Teorema 2.7, se deduce que la funcién 7'(Q) es de clase

C? en cualquier punto @ € (a,b) con Q # b —y;, para j = 1,2,...,n. Ademss, si
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Q € (b—yjr1,b—y;), se tiene que i5(Q) = j y
95(Q) =D By = Br) [=F(Q +uw) +yif'(Q + )]

k=1

Por tanto, para esos puntos, la expresion de T”(Q), dada por (2.19), es

Q) = [h+p+w=p)B,f(Q)
=) By = B) FQ+ ) — S (Q+w)] (2:29)

k=1
Para el caso b = oo, utilizando el Corolario 2.5, se deduce que la funcién T'(Q) es
de clase C"! en todo el intervalo soporte I, ; y ademds i1(Q) = n para todo Q € (a, b).
Por tanto, al igual que en el caso anterior, se tiene que

Q) = [h+p+(w—p)BJF(Q) —p—(w—p)p,

n

+W=p)> (B = B) 1= FQ+ ) + unf(Q+u)] (230)

k=1

Del mismo modo, si la funcién de densidad f(z) es de clase C' en el intervalo
soporte I, 3, utilizando el Corolario 2.9, se deduce que la funcién T(Q) es de clase C*
en todo el intervalo soporte I, y su derivada segunda viene dada por

Q) = [h+p+(w—Dp)B,)f(Q)

n

—(w=p)Y_ (Bea = B) [FQ+m) —mf (Q+m)]  (2:31)

k=1
A partir de estos resultados vamos a mostrar como se puede obtener la solucién
del problema para dos distribuciones de probabilidad de la demanda, una con b < oo

(distribucién uniforme) y otra con b = oo (distribucién exponencial).

2.6.1. Caso de demanda uniforme

Supongamos ahora que la demanda tiene distribucién uniforme en el intervalo
[a,b], es decir, f(z) = ;= y F(z) = =2 con = € [a, b]. En este caso se tiene que

b
b_Q_yk+ g b—Q
b—a b—a b—a

— F(Q +yi) + yrf(Q +yp) =
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y por tanto, si @ € (b —y;4+1,b — y;), la expresién (2.28) para la derivada es

Q—a

Q) = [h+p+(w—p)ﬁo]b_a—p—(w—p)ﬁo
+ (w kiﬂk 1
= h—[h+p+(w—_p)ﬁ]%+(w p) Q(ﬁ - 5;)
= h— e+ - ) S22

Ademds, las expresiones para 1% (b —y;) y T (b — y;) son

Yj

Ti(b—y;) =h—[h+p+(w—p)B_] P

TLb—y;) =h=[+p+ -5 ;2

y por tanto se tiene que 7% (b — y;) > 1" (b — y;). Nétese que a esto mismo puede
llegarse de forma general desde el apartado 5 del Teorema 2.4.

Del mismo modo, si @ € (b—y;41,b —y;) la expresién (2.29) para la derivada
segunda es

(w )i(ﬁkl 5,)

h+p+w—p)B, =1 _h+p+(w—p)B;

b—a b - b—a >0

Q) =

Por tanto, por ser 7"(Q) > 0 para Q € (b — y;j4+1,0 —y;) y T".(b—y;) > T (b—y;)
para todo j = 1,2, ..., n, se deduce que en este caso la funcién T(Q) es estrictamente
convexa en el intervalo soporte I,; y su minimo global necesariamente se alcanza en
un dnico punto @ € I,; donde, o bien 7"(Q)) = 0 con Q) # b—y; paratodo j =1,....n

obien @ =b—y; con T" (b —y;) <0< TL(b—y;)-

h(b—a)

Se puede observar ademds que 77 (b — y;) > 0 si y sélo si y; < s s ;R
J

podemos definir entonces

h(b— a) }

o =max 7€ {0,....,n} 1y <
’ { { by h+p+(w—p)B

Para ese indice j, necesariamente se tendra 7" (b — y;,+1) < 0, y la solucién del

problema serd Q* = b — y;,41 81 T (b — yj,4+1) = 0 o un punto @ € (b — yj,11,b — y;,)
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con T"(Q) = 0 si T(b — y;,+1) < 0. El primer caso se obtiene cuando y;, 11 <

h(b—a)

— =72 Ademaés, en este dltimo caso
Rrp (B, ) )

h(b—a) )
s T el segundo cuando y;,+1 >

la solucién QQ* tiene que verificar la ecuacién

b—Q*
h — [h‘i‘p“'(“}_p)ﬁjo} b—a =0
es decir, se tiene que Q* = b — %'
Jo
Por tanto:
. h(b—a
o — b—yj+1 S1 Yj,+1 < m
— b h(b*d) h(bfa)

~ hrpr-p)B;, S Yiett > h+p+(w—p)B,,

Estas dos expresiones pueden escribirse de una forma cerrada como

. ) h(b—a) ‘

siendo j, = méx {2 €{0,...,n} 1y < %}.
En resumen, hemos encontrado la soluciéon del problema planteado cuando la

demanda es uniforme y (y) es una funcién con n escalones.

2.6.2. Caso de demanda exponencial

Supongamos ahora que la demanda tiene una distribucién exponencial, es decir,
f(x) = ie wy F(z)=1—e» conz € [0,00).

En este caso, como b = oo y f(z) es de clase C! en el intervalo [0, 00), se sabe
que la funcién T(Q) es de clase C? y las expresiones para las derivadas vienen dadas

por (2.30) y (2.31). Ademsds, se verifica que f'(z) = —%, F(z) = 1—puf(x)y

F(Q+ ) = e H f(Q). Por tanto la expresién (2.31) para la derivada segunda es

>0

1Q) = Q) [+ =0 B~ o= Y (s =) e ¥ (142%)

y se puede asegurar que, también en este caso, la funcién T(Q)) es estrictamente

convexa en el soporte [0, 00).
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Por otro lado se tiene que, en (2.30),

Yk

— F(Q+yr) +urf(Q +yx) = f(Q)e™» (1 + yr)

y por tanto la expresiéon para la derivada primera es

n

TQ) =h—[h+p+w—p) B uf(Q) + W —p) FQ S (Broy — Br) e (11 +yp)

k=1

o) B o) 3 (- )% (142,

k=1

3

—= h—e H

Finalmente, la solucién del problema se obtendra resolviendo la ecuacién T"(Q) =

0, cuya tnica solucién es

p =) |8,- 3 (G- ) (142) ¥
h

QR =pln< 1+

En resumen, hemos encontrado la soluciéon del problema planteado cuando la

demanda es exponencial y la funcion (y) es escalonada.

Es importante observar que, a diferencia de lo que sucede en los dos casos an-
teriores, no siempre se puede garantizar la existencia de un tinico candidato para la
solucién del problema ni tampoco la convexidad de la funcién 7'(Q). Por ejemplo,

si la demanda tiene una distribucién normal con pardmetros py o (es decir f(z) =

x 2
m}%e 2(55*) ), entonces es facil comprobar que f'(Q + yx) = Q+yk EFQ+yr) y

por tanto la expresién (2.31) para la derivada segunda es

Q) = [h+p+(w—p)B,]f(Q)
_(w_p)Z(ﬁk—l_Bk) [14‘%W F(Q + ).

k=1

., . 2 .
De esta expresién se deduce que, si ) < p — yp — ‘;—k, entonces 7"(Q) < 0 si
elegimos adecuadamente los valores de los pardmetros que intervienen en el modelo

y, por tanto, la funcién T'(Q) es localmente céncava.
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2.6.3. Casos especiales

A continuacién se analizan algunas situaciones especiales en las que la funcién
T(Q) no es convexa y, ademds, tiene mds de un extremo local. Para ello utilizaremos
una funcién B(y) escalonada con un tnico escaldn.

Ejemplo 1. Supongamos que la funcién de densidad de la demanda es f(x) =
o [1+cos (2)] con = € [0,100] y por tanto F(z) = 15 [z + Zsen (2£)] para
x € [0,100] y F(z) = 1 para = > 100. Se considera la funcién escalonada con un uni-
co escalén definida como S(y) = 1siy € [0,50) y 5(y) = 0siy > 50 (es decir, n =1,
y1 = 50, B, =1y (5, = 0). Finalmente seleccionamos los siguientes pardmetros para
el sistema de inventario: ¢ = 50, cg = 60, cg = ¢ = 10 y v = 70. Los pardmetros
auxiliares son p = 30, w = 10 y h = 60 y el valor esperado para la demanda es p = 50.

Por ser b < 00, en este caso la expresion (2.28) para la derivada primera es

(0)- T0F(Q) — 30 + 20 [F(Q + 50) — 50 £(Q + 50)] s? 0<Q <50 2.3
7T0F(Q) — 10 si 50 < Q < 100

Ahora, teniendo en cuenta que f(Q + 50) = f(Q) y,si 0 < Q < 50, F(Q + 50) =

F(Q) + 0.5, podemos escribir esta derivada como

90F(Q) — 20 — 1000£(Q) si0< Q < 50
T0F(Q) — 10 si 50 < Q < 100

Q) =

Por tanto, T7 (50) = 25 y 17 (50) = T"_(50) — 1000f(100) = 5, y la funcién T(Q)

no es derivable en el punto Q = 50. Para el resto de puntos la derivada segunda es

Q) = 90£(Q) + Zsen (52) si0< Q<50
E 0£(Q) S50 < Q < 100

Ademass, T'(Q) > 25 para todo @ € (50, 100) y se puede asegurar que la solucién
del problema se alcanza en un punto @ € (0,50) con 7"(Q) = 0. Sustituyendo los
valores de F'(Q) vy f(Q) en la expresién de T'((Q)) obtenemos que, para @ € (0,50),

esta derivada es

, o 45 7TQ 7TQ
T'(Q) = 0.9Q + 5, en (2—5> — 30 — 10 cos <%) :
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Resolviendo la ecuacién 0.9Q) + g—isen (%) —30—10cos (%) = 0 hemos encontra-
do tres soluciones en el intervalo (0,50): Q1 = 19.7, Q2 = 31.5 y Q3 = 46.7. Evaluando
la derivada segunda en estos puntos tenemos que 7”(Q1) = 0.97, T"(Q2) = —0.63 y
T"(Q3) = 1.22. Por tanto, @)1 y @3 son minimos locales mientras que () es un mé-
ximo local. Finalmente, evaluando la funcién T'(Q)) hemos comprobado que T'(Q3) =
867.27 < 886.25 = T((1) y por tanto la solucién del problema es Q* = Q3 = 46.7.

Ademis, el beneficio esperado 6ptimo serd
B(Q*)=(v—c)p—T(Q") = 1000 — 867.27 = 132.73.

En la Figura 2.4 se representa la funcién de beneficio esperado B(Q), junto con la
funcién de distribucién de la demanda F(Q) y la funcién fractil U(Q)) definida en la
seccién 2.4. Podemos comprobar que los puntos de corte de la funcién de distribucién
y la funcién fractil coinciden con los posibles candidatos para maximizar la funcién
del beneficio esperado. Observar también que la funcién B(Q)) es continua pero no es

derivable en el punto @) = 50 y la funcién fractil ¥(Q) es discontinua en dicho punto.

140

130
120

F(@) . ¥(Q)

|

T T
0 10 20 30 40 a 50 80 70 80 a0 100
Q

Figura 2.4. Representacion gréfica para el ejemplo 1

A la vista de este grafico parece claro que pudiera ocurrir que el 6ptimo para B((Q)
se alcanzase en un punto donde la funcién fractil fuese discontinua, es decir, en un
punto dénde la funcién T(Q)) no es derivable. El siguiente ejemplo muestra un caso
en el que esto ocurre.

Ejemplo 2. Consideramos el mismo problema que en el ejemplo 1 pero cambiando

y1 = 50 por y; = 55. En este caso la funcién T(Q)) no es derivable en el punto @ = 45
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y ademds la solucién obtenida es @* = 45 con B(Q*) = 232.81. En la Figura 2.5

podemos comprobar que efectivamente es asi.

F(Q) . ¥(Q)
B(Q)

+ T T
0 10 2 0 40 Q 50 60 70 80 90 100

Q
Figura 2.5. Representacion grafica para el ejemplo 2

En los dos ejemplos anteriores hemos observado que la solucién se alcanza siempre
en el valor ) méas grande entre los candidatos, pero en general esto no tiene por qué
ser siempre asi. El siguiente ejemplo lo muestra.

Ejemplo 3. Se considera otra vez el mismo problema que en el ejemplo 1 pero

cambiando el valor cg = 10 por ¢y = 15. En este caso la solucién obtenida ha sido
Q* = 18.6, que es el més pequeno de los candidatos, con B(Q*) = 99.14. En la Figura

2.6 se representa graficamente el problema en este caso.

F(Q) . ¥(Q)
B(Q)

o
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.6. Representacion gréfica para el ejemplo 3

En todos los casos anteriores la funcién 7'(Q) no era de clase C' en el intervalo

soporte I,;. Podemos plantearnos entonces la posibilidad de que estas situaciones
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puedan ocurrir también siendo la funcién T'(Q) de clase C'. El siguiente ejemplo
demuestra que efectivamente esto es asi.

Ejemplo 4. Supongamos ahora que la funcién de densidad de la demanda es f(x) =
75 [1 4 cos (m+ ZZ)] con z € [0,100] y por tanto la funcién de distribucién es
F(z) = 145 [z + Zsen (7 + 2Z)] para z € [0,100] y F(z) = 1 para z > 100. Igual
que en el ejemplo 1, consideramos la funcién escalonada con un tnico escalén definida
como B(y) =1siy €[0,50) y B(y) =0siy > 50 (es decir, n = 1, y; = 50, 5, =1
y 81 = 0) y los mismos pardmetros para el sistema de inventario: ¢ = 50, cg = 60,
cyg = cqg = 10 y v = 70. Por tanto, también en este caso los pardmetros auxiliares son
p =30, w =10y h = 60. Ademss, también ahora el valor esperado para la demanda
es =50, f(Q+50)=f(Q)y,si0<Q <50, F(Q+ 50) = F(Q) + 0.5. Entonces,
de nuevo la expresién para la derivada primera viene dada por (2.32) y observamos
que, por ser f(100) = 0, se tiene que 7% (50) = 7" (50) = 25. Por tanto, en este caso
la funcién T(Q) sf es de clase C' en el intervalo soporte I,,. Ademds, la derivada
segunda es

90f(Q) + Lsen (r+ ZL) si0<Q <50

70£(Q) si50 < Q < 100

T'(Q) =

Entonces podemos utilizar el mismo razonamiento que en el ejemplo 1 para ase-
gurar que la solucién del problema se alcanza en un punto @ € (0, 50) con 7"(Q) = 0.
Sustituyendo los valores de F(Q) v f(Q) en la expresién de T'(()) obtenemos que,
para @ € (0,50), esta derivada es

45 2m(Q) 21 Q)
T7'(Q) = 0. — <) -30-1 iehi 2N I
(Q) =0.9Q + 1. 5En (71' + 5% > 30 — 10 cos <7T + 5% )

Resolviendo la ecuacién 0.9Q) + gsen (7T + %) —30—10cos (7T + %) = 0 hemos
encontrado también tres soluciones en el intervalo (0,50): @1 = 22.2, Q3 = 28.0 y

3 = 40.0. Evaluando la derivada segunda en estos puntos tenemos que 7"(Q;) =
1.84, T"(Q2) = —1.48 y T"(Q3) = 3.11. Por tanto, ()7 y (3 son minimos locales
mientras que ()2 es un maximo local. Finalmente, evaluando la funcién 7'(Q)) hemos

comprobado que T(Q3) = 720.84 < 776.65 = T'(Q)1) y por tanto podemos asegurar

que la solucién del problema es Q* = @3 = 40.0. Ademads, el beneficio esperado 6ptimo



160 Una extension del problema del newsboy con pedido de emergencia

sera
B(Q*) = (v — ¢) u — T(Q*) = 1000 — 720.84 = 279.16.
En la Figura 2.7 se representa gréficamente el problema en este caso y se observa
que ahora la funcién fractil ¥(Q) es continua y la funcién de beneficio esperado B(Q)

es de clase C.

F(Q) . #(Q)

Figura 2.7. Representacion grifica para el ejemplo 4

También ahora, cuando la funcién T(Q) es de clase C*, pudiera ocurrir que el
6ptimo no fuese el mayor de los candidatos. Esta es la situacién que se da en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Se considera el mismo problema que en el ejemplo 4, pero cambiando
el valor cg = 10 por cyg = 30. En este caso obtenemos que @* = 20.2, que es el
mas pequeno de los candidatos, con B(Q*) = 179.96. En la Figura 2.8 se representa

graficamente el problema en este 1ltimo caso.

F(Q) . ¥(Q)

Figura 2.8. Representacion gréifica para el ejemplo 5
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2.7. Modelo con umbral de pérdida de ventas

En esta seccién se analiza un caso particular del problema planteado en la seccién
2.2. Se trata de un problema tipo newsboy con pedido de emergencia y umbral de
pérdida de ventas que generaliza el estudiado en Lee y Lodree (2010). Se supone
que existe un cierto umbral M, con 0 < M < oo, a partir del cual el cliente ya
no estd dispuesto a admitir un pedido de emergencia, pero por debajo del cual si
lo estd. Teniendo en cuenta que 3(y) es una funcién no creciente con valores en el
intervalo [0, 1], se sigue que M = sup {y € (0,00) : B(y) > 0} y, por tanto, 5(y) = 0
para y > M.

Si M > b — a, es claro que la suposicién anterior no anade nada a las hipétesis
H1 a H4 dadas en la seccién 2.3 ya que, como se ha senalado en su motivacion, lo
importante es “considerar todos los puntos y € (0,b — a) en los cuales la funcion [(y)
presenta un comportamiento especial” (ver pagina 119). En cambio, si M < b — a, la
suposicién anterior si anade matices a las hipétesis H1 a H4. Por todo ello, en linea
con lo considerado en Lee y Lodree (2010), en esta seccién vamos a anadir una nueva
hipétesis a la anterior sobre el umbral M y a las ya citadas H1 a H4.

Concretamente, si M > b — a supondremos que la funcién (y) es de clase C?
en el intervalo (0,0 — a). Con estas seis condiciones, es claro que, en este caso, ny =
ny = 0 e i1(Q) = i3(Q) = 0 para todo @ € (a,b). En consecuencia, aplicando
el Corolario 2.9 con la condicién (iii), se puede asegurar que la funcién T(Q) es
de clase C? en el intervalo soporte I,;. Ademds, sus dos primeras derivadas vienen
dadas, respectivamente, por las expresiones (2.14) y (2.19) con i1(Q) = i2(Q) =0y
S1(Q) = S2(Q) = 0 para todo @ € (a,b). Es decir, ahora se tiene:

T'(Q) = (h+p) F(Q)—p—(w — p) /Q B — Q)+ (x— Q) Fle — Q) fl)de (2.33)
y
TQ) = [h+p+B,(w—p) f(Q)

b
(@ p) /Q 20— Q)+ (r— Q) F'(x — Q)] flx)de  (2.34)

Luego, por el Corolario 2.11, si 26'(y) + y8"(y) < 0 para todo y € (0,b— a),



162 Una extension del problema del newsboy con pedido de emergencia

entonces T'(Q)) es una funcién convexa de clase C? en el intervalo soporte I,, ;. Ademas,
si f(x) > 0 para todo = € I, se verifica que la funcién T'(Q) es estrictamente convexa
en el intervalo soporte 1, ;. Por tanto, en este caso se tienen ya propiedades adecuadas
para poder determinar el minimo global de la funcién T'(Q).

En consecuencia, a efectos de estudiar las propiedades de la funcién 7'(Q), basta
limitar nuestro estudio al caso M < b — a que, por otro lado, es el razonable en los

problemas précticos.

2.7.1. Propiedades de la funcién 7(Q)) cuando M <b—a

Ahora, si M < b—a, supondremos que la funcién 3(y) es de clase C? en el intervalo
(0, M). Luego, se tiene que, o bien 3(y) es de clase C? en y = M vy, por tanto, no hay
puntos especiales en el intervalo (0,b — a), o bien y = M es el tinico punto especial
de 5(y) en el intervalo (0,b — a).

En consecuencia, cuando M < b—a, admitiendo a priori las dos nuevas condiciones
anteriormente dadas sobre la funcién 3(y) (es decir, sobre el umbral M y clase C? en
(0, M)), las hipétesis H1 a H4 pueden reformularse en la siguiente forma equivalente:
Hipdtesis H2M. En los extremos del intervalo (0, M) existen y son finitos los limites

laterales lim,|o [yﬁ'(y)] y limyay [?Jﬁ/(y)]

Hipétesis HAM. En los extremos del intervalo (0, M) ezisten y son finitos los limites
laterales 1tmy 0 [26'(y) + yB"(y)] ¥ Hmyar [26'(y) +yB" (y)]-

Probaremos la anterior afirmacién en el siguiente lema:
Lema 2.23 Sea M = sup{y € (0,00) : B(y) > 0} con M < b— a. Supongamos que
la funcion B(y) es de clase C* en el intervalo (0, M). Entonces, las condiciones si-
gquientes son equivalentes:

(1) B(y) verifica las hipdtesis H1 a HY en el intervalo (0,b — a).

(ii) B(y) verifica las hipdtesis H2M y H4M en el intervalo (0, M).

Demostracién. Supongamos primero que (3(y) verifica la condicién (i). Entonces,
por las hipétesis H1 y H3, se tiene que 3'(M—) y 3”(M—) son finitos y por tanto
los limites limyqa [y68'(v)] y Umyiar [26'(y) + yB” (y)] existen y son finitos. Del mis-

mo modo, utilizando las hip6tesis H2 y H4, se tiene que los limites lim, o [y5'(y)] v
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lim, |0 [26'(y) + yB"(y)] existen y son finitos. En consecuencia, las hipotésis H2M y
H4M son ciertas y se verifica la condicién (ii).

Reciprocamente, supongamos ahora que [(y) verifica la condicién (ii). En este
caso, si B(y) es de clase C? en el punto y = M, es evidente que las hipétesis H1 y H3
son ciertas con n; = ny = 0. Del mismo modo, si 3(y) no es de clase C? en el punto
y = M, por las hipétesis H2M y H4M, podemos asegurar que lim, s 5'(y) = /(M —)
y limyga 8" (y) = B"(M—) son finitos y, ademas, 8'(M+) = " (M+) = 0. Por tanto,
las hipotesis H1 y H3 son ciertas con n; = ny = 1 e y; = M. Finalmente, por ser
M = sup{y € (0,00) : B(y) > 0} con M < b— a, es evidente que lim,y,—, [y5'(y)] =
im0 [26'(y) + y8"(y)] = 0 y también H2 y H4 son ciertas. Por tanto, podemos

afirmar que se verifica la condicién (i). m

A continuacién, teniendo en cuenta el resultado anterior, vamos a matizar las pro-
piedades sobre la funcién T'(Q)) estudiadas en la seccién 2.3 para el modelo introducido
al inicio de esta seccién.

Para la derivada primera de la funcién 7'(Q)) tenemos el siguiente resultado.
Corolario 2.24 Sea M = sup{y € (0,00) : B(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos
que la funcion B(y) es de clase C* en el intervalo (0, M) y verifica las hipotesis H2M
y H{M. Entonces:

1. T(Q) es una funcion de clase C* en (a,b— M) y, en este intervalo,

Q+M
T'(@Q)=(h+p) F(Q) — p— (w —p) /Q Bla— Q)+ (= — Q) Flx — Q) f(x)ds
(W p) MB(M-)f (Q + M) (2.35)

2. 8ib < oo, T(Q) es una funcion de clase C* en (b — M,b) y, en este intervalo,
b

T'(Q) = (h+p) F(Q)—p—(w — p) /Q B — Q)+ (x - Q) Bz — Q) fla)dr (2.36)

3. Si b < o0, las derivadas laterales T' (b — M) y T (b — M) se obtienen con las

expresiones (2.35) y (2.36), respectivamente, y verifican que
TL(b— M) — T (b— M) = (p— w) MB(M=)f () > 0 (2:37)

4. Las derivadas laterales, T' (a) y T’ (b) se obtienen, respectivamente, con las

expresiones (2.35) y (2.536), siendo ademds T' (b) = h.
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Demostracién. Por las hipdtesis consideradas, teniendo en cuenta el Lema 2.23, se
verifican las condiciones para aplicar el Teorema 2.4.

1. Si Q € (a,b — M) y B(y) no es de clase C! en el punto y = M, entonces
i1(Q) = 1 y el resultado se deduce aplicando el apartado 1 del Teorema 2.4 con
S1(Q) = MB(M—)f (Q+ M), porque B(M+) = 0. Del mismo modo, si 3(y) es de
clase C! en el punto y = M, entonces i1(Q) = 0, (M —) = S(M+) = 0 y el resultado
también se deduce aplicando el apartado 1 del Teorema 2.4 con S;(Q) = 0.

2. 81 Q € (b— M,b) entonces i1(Q) = 0 y el resultado se deduce aplicando el
apartado 1 del Teorema 2.4 con S;(Q) = 0.

3. Se sigue directamente de los apartados 3 y 5 del Teorema 2.4.

4. Se sigue directamente de los apartados 2 y 4 del Teorema 2.4. =

Como consecuencia de este corolario se tienen las siguientes observaciones:

(i) Sib = o0, la derivada T"((Q) siempre esta definida por la expresién (2.35) y por
tanto T(Q) es de clase C* en (a,b).

(ii) Si b < oo, por el apartado 3 del corolario anterior, 7(()) no es siempre una

funcion de clase C* en (a, b), aunque sf se puede asegurar que lo es en el conjunto

(a,b— M) U (b— M,b).

Teniendo en cuenta estas observaciones y el Corolario 2.5, se pueden encontrar
condiciones necesarias y suficientes para que la funcién T(Q) sea de clase C', como

se muestra en el siguiente resultado.

Corolario 2.25 Sea M = sup{y € (0,00) : 5(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos
que la funcion B(y) es de clase C* en el intervalo (0, M) y verifica las hiptesis H2M

y H4M. Entonces, T(Q) es una funcion de clase C* en I, si y sdlo si se verifica que

B (M=) f(b) = 0.

Demostracion. Por las hipétesis consideradas y teniendo en cuenta el Lema 2.23, se
verifican las hipdtesis H1 y H2 exigidas en el Corolario 2.5. Ademds, es evidente que

p(M—) f(b) =0 siy sélo si al menos una de las dos condiciones del citado corolario



2.7 Modelo con umbral de pérdida de ventas 165

es cierta. Por tanto, dicha igualdad es una condicién necesaria y suficiente para que

la funcién T'(Q) sea de clase C' en I,;. m

Utilizando también el Lema 2.23, y suponiendo que la funcién f(x) es de clase C*,
el siguiente corolario analiza la existencia de la derivada segunda de la funcién T'(Q)

a partir del Teorema 2.7.

Corolario 2.26 Sea M = sup{y € (0,00) : B(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos
que la funcion de densidad f(x) es de clase C* en I,; y la funcién B(y) es de clase
C? en (0, M) verificando ademds las hipdtesis H2M y H4M. Entonces:

1. T(Q) es una funcion de clase C? en (a,b— M) y, en este intervalo,

@) = [h+p+5, (;v —p)f@)
tw-p) [ RIGe-Q+ - Q5 - Q) fahds

Q
—(w=p) [B(M=) + MB'(M-)| f(Q+ M)
+(w—p) MB(M=)f(Q + M) (2.38)

2. Sib < oo, T(Q) es una funcion de clase C* en (b — M,b) y, en este intervalo,

T"Q) = [h+p+08,(w—p)]f(Q)

(@ p) /Q 20(r — Q)+ (r— Q) F'(x — Q)] flx)de  (2.39)

3. 8ib < oo, las derivadas laterales T" (b — M) y T (b — M) vienen dadas

respectivamente por las expresiones (2.38) y (2.89) y verifican que

TV (b—=M)=T" (b—M) = (w—p)[BM=)+Mp(M=)]f(b)

—(w—p) MB(M=) [ (b)

Demostracién. Por las hipdtesis consideradas, teniendo en cuenta el Lema 2.23, se
verifican las condiciones para aplicar el Teorema 2.7. Entonces, si Q) € (a,b—M) y 5(y)
no es de clase C? en el punto y = M, basta utilizar el apartado 1 de dicho teorema con
2(Q)=1,y1 =My S (M+) = (M+) = 0 para obtener (2.38). Del mismo modo,
siQ € (a,b— M)y B(y) es de clase C? en el punto y = M basta también aplicar dicho
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apartado con i»(Q) = 0y S (M—) = ' (M—) = 0. Finalmente, si Q € (b— M,b),
entonces i2(Q) = S2(Q) = 0 y basta utilizar de nuevo el apartado 1 de dicho teorema
para obtener (2.39). Por tltimo, el apartado 3 se deduce directamente de los apartados

3y 5 del Teorema 2.7 teniendo en cuenta que 8 (M+) =" (M+)=0. =

A partir de este corolario, tal y como se hizo con la derivada primera, pueden

establecerse las siguientes conclusiones:

(i) Si b = o0, la derivada segunda 7"”(Q)) siempre estd definida por la expresién

(2.38) y por tanto T(Q) es de clase C? en (a, b).

(ii) Si b < oo, por el apartado 3 del corolario anterior, 7(Q)) no es siempre una
funcién de clase C? en (a, b), aunque sf se puede asegurar que lo es en el conjunto

(a,b— M) U (b— M,b).

Por otro lado, es importante senalar que, si §(M—) = 0, puede enunciarse un
resultado similar al del Corolario 2.26 sin suponer que la funcién de densidad f(z)
sea de clase C' en el intervalo soporte I,;. Esto es lo que se hace en el siguiente

corolario.

Corolario 2.27 Sea M = sup{y € (0,00) : 5(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos
que la funcion B(y) es de clase C* en (0, M) y verifica las hipdtesis H2M y H{M con
p(M—)=0. Entonces:

1. T(Q) es una funcién de clase C* en (a,b— M) y, en este intervalo,

Q) = [h+p+48, (g - )] f(Q)
(@ p) /Q 200 — Q) + (¢ — Q) F(x — Q)] f(a)da
—(w=p) MB'(M=)f(Q+ M) (2.40)

2. Sib < oo, T(Q) es una funcion de clase C* en (b — M,b) y, en este intervalo,

Q) = [h+p+ B, (w—0p)]f(Q)

F(w-p) /Q 28— Q)+ (r - Q) f'(x — Q)] flw)dr  (2.41)
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3. 8i b < oo, las derivadas laterales T" (b — M) y T (b — M) vienen dadas

respectivamente por las expresiones (2.40) y (2.41) y verifican que
T4, (b= M)~ T"_(b— M) = (w - p) MB(M=)f (5) > 0

Demostracion. Se deduce inmediatamente del Teorema 2.8 razonando del mismo

modo que en el Corolario 2.26. =

Una vez analizada la derivabilidad de T'(Q), el siguiente corolario permite obtener
dici i ficient ta funcié de clase C? | interval
condiciones necesarias y suficientes para que esta funcién sea de clase C* en el intervalo

soporte I, .

Corolario 2.28 Sea M = sup{y € (0,00) : 5(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos
que la funcion de densidad f(x) es de clase C* en I, y la funcion B(y) es de clase C*
en (0, M) verificando ademds las hipdtesis H2M y H4M. Entonces la funcion T'(Q) es
de clase C* en I, si y sdlo si se verifica al menos una de las siguientes condiciones:

(1) f(b) = f'(b) = 0.

(i) (M=) = f(b) = 0.

(iii) B (M—) = ' (M—) = 0.

Demostracién. Si T(Q) es de clase C? en I,, utilizando el Corolario 2.25, nece-
sariamente se verifica que 3 (M—) f(b) = 0. Ademas, por el Corolario 2.26, se tiene
que
TL (b= M)~ T' (b= M) _ [B(M=)+ MF(M=) [ (5) = MBM-)S' (1)
M (w—p) M

= PO | g (a1-) 1) - B (01-) £/0)

= (M=) f(b) =B (M=) f(b)=0.

Entonces, si 3 (M —) = 0, necesariamente 3’ (M—) f(b) = 0 y por tanto se verifica
al menos una de las condiciones (ii) o (iii). En cambio, si f(b) = 0, entonces necesa-
riamente 5 (M —) f'(b) = 0 y por tanto se verifica al menos una de las condiciones (i)
o (ii). Reciprocamente, si al menos una de las tres condiciones es cierta, teniendo en

cuenta que [3(y) es continua en (0,b — a) si 3 (M—) =0y es de clase C' en (0,b — a)
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si B(M—) = B8 (M~-) = 0, entonces, aplicando el Corolario 2.9, se deduce que la

funcién T(Q) es de clase C? en I,;. m

También ahora, si f(M—) = 0, se puede encontrar una condicién necesaria y
suficiente para que la funcién T'(Q) sea de clase C? sin suponer que la funcién de
densidad f(z) sea de clase C* en el intervalo soporte I, ;. Esto es lo que se hace en el

siguiente corolario.

Corolario 2.29 Sea M = sup{y € (0,00) : 5(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos
que la funcion B(y) es de clase C? en (0, M) y verifica las hipdtesis H2M y H{M con
B(M—) = 0. Entonces la funcion T(Q) es de clase C* en I, si y solo si se verifica

que ' (M) f(b) = 0.

Demostracién. Si §(M—) = 0, por el Corolario 2.27, T(Q) es de clase C? en el
conjunto (a,b — M) U (b— M,b) y también 77, (b — M) =T"_(b — M) si y s6lo si
B (M—) f(b) = 0. Por tanto T'(Q) es de clase C? en I, si y sélo si se verifica que
B(M=) f(b)=0. =

Adema3s, el andlisis anterior permite también encontrar condiciones suficientes

para que T'(Q) sea convexa. El siguiente resultado proporciona algunas condiciones

utilizando el Corolario 2.11.

Corolario 2.30 Sea M = sup{y € (0,00) : B(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos
que la funcion (y) es de clase C* en (0, M) y verifica las hipdtesis H2M y H{M. Si
se cumplen las siguientes condiciones:

(1) 28'(y) +yB"(y) < 0 para todo y € (0, M).

(i) B(M—) =B (M—) =0.
entonces T(Q) es una funcion convexa de clase C* en I,,. Ademds, si se verifica
la condicion adicional f(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces T(Q) es una funcion

estrictamente conveza en I,y.

Demostracién. Si se verifica la condicién (ii), utilizando el corolario anterior, se

deduce que T(Q) es una funcién de clase C?. El resto de la prueba es una consecuencia
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inmediata del Corolario 2.11 teniendo en cuenta que 3(y) es una funcién de clase C"*
en (0,0 — a) si se verifica la condicién (ii). m

El siguiente lema también proporciona condiciones suficientes para la convexidad
de la funcién 7'(Q) en el caso de que [5(y) no verifique la condicién (ii) del corolario

anterior, pero la funcién de densidad f(z) sea de clase C! en I,,.

Lema 2.31 Sea M = sup{y € (0,00) : B(y) > 0}, con M < b — a. Supongamos que
la funcion de densidad f(x) es de clase C' en I, y la funcion B(y) es de clase C*?
en (0, M) verificando ademds las hipdtesis H2M y H4M. Si se cumplen las siguientes
condiciones:

(i) 26/(4) + y8"(y) < 0 para todo y € (0, M).

(ii) [B(M—) + MB' (M—=)] f (x) — MB(M—)f'(x) > 0 para todo x € (a + M,b).
entonces la funcion T(Q) es convexa en I,p,. Ademds, si se verifica la condicion
adicional f(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces T(Q) es una funcion estrictamente

convexa en Iqp.

Demostracién. Utilizando las expresiones (2.38) y (2.39) del Corolario 2.26, es evi-
dente que, si se verifican las dos condiciones dadas, entonces se puede asegurar que
T"(Q) > 0 para todo @ # b— M. Ademsds, si b < oo, teniendo en cuenta la expresién
(2.37) del Corolario 2.24, se verifica que 1% (b— M) > T" (b— M). Por tanto, se puede
asegurar que la funcién 7'(Q)) es convexa en I, ;. Finalmente, si ademds f(x) > 0 para
todo x € (a,b), se tiene que 7" (Q)) > 0 para todo @) # b — M y por tanto la funcién

T(Q) es estrictamente convexa en [, ;. m

A la vista de los resultados obtenidos para este modelo newsboy, hemos podido
detectar algunos errores en el trabajo de Lee y Lodree (2010), el cual, como ya se
dijo, es un caso particular del aqui estudiado. Concretamente, las derivadas que se
dan en el Apéndice A del citado trabajo no son correctas, porque no incluyen el
ultimo sumando de la expresién (2.35) para la derivada primera ni los dos tltimos
sumandos de la expresién (2.38) para la derivada segunda. Como consecuencia de ello,
el Teorema 1 del citado trabajo sobre la convexidad de la funcién T'(Q)) no es cierto

y todos los resultados posteriores que se derivan de él tampoco tienen por qué serlo.
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A continuacién, en las siguientes subsecciones estudiamos tres casos especiales de

la funcién $(y) para los que se pueden obtener nuevos resultados interesantes.

2.7.2. El caso de la funcién §(y) lineal

A continuacién se analiza un caso particular del problema del newsboy con pedido
de emergencia y umbral de pérdida de ventas presentado al inicio de esta seccion.
Concretamente, supondremos que la tasa de cambio en la fraccién de demanda que se
satisface con el pedido de emergencia es constante cuando la escasez estd por debajo
del umbral de pérdida de ventas M y, ademds, M < b — a. Con esta hipétesis, si 3,
es la intensidad de emergencia, la funcién [(y) esta definida por

B,(1—y/M) si0<y<M

By) = ,con 0< M <b—a. (2.42)
0 siy > M

Esta funcién es una extensién de la funcién lineal considerada en Lee y Lodree
(2010), puesto que, si 3, = 1, obtenemos el caso considerado por los citados autores
en la Proposicién 1 de dicho trabajo.

Como 3 (M—) = 0, utilizando el Corolario 2.25, se puede asegurar que la funcién
T(Q) es de clase C'. Ademds, por ser §'(y) = —f,/M para todo y € (0, M), las
expresiones (2.35) y (2.36) para la derivada 7"(()) pueden escribirse de forma conjunta

como

min{b,Q+ M} _
F—zx @
M

T'Q) = (h+ 9 F@ ~p =B, (1) [ } f@)de  (2.43)

Q

Del mismo modo, por ser 3”(y) = 0 para todo y € (0, M), las expresiones (2.38)
y (2.39) para 7”(Q) en los puntos @) # b — M son, respectivamente,

T'(Q) = [t By Q) - 2P g 1 ary - FQ)
B, (@~ p) £(Q + A1) (2.44)
y
26, (w—p)

TQ)=[h+p+B,(w—p)]f(Q)— [1-F(Q)] (2.45)

M
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Teniendo en cuenta que el dltimo sumando de la expresién (2.44) es siempre menor
o igual que cero, se sigue que el Teorema 4 de Lee y Lodree (2010) no es cierto. Adema4s,
estas expresiones permiten encontrar condiciones suficientes para que la funcién 7'(Q)

sea convexa, tal y como se establece en el siguiente resultado.

Teorema 2.32 Supongamos que la funcion [(y) estd definida por (2.42) con M <

b — a. Si se verifica la condicion
2[F(Q+ M) —F(Q)] — Mf(Q+ M) >0 para todo Q € (a,b— M) (2.46)

entonces la funcion T((Q)) es convexa en I,,. Ademds, si se cumple la condicion adi-
cional f(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces T(Q) es una funcion estrictamente

conveza en Iqy,.

Demostracién. Si Q € (a,b— M), T"(Q) viene dada por la expresion (2.44) y por
tanto, si se verifica (2.46), se puede asegurar que 7”(Q) > 0 para todo @ € (a,b — M).
Por otro lado, de (2.45) se sigue que T7”(Q) > 0 para todo @ € (b — M,b). Ademss,
como la funcién T(Q) es de clase C*, se sigue que T'(Q)) es una funcién convexa en
I, p. Por ultimo, si ademds f(Q) > 0 para todo @) € (a,b), se tiene que 7"(Q) > 0

para todo @) # b — M vy, por tanto, T'(Q)) es estrictamente convexa en [,;. ®

Un caso concreto en el cual puede aplicarse el teorema anterior para garanti-
zar la convexidad de la funcién T'(Q) se tiene cuando la funcién de densidad de
la demanda f(x) es no creciente, como ocurre, por ejemplo, con las distribuciones
uniforme, exponencial, gamma con pardmetro de forma menor que 1 o Weibull con
pardametro de forma menor que 1. En efecto, en estos casos, aplicando el Teorema del
Valor Medio del Célculo Diferencial, se puede asegurar que existe £ € (0, M) tal que
FQ+M)-F(Q)=Mf(Q+¢). Ademds, como f(z) es una funcién no creciente, se
tiene que f(Q+&) > f(Q+M). Por consiguiente, 2[F(Q+M)—F(Q)]|—M f(Q+M) >
MfQ+¢& —Mf(Q+ M) >0y lacondicién (2.46) del teorema anterior es cierta.

Otro ejemplo en el cual podemos aplicar el teorema anterior se tiene cuando la

funcién de densidad de la demanda f(z) es céncava, como ocurre por ejemplo con
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las distribuciones triangular, trapezoidal, beta con parametros m =1y 1 <n < 2,
o beta con pardmetros n = 1y 1 < m < 2. En efecto, en estos casos, aplicando
la desigualdad de Hermite-Hadamard (por ejemplo, ver Niculescu y Persson 2006,
pagina 50) se puede asegurar que F(Q + M) — F(Q) > LM f(Q + M) y por tanto la
condicién (2.46) del teorema anterior es cierta.

No obstante, la expresion (2.44) permite encontrar también condiciones suficientes
para la concavidad local de la funcién 7'(Q)) en un entorno a la derecha del punto

@ = a, tal y como se establece en el siguiente resultado.

Teorema 2.33 Supongamos que la funcion $(y) estd dada por (2.42) con M < b—a.
Si se verifica la condicion [h+p+B,(w—p)|f(a)— W{ZF(&+M)—Mf(a+M)}<O,
entonces T(Q) es una funcion estrictamente céncava en un entorno a la derecha del

punto Q) = a.

Demostracién. Si @) estd en un entorno a la derecha del punto a, entonces 7"(Q)
estd definida por la expresion (2.44) y, ademds, es continua por serlo las funciones

f(x) y F(x). Por tanto, utilizando la condicién dada, se verifica que
limg o T"(Q) = [h +p+ B,(w — p)]f(a) — 2572 [2F(a + M) = Mf(a+ M) <0

y se puede asegurar que la funcién 7'(Q)) es estrictamente céncava en un entorno a la

la derecha del punto a. m

El siguiente corolario es el caso particular del teorema anterior para funciones de

densidad con f(a) = 0.

Corolario 2.34 Supongamos que la funcion de densidad verifica que f(a) =0 y la
funcion B(y) estd dada por (2.42) con M < b — a. Si se verifica que 2F(a + M) <
M f(a+ M), entonces T(Q) es una funcion estrictamente céncava en un entorno a

la derecha del punto () = a.

Demostracién. Basta aplicar el teorema anterior con f(a) =0. ®

Como consecuencia del corolario anterior, para cualquier funcién de densidad con

f(a) = 0 que sea estrictamente convexa en el intervalo (a,a + M) con M < b — a,
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se puede asegurar que la funcién 7'(Q)) es estrictamente céncava en un entorno a la
derecha del punto Q = a. En efecto, aplicando de nuevo la desigualdad de Hermite-
Hadamard, se tiene que

, I flat M)+ fla) _ fla+M)
qpFlat+ M) = [Flat+ M)~ F(a)] < 2 2

y por tanto 2F (a + M) < M f(a + M).

Por ejemplo, supongamos que f(z) = 32?/8M3 si x € [0,2M] y f(z) = 0 si
x > 2M. Entonces, si 5(y) estd dada por (2.42), usando las expresiones (2.45) y

(2.44) se tiene, respectivamente, 7" (Q) = 3(h+p)Q2;A§§(p7w)M2 siQ € (0,M)yT"(Q) =

[h+p+ﬂ§](\;3_p)]3Q2 + 25"5@_‘”) [1— ;2733] > 0siQ € (M,2M). Como consecuencia de ello es

facil comprobar que T'(Q) es estrictamente céncava para @ € (0,Q),) y estrictamente

convexa para @ € (Q,,2M), siendo Q, = M ’33"(%:;) € (0, M).

Antes de finalizar esta subseccién, vamos a estudiar la funcién lineal 5(y) cuando
M > b — a. Para ser consistentes con la idea de que sélo necesitamos conocer la
funcién S(y) cuando y € (0,b — a), como hemos dicho al inicio de esta seccién, ahora

podemos redefinir la ecuacién (2.42) en la forma
Bly)=B,(1 —y/M)si0<y<b-a (2.47)

sin explicitar el valor de 3(y) paray > b — a.

Teniendo ahora en cuenta las ecuaciones (2.33) y (2.34), se sigue

b —
T(@Q) = (h+ ) F@) =p =, =p) | [1-252] feyis
y
Q) = [h+p+ B, (- )] £(Q) — 2= ()

Por tanto, 7"(Q) > 0 y se puede asegurar que la funcién T'(Q)) es convexa en I, .
Ademds, es estritamente convexa si se cumple la condicién adicional f(x) > 0 para
todo z € (a,b).

A la vista de este ultimo resultado y del Teorema 2.32, se puede afirmar que el
Teorema 4 de Lee y Lodree (2010) sélo es cierto cuando b < ooy M > b — a, pero no

lo es necesariamente en el resto de los casos con M < oo.
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Un caso practico

Para ilustrar los resultados anteriores, a continuacién resolveremos un supuesto préc-
tico de este modelo utilizando la funcién lineal 5(y) dada por (2.42) y una distribucién
de probabilidad de tipo beta para la demanda. Esta distribucién puede ser muy ade-
cuada para modelar la demanda por su gran diversidad de formas y diferentes casos
de asimetria, tanto a la izquierda como a la derecha, dependiendo de los pardmetros
utilizados. Ademas el hecho de que tenga un soporte finito y s6lo con valores positivos
le confiere un interés especial.

Supongamos que los costes unitarios de adquisicién para el distribuidor son ¢ = 50
en el lote inicial y cg = 75 en el pedido de emergencia. Se considera que el precio
unitario de venta del producto es v = 90, los productos sobrantes al final de la
temporada tienen un coste unitario cy = 5y el coste unitario por pérdida de confianza
del cliente por los productos no suministrados se estima en cg = 20.

Para poder analizar los cambios en la solucién con respecto a los pardmetros 3,
y M, suponemos que la funcién f(y) estd dada por (2.42) o (2.47) con distintos
valores 5, € [0,1] y M > 0. Finalmente, se considera que la demanda durante la
temporada estd modelada por una distribucién de probabilidad beta en el intervalo
[a, b] = [200,900] con pardmetros de forma m = 1.5 y n = 2. Es decir, que la funcién
de densidad para la demanda estd dada por

(z — 200)°° (900 — )
fz) = B(1.5,2)700%5

0 en otro caso

s1 200 < x <900

1
siendo 3(1.5,2) = / 29%(1 —x2)dx = %. Con estos datos iniciales se tiene, por tanto,
0

m(b—a)

que el valor esperado para la demanda es p = a + = —

= 500 y los pardametros
auxiliares para el problema son h = cy+c =55, p = cg+v—c =60y w = cg—c = 25.

Por ser g (M—) = f(b) = 0, aplicando el Corolario 2.28, se puede asegurar que la
funcién T'(Q) es de clase C? en el intervalo [200,900]. Ademds, f(z) es estrictamente

positiva en el intervalo (200,900) y es fécil comprobar que es céncava en dicho inter-

valo. Entonces, aplicando el Teorema 2.32 para el caso M <b—ay,si M > b—a,
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el resultado comentado antes de iniciar el estudio de este caso préctico, se tiene que
T(Q) es una funcién estrictamente convexa para cualquier 5, € [0,1] y cualquier
M > 0. Por tanto, se puede afirmar que la ecuaciéon 7'(Q)) = 0 tiene una tnica raiz
Q* € (200,900) y que la funcién 7'(Q) alcanza su minimo global en dicho punto Q*.

(2050—1.52) (z—200)*°
7002-5

La funcién de distribucién para este problema es F(x) = para
x € [200,900] y F(z) =1 para x > 900. Ademds, para la funcién § (y) se tiene que
B(y)+yB(y) = % (M —2y) cony € (0, M). Por tanto, utilizando la expresién (2.43),
se obtiene que la derivada de la funcién 7(Q) para @ € [200,900] es

min{900,Q+M} v
TQ) = (h+p)F(Q) —p—B,(w—p) { /Q {1—2 MQ} f<x>dx}

min{900,Q+M}
= 115F(Q) — 60 + 357&/ e (M +2Q — 2x) f(x)dx
Q

356, (M + 2Q)
M

min{900,Q+M}
—70760 /Q xf(z)dz

Hemos resuelto la ecuacién T"(Q)) = 0 con diferentes valores de los pardmetros [3,

= 115F(Q) — 60 +

[F(Q+ M) - F(Q)]

y M para obtener el tamano 6ptimo del lote QQ* y, después, utilizando sucesivamente
las expresiones (2.7) y (2.2), hemos evaluado el beneficio esperado maximo B(Q*).

Los valores obtenidos se muestran en la Tabla 2.2:

Tabla 2.2. Valores 6ptimos Q* y B(Q*) para diferentes pardmetros 5, y M
B, 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
M| Q@ B@Q)| Q B@) @ BQ)| Q BQ)| Q BQ)

100 | 500.3 12109.4 | 500.1 12131.4 | 500.0 12153.5 | 499.9 12175.5 | 499.7 12197.5

300 | 499.4 12177.1 | 497.4 12335.2 | 495.5 12494.2 | 493.6 12654.1 | 491.7 12814.8
000 | 497.2 12239.6 | 491.1 12528.8 | 484.9 12826.8 | 478.8 13133.6 | 472.7 13449.1
700 | 496.0 12269.2 | 487.2 12623.9 | 478.1 12996.9 | 468.8 13388.9 | 459.2 13800.7

900 | 495.3 12285.7 | 484.9 12678.3 | 474.0 13096.1 | 462.6 13541.3 | 450.7 14015.8

Las variaciones de los valores Q* y B(Q*) con el pardmetro (3, para un valor M

fijo estan representadas en la Figura 2.9 y la Figura 2.10, respectivamente. En todos
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los casos se observa que QQ* decrece si el pardmetro 3, crece, mientras que B(Q*) crece
con el pardmetro 3,. Ademds, las variaciones tienen un comportamiento casi lineal,
con una mayor pendiente para valores mds grandes del pardmetro M.
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Figura 2.9. Variacién de Q* con /3, Figura 2.10. Variacién de B(Q*) con S,

De forma similar, la Figura 2.11 y la Figura 2.12 representan, respectivamente, la
variacién de @Q* y B(Q*) con el pardmetro M para un valor 3, fijo. Del mismo modo
que antes, se observa que QQ* decrece si el pardmetro M crece, mientras que B(Q*)

crece con el pardmetro M. Sin embargo ahora las variaciones son no lineales.
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Figura 2.11 Variacién de Q* con M Figura 2.12. Variacién de B(Q*) con M

Resulta interesante analizar qué ocurre con la solucién del modelo si el pardmetro
M tiende hacia 0 o co. Teniendo en cuenta la expresion (2.42) para 5(y), es evidente
que, si M tiende hacia 0, esta funcién converge hacia 5(y) = 0 para todo y > 0. Por
tanto, el modelo de newsboy que estamos considerando se convierte en el modelo del
newsboy béasico sin pedido de emergencia. Como es conocido, la solucién para este

modelo se obtiene usando el fractil critico ﬁp. Para el ejemplo numérico considerado
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aqui, el fractil critico es ﬁp = 16T05 y, por tanto, la soluciéon para el modelo newsboy

bésico es Q5 = F~ (£X) = 500.3 con B, (Q;) = 12098.4. Entonces, todas las fun-
ciones representadas en la Figura 2.11 y la Figura 2.12 convergen, respectivamente,
hacia esos dos valores cuando M tiende hacia 0. Esto mismo puede observarse en la
Figura 2.9 y en la Figura 2.10, para cualquier M, si /3, tiende hacia 0.

De forma similar, teniendo en cuenta la expresién (2.47) para 3(y), si M tiende

hacia oo, la funcién (y) converge hacia 3(y) = 3, para todo y > 0, que es el modelo

estudiado en Khouja (1996). La solucién para este modelo se obtiene usando el fractil

critico % introducido por este autor. Por ejemplo, si 3, = 0.1, el fractil critico
es hi;(f(;f )pﬁ)%o = 285 v la solucién éptima para ese modelo es Q3 = F~' (252) =

492.9 con B (Q7;) = 12344.5. Estas dos cantidades resultan ser los valores asintéticos
hacia los que convergen las funciones representadas con linea continua en la Figura
2.11 y la Figura 2.12 respectivamente.

Para analizar el comportamiento de la solucién 6ptima con respecto a los pardme-
tros iniciales del sistema hemos considerado el caso 3, = 0.9 y M = 500, para el cual
se tiene que Q* = 472.7 y B(Q*) = 13449.1. Ademss, con la expresién (2.45), hemos
obtenido 7" (Q*) = 0.24 > 0. Utilizando los lemas de la seccién 2.5 se han calculado
las derivadas del tamano éptimo del lote Q* con respecto a los pardmetros de coste y

se han obtenido los siguientes valores:

_ @)
cg=20 W

d*(en) | _ _9 4Q(ep)| _ (g Q)

degr cs=T5 deg

_ d@*(c) | _
11:901 & de 12:50_4:2

cg=>5

Se observa entonces que el tamano 6ptimo del lote crece con los pardmetros cp,
cc v v, mientras que decrece cuando aumentan los pardmetros cy o ¢. Ademds, en
este caso la solucién 6ptima es mds sensible a cambios en el pardmetro c.

Del mismo modo, utilizando también los lemas de la seccién 2.5, se han evaluado
las derivadas del beneficio esperado 6ptimo con respecto a los pardmetros y se han

obtenido los siguientes valores:

BQen) | — _55o dBQla)| _ _ypq B@La)| _ 414
CH cg=5 °B c=T75 = cg=20
Q)| — 4586 PO 4797
v ly=90 ¢ le=50
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Como es de esperar, se observa que el beneficio esperado éptimo decrece cuan-
do los pardametros de coste aumentan, mientras que crece con el precio de venta v.
Ademss, en este caso concreto, se obtienen mayores crecimientos en el beneficio es-

perado éptimo disminuyendo el precio de coste inicial c.

Por otro lado, teniendo en cuenta la interpretacion de estds derivadas, podemos
decir que, con un tamano del lote inicial QQ* = 472.7, el nimero esperado de productos
sobrantes serd 55.2, el tamano esperado del pedido de emergencia serd 41.1 y el ntimero
esperado de productos no suministrados serd 41.4. Por tanto, como el tamano esperado
de la demanda es u = 500, se tiene que, en promedio, las ventas perdidas suponen un
8.2 % de la demanda esperada y el tamafio del pedido de emergencia supone un 8.3 %.
El nimero esperado de productos adquiridos por el distribuidor serd Q*+41.1 = 513.8,
un 2.8 % mas de la demanda esperada. Ademaés, en promedio, el nimero de productos
suministrados por el distribuidor serd 513.8 — 55.2 = 458.6, lo cual supone el 91.7 %

de la demanda esperada.

Desglosando por conceptos se tiene que: el beneficio esperado del lote inicial es
(v —¢) (Q* — 55.2) = 16699.0, mientras que el beneficio esperado del pedido de emer-
gencia es (v —cp)(41.1) = 616.8; el coste esperado de los productos sobrantes es
(cg +¢) (55.2) = 3038.7 y el coste esperado de las ventas perdidas es ¢ (41.4) =
828.1. Sin el pedido de emergencia, como se ha dicho anteriormente, el tamano 6p-
timo del lote serfa ()7 = 500.3 y el nimero esperado de productos suministrados
por el distribuidor serfa 431.5, lo que supone el 86.2% de la demanda esperada.
Ademds, el beneficio esperado méximo serfa B, (Q%) = 12098.4. Como ahora se tiene
B(Q*) = 13449.1, se puede afirmar que el pedido de emergencia proporciona un

incremento del 11.2% en el beneficio esperado méximo.

Para ilustrar gréficamente el problema y su solucién, en la Figura 2.13 hemos
representado la funcién del beneficio esperado B(Q), junto con la funcién de distribu-
cién F(Q) y la funcién fractil ¥(Q), y podemos comprobar que la solucién 6ptima Q*
se obtiene en el punto de corte de estas dos iltimas funciones. Ademads, hemos repre-

sentado también la solucién éptima del problema newsboy bdsico QF = F~! (h%p)
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y el valor Q% = F! <%) correspondiente al fractil critico generalizado de

Khouja que, de acuerdo con el Teorema 2.13, resulta ser una cota inferior para la

solucién éptima Q*.
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Figura 2.13. Representacién grafica con [3(y) lineal

2.7.3. El caso de la funcién $(y) exponencial truncada

En esta subseccion consideramos la situacién en que la tasa relativa de cambio en
la fraccién de demanda que se satisface con el pedido de emergencia es constante (es
decir, 3'(y) = —af(y)), siempre que la escasez esté por debajo del umbral de pérdida
de ventas M. Entonces, si 3, es la intensidad de emergencia, la funcién S(y) viene

dada por:

Be ™ si0<y< M
Bly) = ,cona >0y M>0 (2.48)

0 siy > M
Observar que si 3, = 1, se obtiene una de las funciones utilizadas en Lee y Lodree
(2010). La Figura 2.14 muestra el comportamiento de esta funcién para diferentes
valores del pardmetro o manteniendo constante el umbral de pérdida de ventas M.
Es evidente que esta funcién es de clase C? en el intervalo (0, M) y verifica las
hipétesis H2M y H4M. Por otro lado, se tiene que 3 (M—) = Se M ' (M—-) =
—af e My ademds, 28 (y) + yB"(y) = af e~ (=2 + ay) para todo y € (0, M).
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Bo =

A

0

0 M

y
Figura 2.14. Funcién (y) exponencial con diferentes «

Al igual que en la subseccién anterior, empezaremos estudiando las condiciones
de convexidad para el caso M < b — a, que es el de mayor interés desde el punto de

vista practico. El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes.

Teorema 2.35 Supongamos que la funcion de densidad f(x) es de clase C* en I,
y la funcion B(y) estd definida por (2.48) con M < b — a. Si se verifican las dos
condiciones siguientes:

(i) aM < 2.

(i) (1 —aM) f(x) — M f'(xz) > 0 para todo x € (a + M,b),
entonces la funcion T(Q) es convexa en I,,. Ademds, si se verifica la condicion
adicional f(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces T(Q) es una funcion estrictamente

conveza en Iqy.

Demostracién. Si se verifica la condicién (i) es evidente que, para todo y € (0, M),
se tiene 20'(y) + yB"(y) = aB,e ™ (=2 + ay) < afB,e ¥ (-2 4+ aM) < 0.
Ademds, si se verifica la condicién (ii), para todo x € (a + M, b), se tiene
[BM=)+MB' (M=)] f (2)=MB(M =) f'(z)=B,e™*M (1 — aM) f(x)=B,e " Mf'(x)
=B,e M [(1 — aM) f(x) = Mf'(x)] > 0.

Por tanto, aplicando el Lema 2.31, podemos asegurar que la funcién 7'(Q)) es con-
vexa en I, y ademds, si f(z) > 0 para todo = € (a,b), dicha funcién es estrictamente

convexa. H
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Para analizar el caso M > b — a, al igual que en la subseccién anterior, podemos

redefinir la ecuacién (2.48) en la forma
Bly)=P,e¥si0<y<b—a
sin explicitar el valor de 3(y) paray > b — a.

Teniendo en cuenta que ahora las derivadas de la funcién 7'(Q)) vienen dadas por
las expresiones (2.33) y (2.34), podemos asegurar que la condicién (i) del teorema
anterior es suficiente para asegurar la convexidad de la funcién 7'(Q), incluso cuando
la funcién de densidad f(r) sea continua pero no sea de clase C' en el intervalo
soporte I, ;. Por tanto, podemos afirmar que el Teorema 5 de Lee y Lodree (2010)
sélo es cierto cuando b < co y M > b — a, pero no lo es necesariamente en el resto de

los casos con M < oo.

Un caso practico

Para ilustrar la aplicacién de este resultado, resolveremos a continuacién un supuesto
préctico del modelo utilizando la funcién 5(y) dada por (2.48) y una distribucién de
probabilidad normal para la demanda. Vamos a considerar los mismos valores para los
parametros iniciales del sistema de inventario que en el supuesto préactico anterior, es
decir: ¢ =50, cg =75, v =90, cg = 5 y ¢g = 20. Suponemos ademds que la funcién
B(y) esta dada por (2.48) con 5, = 0.9, a = 0.0018 y M = 500, y que la demanda
tiene una distribucién normal con pardmetros p, = 500 y o, = 150. Para evitar la
posibilidad de valores negativos para la demanda, truncaremos la distribucién normal
considerando el intervalo soporte I, = [0, 00) y suponiendo por tanto que la funcién
de densidad f(z) viene dada por

1507 1g (£5209)

150

1) = =% 500,150

donde ¢ (z) y ®(z) son, respectivamente, la funcién de densidad y la funcién de
distribucién para la distribucién normal estdndar. Se puede deducir facilmente que

entonces el valor esperado para la demanda es 1 = 500 + % = 500.002 y la

funcién de distribucion estd dada por

O (22300) — @ (—500/150)

150

1 — & (—500/150)

F(z) =
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Teniendo en cuenta que en este caso se tiene oM = 0.9 y f'(z) < 0 para todo
x € (a+ M,b) = (500, 00), es evidente que se verifican las condiciones necesarias para
poder aplicar el Teorema 2.35 y concluir que la funcién 7'(Q)) es convexa en el intervalo
soporte I, = [0,00). Por tanto, la solucién se obtiene calculando la unica raiz de la
ecuacién 7"(Q) = 0, donde 7"(Q) viene dada por la expresién (2.35). En este caso,
los pardmetros auxiliares son h = 70, w = 25 y p = 50, y ademds, 3(M—) = 0.9¢7%9.

Por ello, la expresién para 7"(Q) es:

Q+500

T'(Q) = 120F(Q) 50 +25 /Q Bz~ Q)+ (x — Q) Bz — Q)] f(a)da

—11250e*? f (Q + 500)

Haciendo y = = — @ en la integral anterior, y teniendo en cuenta que
B(y) + yB'(y) = 0.9¢ %0 (1 — 0.0018y),

la ecuacién T(Q) = 0 puede expresarse como

500
120F(Q) — 50 4 22.5 / (1 —0.0018y) e %18 £(Q + y)dy — 112507 f (Q + 500) = 0
0
La solucién de esta ecuacién, y por tanto el tamano éptimo del lote, es Q* = 470.8.
Ademds, utilizando las expresiones (2.7), (2.2) y (2.38), obtenemos, respectivamente,
T(Q*) = 5408.10, B(Q*) = 14591.96 y T"(Q*) = 0.27 > 0.
Al igual que en el supuesto préctico anterior, en la Figura 2.15 hemos ilustrado el

problema y su solucién.
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Figura 2.15. Representacion gréfica con (y) exponencial truncada
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Utilizando los lemas de la seccion 2.5, las derivadas parciales del tamano 6ptimo

del lote @Q* con respecto a los pardmetros de coste son:

dQ*(cH) | _ ~1.6 dQ*(cB) | _ 1.9 dQ*(cg)

degy dep cs=T5 deg

_ dQ*(v)
dv

_ dQ*(9)| _
" =09 “E_ _37

v=90 c=50

cg=>5
Por tanto, se observa que el tamano 6ptimo del lote crece con los pardmetros
¢B, g y v, mientras que decrece cuando aumentan los pardmetros cy o c¢. Ademds,
también en este caso, la solucién éptima es mas sensible a cambios en el pardmetro c.
Del mismo modo, utilizando los lemas de la seccién 2.5, las derivadas del beneficio

esperado 6ptimo con respecto a los pardmetros son:

dB(g*(CH)) — —46.4 dB(fi?*(CB)) — —48.0 dB(g*(CG)) — 976
CH cH=5 ¢B cp=T5 cG ca=20
BN = 4724  LLE) = _470.8
v v=90 ¢ =50

Al igual que en la subseccién anterior, se observa que el beneficio esperado éptimo
decrece cuando los pardmetros de coste aumentan, mientras que crece con el precio
de venta v. En cambio, en este caso se obtienen mayores crecimientos en el beneficio
esperado 6ptimo aumentando el precio de venta v, siendo ademds dicho beneficio
esperado 6ptimo mds sensible a cambios en el pardmetro cg que en el pardmetro cq,
mientras que en la subseccién anterior era al contrario, aunque con poca diferencia.

Ademss, podemos decir que con un tamano del lote inicial Q* = 470.8, el nimero
esperado de productos sobrantes serd 46.4, el tamano esperado del pedido de emergen-
cia serd 48.0 y el niimero esperado de productos no suministrados serd 27.6. Por tanto,
como el tamano esperado de la demanda es p = 500.002, se tiene que, en promedio,
las ventas perdidas suponen un 5.5 % de la demanda esperada y el tamano del pedido
de emergencia supone un 9.6 %. El nimero esperado de productos adquiridos por el
distribuidor serd 518.8, un 3.8 % maés de la demanda esperada, y el nimero medio de
productos suministrados por el distribuidor serd 518.8 — 46.4 = 472.4, lo cual supone
el 94.5% de la demanda esperada.

En este caso, los beneficios desglosados por conceptos son: el beneficio esperado
del lote inicial es (v — ¢) (Q* — 46.4) = 16976.0; el beneficio esperado del pedido de

emergencia es (v — cp) (48.0) = 720.0; el coste esperado de los productos sobrantes
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es (cy + ¢) (46.4) = 2552.0 y el coste esperado de las ventas perdidas es cq (27.6) =
552.0. Sin el pedido de emergencia, el tamafio 6ptimo del lote (y por tanto el nimero de
productos adquiridos por el distribuidor) serfa Q* = F~! (%) = 508.3 (s6lo un 1.7 %
por encima de la demanda esperada) y puede comprobarse que el nimero esperado de
productos suministrados por el distribuidor serfa 444.2, lo que supone el 88.8% de la
demanda esperada. Ademas, el beneficio esperado méximo seria B, (Q%) = 13125.86.

Como ahora se tiene B(Q*) = 14591.96, se puede afirmar que el pedido de emergencia

proporciona un incremento del 11.2 % en el beneficio esperado méximo.

2.7.4. El caso de la funcién 5(y) racional truncada

En esta subseccién consideramos la situacion en que, si la escasez estd por debajo
de M, la tasa de cambio en la fraccion de demanda satisfecha con el pedido de
emergencia es proporcional al cuadrado de dicha fraccién (es decir, 3'(y) = —kG*(y)).
Entonces, si 3, es la intensidad de emergencia, es fécil demostrar que la funcién 5(y)

viene dada por:

So Go<y<m
Bly) =< 1+oy L cona=kB, >0y M>0 (2.49)

0 siy > M

En la Figura 2.16 se muestra el comportamiento de esta funcién para diferentes

valores del pardmetro o manteniendo constante el umbral de pérdida de ventas M.

V)

u]

0 M
¥

Figura 2.16. Funcién §(y) racional con diferentes o



2.7 Modelo con umbral de pérdida de ventas 185

Es evidente que esta funcién es de clase C? en el intervalo (0, M) y verifica las

hipé6tesis H2M y H4M. Por otro lado, se tiene que (M—) = Bo_ 43/ (M—-) =

14+aM?
ap

T Ugar? O

demas,
a2;lr(n)+ 5//( )_ _26(50 + 2&25()3/ o —20550
Yy) Typ \y) = (1+ay)2 (1—0—043/)3 - (1+&y)3 >

para todo y € (0, M).

De nuevo empezamos estudiando las condiciones de convexidad para el caso M <
b — a que, como ya hemos indicado anteriormente, es el de mayor interés desde el
punto de vista practico. El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes.
Teorema 2.36 Supongamos que la funcién de densidad f(x) es de clase C* en I,
y la funcion B(y) estd definida por (2.49) con M < b — a. Si se verifica la condicion

f(x) =M (1+aM) f'(x) >0 para todo = € (a + M,b),

entonces la funcion T(Q) es convexa en I,,. Ademds, si se cumple la condicion adi-
cional f(z) > 0 para todo z € (a,b), entonces T(Q) es una funcion estrictamente
conveza en Iqy.
Demostracién. En este caso la condicion (i) del Lema 2.31 es siempre cierta. Ademsés,

si se verifica la condicién del enunciado, para todo = € (a + M, b), se tiene
ﬂo (1+QM)_Q60M ﬁoM

MM O ()= M (01— ()~ LGl ) P )
_ P x)— a "«
= (tal) [f(x)=M (1+aM)f'(x)] > 0.

Por tanto, aplicando el Lema 2.31, podemos asegurar que la funcién 7'(Q)) es con-
vexa en I, y ademds, si f(z) > 0 para todo = € (a,b), dicha funcién es estrictamente

convexa. |

Para analizar el caso M > b — a, al igual que en las subsecciones anteriores,

podemos redefinir la expresién (2.49) en la forma

8,
= <y<b-—
B) = s S0<y<b—a

sin explicitar el valor de 3(y) paray > b — a.

Teniendo en cuenta que ahora las derivadas de la funcién 7'(Q)) vienen dadas por
las expresiones (2.33) y (2.34) y que 25'(y) + y3"(y) < 0 para todo y € (0,0 — a),
podemos asegurar que la funcién 7°(Q)) es siempre convexa en I, incluso cuando la

funcién de densidad f(z) sea continua y no sea de clase C' en I,,.
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Un caso practico

Seguidamente, para ilustrar la aplicacién de este resultado, resolveremos un supuesto
préctico del modelo utilizando la funcién 5(y) dada por (2.49) y una distribucion de
probabilidad tipo Weibull para la demanda. Al igual que en los supuestos anteriores,
consideramos los mismos valores para los pardmetros iniciales del sistema de inven-
tario, es decir: ¢ = 50, cg = 75, v = 90, cg = 5 y ¢ = 20. Suponemos ademds que
la funcién S(y) estd dada por (2.49) con f, = 0.9, « = 0.016 y M = 500, y que
la demanda tiene una distribucién de Weibull con pardmetro de escala A = 560 y
parametro de forma k = 3.

Para esta distribucién de probabilidad las funciones de densidad y de distribucién

vienen dadas, respectivamente, por

k—1 z\F
E(E) e_(X) siz>0
flz) = A\
0 six <0
z\k
Y 1—6_(X) siz>0
F(z) =
0 six <0

Ademas, el valor esperado es = AI' (1 + %) = 500.1 y lamoda es Mo= A (%)% =
489.2; por lo que podemos asegurar que f'(z) < 0 para todo x € (500, 00). Es evidente
entonces que f(x) — M (14 aM) f'(z) > 0 para todo = € (500, 00), y por tanto se
verifican las condiciones dadas en el Teorema 2.36 para poder asegurar que la funcién
T'(Q) es convexa en el intervalo soporte I, ;, = [0, 00). Por consiguiente, la solucién del
problema puede obtenerse calculando la tnica raiz de la ecuacién 7"(Q) = 0, donde
T'(Q) viene dada por la expresién (2.35). En este caso, los pardmetros auxiliares son
h =70, w=25y p=>50,y ademds, (M—) = 0.1. Por ello, la expresién para 7"(Q)

es:
Q+500

TQ) = 120F(Q) — 50+ 25 /Q Bz — Q)+ (x— Q) fr — Q) fla)ds
—1250f (Q + 500)

Al igual que en el caso anterior, haciendo y = x — () en la integral y teniendo en

cuenta que
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L B, 0.9
Bly) +yB'(y) = 1ty (1+0016y)

la ecuacién T"(Q) = 0 puede expresarse como

500
120F(Q) — 50 + 22.5/0 %c@ — 1250 (Q + 500) = 0

La solucién de esta ecuacion, y por tanto el tamano éptimo del lote, es Q* = 493.1.
Ademds, utilizando las expresiones (2.7), (2.2) y (2.38), respectivamente, obtenemos
que T(Q*) = 7870.46, B(Q*) = 12132.28 y T"(Q*) = 0.24 > 0.

Aligual que en los supuestos practicos anteriores, en la Figura 2.17 hemos ilustrado

el problema y su solucién.
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Figura 2.17. Representacion gréfica con ((y) racional truncada

Utilizando los lemas de la seccién 2.5, las derivadas del tamano 6ptimo del lote

Q* con respecto a los pardmetros de coste son:

_ dQ*(v)

ca=20

dQ*(cu) | _ 2.1 dQ*(cB) — 04 dQ*(cg)

deg

dey

_ dQ*(o) | _
v;9(} 8 de 0:50_42

c=5 dep | .p—75

Por tanto, se observa que, también en este caso, el tamano 6ptimo del lote crece
con los pardmetros cg, ¢ y v, mientras que decrece cuando aumentan los pardmetros
cy o c. Ademds, la solucion 6ptima es més sensible a cambios en el pardmetro c.

Del mismo modo, utilizando los lemas de la seccién 2.5, las derivadas del beneficio

esperado 6ptimo con respecto a los pardmetros son:
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dB@(cm)) | — _701 4BQ(r)| _ _q79 4BQU(«c))| _ _598
ch CH:5 ch CB:75 dCG CG:20
B — 4403 B 4931
@ Jy=90 de =50

Al igual que en los dos supuestos anteriores, se observa que el beneficio esperado
6ptimo decrece cuando los pardmetros de coste aumentan, mientras que crece con
el precio de venta v. En este caso se obtienen mayores crecimientos en el beneficio
esperado éptimo disminuyendo el coste inicial del producto ¢, siendo ademés dicho
beneficio esperado éptimo maés sensible a cambios en el pardmetro cy que en los
parametros cp 0 cg.

Ademss, podemos decir que con un tamano del lote inicial Q* = 493.1, el nimero
esperado de productos sobrantes serd 70.1, el tamano esperado del pedido de emer-
gencia serd 17.2 y el nimero esperado de productos no suministrados serda 59.8. Por
tanto, como el tamano esperado de la demanda es ;1 = 500.1, se tiene que, en prome-
dio, las ventas perdidas suponen un 12.0 % de la demanda esperada y el tamafio del
pedido de emergencia supone un 3.4 %. El nimero esperado de productos adquiridos
por el distribuidor serd 510.4, un 2.1 % mds de la demanda esperada, y el mimero
medio de productos suministrados por el distribuidor serd 440.3, lo cual supone el
88.0 % de la demanda esperada.

En este caso, los beneficios desglosados por conceptos son: el beneficio espera-
do del lote inicial es (v —c¢) (Q* —70.1) = 16922.6; el beneficio esperado del pe-
dido de emergencia es (v — cp) (17.2) = 258.6; el coste esperado de los productos
sobrantes es (cy + ¢) (70.1) = 3853.7 y el coste esperado de las ventas perdidas es
ce (59.8) = 1195.2. Sin el pedido de emergencia, el tamano éptimo del lote (y por tanto
el mimero de productos adquiridos por el distribuidor ) serfa Q7 = F~* (1%05) = 506.0
(s6lo un 1.1% por encima de la demanda esperada) y puede comprobarse que el
nimero esperado de productos suministrados por el distribuidor serfa 429.4, lo que
supone el 85.9 % de la demanda esperada. Ademas, el beneficio esperado maximo seria
B, (QF) = 11548.64. Como ahora se tiene B(Q*) = 12132.28, se puede afirmar que el
pedido de emergencia proporciona un incremento del 5.1 % en el beneficio esperado

maximo.
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Todos los cédlculos expuestos en esta seccién han sido desarrollados utilizando un
programa de software escrito en lenguaje SAS (SAS Institute Inc., 2005) que se incluye
en la secciéon A.4 del Apéndice A, al final de este documento.

Ademds, gran parte de los resultados incluidos en esta seccién han sido publicados

recientemente en la revista Top (Pando et al., 2013°).

En este capitulo, hasta ahora se ha estudiado el modelo descrito en la seccién 2.2.
Es claro que dos de los aspectos que mds influyen en la dificultad de su resolucién
son la funcién 5(y), que expresa la fraccién variable de la demanda que se sirve con
retraso cuando hay faltantes, y la funcién de densidad f(z) asociada a la variable
aleatoria continua y no negativa X, que expresa la demanda durante la temporada.

Como puede observarse, en las secciones antes aludidas se ha puesto un mayor
énfasis en estudiar la resolucién del modelo para diversas hipétesis acerca de la funcién
B(y), dejando a la funcién f(z) en un plano relativamente secundario, ya que sélo
hemos exigido de la misma que, o bien sea continua en el intervalo soporte 1, ;, 0 bien
sea de clase C! en dicho intervalo.

En las dos secciones que siguen nos situaremos en una perspectiva diferente. En
principio, supondremos que [(y) es simplemente una funcién no creciente y con va-
lores en el intervalo [0, 1], pero precisaremos la funcién de densidad f(z). Més con-
cretamente, en primer lugar supondremos que f(z) es la funcién de densidad de una
distribucién uniforme y, en segundo lugar supondremos que lo es de una distribucion

exponencial.

2.8. Modelo con demanda uniforme

El propésito de esta seccion es abordar la resolucion del problema del newsboy
planteado en este capitulo, para el caso en que la distribucién de probabilidad de
la demanda sea uniforme en un cierto intervalo [a,b]. Como es bien conocido, esta
distribucién de probabilidad suele utilizarse para expresar los resultados de una de-

manda cuyos valores son desconocidos, excepto por el hecho de que tales valores se
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encuentran entre un valor minimo a y un valor maximo b. Cuando no se dispone de
datos histéricos previos para una estimacién preliminar de la distribucién de proba-
bilidad de la demanda, el uso de la distribucién uniforme puede resultar 1itil porque
s6lo se necesita una estimacién para los valores minimo y méximo, y no es necesario
estimar otros pardmetros como la desviacion tipica, el coeficiente de variacién o los
coeficientes de asimetria o kurtosis. Esta situacién suele presentarse en el entorno de
inventarios cuando se maneja un nuevo producto que va a ser introducido en el mer-
cado y se desconoce la posible demanda que va a tener entre los potenciales clientes.
El distribuidor podria empezar entonces utilizando el tamano del lote adecuado para
el caso en que la distribuciéon sea uniforme y, posteriormente, cuando disponga de
datos histéricos de ventas, podra ajustar otro tipo de distribucion y plantear el nue-
vo modelo con ella. En esta linea, Wanke (2008) observé resultados satisfactorios en
un andlisis de robustez sobre la hipétesis de la distribucién uniforme utilizada en el
entorno de modelos estocdsticos de inventario.

Se supone que la demanda tiene una distribucién uniforme en el intervalo [a, b],
con a < b. Por tanto, la funcién de densidad es

1 .
sia<z<b

fl@y=14 b-a (2.50)
0 en otro caso

Utilizando esta funcién de densidad, la expresién general (2.7) para la funcién

T(Q) puede escribirse como

Q) = {h/f(@—a:)cm/b(x - Q)+ - )il - Q) de

" b—a
Q
Resolviendo la primera integral y haciendo y = x — () en la segunda, se tiene que
1 [h -
1@ - [3@-ar+ [ Wi (2:51)
—a 2 0

con W(y) = y[p+ (w—p)B(y)]. Ademds, por ser 0 < (y) < 1, w < py B(y) una

funcién no creciente, se verifica que W(y) es una funcién estrictamente positiva y
estrictamente creciente en el intervalo (0,b — a). Como consecuencia de ello, podemos
asegurar que la funcién T(Q) es continua en el intervalo [a,b] (ver, por ejemplo,
Apostol 1974, pp. 161-162).

El siguiente lema demuestra la convexidad de la funcién T'(Q)) para este modelo.
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Lema 2.37 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada por
(2.50). Entonces, la funcion T(Q) dada por (2.51) es estrictamente convexa en el

intervalo |a, b].

2

Demostracién. Teniendo en cuenta que 5(@ —a)? es estrictamente convexa en [a, ],

s6lo es necesario probar que la funcién
b—Q

u(Q) = i W (y)dy (2.52)

es convexa. Sean entonces @1, Qs € [a,b] con Q1 < Q2, A1, s > 0y Ay + Ay = 1. Si
definimos £ = A\1@1 + A2Q2 es necesario demostrar que u(§) < Aju(Q1) + A2u(Q2).
Ahora bien, usando (2.52) y teniendo en cuenta que la funcién W (y) es estrictamente

creciente, se verifica que

Au(@Q1) + Au(Q2) —u(§) = Ar[u(@1) — u(@)] + g [u(Q2) — u(E)]

b—Q1 b—¢
= M\ W (y)dy — A W (y)dy
b—¢ b—Q2
b—Q1 b—¢
> M W(b—f)dy— Ao W(b—f)dy
b—¢ b—Q2

= W<b - 5) [)\1(5 - Ql) - )\Q(Q2 - f)] =0.

Por consiguiente, u(AQ1 + AaQ2) < Au(Q1) + Au(Q2) y la funcién u(Q) es
estrictamente convexa en el intervalo [a,b]. ®

Como consecuencia del lema anterior y de la continuidad de T'(Q), se sigue que
esta funcién alcanza su minimo global en un dnico punto del intervalo [a, b]. Ademds,
podemos mejorar este resultado debido a que la funcién T'(Q)) también tiene las si-
guientes propiedades:

(i) Existen las derivadas laterales 7" (Q)) y T"(Q) y son estrictamente crecientes
en los intervalos [a,b) y (a, b], respectivamente.

(ii) Para todo @ € (a,b) se tiene 7" (Q) < T7.(Q).

(iii) 7% (a) < 0 y T7.(b) > 0.

En efecto, las propiedades (i) y (ii) se derivan de la convexidad de la funcién T'(Q)
(véase Roberts y Varberg 1973, pp 5-6). Por otro lado, la propiedad (iii) se deduce
del Teorema la Fundamental del Calculo Integral para derivadas laterales aplicado a

la funcién T(Q) ya que
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Tia) =~ 00D s o= )3l a)-)] <0
Y TL(b):h—%:hw.

Estas propiedades permiten enunciar el siguiente resultado para la funcién 7'(Q).

Corolario 2.38 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada
por (2.50). Entonces, la funcion T(Q) dada por (2.51) alcanza su minimo global en
un tnico punto Q* € (a,b) verificando T' (Q*) < 0 < T%(Q*). Ademds, si existe un
punto Q* € (a,b) con T"(Q*) = 0, entonces T(Q) alcanza su minimo global en dicho

punto.

A continuacién, antes de dar un procedimiento operativo para el cdlculo de Q*, se
exponen algunos resultados previos.
Para Q)€ [a, b] la expresién (2.8) puede reescribirse como T'(Q)=L(QHw—p) A(Q),

siendo en este caso

b—Q
AQ == [ ity

Como es bien conocido, L(Q)) representa el coste esperado para el problema news-
boy bdsico sin pedido de emergencia y es una funcién estrictamente convexa que
alcanza su minimo global en el punto Q% = F~! <zﬁ> = “Z—I;p € (a,b).

Por otro lado, es evidente que A(Q) es una funcién no creciente porque el integran-
do es positivo y el intervalo de integracién se acorta si () crece. Mds concretamente,
suponiendo que M = sup {y € (0,00) : B(y) > 0}, se verifica que: (i) si M > b — a,
entonces A(Q) es una funcién estrictamente decreciente en el intervalo [a,b] y, (ii)
en otro caso, si M < b — a, en]t\:/;)nces A(Q) es una funcién constante en el intervalo
l[a,b— M], con A(Q) = ﬁ / yB(y)dy, y estrictamente decreciente en el interva-
lo [b — M, b]. Resumiendo, si 0deﬁnimos a, = méax{a,b — M}, entonces A(Q) es una

funcién constante en [a, a,] y estrictamente decreciente en [a,, b].
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Por otro lado, usando de nuevo el Teorema Fundamental del Célculo Integral

para las derivadas laterales, se puede afirmar que A’ (Q) = —%ﬁ((b -Q)-)y
AL(Q) = =52B((b - Q)+).

Como consecuencia de lo anterior, se verifica que:

Q) = ;o (M@~ a) —plb— Q)+ (p— )b~ QI — Q)] (253)
1

T@Q) = ;=M@ —a) = p(b=Q) + (p~w)b - Q)B((b - Q)+)] (2:54)

Ademids, si la funcién 5(y) es continua en el punto y = b — (), entonces la funcién

T(Q) es derivable en @ con

1

T(Q) = — Q@—a) —pb— Q)+ (p-w)b-Q)BE-Q)  (25))

El siguiente teorema proporciona el principal resultado para la bisqueda de la

solucién 6ptima del modelo.

Teorema 2.39 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada

por (2.50). Sean QF = “M% w4 — méx{a,b— M}.

h+p

(i) Si M < ( a), entonces T(Q) alcanza su minimo global en el punto Q.

(ii) Si M > hgb—ﬂ:), entonces T(Q) alcanza su minimo global en el tunico punto

Q" € [a,, Q) que verifica T' (Q*) <0 < T%(Q*).

Demostracién.

(i) Si M < ( = b— @, entonces, por ser L'(Q*) =0y S((b—Q*)+) = 0, se tiene
que

TH(Q) = L'(@2) + 5— (b= Q) B(b — @;)+) = 0

TLQ) = 2= (- Q1) B - @1)-) 2 0

y, aplicando el Corolario 2.38, se deduce la afirmacién (i).

(ii) En cambio, si M > h§f+; = b — @}, por definicién de M, se tiene que

Q) = == (b= Q) BB - Q))4) > 0

y se puede asegurar que Q* < Q. Ademds, si M > b—a entonces a, = ay 1" (a,) < 0,

mientras que, si M < b — a, resulta a, = b — M, luego a, < QF, L'(a,) <0y
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T' (a,) = L'(a,) + ];_—“MB(MJF) — I'(a,) <0 .
—a
Por tanto, en cualquier caso, se verifica que Q* > a, y la afirmacién (ii) queda

demostrada. m

Como consecuencia de este teorema se puede enunciar el siguiente resultado:

Corolario 2.40 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada
por (2.50). Sean QF = “Z—Iﬁp y a, = max{a,b—M}. Sia, < Q% y B(y) es una funcion
continua en el intervalo (b— Q%, b— a,], entonces la funcion T'(Q) alcanza su minimo

global en la unica solucion Q* € (a,, Q%) de la ecuacion
h(b—a) — (h+p)(b— Q) + (p—w)(b— QB — Q) = 0. (2.56)

Demostracién. Se deduce inmediatamente del teorema anterior teniendo en cuenta
que, si (y) es continua en el intervalo (b — Q%, b — a,|, entonces T'(Q) es una funcién

de clase C'! en el intervalo [a,, Q%) con

1

T'(Q) = = [MQ —a) — p(b— Q) + (p— w)(b— Q)b - Q)]

y T (ap) =T" (a,) <0. m

Los resultados que se dan a continuaciéon permiten obtener la solucién éptima del
modelo planteado en esta seccién para algunas funciones §(y) que cubren un amplio
abanico de posibilidades. Tales funciones son 1itiles para modelar el comportamiento

del cliente ante una situacién de escasez.

2.8.1. Funcién 5(y) potencial truncada

En este apartado se considera la siguiente situacion para el pedido de emergencia:
(i) cuando la escasez estd por debajo del umbral de pérdida de ventas M > 0, entonces
la fraccion de demanda atendida con el pedido de emergencia decrece potencialmente
con el tamano de la escasez desde un valor inicial 5, hasta el valor 0; (ii) si la escasez
es mayor que el umbral de pérdida de ventas M, entonces toda la demanda se pierde.

En esta situacion, la funcién B(y) viene dada por la siguiente expresion:
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Y\ .
50[1—(—>} si0<y<M
By) = M ,econ0<f, <1, M>0ya>0
0 siy > M

(2.57)

Observar que, si 3, = a = 1, obtenemos la funcién lineal definida en la subseccion
2.7.2 y utilizada también en Lodree (2007) y en Lee y Lodree (2010). Por otro lado,
fijados B, y M, el pardmetro o puede considerarse como un pardmetro potencial
de paciencia del cliente ya que, cuanto més grande sea a, mayor serd la proporcion
de escasez que el cliente estd dispuesto a aceptar con el pedido de emergencia vy,
por tanto, podemos decir que la paciencia del cliente es mayor. Ademds, si 0 <
a < 1, entonces (y) es una funcién convexa en el intervalo [0, M], con una mayor
tasa de decrecimiento cuando la escasez es pequena y, por tanto, un comportamiento
impaciente del cliente. Por el contrario, si & > 1, entonces 3(y) es una funcién céncava
en el intervalo [0, M], con tasas de decrecimiento mds bajas cuando la escasez es
pequena y, por tanto, un comportamiento paciente del cliente. Finalmente, si a = 1,
la tasa de decrecimiento de la funcién [(y) es constante en el intervalo [0, M] y
podemos decir que el comportamiento del cliente ante la escasez es neutral. En la
Figura 2.18 se muestra el comportamiento de esta funcién para diferentes valores del

pardmetro «, confirmandose las anteriores afirmaciones.
1

B

— Lineal (a=1)

. Coéncava
oooal

BY)

Convexa ™
O<a<l

0 y M

0

Figura 2.18. Funcién §(y) potencial con diferentes «

Fl siguiente corolario nos permite obtener el tamano 6ptimo del lote QQ* para esta

funcion 5(y).
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Corolario 2.41 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada

por (2.50) y la funcion B(y) estd definida por (2.57). Sea QF = “tbe,

h4p

(i) Si M < hglb—;;), el tamano optimo del lote es Q5.

(ii) Si M > h;le—pa)7 el tamano dptimo del lote es la tunica rdiz positiva (), de la

ecuacion

Bo b—w a

B0 =) Q) ot @B (- Q) hb-a) =0 (259
Demostraciéon. Se sigue directamente del Teorema 2.39 y del Corolario 2.40 uti-
lizando la expresién (2.57) en la férmula (2.55) y teniendo en cuenta que 5(y) es una

funcién continua en el intervalo (0,00). m

Un caso préctico
El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion del resultado anterior. Supongamos que los
costes unitarios de adquisicién para el distribuidor son ¢ = 50 en el pedido inicial y
cg = 75 en el pedido de emergencia. Ademads, el precio de venta unitario del producto
es v = 90, el coste unitario de los productos sobrantes es cy = 20 y el coste unitario
de pérdida de confianza del cliente es ¢ = 10. Se supone también que la demanda
tiene una distribucién uniforme con un valor minimo a = 75 y un valor méximo
b = 925. Finalmente se estima que la proporcién de escasez que puede ser servida
con el pedido de emergencia [(y) viene dada por la expresién (2.57) con 5, = 0.9,
a=15y M = 500.

Con estos pardmetros iniciales para el modelo se tiene que h = 70, w = 25,
p = 50 y p = 500. Como M > h(b—a)/(h+ p) = 495.8, usando el Corolario
2.41, se deduce que el valor éptimo para () es la tnica raiz positiva de la ecuacién
(22.5)(500715)(925 — Q)*° +(97.5)(925 — Q) — 59500 = 0, cuya solucién es Q; = 428.3.
Finalmente, evaluando las funciones L(Q) y A(Q), se tiene que T(Qy) = L(Q}) —
25A(Q;) = 10978.03 y B(Q;) = 20000 — T'(Q;,) = 9021.97.

En cambio, si consideramos el mismo ejemplo pero cambiando el valor de M = 500
por M = 495, entonces se verifica que M < h(b — a)/(h + p) = 495.8 y, utilizando
de nuevo Corolario 2.41, se deduce que el tamano éptimo del lote es Q¥ = 429.2 con

T(QF) = 11005.99 y B (Q*) = 8994.01.
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2.8.2. Funcién ((y) exponencial truncada

Se considera aqui el caso en que la funcién 5(y) estd definida por la expresion (2.48)
dada en la seccién anterior. Obsérvese que ahora, en el intervalo [0, M|, la funcién
B(y) es siempre convexa y podemos decir que, fijados §, y M, para cualesquiera
valores del pardmetro o tenemos un comportamiento impaciente del cliente, con mayor
impaciencia cuando « es més grande.

El siguiente corolario nos permite obtener el tamano 6ptimo del lote Q* para esta

funcién S(y).

Corolario 2.42 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada

por (2.50) y la funcion B(y) estd definida por (2.48). Sea Qf = 422

h4p

(i) Si M < ( a), entonces el tamano dptimo del lote es Q.

(ii) Si h(b %) <M< h+p+(2(_b;)%) —ar, entonces el tamanio dptimo del lote es Q*=b-M .

(i) Si M > h+p+(z(_b;)‘2 —ar, entonces el tamano dptimo del lote es la unica raiz

positiva QF de la ecuacion

[h+p+ (w=p)B,e D (b—Q)—h(b—a)=0 (2.59)
Demostracién. El apartado (i) se deduce inmediatamente del Teorema 2.39. Si
M > b — a, entonces la funcién (y) es continua en el intervalo [0,b — a] y, por el

Corolario 2.40, se deduce que el tamano éptimo del lote es la tnica solucién )} de la

ecuacién (2.56), que coincide con la expresion dada (2.59) (observar que si M > b—a,

h(b—a) )
htp+(w—p)Bye oM /)

necesariamente se verifica que M >

Consideramos entonces que h(b —a)/(h + p) < M < b — a. Como la funcién 5(y)
es continua excepto en el punto M, se tiene que 7"((Q)) existe y es continua para
todo @ € (a,b— M) U (b— M,b). Ademds, por ser 3, (M) = 0 y usando (2.54), se
tiene que 77 (b — M) = {h(b—a— M) —pM} /(b — a) < 0. Por tanto, aplicando el
apartado (ii) del Teorema 2.39, T'(Q)) alcanza su minimo global en el punto ) = b— M
siT,(b—M)>0o0enun punto @ € (b— M,Q}) si T, (b — M) < 0. Teniendo en

cuenta que 1" (b— M) {h (b—a) [h +p+ (w— p)ﬁoe_o‘M] M}, se obtiene que
1% (b— M) >0 siy solo si h+p+(z(fp)(g —ar > M, y el apartado (ii) estd demostrado.

h(b—a)
h+p+(w_p)6ceia

Finalmente, si w < M, entonces T" (b— M) < 0y, por el Corolario 2.40,
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Q* es la unica solucién de la ecuacién 77(Q) = 0 dada por (2.56), que resulta ser la

ecuacion (2.59). m
Un caso préctico

Se considera el mismo supuesto que en el caso anterior (es decir, a = 75, b = 925,
h = 70, w = 25, p = 50) y la funcién exponencial truncada 3(y) = 0.9¢7%/2% para
y € [0,495] (es decir, 8, = 0.9, a = 0.005 y M = 495). Como h(b —a)/(h +p) =
495.8 > M, por el apartado (i) del corolario anterior, se tiene que el tamafno 6ptimo
del lote es Q* = Q% = 429.2, con T (Q*) = 11646.68 y B (Q*) = 8353.32. Sin embargo,

si cambiamos el valor de M = 495 por M = 500, se tiene que

h(b — a) M < h(b— a)

495.8 = <
h+p “ ht+p+(w—p)Be oM

= 503.6

y, por el apartado (ii) del corolario anterior, se deduce que Q* = b — M = 425, con

T(Q*) = 11642.43 y B(Q*) = 8357.57. Finalmente, si consideramos M = 505, se

h(b—a)
h+p+(w—p)B,e~>M

tiene que M > = 503.4 y, por el apartado (iii) del corolario anterior,

se puede asegurar que la solucién se obtiene resolviendo la ecuacién (2.59), cuya

solucién es Q* = QF = 421.6, con T (QF) = 11641.57 y B (Q?) = 8358.43.

2.8.3. Funcién f§(y) cosinusoidal truncada

Se considera ahora que la funcién 3(y) esta dada por la siguiente expresion:

B, cos (ﬁﬂ') si0<y< M

0 siy>M

By) = ,econ0< B, <1y M=>0 (2.60)

Observar que, si §, = 1, obtenemos la funcién utilizada en Lee y Lodree (2010).
En este caso, en el intervalo [0, M], la funcién ((y) es siempre céncava y podemos
decir que para cualesquiera valores de los pardmetros tenemos un comportamiento
paciente del cliente. Dependiendo de si M < b—a o M > b — a, en la Figura 2.19 se
muestra el comportamiento de esta funcién para diferentes valores del pardmetro M,

confirmandose las anteriores afirmaciones.
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Bo Bo
M<b-a M>h-a
> >
«Q <
0 0
0 M M M M M M M M M  b-a 0 b-a
y Yy

Figura 2.19. Funcién S(y) cosinusoidal con M <b—ay M >b—a

El siguiente corolario nos permite obtener el tamano 6ptimo del lote Q* para este

Ccaso.

Corolario 2.43 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada

por (2.50) y la funcion (y) estd definida por (2.60). Sea QF = “A+be

h+p *
(i) Si M < hglb—;;), entonces el tamano optimo del lote es Q7.
(i) Si M > hg’T_pa), entonces el tamano optimo del lote es la inica raiz positiva Q)

de la ecuacion

h+p+ (w—p)B,cos (b2MQw)} (b—Q)—h(b—a)=0. (2.61)

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 2.39 y del Corolario 2.40, al igual

que en la demostracién del Corolario 2.41. m

Un caso préctico

Se considera el mismo supuesto que en los casos anteriores (es decir, a = 75, b = 925,
h =70, w = 25, p = 50) y la funcién cosinusoidal §(y) dada (2.60) con pardmetros
B, =09y M = 495. Como h(b—a)/(h + p) = 495.8 > M, por el apartado (i) del
corolario anterior, se tiene que el tamano éptimo del lote es Q* = QF = 429.2, con
T (Q*) = 10895.40 and B (Q*) = 9104.60. En cambio, si se sustituye el valor M = 495
por M = 500, se tiene que M > h(b—a)/(h + p) y, por el apartado (ii) del corolario
anterior, se deduce que el tamano éptimo del lote se obtiene resolviendo la ecuacién

(2.61), cuya solucién es Q* = Q% = 428.2 con T (Q*) = 10865.22 y B (Q%) = 9134.78.
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2.8.4. Funcién [(y) racional truncada

Se considera ahora el caso en que la funcién f(y) estd definida por la expresién
(2.49) dada en la seccién anterior. Obsérvese que ahora, en el intervalo [0, M|, la fun-
cién f(y) es siempre convexa y podemos decir que, fijados 5, y M, para cualesquiera
valores del pardmetro «, se tiene un comportamiento impaciente del cliente con mayor
impaciencia cuanto més grande sea «.

El siguiente corolario permite obtener el tamano 6ptimo del lote Q* para este caso.

Corolario 2.44 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada

por (2.50) y la funcion B(y) estd definida por (2.49). Sea Q = “Zj:zp.

(i) Si M < hglb;;), entonces el tamano dptimo del lote es Q).

(i1) Si h%b;f) <M< m, entonces el tamano optimo del lote es (Q*=b—M .

(iii) Si M > —C=0) " entonces el tamario optimo del lote es la tinica raiz
htp+(w—p) 127

positiva Q) de la ecuacion

Oé(b _ Q)2 + {1 . (p - M)B}Z__::Zh(b - CL):| (b . Q) - hglb—:;)

Demostracién. Como la funcién 5(y) es continua excepto en el punto M, se tiene que

=0

T'(Q) existe y es continua para todo @ € (a,b— M)U (b — M,b). Ademas, utilizando

la expresion (2.49) en la férmula (2.55), se obtiene que:

S N YR
. (p—w)B,(b—Q)
— b_a{h(b—a)—(h+19)(b_@)+ 1+alb—Q) }

—(h+p) {a(b - Q) + [1 - Lmliellon)] () _ Moa)}
(b—a)[1+al—-Q)]

Con esta expresion, el corolario se deduce a partir del Teorema 2.39 y el Corolario

2.40, razonando de igual forma que en la demostracién del Corolario 2.42. m

Nota. Es facil comprobar que, en el 1ltimo caso del corolario anterior, haciendo

- h(b— . )
A=1-— %, la solucién podria expresarse en forma cerrada como:

__ h(b—a) s
O b h+p—(p—w)B, sia=0

r = . /A2+4ah(b—a) )
b M sia >0

- 2
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Un caso practico

Se considera el mismo supuesto que en los casos anteriores (es decir, a = 75, b = 925,
h =170, w = 25, p = 50) y la funcién racional truncada 5(y) dada por (2.49) con
pardmetros 3,=0.9, «=0.05 y M =505. Como — Mb-a) =499.4<505=M, por

h+p+(w—p) 1257
el apartado (iii) del corolario anterior, la solucién se obtiene resolviendo la ecuacién

de segundo grado 0.05(925 — Q)% + [1 — 2%9235] (925 — Q) — %80 = 0, cuya solucién

positiva es QF = 425.6. Ademds, en este caso se obtiene 7' (QF) = 12166.83 y el
beneficio esperado éptimo es B (QF) = 7833.17.

Todos los cédlculos expuestos en esta seccién han sido desarrollados utilizando un
programa de software escrito en lenguaje SAS (SAS Institute Inc., 2005) que se incluye
en la seccién A.5 del Apéndice A, al final de este documento.

Ademds, la mayor parte de los resultados incluidos en esta seccién forman parte de
un articulo de investigacién que ha sido publicado recientemente en la revista Applied

Mathematics and Computation (Pando et al., 2014).

2.9. Modelo con demanda exponencial

El problema del newsboy planteado en este capitulo se resuelve en esta seccién
para el caso en que la distribucién de probabilidad de la demanda sea exponencial.
Esta distribucién es una de las mas utilizadas para el estudio de sistemas estocdsticos
de inventario y su uso ha sido justificado por muchos autores. Limitdndonos al entorno
del problema del newsboy, podemos citar algunos de los articulos mas recientes: Abdel-
Malek et al. (2004), Lodree (2007), Khouja y Vergara (2008), Wang y Webster (2009)
y Huang et al. (2011).

Ademas, se pretende aqui hacer un anélisis del comportamiento de la solucién
6ptima al variar los pardmetros iniciales del sistema, o los que intervienen en la
funcion B(y).

Se supone que la demanda tiene una distribucién exponencial con valor esperado

1. Por tanto la funcién de densidad es
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flz) = %e_ﬁ con z € [0, 00) (2.62)

y la funcién de distribucién

F(z)=1—¢# conz € [0,00) (2.63)

En este caso la expresién general (2.7) para la funcién T'(Q)) puede escribirse como

T(Q) = h(Q — ) + /Q h+pt =)o = Qe = Qe Fdr (264)
y, haciendo y = x — @), se obtiene
T(@Q) = h(Q — )+ [h+p+ (w —p) O] pe ¥ (2.65)
siendo 1 [ 1
= /0 ) ey (2.66)

Este valor puede interpretarse como la razén entre el tamano esperado del pedido
de emergencia si () = 0 y la demanda esperada. Es importante observar que 0 < # <
B, <1,yaque0<p(y) <p, para todo y > 0.

Usando la expresién (2.65) para la funcién 7'(Q)) podemos obtener el siguiente

resultado, que es la base para la resolucién del problema.

Lema 2.45 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada por
(2.62). Entonces, la funcion T(Q) dada por (2.65) es de clase C?, estrictamente

conveza y alcanza su minimo global en un tinico punto Q* € (0, 00).

Demostracién. Es claro que T(Q) es dos veces diferenciable y su dos primeras

derivadas son 2
L

T'(Q)=h—[h+p+(w—p)dle

Q) = h+p+l§w—p)€€_i)

Como T"(Q) > 0, resulta que T(Q) es estrictamente convexa. El resto de la

demostracién se sigue sin mds que tener en cuenta que 77(0) = — [p+ (w —p) 0] <0

v 1limgee T(Q) =h >0.m

Teniendo en cuenta que B(Q) = (v—c)u—T(Q), el siguiente teorema proporciona
el tamano 6ptimo del lote y el beneficio esperado éptimo para este modelo de una

forma cerrada.



2.9 Modelo con demanda exponencial 203

Teorema 2.46 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada

por (2.62) y sea 0 = %/ yﬁ(y)e_l%dy. Entonces, el tamarno dptimo del lote es
0

Q" = jiln [”M]

y el beneficio esperado mdximo es
B(Q") = (v — o) — h@* (2.68)

Demostracién. Por el Lema 2.45, se tiene que la funcién 7'(Q)) alcanza su minimo

(2.67)

global en la unica solucién Q* € (0,00) de la ecuacién T"(Q)) = 0. Despejando @ en
esta ecuacion, se deduce (2.67). Ademds, sustituyendo este valor en (2.65), se tiene
T(Q7) = h(Q" — p) + hy = hQ* (2.69)
y, por (2.2) se sigue B(Q*) = (v —c)p—T(Q*). m
Notas.
1. Teniendo en cuenta la expresiéon de la funcién de distribucién F(z) dada en
(2.63), de (2.67) se sigue que el tamano éptimo del lote verifica F (Q*) =
pH@=p)b A ogte mismo resultado se llega usando la teorfa desarrollada en

h+p+(w—p)o°
la seccién 2.4. En efecto, para este modelo, usando (2.10), se tiene que

AQ) = /Oo(x—Q)ﬁ(x—Q)f(x)dx=/wyﬂ(y>f(62+y)dy

Q 0

e [ Q
= e /O yB (y) f (y)dy = Ope™»

Q

y 4Q ot

AQ) = — = =0
( ) 1- F(Q) e_%
y, por tanto, de (2.24) se sigue
p+(w—p)
F(Q*) =
(@) h+p+(w—p)o

Ademds, de (2.25) resulta ¥(Q) = %. Es decir, en este caso la funcién

fractil es constante y, evidentemente, QQ* es el punto de corte entre la funcién de

distribucién y la funcién fractil tal y como se ha obtenido en el Teorema 2.46.
2. A partir del Teorema 2.46 y teniendo en cuenta las expresiones (2.67) y (2.68),

se deduce fdcilmente que el beneficio esperado méximo es positivo si y sélo si

los pardmetros del sistema de inventario verifican la siguiente condicién
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p—nh [evﬁc — 1]

p—w
y por tanto, en este caso diremos que el sistema es rentable. Es interesante ob-

0 >

(2.70)

servar que el segundo miembro de esta condicion s6lo depende de los pardmetros
monetarios del sistema, mientras que el valor 6 depende de los pardmetros que
definen la distribucién de probabilidad de la demanda y la funcién §(y) para el
pedido de emergencia. Por tanto la expresién (2.70) no es més que la relacion
que tiene que existir entre esos dos conjuntos de pardmetros para que el sistema

sea rentable.

Como casos particulares del teorema anterior, se pueden obtener las soluciones
para el modelo newsboy bdsico y el modelo considerado en Khouja (1996) con dis-
tribucién exponencial para la demanda. En efecto, si se supone que ((y) = 0 para
todo y > 0, se tiene el modelo bdsico. Ademas, 8 = 0 y, por tanto, la solucién es

Q" =0Q;=pln (1 + %) (2.71)

- ) Del mismo modo, si suponemos que 3(y) = 3, para todo

. . 71
que coincide con F' (m
y > 0, se obtiene el modelo newsboy considerado en Khouja (1996) y, en este caso,
usando (2.66) se tiene que § = 3, y la solucién es

O = Q% — puln (1+p+(w—p)6o>

h
p+(w—p)B, )
h+p+(“)_p)ﬁo ’

(2.72)
que coincide con F'~! (

Con el propdsito de comparar la solucién general éptima obtenida en el Teorema

2.46 con las dadas por (2.71) y (2.72), a continuacién se presenta un resultado que
analiza el comportamiento de esta solucién general 6ptima cuando la funcién f(y) se
cambia por otra mayor o igual que ella.
Lema 2.47 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada por
(2.62), y sean 5,(y) y Bo(y) dos funciones no crecientes con valores en el interva-
lo [0,1] werificando que fy(y) < By(y) para todoy > 0 y By(y) < faly) en algin
subintervalo abierto de [0,00). Sean QF, Q% los respectivos tamanos dptimos del lote
y B1(Q7), B2(Q3) los respectivos beneficios esperados maximos. Entonces se verifica:

(1) Q7 > Q3.

(i) B1(Q7) < B2(Q3).
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Demostracion. Si definimos

/yﬂl(y)ﬁe_zdy /yﬂz(y)ﬁe_zdy
0; = =2 y t2= .

1t 1t

entonces ¢, < 5. Por tanto, de (2.67), se sigue Q7 > Q3. Finalmente, a partir de

(2.68), se obtiene la afirmacién (ii). m

Con este resultado, podemos comparar la solucién general dada por el Teorema
2.46 con las soluciones para los modelos newsboy bésico y de Khouja (1996) comen-

tados anteriormente. Para ello se incluye el siguiente corolario.

Corolario 2.48 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada
por (2.62). Sean QF y Q3 , respectivamente, los tamanos dptimos del lote para el
modelo newsboy bdsico y para el modelo newsboy considerado en Khouja (1996) con
B, > 0. Del mismo modo, sean B,(Q%) y Br(Q3%) los respectivos beneficios esperados
mdazrimos. Si QQ* denota el tamano dptimo del lote para el modelo newsboy general con
una funcion 5(y) no constante, se verifica que:

(i) Qx < Q" < Q.

(1) Bo(Q;) < B(Q") < Br(Qk)-
Demostracién. Para el modelo newsboy bésico se tiene que f(y) = 0 para todo
y > 0y, para el modelo considerado en Khouja (1996), S(y) = 5, > 0 para todo
y > 0. Entonces, por ser 3, > 0, se verifica que 0 < B(y) < [, para todoy > 0y
0 < B(y) < B, para algtin subintervalo no vacio de [0, 00). Por tanto, el resultado se

deduce directamente del Lema 2.47. m

2.9.1. Analisis de sensibilidad

Nos proponemos a continuacion analizar la variaciéon del tamano 6ptimo del lote y
el beneficio esperado maximo con respecto a los pardmetros del sistema de inventario.
Para ello, teniendo en cuenta que los pardmetros auxiliares h, w y p dependen de los
pardmetros iniciales cy, cg, cg, ¢ y v, hemos preferido utilizar estos iltimos en el

analisis.



206 Una extension del problema del newsboy con pedido de emergencia

Reescribiendo las expresiones (2.67) y (2.68) en funcién de los pardmetros iniciales

¢y, ¢g, ca, ¢y v, obtenemos que el tamano 6ptimo del lote es

9634‘(1-9)(6@4‘@)-0

*=pln |l 2.73
Q" =pln |1+ p—— (2.73)

y el beneficio esperado méximo es
BQ") = (v— ) — (en + ) Q" (2.74)

En primer lugar, el siguiente resultado analiza la variacién del tamano éptimo del

lote con respecto a los pardametros iniciales del sistema de inventario.

Lema 2.49 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada por
(2.62), y sea 0 = #/ yﬁ(y)e_f%dy. Entonces, manteniendo fijos el resto de los
0

pardmetros, el tamano dptimo del lote Q* verifica:

(a) decrece cuando cy crece.

(b) crece con cg si 0 >0, y no depende de cg si 0 = 0.

(c) crece con cg si 0 <1, y no depende de ci si 6 = 1.

(d) decrece cuando c crece.

(e) crece conv si 6 <1, y no depende de v si 0 = 1.

(f) crece cuando u crece.

Demostracion.

Ocg+(1—0)(cg+v)—c

decrece si cy crece. Por lo tanto,
cg—+c

(a) Es evidente que el cociente
de la expresion (2.73), se deduce que Q* decrece cuando cy crece.

(b) Si# =0, la expresién (2.73) para Q* no depende de cg. En cambio, si 6 > 0, el

Ocp+(1—0)(cg+v)—c
cg+c

cociente aumenta si cg crece y, por tanto, Q* crece con cg.

(c) Sif =1, laexpresion (2.73) para Q* no depende de c¢i. En cambio, si 6 < 1, el

Ocg+(1—0)(cg+v)—c
cyg—+c

cociente aumenta si c¢g crece y, por tanto, Q* crece con cg.
Ocp+(1—0)(ca+v)—

C . . .
Py disminuye si ¢ crece, porque el de-

(d) Es evidente que el cociente
nominador aumenta y el numerador disminuye. Por lo tanto, (Q* decrece cuando

C crece.
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(e) Si @ =1, la expresion (2.73) para Q* no depende de v. En cambio, si 0 < 1, el

Ocg+(1—0)(cg+v)—

 aumenta si v crece y, por tanto, Q* crece con v
cH+c ’ ? ‘

cociente

(f) Si hacemos el cambio de variable y = pz en la expresién del pardmetro 6,
se tiene que 0 = / B(pnz)ze *dz y, por tanto, podemos asegurar que # no
0

aumenta cuando p crece, porque ((y) es una funcién no creciente. Entonces,

Ocg+(1—-0)(cg+v)—c
cyg—+c

teniendo en cuenta que cp < cg+v, es evidente que el cociente
no disminuye si p crece. En consecuencia, de la expresion (2.73), se deduce que

Q* crece cuando j crece. m

A continuacion, con el propdésito de cuantificar las magnitudes de los cambios en
el tamano 6ptimo del lote para pequenos cambios en los pardmetros monetarios del
sistema cuando se mantienen fijos el resto de los pardmetros, en el siguiente lema se
calculan las derivadas de Q* con respecto a dichos pardmetros. Para ello, al igual que

en la seccién 2.5, para cada pardmetro se tratard a éste como la tinica variable.

Lema 2.50 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada por

(2.62), y sean 0 = %/ yﬁ(y)e_%dy y&= 663-‘1—(1—%—")_(60[2-"-1))-‘1-0]{' Entonces, mantenien-
0

do fijos el resto de los pardmetros, el tamano dptimo del lote Q* verifica:

(a) dQ*(cH) _ _ _p (1 _5)

degy cg+c

(b) dQ*(cB) _ _p £0.

dep cygtc

(¢) Hlad — —t_g(1-0).

dea cyg+c
dQ*(c) _
(d) de _cH'quc'
dQ* (v
(¢) “? = b(1-0).

Demostracién. Derivando la expresion (2.73) con respecto a cada uno de los pars-

metros se tiene:

dQ*(cp) [ w(cg+c) -| _903+(1—0)(CG+U)—C—| _ i Ocg+(1—0)(cagtv)—c | _
(a) 1= 0

deyy— |Pep+(1=0)(ca+v)+en] (c4c)? catc ) \Oep+(1-0)(cg+v)+em)
B (1
A (1-9).

dQ*(cB) _ pler+ce) 0 _
(b) chB - [OcB+(1—0)I{(cG+v)+cH:| <cH+c> - CHM-‘FC 0
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dQ*(cc) _ plcu+c) 1-0 ) _
(C) chG - |:OCB+(179§ECC;+’U)+CH] (CH+C) - CH+C (1 - 9)

(d) dQ*(c) _ |: u(cg+c) :| |:_ 963+(1*9)(CG+U)+CHi| — M
de Ocg+(1-0)(cg+v)+cy (cr+c)? cg+c’
Q" () _ pen+o) 10\ _
(e) dv |:9(:B+(1—0ﬁcg+v)+cH] (cH—i-c) - cH+c (1 o 9)

De manera similar, el siguiente resultado proporciona las derivadas del beneficio
esperado méximo B(Q*) con respecto a los pardmetros monetarios del sistema de

inventario.

Lema 2.51 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada por

(2.62), y sean 0 = #/ yﬁ(y)e_%dy y&= ecB+(1fceJ)r(c§;+v)+cH' Entonces, mantenien-
0

do fijos el resto de los pardametros, el beneficio esperado mdaximo B (Q*) verifica:

(a) LLLa) — 1 — ¢4 1n (8]
(b) LLELB) — ¢y,
(c) LELad — _¢py(1-9).

(d) PG = pln(e).

() LD — i1 — ¢ (1- 0))

Demostracién. Derivando la expresion (2.74), y teniendo en cuenta el lema anterior,

se tiene:
(a) %ISCH)) = —Q*—(CH‘FC)%(;H) = —uln (%>+M(1 —&§) =p[l -+ (9]
(b) PG = — (e + ) 4G22 = —ub.
(c) LD = (cf + ) 2L = —gp(1—9).
() ¢ (Q*(c)) = —pu—Q — (cy +0) %U = —p—pln (%) + p = pln(§).

d *(v dQ* (v
() PPN = i — (e + 0) G = p— p€(1 = 0) = p[1 = £(1-0)].
Como consecuencia del lema anterior se obtiene el siguiente resultado.
Lema 2.52 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada por

(2.62), y sean 0 = ;%/ yﬂ(y)efﬁdy y &= acB+(1—CeJ)r(CcIé+v)+cH' Entonces, mantenien-
0

do fijos el resto de los parametros, el beneficio esperado mdzximo B(Q*) verifica:
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(a) decrece cuando cy crece.

(b) decrece cuando cg crece si 0 >0, y no depende de cp si 6 = 0.
(c) decrece cuando cg crece si 0 < 1, y no depende de ci si 0 = 1.
(d) decrece cuando ¢ crece.

(e) crece cuando v crece.

Demostracién. Los apartados (b) a (e) se siguen del lema anterior sin més que tener
en cuenta que 0 < £ < 1y, por tanto, In¢ < 0. Para el apartado (a), por este mismo
lema, se tiene que signo (%}f””) = signo[g(§)], donde g(z) = 1 — = + In(2).
Como £ € (0,1) y g(z) es una funcién estrictamente creciente en ese intervalo con
g(1) = 0, concluimos que %}(ICH)) < 0y, por tanto, el beneficio esperado méximo

decrece cuando cy crece. m

Los resultados que se dan en las siguientes subsecciones permiten obtener la solu-
cién 6ptima del correspondiente modelo planteado con las mismas cuatro funciones

B(y) utilizadas en el modelo con demanda uniforme de la seccién anterior.

2.9.2. Funcién f(y) potencial truncada

Considerando la funcién potencial truncada (y) de la seccién anterior, dada por la
expresion (2.57), el siguiente corolario proporciona la solucién éptima para el modelo

y un andlisis de sensibilidad de esta solucién con respecto a los pardmetros que definen

dicha funcién SB(y).

Corolario 2.53 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada
por (2.62) y la funcion B(y) estd definida por (2.57). Entonces, el tamarnio dptimo del

lote es

Q;=p1n {1+%+% P_e—M/u_%e—M/u_ (%)a [ (2+a) A2+a(M/u)]}

1
(2.75)
donde T' (x) es la conocida funcion gamma y A,(x) es la funcion gamma incompleta

1
[ (a)

Ademds, suponiendo que los demds pardmetros permanecen fijos, se verifica que:

Ay(x) = / 2 te*dz, 0 <z < o0, a>0.
0
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(i) El tamano optimo del lote Q);, decrece si 3, o M o a crecen.

(ii) El beneficio esperado mdzximo B (Q;) crece si 3, o M o « crecen.

Demostracién. Computamos primero el valor del pardmetro 6 definido por (2.66):

1 00 Ly M y 1 Ly @ M y 1+041 Ly
oo et ][ () et () [ () Lk
u2oy<y> Y [o n) p y(M>0 It u Y
M/p o M/p
— -z o ﬂ 1+a —2 —
= £, [/0 ze “dz (M) /0 z % dz]

M a
= B, [1 _ e M/n M/ <ﬁ) I'(2+a«) A2+a(M/,LL)} .
I M
Entonces, sustituyendo esta expresién en (2.67), se obtiene (2.75). El resto de la
prueba se deduce aplicando el Lema 2.47, porque si 5, o M o « crecen, entonces

la funcién B(y) se transforma en una nueva funcién 5(y) para la cual 8(y) < B(y)

cuando y > 0y B(y) < B(y) siy € (0, M). m

Un caso practico
El siguiente ejemplo numérico ilustra la aplicacién del resultado anterior. Supongamos
que los costes unitarios de adquisicién para el distribuidor son ¢ = 75 en el pedido
inicial y cg = 95 en el pedido de emergencia. Ademds, el precio de venta unitario
del producto es v = 115, el coste unitario de los productos sobrantes es cy = 20 y
el coste unitario de pérdida de confianza del cliente es ¢ = 10. Se supone también
que la demanda tiene una distribucién exponencial con valor esperado pu = 150.
Finalmente se estima que la proporcién de escasez que puede ser servida con el pedido
de emergencia (y) viene dada por la expresién (2.57) con 5, = 0.9, « =2y M = 50.
Con estos pardmetros iniciales para el modelo se tiene que h = 95, w = 20 y
p = 50. En este caso, evaluando el pardmetro 6 con la expresion (2.66), se tiene que
0 = 0.021, es decir, si ) = 0 el tamano esperado del pedido de emergencia representa

el 2.1 % del tamano esperado de la demanda. Ademds, utilizando la expresion (2.70),
p—h {e% —1]

p—w

deducimos que el sistema es rentable porque 6 > = 0.009. Sustituyendo
los pardmetros anteriores en (2.75) se obtiene Q5 = 62.78 y, usando (2.74), se tiene

que el beneficio esperado maximo es B (Q;) = 36.30.
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Ademss, teniendo en cuenta que para este modelo £ = fen +(1_ce”;(ccfé e = 0.658,

hemos utilizado el Lema 2.51 para evaluar las derivadas del beneficio esperado éptimo

B (Q*) con respecto a los pardmetros del sistema y hemos obtenido los siguientes

p
valores:
dB(fjf(f:H)) 1148 dB(g_“B)) _ 207 %{50)) = —96.63
" cy=20 s cg=95 cg=10
@ — _62.78 dB(d—”) — 53.37
c=75 v=115

Puede observarse que la mayor mejora en el beneficio esperado méximo se obten-
dria disminuyendo el coste unitario de pérdida de confianza del cliente cg o, si esto no
es posible, disminuyendo el coste unitario de adquisicién inicial ¢. Un incremento en
el precio unitario de venta v producirfa un menor incremento en el beneficio esperado
maximo que la disminucién de los costes unitarios cg o c.

Finalmente, en las Figuras 2.20a y 2.20b se representan las variaciones del tamano
6ptimo del lote y del beneficio esperado méximo, respectivamente, en funcién de los
pardmetros M y « para este ejemplo numérico. De acuerdo con el Corolario 2.53,
se observa que el tamano 6ptimo del lote decrece si M o a aumentan y el beneficio

esperado méximo crece con los pardmetros M o a.

2000

1500

1000

B(Q@*)
)
mw o nn
(3, U )

500

GERN-= OO0

45

o
40

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 2.20a.0Q); en' funcién de M y a  Figura 2.20b. B (Q*) en funcién de M vy«

p

2.9.3. Funcién [5(y) exponencial truncada

Considerando ahora la funcién f(y) exponencial truncada, dada por la expresién

(2.48), el siguiente corolario proporciona la solucién 6ptima para el modelo y un
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andlisis de sensibilidad de esta solucién con respecto a los pardmetros que definen

dicha funcién SB(y).

Corolario 2.54 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada
por (2.62) y la funcion (y) estd definida por (2.48). Entonces, el tamano dptimo del

lote es

Mkt ) -5

1—-(1+
c=puln< 1+ =+
Qe h h (1+ap)®

(2.76)

Ademds, suponiendo que los demds pardmetros permanecen fijos, se verifica que:
(i) El tamano optimo del lote Q¥ crece si a crece, y decrece si 3, o M crecen.
(i1) El beneficio esperado mdzimo B (QF) decrece si « crece, y crece si 3, o M

crecen.

Demostracién. Para la funcién exponencial truncada 5(y) dada por (2.48), usando

el cambio de variable y = uz, se tiene que

9_—/ yB(y)e udy_ﬁ/ <) 1+W>(Z)Mdy_5/ ! ooz,

M _ MQA+4oap) 1 M/u 1— (1 + M) e_w
:ﬂ B e 2 i / e-(l—f-ap)zdz :6
| p4ap) 14+auf ’

(1+ ap)®

Entonces, sustituyendo esta expresion en (2.67), se obtiene (2.76). El resto de la
prueba se deduce aplicando el Lema 2.47 y razonando del mismo modo que en el

Corolario 2.53. =

Un caso practico
A continuacién presentamos un ejemplo numeérico para ilustrar estos resultados. Se
considera el mismo supuesto practico que en la subseccién anterior (es decir, ¢ = 75,
cg = 95, v =115, cg = 20, c¢ = 10 y p = 150) y la funcién exponencial truncada
B(y) = 0.9¢7%9 para y € [0,50] (es decir, 8, = 0.9, a = 0.03 y M = 50). Con
estos pardmetros iniciales para el modelo se tiene, de nuevo, que h = 95, w = 20 y
= 50. En este caso, evaluando el pardmetro 6 con la expresién (2.66), se tiene que
0 = 0.016 y el tamano esperado del pedido de emergencia para ) = 0 representa el

1.6 % del tamano esperado de la demanda. Ademads, como en el caso practico anterior,

utilizando la expresion (2.70), deducimos que el sistema es rentable porque ¢ > 0.009.
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Entonces, sustituyendo estos valores en (2.76), se tiene QF = 62.92 y, usando
(2.74), se obtiene que el beneficio esperado méximo es B (QF) = 22.35. En este caso,
teniendo en cuenta que ahora & = 0.657, las derivadas del beneficio esperado éptimo

B (Q?) con respecto a los pardmetros del sistema son:

dB((gé(CH)) —_11.53 dB(gZ(CB)) ~1.60 dB(gZ(CG)) —_97.00
cH cr=20 ‘B cp=95 G ca=10
PO = _g2.92  BEL) =530
c=T75 v=115

Por tanto, al igual que en la subseccién anterior, la mayor mejora en el beneficio
esperado méximo se obtendria disminuyendo el coste unitario por pérdida de confianza
del cliente cg o, si esto no es posible, disminuyendo el coste unitario de adquisicién
inicial c.

Finalmente, en las Figuras 2.21a y 2.21b se representan las variaciones del tamano
6ptimo del lote y del beneficio esperado méximo, respectivamente, en funcién de los
pardmetros M y « para este ejemplo numérico. De acuerdo con el Corolario 2.54,
se observa que el tamano 6ptimo del lote decrece si M o a aumentan y el beneficio

esperado méximo crece con los parametros M o a.

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 2.21a.Q? en'funcién de M y a  Figura 2.21b. B(Q?) en funcién de M y

2.9.4. Funcién 3(y) cosinusoidal truncada

Se considera ahora la funcién §(y) cosinusoidal truncada dada por la expresion

(2.60), es decir, S(y) = f3,cos (32) con y € [0, M]. La solucién del modelo en este

caso viene dada por el siguiente corolario.
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Corolario 2.55 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada
por (2.62) y la funcion B(y) estd definida por (2.60). Entonces, el tamario dptimo del

lote es
) —M/u

s e—M/u_—( T
0 ) (2.77)

\:

Qr=plndl+—+

h h 1+ (3%)°

Ademds, suponiendo que los demds pardmetros permanecen fijos, se verifica que:

(i) El tamano optimo del lote Q% decrece si 3, o M crecen.

*

*) crece si B, o M crecen.

(i1) El beneficio esperado mdximo B (Q

Demostracién. Para la funcién cosinusoidal truncada S(y) dada por (2.60), usando

el cambio de variable y = uz, se tiene que

:—/ yB(y)e udy—ﬁ/ ( )cos 2]\y4>eu—dy—ﬁ/M/u cos(%)dz

Ademais, es facil demostrar que

2
M =z g (mu2) _ (2M)T =2 pog (TL2
. Tz _— sen(QM) (w) € COS<2M)
e “cos|——)dz

oMJ) T o\ 2
1+(E)

2M TUZ 2M —z TUZ
ey~ Beoos (3) — (2) emsen (35)
e “sen | —— | dz = 5
2M oM
1+ =

Por tanto, usando el método de integracién por partes, se tiene que

) M/p M/p
M o= M/ w/e"zsen (M) dz+(2M) /e‘z oS (%) dz
0 0

M iy iy
/zéliz COoS (LW> dz= . . 5
0 20 L+ ()
L
2M2 M/ _ <w>2 (e M) <w)2 (3)e /s (3)°
o +) ey | T\ | ey
= 2
2
1+ (7)
M2 A\ 2[ 1= (B )" (AL )M/ T\ - 2— (4 )e M/
%r? M/ (27w> [ #H(mlz 1+(§)e M — 1+!(w)2
w T

L (20 L+ G
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Es decir, en este modelo el valor del pardmetro 6 es

T -M 2_(%)6_]\4/”
B - ey

0 =0,

1+ (£2)°

y sustituyendo esta expresién en (2.67) se obtiene (2.77). El resto de la prueba se

deduce del Lema 2.47, razonando del mismo modo que en el Corolario 2.53. m

Un caso practico

A continuacién presentamos un ejemplo numeérico para ilustrar estos resultados. Se
considera el mismo supuesto practico que en las subsecciones anteriores (es decir,
c =175 cg =95 v =115 cg = 20, c¢ = 10 y p = 150) y la funcién cosinusoidal

truncada [(y) = 0.9 cos (&> para y € [0,50] (es decir, 5, = 0.9 y M = 50). Con

2(50) 0

estos pardmetros iniciales para el modelo se tiene, de nuevo, que h = 95, w = 20 y
p = 50. En este caso, evaluando el pardmetro 6 con la expresion (2.66), se tiene que
6 = 0.019 y el tamano esperado del pedido de emergencia para ) = 0 representa el
1.9 % del tamanio esperado de la demanda. Ademads, como en el caso practico anterior,
de (2.70) deducimos que el sistema es rentable porque 6 > 0.009.

Sustituyendo los valores de los pardmetros en (2.77), se obtiene Q% = 62.82 y,
utilizando la expresién (2.74), se tiene que B (Q?) = 31.89. En este caso, teniendo en
cuenta que £ = 0.658, las derivadas del beneficio esperado éptimo B (Q) con respecto

a los parametros del sistema son:

dB(gz(CH)) —_11.49 dB(gZ(CB)) ——1.92 dB(gZ(CG)) — —96.75
cH cr=20 B cp=95 e cg=10
PO — _g282 PO _ 5395
c=T75 v=115

Por tanto, se obtienen las mismas conclusiones que en los casos anteriores sobre los
pardmetros que se deben modificar para mejorar lo més posible el beneficio esperado
maximo.

Finalmente, las Figuras 2.22a y 2.22b muestran que, para un valor fijo de (,, el
tamano 6ptimo del lote es una funcién decreciente de M, mientras que el beneficio

esperado maximo crece con M. De la misma forma, para un M fijo, si 8, aumenta, el
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tamano 6ptimo del lote decrece y el beneficio esperado méximo crece. Estos resultados

son coherentes con los apartados (i) y (ii) del Corolario 2.55.

65 2000

—pu=01 /
=02 -
1500 Po=03 ~
— Po=04 <
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Figura 2.22a.Q% en funcion de M y B, Figura 2.22b. B(Q%) en funcién de M y5,

2.9.5. Funcién [5(y) racional truncada

Se considera ahora la funcién (y) racional truncada dada por la expresién (2.49),

es decir, 3(y) = 1 ny con y € [0, M]. La solucién del modelo en este caso viene dada

por el siguiente corolario.

Corolario 2.56 Supongamos que la funcion de densidad de la demanda viene dada
por (2.62) y la funcion B(y) estd definida por (2.49). Entonces, el tamario dptimo del

lote es

oo (5 ) (52

donde Ei(a) es la funcién exponencial-integral definida como

El(a):/ 6u du, a>0
1

Ademds, suponiendo que los demds pardmetros permanecen fijos, se verifica que:
(i) El tamano optimo del lote QF crece si a crece y decrece si 3, o M crecen.
(i1) El beneficio esperado mdzimo B (QF) decrece si o crece, y crece si 3, o M

crecen.

Demostracién. Para la funcién racional truncada $(y) dada por (2.49), usando el

1 .
1o se tiene que
ap

cambio de variable z =
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1+aM

M L ltaM
0 = &/ Y ezdy:ﬁ(,e“/ ' M—i e “dz
w o 1+ ay wra fo az
ap
1

L 1+aM
Byear 1 _l+aM 1 apn e %
= 5 pe an — e an — — dz
o o) z
ap
_M 1 1+aM
1—e » ean ap e %
= B, - — 7/, ~ dz
p (ap)™J L

Adema3s, teniendo en cuenta que

1+aM 1+aM

1
an e % =2 R me_(@)u Ooe_( ap )u
dz = dz — dz = du — —du
1 z 1z 1+taM 2 1 u 1 u

o o o

- n(3) n ().
gt @) )} e

Entonces, sustituyendo esta expresiéon en (2.67), se llega a (2.78). El resto de la

se obtiene

prueba se deduce aplicando el Lema 2.47 y razonando del mismo modo que en el

Corolario 2.53. m

Un caso practico
Para ilustrar este resultado usamos el mismo ejemplo numérico que en las subsecciones
anteriores (es decir, ¢ = 75, cg = 95, v = 115, ¢y = 20, ¢ = 10y . = 150) y la funcién

racional truncada 5(y) = 1&)?13/ cony € [0,50] (es decir, 5, = 0.9, « = 0.1 y M = 50).

Con estos pardmetros iniciales para el modelo se tiene, de nuevo, que h = 95, w = 20
y p = 50. Evaluando la funcién exponencial-integral se obtiene F (%) = 2.196406
y F, (1%) = 0.702380 y, evaluando el pardmetro 6 con la expresién (2.79), se tiene
que 6 = 0.011. Es decir, el tamano esperado del pedido de emergencia para () = 0
representa el 1.1 % del tamano esperado de la demanda. Ademads, como en el caso
practico anterior, de (2.70) deducimos que el sistema es rentable porque ¢ > 0.009.
Sustituyendo los valores de los pardmetros en la expresién (2.78) se tiene QF =

63.10 y, utilizando la expresién (2.74), se tiene B (Q}) = 5.85. En este caso, teniendo
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*

*) con

en cuenta que & = 0.657, las derivadas del beneficio esperado 6ptimo B (Q

respecto a los pardmetros del sistema son:

dB(il?:(CH)) ——11.59 dB(il?f«(CB)) —1.05 dB(il?f«(CG)) — —97.44
CH c=20 ¢B cp=95 ca ca=10
PO = _g3.10  LPEL) = 5956
c=T75 v=115

Por tanto, se obtienen las mismas conclusiones que en los casos anteriores sobre los
pardmetros que se deben modificar para mejorar lo més posible el beneficio esperado
maximo.

Finalmente, las Figuras 2.23a y 2.23b muestran que, para un valor fijo «, el tamano
6ptimo del lote decrece cuando M aumenta y el beneficio esperado méximo crece
cuando M aumenta. Sin embargo, para un valor fijo M, el tamano 6ptimo del lote
crece y el beneficio esperado méximo decrece cuando el pardmetro a aumenta. Estos

resultados son coherentes con los apartados (i) y (ii) del Corolario 2.56.

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Figura 2.23a.Q* en' funcién de M y o Figura 2.23b. B(Q*) en funcién de M y a

A la vista de estos cuatro ejemplos resueltos en las subsecciones anteriores, es evi-
dente que el problema podria resolverse del mismo modo para cualquier otra funcién
B(y) con la unica condicién de que fuese una funcién no creciente. Sélo es necesario
evaluar el pardmetro § mediante la expresion (2.66) y utilizar después las férmulas
(2.73) y (2.74) para evaluar el tamano 6ptimo del lote Q* y el beneficio esperado méxi-
mo B(Q*), respectivamente. Por tanto, disponemos de una metodologia general para
la resolucién de este modelo cuando la distribucion de la demanda es exponencial vy,

en la seccién A.6 del Apéndice A, al final de este documento, se incluye un programa



2.10 Conclusiones 219

escrito en lenguaje SAS (SAS Institute Inc., 2005) que permite dicha resolucién para

cualquier funcién f(y) no creciente.

La mayor parte de los resultados incluidos en esta seccién han sido publicados en

la revista Omega (Pando et al., 2013%).

2.10. Conclusiones

En este capitulo se ha analizado un modelo estocédstico de inventario de periodo
tnico tipo newsboy que incorpora la posible existencia de un pedido adicional de
emergencia para satisfacer parte de la demanda no atendida con el pedido inicial.
Se ha supuesto que la fraccién de demanda satisfecha con dicho pedido adicional,
respecto al total de la demanda no atendida, es una funcién no creciente del tamano
de la escasez originada con el pedido inicial, verificando algunas condiciones ficilmente
asumibles en situaciones practicas reales.

Como es habitual en este tipo de modelos de inventario, se ha considerado como
objetivo la maximizacién del beneficio esperado. Se han encontrado condiciones nece-
sarias y suficientes para que dicha funcién sea continuamente diferenciable, asi como
condiciones suficientes para la existencia y continuidad de la derivada segunda. La
funcién objetivo no es siempre convexa, pero se han obtenido condiciones suficientes
para asegurar la convexidad, que pueden aplicarse en diversos casos de distribuciones
de probabilidad para la demanda y diferentes funciones para la fracciéon de demanda
satisfecha con el pedido adicional.

Las propiedades obtenidas para la funcién objetivo nos han permitido introducir el
concepto de la funcién fractil del problema, que es una generalizaciéon del concepto de
fractil critico utilizado por otros autores para modelos del tipo newsboy. La resolucién
del modelo puede entonces abordarse utilizando métodos numéricos para encontrar
los puntos de corte entre la funcién de distribucién de la demanda y la funcién fractil
del problema, ya que ambas funciones toman valores en el intervalo [0, 1].

Este enfoque del problema nos ha permitido también desarrollar un anélisis de
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sensibilidad del tamano 6ptimo del lote y el beneficio esperado méximo con respecto
a los pardmetros iniciales del modelo. En general, el tamano 6ptimo del lote decrece
cuando el coste unitario del pedido inicial o el coste unitario de los productos so-
brantes aumenta, mientras que crece con el coste unitario de pérdida de ventas o el
precio unitario de venta. Sin embargo, cuando aumenta el coste unitario del pedido
de emergencia, el tamano 6ptimo del lote puede crecer o decrecer dependiendo de que
su valor esté por encima o por debajo de la solucién éptima para el modelo newsboy
bésico sin pedido de emergencia. En cuanto al beneficio esperado éptimo, como era
de esperar, siempre crece con el precio unitario de venta, mientras que decrece cuando

cualquiera de los otros pardmetros de coste del modelo aumentan.

Se ha analizado el caso especial en que la fraccién de demanda atendida con
el pedido de emergencia estd definida por una funcién escalonada. Ademds, se han
obtenido expresiones cerradas para la solucién 6ptima en algunos casos concretos
de distribuciones de probabilidad de la demanda. En el contexto de esta funcién
escalonada, se han encontrado casos de distribuciones de probabilidad para las que la

funcién objetivo no es convexa.

También se ha analizado de forma particular el modelo que hemos denominado
modelo con umbral de pérdida de ventas, en el que se exigen condiciones més fuertes
para la funcién que define la fraccién de demanda satisfecha con el pedido de adicional.
En este caso hemos encontrado condiciones necesarias y suficientes para la existencia y
continuidad de las dos primeras derivadas y también codiciones suficientes que garan-
tizan la convexidad de la funcién objetivo. Este estudio nos ha permitido detectar y
corregir algunos errores existentes en un modelo newsboy con pedido de emergencia
considerado con anterioridad en la literatura de inventarios. Los resultados tedricos
obtenidos se han ilustrado con varios ejemplos utilizando diferentes funciones para la
fraccién de demanda satisfecha con el pedido adicional y diferentes distribuciones de
probabilidad para la demanda, como por ejemplo la distribucién beta, la distribucion

normal o la distribucién de Weibull.

Los casos especiales en que la distribucién de probabilidad de la demanda es
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uniforme o exponencial se han analizado de forma mé&s extensa puesto que en ellos se
puede garantizar siempre la convexidad de la funcién objetivo, sea cual sea la funcién
que define la fraccién de demanda satisfecha con el pedido de emergencia. En el caso
de la distribucién uniforme se ha obtenido una metodologia general de resolucién,
especificando la ecuacién que se necesita resolver, y en el caso de la distribucién
exponencial se ha encontrado una expresién explicita para la solucién. Esto nos ha
permitido desarrollar un software especifico escrito en lenguaje SAS (SAS Institute
Inc., 2005) que proporciona la solucién del modelo en estos dos casos. Ademas, en el
caso de la distribuciéon exponencial, se han encontrado expresiones sencillas para las
derivadas del tamano 6ptimo del lote y el beneficio esperado maximo, que permiten
un amplio andlisis de sensibilidad de la solucién 6ptima con respecto a cada uno de

los pardametros del modelo.

Finalmente, como ya se ha comentado con anterioridad, los resultados obtenidos
en este capitulo han originado tres articulos cientificos publicados en las revistas
Omega (Pando et al., 2013%), Top (Pando et al., 2013°) y Applied Mathematics and
Computation (Pando et al., 2014).






Apéndice A

Cédigos de programas en SAS

A.1. Programa para el modelo EOQ con r =0

data solucion;
D=1;K=10;h=0.5;p=>50;5=62;beta=0.3;gammal=1.5;gamma2=1.5;t01=0.000001;
alfa=1-beta;

delta=((alfa*D)**gammal)/(h*gammal*BETA (gammal,1+gamma2/alfa));
xi=alfa*gammal+gamma2;

u=((1-alfa)*(s-p)*delta)/(xi-alfa);

v=(alfa*K*delta)/(xi-alfa);

if u=0 then do;q=v**(1/xi);goto label;end,;

if u+v=1 then do;q=1;goto label;end;

q0=(u+v)**(1/(xi-1));

if (u+v<1) then q0=(u+v)**(1/xi);
Gi=q05q=((xi-1)* (i) -+v) / (<*(Gi** (x-1))-);
(/i) (1 (xi-1));

if tol>=r then tol=r/2;

pg=(qg-tol)**xi-u*(qg-tol)-v;

do while (pq>=0);

qi=q;

q=((xi-1)*(qi**xi)+v) / (xI* (qi** (xi-1))-u);
pg=(g-tol)**xi-u*(g-tol)-v;

end;

label:t=(q**alfa)/(alfa*D);
gq=(alfa*D/(xi-alfa))*((xi-1)*(s-p)*q-K*xi) /(q**alfa);
cq=(alfa*D/(q**alfa))*(K+(q**xi)/delta);

qmin=v**(1/xi);

tmin=(qmin**alfa)/(alfa*D);

cqmin=(alfa*D/(xi-alfa))*(K*xi) /(qmin**alfa);
gqmin=(alfa*D/(qmin**alfa))*((s-p)*qmin-K-(qmin**xi) /delta);

deno=xi*q**(xi-1)-u;
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dergK=v/(K*deno);derggK=-alfa*D*q**(-alfa);
derqh=-q**xi/(h*deno);derggh=-alfa*D*q**(xi-alfa) /(h*delta);
dergs=q*(1-alfa)*delta/((xi-alfa)*deno);derggs=alfa*D*q**beta,
derqp=-derqs;dergqp=-derggs;
dergD=gammal*q**xi/(D*deno);
derggD=((gammal-+gamma2-1)*(s-p)*q-gamma2*K) /((xi-alfa)*D*t);
digal=digamma(gammal);diga2=digamma(gamma2 /alfa+1);
diga3=digamma(gammal+gamma2/alfa+1);
if alfa<1 then dergbeta=
((gammal*log(q)-gammal /alfa+(gammal+gamma2-1)/((1-alfa)*(xi-alfa))
-gamma?2*(diga2-diga3)/(alfa**2))*(q**xi)-v/(alfa*(1-alfa)))/deno;
if alfa=1 then dergbeta=(gammal*log(q)-gammal-gamma2*(diga2-diga3))*q/xi;
dergbeta=gq*(log(q)-1/alfa)+(q**xi/(delta*t))*(gammal*log(q)-gammal /alfa
-gamma2*(diga2-diga3)/(alfa**2));
derqgaml=-(log(t)+1/gammal+alfa/(xi-alfa)+digal-diga3)*(q**xi) /deno;
derggaml=-(q**xi/(delta*t))*(log(t)+1/gammal+digal-diga3);
derqgam2=-(log(q)+1/(xi-alfa)+(diga2-diga3)/alfa)*(q**xi) /deno;
derggam2=-(q**xi/(delta*t))*(log(q)+(diga2-diga3)/alfa);
output;
run;
proc print;
var D K h p s beta gammal gamma2 q t gq cq gmin tmin ggmin cqmin dergD derqK
dergh dergp dergs dergbeta derqgaml derqgam?2 derggD dergqK derggh dergqp
derggs dergbeta derggaml derggam?;
run;

quit;
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A.2. Programa para el modelo EOQ con r > 0

data modeloqr;

D=0.5;K=10;h=0.5;p=10;3=20;beta=0.4;gammal=1;gamma2=1;tmin=0.001;qmax=40;
t0l=0.000001;

alfa=1-beta;

qmin=(alfa*D*tmin)**(1/alfa);taumin=(alfa*D*tmin) /(qmax**alfa);

delta=((alfa*D)**gammal)/(h*gammal*BETA (gammal,gamma?2/alfa+1));

e=alfa*gammal+gamma2-1;

u=((s-p)*(1-alfa)*delta)/(alfa*gammal+gamma2-alfa);

v=(K*alfa*delta)/(alfa*gammal+gamma2-alfa);

if u=0 then dojeoq0=v**(1/(1+e€));goto labelO;end;

q0=(u+v)**(1/e);

if (u+v<1) then q0=(u+v)**(1/(1+e));

qi=q0;e0q0=(e*(qi**(1+e))+v)/((1+e)*(qi**e)-u);

do while (ABS(eoq0-qi)>tol);

qi=eoq0;e0q0=(e*(qi**(1+e))+v)/((1+e)*(qi**e)-u);

end;

labelO:

if eoq0>gmax then eoq0=qmax;if eoq0<qmin then eoq0=qmin;

geoq0=-((alfa*D)/delta)*((eoq0**(1+e))-(s-p)*delta*eoq0+k*delta) /(eoq0**alfa);

T0=(eoq0**alfa)/(alfa*D);eoq=eoq0;geoq=geoq0; T=T0;tau=1;num1=0;num2=0;num3=0;

geogmax=-((alfa*D)/delta)*((qmax**(1+e))*CDF ('BETA’ taumin,gammal,gamma2

/alfa+1)-(s-p)*delta*qmax*(1-(1-taumin)**(1/alfa))+k*delta) / (taumin®(qmax**alfa));

if (geoqmax>geoq) then do;

eog=qgmax;geoq=geoqmax;T=tmin;tau=taumin;

end;

do x=taumin to 1-tol by tol;

taua=x;taub=x-+tol;

wxa=((s-p)*delta*(1-(1-taua)**((1-alfa)/alfa))/((1+e)*CDF('BETA’ taua,gammal,
gamma?2/alfa+1)-alfa*taua*PDF(’BETA’ taua,gammal,gamma2/alfa+1)))**(1/e);

philxa=CDF ("BETA’ taua,gammal,gamma2/alfa+1)*(wxa**(1+4e))-u*(1-(1-taua)**
(1/alfa))*wxa-v;

phi2xa=taua*(wxa**alfa)-alfa*D*tmin;

phi3xa=(qmax**(1+e))*(taua*PDF('BETA’ taua,gammal ,gamma2/alfa+1)
-CDF(’BETA’ taua,gammal,gamma2/alfa+1))-(s-p)*delta*qmax™((taua/alfa)*
((1-taua)**((1-alfa)/alfa))-14(1-taua)**(1/alfa))-k*delta;

if taub=1 then do;

wxb=((s-p)*delta/(1+e))**(1/e);

philxb=wxb**(1+4e)-u*wxb-v;

phi2xb=(wxb**alfa)-alfa*D*tmin;

phi3xb=-(qmax™*(1+e))+(s-p)*delta*qmax-k*delta;

end;

if taub<1 then do;

wxb=((s-p)*delta*(1-(1-taub)**((1-alfa)/alfa))/((1+e)*CDF('BETA’ ,taub,gammal,
gamma2/alfa+1)-alfa*taub*PDF("BETA’ taub,gammal,gamma2/alfa+1)))**(1/e);

philxb=CDF(’'BETA’ taub,gammal,gamma2/alfa+1)*(wxb**(1+e))-u*(1-(1-taub)**
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(1/alfa))*wxb-v;

phi2xb=taub*(wxb**alfa)-alfa*D*tmin;

phi3xb=(qmax™**(1+e))*(taub*PDF('BETA’ taub,gammal ,gamma2/alfa+1)
-CDF('BETA’ taub,gammal,gamma2/alfa+1))-(s-p)*delta*qmax*((taub/alfa)*
((1-taub)**((1-alfa)/alfa))-14(1-taub)**(1/alfa))-k*delta;

end;

if (philxa*philxb>0) then goto label2;

taul=0.5*(taua+taub);

eoql=((s-p)*delta*(1-(1-taul)**((1-alfa)/alfa))/((1+e)*CDF(’BETA’ taul,gammal,
gamma?2/alfa+1-alfa*taul *PDF(’'BETA’ taul,gammal,gamma2/alfa+1)))**(1/e);

geoql=-((alfa*D)/delta)*((eoql**(1+e))*CDF("BETA’ taul,gammal ,gamma?2/alfa+1)
-(s-p)*delta*eoql*(1-(1-taul)**(1/alfa))+k*delta)/(taul*(eoql**alfa));

T1=taul*(eoql**alfa)/(alfa*D);

if ((geoql>geoq) and (eoql<gmax) and (taul*(eoql**alfa)>(qmin**alfa))) then do;
tau=taul;eoq=eoql;geoq=geoql;T=T1;izqdal=philxa;dchal=philxb;end;

numl=numl+1;

label2:

if (phi2xa*phi2xb>0) then goto label3;

taul=0.5*(taua+taub);

eoql=((s-p)*delta*(1-(1-taul)**((1-alfa)/alfa))/((14+e)*CDF("BETA’ taul,gammal,
gamma2/alfa+1)-alfa*taul *PDF('BETA’ taul,gammal,gamma2/alfa+1)))**(1/e);

geoql=-((alfa*D)/delta)*((eoql**(1+e))*CDF("BETA’ taul,gammal ,gamma?2/alfa+1)
-(s-p)*delta*eoql*(1-(1-taul)**(1/alfa))+k*delta)/(taul*(eoql**alfa));

T1=taul*(eoql**alfa)/(alfa*D);

if ((geoql>geoq) and (eoql>=qmin) and (eoql<=qgmax)) then dojtau=taul;eoq=eoql;
geoq=geoql;T=T1;izqda2=phi2xa;dcha2=phi2xb;end;

num2=num?2+1;

label3:

if (phi3xa*phi3xb>0) then goto label4;

taul=0.5%(taua+taub);eoql=qmax;

geoql=-((alfa*D)/delta)*((eoql**(1+e))*CDF("BETA’ taul,gammal ,gamma2/alfa+1)
-(s-p)*delta*eoql*(1-(1-taul)**(1/alfa))+k*delta)/(taul*(eoql**alfa));

Tl=taul*(eoql**alfa)/(alfa*D);

if (geoql>geoq) then do;tau=taul;eoq=eoql;geoq=geoql;T=T1;izqda3=phi3xa;dcha3=
phi3xb;end;

num3=num3+1;

label4:end;

order=eoq;reorder=0;

if tau<1 then dojorder=eoq*(1-(1-tau)**(1/alfa));reorder=eoq-order;end,;

output;

run;

proc print;

var geoq0 eoq0 t0 tau geoq eoq t order reorder;

run;

quit;
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A.3. Programa para el modelo EOQ con coste de

deterioro

data algoritmo;

D=1;K=10;h=0.5;p=>50;s=62;beta=0.3;gammal=1.5;gamma2=1.5;tita=0.05;

t01=0.000001;

alfa=1-beta;

delta=((alfa*D)**gammal)/(h*gammal*BETA (gammal,1+gamma2/alfa));

epsilon=alfa*gammal+gamma2;

u=(1-alfa)*(s-p)*delta/(epsilon-alfa);

v=alfa*K*delta/(epsilon-alfa);

w=(epsilon+alfa)*delta*((1-alfa)*(s-p)-2*p*alfa) /(gamma2*epsilon*(gamma2-+alfa)
*(14-alfa));

c=gamma?2*epsilon*(gamma2+-alfa) /(2*alfa*D*(epsilon+alfa)*(epsilon-alfa));

if (tita=0 and u=0) then do;tau=v**(1/epsilon);goto label;end;

if (tita=0 and u+v=1) then dojtau=1;goto label;end;

if (tita>0 and u+v=1 and w=1) then dojtau=1;goto label;end;

if (tita>0 and u=0 and v<1 and w=v**((epsilon-1)/epsilon)) then do;tau=v**(1/epsilon);
goto label;end;

if tita=0 then w0=0;else wO=max(0,w);

taui=max((u+v)**(1/epsilon),(u+v)**(1/(epsilon-1)));

taui=max (taui,w0**(1/(epsilon-1)));

if tol>=taui then tol=taui/2;

parar=(taui-tol)**epsilon-u*(taui-tol)-v+c*tita™((taui-tol)**(1+alfa))*((taui-tol)
**(epsilon-1)-w);

do while (taui>tol and parar>0);

tau=((epsilon-1)*(taui**epsilon)+v-+c*tita*(taui**(14-alfa))*((epsilon-1+alfa)
*(taui**(epsilon-1))-w*alfa)) / (epsilon*(taui**(epsilon-1))-u+c*tita*(taui**alfa)
*((epsilon+alfa)*(taui**(epsilon-1))-w*(14-alfa)));

taui=tau;

if taui-tol>0 then parar=(taui-tol)**epsilon-u*(taui-tol)-v+c*tita*((taui-tol)**(1+alfa))
*((taui-tol)**(epsilon-1)-w);

end;

label: T=(tau**alfa) /(alfa*D);q=((alfa*D*T)**(1/alfa))*(1+0.5*tita*T);

he=((alfa*D*T)**(gammal+gamma2/alfa))/delta®(1+tita*gamma2*(gamma2+alfa)*T
/(2*(epsilon+alfa)));

de=s*tita*((alfa*D*T)**(1/alfa+1))/(D*(1+alfa));

Gtita=((s-p)*q-K-hc-dc) /T;

Ctita=(K+hc+dc)/T;

run;

proc print;

var D K h p s beta gammal gamma?2 tita tau T q Gtita Ctita;

run;

quit;
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A.4. Programa para el modelo newsboy con pedido

de emergencia y umbral de pérdida de ventas

data solucion;

/* Definimos los pardmetros de costes */

¢=50;cb=75;ch=>5;cg=20;v=90;

/* Definimos el soporte, los pardmetros de la distribucién y la esperanza */

a=200;b=900;pe=1.5;qu=2;tope=b;mu=a+(b-a)*(pe/(pe+qu));

/* Definimos la precisién para el Q 6ptimo */

preci=0.000001;

/* Definimos el paso para las integrales */

epsilon=0.01;

/* Definimos la funcién de densidad, su derivada, la funcién de distribucién
y su inversa */

let pdf=(pdf(’beta’,z,pe,qu,a,b));

let dpdf=(((pe-1)/(z-a)-(qu-1)/(b-z))*pdf(’beta’,z,pe,qu,a,b));

let cdf=(cdf(’beta’,z,pe,qu,a,b));

let quantil=(quantile(’beta’,z,pe,qu,a,b));

/* Definimos la funcién de backorder con sus puntos singulares
y sus derivadas laterales */

beta0=0.9;alfa=1;m=500;n=3;

array y{3};y(1)=0:y(3)=tope-a;y(2)=m

let betad=((x>=0)*(x<m)*(beta0*(1-(x/m)**alfa)));

let betai=((x>0)*(x<=m)*(beta0*(1-(x/m)**alfa)));

let dbetad=((x>=0)*(x<m)*(-(beta0*alfa/m)*((x/m)**((x>0)*(alfa-1)+(x=0)))));

let dbetai=((x>0)*(x<=m)*(-(beta0*alfa/m)*((x/m)**((x>0)*(alfa-1)+(x=0)))));

let ddbetad=((x>=0)*(x<m)*(-(beta0*alfa*(alfa-1)/(m**2))*((x/m)**
((x>0)*(alfa-2) +(x=0))));

let ddbetai=((x>0)*(x<=m)*(-(beta0*alfa*(alfa-1)/(m**2))*((x/m)**
((x>0)* (alfa-2)+ (x=0))))

/* Calculamos los pardametros auxiliares */

h=c+ch;w=cb-c;p=cg+v-c;

/* Calculamos Q0 y Qk */

z=p/(p+h);Q0=(&quantil);

=(p+(w-p)*betal)/(h+p+(w-p)*betal);Qk=(&quantil);

/* Seleccionamos el punto inicial */

Q=Qk;

/* Iniciamos el algoritmo */

cuenta=0;

bucle:cuenta=cuenta+1;

/* Calculamos S1 */

S1=0;do i=2 to n-1;x=y(i);z=Q+x;if (x<tope-Q) then
S1=S1+((&betai)-(&betad))*x*(&pdf);end;

/* Definimos el limite superior de la integral en A’(Q)*/

topem=tope-Q;

/* Calculamos las integrales del sumatorio */
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i=1;sinteg=0;

do while (y(i+1)<topem);

integ=0;

x=y(1);z2=Q+x;integ=((&betad)+x*(&dbetad))*(&pdf);

x=y(i+1);z=Q+x;integ=integ+((&betai)+x*(&dbetai) ) *(&pdf);

puntos=2*int((y(i+1)-y(i))/(2*epsilon));

do count=1 to puntos-3 by 2;

x=y(i)+count*(y(i+1)-y(i))/puntos;z=Q+x;integ=integ+4*((&betai)
+x*(&dbetai) ) *(&pdf);

x=y(i)+(count+1)*(y(i+1)-y(i)) /puntos;z=Q+x;integ=integ+2*((&betai)
+x*(&dbetai) ) *(&pdf);

end;

x=y(i)+(puntos-1)*(y(i+1)-y(i)) /puntos;z=Q+x;integ=integ+4*((&betai)
+x*(&dbetai))*(&pdf);

integ=((y(i+1)-y(i))/puntos)*integ/3;

sinteg=sinteg+integ;

i=i+1;

end;

/* Calculamos la dltima integral */

integral=0;

x=y(i);z2=Q+x;integral=((&betad)+x*(&dbetad))*(&pdf);

x=topem;z=Q-+x;integral=integral+((&betai)+x*(&dbetai))* (&pdf);

puntos=2*int((topem-y(i))/(2*epsilon));

do count=1 to puntos-3 by 2;

x=y(i)+count™(topem-y(i)) /puntos;z=Q+x;integral=integral+4*((&betai)
+x*(&dbetai))*(&pdf);

x=y(i)+(count+1)*(topem-y(i)) /puntos;z=Q+x;integral=integral+2*((&betai)
+x*(&dbetai))*(&pdf);

end;

x=y(i)+(puntos-1)*(topem-y(i))/puntos;z=Q+x;integral=integral+4*((&betai)
+x*(&dbetai))*(&pdf);

integral=((topem-y(i))/puntos)*integral /3;

/* Calculamos la integral en A’(Q) */

integral=sinteg+integral;

/* Calculamos delta */

z=Q;delta=(integral-S1) /(1-(&cdf));

/* Calculamos el nuevo punto */

z=(p+(w-p)*delta) /(h+p+(w-p)*delta);Qj=(&quantil );

if (abs(Qj-Q)>preci)then do;Q=Qj;goto bucle;end,;

/* ii TENEMOS LA SOLUCION !! */

/* Evaluamos A(Q)*/

/* Definimos el limite superior de la integral en A(Q)*/

topem=tope-Q;

/* Calculamos las integrales del sumatorio */

i=1;sinteg=0;

do while (y(i+1)<topem);

integ=0;

x=y(1);z2=Q+x;integ=x*(&betad)*(&pdf);

229



230 Cddigos de programas en SAS

x=y(i+1);z2=Q+x;integ=integ+x*(&betai)* (&pdf);
puntos=2*int((y(i+1)-y(i))/(2*epsilon));

do count=1 to puntos-3 by 2;

x=y(i)+count™(y(i+1)-y(i)) /puntos;z=Q+x;integ=integ+4*x*(&betai)*(&pdf);
x=y(i)+(count+1)*(y(i+1)-y(i)) /puntos;z=Q-+x;integ=integ+2*x*(&betai) * (&pdf);
end;
x=y(i)+(puntos-1)*(y(i+1)-y(i))/puntos;z=Q-+x;integ=integ+4*x*(&betai)*(&pdf);
integ=((y(i+1)-y(i))/puntos)*integ/3;

sinteg=sinteg+integ;

i=i+1;

end;

/* Calculamos la ultima integral */

integral=0;

x=y(1);z=Q+x;integral=x*(&betad)*(&pdf);
x=topem;z=Q+x;integral=integral+x*(&betai)* (&pdf);
puntos=2*int((topem-y(i))/(2*epsilon));

do count=1 to puntos-3 by 2;
x=y(i)+count*(topem-y(i))/puntos;z=Q+x;integral=integral+4*x*(&betai)* (&pdf);
x=y(i)+(count+1)*(topem-y(i)) /puntos;z=Q-+x;integral=integral+2*x*(&betai)*(&pdf);
end;

x=y(i)+(puntos-1)*(topem-y(i)) /puntos;z=Q-+x;integral=integral +4*x*(&betai) * (&pdf);
integral=((topem-y(i))/puntos)*integral /3;

/* Calculamos A(Q) */

AQ=sinteg+integral;

/* Evaluamos L(Q), T(Q), T0(Q) y TK(Q) */

paso=epsilon;

LQ=0;T0Q=0;TkQ=0;

do x=paso to tope-3*paso by paso;

z=Q+x;LQ=LQ+4*x*(&pdf);

z=Q0+x;T0Q=T0Q+4*x*(&pdf);

z=Qk+x;TkQ=TkQ+4*x*(&pdf);

X=X-+paso,

z=Q+x;LQ=LQ+2*x*(&pdf);

z=Q0+x;T0Q=T0Q+2*x*(&pdf);

z=Qk+x;TkQ=TkQ+2*x*(&pdf);

end;

X=tope-paso;

z=Q+x;LQ=LQ+4*x*(&pdf);

z=Q0+x;T0Q=T0Q+4*x*(&pdf);

z=Qk+x;TkQ=TkQ+4*x*(&pdf);

TQ=h*(Q-mu)+(p-+h)*paso*LQ/3+(w-p)*AQ;
T0Q=h*(Q0-mu)+(p+h)*paso*T0Q/3;
TkQ=h*(Qk-mu)+(p+h-+betad*(w-p))*paso*TkQ/3;

/* Evaluamos B(Q), BO(Q) y Bk(Q) */

BQ=(v-¢)*mu-TQ;

B0Q=(v-¢)*mu-T0Q;

BkQ=(v-¢)*mu-TkQ;
BQreal=(v-c¢)*mu-h*(Q-mu)-(h+v-c)*paso*LQ/3-(w-v+c)*AQ;
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/* Calculamos S2(Q*) y las integrales necesarias para el analisis de sensibilidad */

S2=0;do i=2 to n-1;x=y(i);z2=Q+x;if (x<tope-Q) then S2=S2-(((&betai)-(&betad))
+x*((&dbetai)-(&dbetad)))*(&pdf)+x*((&betai)-(&betad))* (&dpdf);end;

topem=tope-Q;

i=1;sintegl=0;sinteg2=0;sinteg3=0;

do while (y(i+1)<topem);

integl=0;integ2=0;integ3=0;

x=y(i);z=Q+x;integl=(2*(&dbetad)+x*(&ddbetad))* (&pdf);

integ2=x*(&pdf);

integ3=x*(&betad)* (&pdf);

x=y(i+1);z=Q+x;integl=integl+(2*(&dbetai)+x*(&ddbetai) ) *(&pdf);

integ2=integ2+x*(&pdf);

integ3=integ3+x*(&betai)*(&pdf);

puntos=2*int((y(i+1)-y(i))/(2*epsilon));

do count=1 to puntos-3 by 2;

x=y(i)+count*(y(i+1)-y(i))/puntos;z=Q+x;integl =integ1+4*(2*(&dbetai)
+x*(&ddbetai))*(&pdf);

integ2=integ2+4*x*(&pdf);

integ3=integ3+4*x*(&betai)*(&pdf);

x=y(i)+(count+1)*(y(i+1)-y(i)) /puntos;z=Q+x;integl =integl +2*(2*(&dbetai)
+x*(&ddbetai))*(&pdf);

integ2=integ2+2*x*(&pdf);

integ3=integ3+2*x*(&betai)*(&pdf);

end;

x=y(i)+(puntos-1)*(y(i+1)-y(i)) /puntos;z=Q+x;integl =integ1+4*(2*(&dbetai)
+x*(&ddbetai))*(&pdf);

integ2=integ2+4*x*(&pdf);

integ3=integ3+4*x*(&betai)* (&pdf);

integl=((y(i+1)-y(i))/puntos)*integl/3;

integ2=((y(i+1)-y(i))/puntos)*integ2/3;

integ3=((y(i+1)-y(i))/puntos)*integ3/3;

sintegl=sintegl+integl;sinteg2=sinteg2+integ2;sintegd=sinteg3d+integ3;

i=i+1;

end;

integral=0;integra2=0;integrad=0;

x=y(i);z=Q+x;integral=(2*(&dbetad)+x*(&ddbetad))* (&pdf);

integra2=x*(&pdf);

integra3=x*(&betad)*(&pdf);

x=topem;z=Q-x;integral=integral+(2*(&dbetai)+x*(&ddbetai))*(&pdf);

integra2=integra2+x*(&pdf);

integra3=integra3d+x*(&betai)*(&pdf);

puntos=2*int((topem-y(i))/(2*epsilon));

do count=1 to puntos-3 by 2;

x=y(i)+count*(topem-y(i))/puntos;z=Q+x;integral =integral +4*(2*(&dbetai)
+x*(&ddbetai))* (&pdf);

integra2=integra2+4*x*(&pdf);

integra3=integra3d+4*x*(&betai)*(&pdf);

x=y(i)+(count+1)*(topem-y(i)) /puntos;z=Q-+x;integral =integral +2*(2*(&dbetai)
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+x*(&ddbetai))* (&pdf);
integra2=integra2+2*x*(&pdf);
integra3=integra3+2*x*(&betai)*(&pdf);
end;
x=y(i)+(puntos-1)*(topem-y(i))/puntos;z=Q+x;integral =integral+4*(2*(&dbetai)
+x*(&ddbetai) )*(&pdf);
integra2=integra2+4*x*(&pdf);
integra3=integra3+4*x*(&betai)*(&pdf);
integral=((topem-y(i))/puntos)*integral /3;
integra2=((topem-y(i))/puntos)*integra2/3;
integra3=((topem-y(i))/puntos)*integra3/3;
integral=sintegl+integral;integra2=sinteg2+integra2;integrad=sinteg3-+integrad;
/* Calculamos las derivadas de Q* respecto a los pardmetros */
7=Q;
T2Q=(p+h+beta0*(w-p))*(&pdf)+(w-p)*(integral +S2);
dqch=-(&cdf)/T2Q;
dqcb=delta*(1-(&cdf))/T2Q;
dqcg=(1-delta)*(1-(&cdf))/T2Q;
dqv=(1-delta)*(1-(&cdf))/T2Q;
dqe=-1/T2Q;
/* Calculamos las derivadas de B(Q™*) respecto a los pardmetros */
dbqch=-(Q-mu+integra2);
dbqcb=-integras;
dbqcg=-(integra2-integra3);
dbgqv=mu-(integra2-integra3);

dbqe=-Q;
run;
proc print;

var ¢ cb ch cg v h w p pe qu a b mu beta0 alfa m Q TQ BQ T2Q Q0 T0Q B0Q Qk
TkQ BkQ BQreal dqch dgcb dgceg dgqv dge dbgch dbgeb dbqeg dbgv dbqc;

run;

quit;
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A.5. Programa para el modelo newsboy con pedido

de emergencia y demanda uniforme

data solucion;

a=T75;b=925;c=50;cb="75;ch=20;cg=10;v=90;beta0=0.9;

h=c+ch;w=cb-c;p=cg+v-c;

/* Beta potencial */

alfa=1.5;m=500;n=1;

array y{1};y(1)=m

let betad=((x<m)*(beta0*(1-(x/m)**alfa)));

let betai=((x<=m)*(beta0*(1-(x/m)**alfa)));

let dbetad:((x<m)*(—(betaO*alfa/(m**alfa)) (x**(alfa-1))));

let primi=((x<=m)*(beta0*((x**2)/2-(x**(alfa+2))/((alfa+2)*(m**alfa)))));

let primd=((x<m)*(beta0*((x**2)/2-(x**(alfa+2))/((alfa+2)*(m**alfa)))));

/* fin Beta potencial */

/* Beta exponencial */

/*alfa=0.005;m=505;n=1;

array y{1};y(1)=m

let betad=((x<m)*(beta0*exp(-alfa*x)));

let betai=((x<=m)*(beta0*exp(-alfa*x)));

let dbetad=((x<m)*(-alfa*beta0*exp(-alfa*x)));

let primi=((x<=m)*(-beta0*(1+alfa*x)*exp(-alfa*x)/(alfa**2)));

let primd=((x<m)*(-beta0*(1+alfa*x)*exp(-alfa*x)/(alfa**2)));*/

/* fin Beta exponencial */

/* Beta sinusoidal */

/*m=500;n=1;

array y{1};y(1)=m

let betad=((x<m)*(beta0*cos(2*atan(1)*x/m)));

let betai=((x<=m)*(beta0*cos(2*atan(1)*x/m)));

let dbetad=((x<m)*(-(beta0*2*atan(1)/m)*sin(2*atan(1)*x/m)));

let primi=((x<=m)*(beta0*m/(2*atan(1))*(x*sin(2*atan(1)*x/m)
+m*cos(2*atan(1)*x/m)/(2*atan(1)))));

let primd=((x<m)*(beta0*m/(2*atan(1))*(x*sin(2*atan(1)*x/m)
+m*cos(2*atan(1)*x/m)/(2*atan(1)))));*/

/* fin Beta sinusoidal */

/* Beta Nahmias generalizada */

/*m=1000000;betal=0.4;n=1;

array y{2};y(1)=300;y(2)=1000000;

let betad=((x<y(1))*beta0+(x>=y(1))*betal);

let betai=((x<=y(1))*beta0+(x>y(1))*betal);

let dbetad=0;

let primi=((x<=y(1))*(0.5*beta0*x**2)+(x>y(1))*(0.5*betal *x**2));

let primd=((x<y(1))*(0.5*beta0*x**2)+(x>=y(1))*(0.5*betal *x**2));*/

/* fin Beta Nahmias generalizada */

/* Beta 2 escalones */

/*m=>505;betal=0.6;n=2;
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array y{2};y(1)=200;y(2)=m

let betad=((x<y(1))*beta0+(x>=y(1))*(x<m)*betal);

let betai=((x<=y(1))*beta0+(x>y(1))*(x<=m)*betal);

let dbetad=0;

let primi=((x<=y(1))*(0.5*beta0*x**2)+(x>y(1))*(x<=m)*(0.5*betal *x**2));

let primd=((x<y(1))*(0.5*beta0*x**2)+(x>=y(1))*(x<m)*(0.5*betal *x**2));*/

/* fin Beta 2 escalones */

/* Beta 3 escalones */

/*m=>505;betal=0.6;beta2=0.3;n=3;

array y{3};y(1)=200:y(2)=400;y(3)=505;

let betad=((x<y(1))*betal0+(x>=y1)*(x<y(2))*betal+(x>=y(2))*(x<m)*beta2);

let betai=((x<=y(1))*beta0+(x>y1)*(x<=y(2))*betal+(x>y(2))*(x<=m)*beta2);

let dbetad=0;

let primi=((x<=y(1))*(0.5*beta0*x**2)+ (x>y(1))* (x<=y(2))*(0.5*betal ¥x**2)
+(x>y(2))*(x<=m)*(0.5*beta2*x**2));

let primd=((x<y(1))*(0.5*beta0*x**2)+(x>=y(1))*(x<y(2))*(0.5*betal *x**2)
+(x>=y(2))*(x<m)*(0.5*beta2*x**2));*/

/* fin Beta 3 escalones */

/* Nueva Beta exponencial */

/*alfa=0.005;m=505;n=1;

array y{1};y(1)=m

let betad=((x<m)*(beta0*(1-(1-exp(-alfa*x))/(1-exp(-alfa*m)))));

let betai=((x<=m)*(beta0*(1-(1-exp(-alfa*x))/(1-exp(-alfa*m)))));

let dbetad=((x<m)*(-alfa*beta0*exp(-alfa*x)/(1-exp(-alfa*m))));

let primi=((x<=m)*(-beta0*((1+alfa*x)*exp(-alfa*x)/(alfa**2)+0.5*(x**2)*exp(-alfa*m))

J(1-exp(-alfa*m)));

let primd=((x<m)*(-beta0*((1+alfa*x)*exp(-alfa*x)/(alfa**2)40.5* (x**2)*exp(-alfa*m))
J (Lexp(-alfa*m)))/

/* fin Nueva Beta exponencial */

/* Beta racional */

/*alfa:0.005;m:505;n:1;

array y{1};y(1)=m

let betad=((x<y(1 ))*(beta()/(l—i—alfa*x)));

let betai=((x<=y(1))*(beta0/(1+alfa*x)));

let dbetad=((x<y(1))*(-alfa*betal/((1+alfa*x)**2)));

let primi=((x<=y(1))*((beta0/alfa)*(x-(log(1+alfa*x))/alfa)));

let primd=((x<y(1))*((beta0/alfa)*(x-(log(1+alfa*x))/alfa)));*/

/* fin Beta racional */

/* Beta coseno ampliada */

/*m=505;n=1;

array y{1}y(1)=m

let betad=((x<m)*(0.5*beta0* (1+cos(4*atan(1)*x/m))));

let betai=((x<=m)*(0.5*beta0*(14cos(4*atan(1)*x/m))));

let dbetad=((x<m)*(-(2*beta0*atan(1)/m)* sin(4*atan( )*x/m)));

let primi=((x<=m)*(0.5*beta0*(0.5*(x**2)-x*sin(4*atan(1)*x/m)
-m*cos(4*atan(1)*x/m)/(4*atan(1)))));

let primd=((x<m)*(0.5*beta0*(0.5*(x**2)-x*sin(4*atan(1)*x/m)
-m*cos(4*atan(1)*x/m)/(4*atan(1)))));*/
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/* fin Beta coseno ampliada */
QO0=(a*h+b*p)/(h+p);

S=min(m,b-a);

if (S<=b-Q0) then do;Q=Q0;goto fin;end;
a0=b-S;b0=Q0;

k=n;

if (k=0) then goto pasol3;

paso6:x=y(k);

if ((b-b0)>x) or ((b-a0)<x) then goto otro;
dti=h-x*(h+p-(p-w)*&betad) /(b-a);
dtd=h-x*(h+p-(p-w)*&betai) /(b-a);

if (dti>0) then do;b0=b-x;goto pasol3;end;
if ((dti<=0) and (dtd>=0)) then do;Q=Db-x;goto fin;end;
a0=b-x;

otro:k=k-1;

if (k>0) then goto paso6;

pasol3:x=a0;

pasol4:xi=(h*(b-a)-(p-w)*(x**2)*&dbetad) / (h+p-(p-w)*(&betad+x*&dbetad));

if (abs(xi-x)>0.000001) then do;x=xi;goto pasol4;end;
Q=b-x;

fin: AQ=0;x=b-Q;if (x>m) then x=m;AQ=~&primi;x=0;AQ=AQ-&primi;
k=n;

if (k=0) then goto nada;

bucle:x=y(k);if ((x>=b-Q) or (x>=m)) then goto otro2;
AQ=AQ+&primi-&primd;

otro2:k=k-1;

if (k>0) then goto bucle;
nada:TQ=(0.5*h*(Q-a)**2+0.5*p*(b-Q)**2-(p-w)*AQ) /(b-a);
TQO=(0.5*h*(Q0-a)**2+0.5*p*(b-Q0)**2)/(b-a);
BQ=0.5*%(v-c)*(a+b)-TQ;

BQO0=0.5*(v-c)*(a+b)-TQO;

run;

proc print;

var a b Q0 BQO TQO Q BQ TQ;

run;

quit;
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A.6. Programa para el modelo newsboy con pedido

de emergencia y demanda exponencial

data solucion;

mu=150;c=75;cb=95;ch=20;cg=10;v=115;beta0=0.9;

h=c+ch;w=cb-c¢;p=cg+v-c;

/* Beta potencial */

m=>50;alfa=2;

delta=Dbeta0*(1-(m/mu)*exp(-(m/mu))-exp(-(m/mu))-((mu/m)**alfa) *gamma(2+alfa)
*CDF ("gamma’;m/mu,2+alfa));

/*Fin Beta potencial */

/* Beta exponencial */

/*m=50;alfa=0.03,;

delta=beta0* (1-(14+m*(1+alfa*mu) /mu)*exp(-m*(1+alfa*mu) /mu)) /((1+alfa*mu) **2);*/

/*Fin Beta exponencial */

/* Beta sinusoidal */

/*m=>50;

delta=beta0*((140.5*constant(’Pi’)*exp(-m/mu)-(2-(4*m/(constant("Pi’)*mu) ) *exp(-m/mu))
/(1+(2*m/(constant(’Pi’)*mu))**2))) /(14 (mu*constant ("Pi’) /(2*m) ) **2);*/

/*Fin Beta sinusoidal */

/* Beta racional */

/*m=>50;alfa=0.1;ei1 =2.196406349;ei2=0.7023801189;

delta=beta0*(1/(alfa*mu))*(1-exp(-m/mu)-(exp(1/(alfa*mu))/((alfa*mu)**2))*(eil-ei2));*/

/*Fin Beta racional */

/* Beta step */

/*betal=0.4;m1=20;m2=>50;

delta=beta0*(1-(1+ml/mu)*exp(-m1/mu))+betal®((1+ml/mu)*exp(-(m1/mu))
(14+m2/mu) exp(-(m2/mu)));*/

/*Fin Beta step */

g=mu*log(1+(p-(p-w)*delta)/h);

tq=h*q;

bg=(v-¢)*mu-tq;

q0=mu*log(1+p/h);

bq0=(v-¢)*mu-h*q0;

gin=mu*log(1+4p/h-beta0d*(p-w)/h);

bqgin=(v-c)*mu-h*qin;

bqq0=(v-c¢)*mu-h*(q0-mu)-((p+h)*mu-(p-w)*delta)*exp(-q0/mu);

bqqin=(v-c¢)*mu-h*(qgin-mu)-((p+h)*mu-(p-w)*delta)*exp(-qin/mu);

renta=h*log(1+(p-(p-w)*delta)/h);

run;

proc print;

var q tq bq delta renta q0 bq0 gin bgin bqq0 bqqin mu ¢ cb ch c¢g v beta0 h w p delta;

run;

quit;
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