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1. Introduccion.

El objetivo de este trabajo es describir algunos procedimientos numéri-
cos para la aproximacion de integrales definidas de funciones para las que no
es posible encontrar férmulas explicitas. Algunos de los procedimientos mas
utilizados son las formulas de Newton-Cotes, las férmulas compuestas o las
formulas de Gauss. Otro procedimiento es la cuadratura de Clenshaw-Curtis.

La cuadratura de Clenshaw-Curtis [5], [10] es menos utilizada que la cua-
dratura de Gauss debido a que tiene menos precisién. Sin embargo, en este
trabajo veremos que ambas cuadraturas tienen propiedades de convergencia
muy similares para funciones suficientemente regulares. Ademas, una de las
principales ventajas de la cuadratura de Clenshaw-Curtis es que, usando la
transformada rapida de Fourier, la cuadratura de Clenshaw-Curtis puede ser
implementada en O(nlog n) operaciones frente a que en la cuadratura de Gauss
los nodos y los pesos pueden ser evaluados en O(n?) operaciones. La mayorfa
de los resultados asociados a esta cuadratura han sido obtenidos de [6].

En muchas aplicaciones es necesario calcular las formulas de cuadratura con
un numero elevado de nodos los que hace que las férmulas de Gauss sean poco
practicas. Una de las aplicaciones en las que se ha utilizado necesariamente la
cuadratura de Clenshaw-Curtis es el campo de las finanzas matematicas.

El problema de encontrar el valor de un contrato derivado puede ser resuelto
mediante el cdlculo de la esperanza matematica (respecto de una probabilidad
que depende del modelo) del precio futuro del activo subyacente. Es decir, el
calculo efectivo requiere la evaluacion de una integral que pocas veces puede
resolverse exactamente. El uso de férmulas de cuadratura eficientes es impor-
tante ya que la evaluacién deber hacerse muchas veces y muy rapidamente. En
este trabajo, la cuadratura de Clenshaw-Curtis es utilizada para implementar
un algoritmo numérico para la valoracién de opciones de tipo bermidea (para
las que no existen férmulas explicitas).

En la primera seccién se van a introducir algunas nociones bésicas sobre la
cuadratura interpolatoria y, en particular, sobre la cuadratura Gaussiana. Pos-
teriormente, se construira la cuadratura de Clenshaw-Curtis y se observara que
las tasas de convergencia son semejantes a las de la cuadratura de Gauss. Mas
precisamente, se analizardn los casos en los que la funcién a integrar tiene un
nimero finito de derivadas y el caso en el que dicha funcién es analitica. En la
tercera seccion se realizaran experimentos numéricos en los que se observaran
los resultados tedricos y se disenar algoritmos para aproximar la valoracién
tanto de opciones europeas como de opciones bermideas.



2. Cuadratura de Gauss.

El objetivo de esta seccién es estudiar algunos procedimientos numéricos
eficientes para aproximar el valor de la integral definida:

105) = [t 0

donde f es una funcion real, de variable real, que supondremos continua en
[a, b]. Los tipos de aproximacion que vamos a considerar son de la forma:

I(f) ~ Z a; f ;). (2)

Este problema recibe el nombre genérico de cuadratura numérica. Los n+1
puntos z;, j = 0, ...,n, se denominan nodos de cuadratura y los «; coeficientes
de cuadratura. Lo que nos interesa buscar es una féormula de cuadratura tal
que el error

Ena(f) = 1(f) = D_if(x;)

(lamado error de cuadratura) sea lo més pequeno posible en valor absoluto.
Mediremos este error dependiendo del tipo de cuadratura utilizada.

Definicién 2.1. Se denomina grado de precisién de una férmula de cuadratura
al mayor entero m tal que E,,(2*) = 0 para k = 0, ..., m, pero E, (2™ #
0.

Una consecuencia directa de esta definicion es que si una férmula tiene
grado de precision m todo polinomio de grado menor o igual que m es integrado
exactamente por esta férmula de cuadratura (es decir, el error de cuadratura
es 0).

2.1. Cuadratura Interpolatoria.

Sean n + 1 nodos distintos ordenados, xr¢p < x7 < ... < x,, en el intervalo
[a, b]. Definimos P,(f)(x) como el polinomio de grado menor o igual que n tal
que
Bu(f)(xj) = f(5), 5 =0,1,...n.

La integral

/ Py,
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se puede calcular facilmente usando la forma de Lagrange para el polinomio
interpolador (se puede ver en [7]):

Pn(f) = an+1,jf(mj>7
=0

donde

(x —x0) ... (v —zjm1)(z —2jp1) ... (. — )
(2 = @) . (zj — 1) (x5 — wj1) -+ (x5 — T)

Integrando tenemos que:

wn+17j(w) =

con lo que definiendo
b
aj = / Wn,5()dz,

obtenemos la denominada féormula de cuadratura interpolatoria basada en los
nodos z;, 7 =0, ...,n,

/ fydr = 3 asf(ey). (3)

Teorema 2.2. Si f es una funcion continua, el error de la cuadratura inter-
polatoria es:

EnH(f):/ (x —x0) ... (x — ) flxo, ..., T, T]dx,

donde flxg, ..., Tp, x] es la diferencia dividida de f en los n+2 nodos xq, .., Ty, T.
Ademds, si suponemos que f"(x) existe y es continua en [a,b], entonces

n+1 b
En+1(f):g;T(f))!/a (x —x0)...(x —xy)dz, & € [a,b].
Demostracion. Ver libro [7]. O

Teorema 2.3. Una formula de cuadratura con n + 1 nodos distintos es una
formula interpolatoria si y soélo si tiene grado de precision mayor o igual que
n.

Demostracion. Por una parte, si la férmula de cuadratura con n + 1 nodos
distintos es una férmula interpolatoria, el error de dicha férmula es (teorema
2.2):

Eoir(f) = / (= 20) . (2 — 20) fl, 70, . ., 0]
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Si f es un polinomio de grado menor o igual n entonces f[x,xo,...,z,] =0,
luego E,.1(f) = 0. Por tanto, la férmula tiene grado de precision mayor o
igual que n.

Reciprocamente, supongamos que la férmula de cuadratura tiene grado
de precisiéon mayor o igual que n. Sean z;,j = 0,...,n, los n + 1 nodos de
cuadratura distintos. En particular, para las funciones 2*, k = 0, ..., n, tenemos:

k k k1 k1
E ;] —/ xdx = (" —a"), k=0,..,n. (4)
< . k1

Por tanto, dados los nodos de cuadratura =z, ..., x,, los pesos son la solucién
de un sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas (o, j = 0,...,n) con
matriz de coeficientes:

2 n
1 zy x5 ... xj
V= : :
2 n
1 z, =z T,

Como los z; son distintos y V' es de la forma de Vandermonde existe una
unica solucién del sistema (4). Por otra parte, la férmula interpolatoria con
los mismo nodos z; es exacta cuando la aplicamos a los polinomios 1, z, ..., z".
Por tanto, si sustituimos en el sistema «; = fab Wyt1,j(x)dx (coeficientes de la
férmula de cuadratura interpolatoria) obtenemos una solucién; y como ésta es

Unica tenemos que:
b
aj = / Wn1,5(7)dz.
a

Luego la formula de cuadratura es una formula interpolatoria.

2.2. Polinomios de Legendre.

Definicién 2.4. Los polinomios de Legendre vienen dados por la relacion de

recurrencia:
2n +1 n

Lo(x) —
w1 P = o

Lyii(z) = L,(x).

Algunas propiedades de interés de los polinomios de Legendre son (vedse
en [4]):



1. Los polinomios de Legendre son autofunciones del problema de Sturm-
Lioville singular:

(1 —2*) L (2)] +n(n+ 1)L, (z) = 0.
(1 —2*) L (z) =nL, 1(x) — nxL,(z).
|L,(z)| <1, —-1<z<1.

Lo(£1) = (£1)™.

AR R S

ILi(z)] < sn(n+1), -1<z<1
6. L, (£1) = (£1)"3n(n + 1).
Proposicién 2.5. El conjunto de polinomios de Legendre {L,(z) : n =

0,1,...} es ortogonal en L*(—1,1).

Demostracion. Sean n y m enteros positivos con n # m. Se satisface,

D1 = )L ()] + n(n + 1) Lo(z) =0,

dx
d
10— 2) Ly )]+ mm 4+ 1) L) = 0
x
Multiplicando la primera ecuacién por L, (z), la segunda por L, (z) y restando,

L) [(1 = a?) L ()] — L) S [(1 — ) Ly ()

+(n—m)(n+m+1)Ly,(z)L,(x) =0.
Integrando en [—1, 1],

[ L@ 0= L@l — [ L@ 110 - )L @)ds

1 -1 x

+ /_ (n = m)(n+m + 1) Lyp () Ly (2)dz = 0.

1

Integrando los dos primeros términos por partes se prueba que

| L) 0 =) Lol = [ L) 211 - )L ),

1 -1

luego,
1

(n—m)(n+m+1) / Lo () Ln(2)dz = 0,

-1
y como n # m, resulta que

/_ L) Lon(x)di = 0.

1



1 .
Vamos a calcular ahora [~ L2(z)dz : Reemplazamos en la primera de las
formulas de recurrencia n por n — 1,

_2n—1 n—1

L, (z) xL,_1(x) —

n Ln_g(l').

Multiplicando a esta férmula por (2n + 1)L, (z) y restandola la férmula de
recurrencia multiplicada por (2n — 1)L,,_1(z),

n(2n + 1)L2(x) + (n — 1)(2n + 1)L, _2(2) L, (7)
—(n+1)2n — 1)Ly 1(2)Lpyi(x) —n(2n —1)L2_ () =0

con n = 2,3,.... Integrando en (—1,1) y aplicando la ortogonalidad de los
polinomios de Legendre,

n(2n + 1) /_1 L2(z)dr =n(2n — 1) /1 L2 | (x)dz.

1 -1

Aplicando reiteradamente esta iltima formula tenemos que,

! 2n—12n—3 (!
/Li(x)dx: n n 3/ L2 ,(z)dx

2n—32n—5 (!
2n+12n—-3 J_,
3 ! 2
= Li(z)dr = ——
2n—|—1/_1 i(z)de 2n+1’
paran = 2,3, .... Como Lyo(xz) = 1y Ly(x) = x esta expresién también es cierta
paran =0y n =1, luego,
! 2
/ L2 (z)dr = , n=20,1,2,...
-1 2n—l— 1

Es conocido que los polinomios de Legendre forman un sistema completo
en L?[—1,1] (vedse en [3]). Por tanto, si f € L?[—1,1] podemos escribir:

flx) = Z cnLn().

Vamos a calcular cudnto valen los ¢,. Multiplicando por L,,(z) con m fijo e
integrando entre -1 y 1, se tiene que

/1 f(z) Ly (z)dz = nf%cn /11 L () L () dc.

1
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Por la ortogonalidad de los polinomios de Legendre,
1 1
/ f(x)L,(z)dx = cn/ L2 (z)dx.
-1 -1

Por tanto,
2n

Cp =

1
2+ / flz)Ly(x)dz, n=0,1,2, ...
-1

Hemos visto la ortogonalidad de los polinomios de Legendre en el intervalo
[—1,1]. Sea y € [a, b], haciendo el cambio de variable:

b—y y—a
b—a+b—a

r=—1

tenemos que Ly () = Ly, (y) donde L, se define como el n-ésimo polinomio de
Legendre en el intervalo [a, b].

2.3. Polinomios de Chebyshev. Propiedades.

Una de las referencias usadas, entre otras, para algunas de las propiedades
de esta seccién ha sido [2].

Definicién 2.6. El n-ésimo polinomio de Chebyshev, T),, viene dado por
T()(i[)) =1

Ti(zx) =x
T.(z) = 22T, 1(x) — T,,_2(x), n>2.

Veamos en los siguientes resultados algunas propiedades importantes de los
polinomios de Chebyshev.

Teorema 2.7. El n-ésimo polinomio de Chebyshev, T,,, es un polinomio de
grado exactamente n con coeficiente director 21, Ademds,

T, (cos(0)) = cos(nh), 6 € 0,7].
Demostracion. La prueba es por induccion. Para m = 0y m = 1 el resultado
es cierto. Supongamos que es cierto para m < n — 1. Es claro que T, =

22T, _1—T,_5 tiene grado n (una unidad mas que 7},_1) y su coeficiente director
es dos veces el coeficiente director de T,,_1 que por hipdtesis de induccion es

11



2"=2_ Por tanto, el coeficiente director de T}, es 2 x 2"~2 = 2"~1, Veamos que
T, (cos 0) = cos(nd). Por hipdtesis de induccién, para m <n — 1

T, (cosf) = cos(mb).

Utilizamos la formula trigonométrica
1
cos Acos B = §<COS(A + B) + cos(A — B)),

o0, escrita de otra forma
cos(A+ B) = 2cos Acos B — cos(A — B)
y sustituiremos A = (m—1)0 y B = 6. Si x = cosf con 6 € [0, 7], se tiene que

T (z) = 22T, _1(x) — Ty_2(x)
= 2cos07T,_1(cosl) —T,,_2(cos0)
= 2cosfcos((n —1)8) — cos((n — 2)0)

= cos(nd).
[

Teorema 2.8. Los polinomios de Chebyshev verifican la ecuacion diferencial

(1 — 2T (x) — 2T (x) + n°Ty(z) = 0. (5)

Demostracion. Teniendo en cuenta que T),(x) = cos(nf) se tiene que

, dcos(nf) 1 sen(nb)
T = = :
W)= T =g
y que
" drl(z) 1 5 cos(nh) sin(n#) cos 0 1
T(x) = =0~ Gows =
do oo sen(nf) sen? ¢ —send

___,cos(nb) sen(nf) cos
B sen? 6 sen? 6

Reemplazando en (5) y recordando que z = cos 0:

sen® 6 | —n? cos(nf) + nsen(n@) cosfy _ cos 6 nsen(n@) + n?cos(nf) =
sen? 6 sen3 sen 6

sen(nf) cosf s esen(nH)
sen ¢ sen ¢

= _n? COS(TL@) +n + n? COS(%@) =0.

12



A partir de (5) se puede escribir

xXr
(1 . 1’2)1/2y” - —1/23// + A

b
(1 —2?) (1 —22)1/2

donde \ = n?. Esto nos lleva al problema de Sturm-Lioville

1
(1= 2?2y + )\my =0, ze[-11],

del que son autofunciones los polinomios de Chebyshev.

Proposicion 2.9. Para cualquier n > 0 se cumple:

1. |T.(x)] <1, para todo = € [—1,1].

2. T, posee exactamente n ceros en el intervalo [—1, 1] que son

2k +1
yn,k:COS< i w), E=0,..,n—1.
2n

3. T, posee exactamente n+1 extremos (méximos o minimos) en el intervalo

[—1, 1] que son
k
T j; = COS <—7r> , k=0,....,n.
n

Demostracion. La primera propiedad es consecuencia de que T, (x) = cos(nf)
con # = arccosz € [0, 7]. Por esta misma razon los ceros de T), serdn x,j =
cos(0,, ;) donde cos(nb,, ;) = 0. Es decir,

2k +1
2n

O = m, k=0,...n—1.

Para la tercera propiedad, los maximos y minimos de 7}, son los puntos donde
T.(z) = £1 debido a la primera propiedad. Es decir, los puntos de la forma
cos(&, ) con cos(né, ) = £1y & i € [0, 7). En definitiva,

np=—m, k=0,..n.
n

]

Observacion 2.10. Los ceros de T}, son todos interiores a (-1,1) (estan conte-
nidos en el intervalo abierto). Los extremos de T}, son -1,1 y los n — 1 extremos
interiores y, x, k = 1,...,n — 1. Ademds,

To(Ynk) = (—1)k, k=0,..,n.

13



Proposicion 2.11. SiT,,,n = 0,1, ..., es la sucesion de polinomios de Chebys-
hev, se verifica que:

1. 2T, = n+r1 1l — ﬁTLr
2. |T!(x)| <n? Vxel|-1,1].
3. Ortogonalidad de los polinomio de Chebyshev.

Osin#m

1
dx
<T,, T, >= / To(2)Ty(2)——= = 5s8in=m#0 (6)
-1 V1—a? msin=m=0

Demostracion. Observemos en primer lugar que para m > 0,

dT,, d df

Zmy -7 2 —

dx |x—cos0 do m(COS 9) dl_’x—cose

d df
=2 cos(n@)%b:mg =
_sen(mb)
N sen d
Por tanto,
1 1 1
T, —T = (sen((n+1)8) —sen((n — 1)8)) =

n+1 " oy T sen 0

! 7 (2senf cos(nb)) =

sen
= 2cos(nf) = 271,,.

La segunda propiedad es inmediata para n = 1 (T1(z) = z) y también para
n =2 (Ty(x) = 22? — 1). Supongamos entonces que [T}, (z)] < m? para m <
n — 1. Se tiene, usando la recurrencia para las derivadas y que |T,(z)| < 1 si
e |[-1,1],

n
T (2)| = 12T a(2) + — Ty (a)

n
< 20T ()] + —— | T a ()]

<2n+ n2(n—2)2:n2.

n —

La tercera propiedad se demuestra de forma completamente analoga a la pro-
posicion 2.5, teniendo en cuenta que si n > 0

™

/ cos?(nf)df = =,
0 2

14



ysin=20

/ 1d6 = .
0

Observacion 2.12. Los polinomios de Chebyshev forman un sistema completo
en L2(—1,1).

]

Teorema 2.13. Si P es un polinomio de grado n con coeficiente director 2",

entonces
max [P(z)| > max [T,(z)| =1,

xe[—1,1] z€[—1,1]

donde T, es el n-ésimo polinomio de Chebysheuv.

Demostracion. La prueba es por reducciéon al absurdo. Supongamos que existe
un polinomio P de grado n y coeficiente director 2"~! con
Jéx |P(z)] < méx |Tu(z)] =1

Consideremos el polinomio ) = T,, — P y observemos, en primer lugar, que
el grado de ) debe ser n — 1 ya que P y T, son del mismo grado y tienen
el mismo coeficiente director. Como T},(yn0) = Tn(1) = 1, Q(1) > 0 ya que
necesariamente P(1) < 1 por hipétesis. De la misma forma T),(y,1) = —1 v,
como P(yn1) > —1, Q(yn1) < 0. El mismo razonamiento prueba que Q (v, )
tiene el signo de (—1)*, k = 0, ...,n. Pero entonces @Q tiene n + 1 cambios de
signo en [—1, 1] y por tanto debe tener n ceros en (—1,1). Como es un polinomio
de grado n — 1, necesariamente @ es idénticamente nulo, y P(z) = T,(z) para
todo & € [—1,1], en contra de que max,ec_1,1) | P(2)| < mdxzei—1,1) |Tn(x)|. O

Corolario 2.14. Si P es un polinomio de grado m con coeficiente director
unidad, entonces

Y

méx |P(z)] > max
z€[-1,1] e€[-1,1]

on—1 Ty (1:)

donde T,, es el n-ésimo polinomio de Chebyshev.

Demostracion. Es inmediata a partir del teorema 2.13. [

Proposicion 2.15. Consideremos n + 1 puntos cualesquiera —1 < 19 < 1m1 <
.. <np <1, y el polinomio de grado n + 1

Hn+1($77]0, ey T]TL) - (I - 770) ce (l’ - nn)
Se verifica que:

g[lax |Hn+1<$ Mo, -- 777n)| > glax |Hn+1(x $n+10a---7xn+1,n)|7
zel—

donde @11k, k= 0,...,n, son los n + 1 ceros del polinomio 7},41 en [—1,1].

15



Demostracion. El polinomio I1,, 1 (x, no, ..., N,) es un polinomio de grado n+ 1
con coeficiente director la unidad. Por el corolario 2.14

1
vl SR (:L’)

2n

ax |1 > ma
By oo o)l 2l

La prueba concluye observando que el polinomio 27"7},,; es precisamente el
polinomio I, 1 (%, Zy41.0s s Tnt1m), ya que ambos polinomios son de grado
n + 1, con el mismo coeficiente director y los mismos n + 1 ceros. O]

Observacion 2.16. Una consecuencia de esta proposicion es que para funcio-
nes de clase C"™(—1,1) la interpolacién en los ceros de T, y1(z) es éptima.

Los dos resultados siguientes dan estimaciones del error de interpolacion
en los ceros de T,, 41 (Teorema 2.17) y en los extremos de 7T,, (Teorema 2.18).

Teorema 2.17. Sea f una funcion n + 1 veces derivable en (—1,1) y tal que
fO+Y es continua en [—1,1]. Sea P,(f) el polinomio interpolador de f en los
ceros de T, 1. Es decir,

Po(f)(@ps1k) = f(@pan), k=0,..,n.

Entonces,

1
A — P, < - (1) ()]
ax [f(@) = Pl @)l < grm—gyy max 770 (@)l

Demostracion. Como la funcién f tiene n + 1 derivadas en (—1,1) y f®*1 es
continua en [—1, 1], se tiene la cota del error:

3 (n+1)
{ méxgey [ ()]
—-P, < (2, Zpt1,0sos Trgin) |-
xg[l?f,(l] (=) (H)l < (n+1)! xé?_af’(l] (2, Zng1,0, o5 T, ()|)
7

Ya hemos visto en la demostracién de la proposicion 2.15 que,

Hn+1($7$n+1,0, ooy $n+1,n) =27 n+1($)-

Entonces,
1
4 P < ——  méx 27T ] 1) (2)].
8 M) = BN < Gy i 2 T ()], 00

Teniendo en cuenta que |T,41(z)| < 1 para x € [—1,1] se obtiene la cota que
queriamos. n
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En muchas aplicaciones (y en particular en la Cuadratura de Clenshaw-
Curtis) es conveniente utilizar como nodos de interpolacién los extremos de
T, es decir, los puntos y,, = cos(%“), k = 0,...,n, puesto que estos nodos
contienen los extremos del intervalor [-1,1], y no los contienen los nodos z,1 x,
k =10,...,n que son todos interiores. Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.18. Sea f una funcion n + 1 veces derivable en (—1,1) y tal que
fO+Y es continua en [—1,1]. Sea P,(f) el polinomio interpolador de f en los
extremos de T,,. Es decir,

Pn(f)(yn,]):f(yn,j)7 k:()v"'an'

Entonces,

n
7 _P < - < (n+1) .
éx |f(@) = P(f)(z)] < T D |f ()]

Demostracion. Tenemos ahora en cuenta que,

Hn+1($, Yn,0y -+ yn,n) = n—121—n(x2 - 1)Tr,z(x)

Por una parte, |z? — 1| < 1 si € [~1,1], y por otra, usando la proposicién
2.11, |T!(x)| < n? Vx € [-1,1]. Por tanto,

:(:g[l—él),(l} ’HnJrl (':Ca Yn,05 - ynv”)’ < on—1"

Utilizando la cota (7),

max | f(z) — Po(f)(x) max | f0 ().

n
[ —
z€[-1,1] = 2=t 4 1)! we[-1,1]

2.4. Cuadratura de Gauss-Legendre.

El objetivo de la Cuadratura Gaussiana (también denominada Cuadratura
de Gauss-Legendre) es elegir n 4+ 1 nodos y n + 1 coeficientes para determinar
una féormula de cuadratura que tenga el mayor grado de precisién posible. El
grado de precision de esta formula no serd menor que el correspondiente grado
de precisién para la férmula interpolatoria utilizando los mismos nodos (luego
tendra grado de precisién mayor o igual que n). Vamos a seguir [1] para los
resultados de esta seccion.

Dados n + 1 nodos distintos, la férmula de cuadratura interpolatoria en
dichos nodos puede ser escrita como:

[ #arin =Y assa ®
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Teorema 2.19. El mdzimo grado de precision de la férmula (8) es 2n + 1.
FEste se alcanza si los n+1 nodos, x;, son los ceros del polinomio ortogonal de
Legendre de grado n+ 1 en el intervalo [a,b] y la férmula es interpolatoria.

Demostracion. Como la férmula (8) es necesariamente interpolatoria (por el
teorema 2.3) podemos escribir el error como

b
E.(f) = / flzo, .- xn, x)(z — x0) ... (x — x,)dx.
(Este resultado se puede ver en [7]).

Si f(x) es un polinomio de grado menor o igual que n entonces E,,1(f) = 0.
Vamos a elegir puntos z;, j = 0, ..., n tales que el error también se anule cuando
f(x) es un polinomio de grado n + 1 4+ r donde r = 0,...,m y m tan grande
como sea posible.

Para elegir estos nodos, primero recordamos que la (n+ 1)-ésima diferencia
dividida de cualquier polinomio de grado n 4+ 1 + r es un polinomio de grado
menor o igual que r (pues en cada diferencia dividida se reduce el grado del

polinomio en una unidad).

Entonces, como

En+1(f):/ flzo, ooy Ty (X — 20) . .. (x — ) d,

la condicién necesaria y suficiente para que F, .1 sea nulo para los polinomios
de grado n + 1+ m es que:

b
/ (x —z9)...(r —xp)x"dr =0, r=0,1,..,m.

Es decir (x — ) ... (z — z,) es un polinomio de grado n+ 1 ortogonal a todos
los polinomios de grado menor o igual que m en el intervalo [a, b].

Si tomamos ﬁn+1(x) el n 4+ 1-ésimo polinomio ortogonal de Legendre en
[a,b] (normalizando para que el coeficiente director sea unidad),

b
/ Lpi1(z)x"dx = 0 se satisface para m = n.
a
Ademas, no se puede satisfacer para m = n + 1 pues en ese caso
b A
| 2a@ar=o.
a
lo cual es absurdo. O]
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Teorema 2.20. Los coeficientes o en la formula de cuadratura Gaussiana
son positivos para todo j € {0,...,n} y todo n.

. . . b
Demostracion. Los coeficientes a; vienen dados por a; = [ wy1,j(2)dz don-

de:

(x—x0) - (z —mj 1) (@ —xjp1) - (T —x0)
(xj —mo) -+ (2 — xj) (@) — jga) -+ (x5 — Tn)’

Wht1,(x) = j=0,...,n.

La férmula de cuadratura con n 4 1 nodos tiene grado de precision 2n + 1 si
los n + 1 nodos son los ceros del n + 1-ésimo polinomio ortogonal de Legendre
en [a,bl], luego si f(x) es un polinomio de grado menor o igual que 2n + 1, el
valor fab f(z)dz es exacto; en particular, es exacto para

qn(z) = (gfb(:v) j=0,...,n,

x—x)%
donde g, (x) = (x — x¢) - - - (x — x,,). Es decir,

n

R s g
/a I DL s

k=0
donde, si k # j,
Gn() = o)
! (zr —x5)? 7
ysi k=7,
an(x) = (2 — w0)* -+ (25 — 1) (25 — j0)? - (25 — )

En conclusién,

" ga() ) , ; 2
(@ — x')zd:ﬂ =a,(xj — ) (; — 1) () — xjpn)” - - (25 — 20)7,
a j
y, por tanto,

1 2
0 - 9n(2)

b
dz > 0.
Ty w)? e (g — )2 (g — ) (2 — @a)? /a (z — ;)

]

Vamos a obtener ahora expresiones del error para la Cuadratura Gaussiana:

19



Teorema 2.21. Sea f'(x) continua en el intervalo [a,b]. Sean &, ...,&,, n+ 1
puntos distintos en [a,b] que no coinciden con los ceros, g, ..., Ty, del n + 1-
ésimo polinomio ortogonal de Legendre, f/n+1(x), sobre |a,b]. Entonces, el error
en la formula de cuadratura Gaussiana es:

b A~
EnH(f):/ Lopi(z)(x —&) ... (x — &) flTos ooy Tny £0y ooy Eny x)dz. (9)

Demostracion. En los 2n + 2 puntos z; y §;, j = 0,...,n, podemos escribir
f(z) = Popy1(z) + Ropy1(x) donde Po,yq(z) es el polinomio interpolador de
f(x) de grado menor o igual que 2n+1y Ra,11(x) es el error de interpolacién.
Aplicando la férmula de Newton, dicho error se escribe como:

R2n+1 H IE—I’] )f[x07"'7xn>£07"'7€n>x]'
7=0

Luego,

/ab f(z)dx = /ab Py (z)dz + /ab Ronia (2)de

= ZajP2n+1(xj) + Zaj32n+1($j) + Ena(f)-

j=0 Jj=0
Como el grado de precisién de la féormula de cuadratura es 2n+ 1 tenemos que:
b n
/ P2n+1<l’>dl’ = Z OéjPQn+1(.Z'j).
a j:()

Ademés, como f’(z) es continua, f[xo, ..., Tp, &o, ..., &n, ;] tiene valor finito para
Jj=0,...,n. Luego, Ry,+1(z;) = 0. Por tanto, tenemos que:

Ena(f / Qn1(z)(x = &) ... (2 = &) fl2os s Tns 0y -vs &y w]d

donde Q11(z) = (x — x0) ... (x — zy,). O

Corolario 2.22. Sea f(z) una funcion con derivada continua de orden 2n+ 2
en [a,b]. Entonces, el error en n + 1 puntos de la cuadratura Gaussiana de f
en [a,b] es

2n+2
Bun() = T / e (10)

donde n es un punto en (a,b) y Gpi1(x) = (x — o) -+ - (x — xy,).
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Demostracion. Por el teorema 2.21,

Eyo(f) = / (510 (2 —2) (@ — ) - (2 — ) F[0s s B Eos oo ]

Como &, ..., &, son distintos de x, ..., x, aplicando el corolario (3.3.2) de [7],
existe n € (a,b) tal que

)

f[xoa“'axnafm'“agn?:[;] = (2n+2)l

/ (2—0) -+ (=) (—E) - (2—E, ).

Haciendo & — z;, j = 0,...,n (lo cual es posible pues f es C*""2(a,b)),

tenemos que:
f(2n—|—2) n b
Eyi(f) = @n—Jrg)R Gh 1 (2)de.

2.5. Formula de Cuadratura Gaussiana con Peso.

Nuestro objetivo serd ahora aproximar integrales de la forma:

/ g@)ule)dr

por una férmula de cuadratura
n
Z Big(x;)
§=0
(regla de cuadratura con peso).

Al igual que para la cuadratura sin peso, la cuadratura con peso tiene grado
de precisién m si fab rhw(z)dr = Z;’L:o Bﬂ? para k = 0,...,m, pero no para
k=m+ 1.

Para la féormula interpolatoria con peso se repite el procedimiento de la
seccién anterior. Dados n + 1 nodos xy, ..., z,, tomamos P, 1(x) el polinomio

de grado menor o igual que n + 1 tal que: g(x;) = P,4+1(xj), j = 0,...,n. Por
la forma de Lagrange,

Poii(z) = Z Pjn+1 (ar;)g(l'j)
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donde

(x—x0) (. —zj ) (@ —xj11) - (¥ — 7)
(25 —w0) -+ (x5 — 1) () — wj41) -+ (25 — )

Pjn+1 ($) =

Por tanto,

b b
| Prst@uads =3 gte) [ prostopuio)ds
Al igual que en la cuadratura sin peso el error es:
b b
Buiale) = | gaulaids — [ Pra@u(ods
ab a
~ [9t) = Puns(@ute)is
o
= / (x —x0) -+ (x — xn)glT0, - vy Ty W () d2,
Vamos a obtener ahora la formula de cuadratura Gaussiana con peso. Para

ello, el objetivo serd seleccionar n + 1 nodos y n + 1 coeficientes ; tales que
la féormula de cuadratura

> Biglay) (11)
5=0
tenga el maximo grado de precision posible.

Teorema 2.23. La formula de cuadratura con peso (11) tiene grado de pre-
cision menor o igual que 2n + 1. Este se alcanza si los n + 1 nodos son los
ceros del n+ 1-ésimo polinomio ortogonal, H,1(x), con respecto al peso w(x)
en [a,b).

Demostracion. Es idéntica a la del teorema 2.19. O

Los coeficientes de la formula Gaussiana con peso son:

b
B; = / Pint1(®)w(z)dz, j=0,..,n,

donde

(=) -~ (& — i) (@ = @j4a) -+ (= @)
= o) (v = wja) (@) — wjpa) - (5 — 2n)

Pin+1 = (

Teorema 2.24. Los coeficientes [3;, 7 = 0,...,n son todos positivos.
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Demostracion. Es idéntica a la del teorema 2.20. OJ

Vamos a buscar una forma més sencilla para expresar los [3;. Para ello
introducimos primero el siguiente lema:

Lema 2.25. (Relacion de Christoffel-Darbouz). Los polinomios ortonormales
respecto a un peso w(x), no negativo, en |a,b| satisfacen:

an

Ap+t1

[Pri1(2) Pa(§) = Pasa (§) Pu()] = (2 =€) Z Pi(x)Pi(&).  (12)

Demostracion. 3 polinomios ortogonales consecutivos estan relacionados por:
Poii(x) = (Apx + B,) Py (z) — C Pyq(2). (13)

(La prueba de este resultado se puede ver en [1]). Multiplicando a ambos lados
de la igualdad por P,(&) obtenemos,

Po(§) Prsi(z) = (Anz + By) Po(§) Pu() — CoPu(§) P ().
Intercambiando los argumentos x y &,
Po(2) Poia(§) = (An€ + By) Po(2) Po(§) — CoPo(2) P (§).

Restando estas dos igualdades,

Po(€)Pass (1) — Pu() P (€) =AnPa(x) Pa(€) (2 — €)
— CulPu(€) P (&) = Pal) Paca(©)]

Si Pyi1(x) = app12™ + anx™ + ... + ag, usando (13) tenemos que:

Ap—1

Ap+1 = Ana'n Yy Cn = An

an

de lo que se deduce que

Qp41 Qp4+1Qn-1
Qyp, a,

y, por tanto:

Po(z)Po(§)(z =€) :Agl[Pn(f)Pn+1($) — Pu(2) Py (§)]
- CHA;I[PH(J:)Pn—I(f) - Pn(é)Pn—l(x)]'
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Sumando ambos términos de la igualdad en 7, tenemos que

> Fi@) P =& =d_ B P (@) = Fi(2)Pia (&)

=P () Pa() = Paa (€ Pa(0)]
Luego,
(2= & D BIF () = - [Prca(2) Pal€) = Paa (O Pa(0)]

Volvemos a nuestro problema de calcular los coeficientes 3;:
Sea P,(z) el n + 1-ésimo polinomio ortonormal en [a,b] con respecto al pe-
so w(x). Si el coeficiente principal de P,(x) es a, entonces P,(x) = a,(z —
xg) ... (z — x,). Luego,

j L ’ Ful) w(z)dx ) = n
B; )/a( (x)dx, j=0,..n.

~ Pz, T — ;)

Tomando & = zy, en la relacién de Christoffel-Darboux,

n

(Pt () Pa() = Paga(24) Pa@)) = (& —a1) ) Py(w) Py ().

J=0

Qn

Ap+1

Como P,(zy) = 0, tenemos que

_a/n

Proi1(2)Pa(z) = 0.
(p41
w(z)

Multiplicando por ﬁ e integrando en [a, bl

—ln Poii(zk) / Ful@) w(x)dx = cte.

(n+1 T — T

Por otra parte, como Pj(x), j = 0, ...,n, son ortonormales para el peso w(x)
b -
en [a. 8], Rye) = [ w(a)da] /2 y

_ —ay b P(x)
1= an+1pn+1(xk)/a mw(m)dm.
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Entonces:

B' _ —Qn+1
T an Py (35) Paa (25)
Usando la férmula recursiva: P, 1(x;) = —%Pn,l(xj), obtenemos la ex-
presién ;
By = : (14)

an—lprlb(xj)Pn—l(xj) '

Los errores de la cuadratura Gaussiana con peso se obtienen de la misma
forma que los de la formula sin peso:

b b
Brale) = [ g@u(@ids~ [ Pra@u(oyts
= / (x —x0) ... (x—2)(x = &) ... (x = &) glzo, oy Tny &0y -vs &, X)W () dx

b
- g[IOJ ooy Ty L0,y ...,.Tn,T]] / (Jf - I0)2 e (ZE’ - xn)Qw(x)dx

gD (m) b
— m/ ((L’ — x0)2 L (:13 — xn)Qw(x)d:E cona<mn<b.

2.5.1. Cuadratura de Gauss-Chebyshev.

La cuadratura de Gauss-Chebyshev es una cuadratura Gaussiana con peso
en [—1, 1] donde el peso, w(x), viene dado por:

1
V1—a2?

Los polinomios ortonormales considerados son los polinomios de Chebyshev.

w(x) =

Tenemos que T,(cos@) = cos(nf) luego T, (z) = cos(ncos™!(z)), n =
1,2,.... Ademés, por (6) sabemos que los polinomios de Chebyshev son or-
togonales pero no ortonormales. Normalizando dichos polinomios:

Vi (z) = \/gcos(n cosfl(ﬂf)),

y haciendo el cambio de variable x = cos(),

V, (cos§) = \/g cos(nf).

Ya hemos visto que el maximo grado de precision se alcanza en los puntos
z; tales que T, (z;) =0, =1 < x; < 1. Los ceros de T, (x) son:

27 +1
xj:cos(j+ 7T), 7=0,...,n—1.
2n
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Ademas, como T, es un polinomio de grado exactamente n con coeficiente
director 2", el polinomio normalizado se escribe de la forma:

2
Vol(z) = \/;2”_11'” + Gn_1(x),

con ¢,_1 un polinomio de grado menor o igual que n—1. Por tanto, el coeficiente
principal de los polinomios ortonormales V,, es:

1
TL:1,2,... y a,[):ﬁ.
Sustituyendo este valor de a,, en (14),

2n 2
21
/8] - 277,71 \/7

Vor

T () T () Tilg) Tooa ()]
Derivando V,, respecto de x tenemos que,

AV, do 2 1
! — _TL_ — = : 0
Vul@) = 5 i \/;" sin(nf) < 5

Y sustituyendo en la expresiéon de los 3; anterior,
2sin(0;) B msin(6;)
\/gn sin(m?j)\/gcos((n —1)6;) nsin(nb;) cos((n — 1)6;)’

para j = 0,1,...,n. Como, ademas, cos((n — 1)8,) = sin 6; sin(nb;),

B =

ﬁj:_ j:(),l,...,n.
Por tanto, la férmula de cuadratura de Gauss-Chebyshev es:

/1 \/%dngzg@jﬂ&ﬂ(g) n=12...

J=0

2.5.2. Cuadratura de Gauss-Lobatto.

Sean {P,}>°, una familia de polinomios tal que el grado de P, es exacta-
mente n 'y

1
/ P,(x)Py(x)w(x)de =0 sin#m.
-1
Consideramos el polinomio

Gn1(7) = Poya(z) + aPy(z) + 0P, -1 (),

donde a y b son elegidos para que ¢,+1(—1) = ¢u+1(1) = 0.
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Teorema 2.26. Sean —1 = xg,x1,...,x, = 1 las n + 1 raices del polinomio
Gni1(T) y sean wy, ..., w, las soluciones del sistema lineal:

/_ vFw(z)dr = Z(:cj)kwj. (15)

1 o

Entonces,

1

[ ajuis =3 plau, (16)

para todo p polinomio de grado menor o iqual que 2n — 1.

Demostracion. Por la ortogonalidad de los polinomios P,, se tiene que

/ G (2)6(x ) (z)da = 0,

1

para todo ¢ polinomio de grado n — 2. Para cualquier polinomio p de grado
menor o igual que 2n—1, existe un polinomio r de grado n—2 y otro polinomio
s de grado n tal que p(z) = ¢u41(z)r(x) +s(x). Como g,11(z;) = 0,0 < j <n,
entonces

Por tanto,

Como r(z) tiene grado n — 2,

/_ o (2)r(@)w(z)dz = 0,

1

luego,
1

S stass = [ ol

1

]

Un caso importante es el de los pesos de Jacobi, es decir, los pesos w(zx) =
(1—2)*(1+2)° (-=1/2 < a,8 < 1/2). Los nodos de Gauss-Lobatto son los
puntos -1, 1 y las raices del polinomio ¢(z) = P/ (x). Cada polinomio de grado
2n — 1, p, puede ser representado de la forma p(x) = (1 — 2?) P! (z)r(x) + s(z)
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con r un polinomio de grado n — 2 y s un polinomio de grado n. Integrando
por partes,

/_1 P (2)(1 — 2¥)r(z)w(z)dr =
_ /_ P (2)[(1 — 2*)r(z)) w(x)dx — / Po(2)(1 — 2%)r(z) w'(z)

1 —1 w(z)

w' (@)
linomio de grado 1. P!(x) es ortogonal a (1 — z%)r(z) luego (1%)) se verifica
cuando los nodos de cuadratura interiores son los ceros de P/ (x) y los pesos
estan definidos por (15). El caso particular que més nos interesa es el peso de
Jacobi, a = = —1/2 , obteniendo asi los pesos de Chebyshev. En este caso,
los nodos interiores son los ceros de T}, (x), luego z; = cos (%), y los pesos
definidos por (15) son:

Considerando el peso de Jacobi anterior, el polinomio (1 — ?) es un po-

sij=0,n,

T . .
wj:E7 sil<ji<n-—1.

3. Cuadratura de Clenshaw-Curtis.

La idea de la cuadratura de Clenshaw-Curtis es calcular aproximadamente

la integral
b
| slayda,

utilizando como nodos de cuadratura los puntos de Chebyshev en lugar de los
nodos (6ptimos) de Gauss o de Gauss-Lobatto. Como siempre en este trabajo
impondremos que f es continua en [a, b].

3.1. Calculo del polinomio interpolador de Chebyshev.

Consideramos la funcién f : [a,b] — R y sea Py(f)(x) el polinomio de
grado menor o igual que N que interpola a f en los extremos de Chebyshev:

a=ny<nn-1<..<m =0,

es decir, 1, = a% + bH%, con xy = Cos %’T, k=0,..,N.

Escribimos el polinomio Py (f)(x) en términos de la base del espacio gene-
rada por los polinomios de Chebyshev de grado menor o igual que N: Ty, ..., Ty.
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Calculamos los coeficientes ¢, tales que:

N
Pn(f)(x) =) _eaTi(x), (17)
n=0
al al nmyj
Py(f)(x;) = fx;) = y; = > eaTnlw;) = Y e cos - J=0..N
n=0 n=0
Lema 3.1. (Ortogonalidad discreta de los polinomios de Chebyshev.) Se tiene
que:
. lsin=m=0,N
ijcos—cos Nj: Tsin=m#0,N
0sin#m
donde

L —
wj:{ st =0,N

%szyel SN —1

Demostracion. Sin =m # 0, N, se tiene:

1 1 + cos 2mn
E chos ——w0+wN+ E w]COSQ% N NE —N
7=1
N-1
1 1 27T]n
:N‘i‘ﬂ( E COS

N—-1 . N—-1 2mni 2r(N—1)ni 27ni
27Tjn 2mjni e N —e N e N
E oS 7 = Re E e N | =Re S

tenemos que:

11 11
I _ S (N—1)— — ==,
Z“’JCOS v an! )= oN =3

Sin=m=0,N, la férmula es evidente.
Sin # m, se tiene:

Z 1 _
w_] COS —_— COS ﬂ-jm = 5 E w] (COS M + cos ﬂ-(n m)]) .



Se analizan dos casos. Si n + m es par:

—_

al mjn  wjm 1 n+m)j m(n—m)j
Zw]cos ]]V COSs J :N+§Zw3< Tj—l—cosT]).

J=0 Jj=1

Por otra parte,

- m(n+ m)j = rnm)
w(n4+m)ji
cos ——= = Re e N
Jj=1 Jj=1
7w (n+m)i (n+m)(N—=1)i 7w(n+m)i
e N — € N (& N
= Re m(n+m)i
l—e W
ew(";m)l e (n+m)i
= Re
(n4+m)i
l—e"~w
7 (n+m)i L.
e~ —|[cos(m(n+m))+isin(m(n+m))]
(n+m)i
l—e n

De la misma forma,

Y por tanto, si n + m es par tenemos que,

' 1 11
Zw] cos—cos ﬁgvm =57 §N(_2) =0.

Si n+m es impar,

N- 4 :
. 1 -
E chos%co mJm §§ ( %m)]—l-msw>,

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de n + m par tenemos que,

N-—1 . w(n+m)i

1 N
ZCOSM A . )
j=1 N 1—e¢ N

por ser la parte real de un niimero imaginario puro. Y también se tiene que,
1 + m(n—m)i
n — e N
E cos —— =Re| ———— | =0.
1 ﬂ(n m)z
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Y por tanto, si n + m es impar también tenemos que,

f:w- Cos mn CcoS mjm =0
~ ' N N

[]

Teorema 3.2. Los coeficientes ¢, de Py (f)(z) en la formula (17) vienen dados
por:

N .
min ,
Cn = E w;Y; COST, sin=0,N,
Jj=0

N .
Tn .
cn:2zowjyjcosw, sin=1,...,N —1. (18)
J:

Demostracion. Sabemos que

N .
Y = Zcmcos %, 7 =0,...,N.

m=0

Multiplicando por w; cos % y sumando en j:

N N N
min m)m mTin
E w;Y; COS T = E Wy E Cm, COS N COS T
Jj=0 j=0 m=0
N N
Z Tm T™n
= c E w; COs COS ———
"4 ! N N
m=0 7=0

Entonces, ésta iltima expresion es igual a

N
Z CmOpm = Cn sin=0,N
m=0
N
1 1
52 CmOnm = §cn sin=1,..,.N—1
m=0

]

Nos podemos plantear ahora como calcular Py(f) de forma eficiente. Una
posibilidad es el uso de la féormula (18) para el cdlculo de los coeficientes ¢,
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n = 0,...,N. Esta forma de calculo requiere un esfuerzo computacional de
O((N +1)?%) operaciones, el mismo que el de una multiplicacién de una matriz
de tamano (N + 1) x (N + 1) por un vector de tamano (N + 1) x 1. Este
es un coste bastante alto en muchas aplicaciones de la interpolaciéon en nodos
de Chebyshev. Un procedimiento mas eficaz utiliza algoritmos de trasformada
rapida de Fourier (FFT). Se trata de algoritmos que aprovechan la estructura y
propiedades de las funciones trigonométricas para calcular expresiones como la
de la férmula (18) en O(N log N) operaciones. Este es un coste computacional
de crecimiento casi lineal con el nimero de nodos.

3.2. Cuadratura de Clenshaw-Curtis. Construccion.

En ésta y la siguiente seccién vamos a suponer, sin pérdida de generali-
dad, que estamos en el intervalo [—1,1]. De forma andloga se consiguen los
resultados para un intervalo general [a, b].

Sea P,,(f) el polinomio de grado n que interpola a f en los nodos de Chebys-
hev z; = cos(¥7), 7 =0,...,n:

n

P(f) =Y aTi(w) (19)

k=0
donde por el teorema 3.2 los coeficientes ¢ son:

1
2n

=0 flz;)cos ™t sik =0,n

Cr —
%Z?:o flzj)cos ™ sik=1,..,n—1

Entonces,

n

1 1.n 1
/ f(z)dr ~ chTk(x)dx = ck/ Ty (x)dz.
-1 —1 k=0 k=0 /1
Utilizando la primera propiedad de la proposicién 2.11,
1 1
2T, = ——1T'  — ——T'
n+1 "t p—1 b

tenemos que:

1 1 1 1 1 1
/_1 Tk(l’)df]ﬁ' = 5 |:k——|—1 /_1 Tk+1(ﬂf)d$ — m/_l Tk_1($)dl’:| .

Como Ty (F1) = (£1)*, se tiene que, si k es par

1 2

/_1 T (2)dz = mu (D) = s - G0 =
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y si k es impar

/_1 Ty,(x)dz = 0.

1

Por tanto, la cuadratura de Clenshaw-Curtis sera,

/ Fa)de ~ Y uite, (20)
-1 k=0

donde
ﬁ si k par
wy =
0 sik impar
Observaciéon 3.3. En lo que sigue denotaremos

n

Ce(f) = Y exu

k=0

Las féormulas de Clenshaw-Curtis tienen grado de precisién n. Sin embargo,
como veremos en las sucesivas secciones, sus propiedades de aproximacion son
similares a las de la férmula de Gauss.

3.3. Convergencia de las Cuadraturas de Gauss y C-C.

Sean CY(f) y C<(f) las cuadraturas de Gauss y de Clenshaw-Curtis res-
pectivamente.

Sea P’ la mejor aproximacién a una funcién f € C[—1,1] por polinomios
de grado menor o igual que n con respecto a la norma del supremo (existe por
el teorema de Weierstrass, aproximacién minimax, vedse en [8]). Sea

E, = méx |f(z) = Py(2)] = [If = Pyl

ze[—1,1]

Veamos que si la mejor aproximacion a f converge rapidamente cuando n
tiende a infinito, entonces CS(f) y C<(f) convergen rdpidamente a I(f).

Teorema 3.4. Sea f € C[—1,1] yn > 0. Entonces,

|I<f) - Cf(f)] < CE;n-H

[1(f) = G ()] < cEy,.
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Demostracion. Como P} es un polinomio de grado menor o igual que n, se
tiene que,

[1(f) = CE() = U(f = By) = C5(f = PO < [I(f = PO+ [CE(f = Pl

Por una parte,

10/ - P|ﬂ/ ()

<2 mix |f() = Pi@)] = 26,
1,1

Por otra parte, sabemos que:

CE(f) = Y e
k=0

donde los w{* estan dados por (20) y los ¢ son los del teorema 3.2. Entonces,

Cee(f — P7)| < miéx |(f — Py) Q]

0<k<n

donde los (f — P); son los coeficientes de (19) asociados a la funcién f — Pr.
Ahora,

n n 2 o0
Z|wic|_2m_zk2_l—l{<+oo
k=0 J;g" k:;%

Teniendo en cuenta el teorema 3.2,

LS [(f = Pr)(ay)| [eos (B22)] si k= 0,n

|(f = POl < k N
23 I = B ()] feos (B2)| si1 <k <n—1
Por tanto,
[ Sl = ) = s k=0
((f = Po)il <

2SN (= P ()| = 2By si 1 <k <n—1

Luego, |(f— Py < K'E?, y tenemos que, |C(f — P*)| < KK'E?. Sumando
los 2 valores absolutos,

[I(f) = Cf(f)] < cEy,

para una cierta constante positiva ¢ independiente de n. De la misma forma
. . .7 *
pero tomando la mejor aproximacion de grado 2n+1, Py, ., se demuestra que

|I(f> - Cr?(f” < CE;nH'
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Lo que queremos ahora es combinar este teorema con resultados de la teoria
de aproximacion para ver que si f es regular, su mejor aproximacién converge

rapidamente.
Sea Tj el j-ésimo polinomio de Chebyshev. La serie de Chebyshev de una

funcién f € L2[—1,1] es
fla) =" a;T;(x). (21)
=0
donde los coeficientes a; son:
1 1 0o 1 1
)i (1) ——=dx = a T (x)T;(x) ———=dx.
/_1f()2()m ;l/_ll()J()m
Usando (6), tenemos que:
! 1 apm  sij =0
. oy L, [ J
aj/_lTj(x),/l_aﬁd:C { ajy sij>0
1
(22)

Luego, si 7 > 0,
2
dx,

1
a4 = — g f(ﬂC)Tj(x)\/l?x2
Y,
1 [t 1
ag = ; /1 f(I)ﬁdI

Definicién 3.5. Una funcién g es absolutamente continua en [—1, 1] si tiene
derivada finita, ¢'(£), en casi todo punto & € [a,b], ¢’ es Lebesgue-integrable

en [—1,1]y
a<z<bh.

g'(§)d¢ = g(x) — g(a),

a

Definimos la norma || - ||z como
u'(x) ()]

e = | ] = [ S
1 — X 1 —1 1 — X

Teorema 3.6. Si f, f', ..., f*) son absolutamente continuas en [—1,1] y || f® || =

V < oo para algin k > 0, entonces para cada n > k + 1 se cumple que:
2V
: 23

<
lan| < m™(n —

Si f es analitica con | f(2)| < M, M > 0, en la regién acotada por la elipse
con focos £1 y semiejes a = $[p+ p~t], b= 1[p— p'] con p > 1, entonces
para cada n > 0:

(24)

35



Demostracion. Para ver el primer resultado, hacemos el cambio de variable
x = cos(f) e integramos por partes k + 1 veces los a,, en (22) (las hipétesis nos
aseguran que las k primeras derivadas existen). Hacemos la primera integracién

por partes:
f (n@)do
1 = 33'2 f cos(#)) cos(nb)

= — f (cos(0)) sen(0) sen(nd)db.

™ J,

Como sen(z) sen(y) = 1 cos(z — y) — 1 cos(z + y),

0 — % 0” F(cos(0)) [Cos((nQ— ne) COS((n2+ 1)9)} .
Luego,
|a,| < % COS(<n2— 1)0)  cos( ”+ 1)0 H / | £ (cos(0))|d6.

Haciendo el cambio x = cosf en la integral foﬂ

(—senfdf = dx y df = ﬁd:p),

|d%f(COS 0)‘ df nos queda que

Tld Yld 1
cosf)|df = — —df.
[ |5 steoso)|an = [ ||
Tomando V© = || f(z)|7, tenemos que:
2V )
|an| < :
™m

Hacemos la segunda integracion por partes:

::%Aff®%w»[mqm—1wy_mam+4wqd9

2n 2n
27, cos((n —2)0)  cos(nh) cos(nf)  cos((n+ 2)6)
T /0 / (COS(Q)){ Inn—1) dn(n—1 dnint1)  dn(n+1) }da

Tomando valores absolutos y acotando:

]l
< (s ) @l < o
“m\2n(n—1) 2n(n+1) ~ mn(n—1)
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lan| <2 COS(( —2)0)  cos(nf) cos(nf)  cos((n +2)60)

An(n—1) 4n(n—1) 4n(n+1)  4n(n+1) H 1" (cos 0)[[x
cos((n 4nz(zle)—;os (nh) H cos((n IHQ(LQL 1)@05 (nd) H )Hf’(x)llT




donde V) = || f'(z)]|7.

Repitiendo el proceso, tenemos que tras k integraciones por partes, a, es
de la forma:

x k
a, = %/0 F® (cos(8)) Z agk) cos((n + 7)0)de.

i=k

Suponemos por hipotesis de induccion que:

>l < 1 .
= T 7 nn—=-1)-(n—k+1)
: (k1) . ‘
Veamos que para el coeficiente a;" " se tiene que:
k1 1
k+1)
> ) < |
Plar nn—1)---(n—k)

Haciendo la k£ 4 1-ésima integracion por partes de a,,

0 — 2 /07T 04D (cos(0)) Z (k) [Cos((n +j—18) cos((n+j+1)0) 50

a; ; ;
™ = 2(n + j) 2(n + j)
o p k1
:—/ FEHD (cos(9)) Z agkﬂ) cos((n+ 7)8).
™ Jo .
j=—k—1
Por tanto,
k+1 k k k
u (k1)) < |CY§' )| |04§' )|
2 1S 2 s s )
j=—k—1 j=—k J J
k
1 Lo (k)
< L3 Lol +]a)
jer
1
<

nn—1)-(n—k+1)(n—k)

Y tenemos que:

2|/ M (@) |7
ann—1)---(n—k)

|an| <

Veamos ahora el segundo resultado:

Sea z perteneciente al circulo unidad (al que vamos a denotar I'). Podemos
escribir, z = €, 0 € [0, 27], luego,

szt =e"+e " =2cos(f) y 2+z2"=e""+e ™ =2cos(nb).
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Entonces,

/f \/1_7 /fcos ) cos(nd)dl =
1 2m

=~ [ flcos(8)) cos(nt)de = %/Ff (Z +2Z > (o 9

0 z
Tomando valores absolutos,
—1 -1
f (z +22 ) 1y, /f (z +2z ) =l

Podemos transformar la elipse descrita en el enunciado en 2 circunferencias:
. . . ; -1
una de radio 1/p y otra de radio p. Si z = pe?? y w = %, entonces,

1
o

1
+ —

o (25)

lan| <

Lo+ 1) cos(8) +i(p — p) sen(0)).

_1 0 —1_—i0\ __
=5lpe" +p7 ™) =5

Siw=u+1iv,u=3(p+p*)cos(d) yv=3(p—p*)sen(d) y se cumple que

u?  v?

— + == 1,
donde a = $(p+p ) y b = %(p — p~1); ecuacién de la elipse descrita en el

z+z*1

enunciado. De la misma forma, si z = p~'e® y w = £

, entonces,

= 2 pe ) = L+ p)cos(8) + i — p)sen(6).

1

Siw=u+iv,u=3(p" +p)cos(d) y v=3(p" — p)sen(d) y se cumple que

w?  v?

_+ﬁ:1’

con a y b como antes; ecuacién de la elipse descrita en el enunciado.

Teniendo en cuenta que la transformacion de z a w es continua en la regiéon
descrita en el enunciado y que la funcion f es analitica, podemos aplicar el
teorema de Cauchy ([11]) a cada término de (25) y tenemos que,

-1 —1
(Z+Z >Zn—1dz _ / f<Z+Z )Zn_le S/ |f(w)||z\”_1dz
r 2 |2 =p~1 2 |2 =p~1

En este caso, z = p~te? entonces |z| = p~! y |2["7! = p'", luego

27
[l < [l < oz,
|2l=p~" 0
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De la misma forma,

242 (z + z_l) 1
/rf( 5 )Z dz /|Z|:pf 5 2"z

En este caso, z = pe? entonces |z| = p y |2| 77! = p7" 7}, luego

< [ it

z|=p

27
/| ISl / )| pd6 < M2,
z|=p 0

Por tanto,

1 2M
la,| < —(p™"M2m + p "M27) = —.
2 Joik

]

Consideramos ahora aproximaciones polinomiales obtenidas como sumas
parciales de series de Chebyshev.

Para cualquier n > 0 definimos
) =) a;Ti(x). (26)
j=0

donde los a; son los definidos en (22). Observamos que f, es la proyeccién
ortogonal de f sobre el espacio de polinomios de Chebyshev de grado menor o
igual que n con respecto al producto interno (f, g) = f_ll fgﬁdx. Se tiene

que,
E;F =|If = fallo = Z a;T}(z)
j=n+1 00
Teorema 3.7. Si f, f',..., f*) son absolutamente continuas en [—1,1] y si

1 f®)(z)||r =V < oo para algin k > 1, entonces para cada n >k + 1,

pre_ 2

"7 owk(n — k)k (27)

Si f es analitica con |f(z)] < M, M > 0, en la region acotada por la elipse
con focos £1 y semiejes a = 3[p+ p~t], b= 3[p — p~'] con p > 1, entonces
para cada n > 0,

"=l =
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Demostracion. Veamos el primer resultado. Usando la desigualdad (23), tene-
mos que

= - = 2V 1
j;rl‘ j|H J( )” j;rll ]‘ j:;rl T j(j—l)(]—k')
2V & 1 2V [ dx 2V
< — —_— < — = .
Iy j;l (j— k)t — 7 /n (x — k)1 7wk(n — k)k

Para ver el segundo resultado, usamos la desigualdad (24) y obtenemos que,

- = 2M 2M
Ey< Y lal< ) = :
j=n+1 j=nt1 P (p—1)p

O

Sea P* la mejor aproximacion a f en [—1, 1] por polinomios de grado menor
o igual que n con respecto a la norma del supremo. En el siguiente teorema
comparamos el error de las series de Chebyshev, EL con el error de mejor
aproximacion, E.

Teorema 3.8. Para cualquier f continua en [—1,1] yn >0,

T . 4 «
Z’an+1’ < E'<Elc< (4—|— plog(Zn—l— 1)> Er.

Demostracion. Es claro que Ef < ET.

Vamos a probar la primera desigualdad. Como P es un polinomio de grado
menor o igual que n,

=2 [ I, 22 [ () - o)

Tomando valores absolutos,

4 *

anl < 2E3(f / Ty () ﬁ = 2B().

Veamos ahora la iltima desigualdad.
|f = fol = [f = Pr+ By = fol < EL+|PY = ful.

Definimos

1 (7 sen((n + ) 0+ ¢))
T /ﬂ gleos) 2sen(6
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Reescribimos esta ultima integral:

(@) = % /Oﬂg (cos ¢)sen((;zs;%i(%g ;0)) di
3 e a-
L[ syl S ),
e e

L —sen((n + 3)y)
i w /0 9leosly +6)) —2 sen(%)
— % ; [9(cos(¢ — 0)) + g(cos(¢ + 9))]%(7%;5%@‘

Tomando g = P} — f tenemos que:

1 [™|sen(2%20)|
— =2~ do.
/0 b

(7= @< B [

™
2

Los nimeros,

L1 / sen(®50)]
0

T sen(%)

son conocidos como las constantes de Lebesgue y satisfacen la desigualdad
(vedse en [3]):

4
Ln, <3+ — log(2n +1).
T

Por lo tanto,
T * * 4 *
E, <E,+ P, — ful < |4+ 5 log(2n+1) | E}.
s

O

Nos queda concluir que la cuadratura de Clenshaw-Curtis tiene esencial-
mente la misma tasa de convergencia que la cuadratura de Gauss para funcio-
nes suficientemente diferenciables.

Vamos a ver primero un resultado previo.
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Teorema 3.9. Para cualquier entero p con 0 < p < n,
Toip(j) = Thp(;)
en los puntos xT; = cos % con 0 <j<n.
La cuadratura de Clenshaw-Curtis da el mismo resultado para ambas fun-

ciones:

0 sin=Lpesimpar
Cri(Tayp) = Cf(Tnp) = (T p) = (29)
ﬁ stn=Etp es par

y el error en la integracion de T, es:

0 stn=Ep esimpar
I(Toiy) = C(Tosy) = (30)

8pn .
v e g AN N + p es par

Demostracion. Veamos el primer resultado.

Sea 0; = L, con 0 < j < n. Se tiene que cos((n + p)f;) = cos((n — p)d;) para
cualquier entero p (se dice que los nimeros n + p y n — p son alias el uno del
otro en la red de puntos que forman los ¢;). Haciendo x = cos 6, tenemos que

Tip(@;) = cos((n +p)b;) = cos((n — p)0;) = Thp(z;), 0 < j < n.

Vamos a ver la segunda parte del teorema. Como 1), 1,(z;) = Th_p(z;),
entonces CS(Th4p) = C(Th—p)-
La formula de Clenshaw-Curtis es exacta para polinomios de grado menor o
igual que n y como T,,_, es un polinomio de grado n — p < n, tenemos que
Cri(Ta—p) = 1(Th—p).

Ademas,
1
/ Th—p(z)dr =

1

0 sin—pesimpar
—2 _  sin—pespar
(n—p)?-1 pesp

Luego,

0 sin—pesimpar
CZC(TM-p) = quc(Tn—p) = I(Tn—p) =

ﬁ sim —p es par
Nos queda ver el error en la integracién de 75,4,

1 0 sin+pesimpar

I(Tusy) = [ Tuspla)de =

1 W sin+ p es par
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Luego,

0 sin+4 pesimpar

I(Tn+p) - CEC(Tn—HD) = N )
1-(ntp)?  1-(n—p)?

sin+ p es par

[
Teorema 3.10. Sean f, f, ..., f*) absolutamente continuas en [—1,1] y sea
1f® |7 =V < oo para algin k > 1, entonces para cada n > k/2
32V
I(f) = Ca(f)] < 31
Demostracion. Sea f(x) = > 77 a;Tj(r) una funcién continua en [—1,1] y

CS%(f) la férmula de cuadratura de Gauss.
Por una parte,

I(f) = /11 f(a)dx = /jf%ajTj(ﬁ)dl’ = i%‘/ Tj(x)da.

Por otra parte,

CI) = anflwe) =D ar Y a;Ty(xy)
k=0 k=0  j=0
= ;Y ewTy(m) =Y a;CF(Ty)
j=0 k=0 Jj=0
Luego,
I(f) = C(f) = Z%(I(Tg) - C(Ty))
Definimos:

S1=_la|lI(Ty) = CI(T)l,
So = Z ;|| 1(T3) = CEA(TH),

Ss= D lalll(@) - CHT)l,
j=2n+1—[n1/3]

[e.9]

Si= Y lallI(Ty) — CHTy)l,

j=2n+2
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donde [-] representa la parte entera. Entonces, |I(f)—CS(f)] < S1+S2+S55+S,.
El término S; es cero puesto que la férmula de cuadratura es interpolatoria y
tiene grado de precisién n. Como estamos en el caso de la cuadratura de Gauss
(grado de precisién 2n + 1), Sy y S3 también son cero. Veamos que ocurre con
el término ;.

Sean xy, k = 0,...,n, los nodos de Gauss-Legendre. Entonces, sabemos que
CY(f) = Yp_yarf(z). Como la férmula es exacta para f = 1, se verifica

que,
n
Z ap = 2.
k=0

Como Tj(z) es el j-ésimo polinomio de Chebyshev, |Tj(z)| < 1, z € [—1,1].
Entonces,
[I(T)) = CF(T)| < [(T))| + 1CF(T))].

Por tanto,
I(T)) = CHTY)| < LT+ ol Ty(ae)| < |I(Th)] + 2.
k=0

Aplicando (29) a la integral de T); tenemos que, si j espary j >4 (j > 2n+2),

2 32
I(T;) — CS(Ty)| <2 <2 T
[1(T}) w (1)) < +j2_1— +42—1 15

Si j es impar, I(T;) = 0y CS(T;) = 0 ya que los nodos de Gauss son simétricos
respecto a 0 y T} es impar.

Por otra parte, usando (23), tenemos que:

v 2V 1 2V & 1
Yo olal< =Y <V :
j=2n-+2 j=2n+2 j(] - 1) tc (] — k) s o2 (] _ k) +1
< 2V [ 1 d 2V
i . |
T Jopg (@ = R)EH Th(2n 4+ 1 — k)

Combinando las dos ultimas desigualdades,

o0

32V
I(f) = CS(f)| < N(Ty) — CE(Ty)| < :
Jj=2n+2
O]
Teorema 3.11. Supongamos que f, f', ..., f*) son absolutamente continuas en

[—1,1] y [|[f®|lr = V < oo para algin k > 1, entonces para todo n suficiente-
mente grande (n > ny),

32V

1) = C0) < T T

(32)
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Demostracion. Definiendo Sy, Sy, S3, S4 igual que en el teorema anterior pero
para la cuadratura de Clenshaw-Curtis, tenemos que S; es cero pues la formula
es interpolatoria. En S, los términos que aparecen son todos de orden como
minimo n~2/3 puesto que, para j =n + 1, si j es par,

8n 8

I(Tn+1) - CSC(T”JA) - nt — 2n? - n3 —4n’

de orden n='/3 > n=2/3_ Todos los demds érdenes son mayores pues la potencia
del denominador es mayor que la del numerador. Sij es impar, I(1;)—C(1;) =
0.

Por otra parte, por (23), los a; son de orden Vj=*~1.
Para j=n+iconi=1,..,2n — [n'/3],
2V
Tn+i)n+i—1)---nn—1)---(n—(k—1))

|an+z“ <

de orden Vn=F-1,

Entonces, Sy tiene O(n) términos de tamano O(Vn~ para un total de
magnitud O(Vn=F=%/3). Ss tiene O(n'/3) términos de tamano O(Vn~*1) para
un total de magnitud de nuevo O(Vn=*=2/3),

Veamos ahora como acotar S;. Tomando n > 2 (posible pues por hipStesis n
es suficientemente grande) tenemos que j > 6, luego, por (30),

k—5/3)

79 .o
35 S1 j] €S par

[1(T5) = CE(T)] < [1(Te) = G (To)| =

0 sijesimpar
Combinando esta cota con (23), obtenemos que:

o - 72V
t = 35k(2n + 1 — k)F

Por tanto,

(1% 32V

Sy 4 Sy 4+ S5+ Sy <O(Vn k23
1S S S0 s OV ) + o T~ k@ 1 1= k)

para n suficientemente grande. ]

Observacion 3.12. Tras estos dos resultados se puede observar que la cua-
dratura de Gauss y la de Clenshaw-Curtis tienen aproximadamente la misma
precisién para funciones suficientemente derivables. El tinico cambio realiza-
do ha sido reemplazar la condicién n > k/2 por la condicién de que n sea
suficientemente grande.

A continuacién estudiamos el caso en el que la funcién f se extiende a una
funcion analitica en una elipse del plano complejo.
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Teorema 3.13. Sea [ una funcion analitica con |f(z)] < M, M > 0, en
la region acotada por la elipse con focos +1 y semiejes a = %[p +p7Y, b=
tlp—p7'] con p > 1. Entonces, si x; = cos (gfjéw), j=0,....,n (nodos de la
cuadratura de Gauss-Chebyshev),

méx |f(z) — Pu(f)(z)| < Cp

z€[—1,1]

con C una constante independiente de n y P,(f) el polinomio interpolador de
f en dichos nodos.

Demostracion. La elipse con focos 1y semiejes a = 3[p+p !y b= 5[p—p7!]
es el borde del conjunto:

1 )
ez z =0’ 1<n<p 0<60 <21}

Qp:{w:2

Denominamos a este borde, A, = 02,,.

Veamos primero que

L f(Z) nI—deZ‘

2mi Ay 2T 2T
]:

f(@) = Po(f)(2) =

donde P,(f) es el polinomio de grado menor o igual que n tal que P, (f)(x;) =
f(z;), 7 =0,...,n. En primer lugar observemos que:

1 1 f(2)
flwo, ...,z Zf Tk l;lxk—fm 2mi J, (z—xo)...(z—xn)dz'

Veamos la ultima igualdad. f(z) no tiene polos en el dominio A, por ser una
funcién analitica, luego los polos de % son los puntos de interpola-

cion xy, k =0, ...,n. Calculamos el residuo en z* = z}, :

f(2)(z — ) ()

(z—w0)...(2 =z, (xr, — o) ... (wp — 1) (T — Tp1) - - (T — T)

)|Z:xk -

Aplicando el teorema de los residuos (vedse en [11]),

/ (z—x)ﬂZ) dzsz’if(xk)Hx ix

, Az — ) s

Ahora, anadiendo un nuevo punto x € [—1, 1] distinto de los nodos z;, j =
0,...,n, tenemos que,

1 f(2)

flo w0, o tn] = 2ri /Ap (z—2)(z—x0)...(2 — xn>dz.
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Entonces,

flz) — Pu(f)(x) = flx,zo, ..oy xp)(x — ) ... (x — )
L f(Z) nl‘—.l’jdz.

Z—Ij

2mi Jy, 2 — @ o

n
Sea vp1(w) = c[[j_o(w — ;) con c una constante (que puede depender de n)
que determinamos a continuacion. Podemos escribir,

o) = R = 5 [ SO e

2mi Jy, 2 — @ z

En este caso, como T,,41(z) ¥ v,41(x) tienen los mismos ceros y el mismo grado,
elegimos la constante ¢ para que

Luego,
Uny1(2) = Tnya(2).

Tenemos que para z € [—~1,1], [T,,41(x)] < 1. Sea z € A,. Entonces, z =

%(w +w™!) donde w = pe? y despejando w, w = z & /22 — 1. Elegimos la

raiz positiva, w = z + /22 — 1.
(z+V2=1)"+(z+V2-1)"] =

[(p" + p~™) cos(nd) + i(p™ — p~™) sen(nb)].

Tn(Z) =

NSRS NN I

Tomando modulos,

1
IT.(2)| = 5\/(p2” + p72" + 2) cos?(nb) + (p*" + p=2" — 2) sen?(nf)) =

1
= 5\/p2” + p=2 + 2(cos?(nf) — sen?(nb)) =

1
= 5\/p2” + p=2n 4 2 cos(2n0).

Como —1 < cos(2nf) < 1,

1 1
SV p =2 <Th(2)] < o V/p? +p72 42

Luego,
1 —-n 1 n -n
S0 = ™) S ITu(2)] < 5007+ 7).
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Tomando médulos en v,,11(2),

1 —(n
[on1(2)] = [T (2)] 2 (o™ = p~*).
Por otra parte, si z € A, y x € [-1,1],
|z — x| > d([~1,1],A,) = D,. (33)

La distancia minima de [—1,1] a la elipse es la que une el punto 1 6 -1 (que
son los focos de la elipse) con los respectivos extremos del semieje mayor; es
decir,
1 1
D,==|p+=| -1
b2 {p i p}
Ademés, por la cota de Euler (ver ecuacion 2.15 de [9]), se sabe que la longitud

de la elipse verifica,
/ 1
L, <m[p*+ —. (34)
p

1 (Z> UnJrl(:U)

21 Jy, 2 — T Uy (2)dz
1M1 -

< 71|z nt+l  —(n+1)

- 27 Dp p {2(/) p )

2r D, prtt — p—(”+1)

Por tanto,

f(x) = Bu(f) ()] =

Teorema 3.14. Si f es una funcion analitica con |f(z)| < M, M > 0, en
la region acotada por la elipse con focos +1 y semiejes a =
lp— p'] con p > 1. Entonces para cada n > 0,

K

J— G _—
1) = CEUN < oy

Demostracion. Por el teorema 3.4 tenemos que |I(f) — C¢(f)| < cEj,.,, con
¢ una constante positiva. Por otra parte, el error en la mejor aproximacién
por polinomios de grado 2n + 1 serd mas pequeno o igual que el error en la
aproximaciéon de f por polinomios de Chebyshev de grado 2n + 1. Aplicando
la cota (28) obtenemos que

E; <Er < -
2n+1 — 2n+4+1 = (/0 _ 1)p2n+2
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Teorema 3.15. Si f es una funcion analitica con |f(z)| < M, M > 0, en
la region acotada por la elipse con focos +1 y semiejes a = %[p +p7Y, b=
tlp— p7'] con p > 1. Entonces, si x; = cos (%), j =0,..,n (nodos de la
cuadratura de Clenshaw-Curtis),
méx |f(z) — Pu(f)(2)| < Cp™ 7Y,
z€[—-1,1]

con C una constante independiente de n y P,(f) el polinomio interpolador de
f en los nodos descritos.

Demostracion. Por la demostracion del teorema 3.13,

f(@) = Bo(f)(x) = fla, o, .. wn] (@ — 7o) .. (2 — a0) =

[ 6 e,

2m Jo, 2 — @] 57T
J:

Igual que en dicho teorema, definimos

n

Unt1(w) = CH(“’ — ;)

J=0

con ¢ una constante (que puede depender de n) a determinar. Podemos escribir,

(o) = Pul(f)(a) = — [ LE T Len@)

2w A E T Unt1(2)

En este caso, x; = cos %, 7 =0,...,n, y tenemos que,

(1~ )T () = — (T (z) — Tocs(0)]

Entonces, como (1—2?)T(z) y v,11(x) tienen los mismos ceros (pues los nodos
de Clenshaw-Curtis son los ceros de (1 —2%)T"(x)) y el mismo grado, elegimos
¢ para que

vni(@) = e[ [o = 3) = (1 = )T (a).

Jj=0

Para que tengan el mismo coeficiente director, ¢ = —%, luego,
Un+1 (Z) = TnJrl(Z) - Tn71<z)-
Ademas, como |T,,(x)| < 1 para todo n,

[ons1(2)] = |Topa(2) = T (2)] < 2.
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Por otra parte,
1 7 -1 _—i n _in —n _—in
[n+1(2)] = [Tat1(2) — Taa(2)| = 5(/)69 —p e ) (pte™ — prem ™)

1
= 5l(p=p7") cosO+i(p+p") senb]|(p" — p7") cos(nf) + (p" +p~") sen(né))|

= %\/p2 + p=2 + 2(sen2(6) — cos2(6))\/p*" + p=2" + 2sen2(nd) cos?(nd))

1
= 5\/p2 + p=2 — 2c08(20)\/p? + p~2n — 2cos(2n6).

Y como —1 < cos(z) < 1 para todo z,

2= " = T < o ()] < o+ p "+ 7

2 — 2
Teniendo en cuenta las cotas (33) y (34) tenemos que,
1 (2) v (@)
— P, S
1)~ P = |5 [ SO <
1 M 1 -
< " LolZ(p— -1 n__ -n <C —(n—l—l)'
< o0:p, b {Q(P p )" =p )} <Cp
O
Corolario 3.16. Si f es una funcion analitica con |f(z)] < M, M > 0,
en la region acotada por la elipse con focos £1 y semiejes a = %[,0 + p 1,

b=1[p—p'] con p> 1. Entonces,
[I(f) = Ce(f) < 2Cp™ 7,

con C' una constante independiente de n y C°(f) la formula de cuadratura de
Clenshaw-Curtis aplicada a la funcion f.

Demostracion.

1n-cxmi=| [ - [ R

donde P, (f) es el polinomio interpolador de f en los nodos de la cuadratura
de Clenshaw-Curtis, luego por el teorema 3.15

|[f(z) = Po(f)(@)] < Cp~ "V, paraz € [-1,1].

Por tanto,

‘/_11 f(w)de = /_11 P (f)(z)dz| < /_11 |f(x) = Po(f)(2)|dx < 2Cp~ D),

]
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Observacion 3.17. Observando los resultados para funciones analiticas pode-
mos concluir que en ambas cuadraturas la tasa de convergencia es exponencial,
siendo en el caso de Gauss de orden 2n+2 y en el de Clenshaw-Curtis de orden
n—+ 1.

4. Experimentos Numéricos.

Se ha realizado un programa en Matlab para examinar la convergencia de la
cuadratura de Clenshaw-Curtis sobre diferentes funciones e intervalos. Vamos
a observar asi la aplicabilidad préactica del teorema 3.11 y el corolario 3.16. En
el caso de estar trabajando con funciones analiticas calcularemos las constantes
C'y p que nos aparecen en el corolario 3.16.

También se han implementado programas que nos calculan aproximada-
mente el precio de una opcion a lo largo del tiempo mediante la cuadratura de
Clenshaw-Curtis. Lo hemos realizado para opciones europeas y para opciones
bermudeas que explicaremos a continuacién.

4.1. Primeros Ejemplos.

Vamos a ver aqui la convergencia de la cuadratura de Clenshaw-Curtis
para 6 funciones en [—1,1] (de la misma forma se podria haber observado en
cualquier otro intervalo) para un nimero de nodos n variando desde 1 hasta
40. La primera funcién, f(x) = 2%, es polinémica, la segunda, f(z) = €%, y
la tercera,f(x) = e™*", son enteras, la cuarta, f(zr) = analitica en una
1

1
1+1622°
regién que contiene a una elipse de focos £1, la quinta, f(z) = e~
C™ y la sexta, f(x) = |z?|, tan sélo de clase C?.

/=? , de clase

Representaremos para cada una de las funciones su error (mds precisamente
el logaritmo del error) con respecto al nimero de nodos en graficas con escala
semilogaritmica, es decir, natural en el eje x y logaritmica en el eje y. Ademas,
la gréfica asociada a la funcién f(z) = |23| la veremos también en escala
logaritmica, es decir, logaritmica tanto en el eje x como en y.

51



f(x)=x2°

15 20 25
n° de puntos

10

f(x):e‘xz

15 20 25
n° de puntos

2
fx)=e ™

0 T T T T T

10

f(x)=e*

] 10 ]
10° g
=
10
L
10*107 i
— -15
1071 ,
L L 0 L L /"*\/\ I N +
30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35
n° de puntos
f(x)=1/(1+16x%)
W : : : .
107t g
G
Q 10" 1
10° g
NS, 107 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A
30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
n° de puntos
3
0)=[x]
T T 100 4
107t g
“c

I-C

15 20 25
n° de puntos

30 35 40

15 20 25 30 35
n° de puntos

10

Figura 1: Convergencia de la cuadratura de Clenshaw-Curtis.

40

Observando las graficas vemos que en las 4 primeras funciones los puntos

estan aproximadamente alineados, esto ocurre porque sabemos que el error en
funciones analiticas es de la forma £ = Cp~ ™+,

como vimos en el corolario

3.16, y el eje de ordenadas esté en escala logaritmica. Aunque la funcién f(z) =
e~ 1/ (se corresponde con la gréfica 5) no sea analitica, se comporta de forma
similar en la practica puesto que es indefinidamente derivable (al contrario
que sucederd con la funcién f(z) = |23]) y en la cota (32) podemos tomar
k arbitrariamente grande. Por tanto, teniendo en cuenta que el eje y estd en
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escala logaritmica

y =log(E) =1log(C) — (n + 1)log(p)

y con respecto de n el error sigue una distribucion exponencial. Dependiendo
de las funciones, obtendremos diferentes valores de C' y p que van a ser calcu-
lados por minimos cuadrados ya que tenemos un sistema sobredeterminado (2
incdgnitas para n = 40 ecuaciones).

Para la grafica 1, los valores de p y C' no son calculables ya que a partir de
20 nodos la funcién f(x) = 2?° es exacta y por tanto el error es 0.

Para la gréfica 2 (esquina superior a la derecha): p = 1.904151224674178 y
C' = 4.520234751961343e — 008.

Para la grafica 3 (situada en el medio a la izquierda): p= 2.434575914408888
y C = 1.658321708136737e — 004.

Para la gréfica 4 (situada en el medio a la derecha): p = 1.636885300262696
y C = 2.442098066036360.

Para la gréfica 5 (esquina inferior a la izquierda): p = 1.568431449859916
y C'=0.083143755673811.

Veamos ahora la gréfica de la funcién 6 (esquina inferior a la derecha). La
funcién f(z) = |23| es de clase C?, y por tanto por el teorema 3.11 el error se
puede considerar de la forma Cn~*. Por tanto,

log(E) = C — slog(n).

Tomando el eje de abscisas también en escala logaritmica tenemos la siguiente
grafica:

f)=1x%|

10"

10°F

ol

lI-C

107

10°F
10

10"
n° de puntos

Figura 2: Convergencia en escala loglog.
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y vemos que ahora los puntos estan considerablemente alineados. Los va-
lores de s y C' que intervienen en la ultima féormula son ahora:

C = 2.387742200563046 y s = —4.136002242533144.

4.2. Aplicaciones de la Cuadratura de Clenshaw-Curtis
en Finanzas.

Comenzamos dando una introduccién sobre opciones, que son el tipo de
derivado financiero con el que vamos a trabajar. La mayoria de los resultados
de esta seccion estén sacados de los libros [13] y [14].

Una opcion es un contrato en el que el propietario tiene el derecho pero
no la obligaciéon de comprar o vender un activo a un precio y en una fecha
determinados. A la fecha preestablecida se la denomina fecha de expiracion o
madurez y al precio precio de ejercicio o precio strike.

Se denomina call option (opcion de compra) a la opcién que da al poseedor
el derecho a comprar un activo y put option (opcion de venta) a la opcién que
da al poseedor el derecho de vender un activo.

Tipos especificos de opciones de compra y de venta son las opciones euro-
peas que solo se pueden ejercer en la fecha de madurez y las opciones america-
nas que se pueden ejercer en cualquier tiempo anterior incluyendo la fecha de
madurez. Dentro de las opciones americanas hay otro tipo de opciones llamadas
opciones bermideas; en estas opciones no se puede ejercer el derecho en todo
momento antes de la expiracion si no sélo en ciertos momentos especificados
en el contrato.

Se denomina Payoff al valor de la opciéon en su fecha de madurez. Suponga-
mos que tenemos una opcién europea con precio S(t) (precio del Stock), donde
t denota la fecha actual. Supongamos ademaés que la opciéon madura en fecha
T y que el strike es K. Si la opcién es una opcion de compra el payoff sera:

max{0,5(T) — K}.
Si la opcidn es una opcién de venta el payoff sera:

max{0, K — S(T)}.
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4.2.1. Ecuacién de Black-Scholes.

La ecuacion de Black-Scholes es una ecuacion en derivadas parciales que
describe el precio de la opcién a lo largo del tiempo. Introducimos la notacién
que va a intervenir en la ecuacién de Black-Scholes:

= S: precio del Stock con 0 < § < oc.

= V(S,t): precio de un derivado como una funcién del tiempo y del precio
de stock.

» 1: tasa de interés libre de riesgo (anual).
» 0: desviacion estandar de los rendimientos de las acciones.

= t: tiempo en anos.

La ecuacién de Black-Scholes es:
9?V oV

8V 1 52529V B

Para resolver esta ecuacién impondremos una condicion final que dependerd del
payoff de cada tipo de contrato. Vamos a centrarnos en manipular (35) para
poder resolverla facilmente.

Primero vamos a cambiar (35) para que nos quede en términos del valor
futuro. Suponiendo que la fecha de madurez es T pero que estamos evaluando
la opcién en tiempo t, escribimos:

V(S,t) = e "TOU(S,1).
La ecuacién diferencial nos queda,

oU 12202 o _,
o t20 Y g5 G5 —

Escribimos 7 =T — t y tenemos que,

ou 1 2 02U ou
- S22 — 4 82—
or — 27 052 oS
Haciendo el cambio de variable nn = log S, resulta que
2 2
i — 6_"72 y 8_ — 6_2778_ — e -,
oS on 052 on? on
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y la ecuaciéon de Black-Scholes es:

OU _ 1 ,8U L2\ oU -
or 27 op oS

T’—50' (97”]7

donde los coeficientes son todos constantes independientes del activo.

Hacemos ahora © = n+ (r — 502)7 y U = W (x, 7). Tras todos los cambios
de variable tenemos que,

V(S,t) =e"TOU(S ) =e"US, T —71)=e"U(", T —7) =
— e’”U(ex’(T’(l/Q)"Q)T, T—71)=e¢"W(x,1),
y la ecuacién (35) nos queda:

oW 1 ,0*W

or 27 o2

(36)

Supongamos ahora que tenemos una opcién cuyo payoff es una funcién
conocida. Queremos dar una expresion para el valor de dicha opcién en forma
integral. Vamos a hallar una solucién especial de (36), llamada la solucién
fundamental. Buscamos una solucién de (36) de la forma:

W(z,7)=7°f (”” T_ﬁm) (37)

donde 2’ es una constante arbitraria. Llamaremos a esta solucion Wy (z, 7; 7).
La funcién f sélo depende de la variable p = z;f,. Sustituyendo (37) en (36)

tenemos que
df 1 d*f
a—1 _ U 04—2/3_.
T (af BMdu) 50T a2
Observando los dos términos de la igualdad respecto de 7y p vemos que sélo
puede haber solucién si

1
a—1=a—20, esdecir,ﬁzé.

Imponemos ahora que la solucion tenga la siguiente propiedad: Su integral
sobre todo 7 es independiente de 7. Para ello queremos que

o0 T — x/
/ Tf ( 3 ) dz
. T
sea constante. Podemos escribir esta integral como

/_ T et f(p)dp

o
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y por tanto se necesita que @ = —f = —%. La funcion f satisface ahora

—f+ u% = 023275 que puede ser escrito como
d? d
o2 _f + (nf) —0
dp? du

Integrando una vez con respecto de p,

d
L s —a,
dp

con a constante. Elegimos a = 0. Integramos de nuevo para conseguir
Fla) = b/,

Elegimos, ademas, b tal que la integral de f desde —oo hasta co es uno, luego

1 2 2
Flu) = ——

(funcién de densidad para una variable aleatoria normal con media 0 y desvia-
ci6én estandar o). Por tanto, la solucién buscada es (solucién fundamental del
calor, ver [12])

1

2nTOo

o~ (a=2")?/(20%7))

Wz, 1) =

Supongamos ahora que el payoff viene dado por ®(.S). Este payoff es la condi-
cién final para la funcién V satisfaciendo la ecuacién de Black-Scholes,

V(S,T)=®(S).
En término de las nuevas variables, W (z,0) = ®(e”).

La solucién para 7 > 0 es:
Wiz, 7)= / Wiz, ;2" )® (e )da’
pues acabamos de ver que satisface (36) y la condicién final.

Deshaciendo todos los cambios de variable, obtenemos que
V(S t) = & ooe—(log(S/S’)+(r—(1/2)02)(T—t))2/(202(T—t))@(5’)d_S,_
o/ 2m(T —t) Jo S’
(38)
Foérmula para una Opcién de Compra.
La opcion de compra tiene como funcién de payoff

¢(S) = max{S — K, 0}.
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La expresion (38) puede ser escrita como

" as’

V(S,t / e~ (109(S/S")+(r=(1/2)0)(T—1))*/(20*(T=1)) (' _ R\ 2

(58) =~ r = ( )5
Volviendo a la variable ' = log S’ obtenemos que

—r(T—t) oo

174 S,t —(—x’+logS+(r—(1/2)02)(T—t))2/(202(T—t)) ea:’ — K\dx'

(5:) =~ r — s ( )

fr(T t)

ef(f:r’+logS+(rf(1/2)02)(Tft))Q /2o (T=1)) o' !

_a\/27r T —1t) JigE

e (=) > / 2 2 2
o (2 +logS+(r—(1/2)0)(T~0)2/ (202(T—1)) 7/

O’\/27T —t) JigE

Ambas integrales se pueden escribir en la forma

/ o= (1/2)a" gt
d

para algin d. Esta integral es como (salvo pequenas diferencias) la funcién de
distribucién de la distribucién normal estandarizada (es decir, de media 0 y
desviacién estandar 1) definida por:

e~ (1126 g

vl

Entonces, el precio de la opcion de compra puede ser escrito como:

SN(dy) — Ee" TN (d,),

N(z)

donde
. log (£) + (r+ 30?) (T —t)
! oVl —t ’
()0~ 1) 1)

o1 —t
Foérmula para una Opcién de Venta.
La opcion de venta tiene como funcion de payoff

®(S) = max{K — S,0}.

Razonando de la misma forma que para la opciéon de compra obtenemos que

—r(T—1t) log E

0\/27r —t)

Y en términos de la funcidén de distribucién de una variable normal el valor de
la opcion de venta es

V(S, t) e —(=2'+logS+(r—(1/2)a?)(T—1))? /(202 (T—t)) (K_ez’)dx/

—SN(=dy) + Ee " T"YN(—dy),

con los mismos dy y do que en la opciéon de compra.
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4.2.2. Opcion bermudea.

Una opcion bermidea es una opcion que puede ejercerse en un numero
finito de fechas prefijadas entre la fecha de compra y el vencimiento. Son las
mas frecuentes en los mercados y, de hecho, se utilizan como aproximacion de
las opciones de tipo americano en las que el poseedor tiene derecho a ejecutar
la opcion en cualquier momento antes de la fecha de expiracién. Por esta
razén es interesante el disponer de métodos rapidos y precisos que permitan
su evaluacién frecuente.

Veamos coémo calcular el valor de una opcién bermidea por programacion
dindmica. Suponemos dadas en el contrato fechas de ejercico posible ty < t; <
... <ty =T. Denominamos valor de tenencia o propiedad, y representamos
por V3, (S,t;), al valor de la correspondiente opcién europea con valor del activo
Sy tiempo de madurez ¢4, con payoff V(S,t;41), es decir,

efr(Tft)
o/ 2m(T —t)

donde V (S,t;) es el valor de la opcién bermudea en tiempo ¢4 € [0,7].

o0 , s’
Vi(S.t;) = / ¢~ UoB(S/8)+r=(1/2)0)(T=0)/ 2o T-0)17 (g7 4. 2
0

S

Para calcular el valor de la opcién bermudea en tiempo donde ejercicio ¢,
j =0,..., N, seguimos el siguiente procedimiento: En tiempo de expiracién T’
se tiene que V(S,T) = ¢(5) donde ¢(S) es el payoff de la opcién cuando el
precio de Stock es S. Para los tiempos %, ..., ty_1 hacemos: Para j desde N —1
hasta 0,
V(S t;) = max{Vi(5,;), ¢(5)}

donde ¢(S5) = V(S,T) y Vi(S,t;) esta dado por (4.2.2). Asi conseguimos ob-
tener el valor de la opciéon bermudea de manera explicita.

Observacion 4.1. Una observacién importante es que no existen férmulas
explicitas que calculen el valor de una opciéon bermidea; por tanto, es impres-
cindible en este caso aplicar métodos de cuadratura numérica.

4.2.3. Ejemplos e Implementacién.

Se ha realizado un programa en Matlab que nos calcula un valor aproxi-
mado de la ecuacién de Black-Scholes para una opcién de venta europea a lo
largo del tiempo. Para ello hemos elegido un nimero arbitrario de puntos (su-
ficientemente grande) en un intervalo de la forma [0, Sy/a.] con Syra. elegido
para que el integrando en (38) sea suficientemente pequenio. Hemos aplicado
la cuadratura de Clenshaw-Curtis en ese niimero de nodos. Representamos el
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valor de la opcion con respecto del precio del Stock y el tiempo y obtenemos
la siguiente gréfica:

Put Option Europea
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Figura 3: Evolucion de una opcién europea.

En el caso que hemos representado, los pardmetros introducidos en el pro-
grama son: volatilidad 0.2, tasa de interés anual 0.05, strike 100 y tiempo de
madurez 1 ano. Podemos observar que segiin va aumentando el precio del Stock
va disminuyendo el de la opcién y cuando el Stock llega a valer aproximada-
mente 100 (segin el tiempo en el que estemos) el precio de la opcién de venta
es 0. En el caso de estar en tiempo T=1, el precio de la opcion es justamente
el payoff (como era de esperar):

V(S,T) = max{K — 5,0}
pues cuando S = 100, entonces V' (5,T) = 0.

Podemos comparar nuestro programa con el que calcula el valor de la opcion
europea implementado por Matlab, blsprice. Llamamos en Matlab [Call,Put]
= blsprice(S,100,0.05,1,0.2) y nos fijamos en la opcién Put. Vamos a calcular el
maéximo error entre B=BlackScholes(0.2,0.05,100,1), en tiempo ¢ = 0, y Put. El
méximo error se encontrara cerca del strike (en este caso K=100). Calculamos
el S; mds cercano a K = 100 (S; = 100.2773 con j=86) y obtenemos que:

|B(j,1) — Put(S;)'| = 0.002645.
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En este primer caso hemos ejecutado BlackScholes(0.2,0.05,100,1) con 256 no-
dos. Si tomamos 512 nodos en la cuadratura obtenemos que

|B(j,1) — Put(S;)'| = 0.00024326
Y para 1024 nodos
|B(j,1) — Put(S;)’'| = 0.000084063.

Luego vemos que los errores van decreciendo exponencialmente a medida que
aumenta el nimero de nodos.

Mas precisamente, para obtener el mayor error entre ambas funciones se
puede utilizar la norma del supremo. Haciendo

lerror, k| = max(|B(3 : end, 1) — Put(3 : end)’|)

(hemos quitado los primeros valores ya que blsprice no calcula bien el valor de
la opcién cerca de S = 0) tenemos que el méximo error es aproximadamente
0.0027 par 256 nodos y que se encuentra en la posicién 82 con S(82) = 95.6.
Para 512 nodos el méaximo error es 0.00024 y para 1024 nodos 0.000085.

Otro programa que hemos realizado es el que nos calcula aproximadamente,
usando el mismo algoritmo que en el caso de la opcién europea, el valor de
una opcion bermudea en tiempo de madurez un ano y que se puede ejercer
cada mes. A continuacion vamos a representar el valor de esta opcién para los
parametros elegidos en la opcién europea. El valor de la opcién evoluciona de
la siguiente manera:
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Put Option Bermudea
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Figura 4: Evoluciéon de una opcién bermidea.

La grafica obtenida es muy similar a la de la opcién europea pero vamos a
observar a continuacion las diferencias. Comparamos ahora una opcién europea
con una opcién bermtidea con los mismos parametros de entrada descritos
anteriormente y con tiempo de ejercicio en el caso de la opcién bermudea cada
trimestre.
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Figura 5: Opcién bermudea y europea en tiempos t=0, t=0.25, t=0.5, t=0.75.

Vemos en las gréaficas que el valor de la opcién bermidea (en rojo) es
siempre mayor que el valor de la opcién europea(en azul); esto es debido a que

V(S,t) = max{Vi(S, 1), 6(S)} Vt € [0,T].

En tiempo t=0 el valor de la opcion bermidea es bastante mayor que el de la
opcion europea empezandose a aproximar a partir de que el valor del activo
sea 100, es decir, a partir del strike. Por otra parte, cuando pasa el tiempo el
valor de la opcién europea y el de la opcién bermidea van siendo més parecidos
puesto que el valor de ambas opciones en tiempo final es el payoff y con el paso
del tiempo hay menos oportunidades en las que ejercer la opcién bermudea.
Estos valores llegan a ser casi iguales a partir del punto en el que la opcién
europea corta con el payoff.
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A. Programaciéon en Matlab.

A continuacién vamos a introducir los programas realizados en Matlab para
los diferentes experimentos numeéricos.

A.1. fcost, ClenCurt y Convergencia.

Introducimos en este apartado los programas fcost, ClenCurt y Convergen-
cia. El programa Convergencia es el que se ha descrito en la seccién Primeros
Ejemplos y los otros dos son funciones que utilizamos en dicho programa; fcost
nos calcula la transformada rapida de Fourier y ClenCurt nos calcula la cua-
dratura de Clenshaw-Curtis de una funcién en un intervalo y para un ntimero
de nodos dados.

function vy=fcost (x)

%calcula la transformada de cosenos (por columnas) de una sucesion
$real x llama a la rutina fft.

[nfil,ncoll=size(x);n=nfil-1;nn=2+n;

y=real (fft ([x;x(n:-1:2,:)]1))/nn;
y=[y(1l,:);vy(2:n,:)+y(2+«n:-1:nfil+1, :);y(nfil, :)1;

function In= ClenCurt (f,a,b,n)

%Los pardmetros de entrada de la funcidn son la funcidn £,
%1 intervalo en el que estd definida, y el numero de puntos
%de interpolacidn.

format long

wt=zeros (1l,n+1);
wt(l:2:end)=2./(1-(0:2:n)."2); % pesos de la cuadratura

j=0:n;

x=cos (j*pi/n)'; % nodos de la cuadratura de CC en (-1,1).

%51 la funcidn f estd definida en un intervalo arbitrario (a,b),
%evaluamos f en los nodos:

x=(x+1) /2 (b—-a) +a;

g=zeros(n+l,1);
g(l:n+l)=eval(f);

g=g(:); % vector columna. f evaluada en los n+l nodos.

transformada de cosenos de la funcidn f.

ft=fcost (g); %
%$(Se utiliza FFT)

In=(b-a)/2*wtxft;
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function g=Convergencia (f,a,b);

%Los pardmetros de entrada son la funcidn en la que queremos ver
%$la convergencia de la cuadratura y el intervalo en el que estad
%definida.

n=40; %numero de nodos en los gque vamos a evaluar.

y=zeros (1l,n);

Error=zeros(l,n);

h=1:n;

for i=1l:n
y(i)=ClenCurt (f,a,b,1); %calculamos cuadratura dependiendo del
fnumero de nodos

end

I=int(sym('abs(x"3)"'),a,b); S%integral exacta

Error=abs (I-y(l:n)); %Error de la cuadratura dependiendo del
$nhumero de nodos

$semilogy (h,Error, 'x-b'); %para las funciones analiticas
loglog (h,Error, '«-b'); %para las funciones de orden finito
xlabel ('n° de puntos')

ylabel ('|I-C.n|")

axis ([0 n 0 21)

title('f(x)=|x"3|")

%Sabemos que el error para la cuadratura de CC de una funcidn
%analitica se comporta como cxrho” (-N-1).

gy=log (E)=1log(c)—-(N+1) log(rho) .

%Para la funcidén |x"3| que es de orden 2 el error se comporta
$como c*N"{-s}.

sy=log (E)=log(c)-s*1log(N).

gg=-log (h);

aux=zeros (n, 2);

aux(:,2)=ones(n,1);

aux (:,1)=h+1l; %primera fila de la matriz para funciones analiticas
%aux (:,1)=gg; %primera fila de la matriz para funciones de orden
$finito.

indep=zeros(n,1);
Error=Error';
indep(:,1)=log(Error);

%Resolvemos el siguiente sistema para calcular los valores de
$rho y ¢ mediante minimos cuadrados:

sis=aux\indep;

rho=exp (-sis (1)) ;

c=exp(sis(2));

s=sis(1l);

g.s=s;

g.c=c;

g.rho=rho;
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A.2. integrando_bs y BlackScholes.

Adjuntamos en este apartado los programas integrando_bs y BlackScho-
les. El primer programa contiene la funcién (38) y el segundo es el primer
programa descrito en la seccion Ejemplos e implementacion de la cuadratura
de Clenshaw-Curtis en el cual para calcular el valor de la opcién usamos el
programa integrando_bs.

function fun = integrando.bs(x,t,S,T,sigma, r,K)

$Los parametros de entrada son el vector x con los puntos nodales,
%]l tiempo t en el gque queremos evaluar la opcidn, el valor de Stock
%del activo (S), el tiempo de madurez (T), la volatilidad (sigma),
%la tasa de interés (r) y el strike (K).

payoff=max (K-x,0);

fun=exp (-r.*x (T-t)) ./ (sigma.rsqrt (2.+«pi.* (T-t))) .*...

exp (- (log(S./x)+(r-1/2.*sigma.”2) .« (T-t))." 2./ (2.+«sigma.” 2.*...
(T-t))) .+payoff./x;

end

function W=BlackScholes(sigma,r,K,T)

$Los parametros de entrada son: la volatilidad, la tasa de interés
%libre de riesgo, el strike y el tiempo de madurez.

N=4; % numero de puntos en los que evaluar el tiempo.

M=2x128; % numero de puntos para evaluar el valor de activo, S.
Smax=3%K; %tomamos un valor superior para la integral 1lo
$suficientemente grande.

Smin=1;

t=0:T/N:T;

S=Smin: (Smax—Smin) /M:Smax;

1L=2%128;

j=0:L;

x=cos (J*pi/L)';

x=(x+1) /2* (Smax—-Smin) +Smin; %nodos de CC en (Smin, Smax) .

wt=zeros (1,L+1);
wt(l:2:end)=2./(1-(0:2:L)."2); %%pesos de CC
wt=(Smax—-Smin) /2*wt;

W=zeros (M+1,N+1) ;
W(:,N+1)=max (K-S,0); %en la ultima columna

%Las filas de la matriz W son el valor del activo S, y las
%columnas el tiempo t. La matriz W describe por tanto el precio
%de la opcidén a lo largo del tiempo, W(S,t).
g=zeros (M+1,1);
for j=N:-1:1
for i=1:M+1
g=integrando_bs(x,t (j),S(i),T,sigma,r,K);
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g=g(:);
ft=fcost (qg);
In=wtxft;
W(i, j)=In;
end
end

figure (1)
plot(S(2:end),W(2:end,N+1), 'g-");
hold on

plot (S(2:end),W(2:end, 4));

figure (2)
mesh(S(2:end),t,W(2:end, :) ")

end

A.3. integrandopoff y bermudea.

Por 1ltimo, introducimos los programa integrandopoff y Bermudea. El pri-
mer programa contiene la funcién (38) pero a diferencia de integrando_bs admi-
te como dato de entrada el payoff. Bermudea es el segundo programa descrito
en la seccién Ejemplos e implementacion de la cuadratura de Clenshaw-Curtis
en el cual para calcular el valor de la opcién usamos el programa integrando-
poft.

function fun = integrandopoff(x,t,S,T,sigma,r,K,payoff)
%Los pardmetros de entrada son los mismos que en la funcidn
%$integrando_bs mds el payoff.

fun=exp (-r.x (T-t)) ./ (sigma.*sqgrt (2.xpi.* (T-t))) .*...

exp (- (log(S./x)+(r-1/2.xsigma.”2) .*(T-t)). 2./ (2.*«sigma. 2.%...
(T-t))) .*+payoff./x;

end

function V=Bermudea (sigma,r,K,T);

N=4; % numero de puntos en los que evaluar el tiempo.

M=2%x128; % numero de puntos para evaluar el valor de activo, S.
Smax=3*K; %tomamos un valor superior para la integral lo
%suficientemente grande.

Smin=1;

t=0:T/N:T;

j=0:M;
x=cos (J*pi/M)';
x=(x+1) /2* (Smax—-Smin) +Smin; %nodos de CC en (Smin, Smax) .

wt=zeros (1,M+1);

wt(l:2:end)=2./(1-(0:2:M)."2); %$%pesos de CC
wt=(Smax—-Smin) /2*wt;
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V=zeros (M+1,N+1) ;
V(:,N+1)=max (K-x,0); %en la ultima columna

payoff=max (K-x,0);
Vh=zeros (M+1,N+1); %valor de tenencia o propiedad.
Vh(:,N+1)=payoff; %n el ultimo tiempo es el payoff.

phi=payoff; %phi serd inicialmente el payoff pero ird cambiando
%a lo largo del tiempo tomando el valor de tenencia en dicho
Stiempo que se utilizard para evaluar el integrando en phi en
vez de en el payoff.

g=zeros (M+1,1);
for j=N:-1:1
for i=1:M+1
g=integrandopoff(x,t (j),x(i),T,sigma,r,K,phi);
g=g(:);
ft=fcost (qg);
In=wtxft;
Vh (i, j)=In; %calculamos el valor de propiedad mediante
%la cuadratura de CC.
end
V(:,j)=max (Vh(:,Jj),payoff); %l valor de la opcidn sera el
gméximo entre el valor de propiedad y el payoff.
phi=V(:,j); %valor de tenencia en tiempo t (7j).
T=t (j); %iremos cambiando el tiempo final pues ya hemos
%calculado el valor de ejercer la opcidn en tiempos posteriores.
end
figure (1)
plot (x(2:
figure (2)
mesh (x (1:
end

end),V(2:end,4),'r-");

M-8),t,V(1:M-8,:)")
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