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Introduccién

El Trabajo Fin de Grado que presentamos se dedica al estudio de algunos
resultados para matrices no negativas que son de aplicacién tanto en el estu-
dio de las matrices estocésticas, como en el analisis de la convergencia de los
métodos iterativos clasicos. En la Seccion 1 se introducen las definiciones y
resultados parciales necesarios para concluir con la demostracién del Teorema
de Perron-Frobenius para matrices irreducibles.

La Seccién 2 tiene un doble objetivo. Por un lado, nos proponemos com-
parar la velocidad de convergencia de los diferentes métodos iterativos clasicos
que se utilizan para resolver sistemas lineales que surgen tras la discretizacion
espacial de ecuaciones elipticas y, por otro, establaceremos algin resultado
que permite estimar el parametro 6ptimo del método SOR. Las matrices aso-
ciadas a este tipo de sistemas tienen la propiedad de ser dispersas (o sparse),
es decir, solo hay un pequeno porcentaje de elementos no nulos que ademas
suelen seguir un patrén determinado y con frecuencia tienen otra propiedades
importantes como la irreducibilidad y el caracter no negativo.

En la Seccién 3 se recogen tres aplicaciones que ilustran el interés de los
resultados tedricos presentados en las Secciones 1 y 2. El teorema de Perron-
Frobenius es un resultado que puede tener aplicaciones a diferentes ambitos
de la ciencia y la tecnologia. Algunas de estas aplicaciones son el analisis de
las caracteristicas demograficas de una poblacion, la teoria de juegos, la dis-
tribucion del poder en una red social, el desarrollo de buscadores como Google
y, algo que nunca me habria imaginado, el andlisis de resultados de ciertas
competiciones deportivas. Como aplicaciones directas del teorema de Perron-
Frobenius hemos decidido estudiar el algoritmo que calcula el PageRank de
Google, en el cual aparecen las matrices estocasticas. También, utilizando un
algoritmo similar al de PageRank estableceremos clasificaciones (o rankings)
de la ultima Champions League y compararemos los resultados obtenidos con
los resultados reales.

Para ilustrar los resultados de la Seccion 2, consideraremos el problema
de calcular el estado estacionario de temperaturas de una placa con forma
de L, sometida a una fuente de calor. Para ello discretizaremos el Laplaciano
mediante diferencias finitas de segundo orden y resolveremos los sistemas
lineales resultantes con los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR.

En el Apéndice se incluyen los programas en Matlab que hemos imple-
mentado para obtener los resultados de las aplicaciones de la Seccion 3.






1. Matrices no negativas. Resultados teéri-
COS.

En esta seccion vamos a recordar algunos conceptos bésicos como son la
norma espectral, el radio espectral, las matrices diagonalmente dominantes
e introduciremos otros conceptos nuevos como son la nocién de irreducibli-
dad y convergencia de una matriz, las matrices no negativas y relacionare-
mos algunas de estas propiedades con los grafos. Ademds, veremos algunas
propiedades interesantes y daremos cotas para el radio espectral para difer-
entes tipos de matrices basandonos principalmente en el ya conocido Teorema
de Gerschgorin y en el Teorema de Perron-Frobenius.

Durante todo el trabajo, salvo que indiquemos otra cosa, consideraremos
matrices complejas de tamano n X n.

1.1. Normas y radio espectral de una matriz

En primer lugar, comenzamos recordando la definicién de norma euclidea
y sus propiedades, que recogeremos en el Teorema 1.1.

Definicién 1.1. Sea x € C". La norma euclidea de x viene dada por

Teorema 1.1. Sean x,y € C" se tiene que

1) [|x]| > 0 para todo x # 0,

2) ||x]| =0 siy solo si x =0,

3) Si a € C entonces ||ax| = |al||x]],

4) Ix+yl < x|+ |yl para cualquier x e'y. (Desigualdad triangular)

A continuacién definimos el concepto de radio espectral de una matriz,
que desde el punto de vista geométrico es el radio del menor disco centrado
en el origen que contiene a todos los autovalores de la matriz.

Definicién 1.2. Sea A una matriz con autovalores A\;, 1 < i < n. Definimos
el radio espectral de la matriz A como

p(A) = max |\

1<i<n



En algunos casos, por simplicidad, denotaremos por o(A) al conjunto de
autovalores de la matriz A. Lo llamaremos espectro de A.

De manera andloga a los vectores, recordamos la definicion de norma
espectral o euclidea de una matriz y sus propiedades.

Definicién 1.3. Sea A una matriz. Definimos la norma espectral de A de la
stguiente manera

Ax
) = sup 1221,
20 |[x]]
donde ||-|| en la parte derecha de la igualdad denota la norma euclidea de C™.

Teorema 1.2. Sean A y B dos matrices. Si denotamos por O a la matriz
nula, se verifica que

1) ||A]| > 0 para toda A # O,

2) ||All =0 si y solo si A= 0O,

3) Si a € C entonces ||aAll = |a|||Al],
4) [[A+ Bl < [|All +[IB]],

) Il =1,

6) |AB| < ||A[||B]|.

7) Para cualquier x € C" tenemos que ||Ax|| < ||A||||x||, v eziste algin vec-
tor x # 0 para el que se da la igualdad.

En general, el calculo preciso del radio espectral de una matriz es compli-
cado por lo que vamos a dar algunas cotas. Como corolario de este teorema,
vamos a relacionar la norma espectral y el radio espectral de una matriz.

Corolario 1.1. Sea A una matriz. Se verifica que
p(A) < || All.

Demostracion. Sea X\ un autovalor cualquiera de A y x # 0 un autovector
asociado, entonces Ax = A\x. Tomando normas y aplicando el Teorema 1.2 y
el tercer apartado del Teorema 1.1 tenemos que

[l = [[Ax ]} = [[Ax]| = [A[llx]]



y, por tanto,

IA]l = [AL.
Como esto es cierto para todos los autovalores de A y p(A) = 1<?<>§L |Ail, es
claro que

IA[l = p(A).

]

De ahora en adelante denotaremos A* = AT. Vamos a definir el concepto
de matriz hermitica y, al igual que antes, relacionaremos el radio espectral y
la norma espectral pero ahora teniendo en cuenta que la matriz es hermitica.

Definicién 1.4. Sea A una matriz. Se dice que es hermitica si es igual a su
propia traspuesta conjugada, es decir, si A* = A.

Teorema 1.3. Sea A una matriz. Entonces

[A[l = v/ p(A*A).

Demostracion. Es claro que la matriz A*A es hermitica y semidefinida posi-
tiva, es decir,

(A*A)" = A*A
x*A*Ax = ||Ax|]* > 0 para cualquier x.

Por ser A*A hermitica, tiene una base ortonormal de autovectores {x;}" ,,
es decir,

AAx; = \ix, con 0< A\ <o <\, =p(4"A).
Como el conjunto es ortonormal se tiene que
: {0 i #
XX = L
1 sii=j.

Consideramos el vector no nulo x = E ¢;X;, entonces
i=1

n n n
E c;cjx; ATAX; E C; CjX; X E leal* N
=1
- n

(HAXH 2 XATAX = ig=l
Ixl ) xx . L ’
> eyl > el > el
j=1 j=1 j=1



luego
n n
> lal*x <Z\Ci|2> An
=1 i=1
> e > el
P =1

y, por tanto, se tiene que [|A]|> < A,. En particular, si tomamos ¢; = - -+ =
Ccn1 =0y c, =1, es decir, x =%,

IA

-\,

Ax|[\? .
HAH2=sup<” ”) > A = p(A*A)

0 \ [

y, por tanto,
[All = /p(A*A).

Corolario 1.2. Si A es una matriz hermitica, entonces

[A[l = p(A).

Ademds, si q,(x) es un polinomio real en la variable x de grado m, entonces

lam (A = p(gm(A))-

Demostracion. Segun el Teorema 1.3 y como A es hermitica, es decir, A* = A,
tenemos que
IA]]* = p(A*A) = p(A?) = [p(A)]*.
Tomando raices, como p(A) debe ser un valor positivo tenemos la primera
parte del resultado
[All = p(A).

Por otra parte, dado ¢,,(z) = apz™ + -+ + agz + ap un polinomio real de
grado m en x, mediante una simple comprobacién, utilizando propiedades de

la conjugacién y la trasposicién de matrices y el hecho de que a,, ..., a9 € R
es facil ver que la matriz ¢,,(A) es hermitica

gn(A)" = (A" + -+ A+ agl) =an(A")" + - + @ A" +al”
= A"+ -+ A+ ool = ¢ (A),

y, por tanto,
[gm (A) | = p(gm(A)).



A continuacién recordaremos el teorema de Gerschgorin, el cual da cotas

para los autovalores de una matriz y permite deducir cotas para su radio
espectral.

Teorema 1.4 (Gerschgorin). Sea A = [a; ;| una matriz. Definimos

Si X es un autovalor de A, existe un entero r con 1 <r <n tal que

A —a,,| <A,

Por tanto, todos los autovalores de la matriz A estan en la union de los discos

|z —ai;| <A 1<i<n.

A estos discos los llamaremos discos de Gerschgorin.

Basandonos en este resultado, vamos a dar nuevas cotas para el radio

espectral de una matriz.

Corolario 1.3. Sea A = [a; ;] una matriz. Entonces se verifica
1) p(A) < [|A|,
2) p(A) < Al

Demostracion.

1)

Cada uno de los discos de Gerschgorin |z — a;;| < A; estd contenido

n
en el disco |z| < |a;| + A < 11]2;1<x E la; ;] = ||A|l«- En consecuencia,
sn
Sesn

p(A) < [|A] o

Puesto que A y A” tienen los mismos autovalores, aplicando el Teorema
1.4 a la matriz AT tenemos que los autovalores estdn en la unién de los
discos

|z —a; ;] <A, 1<j<n,
siendo
n
Aj= > aigl.
1=1
T#£]

Al igual que antes, estos discos estdn contenidos en el disco |z| < |a; ;| +

Ay < mix S Jas] = Al v, por tanto, p(4) < [|A] 1.
=1

1<j<n £

9



]

Corolario 1.4. Sea A = [a;;| una matriz y sean x1,...,x, numeros reales
positivos. Definimos

n
> iz
o« J=1 _ ( “%J’)
v=mix | — Yy v = max x]Z
1<i<n Z; 1<j<n

Entonces, p(A) < min (v,0').

Demostracion. Basta aplicar el Corolario 1.3 a la matriz D' AD siendo D
la matriz diagonal
T

]

Definicién 1.5. Sea A una matriz. Se dice que es convergente si la sucesion
de matrices {A™}°_, converge a la matriz nula cuando m — oo. Diremos
que A es divergente en cualquier otro caso.

Teorema 1.5. Sea A una matrizn x n. A es convergente si y solo si
p(A) < 1.

Demostracion. Vamos a utilizar la forma candnica de Jordan de la matriz A.
Dada la matriz A, sabemos que existe una matriz regular S € M, 4, (C) tal
que

Ji
A=9A5""=
Iy
donde cada Js € M,,_ «n.(C) es de la forma
As 1
J, =

As 1
As

10



y los {As}o_, son los autovalores de Ay también los de A puesto que son los
mismos. Dado que A™ = SA™S~1, vamos a calcular los elementos de A™

Los bloques de Jordan podemos escribirlos como
Js = >\sI + NS?

donde I es la matriz identidad de tamano ns X ng y Ny una matriz nilpo-
tente de orden ng. Inductivamente podemos dar una formula general para los
elementos de J!"

JI = (Al + N)™

= m )\;n + m )\Z‘_le 4+t m )\;n—(ns—l)N;zs—l.
0 1 ns — 1

Podemos escribir de forma general los elementos de J!" = [dZ(T)] de la siguiente
forma

0 si 1>
d" = ()N s i < j < min{ng,m+ i}
0 st mH41<j<ns
Supongamos que A es convergente, es decir, A™ 2% 0. Como A = SAS!
tenemos que A™ =% O y por tanto JI 27 0 lo que implica que

IA\s| <1 paral<s<r, esdecir, p(A) <1y como Ay A tienen los mismos
autovalores concluimos que ,o(A) < 1.

Reciprocamente si p(A) = p(A) < 1 tenemos que d(m 2720, es decir,
J 7% 0, 1o que implica que A 2225 Oy por tanto A 222 O, es decir,
A es convergente. []

1.2. Matrices irreducibles

Definicién 1.6. Para n > 2, decimos que la matriz A es irreducible si no
existe ninguna matriz de permutacion P tal que

Aqy A1,21

PAPT =
{0 Ay

11



donde Ay y Aaa son matrices cuadradas de tamanos kxk y (n—k) x (n—k)
respectivamente con k # 0,n. Si existe tal permutacion diremos que la matriz
es reducible.

Supongamos que queremos resolver Ax = b donde

_papr _ [ A
A= PAP _[O IR

Entonces podemos escribirlo de la siguiente manera

Aiax; + Aigxe = by
A2,2X2 = b27

es decir, resolver el sistema lineal original se reduce a resolver dos sistemas
lineales de menor tamano, de ahi el nombre de matrices reducibles.

Si reducimos la matriz A todo lo que podamos llegaremos a una matriz
que tiene la siguiente forma

Rl,l RLQ R RLm
@) R272 ce Rg’m
O O ... Run

siendo R;;, 1 <14 < m, una matriz irreducible o una matriz nula de tamano
1 x 1. Diremos que esta matriz es la forma normal de una matriz reducible.

Definicién 1.7. Un grafo dirigido es un par (V,A) donde V = {1,2,... n}
es el conjunto de vértices y A CV xV es el conjunto de aristas dirigidas, de
modo que el par ordenado (i,j) estd en A si existe una arista que parte del
nodo i y llega al nodo j. Dada una matriz A = |[a; ;|, el grafo G(A) asociado
a la matriz A es un grafo dirigido de tal forma que si a;; # 0, existe una
arista que parte del nodo i y llega al nodo j, es decir, A = {(i,7),1 <1i,j <

n:a;; #0}.

Definicién 1.8. Un grafo dirigido de n nodos es fuertemente conexo si para
cualquier par de nodos 1y j con 1 < 1,7 < n, existe un camino dirigido que
conecta i con j, es decir, existe un numero finito de pares (iy,13), (i, 13), .. .,
(tk—1,1) en A con iy =i e ix = j.

Teorema 1.6. Una matriz A es irreducible si y solo si su grafo dirigido G(A)
es fuertemente conexo.

12



Demostracion. Para la implicacién directa veamos que si G(A) no es fuerte-
mente conexo entonces A es reducible. Si G(A) no es fuertemente conexo,
entonces existen dos indices i # j tales que no es posible encontrar un camino
dirigido que parta del nodo 7 y llegue al nodo j. Si G(A) = (V, .A), consider-
amos los siguientes conjuntos disjuntos

I ={r eV : existe un camino dirigido que va de i a r},

J=V~ 1

Tomando la permutacion P, que ordena los nodos de forma que aparecen en
primer lugar los que estan en [ y después los que estan en J,

P:V—{I,J},
entonces A A
T 1,1 1,2
papr - [ ]

lo que prueba que A es reducible como queriamos ver.

Para el reciproco veamos que si A es reducible entonces el grafo asocia-
do G(A) no es fuertemente conexo. Si A es reducible existe una matriz de
permutacién P tal que

PAPT — |:Al,1 A1,2:|

O A272

Considerando esta matriz por bloques, no es posible encontrar un camino
dirigido que parta de un nodo ¢ del bloque 2 y llegue a un nodo j del bloque
1, luego G(A) no es fuertemente conexo. O

Veamos algunos ejemplos de aplicacién de este teorema. Consideramos
las matrices

1 11
A:[(l) ﬂ y B=1]111
1 11

En cuanto a la matriz A podemos observar que es reducible ya que el grafo
asociado G(A) no es fuertemente conexo porque no podemos ir del nodo 2
al 1. La matriz B es irreducible porque como podemos ver el grafo G(B) es

fuertemente conexo.

Ahora vamos a extender el teorema de Gerschgorin a matrices irreducibles.

13



G(B)
G(A)

Figura 1: Grafos dirigidos asociados a las matrices A y B

Teorema 1.7. Sea A una matriz irreducible y supongamos que \ es un au-
tovalor de A que estd en la frontera de la union de los discos de Gerschgorin
|z —a;;| < A;. Entonces, X estd en las n circunferencias |z — a;;| = N\, es
decir,

Demostracion. Sea \ un autovalor de la matriz A y x # 0 el autovector aso-
ciado, normalizado para que la componente de mayor moédulo sea la unidad.
Supongamos que dicha componente es la r-ésima, es decir, |z,| =1y |z;| <1
si i # r. Dado que Ax = \x, se tiene que

n
E a; jr; = A\x;, para cada 1 <17 <mn,
=1

o equivalentemente, podemos escribir

n

Z a;;x; = (A —a;;)x;, para cada 1 <i <n.
=1
j#i

En particular, para ¢ = r tomamos modulos, aplicamos la desigualdad trian-
gular, y tenemos que

n n
A —ar,| < largllzsl < ) langl = A (1)
— —
T

j=1
J#ET

ANl

J
J

14



Como A tiene que estar en la frontera de los discos a los que pertenece, debe
verificarse la igualdad en (1), es decir,

n

N = arel = D larjllzs| = A,
j=1
JFT

En consecuencia, para todos a,, # 0 con p # r, tiene que cumplirse que
|z,| = 1. Dado que A es irreducible, existe al menos un p cumpliendo a,, # 0,
luego |x,| = 1 y repetimos anterior cambiando r por p. Finalmente, por el
Teorema 1.6 como A es irreducible su grafo asociado, G(A), es fuertemente
conexo. Por lo tanto podemos encontrar un camino a,p, app,, - - ., ap,.; que
va de r a j para cualquier 1 < 5 < n. Repitiendo el proceso anterior con
los indices p, p1,...,Pm,J queda demostrado que todos los nodos tienen la
propiedad de que
A —aj;|=A;paral <j<n,

como queriamos ver.

1.3. Matrices diagonalmente dominantes

Definicién 1.9. Sea A una matriz n x n. Decimos que es diagonalmente
dominante si

n
Z ]ai,j| S |CLZ'71'|, 1§2§n
=¥
St la desigualdad es estricta diremos que A es estrictamente diagonalmente
dominante. Si es diagonalmente dominante, se da la desiqualdad estricta
para al menos un indice y es irreducible, diremos que A es irreduciblemente
diagonalmente dominante.

Teorema 1.8. Sea A = [a;;] una matriz estrictamente o irreduciblemente
diagonalmente dominante, entonces la matriz A es reqular. Ademds, si to-
dos los elementos diagonales de A son miumeros reales positivos entonces los
autovalores \; cumplen que

Re(\) >0, 1<i<n.

Demostracion. Para ver que A es regular basta con ver que A = 0 no es
autovalor. El caso mas sencillo es que A sea estrictamente diagonalmente

15



dominante, es decir,

n
Z |aij| <lail, 1<i<n.

<~
S

<

Por el Teorema 1.4 sabemos que si A es autovalor tiene que estar en la union
de los discos de Gerschgorin, es decir, debe cumplirse que

A —a;i] <Ay para algun .

Por reduccion al absurdo, supongamos que A = 0 es autovalor. Entonces
tendriamos que

|—aii| = [ai;| <A
en contra de que A es estrictamente diagonalmente dominante. Por tanto
A = 0 no es autovalor y en consecuencia A es regular. El hecho de que
Re()\;) > 0 es bastante intuitivo: puesto que A es estrictamente diagonal-
mente dominante es claro que si consideramos los discos de Gerschgorin,
los radios A; van a ser menores estrictamente que |a;;| y como los a;; son
numeros reales positivos claramente los discos estaran contenidos en la parte
del plano complejo con parte real estrictamente positiva y por tanto los au-
tovalores \; también.
En el caso de que A sea irreduciblemente diagonalmente dominante, por el
Teorema 1.7 si A es autovalor y no estd en el interir de los discos debe ocurrir
que

Si A = 0 fuera autovalor tendriamos que
|_ai7i| = |a'i7i| - Ai7 1 S l S n,

lo cual es imposible porque segun la Definicién 1.9 para algun indice i se

tiene
n
Ai = Z |ai,j] < |ai,i|.

=1
T#i

Al igual que antes y una vez descartado A = 0 como autovalor, es claro que

Corolario 1.5. Sea A = |[a; ;] una matriz hermitica, estrictamente diago-

nalmente dominante o irreduciblemente diagonalmente dominante cuyos el-
ementos diagonales son niumeros reales positivos, entonces la matriz A es
definida positiva.

16



Demostracion. Para ver que A es definida positiva basta comprobar que tiene
todos sus autovalores positivos. Podemos aplicar el Teorema 1.8 pues A es
estrictamente o irreduciblemente diagonalmente dominante y los elementos
diagonales de A son reales, entonces Re(\;) > 0 para 1 < i < n. Como A
es hermitica, sus autovalores \; son reales y en conclusién, como queriamos
ver, \; > 0 para todo 1 <17 < n. O

1.4. Matrices no negativas. El teorema de Perron-Fro-
benius

Definicién 1.10. Sean A = [a; ]|, B = [bi;] € Myuxm(R). Diremos que A >
B sia;; > bij para todol < i <nyl <j<m. SO esla matriz
nula, diremos que la matriz A es no negativa (resp. positiva) si A > O (resp.
A>0). SiA=laj] € Myum(C) denotaremos por |A| a la matriz cuyos
elementos son |a; ;|.

También utilizaremos esta notacién con vectores.

Lema 1.1. Si A > O es irreducible, entonces
(I+A)" >0

Demostracién. Basta ver que (I + A)"'x > 0 para cualquier x > 0,x # 0.
Recurrentemente, definimos la siguiente sucesion de vectores no negativos

Xpr1 = (I + A)xy, k=0,1,....,n—2,

donde xy = x. Puesto que I + A y x son no negativos, todos los x; seran no
negativos. De hecho vamos a ver que el vector X, tiene menos componentes
nulas que x;. Por reduccion al absurdo, supongamos que X;.1 vy X tienen
las tdltimas 7 componentes nulas, (si no fuera asi existiria un permutaciéon P

tal que
Pxpq1 = [g] y Pxp = [g]

donde a, 3 > 0 son vectores de tamano n — r).
Segun la ecuacién de recurrencia tenemos que

A, A
X1 = (1 + A)xy, = x5, + Axg = {CS] - [Ig] i [A; A;j [Ig]

siendo A;; y Ass matrices cuadradas de tamano n — r y r respectiva-
mente. Realizando las operaciones matriciales por bloques debe cumplirse
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que Ay 18 = 0, lo cual solo es posible si A1 = O porque B > 0, pero esto
entra en contradiccion con el supuesto de que A sea irreducible. Puesto que
x # 0, a lo sumo puede tener n — 1 componentes nulas, luego el vector xy
tendra a lo sumo n — k — 1 componentes nulas y por tanto

Xp—1 = (] + A)Xn—2 = ([ + A>2Xn—3 == (I + A)n_1X0 > 0.

Definicién 1.11. Sean A = [a; ;] > O irreducible y x > 0. Definimos

n
E :ai,jxj
j=1

ry =min | —| >0, r= sup ry>0.
;>0 Z,UZ x>0
x#0

Puesto que r« y rox coinciden para cualquier o > 0 nos basta considerar el
stquiente conjunto compacto

P={x20:|x[ =1}
al cual vamos a asociar otro conjunto de vectores positivos
Q={y=I+4)"'x:x€e P}

que también es compacto. Ademds ry es una funcion continua en Q por lo
que existe z > 0 tal que
Az > rz.

A este vector z lo llamaremos vector extremal.
Ademds, no existe ningun vector w > 0 tal que Aw > rw.

Lema 1.2. Si A > O es irreducible, la cantidad r de la Definicion 1.11
es positiva. Ademds, cada vector extremal z es un autovector positivo de A
asociado al autovalor r, es decir, Az = rz y z es positivo.

Demostracion. Puesto que A es irreducible no puede tener toda una fila nula.
Entonces si € = (1,...,1)T, el producto Ae tampoco puede tener ninguna
componente nula. En este caso y puesto que A > O tenemos que

n
Te = E Qi j >0
Jj=1

y por tanto r > re > 0.
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Sea ahora z un vector extremal de A, es decir, tal que
Az > rz.

Para que r sea autovalor asociado al autovector z tendria que darse la igual-
dad, es decir, si suponemos que

Az —rz=m >0, (2)

hay que ver que nn = 0. Por reduccion al absurdo, supongamos que n # 0.
Entonces alguna de sus componentes es positiva. Multiplicando en (2) por
(I +A)"! tenemos que

AT+ A" 'z —r(I+A)" 2=+ A)"'n>0.

Para simplificar, llamamos w = (I + A)" "'z > 0 y la desigualdad anterior
puede expresarse como Aw > rw. Si analizamos dicha desigualdad compo-
nente a componente tenemos que

n

E Qi W5 > TWi,

j=1
lo cual implica que

n
E :az',jwj
j=1

>r
W;
y, por tanto,

n
E :az}jwa‘

P Jj=1

Tw= min | —— | >,
1<i<n w;

llegando a contradicciéon por ser, por definicién, r > ry,. En conclusion, ten-
emos que 1 = 0 y, por tanto, z es autovector de A.
Finalmente, por ser r autovalor de A tenemos que

w=I+A)""z=(1+7r)"""g,

y como W y r son positivos, debe ser z > 0.
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Lema 1.3. Sean A = [a;;] > O irreducible y B = [b; ;| € Mux,(C) con
|B| < A. Si B es un autovalor cualquiera de B entonces,

6l <r

siendo 1 el valor de la Definicion 1.11. Ademdas, se puede dar la igualdad,
es decir, 3 = re'® para algin nimero real ¢ si y solo si |B| = A y B =
e?DAD™! siendo D una matriz diagonal con elementos unitarios.

Demostracion. Dado que [ es autovalor de B, sabemos que Bx = X con
x # 0. Escrito componente a componente

n
mewj = fx; para 1 <i <n.
j=1
Si tomamos mddulos
n n
1Blai] = 1Bl = 1> bigagl <Y [bigllagl,
j=1 j=1

luego
|8l1x| < [Bl|x| < Alx],

donde la segunda desigualdad se da por hipétesis y de donde deducimos que
| I} | < T|x| <.

Ahora si f = r se tiene que |x| es un vector extremal de A y por el
Lema 1.2 sabemos que |x| > 0 es autovector asociado al autovalor positivo
r. Ademas, debe ocurrir que

rix| = [Blx| = Alx|, (3)

puesto que |x| > 0, y junto con la hipétesis de que |B| < A debe ocurrir que
|B| = A.

Consideramos la matriz

Tn
|zn |

cuyos elementos no nulos tienen moédulo 1 y es claro que

x = Dlx]|. (4)
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Escribiendo = re para algtin ¢ € R, entonces podemos reescribir
Bx = 8x como
Bx = re'*x

y utilizando (4) .
BD|x| = re" D|x].

Denotando C' = e~ D~'BD, entonces Bx = $x se reescribe como
Clx| = r|x|.
Llevando esto a (3) se tiene que
rix| = Clx| = |B[|x| = Alx].
Por otro lado, de la definicién de C'y de la igualdad |B| = A se deduce
|IC| = |B| = A.

En consecuencia,

Clx| = |C]lx] = Alx|,
y como |x| > 0 deducimos que
C=|C|=A.
Finalmente, como C' = ¢~ D~'BD = A tenemos
B=¢eYDAD™".

Para el reciproco, es claro que si B = ¢ DAD™! entonces |B| = A por ser
A > Oy B tiene un autovalor 8 tal que |B| = 7. O

Corolario 1.6. Sea A > O irreducible. Entonces el autovalor r del Lema 1.2
coincide con p(A).

Demostracion. Segun el Lema 1.2, el valor r es autovalor de A y por tanto
r < p(A). Ademés, aplicando el Lema 1.3 tomando B = A tenemos que si /3
es autovalor de A,

8] <

siendo el autovalor de A. Entonces,

A) = max <r<plA
p(A) BEU(A)IBI <r < p(4)
y por tanto debe cumplirse que p(A) = r. ]
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Lema 1.4. Sea A > O irreducible. Si B es una submatriz cuadrada principal
de A entonces p(B) < p(A)

Demostracion. Como B es una submatriz principal de A, existe una matriz
de permutacién P tal que

B A
PAPT = b2l
[A2,1 Az
donde By A5 son matrices cuadradas de tamano mxmy (n—m) x (n—m),
respectivamente.
Definimos
B O
19

Es claro que p(B) = p(C) y O < C < PAPT con C # PAPT. Por el Lema
1.3 y el Corolario 1.6 sabemos que si § es autovalor de B,

1Bl <7 = p(A),

luego
B) = max |B] < p(A).
p(B) ,860(B)| | < p(A)

]

Lema 1.5. Sea A una matriz y ®(\) su polinomio caracteristico. Entonces
O'(N\) coincide con la suma de todos los determinantes de las submatrices
principales de tamano (n — 1) x (n — 1) de la matriz \I — A.

Demostracion. Para simplificar, llamamos B = Al — A. Por definicién de
determinante tenemos que

n

®(\) = det(B) = Y (=)™ [ bios

oESh =1
siendo 7(0) la signatura de la permutacién y
{_ai,j si i # J,
bij = S
A—a;; sii=j.
Ahora, derivamos respecto de A
W= 5 St T | ®
0€Sn k=1 Jj#k
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Por como estan definidos los b; ;, sabemos que

1,7

, _{1 si k=o(k),

ko(k) =
o (k) 0 en otro caso.

Entonces, podemos reescribir (5) como

PN =" > 0] biew

k=1 o€ Sn J#k
o(k) =k

Consideramos la aplicacién

n—1

R: {c€8S,:0k)=k} —
—>

o

ST

dada por (i) = o(i) para i # k. Puesto que o deja fijo el indice k, ambas
permutaciones tienen la misma signatura y, por tanto,

n

SN => | D D)™ ] biopy | = D det(AM — Agy),
k=1 [6€Sn-1 i=1 k=1
i#k

siendo Ay el menor de tamafio (n — 1) x (n — 1) que resulta de eliminar de
A la fila y la columna k. m

Teorema 1.9 (Perron-Frobenius). Sea A > O irreducible. Se verifica que

1) La matriz A tiene un autovalor positivo que coincide con su radio espec-
tral.

2) El autovector asociado al autovalor p(A) es positivo.
3) El radio espectral de A aumenta al aumentar cualquier elemento de A.

4) p(A) es un autovalor simple de A.

Demostracion.

1) Segun el Lema 1.2 el autovalor r es positivo y por el Corolario 1.6 sabemos
que coincide con p(A).
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2)

3)

Se sigue del Lema 1.2.

Si aumentamos algunos elementos de A, conseguiremos otra matriz B que
también es irreducible. Segin el Lema 1.3 y el Corolario 1.6, si a es un
autovalor cualquiera de A se tiene que

o] <7 = p(B).

Como esto ocurre para cualquier autovalor de A, se tiene que p(A) < p(B).
Ademas, la igualdad no puede darse, por la segunda parte del Lema 1.3
y puesto que A # |B|.

Sea ®(\) el polinomio caracteristico de A. Como p(A) es raiz de ®(N),
basta comprobar que es una raiz simple, o equivalentemente, tenemos que
ver que ®'(p(A)) > 0. Por el Lema 1.5 sabemos que

P’ (p(A)) = Zdet(p(A)] — A;;) paral <i<n,
i=1

siendo A;; el menor de tamano (n — 1) x (n — 1) que resulta de elim-
inar de A la fila y la columna i. Para cada i la funcién det(A — A, ;)
tiende hacia infinito cuando A tiende a infinito y no puede anularse para
ningtin A > p(A4;;). Por el Lema 1.4 sabemos que p(A) > p(A;;), entonces
det (p(A)I — A;;) > 0 para todo i y, por tanto, ®'(p(A)) > 0.

]

También podemos enunciar una generalizaciéon del Teorema de Perron-

Frobenius para el caso de matrices reducibles.

Teorema 1.10. Sea A > O. Se verifica que

1) La matriz A tiene un autovalor real no negativo que coincide con su ra-

dio espectral. De hecho es positivo, salvo que A sea reducible y su forma
normal sea estrictamente triangular superior.

2) El autovector asociado al autovalor p(A) es no negativo.

3) El radio espectral de A no decrece al aumentar cualquier elemento de A.

Demostracion. Supongamos que A estd en forma normal. Basta analizar lo
que ocurre con cada bloque diagonal.
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1)

Si R;; es una matriz nula de tamano 1 x 1, tiene un autovalor simple nu-
lo. Si R;; es irreducible, segtn el Teorema 1.9 tiene un autovalor positivo
que coincide con su radio espectral. Como el radio espectral de A sera el
mayor de los radios espectrales de los bloques R, ; diagonales irreducibles,
coincidirda con el correspondiente autovalor positivo del bloque de may-
or radio espectral. Si la forma normal de A es estrictamente triangular
superior es porque todos los I?;; son matrices nulas, y en consecuencia

p(A) = 0.

Si p(A) = 0, como la forma normal de la matriz serd estrictamente tri-
angular superior, basta tomar el vector e; = (1,0,...,0)T, que es no
negativo, como autovector asociado al 0.

Si p(A) > 0, existe un i tal que p(A) es el autovalor de mayor mddulo
de la matriz irreducible R;; y, por el Teorema 1.9 tiene un autovector
asociado w® > 0. El vector w con todas las componentes nulas excepto
las correspondientes al bloque i que se toman iguales al vector w?, es
no negativo y es autovector de la matriz A asociado al autovalor positivo

p(A).

Si el elemento que se aumenta corresponde a un bloque irreducible R;;
para el cual p(A) = p(R;;) entonces, por el Teorema 1.9 aumentard p(R; ;)
y, en consecuencia, aumentara p(A).

Si el elemento que se aumenta corresponde a un bloque irreducible R, ;
para el cual p(A) > p(R;;) aunque, por el Teorema 1.9 aumentara p(R; ;)
es posible que p(A) se mantenga igual.

Por tltimo, si se aumenta un elemento diagonal correspondiente a un
bloque 1 x 1 nulo, entonces claramente el radio espectral de dicho bloque
aumentard, pero es posible que no supere el valor de p(A).

También podria suceder que al aumentar algin elemento de A, los bloques
diagonales de su forma normal no cambiasen, en cuyo caso p(A) tampoco
cambia.

Lo que se puede afirmar en todos los casos es que p(A) no va a disminuir
al aumentar algin elemento de A.

]
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2. Analisis de convergencia de los métodos
iterativos clasicos

El objetivo en esta seccion es analizar la convergencia de los métodos iter-
ativos clasicos: Jacobi, Gauss-Seidel y SOR. Hablaremos de que los métodos
iterativos son convergentes cuando sean convergentes las correspondientes
matrices de iteracion.

2.1. Descripciéon de los métodos

Nuestro problema consiste en resolver un sistema lineal de n ecuaciones
con n incégnitas

Ax=Db

donde A € M,,x,(C) es una matriz regular con elementos diagonales no nu-
los y b € C" es un vector columna. Partiendo de una aproximacién inicial
a la solucién, x(, los métodos iterativos cldsicos generan una sucesion de
aproximaciones, x(™, con la esperanza de que converjan a la solucién ex-
acta del sistema, x, que sera tunica por la regularidad de A. Ademas, estos
métodos tratan de aprovechar la estructura y la dispersion de las matrices.

Los tres métodos que vamos a considerar parten de escribir A como
A =D — FE — F donde D es una matriz diagonal formada por los elementos
diagonales de A, F es una matriz formada por la parte estrictamente trian-
gular inferior de A con signo opuesto y F' es una matriz formada por la parte
estrictamente triangular superior de A también con signo opuesto. Entonces
podemos escribir el sistema lineal original como

(D—E—-F)x=h. (6)

2.1.1. Método de Jacobi

Reescribiendo (6) de forma equivalente
Dx = (E+ F)x+b,
podemos llevar a cabo el siguiente método iterativo
Dx™Y — (E4+ F)x™ +b,  m>0.

Como los elementos diagonales de A son no nulos, D es invertible y tenemos
que
x"t) = D"YE+ F)x™ + Db, m >0,
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a lo que llamaremos método de Jacobi. A la matriz
J=DYE+F)

la llamaremos matriz de iteracién del método de Jacobi asociada a la matriz
A. Si definimos las matrices L = D™'E y U = D™'F, se tiene que

J=L+U
y, teniendo en cuenta que E + F' = D — A, se puede escribir también
J=1-D"A

De estas tultimas desigualdades, se deduce facilmente que J tiene los elemen-
tos diagonales nulos.

2.1.2. Método de Gauss-Seidel

Analizando el método de Jacobi podemos observar que al hacer el calculo

de la componente i-ésima del iterante x(™*1) podriamos utilizar las compo-
(m+1) (m—+1) . ;

nentes ,...,T;_; ~ que ya tenemos calculadas de este y, si el método

esta convergiendo, cabe esperar que se cometa menor error. Esta es la idea

bésica del método que vamos a describir a continuaciéon en forma matricial
(D — E)x™) = px™ 4+ b m>0.

Como la matriz D — E es regular, por ser triangular con elementos diagonales
no nulos, tenemos que

x" = (D - E)'Fx"™ +(D-E)"'b, m>0.

A la matriz
Ly =(D— E)*lF

la llamamos matriz de iteracion del método de Gauss-Seidel asociada a la
matriz A.

2.1.3. Método SOR (M¢étodo de sobrerrelajacion sucesiva)

El tercer método esta relacionado con el de Gauss-Seidel en el sentido de
que para calcular la componente ¢-ésima de un iterante utiliza una combi-
nacién lineal de la componente i-ésima del iterante anterior y de la compo-
nente i-ésima que se obtendria con el método de Gauss-Seidel. En notacion
matricial el método se escribe como

(D — wE)x™) = [(1 —w)D —wF)x™ 4+wb,  m >0,
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donde w es un parametro real no nulo.
Como los elementos diagonales de A son no nulos, la matriz D — wE es
regular para cualquier valor de w y, por tanto, se tiene que

X" = (D= wE) (1 -w)D —wFx"™ +w(D-wE) b, m>0. (7)

Considerando de nuevo las matrices L = D™'E y U = D™'F, reescribimos
(7) como

x"D = (I —wL) (1 - w)] —wU]x"™ +w(I —wL)'D'b,  m>0.
A la matriz
L,= (- wL)’l[(l —w)l +wU]

la llamamos matriz de iteracién del método SOR asociada a la matriz A y el
pardmetro w se llama factor de relajacion.

Los tres métodos anteriormente descritos se pueden escribir de una forma
mas general como

MxmH) = Nx(™ L b (8)

o, equivalentemente,
x("H) = MTINX + M b, (9)

donde A = M — N es una escisién de la matriz A. La matriz de iteracion
del método serd M~'N. La siguiente tabla recoge cémo estdn definidas las
matrices M y N para cada uno de los tres métodos considerados.

Método M N

Jacobi D E+F
Gauss-Seidel D—-FE F

SOR 1(D—wE) | L(wF + (1 -w)D)

Si sustituimos estos valores de M y N en (9) obtendremos el método
correspondiente.
Aunque el analisis de convergencia de los métodos se realizara utilizando
(9), la implementacién préctica de los mismos se basa en (8), que requiere
resolver en cada iteracion un sistema lineal con matriz M. El hecho de que en
los métodos considerados la matriz M sea diagonal o triangular se traduce en
que el costo operativo de resolver un sistema lineal con matriz M es mucho
menor que el de resolver el sistema original con matriz A.
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A cada uno de estos métodos iterativos podemos asociarle el vector de error
que definimos para cada iterante como

e™ = x™ _x param >0,

donde x es la solucién exacta del sistema Ax = b y x(™) es la aproximacién
a la solucién tras m iteraciones. Se satisface la recurrencia

donde B = M~'N es la matriz de iteracién del método. Podemos escribir el
error tras m iteraciones como

e — Belm=1) — ... — Bme(o), para m > 0.

Ademdés, por el Teorema 1.5 sabemos que €™ — 0 para cualquier eleccién
de e si y solo si p(B) < 1.

Definicién 2.1. Sea A una matriz convergente. Definimos la razon asintotica
de convergencia como

Roo(A) = —In(p(A)).

Si B es la matriz de iteracion del método, asintoticamente, por cada
i i6n del método 1 del divid R (B) |
iteracion del método la norma del error se divide por e . Entonces para
dividir el error por €", asintéticamente, necesitaremos RL(B) iteraciones.
o0

2.2. El teorema de Stein-Rosenberg

En esta seccion presentaremos el teorema de Stein-Rosenberg, que va a
comparar la velocidad de convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-
Seidel, basandose en la comparacién de los radios espectrales de las matrices
de iteracién de dichos métodos.

En general, no existe ningin resultado que asegure que un método sea
mejor que el otro. Sin embargo, anadiendo la condicién de no negatividad a
la matriz de Jacobi, el teorema de Stein-Rosenberg demuestra que estos dos
métodos son comparables y, en caso de convergencia, podremos decir cual de
los dos es mejor.

Definicién 2.2. Sea J > O wuna matriz cuyos elementos diagonales son
nulos. Podemos expresar esta matriz como J = L + U, donde L y U son
matrices estrictamente triangular inferior y superior, respectivamente. A este
tipo de matrices las llamaremos matrices de Jacobi.
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Definicién 2.3. Sean L y U matrices estrictamente triangular inferior y
superior respectivamente. Para o > 0 definimos

m(a) = plaL +U),

n(o) = p(L +oU).
En particular, m(1) = n(1) = p(J).

Lema 2.1. Sea J = L+U > O la matriz de Jacobi. Si p(J) > 0 entonces las
funciones n y m que acabamos de definir son ambas estrictamente crecientes
y si p(J) =0 entonces n(c) = m(o) = 0 para cualquier o > 0.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que J es reducible y su forma
normal es estrictamente triangular superior. Por el Teorema 1.10 sabemos
que p(J) = 0. Ahora, sea M(0) = oL + U. La matriz M (o) también es una
matriz reducible para cualquier ¢ > 0, ya que su grafo dirigido va a coincidir
con el de J o, en caso de que o = 0 el grafo ain tendra menos aristas que
G(J). La forma normal de M (o) también debe ser estrictamente triangular
superior y, por tanto, p(M (o)) = 0, es decir, m(c) = 0.

De forma andloga se prueba que n(c) = 0.

Ahora, supongamos que J es irreducible. Por el Teorema 1.9 sabemos que
p(J) > 0. Para ¢ > 0, la matriz M (o) que definimos antes es irreducible.
Entonces por el Teorema 1.9, p(M (o)) aumenta si aumentamos algin ele-
mento de M (o), es decir, si aumentamos o. Por tanto, la funcién m(o) es
estrictamente creciente.

De igual manera se prueba que n(o) es estrictamente creciente. [l

Teorema 2.1 (Stein-Rosenberg). Sea J=L+U la matriz de Jacobi de tamaro
n X n que suponemos no negativa y con todos los elementos diagonales nulos,
y sea L1 la matriz de iteracion de Gauss-Seidel. Entonces una y solamente
una de las siguientes relaciones es valida

1) p(J) = p(L1) =

2) 0 <p(Ly) <p(J) <
5) 1< p(J) < p(L1),
4) p(J) = p(Ly) = 1.

En conclusion, la matriz J de Jacobi y la matriz L1 convergen o divergen
simultdneamente.
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Incluimos en este memoria Unicamente la demostracion del teorema en

el caso en que la matriz de iteracion del método de Jacobi es, ademas, irre-
ducible.

Demostracion. Sean L; la matriz de Gauss-Seidel y J = L + U la matriz
de Jacobi que suponemos no negativa e irreducible. Sabemos que I — L es

regular y
(I-L)y'=>"I"
r=1

Como L es estrictamente triangular inferior esta suma es finita,
(I-L)y'=I+L+---+L"">0.

Por tanto £; = (I — L)7'U > O. Por el Teorema 1.10 sabemos que existe
x > 0 de tal forma que
Lix = XX, (10)

siendo A = p(L;) > 0. Dado que J es irreducible, sabemos que las matrices
AM+Uy L+ %U son también no negativas e irreducibles. Entonces podemos
escribir (10) de las dos siguientes formas

(AL +U)x = Ax,
(L + lU)X—x
3 = X.

De aquf deducimos que m(A) = X y n(5) = 1. Ademds, A > 0 y x > 0, dado
que las matrices AL+ U y L + %U son irreducibles.

1) Sip(J) = 0 sabemos que m(c) = n(o) = 0 para cualquier o > 0. Supong-
amos que existe A > 0 tal que

L1X = X,

o equivalentemente,

(AL + U)x = Ax.

Entonces A es autovalor de AL 4+ U, es decir,
A< p(AL+U)=m(\) =0.

Lo cual entra en contradiccion con el supuesto de que A sea positivo, luego
p(J) = p(L1) = 0.
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2) Supongamos que 0 < p(J) < 1. Sabemos que n(1) = p(J) <1, n(5) =1

y que n es estrictamente creciente. Luego debe ocurrir que 1 < % o,
equivalentemente, 0 < A < 1. Como m(1) = p(J) y m es estrictamente
creciente tenemos que

A =m(\) <m(1l) = p(J).
En conclusién, 0 < p(£1) < p(J) < 1 como querfamos ver.

3) Supongamos ahora que p(J) > 1. Andlogamente al caso anterior se tiene
que 1 < p(J) < p(Ly).

4) Si p(J) = 1 sabemos que m(o) = n(o) = 1. Supongamos que existe A > 1
tal que

,ClX = \x
o0, equivalentemente,
1
(L + XU)X = X.

Entonces 1 es autovalor de L + %U , es decir, 1 < n(%) Por el caracter
estrictamente creciente de n debe ocurrir que 1 < % Pero esto es imposible
si A > 1, por tanto A =1y p(J) = p(Ly) = 1.

]

Corolario 2.1. Sea J la matriz de Jacobi. Bajo las hipotesis del Teorema
2.1, si 0 < p(J) < 1, entonces Roo(L1) > Roo(J).

Demostracion. Por el Teorema 2.1 sabemos que se tiene que cumplir que
0 < p(Ly) < p(J) < 1. Teniendo en cuenta la definicién de la razén asintotica
de convergencia, es claro que Ry (L1) > Roo(J). O

De aqui podemos concluir que, cuando los dos métodos convergen el méto-
do de Gauss-Seidel es asintoticamente mas rapido que el de Jacobi.

2.3. Determinacion del factor de relajacion 6ptimo de

SOR

El problema de calcular para el método SOR el factor de relajacién que ll-
eva a una mayor velocidad de convergencia, en general, es complicado. De he-
cho no existen resultados generales para la determinacion de este parametro.
En esta seccion vamos a deducir cual es el factor de relajacion 6ptimo en el
caso particular de matrices 2-ciclicas. Vamos a medir la velocidad de conver-
gencia mediante la razon asintotica de convergencia. El método serd mejor
cuanto mayor sea su razén asintotica de convergencia, o equivalentemente,
cuanto menor sea el radio espectral de la matriz de iteracion del método.
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Teorema 2.2. Sean J = L+ U la matriz de Jacobi y L, la matriz del SOR.
Entonces
p(L,) > |w — 1| para cualquier w,

y la tgualdad se da solo si todos los autovalores de L, tienen modulo |w —1].

Demostracion. Dado que Ly U son matrices estrictamente triangular inferior
y superior respectivamente, sabemos que det(L) = det(U) = 0. También es
claro que det(I —wL) = 1y, por tanto, det((I —wL)™!) = 1. Entonces

det(L,) = det((I —wL) ') det((1 —w)l +wlU) = (1 —w)™

Dado que det(L,,) = [/, Mi, siendo ), los autovalores de L,,, tomando médu-

los se tiene que
n
w11 =TTIn
i=1

Si existe un indice ¢ de tal forma que |\;| < |w — 1|, entonces existird otro
indice j tal que |Aj| > |w — 1| y, por tanto, p(L,) > |w — 1|.
Si || = |w — 1] para todo 1 <i < n, es claro que p(L,) = |w — 1]. O
Definicién 2.4. Sea A € M,,«,(C). Diremos que A es débilmente 2-ciclica
si existe una matriz de permutacion P tal que

O ALQ
Ay O |7
donde las submatrices diagonales nulas son cuadradas de tamanos r X r y

(n—r)x(n—r)conl<r<n.A esta matriz la llamaremos forma normal
de una matriz débilmente 2-ciclica.

PAPT = {

Teorema 2.3. Sea A > O, irreducible y débilmente 2-ciclica. Entonces su
polinomio caracteristico es de la forma

a(t) = " T - 32)

con m + 2r = n. En consecuencia, A tiene dos autovalores de mddulo p(A).

Demostracion. Basta con ver que si A # 0 es autovalor de A entonces —\
también lo es y con la misma multiplicidad. Supongamos que A esta en forma
normal. Entonces

O(z) = det(zl —A) =det { ey —Arp —zI, A1,21

_AQ,l ZIn—7r:| B (_1> det |:_A2,1 ZIn—r

_ T n—r _Z]r _AI,Q o n _er _AI,Q
= (=D)"(=1)" " det {_Azl —an—ql = (—1)"det {_A2,1 _Z]n—r‘|
= (=1)"det(—zI — A) = (—1)"P(—2).
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Derivando j veces la relacion
®(z) = (=1)"®(—2)

tenemos que
q)(j)(z) — (_1>n+jq)(j)(_z)_
Ahora, A es autovalor de A de multiplicidad k si y solo si
PN =P (N\) =---=d*D()\) =0,
M(X) # 0,

o equivalentemente,

(1) 0(=2) = (1)@= = - = ()R- =0,

y que
P (=N) #0,

es decir, —\ es autovalor de A de multiplicidad k, como queriamos ver. [

Definicién 2.5. Diremos que una matriz A es 2-ciclica si la matriz de Jacobi
asociada

J=1—-D"A,

es débilmente 2-ciclica. Como viene siendo habitual en este capitulo, D es
una matriz diagonal cuyos elementos son los elementos diagonales de A.

Definiciéon 2.6. Sea A una matriz 2-ciclica. Decimos que A estd consisten-
temente ordenada si los autovalores de la matriz

1
J(a)=alL+—-U
«

son independientes de o, para o # 0. Ademds, también podemos decir que
la matriz de Jacobi, J = L + U, es consistentemente ordenada. En caso
contrario, diremos que A y J estdn inconsistentemente ordenadas.

Teorema 2.4. Sea J = L + U una matriz consistentemente ordenada y
débilmente 2-ciclica. Para cualquier o, B,v € C se tiene que

D=

det[yI — (aL + pU)] = det[yI — (af)2 (L + U)].
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Demostracion. Dado que el determinante de una matriz es el producto de
todos sus autovalores, basta ver que vI — (oL + BU) v vI — (aB)2(L + U)
tienen los mismos autovalores, o equivalentemente, que los autovalores de
aL + U y (af)z (L + U) coinciden.

Sia =068 = 0setiene que la matriz a L+ U es estrictamente triangular
y, por tanto, sus autovalores son nulos. Por otro lado la matriz (3)2 (L +U)
es la matriz nula, cuyos autovalores también son nulos.

Ahora, supongamos que « # 0y 5 # 0 y llamamos v = /«/(. Entonces

\/a_ﬁ[uL—F%U} =al + AU

y, por tanto, los autovalores de estas dos matrices deben coincidir. Como
J estd consistentemente ordenada sabemos que los autovalores de vL + %U
son independientes de v. En particular, si tomamos v = 1 tenemos que los
autovalores de aL + SU y v/af(L + U) son iguales, como querfamos ver. []

El problema que planteamos en esta seccién consiste en minimizar p(L,,)
cuando p(L,,) se ve como funcién de w. Al valor de w para el que se alcanza
dicho minimo lo llamaremos w éptimo y lo denotaremos por wy,.

Teorema 2.5. Sea A una matriz 2-ciclica de tamano nxn, consistentemente
ordenada y cuyos elementos diagonales son no nulos. Para w # 0, si A # 0
es un autovalor de L, y i cumple que

A +w—1)* = i, (11)

entonces p es autovalor de la matriz de Jacobi. Reciprocamente, si p es un
autovalor de la matriz de Jacobi y A satisface (11), entonces A es una auto-

valor de L.

Demostracion. Sabemos que I — wL es regular y det(/ —wL) = 1 debido al
caracter estrictamente triangular de L. Por tanto,

O(N) =det(AM — L,) = det(I —wl)det(A — L)

(I =wL)(M = L))

= det(({ —wL)\ —wU — (1 —w)I)
= det(A+w—1)] —wU —wAL).

Por el Teorema 2.4 sabemos que

®(A) = det((A+w — 1)1 — wAzJ).
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Dado que A es 2-ciclica, la matriz J es débilmente 2-ciclica y, por tanto,
1 ., . . ,

wAzJ también. Si p;, 1 < ¢ < n, es autovalor de J, segun el Teorema 2.3,

tenemos que

PN =N+ w-— l)mH[()\ +w—1)% — Ml

=1

con m+ 2r = n.

Supongamos que w # 0. Sea A # 0 un autovalor de L, entonces alguno
de los factores de ®(\) debe ser nulo. Sea p # 0 cumpliendo (11). Es claro
que A +w — 1 # 0y, por tanto, debe ocurrir que (A +w — 1)? — Mw?u? =0
para algin 1 <1 < r. Deben cumplirse las ecuaciones

A+w—1)% = 2,
A +w—1)% = \’p?,

luego Aw?(u? — p?) = 0. Entonces debe cumplirse que

p=Ep

y, por tanto, u es autovalor de J por el Teorema 2.3.
En caso de que pn = 0 y cumpla (11) hay que ver que u = 0 es autovalor de
J. Como \ es autovalor de L, tiene que cumplirse que ®(A\) = 0, es decir,

®(A) = det((A+w — 1) — wAz.J) = 0. (12)

Dado que p = 0 sabemos que A +w — 1 = 0 y podemos reescribir (12) de la
siguiente manera

B(A) = det(—wAzJ) =0.

De donde deducimos que p = 0 tiene que ser autovalor de J porque tanto A
como w son no nulos.

Reciprocamente, si p es un autovalor de J y A cumple (11), es claro que
alguno de los factores (A —w — 1)* — A\w?u? es nulo. Se tiene que ®(\) =0y,
en conclusion, A es autovalor de L. O

Teorema 2.6. Sea A una matriz 2-ciclica, consistentemente ordenada y
cuyos elementos diagonales son no nulos. Si la matriz de Jacobi asociada
a la matriz A converge y tiene todos sus autovalores reales, entonces

2
Wop = Ly,,) =W — 1.
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Demostracion. Segun el Teorema 2.5 los autovalores de las matrices de Jacobi
y del SOR se relacionan mediante la igualdad

A+ w—1)% = 2,
siendo p un autovalor de J con 0 < pu < p(J) < 1. Tomando raices tenemos
At+w—-1)= 2w,

Definimos la funciones

_/\+w—1

9 (M) para w # 0,

Fu(N) = £X2p

Es claro que g, es una recta como funcién de \ y, ademas pasa por el punto
(1,1). Su pendiente (1/w) es positiva y decrece cuando w aumenta. Al igual
que la pendiente, la mayor abscisa de los dos puntos de interseccion de g,
y fu también decrece al aumentar w hasta el momento en que g, se vuelve
tangente a la rama positiva de f,. Sea (5\, @) el punto de tangencia. En ese
punto debe ocurrir que las funciones y sus derivadas coinciden, es decir,

Saln
H#:)\%M, (13)
w

1 1~ 1

—==\"zp. 14
5 = 5A (14)

Despejando A de (14) y sustituyendo en (13) llegamos a la siguiente
ecuacion de segundo grado en w

Wro? — 40 +4=0.

Resolviendo obtenemos que

2

/i

Despejando p de (14) y sustituyendo en (13) obtenemos la abscisa del
punto de tangencia, A=0—-1.Sw>o ya no tendriamos punto de corte con
la rama positiva de f,. Entonces las raices de (13) serian ntimeros complejos
conjugados de médulo w — 1. Vamos a considerar las curvas f,;)(A) y fu(A)
siendo 0 < p < p(J), que estan representadas en la Figura 2 por las parabolas
azul y roja, respectivamente. Es claro que la pardbola correspondiente a p(.J)
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Figura 2: Graficas de las funciones f, y g.

es mds abierta que la correspondiente a otro autovalor de menor médulo p.
Sean A,(s) y A las abscisas de los puntos de corte de fys) con gy, y de f,

con g,,, respectivamente. Como podemos observar en la Figura 2, A, > A.
Por otro lado, la recta g, (A) corta también a la curva f,,, , pero lo hace en

un punto cuya abscisa es mayor que A,. Entonces debe ser

2
1+/1- p2(B)

p(Ly,,) = wop — 1.
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3. Aplicaciones

3.1. El calculo del PageRank de Google

Como bien conocemos, Google es el buscador mas popular y mas utilizado
del planeta. Tiene en su base de datos miles de millones de paginas web y
atiende mas de 3000 millones de consultas diarias por parte de los usuarios
de internet [10]. En el disefio del buscador hay muchos aspectos a tener en
cuenta como el almacenamiento de toda la informacion, la gestién de las
consultas de los usuarios o la bisqueda dentro de las bases de datos, y todas
estas acciones deben realizarse de forma eficiente. Nosotros en esta subseccion
vamos a tratar otra cuestion. Supongamos que tras la bisqueda realizada se
han encontrado n paginas que contienen informacién que puede resultar util
al usuario. El problema es,

sEn qué orden se muestran los resultados?

La solucion: el algoritmo de PageRank. La tnica informacién que necesita
dicho algoritmo son las paginas web, las cuales visualizaremos como nodos
de un grafo dirigido ponderado, y los enlaces que hay de unas a otras que
seran las aristas del grafo.

Asociado al grafo tendremos la matriz de incidencia A = [a; ;] definida
por

1 sila pagina ¢ enlaza a la pagina j,
Qo =
" 0 en otro caso.

Supongamos que el usuario navega aleatoriamente por la red. En el in-
stante inicial el usuario se sitiia aleatoriamente en una de las n paginas y
va moviéndose a paginas a las que enlaza la pagina que actualmente esta vis-
itando. Se supone que cada uno de los enlaces tiene la misma probabilidad de
ser elegido por el usuario. Construimos en primer lugar la matriz P = [p; ;]
donde p; ; es la probabilidad de que en un click el usuario vaya de la pagina 7
a la pagina j. Es decir, si desde la pagina ¢ hay enlaces a n; paginas, entonces
Dij = n% para cada j con a;; = 1, y si la pagina i no tiene enlaces a ninguna
otra pagina entonces p;; = 0 para 1 < j < n. Esta matriz es dispersa, se
construye facilmente a partir de la matriz de incidencia A pero, en general, no
es irreducible dado que en la practica hay paginas que no contienen enlaces
a ninguna otra.

Para intentar conseguir una matriz irreducible definimos a continuacion

1
S ="PT + —ew’,
n
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Figura 3: Ejemplo de una red con 5 paginas web. En las aristas aparece la
probabilidad que hay de pasar de cada pagina a las que tienen enlace desde
ella.

donde e es el vector columna de R"™ con todos los elementos iguales a uno y
w = (wy, ..., w,)" estd definido por

{1 si la fila i-ésima de P es nula,
w; =

0 en otro caso.

Esta matriz S sigue siendo dispersa aunque no tendra tantos elementos nulos
como P. El término que se afade a la matriz PT para construir la matriz S
refleja el hecho de que si un usuario esta en una pagina que no tiene enlaces a
ninguna otra, se movera a cualquiera de las n paginas de la red con la misma
probabilidad 1/n. Ademds, de este modo, se conseguird que la matriz S sea
una matriz estocastica, es decir, 0 < s; ; <1 paral <i,j <ny Se=e.

Veamos que interpretacion podemos darle a esta matriz S. Si denotamos
por q al vector cuya componente i-ésima es la probabilidad de que el usuario
esté visitando la pagina 7 en el momento actual, la componente i-ésima del
producto Sq representa la probabilidad de que el usuario esté visitando la
péagina i@ después de un click.

En un tercer paso, se define la matriz de Google como

G=aS+(1- a)%eeT

donde « es un parametro real que toma un valor entre 0 y 1. El pardmetro «
controla la prioridad que se le da a la estructura de enlaces de la web frente a
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la idea de que desde cualquier pagina se puede ir en un click a cualquier otra
con probabilidad igual a % La matriz G es no negativa, ya no es dispersa,
sino llena, sigue siendo estocastica y, ademas, es irreducible. Por el caracter
no negativo e irreducible de G los Teoremas 1.7 y 1.9 garantizan que 1 es el
autovalor dominante, que es simple y, por tanto, que el método de la potencia
aplicado a G converge hacia él. Ademas, el autovector asociado también es
no negativo, y normalizado adecuadamente, es un vector de probabilidad con
las probabilidades de que un usuario esté visitando cada una de las n paginas
de la red cuando el niimero de clicks se hace grande. Las paginas con mayor
probabilidad de ser visitadas deben considerarse como mas importantes en
la ordenacién de los resultados de una busqueda. El vector de PageRank es,
por tanto, el autovector asociado al autovalor 1 y, por tanto, satisface que

Gm = . (15)

En cuanto a la computacion practica de dicho vector 7, utilizaremos el
comando sparse para realizar los célculos eficientemente y no vamos a cal-
cular expresamente la matriz G porque perderiamos las ventajas del caracter
disperso de la matriz de incidencia del grafo de la red y seria mucho mas
costoso aplicar el método de la potencia. Para la ilustracion numérica que
incluimos en esta subseccion, hemos generado un cédigo en Matlab, censor-
ship.m, para construir la matriz P de probabilidades y el vector w a partir
de la matriz de adyacencia del grafo de una red.

Hemos tomado datos reales reducidos encontrados en [7]:
http://www.cs.toronto.edu/~tsap/experiments/datasets/

Trataremos aproximadamente con 2600 paginas web. Sin mas que utilizar el
comando spy de Matlab, podemos ver la estructura de ceros de la matriz P
con la que hemos trabajado. Solo los puntos azules representan elementos no
nulos de la matriz. Poco més del 1% de los mds de seis millones de elementos
de la matriz es no nulo.

En la funcién pagerank.m hemos programado el método de la potencia
de una manera eficiente, aprovechando el caracter disperso de la matriz P y
las herramientas con las que cuenta Matlab para trabajar con este tipo de
matrices [5]. Nuestro problema consiste en encontrar el autovector asociado
al autovalor dominante, es decir, encontrar 7 de tal forma que se cumpla
(15). Al aplicar el método de la potencia es necesario calcular productos
Gn® donde 7w serd la aproximacién al vector 7 tras k iteraciones. Para
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Figura 4: Estructura de dispersiéon de la matriz P

ello escribimos Gar®) como

1 1
G = aPTra® 4 a—ew'n®™ + (1 - a)=ee
n n
1 1
N a—e(WTﬂ'(k)) +(1— a)_e<eT7r(k))
n n

= aPTx® 4 % [(aw” + (1 —a)e’) ﬂ(k)] e
y asi las correspondientes operaciones se haran de la forma mas eficiente
posible y aprovechando el caracter disperso de las matrices.

Una vez calculada una aproximacién al autovector dominante, cuya com-
ponente ¢-ésima indica la importancia de la pagina web ¢, el programa pager-
ank.m da como salida un vector numérico con los indices de las paginas web
ordenados por orden de importancia decreciente de las mismas, es decir, la
péagina cuyo indice aparece en la primera posicion del vector es la mas impor-
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tante y sera la primera que aparezca en el resultado de la buisqueda realizada
con Google.

Tomando como pardmetros de entrada a = 0.85 (el valor sugerido en
[7]), tol =107% (para parar la iteracién en el método de la potencia) y N =
100 (ndmero maximo de iteraciones, por si la convergencia fuese demasiado
lenta), mostramos a continuacién la salida, reducida a las 20 paginas web
mas importantes.

niter =

49

page =

6
1248
300
1242
1064
1
2041
54
990
1246
1191
13
981
1223
2353
2035
220
350
2352
15

El parametro «, ademas de controlar la prioridad que se le da a la es-
tructura de enlaces de la web, también influye en la razén asintética de con-
vergencia del método de la potencia. Considerando el valor 0.85 el algoritmo
serd eficiente y efectivo. Nos gustaria que el algoritmo tratara con una estruc-
tura de la web lo mas parecida a la realidad, pero cuando o« — 1 el método
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de la potencia necesita muchas mas iteraciones para encontrar la solucién.
Tomando como tolerancia 1079, en la siguiente tabla podemos ver cémo va
aumentando el numero de iteraciones necesarias cuando « se aproxima a 1.

o Numero de iteraciones
0.5 12
0.7 23
0.85 49
0.95 152
0.99 770
0.999 7726

La velocidad de convergencia del método de la potencia depende del co-
ciente |§—j| entre el médulo del segundo y del primer autovalor dominante de
la matriz. Cuanto menor sea este cociente la convergencia serd mas rapida
(Langyville, 2006, p. 42).

Si variamos ligeramente el parametro «, por ejemplo, a = 0.7, y ejecuta-
mos de nuevo nuestro programa, vemos que el orden de importancia de las
péaginas web no varia mucho. De hecho de las primeras 20 paginas obtenidas
como mas importantes para los dos valores de « considerados, 17 son co-
munes a ambos listados. La siguiente salida es la que se obtiene cuando a =
0.7

niter =

23

page =

300
1248
1064
1242

54

2041
13
981
15
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2155
1223
2
2035
1191
23
350
990
220

El algoritmo que utiliza Google actualmente para calcular el vector PageR-
ank incorpora al algoritmo basico que acabamos de describir diversas mejoras
que estan fuera del alcance del trabajo que presentamos.

3.2. Anadlisis de resultados de competiciones deporti-
vas

En los deportes hay muchos factores que se pueden tener en cuenta a la
hora de decidir un ranking de los equipos participantes en una competicion.

En esta subseccion vamos a utilizar la teoria de Perron-Frobenius y, de
nuevo, el método de la potencia, para elaborar un ranking de los n equipos
participantes en una competicion de fatbol en la cual no se enfrentan todos
contra todos. Ideas similares han aparecido en [6] para la liga de fitbol uni-
versitario americana y en [4] para el tenis. La idea que hay detras del ranking
que vamos a elaborar es asignar a cada equipo una puntuacion que tenga en
cuenta tanto el resultado de sus enfrentamientos con los otros equipos, co-
mo la fortaleza de los rivales a los que se ha enfrentado. Si suponemos que
r=[r;], 1 < j <n, es el vector de ranking de los distintos equipos, podemos
definir la puntuacién del equipo i-ésimo como

n
p; = Zamrj para 1 <1 < n,
j=1
siendo a; j valores no negativos dependientes del resultado del enfrentamiento
entre el equipo ¢ y el equipo j.

Siguiendo [6], para definir los coeficientes a;; vamos a tener en cuenta el
nimero de goles que marca cada equipo a cada uno de los rivales, puesto que
en caso contrario, un equipo que gane su partido 7-0 sumaria a su puntuacion
lo mismo que un equipo que ha ganado 1-0 al mismo rival. Si denotamos por
S;; el nimero de goles que marca el equipo 7 al equipo j podemos elegir [6]

Sij+1

i
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Esta eleccion puede tener una debilidad, dado que un equipo puede aprovechar
un partido facil para marcar muchos goles y asi aumentar mucho su pun-
tuacion. Para paliar este efecto tomaremos, siguiendo de nuevo [6],

a;; =h (L) : (17)

Sij+Sji+2

siendo

1 1 1
h(xz) = 5 T g3s9m (:L‘ - 5) V[2z —1].

En el caso de que dos equipos i y j no se hayan enfrentado en [6] se sug-

iere mantener los coeficientes a;; = aj; = h(3) = 1 (como si se hubier-
an enfrentado y se hubiera producido un empate a 0). Nosotros sugerimos
incorporar un pardmetro « (andlogo al pardmetro utilizado en la determi-
nacion del PageRank de Google) que tome valores entre 0 y 0.5. El papel del
parametro « es asignar a los equipos una pequena puntuacién en caso de no
enfrentamiento entre ellos, que no se confunda con el % que se asignaria en
caso de empate real. En los experimentos numéricos hemos utilizado distintos
valores de o y veremos en la Tabla 1 qué repercusion tiene en la ordenacion
final. En el caso de que ¢ = j consideramos el valor a;; = 0 porque un equipo
no se enfrenta a si mismo. Como podemos observar, hay muchos detalles que
se pueden tener en cuenta, que van mejorando poco a poco el algoritmo y
cabria esperar que al anadir esta mejoras los resultados fueran cada vez mas
cercanos a los reales.

Una vez establecidas las puntuaciones de cada enfrentamiento, si consid-
eramos que el ranking final deberia ser proporcional a la puntuacion, ten-
driamos que encontrar un vector r tal que

Ar = JAr,

es decir, r tendra que ser autovector de la matriz A = [a; ;] no negativa e irre-
ducible que se ha definido anteriormente y que tiene en cuenta los resultados
de los enfrentamientos. El teorema de Perron-Frobenius se puede aplicar y
asegura que el autovector asociado al autovalor dominante satisface r > 0.
Para calcular el vector de ranking r hemos implementado la funcién cham-
pions.m que utiliza el método de la potencia para calcular el autovector
asociado al autovalor dominante.

Nosotros hemos trabajado con los resultados de la Champions League de
la temporada 2014-2015 en la que participaron 32 equipos.
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Clasificacion
real
Bayern Real Madrid
Bayern Bayern Real Madrid | Real Madrid Bayern
Real Madrid | Real Madrid Bayern Chelsea Chelsea
Oporto At.Madrid At.Madrid Oporto At.Madrid
PSG Oporto Chelsea At.Madrid
At.Madrid Monaco Oporto _W
Monaco Chelsea Monaco Arsenal Arsenal
Chelsea PSG Arsenal Br.Dortmund | Ath.Bilbao
Arsenal Arsenal Leverkusen Ath.Bilbao | Br.Dortmund
Schalke Br.Dortmund PSG PSG PSG
Br.Dortmund | Leverkusen | Br.Dortmund Monaco Leverkusen
Man.City Man.City Man.City Leverkusen Monaco
Basilea Schalke Ath.Bilbao Man.City Sp.Lisboa
Leverkusen Ath.Bilbao Basilea Sp.Lisboa Man.City
Shakhtar Shakhtar Shakhtar Anderletch Anderletch
Sp.Lisboa Basilea Schalke Olympiacos Basilea
Olympiacos Olympiacos Olympiacos Ajax Olympiacos
Ath.Bilbao Sp.Lisboa Sp.Lisboa Zenit Zenit
Anderletch Anderletch Benfica Shakhtar Ajax
Ajax Ajax Anderletch Basilea Shakhtar
Roma Zenit Zenit Schalke Benfica
Ludogorets Benfica Ajax Benfica Roma
Maribor Roma Roma Roma Schalke
Galatasaray | CSK Moscu | CSK Moscu Liverpool Liverpool
CSK Moscu Liverpool Liverpool CSK Moscu | CSK Moscu
Liverpool Maribor Maribor Maribor Maribor
Zenit Ludogorets Malmoe Ludogorets Malmoe
Benfica Malmoe Ludogorets Galatasaray Ludogorets
Malmoe Galatasaray | Galatasaray Malmoe Galatasaray
Bate Borisov Apoel Bate Borisov Apoel Bate Borisov
Apoel Bate Borisov Apoel Bate Borisov Apoel

Tabla 1: Clasificaciones de la Champions League obtenidas con diferentes
valores de los pardametros

A la hora de comparar las clasificaciones, mas que tener en cuenta la
posicién de cada equipo (pues la propia competicién no los clasifica) nos
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hemos fijado en la fase de la competicion hasta la que ha llegado cada equipo
y hemos identificado cada una de estas fases con colores segin indica la Tabla
2.

10
20
Semifinales 3°-4°
Cuartos 5°-8°
Octavos  9°-16°
Grupos 17°-32°

Tabla 2: Asignacion de colores por posiciones

La funcién champions.m tiene como parametros de entrada el pardmetro
a, un indicador que permite elegir si se realizan los calculos con (16) o (17),
la tolerancia para parar la iteraciéon del método de la potencia y el ntimero
maximo de iteraciones permitidas. En primer lugar, a partir de los resulta-
dos de los partidos jugados, se construye la matriz a la que vamos a aplicar
el método de la potencia, siguiendo los pasos descritos anteriormente y uti-
lizando (16) o (17) segun indique el correspondiente parametro de entrada.
Después con la funcién potencia.m calculamos el autovalor dominante y el
autovector asociado, que es el vector de ranking. Ordenado de forma decre-
ciente dicho vector da la clasificacion para los equipos.

En los experimentos numéricos hemos utilizado como nimero maximo
de iteraciones permitidas 100, como tolerancia para parar la iteracién del
método de la potencia 107% y distintos valores del pardmetro o entre 0 y 0.5.
Para definir la matriz A hemos utilizado tanto (16) como (17). La Tabla 1
muestra los resultados obtenidos para o = 0.1 y a = 0.5 (valor sugerido en
[6]) con las dos opciones (16) y (17). En la primera columna se ha incluido
la clasificacion real de la competicién. Se puede observar que los resultados
que mejor se ajustan a la realidad son los obtenidos con o = 0.1 y, dentro de
estos, no parece necesario utilizar (17).

3.3. Discretizacion del laplaciano en un dominio con
forma de L

En esta subseccion presentamos un ejemplo en el que son de aplicacion los

resultados tedricos presentados en la Secciéon 2. Nuestro objetivo es calcular

el estado estacionario de temperaturas de una placa en forma de L. Para ello
debemos resolver una ecuacion en derivadas parciales, que vamos a aproximar
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numéricamente utilizando diferencias divididas de segundo orden sobre una
malla uniforme de puntos (x;,y;) = (ih,jh), con los indices 4, j variando
adecuadamente para recorrer todos los nodos interiores del dominio con forma
de L y siendo h = % el didmetro de la malla. Estas aproximaciones las
calcularemos resolviendo con los diferentes métodos iterativos estudiados un
sistema lineal cuya dimension crece enormemente cuando h tiende a 0.

El dominio €2 donde queremos resolver la ecuacion de Poisson es el cuadra-
do [0,2] x [0,2] al que le quitamos el cuadrado de vértices (1,1), (1,2), (2,1),
(2,2). Vamos a resolver

Uy + Uyy = f(,Y), (z,y) € Q (18)

u(z,y) = g(v,y), (z,y) € 09, (19)

donde f y g estan definidas de la siguiente forma

fla,y) =5 (% - 1) (@® + y*) (zy) = 2,

g(z,y) = (zy)*.
De este modo la solucién exacta es conocida u(x,y) = (xy)z. El pardmetro
a da cuenta de la regularidad de la solucién exacta de (18)—(19) y, por tanto,
del orden de convergencia de las aproximaciones numéricas calculadas. En
los experimentos numéricos se ha tomado « igual a 9.
Si denotamos por U;; la aproximacién a la solucién de (18) en el nodo

(xi,y;) y escribimos F; ; = f(x;,vy;), el sistema lineal que tenemos que resolver
es el siguiente:

Ui T Uicj + Uija + Uiy —4U;
h2 — E,j?

(20)

con los indices 4, j variando adecuadamente para recorrer todos los nodos
interiores del dominio con forma de L. El orden utilizado tanto para los
nodos como para resolver las ecuaciones en los métodos iterativos es el orden
natural (de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba). Los valores U, ;
correspondientes a nodos en la frontera del dominio no son incégnitas puesto
que deben satisfacer la condicién frontera (19). Dichos valores pasarian a
formar parte del término independiente del sistema lineal si se escribiese en
el formato general Ax = b.

Hemos programado en Matlab las funciones Jacobi.m, GaussSeidel.m
y SOR.m que implementan los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR,
respectivamente, para resolver este sistema lineal sin construir explicitamente
la matriz del sistema, sino utilizando (20).
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Vamos a ilustrar en primer lugar sobre este ejemplo el teorema de Stein-
Rosenberg. Para ello vamos a considerar diferentes valores del didmetro de la
red %, vamos a fijar una tolerancia para detener la iteracion y compararemos
el nimero de iteraciones necesarias para obtener aproximaciones con errores
inferiores a dicha tolerancia con los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Los
métodos de Jacobi y Gauss-Seidel aplicados a (20) con la ordenacién natural
de los nodos se escriben como

U+ UM+ U+ U, — R2F

(m+1) i
Ui, i para m > 0,
U umt ot - uttY - n2E
U(;nJrl) H—lj i—i-l =1 J para m > 0,

respectivamente, donde los superindices (m) y (m + 1) se refieren al nimero
de iteraciones realizadas. Como iterante inicial (para m = 0) se toma el que
tiene nulos todos los elementos correspondientes a nodos en el interior del
dominio.
En la siguiente tabla observamos el nimero de iteraciones necesarias para
cada uno de los2 métodos si tomamos la tolerancia proporcional al error de
h

discretizacion 160"

n | N° iteraciones Jacobi | N° iteraciones Gauss-Seidel
4 34 21

8 130 81

16 510 311

32 2060 1212

En todos los casos, el niimero de iteraciones que necesita el método de
Jacobi es superior al nimero de iteraciones requeridas por el método de
Gauss-Seidel. Este hecho estd de acuerdo con el apartado 2 del Teorema 2.1
que establece que cuando los dos métodos convergen, el radio espectral de
la matriz de iteracion de Gauss-Seidel es menor que el radio espectral de la
matriz de iteracion de Jacobi. El teorema de Stein-Rosenberg es de aplicacion
en este ejemplo porque la matriz de Jacobi es no negativa (ver (20)) y con
elementos diagonales nulos.

En segundo lugar, vamos a estimar numéricamente el valor del factor de
sobrerrelajacién 6ptimo del método SOR. El método SOR aplicado a (20)
con la ordenacién natural de los nodos se escribe como

(m) m+1) (m+1
U(m+1) w lej + Ui + U J+1 + U h2Fm‘

7] 4

+(1 - W)U,

30



Para estimar el pardmetro 6ptimo w,, hemos ejecutado SOR.m con valores
de w equiespaciados entre 0 y 2 (el intervalo en el que, segin la Teorema 2.2,
tiene que estar w para que el método sea convergente) y hemos dibujado en
una grafica el nimero de iteraciones frente al valor de w utilizado en cada
caso.

70
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Figura 5: Numero de iteraciones en funcién de w para n =4

En la Figura 5 se han representado los datos obtenidos paran =4y w =
0.1, 0.2, ..., 1.9. Podemos observar que el valor de w, de entre los utilizados,
para el que se realizan menos iteraciones es 1.3.

Por otro lado, hemos implementado en MatrizJacobi.m, la construccion
explicita de la matriz de Jacobi para el problema que nos ocupa, en funciéon
de n. Hemos calculado numéricamente el radio espectral de dicha matriz con
el comando eig de Matlab y hemos aplicado el Teorema 2.6 de la Seccion 2.3
que permite calcular el valor del pardmetro éptimo w,, en funcién del radio
espectral de la matriz de iteracion del método de Jacobi.

Como salida de MatrizJacobi.m cuando n = 4 obtenemos
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1.3090

Este valor coincide, dentro de la precisién utilizada en la estimacion numérica,
con el que habiamos estimado numéricamente, probando con distintos valores
de w y quedandonos con aquel que requiere un menor nimero de iteraciones
para satisfacer un mismo criterio de precision.

Se ha repetido el mismo experimento cuando se aumenta el nimero de
nodos en los que se obtiene aproximacion a la solucién de la ecuacién de
Poisson. Mas precisamente, se ha trabajado con n = 4,8,16 y 32.

En la siguiente tabla se pueden ver los valores de w,, calculados con la
funcién MatrizJacobi.m (segunda columna) y los estimados siguiendo el
procedimiento que se ha descrito para n = 4 pero tomando ahora w = 0.01,
0.02, ..., 1.99 (tercera columna).

n Wop Wop
MatrizJacobi.m | iterativos.m

4 1.3090 1.30

8 1.5716 1.57

16 1.7588 1.76

32 1.8716 1.87

Observamos, en primer lugar, que para cada n ambos valores distan menos
de una centésima, que es el espaciado que se ha utilizado para el parametro
w cuando se ha estimado w,, numéricamente. También se observa que al
aumentar n el valor del pardmetro éptimo w,, se va acercando a 2.

Para finalizar esta seccién, mostramos en la Figura 6 la distribucién de los
elementos no nulos de la matriz de iteracion de Jacobi para n = 4 cuando se
utiliza el ordena natural (arriba) y el orden blanco-negro (abajo). En la parte
inferior de la Figura 6 se observa el cardcter 2-ciclico de dicha matriz, una
de las propiedades necesarias para poder aplicar el Teorema 2.6 que nos ha
permitido calcular w,, en funcién del radio espectral de la matriz de iteracion

de Jacobi.
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Figura 6: Estructura de elementos no nulos de la matriz de Jacobi para n = 4.
Arriba: ordenacion natural. Abajo: ordenacién blanco-negro.
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Cédigos de MATLAB

En este apéndice vamos a incluir los programas de Matlab que hemos
implementado para realizar los experimentos en la Seccién 3.

A. Calculo del PageRank de Google
censorship.m

function [H,a] = censorship;
% Creamos y guardamos en un fichero la matriz con

%» la que vamos a trabajar y el vector indicador de
% las filas nulas de dicha matriz

H=sparse (dlmread(’adj_matrix_censorship.txt’));

ss=sum(H,2);

Inz=ss~=0; Yindices de las filas no nulas de H
H(Inz,:)=diag(1l./ss(Inz))*H(Inz,:);

a=("Inz)’;

H=H’;

%» La matriz a la que tenemos que aplicar el metodo
%» de la potencia es la que tiene normalizadas las
%» columnas, por eso guardamos la traspuesta

save matriz_censorship_ej H a

end
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pagerank.m

function [niter,b] = pagerank(alfa, tol, N);
% alfa: pardmetro alfa de Google

% tol: tolerancia para parar la iteraciédn

% N: numero maximo de iteraciones permitidas

load matriz_censorship_ej

%» Cargamos la matriz H y el vector a generados
% por censorship.m

% H: matriz (sparse) que tiene normalizadas las
% columnas que no son identicamente nulas

% a: vector (sparse) fila indicador de las

% columnas nulas

n=length(H); Jdimension de la matriz
y=(1/n*ones(1,n))’; ’vector columna,vector inicial
C=(alfax*x(a*xy)+(1-alfa))*sum((y)./n;
yl=alfax*x(H*xy)+C;

yl=y1/sum(yl);

niter=1;

while (niter<N & norm(yl-y)>tol)
y=y1i;
C=(alfax*(ax*xy)+(1-alfa))*sum(y)./n;
yl=alfax*x(Hx*y)+C;
yl=y1/sum(yl);
niter=niter+1;

end

if niter==
disp(’Se ha alcanzado el numero maximo de
iteraciones’)
end

v=y1l/sum(y1) ;
[vord,ind]=sort (v, ’descend’);

b=ind (1:20) ;

end
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B. Calculo del ranking de la Champions Lea-

gue

champions.m

function clas = champions(alfa,indh,tol, N);

% alfa: parametro utilizado en partidos no jugados
% indh: indicador para decidir si se usa la func. h
% tol: tolerancia para para la iteracion

% N: numero maximo de iteraciones permitidas

A=sparse(dlmread (’Champions_final.txt’));
n=length (A);

Aux=sparse(zeros(n,n));

for i=1:n

for j=1:n

end

end
champ=char(’Ajax’,’Anderlecht’,’Apoel’,’Arsenal’,’At
.Madrid’,’Ath.Bilbao’,’Barcelona’,’Basilea’,’Bate

if i==j
A(i,1)=0;
elseif A(i,j)+A(j,1i)==
Aux(i,j)=alfa;
Aux(j,i)=alfa;
elseif indh== % con h
Aux(i,j)=h((AC(i,j)+1)/(A(i,j)+A(j,1)+2));
else % sin h
Aux(i,j)=C(A(1,j)+1)/(A(Li,j)+A(j,1)+2);
end

Borisov’,’Bayern’,’Benfica’,’Br.Dortmund’,’
Chelsea’,’CSK Moscu’,’Galatasaray’,’Juventus’,’
Leverkusen’,’Liverpool’,’Ludogorets’,’Malmoe’,”’
Man.City’,’Maribor’,’Monaco’,’0Olympiacos’,’(Oporto

>,’PSG’,’Real Madrid’,’Roma’,’Schalke’,’Shakhtar’
,’Sp.Lisboa’,’Zenit’);

[niter ,lambda,v]=potencia (Aux,tol,N);
[vord,ind]l=sort (v, ’descend’);

clas=champ (ind, :) ;

end
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h.m

function h = h(x);
% Funcion h de [6]

h=1/2+1/2*sign(x-1/2) *sqrt (abs (2*xx-1));

end
potencia.m
function [niter, lambda, v] = potencia(Aux, tol, N)

% Funcion que implementa el metodo de la potencia

[n, nl=size (Aux);
x0=(1/n)*ones(n,1);

[M,i]l=max (abs (x0));
y=(1/x0(i)) .*x0; 7y0
z=Aux*y; %z 1

niter=1;

while (niter<N & abs(x0(i)-z(i))>tol)
x0=z;
[M,i]l=max (abs(z));
y=(1/z(i)) .*z;
z=Auxx*y;
niter=niter+1;
end

if niter==
disp(’Se ha alcanzado el numero maximo de
iteraciones’)
end

lambda=z(1i);

vV=y;

end
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C. Métodos iterativos clasicos
iterativos.m

function []=iterativos(alfa, n, omega)

% Estado estacionario de temperaturas de una placa
% en forma de L

% alfa: parametro de las funciones f y g

%» n: parametro que define el diametro de la malla
» omega: vector con valores de omega en (0,2)

h = 1/n;

N=2%n; % cuadrado [0,2]*[0,2]

tol=h*h/100; 7 tolerancia prop. al error de
discretizacion

% condiciones frontera (L)

x=[0:N]"’/n;

y=zeros (N+1,1);

U(C:,1) = (x.xy). (alfa/2); % cf en y=0

x=[0:n]"’/n;
y=2%ones (n+1,1);
U(l:n+1,N+1) = (x.*xy)." (alfa/2); 7 cf en y=2

x=[n:N]’/n;
y=ones(n+1,1);
U(n+1:N+1,n+1)=(x.*y) . (alfa/2); 7% cf en y=1

x=zeros (1,N+1) ;
y=[0:N1/n;
U(l,:) = (x.*xy). (alfa/2); 7% cf en x=0

x=2%ones (1,n+1) ;
y=[0:n]/n;
U(N+1,1:n+1) = (x.xy). (alfa/2); 7 cf en x=2

x=ones (1,n+1) ;

y=[n:N]/n;
U(n+1l,n+1:N+1)=(x.*y) . (alfa/2); 7% cf en x=1
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F=zeros (N+1,N+1);

x=[0:N]/n;

y=[0:N]’/n;

for i=2:N
for j=2:N

F(i,j)=(alfa/2)*(alfa/2-1)*x(x(i)*y(j)) .~ ..
(alfa/2-2)*x(x (i) "2+y(j)~2);

end

end

F(n+2:N+1,n+2:N+1)=zeros(N-n) ;

F=F’;

disp(’Jacobi’)

[niterj, V] = Jacobi(U,F,tol,h);
niterj

disp(’Gauss-Seidel’)

[niterg, V] = GaussSeidel (U,F,tol,h);
niterg

disp (’SOR”)

for i=1:length(omega)

[niters, V] = SOR(U,F,tol,h,omega(i));
niters

plot (omega (i) ,niters,’b.’);

hold on

end

xlabel (’omega’);

ylabel (’nimero de iteraciones’);

end
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Jacobi.m

function [niter ,U]l=Jacobi(U,F,tol,h);
%» Funcion que implementa el metodo de Jacobi
% para el problema de la placa en forma de L

N=length (U);
d=tol+1;
n=floor (N/2);
niter=0;

while max (max (abs(d)))>tol

x0=U;

for i=2:n
for j=2:N-1

U(i,j)=(x0(i+1,j)+x0(i,j+1)+...
x0(i-1,j)+ x0(i,j-1)-h*xh*F(i,j))/4;

end

end

for i=n+1:N-1
for j=2:mn
U(i,j)=(x0(i+1,j)+x0(i,j+1)+...
x0(i-1,j)+x0(i,j-1)-h*h*F(i,j))/4;
end
end

d=x0(2:N-1,2:N-1)-U(2:N-1,2:N-1);

niter=niter+1;
end

end
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GaussSeidel.m

function [niter ,U]l=GaussSeidel (U,F,tol,h);
%» Funcion que implementa el metodo de Gauss-Seidel
% para el problema de la placa en forma de L

N=length (U);
d=tol+1;
n=floor (N/2);
niter=0;

while max(max (abs(d)))>tol
x0=U;

for i=2:n
for j=2:N-1

U(i,j)=(x0(i+1,j)+x0(i,j+1)+U(i-1,j)+...

U(i,j-1)-h*xh*F(i,j))/4;
end
end

for i=n+1:N-1
for j=2:n

U(i,j)=(x0(i+1,j)+x0(i,j+1)+U(i-1,j)+...

end
end

d=x0(2:N-1,2:N-1)-U(2:N-1,2:N-1);

niter=niter+1;
end

end
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SOR.m

function [niter ,U]=SOR(U,F,tol,h,omega);
% Funcion que implementa el metodo SOR
% para el problema de la placa en forma de L

N=length (U);
d=tol+1;
n=floor (N/2);
niter=0;

while max(max (abs(d)))>tol

x0=U;
for i=2:n
for j=2:N-1
U(i,j)=omegax(x0(i+1,j)+x0(i,j+1)+...

U(i-1,3)+U(i,j-1) -h*h*F(i,j))/4 +...

(1-omega)*x0(i,j);
end
end

for i=n+1:N-1
for j=2:n
U(i,j)=omega*x(x0(i+1,j)+x0(i,j+1)+...

U(i-1,3)+U(i,j-1)-h*hxF(i,j))/4 +...

(1-omega)*x0(i,j);
end
end

d=x0(2:N-1,2:N-1)-U(2:N-1,2:N-1);

niter=niter+1;
end

end
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MatrizJacobi.m

function w = MatrizJacobi(n)

% Construccion por bloques de la matriz de Jacobi
% con el orden natural

%» n: parametro que define el diametro de la malla

h = 1/n;
N=2x*n; Y%cuadrado [0,2]*[0,2]

ong=ones ((n-1)*(N-1) -1,1);
ong (N-1:N-1:(n-1)*(N-1) -1)=0;
onp=ones (n*(n-1)-1,1);
onp(n-1:n-1:n*(n-1)-1)=0;

%Bloques grandes

bloqg=diag (-4*ones ((n-1)*(N-1) ,1) ,0)+. ..
diag(ong,1)+diag(ong,-1)+...
diag(ones ((n-1)*(N-1)-(N-1) ,1) ,N-1)+...
diag(ones ((n-1)*(N-1)-(N-1) ,1) ,-(N-1));

%Bloques pequefios

blogp=diag (-4*ones (n*x(n-1) ,1) ,0)+diag(onp,1)+...
diag(onp,-1)+diag(ones (n*(n-1)-(n-1) ,1) ,n-1)+...
diag(ones(n*(n-1)-(n-1),1) ,-(n-1));

L=zeros ((N-1)*x(n-1) ,n*x(n-1));
L((N-1)*(n-2)+1:(N-1)*(n-2)+(n-1) ,1:n-1)=eye(n-1);

A=[bloqg,L;L’,bloqpl;
A1=(1/(h"2) ) *A;
d=diag (A1) ;
D=diag(d,0);

m=size (A);
J=eye(m)-inv (D) *A1;
figure (1)

spy (J)

JReordenacion blanco-negro de la matriz de Jacobi
C=zeros(m,m);

J1(1:2:m)=[1:(m+1) /2];

J1(2:2:m)=[(m+1) /2+1:m];
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C(J1,J1)=7;
figure (2)
spy (C)
au=eig(J);

ro=max (abs (au)) ;
w=2/(1+sqrt(1-ro~2));

end
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