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Resumen

Argebraic basis are not suitable for operations involving limits in infinite
dimensional normed spaces. Morover, these basis usually cannot be specifically
constructed without appeal Zorn’s lemma. However, there exist generalized ba-
sis, called Schauder basis, on which representation of a vector is obtained as a
limit, which represent an essential tool in the theorical and practical study of
Banah spaces. Orthonormal basis in Hilbert spaces are a particular example.
We explain here the most basic facts about Schauder basis.

En un espacio normado de dimensién infinita las bases algebraicas no son
adecuadas, en general, para procesos que involucran un paso al limite. De he-
cho la prueba de la existencia de tales bases se basa en el lema de Zorn, no
siendo, normalmente, posible su construccién, lo que limita de manera notable
su utilidad. En este Trabajo de Fin de Grado se trata de estudiar otro tipo
de bases, conocidas como bases de Schauder, con las cuales la representacién
de un vector es obtenida mediante un paso al limite, lo que proporciona una
herramienta esencial en el estudio tedrico y practico de los espacios de Banach.
Las bases ortonormales en los espacios de Hilbert son un caso particular. Ex-
pondremos aqui algunos resultados necesarios para empezar a trabajar con las
bases de Schauder.
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Introduccion

En un espacio normado de dimensién infinita las bases lineales no son ade-
cuadas, en general, para procesos que involucran un paso al limite. De hecho
la prueba de la existencia de tales bases se basa en el lema de Zorn, no sien-
do, normalmente, posible su construccién, lo que limita de manera notable su
utilidad. En este Trabajo de Fin de Grado se trata de estudiar otro tipo de
bases, conocidas como bases de Schauder, de las cuales un caso particular son
las bases ortonormales en espacios de Hilbert, que nos permiten representar
los elementos del espacio como suma de una serie en términos de la base y de
forma tinica, lo que proporciona una herramienta esencial en el estudio tedrico
y practico de los espacios de Banach.

El contenido de este trabajo se puede enmarcar en el Grado en Matematicas
dentro de la asignatura “Introduccion a los espacios de funciones”, de caracter
obligatorio, y como indica la normativa vigente, con él se pretende hacer pa-
tente que el autor ha adquirido el conjunto de competencias, tanto generales
como especificas, asociadas al titulo.

El trabajo esta estructurado en cuatro capitulos y un apéndice. En el pri-
mer capitulo se hard una introduccion a la nocién de base de Schauder, una
gran parte de los resultados de éste capitulo se puede encontrar en [4] y [2].
Mostraremos la continuidad de los coeficientes, daremos una caracterizacién de
base de Schauder y probaremos que la sucesién de los funcionales coeficiente
es una base del subespacio cerrado que genera en el espacio dual. Acabare-
mos este capitulo probando que todo espacio de Banach con base verifica una
cierta propiedad de aproximacién. Aunque en este trabajo no trataremos el
“problema de la base”, el cual plantea si todo espacio separable tiene base,
parece necesario mencionar que éste fue un problema abierto durante muchos
anos hasta que Per Enflo en 1972 probé que la respuesta es negativa constru-
yendo un espacio de Banach separable que no verifica la citada propiedad de
aproximacién [3].

Dedicaremos el segundo capitulo a exponer algunos ejemplos de bases de
espacios de Banach. Comenzaremos con el sistema de Schauder, construido en
[6], que es una base de Cl[a,b]. Después trataremos el sistema de Haar, base
de L?[0, 1], importante por su relacién con las ondiculas. Y finalizaremos el
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6 Introduccion

capitulo con el estudio del sistema trigonométrico en los espacios LP[—, 7]

En el tercer capitulo se trataran una clase particular de bases de Schauder
que son las bases incondicionales. Comenzaremos hablando de la sumabilidad
y la convergencia incondicional, lo que nos servird, no sélo para motivar el
concepto de base incondicional, sino que también nos permitira dar diferentes
caracterizaciones del mismo. Cerraremos el capitulo con algunos ejemplos de
bases incondicionales.

En el dltimo capitulo introduciremos el concepto de base equivalente y nos
centraremos en los espacios de Hilbert, estudiando las bases de Riesz, las cua-
les estan intimamente relacionado con las bases ortonormales. Terminaremos
hablando de la estabilidad de las bases en espacios de Banach.

La memoria finaliza con un apéndice en el que se relacionan algunos resul-
tados utilizados en el desarrollo del trabajo y cuyo enunciado y demostracion
son estudiados en alguna de las asignaturas del Grado en Matemaéticas.

A lo largo de todo el trabajo K serd el cuerpo de los niimeros reales o com-
plejos, E' vy F representaran espacios de Banach separables sobre K y usaremos
H para denotar un espacio de Hilbert separable sobre K.



Capitulo 1

Bases de Schauder

1.1. Conceptos basicos

El concepto de base en un espacio de Banach fue introducido por Schauder
[6] en 1927, y al igual que en las bases algebraicas, la idea de base consiste en
tener una familia de vectores tal que, para cada = del espacio, exista una tinica
representacion de éste en términos de la familia, por ejemplo, como combina-
cion lineal de los elementos de la familia como ocurre en el caso algebraico, o
como suma de una serie en el caso de espacios de Banach.

Definicién 1.1 Diremos que un conjunto numerable B = {e; : j € N} de
elementos de E es una base de Schauder de E si para cada x € E existe
una unica sucesién {a;}jen de elementos de K tal que

o0
r = E 04]-6]-,
Jj=1
donde la convergencia de las sumas parciales viene dada por la norma de FE,
es decir,
n
xr — E ozjej
=1

De la unicidad de la expresion z = Z;’il aje; se deduce que los vectores e;
son linealmente independientes, y por tanto no nulos.

=0.

lim
n—oo

En este trabajo usaremos el término base para referirnos a una base de
Schauder si no se especifica otra cosa. En un espacio normado de dimensién
finita, una base de Schauder es una base en el sentido algebraico usual.

Proposiciéon 1.2 Si E tiene una base de Schauder, entonces E' es separable.

Demostracion:



8 CAPITULO 1. BASES DE SCHAUDER

Sea B = {e; : j € N} una base de E. Tenemos que demostrar que existe
un subconjunto de F que es denso y numerable. Consideremos

S = O S,
n=1

donde S,, = {Z?zl gjej : ¢; € D} siendo D un conjunto denso y numerable de
K (por ejemplo, Q en el caso de los reales y Q + iQ en el de los complejos).
Identificando S,, con D", concluimos que S, es numerable, y por tanto S
también lo es, por ser unién numerable de conjuntos numerables.

Veamos que S es denso en E. Dado x € F, por ser ‘B una base de E, existe
una sucesion {a;}22, de elementos de K tal que z = 377, aje;. Por tanto,
dado € > 0 existe N € N tal que

n
xr — E Oéj@j
=1

Ahora bien, como D es denso, para cada j = 1,2,..., N, existe ¢; € D tal que
la; —qj| < m , luego se tiene que
J

para todo n > N.

N N N N
v=) gl < Jlr= D agel 4| Y aje =) ae
j=1 j=1 j=1 j:l
€ al €
< 5"" (aj — 5"‘2“3‘] a5l lle;ll
j=1
N
< S+ gl =<
= 2T 2N ' T
Por tanto, S es numerable y denso en F, luego E es separable. [

1.2. Los funcionales coeficiente

Observemos que los coeficientes «; dependen de z, es decir, a; = a(z), lo
cual nos dice que, asociado a la base B, tenemos una sucesién de funcionales
{@;}52, que llamaremos funcionales coeficiente asociados a la base B.

Proposicién 1.3 Sea B = {e¢; : j € N} una base de E. Los funcionales
coeficiente asociados a la base B son lineales.

Demostracion: La linealidad de estos funcionales viene de la linealidad de
la ‘suma y el producto por escalares junto a la unicidad de la expresion en
términos de la base B; veamoslo:

AT+ py = )\Zaj ej+,uZoz] Z)\aj )+ e (y))e;,
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por lo que ha de ser o, (Ax + py) = Aaj(x) + po(y). |
De hecho, los funcionales coeficiente asociados a una base son continuos.

Para probarlo definiremos una nueva norma equivalente a la de E, con la cual
sera mas facil probar su caracter acotado.

Proposicién 1.4 Sea B = {e; : j € N} una base de E. Entonces

Zo‘j(x)ej

es una norma en E equivalente a || - ||.

[l := sup

(1.1)

Demostracién: Para cada z € F es claro que [|z|| < oo, porque la serie
> ;21 aj(x)e; converge. Ahora veamos que define una norma:

L ||l = 0.

Es evidente por ser el superior de ntimeros reales no negativos.

2. ||z = 0 si, y sélo si, x = 0.

Izl = 0 si, y sélo si, sup,ey || Y7, aj(z)ej]| = 0, y esto sucede sélo
cuando = = 0. En efecto, si x # 0, existe algin «;(x) # 0 y si tomamos
Jo = min{j : o;(x) # 0}, se tiene que

(IR = Z% = llago (@)ejo || > 0.
3. Az = [A[ll=]]-
Az|| = sup a;(Ax)e;|| = sup Ao (
ell = sup Zg Z i
= sup AZ% || = [Alsup Z%‘(x)ej = ALl Il
neN neN =1
Atz +yll < Ml + Myl
lz+yll = sup Z% (z +y)ej|| = sup D (@) + o (y))e
ne ne j=1

= sup Zaj 6]—1-2&]
neN
< sup o o
o ([0 | S >
S sup > _aja)e || +sup Z% 5| = Wl =+l
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Asi hemos probado que ||| - ||| es una norma; ademas: ||z|| < ||z|||, pues
n n
zl| = lim aeil|l < sup aseqll = [z |-
bl = Jim | 3| < up | e | = el
Si probamos que (E, || - |||) es un espacio de Banach, entonces (E, ||| - ||) v
(E,||-||) seran dos espacios de Banach donde ||z|| < ||z ||, y por el teorema de

la aplicacién abierta (corolario A.11), al ser comparables, ambas normas seran
equivalentes.

Sea {z1}%2, una sucesiéon de Cauchy para ||| - [|; veamos que la sucesion es
convergente.

Dado € > 0 existe N € N tal que para todo k,m > N

llzr = 2w |l = sup D (aj(an) — aj(@n))e;|| < e (1.2)
n =1
Para simplificar la notacién, escribiremos ag.k) = o;(z). Entonces por (1.2)
n n—1
m k m k m
o= el = |35 (0 - e, - 5 (o -l
j=1 j=1
n n—1
k m k m
< |35 0 -y + |5 (0 - at)e
j=1 j=1

< 2||zg —xm|| <2¢  para k,m > N.

Luego, para cada n € N, como |le,|| es una constante positiva, {%(1)}20:1 es

una sucesiéon de Cauchy en K, por lo que tiene limite. Llamemos «,, = lim aﬁl
k—o0

para todo n € N. De (1.2) deducimos que existe N tal que

n

S — ™)

j=1

<e,

para k,m > N y para todo n € N. Y haciendo m — oo, obtenemos que

k
> (0 = aj)e

J=1

<e, (1.3)

para k > N y para todo n € N.
Dado que para cada n,l € N se tiene que

n+l n+l n n+l

Z aje; = Z(aj - a§k))ej — Z(aj — Oéj('k))ej + Z ag-k)ej,

j=n+1 j=1 j=1 Jj=n+1
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sabemos por (1.3) que existe N € N tal que si kK > N se tiene que

n+l n+l
aeill <ete+ atfe;
%7 = a7
Ademds, puesto que » 7, 045» )ej converge en la norma || - || hacia xy, la serie
verifica la condicion de Cauchy y, por la desigualdad anterior, Z;; aje; tam-
bién lo hace. Por ser (E, | - ||) completo, la serie ) ™%, a;e; converge hacia un

elemento x € E para esa norma.
Finalmente, tomando supremos en (1.3),

n

k
> (0l — aj)e

Jj=1

lzx — || = sup <e

neN

Y

para todo k > N, por lo que {x}32, converge hacia x en E para la norma
Il - Il y (B, - |Il) es un espacio de Banach. |

Definicién 1.5 Diremos que un subconjunto A de E es completo, si el es-
pacio vectorial generado por los elementos de A es denso en F.

Obviamente, una base de E es un conjunto completo de E.

Proposicién 1.6 Una familia completa {e;} ey en £ es una base si, y sélo si,
existe una constante K > 0 tal que para toda sucesion {a;}32; de elementos
de K y para todo n,m € N con m < n se tiene que

m n
E ozjej S K E ajej
J=1 Jj=1

Demostracién: Supongamos que {e;}32, es una base. Por la proposicién
1.4 existe K tal que [|z[| < K||z||. Dada una sucesion {a;}3%2, y dado n € N,
si consideramos x = Z?Zl ajej, tenemos lo pedido pues para m € N, m < n,
se tiene que

m
E Q5 €5

j=1

<llzll < K|z|| = K

n
E Q;€5
j=1

Para la otra implicaciéon consideremos A el espacio vectorial de los ele-
mentos r de E tales que existe {a;}32,, sucesion de elementos de K, con
— o0 : _ 9]
x = Y~ aje;. Veamos primero que A = E. Al ser {e; completa, A es

J=1
denso en I, luego serd suficiente ver que es cerrado. Sean x € E'y {7;}52, una
sucesién de elementos de A que converge hacia . Escribamos z; = Y-, oz,(g er.
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Por hipétesis, para cada ¢ € N y para cada n, j,] € N, n > i, se tiene que

% i—1

kZ( (j _O‘I(cl kz _% €k
=1 =1

i

] l
o = ol

i leill =

< |3 (09 - e Z —a®)ey
k=1 k=
< 2K Z(a,(cj)—a,(f))ek
k=1
< ( Zak er — 2| + la; — o] +

Hlz —al +

n
2 : l

X, — Oé,(g)@k
k=1

). (1.4)

Dado € > 0, existe N € N tal que
|z — ;]| <e para todo j > N.
Para j,l > N, haciendo n — oo en (1.4) se tiene que
1 — aP|||e;]| < 4Ke  para todo i € N,

Por lo que para cada ¢ la sucesion {Oél(»j ) 321 es de Cauchy en K, y por tanto,
convergente. Llamemos «a; a su limite.
Ademas, dados m € Ny 5,1 > N, si n > m se tiene que

S (- af)a| < K|S (o - o)
k=1 k=1

n
2: ()

Qp € — Tj
k=1

n

2 : l
Ty — aé)ek

k=1

< K

it

IN

+ ey =zl +

)

Fll =zl +

y de nuevo, si n — 0o se tiene que

m

> (o —al)e

k=

< 2K,

de donde cuando | — oo obtenemos que

Z (Oé](g) — ak> €k

k=1

< 2Ke para todom €N, j > N.
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Como para cada z; = > -, oz,(cj)ek existe N; tal que si n > N;

n

()
E e — Tj
k=1

si tomamos m > max{ Ny, N}, entonces

m m
T — a _ (N)
kC€E N Q. €L
k=1

k=1
< e+4+e+2Ke=¢(2K +2).

<&,

<l —anll+ +

Z <%§N) - ak) €k
k=1

Luego = = )"~ ayey € A, por lo tanto, A es cerrado y por ser denso A = E.
Para probar la unicidad de la representacion, basta ver que si Z]Oil aje; =0
entonces o; = 0 para todo j € N . Dado j € Ny n > j se tiene que

J Jj—1 J j—1
lallle; || = Z Qe — Zakek < Z aper|| + Zakek
k=1 k=1 k=1 k=1
n
< 2K\ age). (1.5)
k=1
si n — oo, puesto que
n oo
lim H Z ALEL|| = Z ALl = 0,
n—oo
k=1 k=1
concluimos que 0 < |ajl|le;]| < 0, luego a; = 0. (]

Observacién 1.7 Dada una base B = {e; : j € N} de E, con funcionales
coeficiente asociados {a;}32,, se define el operador suma parcial S,, como:

Sp(x) = Zaj(:v)ej. (1.6)

Es claro que lim,,_,, S, (z) = z, y también que es lineal, pues por la proposicién
1.3 los «; son lineales.
Ademas, en virtud de la proposicion 1.6, dados x € Ey n € N, si n < m,
entonces
1.l < Kl|Su(@)]] —— K]l

por lo que para cada x € F, S, es acotado, por lo tanto continuo. Ademas la
cota de la norma no depende de n.

Corolario 1.8 Sea B = {e; : j € N} una base de E. Entonces los funcionales
coeficiente {a;}22, asociados a la base B son lineales y continuos. De hecho,
existe una constante M > 0 tal que para todo j € N se tiene que

1< [lejllllasll < M.
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Demostracion: La linealidad ya la vimos en la proposicion 1.3, por lo que

veamos que son acotados. Si escribimos x = > 77 a;j(z)e;, entonces por la

proposicién 1.6, para todo 7 € Ny todo n > j se tiene que

j -1 n
o (@)[llesll = || D an(@)er = Y an(@)er|| < 2K | ar(w)ex
k=1 k=1 k=1
de donde haciendo n — oo se tiene que
2K
|aj(z)] < WH“JW (1.7)
j

luego «; es un funcional acotado y por lo tanto continuo.

Para ver que existe M > 0 tal que 1 < |le;|||lay|| < M, de (1.7), se deduce
que ||y < ﬁ, por lo que |le;]||e;]| < 2K. La otra desigualdad es trivial
pues

1= aj(e;) < [lellf|eyll-

1.3. Dualidad

Supongamos que {e,}n,en es una base de E'y {a,}nen es la familia de
funcionales coeficiente asociada. Podemos preguntarnos si {«, },enr s una base
de E’, el espacio dual de E. No siempre serd asi, pues puede ser que £’ no
sea separable, por ejemplo si £ = L'. En esta seccién estudiaremos cuando
si sera una base.

Definicién 1.9 Sea {z;}%2, una sucesién de elementos de £y {f;}52, una
sucesion de elementos de E'. Diremos que {;}32, y {f;}52, son biortogonales

S1
. |1 sik=y,
fk(””ﬂ‘)_‘s’“’j_{o si k # 7.

Corolario 1.10 Sean B = {e¢; : j € N} una base de £, y {f;}}2; una su-
cesién de elementos de E'. Entonces {f;}52, es la sucesién de los funcionales
coeficiente asociados a la base B si, y s6lo si, {e;}32, y {f;}52, constituyen un
sistema biortogonal.

Demostracién: Si {f;}32, es la sucesion de funcionales coeficiente asociados
[e.e]
a la base B, como e; = >~ | fr(e;j)e;, el hecho de que se tenga que

fi(e;) = on

es simplemente debido a la unicidad de la expresién en términos de la base.
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) . o - : . .

Reciprocamente si {e;}22, y {f;}52, constituyen un sistema biortogonal,
si {e;}52, son los funcionales coeficiente asociados a la base B, entonces para
todox € F

e, o]
r = Zaj(x)ej
j=1

felx) = Z@j(fr)fk(ej) = ay () fr(ex) = ax(z).
[ |

De éste ultimo resultado es sencillo deducir que los funcionales coeficiente
{@;}52, son linealmente independientes. Obviamente, en general no podemos
esperar que {¢; : j € N} sea una base de E’, pues puede ocurrir que £’ no sea
separable. Lo que ocurre es que {¢; : j € N} es una base del subespacio cerrado
que genera. En la demostracion de este hecho, usaremos el operador traspuesto
de los operadores suma parcial, cuya definicién recordaremos a continuacion.

Definicién 1.11 Sea 7' un operador lineal y continuo de E en F'. Se denomina
traspuesto de T a la aplicacién 17" : F/ — E’ dada por

T'(f)(x) = f(T(x)) para todos ¢ € E, f € F'

Es sencillo comprobar que T'(f) es lineal, pues tanto f como T lo son.
Ademas se tiene que

() (@) = |F(T@)] < AT < (AT, (1.8)
por lo que T'(f) € E" y por tanto T" esté bien definido.

Proposiciéon 1.12 Sea T un operador lineal y continuo de E en F. Su ope-
rador traspuesto 7" es un operador lineal y continuo. Ademds, verifica que
1)) = [|T7]].

Demostracion: La linealidad es sencilla de comprobar pues. Ademés como
vimos en 1.8

T @) < AT,

entonces [|[T'(f)|| < ||fIIIT]], luego T" es un operador acotado y ||| < ||T|-
Por otro lado en virtud del teorema de Hahn-Banach (cololario A.3), se
tiene que

IT@) = sup{|F(T(x)|: f e F,[f] <1}

sup{|T"(f)(z)| : f € F,[[fI <1}
sup{[[T"(NIII(X)]l - f € F 1]l < 1}

sup{ I IIF I ()| = f € FY (LA < 1} < [[T7[[[]]l,

por lo que [[T| = [[T"[] u

IN A
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Teorema 1.13 Sean B = {e; : j € N} una base de E, y {a; : j € N} los
funcionales coeficiente asociados a la base 8. Entonces:

(i) La familia {a;}32, es una base de (a;), el subespacio vectorial cerrado
que generan.

(i) Si E es reflexivo, entonces {a;}22, es una base de E'. Ademds {e;}52,
son los funcionales coeficiente asociados a la base, vistos como elementos
de E".

Demostracion:

(i) Dada f € (ay) veamos que f = >~ f(e,)a,. Sean S, los operado-
res suma parcial definidos en (1.6). Si consideramos su traspuesto S/,
entonces para todo f € E’ se tiene que

S0 = 16 = 1 D aitole)

i=1

para todo x € E, luego S, (f) = > ., f(e;)o; para toda f € E'.

Veamos que S, (f) — f para toda f € (o;). Si f € (a;) , digamos
f=72_7", Ajaj.entonces por ser los {a;}22; linealmente independientes,
para todo n > m se tiene que

Si(f) = fleja =Y Na; = f,
j=1 j=1

luego trivialmente se da la convergencia.

Como vimos en la observacién 1.7, existe M > 0 tal que ||S,,|| < M para
todo n € N.

Dado f € (aj) arbitrario y dado € > 0 existe g = > ;" Ny tal que
If = gll < 37575 - Luego para todo n > m, como S, (g) = g,

155f = FlI < 190f = Shall + 11559 — gll + llg — /]

= 9. = Sugll + llg = fIL < WISLHIS =gl + 1L f = gll
= NSallf =gll +1lf =gl < (M +DIf =gl <&

Luego todo elemento de (o) tiene al menos una representacién de la
forma f =32, A\;a;, pero como al evaluar en e, se tiene que f(e,) = Ay,
dicha representacion es de hecho tinica, por lo que {a;}52, es una base de

(), v {€;}32, es la sucesién de funcionales coeficiente asociada a ella.
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(1) En virtud de el apartado (i) basta con ver que {¢; : j € N} es completo
en F'.
De no ser completo, existiria f € E', f ¢ («;), luego, como consecuencia
del teorema de Hahn-Banach (corolario A.4), existiria y € E”, tal que

y(g) = 0 para todo g € (a;) e y(f) # 0, veamos que esto no es posible.

Supongamos que y € E” y que y(g) = 0 para todo g € (o;), en conse-
cuencia, y(ay,) = 0 para n = 1,2,... Tenemos que probar que entonces
y = 0. Sea P la aplicacién canénica de E en E” dada por

(Pz)(f) = f(x)

para f € ' y x € E. Como E es reflexivo, entonces y = Px para algin
x € E, por lo tanto a,(z) = Px(a,) = y(a,) = 0 paran = 1,2,...
Como {e, } es una base, se tiene que z = >~ a,(x)e, = 0, por lo que
y= P(x)=0.

Corolario 1.14 Si H es un espacio de Hilbert y {e;}%2, es una base de H,
existe una tinica familia {v;}32, de elementos de H tal que

(€ vk) = Ojk-
Ademis, {v;}32, es una base de H.

Demostracién:  Sea {a;}32; la sucesion de los funcionales coeficiente, que
por el teorema de representacion de Riesz A.16, existe una tnica sucesion

{v}52, tal que a; = (-, v;).

El corolario 1.10, nos garantiza la unicidad y que (ej, vy) = d;4. El hecho
de que {vj};?‘;l sea una base de H es consecuencia del teorema previo, pues
todo espacio de Hilbert es reflexivo. [ |

1.4. Propiedad de aproximacion

Como vimos en la proposicién 1.2, un espacio de Banach que tenga una base
es necesariamente separable. El reciproco en general no es cierto, no todos los
espacios de Banach separables tienen base; el primer ejemplo de un espacio de
Banach separable sin base fue construido por Enflo [3] en 1973, encontrando
un espacio de Banach separable que no cumple la propiedad de aproximacién
que ahora definiremos.

Definicién 1.15 Decimos que un espacio de Banach E posee la propiedad
de aproximacion si existe sucesién {T,,}°°; de operadores continuos de rango
finito que aproximan uniformemente al operador identidad en los compactos
de E.
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Proposicion 1.16 Todo espacio de Banach con base posee la propiedad de
aproximacion.

Demostracién: Sea B = {e; : j € N} una base del espacio de Banach
E, con funcionales coeficiente asociados {a;}32,. Consideremos la sucesion de
operadores suma parcial {S,}>2 ; definidos en 1.6, donde, recordemos

Sp(x) = Zai(x)ei € (e1,...,ep)

Veamos que estos operadores, que son de rango finito, y continuos, aproximan
a la identidad en los compactos de E.

Sean C' un compacto de E y € > 0. Por ser C' precompacto existen
x1,...,%, € E tales que

C C B(xy,e) U B(xg,e) U...UB(xp,¢).

Para k =1,...,m, consideremos N} tal que

1Sn(xk) — x| = <e para todo n > N,

n
Z a;(zg)e; — xy,
j=1

y sea N = max{Ny,..., N, }. Para cada z € C existe i = i(x) tal que [|z; —
z|| < e, ademds, por construccién ||S,(z;) — x| < € si n > N, y por la
acotacion de los S, (vista en la observacién 1.7) se tiene que

1S (@) = S (i) | = [[Sn (2 = zio)[| < M[z — 24 || < Me.
Por tanto para n > N se tiene que

1Sn () = @[ < |[Sn(x) = Su(@a)ll + [1Sn(2:) = @ill + llzs — x| > (M + 2)e,

es decir, F posee la propiedad de aproximacién. [

Como consecuencia de este resultado, si £ no posee la propiedad de aproxi-
macion, entonces E no tiene base.



Capitulo 2
Ejemplos

Es conocido que un sistema ortonormal y completo {e;}°; en un espacio
de Hilbert separable H es una base de Schauder. Es sencillo comprobar que
los funcionales coeficiente asociados vienen dados por el producto interno de
H de la forma siguiente, a;; = (-, e;). En esta seccién proporcionaremos otros
ejemplos en los espacios de Banach mas conocidos, como los espacios LP o el
espacio de las funciones continuas.

Proposicién 2.1 Consideremos las sucesiones e; = {0,x}72,. Entonces B =
{e; : j € N} es una base de ¢*(N), para 1 < p < oo, con su norma || - [/,, ¥
también lo es para ¢ con la norma || - |-

Demostracién: Dado z = {x;}72, € /P(N), con 1 < p < 00, se tiene que

n (o) o0 1
T — Zxkek = Z zrer| = ( Z |zk|P)? —— 0,
n—oo
k=1 P k=n+1 p k=n+1

[e.9] P .
pues Y ;- |zx|P < oo y estamos tomando el resto de una serie convergente.
Si x € ¢g, como limy_, |zx| = 0, entonces supy.,, |zx] — 0 si n — oo, y
por tanto se tiene que

n
Xr — E L€
k=1

La unicidad se deduce de que en ambos casos » -, zxer, = (x1, T2, T3, .. .).

[e.e]

E L€k

k=n+1

= sup |xx| —— 0.
k>n n—o0

oo o0

Esta base se conoce como la base natural de los espacios ¢y y ¢*(N), con
1 <p<oo.

Es sencillo comprobar que si afiadimos la sucesién eq = (1,1, 1,...), enton-
ces {e; : 5 =0,1,2,...} es una base de c. En efecto, dado = = {z}}ren € ¢,
si lim,, . x, = [ entonces x — ley € ¢y y tiene una tnica representacion en
términos de la base {e; : j € N} de .

Hemos de tener en cuenta que no nos podemos plantear el problema anterior
para (*°(N) pues no es separable, por tanto, en virtud de 1.2 no tiene base.

19



20 CAPITULO 2. EJEMPLOS

2.1. El sistema de Schauder

El siguiente ejemplo fue construido por Schauder en [6], es la primera base,
en el sentido de Schauder, del espacio C|a, b].

Proposicién 2.2 El espacio Cla, b] tiene base.

Demostracién: La demostracion seréd constructiva. Sea D = {xg, z1, 22, ...}
un subconjunto denso y numerable de [a,b] con zg = a, x; = b, y sean

T—a
fo(@) ) fi(z) b—a
Sin > 2 el conjunto {zg,x1,2s,...,T, 1} genera una particién de [a, ]

en intervalos abiertos disjuntos, de los cuales uno debe contener a x,,, al cual
llamaremos . Consideremos la funcién f,, continua en [a, b, lineal el los subin-
tervalos que define la particion y tal que

Observemos que f,(z) =0siz ¢ I.

£00

08

06~

04

0.2

I I I
a Xi Xn ¥ b

Gréfica de la funcién f,,, donde I = [z;, z;].

La sucesién {f, : n=0,1,...} es una base de C[a, b]. Para probarlo, consi-
deremos funcionales definidos por recurrencia de la siguiente manera:

Oé(](f) = f('rO)a Opt1 (f) xn+1 Z Oél f@ LUnJrl (21)

Es sencillo comprobar que S, f = > o;(f) fi es una poligonal de vértices
X0, ..., Ty, Pues fo,..., fn loson, y que coincide con f en dichos vértices, pues
despejando f, 41 de (2.1) se tiene que

Snf(zo) = aofo(wo),

k
Snf(xr) = Zaz‘(f)fz‘(xk) =il ) filaw) = flan).
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Veamos que S, f converge hacia f uniformemente en [a,b]. Por ser [a,b]
compacto, las funciones continuas son uniformemente continuas, por lo que
dados f € Cla,b] y € > 0, existe § = (f,e) > 0 tal que si x,y € [a,b], con
|z —y| < 0, entonces |f(z) — f(y)] < e.

Sea N € N tal que los puntos zo, x1,...,zy forman una particiéon de [a, b]
con didmetro menor que §. De esta forma, para n > N, dado x € [a, b] existen
0 <1,7,<n tales que x € [z;,z;] siendo [z;, x| un intervalo de la particién y,
por tanto, |z; — x;| < d. Entonces,

[Snf (i) = Suf(@)] < |Snf (i) = Suf ()] = [f(2:) = ;)] <e,

de donde se deduce que

[f (@) = Suf (@) < [f(2) = fzi)] + [Snf(2:) = Suf(2)] < 2e.

Con esto hemos probado que ||f — 5, f|l < 2¢ si n > N y, en consecuencia

lim
n—oo

S os(N)f, —fH _o,
=0 0

es decir [ = iaj(f)fj.
=0

.’ 7’ . . o0
Veamos que la representacién es tnica. Si f =3 = \;f; en Cla, b], puesto
que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, se tiene que

f (o) > Aifi(0) = Aofolwe) = Ao,
nj=0
[%S) k k—1
Flow) = Y Nfilae) =Y Nifilee) = > Nifilwn) + e si k> 1,
=0 =0 =0
teniendo asi, de acuerdo con (2.1), que \x = ay(f) para k =0,1,2,.... [ |

Acabamos de probar que Cla,b] tiene base. Por otro lado, en virtud del
teorema de aproximacion de Weierstrass, sabemos que el conjunto de los po-
linomios es denso en Cla,b], lo que implica que {1,z, 22 ...,2", ...} es una
familia completa en C[a,b]. Resulta natural preguntarse si es una base. La
respuesta es negativa, como veremos en el siguiente resultado (véase [7]).

Proposicién 2.3 Dada g € Cla, b] entonces {¢"}2, no es una base de Cla, b].

Demostracién: Supongamos que si lo es. Sea {a,}22, la sucesién de fun-

clonales coeficiente asociados a la base.
1

Si g no se anulase en [a, 8], f = € Cla, b], entonces

f:éZOéo(f>+041(f)g+...+an(f)g”+...
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Como g esta acotada en [a, D], la serie 322 a;(f)g’"" () converge unifor-
memente en [a, b, por lo que

P =1=ay(flg+...+an(flg" +...

Luego la funcién 1 tiene dos desarrollos distintos en términos de la base,
pues en uno el coeficiente ap(f) es uno, mientras que en el otro es 0. Esto
implica que {¢g"}>>, no es una base, por lo tanto g se debe anular en algin
punto.

Si g se anulara en dos puntos distintos, g(t1) = g(to) = 0, y consideramos

f € Cla,b], con f(t1) # f(t2), entonces

ft) = aof) +a(f)gltr) + ... + an(f)g"(t1) + ... = a0 (f),
fta) = ao(f) +ar(f)g(ta) + ... + an(f)g"(t2) + ... = a0 (f),

llegando a un absurdo. En consecuencia, g se anula sélo en un punto.
Sea tg € [a,b] el tnico punto donde se anula g. Consideremos ¢ definida

por:
{g(t) sin (ﬁ) si t # to,

olt) = 0 si t = to.

Esta funcién es continua en [a, b]. Si t # to es obvio, y en ¢, es continua pues

sin (ﬁ) es acotada y lim;_;, g(t) = 0. Entonces, se puede escribir

v =ap(p) +a1()g+ ... + an(e)g" + ...

Tras evaluar en t = ty en la identidad anterior, deducimos que necesaria-
mente ag(p) = 0. Luego si t # t, se tiene

p(t) = g(t) sin <t _1t0) = a1(p)g(t) + aa(p)g®(t) + ... + anlp)g"(t) + ...
y por tanto
. I . -
sin (727 ) = ) + alplglt)e + (g0 4 (22

Veamos que el lado derecho es continuo en ¢ = ¢y y al no serlo sin (L)

t—to
habremos llegado a una contradiccion.
Sabemos que la serie Y~ o, (¢)g(t)" converge, ademés, por ser g continua
y [a, b] compacto, existe sq € [a, b] tal que

|9(s0)| = max{|g(t)] : ¢ € [a, 0]} > 0.
De modo que la serie de potencias Y, a,(p)2" tiene radio de convergen-

cia R > |g(so)|. Ademas para todo z € C

Z an(p)z" converge < Z an(p)z" ! converge,
n=0

n=1
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luego el radio de convergencia de la segunda serd también R. Si consideramos
la funcién G(z) = Y07 an(p)2" ! que sabemos que es continua en B(0, R),
como 29 = g(tp) = 0 € B(0, R), entonces

Y anl@)g" () = G(g(t)

es continua en tg, por ser composicién de funciones continuas, llegando asi a
la contradiccién con (2.2). [

2.2. El sistema de Haar

El siguiente ejemplo, conocido como sistema de Haar, proporciona una base
para los espacios LP[0,1] con 1 < p < 0.

Proposicién 2.4 Se definen funciones de Haar {f; : i = 0,1,2,...}, que estén
definidas en [0, 1] por

folt) =
( oz 2k 2k+1
2 para t e W, W s
m = m 2k+1 2k +2

om+1 ’ om+1

. 0 en otro caso ,
(m=0,1,2,...;k=0,2,...,2F = 1).

El sistema de Haar {f; : i =0,1,2,...}, es una base de L?[0, 1] para p > 1.

(37> )

Demostracién: Para simplificar la notacién llamaremos I(k, m) = (5, %5 ).

Observemos que I(k,m) = [(2k,m + 1) U I(2k + 1,m + 1). Entonces
fot) =1

Jomii(t) = Q%XI(Qk,erl) - 2%X1(2k+1,m+1)7
(m=0,1,2,...;k=0,2,...,2" = 1),

Para probar el resultado aplicaremos la proposicion 1.6, luego veamos que
es un sistema completo y que || Y, axfell, < || D iy awfillp sin < m.

Sea f € LP[0,1] y € > 0. Como C[0, 1] es denso en L0, 1] existe g € C|[0, 1]
tal que ||f — gl[, < 5. Por ser [0, 1] compacto, g es uniformemente continua,
luego existe un § > 0 tal que si |z — y| < & entonces |g(z) — g(y)| < 5.

Sea m € N tal que 27™ < 4, y consideremos la particién de [0, 1] dada por
los puntos —m con 0 < k < 2™. La funcién escalonada

om _

Z ( >X1 (k,m)

k=



24 CAPITULO 2. EJEMPLOS

verifica que

€
lg = Plloc = sup |g(z) = P(z)] < 7,
z€]0,1]
luego
1 - 1 onp - c
lo= o= ( [ 1t -rer) < ([ (5)) -5
0 0
Por tanto

€
2

Veamos a continuacién que P es combinacion lineal de las funciones de
Haar, teniendo asi la completitud. Para ello veamos que las funciones Xy m)
conm € Nyk=0,...,2"—1 son combinacion lineal de estas. Hagadmoslo por
induccién sobre m; para m = 0y k = 0, es cierto pues tenemos fo = 1 = x|o,1).

Supongdmoslo cierto para un m € NU {0} y veamos que es también cierto
para m + 1. Sea 0 < k < 2™*! — 1; entonces, I(k,m + 1) C I(l,m) con
0<[<2™—1. Tenemos dos posibilidades:

Si k = 2l, entonces

9
If =Pl < 1f =glp +llg=Plly<5+5=¢

2X 1(kymt1) = X1(m) + [X1@2mt1) = XI@141,m+1)) = X1@m) + 2_%f2m+z-
Si k= 2l+ 1, entonces

2X1(kmt1) = X1(m) — [X1@Lmt1) — X1 1men)] = X1@m) — 27 2 fami1.

En ambos casos concluimos puesto que por hipétesis de induccién sabemos que
X1(i,m) €s combinacion lineal de las cunciones de Haar.
Sea ahora una sucesion arbitraria {ay}72,,; veamos que
n+1

Z i Sk Z i fr
k=0 k=0

Sin4+1=2"4+1con 0 <[ <2™—1 entonces f,y1(t) = 0 salvo para
te I =1(l,m), por lo que

p

p
<
p p

n+1 n+1

1 p p p
)| dt = )| dt + t)| dt
/0 kz:;akfk( ) /tel kz:%&kfk( ) /t¢1 kz:;akfk( )
n+1 P n p
= t)| dt + t)| dt.
| > el /W > axfit)

Sabemos que fi,..., f, son constantes en . Si llamamos c al valor que toma
Y ry o fi(t) en todo el intervalo, y siendo d y —d los que toma cv,+1 frn1(t)
en cada subintervalo I} = I(2l,m+1) y I, = I(2l + 1, m+ 1) respectivamente,
por convexidad de la funcién p(z) = 2P en R se tiene que

1 1 1 1
P = \§<c+d) + §(c—d)]p < (§!c+d| + §|c—d|)p

1 1
< 5|c+ d|P + é\c —dlP = (e +d|P + |c —dJP),

N | —
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y por lo tanto

n+1 p
/ S apfi()] dt = /|c+d|pdt+/ e — d[Pdt
tel | 4 I Iz

1
= 2m+1(|c+ dP + |c —dJP)

2 .
= 2m+1|c‘ - Zakfk(t)
tel | 4

Es decir, | S0 , arfill, < | 502 arfill,- Razonando por induccién, dados

m < n se tiene que
m n
E o fr E oy fx
k=1 k=1

por lo que estamos en las condiciones de la proposiciéon 1.6, y concluimos que

P
dt.

<
P

)

p

el sistema de Haar es una base de LP[0, 1]. |
fO f1
2 2 T
15 15
1 1
05 05
> 0 > 0
0.5 0.5
1 1
15 1.5
-20 ‘ 0,é5 05 0,75 ‘ -20 ‘ 0.‘25 ‘ 0‘.5 ‘ 0.75 1
X
f2 f3
2 2
15 1.5
1 1
05 05
> 0 > 0
0,5 0.5
1 1
15 1.5
-20 ‘ 0,25 05 0,‘75 ‘ 1 -20 ‘ 0,‘25 05 ‘ 0.‘75 ‘ 1
X X

Las cuatro primeras funciones de Haar.

Es importante senalar que las funciones de Haar verifican la siguiente con-
diciéon de “ortonormalidad”:

/1 fol@) fn(z)dz = 0 sin #m /1 faz)de =1
0 0
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por lo que el sistema de Haar es un sistema ortonormal y completo en el
espacio de Hilbert L?[0, 1]. Estas condiciones hacen muy sencillo calcular los
funcionales coeficiente asociados a esta base:

:/Of(ac)fn(x)dx, n=12...

Ademas, también se verifica que f,, con n = 1,2,... se consigue mediante
traslacion y dilatacién de f; de la siguiente manera:

fomii(t) = 2% fi (Qm(t - 2%))

Esta propiedad es relevante, pues estamos viendo que f; es una ondicula.

2.3. El sistema trigonométrico
El sistema trigonométrico, {e™ : n € Z}, es una base de los espacios
LP[0,27] con 1 < p < co. Aunque no presentaremos la demostracién completa
(que se puede encontrar en [5]). Para terminar esta seccién veremos algunos
resultados encaminados a demostrar este hecho.

Representamos por S,, al operador definido por:

2{: f zﬁ

j=—n

siendo f (7) el j-ésimo coeficiente de Fourier de f. Cada S, es un operador
acotado, pues por las propiedades dadas en la definicién A.22

Zf et < Y If] <

1
j=—n j=-—n (2 )p

Observemos que el sistema trigonométrico es una base de LP[0, 27| si, y
sélo si, lim,, 0 Sy (f) = f en LP[0, 27].

Por simplificar la notacién, en los siguientes resultados de esta seccién es-
cribiremos LP = L?[0, 27].

1Sn ()l =

(111l

Proposicién 2.5 Sea 1 < p < oco. La sucesion {S,(f)}>, converge hacia f
en la norma de LP para todo f € LP si, y sélo si, existe una constante C' tal
que

I1Sn(H)ll, < C|lfll, paratodo n € Ny para toda f € LP.

Demostracién: Sila sucesion {S,(f)}52, converge hacia f para todo f € LP
entonces para cada f € LP, tomando n suficientemente grande podemos hacer
I1Sn(F)ll, < |Ifllp +1 < oo. Por tanto como los S, son operadores acotados
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y sup{||Sn(f)|l, : n € N} < oo, en virtud del teorema de Banach-Steinhaus,
existe C' > 0 tal que [|.S,,]|, < C para todo n € N, por lo que se tiene lo pedido.

Reciprocamente, supongamos que ||S,(f)|l, < C||f|l, para todo f € LP y
para todo n € N. Por densidad de los polinomios trigonométricos en LP, existe
P polinomio trigonométrico tal que

€

C+1
por lo que, si n es mayor que el grado de P, y por tanto S, (P) = P, se tiene
que

If = Pl <

15 (f) = flly < [1Su(f) = Su(P)llp + 1P = [l
15u(f = P)llp + 1P = £l
< Salllf = Pllp + [1.f = Pl
< (C+DIP—=flp<e

luego {S,(f)}22, converge hacia f en LP. |

Proposicién 2.6 El sistema trigonométrico {e™ : n € Z} no constituye una

base de L!.

Demostracién: Veamos que lim,,_, ||Sy||1 = 00, y en virtud de la proposi-
cién 2.5, obtendremos que en L' el sistema trigonométrico no es una base.

En lo que sigue usaremos las propiedades de los niicleos de Dirichlet y Fejér
citadas en la proposicién A.25.

Si D,, son los nicleos de Dirichlet, puesto que S, (f) = f * D,, y ademas
1 % Dully < [[f[[1]1Dall1, se tiene que [[Syly < [| Dnllr-

Si K, los nicleos de Fejér. Puesto que || K,,||; = 1, para todo n,m € N se
tiene que

”SnHI > HSn(Km)Hl = HDn >"[(mul = Ham(Dn)Hl'

Como lim, 00 01 (D) = D, entonces se tiene que ||S,|l1 > || Dnll1 luego
ISnlli = ||Dnll1- En consecuencia, lim,, o ||Sp|li = lim, o0 [[Dnlli = 00 y se
tiene lo pedido. [ |

Un problema relacionado con la convergencia de {S,(f)}>2, hacia f es la
conjugacién. Dada una serie trigonométrica, >~ a,e'™, su conjugada es

la serie —iy_ > sgn(n)a,e™, donde sgn(n) es el signo de n. Si f € L'y
la conjugada de » 7% f(j)e (su serie de Fourier), es la serie de Fourier de
alguna funcién g € L! entonces llamaremos a ¢ funcién conjugada de f, y
la denotaremos por f .

Los espacios L?, con 1 < p < oo, admiten conjugacién, es decir, para cada
f € LP, su conjugada f estd bien definida y pertenece a LP. La demostra-
cién de este hecho se puede encontrar en [5]. Admitiremos esta propiedad sin
demostrarla y veremos que el sistema trigonométrico es una base de L”, con

1 <p<oo.
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Lema 2.7 La aplicacion que envia f a f es un operador lineal y acotado en L”.

Demostracion: La linealidad es evidente. Para ver el caracter acotado o,
equivalentemente, su continuidad, apliquemos el teorema del grafo cerrado, es
decir, veamos que si lim,,_,o fr, = f vy lim, o0 fn = ¢, entonces g = f )

Notemos que si f, — f, dado ¢ > 0 existe N € N tal que si n > N,
| fn — fllp < €. Entonces, en virtud del lema A.22, para todo n > N, y todo
J €L,

A A — 1
1£uG) = F) = 1(Fa = DO € ——lfn = Fllp < —,
(2m)» (2m)»
luego f,(j) = f(j)-
Para cada j € Z, se tiene que
§() = lim fu(G) = lim —isen(j)fa())

= —isgn(j) lim f,(j) = —isgn(i)f () = £) = 2

Como ¢(j) = f(]) para todo j € Z, por el teorema de unicidad A.23 ha de
ser g = f. [ |

Observacion 2.8 En virtud del resultado anterior, la aplicacién

14 1 =
fr o= 550 + 507 +if) (23)
define un operador lineal y acotado en LP. La linealidad es sencilla, y la aco-
tacién se debe a la acotacién de f. Pues si || f|] < C|f]|, entonces

201l = 1) + (f +if)llp < WOl + 1F Iy + ifllp < (L + 1+ O) I f 1y,

ademds, la serie de Fourier de f¢es )77, f)et.

Del mismo modo, si la aplicacién f — f¢ estd bien definida en LP, sien-
do f¢ la funcién cuya serie de Fourier es Z;’io f (7)€", entonces LP admite
conjugacion, pues f = —i(2f¢ — f — f(O)), que estd bien definida.

Ademas, por el lema anterior tendriamos que f — f esta acotado y por
tanto f +— f¢ también lo sera.

Proposicién 2.9 Para 1 < p < oo, la sucesién {5, (f)}22, converge hacia f
en L si, y solo si, LP admite conjugacion.

Demostracion: Observemos primero que para toda f € LP y todo n € Z,
se tiene que e f € LP y [le™ f|l, = || fll,-

En virtud de la proposiciéon 2.5 y la observacién 2.8, basta probar que la
aplicacion f +— f¢ estd bien definida en LP si, y sélo si, los operadores .S,, estan
uniformemente acotados.
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Supongamos que para todo n € N, ||S,|| < C, y definamos el operador S
como
2n

2n
= Zf(j)eijt _ eint(Zf(j)ei(jn)t> _ eintsn<€fintf)'
j:O j=0
De esta igualdad se deduce que

1S5 (Al = lle™ Sule™ Hllp = [1Sale™™ Hllp < Clle™™ fllp = Cl flp,

luego ||S¢]| < C. Sea f € LP y e > 0, consideremos P un polinomio trigo-

nométrico tal que ||P — f||, < 55, entonces, se tiene que

155(F) = Sa(P)llp = I15:(F = P)llp < [[SEIIf = Pllp < g

Si n,m son ambos mayores que el grado de P, entonces S.(P) = S¢,(P),
por lo tanto,

155(F) = S (Dllp < 155(F) = SL(P)llp + [155.(F) = S (Pl < e,

es decir, la sucesion { Sy, (f) }nZ, es de Cauchy en LP, luego convergente. Ademds
la serie de Fourier de su lfmite es 37 f(j)e”", luego f¢ = lim,, o S5;(f) € L.

Reciprocamente, supongamos que la aplicacion f — f¢ estd bien definida,
y por la observacion 2.8, es acotada en LP. Teniendo en cuenta que la serie de

Fourier de g = f¢ — e!@n+D(in+1)t f)e og

Z L Z f(j)et — ettt Z (e=in+1)t £) ()t
j=—o0 iz0 ~

:Zf<.7> wt Z(2n+1tz j+2n—|—1 Z]t
Jj=0 e

- Z f(j)eijt - Z f(j +2n + 1)€i(j+2n+1)t
j:() j:()

=Y f(h)e" = S(f)
j=0

Ademas por resultar una suma finita ha de ser ésta igual a la funcién, es decir,

S;:L(f) — fc . ei(2n+1)t(e—i(2n+1)tf)c’

por lo que ||S¢|| < M, siendo M el doble de la norma de la aplicacién f > f¢.
Por tanto como para toda f € LP,

1Sa (A= lle™™ Si(e™ )l = 1Sa(e™ N < Mle™ fIl = M| f]],

se tiene lo pedido. [ |
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Capitulo 3

Bases incondicionales

En este capitulo se hablara de las bases condicionales, que son un caso
particular de base de Schauder, con las cuales da igual el orden en que se sume
la serie ) 377 a(x)e;, como ocurre con los sistemas ortonormales completos en
un espacio de Hilbert.

3.1. Convergencia incondicional

Definicién 3.1 Diremos que una serie » .-, z; converge incondicional-
mente si para cualquier permutacién o de N la serie ) >°, z,(;) converge.

Recordemos que la serie >~ x; converge incondicionalmente si, y sélo s,
{z;}ien es sumable (deficicién A.13 y proposicién A.14).

Lema 3.2 Sea {z;};eny una familia sumable. Entonces la serie > . |f(x;)|
converge uniformemente para toda f € Ef = {f € E' : ||f|| < 1}. Es decir,
dado € > 0 existe N € N tal que:

n+k
Z |f(z)] <e para todos n > N,k € N, f € EJ.

i=n-+1

Demostracion:
Sea x = ZieN x;. Dado € > 0 existe Ny C N finito tal que

para todo N' C N finito, con Ny C V. (3.1)

Sea N =supNy. Paran > N, k> 1y f € E] definimos:

M = NM(fin,k)={i:n+1<i<n+kRef(z;) >0},
No = MNo(fyn,k)={i:n+1<i<n+kRef(x;) <0}

31
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Por lo que, como f es lineal y || f|| <1,

n+k
> Ref(zi)] = Y Ref(z:) — > Ref(x;) =Ref(D_ x:) —Ref(> )
i=n+1 €N i€Na €N i€N2

= |Ref( ) )|+ Ref( D> =)

ieENT i€EN2
< ()| + \f(zxi)
ieNT 1€EN2
< D w|| + || D] @l =141,
i€EN1 €N,

Por (3.1) se tiene que

>

€N

I= <

E Ty, — X

i€EN1UNg

+ x—Zx

i€No

<€+6_
-8 8 4

Observemos que N1 NNy = & , y evidentemente tanto Ny como N; UN, estdn
contenidos en Ny. Para IT y para Im(f) se razona de forma similar. Luego para
cadan > N, ke Ny fe Ej, tenemos lo pedido pues

n+k n+k n+k

e €
D @) < Y Ref(en)|+ Y Imf(w)| < 5+ 5 =¢
i=n+1 1=n+1 i=n+1
[
Teorema 3.3 Dada una familia {x;};eny de E, son equivalentes:
(1) La familia {z;};en es sumable.
(#7) La serie Z Bjx; converge para toda sucesién de escalares {f3;}52, tal
j=1
que |B;] <1 para todo j € N.
(i43) La serie Zijj converge para toda sucesién {e;}32, tal que g; = &1
j=1

para todo 57 € N.

[e.e]
. : . . o
(1v) La serie E T,; converge para toda sucesion creciente {n;}52,.
J=1

Demostracion:
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(1) = (i)
Por el lema anterior, dado € > 0, existe NV tal que

n—+k
Z |f(z;)] <e para todo f € Ej,n > N,k € N,

j=n+1

en virtud del teorema de Hahn-Banach, para todo n > N y k € N se

tiene que
n+k n+k n+k
Z Bjx;l| = sup Z ﬁjxj = sup Z B, f(z;)
Ja—) feErl o feBl =it
n+k n+k
< sup Z |Bi11f ()] < sup Z |fz;)] <e.
feEl] =n+1 eEl] =n-+1

Por tanto, la serie Z]oil Bjx; verifica la condicién de Cauchy y, como E
es completo, converge.
Trivial pues (éii) es un caso particular de (iz).

(i7i) = (iv)
Si en (44i) tomamos ¢ = 1 para todo k se deduce que la serie >, xy
converge. Dada {n; };";1 creciente, si consideramos

. 1 si k= n; para algun 7,
FT -1 en otro caso

se tiene que 3 (D07 exTr+ Yooy Tk) = Do) Ty, luego por (iii) la serie
> o) Tp; converge.
(iv) = (1)

Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que {z;};eny no es su-
mable pero si se da (iv).

Sea x la suma de la serie Y .-, ;. Al no ser {z;};en sumable, existe ¢ > 0
tal que para todo N’ C N finito existe NV C N finito con N C N’ tal que

Tomemos Ny = {1}; existe Nj C N finito, con Ny C N, tal que
Hzie/\f(; x; —xH > e. Sea ahora n; = supN{, y consideremos N7 =

{1,2,...,n; + 1}, nuevamente encontramos un conjunto A C N finito,
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con N7 C N, tal que Hzie/\/{ T; — xH > e. Por recurrencia construimos

una sucesion de conjuntos

MCNCNMCN/ C..CN/,_CN,CN,C..

tal que Ni, N, C N finitos, ny = sup N/} _, Np = {1,2,...,n + 1},
Nk C./\/’é y

> e. (3.2)

Sea Dy, = N\ N}, para k € N. Entonces Dy, C {ng+2,...,n41} y, como
se tiene que Ny, C N] C Njy1, los conjuntos Dy, son todos ellos disjuntos
dos a dos. Ademas,

sup Dy < inf Dy, ;.

Por lo tanto la unién de los D, en su orden natural corresponde a una
sucesién {p;}32, creciente de niimeros naturales, pero por (3.2)

O<e < ij—x = ij—x+2xj
JEN], JEN J€Dy,
ne+1
< Z xr;— x| + Z x| (3.3)
j=1 jE€Dy

Como la serie S o7z converge hacia x, si tomamos k lo suficientemente
=1 ’
grande, puesto que {n;}32, es estrictamente creciente, entonces

ne+1
S
E T —z|| < 5,
Jj=1

y por (3.3) tendriamos que

2

JE€Dy,

(3.4)

€
2 Y
para k suficientemente grande.

Sin embargo, como Y .° x, converge, verifica la condicién de Cauchy,
es decir, existe N € N tal que para todo j,k > N, j < k, se tiene que
> iTp |l < 5, v en particular si k es lo suficientemente grande para
que ni + 2 > N, se tiene que

2

JE€Dk

9
<§,

llegando a una contradiccién con (3.4). En consecuencia, la familia ha de
ser sumable.
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3.2. Bases incondicionales

Definicién 3.4 Diremos que B = {e; : j € N} es una base incondicional
de E'si, y s6lo si, es una base y para todo x € F, la serie ) .y a;(x)e; conver-
ge incondicionalmente hacia z, donde {a;}32, son los funcionales coeficiente
asociados a la base ‘B.

Teorema 3.5 Sea B = {e; : j € N} una base de E. Entonces los siguientes
asertos son equivalentes:

(i) B es una base incondicional de E.
(ii) Para toda permutacién o de N, B7 = {e,(;) : j € N} es una base de E.

(iii) Si la serie Y377, aje; converge, para toda sucesion {3;}22; con [B;| <1
la serie Z;’il a;B;e; converge.

Demostracion:

(1) & (i)
B es una base incondicional si, y sélo si, para todo x € FE la serie
> ien @ (7)e; converge incondicionalmente hacia x luego, por definicién,
> i1 Qo (j)(T)eo(;) converge hacia x para toda permutacién o de N. Por

tanto,
B = {eo() 17 € N}

es una base de E para toda permutacién o de N.

Supongamos que la serie Y °° | aje; converge y x € £ es su suma. Como
B es una base incondicional, ha de ser a; = «;(z), por tanto, la serie
> ;=1 aj(7)e; converge incondicionalmente hacia x, luego, en virtud de la
proposicién A.14 la familia {a;(7)e;}32, es sumable. Por la equivalencia
de (i) y (i) del teorema 3.3, la serie D>,y Bja;(x)e; = >y Biae;
converge para toda sucesion {3;}jen con |5;] < 1.

Si x € E, por ser B una base, la serie Z;’il aj(z)e; converge y, por
hipétesis, la serie Y % a;(x)8;e; converge para toda sucesion {B;}jen
con |f5;] < 1. En virtud del teorema 3.3, la familia {o;(x)e;} en es su-

. . o0 . o .
mable, es decir, la serie 3 /7, a;(z)e; converge incondicionalmente, por
lo que B es una base incondicional.

Dada una base incondicional 8 = {e; : j € N} de E'y una sucesién {3;}22,
con |f3;| <1, el resultado anterior nos permite definir nuevos operadores.



36 CAPITULO 3. BASES INCONDICIONALES

Definicién 3.6 Sean B = {¢; : j € N} una base incondicional de E'y § =
{Bj}32, una sucesién de elementos de K con |3;| < 1. Definimos Sp : E — E
de la siguiente manera:

Sp(z) = Zﬂjaj(x)ej para todo = € E. (3.5)
j=1

Proposicién 3.7 Los operadores Sz definidos en 3.5 son lineales y continuos.

Demostracioén:

Es sencillo comprobar la linealidad. Para probar su continuidad, veamos
que el grafo de Sz es cerrado en E x E y apliquemos el teorema del grafo
cerrado A.12.

Supongamos que {xj}2, converge hacia x y {Ss(xx)}72; lo hace hacia y;
veamos que Sg(x) = y.

Como {xj}32, converge hacia x y los funcionales coeficiente son continuos,
fijado j tenemos que {B;o;(xy)}32, converge hacia f;a;(z). Por otro lado,
como {Ss(zx)}p, converge hacia y, y fja;(xy) es el coeficiente de e; en el
desarrollo de Sg(zy), es decir, B;a;(xy) = a;(Ss(xy)), entonces

k—o00

Biaj(zr) = a;(Sp(xr)) — a;(y).

Es decir, para cada j € N, f;0;(z) = o;(y), lo que prueba que

Sp(r) = Zﬁj%’(iﬂ)eg’ = Z%’(y)@j =y.
|

A priori, la norma de Sz varia con 8 = {ﬁj};’il aunque, como Veremos a
continuacion, ||Sg|| estd uniformemente acotada con respecto a 8 = {f;}32;.

Proposicién 3.8 Sea B = {e; : j € N} una base incondicional de E, y sean
Sj los operadores definidos en (3.5). Entonces existe una constante C' > 0 tal
que para todo x € E se tiene que

1Ss(2)]l < Cll] para toda {f;}72,, con |5;[ < 1.

Demostracién: Sea x € E, v = ),y a;(z)e;. Sabemos que {a;(z)e;}jen
es sumable. Por el lema 3.2, {f(a;(x)e;)}52, = {oy(x) f(e;)}52, € £1(N) para
todo f € Ej, luego el operador
Ti(z) : E — (*(N)
z = {aj(z) f(e;) 72y,

estd bien definido, y se comprueba facilmente que es lineal.
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Si consideramos T¥,, = > ., f(e;)cy, donde {u;};en es la base natural de
H(N), es decir,

Trn(z) = (a1(x) f(er), aa(x) fe2), ..., an(x)f(€n),0,0,...),

cada T}, es claramente lineal y continuo por serlo los funcionales coeficiente.
Ademaés Ty = lim,, o0 T, ya que

o0

IT¢(2) = Tya(@)li = D Jeu(@) f(e)| = Z |f (i

i=n+1 i=n+1

que converge hacia 0 por 3.2. Entonces, en virtud del teorema de Banach-
Steinhaus (corolario A.7), T es lineal y continuo.

Para un z fijo, tomando € = 1 en el lema 3.2 existe N = N(z) € N tal que
paratoda f € Bl yn> N

Z]az flz)] <1

1=n+1

luego,

1Ty ()]l = Zlai(w)f(%)\ZZ!O@(%)JC(&)H Y (@) f(z

i=N+1
N
< D ladlllzllled + 1= Cz) +1,
i=1
para toda f € E}. Como cada T es acotado y
sup{||T¢(z)| : f € By} < C(z) +1 < o0,
en virtud del teorema de Banach-Steinhaus A.6, existe M tal que |1y < M

para toda f € EJ.
Con esto, para cualquier sucesion 8 = {3;}32, con [3;| <1 se tiene que

F(Ss)] = ]f(zzajw)ej)‘ _

< Y IBay() fley)] < ZI% el = 1Ty()]ls < M|z,
j=1

o () f(e5)

para todo x € E y toda f € F{. Tomando el supremo cuando f € E] obtene-
mos lo buscado,

1S5(x)|| = sup [ f(Sp(x))| < M||z]]
feE]
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para todo x € E'y toda sucesién 3 = {f;}32, con |3;| < 1. [ |

Si 8 = {B;}3, es una sucesién con un nimero finito de elementos distintos
de cero, se pueden considerar los operadores Sz definidos por (3.5), aunque
B = {e; : j € N} no sea una base incondicional. Esta observacion, permite
considerar el reciproco de la proposicién anterior.

Proposicién 3.9 SeaB = {e, : j € E'} una base de E. Si existe una constante

C < oo tal que [|Sp(7)|| < C||z]| para todo z € E'y toda sucesién 8 = {f;}32,

con un numero finito de elementos distintos de cero y tal que 8; = 0 o 1,

entonces ‘B es una base incondicional.

Demostracién:  Sean z € F, z = > 7 «a;(z)e;, y 0 una permutacién

cualquiera de N. Veamos que la serie 72 | ao(;) ()€, (j) converge hacia .
Como x =} 2 aj(z)e; , dado & > 0 existe N € N tal que

n—+k
Zaj(:c)ej < 201 5 para todo n > N,k € N. (3.6)
j=n

Sea ahora M € N tal que {1,2,...,N} C {o(1),0(2),...,0(M)}, con esto, M
depende tanto de £ como de o. Si m > M se tiene que

m N
r= > ap@ean| < |z =Y a@e| 4| D asp(@)eay)
j=1 i=1 1(37)3’\‘,
o(j
N Mo
= g;—Zaj(:E)ej + Z Bioi(w)es|),
j=1 i=N+1

donde My = max{o(1),0(2),...,0(m)} y

B = 1 sii=o(j) paraalginj <m,
10 en otro caso.

Consideremos y = S0 L1 ai(z)e; € E. Observemos que o;(y) = oy(x)

cuando N +1 <i < My y a;(y) = 0 en el resto. Usando (3.6) obtenemos que

N [e%S)
€ €
T — Zocj(x)ej = Z o(2)ej| S 5r5 <5
J=1 j=N+1
y de la hipétesis del enunciado junto a (3.6) se sigue que
My My fe's)
> Biag@el| = || Y Biaswes|| =D Biasw)es|| = I1Ssw)]
J=N+1 j=N+1 j=1
M(] MO
< Clull =0 > awe| =C| Y a@)e
j=N+1 j=N+1
- Ce <6
20+2 2
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por lo que finalmente se tendria que

T =Y oy (®)eag)
j=1

<e para todo m > M.

Con estos dos ultimos resultados podemos encontrar nuevas caracterizacio-
nes para bases incondicionales.

Teorema 3.10 Sea B = {e; : j € E'} una base de E y sean Sz(x) los opera-
dores definidos en (3.5). Los siguientes asertos son equivalentes:

(1) B es una base incondicional de F.

17) Existe una constante C' > 0 tal que ||S3(z)|| < C||x|| para toda sucesion
B
8= {ﬁj};?o:l tal que |3;] < 1.

(i73) Existe una constante C' > 0 tal que ||S:(z)|| < C||z|| para toda sucesién
e ={g;}32, tal que g; = +1.

(iv) Existe una constante C' > 0 tal que [|Sg(x)| < C||z| para toda sucesién
B = {B;}52, con un nimero finito de elementos distintos de cero y tal
que 5; =10 0.

Demostracién:
(i) = (i7) Es la proposicién 3.8.
(74) = (i7i) Es un caso particular.

(#4i) = (iv) Dado 8 = {;}2, en las condiciones de (iv) tomemos

1 s =1,
Tl sig =0,

por lo tanto

> i (wles =23 Ao — 3wl
j=1 j=1 J=1

de donde tomando normas obtenemos que

]l

IS5} < SIS + el <

(7v) = (i) Es la proposicién 3.9.
|

En los apartados (ii) y (iii) del teorema anterior, se asume implicitamente
que los operadores S estan bien definidos.
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3.3. Ejemplos

Observacion 3.11 Como ya comentamos en el capitulo 1, un sistema orto-
normal completo {e;};en de un espacio de Hilbert separable H, es una base de
Schauder de H. De hecho, es una base incondicional puesto que sabemos que
para cada xz € H la familia {(z, e;)e;}jen es sumable.

También es sencillo comprobar esta afirmacién usando el teorema anterior.
Sie = {g;}32, es una sucesién arbitraria de elementos de K tal que ¢; = +1,
entonces

fe'e) 2 o0 2
IS.@)E = \&(Dx,e»ej) — > st eppe;
j=1 2 j=1 2

o o0
= > leilmenl’ =D [ e = |l«l3.
j=1 i=1

Para terminar el capitulo veremos algunos ejemplos sobre bases incondicio-
nales.

Proposicién 3.12 La base natural de ¢y y #(N), 1 < p < oo, es una base
incondicional.

Demostracién:

Ya vimos en la proposicion 2.1 que la base natural es, efectivamente, una
base de (7 y ¢. Para toda sucesién arbitraria ¢ = {g;}%2, tal que ¢; = +1,
y para todo x = {x;}52, € P, es sencillo comprobar que S.(z) € ¢? luego S.
esta bien definida, y ademas se tiene que

(3] 00
S&‘ ( Z ZEZBZ') = Z Eil;e;
=1 p i=1
9] 1 oo 1
p P
= (Ztea) = (Tle) =
=1 =1

De manera andloga, si x = {z;}32, € ¢y,

sl = |

p

oo oo
19:(2) |lo = SE(inei) H = Zsixiei
i=1 oo i=1 oo
= sup|e;z;| = sup || = [|2]|oo,
neN neN

teniendo asi en ambos casos la condicién (iii) del teorema 3.10 con C' =1y,
por tanto, B es una base incondicional. [
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Proposicién 3.13 La sucesién {e, }22, de elementos de ¢y, dénde

er = (1,0,0,0,...)
e; = (1,1,0,0,...)
es = (1,1,1,0,...)

forma una base de ¢ con la norma || - ||o, pero no una base incondicional.

Demostracion:

Z a(x)e; =

Sea x
entonces, para cada n € N

n

{z,}22, € ¢p. Consideremos «;(r) = z; — Tiy1;

Z(% - $i+1)€z’

1=

(

1
n

=1

D (@i i), Y (@ = @), 3 (2 — 3i41),0. )

=2 i=n

(1 — Tpa1, T2 — Tpaty ooy Ty — Tpa1,0,0,..0).

Dado € > 0, como x € ¢ existe N € N tal que |z,| < € para todo n > N,

por lo que

Veamos que esta representacion es tnica. Dado un vector x = {z,}5°

n
x — Z a;(x)e;
i=1

= ||($n+17 Tpt1s- -5 Tntly Tnt2y Tnt3, - - )”oo

= sup |xg| <e.

k>n+1

n=1»

T = Z;’i Aiei, la n-ésima coordenada del vector, por definicién de los e, ha de

ser T, = > .~ i, luego

xn_xn—&-l:i)\i_ i )\z:)\na

i=n-+1

de forma que los coeficientes quedan univocamente determinados por la suce-

sion.

Para ver que no es una base incondicional probaremos no se cumple la
condicién (ii7) del teorema 3.10. Para ello consideremos
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que es un elemento de ¢y pues cada elemento de la sucesién es finito por el
criterio de Leibnitz, y ademas

WE

i=n

Si consideramos € = {e,}7°, = {(—1)"}22,, entonces S.(z) no esta bien

. . . , oo 1 __
definido, pues si primera componente deberfa ser ), = = oo, por lo que la
base no es incondicional. |

Por tdltimo mencionaremos sin demostracion que el sistema trigonométrico
es incondicional en LP[0, 27 s6lo cuando p = 2; el sistema de Haar es una base
incondicional de LP[0, 27| para 1 < p < oo; y el sistema de Schauder no es una
base incondicional de C[0, 1]. De hecho se puede probar que C[0, 1] y L*[0, 1] no
tienen bases incondicionales (para mas detalles y referencias puede consultarse
[10, p. 204]).



Capitulo 4

Bases de Riesz

4.1. Bases equivalentes

La imagen de una base algebraica por una aplicacion lineal y biyectiva
es también una base algebraica. En esta seccion veremos que esta idea se
puede extender a las bases de Schauder, si ademas pedimos que el operador
sea acotado. De este modo tendremos una forma muy simple de, conocida una
base, generar mas bases a partir de ella, con la propiedad anadida de que si la
base es incondicional, la nueva base también lo sera.

Proposiciéon 4.1 Sea T : E — F un operador lineal, acotado y biyectivo. Si
la familia {e;} ;en es una base de E, entonces la familia {T(e;) }jen es una base
de F.

Demostracion: Dado y € F, como es T sobreyectiva, existe x € E tal que
y = T'(x). Por ser {e;}en base, se tiene que x = 7| aje;. De la linealidad y
acotacion de T se deduce que

y = T(x)= T(Zajej) = T(Jin;oz%ej) = JLHC}OT(Z%GJ')
j=1 j=1

j=1
= lim Zl a;T(e;) = Zl a;T(e;).
j= j=

Si > 72, a;T(e;) = 0, por inyectividad de 7" ha de ser > =2 | aje; = 0, y por
ser {e;}jen una base, a; = 0 para todo j € N, de donde se tiene la unicidad,
y {T'(¢)};en es base. |

Corolario 4.2 Si T : E — F un operador lineal, acotado y biyectivo, y
{€;}jen es una base incondicional de E, entonces {T'(¢;)};en es una base in-
condicional de F'.

Demostracion: Para probar que es base incondicional usaremos el teore-
ma 3.5. Sea 0 una permutacién de N. Como {e; };en es una base incondicional,

43
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{€s(j)}jen €s una base y, por la proposicion anterior, {T'(e,(;))} en también es
una base. Luego {T'(e;)};en es una base incondicional. |

Observacién 4.3 Dada una base By = {e;};en, cuando generamos una nue-
va base By = {v;};en mediante un operador acotado y biyectivo T', es decir,
T(e;) = vy, los coeficientes de x y T'(x), respecto de las bases B, y B, respecti-
vamente, son los mismos en el siguiente sentido: si {a;};en son los funcionales
coeficiente asociados B y {5, },en son los asociados a B4, entonces a; = [5;07.
Ademas como un operador biyectivo y continuo entre espacios de Banach es
invertible, Ty T~! son continuas, luego la serie Z;’il aje; converge hacia
si, y sdlo si, la serie 3 7%, ;T(e;) lo hard hacia T'(x). En consecuencia, ambas
series convergen al mismo tiempo. Este hecho motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.4 Dos bases {e;}jen v {v;}jen de E, se dice que son equiva-
lentes si dada una sucesién {a;}jen de elementos de K se tiene que

[e.e] o

E aje; es convergente si, y solo si, E a;v; es convergente.
=1 j=1

Proposicién 4.5 Dos bases {e;},en v {vj}jen de E son equivalentes si, y sélo
si, existe un operador acotado y biyectivo T': E — E tal que T'(e;) = v; para
todo j € N.

Demostracién: Si T es un operador lineal acotado y biyectivo, de la obser-
vacion 4.3 se deduce que que ambas bases son equivalentes.

Reciprocamente, supongamos que {e;}jen ¥ {v;};en son bases equivalentes
de E.Siz € Econz =3 " aj(v)e;, entonces la serie 2| a;(z)v;, converge
hacia un elemento, que denotamos por T'(z) € E. Asi definida, la funcién T" es
lineal, y ademas T'(e;) = v; para todo j € N.

Para ver que T es un operador acotado y biyectivo, para cada n € N
definamos el operador T, por T,,(z) = > 7, o;(x)v;. Entonces para todo z € E
se tiene que

T(x) = lim T, (z).

n—o0

El operador T}, es acotado, pues

Z&Z(x)vz < Z [|vi()vi]| < Z [[evi ()| ||val

n n
< D llaalllelllodll = el Y laallloill = C(n)ll].
=1 =1

1T (@)l =

entonces, en virtud del teorema de Banach-Steinhaus (corolario A.7), T es
acotado.

La biyectividad de 7" se deduce facilmente del hecho de que {e;}jen ¥
{v;}jen son bases equivalentes, junto con la observacion 4.3. [ |
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Es sencillo comprobar que, igual que ocurre con las aplicaciones lineales y
las bases algebraicas, el operador T' queda univocamente determinado por la
condicién T'(e;) = v; para cada j € N.

Proposicion 4.6 En un espacio de Hilbert separable H, bases equivalentes
poseen sucesiones biortogonales que son bases equivalentes.

Demostracién: Sean {e;};jen ¥ {v;}jen, bases equivalentes con sistemas
biortogonales { f;}jen v {g;}jen respectivamente. Por el corolario 1.14, {f;};en
y {9;}jen son bases de H.

Sea T el operador acotado y biyectivo en H tal que T'(e;) = v; para todo
j € N. Su operador adjunto T™ es también acotado, y es biyectivo por serlo
T ,(véase definiciéon A.19 y proposicién A.20). Veamos que T7(g;) = f;.

Dado j € N para todo k € N se tiene que

(T"(g5), ex) = (g5, T'(ex)) = (gj,vr) = djx = ([, k).

Como {e;}jen es completo, entonces T*(g;) = fj, y por la proposicién
anterior, se tiene el resultado. [ |

4.2. Bases de Riesz

En un espacio de Hilbert, como comentamos en la observacion 3.11, un
sistema ortonormal y completo es una base. De hecho las bases ortonormales
son las mas importantes en los espacios de Hilbert. No resulta extrano que las
bases equivalentes a ellas también jueguen un papel importante.

Definicién 4.7 Una base de un espacio de Hilbert se dice que es una base
de Riesz si es equivalente a una base ortonormal.

Una base de Riesz {e,}nen de un espacio de Hilbert ha de ser necesaria-
mente acotada, es decir,

0 < inf || fu]] < sup||fall < oc.
neN neN

De hecho, si {e,},en se obtiene de una base ortonormal B = {v,},en
mediante el operador biyectivo y acotado T', entonces para todo n € N

L= lall = 1T (ea)ll < (1T lllenll,
lenll = [Tl < |1 TIlvall = [IT]-
De donde se deduce que

1
oy < lleall < T (4.1)
7=l

Teorema 4.8 Sea H un espacio de Hilbert separable. Son equivalentes:
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(1) La familia {e,},en es una base de Riesz de H.

(#7) Existe un producto interno equivalente al de H, es decir, que genera una
norma equivalente, con el cual la familia {e, },en s una base ortonormal

de H.

(737) La familia {e, },en es completa en H y existen constantes A, B > 0 tales
que para cualquier n € Ny aq,...,q, € K se tiene que

n n 2 n
AZ|OZZ'|2 S ZOQGZ' SBZ|O&Z|2
=1 =1 =1

Demostracién:

(1) = (i)
Puesto que, por la proposicion 4.5, {e,}nen es base de Riesz, existe un

operador acotado y biyectivo T' que transforma {e,},cy en una base
ortonormal {v, },en, es decir,

T(e,) =v, n=12,...

Definimos un nuevo producto interno (x, y); en H de la siguiente manera:

(z,y)1 = (T(x), T(y))

Veamos que (-,-); es, en efecto, un producto interno. Sean x,y,z € H,

A e K,
(@+y,2h = (T(w+y),T(2) = (T(x)+T(y),T())
= (T(2),T(2)) +{T'(y), T(2)) = (z,2)1 + (Y, 2)1,
Az, y) = (T(Ax), T(y)) = (AT(x), T(y))
= MI(2), T(y)) = Mz, 91,
(r,yn = (T(2),T(y) = (T(Y),T(x)) = {y, )y,
(r,2), = (T(2),T(x)) =0,
(x,z); = (T(x),T(x))=0«<T(z) =0,
o, equivalentemente (por ser T' inyectivo), si x = 0.
Sea |||/, la norma generada por el producto interno (-,-); . Entonces
lzll = N7 HT @) < T T @I = 1Tl
lly = [T < [T
Luego,
]l

< lzlll, < T[]
[l '
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(iii)

para toda z € H. Luego el nuevo producto interno genera una norma
equivalente a la original. Ademas, para todo 7,7 € N se tiene que

(ei,es)1 = (T(e:), T(ej)) = (vi, v;) = b,

luego la base es ortonormal para este producto interno.

= (4i7)

Supongamos que (x, y)1, es un producto interno de H para el cual {e,, }en
en una base ortonormal. Si |||, es la norma generada por ese producto
interno, por hipétesis, m|||z ||, < ||z|| < M]||z||, para toda x € H. La
completitud en H respecto a la norma || - || es inmediata por el hecho de
ser una base respecto de ||- ||, ¥ la equivalencia entre las normas.

Por tanto, para todo ay, ..., a, € K, como 30 |os|> = || 20, ases ||,

se tiene que

2 n
<MY oyl

=1

n
Yl <
1=1

n
E ;€
i=1

= (i)
Sea {vp}nen una base ortonormal cualquiera de H. Consideremos los

operadores lineales T' y S, definidos en (v, : n € N) y (e, : n € N)
respectivamente, por:

T(v,) = e, y S(en) = vy.

La acotacién de T se debe a que si z = > (x,v;)v;, entonces, por (iit)

e = [r( o)

i=1

2 n

Z(:c, v;)e;

=1

2

IN

BY |(w,v;)]* = Bll|.
i=1

Y para S, dado x = )" | a;e;, por (iii) se tiene que

ISP = Hs(é;%@)

n

E ai€;

=1

2 n

E a;V;

1=1

2 n

=2_lail

=1

2

< At < A7|z|2

Luego S y T son acotados en sus dominios. Por ser lineales y acotados,
y sus dominios respectivos densos en H, tanto S como T se pueden
extender por continuidad a todo H.
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Evidentemente, si I denota el operador identidad, se tiene que ST =1y
TS = I cuando nos restringimos a (v, : n € N) y (e, : n € N) respecti-
vamente. Como ambas familias son completas, y ambos operadores son
acotados se tiene que ST = I y T'S = I en todo H. Luego, por tener
inverso, T es biyectivo y en consecuencia, {e, }nen €s una base de Riesz.

Proposiciéon 4.9 Una familia biortogonal a una base de Riesz es también una
base de Riesz.

Demostracién:  Sean {e,}, ey una base de Riesz y {f,}neny una familia
biortogonal a ella.

Como {e,}nen es una base de Riesz, entonces es equivalente a una base
ortonormal {v,, },en. En virtud la proposicién 4.6, { f,, }nen ha de ser equivalente
a {vy }nen, pues ella es biortogonal con ella misma, por tanto, { f,},en €s una
base de Riesz. [ |

Para una sucesién completa de elementos de un espacio de Hilbert, la existencia
de una familia biortogonal resulta ser suficiente para garantizar que se trata
de una base de Riesz si anadimos una cierta condicién de estabilidad a los
coeficientes de Fourier. Antes de probar este resultado introduciremos un lema
que necesitaremos para su demostracion.

Lema 4.10 Sean H un espacio de Hilbert y S : H — H un operador lineal y
acotado. Si S* es sobreyectivo, entonces existe una constante m > 0 tal que

1S (x)|| = m||z|| para todo x € H.

IS@)
TS

Razonemos por reduccién al absurdo: supongamos que m = 0. Entonces

Demostracién: Sea m = inf {

existe una sucesion {z, }°°, de elementos de H, con ||z,| = 1, tal que
T [|S(@,)[| = m = 0.

Consideremos para cada n € N

1
[ 1
a, = max{||S(z,)]l, 5} y Uy = a—nxn.
Obviamente, lim,, . ||u,|| = oo, v lim, o S(u,) = 0 ya que

1 \
1S (un)ll = —|[S(wa)| < [|S(z4)l]z  para cadan € N

n

Entonces para cada y € H se tiene que

lim (uy,, 5*(y)) = lim (S(un),y) = (0,y) = 0.

n—oo n—oo
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Puesto que S* es sobreyectiva, esto implica que

lim (u,,z) =0  paracadaz € H.
n—o0

Por tanto, {u,}%, es una sucesion débilmente acotada en H y, en virtud de
la proposicién A.9 la sucesion {u, }5°, estd acotada en H, y llegamos a una
contradiccién, ya que la sucesion {||u,||}22; tiende hacia infinito. |

Teorema 4.11 Sea H un espacio de Hilbert separable. La familia {e, },cn es
base de Riesz de H si, y solo si, la familia es completa en H y posee una familia
biortogonal {f, }nen tal que para todo x € H se tiene que

Y Heea)? <oy D e full? < oo
n=1 n=1

Demostracién: Supongamos que {e, }nen es una base de Riesz. Sea { f, }nen
la tnica familia biortogonal a la base {e,}nen, es decir, la de los funciona-
les coeficiente asociados a la base (véase 1.10). Por la proposicién anterior
{fn}nen también es una base de Riesz. Dado x € H, si x = > ;° | ¢,e,, enton-
ces (x, fn) = ¢p, y por tanto

[e.e]

= Z(x, fn)en.
n=1
Anélogamente se obtiene que
o0
r = Z(x, en) fn-
n=1
Entonces, por el teorema 4.8, existe una norma ||- ||, equivalente a la de H,

para la cual {e, }en es ortonormal, y por tanto:

e P =zl < Mzl < oo.
n=1

o0
Para probar que E |(x,en)|? < o0, el razonamiento es el mismo.
n=1
Reciprocamente, supongamos que la familia {e,},en es completa y que

posee una familia biortogonal { f,, },en con las hipdtesis del enunciado. Consi-
deremos la aplicacién lineal de H en ¢? definida por

r = {{z,en) ol
El grafo de esta aplicacién es cerrado. Supongamos que la sucesion {z;}22,
oo
converge hacia x en H y la sucesién {{(xj, en)};’f’:l} converge hacia {y, }°,
=1

en (!(N). Por la continuidad del producto escalar se tiene que

<[E,€n> - Jlirgo<xjaen> = Un,
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luego ha de ser {(z,e,)}>2, = {yn}>2,.
Por el teorema del grafo cerrado la aplicacién es continua, y existe una
constante C' > 0 tal que

Z |(z,e,)]? < C?||z||* para todo z € H. (4.2)

n=1
Usando el mismo razonamiento, existe una constante D > 0 tal que

o0

Z| )P < D?|z)|*  para todo @ € H. (4.3)

Fijada una base ortonormal {v, },en de H,consideremos los operadores li-
neales S y T definidos en (e, : n € N) y (f, : n € N) respectivamente por
S(e;) = vi y T(fi) = v;. Observemos que dado x = Y " | a;e; € (e, : n € N),

entonces
a; sij<n
7 =
xf] g @zezaf] _{ Sij>n7
)

n . , . n
luego = = Zizlém, fi)ei, siendo la suma finita. Por simetria si = >, b, f;
entonces x = » ", (x, €;) f;, siendo la suma finita. De este modo

n n

Sta) = s( Lt fler) = Lto s

i=1 i=1

T(z) = T(i@,ei)ﬁ):i(m,e»vi.

i=1 =1

En virtud de las desigualdades (4.2) y (4.3) se tiene que

IS@)I* = Z<x fijv ZI z, fi)]* < D?|l|]%,
IT@I° = || D (e e ZI z,e)|* < C¥laf.

=1

Luego S y T son continuos en (e, : n € N) y (f,, : n € N) respectivamente.
Siz=>) " ae; ey=> 7 b;f; son sumas finitas, se tiene que

(S(x), T(y)) = Za v, Z b;jv;) Z Z@W’z‘, bjv,;) = Z(aivi, b;v;)

i=1 i=1 j=1 =1
= Z%‘Bz’ = Z(aieia bifi) = Z Z<aiei’ b; f3)
i=1 i=1 =1 j=1

= <Z aiei,zbjfﬂ = (z,9)
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Razonando como en la demostracién del teorema 4.8, se extienden S y T a
todo H, y esta igualdad se tiene para todo par de vectores x,y € H. Luego se
tiene que
(z, 5T (y)) = (T"S(x),y) = (z,y),

luego, T*S = I, lo que implica la inyectividad de S 'y S*T" = I lo que implica
la sobreyectividad de S*. Ademas se tiene que S(H) D {v, : n € N} es denso
en H. Para ver la sobreyectividad de S y concluir que {e,},en es una base
de Riesz de H veamos que S(H) es cerrado. Si {S(x,)}>, converge hacia
un y € H, entonces dado ¢ > 0 existe N € N tal que para todos 7,7 > N,
|S(z;) — S(z;)|| < e. Luego por el lema 4.10, si ¢,7 > N entonces

i = 2l < m 7S (i) — S(a))]| <me,

de modo que {z,}5°, converge hacia un elemento = € H. Por continuidad de
S ha de ser S(z) =y luego S(H) es cerrado y se sigue el resultado. [

4.3. Estabilidad de las bases de Schauder

Dos objetos matematicos que estan en cierto sentido “cerca”, suelen tener
)
propiedades en comin. En esta seccién veremos que las bases en los espacios
de Banach son una clase “estable”, es decir, que si una familia esta lo suficien-
temente “cerca”’ a una base, entonces sera una base. Evidentemente, hay que
) )
darle un sentido al significado de “cerca”.

Lema 4.12 Sean E y F dos espacios de Banach y T : E — F un operador
lineal con ||T']] < 1. Entonces I — T es invertible, es decir, I — T es biyectivo
y I —Ty (I —T)""! son operadores lineales y continuos.

Demostraciéon: Como para n € N arbitrario se tiene que
1771 < |17,

entonces, puesto que ||7| < 1 la serie > 7 T™ es absolutamente convergente
con la norma de los operadores. Por tanto, existe .S lineal y continuo tal que

S=>%>, 1"
Ademds ST =TS8 => 77 ,T""' = S — I, de donde se obtiene que

(I-T)S=S-TS=1, SI-T)=S—-ST=1I.

Por lo tanto, I — T es invertible con inverso S = >~ T". [

Teorema 4.13 Sea {e, },en una base de E'y supongamos que {x, }nen €s una
sucesion de elementos de E tal que

n

Z Ci(ei - l‘z)

i=1

n

E Ci€;

=1

<\ (4.4)
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para alguna constante 0 < A < 1, y cualesquiera escalares cq, ..., c,. Entonces
{Zn}nen es una base equivalente a {e, },en.

Demostracién: Si ) °, ¢;e; converge, entonces la serie verifica la condicién
de Cauchy, es decir, dado € > 0, existe ng € N tal que para todo m >n > ng

m
Z cieill <e.
i=n
Por (4.4), también se tiene que
m
Zci(ei —z)|| < e <e,
i=n

es decir, > .7 ¢;(e; — x;) verifica la condicién de Cauchy y por tanto converge.
Esto nos permite definir la aplicacién T': E — E como

T(z) = T<§: oz,»(x)ei) - i () (e; — ).

i=1 i=1

Es sencillo comprobar que la aplicacion es lineal. Haciendo n — oo en(4.4) se
deduce que
1T ()] =

<A = All=l],

Zai(x)(ei — ;)

Z a;(c)e;

luego la aplicacién es acotada y ||T]] < A < 1. En virtud del lema 4.12 el
operador I — T es invertible, luego biyectivo.
Como (I —T)(en) = x,, por la proposicion 4.5 se sigue el resultado. [ |

Corolario 4.14 Sean {e,},en una base ortonormal de un espacio de Hil-
bert H,y {z,}neny una familia de elementos de H tal que

n\3
()
=1

para alguna constante 0 < A\ < 1, y cualesquiera escalares cy, ... c,. Entonces
{Zy }nen es una base de Riesz de H.

n

Z Ci<€i - iUz)

=1

Corolario 4.15 Sean {e, },en una base de E'y {a;, }nen los funcionales coefi-
ciente asociados. Si {v, }ren es una familia de vectores de E tal que

[eS)
D llen —vallllanll < 1,
n=1

entonces {v, },en es una base equivalente a {e, }nen-
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Demostracién: Sea A =Y |le, — vy ||||lan|]. Stz =37 | cie; es una suma
finita arbitraria, entonces

n

Z Ci(ei - Ui)

=1

Z@i(:v)(ei —v)|| < Z [ai(z)(e; — i)l

o n
< Y lailllzllle: = vill = Mllzll = Al Y ciel].
i=1 =1
Como 0 < A\ < 1, en virtud del teorema anterior se da el resultado. [ |

Corolario 4.16 Si {e, },en es una base de ortonormal de H y {v, }nen €s una
familia de vectores de H tal que

oo
Z len — vall <1,
n=1

entonces {v, fnen €s una base de Riesz de H.

Demostraciéon: Es un caso particular del corolario anterior, teniendo en
cuenta que la familia de funcionales coeficiente asociado a la base {e, }nen €s
ella misma, que para todo n € N, |le,|| = 1 por ser ortonormal, y que una base
de Riesz es aquella equivalente a una ortonormal. [ |

Corolario 4.17 Sea {\, }nez una sucesién de nimeros reales. Sty

e?nt||y < 1 entonces {e*"*'}, 7 es una base de Riesz de L?[—, 7.

”61'nt_

Observacion 4.18 Una condicién suficiente para que se den las hipotesis del
corolario anterior es que

1
|)\n—n|§K<zL para todo n € Z.

Este resultado es el llamado teorema }1 de Kadec, cuya prueba se puede en-
contrar en [10].

Teorema 4.19 Si {e, }nen €s una base de F, entonces existen una sucesion
{en}2, con g, > 0, con la siguiente propiedad: si {v,}nen es una familia de
elementos de E tal que

len —vnl| <en n=1,2,...

entonces {v, }nen es una base de E equivalente a {e, },en.

Demostracién: Sea {a,}nen los funcionales coeficiente asociados a la base

{€n}nen. Por el corolario anterior basta escoger ¢, lo suficientemente pequeno
0o . - 1

para que Y oo &,]lan|| < 1, por ejemplo, g, = 2=V |q,|. [
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Corolario 4.20 Si F es un espacio de Banach con base, entonces cada con-
junto denso en E contiene una base.

Demostracién: Sean {e,},cy una base de E y D un conjunto denso en E.
Tomemos {e,}5°, como en el teorema anterior. Como D es denso en E, para
cada n € N existe v, € D tal que |e, — v,|| < &,. Entonces {v, },en es una
base equivalente a {e, },en. [ ]

Aunque vimos en la proposicién 2.3 que {z™}2° ; no es una base de C|a, b],
por el resultado anterior concluimos que existe una base de Cla, b] constituida
tnicamente por polinomios, ya que C|a, b] tiene base y los polinomios son densos
en Cla, b].



Apéndice A

En este apéndice se exponen algunos resultados que se utilizan en el desa-
rrollo de este trabajo y que han sido vistos previamente en alguna de las
asignaturas del Grado en Matematicas, principalmente en la asignatura “In-
troduccion a los espacios de funciones”. Estos resultados se pueden encontrar

en [1], [5] y [9].

A.1. Teoremas fundamentales del analisis fun-
cional

Definicién A.1 Sea F un espacio vectorial sobre K. Una aplicacién de E en
R, que denotaremos por || - ||, es una norma sobre E si verifica las cuatro
propiedades siguientes:

1. ||z|| > 0 para todo = € E.

2. ||z|]| = 0 si, y sdlo si, z = 0.

3. [[Az|| = |A|||z|| para cada z € E'y cada X € K.

4. ||z +yl| < |lz|| + |ly|| para cada z,y € E.

Un espacio normado es un par (E, || - ||) donde E es un espacio vectorial
sobre Ky || - || es una norma sobre E.

Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo para la
métrica de la norma.

Teorema A.2 (de Hahn-Banach) Sean F un espacio vectorial sobre Ky p
una seminorma en F. Sean M un subespacio vectorial sobre 'y f: M — C
un funcional lineal tal que |f(z)| < p(x) para cada = € M. Entonces existe
F : E — C un funcional lineal tal que f(z) = F(x) siz € My |F(x)| < P(x)
siz e b,

Corolario A.3 Sea E un espacio normado. Para cada = € E se tiene que
z|| = sup{|f(2)| : f € E"[IfIl <1}

95
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Corolario A.4 Sean E un espacio normado y M un subespacio de E. Enton-
ces xg & M si, y solo si, existe f € E' tal que f(xg) #0y f(x) = 0 para todo
x e M.

Definicién A.5 Un espacio de Banach F es reflexivo si la inyeccion canénica
E — E” es sobreyectiva.

Teorema A.6 (de Banach-Steinhaus) Sean F un espacio de Banach y F
un espacio normado. Si {T;};c; es una familia de aplicaciones lineales y conti-
nuas de E en F'| se verifica una de las dos alternativas siguientes:

1. Existe M > 0 tal que ||T;|| < M para cada i € I.

2. Existe un conjunto G interseccién numerable de abiertos y denso en F,
tal que
sup{||T;(x)|| :i € [} = o0 paracada z € G.

Corolario A.7 Sea F un espacio de Banach y F' un espacio normado. Sea
{T,}22; una sucesién de aplicaciones lineales y continuas de E en F' tal que
para cada z € F existe T'(z) = lim, o T,(z). Entonces T es una aplicacion
lineal y continua de E en F'y ||T|| < sup{||7,] : n € N} < 0.

Definiciéon A.8 Sea E un espacio normado y A un subconjunto de F. Se dice
que A es débilmente acotado si f(A) es acotado en K para cada f € E'.

Proposiciéon A.9 Sea E un espacio normado y A un subconjunto de F. En-
tonces A es acotado si, y sélo si, A es débilmente acotado.

Teorema A.10 (de la aplicacién abierta) Sean E'y F' espacios de Banach.
SiT : E — F es una aplicacion lineal, continua y sobre, entonces 1" es abierta.

Corolario A.11 Sea E un espacio vectorial sobre Ky sean || - ||; v || - || dos
normas sobre E de espacio de Banach. Si una es mas fina que la otra, entonces
son equivalentes.

Teorema A.12 (del grafo cerrado) Sean E y F' dos espacios de Banach y
T una aplicacién lineal de E en F. Entonces T' es continua si, y sélo si, su
grafo G(T) = {(z,T(x));x € E} es un conjunto cerrado en £ x F.

A.2. Espacios de Hilbert

Definicién A.13 Sea [ un conjunto no vacio, y sea R la clase de los subcon-
juntos finitos A/ de I. Diremos que la familia {x;};c; es sumable si existe un
x € F tal que para cada ¢ > 0 existe un Ny C N finito de tal modo que

fL‘—E ZT;

ieN

<e para todo A/ C N finito con Ny C N.
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En este caso diremos que z es la suma de la familia {z;};c; y escribiremos
r=> ier Tj-

Proposicién A.14 La sucesion {z;};cy de elementos de E es sumable, y su
suma es z si, y sélo si, la serie Y .-, %, (; converge hacia = en la norma de E
para toda permutacion o de N.

Definicién A.15 Sean H un espacio vectorial y (-,-) un producto interno
sobre H. Se dice que H es un espacio de Hilbert si es completo para la norma
definida por el producto interno,

2]l = ().

Teorema A.16 (de representacion de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert
y f un funcional lineal sobre H. Son equivalentes:

1. f es continuo en H
2. Existe y € H tal que f(x) = (z,y) para todo x € H.

Ademas, en estas condiciones, el punto y es tnico y || f]| = |ly]|-

Teorema A.17 (de Riesz-Fischer) Sean H un espacio de Hilbert, {u;}ic;
un sistema ortonormal y {\;};c; una familia de escalares. Las condiciones si-
guientes son equivalentes:

1. Existe x € H tal que (z,u;) = \; para cada i € I.
2. La familia {|\;|?}scs es sumable.

3. La familia {\;u;}ic; es sumable en H.

Teorema A.18 Sean H un espacio de Hilbert y B = {u; : ¢ € I} un sistema
ortonormal de H. Son equivalentes:

1. B es una base ortonormal de H.

2. v =73, /(r,u;)u; para cada z € H.

3. (x,y) = X s (@, u;)(us, y) para todos z,y € H.
4. x| = X ,es (@, u;) |* para cada x € H (Identidad de Parseval).
5. (B) es denso en H.

Definicién A.19 Sean H un espacio de Hilbert y T': H — H un operador
lineal y continuo. Se llama operador adjunto de 7" al tinico operador 7™ que
verifica que (T'x,y) = (x, T*y) para todos =,y € H.
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Proposicion A.20 Sean H un espacio de Hilbert y S, T operadores lineales
y continuos de H en H, y A € K. Entonces:

L. (T+9S) =T+ 5"
2. (AT)* = AT*.

3. (TS)* = S*T™.

4. (T7) =

5. 171l = 171

6. (T*)t = (T-1)".

A.3. Series de Fourier

Definicién A.21 Sea f € L'[—,7]. Llamaremos serie de Fourier de f a

la serie
E f znt

n=—0oo

Se define la suma parcial n-ésima de la serie de Fourier de f en el punto t
como:
=Y f(e,
j=—n

donde f (n) es el coeficiente n-ésimo de Fourier de f definido por

1
2 Jo

fy =2 [ feemar,

Lema A.22 Si f € LP[—m, 7] se tiene que

)l < =IIfl <

2 (zﬂ)%

1/ [lp-
Teorema A.23 (de unicidad) Sean f,g € L'[—m, ). Si f(n) = §(n) para
todo n € Z entonces f = g c.s.

Definicién A.24 Sea n un entero no negativo
» Se define nicleo de Dirichlet como

n
_ Z it

j=—n
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= Se define nicleo de Fejér como

1
K,(t) = D;(t
= g L0

Proposicién A.25 Sea f € L'. Entonces se verifican las siguientes propieda-

des:
L SuP@) = 5= [ FODu 1y
2. (1)) = g DS = 5 [ SOR -t

3. lim || D,y = oc.
n—oo
4. ||K,|1 = 1 para todo n € N.

5. lim 0,(f) = f en LP|—m, 7] para toda f € LP[—7, 7], con 1 < p < o0.

n—oo
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