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1. INTRODUCCION.

Tal y como afirma Novales (1993), “la Teoria Econdmica deja, generalmente,
indeterminada la forma funcional de las relaciones entre variables econémicas,

lo que sugiere que éstas pueden ser, en ocasiones, no lineales.”

En efecto, nos podemos encontrar, en multitud de casos, con modelos tedricos
que incorporan formas funcionales no lineales. La funcién de produccion Cobb-
Douglas o la funcion de produccion CES, entre otras, son ejemplos de estos
modelos, con los que se trabaja de forma recurrente en Economia, de ahi la

importancia de su modelizacién econométrica.

El objetivo del presente trabajo es llevar a cabo un estudio, lo mas completo
posible, acerca de los modelos de regresion no lineales y de las consecuencas
inferenciales que la ausencia de la hipotesis de linealidad tiene sobre dichos
modelos. Para ello, hemos intentado recopilar un variado niamero de ejemplos
de regresiones no lineales y hemos tanto interpretado sus parametros como
expuesto los métodos de estimacion oportunos y las implicaciones de su

andlisis inferencial.

El documento se divide en cinco apartados. En el primero de ellos se realiza un
breve repaso del concepto y tipologia de las formas funcionales que pueden
adoptar los modelos de regresion, asi como del contraste de forma funcional. El
segundo habla sobre los modelos intrinsecamente lineales, recogiendo un buen
namero de especificaciones y ejemplos en el trabajo aplicado. El tercer
apartado se reserva a los modelos de regresion intrinsecamente no lineales
sobre los que se habla del método de estimacion de minimos cuadrados no
lineales sistematizado a través del algoritmo Newton-Raphson y las
propiedades de dichos estimadores. En el apartado quinto se lleva a cabo un
analisis, a través del paquete informatico Eviews, de la funcion de produccién
Cobb-Doublas, ejemplo de modelo intrinsecamente lineal, para Espafa y se
recogen las principales implicaciones inferenciales del analisis. El sexto y
altimo apartado expone, brevemente, los principales resultados y conclusiones

gue se extraen de este trabajo.



2. FORMA FUNCIONAL. CONTRASTE RESET DE RAMSEY.

La forma funcional de un modelo econométrico hace referencia a como esta
especificada la relacion entre la variable endogena y las variables ex6genas de
la regresion. Esta relacion queda definida tanto en las variables como en los

parametros del modelo, pudiendo ser lineal o no lineal.

La aceptacion o el rechazo de la hipétesis de linealidad es fundamental para
seleccionar los métodos de inferencia y estimacion mas apropiados y, ademas,
la forma funcional es decisiva a la hora de interpretar los coeficientes que
acompanfan a los regresores y que cuantifican la dependencia entre la variable

explicada y las variables explicativas.

2.1. MODELO DE REGRESION LINEAL.

En el modelo de regresion lineal, existe linealidad tanto en los parametros
como en las variables. De manera sencilla e intuitiva, el modelo se especifica

de la siguiente forma®:

K
Yo =Bo + Zﬁixit + U, (2.1)
i=1

En este caso, los coeficientes se interpretan como la variacién, en términos
absolutos, que experimenta la variable endégena al aumentar, en una unidad,
una variable explicativa del modelo, manteniéndose el resto de regresores
constantes. Es decir, los parametros f que, suponemos, son constantes a lo
largo del tiempo, captan el efecto marginal de una variable exégena sobre la
variable dependiente de la regresion:

aY

ﬁi=a—Xi

En los modelos de regresion lineales, se aplican métodos lineales de

estimacion, los oportunos, dependiendo de si el modelo cumple, o no, las

! Para una regresién con K regresores y término constante. A partir de ahora, y durante el
desarrollo del trabajo, consideraremos, para las especificaciones genéricas, un modelo con K
variables explicativas e intercepto, salvo que se indique lo contrario.



hipodtesis clasicas y si existen, 0 no, errores de especificacion en la regresion,

como los relacionados con la perturbacion aleatoria.

2.2. MODELO DE REGRESION NO LINEAL.

El modelo de regresion no lineal se expresa, de forma genérica, de la siguiente

manera:

Y, = f(X.,B) + U, (2.2)

donde f(X;, B) es una funcion no lineal de los elementos de los vectores de X,
yB.

Hablamos de modelo econométrico no lineal cuando nos encontramos ante

cualquiera de estas tres situaciones:

1. Hay linealidad en variables pero no en parametros.
2. Los parametros presentan linealidad, pero las variables no.

3. No existe linealidad ni en variables ni en pardmetros.

En la practica, resulta de especial atencion la forma funcional en los
pardmetros. La no linealidad en las variables puede corregirse facilmente
mediante un cambio de denominacion de las mismas, de tal forma que el
modelo transformado sea lineal -en las variables-. Sin embargo, si la no
linealidad afecta a los coeficientes, el modelo es, o no, susceptible de ser

linealizado.

Los modelos econométricos no lineales que adopten cualquiera de las tres
formas descritas anteriormente pueden clasificarse, atendiendo a la posibilidad

de ser, 0 no, linealizados, en:

— Modelos intrinsecamente lineales: Son aquellos modelos no lineales en
variables y/o en parametros facilmente transformables en modelos
lineales, por lo que se puede aplicar métodos lineales de estimacion.

— Modelos intrinsecamente no lineales: Son aquellos modelos no lineales
en los parametros que no pueden ser linealizados, de tal manera que

sea necesario utilizar métodos de estimacién no lineales.



2.3. CONTRASTE RESET DE RAMSEY.

Especificar adecuadamente la forma funcional de un modelo econométrico —en
ausencia de otros errores de especificacion- es una garantia de un buen ajuste
de la regresion, de unas propiedades deseables de los estimadores de
minimos cuadrados ordinarios, asi como de unos estadisticos fiables para
realizar contrastes. Es por ello que, cuando no contamos con informacion a
priori acerca de la forma funcional de un determinado modelo econométrico, se
hace necesario un mecanismo que pruebe que la especificacion pensada

inicialmente para el modelo es, efectivamente, la correcta.

El contraste Reset de Ramsey nos permite detectar si la dependencia entre la
variable endogena y las variables explicativas de una regresion responde a una

relacion lineal o no. Sus hipotesis son las siguientes:

Hy: A error forma funcional o modelo lineal
Hq:3 error forma funcional o modelo no linealL

Para realizar el test, partimos de un modelo econométrico lineal —como el

modelo (2.1)-, del cual obtenemos los valores de la enddégena estimada:
K
Y, =B+ Z B Xyt
i=1

Las estimaciones de la variable dependiente elevadas a una potencia se
incorporan como regresores al modelo inicial. Suponiendo que se introducen N

potenCiaS, tenemos:
K N
Y = Bo +zﬁixit +Zal?tl+1 + U,
i1 =1

A continuacién, realizamos el contraste de significacion conjunta de las

potencias de la endégena estimada:

a 0
Hy:| ¢ | =

ay 0

a 0
Hi:| ¢ |#

ay 0



Si no rechazamos la hipétesis nula, las potencias de la estimacion de la
variable explicada no son significativas y, por lo tanto, el modelo inicial es
lineal. Si, por el contrario, rechazamos la hipétesis nula, se concluye que la
regresion no es lineal y, en consecuencia, existe un error de especificacion en

la forma funcional.

Tal y como queda ilustrado en el procedimiento anterior, la especificacion
incorrecta de la forma funcional de un modelo econométrico se reduce,
sencillamente, a un problema de omision de variables relevantes -en este caso,
las potencias de la endégena estimada-, lo cual tiene consecuencias negativas
para la estimacion y la inferencia de la regresion mal especificada. Los
estimadores de minimos cuadrados ordinarios son sesgados e inconsistentes y
los contrastes basados en los estadisticos ty F no son validos, ya que se

rompe con la hipétesis de EU # 0.

3. MODELOS INTRINSECAMENTE LINEALES.

Los modelos intrinsecamente lineales son regresiones no lineales en variables,
en parametros o en ambos que pueden ser linealizadas mediante sencillas
transformaciones, tales como la aplicacion de logaritmos o un cambio de

nombre de variables.

3.1. TIPOLOGIA.

La Teoria Econdmica utiliza, de manera recurrente, formas funcionales no
lineales para modelizar escenarios macro y microeconomicos. A pesar de que
los modelos no lineales son muy numerosos, en esta seccidén estudiaremos
sélo algunas especificaciones?, las méas habituales en el trabajo aplicado en

Economia, que dan lugar a regresiones intrinsecamente lineales.

3.1.1. Modelo doble-logaritmico.

Es un modelo no lineal en las variables cuya especificacion es la siguiente:

? Las formas funcionales qgue pueden adoptar los modelos econométricos, y que se analizan

una a una en esta seccion, pueden verse combinadas en una misma regresion, de tal forma
gue podemos encontrarnos con modelos logaritmicos y términos cuadraticos, polinomios y
variables invertidas, etc.



Y, = Al_[Xﬁi elt (3.1)

Tal y como se puede intuir, la especificacion (3.1) corresponde a una regresion
intrinsecamente lineal, ya que es susceptible de ser linealizada aplicando
logaritmos y renombrando las variables, de tal forma que tanto la variable
enddgena como las explicativas quedan expresadas como funciones

logaritmicas —de ahi su denominacion ‘doble logaritmico’-:

K
mpdm+§ﬁm@+m
i=1

K
Ve = “"‘Zﬁixit + U,
i=1

donde y, = InY;, x;; = InX;; y a = [nA.

En este tipo de modelos econométricos, los coeficientes que acomparfan a los
regresores se definen como elasticidades, de manera que los parametros
B miden la variacion porcentual que experimenta la variable endégena ante un
incremento del 1% de la variable explicativa correspondiente, ‘céteris paribus’:

_dy X
PTdX Y

Ejemplo: funcion de produccién Cobb-Douglas.

La conocida funcién de produccion neoclasica Cobb-Douglas relaciona el nivel
de produccion de un determinado bien o conjunto de bienes con los factores

productivos, trabajo y capital, empleados para su obtencion:
Y = AK“LP

donde Y es la produccion, K y L los factores capital y trabajo, respectivamente
y A la productividad total de los factores, que se considera como un coeficiente
a estimar. Los parametros a y S representan la elasticidad de la produccion en

relacion al capital y al trabajo, respectivamente.

Esta funcion de produccion satisface una serie de propiedades econdmicas, las

cuales se consideran deseables en el trabajo aplicado:



— Rendimientos constantes a escala.

— Incidencia positiva del factor tecnologico.

A consecuencia de estas propiedades tedricas, se imponen ciertas condiciones
0 restricciones sobre los parametros, de tal forma que sabemos que a + f =1,
a>0,>0yA>0.

El modelo econométrico intrinsecamente lineal se obtiene indexando las
variables enddgena y explicativas con el subindice t e introduciendo la

perturbacion aleatoria:
Y, = AKZ 1P eV

3.1.2. Modelo semi-logaritmico.

La expresion ‘semi-logaritmico’ hace referencia a la transformacion implicita de
gue son objeto algunos modelos econométricos no lineales, de tal forma que, o
bien, la variable enddgena, o bien, las variables exdgenas de la regresion se

ven afectadas por logaritmos.

En este tipo de regresiones, los parametros se interpretan como semi-
elasticidades, ya que relacionan variaciones en términos absolutos con

variaciones en términos porcentuales.

Una de las expresiones mas habituales en esta clase de modelos

economeétricos es la siguiente:
K
Y, = eli=1 Xit tU¢ (3.2)

Aplicando logaritmos a ambos lados de la igualdad y renombrando la variable

endogena, llegamos a obtener una especificacion lineal de la regresion (3.2):

K
i=1

K
Ve = a+z.3ixit + U,
i=1

siendo y, = InY;.



En este caso, los coeficientes  expresan la variacion relativa que experimenta
la variable endégena cuando, manteniéndose todo lo demas constante, una de

las variables exdgenas del modelo aumenta en una unidad:

_dr 1
PTdX; Y
En términos porcentuales:
< 100 = ¥ X 100 1
Ai ToodXx;, Y

Cuando una de las variables explicativas del modelo, X;, aumenta en una
unidad, manteniéndose el resto constantes, la variable enddégena varia un
(B; X 100) %.

También podemos encontrarnos con la siguiente especificacion:

K
et = A ngfew (3.3)
i=1

Llevando a cabo el mismo proceso de transformacion que en la regresion (3.2),

obtenemos una aproximacion lineal del modelo econométrico (3.3):

Y, =InA +

K

i=1
K

Y: =a+Zﬁin-*t+Ut
i=1

donde a = Indy X;; = InX;,.

En este tipo de regresiones, los coeficientes g miden la variacién, en términos
absolutos, que experimenta la variable endégena cuando la variable X; se
incrementa 0,01 unidades:

dy

ﬁi:d_XiXi

En términos porcentuales, ante un incremento del 1% de la variable explicativa

X;, la variable enddgena varia (f;/100) unidades.



Ejemplo: relacion salario-educacion.

Wooldridge (2001) propone, como ejemplo de modelo semi-logaritmico, una

relacion entre el nivel salarial y los afios de educacion.

salario = ea—i—ﬂeducaci on

Al aplicar logaritmos para linealizar la funcibn obtenemos la siguiente
transformacion:

In(salario) = a + Beducacion

Con el logaritmo afectando Unicamente a la variable endégena —el salario-, el
coeficiente B se interpreta como la tasa constante a la que crece el salario al

dedicar un afo adicional a la educacion.

Introduciendo los subindices t y la perturbacion aleatoria al modelo inicial,

queda especificada la regresion en términos econometricos:

salariot — ea+ﬂeducaci ong+U;

3.1.3. Modelo reciproco o inverso.

El modelo econométrico inverso presenta la siguiente especificacion:

K
1
Yy=a+ ) Bi—+U, (3.4)
i Xy

En este caso, el modelo se puede linealizar mediante un sencillo cambio de

nombre de las variables explicativas:

K
Vo=a+ ) BX; +U,
i=1

donde X}, = Xi

it
La interpretacion de los parametros S se observa facilmente hallando la
derivada parcial de la regresion (3.4) con respecto a cada uno de los
regresores del modelo:
ay 1
aXi - ﬁl Xiz



. . . 2 . 1
Ante un incremento de X; en una unidad, la variable endogena Y varia —p; 7

L

unidades.

Ejemplo: curva de Phillips.

La curva de Phillips constituye una de las aportaciones mas relevantes en la
Ciencia Econdmica, estableciendo una relacion inversa entre la inflacion — la
cual viene dada por la tasa de crecimiento del salario nominal- y la tasa de

desempleo en una economia.

Tedricamente, y de manera sencilla, el modelo econdmico se expresa de la

siguiente forma:

1
W=)/+T]E

donde w es la tasa de crecimiento del salario nominal y d el exceso de oferta
de trabajo o desempleo.
Incorporando los subindices de tiempo t y el término de error, queda
especificado el modelo econométrico:
1
we=y+n5+U
dy
Renombrando la variable explicativa obtenemos la siguiente especificacion
lineal:
w, =y +nd +U;

donde d*, = di.

t

3.1.4. Modelo polinémico.

Otra especificacion habitual de los modelos econométricos es la polindbmica, la
cual introduce potencias de las variables exdégenas. Suponiendo una regresion

con una Unica variable independiente, el polinomio de grado N se expresa asi:

N
Vo= Fo+ ) BiXi+U, ©5)
=1

Este tipo de modelos econométricos se pueden escribir como regresiones

lineales renombrando, simplemente, las potencias de las variables explicativas.
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En nuestro ejemplo particular, el modelo transformado resultante es el

siguiente:

N
Vo= Bo+ ) FiWi +U,
=1

donde Wy, = X, Wy, = X2, ..., Wy, = XV.

La interpretacion de los parametros [ se observa facilmente calculando la
derivada parcial de la regresion (3.5) con respecto a las variables explicativas.
Siguiendo con nuestro modelo ilustrativo:

ay
ﬁ = Bl + Zﬁzx + -+ I\IﬁN}(N_1

Ante un aumento de una unidad en la variable exdgena, la variable
dependiente varia B; + 28,X + -+ NXV~1unidades, de tal forma que la

variacion depende del valor que tome la variable explicativa.

Ejemplo: funcién de costes polinémica de tercer grado.

Las funciones polinbmicas de segundo y tercer grado se emplean con
frecuencia en la Economia Aplicada para captar productividades o costes

marginales crecientes o decrecientes.

Los polinomios cubicos o de grado tres desempefian un papel razonablemente
destacado en la modelizacion de las funciones de costes en la Microeconomia.
No obstante, hay que tener en cuenta que estas funciones cubicas no pueden
plantearse aleatoriamente, sino que los coeficientes del modelo deben cumplir
ciertas condiciones, de tal forma que sean consistentes con la Teoria
Econdmica. Algunos de estos condicionantes hacen referencia a la existencia
de costes totales y fijos positivos, funciones de costes totales crecientes,
garantia de costes medios minimos, y funciones de costes marginales y medios

parabdlicas convexas.
Asi, el modelo tedrico, resultante seria el siguiente:
CT =a+bq +cq?+dq®

donde CT denota los costes totales y g la produccion.

11



En cuanto a las restricciones de los parametros g, tendriamos a > 0, ¢ < 0,
d >0y 3db > c?.

Introduciendo los subindices temporales t y la perturbacién aleatoria U, queda

especificado el modelo econométrico intrinsecamente lineal:

CT, = a+ bq, + cq? +dq3 + U,

3.2. METODOS DE ESTIMACION.

Los modelos intrinsecamente lineales son susceptibles de ser linealizados
mediante sencillas transformaciones matematicas, de tal manera que les
pueden ser aplicados los métodos de estimacion e inferencia propios de las

regresiones lineales.

Suponiendo que el modelo intrinsecamente lineal, una vez transformado en un
modelo lineal, cumple las hipotesis clasicas, el método de estimacién adecuado

a aplicar es el de minimos cuadrados ordinarios.

Este procedimiento consiste en minimizar la suma de los cuadrados de los
residuos — definidos como la diferencia entre el verdadero valor y la estimacion
de la enddégena estimada-, lo cual resulta en la obtencion del estimador de

minimos cuadrados ordinarios, cuya expresion matricial es la siguiente:
f=XX)XY

— El estimador MCO (minimos cuadrados ordinarios) satisface todas las
propiedades estadisticas deseables:

— Es lineal: Depende linealmente de la variable enddgena, que es
aleatoria.

— Es insesgado: Por término medio, toma el mismo valor que el
parametro.

— Es eficiente: Su varianza alcanza la cota de Cramer-Rao —el valor
minimo que puede tomar la varianza de un estimador insesgado-.

— Es Ooptimo: Tiene la varianza mas pequeiia dentro de la familia de
estimadores lineales e insesgados.

— Es consistente: Converge en probabilidad al verdadero valor del

parametro.

12



— Coincide con el estimador maximo verosimil: Comparte sus propiedades
asintoticas: insesgadez asintotica, eficiencia asintética, consistencia e
invarianza.

— Sigue una distribucion de probabilidad normal: Es funcion lineal de la
variable enddgena y, en consecuencia, de la perturbacion, la cual sigue
una distribucion normal. Todo lo que depende linealmente de una
variable aleatoria que sigue una distribucion normal, también se
distribuye normalmente.

— ElI estimador de su matriz de varianzas Yy covarianzas,

'

e e

o (X'X)™!, es insesgado.

S35 =

También bajo cumplimiento de las hipotesis clasicas, los estadisticos t y F
siguen manteniendo su validez en los modelos intrinsecamente lineales.
Ademas, cabe recordar que los coeficientes de determinacion R?y R? no
resultan validos a la hora de comparar modelos econométricos con distinta
variable enddgena, por lo que hay que prestar especial atencién al caso de los
modelos doble y semi-logaritmicos, en los que la variable dependiente se ve

afectada por logaritmos.

Por otra parte, a modo de observacion, cuando un parametro de la regresion
intrinsecamente lineal sufre algun tipo de transformacién no lineal como
consecuencia del proceso de linealizacion, el estimador MCO de dicho
coeficiente satisface, Unicamente, las propiedades asintdticas del estimador
méaximo verosimil descritas anteriormente. Este es el caso del modelo doble-

logaritmico en el que se aplica logaritmo sobre el término independiente.

4. MODELOS INTRINSECAMENTE NO LINEALES.

Los modelos intrinsecamente no lineales son regresiones no lineales en los
pardmetros -con independencia de si presentan, o no, linealidad en las

variables- que no pueden ser linealizadas.

Algunos ejemplos de estos modelos econométricos no lineales y no

linealizables son los siguientes:

13



Y, = Bref2*t + U, (4.1)
Y, = By + B1XP2 + U,

Bo

o= 1+ efrthaXe + U,

Como podemos, comprobar, no existe transformacion sencilla alguna que

permita corregir la no linealidad en los coeficientes.

Ejemplo: funcién de produccion CES

En Economia, la funcién de produccién de elasticidad de sustitucién constante
o funcién de produccion CES —'Constant Elasticity of Substitution’, en inglés-
constituye un claro ejemplo de modelo no lineal en sentido estricto, es decir, no

susceptible de ser linealizado.

Su expresién es la siguiente:

v =A[SKF + (- &)L P

donde Y representa la produccion, K el factor capital, L el recurso productivo
trabajo, A es el pardmetro de eficiencia referente al estado de la tecnologia, § el
denominado parametro de distribucion que indica la participacion relativa de
cada factor en la produccion, g el parametro de sustitucion y v el parametro

relativo a los rendimientos a escala.

La funcién de produccibn CES cumple ciertas propiedades teoricas que
requieren que los coeficientes tomen determinados valores de entre un
intervalo numérico, de tal forma que sean coherentes con la Teoria Econémica.

Estas propiedades son:

— Homogeneidad de grado uno®, lo que significa rendimientos constantes
a escala. Se ha de cumplir que v = 1.

— Participaciones relativas de cada insumo en la produccion positivas y
menores que la unidad (0 < § < 1).

— Efecto tecnolégico positivo, por lo que A > 0.

® La funcién de produccién de elasticidad de sustitucion constante no tiene por qué ser
necesariamente homogénea de grado uno, aunque en este trabajo se acepta ese supuesto por
simplicidad.

14



— Elasticidad de sustituciébn constante, positiva y menor que la unidad.
Teniendo en cuenta que la elasticidad de sustitucion del modelo viene
dada por la siguiente expresion*:

1
o=
1+p
donde o representa la elasticidad de sustitucion, se tiene que cumplir

que f > —1. Ademas, S # 0 para que el exponente — ”/ﬁ # 00,

El modelo econométrico, indexando las variables endégena y explicativas e

introduciendo el término de error estocastico, queda especificado asi:

v, = Alsk,F + 1 — §)LF] e

4.1. METODOS DE ESTIMACION.

El procedimiento basado en la minimizacién de la suma de los cuadrados de
los residuos de una regresion del que habldbamos en la seccién anterior
parece un criterio bastante atractivo a la hora de estimar los parametros de un
modelo econométrico, ya que nos permitiria obtener estimadores con buenas

propiedades.

De manera andloga a los modelos lineales o los modelos intrinsecamente
lineales, podriamos aplicar el método de minimizacion de la suma residual a las
regresiones intrinsecamente no lineales, aunque, debido a las caracteristicas
propias de éstas, la resolucion analitica de este mecanismo de estimacion se

complica.

La principal dificultad del método de minimos cuadrados no lineales —asi se
denomina el procedimiento de minimos cuadrados para los modelos no lineales
en sentido estricto- surge a la hora de resolver las ecuaciones normales de la

regresion.

* Esta expresion se obtiene operando algebraicamente sobre la funcién de produccion a partir
de la definicion de elasticidad de sustitucion. La elasticidad de sustitucion se define, en este
caso, como la variaciéon porcentual que experimenta el ratio ptimo capital/trabajo al aumentar
un 1% el cociente del precio de los insumos trabajo y capital, es decir, el ratio salario/tipo de
interés.
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Considerando el modelo no lineal (2.2), la suma de los cuadrados de los

residuos se expresa asi:

SR<ﬁ>—ZUt == Z(Yt 72 = Z(Yt FOLBY @)

Derivando la expresion (4.2) con respecto a cada uno de los parametros que
componen la matriz f e igualando a cero, obtenemos K + 1 ecuaciones

normales:

(0SR(B) T 6f( 0 B)
3B, _ZZF [(Y d (X“ﬁ ) 2B ]

|65R(ﬁ5 o af(xt,ﬁ)]
AR ONN (S 1010)

A modo de ilustracion, trabajamos con el modelo (4.1):
Y, = pef2*e + U,

donde la suma residual a minimizar es:

T
SR(B) = ) (¥, = frele¥y? “3)
t=1

Igualando a cero las derivadas parciales de la expresion (4.3) con respecto a
cada uno de los parametros, damos con el siguiente sistema de ecuaciones

normales:

(SR z o _ L &
# = ZZ(Yt — ﬁleﬁzxt)(_eﬁzxr) =0- Zeﬁzxryt =p Z e2B2X¢

JdSR(B)
L 95

(4.4)

- Z(Yt’ftﬁleﬁ”f —fi Xee?t) = 0 - Z VX ePeXe = B, Zx e2Boxe

t=

El sistema (4.4) presenta dos problemas fundamentales:

1. Las ecuaciones no son lineales, ya que las derivadas parciales de la
funcion no lineal f(X,, ) tampoco son lineales. La resolucion simultanea
de un sistema de ecuaciones no lineales puede conducirnos a varias
soluciones o, incluso, a ninguna, de tal manera que el modelo
economeétrico intrinsecamente no lineal puede tener varios estimadores

minimo cuadraticos o, ni siquiera, tenerlos.
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2. Las ecuaciones tienen incognitas —los estimadores- a ambos lados de la
igualdad y, por lo tanto, no podemos obtener soluciones explicitas de las

incoégnitas en términos de los valores conocidos.

Debido a estos inconvenientes, es preciso buscar otros métodos que nos
permitan obtener los estimadores de minimos cuadrados de una regresion
intrinsecamente no lineal, lo cual implica procedimientos numéricos o
algoritmos. A pesar de que existen varias alternativas para la estimacion no
lineal, tales como el mecanismo de busqueda directa, el método Marquard o el
algoritmo de descenso mas rapido, el procedimiento quiza mas intuitivo y

utilizado sea el método iterativo de linealizacion.

El método de linealizacion iterativa consiste en linealizar, alrededor de un
conjunto inicial de valores de los parametros y con ayuda del desarrollo en
serie de Taylor, el modelo intrinsecamente no lineal. A continuacion, se estima
la aproximacion lineal mediante minimos cuadrados ordinarios para obtener
nuevos valores de los coeficientes. Este proceso se realiza reiteradas veces
hasta alcanzar la convergencia, es decir, hasta que las nuevas estimaciones de

los pardmetros obtenidas en cada iteracion no varien de forma significativa.

El mecanismo iterativo de linealizacion se sistematiza a través de algoritmos de
optimizacién, de los cuales, los mas utilizados son Newton-Raphson y Gauss-
Newton. Nosotros soélo desarrollaremos el de Newton-Raphson, ya que el

algoritmo de Gauss-Newton se considera una variante del primero.

4.1.1. Algoritmo de Newton-Raphson.

El procedimiento numérico, en este caso, parte de linealizar la suma residual
de una regresion intrinsecamente no lineal en torno a unos determinados
valores de los parametros f mediante un desarrollo en serie de Taylor de

segundo orden:
SR(B) = M(B) = SR(F°) + [7SR(B°)] (8 - £°)
1 . . ) (4.4)
+5 (8 = 6°) V3SR(E°) (5 - £°)

donde SR(B) representa la suma de los cuadrados de los residuos del modelo

no lineal, M(B) la aproximacion lineal de dicha suma, S° el valor inicial que
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toma el vector columna de pardmetros B y VSR(B°) y V2SR(S)el vector
gradiente y la matriz hessiana de la suma residual, respectivamente, evaluados

en A°.

A continuacion, derivamos la expresion (4.4) con respecto al vector de

parametros S e igualamos a cero:

oM (B)
ap

Ahora, despejamos B*:

= VSR(B®) + V2SR(B°)(B* = p*) = 0

B = Bt = B° —vsR(BV)[v2SR(%)] (4.5)

donde f! constituye la matriz K x 1 de los nuevos valores de los estimadores

MCO para la primera aproximacion lineal de la regresion.

Genéricamente, para N linealizaciones, la ecuacion (4.5) adopta la siguiente

expresion, la cual constituye el denominado algoritmo de Newton-Raphson:

~ ~ ~ A -1

BN — ﬁN_l _ VSR(ﬁN_l)[VZSR(ﬁN_l)]
Este algoritmo se utiliza iterativamente hasta alcanzar un valor para el vector
de estimadores £ que satisfaga los criterios de convergencia pertinentes. Si los
valores iniciales de los coeficientes en torno a los cuales se linealiza la

regresion estan proximos a sus verdaderos valores, seran necesarias pocas

iteraciones.

Tal y como puntualiza Novales (1993), la utilidad del algoritmo de Newton-
Raphson esta sujeta a las condiciones de existencia de las derivadas de la
suma residual de la regresion, asi como de la invertibilidad de la matriz

hessiana.

Los estimaciones de los K + 1 parametros obtenidas a partir de este algoritmo
se corresponden con la de minimos cuadrados ordinarios, para la ultima
linealizacion de la regresion inicial, y con la de minimos cuadrados no lineales

del modelo intrinsecamente no lineal de partida.
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4.1.2. Propiedades del estimador de minimos cuadrados no lineales.

La ruptura con la hipotesis de linealidad en los modelos intrinsecamente no
lineales hace que el estimador MCNL (minimos cuadrados no lineales) pierda
cualidades con respecto al estimador MCO. De forma generalizada, y tal y
como vimos con el modelo (4.1), el estimador de minimos cuadrados no
lineales no es funcién lineal de la variable enddgena y, por lo tanto, tampoco
depende linealmente de la perturbacion aleatoria. Este hecho tiene dos

importantes implicaciones sobre sus propiedades:

— El estimador no es, generalmente, insesgado (Novales, A., 1993). Si el
estimador no es insesgado, tampoco puede ser eficiente u éptimo.

— El estimador no sigue una distribucién normal, ya que se rompe con la
premisa: “Todo lo que depende linealmente de una variable aleatoria
que sigue una distribucibn normal también sigue una distribucion

normal.”

¢ Qué propiedades tiene el estimador de minimos cuadrados no lineales,
entonces? Suponiendo que se cumplen las hipétesis clasicas —exceptuando la
linealidad-, podemos afirmar que el estimador MCNL es consistente. La
consistencia viene garantizada por la ortogonalidad entre los regresores y la

perturbacién aleatoria, la cual se cumple incluso cuando existe exogeneidad

’

. . XX
estricta o contemporanea, y por el hecho de que la matriz —— converge en

probabilidad a una matriz singular y definida positiva, distinta de cero.

Si a las hipétesis clasicas le sumamos la premisa de que la varianza de la
perturbacion aleatoria no depende de los parametros f, podemos concluir que
el estimador de minimos cuadrados no lineales y el estimador maximo
verosimil coinciden. Por lo tanto, bajo estas condiciones, el estimador MCNL
heredaria las propiedades asintéticas del estimador MV: invarianza,

consistencia, insesgadez asintética, eficiencia asintdtica y distribucion

B, o} <(VZSR (Bucw ))_1>l

Por otra parte, teniendo en consideracién que los estadisticos ty F se basan

. s ~ a
asintotica normal: Bycy, = N

en conceptos estadisticos y en premisas econométricas acerca de las

distribuciones de la perturbacién aleatoria y del estimador, para un modelo
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estimado mediante MCNL -los cuales son asintéticamente normales bajo las
suposiciones mencionadas anteriormente-, dichos estadisticos resultan validos

a medida que aumenta el tamafio muestral.

En cuanto al coeficiente de determinacion, R?, éste puede aplicarse de manera
convencional a una regresion intrinsecamente no lineal (Pindyck, R. S.;
Rubenfield, D. L., 2000).

5. ANALISIS DE RESULTADOS.

El analisis de resultados de este trabajo consiste en la estimacion y
correspondiente estudio econométrico, a través de Eviews, de la funcion de

produccién Cobb-Douglas en Espafia para el periodo 1980-2014.

El modelo econométrico objetivo de nuestro andlisis es el siguiente:
Y, = AKZ 1P el (5.1)

donde Y es el PIB a precios de mercado constantes de 2010 expresado en
miles de millones de €, K el capital a precios constantes de 2010 expresado en
miles de millones de € y L el empleo expresado en miles de personas. 4, a y 8

son los parametros a estimar.

Para este caso practico, hemos trabajado con dos bases de datos. En primer
lugar, las cifras relativas al PIB se han obtenido de la base de datos ‘World
Economic Outlook’ de abril de 2015, correspondiente al FMI. Por su parte, los
datos del empleo y del capital han sido extraidos de ‘AMECQ’, la base de datos

de la Comision Europea, actualizada, por ultima vez, el 5 de mayo de 2015.

El modelo (5.1), como ya explicamos en la parte tedrica del presente trabajo, es
una regresion intrinsecamente lineal, por lo que podemos aplicar logaritmos

neperianos y trabajar con su especificacion lineal:
InY, = InA + alnK, + BInL, + U, (5.2)

Tal y como recoge la TABLA A.1°, el modelo (5.2) estimado es el siguiente:

® Para ver las tablas y gréficos, consultar Anexo.
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[7¥, = —2,6081 +0,4982InK, +0,5586InL,
(4,4453)  (9,4616)  (5,6041)

R? = 0,9861; AKI = —3,8376; SW = —3,7043; p(F) = 0; d = 0,0735

donde los numeros entre paréntesis se refieren al valor absoluto de los
estadisticos t de los estimadores de los parametros, AKI y SW son los
estadisticos de Akaike y Schwarz, respectivamente, los cuales no
interpretamos pero si utilizaremos para comparar la bondad de ajuste del
modelo, p(F) es el p-valor del estadistico F en el contraste de significacion de

la regresion y d el estadistico de Durbin- Watson para autocorrelacion.

La estimacién del término independiente de la especificacion (5.2) no se
corresponde con el valor estimado del parametro tecnoldgico A del modelo
(5.1), ya que éste estd afectado por logaritmos. El verdadero valor del

estimador del coeficiente A es:
InA = —2,6081 » A = ¢26081 = 0 0736

El pardmetro tecnoldgico toma un valor positivo, lo cual es coherente con la
Teoria Econ6mica. Asi mismo, las estimaciones de los parametros a y 8 , que
se interpretan como elasticidades, son positivas, lo que es consistente con las

propiedades tedricas de la funcion Cobb-Douglas.

El coeficiente de determinacion ajustado, R%, comprendido entre 0 y 1, es
elevado, un 0,9869. El 98,69% del PIB viene explicado por el capital y el
empleo, por lo que podemos pensar que es una buena regresion. No obstante,
el estadistico de Durbin sugiere para el modelo autocorrelacion positiva, por lo

que los estadisticos t y F no son validos para los contrastes de hipoétesis.

Contraste de normalidad de Jarque-Bera.

Hy:normalidad
Hi:ausencia de normalidad

a
SRR
En el GRAFICO A.1, obtenemos que el valor del estadistico de Jarque-Bera es
2,843, menor que el valor critico X%, por lo que no rechazamos la hipotesis nula
y concluimos que la perturbacion del modelo (5.2) sigue una distribucion

normal.
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Analisis de cambio estructural.

En primer lugar, recurrimos al método grafico, a través del cual analizamos la

estabilidad de los coeficientes y los residuos del modelo (5.2).

En el GRAFICO A.2 observamos el comportamiento de los tres parametros —de
arriba a abajo: [nA, a y - a lo largo de la serie temporal. Como podemos
comprobar, ninguno de los coeficientes permanece estable en el tiempo, sino
que existen fluctuaciones mas o menos significativas. Los cambios de
comportamiento del parametro InA tienen lugar en 1992 y 2008, los de a en
1993 y 2008 y, por ultimo, los de § en 1991 y 2009.

El GRAFICO A.3 muestra la evolucién de los residuos de la regresion,
representada por la linea azul. Tal y como vemos, la linea azul sale de las
bandas de fluctuacion rojas entre 2008 y 2011, registrando un considerable
descenso en 2009. Ademas, se observa una importante caida, aunque no tan
significativa como la anterior, en el afio 1993.

El andlisis grafico nos lleva a pensar que, en efecto, hay cambio estructural y
en dos momentos diferentes: a principios de la década de los 90 —en torno a
1991, 1992 y 1993- y a finales de la primera década del siglo XXI —alrededor de
2008 y 2009-. La légica econémica refuerza esta hipotesis, ya que los cambios
estructurales estan asociados a las dos ultimas crisis econdémicas vividas en

nuestro pais.

A continuacién realizamos el denominado test de Chow, el cual nos permite
contrastar si los parametros de la regresion (5.2) mantienen el mismo valor a lo

largo de la serie temporal o, por el contrario, lo modifican.

Creemos que la serie 1980-2014 se divide en tres periodos® y, por lo tanto, el

modelo (5.2) adopta una especificacion distinta para cada uno de ellos:
Primer periodo —de 1980 a 1990-:
InY,! = InA' + atink, + BtinL, + U,’

Segundo periodo —de 1990 a 2007-:

® Hemos escogido estos dos afios ya que, a pesar de que duddbamos entre varias fechas
cercanas a ellas, eran éstas para las cuales se aceptaba, con mayor rotundidad la hipotesis de
cambio estructural o inestabilidad de los coeficientes
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InY,* = InA? + a®InK, + B%InL, + U,*
Tercer periodo —de 2008 a 2014-:
InY,® = InA® + a3InkK, + B3inL, + U,>

El test de Chow es el siguiente:
InAt InA? InA3\
Hy:| ot |=| a? |=| a3
B! B’ p?
InAl InA? InA43
H1:<a1 )i(dz >¢<a3>
B! B’ p* /)

Para todos los pares de fechas planteados anteriormente rechazamos la

> S,

hipétesis nula ya que ,tal y como, aparece en la TABLA A.2, el estadistico F

toma un valor 29,3048, muy superior al valor critico Fg;.

El modelo (5.2) presenta un cambio estructural en 1991 y 2008 vy, por lo tanto,
éste ha de ser especificado de algin modo. La introduccién de variables
ficticias en la regresion es una buena soluciébn al problema. Si no las
incluyéramos estariamos cometiendo un error por omision de variables
relevantes —las ficticias-, con lo que los estimadores MCO serian sesgados e

inconsistentes.

Construimos, entonces, dos variables ficticias que permitan distinguir los tres

periodos dentro de la serie temporal 1980-2014:

0—de 1980 a 2007 —
1—de2008a2014 —

0 —de 1980 a 1990 —

D1, = {1 — de 1991 q 2014 —

D2, ={
Planteamos, por lo tanto, una nueva regresion incluyendo las variables D1y D2
de manera aditiva y multiplicativa:

InY, = InA + alnK, + BinL, + a;D1, + a,D1,InK; + azD1,InL,

(5.3)

La estimacion del modelo (5.3) se recoge en la TABLA A.3:

InY, =—4,4949 4+ 0,9308InK; +0,4217InL, +2,7978D1, +0,3620D1,InK,

(5,6272) (13,3742)  (3,5890)  (3,0912) (3,3127)
—0,0115D1,InL, —1,2429D2, —0,0778D2,InK, +0,1849D2,InL,
(0,0723) (0,1060) (0,0801) (0,4604)
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R? =0,997802; AKI = —5,5441; SW = —5,1452;p(F) = 0

Tal y como podemos comprobar observando el estadistico R? el ajuste de la
regresion (5.3) mejora con respecto al del modelo (5.2). Asi mismo, los
estadisticos Akaike y Schwarz también reflejan una mejora —son menores que

en la especificacion anterior-..

Es probable que, aunque las variables ficticias sean necesarias para recoger el
cambio estructural, éstas no afecten a todos los coeficientes del modelo, sino
sélo a algunos. Es por ello que debemos hacer una seleccion de variables.

En primer lugar, eliminamos, mediante ejercicio de ensayo y error, eliminamos

D1InL de la regresion (5.3). Obtenemos el siguiente modelo:

InY, = InA + alnK, + plnL; + a;D1; + a,1,InK; + a,D2,
(5.4)

Su estimacién aparece en la TABLA A.4:

In¥, = —4,4563 +0,9336[nK, +0,4155InL, +2,7394D1, — 0,3688D1,InK,

(7,6428) (16,4316) (53214)  (6,2870) (6,8437)
—1,2231D2, —0,0737D2,InK, +0,1796D2,InL,
(0,1063) (0,0775) (0,4634)

R? =0,997883; AKI = —5,6010; SW = —5,2455;p(F) = 0

Los estadisticos de bondad de ajuste R?, Akaike y Schwarz mejoran en el

modelo (5.4) con respecto al anterior.

Intuimos que existen variables ficticias redundantes en el modelo (5.4), con lo
que volvemos a repetir procedimiento, eliminando ahora D2InK. La nueva

regresion queda especificada de la siguiente forma:

InY, = InA + alnK, + BInL; + a; D1, + a,D1,InkK, + a,D2,
(5.5)
+a6D2tlnLt + Ut

Su estimacion aparece reflejada en la TABLA A.5:

InY,=—4,4586 4+ 0,9334InK; +0,4158InL, +2,7405D1, —0,3689D1,InK;
(7,7967) (16,7406) (5,4341) (6,9586) (6,9753)

—2,1089D2, +0,2078D2,InL,
(1,6026) (1,5696)

R? = 0,997959; AKI = —5,6580; SW = —5,3469; p(F) = 0
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El ajuste de la regresion (5.5) mejora con respecto al modelo (5.4). El
coeficiente de determinacion ajustado es mayor y los estadisticos Akaike y
Schwarz también se hacen mas pequefios —mejoran-. A pesar de ello

probamos a prescindir de D2InL.
Eliminando D2InL de la regresion (5.5), obtenemos el siguiente modelo,

InY; = InA + alnK; + BInL, + a; D1, + a,D1,InK, + a,D2, + U,  (5.6)
, Cuya estimacion aparece en la TABLA A.6:

InY,= —5,0143 +0,8932InK; +0,5058InL, +2,9694D1, —0,3938D1,InkK,
(10,8940) (17,5964)  (9,7387) (7,9197) (7,8750)

—0,0435D2,
(3,5193)

R? = 0,9978; AKI = —5,6308; SW = —5,3641;p(F) =0

Como podemos comprobar, los estadisticos R? y Akaike reflejan un peor ajuste
del modelo (5.6) en comparacion con la regresion (5.5). Esto nos lleva a pensar
que, al prescindir de D2InL, estamos cometiendo un error por omision de
variable relevante, con lo que los estimadores del modelo (5.6) serian
sesgados e inconsistentes.

Optamos, por lo tanto, por quedarnos con el modelo (5.5), que adopta tres

especificaciones, una para cada periodo descrito anteriormente:
De 1980 a 1990 (D1, = 0; D2, = 0):
InY, = InA + alnK, + BInL, + U,
De 1991 a 2007 (D1, = 1; D2, = 0):
InY, = (InA + ay) + (@ + ay)InkK; + BlnL, + U,
De 2008 a 2014 (D1, = 1; D2, = 1):
InY, = (InA+a; +a,) + (a +a,)InK, + (B + ag)InL; + U;

Los coeficientes que acompafian a las variables ficticias aditivas, a; y a4, se
refieren a la diferencia en el factor tecnoldgico dependiendo del periodo de
tiempo por el que atraviesa la economia. El parametro a, se interpreta como la
diferencia, en puntos porcentuales, que experimenta la elasticidad del PIB con
respecto al insumo capital entre los dos Ultimos periodos (1991-2014) y el
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primero (1980-1990). Analogamente, el coeficiente ag hace referencia a la
diferencia, en puntos porcentuales, en la elasticidad del PIB frente al factor
trabajo entre el ultimo periodo (2008-2014) y los dos anteriores (1980-2007).

Anélisis de multicolinealidad.

Para detectar la posible presencia de multicolinealidad, nos fijamos en dos
aspectos fundamentales de los regresores del modelo (5.5): sus coeficientes de

correlacion multiple y el tamafio de las varianzas de sus estimadores.

Estudiamos los coeficientes de correlacion multiple de las variables explicativas
del modelo, definidos como los coeficientes de determinacion de cada uno de

los regresores del modelo frente al resto:

Variable | Coeficiente de correlacion multiple

2 —

InK Rink eint. 01,0110k 02,0211, = 0,9879
2 —

InL Rinp eink 01,010k ,p2,02int. = 0,9277
2 —

D1 Rp1eink int ,p1ink 02,0211, = 0,9994

DK | Rp1mkeink imi,p1,p2,020n = 0,9999

2 _
D2 Rp2enk in.,01,01inK 0210, = 0,9999

D2InL | Rpompeink int p1,01ink 02 = 0,9999

Observando los valores obtenidos, concluimos que la variables explicativas del

modelo se encuentran altamente correlacionadas entre si.

Por ultimo, establecemos una medida relativa del tamafio de la varianza de los
estimadores: el denominado factor de inflacion de la varianza. Se trata de un
indicador que refleja cuanto aumenta la varianza de un estimador con respecto
al caso en el que no existiera ningun tipo de correlacién entre regresores. Su
expresion genérica es la siguiente:

1
1 — coeficiente de correlacién multiple

FIVp =

Como vemos en el siguiente cuadro, las varianzas de los estimadores del
modelo (5.5) se incrementan notablemente con respecto a la situacion de

absoluta incorrelacion u ortogonalidad entre regresores:
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Estimador | Factor inflacion varianzas
a 82,6446
4 13,8312
ar 1666,7
£y 2000
a 10000
a 10000

Podemos concluir que el modelo (5.5) presenta signos evidentes de
multicolinealidad imperfecta o fuerte entre sus regresores. No obstante, resulta
l6gico pensar que exista tan estrecha relacion entre variables explicativas, ya
que, al fin y al cabo, éstas se repiten al incluir variables ficticias. Como bien
demostramos en el andlisis de cambio estructural, la bondad de ajuste de la
regresion mejora cuando incluimos variables ficticias, por o que es conveniente

mantenerlas.

Analisis de heteroscedasticidad.

El método mas recurrente para detectar heteroscedasticidad es el contraste de
White, el cual se basa en una regresion auxiliar en la que planteamos el
cuadrado del residuo del modelo (5.5) frente a las variables explicativas y al

cuadrado y el producto de los regresores de dicho modelo.

El test es el siguiente:

Hy: homoscedasticidad
Hy: heteroscedasticidad

2 2 42
}W = TXRaux _)xH
donde H es el numero de variables explicativas de la regresion auxiliar.
Tal y como se recoge en la TABLA A.7, Eviews plantea esta regresion auxiliar:

el = by + byInK, + b,InK? + bsinK,InL, + b,D1,InK, + bsInK,(D1,InkK,)
Para un valor critico X3 = 21, no rechazamos la hipétesis nula, puesto que el

estadistico de White obtenido, W =T x R2,,, es 17,3058. Concluimos, por
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tanto, que la regresion (5.5) no presenta heteroscedasticidad, es decir, la
varianza de su perturbacion es constante a lo largo del tiempo. Podemos
confirmar que, por el momento, nos encontrariamos ante un modelo de
regresion lineal clasico en el que los estimadores MCO cumplen todas las

propiedades deseables, siempre que se cumplan las demas hipétesis clasicas.

Anélisis de autocorrelacion.

Para el estudio de autocorrelacion del modelo (5.5) nos ayudamos del método
grafico —correlogramas- y de los contrastes de Durbin-Watson y Breusch-

Godfrey.

Los correlogramas del modelo (5.5) aparecen recogidos en el GRAFICO A.4.
Observamos que existen barras que rebosan las bandas de fluctuacion, por lo
gue sospechamos que existe autocorrelacion. Parece que es la FASE — funcién
de autocorrelacion estimada- la que tiende a cero, por lo que la perturbacion
podria seguir un esquema AR. ElI comportamiento de la funcién de
autocorrelacion parcial estimada (FAPE), en la que sale la primera barra,

sugiere gue el esquema es de orden 1.

A continuacion, planteamos el test Durbin-Watson, el cual nos permite

contrastar si la perturbacion sigue un esquema AR(1):
U = pUiq + &
donde ¢, es ruido blanco.

Hy:p=0 }dU = 1,884
Hi:p>06p<0)d;, =1,097

El estadistico de Durbin- Watson obtenido en la TABLA A.5 es 0,6773, por lo

gue cae en la region de autocorrelacion positiva. La perturbacién del modelo

sigue un esquema AR(1).

Por ultimo, recurrimos al contraste de Breusch-Godfrey, que plantea la
siguiente regresion auxiliar para un retardo del residuo del modelo (5.5):

e, = p1€i—1 + InA + alnK, + BlnL, + a;D1, + a,D1,InkK, + a,D2,
+a6D2tlnLt + Ut

HO:pl =0

(= 2 2 42
Hy: AR(1)6 MA(I)}B G=TXRaux = X
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En la TABLA A.8, obtenemos B — G = T X R%,, = 17,1075, una cantidad mucho
mayor que el valor critico X7. Es por ello que rechazamos la hip6tesis nula, por
lo que la perturbacion de la regresion (5.5) puede seguir un esquema AR(1) 6
MA(1).

Ahora, vamos a contrastar si la perturbacion sigue un esquema autorregresivo
o de medias moviles de orden dos. Para ello, planteamos una nueva regresion

auxiliar en la que introducimos dos retardos de los residuos:

e = p1€r_1 + pre;_p + InA + alnK, + finL, +a;D1; + a,D1,InK, +a,D2,
+agD2,InL; + U,

Considerando que ya hemos detectado que la perturbacién esta correlacionada
con la del periodo anterior, esta vez no vamos a calcular la significacion
conjunta de los retardos de los residuos -ya que es muy probable que
rechacemos la hipotesis nula- sino que vamos a contrastar la significacion
individual del segundo retardo:

Hy:p, = O}t

Hy:p, # 0§ 26
Tal y como aparece en la TABLA A.9, el estadistico t obtenido es —0,0295, por
lo que no rechazamos la hipétesis nula. El segundo retardo del residuo no es
significativo y, por lo tanto, la perturbacion no sigue un esquema AR(2) 6
MA(2).

Tanto el analisis de correlogramas como los contrastes, nos permiten afirmar
que la perturbacion de la regresion (5.5) presenta autocorrelacion segun un
esquema AR(1). Nos encontramos, por lo tanto, ante un modelo de regresion
lineal generalizado, en el que los estimadores MCO pierden propiedades y los

estadisticos t y F no resultan fiables.

Podemos tratar de solucionar el problema de autocorrelacién del modelo (5.5)

planteando el modelo de diferencias generalizadas:

InY, — plnY,_1 = (1 — p)In4d + a(InK; — plnK,_,) + f(InL; — plnL,_;)
+ag(D2,InL, — pD2;_qInL;—1) + (Uy — pU;—1)

En la TABLA A.10 aparece recogida la estimacion del modelo (5.7):
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InL,= 0,8948 —0,1546[nkK, +0,7708InL, —0,4581D1, +0,0611D1inK, +0,5743D2,
(0,7923)  (0,8236) (9,65) (0,4750) (0,4747) (0,4146)

—0,0574D2InL, p= 0,9662
(0,4140) °  (72,5047)
AKI = —7,1728; SW = —6,8137;p(F) = 0

Los estadisticos Akaike y Schwarz indican una notable mejora del ajuste de la
regresion (5.7) con respecto al modelo (5.5). No obstante, encontramos graves
incoherencias entre la significacion de la regresion y las significaciones
individuales de las variables explicativas. Ademas, debemos contrastar, a
través de Breusch-Godfrey, si sigue existiendo autocorrelacion en el nuevo

modelo.

En primer lugar, planteamos el contraste de Breusch-Godfrey sobre una

regresion auxiliar en la que se incluye un retardo del residuo del modelo (5.7):
e = p1ei_1 +a+ ak, + Bl +a;dl, + adlk, +a,d2; + agd2l, + &,

HO:pl =0

a
= 2
Hy: AR(1)6 MA(l)}B G=T-Xi

Obtenemos, en la TABLA A.11 que el estadistico B — G toma un valor 1,3259,
cifra menor que el valor critico X2, por lo que no rechazamos la hip6tesis nula.
La perturbacién no estd correlacionada con la del periodo anterior y, en
consecuencia, no sigue un esquema AR(1) ni MA(1).

A continuacién, para dos retardos, planteamos el contraste para la siguiente

regresion auxiliar:

Hy:py =p, =0

a
_c= 2
H,: AR(2)6 MA(Z)}B G=T-X;

Tal y como recoge la TABLA A.12, el estadistico B — G toma un valor 7,2355,
con lo que rechazamos la hip6tesis nula. La perturbacion sigue un esquema
AR(2) 6 MA(2).

El modelo transformado factible (5.7) no es bueno, ya que la perturbacion sigue
presentando autocorrelacion segun un esquema AR(2) 6 MA(2) y, por lo tanto,
la estimacion MCO no es valida. Es por ello, y por las incoherencias antes

detectadas, que descartamos la regresion (5.7).
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Conclusioén.

Como hemos visto, el modelo (5.5) presenta un grave problema de
autocorrelacion, aunque, en un primer analisis se haya detectado, Unicamente,
que la perturbacion sigue un esquema AR(1). Existen varias soluciones al
problema aunque, debido al caracter meramente ilustrativo de este analisis y a
la extension limitada del presente trabajo, optamos por estimar los pardmetros
del modelo (5.5) mediante MCO con estimadores consistentes de Newey-West
de sus varianzas. En este caso, los estimadores MCO son Unicamente lineales,
insesgados y consistentes —a excepcidon del estimador del término
independiente, que cumple Unicamente las hipotesis asintGticas, como bien
hemos explicado anteriormente- , pero las varianzas de sus estimadores son

consistentes y los estadisticos t y F asintéticamente validos.
La nueva estimacion aparece en la TABLA A.13 y es la siguiente:

InY,=— 4,4586 +0,9334inK,+0,4158InL;+2,7405D1,—0,3689D1,InK;
(9,7863) (20,5687)  (7,5826) (6,9415) (7,0126)

—2,1089D2, +0,2078D2,InL,
(2,9066) (2,8427)

R? = 0,9979; AKI = —5,6580; SW = —5,3469; p(F) = 0
Para cada uno de los periodos:
De 1980 a 1990 (D1, = 0; D2, = 0):
InY, = —4,4586 + 0,9334InK, + 0,4158InL,
InA = —4,4586 — A = e~+4586 = 0,0115
De 1991 a 2007 (D1, = 1; D2, = 0):
InY, = —1,7181 + 0,5645InK, + 0,4158InL,
InA = —1,7181 —» A = e 17181 = 0,1794
De 2008 a 2014 (D1, = 1; D2, = 1):
InY, = —3,827 + 0,5645InK, + 0,6236InL,

InA = —3,827 » A = 3827 = 0,0217
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Tal y como observamos, los parametros de las variables InK y InL son
positivos y cercanos a la unidad, lo que es perfectamente compatible con la
Teoria Econdmica. También, los valores de A son positivos y coherentes con
las propiedades tedricas de la funcion de produccion Cobb-Douglas para todos

los periodos.

La regresion es significativa, tal y como indica el p-valor de F. Cabe destacar
que, ahora, en la nueva y definitiva estimacion del modelo (5.5), todas las
variables son significativas individualmente para t,g = 2,048 , incluidas las dos

dltimas que en la TABLA A.5 aparecian como no significativas.

Como podemos comprobar, la elasticidad PIB/insumo capital es sensible a los
dos ultimos periodos econdmicos propuestos —de 1991 a 2014-. Vemos que el
que existe una diferencia negativa de aproximadamente 0,4 puntos
porcentuales entre el primer periodo y los dos Ultimos. Por su parte, la
elasticidad PIB/factor trabajo es sensible al ultimo periodo —de 2008 a 2014-.
Dicha elasticidad se incrementa en torno a 0,2 puntos porcentuales con
respecto a los dos periodos anteriores. Por su parte, el factor tecnolégico tiene
una mayor representatividad en el periodo 1991/2007.

6. CONCLUSIONES.

El presente trabajo ha pretendido ofrecer una vision, mas o menos, amplia
acerca de las diversas formas funcionales que pueden adoptar los modelos de
regresion, destacando la importancia de los modelos no lineales, tan presentes
en la Economia. Asi mismo, se ha hecho necesario el estudio de las
implicaciones que estas especificaciones no lineales tienen para su estimacion

y analisis inferencial.

Como hemos visto, entre los modelos de regresion no lineales, hay aquellos
que pueden ser linealizados de manera sencilla aplicando las siempre
recurrentes transformaciones logaritmicas —los denominados modelos
intrinsecamente lineales-, mientras que otros no pueden linealizarse mediante
simples transformaciones —hablamos de los modelos intrinsecamente no

lineales-.
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El criterio de estimacion propuesto que todos los modelos de regresion
descritos anteriormente siguen es el de minimizacion de su suma residual. No
obstante, mientras que las regresiones intrinsecamente lineales, bajo
cumplimiento de las hipétesis clasicas, pueden estimarse directamente
mediante minimos cuadrados ordinarios, los modelos no lineales en sentido
estricto requieren técnicas de estimacion mas sofisticadas y laboriosas que

utilizan algoritmos matematicos para su resolucion.

Cabe destacar, tal y como se ha analizado en este trabajo, que la no linealidad
en los modelos econométricos implica cambios en la interpretacion de los
parametros con respecto a las regresiones lineales. Ademas, como
consecuencia de dicha no linealidad y de las transformaciones de que son
objeto los modelos, los estimadores minimo cuadraticos pueden ver afectadas

sus propiedades.
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TABLAS.

TABLAA.1
Dependent Variable: LNY
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -2.608188 0.586720 -4.445374 0.0001
LNK 0.498211 0.052656 9.461673 0.0000
LNL 0.558695 0.099693 5.604168 0.0000
R-squared 0.986955 Mean dependent var 6.638658
Adjusted R-squared 0.986140 S.D. dependent var 0.289581
S.E. of regression 0.034092 Akaike info criterion -3.837686
Sum squared resid 0.037193 Schwarz criterion -3.704371
Log likelihood 70.15951 Hannan-Quinn criter. -3.791666
F-statistic 1210.541 Durbin-Watson stat 0.073569
Prob(F-statistic) 0.000000
TABLA A.2
Chow Breakpoint Test: 1991 2008
Null Hypothesis: No breaks at specified breakpoints
Varying regressors: All equation variables
Equation Sample: 1980 2014
F-statistic 29.30489 Prob. F(6,26) 0.0000
Log likelihood ratio 71.72641 Prob. Chi-Square(6) 0.0000
Wald Statistic 175.8294 Prob. Chi-Square(6) 0.0000
TABLA A.3
Dependent Variable: LNY
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -4.494933 0.798785 -5.627215 0.0000
LNK 0.930869 0.069602 13.37420 0.0000
LNL 0.421758 0.117512 3.589059 0.0014
D1 2.797845 0.905089 3.091237 0.0047
D1*LNK -0.362015 0.109279 -3.312748 0.0027
D1*LNL -0.011548 0.159674 -0.072321 0.9429
D2 -1.242981 11.72229 -0.106036 0.9164
D2*LNK -0.077800 0.970925 -0.080130 0.9367
D2*LNL 0.184985 0.401771 0.460425 0.6490
R-squared 0.998320 Mean dependent var 6.638658
Adjusted R-squared 0.997802 S.D. dependent var 0.289581
S.E. of regression 0.013575 Akaike info criterion -5.544155
Sum squared resid 0.004791 Schwarz criterion -5.144208
Log likelihood 106.0227 Hannan-Quinn criter. -5.406094
F-statistic 1930.750 Durbin-Watson stat 0.683986
Prob(F-statistic) 0.000000
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Dependent Variable: LNY
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35

TABLA A4

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -4.456319 0.583070 -7.642858 0.0000
LNK 0.933662 0.056821 16.43167 0.0000
LNL 0.415504 0.078081 5.321463 0.0000
D1 2.739448 0.401266 6.827015 0.0000
D1*LNK -0.368848 0.053895 -6.843782 0.0000
D2 -1.223198 11.50119 -0.106354 0.9161
D2*LNK -0.073761 0.951294 -0.077538 0.9388
D2*LNL 0.179692 0.387702 0.463479 0.6467
R-squared 0.998319 Mean dependent var 6.638658
Adjusted R-squared 0.997883 S.D. dependent var 0.289581
S.E. of regression 0.013322 Akaike info criterion -5.601097
Sum squared resid 0.004792 Schwarz criterion -5.245589
Log likelihood 106.0192 Hannan-Quinn criter. -5.478375
F-statistic 2290.978 Durbin-Watson stat 0.677926
Prob(F-statistic) 0.000000
TABLA A5
Dependent Variable: LNY
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -4.458660 0.571859 -7.796786 0.0000
LNK 0.933493 0.055762 16.74067 0.0000
LNL 0.415883 0.076532 5.434122 0.0000
D1 2.740551 0.393831 6.958697 0.0000
D1*LNK -0.368991 0.052899 -6.975375 0.0000
D2 -2.108904 1.315908 -1.602623 0.1202
D2*LNL 0.207876 0.132439 1.569605 0.1277
R-squared 0.998319 Mean dependent var 6.638658
Adjusted R-squared 0.997959 S.D. dependent var 0.289581
S.E. of regression 0.013084 Akaike info criterion -5.658017
Sum squared resid 0.004793 Schwarz criterion -5.346947
Log likelihood 106.0153 Hannan-Quinn criter. -5.550636
F-statistic 2771.183 Durbin-Watson stat 0.677391
Prob(F-statistic) 0.000000
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Dependent Variable: LNY
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35

TABLA A.6

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -5.014353 0.460284 -10.89404 0.0000
LNK 0.893288 0.050765 17.59644 0.0000
LNL 0.505891 0.051946 9.738792 0.0000
D1 2.969483 0.374946 7.919766 0.0000
D1*LNK -0.398699 0.050628 -7.875025 0.0000
D2 -0.043535 0.012370 -3.519309 0.0014
R-squared 0.998171 Mean dependent var 6.638658
Adjusted R-squared 0.997856 S.D. dependent var 0.289581
S.E. of regression 0.013410 Akaike info criterion -5.630830
Sum squared resid 0.005215 Schwarz criterion -5.364199
Log likelihood 104.5395 Hannan-Quinn criter. -5.538789
F-statistic 3165.177 Durbin-Watson stat 0.707148
Prob(F-statistic) 0.000000
TABLA A.7
Heteroskedasticity Test: White
F-statistic 1.793104 Prob. F(12,22) 0.1134
Obs*R-squared 17.30587 Prob. Chi-Square(12) 0.1384
Scaled explained SS 7.510020 Prob. Chi-Square(12) 0.8222
Test Equation:
Dependent Variable: RESID*2
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35
Collinear test regressors dropped from specification
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 1.602097 0.836231 1.915854 0.0685
LNK 0.060137 0.172461 0.348701 0.7306
LNK"2 -0.039258 0.016076 -2.441994 0.0231
LNK*LNL 0.054052 0.016124 3.352226 0.0029
LNK*D1 0.056297 0.175482 0.320813 0.7514
LNK*(D1*LNK) -0.002354 0.011977 -0.196564 0.8460
LNK*D2 0.266580 0.197224 1.351662 0.1902
LNK*(D2*LNL) -0.023318 0.018887 -1.234596 0.2300
LNL -0.389156 0.116729 -3.333854 0.0030
LNL*D1 -0.021403 0.006563 -3.261076 0.0036
LNL*D2 -0.217703 0.172637 -1.261045 0.2205
LNL*(D2*LNL) 0.019032 0.016534 1.151043 0.2621
D1 -0.085467 0.658119 -0.129865 0.8979
TABLA A.8
Breusch-Godfrey Serial Correlation LM Test:
F-statistic 25.81569 Prob. F(1,27) 0.0000
Obs*R-squared 17.10759 Prob. Chi-Square(1) 0.0000



Test Equation:

Dependent Variable: RESID
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35

TABLA A9

Presample missing value lagged residuals set to zero.

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.565453 0.487895 1.158966 0.2570
LNK -0.011438 0.041960 -0.272602 0.7873
LNL -0.051160 0.063978 -0.799647 0.4312
D1 -0.254679 0.306467 -0.831017 0.4135
DI1*LNK 0.035149 0.041190 0.853324 0.4013
D2 -1.217658 1.099954 -1.107008 0.2784
D2*LNL 0.123561 0.110821 1.114962 0.2751
RESID(-1) 0.772640 0.185089 4.174419 0.0003
RESID(-2) -0.006399 0.216660 -0.029534 0.9767
TABLA A.10
Dependent Variable: LNY
Method: Least Squares
Sample (adjusted): 1981 2014
Included observations: 34 after adjustments
Convergence achieved after 32 iterations
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.894850 1.129316 0.792382 0.4353
LNK -0.154693 0.187818 -0.823632 0.4176
LNL 0.770801 0.079876 9.650007 0.0000
D1 -0.458145 0.964441 -0.475037 0.6387
DI1*LNK 0.061119 0.128727 0.474799 0.6389
D2 0.574347 1.385095 0.414662 0.6818
D2*LNL -0.057438 0.138728 -0.414036 0.6822
AR(1) 0.966297 0.013327 72.50476 0.0000
R-squared 0.999639 Mean dependent var 6.651881
Adjusted R-squared 0.999542 S.D. dependent var 0.283007
S.E. of regression 0.006057 Akaike info criterion -7.172873
Sum squared resid 0.000954 Schwarz criterion -6.813729
Log likelihood 129.9388 Hannan-Quinn criter. -7.050395
F-statistic 10288.08 Durbin-Watson stat 1.497859
Prob(F-statistic) 0.000000
TABLA A1l
Breusch-Godfrey Serial Correlation LM Test:

F-statistic 1.014557 Prob. F(1,25) 0.3235
Obs*R-squared 1.325987 Prob. Chi-Square(1) 0.2495
TABLA A.12

Breusch-Godfrey Serial Correlation LM Test:
F-statistic 3.244122 Prob. F(2,24) 0.0566
Obs*R-squared 7.235585 Prob. Chi-Square(2) 0.0268
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Dependent Variable: LNY
Method: Least Squares
Sample: 1980 2014
Included observations: 35

TABLA A.13

Newey-West HAC Standard Errors & Covariance (lag truncation=3)

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -4.458660 0.455598 -9.786396 0.0000
LNK 0.933493 0.045384 20.56876 0.0000
LNL 0.415883 0.054847 7.582634 0.0000
D1 2.740551 0.394805 6.941538 0.0000
D1*LNK -0.368991 0.052618 -7.012655 0.0000
D2 -2.108904 0.725549 -2.906633 0.0071
D2*LNL 0.207876 0.073124 2.842779 0.0083
R-squared 0.998319 Mean dependent var 6.638658
Adjusted R-squared 0.997959 S.D. dependent var 0.289581
S.E. of regression 0.013084 Akaike info criterion -5.658017
Sum squared resid 0.004793 Schwarz criterion -5.346947
Log likelihood 106.0153 Hannan-Quinn criter. -5.550636
F-statistic 2771.183 Durbin-Watson stat 0.677391

Prob(F-statistic) 0.000000
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GRAFICOS.

GRAFICO A.1

.
Series: Residuals

6 - Sample 1980 2014
Observations 35

59 Mean -8.88¢-16
Median 0.007988

4+ Maximum 0.041478
Minimum -0.062087

34 I — Std. Dev. 0.033074
Skewness -0.370630

2 Kurtosis 1.816751

1 Jarque-Bera  2.843086
Probability 0.241341
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GRAFICO A.3
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GRAFICO A4
Sample: 1980 2014
Included observations: 35
Autocorrelation FPartial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

! I— ! I— 1 0635 0635 153632 0.000
! - [y = ! 2 0.297 -0179 18.818 0.000
! no IO ! 3 0.05%9 -0.086 18.959 0.000
I O ! || — ! 4 -0.217 -0.299 20920 0.000
| — 1 [ — 1 5 -0.454 -0272 29830 0.000
| — ! [ ! 6 -0.500 -0.084 40985 0.000
| — ! [ ! ¥ -0.420 -0.055 49155 0.000
| — ! IO ! 8 -0.322 -0114 54131 0.000
[ — 1 [ 1 9 -0.190 -0.112 55923 0.000
[ ! O ! 10 -0.042 -0.119 56.016 0.000
! . 1 ! [ 1 11 0171 0116 57.591 0.000
! 11 (- ! 12 0.239 -0116 G60.802 0.000
1 /1 [ 1 13 0.238 -0.048 64.135 0.000
! =1 IO ! 14 0,205 -0.093 66.734 0.000
! a1 IO ! 15 0106 -0.116 G67.456 0.000
! ! ! ! 16 0.017F 0.019 B67.475 0.000
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