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Introduccion

Si bien hubo un tiempo, y no lejano, en que las teorias més
elevadas del Anilisis tenian solamente caricter general, por no
permitir el estado de atraso de las ciencias de aplicacion, el
darsela, la situacién ha cambiado, y son ahora las ciencias fisi-
cas las que reclaman incesantemente a la Matematica pura nue—
vos instrumentos de clculo para la resolucién de sus problemas.

r esta causa, notables adelantos contemporaneos del Clcu-
1o Infinitesimal han tenido su origen al intentar resolver algunas
de dichas cuestiones.

Entre ellos hay uno, que no slo llené en el acto el objeto
propuesto, sino que adquirié enseguida carécter doctrinal pro-
pio, fundando una teorfa més general que todas las conocidas,
%, 4o tal importancia, que ha sido considerada por el insigne

Poincaré como uno de los més notables descubrimientos ma-
temiticos; es el de la teorfa de las ecuaciones integrales.

En su acepcién més general, ecuacion integral es una ecua-
ci6n_fancional en que figura alguna transformada integral de la
funcién incégnita, tal como

T=/ Flix,y,u(y)]dy,

que es perfectamente determinada si la funcién F es integrable
¥ dado el camino ¢ de intsgracion; w (y) s Ia funcién incogita.

La forma més general de una ecuacion integral de una sola
variable es

«/("(m,d—d ﬂ...r,,'r,u.”

x’ dx*
lamada también ecuacidn intogro-diferencial, reservindose
1a denominacién de integral para la

/(u(x;,T,.T,,..) o

Concreténdonos a estas Gltimas, su clasificacién se basa en la
nataraleza de la transformada jntegral; si la funcion £ es de pri-
mer grado en u (y) la ecuacién integral se llama lineal, y de
orden superior en el caso contrario.
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Si los extremos del camino de integraci6n son constantes, la
ecuacién integral se llama de Fredholm, y si por 1o menos uno
de ellos es variable, de Volterra, por haber sido estos matemé-
ticos los fundadores de las teorfas correspondientes
Por fin, las ecuaciones integrales lineales de Fredholm y Volr
terra, se denominan de primera, segunda o tercera especie
(Hilbert), segtin su forma, correspondiendo a esta denominacion
Tos tipos
m)./( NI (2 y) 11 (7)o e s sasend L
f@=u@ - /[[(NEpue)dy..
v (x) 7 (x) F/LN(X y)u(y)dy.
Los mis importantes y mejor estadiadas son las de segunda es-
pecie, no sélo por ser més comunmente aplicadas. sino por redu-

cirse en muchos casos las de primera y tercera 4 uva de segunda.
La primera ecuacion integral resuelta fué

5l

fix)

4
P = /320 0<x<1F)=0)

s O T R)
hallada en 1826 por el insigne y malogrado matemético noruego
Niels H. Abel, al generalizar €l problema de la tautocrona.

Once afos més tarde, Liouville encontré otra ecuacién inte-
gral al estudiar el desarrollo de una funcién en serie de términos
Gue satisfaga a la ecuacién diferencial de segundo orden

dzy
a
en que p es un pardmetro variable.

En 1884, el ruso N. Sonnine volvi6 a ocuparse del problema
de Abe, inspirandose en los mismos principios de éste.

Pero los verdaderos fundadores de la teorfa son Volterra y
Fredholm. Los primeros trabajos de Volterra. publicados en 1896
sobre la inversion de los integrales definidas, se refieren a la
ecuaci6n integral

e

f@= /ANy,

generalizacion de la de Abel, resuelta por un método o sucesi~
Vas aproximaciones. Volterra es el fundador de la teorfa de las
ecuaciones integrales de su nombre, en la que no ha cesado de
trabajar, habiendo estudiado sucesivamente Jas ecuaciones inte-
grales lineales, las iteradas, y las integro-diferenciales; y apli-
céndola ultimamente a la teorfa de las funciones permutables y
cuerpos integrales de las mismas.

Sus trabajos han sido secundados por Le Roux. Cesaro, Fu-
bini, Lalesco, Lauricella, Boggio, Levi,; Orlando. Pincherle, Ad-
hemar, Picone, Sinigaglia, Hon y otros italianos en su mayoria.

Las ecuaciones integrales de Velterra guardan intima conexion
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con las ecuaciones diferenciales lineales, habiendo demostrado
muy ficilmente dicho sabio italiano qne una ecuacién diferen-
cial lineal puede transformarse en integral.

La aparicién en 1900 de Ja memoria del sabio sueco I. Fred-
holm «Sobre un nuevo método de resolucién del problema de
Dirichlet> atrajo la atencion del mundo matematico hacia la
nueva teoria, En ella se resuelve la ecuacién integral

w (@) [y Ny uly)dy =1

por un procedimiento_enteramente _original basado en conoci-
mientos elementales de algebra y de rigorismo y elegancia ta-
les, que explican perfectamente el interés con que fueron :co-
gidas dicha memoria, presentada en la Academia de Ciencias
de Stockoimo, dos notas complementarias, presentadas a la de
Paris, v un trabajo de conjunio publicado en el ¢Acta mathema-
ticas (1903), dedicado como justo homenaje al iniciador de la
teoria, su malogrado comyatricta Abel.

A partir de 1903 los trabajos se multiplican y la teorfa que ya
formaba un cuerpo doctrinar definido, se ensancha ripicamente.
La mayor parte de los matematicos aportan su 6bolo para la for-
‘macién del nuevo edificio cientifico y algunos se dedican a ello
por entero, partiendo de bases muy distintas. El profesor D. Hil-
bert, de Gottingen, junto coa sus discipulos, toma como punto
de partida 1a teoria de las formas cuadriticas enlazada con la de

encuentra por tal camino alganos de los teoremas de Fredholm,
més multitd de propiedades nucvas.

En seis comunicaciones dirigidas ala sociedad matemitica de
Gaottingen aparecen estos resultados, junto cen gran nimero de

e el
arrollo de vna funcién cualquiera en seric de funciones propias
anslogas a las series de Fourier.

Hilbert y su discipulo E. Schmidt han extendido después su
métolo al caso disimétrico, llegando finalmente el primero al
estudio sistemético del problema de transcendental interés en
Fisica: Resolver una ecuacin diferencial cuya integral estd
sujeta a condiciones en los limites.

Ta resolucion de este problema se lleva a cabo por medio de
una ecuacion integral, cuyo nitcleo es la funcién llamada por
Hilbert <Parametrix», de Caricteres anilogos a las funciones de

reen.
A Hilbert se debe también la clasificacién en especies zntes
‘mencionada, y un detenido estudio de la ecuacién integral de
tercera especie en un caso notabilisimo (ecuacién integral polar).
Por otra parte, Plemelj, B. Heywood. Goursat y T. Lalesco,
tomaren como ori i
Tlegando a resolver en toda su generalidad el problema de Ja
formacién de un néicleo, cuyas constantes propias y funciones
principales son dadas, inverso del de Fredholm.
Debemos mencionar ademés los trabajos de Batemén sobre
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as ecuaciones integrales de primera especie por los notables
le Kneser, autor de una

Ac
math 33 - 1), donde con sorprendente_elegancia y originalidad
resuel e,y generaliza problemas muy elevados,

s ecuaciones integrales a la resolucién de

icidad, y Picard mostré inmediatamente

muchos problemas de Fisica matematica cuya solucion depende
de la misma teoria.

Fredholm aplico I
bl

(Poincaré), a los movimientos sismicos (Fischer); las de Hilbert
al problema de Rieman, al teorema de las oscilaciones de
Klein, a la formacién de las funciones de Fuchs y a las superfi-
cies y volamenes de Minkowski; y muchas otras

La exposicién completa de teoria tan amplia, es muy superior
4 nuestras escasas fuerzas y darfa inusitada extension a ura te-
sis doctoral; por lo que que hemos creido bastaria para respon-
der al titulo de nuestro trabajo estudiar en estas cuartillas Ja

ecuacién de Fredholm de seganda especie; concretando Ia parte
préctica al desarrollo de una funcién en serie anbloga a las de

‘ourier y a la representacion aproximada de una funcion de dos
vatiables, ya que las demis pertenecen de hecho a las ciencias,
fisicus y astronémicas.

PLAN

‘Tres son los métodos principales que podemos seguir en el es-
tudio de la ecuacion de Fredhoim de wegunda ssceic. 51 o
Liouville, generalizado por Schmidt, el de Fredholm y el de
Hilbert

El primero da la solucién de la ecuacién integral en funcion de
una serie que dnicamente converge en condicion is
das, y su extension por Schmidt adolece del defecto de no dar
una expresién general de la soluci6n; su discusion tampoco es
sencilla.

El método de Hilbert, cuyos fundamentos ya hemos indicado,
s largo y exige bastantes conocimientos previos no comprendi-
dos en los programas oficiales.

método de Fredholm conduce a una formula general Gnica
y su discusion es mvy sencilla y elegante; razones que nos han
inducido a seguirlo én este trabajo:
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De acuerdo con lo anteriormente expuesto, dividimos esta
Memoria en tres partes;

La primera:

Resolucién y discusicn de la ecuacidn integral do Frediolm
ds segunda espocs comprende el estudio

a ecuacion integral regular de 2.* especie.

5+ La ceuacion inicgral singulsr homogénea.
3° La ecuacion integral singular de 2.7 especi

40 Las extensiones al caso complejo, y al e més de una
variable.

La segunda:

Estudio del miicleo,
comprende:
, "2 Composici6n y descomposicién de nicleos.
20° Estudio de los nicleos particulares ms importantes.
La tercera:
Aplicaciones,
aueda reducids
sarrollas en serie de funciones propias

zlv Representacién aproximada de una funcién de dos va-
rial
Tal es el plan de la presente memoria doctoral.

PRIMERA PARTE

RESOLUCION ¥ DISCUSIGN, DE XA EGUACION INTEGRAL
E FREDHOLM DE SEGUNDA ESPEC!
La zcaactdn integral regular de segunda mem ).
! La ecuacién integral objeto de nuestro estudio es
;

W@ =1+ /NGOy »

en que  (x) es la funcién incognita f () y N (xy) dos funciones
conocidas, sujetas a las siguientes condicione:
1+ La funcién f (x) ha de ser continua, nita o integrable en-
tre los. l(mne! finitos a y.
22" La funcion N (x3), ilamada miicleo, debe ser limitada (**)
en'el cuadrado de integracion
I NGy | <N,a<(x,y) <b,

iodo lo o sigue supondremos conocidas las defnicioncs ¥
ides de las fun das en Ia obra <ntrod
B acionca e sarbie. compiees del catedritico ie Anilas
de la Universidad Cenu-l. D, Luis Octavio de Toe

S eiioterval
8dulo permanece e s dantidad fiit sl tomar a variable
un valor cualguiers comprendido en Gicho intervalo; y por extensin lla-

mos o d‘{ (=3 ) cayo modulo ;nmple Jdéaties concicién
s s 5 Comar ek cotte &3 da en el cuadrade
e Tado s B
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y continta en el mismo cuadrado, salvo en puntos distribufdos
de manera que no haya infinitos con una misma abscisa u orde-
nada, en los que puede presentar discontinuidades finitas ordi-
narias con cambio brusco de valor de Ja funcién en dichos
puntos: en esta hipétesis, su integral ser4 continua.

A es un parémetro numérico, real o complejo, que nos facili-
tard la discusion.

upondremos los variables reales, asi como los limites y el
camino de integracion, reservindonos la generalizacion en los
casos posibles.

Siguiendo el método de Fredholm, hallaremos I forma de la
forma de Ja soluci6n por un célculo aproximado cuyo rigorismo.
ni intentamos probar, y una vez conocida aquella, demostrare-
mos rigurosamente su'exactitud y serd ampliamente discutida.

Este célculo consiste en reemplazar Ja infinidad continua de
incégnitas a que equivale la funcién  (x) dada por la relacién (1)

or un niimero # finito de ellas, hallar para este némero el valor
e u () y pasarlo al limite
Dividamos el intervalo a .

b en n partes iguales

, ¥ consideremos la serie de valores
n

XA AT,z =2 L 2AX, ... Ta—atnAx=b
La ecuacién (1) ha de cumplirse para los valores ¥, x, . ... n

de su variable, luego
w0 =) + /PN (i 3)u ) dy
e
0x) =1 (x) £/ PN Gay)u () dy
Reemplazando la integral definida entre a y b por la suma
N x) u (50 [, — 8] + N ey w5, [sa — ) +

+ N (xxa) u (xa) [xn —xa— 1]
resulta el sistema aproximado




e
Supondremos que los sistemas (2) y (3 san dénticos para

E\ mslema ©),dem ecuscions con las incégnitas 7 ( xa)
(#=1,2....n)nos da porla regla de Cramer

u(x,) % (4)  enque
1—AAXN(x %) ~ AAXN (x%) — XA XN (x;xn)
—AAxXNx) 1=AAXN(x%y). — A AxN(x, %)
s e N : e 1))
— XA xN (X x,), %A xN (xax,
3 Ny » €l numerador correspondiente:
Deserrollando Dy por las potencias de % se obtiene
P—n | |
— — | N (xpxp )N (xp Xq )|
BN ) Ax»> B
e N N
[N Gy x) N (% 3. N (x; x0)
\N (xy x)N (x; 3 N (%, Xa )|
N (XN (k< - N (a3 )
)
Si empleamos la notacién de Fredholm
N 2, 5) Nixg38) N[X,}P)
xp) N (xg y2) N(xgyg) Ng )
)= 5 )

Wi o Wesa s Ne, )
Para formar el numerador N, , observaremcs que la menor
complementaria de un elemento cualquiera — £ A x N (xg x,, ) de
1a columna de los coeficientes de u (x,,) de la det- rminante (4)
vale tomado con su signo correspondiente.
3 )
e [N(XMHML
P

*(5)

VVABHSC - j




Se exceptta o término 1 — X A xN (xz x,). situadoen la
dlagocal rincipa, caya menon Dy, ca de In fori (6, peco de
orden (n — 1) u
El desanallo de "Ny por las menores complementarias de
los elementos de la citada columna, seré

Ny, = 1(x) Dy, + f (x:) Dy +

+£(xa) Dy

+£(x,) Dyt

£(x3)De (59

u (xy)

Da
Al crecer n indefnidamente, los términos de la serie (9) ten-
derén a limites determinados, ¥ para

lim Dy =D () _x/ N (xpxr)dxp+

w /o () e
y asimismo

Jim Dxx=D ()
n=-20

@

+

La serie encerrada en el paréntesis de (6) tenderd a
zyE 2

:
2 N(x;f'x")“ﬁ_

C it )dx dr—eee G

Tnmnndolnsvalonsx g iguales respectivamenteax ey, y
) 331 P

pasando al limite la formula (), se halla suponiendo que para
Ja summa se convierte ena inegral defnida entre a3 b,

0=+ g /D (F3) ey ©
donde D (; 3 ) 3 D () representan las series infinitas

N (x,xg)

(9 Tndicamos por 5" Ia suma en que las variables de sumacicn 5o

‘pueden tomar los valores @ y B; y por = la suma en que la variable de
sumacién {§ no puede tomer el S
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D(j))*N(xy)—?/ﬁN(;::)dx, i

:/" N(:::::)dx,dx,f,.,. (8")

L3N (xn ) ax
O L

La férmula (8) obtenida mediante este cilculo nada riguroso
nos da Ta solucidn de la ccuacion integral (1) en funcién de las

series D (' ‘».) 3 D () definidas por las relaciones (8') y (8")-
s

Pasemos ahora al desarrollo riguroso del método de Fredholm.
Las funciones D () y D (‘; —Guiados por los resultados
anteriores, formemos las series

n=oo

%o

)dxl dx, ... dxa (9)

- %

(— M
Ln (xy); L (x9) =

o
Fam (”"“"'1 )dx‘dx,...d“(‘)‘\

Y 31 % e

Estas series son uniformemente convergentes. —Para_pro-
barlo es preciso demostrar el teorema siguiente, debido a Hada-
mard: El modulo de la delerminante de orden n"®
A = | Uy 0y Ugg e vn | cuyos elementos son to-

dos de mddulo inferior & wna cantidad finita U, tiene por lim
Te superior la expresion Us (/a )%, si sus elementos sonrea~
les; y la U® (2 Vi )n, i son complejos.

‘Para comprobar estos resultados, es preciso anteponer algunos
preliminares.

Diremos que el sistema de cantidades cualesquiera 3, 32 % -

 ha sido deducido por medio de una sustitucion orfogonal
381 sistema andlogo ¥, %, ... xa cuando las y son funciones li-
neales de las x de la forma

RSy

ax p%p, en que las a son coeficientes constentes,

p=1

VYABHSC
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¥ se verifica ademis la relacién
H=m n

Teorema. Dado un conjunto de cantidades cualesquiera x,
(2= 1,2, ... n) sepucde siempre operar sobre &l una sustitu-
cibn ortogonal en que los coeficientes de una de las y sean pro-
porcionales a magnitudes dadas c; co ...

n efecto, el teorema es evidente para n = 2, pues basta

hacer

B e 0+ x,c080, en que
30+ 92 =% 2 x,t | escogiends el dngalo ¢ tal que

sen <

de donde tg g = —

o
Nos falta pmbar que s o para » — 1 variables lo es
an
Supongamos hallado el sistema
n—1

=
¥ zxcolg—xnsenm =

1Ys =2, .
¥ v+ 2 cos 5,
que es evidentemente m-mguml 'y nosjda

A nosy);ﬁr a,%, —mseng

Si escogemos el #ngulo arbitrario ¢ tal que — sen o =
=K ca cos g, resulta
i = 21 COSG. X, + 83 C05 . 9 X, + ...+ KcaCosp . X lue—

2 VUA.BHSC
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go el sistema de lay cantidades y cample las condiciones del
enunciado.

'Se llama deferminunte de una sustitucién ortogonal a la for-
mada por los coeficientes @ de la sustitucion. Su valor es & 1,
pues de las relaciones

se deducen las
i

S oan=13> ayau=o(j =12,
1=1 =
que nos prueban que dicha determinante es ortogonal.

‘Pasemos ahora a la demostracién del teorema de Hadamard.
Supongamos primeramente que los elementos de la determinan-
fe A son reales.

Dividiendo cada uno de ellos por su limite superior comtn,

resulta

Ty X

<%
o ol

A=

| %01 X2

Ui
Los elementos x) | = — ™ de Ax seran todos menores que la
unidad, ‘

‘Operemos sobre cada una de las columnas de la determinan-

te Ax una misma sustitucion ortogons

b0

Yo =Yu 3 Y
Bastaré para ello que los coeficientes ay, (5 = n) sean
proporcionalés a las soluciones del sistema de n — 1 ecuaciones
homogéneas

Formando la determinante de las cantidades y, las frmulas
que nos dan éstas en funcién de las ¥, muestran que es igual al
odutto de las determinantes de la sustitucion por las dé las ¥,

sea
A

VYA.BHSC
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El médulo de la determinante A, es, pues, igual al ds la
[pu o I
pu v

a1 Yag o

Operando sobre la menor complementaria el elemento y,, la
misma transformacion y completando la sustitucion hacidsdo
Zri=yr (=12 . n), resulta

|z o o

2

A

A, =N, A =

SIERL 2 g Zm |
Continuando la serie de sustituciones, tendremos finalmente

de donde

ol e e
Es evidente que las x y las ¢
luego

forman una sustitucion ortogonal,

- x}, y ademss

=T
Pero es evidente la relacisn

R el

s dedonde | & | <n,|te| <V, ¥y

| AL T < (V).
Iuego finalmente

1A IS (y3)e
8i los clementos de la determinante propuesta fuesen de I
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Ting b

forma z + i8, aquélla
de clorionton & .y spticando a cads una 46 estas o1 vk
que acabamos de hallar, tendriamos

<Us(y)nzn

Fhcil nos seré demostrar ahora Ja convergencia de las series
D(;‘».) y D (). Designando por N el limite superior de
N(3), el teorema anterior nos da inmediatamente .

18,1 £ N (/)2 b—ap,
1 2, (xy) | £ Nt (Vo) *HL (b —ap .

Los términos de las series (9) y (9") son por tanto menores que.

os correspondientes de las

an
SR B —ap,

n
Fis lwherlae 0 0 R e onts con”

vergentes, y D ( s ) ¥ D () son funciones enteras de \.

Conviene notar la rapidez de la convergencia de estas series,
ue facilita extraordinariament el ciloulo pumérico de dichas

Lo Funcidn R (e 3 3) - su desarrollo e serie. El cociente

) (10)
Rxyh= —p (x)
s una funcién determinada de x & y para valores de ) que no
anulen a D (A), y considerando x variable, es una f.mmn ‘mero-
morfa de A como cociente de dos funciones enteras:
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Clasificaremos 1as ecuacions integrales en yegu lares y sin
gulares, segin que su parimetro anule ¢ 10 &
ordemos lus m:rles )y (9). De ellas podnamus dedllcxr
e (x y ), segiin las potencias de ), pero
preferimos seguit un procedimiento muy elegante, debido a
Poincaré, fundado en consideraciones de Analisis Combinatorio.
El término general de D () es "nf) A, siendo A la inte-
gral de orden n™ de la determinante
NG XN x) oo N (x) %a)
(%) N (x 3) 02 Ny xa)

\N(x,. 3N (& x) oone N (xa 30)|
cuyo desarrolloconstard do ! términon de In b
N (xp xq), mndicando asi el producto de 7 factores N
o e 4 50m cada uno una vez y aslo
una iguales 4 los ndmeros 1, 2, -
i ordenamos. le factores de Cadd lé!mlnn con relacién a los

. xa ; la que cam-

bia cada una de las xp en I x, Corzesprd
Vamos a caloslar 12 integral del té1 mino eferente a una sus
titucién dada cuelquiera
Distribuyamos s variables 5, % .. . a en a, ciclos de Ky e-
tras, ay o to] mitsradin I ustitseitn S conslde.
rada permuta Gircularimeats I1s 1otraé de cada eiclo, y poniendo

HlEe =) (e e ) e e )
N (3, % VN (x,

tenaremos
1IN (xpxy) == IIN(%a, ), e
habré tantos factores omo ciclos se hByzn furmada, o

on signo '*a los de ntmero l ” " { de letras.
A, veldra 4

o e o

55 J Vi dx,.a,, =57

haciendo
b

w=/"/ _/ T a,, dx,

+. ds, ; recordan
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de T, y variando convenientemente el orden de las integracio-
nes, resulta

% 11[(—1)“,\:’], enquen

ey xar) dxg

Las expresiones ny serﬂn i s g
dientes tan s6lo del nimero de letras del ciclo.

Calculemos ahora An = > v , extendiendo la suma 4 todas
las sustituciones pns|bles distintas de » letras. Debemos, pues,
hallar el nmero de sustituciones que comprenden a, ciclos de
K, letras, a, de K, .
7 letras se pueden xepartlr S pripe de K, letras, a, de K, .

e #/ maneras distintas, 0 que buscamos es menor
pues se obtiene la misma s!lsmucmn pem»tando clrcnlarmente
las letras de cada grupo,lo que lo divide por &'t . K
y también permutando de todas las maneras poslblex 105 gnlpos
de igual nfimero de letras, que:son dy L. gyl ..,
mero pedido es

KK

W
it Bt

Por tanto

Bre> g

[r—l)K‘uil _I [(—1)'{::‘ ]
- £k it
Z(A)n(—l)“‘ K, + 2, K, +.

(-nkl)n,(,,,h;)ﬂ,u v

peroa, K, + 2,K, + ... =n, luego

AN ngs
by =5 ¥[ £r g

il ol

Sl b

5 aEag
-5 % _L;K] =He__K (11), de donde
.
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2E nx D ()
Yo

LDW)=—> St a1

férmulas muy nmab\es.
Apliquemos el mismo razonamiento & la serie D ( 2 )
La determinante objeto del andlisis s ahora

X x; Ty eee o

X% x
Empleando las notaciones anteriores acentuadas, tendremos

Ll ST ax,

en que T’y representard igualmente un producto de factores

dxg

N( *z % X"u) ; pero eritre ellos habra en cada término uno

)5 (e )a(n )
)

cuya integral respecto las variables T E e ek

de la forma

una funcién de 6 , dependiente tan s6lo del ndmero de varia-
bles de integracién, ‘que llamaremos nsicleo iferado de orden
(K 41)™ y designaremos por N .1 (x y). Evidentemente

e
nx / Ne(xx)dx (12)
Asimismo tendremos -
= iN,M(xy)[[n'k,enq“ew >
y también

n,

—1)r Ny Y(xy) =/s’, designando por s la
sustitucion que permuta las n — r letras que figuran en los facto

res de
'l'emendo presente que obtendremos el mismo factor Nr41 (xy)
cualesquicra que sean Jas 7 vanables de integracion, pudiéndose

escoger éstas entre las » de —— (n r) ‘maneras distintas, resulta

nt
(n—r)!

D=5 =3 — 1) Ne(xy) A,

A BHSC i




|
)
|

=DO) 34 Neys (x9);
De donde finalmente

r
> ¥Nesilxy) (3
o

que es el desarrollo buscado; siendo los coeficientes de las po-
tencias de X los sucesivos nticleos iterados.
Propiedades de lvs miicleos iterados. —Suponiendo sucesiva-
mente en su férmula de definicién,
Ner(xy)= s
b »
= ff j‘ N (xx)N (xx,) .o« N(xr y) dx, dx, ... dxy

£=0,1,2, ..., se obtienen las relaciones

Nex(y) = N (xy) 1

Ny = N ex) N e,z ax,

18y

Nr (xy) =

o N (i) dx, dxy ... dxe |

b v
— f J‘ : f N (xx,
!

Teorema.—Los micleos iterados son funciones continuas
dex éy a partir del de segundo orden N. (xy) La demestracion
s inmediata probados los siguientes lem:

Lema 1.%—Si o (xy) 3 ¥ (xy) son do: - funciones limitadas
¢ mtzgmbtzs en cl cuadrado ab, es deciv, reunen las condi-

impuestas al niicleo de la couacion integral,la. funcion

F( xy) / ? ¢ (x2) Y (25) dz serd continua en ot cuadrado ab.

Bastard demostrar que para valores cualesquiera de x e »
comprendidos entre a y b'se tendré siempre, si | x — x'

3y | Se sendo ctan pegueiio como se quiera | F(x'y Pl
—FG)| < e, enque ¢ es del orden de infinitesimal £

Por la définicion de la funcién £

=/[2o 60 Y (ay) da— [ xa) Y(ay) de=

F (x'y)—F (xy)
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L
=/ron [¥ ) — dizy)]dz+
+/ Yiay) [¢ @D —3 ()] dz.

Designado por A y Blos limites superiores de las funciones
9yY en el cuadrado ab, se tendré:

F@y)—F(xy) |<4/%|$@y)— 4G y]d+
o

+B/:L'f(x'x)—";(xz)]dz. (a)
Calculemos la integral
Sal¥ @)—4 (ayy] dz, (b)

en la hipdtesis de no haber en cada ordenada més que un niime-
1o finito 4 de puntos de discontinuidad; sean sus abscisas z,,
colocadas en orden creciente.

‘Descompongamos el intervalo aben los 2p o 1 inteivalos

cze_i+
; 1a fancion §
& oitiin e Los de 1upar smopes y dissontinga én Jos de lugat
par; descompongamos la integral (5) en las %p+ 1 integrales co-

¥ agrupemos las pares y los im-

B las tervaios pares se tendrd:
Yi(ay)—4 | (zy) j < ¢, siendo ¢, in-

finitamente pequeiio; y la e de laintegral (5) corre(pundlen(e
valdré menos que ¢,

Las integrales los intervalos
gerén todos iguales y en nimero e P, & inferiores cada una &
X-2

EL pnmr sumando de la relacién (a) serd por tanto inferior &
A[e, (b—a) + (47 Be)], cantidad del orden infinitesimal de ¢.

Como idéntico Fezsmimicty puede seguirse para el segundo.
miembro, resulta por fin
|F (xy) — F (xy) < ¢ + ¢” =&, , conforme con el enunciado.

Lema 2.0—Los niicleos iterados cumplen la ley recurrente,

5
Nt () =/ 0N (ex) N (xy) dxy (1)
Esta ley es evidente para r = 1, pues
N, (x3) = /2N, =) N (1 y) dx
Demostremos quesi :

N y) = /U N et (x) N () i
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se verificard también
N 41 (xy) :/: Ne (xx:) N (xr y) dxe +
En efecto,
N (xy) =
-/ oo [ON )N (8 o N (3 y) dx e

=iN @ [ /o) e/ N x) N (e ) dx,dx,
/" N: (x50 N (50 7) dxe

La combinacién de estos dos lemas nos prueba sucesivamente
la continuidad de los nécleos iterados de 2., 3.2 ... orden.

Los nicleos iterados satisfacen la relacion N ra (Xy) =

" N: (xx) No (x1y) dx, (14, cuya demostraci6n es andloga &
la'de 1n (14).

La funcién R(xy))es la resolvente de la ecuacion infe-
gral (1), supuesta regular. La integral del término general del

ey Jdxe=

: x
desariallo de D (5 i) ex
L

Designando para simplificar por (p g) el elemento N (xp Xq ),
y desarrollando la determinante por los elementos de Ia primera

Zolumna, se tiene, representando las menores por sus diagonales
principales

A Gy

VX, Ly h
(xa) [(11) 22) (33) - .. (on)] — (1y) [(x1) (22):33) ... . (n)] +
+ 2y) [x1) 12) (33)] — (nn)}—....
Cambiando convenieutemente el orden de las columnas de
dichas menores, obtendremos las relacines
m))
nn)] 4

{(x1) (22) (33):.... (am)] = — [(x27 (41) 3I)-
[(x1) (12) 23). . . .(an)] = — [(x4) (1) (22).- - (om)] s

N (X2

(1) (12)(38) .. ()] = ((x3) (11) (22)-

A=/ fr [ [ @ 63...em] —
) (60 (2 @) -]~
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— () [(x2) (11) (33)... .. (nm)]... _]dx‘ dx, . dxs =
=N (xy}/:/:..u/:[(ll) ©2) . om) [ dxdx, ... dey—
[y i an[ =2 @) . (on) ] dx, ... dxy '+ ]

Permutando las variables de integracion , y ¥, en ¢l segundo
término del paréntesis, resulta idéntico al primero, y haciendy
anélogo cambio en los demis se halla, puesto que son iguales y

en ntimero de 7,
=N A, —n /" [ Py
{ =) @233 ... (an) Jax ax,

A, (xy)

+ dxa, 6 sea

W
A, @) =N@) A, —n/ Ny A, (x)de (o)
Anélogamente hubiéramos obtenido, utilizando para el des—

arrollo los elementos de la primera fila

BN =Ny A,—n/"N(x) A, _, (xy) dr, ()
Las relaciones (c) y

v () nos expresan la ley recurrente de for-
macién de las A, (x3).

Multiplicando (c) por (:‘)‘)" resulta

(:_;,D A, G =

P AN e (ol it
w AN E) A NGy e s (e,
« °0y sumando los resultados, se ob-

. Haciendo n =1, 2
tiene

D (:X):N(xy}D(l)+)\/:N(x,y)D(:‘l)dx., de donde
REMN=NG) + 1/ IN@) R xd dx, (@

RN =N()+) /1N () R (sd) dr, (@),

deducida andlogamente de ()
De la relacién (1) se deduce Ia

B0 =)+ X /"N (52) u () dz, que mulfipli-

cada por )R (xy)) dy e integrada con respecto ay se convier
teen




g
3 PR R (N dy =0/ TOIR Gy Iy +
ae x/: u(2) [x/" R (xy0) N (y2) dy] dz, de donde
simplificando o
ALt REN Y
6 sea finalmente
w@=f0 4 [LE0R @MY, (19
férmula que nos da I solucién de la ecuacion integral regular de
segunda especie en fuacion de R (xy}); esta es, pues, la funcion

resolvente de 1 ecuacion propuesta.

T solucién de 1a ecuacién integral (1) por la formula (15) exi-
ge la convergencia de las series D (:x) y D (1), que hemos de-
mostrado si el niicleo N (xy)es limitado & integrable en el cua-
drado de integracion.

Si el ncleo no es limitado, s decir, adquiere valores infinitos
en el cuadrado ab, las series D (£1) y. D (A) dejan de sercon-
vergentes, y el método explicado es inaplicable.

o, sin embargo, muy frecucnte en los problemas fi-
sicos. y el dmico hallado hasta el presente en la practica, que por
medio de un artificio sencillo se reduce al ya explicado.

Es el de un nitcleo de la forma

/: N (xz) u @) dz=1u(x—f &

N(Xy):!ix'y—) s O<d<l,
(xy)*
en que L (y ) es una funcién limitada é integrable: N'(xy) slo

se hace infinito para =1 .
Teorema 15 Sus nicleos iterados & partir del n™e,

, son limitados.

siendo n el primer entero superior &
=

En efecto T
v L(xx) L(xy)
R
e j- x-x)® (m—y)?
1 designado por L el limite superior dea funcién L (xy)
& dx,
e
oA s (x—x ) (x—y)*
Cambiemos la variable de integracién x, por la 2, haciendo
x=y+G&—¥2
Io que nos da
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Loy
dx, = (x y)dz.x~x<=(x~y)(1_z),x4~y
b—y a

=Gx—yz,z=2T0Y

FoELY
Iuego
(x —y)dz
IN; ey)| <1z TR ——
o= ey
; Dbt 4
= L? 1% & )
T T
| A ©
de donde
IN: (xy)| <
X

siendo L, una cantidad finita,
Por el mismo procedimiento obtendremos sucesivamente

L’ N 3y L
INs (xy) | < o Iy o
fig[=7 )

El exponente nx — (n—1) serd negativo cuands s
—=
1uego el nicleo N, (xy) sers de médulo inferior 4 1o expresion
A

que ya no es infinita para x — y,
Lucgo el nicleo de orden s es iimitado, y con mayor razen

Ios siguientes
Teorema 2.°~La ccuacisn integrat (1) s equivalente i I

- MO=ROEN N @ugay, (o
designando 207 fu () la funcién conocida
e
A= 800 4 DT ) Flogioy,
=

Para demostrarlo basta obseryar que la ecuacion (¢) se deduce
de 1a (1) por una sustitucigy reiterada; en efecto, cambiandg
en()xéyporyys, y sustituyendo ol valor de u (y) resulta

‘ v .
L@ =1+ [} NENLG ay 32 /N oy e

x[./:N(xz)u(z)dz]dy_f,(x)+)9/:N'(xl)n(:)dx,




|
|
|
3
|

e
y andlogamente

) =60+ 8 /‘:Ng(xv)u(v)dv,

u(x) fn(x>+xn/ " Na (xy) u (y) dy -

Estos teoremas nos permiten resolver la ecuacion integral

L 5]
vo=tw e [y 0. e<iZh

por el método explicado; pues bastara formar la que tiene por
niicleo el nmo iterado del de la (f) y por parametro X1, y hallar
1a solucién de esta ltima.

Procedimiento direcio.—Se puede también en este caso hal ar
la resolvente partiendo de las funciones D (4 ) D () por un mé-
todo ingeniosisimo debido 4 Poincaré, del que daremos una
breve i

Sea el orden del primer niicleo iterado finito para x =
los némeros g , na ... #n—1, (12), seran infinitos, pero & par—
tir de n, serdn fodos finitos.

Recordemosla formula D (4)

K
;K yformemosla fun-

cién

K
D()e =Da()

serd una funcién de A, cuyos coeficientes mm ledos finitos, idén=

tica 4 la deducida de' D (1) haciendo n = iy
Escribamos Ia relaci

Ryl =Da(3}): Dn 09, siendo Dy (3)) una funcién incog-

nita de ) de la forma

o (21 =52

onocidos los coeficientes de los desarrollos de R(xy%) ¥
n,.( %), las Fp () se determinan por Jas relaciones

Fa()o 2
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Fo(xy)=N,(xy),Fi(xy)=Ny(xy).
No+, (xy) +ca Ni(xy) -
deducidas de la

[ Fa(xy)=
®

Fo(x\) £ AF,
Ni(xy) & AN, (xy) + - RSt D

1 hn)." .
ya que el desarrollo de D, (3) es 14¢, .., po ser el
termino de menos grado de su exponepte de. arad nit

Las relaciones (¢) nos dicen que la funciou D_(7).) coincide
con la obtenida, haciendo en el desarrollo de D (*1), 7, = o,
(&= L 1); y que sus coeficientes son todos nitos.

ara lu ar la fum:mn resolvenle de la ecuacién inte-
le (x) o aplicar la regla de Fredholm, suprimiendo en los
desmono« de D (%)) y D(X) los términos en que entren fac-

tores de la forma N ( x,, ¥, %4,) » que contengan menos de
n letras.

Hilbert estudi6 el caso @ < - !

5 Sie<—
gla de Poincaré exige la supresion de los términos que conten-
gan factores N (x, x, ) , 1o que equivale 4 sustituir por ceros
los elementos de la diagonal principal de cada determinante;
resultado al que llegé Hilbert siguiendo un camino muy distinto.

Para completar el razonamiento falta probar que las fanciones
D, (31) ¥ D(4) son enteras; pero nos creemos dispensados de
hacerlo por la extension del célculo necesario

tudiada ya la reduccion en el caso de nicleos infinitos, solo
consideraremos en lo sucesivo nicleos limitados.

Continuidad de la resolvente R (xy¥)—E| desarrollo en serie
de R () nos muestra que la funcion & (xyh — N (xy) es con-
tinua respecto x é y como suma de funciones continuas.

La férmula de definicién de R (xy)), (10) nos dice ademds que
las funciones D (¥1) y R (xy1) presentan las mismas disconti-
Kesiaden chimeeto o€ ) pliea st G o iada
pendiente de dichas variables.

Luego, en definitiva, dichas fuiitiones ufmen los mismos ca-
racteres de discontinuidad que el nicleo N (vy); por tanto, la
solucion de la ecuacion integral dada por e /amuza (15) es
continua,

,n=2,ylare-

ez Totorondal fincn DOV o otge dalapennl
vents/ R (%W Bestark.prabar e valor ' de %
comiin de las ecuaciones D (3) =0, D (j3) =0. su grldo de
il o s e 1 Becialbies oo elin i s pri-
‘mera que en la segunda,
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En efecto; de las relaciones (1) y (12) se deduce

Do) b
- ({7) = i/.. R @) de  (16),
de donde

RAO)

[ioGyax e,
que nos prueba el enunciado.

Fs os valores del parmetro, polos de la resolvente, serar del
siguados en o sucesivo con ¢l nombre de constantes propias de-
niicleo N (xy).

| radio de convergencia del desarrollo en serie de R (xy)) s,
pues, igual al médulo de la censtante propia que 1o tiene me-
por, 6 e otros términos, al de la-menor raiz de la ecuacién
Diy=

Ciloulo de las constantes propias.—Se reduce al de las raices
de la ecuaci6n ) = 0.

“Teni-ndo en cuenta la ecuacién (e), vemos que formando la
funci6n D (3) correspondiente al niicleo Ny (xy), & igualindola &
cero, las raices de la ecuacion resultante serén las #74s poten-
cias de las constantes propias; el método de Griffe estd, pues,
indicado para dicho célculo.

La solitcidn es unica—Supongamos que ademis de la solu-
cién () dada por (15) existiese una funcién u, () tal que

u (0 =£@+ x/:x(xn v ()dy 0
De la relacién (A) se deduce
(0= (=) ["N@)u ) dy.
valor que sustituido en (15) da
[N e ay+
Sy /"»R(m){‘u. (2)—* / "N (zy) v () dy] dz=
o = f L[N G —Rh)
+ z/"k(xxl)u (z3) dz] u, ) dy,

pero segtin (d) el paréntesis es nulo, luego
u(x) =1, (3).

u )= (0 —

La ecuacion asociada,—Se lama asj la ecuacién integral

v
v@=fw+i [ INGOvOdy D),
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que difiere de la dada en tener permutadas as variables del
o

icleo.
La solucién de la ecuacién asociada seré.

v@® =@+ [LRONE@ dy  (17)

en que
e D)
RO = 55
Los niicleos N (xy) y N (yx) tienen, pues, las mismas constan-
tes propias.

La ecuacion homogénea regular —Es la ecuacién integral de
primera especie

u(@®=1 /"Ny u()dy a8

0. La tinica s -lucién con-

obtenida de la (1). suponiendo £ (x)
tinua serd u (x) = 0.

LA ECUACION INTEGRAL SINGULAR HOMOGENEA

Si el valor del parametro X es constante propia del nicleo, la
funcién resolvente se hace infinita por ser dicho valor uno de
sus polos, y el método no es aplicable.

Como en el caso anterior, y solamente 4 titulo de gufa, exa-
minemos lo que ocurre en el sistema de # ecu: ciones que supu-
simos equivalen aproximadamente 4 la ecuacion integral al anu-
larse su determinante.

El Algebra_elemental nos dice que el sistema (3) no tendré
solucién en general, salvo con s especiales que deben
cumplir las determinantes menores; pero que el sistema homo-
géneo

8
n(x:)—)xp}ilN(x‘xP)u(xﬂ)szﬂ

@)

B=n
“.(X.)—l; T N(x, 33)u(xg) Ax=0

3=n
u(x.x—xg;mx“x,,)u(xpmx:u
=1

que equivaldrs, segin nuestra hipétesis, a la ecuacién integral
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singular homogénea, tendra infinitas soluciones proporcionales.
Fundados en i i i
la ecuaci6n int :gral
) 7
we) =V [ING@)umay (19

en que ¥ es una constante propia del niicleo N (xy)
Las funciones D (§}) —son las definidas por las series

TR T
D(’ﬁ):v(‘l Ky )=N( 12
e (3 ®\ ¥, \AA] (y‘yz,

R
b S SRR &
71‘[' N( et ke S apl e o
i N ~>‘u*x+‘) B 20

AR b b
LR
nl o
d dx s

La evidente analogia que guardan estas funciones conla
D (2 1) nos muestra que son funciones enterds de A para valores
de las variables ¥51 %2 (2 =12 ... K) comprendidos entre a
b, y continuas respecto éstas, siéndolo N (x y); en general, pre-
Sentarén las mismas discontinuidades que éste.

De la formula (20) se deduce

fhfh..,.j'buk (32)dn, dx, ... dx
TR

de donde

ftf:..,../‘:l'lk(;)\)ix‘dx’. Cdeg

relacin de la que es un cas particular la ya hallada

9
. fln(;x):_nfm.
Siguiendo la misma marcha empleada con la seiie D (52) al

demostrar que la funcién R (¥ y ) era la resolvente de Ia ecua-
cién integral, resulta tomando igualmente el término x™ de

Dy (31) 3¢ ido su inante respecto
de su primera fila

LA

5
«
= ) ax, dx.

DS e 20)
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(i /
; i e ..XHN)X

Videooo Ve kg1t TR,

T (—HN (x y1) X
b (T + Xg Xxf1 o Xntn)
x/_ /-"'/'AN(m‘xuynf, i e ZE A A e e Oxi

 (—UEEH TN G ) X

B s (e g

X Xt dxurs - o AXepig OXepipt o dxm] dxxtt

cambiando convenientemente las variables de integracion y el
orden de las filas, se ve también que el valor del paréntesis de
la segunda suma es independiente de /, y por'tanto los » suman-
dos son iguales; luego multiplicando ' a igualdad asf obtenida
por

da finalmente

, haciendo n = 0, 7, 2, y sumando los resultados, que-

@y
Yaees Vit Vi .

RTINS

yen general, desarrollindo por los elementos de la fila mn*
).

m=1,2

x
D (F3 ) =S g N ) X

Y1 ¥ -0 ¥x =]
¢ Dy_y (1% e Kot Xt X ) 21/
o ’(yxn- Vit P ees Yk )+ o
3 /PN D.(x‘x,. Xt Y Xmig +
+ /.‘ ay) D7
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Utilizando las columnas primera y ma hubiéramos obtenido

Lo

+/f N (xy;) De ’;‘;‘*;*":::x)dx

@17)

o X X,
*)\fom‘D,‘('*
G
Teorema. El niimero de soluciones linealmente indepen=
dientes de la ecuacion integral singular homogénea

5
u@® =" /IN@E)u@dy,
es igual al subindice de la jrimers funcidn Dic (§4) no. idén-
ticamente nula
Dividiremos st demostracion en cuatro partes.
12 Las funciones Dx ( A), (K =1, 2 ...) no son todas
ddénticamente nulas par
En efecto, D () 10 o3 “\déasicamente nula, pues D (0) —
luego ¢l valor ) no puede anular a todas'sus derivadss. Si
(3 esla primera que no se anula,la relacin (20) prueba que
& (3] no es idénticamente nula.
g "L funciones

U (x) = Dx \ 2 )’

Fmo1 X Xmi1 X
3

)(m: 1, 21..K)

satisfacen la ecuacién (19).
Pues larelacién (21) nos da, si

n._,(; y) o

(x‘ %, .. Xmot X Xngd

, Di (; )0, haciendo xn -

) =
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¢ /N 6:3) Dk S e

Vi LS

ua () = % /N Gy) un () dy-
No siendo la funcién D,,v( z ) idénticamente nula para }=X,

odemos reemplazar las variables x4, ' por valores nameéricas
arbitrarios 71 51 (1 = K) sujetos tnicamente a la_condi-

o A) =+o.
3% Las Kmmcmm Ym (x), (m‘l 2... K, son linealmen~

te indepen
Bastond orobas que la existencia de Ia identidad -
x

n um (x) = o, exige ¢,

En efecto, cambiando Ja varisble x por uoa ualquiers de las
cantidades 77 , se obti 7,) = o, pues todos

los términos del desarrollo en serie de la funcién Dy (7)) tie-
nen sus determinantes, nulas por tener dos filas iguales

Tomemos ahora la identidad supuesta > cu ttm (¥) = 0, ¥
cambiemos en ella sucesivamente x por 7, 7.

7,i con lo que
se hallarén las relaciones

Ca tm (rm) =0, (m=1,2.
<,

K), que equivalen a las

Es evidente que también serdn soluciones de (19) los productos
de Tas funciones 1y (x) por factores puméricos y sus
ciones lineales; en particular tomaremos como soluciones fincal-
‘mente independientes de |2 ecuacién (19) las K funciones
Um (x)

m ()

Toda solucidn U{a} de la souacidn 19) puedc expresar-
se linealmente en funcion de las K soluciones ,,
En efecto, la funcién U (v) verificard las (dem\dades

L U@=¥ [N U@ =o
¥ [ue— /’"N(yz)uu)dzjnxy)dyzu\

siendo F (xy) una funcién continua limitada cualquiera.

7 m (= -

m=1,2. K.
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De ellas se deduce . i $
U@ = /2Ny Uydy— n/ Fan U dy +
'+1"/ /F(XY)N(yz)U(l)dzdy—

UGN )R */ EGON(s)dz Jay=o,

0 U(x) es también solucién de la ecuacién integral homo-
nea

@

iacemos en la formula (21) K por K41, Lporl + 1,

¢, %13, por ¥y, ¥ por f, y‘hvxymablel Xq o (2=

K + 1 por lo:nﬂm;mlrp BB =12 K); y resul-

ird, separando el primer sumando de ma y pﬂundnll pri-
iembro el segundo término,

T Sp
b



i
Tomarlo como F (xy) la funcién

e
D (g

Ia relacién (K) se convierte en

F(xy) ¥ " F(xt)N (ty) dt = N (xy) —

f
*E’,'\‘Xn P (x)  (K) 2

que sustituido en (;') da

M (xy)

N(,y) 7, ()

Iuego
»
x»/‘ N(ry)U@®dy,

I=x
Blow >

que nos prucba que U (x) es funcion lineal de las soluciones
#) (m =1, 2 .- ) con los coeficientes numéricos

f‘ N(ny) U@ dy.

Asi pues, Ia ecuacion integral singular homogénea tiene infini—
tas soluciones continuss distintas, fanciones lineales de las K so-
Tnciones on (¥); estas K funciones linealmente independientes se
llaman funciones propias del nicleo N (xy) referentes ala cons-
tante propia X.

Eeto nos permite averiguar en la prictica si un ntmero dado
€5 0 1o constante propio del nicleo, sin necesidad de formar y
resolver la ecuacion D s basta examinar (o que en
‘michos casos es fécil) sila ecuacion homogénea correspondiente
‘admite o no solucion. El nimero K recibe el nombre de indice
de la constante propia )’

"La ecuacion homogénea asociada, —La simetria de las fun-
ciones Dx (§ A) nos prueba que la ‘ecuacin integral

5

f N (yx) s () dy (22).

admitira en las mismas hip6tesis anteriores K soluciones lineal-
(

‘mente independientes om (¥), (m =1, 2 - . K) definidas por las
relaciones

om (:

c,

9 (x)




@2)

Teorema.—Las funciones s (x) y 4 (). funciones propias'res-
pectivamente de Los wiicleos N (xy) y N (yx) referentes a las
constantes propias distintas X' y )"'son ortogonales (%),

En efecto, de las relaciones

s@w=x [N s many@=r f2 N b0 e,
se deduce

f7'~i”"/”l‘;(x)‘i(x)dx L
n[f /" Y (x) N (xy) 3 (y) dx dy —
Lo S e 0N om ) ],

pero el paréntesis es nulo por ser sus dos términos iguales, luego
v
o L e @b dx =

LA ECUACION INTEGRAL SINGULAR DE SEGUNDA ESPECIE

ya que ¥’

Ya hemos indicado que en este caso la farmula resolvente (15)
es inaplicable por ser infinita ® (x ). Visto ademas que el siste-
ma aproximado (3) tiene solucion si cumple ciertas condiciones,
hallemos las necesarias para la existencia de una funcién conti-
nua u (¥) solucién de ia ecuacién

w@— ¥ INGHumdy =) @3

Muldiplicando esta relacion por una cualquiera de las solucio-
nes i (x) de la ecuacion integral (22) e integrando respecto a x

resnlta
/'1

//" /:N(xy)v[l(xyll(y.\dydx. 6 bien

£(x) 4, (x) dx Cu(x) Y (x)dx —

)

Dos fanciones ¢ (x) y ¥ (+) se laman ortogonales en el intervalo
ab si.

S0 dx




o
‘/':f\x]‘}ltx;dx :A/' 0 )[4 %) —
/“ N (34, () dy ] dx =

Como la funcién i (x) es una cualquiera de las K funciones
propias del nicleo N (y3) referentes ala constante propia ), ve-
mos que para ue exista una solucion u (x) de Ja ecuacion (23), Ja.
Funcion Conocida f (=) dube ser ertaganel & 12a K. soiaciones
nealmente independientes de Ja ecuacion homogénea asocia-
da (22); 0 sea

(@3)

/ mx:‘l‘.‘\xxdx: o, (=19

Si esta s se cumplen, es evidente que la ecua-
cién (28) admitiré ademés infinitas soluciones continuas de la
forma

K). (24

siendo las ¢; cantidades. cualesquiers
Teorema.——Sila funcidn f () cumpl Ins condiciones (19) 1a

funcits

D

Dx (; .
¢a.lis resolvents de la ccudciin integral singular de segunda
especie (23).

Hemos de probar la relacién ansloga a (13)

T 5
- s
)

En efecto, camb)ando en (25) las variables x, y en y, 3, y sus-
tituyendo en (23) resulta

W) = £ (x) + 2 f(y)dy. (25)

)

o

—dz |ay =t @29

=N (xy) —




—37

Pero por la relacién (K) el paréntesis vale
K

G Y o).
> NG 4§ o)
Inego (25') se reduce a la identidad f (x) = f (x), por convertire
segundo término del primer miembro en

ik .
¥ 3N G /“ i (y) b (v dy ..

resultado nulo por cumplir f (x) las condiciones (24).
La forma general de las solaciones continuas d= (23) en dicho
casoserd

TuaGip
nE=fE+ Y P c v
e )

= PRERL )
Limite superior de K. —Se puede hallar facimente sin recurrir

4 las fanciones Dy( 7).
De las relaciones (20) y (20') se deducen las

f:D,(i?’)dx:— ),
Jin (3r) =G

Seanl,,l,, ..., I los grados de multiplicidad del cero X' en
Jas funciones D (), D, (% %) . . .- Dg (5 ¥), ym el del polo X'

de la resolvente: se tendra
B e L e K
de donde K <1, — 1,y por fin K<l+m—1. (27)
rafz simple de Ja ecuacidn D (1) = o0. K

CASO COMPLEJO

Consideremos el caso de ser las variables y los limites de in
tegracién complejos; tomemos un cierto camino ab como hilo de
integracion.

Un ligero examen del método de Fredholm nos muestra que las
f6rmulas obtenidas son aplicables en este caco, efectuando todas
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e
las integraciones a |o largo del mismo hilo ab; pues la segunda
parte del teorema de Hadamard nos asegura la convergencia de
lasseries D (¥ )) y D ().

El teorema de Cauchy, relativo a la integral de una funcién de
variable compleja, nos dice que si la funcién V (xy) es entera, la
solucién « (x) de la ecuacion integral s independiente del cami-
no_de integracién seguido de a a b.

Sila funcién IV (xy) no es entera, la solucién u (x) deja de ser
uniforme, resultado comprobado recientemente por Picard en
alganos casos sencillos.

CASO DE VARIAS VARIABLES

“Las formas de ecuaciones integrales dadas en la Introduccién
son susceptibles de extensitn inmediata al coso en que la fan
cién incégnita depende de més de una variable.

El caso en que u depende de dos variables es muy comdn en
Fisica. La ecuacién integral Jineal de segunda especie corres-
pondiente es

B )=60x x,) Ju(yoyd(yey,), 0)

extendidas las integrales a la regi6n (R); cuyos puntos tienen por

coordenadas y, . y,y en las que se suponen limitadas e integra~
N,

bles las fanciones z

Podemos considerar - u (x,. %1 y f (x,.%,) como funciones del
punto X (. % v a N (%, %, y;.y,] como funcién de los puntos
X(x1, %) ¢ Y(y,y.)y ta ecaacién (1) tomaré la forma

f"‘“"//,—m N (XY)u (Y) du, (1),

designando por di, un elemento areolar de la regién ().
Llamaremos a la ecuacién (') ecuacion integral puntual.
Dicha ecuncitn se resuelve de igual modo que la (7); tnica-
mente en el casn de que el niicleo se haga infinito al coincidir
los puntos X e ¥ hay alguna variacién.
J. Plemelj ha demostrado que si el nicleo es de Ja forma

n(X)=

LXY :
r” (%< 2. Ia ecuacién integral es reductible por el proce

dimiento ya conocido otra de niicleo finito; y que si %=1,
caso frecuent n los problemas de potencial, el nicleo ite
rado de segundo orden se hace infinito como log. XV y el de
tercer orden ya se conserva finito.




SEGUNDA PARTE
ESTUDIO DEL NUCLEO
Composicion y descomposicion de niicleos.

Sistemas ortogonales y biortogonales—Diremos que las fun
ciones continuas en el intervalo a ... b, ¢/ {x) g, (x) .+.. ¢, (%)
fiias b sisheia ortogonal si, sienfo Griogonales dos a dos,
cumplen ademis las condiciones

/;v\"u ax =1(K=12%..)

y llamaremos por analogia sistema biorlogonal al formado por
- Tos dos grupos de funciones

{95

tales que

/ ;:\x\u;(xwdx,n,\\

i =1

- El namero de funciones puede ser en ambos casos finito o in-
finito. Estos sistemas se llaman completos si no existe otra fun-
cién o par de funciones que satisface las condiciones de defini-
eigin,  incompletos en cato contrario.

Teorema 1.9—Las funciones de un sistema ortogonal son li-
nﬁalmmtemdepmdwniev —En efecto,la existencia de la iden-
i

CK ? (x)=0, 0 su equivalente

f (x)E cxgx (x) dx = o exige ¢; = ¢, =

La misma demoslmclbn prueba que las funciones de cada
s

Tememl 2.°— Dado un sistema de funciones continuas en el
terval “..byno 1dévmcummt¢ nulas, linealmente inde-
ﬂsn\iﬂnhs fl (:r) y (%) ... , siempre puede deducirse de él olro
logonal-cu: funcmm ?, m 9, (%) ... se expresen lineal-
mm por las del primero.
~ En efecto, el sistema
R )
o0 = =

. Ewe

n (%),

UYABHSC



A
2@ f ot @) pi(2) o
= 5

Vi@ =5 [t (90 ) da [y
es ortogonal, como se comprueba facilmente.

Para probar que siempre es posible formarlo, basta observar
que, enlas hipotesis hechas, ninguna de las expresionvs numé-
ricas de denominadores puede ser nuls; ya que si

S0 —506 /0@ 6 dz]ay

setendria fu (y) — 9 () / » fa (5) 5 (M) dz =0, Gsea

Tutx) =

, =2,3..)

/‘if,.u) (2)dz
i ——— £ (y)

y las funciones f, y fu vo serian independientes.
La extensibn ¢l sistema biortogonal ze hace sin dificultad
Teor

togtmlxl\?- (x\ @5 (x) -

fu (y)

y) dy

o (x), 3 Ut f'uﬂmrm il

que / 2 () dx tenga un valor finito, se cumple siempre la re-
lacidn
X

%;[f:l[x)c‘uk(x'dx-lf

En efecto,
5 - . .
Sl —3" g [t o o5] o=
K2 b :
£( 3y ] .
El primer miembro es positivo o nulo, luego”

28).
Corolario. (Desigualdad de Schwar.)—Dadas dos Sfuonciones
©(x)y 4 (x) continuas e integrables, se tiene

[f_?(r)v(ﬂd"]sf # (x) dx‘f.‘.}/’ (x) dx. (2687

s #(x)
Pues Ja funcion = (x) =

\ ./:.y'(x) ax

ma ortogonal en que 7 == 1 y por

v
£2(x) dx. (@8)

conistituye un siste-
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‘/’ 4 (x) dx, de

donde (28)).
Niicleos ortogonales.—Dos niicleos P (xy)y O (xy)se llaman
ortogonales si cumplen las relaclones

s .
/' P (x2) Q (25) dz — o /bQ(xy Pay == il-/(29)
Cada wno de los niicleos Py Q s orlogonal  fodos los. ife-

ados del otro. En victud de la Iy de formaci6n de los niicleos
iterados bastars probar que

/'“P(xz Os(2y)dz = 0.
En efecto,

f:P\an,(z)\dzz
:J'” P (xz) l/" Q(zn)Q[uy)du] dy —
:_/b Q @) [f:P <2) O (20) d;‘] e

Cada uno de los nicleos Py Q es ortogonal a la resolvente
del otro, 6 sea

fbp(ﬂ)i‘u \lykldz:th xz)Rp (zy X)de=o0. - (29)

Esta proposicion es consecuencia inmediata de Ja anterior.

Si dados los niicleos P(xy) y O (xy) orlogonales, formamas
el niicleo suma N (xy) = P {xy) + O (xy), se verifican las rela-
ciones

Dy (k) = De () < Do (3) (30),
Rn (xy}) =Rp (x33) +Rq (xy4) (31
Tomemos las series :

e
v§"‘( S

L
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1 D-(i) i mo(x)_F(_,,.q fP- +q.. Verhy

Pero siendo Py O ortqgonnlf.x. se tiene

A f\N (xx) dxﬁf P, (xX)dx+f Qt(n)h




g

N(xyl+f N (xo) [ Rp (ayh)+

Ry (xy4) -+ Ro (xy1)

+ Ro(ayh) | dz,

luego la funcién Rp (xs}) + Rg (xs)) es la resolvente del ni-
cleo N (xy), 0 sea
Ry (xy%) = R (1)) + Rg (xy) 1),
De estas relaciones se deduce que laresolvente de N (xy) ten-
dré como polos los de las resolventes de P (xy) O (x); o sea
que las constantes propias de los nicleoz Py 0 1o son del N,

Las funciones propias de los niicleos Py Q son asimismo
funciones propias del nicleo suma N.

En efecto, si up (x) = )

/' P (xy) up () dy, (m) multipli-

cando porQ (=v) e integrando resulta

v
f.‘ up (X Q (2x) dx =

de donde

.
A',,./'x Q (2x) P (xy) up (y) dxdy

vp (x

.
S P ey gyt

" .
+ "'A’f Q(y) up (y) dy = ¥p f‘ N (xy) up (y)dy.

Reciprocamente, si u (y) es funcién propia’del niicleo suma
N (9). 65 de la forma g  (3) - ug (), siendo g 3 o Fun-
ciones propias de los micleos Py Q.

Escribamos la identidad

S cu@=cw @+ ofu@—up ]
en que c es un factor indeterminado y -

up (x ,f" P (xy) u (y) dy; se tendrd

clut—v ] =cop [T Qanumoy =

i "0l u ) dy ().

aprovechando la indeterminacién de c.




e
De (m’) se deduce ficilmente

Sireelaw —w]a=
S reacaa]ume <o

1
f. P (xy) u; (y) dy —

% > B

A'|~f kay\l.u(y\ u, Ly)]dy s

que prueba es u,, (x) fancion propia del niicleo P (xy).

Un razonamiento anélngo nos probarfa que u (x) — i, (4) 1o
es del niicleo O (xy)

Sl e e din el o e wil e s
tres, cuatro o més nicleos, ortogonales dos a dos, podemos con-
siderar demostrado el siguiente teorema, resumen y generaliza-
cién de cuanto llevamos expuesto:

El wiicleo N (xy) suma de los Py (yx), P (xy) - . , ortogo=
nales dos a dos y en mimero cualquiera, goza de las siguien-
tes propiedades:

u resolvente es la suma de los resolventes de los sumandos.

Tiene por constantes propias las de aquéllos.

ciones propias son combinaciones lineales las de los
niicleds correspondientes.

de donde.

op ()

Descomposicion del micleo N (xy) én micleos parciales orto-
gonales, correspondientes a sus distintas constantes propias.
an - las constantes propias del nicleo Y (+Y), polos
de su resolvente R (xyn) de grados nt,, m. n teo-
rema fundamental en la teoria e las funciones memmor(as, po-
demos ?scln bir, y que Ja fancién R (x y })lo esen toda la exten-
si6n del

Gxy)
s
(Aﬁ”m' oy N

= (xy)
, (x9) = (xy)

R (xy )=

4

: +R(xy )= (xy D)+ R (xy Wy (n)
siendo R, (xy2) otra funcién meromorfa de’t con los mismos
polos que ‘R (xy\) menos el ,. Llamaremos a ¢, (xy}) resolvente
parcial correspondiente al polo
Heclendo en (n)1 = o resulia ‘R (xy0) = 4, (xy ) + R (xy0)
pero R (xyo) = N (xy), y designando por v, (¥y) + N, (xy) las
fanciones o, (¥y 0) y R, (xy 0) queda



ey
R(xy) = v, %) + Noy(y) @), en que

(xy)

Llamaremos a la funcién u, (vy) micleo parcial’ correspon-
diente a la constante propia . Dicho niicleo es fancién conti
nua de las variables xy st lo es IV (xy), y engeneral presenta las
mismas discontinuidades que éste.

En efecto, las funciones mi_, (xy). (« =0, 1, 2 1 m, — 1), go=
zan'de la n isma propiedad, ues

Tt (09) = — R, [ R(xy ) (0, — nymi—a -1 ], indicando asi el
residuo de la funcion R (xy ) 0y ) %~ &1 para el polo
) =1,: y1a resolvente, R (xy 1) s continua a lo largo del con:
torno de integracién, i lo es N (xy). Sienda las funciones r (xy)
en ntimero limitado 7, su suma serd también funcién continaa
dexey.

De las formulas (d) (d') se deduce facilmente

) /"N(xy)k(xz;)dz .

5 /‘:N(zy‘;k(xmdz:

R(xy ) —N (ay,

= (h -0y

iy /':Nmmw, dz 4 /,‘/'iN(xz)R(zy})dz

Sustituyendo por R (xy)) el desarrollo (n) e igualando los

coeficientes de las mismas potencias de en los tres

=
miembros, se halla el sistema
/"N{xzvn (2y)dz =

w LTS

[N @, (0

=, (xy)
v rado m,

) '/:N(xx) 7, (29) Az —
©) -/"N(mﬁm (zy)dz =
Jew )
= l'/,:N(zy)wm‘il(xz) dz —
,f"mzyy 7y, (v 02
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s
|7 Em:l,/"mn) =, (2y) dz =
| —f N a=
_/:N(zy)n.(n)qz— =

_/: N (x2) R, (2y2) dz —
AL EACR
SN (o) &Gy d — o

[ (2) = (x1) dz



i
/: R (xy) 7, (y1) dy / N () m, (10 dy =
i IRy [N ), ) a5
JREn T [N, ) dx]dn
que se transforma en virtud de Ja 1. de (o) en -

f "
/"R(Xlu.—vm{(zy)dz:/ Rzy)r, (x7)dz

o )

¥ andlogamente

iy i

/ R(xz/]muy)dl*/ R (zy2) =, (x2) dz = o, (xy)
Sustituyendo eu Jas ecuaciones del sistema (F) Ia funcién R

por su desariallo (n), ¢ jgualando los coeficicntes de las poten-

cias ignales de , resulta una serie de relaciones que vie-

nen englobadas en jas

o (x2) %, (2y) dz =

5,8 PEq>m, 5 1 /

- .
j (R (230 dz = "5 (2) R, (xd) dz — o, para
todos Jos valores de P,

Las formulas (q) nos permiten demostrar Jas siguientes pro-
piedades
e percial o, (x32) es ortogonal al vesto
Ry (o) art Lodo valor de ). quie no sea constante propta. del
niiciéo N (xy), 0 sea

Sip GMR @ di= [0 )R, Gende = (@)

Basta sustituir ' por su desarrollo (n) y tener en cuenta Ja 2.%
de las relacioues (q).
2% El wiicleo parcial v, (xy) es ortogonal al resto Ny (xy);
plupnﬂmbn evidente hmendn
Los nicleas v sy (553 tidion por resolientes ids
ﬁmmm b (x33) 5 R, xyl) i AR e
Ci6n andloga a (v




Lo
/Lo (x2) R, (232) dz = /20, ()R, (xad) dz = o
con la ltima del grupy (') resulta
P — i (x) =1 /7y, (x2) p, (ay9) de —
i i ,/: ui (29) 5, (x22) dz : ()
y de (m)y (d)

R, (xy) — Noi (xy) =2 /' Ny (x2) R, (xa2) dz =

" Nay (29) R, (x2) dz. (a1

Esta propiedad nos muestra que puede separarse del nicleo
& (&) el nicleo parcial v, (xy) correspondiente al polo 1, y efee.
tuar su estudio con entera independencia,

La f6

inmediata, pues podemos descomponer Ia funcis B
dos partes, una relativa al poln ., y otra que 610 sl
Jp g =, y hallar anilogamente sl nicleo.pareial v, (xg) ;
Thndremos, pues, on genoral

NGV =ix)+v, (9) £, R(x53) = oy (x9h) o (=yX) 4.,

Los wiicleos parciales son oriogonales dos  dos. Por ejem-
Plo, vi (x3) y v, (xy) son urtogonales. En efecto, podemos escribir

N (xv).= v (xy)+ Nay (x9) = o, (xy) +
N (xy) = va (x3) + New (x3) 5 Ny (x3) = v, (x9) 4 Na.a (COR

La primera igualdad nos manifiesta que v, () es ortogonal a
s (%) Na, 2 (xy), y Ja tercera que tambiénlo es a Na, 2 (xy);
Tuego v, (xy)'y u, (xy) son ortogovales,

0 est0s teoremas referentes a la: composicion y descomposi-
cién de nicleos, expuestos finicamente para complotar: el estu-.
dio g neral del nicleo N (xy) se basa el método de. solucion,
extension del de Hilbert, séguido por Goursat y B. Heywaod, y
perfeccionado el pasado afio por el matemitico romang T. Ly,
Tesco.

Pasemos ahora a examinar distintos casos particulares,

(xy) -+ Na,3j (xy)

NUCLEO BILINEAL

Llamamos asi al nitcleo

Pen
Ne=3 a@bey @
=
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La ecuacién integral (1) serd en este caso

@) a@—t0+1f 1S b)) by

o bien

u(x)="f()+ /Eiaﬁ

[inmumay
o

Las integrales

i
ASTORORE

son coeficientes constantes, luego la solucién serd

12...n) (s)-

Pon
1) =f@+1 S e ap ) ()

faltando solameate hallar los valores de las cantidades c;_
Para ello sustituyamos en las relaciones (5) el valor (s”) d
4 (%) y tendremos el sistema

.
S0 ay 0 [ b)) 8y e
b0 o (9) ea = e B=1,8, )

de n ecuaciones con # incégnitas, anlogo al (3).
Su determinante es
1—a(11) — (1?)
—a@)
D0y= % , designando por

f' @) = RCHL
el simbolo (g) la integral / be (¥) 24 (¥) dy.

Una discusi6n andloga a la efectuada en el caso general, i
dada como aquélla en Ja teoria de los sistemas de ccuaciones de
primer grado, nos conduce a los siguientes resulta

T8 Cclacidn infcaval regular, (32) tsndth-ubn solucion confinua

nica.
La ecuacion integral singular (32) carecerd en general de so-

ucién.
La ecuaci6n integral singular homogénea b

B by uy)dy (32,
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B
admitiré un cierto nimero de soluciones Jinealmente indepen-
dientes continuas, més infinitas combinacicnes lineales de las
mismas.

Este caco particular que hemos resuclto sin scudir 2 Ia solu-
cién de Fredholm ha servido de base a E. Schmidt para su
SRR e T e
general de la ecuacion integral por uno bilineal que lo represen-
Za aprowimadamente en mencs de una cantided tan pequefia
como se quiera (¥),

NUCLEO SIMETRICO

Eate caso) estudindo por,completo. poe Hilbert y Schmidt, es
muy importante no <6lo ror presentarse en gran niimero de pro-
blemas, ue a €l pueden reducirse la mayor parte de los
néicleos disimétricos hallados en las aplicacione

Se llama siméirico e nicleo S (yx) = S (xy).

La ecuacién general (1) coincide en A cingn asociada.

Propiedades del nicleo simétrico

2 Los wileos ierados son fodos simdiricos, Esta proposi-
citn,es eviden

e todos distintos de cero. En
efecto. supor gamos que Sy (xy) aley de su formacién
2 Sui1 (xy) = Suio (xy

Sea Suu (39) o) primer micico iterado de orden par idéatica:

mente nulo, que podré ser Su ¢ Sui1 . La formula (14) da

/v [Sa@)] da, luego Si=

gl ‘o m par.

w1

Son (x5)

- m impar.

Reiterando el razonamiento llegariamos & la_conclusién ab-
surda S (xy) = 0.

3.2 Todo niicleo simélrico tiene a lo menos - una constante

Este enunciado equivale al ; La resolvente de un

iicleo simétrico tiene sicmpre un polo; y al ; B el caso simé-
trico hay sicmpre un valor de ). que anula a D ().

Bastard para demcswrarlo probar que Ja rerie
DI ()
D ()
tiene un radio de convergencia fini'o. puss siendo D (3) y su pri
mera derivada funciones enteras e ) el valor finito que haga d
vergente Ia serie (33) serd un cero de D

o1 (xx) dx = — 33),

(*) Se Liama aproximacion la integral doble entre a y b respectoa xey
g9 ondhadatc ln diferencia entre Ia funcion propuesta y su valor apro-
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En efecto, la serie (33) equivale a la Jr Sr 41 (33,

recordando (12). Aplicando la desigualdad de Schwarz se halla
[Se /isa—1anSasrsydxayJ's

<fifils T axay. /7 /“an, 1 Gy dxax
Sy

Sanss
05eaSea < Sza—2 S2a s, de donde

S0 > < 17 luego

S s:

s

para () > \/ = valor perfectamente finito, —— 1 > 1;
s s s e
términos generales consecutivos de lugar par de la serie (33);
Io que nos dice que el término general no tieade a cero para el

valor de 4 de médulo finito \/ S,

, este valor hace, pues, ala

serie divergente, y D) () sc anula por lo menos una vez.
Corolatios.— Un miicleo simdtrico tiene a lo menos una fun-
cidn propia. Dos funciones propias de un wicleo simétrico co-
rrespondientes a constantes propias distintas son orlogonales.
Pues las fnciones o y ¥ del caso general coinciden.
42 Todas sus constantes propias son reales.—En efecto, si
una de ellas fuese compleja de Ja forma 3 + 7 1" tendriamos,
designando por «, (x) +7 u, (x) una de sus funciones propias
correspondientes

8, () + 1o, () = (/+i7) /08 () w, 0) i, ()] Ay,
o bien

w@®=2 /1 SE)me)dy— 1 /7 Sy ndy

5@ =) SEHUEA K /78 @) ub)dy
de donde

w @ —in@=0—1) /7S e [um)—inm]d,
 siendo por esta dltima igualdad w, (x) -+ u, (x) funcion pro-

56

Ge S (%) correspondiente a la constante propia o —i 1"
tendria

o [u‘ @+in®] [0 —in@]d-

= f0 [me )+ dx = o
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y por tanto u, (¥) = u, (%) = o. El nicleo S (xy) no tiene, pues,
Constantes propias imeginarias.

Las cmlxlmxles propias de un niicleo simétrico son polos
simples de su resolvente. Sea %, una constante propia; para de-
mostrar que es polo simp'e bastard probar que el nicleo parcial

2, (wy) correspondiente se reduce a - ™ ¥ _ 5 sea que x, (vy)=
=o,sim>r
Tomemos les formulas andlogas a las dos primeras del siste-
ma (o).
Tt (xy) = / “ S (xz) mac1 (2y) dz —

(2y) dz

7'/':15('(1, 3

'S (x2) mn (2y) dz.

T (xy) = 2,

De ellas se obtiene ffcilmente a
v
f S S x0) 7n (a) ot (2y) dedy —
7,f" f“ S (x4) 7t (2y) T (xy) dzdx +

-um[fj S (x2) 7a (29) d2 ] dx =

Los dos primeros términos se destruyen por tener el mismo va-

lor, yq\leda‘/ﬁ = (x9). “'”_/(”’ dx—0, 10 que exige ma (xy)

Extendiendo 1a nocién de funcion propia llamaremos sistema
de funciones propias correrpordientes ai polo 1 8 cuslquier sis-
¢ oma de K funcionss linealmente indspendiente deducido del de
& Tanciones B (= 1,2, - 1C) por combinaciones lineales.
Formando, pues, para T propia del niicleo an siste-
“ma ortogonal de funciones propias, tendremos en virtud de un
rolario de la propi-dsd 3. Todas las funciones propias de un
Sttt Stmtr o forman wn sistema orfogonal.
La relacion (27) que limita el nimers A furgiones propias co-
rrespondientes a un polo se reduce a K < I {*).
También se puede hallar facilmente otro limite superior de K.
Pues formando las funciones propias correspondientes al polo %
un sistema ortogénal, Ja desigua'dad de Bessel nos da

(%) D. Hilbert ha llegado a probar laigualdad de los nimercs X'y L.
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$2 (xy) d; S (x¥) em (y)-d: i
Jison a3 [ise o] ot

de donde

./:f:§'(>.)]dxd)>7 ;'T
/m‘/msf(xy;dxdy.

6.8 Si3, A, ha o son las.conslantes propias del wiicleo
S (xy), sus potencias mnss )} serdn todas y las
sinicas constantes propias del niicleo ilerado Su (xy); ambos

micleos tianen lus mismas funciones propias. Este eorema re-
sulta evidente, demostrados el siguiente y ecx’pmco
S u, (x) es una funcion propia del 1o S (xy) correspon—

. ‘al polo 1, , Fambidn Lo es del Su (xy) cuwmpondmte al
/0 ;. En efecto, d

/sy u(y)dy,  sededucen

inmeldiatamente, por sustitucion reiterada;

U, (x) o

0, ) =k [ Sy 0 (1 dy e v () =
#f Sa () i (5) Ay -

Reciprocamente, si u'es una constante propia del micleo

Su (xy), los valores reales de ¥ o son constantes propias del
S (xy). En efecto, por hipStesis
o
w@=u /S Gy u G dy. ©
Seanv, (=1, 2 - m) las raices mus de y, formemos la
funcién

v, (%) ,n_“ [u4 (x) + f: S, (xy)u (5) dy + -

+0 S Sat yu ey )

dedonds >__ v, (x) = u,(x), pueslos coeficientes de las
= b
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integrales resvltan ser las funciones simétricas simples de las
raices de la ecuacion )%

e
De Ja relaci6n (1) se deduce

y [rsEn e ey ==, [Servmay+

v v
yJ‘_S.(xwm())dw ceeen Y f‘s.,, (xy)u,(wdy-l
que se convierté, recordando las (1) y (t') en
w@=1 f7SE)6)dy. )

Luego las fanciones u, (x) correspondientes a valores reales
de),, son funciones propias del niicleo S (xy) y por tanto u, (%)
también lo serd. Si m es par el nicleo S (xy) tendrd dos cons-
tantes propias igusles  de. igno contraio por cada uva que
tenga Sy (xy); y una sola si m ex impar.

L onvnits £ ad u miiay S kiie
Las simplificaciones a que da lugar la simetrfa del niicleo permi-

ten resolver este problema por un procedimiento directo de apro-
ximaciones sucesivas

El nicleo iterado de segundo orden &, (xy) tendrd todss sus
ConttinteE proplax pstivas; eean Exas Colocadasen ordensre
ciente s, b, - nemos por K,, K, - sus respectivos
grados 6 miltiphicidad Gomo, raices 06 s Ccnatin D ()= 0
&sta serd de Ta forma

D ()

La formula :

DA ey
D0y /o ROx)=3"/ i Nupa (xx) dx

B paSig

K.

(v

es ahora
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La expresion —

1 < b + % siendo o una cantidad suficientemente pegueda.
Teniendo en cuenta que

se halla

SRR s

[*5541% fu—_lf".

serie que ser4 convergente para |
neral tender a cero

, + #, luego su término ge-

K 1 i §osal
SR
B .,

l)espz]ando San 12 se halla
8 _ K, fa o\ L
S = [ S ( w;) = ] ir

ThE
Tn= o. Dando en (') a n sucesivamente los valo-

y n— | resultan las relaciones

o i
Sin = F [1=Tzn-1), S22 = }ﬁ, [1—yaiils
de donde
S
BE =S
que nos da para p, la serie de valores aproximados

fse /

Sg
Hallado g, de la relacién () se deduce
que nos permite calcular el grado de multiplicidad &, de p, por

‘aproximaciones suce:
Para calcular i, eonsideraremos anslogamente que la serie
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s finita para el valor ;s = i, + o' siendo o’ suficientemente pe-
quefia; y siguiendo idéntica marcha llegaremos a Jas formulas

Kp = lim qu e

Las raices cuadradas de los valores hallados yt, - 1, serénlas
constantes propias del niicleo S (xy).

Desarrollo del niicleo simétrico en serie de sus funciones pro-
pias. —Sean éstas #x, (K=1,2 ... n) que forman un sistema or-
togonal. Escribamos Ia relacién

S(y) = > ok gk (%),

de donde
»
& ) g (x) dx = TD). (k=
S ommo— i,

3 por tanto

Sl

que es el dearrollo buscado,

niimero 1 puede ser finito o infinito; la serie ser4, pues, li-
mitada o ilimitada; vamos a demostrar que si tiene un nimero
finito de términos o es uniformemente convergente representa
el néclo S (x), probando que en ambos casos Ia funcién F (xy)
definida por la igualdad, S

34

K ) g {y)

(s s
K

=y g
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vy) es simétrica’y ortogonal a todas las funcio—
$#y), como se deduce ficilmente de (o; luego
no siendo idénticamente nula, podria, tomada como niicleo,
mitir e ot orie J correspondiente a una constante pvu~
pia ta

Y =1/, F@ay)d )¢y, (x),de donde / 4 (x) e (x) dx =
G e S s )y ()Y (@)=
,/° S(xy

integral homogénea u(x) =1 /. S (xy)u (y) dy, y por tanto se

4 (y}dy, luego ¥(x) es solucién de la ecuacién

expresa linealmeate en fncién de un cierto nimero P e funcio-
nes propias ¢,

U (x)=> ar g (), de donde /' Ui (o) O

=0, (r=1,2....0) luegod(x) = v,y F(xy) =o.
Observacion. —En el desarrollo (34) hay tantos términos como
fanciones propias tiene S (xy), de modo que cada constante pro-
pia figura como denominador un niimero de veces jgual a su in-
dice, o sea a su grado de multiplicidad como cero de
Las propiedades explicadas e Ips nicleas iterados nos coti
ducen inmediatamente al desarrollo general

% e, ()

Sa(xs) == . (35) cuya convergencia absoluta y

uniforme en el cuadrado ab ha sido demostrada por Kowalewski

para » > 2. Nos abstenemos de dar dicha demostracién por

fundarsé en conocimientos no explicados aqui, y no necesitar .

para las aplicaciones contenidas en este trabajo mis que asegu-

. ; x)g, (y)

rar la canvergencia de la erie S (xy) =S ", que
2

es ficilmente demostrable . Observemos ademds que con ello
uedars probada la convergencia absoluta y uniforme del des-
arrollo (35) para n > 4.

Solucicn de li ecuacion integral regular de segunda espe-
cie de niicleo simélrico representable por la seric_de sus fun-
ciones propias (31).—La formula (15) que da lu solucién en el
L8 il sliioenlc do smpifchcien o clnbelen ss s

ico.
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Calculemos las series D () y D (" teniepdo en cuenta las
propiedades del niicleo S (xy).

a determinante del término general D (1), es ahora

= [ S(x)S (3ux) -+ S (xa%a) |« (36) o ben dy =
1 Pas =+ s on |+ :

e (%) % (%)

enque s, =S(xux)=3

Al calcular la integral

TR e R
fofe Sl buon .- dun dx dx dxe

pm‘lemns descomponer, la integral de cada término del desarro-
o de 3, en un producto egiales de la forma

/ / /"r. ds, dx, ... dy

—pnt v,
en quelos subindices do las 4, forman ciclos de un cierto ni-
mero de letras, como ya hicimos al obtener el desarrollo en se-
sie de la funcion R (x'y ). El valor de cada uno de b facto-

Ldza =

ros, deperdiente tan s6lo del niwero v, ser ahora 'S .
% 3
. 3
‘Para demostrarlo basta sustituir por cada p,, su desarrollo (36')

¥ tener en cuenta que las funciones ¢ forman un sistema orto-
gonal. En particular si 7 = 1

St =31

La integral del término principal de A serd, pues,

il fan i o 3

318 de o témino que contenga a ciclos de una leta, o, de
os.

)" [ze]™

verificAndose la relacién a, -2 a; +

7l

>
3

3
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Tomando todos los términos el desarrolle de 5 con su signo
correspondiente e integrandolos al desarrollar las S resultantes
y efectuar la reduccién, queda @nicamente el ltimo término del
desarrollo de Ia integral de la diagonal principal, que es

!

(367)

en que los subindices I, I, ... Iy , forman una de las () combi-
naciones de orden n™ de los nimeros 1, 2 ... K (*)

Esn , de donde

0 sea

Calculemos D (;7. ). Se v que
desarrollando la determinante de su término general

A, (xy).  por los elementos de

ol

su primera fila se reduce dicha determinante a S (xy): s, pues
las menores de los restantes elementos de la primera fila sort
nulas por tener dos columnas iguales. Se exceptia el segundo
¢ término — 7 A, () que vale
Consideramos demostrado este aserto, alo i L
para » cutquier, por lberlo comprobado pard 2, 4 57, y de
pender e feyde desarrol de una det:nnmxnn: 'y de ia férmu ae

bitz,
e_lurmma trghee nico del d:sﬂrxdlle tot qae 20 tiene semejinte

- dnica demostracion di caso geacral que. conocemon duda
e por Prosaynski nos parece. harto abscuea y discutible.
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AS(xy) B +

Sos(Ga)e

2k () 9 (0) 1
s @
S

en que, como en dfra ocasién S’ indica que I toma todos los
valores menos el K,
El desarrollo de D ( 3 ) serd por tanto

(38)

enque | | indica falta en el producto el factor 1 —

Sustituyeado estos valores enla formula (15) resulta

x;l_{’ (' i ‘”f“ 4 GIE(dy

u @)= () +

 simplificando
2 SR
u(x7=t<x)+;§%j o MMy, (39

que es el llamado desarrollo de Schmidt, de gran aplicacién en
los problemas de resonancia, y que comprobaremos en la ter-
cera parte como ejemplo del Tmportantisimo problema: Des-
arrollo de una funcion qie cumple cierlas condiciones sogiin
Tas funciones propias de un niicleo simétyico.
Casos particulares.—Un nicleo simétrico se llama completo
si lo s su sistema ortogonal de funciones propias, o sea si
5 d .

S e @i dx+o (K= 1,2), siendo f(¥) una fun-
ci6n continua en el intervalo_a - b cualquiera.
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Un nicleo simétrico completo S (xy) cumple Ia relacién (40)
e

SS9 ) dy o, que se deducs ficilmente do las K re-

Taciones de definicién. Dicho nicleo tiene infinitas constantes

Propis, pies su sistena ortogonal consta necesariamente de un

nGmero infinito de funciones.

Niicieo simétrico definido es el que cample la relacién and-

loga a (40,

fEE(ydedy Fo. (1)

Dicho niicleo es evidententemente completo.

Sus constantes propias son todas del mismo signo.—En
efect”, si hubies d 5 J, y iy de signo contrario, tomando
F () = i om (%) + an o (x) resultaria

S iy f) () dxdy

si /" f’ S (x9) £ (0 f(y) di dy >0, el nficleo se llama
ositivo, por -erlo todas sus constantes propias, como se deduce
facilmente de (42); y negativo en el caso contrario.
0s niicleos iterados de un micleo simétrico completo son
definidos, y Ios de orden par son positivos, propiedades ambas
de comprobacién inmediata.

NUCLEO PSEUDO-SIMETRICO (%)

Llamaremos asf al nicleo P (xy) = — P (yx). (43)

Los niicleos pseado-simétricos gozan de las siguientes propie-
dades, cuyas demostraciones no damos por su analogfa con las
correspondientes en el caso simétrico,

Los niicleos ilerados de orden par son simétricos.

Sus constantes propias son todas imaginarias puras y polos de
primer orden de la funcion resolvente.

) Simétrico alabeads, segin Lalesco, Nuestra denominacion esté de.
acuerdo con la de las determinantes de los términos de lasseries D (- )
¥ D (3), que son en este caso pscudosimétricss.
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Tienen por lo menos dos constantes propias. Pues una vez
probado que el nicleo P (xy) admite la constante propia )’ con
Ia funcién propia o, () + i %, (¥), es evidente admite la — i}’
con la funcion propia g, () —

TERCERA PARTE
APLICACIONES
Desarrollos en serie de funciones propias.

Uno de los problemas mis importantes del Andliss s la re-
present a de las fanciones por medio de seri

B riccdmiouias sivichis) villdes Shicamcsts
para porciones estringidas el plano de represeotacion, o apli-
cables tan s6lo a funciones que-camplan ciertas condiciones,
como son la representacion ors series trigonométricas de Fou-
rier, de fanciones de Bessel, de fanciones esféricas
gue todos ellos, basado en Ia too-
ria de las ecuaciones integrales.

Este método de no es tampoco
general; pero las serics a que_conduce son siempre uniforme-
meate convergentes, y la funcién propuesta debe cumplir dni-
camente la condicin expresada por el teorema sigaiente: Toda
Funcion F (x) ot integral lineal de micleo simé-
trico S (xy) de wna funcion continua cualquiera t (x), es decir,
talgue T ()= [ Sy () dy, (45) es desarrollatie en
serie_absoluta y wuniformemente convergente de las funciones
propias del midleo S (xy), de forma andloga d las series de

ourier.

Para demostrarlo es preciso anteponer los siguientes lemas:

La serie ilimitada del niicleo iterado de cuarto

orden Sy (xy) converge siempre absoluta y uniformemente. En
efecto, tomando  términos del resto de dicha serie, se tiene

wK(y; %

7 (x)

s s
B (%) (y)
AR e

K x

Colocadas las constantes propias en orden creciente, 1, serd
1a menor de las que figuran en la suma (4), y por tanto
i 5] Kemm GhG) kenm e ()
R )

IM

=
2| kS

=
=
&
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Pero por la desigualdad de Bessel

ay
j S (xy) dy

1 w» :
Ra(m) <~ j $2 (xy) dx. - (B)

@)

luego
e
K

La relacién (B) prucba que Ry (m) tiende 4 cero, independie
temente del nimero m de términos que la forman, ‘al crecer nin-
la estd

Lema 2.° Toda funcion ortogonal de niicleo
o mladinilae

S (xy), lo, es

'/_ S (xy)f (y)dy=o, setiene/ YK () £ (y)dy=o(K=1,2.".)
En efecto,
> ok Iy =i 2 ok @) [ /2 S@y) k() dy Jax=o:
Reciproco.  Una funcion {(x) ortogonal a todas las funcio:

nes propias delmiicleo S (xy), lo es a éste. Enefecto, f () es or-
togonal a St (xy), pues

o[ taen i dxdy =
=3[ a0ny (D= @

ya
8, (xy) . yaque S, (xy)

J: 8, (x2) s, (zy) dz,
 por tanto (C) da 5

Sl s m @ ax [ da= o,

de donde
s '/:sz(xw'(X)dxz b
pero
; S () = /2 8 (x2) S (y2) dz,
> fuegu finalmente.

SS ) £ @) dx
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Pasemos ahora a demostrar el teorema principal. El desarro-
llo de F (x) en serie lineal de.Jas funciones propias ¢, serd, si
existe, de Ja forma

9/ FE@ W dy @9

Dividiremos la demostracién en dos partes: 1.2 La serie (14)
es absoluta y uniformemente convergente. En efecto,

)/ e ) F G) dy =

) [j S Gu ) m] 4=

S (xz & 5
=3 [istag @i/ fme s O
bastard, pues, probar la convergencia absolata y unitorme de la
serie (D).
Tomandn n términos de su resto a6 tiene, empleando una no-
tacién ya conocida,

‘ Ra(m)= /) \5

E

ax(s) /2 £ pe(t) dt]
[§wmzy)/”s(xz ox () dz ] dy

elevado ol cuadrado y aplicando la desigualdad de Schwarz

o (y)f5(1 %u)dtJ

S (x2) g (2) dz] i

o 2
!(|)?K(t)dt—' iy 8

- _/'b St (x2) dz.
[f ) gx ar]” ]

f St (xz) dz  (E)
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Mas la serie

2 [f' o) m)dt]x

go.convergente, sogtn In desigualdad de Bessel, y ol segundo
factor de () es finito, luego lim Ry () =

Las series () y (14) convergen, puss, absoluta y uniforme-
mer

Ly e (44) representa la funcion dada F (x). Bastard
probal que la funcién 7, (x) definida por la igualdad

BO=F0-3nw [ Fpandy ®
es idénticamente nula; en efecto, de (F) se deduce
SR e 0= [UF (g, 09—
%j‘. o (x) 9. () dx./'_F(y)vx Wdy=
=0 (I1=1,2..) (G)

y por el reciproco del segundo lema [ * F. (x) S (xy) dx=0(G)
Multiplicando a igualdad (F) por F; () e integrando, results,
teniendo en cuenta (G)y(G) /" F2(x)dx=o

Siendo, pues, la funcién F, (v) idénticamente nula, queda com—
pletamente probado el desarrollo

F@=3

o (/L F ey @5)
que puede darse también bajo la forma, deducida de (D)
Fo=3 20 LCimawa @)

Ejemplo: Desarrollo de la solucion de la ecuacion integral
f(x) B / S(xy) u(y)dy (46),  seguin las
b b la ecuacién (46) en
T Formn w (o = 1) 1 (x), Vemos que el deaarrollo ¢s postble
por cumplir Ia fancién F (x) = 2 /» 8 (xy) u (y) dy (1) Ia condi-
cion (43).




s
Tomando la forma (45') tendremos.
.y
C@W=t@+ S w0/ iFMeEd @
Para determinar los coeficientes
X
LiFoama ®=12
multipliquemos la relacion deducida de (I)
9
) 28 63) [ £6)+F (5) ] dy, porpe &)
< integremos, resulta

S e @ax=/TFG) ) dy=

[r W e ay +

Fx)

5 f" F) g () dy,
dedonde
S0 e dy =

valores que sustituidos en (I') dan

St Wemdy ®=12...)

0 =@+ 3 fx“(“

Jr ey 61

resultando ya hallado anteriormente por un procedimiento di-
recto.
El desarrollo (47) deja de ser vélido si el parametro ) es igual
a una de las constantes propias ¥’ del néicleo'S (xy), en cuyo caso,
recordando’la teoria expuesta en la primera parte, es facil ver
que solo habré solucién si f (x) es ortogonal a las I funciones
- propias correspondientes a )’ y su forma general serd si dichas [
funciones son

Gatty Qate oy Gk
u (x) = £(x) + ¢, gusr (x) # Cygnia () + .o -
xenpie

aEn®s S s O n )l

3 (8)
)

=0

dependiente de ! constantes arbitrarias.

Este método de representacion es extensible al caso en que la
‘funcion propuesta sea transformada integral lineal e nicleo di-
cimétrico de una funci6n dada continua cualquiera.
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Consideremos un nicleo N () limitado e integrable, llama-

remos a N'(xy) y a N (yx) forma directa é inversa del. mismo.
Formemos los nicleos evidentemente simétricos

& 4 b <
S@y) :_/n N (x2) N fy2) dz ¢S (xy) = :N (2%) N (zy) dz, (49)
que designaremos respectivamente con los nombies de niicleo
derivado simérico directo ¢ inverso del N (xy). Sean las cons-
tantes propias del nitcleo S (xy) {1, {4 - ++y Sus funciones pro-
pits 7, (x), 3, (x) ..., tendremos

p @ = /) Say e ) dy K=1,2...) @)

Definamos un sistema de funciones 4, (x), %, (%) ..., por las
‘relaciones

)= Vi SN 0 ) dy R=1.2,.0) @)

Combinando los sistemas (J) y (J' T “ando la férmula (49)
do AbAnicitn del nicies S (#) resulia

o (x) = \/;‘T_/'“ Napgmdy (K=12..
yde(J)y (K)

O A D OL (S

Las funcionns Jx (x) definidas por las velaciones () son, pues,

las funciones propias del niicl-o derivado simétrico inverso S (xy)
correspondientes a las mismas Constantes propias i, Sus cant
dades s, (K=1,2 ... ) son positivas. En efecto de las rela-
ciones (J) se deduce
) dx=u /2] /2 NGo)ex ) dx T o g=1,2..)
de donde

()

(K9

Jis@ex

VAVRTERRCEES
cantidad positiva.

Teorema. Toda funcién contm'ua F (xy) transformada in-
tegral lineal de la forma l del micleo N (xy), es des-
L e b v absolito 3 umfummmu convergente de
las funciones propias del miicleo derivado simétrico it {
el N (xy), de forma andloga a las series de Fourier. La de-
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‘mostracién de este doble teorema, basado en un lema idéntico al
segundo del teorema anterior, es la misma que la de éste, por lo
cual juzgamos innecesario el presentarla.

Asimismo el desarrollo del nicleo N (xy) es N (xy)=

(50)

REPRESENTACION APROXIMADA DE UNA FUNCION
DE DOS VARIABLES
Una funcién F(xy) de dos variables, limitada e integrable,
puede ser desarrollada de infinitas maneras en serie de la
forma g 8, (®) b, () (L), plles basta escoger un sistema orto-

gonal cualqmera or () (P ::) ¥ desarrollar F (1) en
serie lineal de las unciones quel
a definimos, al cotudiar €l nicleo bilineal, la aproximacién

en este problema; tatamos ahora, do averigear qué fuciones
representan mds aproximadamente la dad: o los des-
I IOHL) e m imer sa torutich, Falaa ftnchones st 1ps
brobias de los wicicos derivados: siméiricos de la funcion
dada, tomada. i

En efecto, e Bt Aenartolls (50) bastaré que probemos

1a relacién
w 7°
2 ] dxd <

o f [F(xy»»

siendo 2, (x), b, (y) (K= 1,2 ) fanciones linealmente in-
dependientes cualesquiera, y formando las b, un sistema orto-
gonal. La relacién (51) equivale a la

v> fh f:r=(xy)dxdy~

hemos de probar esta tiltima, Desarrollando su primer miembro
result

Y:fif:k’(xy)dxdy+f:
—ﬁf:frl’(xwé

2, (0 b ) ] dxdy  (31),

a2 (x) dx —

a, (x)b, () dx dy =




—69 —

Ph
f f F* (xy) dx dy +

‘A%;_/‘“[ahmff Fm»b_(udy] RS
TJ' [[' F(xy)bk(y)dyJ ax
Comparando las relaciones (M) y (N) se ve que aquélla equi-

valeala

e -

= lrf.mym(y)d:] dx—

i, i L)
e _[a,mff_ l-‘(xy)bhmdy] a

que se verificard si
b .
f [j' F(xy)h_(y)dy] . (P

@) 4,
De laigualdad F (xy) = S L‘/;ﬁ,
e =

ff[fr l‘txy)bx(y)dy—rdx =

G 3
oo [fn"“(y)bk(‘)dy] @
4 0 sea

\f:[f:nxm“(y)dy]fdx:%m_
_%[%‘v": ][f:bu(y)‘}n())dy]_
‘[1_5[./':".0)&‘(”@]’]%

Elaltimo paréntesis es nulo y el segundo término Ppositivo, -
luego ¢

&

b

se deduce fi-

cilmente
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S e
/ If F(xy\bwy‘,dy]d
[[‘“ x‘y)\!'K(y)dv]» ®

i demostramos Ja

La férmula (P) quedaré probada,

S gl
K Zil tm 3 l\‘x

= 3
s ¢
l Lo reoko dyJ
0su equivalente

e | 1-:2*‘[_/'i PODETAN

relacién evidente, pues iy < £, Y

éi[f:bx(yr;w(y)ﬂY]#%Lf:hx(y)‘[«(y)dy']' !

Queda, pues, demostrado que las funciones propias de los ni-
cleos derivados simétricos de la funcién dada, son las que la re-
Presentan més aproximadamente, fijado el nimero de-términos
que toman del desarrollo (L.)

CONCLUSION

Al terminar este t.abajo, que contiene los fundamentcs de la
Teorda de las ecuaciones integrales, me veo muy distanciado
del fin prapuesto, por lo que debo solicitar de nuevo la benevo-
lencia ‘del Tribunal, necesaria para con estas mal pergefadas
cuartillas verificar con éxito el grado de Doctor.

FIN
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2 Ven'ﬁwda el ejercicio a que se fzfielz esta Memoria el m 2%
 de Diciembre de 1912, obluvo la muﬁmwn de SOBRESA-












