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Capitulo 1

Introduccion

La mecanica de fluidos se ocupa de los fluidos en movimiento o en reposo. Hay
una gran cantidad de aplicaciones de la mecanica de fluidos dada la cantidad de
fenémenos fisicos en los que estd involucrada. La mecanica de fluidos se estudia
tanto desde el punto de vista tedrico, es decir, por medio de modelos matemati-
cos, como desde un punto de vista mas practico, mediante experimentos fisicos. Los
principales obstaculos con los que los investigadores se encuentran, son debidos a la
geometria del problema que se estd tratando y a la viscosidad del fluido en cues-
tién. La teoria general del movimiento de los fluidos es demasiado complicada para
abordar geometrias arbitrarias, por lo que los problemas que se tratan para ilustrar
los fenémenos suelen ser placas planas, conductos circulares y otros casos con una
geometria sencilla. Los casos en que se tratan geometrias arbitrarias, se resuelven
mediante métodos numéricos por medio de la llamada mecdnica de fluidos compu-
tacional.

La viscosidad, ademas de la geometria, como ya se ha mencionado, es el otro obstacu-
lo que impide resolver de manera sencilla los problemas, pues sélo puede ser des-
preciada en flujos idealizados. La viscosidad aumenta la dificultad de las ecuaciones
basicas. A pesar de ello, se han desarrollado métodos, como el de la capa limite de
Ludwig Prandtl en 1904, que han simplificado enormemente el tratamiento de los
flujos viscosos. La viscosidad afecta a la estabilidad de los flujos, salvo a velocidades
muy pequenas, lo que da lugar a un fenémeno desordenado, pseudoaleatorio, llama-
do turbulencia. Existen tratamientos por medio de la teoria de la probabilidad para
este tipo de fenémenos.

Con todo esto, a pesar de existir una teoria matematica para describir el comporta-
miento de los flujos de los fluidos, en muchos casos los investigadores se apoyan en
la experimentacion para el posterior modelado de las ecuaciones. Afortunadamente
muchas veces es posible visualizar el flujo de los fluidos y existe una buena instru-
mentacién. El andlisis dimensional es un método muy utilizado y en los casos reales
de la industria suelen utilizarse modelos a escala de los que se obtienen conclusiones
de los casos reales.



La mecanica de fluidos tiene origenes muy antiguos. Las civilizaciones antiguas
tenian ya algunos conocimientos rudimentarios sobre el tema, con los que conse-
guian resolver algunos problemas que les preocupaban, por ejemplo, la navegacion
a vela y el regadio, claro estd sin soporte matematico.

Los griegos comenzaron a dar un tratamiento matematico a los problemas. Arquime-
des (285-212 a.C) formuld las leyes de flotabilidad para cuerpos no compresibles. El
principio de Arquimedes es un principio fisico que afirma que: Un cuerpo total o par-
cialmente sumergido en un fluido en reposo, recibe un empugje de abajo hacia arriba
igual al peso del volumen del fluido que desaloja. Es decir

E=—pygV

donde F es el empuje, py es la densidad del fluido, g es la aceleracion de la gravedad
y V el volumen del fluido desplazado.

Leonardo da Vinci (1452-1519) obtuvo la ecuacién de la continuidad para flujos
unidimensionales, de la que se hablara en el capitulo 2 de este documento. También
fue un gran experimentalista y nos dejo en sus notas descripciones muy reales sobre
chorros, olas, hidraulica, formacion de torbellinos y disenos de cuerpos de baja y
alta resistencia (cuerpos fuselados y paracaidas).

Mas adelante, Edme Mariotte (1620-1648), construy6 el primer tiunel aerodindmico y
realizé pruebas con él. Pero el impulso definitivo a esta rama llegé con Isaac Newton
(1642-1727), que propuso las leyes generales del movimiento de los cuerpos, lo que
es conocido en general como mecanica Newtoniana y su ley de resistencia viscosa
lineal que caracteriza a una determinada clase de fluidos que hoy en dia se conoce
como fluidos Newtonianos. Con la introduccion del calculo diferencial por parte de
Newton y Leibniz, matemdticos posteriores a ellos en el siglo XVIIIT (como Daniel
Bernoulli, Leonhard Euler, Jean D’Alambert, Joseph-Louis Lagrange, Pierre-Simon
Laplace) obtuvieron soluciones a muchos problemas concretos para flujos no visco-
sos. Utilizando las ecuaciones que proporcionaron estos matematicos D’Alambert
lleg6 a una paradoja famosa en mecanica de fluidos que afirma que un cuerpo in-
merso en un flujo no viscoso tiene resistencia nula. Esto ocurre porque la viscosidad
siempre juega un papel crucial en los modelos.

Como en esa época no se podian resolver con los métodos existentes entonces, casos
de interés real con geometrias complicadas, los ingenieros rechazaron estas teorias
por irreales y desarrollaron otra ciencia denominada hidraulica, que esencialmente se
apoya en el empirismo. Experimentalistas como Chézy, Pitot, Borda, Weber, Fran-
cis, Hagen, Poiseuille, Darcy, Manning, Bazin y Wiesbach trabajaron con variedad
de problemas, como canales abiertos, resistencia de barcos, flujos en tuberias, olas y
turbinas, pero la mayoria de los datos eran utilizados sin tener en cuenta los funda-
mentos fisicos de los flujos y ni por supuesto el analisis matematico del fenémeno.



Al final del siglo XIX comenzé la unificacion entre hidraulicos e hidrodindmicos.
William Froude (1810-1879) y su hijo Robert (1846-1924) desarrollaron leyes para
el estudio con modelos a escala; Lord Rayleigh (1842-1919) propuso la técnica del
analisis dimensional y en 1883, Osborne Reynolds (1842-1912) publicé los resultados
de un experimento que pondria de manifiesto la importancia de los efectos viscosos
en los modelos, a través de un parametro adimensional conocido hoy en dia como
el nimero de Reynolds. Mientras se producian todos estos avances en hidraulica,
Navier (1785-1836) y Stokes (1819-1903) desarrollaron la teoria de flujos viscosos,
anadiendo los términos viscosos a las ecuaciones del movimiento desarrolladas por
los matematicos anteriores, que permanecian en el olvido.

En 1904 un ingeniero aleman llamado Ludwig Prandtl (1875-1953) publicé un articu-
lo importante para la mecanica de fluidos que permitioé simplificar parcialmente los
calculos gracias a su nuevo planteamiento de los modelos. Segin Prandtl, en los
flujos de fluidos poco viscosos como el aire y el agua, el dominio donde se encuentra
el fluido puede dividirse en 2 regiones: una capa viscosa y delgada conocida como
capa limite, que se concentra en las proximidades de superficies sélidas y en las
interfases, donde los efectos viscosos son importantes, y una region exterior que se
puede modelar matematicamente mediante las ecuaciones de Euler y Bernoulli. La
teoria de capas limites ha demostrado ser en la practica una herramienta importante
en el analisis de los flujos.

Los métodos de resolucién de problemas en mecéanica de fluidos, se pueden agrupar
en tres clases:

1. Métodos analiticos (mecanica de fluidos analitica).

Los métodos analiticos dan un tratamiento matemaético a los problemas plan-
teados, resolviendo o analizando las ecuaciones bésicas de los flujos teniendo
en cuenta las condiciones de contorno que hay que imponer al flujo a tratar.

2. Métodos numéricos (mecanica de fluidos computacional).

Los métodos numéricos se emplean para hacer simulaciones en el ordenador
del flujo de fluidos a través de las ecuaciones basicas de la mecanica de fluidos
analitica. Este método se introduce por la necesidad de obtener respuestas
cuantitativas a los problemas de la mecédnica de fluidos.

3. Métodos experimentales (mecanica de fluidos experimental).

Este método trata con flujos a modelos a escala que permiten sacar conclusio-
nes sobre como se comportaria el flujo en el modelo real.

Los métodos mencionados anteriormente, a pesar del desarrollo que han tenido en los
ultimos anos, s6lo han alcanzado un desarrollo suficiente para resolver parcialmente
algunos de los problemas que se plantean hoy en dia en los diferentes campos de
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aplicacion de esta rama. Los métodos analiticos son a menudo aplicables a proble-
mas de flujo con condiciones de contorno simples. Los métodos numéricos tienen la
capacidad de tratar problemas mucho mas complicados. Sin embargo, especialmente
en los casos de flujo turbulento con una alta vorticidad y nimero de Reynold grande,
el calculo numérico es todavia dificil. Las limitaciones de los métodos numéricos se
deben a la limitacién de almacenamiento y velocidad de proceso de los computado-
res. No todos los flujos permiten la construccién de un modelo experimental con el
que se puedan sacar conclusiones. En estos casos es necesario acudir directamente a
la abstraccién matematica, plantear un modelo, analizarlo mediante los métodos que
permitan hacerlo, como puede ser el calculo numérico y posteriormente validar el
modelo con datos experimentales parciales. Los tres métodos citados, son necesarios
y la experiencia muestra que soluciones eficientes se obtienen combinando los tres

métodos [5], [6].



Capitulo 2

Ecuaciones del movimiento

Expondremos a continuacién, las leyes de conservacién [5], [6], [10] que se utilizaran
como hipétesis fundamentales para la deduccién de las ecuaciones bésicas. Las leyes
de conservacion se refieren a las leyes fisicas que postulan que con el paso del tiempo
en un sistema aislado ciertas magnitudes se mantienen constantes. Las principales
leyes de conservacion en mecénica clasica son:

e Conservacion de la energia

El principio de conservacion de la energia afirma que la cantidad total de energia
en cualquier sistema fisico aislado, se mantiene constante en el tiempo. La energia
puede transformarse en otra forma de energia.

e Conservacién de la cantidad de movimiento

El principio de conservacion del movimiento afirma que la cantidad de movimiento
total en un sistema cerrado permanece constante en el tiempo. La cantidad de mo-
vimiento se define como p = mw donde m es la masa y v la velocidad con p, v € R?
o R? (vamos a trabajar en el plano o en el espacio en todo el documento) y m € R.
La cantidad de movimiento derivada respecto del tiempo proporciona la segunda ley
de Newton que nos relaciona fuerza y aceleracién en una ecuacion, diciéndonos que
una es proporcional a la otra por medio de una constante que es la masa del cuerpo
(supuesto ésta constante) a considerar: F = ma, F,a € R? o R3.

e Ley de conservacion de la masa

La ley de conservacion de la masa establece que la masa ni se crea ni se destruye.
Por tanto la cantidad de masa en un sistema aislado es constante.



2.1. Definiciones basicas
En esta seccion aparecen definiciones que seran ttiles a lo largo del documento.

= Fluido: Un fluido es un conjunto de moléculas que se ordenan aleatoriamente
y se mantienen juntas a partir de fuerzas cohesivas débiles y fuerzas que ejercen
las paredes del recinto en el que se encuentre contenido.

» Viscosidad: La viscosidad es una medida de la resistencia del fluido al movi-
miento, relaciona el esfuerzo o tensién local de un fluido en movimiento con la
velocidad de deformacién de las subregiones pequenas del fluido mediante un
valor escalar.

= Fluido ideal: Un fluido ideal es un fluido que tiene las siguientes propiedades:
» Viscosidad cero.

= Es incompresible.

» El flujo es laminar (flujo ordenado, estratificado y suave).

» [a viscosidad de todas las moléculas del fluido en una seccion transversal es
la misma.

= Fluido homogéneo: Es un fluido que mantiene la densidad constante en el
espacio.

s Dominio: Un dominio en todo el documento serd un abierto conexo acotado.

2.2. Ecuaciones del movimiento

El objetivo de la mecanica de fluidos es describir el movimiento de un fluido. Con-
sideraremos un punto cualquiera x € D donde D es un dominio de R? que se mueve
parametrizado por una variable ¢ € RT. Comenzaremos con las hipdtesis més sim-
ples para modelizar el comportamiento de los fluidos hasta alcanzar las ecuaciones
de Euler para un fluido ideal y posteriormente las ecuaciones de Navier-Stokes que
generalizaran las ecuaciones de Euler. Para comenzar con el tratamiento matemati-
co, consideraremos D un dominio de R? o R? lleno de fluido.

Consideremos una particula de fluido representada por un punto

x(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € D. Se trata de describir el movimiento de esa particula.

Nuestra hipdtesis sobre la modelizacion del campo de velocidades dependiente
del tiempo relacionado con esta particula sera de que viene dado por
u: R3 x [0,00) — R? tal que



El campo u es la velocidad de la particula de fluido que esta en la posicion
x = (x(t),y(t), 2(t)) en un tiempo ¢t € R™. Supondremos que u € C*(R3 x [0, c0))
en todo el documento. Determinar este campo de velocidades en los problemas de
la practica equivale, a menudo, a resolver el problema que se esta tratando.

Hipotesis del medio continuo:. Estableceremos la hipotesis de que el fluido
tiene una densidad de masa p : R x [0,00) — R siendo p una funcién regular

pP= 10<X’ t)'

Definicién 2.2.1. St W es un subdominio de D la masa de fluido en W en un
tiempo t € R estd definida por:

m(W,t) = /Wp(:c, t) dV. (2.1)

Supondremos que las funciones u y p son, al menos, derivables con continuidad.

2.2.1. Ecuaciones de Euler
Conservacién de la masa

Proposicién 2.2.1. Sea W un subdominio fijo y acotado de D y p € C(R?).
La variacion de la masa en el subdominio a lo largo del tiempo vendrd dada por

d

_d B dp

x, t) dV.
W(%( )

Demostracion. La derivacion bajo el signo integral es posible haciendo uso del teore-
ma de derivacién bajo el signo_integral 9] ya que_(x, t) — % existe y es continua
en un conjunto de la forma W X [a, b], donde W es la clausura de W. El teorema

nos garantiza entonces que la funcién definida por

F(t)= /Wp(x, t) dx

es diferenciable en (a,b) y

F(t) = /W ap(;,t) dx.
0

Sea OW la frontera de W, que suponemos es regular (es decir, puede ser parametri-
zada por funciones diferenciables a trozos y los puntos en los que no es diferenciable
forman un conjunto de medida nula). Sea n el vector unitario normal definido en
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los puntos de OW. El flujo de volumen a través de 0V por unidad de drea es u-n
(En lo que sigue v - w denota el producto escalar entre dos vectores) y el flujo de
masa por unidad de area es pu - n. El flujo total de masa a través de oW al que
denotaremos por F' es la integral de pu - n sobre OW:

F—/ pu-n dA.
ow

El principio de conservacién de la masa puede ser establecido con més detalle como
sigue: El aumento de masa en W es igual al flujo de masa que atraviesa OVV hacia

el interior, es decir
d

— pdV:—/ pu-n dA. (2.2)
dt Jyw ow

Esta es la forma integral de la ley de la conservacion de la masa. La
siguiente proposicion se utilizara para obtener la forma diferencial.

Proposicién 2.2.2. Sea g(x,y, 2) una funcién continua en D C R? tal que

/ g(z,y,2) dV =0 YW CD.
w

Entonces
g(x,y,2) =0, VY(z,y,2)eD. (2.3)

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo. Sea (xg,yo,20) € D fijo y

supongamos sin pérdida de generalidad, que g(zo, o, 2z0) > 0. Existe € > 0 tal que
Y(x,y,2) € B((zo, Yo, 20),€) C D, g(z,y,2) >0 ya que g es continua. Tenemos que

/ g(x,y,z) dV > 0. (2.4)
B((x0,0,20),¢)

Pero por hipétesis [, g(z,y,2) dV =0, YW C D. Tomando W = B((xo, %o, 20), €)
llegamos a contradiccién con (2.4), luego necesariamente

g(r,y,2) =0 VeED.

]

Se puede hacer uso del teorema de la divergencia en (2.2) pues hemos hecho la
hipétesis de que hay regularidad suficiente, es decir, las funciones son al menos de
clase C'; con él transformaremos la integral de superficie que aparece en el segundo
miembro de la ecuaciéon en una integral de volumen. Tenemos

4 pdV:/gpdV:—/ pu'ndA:—/V-(pu)dV,
dt Jyy w Ot aw w

9



es decir

/——i—V u) dV =0, YW C D.
Y como esto es vélido para todo W fijo, aplicando (2.3), tenemos que:

dp

SV () =0, VxeDt>0. (2.5)

Esta tltima ecuacion es la forma diferencial de la ley de la conservacion de
la masa, también conocida como ecuacion de la continuidad.

Sobre la interpretacion fisica de la divergencia

La divergencia de un campo vectorial tiene una importante interpretacion fisica 7).
Si F es un campo de velocidades de un gas o de un fluido en general, la divergencia
de F, div(F) representa la razén de expansién por unidad de volumen bajo el flujo
del gas (o del fluido). Por ejemplo, si div(F) < 0 el gas (o el fluido) se estd com-
primiendo y si div(F) > 0 el gas (o el fluido) se estd expandiendo. Para comprobar
esto procedemos como sigue, dado D un dominio que contiene al fluido y W C D,
tomamos xg € W, div(F(xp)) es la tasa de flujo neto hacia el exterior, por unidad
de volumen en xg. Esto se sigue del teorema de la divergencia y el teorema del valor
medio para integrales. Dado €, > 0 con k € N satisfaciendo limj_,, €, = 0 tomamos
B(xg, ;) C R3, bola de radio €, centrada en xq. Existe un punto y, € B(xg, ¢;) tal
que

/ FondA = / V.FdV =V F(y,)m(Bxo, )
OB(x0,¢x) X0,€k

donde m(B(xo, €)) es la medida de la bola en el sentido de Lebesgue [11]. Entonces,
formalmente,

k—oo m

1
V- (F(xg)) = hm V. -F(y,) = lim m /az;(xo,ek) F - n dA.

Si div(F(xg)) > 0 consideramos xo como una fuente porque hay un flujo neto hacia

el exterior en un entorno de xg, si div(F(xg)) < 0, xo se denomina sumidero para
F.
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Conservacion de la cantidad de movimiento

Hemos tratado ya con el movimiento de la particula y le hemos dado un formalismo
matematico, también hemos tratado con el campo de velocidades y hemos visto como
ambos estan relacionados mediante el operador %. Ahora, si derivamos el campo de
velocidades respecto del tiempo obtenemos un nuevo campo que sera el vector de
aceleraciones, a : [0,00) — R3.

El campo de aceleracion viene dado por:

a(t) = 20— L atan), yia), 200 0).

Mediante el uso de la regla de la cadena es claro que

(t)—a_u'+a_u'+a_u'+a_u
A = 5 Ty T8 T e

Usando las notaciones

ou Ju ou Ju
U =7, Uy= 7, U= 57—, W=

ox’ oy

u(x7 y? Z? t) = I:u(m? y? Z? t>7 ,U<x7 y? Z’ t)? w(x7 y7 Z7 t)]

Obtenemos, recordando que u(x(t),t) = ili—’t‘,

a(t) = vu, + vy, + wu, + w,.

En forma més compacta podemos escribir

a(t)=0u+ (u-V)u (2.6)
donde
ou ou ou ou

11



Definicién 2.2.2. Sea f un campo escalar de clase C*(U) siendo U abierto de R™T1.
Se define la derivada material de f como

D
D{(xl,wg,...,xm,t) =
Of(x1,...,xpm,t 0 0
f< ! at ) +ulax1f(x1, ...,Qfm,t) + ... +Um%f($1, . Qfm,t)
donde
_dmo
u’L dt? Z b '7m

Definicién 2.2.3. Sea F un campo vectorial de clase C*(U) siendo U abierto de
R™t. Se define la derivada material de F como

DF OF, OF, Fn  ~=0F,
g (T T ) _< Zaxz o +Z,:1 O, “)
donde
d!L‘Z‘
U; = 1=1,....m

Podemos reescribir la ecuacién de continuidad usando esta notacién de la siguiente
forma

ap _Op _
Es decir D
p
il 2.
5y T AV W) =0, (2.8)

A continuacion vamos a estudiar como pueden ser las fuerzas que actian en el medio
fluido que estamos tratando. Para cualquier medio continuo, las fuerzas actuando
en una porcion de material, son de dos formas:

1. Fuerzas de tension o superficiales.

Las hay de dos tipos, tangenciales y normales.

2. Fuerzas externas o volumétricas.

Fuerzas externas como la gravedad o el campo magnético que ejercen una
fuerza por unidad de volumen en el medio continuo.

12



Tomaremos como hipétesis que para cualquier movimiento de fluido existe un campo
escalar
p:R*x[0,00) — R

llamado presion tal que si S es una superficie de un fluido con vector normal n, la
fuerza ejercida a través de la superficie S, en la direcciéon de n por unidad de area
en x € S en un tiempo t € RT es p(x,t)n

Por definicion la presion actia ortogonalmente sobre la superficie S. Supondremos
que no hay fuerzas tangenciales, esta hipotesis da lugar a fluidos ideales, que excluyen
muchos fenémenos fisicos interesantes, pero sin embargo forma un elemento crucial
para una teoria mas completa.

Ahora vamos a modelizar las fuerzas ejercidas sobre un domino. Como anteriormente
hemos hecho definimos VW como una regién en el fluido en un particular instante de
tiempo t € RT. La resultante de todas las fuerzas ejercidas sobre W por las fuerzas
en la frontera es

Sawz—/ pn dA = (—/ pny dA,—/ PNy dA,—/ N3 dA),
oW oW ow ow

donde n = (ny, ng, n3).

Ahora con vistas a usar el teorema de la divergencia y darle otra expresién a esta
integral tomamos e como un vector fijo en el espacio. Entonces

e'SBW:_/ pe-ndA:—/V-(pe)dV:—/ Vp-edV.
ow w w

Y asi, tenemos que

SaW:—/WVpdV:( /8pdV /apdv /apdv) (2.9)

Tomaremos como hipétesis que la fuerza volumétrica por unidad de masa viene dada
por b : R? x [0,00) — R3. La fuerza externa total sobre toda la regién W es

By :/ pb dV. (2.10)
w

Observemos que las dimensiones del integrando son [b][p]=75
La fuerza total actuando sobre todo W vendra dada por (2.9) y (2.

[\)
—_
(e
~

S@W—i-BW :/ —Vp—i—pb dV.
w

Asi, sobre cualquier porciéon de fluido material, la fuerza actuando por unidad de
volumen es:

F = —-Vp+ pb. (2.11)
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Utilizando la segunda ley de Newton [10] podemos llegar a la forma diferencial
de la conservacion de la cantidad de movimiento usando (2.6)

Du
"Dt
observemos que en el lado izquierdo de la igualdad aparece la densidad p y no la
masa m por ser el campo de fuerzas F por unidad de volumen.
Teniendo en cuenta que

= —Vp + pb, (2.12)

Du ou

P = Por +p(u-Viu=—-Vp+pb,

la ecuacién (2.12) puede reescribirse como

ou
Por = —p(u-V)u— Vp—+ pb. (2.13)
Usando la ecuacién de la continuidad multiplicada por el campo de velocidades
tenemos, despejando de la ecuacién anterior,
0
u?l = —udiv(pu)

ot

y sumdandosela a la ecuacién (2.13) nos queda

d(pu) Ip ou
5 _atu+8t =—V - (pu)u—p(u-V)u— Vp+ pb.

Con vistas de nuevo a usar el teorema de la divergencia [8], si e es un vector fijo del
espacio tenemos

e- %(pu) = —div(pu)u-e —p(u-V)u-e—(Vp)-e+pb -e.

Si e = [1,0,0] tenemos que

e 2(pu) = %[1,0,0] - [pu, pv, pw] = —div(pu)[u, v, w] - [1,0, 0]

ot
—p(u-Viu-[1,0,0] — (Vp)[1,0,0]
+ p[bl,b27bg] . [1,070] = —d1V(p[1,0,0]
—i—p[u,v,w]([u,v,w] ’ [17070])) - p([u,v,w] ’ V)u

. 9,
+ p[bl, bQ, bg] : [1, 0, 0] = —dIV(pU.)U - p(u : V)U - £p1 + pbl
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Por lo tanto, si W C D es un volumen fijo de fluido, la variacién de movimiento en
la direccién de e en W es

0 0
L= V=N = Vv
e at/wpual [,0,0}at/wpud

= —/ div(pe + pu(u-e)) + pb-e dV
w

— [ div(p[1,0.0] + pufu- [1,0,0) + pb - [1,0.0] aV
w

= —/ div(pe + puu) + pby dV
W

= —/ (pe + puu)n dA—i—/ pby dV.
ow w

Donde en la iltima igualdad se ha aplicado el teorema de la divergencia. Hacien-
do esto mismo con los vectores [0,1,0] y [0,0,1] y sumando las tres expresiones
resultantes, obtenemos

d

— [ pudV = —/ (pn+ pu(u-n)) dA +/ pb dV. (2.14)
dt Jyy ow w

El modelado matemético que sigue a continuacién va a hacer que pasemos de un pun-
to de vista Lagrangiano de la mecénica de fluidos a un punto de vista Fuleriano.
Explicado de manera sencilla, la diferencia viene a ser que el primero se centra en el
movimiento de particulas individuales, describiendo el movimiento de cada una indi-
vidualmente y sus propiedades, y el segundo trata conjuntos de particulas, regiones
de fluido que se mueven con el tiempo.

Sea D un dominio donde el fluido estd moviéndose. Sea x € D y escribiremos ¢(x, t)
para la trayectoria descrita por la particula situada en ¢ = 0 en un punto. Haremos
la hipétesis de que ¢ es suficientemente regular y para t € Rt fijo, ¢ tiene inversa
regular.

Sea ¢, la aplicacién x — @(x,t) para t € RT fijo. Esta funcién lleva cada particula
de fluido desde la posicién que ocupa en t = 0 hasta la posicién que ocupa en un
tiempo t € RT.

Llamamos a ¢ : R* — R3 la funcién de flujo. Si W es un dominio en D, entonces
p, (W) = W; es el volumen W moviéndose con el fluido.

Proposicién 2.2.3. Sea J el jacobiano de ¢. Entonces

oJ(x,t)

o = (@ div(u(p(x.1)). (2.15)
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Demostracion. Vamos a escribir las componentes de ¢ como &(x,t), n(x,t) y ((x,1).

Debemos observar ademas que:

Sl 1) = ulelx, 1), 1)

por la definiciéon de campo de velocidades de un fluido.
Derivando J:

VT, VD) + det(VET ,M V¢T) + det(VET, Vi,

= det Vu(cp(x,t),t) , V', v¢T )+det<V§ ,Vu(e(x,t),t)", V()
+det(VET, VT, Vw(w(x, t),)7")
ou . ou

+ det(VET, VE +a V" +a V¢, veh)

¢

3
+ det(VET, Vil V¢ g—? 8—wv r g—lé’vg )

= det(VEL, VL, V(T )—+det(Vn v ) n Yy det(VCT, VT, VT )

23

+ det(VeET, VT, ch)—f + det(VET, vt VCT) n

(2.16)

ov¢rt
ot )

C

ow

+ det(VET, V(T V¢ )—+det(V£T,V77 ,ver )—+det(V£ RV davis )877

C 5
+ det(VET, Vi, v¢T) C—det(Vf Av/ o vie )—€+det(V§ , V't vg) o
8u 81} ow
+det(VET, V', v¢h) C_olet(vg SAve )( 5 + 8C>
= Jdiv(u).

(2.17)

]

Proposicién 2.2.4 (Teorema del transporte). Para cualquier funcién f € C*(R?).

Si p es la funcion de densidad se tiene:

d Df
— dV = — dV.
dt thf //th Dt
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Demostracion. Observemos que ¢, (W) =W, vy ¢, es un difeomorfismo por hipéte-
sis. En este primer paso usaremos el teorema de cambio de variable véase [8].

e rav=g [ onten.o v 219

donde |J| es el determinante jacobiano de (¢,,t). Ademads fp es integrable en W si,
sélo si ((fp) o )| J| es integrable en o~ (W,) = W.

En el siguiente paso usaremos el teorema de derivacion bajo el signo integral y supon-
dremos que se cumplen sus hipdtesis [9]. Se justificaran al final de la demostracién.

4
dt ),y

-5 | entetn.o av

= [ G601 av
w

- [ Stenten.ml+ 2]
w

pfdv

(0f)(p(x,1), 1) dV.

Teniendo en cuenta que

o(pf) D(pf)
— = 2.1
2L o0, 0), 1) = S22 (1)), (219)
que sera probado al final de la demostracion, tenemos que
d
— av
i )" f

Z/W%((pf)w(x,t) ))’JHdclzi'( Flp(x,t),t) dV
d|J|

_ Df d|J|
= [ (Rr+ 2o ot + oot ) av

Haciendo uso de (2.15) tenemos

a
dt )\,

= | Br(en(eloe 01.0) + (o) ol 1) Didiv(u(ito. 1) o 1) aV

p fdV

17



Deshaciendo el cambio de variable se tiene

d
D
= I 1y (Pf) + (pf)div(u(x,t)) dV

D D
= | Zor+ 2L+ (oaiutx, 1) v
Df

B dp .
= /Wt (E +d1v(pu)> f+ De” dv.

Usando ahora la ley diferencial de la conservacion de la masa (2.5) tenemos

d Df
— dV = —p dV.
dt thf v Wi Dtp v

Veamos (2.19):

Por un lado

D(pf)
Dt

(p(x,1),1) = O(pf)(@(x,1), 1) +u- V(pf)(p(x,1),t)
por definicion de derivada material. Por otro lado

%@(x, t),t) = %(ap(x, t),t)f + p?)—{(ap(x, £),t)

_ (% 9 of L 9e
_(at ot VP>f+(8t+8t vi)e

haciendo uso de (2.16):

XD (o, 1),1)

= <@+u-Vp>f+(g+u-Vf>P

ot ot
D(pf)
Dt

= 0(pf) +u-V(pf)(p(x1),t) = (p(x,1),1).

Lo que demuestra la equivalencia entre las dos igualdades (2.19).

Justificacion del uso del teorema de derivacién bajo el signo integral:

La derivacion bajo el signo integral es posible haciendo uso del teorema de derivacion
. . . OF (x,t

bajo el signo integral [9], ya que (x,t) %)_con F(x,t) = (pf)(p(x,t),t)|J]],

existe y es continua en un conjunto de la forma W X [a, b]. Entonces el teorema nos

garantiza que la funcién definida por

18



es diferenciable en (a,b) y

Gl(t) = /W or é’t"” dx.

Proposicién 2.2.5. Para cualquier funcion f(xz,t) € CL(R*) de x € R® yt € R
tenemos:

]

4 f dV:/ ﬁ—|—d1v(uf)
t We

dt )y ot
Demostracion.
d
f dV

- = /W £l x,), 1] AV
— [ LU0l av
w

_ /W dlelxt)t) “"2;” )|J|+d(|ji| flp(x,1),8) dV

dt

= [ (% + %291 et ol + S stet 000) av

:/ (aaf“ Vf)< (x,1), )] J] + div(u(e(x, ), )| (x, 1), 1) AV

donde en la dtima igualdad hemos hecho uso de (2.15) y (2.16).
Deshaciendo el cambio de variable tenemos

d
dt

:/ <%+u Vf)+div(u)fdv

= - aa—{—l—dlv(uf)

de

Es decir

fav = g—{ + div(uf) dV.

We Wh
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Justificacién del uso del teorema de derivacién bajo el signo integral:
La derivacion bajo el signo integral es posible haciendo uso del teorema de derivaciéon
bajo el signo integral [9], ya que (x,t) — 250 e continua pues f(x,t) € CH(R?)

ot
por hipdtesis.

]

Por lo tanto, con los resultados hasta ahora obtenidos podemos establecer una equi-
valencia entre 3 ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento.
Dos han sido ya presentadas a lo largo del capitulo en (2.12) y (2.14) y la equiva-
lencia entre las dos ha quedado pantente al llegar a la forma integral desde la forma
diferencial de la ecuacién como hemos visto. La tercera ecuacién es

d
— [ pudV = —/ Vp dV +/ pb dV (2.20)
dt Jyw W W

y es facil comprobar que (2.12) y ella son equivalentes integrando en un dominio W
y usando el Teorema del transporte.

Sobre la interpretacion de la incompresibilidad

Para comenzar el estudio de la incompresibilidad, sea D un dominio lleno de fluido y
calculamos el volumen de un subdomino W contenido en D. A lo largo de un tiempo
t > 0, el volumen debe mantenerse constante, si el fluido es incompresible, es decir

m(W;) = / dV = constante en t.
Wi

Derivando respecto del tiempo y usando (2.15) tenemos

- dvzi/ ] dV:/ div(u)|J] dV:/ div(u) dV
dt Wh dt w w Wy

y como esto es valido para cualquier W, usando (2.3) tenemos que debe ser
div(u) = 0. Por tanto hemos visto que el fluido es incompresible si sélo si div(u)=0.
Veamos que ahora que |J| = 1 si sélo si div(u) = 0.

m(Wt):/W dV:/W|J| qv. (2.21)

Como div(u) = 0 sustituyendo en (2.15) tenemos que % = 0, es decir que J es cons-
tante y por lo tanto |J| también, denotemos por C' a dicha constante. Sustituyendo
en (2.21) tenemos que

m(Wt):/W dV:/W|J\ dV:/WC AV = m(W)C. (2.22)
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Ahora bien como div(u) = 0 si s6lo si el flujo es incompresible, es decir
m(W,) = m(W) Vt € RT. Sustituyendo en (2.22) se obtiene |J| = C = 1.

Hemos visto que las siguientes afirmaciones son equivalentes [4]:

1. El fluido es incompresible.
2. div(u) = 0.
3. J=1.

Conservacion de la energia

Un estudio profundo sobre la ultima de las ecuaciones de Euler denominada ecuaciéon
de la energia estd fuera de los objetivos de este trabajo. Enunciaremos las hipdtesis
necesarias para establecer algunas ecuaciones para flujos concretos. Para comenzar
definiremos la energia total del fluido que serd la suma de la energia cinética y la
energia interna es decir By = Eo + EJ.

Definicién 2.2.4. Dado un dominio D C R? lleno de fluido con campo de veloci-
dades u y densidad p, la energia cinética en una region VW C D es

1
Ee= | plulf av
w

La variacién de la energia cinética en cada punto del fluido a lo largo del tiempo
viene dada por

d d1 ,
EEC = Eﬁ/ pllullz dV

/ D”“”2 av = pu- (%+(U~V)u)) dv.

Donde se ha ultilizado (2.2.4) y el hecho de que:

2Dl = 5 o0 7 ) L (- (0P )—i—v%(uQ—i—vQ—i—w?)
+wg(u2+v2+w2))—u%+v@+ Ow +u(u%+v@+wa—w)
0z ot ot ot Ox Ox Ox
—l—v(u@—l—v@%—aw)—l—w(u@ij@—i-wa—w):u'a—+u~(u~V)u.
oy Oy Oy 0z 0z 0z ot
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FEl caso particular de los flujos incompresibles

Estableciendo la hipotesis de que toda la energia es cinética y la variacion de la
energia cinética en un volumen de fluido es igual a la variaciéon de la presiéon y
fuerzas externas tenemos:

d
—EC:—/ pu-ndA+/ pu-b dV.
dt oW Wi

Haciendo uso del teorema de la divergencia y teniendo en cuenta que
div(pu) = u- Vp + pdiv(u) tenemos que:

iEC:_/ pu-ndA—l—/ pu-de:—/ div(pu) — pu-b dV
dt W, Wi Wi

:—/ u- Vp+pdiv(u) — pu-b dV.
Wi

La ecuacién (2.12) nos permite de manera inmediata escribir una nueva expresiéon
de la variacion de energia cinética

%EC:/th(u.(g—‘;Hu-V)u)) dV:—/Wt(u-Vp—pu-b) Qv (2.23)

por lo que igualando (2.2.1) y (2.23) llegamos a que necesariamente div(u) = 0 a no
ser que p = 0. En conclusion, si suponemos que toda la energia del fluido es cinética
entonces necesariamente el fluido ha de ser incompresible, a no ser que p = 0, como
hemos mencionado.

Las ecuaciones de FEuler para un flujo incompresible son por lo tanto

D
pﬁ? = —grad(p) + pb,
Dp
=T _9
Dt
div(u) = 0.

En D y u-n=0 sobre dD.
El caso particular de los flujos isentropicos

En este apartado introduciremos las ecuaciones de flujo de Euler para flujos isentropi-
cos [4]. Este tipo de flujos se caracterizan por la existencia de una funcién 7 llamada
entalpia de manera que

1
grad(7) = —grad(p).
p
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La energia interna por unidad de masa viene dada por
p
e=1—(=).
p

La variacion de energia en un volumen de fluido es igual a la variacién de trabajo
hecho en él. Por tanto:

d d

Rl o B
g dt Wi

1
o (§p||u||2+pe) dV:/ pu-b dV—/ pu-n dA.
t oWy

W

Las ecuaciones de FEuler para un flujo iséntropico son

0

8—u+(u-V)u: —V71+b.

af) (2.24)
yn + div(pu) = 0.

En Dy u-n =0 sobre dD.

Definicién 2.2.5. Dado de fluido con campo de velocidades u(x,t), diremos que x
parametrizado por una variable s es una linea de corriente si satisface, para cada
t >0 fijo

dx
— = u(x(s,t)).

™ w(a(s.)

Intuitivamente diremos que una linea de corriente es aquella curva que en un instante
dado es tangente al vector velocidad en todo punto.

Definicién 2.2.6. Dado un campo de velocidades u(x,t) definiremos una trayec-
toria como la curva trazada por una particula a medida que transcurre el tiempo.
La trayectoria satisface la ecuacion diferencial

Ccii—:: = u(x(t),t).

Intuitivamente diremos que x() es el camino recorrido realmente por una particula.
Si u es independiente del tiempo, es decir 0;u = 0 lineas de corriente y trayectorias
coinciden. En este caso el flujo se denominara estactonario. En un flujo no esta-
cionario el patrén que siguen las lineas de corriente cambia continuamente a medida
que avanza el tiempo, por lo que la trayectoria de las particulas individuales no
coincide con una linea de corriente en un instante dado.
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Teorema 2.2.1 (Teorema de Bernoulli). En flujos estacionarios e isentropicos y en
ausencia de fuerzas externas, la funcion

1
Sl +0

es constante a lo largo de las lineas de corriente, donde 6 : R* — R. Lo mismo ocurre
para un flujo homogéneo incompresible con 6 remplazado por p%' La tesis también se
cumple en presencia de una fuerza b conservativa, es decir, b = —V ¢ para alguna
funcion ¢, remplazando 6 por 6 + .

Demostracion. De la lista de identidades vectoriales que podemos encontrar en [§]
tenemos que

SV(l) = (u- Vjutux (V x ) (2.25)

Debido a que el flujo es estacionario d;u = 0. Utilizando las ecuaciones de Euler
para flujos isentrépicos (2.24) obtenemos que

(u-V)u=-Vo

y por lo tanto sustituyendo en (2.25)

V() +6) = ux (¥ x u).

Integrando entre dos puntos cualesquiera de la linea de corriente, digamos x(s1) y
x($2) tenemos que

1 2 x(s2) x(s2) 1 92 /
S llalls + 01y = V(5 llullz +6) - x'(s) ds

(s1)

x(s2)
—/ (ux (Vxu))- x'(s) ds = 0.
x(s1)

puesto que X'(s) = u(x(s)) es ortogonal a u x (V x u) lo que se comprueba con un
sencillo calculo como sigue:

Calculamos primero u x (V x u) es decir

i ; K
Oyw — 0,v Ou—O,w Oyv— Oyu

u v w
= (wO,u — wO,W — VOV + VOyuU, ULV — UOyu

— woyw + wo,v, VoW — V0,V — ud,u + ud,w).
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Y para finalizar, calculando

(ux (Vxu))-u
= wud,u — uwd, — uvdyv + uvdyu + Vud,v — uvdyu

— vwdyw + Vwdyv + WVdyw — wvd,v — uwd,u + wud,w = 0.

2.2.2. Rotacion y vorticidad

Lo primero que haremos para comenzar esta subseccién es definir la vorticidad de
un campo vectorial [4].

[0,00) — R con campo de

Definicién 2.2.7. Dado un campo vectorial z(t) : R3 :
(t) = (u,v,w), se define el

X
velocidades w: R?® x [0,00) — R? tal que w(w(t),t) = &
campo de vorticidad como

w = rot(u) = (Oyw — 9,v, J,u — OxW, Oxv — Jyu).
Lo siguiente serd analizar el comportamiento del vector velocidad en cada punto
del fluido mediante un desarrollo de Taylor, y veremos que un entorno pequeno
de un punto, el comportamiento del fluido u sera la suma de movimientos rigidos

(traslaciones y rotaciones con vector de rotacién %w) y una deformacién de la que
hablaremos un poco mas adelante.

Proposicién 2.2.6. Sea x, h € R? y sea y = x+h con ||h|| suficientemente pequerio.
El desarrollo de Taylor

u(y) = u(z) + Vu(z) - h+ O(|[h]*)

puede escribirse de la forma

1
u(y) = u(x) + S(x) - h+ 5(.0(:1:) x h+ O(||h||?), (2.26)
donde S(x) es una matriz simétrica 3 X 3 y w = rot(w).

Demostracion. Descomponemos el jacobiano de u,
O,u Oyu  0O,u
Vu= |0,v Opuv O0O.v|,
O,w Oyw O,w
en suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica de la siguiente manera

Vu = %[Vu + (Vu)?] + %[Vu — (Vu)’] (2.27)
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donde )
S = E[Vu + (VU)T]

es la parte simétrica y

A = - [Vu— (Vu)]

1
2
es la parte antisimétrica. Tenemos que

Ou Oyu  Ou O,u Oxv Oyw

1
A = 3 O,v O G| — |Ou Oy OJw
O,w Oyw O,w o,u 0,v O,w
1 0 Oyu — 0v Ou — Oyw 1 0 —ws wy
=3 0,0 — Oyu 0 o.v—0w| = 3 w3 0 —w
| Opw — Ou Oyw — v 0 —wy Wy 0

Es facil comprobar que

1
A-h=_wxh (2.28)
con

1 0 —Ws3 W9 hl h3w2 — W3h2 1 1 J k
A -h= E w3 0 —W1 h2 = = w3h1 - W1h3 = — |W1 Wy W3
—Wa w1 0 hg hgwl — Wth hl hg h3

1

= —w X h.
2

Sustituyendo (2.27) y (2.28) en el desarrollo de Taylor (2.26) se obtiene el resultado.
[

Sobre el comportamiento de los tensores S y A de manera local

Como hemos visto S es una matriz simétrica y por resultados conocidos de dlgebra
lineal [12] existe una base ortonormal de R3, digamos {e;, €2, €3} en la cual mediante
un cambio de base S toma forma diagonal

S1 0 0
0 S9 0 s
0 0 S3

vamos a ver como influye este tensor en el comportamiento del fluido, para comenzar
el andlisis fijamos x y consideramos el campo de velocidades inicial como funcién de
y = x + h, el movimiento del fluido por lo tanto estara descrito por % =u(y) y si
eliminamos todos los términos en (2.26) excepto S -h nos queda ”é—’t' = S-h y puesto
que X es fijo, es equivalente a estudiar ¢ = S - h. Esta ecuacién vectorial se puede

dt
descomponer en tres ecuaciones escalares lineales en la base en la que diagonaliza S,
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d(Zi = s;h; con ¢ = 1,2, 3. Ahora consideremos el paralepipedo de aristas hq, ho, hs y

calculemos como varia su volumen a lo largo del tiempo, es decir

d dh dh dh
E(hlhﬂbs) = d—tlhzh:a + h1d—t2h3 + h1h2d_t3 = (81 + S2 + s3)(h1hohs)

y €omo

1
$1 + $o + s3 = traza de S = Jd,u + 0,v + 0,w = traza de é[Vu + (Vu)T] = div(u).

Se tiene q

E(h1h2h3) = diV(U)<h1h2h3)

esto concluye que el volumen varia en proporcion a la divergencia del campo de velo-
cidades del fluido. Por esta razon el tensor S se denomina tensor de deformacion

[4].

Por otra parte procediendo como antes, despreciamos todos los términos menos
%w(x) x h con x fijo, con el objetivo de estudiar el comportamiento de este término
en el campo de velocidades. Lo que nos lleva a la ecuacion diferencial

% = %w(x) x h, que como antes se puede descomponer en tres ecuaciones dife-

renciales lineales escalares % = (%, %, %) = %w x h lo cual nos conduce al
sistema i )

d_tl = 5(&)2h3 — w3h2),

dh

d_t2 = 5(603711 — wihy),

dh 1

d_tg = §(w1h2 — wahy),

que en forma matricial adopta la forma

hgl 1 0 —Ws3 (0%)) ]’Ll
hg = = w3 0 —W1 hg
hs —Wwy Wi 0 hs

Para resolver el sistema procedemos como sigue [13], denotando a la matriz de
coeficientes como

1 0 —Ws3 Wa
W =— w3 0 —Ww1
2
—Wa w1 0

Calculamos sus autovalores, es decir resolvemos la ecuacion

det(W — AXI) =0 con A € C.
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Cuyas soluciones son

A1 =0.

Ny — Z,\/w% twi+wi iflwls

2 2
) :_i\/w%%—w%%—wg _iflwll
s 2 2

Un autovector asociado a A; resulta ser

Vi = (w1, w2, ws3).
Y asociados a A\ y A3

Vo = (—wg — wg,wlc@ + iws||wl|2, wiws — i||w]|2w2).

vy = (—wi — w3, wiws — iws||w||2, wiws + i|w]|aws).

Puesto que el sistema es real, tomaremos como sistema fundamental de soluciones

W1 = (W17W2,W3)-

wy = Re(vy) = (—w3 — w3, wiwy, wiws).

w3 = Im(va) = (0, wsl|w||2, —wa|w|2).

La matriz de paso es por tanto

Wy —ws —ws 0
P= W9 WiWso CU3||UJ||2
w3 wiWs3 —wa|wl|2

La solucion resulta

1 0 0
h(t)=P- |0 cos(t||w||2%) —sin(t||w||2%) - P~ th,.
0 sin(tl|lwla2gz) cos(t]wl23)

Lo que pone de manifiesto que se trata de una rotacién [12].

28



2.2.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

En esta subseccion abordaremos fluidos més generales y obtendremos ecuaciones
diferentes de la cantidad de movimiento. Estas nuevas ecuaciones reciben el nombre
de ecuaciones de Navier-Stokes. Comenzaremos la deduccién considerando R? lleno
de fluido y un dominio D C R3. A diferencia de como se trataban a los fluidos ideales
en los que sélo considerabamos fuerzas de presion en la direccion normal de cada
punto de la frontera de D, ahora incluiremos ademas otro tipo de fuerzas que resultan
del propio movimiento del fluido. Este nuevo tipo de fuerzas vendran representadas
por un tensor de orden dos o : R® x [0,00) — M33(R) con (x,t) — o(x,t) que
recibe el nombre de tensor de estrés de Cauchy, sus componentes seran de la
forma

Ozx Toy Taz
O = [Tyz Oyy Tyz
Tzx Tzy Ozz

Supondremos que cada una de las componentes es una funcion de clase
CH(R3 x [0,00)). Si denominamos S a la frontera de D. La hipétesis sobre las fuerzas
sobre la frontera es

F=—px,t)n+o(x,t)-n (2.29)
donde F es la fuerza a través de S por unidad de area.

Observemos que mientras que la fuerza de presion actiia en la direccién del vector
normal, o - n no actia en general en esa direcciéon. El punto méas destacado de las
hipdtesis es que estamos suponiendo que la fuerza es lineal en n, esta hipotesis esta
justificada por el siguiente teorema [14], una demostracién se puede encontrar en

17].

Teorema 2.2.2 (Teorema de Cauchy). Existe un tnico tensor de orden dos, in-
dependiente de m de forma que el vector de fuerzas de tension en un punto, que
denotaremos T, es lineal en n, donde T, = o - n y el subindice nos indica que la
fuerza se produce a través del plano perpendicular a n.

Supondremos que o cumple las siguientes propiedades:

1. o depende linealmente del gradiente de velocidad de u es decir, o(x) estd
relacionado con Vu(x) por una transformacion lineal en cada punto x € D.

2. o es invariante bajo transformaciones de sélido rigido, esto es, si U es una
matriz ortogonal, entonces

o(U-Vu-U)=U-o(Vu) - U
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3. o es simétrico. Esta propiedad es una consecuencia de la ley de conservacién
del momento angular véase [15].

Ahora estableceremos una relacion lineal entre o y la parte simétrica de Vu, la
parte antisimétrica no entrard en consideracion pues por deficién las fuerzas de
estrés soélo afectan a los fluidos que cambian de forma, y la parte antisimétrica
induce una rotacion. Las fuerzas de tensién en un punto de la frontera del dominio
que consideremos quedan completamente determinadas por el tensor de estrés de
Cauchy. Escribiremos a partir de ahora

011 O12 013
O = |021 022 023
031 032 033

Interpretamos los elementos diagonales como fuerzas normales. El resto de elementos
son fuerzas tangenciales. Como hemos dicho en la propiedad 3. el tensor de estrés
de Cauchy es simétrico por lo que sélo tiene 6 componentes independientes.

Como o depende linealmente del gradiente de velocidades y en particular de su
parte simétrica S necesitamos un tensor [19] de orden 4 para relacionar todos los
elementos de o con los de S, es decir,

O = Kijmnsmn~

Donde Kjj,, es un tensor de orden 4 con 81 elementos puesto que
i,7,m,n € {1,2,3}.

En un medio isotrépico, es decir, aquel en el que sus propiedades fisicas son iguales
en cualquier direccién en torno a un punto cualquiera del fluido, el tensor Kjjp,
adopta la forma

Kijmn = /\5ij5mn + Nézméjn + ,Yém(sjm

donde A, i1, 7 € R son parametros que dependen del estado termodindmico en cada
punto y d;; es la delta de Kronecker. Esta expresién para el tensor de orden 4 en un
medio isotrépico puede encontrarse deducida en [17]. Por la propiedad 3. sabemos
que 0;; = 0j; por lo tanto tenemos de forma inmediata que también se cumple
Kijmn = Kjimn- Y esto se cumple si 7 = p, por lo que sélo tenemos dos constantes
libres vy A. Por lo tanto

0ij = 2usi; + A(s11 + S22 + S33)045.
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Como ya hemos visto en la seccién (2.2.2) div(u) = s11 + S22 + S33 por lo que en
forma compacta tenemos

= Adiv(u))I +2uD

donde I es la matriz identidad y

511 S12 513
D = |s921 S22 523

531 532 533

Introduciendo un nuevo parametro ¢ tal que A = ¢ — % 1 tenemos que

— A(div(u))I + 24D = ¢div() + 2u(D — %div(u)I).

El parametro p se llama primer coeficiente de viscosidad y ( = A+ %u recibe el
nombre de segundo coeficiente de viscosidad [4]. Ahora por comodidad en los
siguientes cédlculos, se identificaran las variables x, y, z con x1, T2, T3 respectivamente
y las componentes de u serdn u = (uq, ug, us).

Tenemos que

Oij = (Sij>\le(U) + 2M8ij = dijle(U))\ + :u(axj + 8«1:Z ),
20,
Z 0oi; Z A3 8d1v‘ 8 U; oy 0?u, (2.30)

Oz,

= 7=1

8%2 Ko, ;0T

y puesto que la delta de Kronecker es no nula cuando ¢ = j

8div(u)§ B 8div(u).

3@ " 8@

(2.31)

J=1

Por otra parte
3 3

0?u, 0 8uj odiv(u
Zaxﬁxz Zaxz 8% Z 8xl ’ (232)

donde hemos usado el teorema de Schwarz [2] para permutar el orden de las deriva-
das.

31



Usando (2.31) y (2.32) en (2.30)

En forma compacta podemos escribir

Vo = (A + p)V(div(u)) + pAu. (2.33)

Haciendo uso de (2.20), considerando tinicamente fuerzas en la frontera con la hipdte-
sis de que las fuerzas son de la forma (2.29), para cualquier dominio en movimiento
W, se cumple que

d

— pudV:—/ (pn — o - n) dA.
dt Jw, W,

Por el Teorema del transporte (2.2.4) tenemos que

Du

p—— dV = —/ (pn — o - n) dA. (2.34)
w, Dt oW

Por otra parte haciendo uso del Teorema de la divergencia en el segundo miembro
de la igualdad tenemos

—/ (pn—a'-n)dA:—/ VpdV—i—/ Vo dA, (2.35)
Wi Wi

Wi
y combinando (2.34) , (2.35) y (2.33) llegamos a

D
pZXqv = [ —Vp+ (A + p)V(div(w) + pAu dV,
w, Dt W

agrupando los términos en uno de los lados de la igualdad tenemos que

D
P28 L Vp— (A + @) V(div(u)) — pAu dV = 0,
" Dt

y aplicando (2.3) llegamos a que

Du

P = —Vp+ (A + p)V(div(u)) + pAu. (2.36)

las ecuaciones (2.36) reciben el nombre de ecuaciones de ecuaciones de Navier-
Stokes.
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2.2.4. Adaptacion y simplificacion de las ecuaciones de Navier-
Stokes para el estudio de algunos flujos concretos

En esta seccién se ha usado como libro de referencia [18].

La versién mas general de las ecuaciones de Navier-Stokes es como sigue

p(g—;1 + (u-V)u) + Vp = V(div(u)) (A + u) + pAu + f.

Esta ecuacién, con adecuadas condiciones de contorno, modela un flujo compresible
en el que el campo de velocidades u del fluido, el campo de presiones p, la densidad
en cada punto p y el campo de fuerzas externas f dependen del espacio y el tiempo.
Es habitual usar versiones mas simplificadas de estas ecuaciones para facilitar su
uso.

Flujos homogéneos e incompresibles

En el caso de flujos incompresibles y homogéneos p = py = constante, las ecuaciones
de Navier y Stokes adoptan una forma maés simplificada que es es la siguiente

D
Fltl = —-Vp +vAu, en D,
div(u) =0, en D,

donde v = ;% y se le denomina coeficiente de wviscosidad dindmica, p' = &

PO
y donde div(u) = 0 es la condicién de incompresibilidad. Estas ecuaciones son

complementadas con condiciones frontera. Una condicién natural es la de no des-
lizamiento en la frontera es decir en los puntos de 0D se tiene que u = 0. Otra
posible condicién es que la frontera del dominio se mueva siguiendo unos valores
proporcionados por un campo de velocidades conocido digamos u = v sobre 9D.

Linearizacion de las ecuaciones de Navier y Stokes

Para linealizar las ecuaciones de Navier-Stokes se elimina el término no lineal u-Vu
lo que nos proporciona el sistema:

w; —vAu+ Vp=f, en D,
div(u) =0, en D,
u=0en dD,

u(0) = ug, en D.

para un flujo incompresible. A este sistema se le denomina sistema no estacio-
nario de Stokes .
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Se pueden obtener sistemas para otros casos especiales. Por ejemplo, si u, f y p son
independientes de t se obtiene el sistema:

—vAu+Vp=f en D,
div(u) =0, en D,
u = 0 sobre 0D.

al que se le denomina sistema estacionario de Stokes para un flujo incompre-
sible.

Y si omitimos el término d;u = 0 en el sistema inicial:

u-Vu—vAu+ Vp= fenD,
div(u) = 0 en D,
u = 0 sobre 0D.

obtenemos el denominado sistema estacionario de Navier-Stokes que es no
lineal y de nuevo para un flujo incompresible.

2.2.5. Escalado de las ecuaciones de Navier-Stokes

En esta seccién se ha usado como libro de referencia [20].

Para comenzar a hablar del escalado hablaremos de las unidades de los sistemas de
unidades que se dividen en dos grandes grupos:

1. Unidades fundamentales.
2. Unidades derivadas.

Definicién 2.2.8. Un sistema fundamental de unidades es aquel que es su-
ficiente para para medir todas las propiedades fisicas de un fenomeno fisico y es el
menor posible con esta propiedad.

Definicién 2.2.9. Cantidades que son independientes del sistema fundamental de
unidades que se elija son llamadas adimensionales.

Al modelar fenémenos fisicos es conveniente tratar con unidades adimensionales en
las ecuaciones. Esto se debe a que el niimero de pardmetros en el problema disminuye
si uno pasa de su forma dimensional a su forma adimensional. Ademaés en su forma
adimensional es mucho mas facil observar la relevancia de los diferentes términos
que aparecen en la ecuacion.
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Trataremos las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso de un flujo incompresible
y homogéneo. Al escribirlas en forma adimensional aparecerda un nuevo parame-
tro llamado nimero de Reynolds que es relevante para caracterizar los efectos
VISCOSOS.

Para un problema dado que involucre el uso de las ecuaciones de Navier-Stokes,
sean L una longitud caracteristica y U una velocidad caracteristica. Estos valores
se elegiran dependiendo del problema que se esté tratando y son ntimeros reales. La
eleccién de L y U nos proporciona inmediatamente una escala de tiempo T'= L/U.

Ahora podemos escribir las variables x, u y t escaladas con estos nuevos parametros,
de forma que nuestras variables adimensionales seran:

_X t = —
U L T

Comenzaremos por la primera componente del sistema no estacionario de Stokes

con f=0

8u+ ou 3u+w6u —i@—i— 82u+32u+32u]
ot or Oy 0z  pyOx e oy? 0227

Usando los cambios de variable tenemos

o(u'U) 8t’ o(u'U) 0z O(uw'U) ay o(u'U) 07
o ot PV e ey oy TV e o
1 opod U N U N O*u'U

B d(Lz")?  oUy)?  0U=z)?

(2.37)

000z Oz
Usando

1 dt 1 dd 1 dy 1 dY

T dt’° L do’ L dy L dz
(

Sustituyendo estos cambios en (2.37) tenemos
du' U N U2 ,ou 8u U2 ,ou
—u'— —uw' —
dar'T L o L 8 "L 0
1 9Op U. 0% 0%/ 0%/

poT dr ”ﬁ[a(xf)‘z T awe T

. 1 _ U
Teniendo en cuenta que 7 = 7

[Uz][ﬁu N Jouou N ,(‘3w’]
L 815’ Yor TV ay TV Bz

dp/peU? U, . 0% 0’ 0%’
5 I . 0z’ 2w T ae T e
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De la misma forma tratamos la segunda y tercera componentes. Si combinamos las
3 componentes y dividimos por U?/L obtenemos que

ou’

S WV = =V () + A (2.38)

LU

donde p' = p/(poU?) y V' A’ denotan el gradiente y el Laplaciano respecto de las
nuevas variables (2/,y/, 2/).

La condicién de incompresibilidad sigue siendo div(u’) = 0 donde de nuevo, se
considera la divergencia con respecto a x’ .

Las ecuaciones (2.38) junto con la condicién de incompresibilidad es el sistema no
estacionario de Navier-Stokes en variables adimensionales. Definimos el ntimero de
Reynolds como la cantidad adimensional:

R=—.

v

Dos flujos con la misma geometria y mismo nimero de Reynolds se llaman flujos
stmilares. Es decir, si u; y uy son dos flujos sobre los dominios D; y D, respecti-
vamente, que estan relacionados por un factor de escala A de manera que L; = ALs.
Sean U; y U, los valores de las velocidades caracteristicas para cada flujo y vy y v,
las viscosidades. Entonces si Ry = Rs, es decir,

LU, LU,

)

151 Vo

las variables adimensionales u’; y u’, satisfacen exactamente la misma ecuacion
en los mismos dominios. Esto quiere decir que u; puede ser obtenido mediante un
adecuado escalado en u,, cuando esto ocurre se dice que u; y u, son similares.
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Capitulo 3

El analisis funcional y la mecanica
de fluidos

3.1. Introducciéon

En el capitulo anterior se han desarrollado las ecuaciones de Euler del movimiento
para fluidos ideales y las ecuaciones de Navier-Stokes que difieren de las primeras en
la consideracién de los efectos viscosos del fluido. El tratamiento matematico que se
ha presentado hasta el momento tinicamente ha necesitado el uso del analisis ma-
tematico elemental. A la hora de estudiar la existencia y unicidad de soluciones de
las ecuaciones de Navier-Stokes, el uso analisis matematico elemental es insuficiente.
Para el caso de dimension tres este es un problema todavia abierto. El objetivo de
este capitulo es presentar la teoria y resultados necesarios para el andlisis de las
ecuaciones de Navier-Stokes en dimensién dos. No se profundizara en las demos-
traciones, pero todos los elementos matematicos que se utilicen estaran definidos
rigurosamente a lo largo del capitulo.

Notacion
A lo largo del capitulo se utilizarén las siguientes notaciones:
a = (g, ..., a,) representard un elemento de N, |a| = oy + ... + .

El simbolo D* representard la derivada parcial de orden |«| definida por

0 0 0
D := D1 Dg2.. Do = (=) (2 )22 (o).
L2 " (8.231) (81’2) (axn)

Six=(z1,..,Zn), ¥ = (Y1, .-, Yn) € R™ entonces

x| = (23 4+ ... + xi)%, Ix —y|:= <Z(xj — yj)2>

J1

N
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3.2. Espacios de funciones

En este capitulo se han consultado como libros de referencia [18], [21], [22].

En esta seccion expondremos las herramientas basicas del analisis funcional clasico
que se utilizardn para desarrollar la teoria necesaria a lo largo del capitulo. En todo
el capitulo, Q serd un dominio de R? o R3.

Definicién 3.2.1. Sea k € N, C*(Q) representa el espacio de todas las funciones
u:— R,
x— u(x),

de manera que D*u existe y es continua en Q, Voo € N* con 0 < |o| < k.

Definicion 3.2.2. Se define C*(Q) := (e C*(Q) como el espacio de funciones
con derivadas continuas de todos los ordenes en €.

Definicién 3.2.3. Sea M la clausura de un conjunto M C R™ conn =2 on = 3.
Entonces

sop(u) :=={x € Q:u(x) # 0}

es el soporte de la funcion continua u: 2 — R.
Definicién 3.2.4. Si k € N o k = oo entonces

CE(Q) := {u € C*(Q) : sop(u) es compacto, sop(u) C Q}.
Definicién 3.2.5. Se define C*(Q) como el espacio de todas las restricciones

ulg a Q de las funciones u € C*(R).
Aqui |a| < k es reemplazado por |a| < oo si k = 0o

luller) = sup _|D%u()]
|| <k,ze

donde |a| < k se reemplaza por |a| < 0o si k = 0.

Definicién 3.2.6. Se define el conjunto de las funciones de soporte compacto con-
tenido en la clausura de un dominio de R como

CE(Q) := {u € C*(Q) : sop(u) compacto, sop(u) C Q}.

Definicion 3.2.7. Se dice que una funcion u : Q — R es una funcién Lipschitz si
existe L > 0,Va,y € ),

u(z) —u(y)| < Ljz -y
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Si u es Lipschitz, se tiene que:

u(z) — u(y)
Il = suplu(a)| +  sup (4B U@
zeQ z,yeQ con zty ‘iB — y’

es finito. ||-||cor @) €s una norma del espacio de funciones Lipschitz.

Definicién 3.2.8. Los espacios presentados en las definiciones anteriores se gene-
ralizan a campos vectoriales u = (uq, ..., u,) con m € N de manera natural como
stgue

CFO)™ = {(u1, ..., um) :uj € CH(Q), 5 =1,...,m},
CE)™ = {(u1, ..., um) :uj €CH(Q), 5 =1,...,m},
CFOQ)™ == {(u, ..., um) 1 uj € CH(Q),j =1,...,m}.

Se define la norma

||’U,||Ck(§)m = sup HUJHC’“(Q)

j=1,.m

Se definen los espacios

CEQ)™ :=
Co’l(ﬁ)m :

{(ugy ooy tm) s u; € CE(Q),5 = 1,...,m},
{(ury .oy um) s u; € CHN(Q), 5 =1,...,m},

y la norma

||U|’c071(§)m = sup HUchOal(ﬁ)'

j=1,.m

Definicién 3.2.9. Sea n > 2 definimos el espacio de funciones con divergencia nula
o solenoidal por

00 (82) == {u € Cg° ()" : div(u) = 0}.

Para estudiar flujos no estacionarios, es decir, dependientes del tiempo, necesitare-
mos los espacios siguientes.

Definicién 3.2.10. Se define
Co™(Cop (€0);(0,T)) = {w € C5° (2 x (0,T))" : div(u) = 0}

donde T es un numero real positivo.
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Siu € C(C5s,(22);(0,T)) para cada t € [0,T) fijo, u(t) representard el campo
vectorial

u(t) = u(-,t) € o, ().
Y andlogamente para otros espacios de reqularidad diferente.

Espacios de Lebesgue

Sea {2 un dominio y sea 1 < ¢ < co. L%(£2) denota el espacio de Banach de todas las
clases de funciones medibles u en el sentido de Lebesgue de variable real definidas
en ) con norma finita

|mmm»:§4m&de”%

Para ¢ = 2 es conocido el resultado de que L*(f2) es un espacio de Hilbert con
producto interno

<mw9=1y@w@wm

Estos espacios se generalizan a campos vectoriales de manera natural u = (uq, ..., uy,)
como sigue:

L™ := {(uy, ..., up);u; € LY(Q),j =1,...,m}

que es un espacio de Banach con la norma

1

n :

[ul| zagoyn = (E ||%‘HZ> :
=1

Para ¢ = 2, L*(2)" es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v)g = Z(uj,vj)g.

Jj=1

Escribiremos

<u,V>Q:/U‘VdX
Q
para u = (uy, ..., Uy,), v = (vq, ..., v,) € L*(Q)", con u-v = uv; + ... + U, vy.
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Definicién 3.2.11. Se define el producto escalar entre dos funciones L*(2x [0,T))"

(u, V)1 = /Ot/gu(cc, t) - v(x,t) dedt < oo.

L> ()" es el espacio de Banach de todas las funciones medibles w con supremo
esencial finito

]| Lo () == sup supess eq|ui()| < oo.
j=1l..n

Definicién 3.2.12. Diremos que u € Lj, (Q)" si solo si w € L(B)" para cada bola
abierta B C §2 con B C 2.

Definicién 3.2.13. La complecidn del espacio de funciones w € C35,(Q2) N L* ()",
respecto a la norma

e = ([ [uf* do)'* < o0
Q
se denota por L2(2).

Definicién 3.2.14. Se define el espacio de las funciones w(x, t) € LP(L4(2),[0,T))™
con p,q > 0 tales que

T
el = / (-, £) 2, 0y d8) 7 < o6,

Definicién 3.2.15. Se define el espacio de funciones w € L®(L2(Q);[0,T))" tales
que

lelloosz = sup ( / u(a, D) dz)? < oo,
) JQ

tel0, T

Una funcién w € L} _(LY(S2),[0,T))" si sdlo si pu € LP(L1(Q);[0,T))™
Vi € C5o([0, 7).
Espacios de Sobolev

La teoria de Navier-Stokes desde el punto de vista del andlisis funcional se formula
usando estos espacios.

Definicién 3.2.16. Sea k,n € N y 1 < q < oo. El espacio de Sobolev W*4(Q)" estd
definido como el espacio de todas las w € LI(2)" tales que

D*u e LY(Q)" para todo |a| < k.

donde D%u se entiende en el sentido de las distribuciones.

La norma en Wk4(Q)" estd definida por

lullwraa) = (Y |1 D ullf)!/1

lof <k
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si1 < g < oo,y por

[ullnoe() = sup [[Dullo
laf<k

St q = Q.
Estableceremos, por convenio que W%4(Q)" := L9(Q)" si k = 0. En los casos k = 1,2

usamos la notacién

Vu: = (Dju)j_;.
V*u: = (D;D;u)!

ji=1"

IVully s = Q_lIDuld)e.
j=1

IV2ully : = (Y IID; D)4 si 1 < q < oo

7,i=1

[Vullo : = sup [[Djullo.
7j=1,..,n

IV?ullos : = sup [[D;Diul|oc.
7i=1,..,n

El espacio de Sobolev W#2(Q)" es un espacio de Hilbert con el producto interno,

Z (D*a, D*V),u,v € Wk2(Q)™.

lal<k

Principalmente usaremos el espacio de Hilbert W12(Q)" con el producto escalar

(u,v)+ (Vu, Vu) ::/u-vdx+/Vu-Vvdx:/u-vdx+/ZVuini dx
Q Q Q 0

El subespacio

Wy (@) C whe(Q)”
estd definido como la clausura del espacio de las funciones C3°(€2)" en la norma
I+{1x.q-

Definicién 3.2.17. La complecion del espacio de funciones w € Cg%, () NWH2(€Q)"
con respecto a la norma

lulwiz@ = (Y I1D%ull3)"* < oo

lal<1

se denota por Wolf(Q)

Definicién 3.2.18. Se define el espacio de funciones u € LQ(W&’ﬁ(Q), [0,7))

( / (S Do ul2)2de) 2 < oo

o<1
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3.3. Teorema de existencia y unicidad

Una vez mostrado el marco tedrico en el que nos vamos a mover, esta seccién ex-
pondra las definiciones y resultados necesarios para enunciar el teorema de existencia
y unicidad de soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en dimensién 2.

Definicién 3.3.1. (Solucion débil)
Sea Q2 C R™ un dominio cualquiera con n = 2, 3.

Sea f= £, + div(F) con f, € LL (L2(Q)"; (0,T)), F € L. (L2(Q)"*; (0,T)),

loc loc
div se entiende en el sentido de las distribuciones.

Entonces

we L (L2(Q):[0,7)) N L2, (Wi2(2):[0,T)) (3.1)

loc

es una solucion débil del sistema de Navier-Stokes
w —vAu+u-Vu+ Vp=f, div(u) =0
ulaq = 0, u(0) = uy con datos f,uy, si solo si

—(u, v)or +v(Vu,Vo)or + (u- Vu, v)or = (u, v(0))q + (fo, v)ar — (F,Vv)a,

se satisface para todo v € LQ(W&f(Q); [0,7)).

St u es una solucion débil y p es tal que

w —vAu+u-Va+Vp=f

se satisface en el sentido de las distribuciones en Q2 x (0,T), entonces p se denomina
presion asociada a .

Definicién 3.3.2. Se dice que una solucion débil w de (3.1) es débilmente continua
S%
u:[0,7) >R
t = (ult), wa
es continua para cada w € L*(Q)" fijo.
Teorema 3.3.1. Sea 2 C R™ un dominio cualquiera conn = 2,3, sea 0 < T < 00,
ug € L2(Q), y f= fy + div(F) con
fo € Lio(L*(Q)":10, 7)), F € L, (L Q)" [0, 7))

Entonces existe una solucion débil
w€ LS, (L2(Q);[0,T)) N Ly, (Wy2(Q); [0, 7))

loc

del sistema de Navier-Stokes

w—vAu+u-Vu+ Vp=f, div(u) =0
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'U;‘(‘)Q = 0, u(O) = Up.
Satisfaciendo las siguientes propiedades:
1. wu es débilmente continua y w(0) = uy.
2.
1 2 ' 2
Sl +v [ Ivul i <

1 ¢ t
5||Uo||§+/ (fo, wa dr—/ (F,Vu)q dr
0 0
para todo t con 0 <t <T.

3.
1 4
5”“”%,00;? + V”qug,Q;T’ < 2HUO”% + ;”FH%,Q;T’ + 8||f0”3,1;T’

para todo T" con 0 <T' < T.

Teorema 3.3.2. Sea ) C R? un dominio cualquiera, sea 0 < T < oo,
wo € L2(9), = f, + div(F) con

fo € Lie(L* ()% [0, 7)), F € Li (L*(Q)%[0,T))

loc

y sean

u,w € LS (L2(Q);[0,T)) N LY (Wy2:[0,T))

loc

dos soluciones débiles del sistema de Navier-Stokes

w—vAu+u-Vu+Vp=Ff div(u) =0
u|aQ = 0, U(O) = U.
Entonces u= w en [0,T).

Definicién 3.3.3. (Solucion fuerte) Sea @ C R™ un dominio cualquiera con
n=23,sea0<T <oo, ug € LZ(Q), f= fy + div(F) con

fo € Lino(LA(Q)" [0, 7)), F € Li,(L*(2)":[0,T))

loc

y sea
u € Ly (L5(92); 0, 7)) N Lipe(Wo 5 (2): [0, 7))

loc

una solucion débil del sistema de Navier-Stokes

w—vAu+u-Vu+Vp=Ff div(u) =0
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Entonces u es una solucion fuerte de este sistema con datos iniciales f, uy si solo
si se satisface la condicion de Serrin:

u € L, (LY(Q)"[0,7)),

2
donden < qg< oo, 2<s<o0, §+;§1.

Teorema 3.3.3. (De existencia y unicidad en el plano) Sea Q C R* un dominio
cualquiera de R?, sea 0 <T < oo, ug € L2(), y sea f= f)+ div(F) con

fo € Lioe(L* ()% [0, 7)), F € L (L* ()" [0, 7))

loc loc

Entonces existe una unica solucion débil

w€ L2 (L2(Q);[0,T)) N L

loc loc

(Wosr (2):[0,7))
del sistema de Navier-Stokes
w—vAu+u-Vu+Vp=Ff div(u) =0
ulag = 0, u(0) = ug con f, uy como datos,
de manera que u satisface la condicion de Serrin
we L (LA (Q)%10,7)

y es por lo tanto una solucion fuerte del sistema de Navier-Stokes.
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