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Resumen.

En este trabajo se abordan los sistemas superintegrables tanto en mecanica
clasica como cuantica. Primero, y con cierta generalidad, se estudia una formulacién
geométrica de la mecanica. Estudiamos esta formulacion moderna de la mecanica
con teoria de variedades y célculo tensorial. Debido a la complejidad/abstraccién
matematica inicial, intentamos dar una vision heuristica de los resultados mas basi-
cos o importantes. Después, se realiza una introduccion tedrica a la superintegrabi-
lidad, seguida por ejemplos importantes (Kepler y Coulomb en E3 y S?) estudiados
haciendo uso de sus propiedades como sistemas superintegrables.

En la segunda parte del trabajo, realizamos un estudio de una nueva familia
de hamiltonianos en S?. Desarrollamos tanto un analisis del caso cldsico como del
cudntico. Utilizamos el formalismo de factorizaciones, operadores escalera (ladder)
y desplazamiento (shift). Este estudio, consta de dos partes. Por un lado, pro-
ponemos una serie de resultados nuevos (con su correspondiente demostracién) lo
mas generales posibles para que sean aplicables a otros sistemas fisicos. Por otro
lado, aplicamos esos resultados a nuestro sistema particular (hamiltoniano U(3)
generalizado) siguiendo las ideas de lo sistemas TT'W y mostramos sus propiedades
asociadas a la superintegrabilidad.
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Introduccion.

“I would rather have questions that can’t be answered than answers
that can’t be questioned.”
— Richard Feynman

Los sistemas clasicos hamiltonianos superintegrables, i.e., aquellos que tienen
mas de n integrales de movimiento funcionalmente independientes, siendo n los
grados de libertad, son de gran interés en Fisica. Paralelamente, la version cudntica
de los sistemas hamiltonianos superintegrables exige la existencia de mas de n
operadores de simetria que conmuten con el hamiltoniano y que sean operadores
algebraicamente independientes.

Asi, por ejemplo, el problema de Kepler, el oscilador arménico son (maximal-
mente) superintegrables, tienen 2n-1 integrales de movimiento (con el hamilto-
niano). Estos sistemas fisicos gozan de ciertas propiedades tales como que las tra-
yectorias clasicas finitas son cerradas (periddicas) y que para los correspondientes
sistemas cudnticos sus niveles de energia son degenerados, teniendo dicha dege-
neracion una explicacion grupo-tedrica: su origen es la existencia de una simetria
descrita por un grupo. En realidad, los sistemas superintegrables exhiben la méxima
simetria posible. El descubrimiento de la serie de Balmer del atomo de hidrégeno
mucho antes de la aparicién de la Mecanica Cuantica fue debido a la superinte-
grabilidad del problema de Coulomb cuantico o atomo de hidrégeno. La superin-
tegrabilidad tiene interés mas alla del punto de vista tedrico asi, por ejemplo, la
transferencia (de Hohmann) entre érbitas que permite la navegacién en el espacio
y el posicionamiento de naves y satélites en las orbitas adecuadas esta ligada a la
superintegrabilidad del sistema de Kepler.

Los sistemas superintegrables han sido desde hace muchos anos un tema re-
currente de investigaciéon en Fisica Tedrica. En estos tltimos anos ha habido un
renacer del estudio de estos sistemas superintegrables, en particular de sistemas
en espacios (de configuracién) de curvatura constante. Asi, por ejemplo, se ha es-
tudiado familias de sistemas integrales en espacios de tipo SO(p,q) tanto desde
el punto de vista cldsico como cuantico ([11],[12],[13],[14]). Entre los sistemas que
aparecen en esta familia encontramos versiones del potencial Moser y del Poschl-
Teller tan importantes en Fisica. Para un revisién actualizada del tema consultar
[4]. Mé&s recientemente, en 2009, aparecié una nueva familia (dependiente de un
pardametro k) de sistemas integrables, el sistema de Tremblay-Turbiner-Winternitz
(TTW), que ha incrementado el interés por tal tipo de sistemas entre la comunidad
cientifica. Entre los principales motivos de este renovado interés cabe destacar el
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VI INTRODUCCION.

escaso numero de sistemas superintegrables conocidos, y el que esta nueva fami-
lia de TTW-Hamiltonianos contuviera como casos particulares otros sistemas bien
conocidos.

En este trabajo pretendemos revisar estos tipos de sistemas superintegrables y
posteriormente comprobar si existen generalizaciones de los sistemas superintegra-
bles de ese tipo. Este trabajo se divide en cinco capitulos. En el primer capitulo
presentamos una version moderna de la mecanica clasica, es una introducciéon a
esta desde el formalismo de teoria de variedades y cédlculo tensorial. Ahi funda-
mentaremos las bases para el siguiente capitulo, donde haremos una introduccién
tedrica a los sistemas superintegrables, ademas de presentar ejemplos para exhibir
las propiedades especiales de este tipo de sistemas.

Después de estos capitulos introductorios, pasaremos al estudio de una familia
de hamiltonianos, que contiene a un caso conocido, para determinar si tiene propie-
dades superintegrables. Por otro lado, también nos centramos en aspectos tedricos,
utilizaremos este sistema para mostrar y probar resultados que nos permitirian el
estudio de otros sistemas o familias de hamiltonianos. En el capitulo 3 introduci-
mos la familia y sentamos la base tedrica para el posterior estudio. En el capitulo 4
analizamos el caso cudntico, buscamos operadores escalera y de desplazamiento que
nos permitan encontrar las simetrias que buscamos. Procedemos de varias maneras.
En el capitulo 5 hacemos el andlisis cldsico del sistema: adaptamos los resultados
cuanticos al caso clasico, haciendo las modificaciones oportunas, desarrollamos los
conceptos tedricos necesarios y finalmente hacemos representaciones graficas de las
trayectorias en la esfera S2.



Capitulo 1

Formulacion geométrica de la
mecanica.

1.1. Introduccidn.

Antes de comenzar con el estudio de los sistemas superintegrables, vamos a ha-
cer un pequeila incursién en el estudio de la mecanica clasica. Esto nos sera ttil,
yva que parte del estudio que vamos a realizar va a ser sobre sistemas superinte-
grables clasicos. Este capitulo no es solo una base para el resto del trabajo, sino
que aqui exploramos la mecédnica desde un enfoque geométrico y con cierta genera-
lidad, vamos a presentar la mecanica utilizando geometria diferencial. La utilidad
de esta formulacién es que es independiente de las coordenadas, el marco tedrico
es mucho menos “rigido” y el formalismo es el adecuado para deducir resultados
tedricos més avanzados. La principal desventaja es que al inicio es méas abstracto y
las matematicas no son sencillas.

El trabajo estd pensado (obviamente, una lectura completa continua también es
posible) para realizarse en dos lecturas (las marcas rojas, ****, determinan cuando
empieza la segunda lectura y las verdes, , cuando reanudar la primera lectura).
Esta lectura evita estos conceptos matematicos y se centra en la parte heuristica
e interpretacién de los resultados, y no tanto en la deduccién formal. Por motivos
de espacio, es imposible desarrollar aqui teoria de variedades y espacios de Banach,
que es lo que usaremos para la formulacién geométrica de la mecénica, por tan-
to, recomendamos al lector que no esté familiarizado que consulte la bibliografia
para los resultados que desconozca cuando realice la segunda lectura, en concreto,
puede consultarse [1]. A pesar de esto, si que definiremos o comentaremos ciertos
resultados que sean especialmente relevantes. Vamos a empezar por la parte mas
intuitiva, la formulacién lagrangiana.

1.2. Formulacion lagrangiana.

1.2.1. El espacio de configuracién, Q.

Una de las principales ventajas de la formulacién lagrangiana es su tratamiento
de las ligaduras dentro del modelo, a saber, las ligaduras se incluyen con el uso



2 CAPITULO 1. FORMULACION GEOMETRICA DE LA MECANICA.

de coordenadas generalizadas y no se computan como fuerzas. Vamos a formalizar
un poco la idea de coordenadas generalizadas utilizando el concepto de variedades.
Dado que este concepto es esencial en esta formulacidon vamos a presentarlo aqui.
Primero vamos a dar una version heuristica de la definicién. El objetivo bésico es
generalizar el concepto de superficie a dimensiones mayores' y no necesariamente
“sumergidas”? en un espacio de dimensién mayor, aunque esto sea posible.

La idea es la siguiente®, supongamos que queremos tener una informacién deta-
llada de la superficie terrestre (nuestra variedad aqui, que es una superficie). Seria
poco practico obtener la informacién directamente de la tierra (de la variedad).
Por ello, podriamos obtener la informacién a través de mapas (cartas) que nos
llevan una zona de la tierra (U) hasta un mapa (p(U)). ;Qué utilidad nos pro-
porciona esto? Podemos hacer mediciones de distancias, dangulos®... y trabajar con
ellos de manera mucho méas cémoda (en los espacios de Banach tenemos distancias,
célculo diferencial... desarrollado). Pero notemos que para cartografiar la superficie
terrestre necesitamos varios planos (por ejemplo, para S! necesitamos al menos dos
cartas), pero estos planos deben ser en cierto modo compatibles. Si tenemos un
mapa de Espana que muestra las islas Baleares y otro de Italia que también las
muestra, debe haber cierta coherencia en esa zona comin a ambos mapas (U;NU;),
de modo que pueda pasar de un punto de las Baleares del mapa de Italia a al
mismo del mapa de Espana de manera biunivoca y “suave” (la aplicacién entre
espacios de Banach, ¢;;, restringida a la intersecciéon debe ser un difeomorfismo,
no solo biyectiva, sino diferenciable hasta cierto orden k. Esto corresponderia a la
“suavidad” de la aplicacién de paso). El conjunto de todos esos mapas con los que
describimos la superficie terrestre lo denominamos atlas (esto es lo que podemos
ver en la Figura 1.1). Después lo que hariamos serfa tomar un conjunto de mapas,
lo que seria el atlas, que al unirlo con otros mapas forman otro atlas mayor. La
variedad diferenciable seria el conjunto de la superficie mas ese conjunto de atlas
que nos informan de su estructura, que llamamos atlas mazximal.
koskoskok
Definicién 1.1 (Cartas y atlas). Sea S un conjunto. Una carta es una biyeccién
¢ desde U C S a un abierto de un espacio de Banach, lo denotamos por (U, ). Un
C* atlas en S es una familia de cartas A = {(U;, @;),i € Z} tal que

1. S =Uer Us

2. Todo par de cartas sean compatibles. Si tenemos (U, ¢;), (Uj, ¢;) con U; N
U; # 0, entonces, @j; := @j o goi_l]%(UimUj) debe tener un dominio abierto y
ser un C* difeomorfismo.

Mncluso infinitas, trabajamos con una definicién basada en espacios de Banach y no la més res-
trictiva de conjuntos localmente homeomorfos a R™ con n € N. Pero si se quiere, puede sustituirse
Banach por R" ya que trabajaremos en dimensién finita.

2Lo que en inglés se llama embedding.

3Presentamos el concepto usando un simil, en paréntesis sefialo los elementos analogos del simil
correspondientes a la variedad diferenciable.

4Un espacio de Banach no necesariamente tiene definidos los conceptos de ortogonalidad, i.e.,
angulos. Para ello necesitariamos un producto interno, para poder definir cos . Esto si es inherente
a un espacio de Hilbert.
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Utilizando esto podemos definir el concepto de variedades diferenciables como
sigue:

Definicién 1.2 (Relacién de equivalencia de atlas.). Dos C* atlas, A;, Ay diremos
que son equivalentes, A; ~ As, si A; U Ay es un CF atlas. Es facil ver que esto
define una relaciéon de equivalencia. Una estructura diferenciable D es una clase de
equivalencia de atlas de S. La unién de todos sus atlas, es un atlas, y lo llamamos
atlas mazximal.

Definicién 1.3 (Variedad diferenciable). Llamaremos variedad diferenciable M a
todo par del tipo (S, D). Llamaremos carta admisible a toda carta que pertenezca
al atlas mazimal. Con este concepto podemos definir la topologia de la variedad.

kkk

Figura 1.1: Cartas de una variedad.

Vayamos ahora al concepto de espacio de configuracién. Supongamos que tene-
mos un sistema cuyo movimiento esta restringido a una variedad, Q, esa variedad
serd nuestro espacio de configuracion. Por ejemplo, supongamos que tenemos una
particula moviéndose en una circunferencia de radio unidad, entonces®, Q = S'. Las
coordenadas generalizadas serian las coordenadas asociadas a esas cartas incluidas
en el atlas de esa variedad diferenciable.

1.2.2. El fibrado tangente TQ.

Sabemos que los lagrangianos son funciones del tipo (ver Nota 1, mds adelante,
para la notacién que usamos),

L(q,q,t)

SRecordemos que S* es la circunferencia unidad, i.e., S* = {F e RQ/HfH =1}
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Es decir, depende de las “velocidades”. Pero, ;jdénde estan estas velocidades? Si
pensamos en el caso de una particula moviéndose en un espacio tridimensional (es
decir, Q = R?) la respuesta es sencilla: en el mismo espacio Q = R3. Es decir,
(¢,4) € Q x Q. Pero este no es el resultado general®. Pensemos en el ejemplo del
apartado anterior, una particula restringida a S', en este caso, tenemos que las
velocidades no estdan en Q = S' (de hecho ahora S! no es un subespacio vectorial,
p.e., el elemento neutro no estd contenido). Ahora las posibles velocidades en un
punto P de la circunferencia van a estar en la recta tangente a S' que pasa por el
punto P (ya que el la particula debe mantenerse en la circunferencia). En general,
las posibles velocidades van a estar en el espacio tangente en ese punto. En el caso de
la circunferencia a ese espacio lo denotaremos por TpS* (el subindice hace referencia
al punto de la variedad y T a que es el espacio tangente), véase la Figura 1.2a, y de
manera general, T, sera el espacio tangente a ese punto ¢ de la variedad y ¢ € T,Q.
“Juntando” todos estos espacios tangentes, tendriamos el fibrado” vectorial TQ, al
que llamaremos fibrado tangente. En el caso comentado, este fibrado seria la unién
de la circunferencia con las rectas tangentes en cada punto.

kKoK
Ty(S")
. Fibra= R
Sl . 1y
A‘(' [ 11( S ) T = proyeccién
y P AT T l
gl e
L
M — base = S!
(a) Espacio tangente en S1. (b) Fibrado tangente S*.

Figura 1.2: Fibrado vectorial de S*.

Hay distintas formas de introducir el fibrado tangente. Aqui, por similitud con el
sistema fisico que pretendemos modelizar, seguiremos el concepto de curva y su
vector tangente.

Definicién 1.4 (Curvas tangentes.). Sea M una variedad. Una curva en m € M
es una aplicacién C?,
c:ICR—-M

5Se puede probar que el espacio tangente de un punto del espacio vectorial es isomorfo a ese
espacio vectorial.

"El nombre viene de que a cada punto le asociamos un espacio vectorial, que es una “fibra”.
Esto puede verse claro en S*. A cada punto le asociamos una recta (espacio vectorial de dimensién
1). Si “ponemos” esas fibras verticales, véase la Figura 1.2b, tal que formen un cilindro, tendremos
una base, la circunferencia, y de cada punto de esta base salen unas “fibras”, las rectas asociadas
a TpS*. Para una definicién y estudio de estos objetos puede verse [1], capitulo 3 y 4.
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8

con ¢(0) = m. Dos curvas, c1,co en m, seran tangentes ssi° en una carta admisible

Usp), meU (poc)(0) = (poc2)(0)

En el caso de que nuestra variedad sea un espacio de Banach (p.e., sea R™)
se reduce al caso conocido, la carta es la identidad y forma un atlas. Necesita-
mos los atlas para pasar al representante local y, por tanto, tener el concepto de
diferenciabilidad bien definido.

Se puede probar que como las cartas son compatibles, la tangencia no depende
de la carta escogida (luego estd bien definido). Por otro lado, nos permite definir una
relacion de equivalencia (dos curvas son equivalente en un punto m de la variedad
ssi son tangentes en ese punto) y, por tanto, clases de equivalencia que denotaremos

por [c]m.

Definicién 1.5 (Fibrado tangente). Sea M una variedad y m € M, el espacio
tangente es:

TnM = {[c]m|c(t) una curva en m}

Esto tiene estructura de espacio vectorial?. Llamaremos fibrado tangente, TM, a la
unién disjunta

TM =, g TmM

meM

Se puede probar que este variedad en un fibrado vectorial, siendo la base la variedad
inicial, M, y las fibras los espacios tangentes.

Si tenemos un aplicacién f : M — N (siendo M, N dos variedades), que es C*,
definimos la tangente de f, Tf : TM — TN como:

Tf([clm) = [f o] p(m)

Puede probarse que la aplicacién esta bien definida, i.e., que existe una dnica imagen
por cada argumento.

Como ya comentamos, nuestro lagrangiano serd una funcién del tipo, L(q, ¢,t). En
vista a lo anterior, podemos entenderlo de mejor manera si lo expresamos como:

L:TQxR >R

La parte R del dominio hace referencia a la dependencia temporal del lagrangiano.
Por ejemplo, continuando con nuestro ejemplo de S', nuestra coordenada generali-
zada seria'® @ (es decir, la que nos indica en qué punto de la circunferencia estaria
la particula) y nuestra velocidad 9 (que nos indicaria con qué velocidad se moveria
la particula, i.e., cudl es la velocidad dentro de la recta tangente a ese punto. Nos

8Utilizamos, “ssi” como abreviatura de “si y solo si”. En inglés es usual usar el “iff”.

9En el caso de ser M un espacio de Banach es evidente y lo relacionamos con la derivada (se
probaria que existe una Unica curva lineal y ese término lineal estd relacionado con la derivada.)

10Necesitarfamos al menos dos cartas para S'. No necesariamente tienen que ser proyecciones
estereograficas o de coordenadas, podemos formar el atlas con dos cartas usando dngulos, aunque
tendriamos que irnos a dominios del tipo (—¢, 27 + €)
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da la coordenada del vector velocidad y solo necesitamos una coordenada porque
sabemos que la velocidad va a estar en la fibra, que aqui serd de dimensién uno, una
recta). En ese caso tendriamos, L(6,6) (no hay dependencia explicita del tiempo).

Ahora nos enfrentaremos al problema de la dindmica, esto es, debemos respon-
der a las preguntas, jcudles son las trayectorias de las particulas? Hay distintas
formas de resolver este problema. Las ecuaciones pueden deducirse a partir de las
ecuaciones de Newton'!, pero aqui utilizaremos un método més genérico'? que son
los principios variacionales. La idea es relativamente sencilla, si fijamos dos puntos
del espacio (q1,q2) y buscamos la curva real, i.e., la que fisicamente recorren las
particulas, esta debe cumplir algunas condiciones para que la podamos obtener.
Postulamos que esta trayectoria cumple que es la de minima accién'?, i.e., si q(t)
es la curva, esta serd la que cumpla que minimice la accién S,

to
Sl = [ Lla0).d(0).
1
con q(t1) = q1 y q(t2) = qo. Para resolver este problema de extremos, dado que tra-
bajamos con espacios de dimensién infinita (espacios de funciones) debemos usar
las herramientas del calculo diferencial en espacios de Banach. No lo describiremos
en este capitulo, pero debido a su importancia dentro de la Fisica (en cualquier
modelo de particulas o campos que se formule en términos lagrangianos), pueden
verse ciertos resultados en el Anexo A. Aqui simplemente mostraremos ciertas pro-
posiciones y definiciones importantes para nuestro propésito.
kokokok
Vamos a formalizar un poco esta idea siguiendo los desarrollos de los parrafos an-
teriores. Empezaremos con el concepto de espacio de trayectorias o de caminos
(emplearemos aqui ¢ para referirnos a las distintas curvas).

Definicién 1.6 (Espacio de trayectorias). Sea Q una variedad y sea L : TQ — R
un lagrangiano regular. Dados dos puntos ¢; y g2 y un intervalo de la recta real
[a, b] definimos el espacio de trayectorias de q1 a g2 como,

Q(q1, 2, [a, b)) == {c: [a,b] = Q/c es una curva: C%, c(a) = q1,c(b) = ¢z}

También definimos la siguiente aplicacién (concretamente, es un funcional) que
llamaremos accion,

siendo ¢(t) el vector tangente asociado a una de las clases de la Definicién 1.5.

Veamos ahora un resultado interesante para lo que sigue sobre el espacio tan-
gente de 2.

1y éase el capitulo 2 de [2] v ver el capitulo 3 de la misma referencia para su andlisis.

12Fs el modelo que se usa en otras partes de la fisica, como en teorfas de campos, en las que
no conocemos “las fuerzas”, pero si tenemos ciertas ideas de simetrias que presenta el sistema.
De ahi, construimos el lagrangiano y usando el principio variacional (o lo que es equivalente, las
ecuaciones de Euler-Lagrange) obtenemos las ecuaciones.

13En realidad solo impondremos que cumpla la condicién necesaria de extremo relativo.
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Proposicién 1.1. El espacio tangente a Q(q1,q2,[a,b]) en una curva c de ese
espacio es,

T.2(q1, g2, [a,b]) = {v : [a,b] = TQ/v es C2,T@ ov=-cuywv(a)=0,v(b) =0}
stendo Tg la proyeccion del fibrado.

La idea bésica de por qué esto es asi es la siguiente. Supongamos que tenemos
una familia de curvas del tipo cy, i.e., ¢)(t) siendo ¢ es pardmetro de evolucién de
la curva y A el pardmetro de la familia. Un vector tangente seria del tipo,

v= 9
-~ dA

A=0
Pero si ahora evaluamos en un punto asociado al parametro t tendriamos y defi-
niendo una nueva familia de curvas c)(t) =: ¢;(\) ,
( ) dCt()\)
v =
7p)

A=0

Por tanto, estarfa en el espacio tangente de ¢;(A = 0), a esa curva la llamaremos c.
En los extremos es cero, ya que al derivar sobre el extremo, como es fijo (constante),
sale nulo.

Veamos ahora el resultado importante, la deduccién de las ecuaciones de Euler-
Lagrange. La idea de la demostracion puede verse en el Anexo A.

Teorema 1.2 (Principio Variacional de Hamilton). Sea L : TQ — R un lagran-
giano regular. Una curva del espacio de trayectorias es un punto critico de la accion
(i.e., cumple la condicion necesaria de extremo), si y solo si, se satisfacen las ecua-

ctones de Fuler-Lagrange, 1i.e.,
d oLy oL _
dt \ g~ dq™

stendo q; las coordenadas locales.

La condicién necesaria de extremo es equivalente a dS(c) = 0 siendo d la deri-
vada, ver el Anexo A. Esto es lo que usualmente se escribe como:

5 / bL(c(t),é(t))dt =0

Para ligarlo con lo que se ve en el Anexo A, tengamos en cuenta que si ponemos

d
v = % (trabajando en representantes locales'#), entonces, usando la regla de
A=0
la cadena (en espacios de Banach),
dey dS(cy)
dS(c)-v=dS(c) - —— =
(©-v=ds@)- G| =T

14Recordemos que en muchas ocasiones las definiciones necesitan cartas para poder llevarse a
cabo y, por tanto, necesitamos trabajar en representantes locales. Esto quiere decir que tenemos
que pasar de la variedad, a los espacios de Banach (donde la diferenciabilidad si estd desarrollada)
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Hemos visto que las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL) son,

d oLy oL _

dt \ 0¢ dq™

0’L . 0’L . 0’L 0L
Al + i’
9B age dqPage

O lo que es lo mismo,

T o0 " ae

ya que L = L(q,q,1).

Nota 1 (Convenio de sumacién). En lo que sigue, utilizaremos el convenio usual
de sumacién de Einstein en indices repetidos donde los extremos de sumacién se
deduciran del contexto, en caso contrario, se indicard. Emplearemos el convenio en
indices griegos, en indices latinos minudscula la sumacién, de haberla, se senalara de
manera explicita. Siguiendo este convenio,

También usaremos la siguiente notacién,

L(Q7Q7t) = L(Qla"'aqnac.?lv"'v(jnvt) <>

Esto es un conjunto de n ecuaciones diferenciales de segundo orden en ¢ (siendo
n el nimero de grados de libertad). Es decir, si trabajamos en Q, pero podemos
transformarlas en un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden si tra-
bajamos en TQ. En efecto, podemos reescribir las ecuaciones como sigue:
dg®

dqg®
T g gt 1.2
ik — f*(q,4,1) (1.2)

siendo

gty = (FL gy L 0L\ ( L -
DU ="\ 5o ! T atage o ) \ 9Page

donde suponemos que el iltimo factor no es nulo. Es decir, al pasar del espacio
de configuracién, Q, al fibrado tangente, T'Q, conseguimos reducir el orden de las
ecuaciones (aumentando el nimero de estas). Notemos que el primer conjunto de
ecuaciones de (1.2) en el espacio TQ deben interpretarse de la siguiente manera.

y luego volver a la variedad imagen. La idea la podemos ver en el siguiente diagrama conmutativo:

M — 5 N

E [ (1.1)

UCE ey v cF

siendo E, F los espacios de Banach modelo y y ¢, ¢’ las cartas de las variedades M y N, respecti-
vamente. Tendriamos que fioe = ¢’ 0 fop™!



1.2. FORMULACION LAGRANGIANA. 9

Supongamos que tenemos una curva del espacio de trayectorias. Para tener la so-
luciéon completa dentro de T'Q necesitamos conocer también las coordenadas de
los vectores de la fibra, ya que TQ no era solo Q, sino que también anadiamos el
espacio tangente en cada punto. Por tanto, la ecuacién nos dice que los vectores
en cada fibra deben ser iguales al vector tangente a la curva en ese punto. Por los
teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales lineales y dadas unas
condiciones iniciales de nuestras 2n variables, podriamos obtener una solucién, al

menos, localmente.!®
*ookok

1.2.3. Ecuaciones EL desde la formulacién intrinseca.

Vamos ahora a dar un enfoque geométrico a la formulacién de la mecéanica desde
el punto de vista lagrangiano. Aqui nos centraremos simplemente en las ecuaciones
de Euler-Lagrange. Una vez hayamos introducido la formulacién de Hamilton, vere-
mos maés resultados y una reinterpretaciéon de estos, como, conservacién de energia,
el teorema de Noether... En el desarrollo utilizamos andlisis tensorial, luego se re-
comienda al lector que consulte la bibliografia si tiene alguna duda.'¢

Ecuaciones de Euler-Lagrange.

La idea es presentar las ecuaciones utilizando la uno-forma de Lagrange. Para
ello, vamos antes a definir el campo A.

Definicién 1.7 (Campo vectorial A). Sea TQ un fibrado tangente y sean ¢%, ¢*
las coordenadas (locales) de esta variedad. Entonces, definimos el campo vectorial
A como:

0
A —
q- 3 + g~ B
Donde utilizamos las derivadas como base de los campos vectoriales (y los repre-
sentaremos (si son C*°) por X(M) siendo M la base del fibrado) en la manera
usual.

La utilidad de este campo es la siguiente, supongamos que tenemos una funcion
del tipo F': TQ — R (el conjunto de estas funciones las representaremos por F (M),
suponiendo que son suficientemente suaves). Supongamos ahora que calculamos la
derivada de Lie de esta funcion con el campo A,

oF oF  dF

SaF=d5 o+ =0

i.e., la derivada temporal. Veamos ahora el concepto al que aludiamos al inicio de
este epigrafe.

5Para un desarrollo de teorfa de flujos y teoremas de existencia y unicidad de estos, dentro de
espacios de Banach, puede verse el capitulo 4 de [1].

Y5Pueden verse los capitulos 6 y 7 de [1]. Ademds, si se tienen dudas de notacién (no aclaradas
en el texto), seguiremos la que ahf se presenta.
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Definicién 1.8 (Uno-forma de Lagrange). Sea L € F(TQ). La uno-forma de
Lagrange en coordenadas locales y en dimension finite se escribe como:

L
01, : 0

= dgq
g1

siendo d la derivada exterior aplicada a una funcién (cero-forma).

Sabiendo esto, ya podemos ver las ecuaciones de Euler-Lagrange independientes
de las coordenadas'”. Empecemos calculando la derivada de Lie de la uno-forma en

coordenadas,
oL oL
LAl = <£Aaq.a) an + Tqad (SAQO&)
donde hemos utilizado que £ es una derivacién (por definicién) y que conmuta con
la derivada exterior. Aplicando el comentario que hicimos después de la Definicién

1.7, tendremos:
d (0L oL
0 = — | =— | dga + =—=dg"
Lalr, 7 (aqa> q +aqa q

Ahora bien, utilizando las ecuaciones de EL (los dos pares de ecuaciones) y la
aplicacién de la derivada exterior a L € F(T'Q) tendremos la expresién buscada:

LAl = dL (1.3)

Esta formulacion nos seria til si quisiéramos hacer ciertas demostraciones teéricas,
va que no depende de la carta y trabajamos de manera mas abstracta, pero cuando
tengamos un sistema particular, sera mas practico usar las ecuaciones en coorde-
nadas. Esto nos serd ttil en el Teorema de Noether que veremos posteriormente.

1.3. Formulacion hamiltoniana.

Una de las ventajas de describir la mecénica usando el fibrado tangente, TQ, y
no solo el espacio de configuracién, Q, es que tenemos ecuaciones de primer orden,
lo que implica que dado un punto de TQ existe (al menos localmente) una inica
solucién. Pero podemos usar otros fibrados para tener ecuaciones diferenciales de
primer orden. Buscamos unas ecuaciones del tipo de (1.2), i.e., que sean

gt

—_— = 1'4
NG (14)
y eventualmente también podrian depender del tiempo (f!(£,t)) donde I € {1,...,2n}
y, ademas, ¢! = ¢! cuando I € {1,...,n}. Sabemos que otra forma de obtener

ecuaciones del tipo (1.4) es usar el formalismo hamiltoniano. En este marco, las

ecuaciones del movimiento son'®
OH oH
— =—p;, — =, 1.5

17 Aunque la deduccién se haga localmente, los objetos a los que llegamos al final se definen con
independencia de las cartas.
8Para una deduccién de estas puede verse [2], capitulos 5 y 6.
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También tenemos que B—H = % los momentos son = a—
W T T Y Pa = Bge

ahora las f,¢ de la ecuacién (1.4). Es claro que nuestras variables seran

. Busquemos
19

=¢" 1€{1,..,n} =p; Te{n+1,..,2n}

Veamos ahora como quedan las ecuaciones del movimiento (1.5). Por motivos de
simplicidad utilizaremos el grupo simplético real?’. En estos términos, usaremos la
matriz simplética que se define como:

0 I,
=5 %)

siendo n el nimero de coordenadas generalizadas. Es facil comprobar que las ecua-
ciones en este caso quedarian como:

! _ 00
dt o¢’
O lo que es lo mismo?! .
§=J-VH

KRRk

Pasemos ahora a ver en qué espacio estamos trabajando. Sabemos que de la Defi-
nicién 1.8, en coordenadas locales y dimension finita,

0 = padq® (1.6)

Pero esto corresponde a las coordenadas de una uno-forma de Q, lo que representa-
remos por Q'(Q). Por la definicién de las n-formas, sabemos que Q'(Q) = X*(Q),
siendo esto ultimo los campos vectoriales de T*Q, el espacio cotangente, que es
el fibrado que se definiria igual que en la Definicién 1.5 pero las fibras serian
7;Q = (T,Q)*, indicando el asterisco el espacio dual??. A este espacio lo lla-
maremos espacio de fases. Empecemos a trabajar en este espacio. Como siempre,
lo primero son ciertas definiciones:

1.3.1. Formas simpléticas y candnicas.

Definicién 1.9 (Forma simplética). Una forma simplética de una variedad P,
modelada en un espacio de Banach E, serd una dos-forma (i.e., w € Q%(P)) que
es : 1) cerrada, dw = 0, ii) para cada z € P tenemos que w, : T,P x T,P — R es
débilmente no degenerada?3.

19Utilizaremos fndices latinos en maytscula cuando los indices vayan de 1 a 2n (porque aquf sf hay
sumacién).

20 a5 isometrias de esta matriz (es decir, de la forma bilineal cuya matriz asociada en la base
es esa) definirfan el grupo simplético real, como veremos en adelante, tiene gran conexién con la
formulacién hamiltoniana de la mecénica.

21 Aqui usarfamos la métrica euclidea para construir el gradiente. No necesariamente tiene por
qué ser asi.

22Recordemos que el espacio tangente tiene estructura de espacio vectorial, luego su dual
estd bien definido.

23En el Anexo A definimos este concepto.
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Utilizando el teorema de Darboux y ciertos resultados de Algebra Lineal, pode-
mos probar el siguiente resultado®*

Proposicion 1.3. Sea P de dimension finita y w una forma simplética, entonces:
i) dim P=2n,
ii) localmente existen coordenadas z', ..., x™, y', ..., y" tal que w = dz* A dy*.

Siendo A el producto exterior. A estas coordenadas las llamaremos coordenadas
canonicas.

Sigamos ahora con la idea que comentamos al inicio de la uno-forma de La-
grange (ver Definicién 1.8). Vamos a generalizarlo (puede ser un poco abstracta la
definicién, puede verse directamente la expresion en coordenadas si se quiere) y a
tratarlo dentro de T*Q.

Definicién 1.10 (Formas canénicas). Sea Q una variedad modelada en un espa-
cio de Banach E. Sea T*Q el fibrado cotangente y 7w su proyector. La uno-forma
candnica de T*(Q sera:

H(O‘q)waq = Qg Tﬂ-(waq)
con oy € TyQ, w € Ty, (T*Q). La dos-forma candnica serd w := —d6.

Localmente, esto tendra la forma de:

0(z, ) - (e, 8) = afe)

siendo (q) =z € U C E, Ty p(ay) = a € E*, Ty, T*p(wa,) = (e, 8) € E x E* las
coordenadas siendo(U, ¢) la carta. En el caso de dimensién finita, se reduce a la
expresién (1.6) donde ¢ serian las coordenadas de x y p serfan las de a. En el caso
de w tendremos que:

w(z, a)((e1, B1), (e2, B2)) = Baler) — Bu(ez)

Pero en el caso finito podemos ver que tendremos la tipica estructura de forma
simplética. En efecto, usando que d es una antiderivacién y que p, es una cero-
forma,

df = d(p,dq") = dp, N dg" + pu N ddg" — w = —db = dg¢" N dp,

ya que d?> = 0 y el producto exterior es antisimétrico. También por d? = 0 vemos
que la dos-forma, es cerrada.

Sabido esto, vayamos ahora al estudio de las ecuaciones de Hamilton en este for-
malismo.

?4Las demostraciones de esta seccién pueden verse en [3], capitulo 3. No entraremos aquf en ellas
por falta de espacio.
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1.3.2. Campos hamiltonianos.

Definicién 1.11 (Campos hamiltonianos). Sea (P,w) una variedad simplética, i.e.,
una variedad con una forma simplética asociada. Un campo vectorial X : P — TP
se dird hamiltoniano si 3 una funcién C' que es H : P — R, que llamaremos
hamiltoniano, tal que:

ixw=dH

siendo i el producto interior.

Veamos ahora como deducimos de aqui las ecuaciones de Hamilton. Esto lo
hacemos en la siguiente proposicién. Denotaremos por Xy a los campos asociados
a un determinado hamiltoniano, que es lo que solemos conocer. En nuestro caso
tendremos que P = TQ

Proposicién 1.4 (Ecuaciones de Hamilton). Sea w en coordenadas candnicas, i.e.,
w = dq" Ndp,. En estas coordenadas,

0OH OH
Xgp=|—,——— | =JdH
" <3pj’ 0q]> !
La 1ltima igualdad se debe a la definicion de J. Es decir, que una curva integral de
este campo del tipo (q"(t),pu(t)) lo serd, ssi, cumple las ecuaciones de (1.5).

Demostracion. En efecto, introduciendo w en la formula y suponiendo que nuestro
campo, desconocido, es Xy = A*9/0¢" + B"0/0p,

ix,w=ix, (d¢" Ndp,) = (ix,dq")dp, — (ix,dp,)dq" = A"dp, — B"dg"
Hemos usado, que i es una antiderivacién y en la tdltima igualdad las propiedades

de la base de Q! = X*. Como los dg*, dp,, son base de las uno-formas Q' (T*Q = P),
los coeficientes en la Definicién 1.11 deben ser iguales. Sabiendo que,

tenemos la primera parte de la Proposicién. Por otro lado, las curvas integrales, c,
del campo cumplen que:

de(t)
=X t
o Xu(e(r)
y llevandolo a nuestras coordenadas, se sigue el resultado. |

Vayamos ahora con un concepto importante, que nos serd de gran ayuda en
nuestro analisis posterior, los corchetes de Poisson.

1.3.3. Corchetes de Poisson, definicién simplética.

Vamos a presentar los corchetes de Poisson con ayuda de la forma simplética.
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Definicién 1.12 (Corchetes de Poisson). Sean f,g : U — R, U abierto en P, el
corchete de Poisson se define como,

{fag} = w(Xf7 Xg)

Donde, recordemos, Xy es tal que ix,w = df. Sabiendo esto, y que el producto
interior cumple que £xg = ixdg es facil ver que,

{f7g} = Sng

Vamos a ver ahora una proposicién que nos serd 1util por dos motivos: para
calcular los corchetes de Poisson en coordenadas, para relacionar los corchetes con
derivadas temporales.

Proposicién 1.5 (Propiedades de los corchetes de Poisson). Sea Xy un campo
vectorial hamiltoniano en la variedad simplética (P,w). Entonces,

i) Si la curva c(t) es una curva integral del campo X, se tiene que:
d
1) = {£.9Hc(t)

i) En coordenadas candnicas, tenemos®

af v T
(oh= ST w00 — (V)T 1.7

Demostracion. (i) Por la regla de la cadena, df (c(t))/dt = df(c(t))c'(t). Usando
ahora la definicién de derivada de Lie para funciones,

{f:93(c(t)) = (Lx5 F)(c(t) = df(c(t)) Xa(c(t))

Como c(t) es una curva integral de Xy, se sigue el resultado.
(ii) Misma idea,

{f.g} =2Lx,f=4df X,
Ahora bien, esto en coordenadas serd, df/0¢! X; . Utilizando ahora que XgI =

J79g/0¢7 (misma prueba que en Proposicién 1.4, solo cambia la funcién) ob-
tenemos el resultado. [ |

Podria probarse que el corchete de Poisson junto con el R-espacio vectorial F(P)
forman un dlgebra de Lie., i.e., {-, -} es R-bilineal, {f, f} = 0 y cumple la identidad

25 Aqui definimos el gradiente suponiendo una métrica eucliadea, i.e., la definicién usual. Ya lo
usamos anteriormente.
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de Jacobi®®. Las variacién temporal de las funciones de la variedad se escribe ahora
como,

f=A{fH}
Notemos por ultimo que si H : P — TP, es decir, no depende explicitamente del

tiempo, este se conserva (ya que {H, H} = 0). La conservacién de la energia puede
verse también como,

HoF,=H VtelabCR

siendo F; el flujo asociado al campo X, que ahi viene a actuar como un operador
evolucién.

Es decir, para nuestros calculos usaremos que nuestros corchetes de Poisson serdn:

of dg
{fv g} = I v
ozh" 0z
Después, para funciones que no dependen explicitamente del tiempo tendremos:
s f=A{fH}
1.4. Conexién entre ambas formulaciones. Teorema de

Noether.

Sabemos que la formulacién lagrangiana se formula en TQ y la formulacion
hamiltoniana lo hace en T*Q. Queremos pasar de la tltima a la primera. Para ello
vamos a definir una aplicacién de TQ — T*Q, esta serd la derivada de fibras. Con
ella podremos pasar de una formulacién a otra.

1.4.1. Derivada de fibras y campos lagrangianos.

Definicién 1.13 (Derivada de fibras.). Sea Q una variedad y L € F(TQ). La
derivada de fibras se define como:
FL:TQ — T*Q
((L wq) — (q7 DLq(Q: wq))

siendo DL, la derivada con las coordenadas de la fibra fijas, restringidos a la fibra
de g € Q. Notemos que DL,(q, w,) es una aplicacién lineal de 7,Q a R, por tanto,
en el dual del dominio.

26 Ademés, los corchetes satisfacen las siguientes propiedades, para f,g,h € F(T*Q) y a, b cons-
tantes.

{f7g} = _{g7f}
{f,gh} ={f,g}h + g{f, h},
{F(f), 9} = F'(NH{f 9}

Estas se asocian con antisimetria, regla de Leibniz o derivacion y “regla de la cadena”. Las coor-
denadas candnicas satisfacen,

{pi>pe} ={a, a4k} =0, {pj,qr} = dj
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Nota 2. Aplicado a un vector,

d
FL(v) - w = —Lg(v + tw)
dt =0

Y en coordenadas,

FL:TQ — T*Q
oL

(Q> Q) — (Qa aiq)

v es lo que llamamos transformada de Legendre. %

Nuestra idea ahora es pasar de la dos-forma simplética a una dos-forma que
nos de los campos lagrangianos, al igual que la dos-forma simplética nos daba los
campos hamiltonianos, ver Definicién 1.11. Vemos que FL va del fibrado tangente
al cotangente. Nosotros queremos una dos-forma que esté en el fibrado tangente.
Necesitamos “traer” la dos-forma simplética, que estaba en el cotangente, de vuelta
al tangente. Sabemos que herramienta debemos usar, el pull-back.

Definicién 1.14 (Dos forma de Lagrange). Sea w la forma simplética de T*Q y
sea L € F(TQ). Se define,
wr = (FL)*w

y wr € Q%(TQ) serd la dos-forma de Lagrange.

Se puede probar, que en coordenadas locales, esta dos-forma tendra la siguiente

expresion:
9L d9*L

WL = 4 dg" Ndq" + ——

L OgHog? e ¢ IGHogv

siendo (g, ¢) las coordenadas locales estandar de TQ. Como comentdbamos antes,

queremos formular las ecuaciones de Lagrange siguiendo el formalismo de las de

Hamilton. Entonces, necesitamos un andlogo al hamiltoniano. Esta serd la energia.

Pasemos a la definicion.

dg" A dg”

Definicién 1.15 (Energia). Sea Q una variedad y L € F(TQ). La energia la
definimos por
E(z,v) :=FL(z,v) - v — L(z,v)

siendo z € Q, v € T, Q. En dimensién finita y coordenadas, tendra la forma?”
oL
Bla. i) — (g
(9.9) = 5aud" — Lla:9)

Ya estamos en disposicién de presentar los campos lagrangianos. Recordemos
que lo haremos de manera similar a como lo hicimos en Definiciéon 1.11, pero ahora
hacemos los siguientes cambios, w — wy, y de H — E. Veamos.

27Si pusieramos las velocidades en funcién de las coordenadas y momentos, tendriamos lo que
en la literatura también se conoce por transformada de Legendre, pero esto no es lo que nosotros
hemos llamado transformada de Legendre.
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Definicién 1.16 (Campos Lagrangianos). Sea L € F(TQ) el lagrangiano. Diremos
que Z es un campo lagrangiano si se cumple la siguiente condicion:

izwyp, =dFE

Equivalentemente, wr(q,v)(Z(v),w) = dE(q,v) - w con Vg € Qv € T,Q,w €
Tig)TQ-

Veamos ahora que lo que hemos definido encaja con la que ya obtuvimos en la
seccion 1.2.3. Ya que el lagrangiano no depende del tiempo, la energia deberia ser
constante. Por otro lado, las curvas de este campo vectorial (i.e., aquellas que cum-
plan dc/dt(t) = Z(c(t))) deben ser las mismas que las que obtenfamos del principio
de Hamilton, ver Teorema 1.2. Esto lo comprobamos en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.6 (Resultados de campos lagrangianos). Sea Z un campo lagran-
giano para L € F(TQ) y sea (u(t),v(t)) € U x E una curva integral del sistema,
en cartas. Entonces,

i) E(u(t),v(t)) es constante en t.

it) Si Z es una ecuacion de sequndo orden (i.e., en cartas, Z(u,e)=(u,e,e,Za(u, €))
para una aplicacion del tipo Zs : U x E — E). Entonces, la curva integral
satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange, i.e.,

Wity=o(t)  S(DaLu(r), o(1) - w = DyL(u(t), (1)) - w

para todo w € E. Siendo Dy, Dy las parciales usuales®®

Demostracion. Vamos a probar simplemente la primera parte, la derivada temporal
es:

L B(u(t), o(t)) = dB(u(t), o(t)) - (W (6),v'(£)) = AE(u(t), v(t)) - Z(u(t), o(t)) =

dt
= wr(u(t),v(t))(Z(u(t), v(t)), Z(u(t),v(t))) = 0

Donde hemos usado: regla de la cadena, que es curva integral del campo Z, condicién
de campo lagrangiano, w es antisimétrica por definicién (es una dos-forma). |

Por dltimo notemos que en el caso finito, las ecuaciones se reducen a las ecua-
ciones de EL. “usuales”, i.e., a:

d . d (0L oL
%q(t) =q() 7 <6qa> T 0

que son las que ya vimos, ver Teorema 1.2 o las ecuaciones de (1.2).

28Derivada en el sentido que desarrollamos en el Anexo A.
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1.4.2. Teorema de Noether.

Por dltimo, vamos a presentar el teorema de Noether. Sabemos que el Teore-
ma de Noether viene a decirnos que si tenemos un lagrangiano que presenta una
simetria, entonces, existe una magnitud que se conserva en el movimiento. La pre-
gunta es, jqué significa que el lagrangiano tenga una simetria? ;Qué cantidad se
conserva? Esto es lo que vamos a responder en el siguiente teorema.

Teorema 1.7 (Teorema de Noether). Sea Z un campo vectorial Lagrangiano del
lagrangiano L € F(TQ) y Z es una ecuacion diferencial de sequndo orden. Sea Py
un grupo uniparamétrico de difeomorfismos en Q generados por el campo vectorial
Y : Q — TQ (recordemos que vienen a ser como operadores evolucion). Supon-
gamos que Vt, L o T®, = L. Entonces, la funcion P(Y) : TQ — R, definida por
P(Y)(v) =FL(v)-Y es constante a lo largo de las curvas integrales de Z.

1.5. Mecanica en variedades de Riemann.

1.5.1. Hamiltoniano y lagrangiano en variedades.

Hasta ahora no nos hemos preocupado de qué lagrangianos o hamiltonianos
debemos de tomar para modelar el comportamiento de las particulas en la mecénica
clasica. En este seccién vamos a responder a esas preguntas. Estamos acostumbrados
a trabajar en espacios euclideos, aquellos en los cuales la métrica es la usual, a saber,
gij = 0;;. En estos casos, el lagrangiano de una particula libre es:

L=L() = ymd’
2
y las coordenadas son ¢; = x; ya que estamos en un espacio vectorial, las cartas
son la identidad. ;Cudl es nuestro hamiltoniano? Seria la energia, pero dado que la
particula es libre, no hay potencial, coincide con la energia cinética, que aqui es el
lagrangiano. En este caso, sabemos que los momentos son?” p; = mo’. Por tanto, si
expresamos la energia en funcién de estos nos queda:

P2
H=H({p) =-—
(p) =5~
Podriamos preguntarnos ahora, ;qué tiene que ver la métrica? La respuesta puede
intuirse si reexpresamos L y H como sigue,
L= tmooe  H=—gi
= ~md;jv'v = Pip;
2 Y 2m !
y recordemos que g;; = 0;; en nuestro caso. Ademads, usamos los indices arriba para
representar la inversa. Ahora si hay sumacién en indices latinos y estos van de 1 a 3.

29Parace que el criterio de fndices no “encaja”, r.h.s con los indices arriba y Lh.s abajo. Sin
embargo, es porque la métrica estd camuflada. En efecto, si lo expresamos como

Di = mdijvj

tenemos coordenadas del mismo tipo a ambos lados. Luego se entenderda mejor este paso.
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Intuyendo la relacién con la métrica, supongamos que trabajamos en coordenadas
que no son las cartesinas, localmente dadas por ¢* = ¢®(x) y también invertibles y

suaves. En ese caso, veamos como se transforma el lagrangiano?’,

o i O
L= %mfsijizij = ;m(Siquxag;B(J%ﬂ = %mgaﬁqaqﬁ
donde hemos utilizado las primeras ecuaciones de (1.2). Obtenemos que ahora el
lagrangiano depende de la métrica. Veamos como quedan los momentos con este
lagrangiano.
0L 9L 9q¢*  , 0¢”
T ov 9¢c ovt T og

bi

Por tanto,
1
H= %gaﬁ P,ap,/g
Ejemplo 1. Supongamos que nuestra particula se mueve en la esfera de radio uni-
dad, S2. En ese caso la ligadura es r = 1, luego las coordenadas generalizadas seran
las cartas de la esfera, supongamos que dadas por 6, ¢. En esféricas, la velocidad
es: '
v=7rt+r00+r¢sinfp
Luego nuestro lagrangiano seré,
m .
L= 5(7“202 + r2p? sin’ 0)
y sustituiriamos r = 1. Esto coincide con lo que comentamos arriba sabiendo que
la métrica de la esfera es: ds? = r2df? + r?sin? 9p? (métrica presentada como una
forma cuadrética). Recordemos que el espacio tangente era 7,5 2 y este puede verse
en la Figura 1.3

Después, anadiriamos un potencial que solo depende de las coordenadas (y
podria depender del tiempo) del tipo V' (q). Este estaria restando el L y sumando
el H de la manera usual.
kokoskok
Vamos a formalizar un poco lo que hemos comentado arriba. Primero, las defini-
ciones. Por simplicidad supondremos®' que m = 1.

Definicién 1.17. Sea Q una variedad pseudo-riemanniana’?, siendo el campo ten-

sorial métrico g = (-, -) € T2(Q). Definimos el lagrangiano, L € F(TQ), serd L(v) :=

2 (v,v) — V(mgv) con v € TQ siendo mq el proyector del fibrado. Por otro lado, el

hamiltoniano lo definimos como: H := E o (FL)~!.

Por tanto, es facil ver que, FL(v) - w = (v, w). Entonces, la energia ser4:

E(v) = (v,v) — % (v,v) + V(mpgu) = % (v,v) + V(mrgu)

39También puede verse la métrica como la inducida por el pull-back, la primera forma funda-
mental.

310 suponemos que el sistema de unidades es tal que la masa de nuestra particula es la unidad.

32Es decir, solo imponemos no degeneracién y no definida positiva.
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T.,5°

Figura 1.3: S? y espacio tangente en un punto.

Por otro lado, podemos dar una expresion explicita del hamiltoniano haciendo uso
de los isomorfismos musicales, que nos permiten “subir y bajar” indices. En efecto,
dado que FL(v) = ©°, tendremos que (FL)"'(a) = af con a € T;Q. Como la
derivada entre fibras preserva la fibra tendremos,

H(a) = § (o, 0f) + V(r0)

Para ver que recuperamos lo que comentamos al inicio, supongamos que trabajamos
localmente y en dimension finita.

1 o 1.
L(v) = 59"’ =V(g)  H(a) = 59%aia; +V(q)

1.5.2. Ecuaciones del movimiento. Geodésicas.

Ya hemos definido el lagrangiano y tenemos las funciones relevantes de las que
hablamos en las secciones anteriores a este tema. Alll también comentamos cémo
se regia la dindmica del sistema, seguia las ecuaciones de Euler-Lagrange, si traba-
jamos en el formalismo lagrangiano. En este punto, tenemos las dos piezas basicas
de nuestro puzzle, el lagrangiano y sus ecuaciones del movimiento. Lo que vamos a
hacer ahora es resolver esas ecuaciones, en realidad, dar una ecuacién equivalente.

Teorema 1.8. Sea L de Definicion 1.17. Entonces, c(t) es una curva integral del
campo lagrangiano (ver Definicion 1.16), ssi, satisface las ecuaciones de Euler-
Lagrange (ver Proposicién 1.6) y esto se dard, siy solo si,

Vee = —(gradV)(c(t))

siendo V la derivada covariante (suponemos que la conexion es la que se deriva del
Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana, la conexion de Levi-Civita)



1.5. MECANICA EN VARIEDADES DE RIEMANN. 21

Demostracion. Vamos a ver la demostracién en coordenadas. Aplicando las ecua-
ciones de Euler-Lagrange, y la definicién de derivada covariante,
d ooy — 209k ok OV

Zgiidd) = / ‘
7 \9ii4") 50¢ L1 " o

Operando obtenemos,

ov

oq?

Los simbolos de Christoffel son los usuales de la conexién de Levi-Civita. Notemos

que el gradiente se define de acuerdo a la métrica, como ya comentamos en la Nota
al pie 25. |

q' + i’ = —g"

Corolario. 1.8.1. En el caso de una particula libre, la trayectoria de la particula
serd una geodésica segun la métrica de la variedad. Es decir, cumple que:

V=0
Cuyas ecuaciones serian, en coordenadas,
i i iej
¢ +154'¢ =

Nota 3. Tenemos que en el caso de particulas libres, se siguen las mismas ecua-
ciones que aquellas particulas que minimizan la longitud de la curva®?. Hay cierta
conexion®® con la Relatividad General, donde las trayectorias de las particulas que
solo sufren interaccién gravitatoria minimizan el tiempo propio (son las geodésicas
del espacio tiempo con la métrica que impone las ecuaciones de campo de Einstein-
Hilbert.).

Para acabar, demos una definicién sobre el caso particular de sistemas con
potencial nulo. Es otra forma de ver las ecuaciones para este caso.

Definicién 1.18 (Spray geodésico). Sea g el campo tensorial métrico de Q y sea

el lagrangiano L(v) = §g(q)(vq,vq) siendo v = (q,vq) € T,Q. El campo asociado
al lagrangiano, Z, segin la Definicién 1.16, se denomina spray geodésico y su flujo
sera el flujo geodésico.

Notemos que la forma de este spray Z : TQ — T?Q serd, localmente,
Z(IE, U) = ((I,', v, v, 7(x7 ’U))

siendo ' (z,v) = —F;lkqiqi Por lo comentado arriba. Las geodésicas seran, por tan-
to, las proyecciones, mg, de las curvas integrales de Z.

33Gerfa en pardmetro natural, i.e., la longitud de la curva. En otro pardmetro las ecuaciones se
modifican, pero esto no influye en la longitud, es invariante bajo reparametrizaciones. Notemos
que nuestro lagrangiano, al ser la norma al cuadrado del vector tangente, no lo es.

34No total, en un caso es la longitud espacial en el otro caso el tiempo propio. Y la métrica se
obtiene de formas distintas. Pero si hay conexién en las ecuaciones del movimiento.
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Capitulo 2

Sistemas superintegrables.

2.1. Introduccion.

1

El objetivo tltimo de la Fisica es encontrar modelos que nos permitan explicar y
predecir? la realidad. Estos modelos son usualmente mateméticos, i.e., el modelo
se basa en un conjunto de relaciones matematicas entre las magnitudes de interés.
Esto podria verse como:

fi(mi,....,m,) =0 i€{l,.. N}

siendo f? las relaciones del modelo y my, ..., m, las magnitudes fisicas relevantes.
La realidad fisica es modelada, usualmente, a través de expresiones que son ecua-
ciones diferenciales (ED), tanto ordinarias como en derivadas parciales (es decir,
que en nuestra expresion de arriba tendriamos términos del tipo m; = dyemy;). El
problema es que estos sistemas de ecuaciones diferenciales pueden ser complejos, y
por tanto, no poder obtener soluciones analiticas, lo cual nos lleva a usar métodos
aproximados (numéricos, perturbativos...) para obtener soluciones (aproximadas).
Pocos sistemas pueden ser resueltos analiticamente, los que si admiten solucién
analitica se conocen como sistemas integrables. En estos sistemas podemos conocer
las magnitudes de interés, como trayectorias (clasico), espectros (cuantico), fun-
ciones de onda... en funcién de ciertos pardmetros exégenos al modelo, como la
carga, posicién inicial o masa de la particula. Pero dentro de este grupo de siste-
mas, existe un subconjunto de sistemas cuya resolucion puede hacerse también de
manera algebraica, no solo resolucién de ED, estos son los sistemas (mazimalmen-
te) superintegrables. De manera laxa, un sistema superintegrable es aquel que tiene
mas constantes del movimiento que grados de libertad. Lo que distingue a estos
sistemas es que admiten el maximo grado de simetrias, y por tanto, esto “fuerza”
a que pueda resolverse tanto analiticamente como algebraicamente (nos referimos
a las trayectorias y al espectro).

'En este capitulo, debido que es introductorio y las mateméticas son de menor nivel que el
anterior, no hemos anadido las partes de primera lectura o de segunda. Si se quiere, pueden
dejarse las demostraciones, de las distintas proposiciones que veremos, para la segunda lectura.

2Es importante que el modelo pueda hacer predicciones que puedan ser falsadas, lo que nos
permite descartar o mantener provisionalmente esos modelos, siguiendo el criterio de falsacién de
Popper.

23
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Este capitulo es una introduccién® al tema de superintegrabilidad. Primero,
estableceremos ciertas definiciones y resultados basicos. Después, trataremos dos
ejemplos muy conocidos: el problema de Kepler y el dtomo de hidrégeno (cuyos
hamiltonianos son el anédlogo clasico/cudntico uno del otro). Utilizando lo que ve-
remos de superintegrabilidad, deduciremos sus trayectorias, espectro, las leyes de
Kepler... Por ultimo, y como puente al préximo capitulo, en estos dos ejemplos
vamos a considerar su problema anélogo en S?. Esto nos permitird también profun-
dizar en la resoluciéon usando propiedades inherentes a la superintegrabilidad del
sistema.

2.2. Integrabilidad.

Primero, como paso previo a la superintegrabilidad, vamos a introducir breve-
mente la integrabilidad. Esta seccién nos sirve, también, para introducir notacién
y ciertas nociones bésicas.

2.2.1. Integrabilidad en mecanica clasica.

Recordemos del tema anterior, que nuestro hamiltoniano, localmente, tendra la
siguiente expresién en coordenadas (haciendo la suma explicita):

H= % ;gjk(Q)pjpk +V(q) (2.1)

donde, recordemos, g; es la métrica de la variedad riemanniana, que sera nuestro
espacio de configuracién. También, ¢! = det(g7*) # 0, ¢?% = ¢*/. Como ya comen-
tamos, la relacién entre el momento y las velocidades, serd: p; =m> ,_, gque , tal
que , el término de energia cinética queda,

1 4 m —
_ = ik ) e -l -h
T=5o> g ampe =5 3 gm(0)i'd
3.k £,h=1
Vayamos ahora con un concepto importante sobre la independencia de funciones.
La idea es generalizar el concepto de independencia lineal.

Definicién 2.1 (Funcionalmente independientes). Sea {fi(q,p),..., fn(g,p)} un
conjunto de N funciones definidas localmente y analiticamente en una regién del
espacio de fases de dimensién 2n. Decimos que el conjunto es funcionalmente inde-

pendiente si la matriz N x 2n
(55 3m.)
9q;” Opi
tiene rango N en la regién. El conjunto es funcionalmente dependiente si el rango

es estrictamente menor que NN en la region.

Otra forma de expresarlo es la siguiente. Si un conjunto de funciones son fun-
cionalmente dependientes, entonces, localmente existe una funciéon F' de las N fun-
ciones tal que:

30tras introducciones pueden verse en [4], [5] (francés, pero se entiende bien), [8].
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i) Para todo abierto del entorno existe* un 2 dentro de ese abierto tal que:
F(x)#0

i) F(fi,...,fn) =0 es idénticamente nula en el entorno.

Se puede probar que esta definicién es equivalente a la anterior. Por la definicién
de rango, un conjunto con N > 2n funciones, serd funcionalmente independiente
(el rango maximo es 2n < N). Vayamos ahora a la definicién de sistema integrable.

Definicién 2.2 (Sistema integrable). Un sistema regido por H es integrable si 3 n
funciones (€ F(T7T*Q)) P1 = H,Pa,..., P, que:

i) Son constantes del movimiento y estédn en involucién, es decir,

ii) Son funcionalmente independientes.

La ventaja de los sistemas asi definidos es que podemos integrar las ecuaciones
de Hamilton y obtener analiticamente las trayectorias. Por otro lado, el formalismo
hamiltoniano es el que vamos a usar en la siguiente seccién para introducir la
mecdanica cuantica.

2.2.2. Integrabilidad en mecanica cuantica.

Vamos empezar aqui la parte cudntica. Antes de nada, vamos a hacer un breve
introduccion para fijar ideas y la notacién. En mecdnica cuantica un estado fisico
se representa por un vector del espacio de Hilbert, que usualmente® seran funciones
cuya imagen esta en los complejos. En realidad, se representa por un subespacio
(quitando al elemento neutro) de dimensién uno del Hilbert. Es decir, por conjuntos
del tipo [¢] := {¢ = arp con a € C—{0}}. Es facil ver que ¢ = a1) con a € C— {0}
define una relacion de equivalencia. Cualquier estado de esta clase de equivalen-
cia puede representar al estado fisico. Si consideramos funciones normalizadas, las
constantes solo podrian ser fases, €¢'®. Es facil ver que esto de nuevo define una
relacién de equivalencia, aunque ahora no es un C subespacio.

En el espacio euclideo de dimensién n, la funcién de estado serd ¢(x,t) : R — C
v el producto interno esta dado por:

(1, ¢) = . V(x,t)p(x,t) dx

Como siempre, podemos definir una norma a partir del producto interno y tra-
bajar con vectores normalizados, ||[¢||? := (,v) = 1. Un operador autoadjunto
cumple que A (¢, Ap) = (A1), ¢) (tendrd autovalores reales y serdn candidatos a
observables). En este espacio, el principio de correspondencia es:

qj — Xj =Zj pj — Pj = —iharj

48i esto no se diera, la existencia de la funcién serfa trivial, F(x) := 0 para todos los puntos
del entorno. Pero esto no es lo que buscamos.
5Si hay espin, serfan espinores.
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Aplicando este principio al hamiltoniano en un espacio euclideo®

h? s 92

Recordemos que la probabilidad de medir el autovalor A, en un espectro discreto,
se calcula como: A
> LWk e 1P
i

siendo ¢ un estado arbitrario medido y wg\ los posibles autovectores con autovalor
. El anélogo a los corchetes de Poisson en mecanica cuantica son los conmutadores
de operadores, que se definen de manera usual [A, B] := AB — BA. Esta aplicacién
entre operadores satisface las mismas relaciones que satisfacian los corchetes de
Poisson, que vimos en la Nota al pie 26 del capitulo anterior. En particular,

(X5, X =[P, P] =0, [Xj,Py] =1ihojp, (2.4)

Las ecuaciones (2.4) definen un dlgebra de Heisenberg”, by, en un espacio de di-
mension n.

Como es sabido, la evolucién del sistema (no relativista) se rige por ecuacion
de Schriodinger,

. d
ih=o(t) = Ho(). (2.5)

Usando el operador evolucién, un estado en el tiempo t estard dado por ¢(t) =
U(t)p(0). Si ese estado inicial es autovector del hamiltoniano, i.e., Hpr(0) =
E¢g(0), la evolucién vendré dada por ¢p(t) = U(t)gp(0) = eF/'¢5(0). Llega-
mos por tanto a:

Ho=E¢ (2.6)

5De manera més general, podriamos considerar sistemas cudnticos en variedades riemannianas,
en analogia con (2.1). En ese caso, nuestro hamiltoniano serfa:

H=— e zn:i fﬂ'ki +V(x):—h—2A +V (2.2)
2m\/§jk:1 Oz 99 Oz om— " ’

donde A,, es el operador Laplace-Beltrami de la variedad. Este operador se define como V,, := divo
grad donde el gradiente se construye como ya hemos comentado en variedades no necesariamente
euclideas(grad f := (df)*), y la divergencia cumple:

Lxp = (divX)p

siendo p el elemento estandar de volumen. En el caso especial de variedad con métrica euclidea,
(2.2) se reduce (2.3). Para una prueba de (2.2), es decir, como una consecuencia de la definicién
en coordenadas, puede verse [1], tema 7-8.
"Este &lgebra de Lie se define como sigue: es el dlgebra de dimensién 2n + 1 cuyos elementos
de la base son:
B:{Xi7Pj,C’} ‘B|:2’I’L+1

El corchete de Lie se define como:

(X5, Xi] = [X;,Cl =[P, Cl =[C,C] = [P}, Ps] =0, [X;,Ps] =Céjk
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que es la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo. Notemos que la evo-
lucién de un estado expresado en una base de autovectores del hamiltoniano es
“simplemente” anadir los factores de fase.

El valor esperado de un observable A en un estado ¢(t) obedece la siguiente
relacion, J . oA

i
@@ba Ag) = ﬁ<¢, [H, Al¢) + <5> (2.7)

Tenemos una relacién similar a la vista con los corchetes de Poisson (ver 1.5).
Sabiendo esto, extendamos ahora el concepto de constante del movimiento.

Definicién 2.3 (Constante del movimiento). Sea A un observable sin dependen-
cia del tiempo. Diremos que es una constante del movimiento si conmuta con el
hamiltoniano, i.e., [H, A] = 0.

Ya tenemos los conceptos bésicos para pasar al andlogo cudntico de la integra-
bilidad. En efecto.

Definicién 2.4 (Integrabilidad cudntica). Un sistema mecdnico cudntico de di-
mension n se dice integrable si 3 n constantes del movimiento, L; j =1,...,n, tal
que satisfacen:

i) Son operadores hermiticos bien definidos en el dlgebra envolvente® del dlgebra
de Heisenberg b, o series convergentes de X;, P;, j=1,...,n.

ii) Algebraicamente independientes (ver explicacién mds abajo).
iii) Los L; conmutan por pares.

Vamos a definir la independencia algebraica de los operadores Si,...,Sy. Di-
remos que lo son si no existe un polinomio de Jordan que se anula idénticamente,
i.e., no existen un polinomio P en h variables que no conmutan que se anule idénti-
camente P(S1,...,S,) = 0. Por simetrizado nos referimos a que si aS;Sy aparece
en P se simetriza de la forma oSSy + SiS;j)/2. De la misma forma con otros
monomios. Si aparece un monomio del tipo S;, - - - S;,, pasamos a:

1
Y 5 Sigtm)

PesSnm

siendo P, el grupo de m-permutaciones.

2.3. Superintegrabilidad (polinomial).

En esta seccién vamos a centrarnos en sistemas cuyas constantes del movimiento
sean polinomios en los momentos, que son los mas usuales y los que usaremos noso-
tros en el resto de capitulos. Trabajaremos por tanto, con la definicion polinomial
de superintegrabilidad. En cuantica, estas constantes seran operadores diferenciales
de orden finito, luego tendremos superintegrabilidad de orden-finito. Empecemos
por el caso clésico.

8B4sicamente, el dlgebra universal envolvente est4 formado por todos los polinomios ordenados
generados a partir de la base del algebra.
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2.3.1. Superintegrabilidad clasica.

Por lo comentado arriba, veamos la definicién de sistemas polinomialmente in-
tegrables. Por globalmente definido nos referimos a definidos salvo en singularidades
de la variedad.

Definicién 2.5 (Polinomialmente integrables). Un sistema hamiltoniano es (po-
linomialmente) integrable si es integrable y las constantes del movimiento son po-
linomios en los momentos globalmente definidos.

Ahora bien, si exigimos més simetrias, i.e., con mas constantes del movimiento,
tendremos los sistemas superintegrables. Cuando el sistema tenga las maximas,
sera maximalmente superintegrable.

Definicién 2.6 (Superintegrable). Un sistema hamiltoniano cldsico en n dimen-
siones es polinomialmente superintegrable si admite n +k con £k = 1,...,n — 1
constantes del movimiento funcionalmente independientes que son polinomios en
los momentos. Serd polinomialmente superintegrable minimo si k =1y polinomial-
mente superintegrable mdzrimo si k =n — 1.

Se puede probar que cualquier funcién del espacio de fases que es constante
del movimiento (i.e., satisface {S, H} = 0) se puede expresar como funcién de
2n — 1 constantes del movimiento funcionalmente independientes. Notemos que las
condiciones son algo especiales, ya que no nos vale con que esas funciones estén
definidas localmente, deben estar definidas globalmente, y ademas, estas funciones
deben ser polinomios en los momentos.

Como ya comentamos, la ventaja de estos sistemas (maximalmente superin-
tegrables) es que las trayectorias seguidas por el sistema pueden determinarse de
manera algebraica, veamos esto de manera intuitiva. A lo largo de una trayecto-
ria las funciones son constantes: Ly = ¢, s = 1,...,2n — 1. Cada ecuacién del
tipo L4(q,p) = ¢s determina una hipersupercie del espacio de las fases, i.e., de di-
mension 2n — 1. Por tanto, dado que son funcionalmente independientes y estan
globalmente definidas (como polinomios en los momentos) la trayectoria debe estar
en 2n — 1 hipersuperficies tal que su interseccién es de dimension 1, i.e., la trayec-
toria del movimiento. Veamos ahora una propiedad importante de las constantes
del movimiento.

Proposicién 2.1 (Algebra de las constantes). Sea H el hamiltoniano y L, KC cons-
tantes del movimiento. Entonces, oL + BIC, LK y {L,K} son también constantes
del movimiento.

Demostracion. Es facil de probar si tenemos en cuenta que serdn constantes del
movimiento ssi {H, £’} = 0. Usando las propiedades de la Nota al pie de pdgina 26
del capitulo anterior y que los corchetes definen un dlgebra de Lie, tenemos que la
suma es cero por ser bilineal, el producto por la regla de Leibniz y el corchete por
la identidad de Jacobi. Por desarrollar una en detalle, veamos la tltima:

{H7 {ﬁ,]C}} = _{,Cv {HVC}} - {L7 {Ich}} =0+0

Por la identidad de Jacobi, y por ser constantes del movimiento. |
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Esto nos dice que podemos generar un algebra de simetria dadas unas constantes
del movimiento a partir de las posibles combinaciones lineales de multiplicaciones
esclares, sumas, productos y corchetes de Poisson de los generadores. Notemos que
en sistemas superintegrables no todas las constantes estaran en involucién.

Definicién 2.7 (Orden). Sea £ una constante del movimiento que es polinomio
en los momentos. El orden de £ que representaremos por O(L) es el grado del
polinomio en los momentos de £. De un conjunto de generadores Fy, = {L1,..., Lk},
O(Fy,) se define como

O(Fk) = méX{O(,Cl), ,O(,Ck) conﬁi 75 H}

2.3.2. Extensidn a sistemas cuanticos.

Teniendo en cuenta el paso que hicimos de los sistemas cldsicos a cudnticos en
la seccién anterior, el paso de los conceptos previamente definidos es relativamente
directo.

Definicién 2.8 (Integrable de orden finito). Un sistema cudntico es integrable
de orden finito si es integrable y las integrales del movimiento L son operadores
diferenciales de orden finito.

Ahora los sistemas superintegrables (polinomiales).

Definicién 2.9 (Superintegrabiliad cuantica). Un sistema de dimensién n es su-
perintegrable de orden finito si admite n + k con k= 1,...,n — 1 operadores dife-
renciales de orden finito algebraicamente independientes Ly = H,..., L, en las
variables x globalmente definidos tal que [H, L;]=0. Serd minimamente superinte-
grable de orden finito si k = 1 y mazimalmente superintegrable de orden finito si
k=n—1.

Tenemos una proposicion analoga a la del sistema clasico.

Proposicion 2.2. Sea H el hamiltoniano con integrales del movimiento L, K, y
a, 3 escalares. Entonces, aL + K, LK y [L, K| son también integrales del movi-
miento.

Demostracion. Andloga a la del caso clasico porque los conmutadores comparten
las propiedades que usamos alli de los corchetes de Poisson. [

Los conceptos de simetria y orden se extienden de manera analoga sustituyendo
grado por orden del operador.

2.4. Ejemplos importantes.

En mecdnica cldsica nos interesan, entre otras cosas, las trayectorias seguidas
por el sistema. En mecédnica cuantica, nos interesan, entre otras cosas, los autova-
lores del hamiltoniano (el espectro de energias). En esta seccién vamos a tratar de
obtener estas dos cosas en dos sistemas fisicos paradigmaticos: Kepler y el atomo de
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hidrégeno. Pero lo haremos, como es 1égico, utilizando que son sistemas superinte-
grables. También trataremos este problema en distintas situaciones. Trataremos los
problemas en tres dimensiones, 3D (espacio plano), y también en espacios de dos
dimensiones con curvatura constante positiva (S2), que serdn similares al estudio
que realizaremos en el siguiente capitulo.

2.4.1. El problema de Keppler clasico.

El problema de Kepler es un proble-
ma cldsico de la mecénica?, trata la in-
teraccién de dos cuerpos con una fuerza
inversamente proporcional al cuadrado °
de la distancia. Del estudio de este pro- o
blema, que se puede aplicar con cierto
grado de error'? al movimiento planeta-
rio, se deducen las famosas leyes de Kle- ®
per que veremos mas adelante. Debido
a la conservacién del momento angular,
podemos considerar el movimiento en

Fi 2.1: Probl de Kepl
un plano. El hamiltoniano seria: RO robletila de Repier como

aproximacion de las trayectorias planeta-

1 a rias. Dibujo no a escala.
Ly:=H= 5( %—i—pg)—ﬁ, a>0.
i + a3
(2.8)

Es decir, la energia asociada a la fuerza gravitatoria (que serd una constante del
movimiento por no depender explicitamente del tiempo) donde hemos supuesto,
como ya comentamos en otras ocasiones, que m = 1. Las ecuaciones de Hamilton,
con ese hamiltoniano serfan, como ya conocemos:

i o ad

q Piy Di (q% +q%)3/2

Aqui no las resolveremos, sino que usaremos lo que hemos comentado en secciones
anteriores de superintegrabilidad. Aqui'! n = 3, por tanto, 2n—1 = 5. Necesitamos
5 constantes del movimiento independientes. Por el teorema de Noether, recordemos
que es una fuerza central, tenemos que el momento angular se conserva. Visto de
otro modo,

dl _dFxp) . . . dpf
at - @ VKPR

9Para un estudio de este sistema sin superintegrabilidad puede verse [2], capitulo 2.

1%De partida hay cierto error debido a la interaccién de otros cuerpos. Es razonable despreciar
este efecto por ser el Sol mucho mas masivo, pero estos cuerpos si produciran efectos que se pueden
calcular por métodos perturbativos. Otro factor es que no estamos ante particulas puntuales. Pero
hay correciones que van maés alld de la mecdnica, la precesién anémala del perihelio de Mercurio
se explica con Relatividad General y es un espaldarazo a esta teoria del espacio tiempo.

1 Algunos autores directamente tratan el problema de Kepler en el plano, aqui justificamos
por qué la superintegrabilidad en n = 3 y n = 2 en este caso es equivalente. Como veremos, el
movimiento necesariamente se da en un plano.
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Pero ambos sumandos son cero, por la definicién del momento angular en car-
tesianas y porque la fuerza tiene la direccion del vector posicién. Por otro lado,
I(t) - 7(t) = 0y I(t) - #(t) = 0 V¢, luego, como el vector es constante, fijamos el
momento angular orbital tal que esté en la direcciéon perpendicular al plano que
forman la velocidad y el vector posicién (que supondremos que es el xy). Entonces,
[ = (0,0,1) y el movimiento se dard en un plano. Es decir, ya hemos encontra-
do tres constantes del movimiento, y ademds, dos de ellas son nulas. Es decir,

€2ij9iPj = €2ijqip; = 0. La tercera componente serd:

Lyi=1l3=> e3;q:p; = Q2 — G2
i

se puede comprobar que {H, Lo} = 0. Pero sabemos que en este problema existen
dos constantes mas del movimiento, esta es el vector de Laplace-Runge-Lenz que
se define como:

ar r aqp r oqo
= Lopr — —————, —Lop1 — ————
V& + a3 V& + a3 V& + a3

este vector es paralelo al vector que forma el origen con el punto de maximo acer-
camiento (perihelio, que es invariante). Tenemos seis constantes del movimiento,
que son mas que las 2n — 1 que comentamos, luego algunas deben depender funcio-
nalmente de las otras. Lo podemos ver en que € - L = 0. También puede probarse
que:

(L3,L4) :=E=px L—

€-€=L3+L2=202H + o (2.9)

Podemos usar las constantes {L1,--- , L4} para generar el algebra de simetria. Los
corchetes no nulos serfan'?

{L2,Ls} = +Ly, {Lo La}=—L3, {L3,La}=-2L2H. (2.10)

Notemos, como era de esperar, que todos los corchetes con £; son nulos. Vamos
ahora a centrarnos en la buisqueda de trayectorias. Hacemos los siguientes supuestos
o fijacién de valores:

= [ := F, la energia.
= L5 :=1, el momento angular.

» Fijamos'? el sistema de referencia tal que el vector de Runge-Lenz sea del
tipo L4 =0, L3 =¢e; >0

12No forma un 4lgebra de Lie debido al término cuadritico que aparece. Se puede probar que
en un algebra de Lie, si [,] es el corchete de Lie y {L1, ..., L, } es la base del dlgebra, se tiene que:

[Li, Lj] = ci; Ly

y las constantes cfj son las constantes de estructura del algebra.
13Obviamente, esto no afecta a la fijacién original de los ejes tal que el momento angular fuera
paralelo al eje z. Todavia nos queda libertad para rotar sobre ese eje los vectores de x — y.
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Partiendo de estas condiciones, veamos como quedan las trayectorias. Primero,
e? = 20°F + o por la relacién de (2.9). Sustituyendo ahora el vector de Runge-
Lenz obtenemos los momentos lineales en funcién de las coordenadas,

o0 e eq
0Vai + a3 o Wa+a

Sustituyendo ahora esto en la expresiéon del momento angular, obtenemos:

,_ me agf el _amer avai+a
Ty g\/ 2 2 g\/ 2 2 / )
i+ 4 Qi + Q3

Teniendo en cuenta que q; = 7 cos ¢ llegamos a la siguiente ecuacién:

12 2°E
=——— —siendoe:=1{/1
r(@) a(l + ecos o) slendo € + a?

(2.11)

donde hemos utilizado la relacién (2.9). Sabemos que esta ecuacién representa las
cénicas en polares, siendo € la excentricidad de la cénica. En la Figura 2.2 mos-
tramos las distintas cénicas solucién al problema. Estamos ahora en posicién de
deducir la leyes de Kepler.

Proposicién 2.3 (Leyes de Kepler). Sea un sistema del tipo Kepler, i.e., el plan-
teado arriba. Entonces, se cumplen las siguientes leyes:

1°%: Las trayectorias, de los posibles planetas modelados por ese sistema, son elip-
ses.

2%: La drbita del planeta barre dreas iguales en tiempos iguales (ver definicion de
esto en la demostracion).

3%: Si T es el periodo y R es el semieje mayor de la elipse, entonces T?/R3 es
constante.

Demostracion. La primera ley es sencilla, las tnicas trayectorias cerradas son las
elipses. Para la segunda ley tengamos en cuenta que el area sera:

o) pr(e) 1 /9@
A(t) :/ dS:/ / rdrdp = / r2(p)d
S(t) (0) Jo 2 #(0)

Usando el jacobiano en polares. Utilizando la regla de la cadena,

dA($(t)  dA(®)do(t) 1

dt dp dt 2

donde en la segunda igualdad hay que tener en cuenta que el Teorema Fundamental
del Calculo y (2.11), después operar (usando la definicién de [ y que aqui ¥ = p,
m = 1. No necesitamos conocer ¢ = ¢(t)), y es constante por ser | una constan-
te del movimiento. Finalmente, para la tercera ley, suponiendo que es una elipse
(estd implicito en la ley) y usando ii),

IT 472
A= = 1% (a) = 2T%)4 - T? = —— 3
(6%

2
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(a) e = 0, circunferencia (caso parti- ~
cular de elipse). (b) e = 0.5, elipse.

y S y

(c) € =1, pardbola. (d) e = 1.5, hipérbola.

Figura 2.2: Distintas cénicas solucién a problema de Kepler. En todos los casos
2/a=1

Con R = a y b es el semieje menor y usamos propiedades de la elipse. Notamos,
por tanto, que la constante no depende ni del [, ni de E ni de otras constantes de
la particula. |

Nota 4 (Teorema de Bertrand). Aqui es equivalente decir acotado a cerrado. Pero
esto no es general, solo en los potenciales centrales tridimensionales de Kepler-
Coulomb y oscilador isétropo tenemos que todas las 6rbitas acotadas estén cerradas.
Este es el Teorema de Bertrand. Ambos sistemas son superintegrables.

Nota 5 (Tercera ley aproximada). En realidad si dependeria de la masa de la
particula. Aqui hemos supuesto que el Sol esté fijo, pero en realidad también estaria
moviendose. Si lo tuviéramos en cuenta, el problema relativo (lo separamos en el
problema del centro de masas (trivial) y problema del movimiento relativo relativo)
dependeria de la masa reducida (nosotros hemos supuesto que la masa es 1, pero
esto serd en distintos sistemas de unidades segin el planeta). En nuestro caso, el
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ultimo célculo dependerfa de (m + M). Obviamente, entre los distintos planetas
ese parametro es similar, M > m para cualquier planeta. Es decir, es una ley
aproximada, aunque error muy pequeno.

2.4.2. Analogo de Kepler en la 2-esfera.

Vamos a considerar el andlogo al problema de Kepler en un espacio de cur-
vatura constate y positiva, vamos a considerar S?. Este problema es interesante,
yva que en el siguiente capitulo también trabajaremos en la 2-esfera, aunque con
otro hamiltoniano y utilizando otros métodos. De nuevo, veremos como usando la
superintegrabilidad podemos obtener las trayectorias y ademads, veremos como en
cierto limite recuperamos el problema de la secciéon anterior. Como ciertas cosas son
iguales a las de la seccién anterior, no lo comentaremos con tanto detalle. Vamos a
considerar a la esfera encajada en el espacio euclideo de dimensién 3. Sean x1, 2, x3
las coordenadas cartesianas, entonces, la ecuacién de la esfera de radio unidad es:
2? + 23 + 22 = 1. Pero notemos que también tenemos otra restriccién en nuestro
espacio de las fases, los momentos deben estar en el espacio tangente a esa esfera.
En nuestro caso, eso se traduce a: Z?:1 pix; = 0. El hamiltoniano viene dado por:

axs

2 2
V] + x5

14 :
con“a<0yJ; = Ej,k €ijkTjPk, POr ejemplo, J1 = wop3 —x3p2 y esto corresponde
al momento angular. Notemos que si utilizamos los corchetes de Poisson con las
coordenadas y momentos usuales, tenemos:

H=7J+J}+ T} + (212)

3 3
{H,> 23} =0 {HY p}=0
=1 i=1

Por otro lado, se puede comprobar que existe la siguiente relacién entre ambos

hamiltonianos'®,

axs :ff+@un+xﬂu+ww@2
(2% + 23 + 23) /2% + 23 2} + a3 + a3 ’

Imponiendo nuestras condiciones, ambos hamiltonianos coinciden. En analogia con
lo visto en la seccién anterior, podemos comprobar que las siguientes funciones son
constantes del movimiento:

H' =p}+p3+pi+

O;xl 50 L2 =203 - =2 xX=-u (2.13)

x4+ Nz
1123 1+ 23

Ademas, las relaciones del algebra de simetria son:

Ly =20T3 —

{X, L1} = 4Ly, {X, Lo} =Ly, {L£1,L:) = —4(H —2XH)X, (2.14)

M Antes a > 0
!5 Ahora suponemos que la masa es tal que m/2 = 1.
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Y su dependencia funcional viene dada por:
L34 L3 +4X —4HX? —a® =0. (2.15)

Si al médulo del vector (L1,L£3) lo llamamos «, i.e., £3 + L3 =: k%, tendremos
k2 = o +4HX? — 4X*. Obviamente, x > 0. Como hicimos con el caso de Kepler,
escogemos un sistema de referencia x1,z2,z3 el vector analogo al de Runge-Lenz
apunte siempre (es constante) en la direccién del eje x1, es decir, (L1, L2) = (k,0).
Teniendo esto en cuenta y sustituyendo las constantes del movimiento en (2.12),
llegamos a'®

a?  K?

2
(HX2 —(F+) - X4> (et +a3) —a? (5 + ) =0 (216)
Fijadas las constantes, (2.16) describirfa un cono. Pero recordemos que también
tenfamos la condicién de z? + x3 + 23 = 1, luego la trayectoria serd la interseccién
de ambas superficies, como puede verse en la Figura 2.3a!'”. En el resto de imagenes
de la Figura 2.3 lo que vemos es la solucién en los distintos casos asociados a las
distintas coénicas. Esta asociacién la hacemos debido a lo que vamos a ver en la
siguiente subseccién.

2.4.3. Contraccién al espacio euclideo E?

Como vemos en la expresién de nuestro hamiltoniano, ver (2.12), tiene un com-
portamiento atractivo (o < 0) cuando estamos en el polo norte (x1,z2 =~ 0, x3 ~ 1).
Vamos a suponer que tenemos un observador situado en el polo norte de nuestra
esfera y que tenemos la situacion descrita lineas arriba, lo que puede verse como:

r?i=a2f a3 <1 (2.17)

Aplicando estas condiciones, veamos como quedan nuestras coordenadas (impo-
niendo las restricciones que vimos en la seccién anterior del espacio de las fases).
Primero definimos las nuevas coordenadas de este observador:

Xr =T, Y = 1Yy2, (2 18)
Px ‘= DP1, Py = P2

Por otro lado, veamos como quedaria la coordenada x3s,

72\ 1/2
x3:+<1—1> =1+o0(r’)~1

Donde hemos desarrollado en orden cero. También, dada la otra restriccién en los
momentos,

1
p3 = —g(xpx +ypy) = —(1+ ' (r?))(xps + ypy) ~ —(xps + ypy)

16Basta con sustituirlo, operar y separar la raiz y después elevar al cuadrado
"Este serfa el andlogo a la primera ley de Kepler en S2. Para el resto de leyes, puede verse [4]
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(a) Interseccién del cono con la
esfera. Los parametros son: a =
-8,X=15H=1 (b) Caso asociado a la hipérbola.

X ~

—~/

(c) Caso asociado a la pardbola. (d) Caso asociado a la elipse.

Figura 2.3: Distintas soluciones al problema de Kepler en S2.

Si definimos las constantes (serdan constantes porque son combinaciones lineales de
constantes, ver Proposicién 2.1) 3, h por

a =0, H-Xx%*=h

Ahora, sustituyendo en (2.12) y utilizando de nuevo la condicién (2.17) encontra-
mos:
g

Veamos ahora que encontramos los mismos'® resultados que vimos en la seccién del

problema de Keppler: X = zp, — yp, = [, y el vector de Runge-Lenz
px By
/2 + y2 /2 + y2

18 A la hora de comparar, tengamos en cuenta que ahora la masa es m = 2, antes m = 1 y que
B < 0, pero en el primer caso, a > 0.

£1:61:—2Xpy— [,2:62:2pr—
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Los corchetes nos quedan:
{X, L1} = +Lo, {X, Lo} = —L1, {L1,Lo} = —4hX, L3+ L3 — 4hX?% — 3> = 0.
La ecuacion de las trayectorias seria,

/62
4 4

Las soluciones de (2.20) son las usuales, secciones cénicas: interseccién de un plano
con un cono.

[hx? — (= )] («* +9%) — 62( +&%)?% =0. (2.20)

2.4.4. EIl problema cuantico de Coulomb-Kepler en 3.

Vayamos ahora a la parte cuantica. Vamos a tratar el problema de Coulomb-
Keppler cuantico, i.e., el &tomo de hidrégeno con la ecuaciéon de Schrodinger. Pri-
mero, escribimos el hamiltoniano de la manera usual:

1 «
%p - r=y/23+23+2% a>0, (2.21)

siendo p; los operadores del momento lineal. Veamos ahora las constantes del movi-
miento. Sabemos, dado que el potencial es central, que conmuta con los operadores
de momento angular,

=

L=Fxp (2.22)
ademds, con el andlogo cuantico de vector de Runge-Lenz'®
L1 .. o
A= —@'xL—-Lxp)——r. 2.23
5 (P p)— T (2.23)
Las relaciones de conmutacioén entre los operadores son (ademés de [L, H] = [A, H] =

0):
[Lj, Lk] = iEjkng [Lj, Ak] = Z‘&“jkgAg [Aj, Ak] = —%EjkngH (224)

A partir de aqui podemos obtener los autovalores de E de manera algebraica. Para
ello definimos los siguientes operadores,

, B 1. = B
K = B8A §g:==-(L+K) q:

2 == F)

NJM—\

Con § := 1/ 2E . A partir de (2.24) podemos obtener las nuevas relaciones de

conmutacién, que son:
[9i5 95) = €ijkgr 9, q5] = €ijkar [9i,q;] =0

Es decir, tenemos las mismas relaciones de conmutacién que el momento angular?’
i.e.,, SO(3). Los casimires serén,

C_ = 4(]2 C+ = 492

19Para vectores de este tipo en este sistema y en otros, puede verse [7].
20véase, por ejemplo, [6].
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Operando,
Ci=L*+3?K?+23L- A (2.25)

Es facil ver que L-A= 0, ya que si tenemos sumandos del tipo &;;xpjLiL; = 0,
tenemos una suma de una parte simétrica (L repetido) y otra antisimétrica (los dos
indices asociados al pseudotensor de Levi-Civita). De la definicién se puede probar
que’

2H

m

R?=a*+(L* +1)—

Si ahora lo aplicamos a un estado con energia E a (2.25) usando la ecuacién anterior,
las partes del momento angular se cancelan 2! y obtenemos (usando los autovalores
del Casimir),

a2m

C 1——)=4 1
b=(-1- 55 ) =4(+1)
Lo que finalmente obtenemos es:
g —ma?
2n?2

siendo n = 2¢+1 € N. Recordemos que trabajamos con i = 1. Es decir, obtenemos
el espectro del atomo de hidrégeno.

2.4.5. EIl problema cuantico de Coulomb-Kepler en S2.

Vamos a estudiar el problema de Kepler en S2, el andlogo cuantico al problema
de la seccion anterior. Este problema es interesante, ya que en el siguiente capitulo
también trabajaremos en la 2-esfera, aunque con otro hamiltoniano y anadiendo
nuevos métodos. Empezamos por el hamiltoniano, que sera:

(2.26)

3
H = J +
; \/m1+x2

con J; = Z?,k:l €ijkT;0k, P.e., J1 = 1203 — x302. Nuestro objetivo es encontrar
los estados ligados de Hiy) = E1 para funciones ¢ (x) de cuadrado integrables en
la esfera de radio unidad, % + 2% + 23 = 1. Como antes, trataremos el caso en
coordenadas euclideas x1, x2, x3, y las funciones las restringiremos a la 2-esfera. Lo
primero que necesitamos es la base de simetrias, que la conseguiremos aplicando el
simetrizador (como explicamos al inicio de este capitulo) a las simetrias cldsicas y
aplicando el principio de correspondencia:

axy axy

Ly = J1Jzs+ J3J1 — 5

Ly = J1J3+ J3J1 — —
] + x5 xy —i—x

X J37

también H. Las relaciones de estructura y el Casimir son:
[X)Ll] - _LQ) [X7 LQ] = L17 [Ll)L2] =4HX — 8X3 + X)

L3+ L3+4X* —4HX*+ H-5X%>-a*=0. (2.27)

21Esto esté relacionado con la degeneracién accidental del 4tomo de hidrégeno.
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Para deducir el espectro es conveniente obtener unas nuevas simetrias. Dado que
por la Proposicion 2.2, las combinaciones lineales también seran simetrias definimos:
Lo=1iX, Lt =L —iLy, L~ = Ly + iLs. Definidos asi, L* son uno el adjunto del
otro. Mas tarde veremos su significado. Primero, las nuevas relaciones y Casimir:

[Lo, L) = £L*, [L*,L7) = 8HLy + 16L3 + 2Ly, (2.28)

LYL™ — (4HLo+ 8L} + Lo) = —4L4 — 4HL3 — H — 512 + o (2.29)

Notemos que (2.29) puede escribirse como (utilizando el conmutador de [L*, L™)):
L LY + (4HLy+ 8L} + L) = —4L§ —4HL2 — H — 512 + o (2.30)

Veamos ahora qué podemos deducir de las relaciones de simetria. Lo primero es
que todas las simetrias son constantes del movimiento, i.e., conmutan con el ha-
miltoniano, por tanto, podemos encontrar una base comiin de autovectores??. Esto
nos simplificara los cdlculos bastante. Para ver la utilidad de los corchetes de L*
veamos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4 (Operadores Li). Sea ¢ € Vg, siendo este ultimo un subespacio,
finito, de autovectores con energia E. Ademds, 1 es autovector de Lo con autovalor
A. Entonces, se cumplen las siguientes proposiciones:

i) Estos operadores dejan invariante Vg, i.e., no modifican el autovalor de la
energia.

ii) O bien, LT = 1)y (elemento neutro) o L1 es autovector de Lo con autovalor
A+ 1

i11) O bien, L=¢ =1y o L™ es un autovector de Ly con autovalor A — 1.

Demostracion. Usando Hy = E,
HL*y = L*Hy = E(L*)

y queda i) probado (esta parte es vélida para cualquier operador que conmute con
el hamiltoniano). Vayamos con los otros. Utilizando las relaciones de estructura
veamos qué pasa con los autovalores de Lg. Si tenemos Loy = A\ y utilizando
(2.28) tenemos:

Lo(L™ ) = (L Lo+ L¥) = (A £ 1)(LF9)

Luego suben y bajan los autovalores de Ly?. Ahora bien, como estamos en un
subespacio finito, la degeneracién de este no puede ser infinita, luego deben existir
W tal que L*eh = 1) y, por tanto, al seguir aplicando L* no obtengamos un conjunto
infinito de autovalores de Lo (ya que quedaria (A £ 1)1g = 1o, el autovalor es 0).
La idea de esta prueba puede verse en la Figura 2.4a. |

22V éase [6], capitulo 2.
23En el siguiente capitulo desarrollaremos con més detalle operadores de este tipo.



40 CAPITULO 2. SISTEMAS SUPERINTEGRABLES.

(b) Esquema de los “movimientos” que hace-
(a) Esquema de la actuacién de los mos con los operadores L* en el razonamien-

operadores LT en el plano de A — to. En azul, autovalores, en negro, autovecto-
E. Estos operadores no modifican la  res y en rojo operadores. Nos mantenemos en
energia. el subespacio con la energia fijada.

Figura 2.4: Distintos esquemas para los operadores L*.

Veamos ahora como podemos obtener el espectro. Sea 1 € Vg con autovalor A
de Lg. Definimos

Lgy = (] Lo
=1

para k = 1,2.... Como Vg tiene dimensién finita, 3k tal que (LT)F 1y = 4. Sea
ko el minimo de estos y definimos ¢q := (L*)*04). Por lo visto en la Proposicién 2.4,
¢o es autovector de Lo, Lopg = pgg con p = A+ ko. Aplicando L™ a ¢¢ podemos
ir generando los distintos autovectores, que denotamos por ¢; := (L™) ¢g. Por
lo comentado en la demostraciéon anterior, In tal que L~ ¢, = 1yg. Entonces, los
autovectores seran:

L0¢j:(/‘t_])¢37 jZOa]-a--'vna L_¢j:¢j+17j:07""n_1'

Una idea del razonamiento puede verse en la Figura 2.4b. Para obtener la energia
aplicamos las relaciones que nos faltan. Simplemente utilizaremos las relaciones
anteriores y que H¢; = E¢; Primero las aplicamos (2.29) a ¢;:

L¥ i1 = ((AE + )i —j) +8(n = 5)° = 4(n = j)* = AE +5)(n = j)* = E+a?) ¢;
Si aplicamos cuando j = n se obtiene

(4E +1)(u—n) +8(p —n)® —4(p —n)* — (4E +5)(u —n)? — E+a? = 0. (2.31)
Ahora aplicamos (2.30) a ¢o para obtener —(4E + 1)u — 8u3 — 4u* — (4E + 5)u? —

E + o? = 0. Tenemos dos ecuaciones con dos incégnitas, si resolvemos para E

1 1 a?

E:—*<2M+1)2+Z+m,

1 (2.32)
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Ahora usamos la ecuacién anterior en (2.31) y obtenemos la ecuacién:

(n—2u)(n++/(n+1)2+2ia —2u)(n+ v/ (n+ 1)? — 2iac — 2p) (2.33)
x(n—+/(n+1)%+2ia — 2p)(n — /(n + 1)? — 2ia — 2u) = 0.

Esto es igual a cero, ssi, al menos uno de ellos es igual a cero. Como son autoad-
juntos, solo pueden ser aquellos reales, i.e., p = n/2. Finalmente, la energia para

Vg seré:
1 1 a?
Epn=—=(n+1%+-+

: ARy (2.34)
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Capitulo 3

Superintegrabilidad de
hamiltoniano tipo U(3)
generalizado.

3.1. Introduccion.

Una vez introducidos los sistemas superintegrables y los ejemplos importantes
en el capitulo anterior, nos proponemos en este capitulo un estudio de un sistema
particular con cierto detalle. El propdsito de este capitulo es definir una familia de
hamiltonianos a partir de uno conocido, y estudiar si estos son superintegrables. El
método que usaremos en este capitulo se basa en la factorizacion del hamiltoniano.
Después, utilizando ciertos resultados tedricos (que aqui proponemos y probamos)
comprobaremos que existen ciertos operadores que conmutan con el hamiltoniano.
También analizaremos el andlogo clasico de este hamiltoniano, obteniendo al final
del proceso, y hallaremos las trayectorias del sistema de manera algebraica.

Por otro lado, otro de los objetivos de este capitulo es deducir parte del marco
tedrico necesario para trabajar con el método de factorizacién, en particular, del
estudio de los operadores shift y ladder. Probamos ciertos resultados teéricos nue-
vos, con la mayor generalidad posible, que nos permitirian estudiar otros sistemas.
También presentamos detalladamente del proceso de obtencion de los operadores
shift, que es aplicable en otros casos.

3.2. Aplicacion del método de separaciéon de variables.

Al igual que hicimos en el capitulo anterior, definidos en la esfera, pero esta
sumergida en un espacio de dimensién superior, E3 Nuestro hamiltoniano de partida
es:

2
1?2—-1/4
Ha::—g JEyp i 1 52/
— :

43
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donde hemos tomado como coordenadas (so,s1,s2) y definimos J; := €;;,5;0k. Si
trabajamos en coordenadas esféricas con angulos ¢1, ¢ el problema de autovalores

Ho¢ = E¢

se transforma en el siguiente,

12-1/4 1 2-1/4 12-1/4
Ha:—f);—l—tan(bﬁqgl—i- 2= 1/ [— 2 01/ 1=l }

sin? ¢ cos? ¢y P27 0082 gy sin? ¢y
Nosotros no vamos a trabajar con ese hamiltoniano, sino que vamos a modificarlo

anadiendo un parametro k, con el que podemos definir la familia uniparamétrica
de hamiltonianos como sigue:

12 -1/4 k2 22 2_1/4 12-1/4
Hy = —8§+tan¢18¢1+ 2 / [ 2 0 / 1 /

sin? ¢y cos2¢y | k2 coslkgy | sin? koo

En primer lugar, vamos a buscar soluciones separables por los métodos habituales.
Procedamos a hacer los siguientes cambios de variable:

Cpi=¢;1
- 0:= koo

Entonces, nuestro hamiltoniano queda';

12 -1/4 k2 2-1/4 12-1/4
H:—ﬁi—l—tancb&;s—i- 2 / [— 24 9 / 1 / }

sin?¢  cos2p | U cos?f sin? 6

Procedamos ahora con la separacién de variables. Sea W(60,¢) = 1¥(6)¢(¢). Por
tanto,

3—1/4
sin? ¢
v(0)

H(0)p(¢) = —1p(0)950(¢) + 1(6) tan ¢, + 1(6) o(d)+

2-1/4
sin® 6

k‘2
cos2 ¢

2—1/4
cos2 6

T o(@) [—azw@ T b(0) +

Pero HV = EV,
1 13-1/4
2@ e O

2 —1/4 2 —1/4
cos? 0 () + sin’ 0

Ll L
() PO gy o0
1 K2 5
s | O

Si definimos;

I
&

w0

I3—1/4
sin® ¢

» Hy = —835 + tan ¢y +

!Omitiremos el subindice k para no cargar la notacién, pero tengamos en mente que tenemos
una familia uniparamétrica de hamiltonianos.
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—-1/4 12-1/4

cos2 0 sin® 6
se puede reescribir como sigue (no expresamos, ahora, la dependencia explicita de
cada funcién),

» Hy = —834—

Entonces,
1 1 K2\
—Hypp=(F — —H —
(e o = @ +%) (COS%)

Pero lo que tenemos son dos funciones tal que,

df(0) _ dg(¥)

F0)=9(v) = =, 7 — f(0) =9(¥)
Por tanto,
1
JHglﬁ = FE' =cte — Hgpyp = E'y (3.1)
Entonces,
k*E'
Hy+—— =F 3.2
<¢+COSQ¢>90 @ (32)
Finalmente, si definimos (también, M := kv E' ),
2-1/4  M?
Hy =03+t 2 HY'o=E
s 05 + tan ¢pdy + S0 o +c082¢) — Hy o %
podremos expresar el hamiltoniano total como:
k*(Hy — E')
H=g)+>—~—" 7 3.3
o T cos? ¢ (3.3)

Lo que finalmente hemos conseguido es un sistema de dos ecuaciones de autovalores,
(3.2) y (3.1), una para cada variable con los (sub)hamiltonianos que previamente
hemos definido. Definiremos 3 tal que E’ = /2.

3.3. Operadores ladder, shift y factorizacion.

El objetivo es encontrar operadores ladder (es decir, operadores que nos co-
necten, de algin modo, los autoestados del hamiltoniano con distintos autovalores,
pero manteniéndolo dentro de la familia) y operadores shift (es decir, operadores
que nos conecten autoestados de distintos hamiltonianos de la familia, pero man-
teniendo el autovalor). Estos operadores los aplicamos a las distintas funciones que
componen la funcién total (la parte de ¢ y de 0) tal que para ciertos valores de k
la aplicacion de operadores escalera y desplazamiento a cualquier autovector haga
que la nueva funcion siga siendo autovector del hamiltoniano con la misma energia,
aunque “internamente” haya cambiado de autovalor del subhamiltoniano o el va-
lor del parametro de la familia de hamiltonianos. Esto nos permite construir dos
simetrias independientes, para probar que es superintegrable. Véase la Figura 3.1

para una visualizacion grafica de lo que buscamos.
kokskok
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3.3.1. Operadores escalera y desplazamiento.

Formalmente, vamos a dar una definicién precisa de qué entendemos por estos
operadores.

Definicién 3.1 (Operador ladder o escalera). Sea H un operador. Sea ¥y € Hy/,
siendo el tiltimo el subespacio de autovectores con autovalor A = f(\') 2. Entonces,
si el operador L cumple que:

Ly :Hy — Hat1
Yn — Yyt = Lahy
lo denominaremos como operador escalera o ladder. Generalizando,
Lipn:Hy — Hyan
Yx > Yxvtn = Lanty

Definicién 3.2 (Operador shift o desplazamiento). Sea {H,,}mez una familia de
operadores. Sea )" € HY', siendo el 1iltimo el conjunto de autovectores de H,, con
autovalor A. Entonces, si el operador S cumple que:

Syt HY — HYE

m m=+1 m
PN YT = Sy
lo denominaremos como operador desplazamiento o shift. Generalizando,

Sin : HY — HY*"
YR Y5 = Say

Esto encaja con la idea intuitiva que presentamos atras.

3.3.2. Condicién para las simetrias.

Veamos ahora el teorema basico de este capitulo y la posterior demostracién
que damos. Este resultado nos da la guia tedrica para encontrar las simetrias.

Teorema 3.1 (Condicién suficiente para 3—o simetrias). Sea nuestro sistema (con
el hamiltoniano de (3.3)). Supongamos que existen operadores “ladder” y“shift”
como sigue?,

Lign : /H% — Hg:ﬁ:Qn

g — Ygton = Lionip

2Por ejemplo, puede ser que A = C\' y el operador afecta a \’. Este es el caso de los operadores
escalera en el momento angular y de los que vimos en el capitulo anterior con el estudio de Coulomb
en S2. En nuestro caso serd E = f(B) = 32

3Modificamos ligeramente la notacién que usamos en la Definicién 3.2 y omitimos el autovalor,
que sabemos que se mantiene invariante, y expresamos simplemente como subindice el valor de M,
que hace referencia al hamiltoniano de la familia. Reservamos ahora los superindices para hacer
referencia a los dos hamiltonianos que hemos definido para nuestro sistema.



3.3. OPERADORES LADDER, SHIFT Y FACTORIZACION. 47

S:tgm : /H(]]\Z — Hf/lﬂﬁm
M > PM+2m = StamPM

Siendo g € Hg cualquier un autovector de (53.1) con autovalor B2y om € Hu
un autovector del hamiltoniano de (3.2) cuyo valor de k3 = M. Entonces, si k =
m/n existen, dos simetrias adicionales al hamiltoniano (por tanto, existen 2-2 —1
simetrias).

Demostracion. Para probar que es superintegrable basta con probar que existen
dos operadores independientes {X;}i=1 2 (trabajamos en dos dimensiones) tal que,

Veamos que es facil construirlos partiendo de los operadores ladder y shift. Defini-
mos,

L] X1 = AXJr = L+2nS+2m
» Xo:=X"=L 2,5 om

De forma compacta,
X* = LisnSsom

Veamos que estos operadores conmutan con el hamiltoniano, VM, 8, E
[H’ Xi]SOMw,B = (HL:t2nS:I:2m - L:I:ZnS:t2mH)(PM¢,B = (H — E)Xitprg (3.4)

La tltima igualdad se debe a que a1 es un autovector con autovalor £ (véase
(3.3)) por ser un autovector del hamiltoniano total con autovalor E. Veamos X T ¢ MYg.

XEomp = LionStomomtis = Lion®sStom@m = Yp+onPr+om
Pero tengamos en cuenta que usando (3.3), podemos poner H como:

k*(Hy — E') M? k%(Hy — %)
H=gM 4> " —“/_§
o T cos2 ¢ ot cos2 ¢ cos2 ¢

Si expresamos H £/[ en funcién de H é\/[ +2m

(M £2m)?> (2m)?> _ 4Mm  k*(Hy — B?)

H g H — o
ot cos? ¢ cos? ¢ T o2 ) + cos? ¢
_ pgME2m _ (2m)? - AMm  k*(Hg — %)
¢ cos?¢ = cos? ¢ cos2 ¢

Pero, entonces tendremos que HX* o MY que es igual a Hgion,90+2m nOs queda,

k*(Hp — 5°)
cos2 ¢

(2m)? _ 4Mm

HMiQm
¢ cos? ¢ ¥ cos? )

OM+2mYPB+2n— ( ) VB+onPM+2m TP M+2m Yg+on

Luego,

(2m)2 _ 4AMm  k*(B? +4npB + 4n? — B?)
~cos2¢ ' cos2 o cos2 ¢

HX*popibg = (E ) Y+ P M+2m
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Recordemos que M = kf y si definimos k := m/n, por hipdtesis del teorema,
tendremos que;

HX*poribg = Borrrom¥pion

Sin mas que sustituir en (3.4) tendremos que el conmutador es cero. ]

@

Figura 3.1: Operadores escalera y desplazamiento en el plano § — M — FE, siendo 3
el valor asociado a los autovalores y M a la familia uniparamétrica. El plano M — FE
estd relacionado con los autovalores y familia de la parte ¢ de la funcién total (el
autovalor E' también es el de la funcién total).

Nota 6. Podemos razonar de manera inversa y encontrar que valores de k deben
cumplirse para que el conmutador sea cero. Ademads, seria una manera de simplificar
los calculos que hemos visto en la demostraciéon. Para que el conmutador sea cero,
como hemos visto arriba, debemos de tener que HX*W¥ = EX*V, y como hemos
visto antes, eso implica que:

—(M +m)* + M? + k*((8 +n)* = 5°)
cos? ¢

=0
Recordando que M = kf, tendremos,

(M +m)* =k*(B+n)* = (M + kn)?
Esto tendria dos soluciones,

(M +m) = (M + kn)
(M +m) =—(M + kn)
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El problema de la segunda ecuacién es que solo seria véalida para unos determinados
g, pm y deberfa serlo para todos, ver demostracién arriba. Por tanto, la solucién
sera la primera y equivale,

k=

n

Esta solucién puede verse como buscar operadores shift v ladder de tal manera que
M resulte invariante.

3.3.3. Introduccion tedrica a la factorizacion.

Veamos ahora como construir operadores shift o desplazamiento. Para ello es
esencial factorizar el hamiltoniano, que es lo que vamos a probar en la siguiente
proposicion. La idea basica es la siguiente: si factorizamos el hamiltoniano como
se ve en (3.5), tendremos que los operadores de la factorizacién son precisamente
los operadores desplazamiento, ya que la factorizacion tiene “entrelazados” ambos
operadores de tal manera que al aplicar esos operadores funciona como en la Defi-
nicién 3.2.
kkokok

Proposicién 3.2. Sea {H,,}mez una familia de hamiltonianos tal que Ym € Z se
tiene que:
Hyo = AL A + A=A, (AL L+ At (3.5)

Entonces, Aﬁ son operadores desplazamiento (véase Definicion 3.2) cumpliendo,
A;; : Hm+1 — Hm

Demostracion. Sea wgﬂ € H%H'l. Veamos, primero, el caso de A . Usando la
propiedad de la proposicion,

Hpn Af ™ = AL AL ALt + A ATt = Al (AL AT + M) 0
Pero si usamos la hipétesis de la proposicién (véase (3.5)),
Af (Hp1) ™ = BALyEH

Luego,
Hp (A5 +) = E(ALYE™)

Es decir, es autovector de H,, con autovalor E y, por tanto, cumple la Definicién
3.2. Procedemos del mismo modo con A,

Hm 1 A0 = AL (AL AL + An)VE = AL (Hm) VB

Finalmente,
Hp 1 (A 0E) = E(ALVE)

Tal como queriamos probar. |
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Llamaremos a las relaciones del tipo (3.5), relaciones de entrelazado. Notemos
que aqui hemos definido los operadores generalizados que definimos en las Defini-
ciones 3.2 y 3.1 a partir de los operadores L o S “simples”.

Pasemos ahora a una propiedad importante que tiene los hamiltonianos entrelaza-
dos.

Corolario. 3.2.1. Podemos obtener autovectores y autovalores del espectro dis-
creto de nuestro sistema utilizando los operadores de la proposicién anterior si
conocemos los estados fundamentales de los hamiltonianos de la familia.

En efecto, supongamos que %, son los estados fundamentales de los hamiltonia-
nos de la familia. Estos los definiremos como aquellos que cumplen que A, 1% =0,
por ende,

Hp, = (A5 A 4 M), = 0+ A, = A,

Es decir, los escalares que aparecen en la factorizacién son las energias de los estados
fundamentales. Entonces, si definimos,*

meNUO

m

ﬁAj::Ag-.-ﬁ
1=0

Por otra parte tengamos en cuenta que las relaciones (3.5) puede expresarse como
sigue,
A:nHm = m+1A771 A;Hm-i-l = HmA;r,L (36)

Veamos, en primera instancia, que;

Hol_[A;r = (H Aj) Hppia (3.7)
i=0 i=0

Usando un razonamiento por induccién;
i) Si m=0,

0
Ho [[Af = HoAS = Af H,y
=0

ii) Sise cumple hasta m=n

n+1

Hy H A;r = (HO H) A:—l—l
i=0 i=0

Usando ahora la hip6tesis de induccién y las relaciones (3.6),

n+1 n n+1
+_ + + +
Ho H Al = Al | Hopi Ay = H AT Hing)1
=0 =0 i=0
4Notemos que es necesario definirlo porque trabajamos en un espacio cuyos elementos son, en

general, no conmutativos ante la operaciéon de composicidn de operadores, luego es necesario definir
el orden en el que se llevan a cabo las operaciones.
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Y queda probado (3.7). Con esto es directo obtener lo que hemos propuesto en el
corolario, i.e., veamos que

m—1
vot = T Af v,
1=0

Es decir,

m—1 m—1 m—1 m—1
o T ot = (T ¢ ) oot = (T at) et - 22 L a0t
i=0 i=0 i=0 =0

Luego, tendriamos los autovectores asociados al espectro discreto y los autovalores

serian los mismos que los del estado fundamental de los autovalores de los hamil-
tonianos la jeraquia. Es decir,

Hov" = Bt — By = B = Am

Por tanto, podemos obtener los autovalores de la energia de manera algebraica.
Podemos ver el proceso en la Figura 3.2.

Nota 7. Otra manera de probar esto, de una forma mas sencilla, seria utilizar las
relaciones de la tesis de la Proposicién 3.2 (y no las hipdtesis, como hemos hecho
aqui), es decir, utilizar directamente que los operadores A} aplicados consecuti-
vamente van cambiando los autovectores a distintos hamiltonianos conservando el
autovalor. Lo hemos hecho de esta forma para presentar (y utilizar) las relacio-
nes (3.6), ademds de la notacién del producto que hemos usado, que nos seran de
utilidad en lo que sigue.

Figura 3.2: Tlustracién del proceso de obtencién de los estados excitados del hamil-
toniano base de la familia a partir de los fundamentales de otros hamiltonianos de
la familia.



52CAPITULO 3. SUPERINTEGRABILIDAD U (3) GENERALIZADO: INTRODUCCI ON.



Capitulo 4

Analisis cuantico del
hamiltoniano U(3) generalizado.

Una vez introducido parte del marco tedrico necesario, vamos a empezar a parti-
cularizar esos resultados en nuestro sistema y a buscar los operadores que necesita-
mos en nuestro caso. Empezaremos con los operadores ladder brevemente, después
dedicaremos parte del capitulo a deducir resultados tedricos sobre los operadores
desplazamiento y aplicarlo a nuestro caso.

4.1. Operador escalera =*

Como vimos en la seccién anterior, necesitamos operadores escalera para nues-
tro subhamiltoniano Hy. Este hamiltoniano es un hamiltoniano tipo Pédschl-Teller
trigonométrico o también llamado, Scarf, es decir,

2-1/4 12-1/4
B-1/4 B-1/

Hy = —0;
0 bt cos2 6 sin? 6

sabemos que los operadores escalera son, [10]:
Ef = +(B+1)sin(20)0 + B(B £ 1) cos(20) — 1§ + 17
La accién de estos operadores es;
=+ . 2,0 0 = . 2,0 0
:gH5—>%ﬁ+2 _6H5+2—>H6
Vg — Ppr2 = E58 Vg2 > Y = Egvp4o

Como comentamos, podemos construir operadores generalizados en el sentido que
se componen de varios operadores cuya variacién de autovalores es menor, asi de-
1.
) 0

=t = H =t ==t N

=pB4om Sp+i = Sp42(n—1) B

i=2(n—1)
2
= ._H':+ _ =t L=t
=B—B—2n T Sg—i T =g—2n T =p-2

1=2n

finimos

Wer Corolario 3.2.1 para la definicién que damos a productorio en el sentido de composicién
de operadores que no necesariamente conmutan.

53
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Se sigue de manera directa de lo comentado sobre la accién de E?;, la accién de
estos operadores:

=+ . 240 ) _ ) 9
E5pion  Hp — Hpyon Epypon  Hp — Hp oy
—=t — =t
Vs Yo = Eg L p10,V8 Vg Va2 =Eg 5 9,¥8

Sabiendo esto, procedamos a la definicién y estudio del operador que utilizaremos

mas adelante. ****

< o4 . . . 12—-1/4
Definicién 4.1 (Operadores free-indez). Sea el hamiltoniano Hy = —97 + 2052/9 +
12-1/4 , .
i‘.in2{9 . Los operadores escalera free-index los definiremos,

VB ETdpi=Efyps
v ET g = 55_27,[1,3

Como ya comentamos en el epigrafe anterior, podemos definir operadores escalera
que suban varios autovalores. Estos los definimos como sigue,

(1]

VB (EN) s = Eh, 500n¥8
Ve (

[1]

)" =E5 5 9,¥8

Demostremos primero un lema que nos sera de utilidad a la hora de estudiar
conmutadores,

Lema 4.1. Sean A, B : H — H dos operadores tal que su conmutador es,
[A,B] = aB

Entonces,
[A, B"] = naB"

Demostracion. Razonamos por induccion,
i) Si n = 1, por hipétesis del lema se da.?

ii) Sise da hastan —1 € N, con n > 1, entonces (utilizando las propiedades de
los conmutadores)

[A,B"] = [A,BB" '] = B[A,B" | + [A, B|B"!

Utilizando ahora la hipdtesis de induccién (primer sumando) y la hipétesis
del lema (segundo sumando).

B[A,B" ' 4+ [A,B]B"! = B(n — 1)aB" ' + aBB""! = naB"

2También podriamos empezar con n = 2 (el primer caso que nos interesarfa), ahi: [A, B?] =
[A,BB] = B[A,B] + |A, B]B = 2aB?
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Proposicion 4.2. El conmutador de los operadores previamente definidos con /Hyg

. [V, (5%)"] = +2n (2%)"

Demostracion. Empecemos la prueba para n=1, usando la Definicién 4.1

v8 [ VHoEF| v = (B £ 2)FF - ()T = £2554
Ergo,

[\/HQ,E:&} — 425+

Por tanto, vemos que se cumple la hipétesis del Lema 4.1, luego podemos aplicarlo
(con @ = £2) y obtenemos:

[V, (5%)"] = #20 (2%)"

4.2. Factorizacion de Hf

Lo que deseamos en esta seccién es encontrar una factorizacién de H £/1 , 1.e.,
encontrar M, M~ ju tal que,

Hé)\/f =MtM~ +pu= —63) + tan(¢)9y + sec? () (Bk)? + ((12)? — 1/4) esc?(¢)
Para ello vamos a proponer de manera detallada un método para encontrarlos, que
también serviria para otros sistemas.

4.2.1. Un procedimiento sistematico para obtener factorizaciones.

Primero, busquemos operadores genéricos del tipo (los operadores de orden
finito que comentamos en el capitulo anterior),

M =>"g;(0)d, + Z ai fi(¢)

JEN

=) hj(¢)aé + Zbifi(¢)

JjEN

Si hiciéramos la composicién de operadores de los sumatorios de derivadas parciales,

tendriamos,
i+’
g gi(¢ 8] J

Pero nuestro hamiltoniano tiene orden méaximo en las derivadas segundas, por tanto,
j 47 < 2. Pero como 7, j' € N tendremos también que, 2 < j + j'. Por tanto®,

gj(¢) =hj(¢) =0 Vj>1

3Podriamos pensar que basta con que solo sean las funciones de un operador, por ejemplo,
gi(¢) = 0 con j > 1. Pero si existiera algin h;(¢) con j > 1 distinto de cero, tendriamos que al
ser g1 no idénticamente nulo, 85, con k > 2.




56 CAPITULO 4. ANALISIS CUANTICO U(3) GENERALIZADO.

Por otro lado, si hacemos ahora el producto de los términos con derivadas parciales
queda:

g1(¢)h1(9) = -1

Aqui buscamos cierta “simetria” en los operadores para después imponer que cum-
plan las relaciones de entrelazado. Entonces, parece razonable suponer que |g1| =
|hi], luego, g1(¢) = 1 = —h;i(¢). Por tanto, nuestro operadores tendrén la forma
de,

Mt = 8¢+Zaifi(¢)
M~ = —6¢+Zbifi<¢>

El problema serfa ver qué funciones f;(¢) son las adecuadas. Para ello tenemos que
observar qué hamiltoniano queremos factorizar. En nuestro caso tenemos que debe
cumplirse que,

=D 3 akfe(B)0g + D 1 b frr ()0g = tan()dy

2-1/4  (kB)?
o S i S (D) anfi(@) + Xy bar s fro (9)) = QSinzé ((:osﬁQ)¢>

Por tanto, parece razonable utilizar f; = tan(¢), cot(¢),sec(¢), csc(¢). El término
de cot(¢) aparece porque cot(¢) = — csc(¢)? y también, tan(¢)’ = sec(¢)?. Para no
perder generalidad, anadiremos también otras funciones trigonométricas “basicas”
y términos constantes. Utilizando la variable  por comodidad nos queda:

M™ = Ad, + (acos(x) + bsin(z) + esec(z) + d csc(x) + L cot(z) + y tan(z))
M™ = B0, + (ecos(x) + fsin(z) + gsec(x) + hcsc(z) + mcot(z) + 2 tan(x))

Lo que tenemos que hacer ahora es calcular cuanto vale MM~ + pu, deducir las
ecuaciones a resolver (aparecen varias funciones del tipo f; en las ecuaciones, hay
que ver cémo influyen en la determinacion de los coeficientes) e imponer que sea
igual a H é\/[ (puede que no haya solucién, en ese caso deberfamos anadir las funciones

del tipo f; a nuestros operadores de prueba).
kkskk

Por lo comentado arriba, tendremos que el coeficiente de la derivada segunda es -1.
Veamos qué ocurre con el de la derivada primera,

(e —a)cosz — A+ (f —b)sinz + B+ (g — ¢)secaz+
+(h—d)cscx + (m —1)cotx +tanz(z —y) = tanz

Para poder encontrar los coeficientes, tenemos que resolver esta ecuacion. Nos
sera util la siguiente proposicién.

Proposicién 4.3. Las funciones {sin(x), cos(z), tan(x), cot(x), csc(x),sec(x), 1} son
linealmente independientes, i.e., si:

Ve € D a+ feos(x)+ycot(x) + desc(x) + ptan(x) + psin(z) + esec(z) =0

Entonces, a, B,7,6, 1, p, e son cero.
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Demostracion. Notemos que para x = 0, no estdn definidas ciertas funciones (de
ahi que z € D y no x € R), pero veamos cuanto vale el limite en = — 0. El limite
total tiene que ser cero, pero notemos que hay dos funciones con limites no finitos,
por tanto,

lim (7y cot(x) 4+ d ese(x)) =0
z—0
Operando,
= 1/ — 1
lim (v cot(z) + d cse(x)) lim Sn(2)
La condicién necesaria para que ese limite sea cero es que

lim (§ +ycos(z)) =0—d = —v
z—0

Pero también es condicién suficiente,

x2 2 x 0(352)
_ 2 0 z
lim 51_‘3708(33) — lim 5@ — lim 52‘+7x,2x —0
2—0 sin(x) =0 x4 O'(x) 20 14 O'(x)

T

Donde hemos usado los polinomios y el teorema de Taylor. Ahora bien, este no
es el tnico punto donde no estan definidos. Si x — 7 tendremos como condicién
necesaria,

lim (§ +ycos(z)) =0—=0 =1

T—T
De lo que deducimos que necesariamente, 6 = v = 0. Si evaluamos el Lh.s., ahora
si estd definido, en z = 0 tendremos,

a+pB+e=0

Si evaluamos la derivada,

p+p=0
Seguimos con el mismo proceso en otros puntos y poniendo las ecuaciones anteriores,
a+p+e=0; p+p=0 e—p=0 2u—p=0; [F+5=0

Por el teorema de Rouche-Frobenius es trivial ver que la tinica solucién es que todos
los coeficientes sean cero. |

Utilizando la proposicién anterior, es claro que los coeficientes deben cumplir
que,

A=B;b=f,c=g;d=h;a=¢;y=2z—1;l=m;
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Esto simplifica notablemente la los operadores. Ahora tenemos que ajustar los
términos que no tienen derivada parcial. Estos términos son los siguientes:

B? + cos(x)(2Be + 2ef sin(x) 4+ 2em cot(x) + 2fm + f) + 2B f sin(z)+

sec(x)(2Bg + 2gh csc(x) + 2gz tan(z) + 2hz — h) + 2Bh csc(x) + 2Bm cot(x)+

B(z — 1) tan(z) + Bz tan(z) + €* cos?(x) + 2eg + 2eh cot(z) + e(z — 1) sin(x)+

ezsin(z) — esin(x) 4+ fZsin?(z) + 2fgtan(z) + 2fh + f(z — 1) sin(x) tan(z)+

fzsin(z) tan(z) + (g* + 2) sec®(z) + 2gm csc(z) + h? esc®(z) + 2hm cot () csc(x)

— heot(z) csc(x) + p +m? cot?(z) — mesc?(z) + m(z — 1) + mz + (2 — 1)ztan*(z) =
(

sec?(¢)(Bk +n)? + ((524-”) — 1/4) csc?(¢)
(4.1)

Ahora bien, que tengamos un sumatorio de funciones a un lado y al otro de la
igualdad no implica necesariamente que debamos igualar coeficientes. En este caso
no ocurrird como en el caso anterior que todas las funciones que aparecian eran
linealmente independientes. Esto es trivial si consideramos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Probemos que {1,sin(x)?, cos(z)?} no son linealmente independientes,
i.e., son linealmente dependientes. Si tenemos,

asin(x)? + feos(x)® +v =0

Entonces,
a4+ (B —a)cos(z)?+~v=0

Luego, si hacemos a = —v, f = « tendremos que la expresién es idénticamente cero,
los coeficientes no necesariamente nulos. Luego no son linealmente independientes
y la clave esté en las identidades trigonométricas.

Por tanto, deberemos tener en cuenta todas las relaciones trigonométricas “re-
levantes” para ver cuales son las funciones linealmente independientes. Habiendo
hecho eso?, pasemos a expresar la proposicién que usaremos més adelante.

Proposiciéon 4.4. El conjunto de funciones,

C = {1, cos, tan sec, cot Csc,se(327 csc2, sin, tan, csc, cot, sec, sin cos,sinz}

es parte libre, i.e., las funciones son linealmente independientes.

Demostracion. Nos serd util, por el tamafio de la expresion, definir la siguiente
funcién,

F(x) := ag + a1 cosx + aqp tan x sec = + a1 cot x cscx + oz sec?  + aqs csc? o+

+a2sinx+a3tan1:+a4cscx+a5c0t$+aﬁsec:c+a7sin1:cos1:+agsin21:

Tenemos que probar que si
F(z)=0 VxeD

“De hecho, si intentdramos probar que son linealmente independientes y no lo son, nos apareceria
una identidad trigonométrica.
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Entonces, todos los coeficientes son nulos. Como es Vx € D, empecemos calculando
los limites en 0, 7. Hay sumandos cuyo limite no es necesariamente finito, estos son:

9 Q48N T + a5 Sinx cos T + a1 cos T + a3

ay csc x+a cot z+a1 cot x csc x+azcsc” x = 5
sin“ x

La condicién necesaria para que ese limite sea finito, es que el numerador tienda a
cero. Esto implica

rz—0; a1 =—ai3 T — T Q1] = Q13

Por tanto, a1 = a3 = 0. Si ahora el denominador es sin z, tendriamos como nueva
condicién necesaria,

r—0; ag4=—a5 T =T a4 = Qg
Por tanto, ay = a5 = 0. Ahora tendremos que,

0=1lim F(z) =ay+ a1 +aiz + ag

z—0
0=lim F(z)=ay— a1 + a1z — o
T—rTT
Por lo que deducimos que,
Qp = —02; o] = —ag

Otro punto problemadtico es £7/2. Procediendo de manera andloga es directo com-
probar que tendriamos,

aip = 0;a12 = 006 = 0; 3 = 0;
Calculando los limites,

0= lim F(z)=as+as 0= lim F(z)=as—as

jus T
T— ) T— 2

Por lo que deducimos que, as = ag = 0. Finalmente tenemos,
F(x) = a7sin(x) cos(z)

Pero de aqui es evidente que al evaluar en un punto donde sin(x) cos(x) # 0, tendre-
mos que a7 = 0. Por tanto, todos los coeficientes son cero y queda demostrado. H

Utilizando ahora esta proposicion solo tendriamos que expresar todas las fun-
ciones de (4.1) como una combinacién lineal de las funciones que aparecen en la
Proposicion 4.4. Esto es posible si tenemos en cuenta las siguientes identidades
trigonométricas.

sin(2x) = 2sin(z) cos(z), sin(x) tan(x) = sec(x) — cos(z), cot?(x) = esc?(x) — 1

tan?(z) = sec?(z)—1, cos(z) cot(z) = csc(z) —sin(x), csc(x) sec(z) = tan(z)+cot(x)
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Aplicando ahora la Proposicién 4.4 obtenemos las siguientes ecuaciones.

(2ef) =

(- > 0
(29%) =

(2hm — h) 0
(2Be+2fm —2fz+2f)=0
(2Bf —2em + 2ez — 2e) =0
(2Bh +2em +2gm) =0

(2Bm + 2eh + 2gh) =0
(2Bz—B+2fg+2gh)=0
(2Bg+2fz— f+2hz—h)=0
(9° +Z) (Bk)?

(h?

+m? — m) (I)? — i

De las dos primeras ecuaciones obtenemos que e = f = 0. Lo cual simplifica nuestras
ecuaciones en gran medida:

;

(29%) =

(2hm — h) 0
(2Bm +2gh) =0
(2Bz — B +2gh) =0
(2Bg +2hz—h) =0

(9% + 2 ) (Bk)?

(B2 +m?—m) = (lo)> - 1

En la primera ecuacién aparece la condicion de g = 0 o z = 0 y ambos no pueden
ser cero, porque debe cumplirse la penultima ecuacién. Algo similar pasa con la
segunda ecuacién, h = 0 o m = 1/2, pero debemos mantener uno sin fijar para
que se cumpla la tltima ecuacién. Esto nos da 22 combinaciones. Por otro lado, y
aunque no aparece en las ecuaciones de arriba, ajustamos el valor de p para que
los términos independientes sean nulos. Utilizando este resultado podemos probar
que las tnicas soluciones posibles (dadas nuestras hipdtesis) son:

Por tanto, tenemos 4 soluciones.

= £(5K)  m= (2 +1)
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Y las cuatro nos conducen al mismo resultado,

2 2
B-1/4  (k8)

M*TM~ Y L
+ ,u ¢ a(z) + an (258(;5 + Sin2 ¢ COS2¢

4.2.2. Relaciones de entrelazado.

Todas las soluciones nos dan la misma factorizaciéon del hamiltoniano. Pero no
obtenemos las mismas relaciones de entrelazado. Lo relevante ahora (ver Proposi-
cién 3.2) es analizar que ocurre con:

MMt +p

Ahora cada soluciéon nos dard un resultado, por tanto, habrd diferencias en los
operadores shi ft.

Solucién 1.

Si tomamos:

m = %(—2[2 +1) z = fk;
Entonces,
M™TF(x) = F'(x) + F(z)(Bk — 1) tan(x) + %(1 — 2ly)F(z) cot(x)
M~ F(z) = —F'(z) + F(z) tan(x)(Bk) + %F(x)(—ng + 1) cot(z)

= i(%k 20y — 3)(28k + 205 — 1)

Finalmente, cuando hagamos la operacién (M ™M™ + u)F(z) tendremos que el
factor que multiplica a F(x)csc?(x), que denominamos C(l2), tiene que tener una
forma similar a la del hamiltoniano original. Para ello lo que hacemos es buscar un
p que resuelva® la ecuacién

C(lz) = (2 —p)* —1/4

Entonces, hecho esto, podremos encontrar el nuevo hamiltoniano e identificar que
ocurre con kB y la.

1
M™M*' 4 p= —92 + tan(z)d, + (Bk — 1)%sec?(x) + 1(4(([2 —1)?2 — 1) esc?(x)
Es decir, que seria el mismo hamiltoniano, pero haciendo los cambios:
» Bk — Bk —1

L] l2—>l2—1

5Obviamente hay dos soluciones, una es p y la otra serd p’ = 2ls —p. Nos quedamos con aquella
que no depende de la.
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Solucién 2.
Si tomamos:

m= %(+2l2 +1) z = Pk;
Entonces,
MTF(x) = F'(x) + F(z)(Bk — 1) tan(x) + %(212 + 1)F(x) cot(x)
M~ F(z) = —F'(z) + BkF(x) tan(z) + %(QZQ + 1)F(z) cot(x)
1

p= =28k + 20 + 1)(=28k + 2l + 3)

Finalmente tendremos que,
M™M7" + p=—02 + tan(x)d, + (Bk — 1)? sec?®(x) + 2(4((12 +1)% — 1) esc?()
Es decir, el hamiltoniano tendria la misma forma, pero haciendo los cambios:
s Bk — Bk —1
m o~ lh+1

Solucién 3.
Si tomamos:

m = %(—i-?lz +1) z = —Pk;

Entonces,

M F(@) = F'(x) + F(a) (3(—k) — 1) tan(z) + £ (21 + 1) F(2) cot(x)

M~ F(z) = —F'(z) — BkF(z) tan(z) + %(2l2 + 1)F(z) cot(x)

o %(%k 20y + 1)(28k + 2 + 3)
Finalmente tendremos que,
M™M*' 4 p= —02 + tan(z)d, + (Bk + 1)%sec?(x) + 2(4((12 +1)? — 1) esc?(z)

De nuevo, obtenemos el mismo tipo de hamiltoniano, pero haciendo los cambios:

s Bk — Bk +1

mly—lh+1
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Solucién 4.
Si tomamos:

1
m = 5(—2l2 +1) z = —fk;
Entonces,

M*F(z) = F'(z) + F(x)(8(=k) — 1) tan(z) + %(1 — 2ly)F(x) cot(x)
M~ F(z) = —F'(z) — BkF(z) tan(z) + %(1 — 90,) F(z) cot(z)
§= %(—251@ ¥ 20y — 3)(—28k + 2l — 1)
Finalmente tendremos que,
M™M*' 4 p= —02 + tan(z)d, + (Bk + 1)%sec?(x) + i(4((l2 —1)? — 1) cesc?(z)

Como en los casos anteriores, misma estructura en el hamiltoniano pero haciendo
los cambios,

» Bk — Bk+1
mly—lp—1
En resumen,
= Sim= %(:thgn—i- 1), el coeficiente o del hamiltoniano cambia como lg — la£1

» Si z = £(pk), el coeficiente S8k del hamiltoniano cambia como Sk — Sk F 1

4.2.3. Proposicién generalizada.

En el desarrollo anterior hemos obtenido 4 posibles factorizaciones del hamilto-
niano, pero cada una de estas factorizaciones nos da distintas relaciones de entre-
lazado, luego nos dard distintos operadores escalera. Tenemos distintas relaciones
porque ahora se modifican dos indices, es decir, ya no es una familia uniparamétrica,
{H é)\/l }, de hamiltonianos, sino multiparamétrica, { H}?

¢7n7m :

Definicién 4.2. La familia de hamiltonianos {H fn .t con n € N viene dada por:

H"

¢,n,m

= —835 + tan(¢)ds + sec®(¢)(Bk +n)? + ((Ia +m)* — 1/4) csc?(p)

Puesto que ahora los hamiltonianos dependen de varios indices, vamos a de-
mostrar una generalizacién de la Proposicién 3.2, ya que esta no es aplicable a este

nuevo caso.
KRRk
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Proposicién 4.5. Sea {Hyy, }m,ez una familia de hamiltonianos® (que dependen
de varios indices con i € T) tal que ¥ (m;); € Z¥, siendo |Z| el cardinal de T y
denotando en la iltima expresion el producto cartesiano |I| veces, se tiene que:

— A+ A- - A- +
Hp, = AL A, + Ay = At moAfim T Afutma) (4.2)

Siendo f;(m;) un conjunto de funciones del tipo f; : Z — 7 que supondremos
que existe su funcion inversa en todo el dominio. Entonces, Afni son operadores
desplazamiento (véase Definicion 3.2) cumpliendo,

A Hm, — Hfiﬂ(mi)
+ .
Ami . Hfl_l(mz) — Hml
Notemos que mantienen el autovalor constante, ver la Definicion 3.2.

Demostracion. Utilizando una notacién similar a la que venimos utilizando, sea
1#,%1 tal que,

Hpn,tm, = By,
Teniendo esto en cuenta, probemos la accién de A,

Hf-_l(mi)A;%d}T%i = A;Li (A+m¢Ar71i + )\mi)d)ﬁi

Ya que f;(f;(m;i)) = m; por definicién de funcién inversa. Finalmente,

En el otro caso,
HmiAr—;ﬁZJf’ = An, (A, An, + )\mi)qb?l(m')
— At E = + ol

Tal como queriamos probar.

' (ma)

Hemos generalizado la Proposicién 3.2, veamos, como un ejemplo, que esta
dltima se deduce de la Proposicién 4.5, como un caso particular.

Ejemplo 3. Supongamos que nuestros hamiltonianos solo dependen de un indice,
m, y que f(m)=m — 1. Entonces, la funcién inversa sera:

[im=1)=m

Si m = m’ + 1, tendremos (como era de esperar):
fim)y=m'+1

Las relaciones de la proposicién quedan entonces,
A H — Himta
A;rl Homt1 = Hm

Tal como ya obtuvimos en la Proposicién 3.2.

5No tienen porque ser necesariamente hamiltonianos, pueden ser otros operadores que cumplan
las hipétesis descritas en la proposicién.
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4.2.4. Anadlisis de las soluciones.

La proposicién del apartado anterior (que generaliza el resultado a familias de
hamiltonianos multi-indice y con distintas funciones para cada indice), nos permite
ver cual es la accién de los 4 operadores que encontramos anteriormente. Como es
obvio, podemos generalizar nuestros operadores M, M~ como sigue.

Definicién 4.3. Sean los operadores previamente definidos (las cuatro soluciones
posibles, ver apartado 4.2.2). Supongamos que tenemos la solucién i-ésima, ¢ €
{1,2,3,4}, podemos generalizar los operadores como sigue,

Mk = M*(Bk — Bk +n,ly — lo +m)

Siendo M** los operadores previamente definidos correspondientes a la solucién
i-ésima, donde lo que hacemos es sustituir los parametros.

Proposicién 4.6. Sean los operadores definidos en la Definicion 4.3. Entonces,
Vi e {1,2,3,4} se cumple,

+,7 —,0 7 _ M
Mn,mMn,m+Mn,m = H

7n7m
Cind M
M Mg+ Hagn = Hy1 1

Por tanto,

—i M M
My s o = P10y 1)

ME&E M s HM
n,m f“‘ (n)’féi (m) n,m
Demostracion. Las dos primeras relaciones son inmediatas sin mas que hacer los
cambios

Bk = Bk+n lo—la+m

en los célculos de la Solucion i. La primera nos dice que son las posibles factoriza-
ciones y la segunda expresién nos da la relacién de entrelazado. Las funciones f~—*
se definen teniendo en cuenta los cambios que se producen al hacer las relaciones
de entrelazado y que ya vimos. Por ejemplo, en la Solucién 4 estas funciones serian,

fid(m)=n+1  fyi(m)=m—1

De hecho, todas las funciones serén del tipo f(n) = n 4 1. Partiendo de la segunda
relacion, sin mas que aplicarla a fi;(n), f2;(m) tenemos,

— +,7 I3 _ M
M ), fos ) ME i) fonsm) T 1 i), S m) = Honm

Aplicando ahora la Proposicion 4.5, son evidentes el segundo par de expresiones. En
la Figura 4.1 mostramos un esquema de los operadores que aqui hemos construido.
|
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n

(a) Operadores de las Soluciones 1 y 2 (b) Operadores de las Soluciones 3 y 4

Figura 4.1: Esquema de los operadores encontrados.

Este dltimo resultado es muy importante, pues hemos encontrado 8 operadores’
que transforman los autovalores como sigue,

. yE E
A . Hn,m _> Hn—i—a,m—i—b

siendo a,b € {—1,+1}. Deducimos un importante corolario de aqui, pero antes,
unas definiciones. Queremos simplificar un poco la notacién. Por ejemplo, si escri-
bimos M1 ~! queremos referirnos a uno de los ocho operadores escalera (en realidad
hay dos que hacen lo mismo) tal que al aplicarlo sobre un autovector del hamilto-
niano H,, ,, nos pase a uno del hamiltoniano H, 1 m,41. Utilizando los resultados
anteriores, esto lo conseguimos como explicamos en la siguiente definicion.

Definicion 4.4. Definiremos los operadores desplazamiento free index de la manera
usual. A
Y (m,n) € Z% My, = M, by m

, M

De tal manera® que f1,(n) =n—ay fa;(n) =n—>bcon a,b € {—1,+1}. Notemos
que podriamos dar una definicién similar usando M.

Podemos ver la accién de los operadores que acabamos de definir en la Figura
4.2.

Corolario. 4.6.1 (3 simetrias). Como ya mostramos, ver Definicién 4.1, tenemos
el operador escalera para H?. Si obtenemos un operador desplazamiento para H ¢ ,
usando el Teorema 3.1, habremos probado que el sistema es superintegrable.

Estos operadores podemos encontrarlos usando lo demostrado anteriormente.
Si tenemos,

MM = MO0 = Y0

Por tanto, hemos encontrado los operadores shift,

St i= MY MY Hpy = Hugom
S™ =M YM T — Hom
"En realidad son cuatro distintos, ya que ahora los M~ en algunas factorizaciones pueden pasar
a un hamiltoniano “més bajo” de la familia y viceversa con los M*. Esto lo vemos en la Figura

4.1
8Que existe el i queda garantizado por las cuatro soluciones que encontramos.
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Figura 4.2: Representaciéon grafica de los operadores encontrados, usando la nota-
cién simplificada, de Definicion 4.4. Notemos que podemos construir los operadores
shi ft buscados sumando dos de estos. Aqui se representa S, siguiendo el Corolario
4.6.1.

Lo que hemos hecho es encontrar un nuevo conjunto de operadores adicionales
a los que aparecian en [13]. De hecho, utilizando nuestra notacién y generalizandolo
a nuestro caso, lo alli encontrado podria expresarse en los siguientes resultados.

4.3. Resultados de referencia [13].

Si buscamos en la literatura operadores desplazamiento para este tipo de poten-
ciales, podemos encontrar un estudio detallado en [13]. Generalizando y modificando
los resultados alli obtenidos, podemos obtener que la factorizacién que buscamos
es;

M, =0y —tan(¢)(Bk+n+1) + <lg +n+ ;) cot(9)

M, = —04 — tan(¢)(Bk +n) + <l2 +n+ ;) cot(¢)

1 3
P 1= <ﬁk—|—l2—i—2n+2) (Bk:+l2—|—2n+2>

Es decir, si tenemos n = 0, obtenemos:

3—1/4  (k)?

sin?¢  cos?¢

My My + po = Hy" = —03 + tan ¢ +

i.e., obtenemos la factorizacién buscada de H £4 . Pero también obtenemos una fa-
milia de hamiltonianos que pasamos a definir.

Definicién 4.5. Sea la familia de hamiltonianos {H £/[n} con n € N determinada
por:

H"

o,n = M;Mn_ + Hn
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Que explicitamente se expresa por,
Hé,ln = —83) + tan(¢)dy + sec’(¢)(Bk +n)* + ((lz +n)? — 1/4) csc?(¢)

Es decir, la familia que aqui se trata es unidimensional y seria un caso especial de
la nuestra (ver 4.2) con m = n.

Proposicion 4.7. Sea la familia de hamiltonianos definidos en 4.5. Entonces, se
cumple

k - -
qufz = M, My, + pn = M M,y + i

Demostracion. Se deduce de manera directa sin mas que comprobar que para una
f(¢) arbitraria se tiene que,

(M My 4 g — (M M+ 1)) f(9) = 0

Corolario. 4.7.1. De la proposicion anterior deducimos que nuestra familia cumple
la relacién (3.5) y por tanto, podemos aplicar la Proposicién 3.2 y obtener que
M¥ son operadores desplazamiento de nuestro sistema. Aplicando la proposicién
obtenemos,
+ .49 - ¢
MY HE  —HE M HD— M

Tengamos en cuenta que con estos operadores no podriamos probar que el sistema
es superintegrable, al no poder encontrar operadores puramente de desplazamiento.

De hecho, la solucién que aqui se presenta es una de las cuatro soluciones que ya
obtuvimos en el apartado anterior (en particular, es la Solucién 1).

Figura 4.3: Operadores que obtendriamos usando como base [13]. No podriamos
encontrar los operadores buscados (al menos con este método, ver siguiente seccién).

KRRk
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4.4. Meétodo alternativo para encontrar los operadores.

Vamos a proponer ahora otro método alternativo al presentado en el apartado
anterior para obtener los operadores desplazamiento. En el método anterior, facto-
rizamos el hamiltoniano y después analizamos lo que ocurria cuando permutdbamos
el orden de los operadores de la factorizacién. Los resultados obtenidos nos fijaban
los operadores de desplazamiento y su actuacion.

Lo que vamos a hacer ahora es buscar factorizaciones del tal modo que los
operadores desplazamiento que obtengamos necesariamente nos dejen uno de los
parametros del hamiltoniano fijo. La utilidad de éste método estd en que en muchas
ocasiones para encontrar los operadores del Teorema 3.1, necesitamos que algunos
parametros no se modifiquen.

4.4.1. Resultado tedrico generalizado.

Para ver cémo proceder, pasemos a establecer y demostrar la siguiente propo-

sicién, que no solo es aplicable a nuestro caso’.

Proposicion 4.8. Sea un operador H : H — H de la forma

Hoy(@) = Y w4+ > gilx) 9]
i=1 filz) 1

j=

donde, como de manera usual, 8%, := 9'/0x*. Si X es un autovalor de H(z), defina-
mos hg, x
hg,\ = frHa, — ok — frA

donde B; hace referencia al vector (B;)}—}

Mg Mgy yn funciones invertibles v;, tal que:

= (u)jZy jzp,- St existen los operadores,

_ At — A -
hgx = Mﬁi,)\M,Bi,)\ + g = Mfyi(,Bi),'yn()\)M’yi(ﬁi),’Yn(/\) T+ Byi(8:) v (V) (4.3)

entonces, se tiene que:

R 72 Yt (V)
MB“)‘ ’ /Hﬁi’ak - /H%-_l(ﬁi)»ak (4'4)
—1
+ L (N A
Mﬁi7>\ ) Hyi—l(ﬁi),ak - Hﬁi,ak (4.5)

donde seguimos la notacion usual empleada aqui (en el superindice el autovalor y
en los subindices los pardmetros del hamiltoniano del cual es autovector).

Demostracion. Sea 1/12‘” € Hgi, entonces,

ha Vo, = fHa, Vo, — artha, — frlly,
Usando Haiwéi = )\wéi,
ha Vo, = —arty,

9Esta proposicién es una formalizacién y generalizacién con demostracién de ciertas ideas que
se presentan en [15].
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Es decir, tenemos que también son autovectores de h, siendo precisamente el au-
tovalor el pardmetro que queremos dejar constante. Podemos entonces aplicar la
Proposicién 4.5 teniendo en cuenta la expresién (4.3). Por tanto,

Mo ¥in = Vb gy
ﬁu)‘ w 71(ﬁ wﬁzv
Si tomamos la expresién de M 5., ,\¢§: , tendriamos que,

M g 9 M aUain = —anMp ity

Pero teniendo en cuenta la definicién de hg, »

Mot ) = Tel gy = @ Fim ()

Por tanto,

—aeMg \Ugty = fl 15 0, Mg, 3055 — Mg x5y — frm (MM, 305k,
Es decir,

0= fiH M7 ()% —1
= fr v (B) B AYsix — frm () ﬁm%,
Finalmente,
—1
Ho—15) 0 M V308 = T (M) Mg 15",

Y esto cumple la tesis de nuestra proposicién (ver (4.4)). Para ver la actuacién
del operador M g: A hay que operar de manera analoga, por lo que lo haremos de
manera mas concisa:

hg: A ﬁmw LBty T kMg 7 (Bt (V)

Teniendo en cuenta la definicién de hg, »

hg,x = frHp, o — ke — frA

Por tanto,

O_kaﬁuak Bi, )ﬂp _1(,31)7_1 fk)\ )f‘p —1 B (V)

Finalmente,
Hp, 0, Mg, w TLB ) AMg, Wt i LBy (V)

Y esto es justamente la otra parte de la tesis de la proposicion.
|

Como vemos tanto hg, x como H dependen de n indices, pero hemos intercam-
biado un indice relacionado con el operador desplazamiento (operadores asociados
a la familia de hamiltonianos), aj, con el autovalor, indice relacionado con los
operadores escalera. De hecho, los operadores que aqui obtenemos son una mezcla
entre operadores de desplazamiento y operadores escalera, ya que nos relacionan
autovalores de distintos hamiltonianos, pero con distinto autovalor.



4.4. METODO ALTERNATIVO PARA ENCONTRAR LOS OPERADORES. 71

4.4.2. Aplicacion a nuestro sistema.

Habiendo presentado y probado el resultado anterior, pasemos a operar de ma-
nera similar a como hicimos anteriormente (seremos, por tanto, mas escuetos en
la explicacién ahora). Nuestra idea es dejar fijo el pardmetro Sk del hamiltoniano
dado por la expresién (3.2). Para ello, por lo visto en la proposicién anterior, multi-
plicaremos por cos?(x) (adoptamos aqui como variable x y no ¢) Por tanto, nuestro
nuevo hamiltoniano a factorizar es:

hi, g = — cos®(z)02 + cos(x) sin(x)d, + (13 — %) cot(x)? — E cos?(z)
Si tenemos unos operadores del tipo:
M*2(x) = az(z) cos(x) + bz(x) sin(z) + cz(x) sec(x) + dz(x) csc(x) — cos(z)2' ()

M~ z(x) = ez(x) cos(z) + fz(z)sin(z) + gz(x) sec(x) + hz(x) csc(z) + cos(x)2'(z)

Si procedemos de manera similar a como hicimos en secciones anteriores, ob-
tendriamos que:

a=e d=h; c=g; b=f; e=g=0;
Y por otro lado,
F+fP=E h+h?=G-1/4); p=—(f+h)? (4.6)

Y tenemos dos soluciones de h y de f que lo cumplen. Por tanto, restringiendo-
nos a esas soluciones, es decir, tomando f(E) y h(l2) la factorizacién queda:

iy 5 = My My g+ pon g
Si ahora calculamos M, fM ,'f F g el resultado es:
— cos?(x)d% + cos(x) sin(x)d, + (b + h% — 2h) cot(z)? — (f + f2 — 2f) cos*(x)

Por tanto,
f+f=2f=F; h+h—2hnh=(5-1/4);

Si lo expresamos como en (4.6),
f/+f/2:E/; h/+h/2:(l/22_1/4),

Y de nuevo tenemos dos soluciones. En efecto,

!/ _f ! _ —h
f_{f—l h_{h—l

Vamos a restringirnos a las soluciones f' = —f y b/ = h — 1, que serdn las que nos
interesan a nosotros (si cogemos f' = —f, al aplicarlo dos veces no se modifica, y
eso es lo que buscamos (f estd relacionado con E). En cambio, si que buscamos
que haya cambios en h, que estd relacionado con l3). En ese caso,

At V- Y e
hiyp = My ¢ My ¢+ ping = My My g+ byt —f

Por tanto, las funciones v de la Proposicién 4.8 son
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= y1(h)=h+1—~; h)=h—-1
s n(f)=—f—w'(f)=—f
Aplicando entonces esa proposicién obtenemos,
- yf -f + = f f
My ¢ Hypr = Hplogr My g Hy o = Mg

Donde los nuevos subespacios de autovectores estan indicados con h, f en vez de
lo, E como hicimos antes, es decir,

Mh+1) | (k9
sin? ¢ cos? ¢

2 2
Esto es simplemente por motivos notacién. Démonos cuenta que con la solucién
escogida, podemos construir operadores que solo modifiquen ls como sigue:

—F o f - ;.
M, 05 s = Un21 g My 2y g = Yhoo gk
Es decir,
- o af s
M,y p My g Hy g = Hio g
Del mismo modo,
+ + Lyt f
My o ¢ Myyy 5 Hige = Higo g

Si tomamos ahora una de las soluciones de h, por ejemplo'?, h = Iy —1/2 tendremos
operadores que varian lo en dos unidades. Por tanto, combinando estos operadores
con los que teniamos de la seccion 4.3 podriamos construir los operadores shift que
buscamos, y usar el Teorema 3.1 para probar que J_o, existen dos, simetrias.

Figura 4.4: Método alternativo para poder usar los operadores de la literatura.
Tenemos que construir los My, ver en el texto con la notacion precisa, para poder
usarlos.

10Si tomaramos la otra solucién simplemente los M T pararfan a M~ y viceversa.



Capitulo 5

Analisis clasico del
hamiltoniano U(3) generalizado.

En este capitulo vamos a trabajar con el hamiltoniano clasico asociado al caso
cudntico estudiado en el capitulo previo. Debido a la correspondencia entre corche-
tes y conmutadores, podremos usar muchos resultados del capitulo anterior para
encontrar las constantes del movimiento. Esto nos simplificard en gran medida
los célculos. Una vez hayamos encontrado las simetrias, procederemos a obtener
algebraicamente las trayectorias (forma implicita) sin resolver las ecuaciones dife-
renciales. Recordemos que esta era una propiedad de los sistemas maximalmente
superintegrables. Como parte final, obtendremos representaciones de las trayecto-
rias.

5.1. Conceptos generales.

Dado que vamos a usarlo con frecuencia en este capitulo, vamos a recordar
qué eran los corchetes de Poisson (lo vimos en el primer capitulo con detalle).

Definicién 5.1. Sean f, g dos funciones f, g : R?"*! — R, definiremos los corchetes
de Poisson como:

2n
L 8f uu pv YJ 8f ag T 7.
{fvg} T 82’“ az,/ Z “H a m a v (Vf) J v.g

M,VZ]. uyy_

donde J*¥ son las componentes de la matriz simplética que definimos en el capitulo
1y z=(q.p)
Demostremos a continuaciéon una proposicién que nos serd util en lo que sigue:

Lema 5.1. Sean f,g dos funciones f,g: R**1 — R. Entonces,
i) {f,9"} =n{f,g}g""

i1) Si tenemos, como caso particular que, f (idem con g) solo dependen de unos
determinados q;, p; (que denotaremos pori € L), es decir, f(q1, ...qn, P1y s Dnst) =

f((qispi)iez,t). Entonces,
{fag} = {fﬂg}f[

73
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siendo of 9

o ik 99

{f>g}2 = ' 822] 82k
i,k€T

Demostracion.
i) Utilizando! la Definicién 5.1,
{£,9"} = 0ufT" 0, (9") = 8 f 1" nBrgg" " = (8T Dy g)ng"
Y queda probado.

ii) Es trivial sin mas que tener en cuenta que,
of . 9of
920~ Mo

definiendo 9; 7 como la extensién directa de la delta de Kronecker a indices
de conjuntos.?

|
El hamiltoniano asociado a nuestro sistema esta dado por:
k? a’ 5 2 3 2
= e 5.1
cos?(9) (cosz(G) + sin?(6) —i—p@) + sin?(¢) TPy (5:1)
Y definimos,
042 ,32
Hy := p2
o =Pyt cos?(0) * sin?(6)
M? 13
HM — 2 2
oI o) ()

siendo M := k+/Hy. Sabiendo esto, analicemos las dos partes que tenemos.

5.2. Funciones escalera =+

Sabemos® que los “operadores escalera” (por analogfa al sistema cudntico, mis-
ma forma de los corchetes de Poisson aunque aqui no hablamos de autovalores) del
sistema, son:

1
H0<91p9)
!También podrfamos dar una demostracién similar a la del Lema 4.1, ya que las propiedades

que alli usamos los corchetes también las tienen.
ZExplicitamente, la relacién con la delta de Kronecker usual serfa:

oz = Z 01

i€L

EY(0,pp) == (B° - ?) + cos(26) v/ Hy (6, po) + ipg sin(26)

Su imagen es 0 6 1, ya que en el conjunto de indices no estéan repetidos.
3Para una deduccién puede verse [17]. Allf se analizan varios potenciales y se da un procedi-
miento general para la factorizacién.
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E7(0,pp) := (B* — ) M + cos(260)+/ Hy (0, ps) — ipp sin(260)

Y estos cumplen que,
{Hy, 2%} = T4i\/Hy=* (5.2)

Ahora tenemos que incorporar esos resultados en nuestro sistema y de acuerdo
a nuestros objetivos de encontrar constantes del movimiento. En realidad, no nos
va a interesar ese corchete, sino otros relacionados con él. La siguiente proposicion
nos muestra el valor del corchete de las funciones = elevadas a un nimero natural
arbitrario con el hamiltoniano total.

Proposiciéon 5.2. Sean las funciones definidas previamente. Entonces,

- . -
{H,(EF)"} = Fdin\/Hy—5 (EF) (5.3)
cos® 6
siendo H el hamiltoniano de (5.1).

Demostracion. Utilizando el Lema 5.1 ii),
{H, ()"} ={H,(E")"}y €N

Por tanto, como tenemos

2

k
H(d)v @, 97])9) = f(¢’p¢) + COT

() O

nuestro corchete queda,

k’2

W{He(eape), (E5)"}o

{H,(E5)"} =

Utilizando ahora el Lema 5.1 1)

k2
H E:I: n _ E:t n—1 H, E:t
iy o (E97) = n(=4) (o (E9)a
Utilizando el resultado (5.2), quedaria probado. |

Pasemos ahora a la parte correspondiente a funciones asociadas a los operadores
desplazamiento que definimos en la parte cuantica.

5.3. Funciones desplazamiento S*

Esta parte es algo mas compleja ya que tenemos dependencia de las variables
angulares 0, ps (por medio de M = kv/Hy) y ¢. Primero empezaremos estableciendo
las condiciones que deben cumplir esas funciones para que el sistema tenga las dos
constantes del movimiento, y después explicaremos el método usado para encontrar
las funciones con tales requisitos.
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5.3.1. Anadlisis general de corchete de Poisson {H, S}
Nuestro hamiltoniano puede expresarse, de manera general, como
H = go + h¢H9 (5.4)

siendo gy = g¢(P,pg), idem con hg. Supongamos que tenemos una funcién Sy =
S¢(0,pp, M) y depende de M a través de potencias sus potencias, es decir,

S = S4(¢,ps, M) = fo(d,pg) + Y fi(d,ps) M’

1€L
siendo Z un subconjunto finito de N. En el convenio de sumacion,
Sp = Sp(d: 0o M) = fo(¢,ps) + fru(e, pe) M*

donde p € Z, tal como en la expresion anterior. Entonces, analicemos el corchete
de Poisson con H del tipo (5.4),

{H,Sy} ={H, fo} +{H, fuM"}
El segundo término puede escribirse como:
{H7 fuM'u} = {H7 fu}M'u + {H7 M“}fu

Veamos que los segundos sumandos son nulos. Utilizando el Lema 5.1 ii) y desarro-
llando?,

{H, M"Y} = hy{Hy, (kn/Hg)"} o = ho{ Ho, HY* Yok = hykt 0o HeJ* (1) 2) H > 05 Hy
Pero tenemos una sumacion del tipo,
Do HoJ*P 05 Hy

que es nula al ser J antisimétrico® . Por tanto, finalmente:

{H,Sp} ={H, fo} + {H, fu,} M"
Utilizando, de nuevo, el Lema 5.1 ii), tendremos:

{H, 55} ={H, fotp +{H, fu}eM" = {H, S }¢

En definitiva, hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 5.3. Sean una funcién del tipo Sy = Sy(¢,py, M = ky/Hp) =
fo(®,pg) + fu(d,pp)MH y H = g4 + hyHy). Entonces:

{H, S} ={H, fo}y + {H, futsM" = {H, Ss}¢

4Obviamente no hay sumacién en los indices 0, ya que no son indices mudos, sino indices
relacionados con la notaciéon que usamos para denotar a los distintos subhamiltonianos.

5

°En efecto,

A= 08,HodsHol*" = 93 Hpdo Ho(—1°%) = —A

ya que los indices son mudos, luego A = 0.
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Corolario. 5.3.1. La proposicion anterior nos dice que podemos tratar, dadas las
sus hipétesis (que se dan en nuestro caso), el corchete del hamiltoniano ignorando
la dependecia de las coordenadas y momentos asociados a 6, que aparecen a través
de M. Es decir, que se da la igualdad:

{Hv S¢>} = {H£/Iv S¢}¢

es decir, tratando a M como a una constante, justo lo que haciamos

5.3.2. Simetrias clasicas.

Como ya comentamos, lo que buscamos es un teorema que nos de una condicién
suficiente para que existan las dos simetrias, como en el caso cudntico. Esto es lo
que vamos a hacer ahora.

Teorema 5.4. (Simetrias cldsicas) Sea el hamiltoniano H dado por(5.1). Supon-
gamos que tenemos funciones, ST, L%, que cumplen los siguientes corchetes de
Poisson,

{H,5F} = +aS* (5.5)
{H,L*} = FkaL* (5.6)

Entonces, las funciones (ST)™(L*)" son tal que,
{H,(S5)"(LH)"} =0
sik=m/n.
Demostracion.
{H, (SF)™(L5)"} = {H, (S5)"HLF)" + {H, (LF)"}(sF)™
Utilizando el Lema 5.1 i),
{H, (SF)™(L5)"} = m(ST)"HH, STHLF)" +n(L5)"H{H, LT} (S%)™
Utilizando ahora las hipdtesis del teorema, i.e., (5.5) y (5.6),
{H, (SF)™(L5)"} = m(ST)™ (Fa)(LF)" + n(LF)" (Fha)(5T)™
Reorganizando,
{H, (SF)™(LF)"} = £(m — kn)a(L*)"(5*)™
Y finalmente, si k = m/n, tendriamos
(m—Fkn)=0

Y el corchete se anula. [ |
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Con ayuda del Teorema 5.4 sabemos que condiciones tiene que cumplir la fun-
ciones ST buscadas, nos basta, por tanto, con encontrar funciones que cumplan

(5.5) siendo®

4Mq

Por la Proposicién 5.3, podremos buscar esta funciéon tratando a M como una
constante, lo cual serda de gran ayuda. Lo que vamos a hacer es usar la correspon-
dencia entre corchetes y conmutadores como guia para encontrar las funciones. Si
por ejemplo usamos 'la Solucién 3 y 4 de la seccién anterior.

S (¢) := —I3 cot*(¢) — (pg + iM tan(¢))>

Y obtendriamos®,

{H}' S}} = —4iM sec*(¢)S* (¢)

Tomando otras soluciones,

S%(¢) := —l3 cot*(¢) — (pg — iM tan(¢))>

Y el corchete queda,
{H)', 54} = +4iM sec®($)S5*(9)

Recordemos que estos corchete son suponiendo que M es una constante, como
hemos comentado en los resultados anteriores. Es decir, usamos {-,-}, en vez de
{-, -}, aunque como suponemos M constante, es equivalente. Lo hacemos para no
cargar la notacion, pero debe tenerse en mente.

Las funciones S', S? cumplen con la condicién 5.7. Por tanto, definimos:

St=8% S =8}

Utilizando ahora el Teorema 5.4, ya habriamos encontrado las dos simetrias. Estas
constantes del movimientos las usaremos ahora para calcular las trayectorias.

STengamos en cuenta que de aqui en adelante la “i”

un indice.
"Recordemos que solo habia cuatro operadores M realmente distintos, ver Nota al pie 7
8Para calcular los corchetes hemos usado el programa de célculo simbélico Mathematica, y
también para todos los cédlculos. En este caso, y debido a que el resultado puede ser dificil de
reconocer si se calcula directamente

que aparece es la unidad imaginaria, no

M ol
{Hs', S}
es més practico hacer que el programa resuelva la ecuacién:
M ol 1
{H , S¢} — J]‘S¢ =0

siendo x la incégnita, que es lo que nos interesa en nuestro caso.
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5.4. Trayectorias clasicas.

En esta seccién vamos a obtener las trayectorias clasicas de nuestro hamilto-
niano. Como ya comentamos en capitulos anteriores, podemos obtenerlas de manera
algebraica. Primero vamos a ver su deduccion algebraica y después veremos su re-
presentacién grafica en la esfera. Ahora, a diferencia de los casos conocidos (como
Kepler) que tratamos en el capitulo introductorio, las constantes son més complica-
das, lo que impide la obtencién de una expresién analitica explicita. Lo que haremos
sera buscar las ecuaciones implicitas.

5.4.1. Calculo algebraico.

Denotemos a los operadores encontrados por X* := (S%)™(L*)". Entonces,
sustituyendo el valor de Hy:

X+ = (~3cot?(6) — (po — iM tan(9))?)" x

% B —a? + 2 goc2 2 cge2 2 L o
COS(QG)\/a sec?(0) + B2 csc?(0) + py + ipg sin(26)
\/ozz sec?(0) + B2 csc?(0) + p3
(5.8)
X = (—l% cot?(¢) — (py +iM tan(¢))2)m X
X oo + cos(20) \/a2 sec?(0) + B2 csc?(0) + p3 — ipg sin(26)
\/a2 sec?(0) + B2 csc?(0) + pp
(5.9)

Estas funciones seran la base para calcular las trayectorias, pero antes necesitamos
un par de breves resultados, que presentamos en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.5. Sea H el hamiltoniano del sistema, H : R*"*1 — R. Entonces,

i) f:R*™ 5 R (que puede depender explicitamente del tiempo) es constante
del movimiento, si y solo si,

af
{f,H} =
i) En nuestro sistema particular se tiene que H, Hg, XT son constantes del mo-
vimiento.
Demostracion.

i) Utilizando las ecuaciones de Hamilton (en forma simplética) y la regla de la
cadena

df _0f 4, Of _ Of ,0H af

it~ 91" ot 0z¢ 0z

Luego la derivada se anula, si y solo si, se da la expresién de la proposicién.

{f7H}+
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ii) El primer caso es trivial y el tercero lo es por el Teorema 5.4. En el segundo

caso,
2

k
{H97H}:{H97f¢+m]{9}:0

Luego, usando la parte i) deducimos que son constantes del movimiento (no
dependen explicitamente del tiempo en nuestro sistema)
|

Este 1ltimo resultado nos va a permitir obtener las trayectorias de las particu-
las de manera algebraica, sin tener que integrar las ecuaciones del movimiento con
(5.1). Hemos visto que Hy es constante del movimiento, luego también lo serda M.
Por otro lado, si fijamos el valor de H = h, entonces, M y h se mantendran cons-
tantes durante la trayectoria. Esto nos permite expresar los momentos conjugados
en funcién de las coordenadas generalizadas.

M2 2 2
e[ (2

cos2f = sinZ6

e T\/h - <sml§<¢> " M(@)

donde r, s € {—1,1}. Finalmente, para que las representaciones sean reales, usare-
mos la parte real y la parte imaginaria de X*. En nuestro caso, tenemos que

(X =X

En efecto. Notemos que en el primer factor de las constantes tendriamos una es-
tructura del tipo

fo+ (g1 +1i92)* = fo+ g7 — 5 + 291920
y en el caso de X~ tendriamos lo mismo, salvo el término imaginario, i.e.,
fo+ (g1 —iga)? = fo+ gi — 95 — 201901
despies f = fo+ 9% — g5 v g := 29192 También,
XT = (f+ig)™ + (f' +ig)" = (pe'®)™ + (o' )" = pe™? + plen?
donde las funciones f,g, f’, ¢’ se definen siguiendo la estructura de las ecuaciones
(5.8) y (5.9). Usando esto, vemos que,

X~ = (f—ig)™ + (' —ig)" = (pe )" + (pe )" = pe=™ 4 ple= Y

Y se sigue el resultado. Por tanto, lo que utilizaremos seréa:

Xt 4+ X
Re(X*) = Re(X™) = %
_l’_ _ —
Im(XT)=—-Im(X") = %
1

que seran constantes del movimiento. Por tanto, implicitamente podremos conocer
las trayectorias, es decir, estas seran:

Ty, = {# € B3/ X (%) = Xo}
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5.4.2. Representaciones graficas en S2.

En esta secciéon vamos a mostrar las distintas representaciones que obtenemos
de las trayectorias. En vez de representarlas en el plano, siendo los ejes ¢, #, vamos
a hacerlo sobre la esfera. Dado que es una representaciéon algo inusual, vamos a
explicar con algo de detalle cémo hacerlas con Mathematica. Tengamos en cuenta
que las expresiones (5.8) y (5.9) son expresiones complicadas, luego el tiempo de
calculo se vuelve relevante, y un procedimiento con cdlculos redundantes o innecesa-
rios puede hacer que el tiempo de procesamiento sea demasiado largo. Recordemos
que vamos a hacer una representacién usando las ecuaciones implicitas, luego usare-
mos los comandos del tipo Contour Plot. Como queremos hacerlo en 3D podriamos
intentarlo pasando de esféricas a cartesianas (sustituyendo todas las funciones tri-
gonométricas a sus expresiones cartesianas). Las expresiones son intratables y el
tiempo de un plot muy grande y de baja calidad. La solucién que aqui proponemos
es la siguiente.

1. Hacer la representacién implicita en ¢, 6.
2. Extraer la tabla de los datos representados.

3. Transformar la tabla ¢, en una del tipo x, ¥y, z usando la transformacién en
esféricas usual.

4. Representar? la tabla en un diagrama 3D junto a una esfera de radio unidad.

La parte relevante del comando la podemos ver en la Figura 5.1. Ejemplos de las
trayectorias pueden verse en la Figura 5.2.

tc[@ , 4 ] := {Cos[#] Sin[#], Sin[4] Sin[&], Cos[L]};

p[l] = ContourPlot[£f[L2, M, ¢, 6,1, 1] =1, {6, 0, Pi}, {¢, O, 2Pi},
PlotPoints -» 500, MaxRecursion - 2]

p[2] = ContourPlot[£f[L2, M, ¢, 6, 1, -1] =1, {6, 0, Pi}, {¢, O, 2Pi},
PlotPoints -» 500, MaxRecursion - 2]

P[1] = ListPointPlot3D[tc@@@p[1][[1l, 1]], BoxRatios » {1, 1, 1}]

P[2] = ListPointPlot3D[tc@@@p[2][[1l, 1]], BoxRatios » {1, 1, 1}]

Show[esf, P[1], P[2]]

Figura 5.1: Parte del comando usado para la representacién de las trayectorias.

9Debido a las singularidades de la funcién, la representacién no es del todo correcta cuando hay
ceros en el denominador, por tanto aparecen lineas espurias. La eliminacién de las lineas depende,
en parte, del nimero de puntos que usemos, pero un nimero excesivo de puntos puede hacer que
las representaciones tarden dias. Tengamos en cuenta esta aproximacion de las representaciones.
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(c)n=3, m=1 (d)n=3,m=3.

Figura 5.2: Distintas trayectorias dados los parametros, representamos los valores
de n, m en cada caso.



Apéndice A

Breve introduccion al calculo de
variaciones.

“Never in my life have I tormented myself anything like this... I have
become imbued with a great respect for mathematics, the more subtle parts
of which I have previously regarded as sheer luxury. ”

— Albert Einstein

“Oh, physics! That’s just too difficult for the physicists!”
— David Hilbert

La formulacién lagrangiana puede entenderse como un problema de biisqueda de ex-
tremos para ciertos funcionales (la accién). La diferencia con el célculo usual es que vamos
a trabajar con espacios de funciones (tenemos que trabajar con espacios de dimensién in-
finita). En este apéndice vamos a tratar de manera breve, pero formal, el problema de
encontrar estos extremos (las condiciones necesarias para que los haya) y aplicarla al caso
que nos ocupa, las acciones de la mecanica clasica. Dado que la generalizacién al caso de
teoria cldsica de campos desde nuestro formalismo es sencilla, vamos a tratar funcionales
que serian aplicables dentro de la teoria clasica de campos, y después, particularizar al
caso que nos ocupa en este trabajo, teoria clasica de particulas. Vamos a empezar con un
poco de célculo diferencial en espacio de Banach. Recordemos que en Matematicas
podemos clasificar los espacios, de méas especial a més general, como: espacios con producto
interno, espacios normados, espacios métricos y espacios topolégicos. Partiendo de los dos
més especiales, definamos:

Definicién A.1 (Espacio de Banach y espacio de Hilbert.). Sea (V]|-]|) un espacio norma-
do. Si la métrica asociada es completa diremos que es un espacio de Banach. Sea (V,(-,-))
un espacio con producto interno. Si la métrica asociada es completa diremos que es un
espacio de Hilbert.

A.0.1. El concepto de derivada en espacios de Banach.

Definicién A.2 (Diferenciabilidad). Sea f : U C E — F una aplicacién con dominio un
abierto entre espacios normados y sea ug € U. Diremos que es diferenciable en ug si existe
un operador lineal y acotado D f(ug) : E — F tal que:

f(u) = f(uo) — D f(uo) - (u—up) _

lim = lim =0
u—uo [[w — uo| u=uo [l —uol|

o(u — ug)

83
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Df:U — L(E, F) se conoce como derivada de f.

Necesitamos ahora garantizar que esta definicién es correcta, para ello necesitamos
un teorema de existencia dnica (no es un teorema de existencia y unicidad, ya que no
necesariamente existe, pero lo que se probaria es que si existe esta es tnica, que es lo que
nos interesa para tener una buena definicién).

Proposicién A.1. Si existe Df(ug), entonces es dnica. Ademds, Df es lineal en f.

A.0.2. Derivada funcional y el calculo de variaciones.

Una accién es un funcional, es decir, una aplicacién del tipo S : E™ — R con E un
espacio de funciones. Es decir, coge m funciones y nos devuelve un niimero real. En una
formulacion lagrangiana nos interesan los extremos que pueda presentar esta accién, por
tanto, necesitamos ciertos resultados sobre los extremos relativos en espacios de Banach
(recordemos, el espacio de funciones no es necesariamente de dimensién finita).

Definicién A.3 (Funcional débilmente no degenerado). Sean E y F dos espacios de Ba-
nachy (,): E x F — R un funcional bilineal continuo. Diremos que es E-débilmente no
degenerado (resp. F-débilmente no degenerado) si (z,y) = 0 Yy € F implica que x = 0
(resp. si (z,y) = 0 Vo € E implica que y = 0). Equivalente a decir que la aplicacién
x> (z,) de E — F* es inyectiva. [dem con F.

Vamos a probar esa relacién bicondicional de la que hemos hablado en la proposicion.
Del Algebra Lineal sabemos que una aplicacién es inyectiva, ssi, su nicleo es el cero (ele-
mento neutro del espacio vectorial). Por tanto, en nuestro caso tenemos que la imagen nula
es Oy que es la aplicacién del dual cuya imagen es cero, i.e., Oy(y) =0 Vy € F. Por tanto,
(-, ) es inyectiva, ssi, ker (-, ) = {0}, ssi, (z,y) = 0 Vy € F implica que = = 0.

Definamos ahora un concepto que nos seré ttil para los extremos, la derivada funcional.

Definicién A.4 (Derivada funcional). Sean E y F dos espacios de Banachy (,) : ExXF —
R un funcional bilineal continuo y E-débilmente no degenerado. Sea f : F — R. Entonces,
definimos la derivada funcional (si existe) de f con respecto a o como:

of

Df(a) f = (5-.5)

De existir, es tnica, debido a que es débilmente no degenerado. (luego, estd bien definida.)

A.0.3. Aplicacién a un espacio de funciones con el funcional usual.

Supongamos que nuestros espacios de Banach son espacios de funciones de 2 C R™.
Definimos el bifuncional y aplicando la Definicién A.4, obtendriamos:

w.) = [ elap@ds + D)6 = [ L@w@aa=Lreren| @y
Q Q (SQO dE e=0

La ultima igualdad se debe a la aplicacion de la regla de la cadena y no seria mas que una
derivada direccional. Pero notemos que en la ultima igualdad esté la clave del asunto para
encontrar un extremo. Si suponemos que el extremo estd en ¢, la derivada de hy(e) ==
flo+ey), fijado el, ¥ serd cero (evaluando en € = 0). Notemos que esto lo podemos aplicar
a cualquier 1. Por tanto, por la dltima igualdad de (A.1) tendremos que la integral es
nula. Si el funcional es no degenerado (nos basta con que sea débilmente) y tenemos que

)
<§—£, -) = Oy, luego estd en el nicleo y por tanto 6—f es la aplicacion idénticamente nula.

Hemos probado el primer resultado de la segunda parte de la proposicién que se presenta
a continuacién.
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Proposicién A.2. Sea el funcional definido previamente, entonces, los siguientes resulta-
dos son ciertos.

v {p, ) es débilmente no degenerado.

» La condicion necesaria para que f : E — R con flp] = fQ F(z,p,¢.q)d"c tenga
extremo relativo es que,
of of 0 OF OF

S_o A o 24— _Z
50 0 demds b0~ B0 Bpn g

Estas dos condiciones nos son ttiles para poder demostrar las ecuaciones de Euler-
Lagrange en el caso de teoria cldsica de campos (CFT) e incluso en teoria clasica de particu-
las.! El problema es que en la proposicién anterior solo hemos considerado un funcional
con un Unico argumento. Debemos generalizar a més dimensiones el concepto de derivada
funcional.

Definicién A.5 (Derivada funcional). Sean E; y F; espacios de Banachy (, ), : E;xF; —
R bifuncionales bilineales y continuos y E;-débilmente no degenerados. Sea f : F; x ...x :
F; — R. Entonces, definimos la derivada funcional (si existe) de f con respecto a ¢; como:

)
Dif(p1 o) s = (50 )

D; es la derivada parcial con respecto a 4. Se puede probar que:
Dif(@l» (XX} SDTL) : ¢l = Df(sola ceey SDTL) : (07 ey /(/)’h L) 0)
De existir, es tnica, debido a que es débilmente no degenerado. (luego, estd bien definida.)

De manera andloga a como hicimos (usando el resultado del cdlculo en varias variables)
antes podriamos probar que si existe extremo relativo, entonces,

of
0p;
Ademsds, estas derivadas funcionales serfan (con el funcional usual y su densidad),

5f & OF OF
Spi 0z 0pia  Op;

=0 VieZ={1,..,n}

para todo ¢ € Z. Por tanto, vemos que se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange de la
CFT, simplemente S = f y £ = F siendo, respectivamente, la accién y densidad lagran-
giana.

Como ya comentamos anteriormente, el formalismo matemaético aqui desarrollado no solo
es 1til para la CFT, sino para la mecédnica de particulas. Dado que es lo que usaremos aqui,
comentamos cémo hacer la transicién a ese caso:

» QO CR* = R; las “variables del campo” solo dependen del tiempo.

= 1P; — ¢% las “variables del campo” son las trayectorias, podrian verse como campos
unicamente temporales (ver Nota al pie 1).

Con estos cambios, la ecuaciones resultantes son:
608 d oL 0oL
(5qi Tdt 6(]1 aqi

para todo i € Z.

1Como luego veremos, las “matemadticas” son las mismas sin mas que pasar de R* — R, sin
embargo, la Fisica que hay detrds es diferente (las trayectorias no son campos)
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Conclusiones.

Este trabajo tiene dos grandes partes diferenciadas, una de revision de resulta-
dos conocidos y otra de nuevo estudio tedrico en el tema.

En la primera parte, primero hemos presentado una formulacién geométrica de
la mecéanica.

= Debido a las matema&ticas avanzadas que se presentan, previamente se ha
realizado un estudio extenso de teoria de variedades y andlisis tensorial (en
esta memoria no hemos incluido estas partes y nos remitimos a las referencias),
siguiendo principalmente de la referencia [1].

= Esta formacién matemaética adicional nos ha permitido entender la mecénica
utilizando estas herramientas. En el capitulo 1 hemos presentado los resulta-
dos mas bdésicos en ese formalismo.

= Dado que las matematicas son complejas, también hemos intentado expo-
ner una versién heuristica antes de los grandes resultados e incorporado un
sistema de dos lecturas para una mejor asimilacion.

También, dentro de esta primera parte, hemos estudiado los sistemas superintegra-
bles.

= Utilizando como base lo presentado en el capitulo primero, en el capitulo 2
hemos presentado una introduccién teérica, definiciones y resultados impor-
tantes de estos sistemas.

= En la segunda parte del capitulo hemos presentado ejemplos conocidos co-
mo aplicacién de lo anterior, mostrando propiedades interesantes de estos
sistemas superintegrables (obtencién de manera algebraica de trayectorias
(clasico) y espectro (cudntico)).

En la segunda gran parte de este trabajo hemos estudiado con cierto detalle
una nueva familia de hamiltonianos, que se obtiene a partir de otro bien conocido.

= En el capitulo 3 sentamos las bases para el posterior estudio, a saber, trans-
formamos el problema, definiciones y formalizacion de ciertos resultados que
nos seran utiles en los siguientes capitulos. También proponemos y probamos
un resultado bésico para guiar el desarrollo del capitulo siguiente.

= En el capitulo 4 empezamos el estudio de nuestro sistema particular. Obtene-
mos los operadores escalera y damos un procedimiento sistemético (aplicable
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CONCLUSIONES.

a otros sistemas) para obtener factorizaciones. Incluimos demostraciones de
independencia lineal que se pueden extender a otros casos.

Aplicdndolo a nuestra familia obtenemos varias soluciones. Para el anélisis,
proponemos una generalizacién de una proposicién del capitulo anterior y da-
mos su demostracién , esto nos permite obtener los operadores desplazamiento
y, con ellos, las simetrias.

Por otro lado, mostramos un método alternativo para llegar a estos operado-
res. Primero, desarrollamos, con su correspondiente demostracién, un resul-
tado general para obtener factorizaciones dejando un indice fijo. Después, lo
aplicamos a nuestro sistema y obtenemos las simetrias del mismo.

Por 1ltimo, en el capitulo 5 pasamos al estudio clasico. Guiandonos por la
correspondencia entre los sistemas clasicos y cudnticos obtenemos los opera-
dores andlogos clasicos.

Debido a que la analogia no es total, tenemos que desarrollar ciertos resulta-
dos relacionados con los corchetes de Poisson para poder simplificar nuestros
calculos. Como siempre, estos resultados los construimos de la manera mas
general posible para que sean aplicables a otros sistemas.

Finalmente, obtenemos trayectorias y las representamos graficamente con
ayuda de Mathematica. También explicamos cémo reducir el tiempo de
computacion.
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