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Introduccion

Al igual que llamaremos, abreviadamente, anillos a los anillos conmutativos
con elemento unidad, llamaremos, abreviadamente, reticulos a los reticulos
distributivos con minimo y méximo.

En este trabajo estudiamos las propiedades de compacidad y conexion del
espectro primo de un anillo (resp. reticulo), y vemos que el espectro primo
es un espacio topolégico normal si, y solo si, dicho espacio retracta sobre el
espectro maximal, lo que equivale a que cada ideal (resp. filtro) primo esté
contenido en un unico ideal (resp. filtro) maximal. El espectro maximal de
estos anillos (resp. reticulos) con la propiedad pm es un espacio compacto
y de Hausdorff. Estudiamos las propiedades de conexién del espectro primo
de un anillo con la ayuda del anillo de Boole formado por los idempotentes
del anillo de partida.

Aplicamos después algunas de las ideas anteriores al estudio de los espacios de
Tychonoff y de los anillos de funciones continuas, con valores reales, definidas
sobre ellos. Sea pues X un espacio de Tychonoff. Los anillos C(X) y C*(X)
son pm-anillos y, por lo tanto, sus espectros maximales son espacios com-
pactos y de Hausdorff, que contienen cada uno de ellos una copia del espacio
X. De hecho, tanto Max (C'(X)) como Max (C*(X)) son la compactificacién
de Stone-Cech de X. Veremos que también tiene la propiedad pm el reticulo
Z(X) formado por los z-conjuntos (o conjuntos de ceros) de X. Diremos
que Z(X) es una base de Wallman normal en X, y veremos que Max (Z (X))
vuelve a ser la compactificacion de Stone-Cech de X. En la parte final abor-
damos, siguiendo los trabajos de Frink y Steiner, el problema de caracterizar
los espacios de Tychonoff sin recurrir explicitamente a las funciones contin-
uas. Frink caracteriza los espacios de Tychonoff mediante la existencia de
bases de Wallman normales. Esta caracterizacion tiene una deficiencia en
relacién con los subespacios. Concluiremos el trabajo viendo finalmente que
la caracterizacion de Steiner subsana elegantemente esa deficiencia.



Introduccién

El trabajo se divide en dos capitulos. A continuaciéon vamos a detallar algo
mas el contenido de cada uno de los capitulos.

El primer capitulo se subdivide en tres secciones. En la primera nos cen-
traremos en construir el espectro de un anillo A. De forma general, nos apo-
yaremos para esta parte en el libro [AM], donde la mayoria de los enunciados
pueden encontrarse propuestos como ejercicios en el primer tema. Dotare-
mos (via una base de cerrados) al conjunto de los ideales primos del anillo A
de una topologia, que recibe el nombre de topologia de Zariski. Este espa-
cio topoldgico serd denotado con Spec (A), y el subespacio formado por los
ideales maximales de A serd denotado con Max (A). Daremos una expresion
explicita de una base de abiertos de Spec (A) y veremos que tanto los abier-
tos de esa base como el espacio total son siempre compactos. Observaremos
ademds que ni Spec (A) ni Max (A) son, en general, espacios de Hausdorff,
aunque veremos que Spec (A) siempre es un espacio Ty y Max (A) es siempre
un espacio 77.

La segunda seccién tratard las propiedades de conexién en Spec (A). La re-
ferencia mas completa para esta parte es el libro [Magi]. Veremos que el
andlisis de las propiedades de conexién en el espectro se centra en el estudio
de los idempotentes del anillo A. El resultado principal que caracteriza la
conexion en el espectro consiste en que dos ideales primos de A se encuentran
en la misma componente conexa de Spec (A) si, y sélo si, contienen a los mis-
mos idempotentes. Ademas, veremos cuando un conjunto de idempotentes
es el conjunto de idempotentes de un ideal primo gracias a la nocién de ideal
booleano.

Cerraremos el capitulo explorando en qué casos el espectro es un espacio nor-
mal. Llamaremos pm-anillos a aquellos anillos en los que todo ideal primo
estd contenido en un tunico ideal maximal, y veremos que son estos anillos
los que precisamente dan lugar a espectros normales. Veremos que en este
caso, el espectro primo retracta sobre el maximal, y la retraccion no es otra
que la aplicacion que envia cada ideal primo en el tnico ideal maximal que
lo contiene. Ademads, los espectros maximales de estos anillos son espacios
de Hausdorff. Finalmente, veremos que los pm-anillos se pueden caracterizar
por una propiedad puramente aritmética. Nos basaremos en los articulos
[Cont] y [MO] para el desarrollo de esta seccidn.

El segundo capitulo se subdivide en cuatro secciones. Comenzaremos exten-

diendo la construccion del espectro para reticulos distributivos. Definiremos
los reticulos distributivos de dos formas equivalentes, como conjuntos parcial-
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mente ordenados y como conjuntos con dos operaciones. Veremos que para
reticulos distributivos, existen dos formas, duales entre si, de dar una nocién
analoga a la de ideales en anillos conmutativos. Asi pues, observaremos que
se pueden construir espectros de reticulos gracias a filtros primos o a ideales
primos de un reticulo. Para esta parte una buena referencia es [DP], en lo
tocante a resultados generales de reticulos. Algunos de los resultados pueden
encontrarse en [Will] y [AS], donde estan tratados de forma auxiliar en el
marco de los reticulos conjuntistas.

Después estudiaremos simultaneamente el anillo de funciones continuas C(X)
y el reticulo Z(X), dejando siempre patente la conexién entre ambas estruc-
turas. La principal referencia serd en este caso [GJ]. Veremos, por ejemplo,
que el anillo C(X) es un pm-anillo y que, paralelamente, en el reticulo Z(X)
cada filtro primo esta contenido en un tnico ultrafiltro.

Posteriormente, nos centraremos en los espacios de Tychonoff. Estudiaremos
la relacion entre estos espacios y los anillos de funciones continuas y vere-
mos que los espacios de Tychonoff son exactamente aquellos espacios que se
pueden sumergir en espacios compactos y de Hausdorff. Exploraremos de
forma general la nocién de compactificacion de Hausdorff. Dado un espa-
cio de Tychonoff X | construiremos (haciendo uso del teorema de Tychonoff)
y analizaremos en profundidad la compactificacion de Stone-Cech SX, que
estd extremadamente vinculada con los anillos de funciones continuas. Vere-
mos varias caracterizaciones de esta compactificacién, como por ejemplo,
en términos de extension de funciones continuas, de maximalidad entre las
compactificaciones o su relacién con los espectros maximales Max (C(X)) y
Max (C*(X)). Seguiremos apoyandonos en [GJ] para todo lo tocante a fun-
ciones continuas y nos apoyaremos en [Will] para abordar de forma general
lo tocante a compactificaciones y a la construccion de la compactificacién de
Stone-Cech.

Finalmente, veremos una nueva forma de definir compactificaciones de Haus-
dorft. Los espacios de Tychonoff son, por definicion, los espacios de Hausdorff
en los que hay suficientes funciones continuas para separar puntos de cerra-
dos. Frink se plantea el problema de expresar el axioma de separacion de
Tychonoff, sin recurrir a las funciones continuas. Veremos entonces como
Frink obtiene, mediante las bases de Wallman normales, una caracterizacién
de los espacios de Tychonoff, que no acude explicitamente a las funciones
continuas. Si un espacio X posee una base de Wallman normal B, basta
sumergir X en el espectro maximal de la base B, que es un espacio compacto
y de Hausdorff para obtener una compactificaciéon de X. Logicamente, nos
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apoyaremos para esta parte en su articulo [Fril], ademds de en el libro [AS].
Ahora bien, la respuesta de Frink no es completamente satisfactoria. Si Y es
un subespacio de un espacio de Tychonoff X, es sencillo ver que Y también
es de Tychonoff. En general, la traza sobre Y de una base de Wallman nor-
mal en X, puede no ser normal en Y. Estudiaremos la respuesta dada por
Steiner, que subsana esa deficiencia introduciendo las familias de cerrados
normales y separantes, que son unas familias de cerrados con una condiciéon
mas restrictiva que la normalidad, pero que si es heredada por sus trazas
sobre subespacios. Asi pues, veremos que un espacio es de Tychonoff si, y
soOlo si, posee una familia de cerrados separante y normal. Observaremos, con
especial interés, como se construyen estas familias de cerrados separantes y
normales, utilizando un método similar al que se emplea a la hora de de-
mostrar el Lema de Urysohn. Como es légico, para esta iltima parte, nos
basaremos en su articulo [Stel].

En nuestro trabajo hemos estudiado en primer lugar la topologia de Zariski
sobre el conjunto de los ideales primos de un anillo y, después, la topologia de
Stone sobre el conjunto de los filtros primos de un reticulo. Asi pues, hemos
invertido el orden histérico (véase Johnstone). Si llamamos espacios de Boole
(o de Stone) a los espacios compactos que son de Hausdorff y totalmente de-
sconectados, el Teorema de Representacion de Stone establece que: “Todo
reticulo de Boole es isomorfo al reticulo de los conjuntos abierto-cerrados de
un espacio de Boole”. La idea fundamental del trabajo de Stone es elegir
el espectro primo del reticulo como soporte de la representacion, viendo que
en dicho espectro puede introducirse una topologia de forma natural, en un
proceso que, como afirma Johnstone, es el primero en que se introduce una
topologia en un conjunto construido de forma exclusivamente algebraica. El
propio Stone aplicara estas nuevas ideas en su construccién de la compactifi-
caciéon de Stone-Cech de un espacio de Tychonoff, y en la generalizacion del
Teorema de Aproximacion de Weierstrass.

Podemos leer en [John] que la topologia de Zariski no aparece en geometria
algebraica hasta el final de la década de los cuarenta del pasado siglo, y hay
que esperar hasta el comienzo de la década de los sesenta para que aparezca
en los libros de algebra conmutativa. La semejanza entre las topologias in-
troducidas por Zariski y Stone es clara, y Dieudonné afirma que Zariski fue
en efecto influido por el trabajo de Stone, aunque no se hayan encontrado
menciones explicitas de este influencia en los trabajos de Zariski. Cuando
Grothendieck (1959-60) reescribe la geometria algebraica utilizando esque-
mas en lugar de variedades, la influencia de Stone vuelve a ser manifiesta.
La topologia de Zariski sobre el espectro primo de un anillo es una generaliza-
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cién de la topologia de Stone (de hecho, la ltima es un caso particular de la
primera para un anillo de Boole), aunque no se cite a Stone en los trabajos
de Grothendieck.

Queremos finalmente destacar que, al igual que los iniciadores de la topologia
general y de la teoria de reticulos, Frechet y Boole, también Stone y Grothen-
dieck provienen del analisis funcional.






Capitulo 1

Espectro primo de un anillo:
normalidad y retracciéon sobre
el espectro maximal

En este primer capitulo vamos a trabajar con un anillo conmutativo con ele-
mento unidad (A, +, ), al que usualmente denotaremos simplemente con A.
Consideraremos el conjunto de los ideales primos de A y lo dotaremos de la
topologia de Zariski. A este espacio topoldgico lo llamaremos espectro primo
de A.

El objetivo del capitulo es estudiar las propiedades topoldgicas del espec-
tro primo, poniendo especial atencion en las propiedades de compacidad y
conexién. Definiremos el concepto de espectro maximal del anillo como el
subespacio del espectro primo formado por los ideales maximales, y veremos
en qué casos el espectro primo retracta sobre el maximal.

1 Espectro primo y topologia de Zariski

Para cada subconjunto S del anillo A, denotaremos con V' (S) el conjunto de
ideales primos de A que contienen a S, y denotaremos con (S) el ideal de
A engendrado por S. Para cada ideal I de A, denotaremos con v/I su radical.

Denotaremos con N (A), el nilradical de A, que es el radical del ideal nulo, es
decir, el conjunto formado por los elementos nilpotentes de A. Recordemos
que N (A) coincide con la interseccién de los ideales primos de A. Denotare-
mos con J (A) el radical de Jacobson del anillo A (la interseccion de los ideales
maximales de A). Para finalizar denotaremos con Spec (A) el conjunto de
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ideales primos de A.
Proposicién 1.1. Para cada subconjunto S de A, se verifica que:
V((9) = V(V(5)) = V(9).
Y para los subconjuntos {0} y {1}, V(0) = Spec (A), V(1) = 0.
Demostracion. Por definicion:
V(S) = {z € A: 2" € (S) para algiin entero n > 0} .

Es claro que (S) C /(S) y por lo tanto V((S)) D V(1/(S)). Ademas, se
tiene también S C () y entonces V(S) D V((9)).

Viendo que V(S) C V(4/(S)) probamos la cadena de igualdades. Esto se
tiene porque, dado un ideal primo I de A perteneciente a V'(S), se verifica
que S estd contenido en I y por lo tanto /(S) estd contenido en VI. Al
ser [ ideal primo, I coincide con su radical, y deducimos que I € V(1/(95)).

Concluimos que V(S) C V(1/(9)).
Como todo ideal primo de A contiene al elemento 0, tenemos V' (0) = Spec (A).

Como todo ideal que contiene a una unidad del anillo debe ser el total,
V(1) = ) ya que, por definicién, los ideal primos son ideales propios.
O

Proposicién 1.2. Dada una familia {S)},., de subconjuntos de A, se tiene:
V(I Sy = V(Sy).
AEA AeA

Demostracion. Un ideal primo contiene a | J,., Sx si, y sélo si, contiene a
cada S).
]

Proposicién 1.3. Para I,J ideales de A:
VinJ)y=v{IJ)=V{I)uV(J).

Demostracion. Sea P un ideal primo perteneciente a V(I N J). Se verifica
entonces que /N J esta contenido en P. Elideal I.J esta claramente contenido
en I NJ,y, por lo tanto, estd también contenido en P. Tenemos entonces
P eV(1J),y deducimos que V(I NJ)C V(1J).

10
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Sea () un ideal primo de A que contiene a I.J. Veamos que () estd con-
tenido en V(1) U V(J), razonando por reduccién al absurdo. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que J no esta contenido en (). Existe entonces un
elemento j de J, que no pertenece a ). El ideal generado por los productos
de elementos de I con j esta contenido en (), y por primalidad deducimos
que forzosamente se da I C (). Observamos entonces que () pertenece a

V(I)UV(J) y concluimos que V(I.J) C V(I)UV(J)

Finalmente, como I N J esta contenido en [ y en J, se deduce facilmente que
V(I)uV(J) cV(INJ),y podemos concluir la demostracién.
O

Recordamos las definiciones de base de abiertos y de base de cerrados de un
espacio topologico.

Definicién 1.4. Sea X un espacio topoldgico. Una base de abiertos de X
es una familia de abiertos B, tal que todo abierto U de X puede escribirse
como union de elementos de B. Ademas, un familia B de subconjuntos de X
es base de abiertos para alguna topologia en X si cumple:

e U B=X.
BeB

e Para todos By, By, € By todo x € By N By, existe By € B tal que
T € B3 C By N Bs.

Definicién 1.5. Sea X un espacio topoldgico. Una base de cerrados de X
es una familia de cerrados F, tal que todo cerrado F' de X puede escribirse
como interseccion de elementos de F. Ademads, un familia F de subconjuntos
de X es base de cerrados para alguna topologia en X si cumple:

e N F=0.
FeF

e Para todos Fi, [y, € F y todo x € F1UF,, existe F3 € F tal que x &€ F3
y FL U, C Fs.

Es claro que los complementarios de los elementos de una base de abiertos
(respectivamente cerrados) de X, forman una base de cerrados (resp. de
abiertos) de X, para la misma topologia.

Gracias a las propiedades expuestas anteriormente, comprobamos que los
conjuntos V(.S) forman una base de cerrados para una topologia en el con-
junto de ideales primos de A. Esta topologia es la denominada topologia de
Zariski. Recordemos que al conjunto de ideales primos con esta topologia lo
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llamamos espectro primo de A, denotado Spec (A). Al subespacio de Spec (A)
formado por los ideales maximales de A, lo llamamos espectro mazimal de A,
denotado Max (A).

Observacion. Sea k un cuerpo. Para cada n € N, denotamos con A™ al

espacio afin n-dimensional sobre k. Para cada subconjunto S de polinomios
de k[X1, ..., X,], definimos:

V(S)=A{(a,....,a,) € A" : f(a,...,a,) = 0 para todo f € S}.

Es sencillo comprobar que el ideal de k[X7, ..., X,,] generado por los poli-
nomios de S, da lugar al mismo subconjunto de A". Estos conjuntos reciben
el nombre de conjuntos algebraicos de A". En A" se puede definir una
topologia, tomando como conjuntos cerrados los conjuntos algebraicos. Esta
es la definicion clasica de la topologia de Zariski en A”. Cuando estos con-
juntos son cerrados irreducibles, reciben el nombre de variedad algebraica.
Si consideramos un cuerpo algebraicamente cerrado, la version débil del Teo-
rema de los Ceros de Hilbert nos dice que los ideales maximales del anillo
k[ X1, ..., X, son exactamente los ideales de la forma (X; — ay, ..., X;, — a,).
Para un cuerpo algebraicamente cerrado, tenemos entonces que (aq, ..., a,)
pertenece a un conjunto V(.S) si, y sélo si cada polinomio f del subconjunto
S de k[X7, ..., X,,], estd contenido en el ideal maximal (X7 — aq, ..., X,, — a,).
El conjunto V' (.S) puede verse entonces como el conjunto formado por los ide-
ales maximales de k[X7, ..., X,;], que contienen a S. La topologia de Zariski
definida en el espectro de un anillo es la extension de esta construccion de
ideales maximales a ideales primos en general. Es claro que conservamos la
influencia geométrica en el notaciéon empleada, como por ejemplo, cuando
nos referimos a los conjuntos cerrados del espectro.

Aunque hemos definido la topologia de Zariski en Spec (A) mediante una
base de cerrados, es ttil describir explicitamente una base de abiertos, for-
mada por los complementarios de los miembros de la base de cerrados.

Para cada a € A, denotamos con D(a) el complementario en Spec (A)
del cerrado V(a). Para cada a € A, escribiremos DM (a) y VM(a) para
referirnos a las intersecciones de D(a) y V(a) con Max (A). Veamos algunas
propiedades de estos conjuntos que nos seran utiles mas adelante.

Proposicién 1.6. Los conjuntos D(a), para a € A, forman una base de
abiertos de Spec (A4). Denotaremos con D = {D(a)}.ca a esta base.

12



Espectro primo y topologia de Zariski

Demostracion. Dado S subconjunto de A, utilizando la proposicion 1.2 :

Spec (A) \ V(S) = Spec (4)\ [ V(s) = | D(s).

seS seS

Proposicién 1.7. Para a,b € A se tiene:

1. D(a) N D(b) = D(ab).

()
2. D(a) = < a es un elemento nilpotente de A.
3. D(a)

(a)

4. D
Demostracion.

1. D(a)N D(b) = Spec (A)\ (V(a) UV (b)) = Spec (A) \ (V(ab)) = D(ab),
utilizando la proposiciéon 1.3.

2. D(a) = 0 si, y s6lo si, a pertenece a todos los ideales primos de A, es de-
cir, a pertenece a N’ (A), equivalentemente, a es un elemento nilpotente
de A.

3. D(a) = Spec (A) si, y sélo si, a no pertenece a ningin ideal primo de
A, es decir, a es unidad de A.

4. Si \/@ = \/@, entonces, utilizando la proposicion 1.1, se concluye
que D(a) = D(b). El reciproco se obtiene utilizando que el radical
de un ideal coincide con la interseccién de los ideales primos que lo
contienen.

]

Podemos enunciar ahora algunos resultados sobre compacidad en Spec(A).

Proposicién 1.8. Tanto Spec (A) como los conjuntos D(a), para a € A, son
compactos.

Demostracion. Puesto que D = {D(a)},., es una base de la topologia de
Spec (A), si tomamos un recubrimiento por abiertos de Spec (A), como todo
abierto es unién de abiertos de la base, obtenemos un recubrimiento por
abiertos de la base D. En este caso tenemos:

13
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Spec(A) = U D(ay).

ayx€EANEA

Tomando complementarios, utilizando la proposicién 1.2 y recordando que
V(1) =0, tenemos:

() = Spec (A) \ U D(ay) = ﬂ V(ax) = V((ax)rea);

ayxEANEA ax€ANEN

habiendo denotado con (ay)aen €l ideal generado por los ay. Deducimos que
1 € (a))aea, es decir, J ay, -+ ,a, € {ay: A € A}tales que:

1=aia; 4+ -+ aya,, para algunos aq,--- ,qa, € A.

Podemos extraer un subrecubrimiento finito:

0=V ((ar,....a.) =[V(a).

i=1
Equivalentemente, Spec (A) = D(a;)U---UD(a,), y concluimos que Spec (A)
es compacto.

Ahora sea D(a) con a € A un abierto de la base D. Si tenemos un recubri-
miento por abiertos de D(a), podemos obtener un recubrimiento por abiertos
de la base de abiertos D, y siguiendo un razonamiento analogo al anterior,
tenemos:

D@c |J Dla)eVd (] Via) =V(a)ea)

ayxEANEAN a)EANEA

Observamos que todo ideal primo que contiene al ideal (ay)ea, contiene
también al elemento a € A. Asi pues, a estd en la interseccién de todos los

ideales primos que contienen a (ay)xea, y esa interseccion es /(ax)aea-

Deducimos que existe un entero m > 0 tal que a™ € (ay)xea, es decir, existen
ay, -+, a € {ax},c, tales que:

a™ = piay + - -+ + Prag, para algunos fq,---, 0, € A.

14
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Como un ideal primo contiene al elemento a™ si, y sélo si, contiene al elemento
a tenemos que V(a) =V (a™), y concluimos que:

k
V(a) D V((ar,-+ ,a)) = [ |V(a;) < D(a) C D(a;) U--- U D(ay).

=1

De esta forma concluimos que D(a) es compacto, para todo a € A.
m

Proposicién 1.9. Un conjunto abierto U de Spec (A) es compacto si, y sélo
si, es unién finita de conjuntos D(ay), con ay € A.

Demostracion. Si U es compacto, todo recubrimiento por abiertos de U puede
escribirse como un recubrimiento por abiertos de la base de abiertos descrita
para Spec (A), del cual se puede extraer un subrecubrimiento finito y con-
cluimos. El reciproco es inmediato gracias a la proposicion anterior.

O

Estudiamos algunas propiedades de interés en Spec (A). Dado S, subcon-
junto de Spec (A), denotamos con S la clausura en Spec (A) de S.

Proposicién 1.10. Para [, J ideales primos de A:

1. Un punto I € Spec(A) es cerrado si, y sélo si, I es ideal maximal de

A.
2. {I} =V ().
3.1eJsJCl
Demostracion.

1. Si {I} € Spec(A) es cerrado, entonces, por la proposiciéon 1.1, existe
un ideal J de A tal que {I} = V(J). Como todo ideal esta contenido
en un ideal maximal, existe un ideal maximal M de A con I C M,y
M € V(J) = {I}. Deducimos que I coincide con M vy, entonces, I es
ideal maximal de A.

Si I es ideal maximal de A, no estd contenido en ningin otro ideal
primo. Luego V(I) = {I} y, por lo tanto, {/} es cerrado en Spec (A).

2. {I} ¢ V(I) yaque V(I) es un cerrado que contiene a I. Reciprocamente,
dado J € V(I), vemos que todo abierto D(a) con a € A, y que con-
tenga a J interseca al conjunto {/} de Spec(A). Razonamos por
reduccién al absurdo. Supongamos que existe un a € A, tal que
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J C D(a), y que no interseca a {I}, es decir, I ¢ D(a). Entonces,
I € V(a) = Spec(A)\ D(a), pero J € V(a), y llegamos a contradiccién
ya que tendriamos I ¢ J en contra de que J € V().

3. Se deduce del punto anterior, J € [ < J € V(I) < I C J.
[

Observamos, gracias a las proposiciones 1.2 y 1.10, que Max (A) es un cerra-
do de Spec (A4), y por lo tanto, es un espacio compacto.

Recordemos los axiomas de separacion Ty, 17, asi como la definiciéon de es-
pacio topolégico irreducible. Veremos que Spec (A) es siempre un espacio
Ty pero no es en general un espacio 77. También veremos en qué casos
Spec (A) es un espacio irreducible y, con mayor generalidad, cudles son las
componentes irreducibles de Spec (A).

Definicién 1.11. Diremos que un espacio topolégico X es un espacio Ty, si
para cada par de puntos distintos x,y € X, o bien existe un entorno U, de
x que no contiene a y, o bien existe un entorno U, de y que no contiene a x.

Proposicién 1.12. Spec (A) es un espacio Tj.

Demostracion. Vemos que dados dos ideales primos distintos de A, es posible
encontrar un entorno que contenga a uno y no al otro.

Sean [, J ideales primos de A distintos. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que I ¢ J. En ese caso, existe a € I\ J, por lo que J € D(a) y
entonces I ¢ D(a), que permite concluir.

O

Definicién 1.13. Diremos que un espacio topolégico X es un espacio Tj
si, para cada par de puntos distintos z,y € X, existen abiertos U,, U, no
necesariamente disjuntos, que satisfacen x € U, x € Uy, y € U, y € U,,.

Proposicién 1.14. Un espacio topoldgico X es T} si, y sélo si todos los
subconjuntos unipuntuales son cerrados.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio 1) y sea x € X. Para cada
punto y de X distinto de z, existe un abierto U, con y € Uy, « ¢ U,. El
conjunto U = |J{U, : y € X \ {x}} es abierto y coincide con X \ {z}, por lo
que deducimos que {x} es cerrado.
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Reciprocamente, supongamos que {x} es cerrado para todo x € X. Para
todoy € X con x # y, U = X \ {z} es un abierto tal que z € U,y € U, y
concluimos que X es un espacio 7.

]

En virtud de la proposicién 1.10 observamos que Max (A) siempre es un
espacio T7. En general, Spec (A) no es un espacio T}, salvo para anillos en
los que todo ideal primo es maximal.

Definicién 1.15. Diremos que un espacio topoldgico es irreducible, si no es
vacio y no se puede escribir como unién disjunta de dos cerrados.

La condicién de irreducibilidad de un espacio topoldgico X es equivalente a
que cada par de conjuntos abiertos de X, tiene interseccion no vacia.

Proposicién 1.16. Spec (A) es irreducible si, y sélo si, N(A) es un ideal
primo de A.

Demostracion. Suponemos Spec (A) no vacio. Vemos las dos implicaciones
por contrarreciproco:

Si N (A) no es un ideal primo de A, entonces existen a;,a; € A tales que
ajas € N(A) y ar,as € N(A). Como ay,as no son nilpotentes, aplicando
los dos primeros apartados de la proposicion 1.7, observamos que se tiene
D(a;) N D(ay) C D(ajay) = 0, al ser ajas nilpotente. Obtenemos que
Spec (A) se descompone como unién disjunta de los dos cerrados V' (a;) y
V(az). Deducimos que Spec (A) no es irreducible.

Si Spec (A) no es irreducible, existen abiertos no vacios U, Us tales que
Uy NU; = (. Por ser éstos no vacios y como {D(a)},., es base de abier-
tos, existen elementos aj, ay tales que O # D(ay) C Uy, 0 # D(ag) C Uy y
D(a;)ND(ay) = 0. Aplicando el apartado 1 de la proposicién 1.7, obtenemos
D(ajas) =0, y aplicando el apartado 2 de la misma proposicién, deducimos
que el elemento a;as de A es nilpotente. Concluimos que N (A) no es un ideal
primo de A, ya que tenemos dos elementos no nilpotentes cuyo producto si

lo es.
O]

Para ver cuales son las componentes irreducibles de Spec (A), vamos a nece-
sitar algunos resultados de topologia previos, que agrupamos en la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.17. Dado un espacio topoldgico X tenemos:
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1. Si Y es un subespacio irreducible de X, entonces la clausura Y en X
es irreducible.

2. Todo subespacio irreducible de X esta contenido en un subespacio irre-
ducible maximal.

3. Los subespacios maximales irreducibles de X son cerrados y recubren
X. Se denominan componentes irreducibles. En particular, las compo-
nentes de un espacio de Hausdorff son los conjuntos unipuntuales.

Demostracion.

1. Tomamos abiertos no vacios Uy, Uy C Y. El abierto U; es entorno de
algtin punto y € Y, luego deducimos que U; NY # (. De manera
analoga, se deduce que Uy NY # () y obtenemos (U;NY )N (U NY) #
(). Utilizando la irreducibilidad de Y, deducimos que U; N Uy # ().
Concluimos que Y es irreducible.

2. Sea Y el conjunto de los subespacios irreducibles de X parcialmente
ordenado por la inclusién. Consideramos una cadena {Y3},_, de ele-
mentos de 3. Tomamos Y = [J,c, Ya, y sean Uy, U, abiertos de X,
tales que Uy NY, U NY son no vacios. En este caso, existen A, Ay € A
con Uy NY,,,U; NY),, no vacios. Podemos suponer \; < Ay, y en-
tonces Uy NYy, C Uy NY,, # 0. Por ser el conjunto Y), irreducible
comprobamos que U; N'Y), N Uz NY), es no vacia y deducimos que
(U1NY)N(U2NY) # . Sabemos entonces que Y es irreducible, y apli-
cando el lema de Zorn, obtenemos que ¥ tiene al menos un elemento
maximal y podemos concluir.

3. Consideramos un subespacio irreducible maximal Y de X. Aplicando
el primer punto, observamos que Y es irreducible. La maximalidad de
Y permite ver que Y coincide con Y, es decir, Y es cerrado. Ademas,
para cada x € X el conjunto {x} es irreducible y, por lo tanto, estd
contenido en un subespacio irreducible maximal. Concluimos que los
subespacios irreducibles maximales recubren X. Supongamos que X es
un espacio de Hausdorff. Si Y es un conjunto unipuntual, es claramente
irreducible. Si tuviéramos z,y € Y distintos, por ser X de Hausdorff
existirfan U,, U, abiertos disjuntos con x € U,, y € U, y llegarfamos
asi a contradecir que Y es irreducible. Vemos que las componentes
irreducibles de un espacio de Hausdorff son los conjuntos unipuntuales.

[
En general ni Spec (A) ni Max (A) son espacios de Hausdorff.
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2 Propiedades de conexion en el espectro

Estudiaremos ahora algunos resultados sobre conexién en Spec (A). Para
realizar esta tarea, tendremos que trabajar con los elementos idempotentes
del anillo, es decir, los ¢ € A que satisfacen e = e. Denotaremos con B(A)
al conjunto de los idempotentes de un anillo A. Primero dotaremos a B(A)
de estructura de algebra de Boole.

Vamos a recordar las nociones de reticulo distributivo y de algebra de Boole.
Los reticulos se pueden definir de dos formas equivalentes, como conjunto
parcialmente ordenado o como conjunto con dos operaciones. Mas adelante,
ahondaremos en estas construcciones, pero por el momento simplemente in-
troducimos las definiciones necesarias para abordar el estudio de la conexion
en el espectro.

Definicién 1.18. Diremos que (R,V,A), donde R es un conjunto y V, A
son operaciones binarias en R, es un reticulo, si se cumple que para todos
r1,72, 73 € R:

e Asociatividad:

@) 7’1\/(7’2\/7"3):(7”1\/7“2>\/7“3.
o 7’1/\(7’2/\7’3):(7”1/\7“2>/\7“3.

e Conmutatividad:

oryVry=ryVri.

o riANro =179 \T1.
e Absorcién:
o1V (ri Arg) =11.
o1 A(r; Vry) =r11.
De las dos propiedades de absorcién se deduce:
e Idempotencia

e} 7’1\/7’1:7"1.

e} 7’1/\7’1:7"1.

Diremos que (R, V,A) es un reticulo distributivo si cumple:
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e Distributividad:

o riV(raArs) = (11 Vra) A(r1 Vrs).
e} 7’1/\(7’2\/7’3):(7’1/\7'2>\/(7’1/\7’3>.

Diremos que un elemento m (resp. M) de un reticulo R es un elemento
minimo (resp. maximo) si 7V m =r (resp. r A M = r) para todo r € R. El
elemento minimo (resp. maximo) en caso de existir es inico y sera denotado
con 0 (resp. 1).

Sea (R, V,A) un reticulo distributivo con elementos minimo 0 y méximo 1.
Diremos que R es un dlgebra de Boole si, para cada elemento r € R, existe
€ Rtal quer V' =1y rAr =0, en cuyo caso se dice que ' es el
complementario del elemento r.

Proposicién 1.19. Para un anillo A, en su conjunto de idempotentes B(A)
consideramos las operaciones:

e a; Vay = aj + as — ajas, para todos a, as € B(A).
® a; A as = ajas, para todos ay,as € B(A).
e a/ =1 —a, para todo a € B(A).

De esta forma (B(A),V,A,0,1,) es un algebra de Boole. Obsérvese que los
elementos 0 y 1 del anillo A son, respectivamente, el elemento minimo y el
elemento maximo de B(A).

Veamos una forma de caracterizar los conjuntos que son simultaneamente
abiertos y cerrados de Spec (A), en términos de idempotentes del anillo.

Proposicién 1.20. Todo subconjunto abierto y cerrado de Spec (A) es de
la forma V' (e) para algin idempotente e del anillo A.

Demostracion. Sea S un subconjunto abierto y cerrado de Spec (A). Por
ser cerrado, la proposicién 1.1 garantiza que existe un ideal I de A, tal
que S = V(I). Por ser su complementario en Spec (A) cerrado, podemos
razonar de manera analoga y deducir que existe un ideal J de A tal que
Spec (A) \S = V(J). De esta manera, tenemos Spec (4) = V(I)UV(J) y
V(HNnV(J)=0.

Utilizando la proposicién 1.3 vemos que V(1) UV (J) = V(IJ) = Spec (A),

y deducimos que I.J esta contenido en todos los ideales primos de A. En
particular, I.J estd contenido en N (A).
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De V(I) N V(J) = () obtenemos que no existe un ideal primo de A que
contenga a [ y J. Elideal I + J es el menor ideal que contiene a [ y a J. Si
I + J fuera distinto del total, existiria un ideal maximal M con I + J C M,
en contra de lo obtenido. Concluimos que I + J = A y resulta que existen
1€ 1,5 € J tales que i + 7 = 1. Por ser i nilpotente, existe un entero n tal
que (i)™ = 0, entonces existen aj,ay € A tales que:

1=12"=(i+j)"(i + j)" = i"as + j"as.
Se tiene i"a; € I y j"as € J. Los elementos i = i"a; € I, j' = j"a, € J
cumplen 75’ = 0 y ¢ + j/ = 1. Obtenemos entonces, 1 =i’ + j' = > + j y
observamos que:

1—i/:(1—i/>(il+j/):i/+j/—i/jl—i/2:i/+j/—i/2:1—i/2.

Deducimos que 7' es idempotente. Si un ideal primo contiene a I, entonces
contiene a i’ y por lo tanto no puede contener a j', ya que contendria al
elemento 1. Se deduce que V(1) = V(i) que permite concluir.

Reciprocamente, si e es un idempotente de A, entonces V(e) NV (1 —e) = 0,
ya que ningun ideal primo puede contener a e y a 1 — e, pues contendria a 1.
De modo similar, V(e) U V(1 —e) = Spec (A), ya que e(1 —e) = 0. Vemos
claramente que V' (e) es abierto al ser su complementario en Spec (A) cerrado,

y puesto que por construccién es cerrado, podemos concluir.
O

Recordemos que un espacio topoldgico X es conexo si, y sélo si, los tinicos
subconjuntos de X que son a la vez abiertos y cerrados son X y (). En virtud
de la proposicién 1.1, vemos que Spec (A) es conexo si, y sélo si, A no tiene
elementos idempotentes distintos de 0 y 1.

Nuestro objetivo ahora es obtener un criterio para saber cudando dos ide-
ales primos de A se encuentran en la misma componente conexa de Spec (A).
Antes de abordar dicho problema, necesitamos probar un resultado previo.

Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Sabemos que si P es un ideal

primo de B, entonces ¢~ '(P) es un ideal primo de A. Més atin, veremos a
continuacion que la aplicacion inducida:

¢" : Spec (B) — Spec (A)
P ¢~ (P)
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es continua.

Lema 1.21. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos y ¢* : Spec (B) —
Spec (A) la aplicacién inducida correspondiente. Dado a € A, tenemos que
(¢*)~Y(D(a)) = D(¢(a)) y, como consecuencia, ¢* es continua.

Demostracion. Basta observa que:

(")~ (D(a)) = {I € Spec(B) : ¢*(I) € D(a)}
={I€Spec(B):ag ¢ (1)}
={I € Spec(B) : ¢(a) & I}
= D(¢(a))
O

Podemos abordar ahora el problema de las componentes conexas planteado
anteriormente.

Proposicién 1.22. Dos ideales primos I,J del anillo A pertenecen a la
misma componente conexa de Spec (A) si, y sélo si, contienen a los mismos
idempotentes.

Demostracion. Sean I,.J ideales primos de A. Si un idempotente e de A
pertenece a I pero no a J, entonces V (e) es un conjunto abierto y cerrado de
Spec (A) que contiene a I. Ademads, tenemos e(1 —e) = 0 € J y, utilizando
la primalidad de J, deducimos que J estd contenido en V(1 — ¢€), que es otro
conjunto abierto y cerrado. Como sabemos que V(e) U V(1 —e) = Spec (A)
vy V(e)NV (1 —e) =1, concluimos que I y J se encuentran en componentes
conexas distintas. De esta forma vemos que si dos ideales primos estan en la
misma componente conexa, deben contener a los mismos idempotentes.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que I,J contienen a los mismos
idempotentes. Denotemos con E al ideal generado por los idempotentes con-
tenidos en [ y J, por lo tanto I, J € V(FE). Consideramos el anillo cociente
A/E, con su homomorfismo de anillos suprayectivo 7 : A — A/E asoci-
ado. Como vimos antes, el homomorfismo 7 induce una aplicaciéon continua
7 : Spec (A/E) — Spec(A). Recordemos que existe una correspondencia
biyectiva que conserva el orden entre los ideales de A que contienen a E' y los
ideales de A/FE, dada por la imagen inversa de m. Deducimos entonces que
V(E) es la imagen por 7* de Spec (A/FE). Veamos ahora que Spec (A/E) es
conexo para poder asegurar que V' (E) es conexo y asi poder concluir.

Para ver que Spec (A/FE) es conexo debemos probar que los tinicos elementos
idempotentes de A/FE son 0+ Ey 1+ E. Sea f+ E un elemento idempotente
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de A/E, tenemos (f+E)(f+E) = f*+E, que coincide con f+FE. Obtenemos
que f2— f+E =0+ E, es decir, g = f> — f € E. Podemos escribir:

g= Zg,\e,\, con gy € A, e, idempotente de I y |A| finito.
AEA

Con la notacién introducida en la proposicién 1.19, consideramos e = \/,, €x,
que estd claramente en E. Como e;A(e;Ve;) = e;, para e;, e; idempotentes de
I, por construccién de g vemos que ge = gAe = g, luego (f2— fle = f2—f,
es decir, (f2— f)(1 —e) = f(f —1)(1 —e) = 0. Nos quedamos con el ele-
mento h = f(1 —e) = f —ef, y como ef € E, tomando clases obtenemos
h+E = f+FE. Ademés, h> —h = f*(1—e¢)— f(1 —e) = 0, y deducimos que
h es idempotente. Tenemos h(1 — h) = 0 € I y, utilizando la primalidad de
I, deducimos que se tiene h € [ o (1 —t) € I. El caso h € I lleva a deducir
que f+ E =0+ FE yelotrocasollevaa f+ FEF =1+ E.

Concluimos que Spec (A/FE) es conexo, lo que implica que V(E) es conexo.
Tenemos que I, J pertenecen al mismo conexo V(F), por lo que pertenecen

a la misma componente conexa de Spec (A).
[l

Nos interesa saber cuando un conjunto de idempotentes de un anillo es el
conjunto de idempotentes de un ideal primo. Con este objetivo en mente,
definimos el concepto de ideal Booleano maximal y veremos que los conjuntos
de idempotentes de A que corresponden a conjuntos de idempotentes de
ideales primo son exactamente los ideales Booleanos maximales de A.

Definicién 1.23. Diremos que un conjunto E no vacio de idempotentes de
un anillo A es un ideal Booleano mazximal si satisface:

1. Para cada idempotente e de A, se cumple e € EF 0 1 — e € E, pero no
ambos.

2. Siey f son idempotentes de A, entonces ef € E si, y s0losi, e € E o
fek.

Proposicién 1.24. Un conjunto E de idempotentes de un anillo A es el
conjunto de idempotentes de algun ideal primo de A si, y sélo si, E es un
ideal Booleano maximal.

Demostracion. Sea I un ideal primo de A y E(I) el conjunto formado por
los idempotentes de I. Para todo idempotente e del anillo A, tenemos
e(l1 —e) = 0 € I. Utilizando la primalidad de I deducimos que e € I o
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1 —e € FE, pero no ambas, ya que (1 —e)+e =1 ¢ E(I). Vemos de esta
forma que lo elementos de E(I) cumplen la primera condicién de la definicién
anterior. Sitenemos e, f € A idempotentes, con ef € I, utilizamos la primal-
idad de I y que ef es idempotente para deducir que se satisface la segunda
condicién de la definicién anterior. De esta manera hemos visto que E(I) es
un ideal Booleano maximal.

Para el reciproco, sea E un ideal Booleano maximal. Veamos que el ideal
(E), generado por los elementos de E, es un ideal propio de A, es decir, no es
el total. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que (F) = A.

Entonces existen elementos eq,...,e, € Eyay,...,a, € A tales que se tiene
1 =aje; + -+ + ape,. Definimos f; = (1 —e1)(1 —ez)...(1 — e;_1)ei, para
1=1,...,n vy, por ser I ideal Booleano maximal, podemos asegurar que los

fi son elementos de E. Por ejemplo, f; se escribiria:
fa=e4 —e1eq4 —egeq — ezeq + €169€4 + €1€364 + €26364 — €1€69€3€4

Por construccion se tiene que el ideal generado por los e; coincide con el
generado por los f;, y ademds f;f; = 0 si ¢ # j. Existen entonces elementos
bi,...,b, € A tales que 1 = bify + -+ + b,fn. Observamos que tenemos
fi= filbifi+---+bufn) = bifi, por lo que deducimos que 1 = fi +-- -+ f,.
Como f;f; = 0 para i # j, comprobamos que (1 — f;)...(1—f,) =0€ E
pero, por construccién, ningun (1 — f;) € E y llegamos a contradiccion. El
ideal (E) no es el total, luego estd contenido en un ideal maximal M de
A. Si tenemos un idempotente e de M con e ¢ FE, entonces tendriamos
1—e € E C M que iria en contra de la maximalidad de M, luego E contiene

exactamente a los idempotentes de M y podemos concluir.
O

Gracias a esta proposicion tenemos una caracterizacion de los conjuntos de
idempotentes de los ideales primos de un anillo A. Veamos a continuacién
que la condicién de ideal Booleano maximal estd estrechamente ligada con
la estructura del conjunto de idempotentes de A.

Anteriormente vimos que se podia dotar a B(A) de estructura de algebra de
Boole. Veamos ahora como dar explicitamente una estructura de anillo de
Boole en B(A). Recordemos que un anillo de Boole es un anillo en el que
todos los elementos son idempotentes.

Proposicién 1.25. Sea A un anillo. En el conjunto B(A) consideramos la
suma dada por e ® f = e+ f — 2ef, para e, f € B(A) y la multiplicacién
heredada de A. Con estas operaciones B(A) es un anillo de Boole.
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Demostracion. La demostracion es simplemente una serie de comprobaciones

sencillas. Vemos, por ejemplo, que e @ f es idempotente para todos e, f €
B(A):

(e f)P=e+ef —2ef+ef+f—2ef —2ef —2ef +4ef
=e+ f—2ef
=(ea f)

Podemos ver que la operacion @ es asociativa. Para e, f, g idempotentes de

A:

(eaf)®g=(e+[f—2ef)Dyg
=e+ f—2ef+g—2(e+ f—2ef)g
=e+ f+g—2ef —2eqg—2fg+4efyg
—e®(fDy)

Ademas, la operacion es claramente conmutativa, e @ f = f @ e, y se tiene
e®0=e,ede=0.
O

La estructura de los anillos de Boole es conocida. Por ejemplo, sabemos que
los anillos de Boole tienen caracteristica 2. Si A es un anillo de Boole, para
todo a € A, se tiene que a+a = a+a+(a*—a)+(a®*—a) = (a+a)?*—(a+a) = 0.

Recordemos que Z /27 es el tnico anillo de Boole integro. Esto es muy sen-
cillo de ver, ya que todo elemento no nulo de un anillo de Boole integro debe
cumplir z = 2% = 23 y, gracias a la integridad, se deduce que z = 1.

Si se construye el cociente de un anillo de Boole por un ideal primo, se obtiene
un anillo de Boole integro isomorfo a Z/2Z, que es un cuerpo. De esta forma
se deduce que todos los ideales primos de un anillo de Boole son maximales.

Veamos como se pueden caracterizar los ideales maximales de un anillo de
Boole.

Lema 1.26. [ es un ideal maximal de un anillo de Boole A si, y sélo si, [
cumple las dos condiciones de ideal Booleano maximal.

Demostracion. Si I es un ideal maximal de un anillo de Boole A, es claro que
se cumple la segunda condicién por ser un ideal primo. Veamos que se cumple
también la primera. Para todo a € A, si a € I y suponemos que 1 —a € I,
entonces a + (1 —a) = 1 € I, en contra de que I sea maximal. De modo
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andlogo, si a € I y suponemos 1 —a ¢ I, tenemos a(l —a) =a*—a=0€ [
y llegamos de nuevo a contradiccion. Deducimos que I cumple las dos condi-
ciones.

Reciprocamente, supongamos que I cumple las dos condiciones de ideal
Booleano maximal. Veamos que I es un ideal maximal de A. Sean a,b € [
tenemos (1 — a),(1 —b) ¢ I. Suponemos que 1 — (a + b) € I, entonces
(a+0) &1y (a+0b)(1—0b)=a(l—>b)ecIllegando a contradiccién. Deduci-
mos que si a,b € I entonces a+0b € I, que con la segunda condiciéon hacen de
I un ideal primo. Como todo ideal primo de un anillo de Boole es maximal,
podemos concluir. O

Proposicién 1.27. Un conjunto E de idempotentes de un anillo A es un
ideal Booleano maximal si, y sélo si, es un ideal maximal de B(A).

Demostracion. Se deduce por aplicacién directa del lema anterior. O

3 Retraccién y normalidad

En esta secciéon vamos a ver qué condiciones debe cumplir el anillo A para que
Spec (A) sea un espacio topoldgico normal. Ademads veremos que los anillos

que cumplen esta propiedad son los tnicos para los que Spec (A) retracta
sobre Max (A).

Recordemos las definiciones de espacio normal y de retraccion.

Definicién 1.28. Sea X un espacio topolégico, decimos que X es un espacio
normal si, para cada par Fi, F» de conjuntos cerrados disjuntos de X, existen
abiertos disjuntos Uy, Uy con Fy C Uy, Fy C Us.

Definicién 1.29. Sea X un espacio topolégico e Y un subespacio de X.
Decimos que Y es un retracto de X si existe una aplicacién continua, llamada
retraccion, r : X — Y tal que ’I"‘Y = idy.

Los anillos que nos van a interesar son los correspondientes a la siguiente
definicién.

Definicién 1.30. Diremos que un anillo A es un pm-anillo, si cada ideal
primo esta contenido en un tnico ideal maximal.

Sea A un pm-anillo. Definimos la aplicacién p : Spec (A) — Max (A) que a
cada ideal primo de A lo envia en el inico maximal que lo contiene. Hacemos
notar que la estructura de estos anillos implica que u esta bien definida y que,
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restringida a Max (A), u es la identidad. Si esta aplicacion fuera continua
tendriamos definida la retraccion que buscamos.

Como vamos a trabajar con ideales primos y los ideales maximales que los
contienen, introducimos una nueva notaciéon. Para cada ideal maximal M
de A, denotaremos con Oy a la interseccién de los ideales primos de A con-
tenidos en M. Recordemos que la interseccion de ideales es un ideal, luego
Oy es un ideal de A.

Con el siguiente teorema queda reflejada la relacién entre la condicion de pm-
anillo y la normalidad del espectro asociado. La aplicacion p que acabamos
de definir nos dard la retraccién de Spec (A).

Teorema 1.31. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A es un pm-anillo.
2. Max (A) es un retracto de Spec (A).

3. Para cada M € Max (A), M es el inico ideal maximal que contiene a
O

4. Spec (A) es un espacio normal.

Ademas, si se cumplen los enunciados, la aplicacién p que definimos previ-
amente es la tnica retracciéon de Spec (A) en Max (A) y podemos asegurar
que Max (A) es de Hausdorff.

Demostracion. Para cada ideal maximal M del anillo A, podemos construir
el anillo local A,y, localizando en el ideal M. Sabemos que los ideales primos
del anillo local Ay, estan en correspondencia biyectiva con los ideales primos
de A contenidos en M. Identificaremos el subconjunto de Spec (A) formado
por los ideales primos de A contenidos en un ideal maximal M con Spec (Ayy).
De esta forma, vemos Spec (Ay) como un subconjunto de Spec (A) y Oy es
la interseccién de los elementos de Spec (Ajys). Veamos que el punto 3. del
teorema equivale a que el conjunto Spec (Ays), visto como subconjunto de
Spec (A), es cerrado.

Para M € Max (A), si Spec(Ay) es cerrado, existe un ideal I de A tal
que Spec (Ay) = V(I). De este modo, todos los ideales primos contenidos
en M contienen a [ y, por tanto, I € Oy;. Todo ideal maximal que contiene
a I es un elemento de Spec (Ays), por lo que, sélo puede ser M y concluimos
que Ojy solo esta contenido en un maximal, que es M. Reciprocamente, si M
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es el Unico maximal que contiene a Oy, consideramos el conjunto V(Oyy).
Para todo I € V(Oyy), tenemos Oy C I. Deducimos que el tnico maxi-
mal que contiene a I es M y observamos que V(Oy;) C Spec (Ayr). Como la
otra contencién se da por construccién concluimos que Spec (Ayy) es cerrado.

Para ver que 3 implica 1, basta con observar que Spec (A,) es cerrado si, y
s6lo si, Oy C I implica que I C M, para todo I € Spec (A) y M € Max (A).
Como antes, si tenemos Spec (Ay;) = V(I), entonces I C Oy, luego un ideal
que contenga a Oy contendrd también a I y pertenecerda a Spec (Ay). El
reciproco se obtiene observando que, de darse la condicion:

Op C I implica que I C M.

entonces V(Ojy) coincide con Spec (Apy).

Veamos que 2 implica 1 de forma sencilla. Supongamos que tenemos una
retraccion r : Spec (A) — Max (A) del espectro primo sobre el maximal.
Tomamos I un ideal primo de A y sea M su imagen por r. De esta forma
I € r'({M}). Recordemos que Max (A) es un espacio T} y, en tales espa-
cios, los subconjuntos unipuntuales son cerrados. Como 7 es continua por
ser retraccién, r~1({M}) es cerrado. Utilizando el punto 2 de la proposicién
1.10, tenemos que {I} = V(I) C r—*({M}), luego si I estd contenido en un
ideal maximal M’ debemos tener M’ = M, para no ir contra la maximalidad

de M. Se concluye que A es pm-anillo y ademés vemos que r coincide con .

Probamos ahora que 1 implica 2 y 3 viendo que en ese caso, la aplicacion p
es continua. Definiremos a continuacién unos subconjuntos auxiliares, que

utilizaremos para probar la continuidad. Sea F' un subconjunto cerrado de
Max (A). Definimos:

®=n{M:MeF}=nF.
U =nN{I € Spec (A) : u(I) € F}.
Q=U{M:MeF}=UF.
Veamos que ;' (F) es un cerrado de Spec (A), es decir, que si tenemos I €
Spec (A) con ¥ C I, entonces u(l) € F. Si tomamos J € Spec(A) con
J C Q, por ser A pm-anillo, u(J) € F. El ideal J + ® es el menor ideal que
contiene a J y a ® y, por construccién, estd contenido en 2. Sabemos que

existe M € Max (A) con J + ® C M, por lo tanto, ® C M y, como F' es un
cerrado de Max (A), M € F. También tenemos J C M, y deducimos que
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u(J) =M.

Si tomamos ahora I € Spec (A) tal que ¥ C I, probamos que I contiene a
un J € Spec(A) con J C 2. De esta forma tendriamos u(l) = u(J) € F.
Definimos S = A\ Q, T = A\ I. Sabemos que por ser I primo, T" es un
subconjunto multiplicativamente cerrado de A. De forma similar, S también
lo es, ya que 1 € S (al no estar en ningtin maximal) y, ademés, si $1, 52 € S
entonces que s;so € S, ya que, en caso contrario, s1So perteneceria a un
maximal M C €, lo que obligaria a tener s1 € S o s2 ¢ S, llegando a
contradiccién. Comprobamos ahora que el subconjunto multiplicativamente
cerrado ST = {st:s € S,;t € T} no interseca a W. Tomamos s € S, t € T.
Como ¥ C I, existe I' € u'(F) talque t ¢ I’. Como s & I', entonces st ¢ ¥
y deducimos que ST no interseca a ¥ y existe un ideal primo J que contiene
a W y que no interseca a ST. Ademéas J C €2, J C [ y concluimos que p es
continua.

Comprobamos que si se cumple 1, entonces Max (A) es un espacio de Haus-
dorff. Dados My, My € Max (A) con M; # Ms, construimos el subconjunto
multiplicativamente cerrado S = (A \ M;)(A\ M) y vemos que debe con-
tener al 0. En caso contrario, existirfa I € Spec (A) tal que NS = (), lo que
implica que I C M; N M, en contra de que A es pm-anillo.

Probamos que 1 implica 4 utilizando la continuidad de p. Recordemos que en
un espacio compacto y de Hausdorff, un subconjunto es cerrado si, y sélo si,
es compacto. Sabemos que Max (A) es un espacio compacto y de Hausdorff y
p envia cerrados disjuntos de Spec (A) en cerrados disjuntos de Max (A). Si
tenemos dos cerrados disjuntos Fy, Fy de Spec (A), construimos los abiertos
de Max (A) que separan a sus imdgenes por p en Max (A). Recuperamos
los abiertos que separan a F} y F5 via imagenes inversas, obteniendo de este
modo la normalidad del espectro.

Veamos que 4 implica 1, que es la implicacién restante. Sean M, My €
Max (A) con M; # Ms. Por el apartado 1 de la proposicién 1.10, sabemos
que los subconjuntos {M;},{ My} de Spec (A) son cerrados y, ademds, son
disjuntos por construccion. Utilizamos la normalidad del espacio para separar
dichos conjuntos. Existen entonces ay,as € A con a1 & My, as & M, y tales
que D(ay) N D(az) = 0. Utilizando el primer apartado de la proposicién 1.7,
tenemos D(a;) N D(az) = D(ajag) = 0. Aplicamos el segundo apartado de
la misma proposicion y deducimos que ajas es un elemento nilpotente de A.
Concluimos que M; N M, no puede contener ideales primos y obtenemos la
condicién de pm-anillo.
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]

Proposicién 1.32. Sea A un anillo cuyo nilradical coincide con su radical
de Jacobson, es decir, N(A) = J(A). Se verifica que A es un pm-anillo si, y
s6lo si, Max (A) es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que Max (A) es un espacio de Hausdorff, y sean
M, M'" € Max (A), M # M'. Existen entonces, a € A\ My a € A\ M’ tales
que DM(a) N DM (a') = . Por lo tanto, aa’ € J(A) = N(A). De donde se
deduce que M N M’ no contiene a ningun ideal primo. Esto prueba que A es
un pm-anillo. Lo reciproco ha sido probado con anterioridad.

O

Observacion. El siguiente ejemplo muestra que en la proposicién anterior no
puede suprimirse la hipétesis N'(A) = J(A). Sean M y M’ dos ideales max-
imales del anillo Z, M # M’. Consideremos el conjunto multiplicativamente
cerrado S = Z\ (M UM’). El anillo de fracciones A = S~'Z tiene tinicamente
dos ideales maximales y, por lo tanto, Max (A) es un espacio de Hausdorff.
Sin embargo, A es un dominio de integridad que no es cuerpo, luego no es
un pme-anillo.

Con este teorema tenemos una caracterizacion de los anillos que dan lugar
a espectros normales. Sabemos que los anillos locales o los anillos en los
que todo ideal primo es maximal son pm-anillos, pero quizas la condicién
de pm-anillo sea dificil de verificar en casos més generales. Vamos a ver a
continuacion otra caracterizacion de los pm-anillos, esta vez de forma pura-
mente aritmética.

Teorema 1.33. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A es un pm-anillo.

2. Para todos my,my € A con my + mo = 1, existen ay,as € A tales que
(]_ — alml)(l - agmg) =0

Demostracion. Supongamos que A es un pm-anillo, y sean mq, ms € A con
my1 + mo = 1. Construimos los subconjuntos multiplicativamente cerrados
S| = {1 —aymy :a; € A}, Sy = {1 — agMy : A € A}, T =5,5.

Recordemos que 0 € T equivale a que el anillo 77'A no es el anillo 0. Los
ideales primos de T7'A estdn en correspondencia biunivoca con los ideales
de A que no cortan a T
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Supongamos que 0 ¢ T y razonemos por reduccién al absurdo. En este
caso existe un ideal primo I de A tal que I N'T = (). Consideramos el ideal
I+ (mq), que no es el total, puesto que si tuviéramos 1 =i + am, con i € [
ya€ A, entonces i =1—am; € S; CT, en contra de que I NT = (). Existe
entonces un ideal maximal M; que contiene a I + (mq). De modo anélogo,
existe un ideal maximal My que contiene a I+ (my). Por construccién vemos
que M; # Ms, ya que en caso contrario tendriamos my + mg = 1 € M,
llegando a contradecir que M; es maximal. Observamos que el ideal primo
I debe estar contenido en dos ideales maximales distintos, en contra de que
A es pm-anillo. Concluimos que 1 implica 2, ya que debe cumplirse que 0 € T

Reciprocamente, supongamos que se cumple el segundo enunciado y que A
no es pm-anillo. Sea [ un ideal primo contenido en dos ideales maximales
distintos My, M. Como M; # M, podemos suponer que existe r € A con
x & My, x € M,. Pasamos al anillo cociente A/M;, que, por ser M; maximal,
es un cuerpo. Existe entonces y € A, y & M, con (x + My)(y + M) =
xy + My = 1+ M;. Sea my = xy que pertenece a M,. Existe entonces
my € M; tal que 1 = my + 2y = mq + ms. Aplicando 2, existen aj,as € A
tales que (1 — a;my)(1 — agmsy) = 0 € I. Utilizando la primalidad de I,
deducimos que (1 —a;my) € I o (1 —agmy) € I, por lo que se da My = A o
M, = A, llegando asi a contradiccion.

O
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Capitulo 2

Aplicaciones a los anillos de
funciones continuas

Vamos a explorar a continuacion algunas aplicaciones de lo estudiado en el
capitulo anterior, centrandonos en los anillos de funciones continuas. Comen-
zaremos por extender la construccion realizada en el capitulo anterior a
reticulos distributivos. Continuaremos estudiando con detenimiento la es-
tructura del anillo de funciones continuas C(X), viendo que se trata de un
pm-anillo y poniendo en relacién su estructura con la del reticulo Z(X).
Abordaremos a continuacién el estudio de los espacios de Tychonoff, carac-
terizandolos en términos de compactificaciones, dando especial importancia
a la construccion de la compactificacion de Stone-Cech X y varias de sus
caracterizaciones. Finalmente, estudiaremos los trabajos de Frink y Steiner,
centrados en dar caracterizaciones intrinsecas de los espacios de Tychonoff,
que no estan referidas a las funciones continuas.

1 Espectros de reticulos

Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (R, <) en el que todo con-
junto {a,b} con a,b € R tiene supremo e infimo para el orden < . Podemos
definir dos operaciones A,V en R dadas por:

e aVb=sup{a,b}.
e a Ab=inf{a,b}.

Estas dos operaciones dotan a R de estructura de reticulo. Reciprocamente
dado un reticulo (R, V, A) podemos definir un orden < en R dado por:
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a<bsia=aANbparaa,beR.

Recordemos que las expresiones a = a A by b= a Vb son equivalentes como
consecuencia de las propiedades de absorcion. Es sencillo ver que las opera-
ciones A,V definidas a partir de este orden, coinciden con las de partida.
Las dos definiciones de reticulo son equivalentes, y utilizaremos la que mas
convenga en cada situacion.

Los reticulos con los que trabajaremos en adelante seran reticulos distribu-
tivos con minimo 0 y méximo 1, que denotaremos (R, V, A, 0, 1).

Diremos que L es un subreticulo de un reticulo distributivo con minimo y
maximo R, si L es un subconjunto de R cerrado para las dos operaciones de
R, y que contiene al minimo y al maximo de R.

Ejemplos 2.1. Los reticulos que mas nos van a interesar a lo largo del
trabajo son subreticulos del reticulo P(X) formado por las partes de un
conjunto X con la relacién de inclusion.

1. T(X), el reticulo formado por los conjuntos cerrados de un espacio
topoldgico X.

2. O(X), el reticulo formado por los conjuntos abiertos de un espacio
topologico X.

3. Z(X), el reticulo formado por los conjuntos de ceros de las funciones
continuas con valores reales sobre un espacio topolégico X.

Cada reticulo (R, <) tiene su reticulo dual (R',<’), siendo R' =Ry a <'b
si b < a. De forma equivalente, tenemos (R/, V', \’) con R' = R y las opera-
ciones (V';A\') = (A, V). El minimo de R’, denotado con 0/, es el elemento
1 de Ry, de forma andloga, 1/, el mdximo de R’, es 0. Asi pues, para X
espacio topoldgico, O(X) = T"(X) (dual del reticulo de los cerrados de X).
Explicitamente:

v:0(X) = T'(X)
Ur— X\U.

Vamos a definir ahora un concepto para reticulos analogo al de ideales de un
anillo.
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Definicién 2.2. Dado un reticulo (R, Vv, A, 0, 1), diremos que un subconjunto
no vacio F' C R es un filtro si cumple:

1.0& F.
2. aANbe€ F, para todos a,b € F.
3. aVbe F, paracadaa € F ycada b€ R.

La primera condicién expresa que los filtros son subconjuntos propios de R, es
decir, no coinciden con R. Diremos que un filtro F' es primo cuando aVb € F
implique que a € F o b € F. Diremos que F' es un ultrafiltro si se trata de
un filtro maximal para la inclusién. La tercera condicién puede sustituirse
por la condicién equivalente:

Para cada a € F'y cada b € R, si a < b, entonces b € F.

Llamaremos ideal (propio) del reticulo R a un subconjunto de R que sea filtro
del reticulo dual R'. Llamaremos ideales primos (respectivamente maximales)
del reticulo R a los ideales de R que sean filtros primos (resp. maximales)
del reticulo dual R'.

Cuando R = P(X), los filtros que acabamos de definir son los filtros habi-
tuales de la teoria de conjuntos.

Proposicién 2.3. Todo filtro F' esta contenido en algun ultrafiltro.

Demostracion. Sea ¥ el conjunto de los filtros que contienen a F'. En ¥ con-
sideramos el orden < dado por F} < F; si, y solo si, F; C Fy. Una cadena
{F\: X € A} de X, tiene por cota superior el conjunto dado por F' = U, F.
Veamos que F” es ciertamente un filtro.

Por construcciéon 0 ¢ F)\, para todo A\ € A, luego 0 ¢ F’. Si tomamos
a,b € F'  entonces existen A\, Ao € A tales que a € F),,b € F),, y como la
el orden es total en el conjunto de los F), podemos suponer por ejemplo que
F\, C F\,,porloqueaAbe F\, CF'. Para finalizar, dados a € F',b € R
sabemos que existe \y € A cona € F\, yaVbe€ F,, C F', y concluimos que
F’ es filtro.

La aplicacion del lema de Zorn permite concluir.
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De forma andloga se obtiene el resultado para ideales e ideales maximales.

En anillos conmutativos, sabemos que los ideales maximales son primos. Para
reticulos tenemos la misma situacién, tanto ultrafiltros como ideales maxi-
males son primos. Las dos demostraciones son duales; probamos el resultado
para ideales maximales, por ejemplo.

Proposicién 2.4. Todo ideal maximal de R es primo.

Demostracion. Sea I un ideal maximal de R y sean a,b € R tales que anb € I.
Supongamos que a ¢ I, veamos que forzosamente se tiene b € I. Definimos
el conjunto:

Ay ={ueR:existevelconu<(aVo)}
={ueR:existevel conu=uA(aVv)}

Dados uj,us € A,, sabemos que existen vy,vo € [ con u; < (aVwvy)y

us < (a V). Es claro que uy Vus < (aV ) V(gVuy)=aV (v Vuvy), por
lo que vemos que A, es cerrado para la operacion V.

Ademas, para todo u; € A,, existe v; € I con u3 < (aVwvy). Sius € R
cumple uy < uq, es inmediato que uy < (a V v1) y, por lo tanto, us € A,.

Para todo b € I, se cumple que b < (a V b). Vemos por lo tanto que I C Ay.
Ademés, a < (a V 0). Deducimos que A, contiene a I y a a. Como I es
maximal, A, no puede ser ideal propio, es decir, se tiene 1 € A, = R. De
esta forma comprobamos que existe ¢ € I tal que 1 = a V ¢. Finalmente,
(a Ab) Ve e Iy se obtiene:

(anb)Ve=(aVe)AN(bVe)=(bVec).

Como b < (bV ¢), por ser I ideal concluimos que b € I.
[

Proposicién 2.5. El complementario en R de un ideal primo es un filtro
primo. De forma dual, el complementario en R de un filtro primo es un ideal
primo.

Demostracion. Sea I un ideal primo de R, denotamos con F' al complemen-
tario de I. Veamos que F' es un filtro primo. Por construccion sabemos que
1 € I, por lo que F' es no vacio y, como 0 € I, sabemos que 0 & F'.
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Para ver que se cumple la segunda condicién procedemos por reduccién al
absurdo. Supongamos que existen a,b € F con a Ab & F, entonces a Ab € [
y, por primalidad de I, se deduce que a € I o b € I llegando a contradiccidn.

Probemos que se cumple la tercera condicién de nuevo por reduccién al ab-
surdo. Supongamos que existena € R, b € F con aVb ¢ F. Entonces aVb € [
y, como [ es ideal, sabemos que bA (aVb) € I, perobA(aVb) =bg Iy
llegamos a contradiccion.

Para probar la primalidad de I’ procedemos una vez mas por reduccién al
absurdo. Supongamos que a V by a,b ¢ F. Entonces a,b € Iy, por ser [
ideal, tendriamos a V b € I, llegando asi a contradiccién.

La version dual de la demostracion sirve para obtener el resultado dual.
m

Sea R un reticulo distributivo con minimo y maximo. Veamos cémo definir
para R una estructura similar a la del espectro de un anillo conmutativo. De-
notamos con Specp(R) al conjunto formado por los filtros primos de R. De
forma similar, denotamos con Spec;(R) al conjunto formado por los ideales
primos de R.

Para todo elemento a € R definimos:

{DF (a) = {filtros primos de R que no contienen a a}

Vi (a) = {filtros primos de R que contienen a a}

Veamos que Dp = {Dp(a)}q.cr es base de abiertos para una topologia 7% en
Specg(R):

e |J Dr(a) = Dr(0) = Specg(R).
acR

e Probemos que Dp(ay) N Dgp(az) = Dp(a; V ay) para cada aj,as €
R. Si un filtro primo no contiene ni a a; ni a as, no puede contener
a a; V ag, ya que en ese caso contendria por primalidad a a; o as,
llegando a contradiccién. Vemos que Dg(a;) N Dp(a;) C De(ag V as).
Reciprocamente, si un filtro primo F' no contiene a a; V as, no puede
contener ni a a; ni a as, ya que por idempotencia tendriamos:

CL1\/<G1\/CL2):CL1\/CL2€F
as V(a3 Vay) =a;Vay € F
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con lo que llegarfamos a contradiccién, y concluimos que Dpg(a;y) N
DF(CZQ) = DF(a1 V az).

Es claro entonces que Vi = {Vp(a)}aer es base de cerrados para 7, pero
ademas, Vp también cumple que es base de abiertos para una topologia pp
en Specp(R). Lo comprobamos:

o U Vi(a) = V(1) = Spec(R).

a€eR

e Probamos que Vi (a;) N Vp(az) = Ve(ar A ag), para cada ag,as € R. Si
un filtro primo contiene a a; y ao, entonces, por ser filtro, contiene a
aj; A ag, luego Vp(a) N Ve(az) C Ve(ag A az). Reciprocamente, si un
filtro primo F' contiene a a; A ao, por absorcién tenemos:

CL1V(CL1/\CL2):CL1€F
as V(a1 ANag) =as € F

Concluimos que Vr(ay) NVe(az) = Ve(ar A az).

Tomando complementarios vemos que Dp = {Dp(a)}.er es base de cerrados
para la topologia pg.

De forma dual, para todo a € R, definimos:

Di(a) = {ideales primos de R que no contienen a a}
Vi(a) = {ideales primos de R que contienen a a}

Razonando de forma andloga, observamos que D; = {D;(a)}.cr es base de

abiertos para una topologia p; en Spec;(R), para la que V; = {Vi(a)}aer

es base de cerrados. Reciprocamente, V; = {Vi(a)}q.cr es base de abiertos

para una topologia 7; en Spec;(R), para la que D; = {D;(a)}qecr es base de
cerrados.

Veamos ahora que existen homeomorfismos entre los espacios topologicos que
acabamos de definir. Definimos, para cada filtro primo F y cada ideal primo

I:
or : (Specp(R), 7r) — (Spec;(R), 77) con ¢r(F) = (R\F)
o7 : (Spec;(R), 1) — (Specp(R), 7r) con ¢;(I) = (R\ 1)
Gracias a la proposiciéon anterior, vemos que las aplicaciones estan bien

definidas y es claro que son inversas la una de la otra. Observando que
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las imagenes de cada una de las bases de abiertos, por la aplicacién corre-
spondiente en cada caso, es la base de abiertos del espacio de llegada, tenemos
garantizado que ambos espacios son homeomorfos. Queda claro que los es-
pacios (Specp(R), 7r) v (Spec;(R), 77) son homeomorfos.

De modo andlogo se prueba que (Specy(R), pr) v (Spec;(R), pr) son también
homeomorfos. Tenemos realmente dos formas (fruto de la dualidad entre fil-
tros e ideales) para definir una estructura, anédloga a la del espectro de un
anillo, para reticulos distributivos con minimo y maximo. En lo sucesivo,
escribiremos simplemente Spec(R) para referirnos al conjunto de filtros pri-
mos de un reticulo R donde la topologia viene dada por la base de abiertos
D = {Dr(a)}ser. Denotaremos con Max (R) al subespacio dado por los ul-
trafiltros de R. La construccién es analoga (incluso mas sencilla, gracias a
la idempotencia y la absorcién) a la hecha para el caso de anillos. Gracias
al trabajo realizado en el primer capitulo, conocemos la estructura de estos
espacios, como, por ejemplo, que Max (R) es siempre un espacio T7 o las
condiciones para que se produzca una retraccién del espectro primo sobre el
maximal.

2 Anillos de funciones continuas

Dado un espacio topoldégico X, denotaremos con C(X) al conjunto de las
funciones continuas definidas en X y con llegada en R. De modo similar,
denotaremos con C*(X) al conjunto formado por las funciones de C(X) que
son acotadas. En estos dos conjuntos de funciones reales consideramos las
operaciones dadas por:

(f +9)(@) = f(x) +9(x) , (f9)(x) = f(x)g(x).

que dotan a C(X) de estructura de anillo conmutativo con elemento unidad.

Dotamos a C(X) de estructura de reticulo mediante la relacién de orden
parcial:
f<gsif(x) <g(zx), para todo x € X.

Tenemos que:
e f < gimplica que f +h < g+ h, para todo h € C(X).

e f<0yg<0implica que fg <0
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Ast pues, C(X) es un anillo reticulado. C*(X) es un subanillo y subreticulo
de C(X). Se verifica que, para cada x € X:

o (fVg)(x)=sup{f(x) g(x)}
o (fAg)(x)=int{f(z),g(x)}
o |fl(x) = /()]

Identificaremos r € R con la funcion de X en R constantemente igual a r.
Aunque C(X) es un reticulo distributivo, no posee ni elemento minimo ni
elemento méximo. No podemos aplicar a C(X) lo expuesto en el apartado
anterior.

Vamos a probar que el anillo C(X) es un pm-anillo. Para cada f € C(X)
denotamos con Z( f) el conjunto de los ceros de la funcién f, es decir, Z(f) =
{r € X : f(x) = 0}. El conjunto formado por los conjuntos Z(f), donde
f € C(X), con larelacién de inclusién tiene estructura de reticulo distributivo
con minimo y maximo, que denotamos (Z(X),C). De hecho, Z(X) es un
subreticulo de P(X). Llamaremos z-conjuntos a los elementos de Z(X). De
modo similar, llamaremos z-filtros y z-ultrafiltros a los filtros y ultrafiltros
del reticulo Z(X). Consideramos la aplicacién:

Z: C(X) — Z(X)
f—Z(f).

Para cada ideal I de C(X) escribimos Z(I) = {Z(f) : f € I} y, para cada
z-filtro F, escribimos Z 7' (F) = {f € C(X) : Z(f) € F}.

Proposicién 2.6. Sean I un ideal propio de C(X) y F un z-filtro de Z(X).
Se cumple:

1. Z(I) es un zfiltro.

2. Z7Y(F) es un ideal propio de C(X).
Ademés tenemos F = Z(Z*(F)) y I ¢ Z7*(Z(1)).
Demostracion.

1. Como trabajamos con ideales propios, el ideal I no contiene unidades,
es decir, no contiene funciones que no se anulen en ningin x € X. De-
ducimos que 0 & Z(1).
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Dados Z1,7Zy € Z(1), existen fi, fo € I tales que Z1 = Z(f1) v Zo =
Z(f2). Tenemos entonces Z; N Zy = Z(f2 + f3) € Z(I).

Sean Zy = Z(f1) € Z(I) y Zo = Z(f2) € Z(X). El producto fifs
pertenece a I por ser I ideal. Si Z; C Zs, entonces Zo = 71 U Zoy =

Z(f1f2) € Z(1).

Concluimos que Z(I) es un z-filtro.

2. Sea J = Z7'(F). Como @ ¢ F, J no contiene ninguna unidad de
C(X). Sean f,g € C(X) tales que Z(f),Z(g) € F. Observamos que
Z(f)NZ(g) C Z(f +g), por lo que deducimos que f+ g € J. De forma
similar, para todo h € C(X), tenemos Z(f) C Z(fh) y deducimos que
fh € J. Concluimos que J es ideal propio de C(X).

El dltimo punto es consecuencia directa de las definiciones. Por ejemplo,
Z7HZ(I) = {f € C(X) : Z(f) € Z(I)}, y es obvio que si f € I, entonces
Z(f) € Z(I), y se concluye que I C Z7*(Z(I)).

O

Si consideramos dos ideales I, Iy de C(X) tales que [; C I, es inmediato
que Z(I) C Z(I5). Si consideramos ahora un ideal maximal M de C(X), de
la proposicién anterior se deduce que Z(M) es un z-filtro que es maximal, es
decir, Z(M) es un z-ultrafiltro. Ademds Z *(Z(M)) es un ideal propio que
contiene al ideal maximal M, luego deducimos que M y Z~*(Z(M)) coinciden.
Observamos que esta proposicién nos muestra que existe una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de ideales maximales de C(X) y el conjunto de
z-ultrafiltros.

Lema 2.7. Sean L un subreticulo del reticulo (P(X), C) y F un filtro de L.
Son equivalentes:

o F es ultrafiltro.

e Si U € L cumple que U NV # (), para todo V' € F, entonces U € F.

Demostracion. Supongamos que F es un ultrafiltro de L. Sea U € L tal que
UNV # () para todo V € F. Veamos que U € F. Consideramos el conjunto
A={UNnV :V e F}. Vamos a probar que el conjunto F’ formado por
los miembros de L que contienen a algtin miembro de A es un filtro de L.
Diremos que F es el filtro generado por A.

e Es claro que 0 € F'.
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e Dados Wy, Wy € F/, existen Vi, Vo € Fcon ViNU C Wy, VonU C Wh.
El conjunto Wi N Wy contiene a UNW  NWo = U N (W7 NW3) # ()
por ser F filtro. Vemos que Wy N W, € F'.

e Finalmente, dados Wy € F', W, € L, existe V € L tal que UNV C
Wi Cc Wy UW, € F, y concluimos que F es un filtro de L.

Por construccién, el ultrafiltro F estd contenido en F’. Asi pues, ambos
filtros coinciden y, como U € F’, deducimos que U € F.

Reciprocamente, supongamos que se cumple el segundo enunciado y que
existe un filtro ' que contiene a F. Para todo U € F'y V € F, se cumple
que UNV # (), por ser F' filtro. Deducimos que U € F y concluimos que F
es maximal.

]

Concluimos que si un z-filtro F contiene a todo z-conjunto que interseca a
todos los miembros de F, entonces el z-filtro F es maximal.

Proposicién 2.8. Sean M un ideal maximal de C(X) y U un z-ultrafiltro.

1. Para todo f € C(X), si Z(f) interseca a todos los elementos de Z(M),
entonces f € M.

2. Para todo Z € Z(X), si Z interseca a todos los elementos de U, entonces
Zel .

Demostracion. En virtud de la correspondencia biunivoca existente entre ide-
ales maximales de C(X) y z-ultrafiltros, observamos que ambos enunciados
son equivalentes. Podemos probar solo el segundo enunciado y la prueba
viene dada por el lema anterior, aplicado al reticulo Z(X).

O

Diremos que un ideal I de C(X) es un z-ideal si I = Z~'(Z(I)), es decir,
cuando Z(f) € Z(I) implica que f € I. Observamos que existe una corres-
pondencia biunivoca, dada por Z, entre el conjunto de z-ideales de C(X) y
el conjunto de z-filtros. Como acabamos de ver en la proposicién, todo ideal
maximal de C(X) es z-ideal.

Sea [ un z-ideal y f € C(X) tal que f" € I, donde n es un entero estric-

tamente mayor que 0. Como Z(f) = Z(f") € Z(I), concluimos que f € I.
Vemos asi que [ es un ideal que coincide con su radical. Hemos probado que
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los z-ideales son interseccién de ideales primos. Ademas, como la interseccién
arbitraria de ideales es un ideal, también podemos deducir que la interseccién
arbitraria de z-ideales es un z-ideal.

Proposicién 2.9. Todo z-ideal I de C(X) que contiene a un ideal primo es
primo.

Demostracion. Sea I un z-ideal que contiene a un ideal primo J. Veamos
que I es primo. Para cada f € C(X), consideramos las funciones f V 0,
f A0 e C(X). Puesto que el producto (f V 0)(f A0) estd en el ideal primo
J (pues se trata de la funcién nula), uno de los factores estd en J y, por
consiguiente, en el ideal /. Existe por lo tanto un z-conjunto de Z(I) donde
f no cambia de signo.

Sean f,g € C(X) con fg € I, consideramos la funciéon h = |f| — |g| €
C(X). Sabemos que existe Z € Z(I) donde h no cambia de signo. Podemos
suponer que h es no negativa en Z (en caso contrario considerariamos —h).
Observamos entonces que si f se anula en el punto x, entonces g se anula
también en z, y tenemos Z(f) C Z(g). Concluimos que Z(fg) = Z(f)UZ(g) =
Z(g). Luego, Z(g) € Z(I), lo que permite concluir que el ideal I es primo. [J

Proposicién 2.10. Cada ideal primo de C(X) estd contenido en un tnico
ideal maximal.

Demostracion. Sea I un ideal primo de C(X). Supongamos que I estd con-
tenido en dos ideales maximales distintos My, Ms, es decir, I C M; N Ms.
Hemos visto que los ideales maximales son z-ideales, y la interseccion de z-
ideales es un z-ideal, luego M; N M es un z-ideal que no es un ideal primo,
y llegamos a contradiccién utilizando la proposicién anterior.

O

Proposicién 2.11. Cada z-filtro primo esta contenido en un tnico z-ultrafiltro.

Demostracion. Veamos que si F es un z-filtro primo, entonces Z~'(F) es un
z-ideal primo. Consideremos el z-ideal Z~!(F). Sean f,g € C(X) con fg €
Z7Y(F). Tenemos entonces, Z(fg) = Z(f) UZ(g) = Z(Z *(F)) = F. Pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad, por ejemplo, que Z(f) € Z(Z~*(F)).
Concluimos que f € Z7'(F), es decir, el z-ideal Z~'(F) es primo.

Supongamos ahora que un z-filtro primo F esta contenido en dos z-ultrafiltros
U1, Uy. Como existe una correspondencia biunivoca entre ideales maximales

de C(X) y z-ultrafiltros, existen ideales maximales M; y My de C(X) con
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Uy = 7Z(M,) y Uy = Z(My). Tendriamos entonces que el z-ideal primo Z~*(F)
esta contenido en dos ideales maximales distintos M; y Ms, llegando a con-
tradecir que C(X) es pm-anillo. Concluimos que todo z-filtro primo esta
contenido en un unico z-ultrafiltro.

3 Compactificaciones. La compactificacion de
Stone-Cech

Diremos que un espacio topologico X es completamente regular si, para cada
conjunto cerrado F' de X y cada punto z ¢ F, existe una funcién continua
f:X —[0,1] tal que f(z) =0y f(Y) = {1}. Decimos que la funcién f
“separa” el punto del cerrado F. Diremos que un espacio es de Tychonoff si
es un espacio completamente regular y 7;. Es inmediato que estos ultimos
espacios son espacios de Hausdorff.

Observacion. Si en la definicion de espacio completamente regular sélo se
hubiera exigido que la funcién “separante” f fuese continua, la definicion
seria equivalente a la anterior, ya que la funcién (f Vv 0) A 1 seguiria siendo
separante y tendria llegada en [0, 1].

En R" cada punto queda determinado por las n proyecciones de R™ en R.
Sin embargo, para determinar un punto en un espacio de Tychonoff, las
proyecciones han de ser substituidas por las funciones continuas y acotadas
de X en [0, 1]. Podemos decir que en un espacio de Tychonoff hay suficientes
funciones continuas y acotadas de X en R para distinguir unos puntos de
otros. No nos ha de sorprender por lo tanto (véase la primera construccion
de la compactificacién de Stone-Cech) que todo espacio de Tychonoff pueda
sumergirse en un cubo (producto de copias del intervalo [0, 1]).

Consideremos un espacio topoldgico X de Hausdorff. Una compactificacion
(de Hausdorff) de X es un espacio compacto y de Hausdorff X, junto con
una inmersién topolégica a : X — aX tal que a(X) es denso en aX. A
veces se suprime la alusién a la inmersién «, identificando X con a(X), y se
dice simplemente que X es una compactificacion de X.

Construiremos ahora la compactificacién de Stone-Cech SX, que estd muy
ligada a los anillos de funciones continuas estudiados en el apartado anterior.
Haremos uso del teorema de Tychonoff, cuya demostraciéon no incluimos por
ser muy conocida, y de una proposicién que detallamos a continuacion.
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Teorema 2.12 (de Tychonoff). El producto arbitrario de espacios compactos
es compacto.

La demostracién puede encontrarse en [Will].

Proposicién 2.13. Sea X un espacio de Tychonoff. La aplicacién:

B: X —v= ][] I
fec*(X)

definida por f(z) = (f(2))sec(x), donde Iy = [inf(f),sup(f)] C R, para
cada f € C*(X), es una inmersién topolégica (en Y consideramos la topologia
producto y en R la usual).

Demostracion. La continuidad de 8 se deduce de la continuidad de las fun-
ciones de C*(X). La inyectividad viene dada por la estructura del espacio
X. Probemos esto tltimo. Sean zy,x5 € X, con x; # x3. Como X es
de Hausdorff, existen abiertos disjuntos Uy,Us de X con x; € Uy, x5 € Us.
Como X es completamente regular existe f € C*(X) que separa z; y X \ Uj.

Tenemos entonces f(x1) # f(x2) y, por lo tanto, B(z1) # 5(x2).

Sabemos entonces que f es una biyeccién continua entre X y 5(X). Veamos
que 5 : X — [(X) es una aplicacién abierta para concluir que se trata de un
homeomorfismo. Tomamos un abierto U de X y vemos que 3(U) es entorno
de cada uno de sus puntos. Sean yy € S(U) y ¢ € U tales que f(xg) = yo.
Como X \ U es un cerrado que no contiene a zy, existe g € C*(X) tal que
g(zg) = 0y g(X \U) = {1}. Sea m, : Y — I, la aplicacién proyeccién
asociada a g. Como el intervalo [inf(g), 1) es abierto en I, consideramos el
abierto V' = 7_'([inf(g), 1)) y, entonces, el conjunto W = V' N (X) es un
abierto de f(X). Por construccién, tenemos yo € W, ya que g(zy) = 0.
Veamos que W C S(U). Si tomamos y € W, existe x € X tal que y = ()
y, ademas, g(x) = my(y) € [inf(g),1). Como g toma el valor 1 en todo X \ U
deducimos que = € U y, entonces, y € B(U). Concluimos que W C p(U)
y que 8 : X — B(X) es una aplicacién abierta, por lo que establece un

homeomorfismo entre X y su imagen.
O

Sea X un espacio de Tychonoff. Gracias al Teorema de Tychonoff, sabe-
mos que el conjunto Y del lema anterior es compacto. Si X es la adhe-
rencia en Y del conjunto 5(X), obtenemos un conjunto compacto tal que
B(X) es denso en él. Como la propiedad de Hausdorff se mantiene al hacer
productos y tomar subespacios, construimos gracias a la proposiciéon ante-
rior una compactificacién de Hausdorff del espacio X. Se dice que BX es
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la compactificacion de Stone-Cech de X. Observemos que siempre que ten-
gamos un espacio X de Tychonoff podemos construir una compactificacion
de X.

Enunciamos ahora el Lema de Urysohn, resultado fundamental de la topologia
general relacionado con los espacios topoldgicos normales. La demostracion
se puede encontrar en cualquier libro de topologia general, como por ejemplo

[Will].

Lema 2.14 (de Urysohn). Un espacio topolégico X es normal si, y sélo si,
para cada par de cerrados disjuntos A y B de X existe una funcién continua

[+ X —[0,1] tal que f(A) = {0}y, f(B) = {1}.
Proposicién 2.15. Todo espacio compacto y de Hausdorff es de Tychonoff.

Demostracion. Probaremos primero que un espacio compacto y Hausdorff Y
es un espacio normal.

Sean F un cerrado de Y e y € Y un elemento tal que y ¢ F. Veamos
que existen abiertos disjuntos U,V de Y con ' C U, y € V. Para cada
z € F, existen abiertos disjuntos U,, V, con z € U,, y € V,, por ser Y de
Hausdorff. El conjunto F' es compacto por ser un cerrado de Y, que es com-
pacto. Los abiertos U,, con z € F, forman un recubrimiento de F', luego,
por ser F' compacto, existen zi,...,z, € F tales que F C U =J_, U,,. El
conjunto V' =, V,, cumple U NV =) y es un abierto que contiene a y.

Consideramos ahora dos cerrados Fi, F5 de Y. Para cada z € F,, existen
abiertos N,, M, con Fy C N,y z € M,. Los abiertos N,, con z € F5, forman
un recubrimiento de Fj, que es compacto. Existen zi,...z. € F, tales que
Fy, ¢ N =J;_, N,,. El conjunto M = (;_, M., es un abierto que contiene a
F, y cumple que M NN = ).

Hemos probado que Y es normal. Teniendo en cuenta que en un espacio
de Hausdorff los conjuntos unipuntuales son cerrados, utilizamos el Lema de

Urysohn y probamos que Y es completamente regular, luego es de Tychonoff.
]

Proposicién 2.16. Los espacios que admiten compactificaciones (de Haus-
dorff) son exactamente los espacios de Tychonoff.

Demostracion. Consecuencia de la proposicién anterior y de que las propiedades
de Hausdorff y de regularidad completa se conservan al tomar subespacios.
m
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Podemos decir que un espacio topoldgico es de Tychonoff si, y sélo si es un
subespacio de un espacio compacto y de Hausdorff (estamos, por supuesto,
identificando X con su imagen mediante la inmersién en $X). Vamos a
repetir la definicién de la compactificacion de Stone-Cech.

Definicién 2.17. Con la notacion de la proposiciéon 2.13, definimos la com-
pactificacién de Stone-Cech de un espacio de Tychonoff X como la adherencia
en Y del conjunto 5(X). Denotamos con X a esta compactificacion.

Vamos a ver a continuacion algunas propiedades caracteristicas de la com-
pactificacién de Stone-Cech.

Lema 2.18. Sean X un espacio topologico, S C X y H un espacio de
Hausdorft. Para toda aplicacién continua f : S — H, s6lo puede existir a lo
sumo una aplicacién continua f': S — H que coincide con f en S.

Demostracidn. Razonamos por reduccién al absurdo. Sean g, h : S — H
dos extensiones continuas distintas de f. Existe entonces z € S tal que
g(x) # h(z). Como H es de Hausdorff, existen abiertos disjuntos Uy, Uy,
tales que g(z) € Uy y h(z) € U,. Sea V un abierto de X tal que z € V' y
g(V) C Uy, h(V)) C Uy,. El abierto V interseca a S en algin punto y, por ser x
un elemento de la adherencia de S. Tenemos entonces g(y) € U,, h(y) € Uy,.
Como las funciones g, h coinciden con f en S, obtenemos f(y) = g(y) = h(y),

en contra de que los abiertos Uy, Uy, son disjuntos.
]

Veremos a continuaciéon que cada funciéon f € C*(X) admite una tdnica ex-
tension continua, Sf, a 5X.

Proposicién 2.19. Sea X un espacio de Tychonoff. Para toda h € C*(X),
existe una unica funcién gh € C*(6X) tal que (Sh) o f = h. Diremos que
Bh es la extensién a X de la funcién h.

h
X—R

8|

8X

Demostracion. Vimos en la proposicion 2.13 que el espacio X se puede ver

como un subespacio de Y = H I¢, con Iy = [inf(f),sup(f)], para cada
fecr(X)

f € C*(X). La restricciéon a X de la proyeccién 7, es una aplicacién

continua que extiende a h, ya que para todo z € X:
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(mn 0 B)(x) = mn((f (x)) fecrx)) = hl(x).

Denotamos con fh a la restriccion a X de m,. El lema anterior nos da la
unicidad de la extensién.
n

Es sencillo comprobar que la aplicacién que asocia a cada funcién f € C*(X)
su extensiéon Sf, es un isomorfismo de anillos entre C*(X) y C(8X). Asi
pues, las propiedades algebraicas comunes a los anillos del tipo C(X) son
compartidas también por los anillos del tipo C*(X).

Proposicién 2.20. Si X es un espacio compacto y Hausdorff, entonces X y
BX son homeomorfos.

Demostracion. Se deduce sencillamente de que una aplicacion continua definida
en un espacio compacto y con llegada en un espacio de Hausdorff es cerrada.
Si consideramos la inmersion topoldgica introducida en la proposicion 2.13,
observamos que tenemos una aplicacion continua invectiva, abierta y cerrada,
es decir, un homeomorfismo entre 5(X) y X. Como un subespacio compacto
de un espacio de Hausdorff es cerrado, tenemos fX = (X)) y concluimos

que X y X son homeomorfos.
O

Proposicién 2.21. Sean X un espacio de Tychonoff y h : X — K una apli-
cacién continua con llegada en un espacio compacto y de Hausdorff. Entonces
existe una unica aplicacién continua fh : X — K, tal que (6h) o 8 = h.

h
X—K

ﬁj%’

BX

Demostracion. El espacio K es de Tychonoff por ser compacto y de Haus-
dorff. Utilizando la proposicion 2.13, la aplicacion § : K — Y = H Iy,

9eC*(K)
definida por 6(z) = (g(x))gec*(k), €s una inmersién topolégica.
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0
|
i )

Para cada g € C*(K), la aplicacién g o h tiene llegada en I, C R. Podemos
aplicar la proposicion 2.19 para construir una extension de goh a X, que de-
notamos (goh). Definimos de esta forma las componentes de una aplicacién
ph: X — Y dada por Bh(s) = (Bhe(s))gec (k). con Bhy(s) = B(g o h)(s),
para todo s € X.

X C Iy

K C [1,

Por construccion fh es continua, lo son sus componentes. Veamos que la
imagen de X por Sh esta contenida en §K = §(K) que es homeomorfo a
K. Para cada g € C*(K), se verifica que (g o h)(X) C g(K) y se tiene:

Bh(SX) = Bh(clgx (X)) C cly (6K) = K.
Vemos asi que Sh estd bien definida. La unicidad esta garantizada también,

ya que si tuviéramos dos extensiones de h, estas deberian coincidir en el

subespacio X, que es denso en SX.
m

Esta propiedad de extension caracteriza a la compactificacion de Stone-Cech,
y lo vemos en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.22. Sea X un espacio de Tychonoff. Si existen dos com-
pactificaciones a1 X, as X de X que satisfacen la propiedad de extensién de
la proposicién anterior, entonces a; X v as X son compactificaciones topolo-
gicamente equivalentes.

Demostracion. Por hipotesis, existe una aplicacion continua as : X — ay X,
donde en la llegada tenemos un espacio compacto y de Hausdorff. Por la
proposicion anterior, existe una unica aplicacion continua ¢; : a1 X — s X
que extiende a la inmersion as. De forma simétrica, definimos la tinica apli-
cacion continua ¢ : s X — a1 X que extiende a la inmersién ;.

OélX (bl OéQX ¢2 OélX
Qg
X
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Consideramos ahora la composicién ¢o0¢; : 1 X — a1 X y, por construccion,
tenemos:

{¢1(041(£17)) = (¢ 0o q)(z) = az(x), para todo x € X
do(az(x)) = (P 0 ) () = a1(x), para todo x € X

Para todo * € X se cumple que ¢ o ¢1(z) = x, por lo que deducimos
que ¢ 0 @9 es una extension continua de idx. Como id,, x es también una
extension continua de idy, por unicidad concluimos que ¢; o ¢ = id,, x. De
modo analogo se prueba que ¢3 0 ¢ = id,,x, Yy concluimos que @1 y ¢ son
homeomorfismos.

]

La compactificacion de Stone-Cech se caracteriza por ser la tinica compactifi-
cacién (salvo homeomorfismos) con la propiedad presentada en la proposicion
2.19 de extension de funciones continuas. Veremos a continuacion algunas
otras propiedades de la compactificacién de Stone-Cech.

Dadas dos compactificaciones a1 X, as X de un espacio de Tychonoff X, pode-
mos identificar X con a5(X) y as(X). Diremos que a1 X < aoX si existe
una aplicacién continua f : a1 X — as X que deja fijos los puntos de X.

Lema 2.23. Sean a; X, ay X dos compactificaciones de un espacio de Ty-
chonoff X, tales que a1 X < an X v an X < ay X. Existe entonces un homeo-
morfismo A : a; X — a3 X que deja fijos los puntos de X.

Demostracion. Por construccion existen aplicaciones continuas ¢ : a; X —
as X v ¥ asX — a1 X que dejan fijos los puntos de X. Las aplicaciones
ida,x Y ¥ o ¢ coinciden en el subespacio a1(X) denso en oy X que es de
Hausdorft, luego deducimos que coinciden en todo a3 X. De modo andlogo
se deduce que id,,x y 9 o ¢ coinciden en todo asX. Concluimos que ¢ y ¥

son homeomorfismos que dejan fijos los puntos de X. Tomamos A = ¢.
O

Diremos que dos compactificaciones a3 X, as X son equivalentes cuando se
de simultaneamente a; X < as X v as X < o X. El lema anterior deja claro
que dos compactificaciones son equivalentes si, y sélo si, son homeomorfas
(mediante un homeomorfismo que deje fijos los puntos de X).

Denotaremos con K(X) al conjunto formado por las compactificaciones de

un espacio de Tychonoff X, identificando compactificaciones equivalentes.
De esta forma (IC(X), <) es un conjunto parcialmente ordenado, y veremos
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a continuacion que la compactificacién de Stone-Cech es el elemento maximo.

Proposicién 2.24. Sea X un espacio de Tychonoff. La compactificacion de
Stone-Cech X es la maxima compactificacién de X.

Demostracion. Sea aX una compactificacion arbitraria de X. Como aX es
un espacio compacto, la aplicacién continua « : X — aX puede extenderse
a una aplicacién continua fa : X — aX con (fa)o = a.

x4 ax

ﬁjﬁ/a

BX

Asi pues, aX < 5X.
O

Hemos visto dos caracterizaciones de la compactificacién de Stone-Cech. Va-
mos a ver algunas propiedades adicionales que caracterizan a la compactifi-
caciéon de Stone-Cech.

Lema 2.25. Sea X es un espacio de Tychonoff. Para todo x € X, el conjunto
Ez(x)(z) formado por los elementos de Z(.X') que son entornos de x en X, es
un sistema fundamental de entornos de x.

Demostracion. Sea V' un entorno de un punto x de X. Existe un abierto
U de X, tal que x € U C V. Podemos separar x y el conjunto cerrado
F = X \ U por una funcién continua f con f(x) =0y f(y) = 1 para todo
y € F. A partir de la funcién f definimos las funciones continuas g y h dadas

1
por g(y) - mln{—f(y) + 57 0}7 h(y) = mln{_f(y) - ]-7 0}7 para todo y e X.
Construimos un conjunto abierto Uz y un z-conjunto Z que lo contiene:

UZ:{anX:—1<f(x)<%}

1
Z = {x caX:—-1< f(x) < 5} = Z(g) N Z(Rh) = Z(g* + h?)
Tenemos x € Uy C Z C U C V, por lo que Z € &y x)(x), y concluimos que

efectivamente &z (xy(x) es sistema fundamental de entornos.

[]
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Proposicién 2.26. Sea aX una compactificaciéon de un espacio de Tychonoff
X. Identificando X con aX, podemos tomar clausuras en aX de subconjun-
tos de X. Son equivalentes:

1. Toda funcién continua de X en un espacio compacto y de Hausdorff K
se puede extender a una unica funcién continua de aX en K.

2. Si dos subconjuntos de X estdn separados por una funcién de C(X),
entonces sus clausuras en aX estan separadas por una funciéon C(aX).

3. Si Zy,Zs € Z(X) son disjuntos, sus clausuras en aX son disjuntas.
4. SiZy,7Zs € Z(X), entonces :
Clax(zl N ZQ) = Clax(zl) N ClaX(ZQ)

El primer enunciado corresponde a la propiedad universal que caracteriza a
la compactificacién de Stone-Cech.

Demostracion. La demostracion seguira el esquema: 1 = 2 = 3 = 4y
4=3=2=1

1 = 2 : Supongamos que S; y S5 son subconjuntos de X separados por
una funcién f € C(X). Podemos suponer que f es una funcién acotada, ya
que si no lo fuera, siempre podriamos considerar, por ejemplo, las funciones
dadas por f'(x) = min{1, f(x)}, f"(z) = max{—1, f'(x)}, para todo = € X.
Las funciones continuas f y f” se anulan en los mismos puntos, pero la se-
gunda es acotada. Extendiendo f a aX obtenemos una funcién que separa
las clausuras en aX de S7 y Ss.

2 = 3: Sean Z; = Z(f), Zo = Z(g) dos z-conjuntos de X disjuntos. De
nuevo podemos suponer que f y g son acotadas. La funcién |f| + |g| no se
anula en ningin punto de X, por ser Z; y Zs disjuntos. Definimos la funcién
continua y acotada h, dada por:

@)
") = @) e@)

Observemos que h =0 en Z; y h = 1 en Z,. Por hipétesis existe h € C(aX)
que satisface h(p) = 0, para todo p € clox(Z1), y h(q) = 1, para todo ¢ €

, para todo z € X.

clax (Zs). Definimos ahora las funciones dadas por u(p) = min{h(p) — 7 0},

~ 1
v(p) = min{—h(p) + 7 0}, para todo p € aX. Obtenemos:
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7y =17(g) C {p €aX :h(p) > Z} = Z(u)

7, =7(f) C {peaxzﬁ(p) < %} = Z(v)

Como los conjuntos Z(u), Z(v) son cerrados de X, deducimos que cl,x(Zo) C
Z(u) y clax(Z1) C Z(v). Concluimos que las clausuras son entonces disjun-
tas, puesto que los cerrados Z(u) y Z(v) son disjuntos.

3 = 4 : Siempre tenemos la contencion cl,x(Z1 NZs) C clox(Z1) Nelax(Zs).
Probemos la otra contencién. Para ello utilizaremos el lema previo. Sea
p € clax(Z1) Nclax(Z2). Todo Z € Ezax)(p) corta a Zy y a Zy, luego
p € clax(ZNZy) y p € claux(Z NZsy). Por hipétesis, es claro que tenemos
(ZNZ1)N(ZNZy) = ZN(Z1NZy) # 0, y esto es vélido para cada Z € Ez(ax)(p).
Concluimos que p € clyx(Z1 N Zy).

4= 3: SiZ,7Zy € Z(X) son disjuntos, entonces cl,x(Z; NZs) = 0. Como,
por hipétesis ) = cl,x(Z1NZs) = clax(Z1)Nelyx(Z2)), la conclusion es obvia.

3 = 2 : Sean S; y S subconjuntos de X separados por f € C(X), que
podemos suponer sin pérdida de generalidad acotada. Tenemos f(z) = 0 para
todoz € S1y f(y) =1 para todo y € Sy, por lo que S; C Z(f). Definimos la

1
funcién g € C(X) dada por g(x) = min{f(x)—é, 0}. Observamos que Z(g) =

1
{reX: flx)> 5} contiene a So. Tenemos dos z-conjuntos disjuntos, luego,

por hipdtesis, sus clausuras en X son disjuntas:

S) C ClaX(Sl) - ClaX(Z(f))
Sy C clax(S2) C clax(Z(g))

Deducimos que las clausuras de S; y S son disjuntas, y puesto que aX
es compacto y de Hausdorff, es un espacio normal. Aplicando el Lema de
Urysohn, obtenemos una funcién continua h € C(X) que separa los conjun-

tos clax(S1) v clax(S2).

2=1: Sea f : X — K una aplicaciéon continua. Vamos a construir la
extension a aX de f, que denotaremos con a.f.

Para cada p € a X, sea ©, el conjunto formado por los abiertos que contienen
a p. Definimos €, como el conjunto formado por los clg(f(X NU)) donde
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Ue®, Sean U,---,U, € ©,. Sabemos que U; N---NU, € ), y siempre
se tiene:

D#cg(f(XNUN---NU,)) Ccg(f(XNU))N---Nelg(f(X NU,)).

Veamos que la interseccién de todos los elementos de €2, que denotamos con
I,,, es no vacifa. Razonando por reduccién al absurdo, suponemos que dicha
interseccién es vacia y, tomando complementarios en aX, tenemos:

K= J (5 \el(F(X N0,

Ueo,

Tenemos asi un recubrimiento por abiertos del conjunto compacto K, en-
tonces existen Uy, - - - , U, € Q, con K = |J;", (K \clg(f(XNU;))). Tomando
complementarios, ) = (-, \clx (f(XNU;)), y llegamos a contradiccién. Con-
cluimos que I, la interseccién de todos los elementos de €2, es no vacia.

Probamos ahora que I, se reduce a un solo punto. De nuevo razonamos por
reduccién al absurdo. Supongamos que existen ki, ko € I distintos. Como K
es de Hausdorff, existen abiertos disjuntos U; y Uy con ki € Uy y ko € Us.
Los cerrados {k;} y F' = X \ U son disjuntos, luego podemos aplicar el Lema
de Urysohn y deducimos que existe una funcién acotada g € C(K), tal que
g(k1) =0y g(k) =1 para todo k € F. La funcién go f € C(X) y separa la
conjuntos f~(ky) y f~1(F). Por hipétesis, siguiendo el mismo razonamiento
que en 3 = 2 tenemos:

clax (f 71 (k1) Nelax (f(F)) = 0.

El punto p no puede pertenecer a ambos conjuntos simultaneamente. Supon-
gamos que p & clox(f~(F)). Entonces el conjunto O, = aX \ clox (f~H(F))
pertenece a ©,. Ademds, X N0, = X \ clx(f~(F)) y entonces el conjunto
Qp = clx(f(X \ clx(f~1(F)))) pertenece a ,. Recapitulando:

ks € I, C Qp = clx (f(X \ clx (fT1(F)))).

Recordemos que U es un abierto de K que contiene a ky € ),. Deduci-
mos que U, corta al conjunto f(X \ clx(f~(F))) y, por lo tanto, existe
un elemento ¢ en la interseccion. Como t € f(X \ clx(f7'(F))), existe
l € X \clx(f1(F)) con f(I) = t. El elemento [ no pertenece a cly(f~*(F)),
luego tampoco pertenece a f~1(F). Ademas, f(I) =t € f~1(F) y llegamos
a contradiccién. La otra eleccion p € clox (f~1({k1})) lleva una conclusién
analoga. Concluimos que I, es un solo punto.
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Para cada p € aX, definimos a.f(p) como el tnico punto de K contenido en
I,. Vemos que sip € X, I, = {f(p)} ya que p € (X NU), para todo U € O,
y acabamos de ver que I, es un solo punto. Es claro que af extiende f a
aX. Probamos que la extension es continua viendo que es continua en cada
punto p € aX.

Sea U un abierto de K tal que af(p) € U. Siguiendo una argumentacién
analoga a la empleada para ver que la interseccién I, no era vacia, se deduce
que existe un numero finito de elementos de (2, denotados con Kj,--- , K,
tales que [;_, K; C E. Existen entonces abiertos V4, -+, V,, € 6, tales que
K; =clg(f(X NV;)), y tenemos:

cdg(f(XN(WViNn---NV,))) Celg(f(XNV))N---Nelg(f(XNV,)) CU.

El conjunto V3 N--- NV, es abierto por ser intersecciéon finita de abiertos, y
pertenece a ©,, luego af(p) € af(V). Es sencillo ver que af (V) C U, ya
que, por construccién, para todo ¢ € V, se verifica que V € 0, y af(q) €
cg(f(X NV)) C U. Concluimos que af es extension continua de f.

O

Examinaremos a continuacién algunas construcciones alternativas de la com-
pactificacién de Stone-Cech en términos de los espectros maximales de los

anillos C(X) y C*(X).

Proposicién 2.27. Sea X un espacio de Tychonoff. La aplicacién:

n: X — Max (C(X))
pr— M,.

donde M, = {f € C(X) : p € clgx(Z(f)} es un homeomorfismo entre 5X y
Max (C(X)) (identificamos X con f(X), y asi podemos tratar los conjuntos
Z(f) con subconjuntos de X y tomar alli su clausura).

Demostracion. Vimos en la proposicion 2.6, que existia una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de ideales maximales de C(X) y el conjunto de
z-ultrafiltros de X. Probaremos que M), es un ideal maximal de C(X) viendo
que Z[M,) ={Z(f): f € M,} ={Z(f) : p € clgx(Z(f)} es un z-ultrafiltro.

A la hora de probar que Z[M,] es un filtro, el dinico paso que no consiste en
una simple comprobacién corresponde a probar que Z[M,] es cerrado para
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intersecciones finitas. Sean Z(f) y Z(g) miembros de Z[M,]. Teniendo en
cuenta el cuarto punto de la proposicion anterior, sabemos que:

p € clgx(Z(f)) Nelax(Z(9)) = clox (Z(f) NZ(g)) = clax (Z(f* + ¢°)).

Deducimos que Z(f) NZ(g) pertenece a Z[M,] y concluimos que Z[M,] es un
z-filtro de Z(X).

La comprobacién de la primalidad del z-filtro Z[M,] es inmediata. Veremos
que Z[M,)] es un filtro maximal utilizando la proposicién 2.6, viendo que Z[M,)]
contiene a todo z-conjunto que interseca a todos los elementos de Z[M,]. Ra-
zonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un z-conjunto 7
que interseca a todos los elementos de Z[M,] y p & clgx(Z). Como X es
normal, por ser compacto y de Hausdorff, aplicando el Lema de Urysohn, ex-
iste una funcién w € C(BX) con w(p) = 0y w(g) = 1 para todo q € clzgx(2).
Observamos que la funcién w‘X pertenece a M, y Z(w‘X) = Z(w) N X no
corta al z-conjunto Z, llegando asi a contradiccién. Concluimos que Z[M,] es
z-ultrafiltro y, por lo tanto, M, es ideal maximal para todo p € 5X.

Vemos ahora que todo ideal maximal de C(X) es de la forma M, para algin
p € X. Consideramos el conjunto Xy, = {clgx(Z(f)) : f € M}. Es claro
que todos los elementos de ), son cerrados y, ademas, para todos f,g € M,
se tiene que Z(f? + ¢%) = Z(f) NZ(g) # 0, puesto que f*+ g?> € M no puede
ser unidad de C(X).

Probaremos que el conjunto (¢, clgx (Z(f)) no es vacfo. Razonemos por
reduccién al absurdo. Supongamos que (¢, clsx(Z(f)) = 0. Tomando
complementarios obtendriamos 8X = [J;c,,(BX \ clgx(Z(f))), que es un
recubrimiento por abiertos del espacio compacto 5X. Existirian entonces

fi,- -, fn tales que BX = U (BX \ clgx (Z(f:))), v se llega a contradiccidn,

puesto que tendriamos () = U7, clax (Z(f;)). Deducimos pues que ()¢, clsx (Z(f)) #
0.

Sea p € [\;ep clox(Z(f)). Veamos que sélo existe un tnico elemento en
MNfenr clox(Z(f)). Supongamos que existen p, ¢ € [y clax(Z(f)) con
p # q. Como BX es de Hausdorff, existen abiertos disjuntos U,, U, con
p € Uy, q € U,. Los cerrados {¢} y X \ U, son disjuntos. Aplicando
el Lema de Urysohn, existe una funcién f € C(5X) tal que f(q) = 1y
f(r) =0, para todo r € fX \ U,. Construimos de esta forma el z-conjunto
Z(f‘X) € Z[M] tal que p € CIBX(Z(HX)), pero q & ClﬁX(Z(le))- Llegamos
entonces a contradiccién, por lo que (¢, clgx (Z(f)) se reduce a un punto
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p. De esta forma, tenemos M = M,,, y concluimos que 7 es sobreyectiva.

La inyectividad de n viene dada por la estructura de SX. Sean p,q € X
tales que p # ¢. Como X es de Hausdorft, existen abiertos disjuntos U,, U,
conp € U,y qe U, Porser X un espacio normal, el Lema de Urysohn
garantiza que existe una funcién f € C(fX) con f(p) = 1, f(r) = 0 para
todo r € fX \ U,. Por lo tanto, f‘X € M,, pero f!X & M,. Se deduce que
M, # M,, en consecuencia, y n es inyectiva.

Para toda f € C(X) los conjuntos Uy = {p € X : p & clgx(Z(f))} son
abiertos. Sea el conjunto B formado por los abiertos Uy, para f € C(X).
Veamos que B es una base de abiertos de SX.

Sean V' un abierto de fX y p € V. Los conjuntos X \ V' y {p} son cerrados
disjuntos de 58X, que es un espacio normal. Aplicando el Lema de Urysohn,
garantizamos que existe una funcién f € C(5X) tal que f(p) =1y f(q) =0
para todo ¢ € X \ V. De esta forma tenemos p € Uy, y, por lo tanto, B es
una base de abiertos de X

Para ver que n es homeomorfismo simplemente hacemos notar que:
n(Us) = DM(f) = D(f) N1 Max C(X) = {M € Max C(X) : f & M}.

Sabemos que los conjuntos DY ( f) forman una base de abiertos de la topologia
del espectro maximal Max C(X). Como 7 es biyectiva, para cada p € X,
se verifica que M, € n(Uy) si, y sélo si, p € Uy, es decir, p & clgx(Z(f))
por lo que M, € DM(f). Vemos que n(U;) = DM(f), y concluimos que 7 es
homeomorfismo.

]

Gracias a esta proposicion establecemos una construccion alternativa de la
compactificacién SX en términos de ideales maximales de C(X). En la
proposicion 2.20 vimos que, cuando el espacio X era compacto, existia un
homeomorfismo entre X y SX. Si trasladamos esa situacién a esta ultima
proposicién y tenemos en cuenta que los anillos C*(X) y C(8X) son isomor-
fos, podemos establecer un homeomorfismo entre 5X y Max (C*(X)).

Mas atin, podemos generalizar la situaciéon anterior para ver que toda com-

pactificacién aX de un espacio de Tychonoff X es equivalente al espectro
maximal de una subalgebra de C*(X). Para ello, basta considerar

C*X)={f € C*(X) : f admite una extensién continua a aX }.
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Puesto que los anillos C*(X) y C'(aX) son isomorfos, concluimos que sus es-
pectros maximales son homeomorfos. Ademads, Max (C'(aX)) es homeomorfo
a aX por ser aX compacto, luego Max (C*(X)) es homeomorfo a aX.

Observemos finalmente que si vX es otra compactificacion de X, entonces
aX <~X si, y sélo si, C*(X) C CV(X).

4 Bases de Wallman y espacios de Tychonoff

El Lema de Urysohn es ciertamente uno de esos resultados en los que, al inten-
tar probarlo, uno se traba si no conoce previamente la demostracién. Hay un
acuerdo unanime en considerar al Lema de Urysohn como uno de los resulta-
dos mas importantes de la Topologia General. En el estudio de los anillos de
funciones continuas, hay muchos razonamientos en los que, partiendo de unas
determinadas funciones continuas, se construyen, mediante sofisticadas ma-
nipulaciones, otras funciones con unas determinadas propiedades. El Lema
de Urysohn no es de esa naturaleza. Queremos repetir aqui, traduciendo
a Willard, que en el Lema de Urysohn, partiendo de cero, construyes “con
tus propias manos” una funciéon continua donde no se suponia que existiese
ninguna. Podemos decir que, partiendo de una topologia (dada por abier-
tos o por cerrados) el proceso de construir una funcién continua que separe
dos cerrados tiene una elevada “complejidad”. Frink se plantea el problema
inverso. Los espacios de Tychonoff son, por definicién, los espacios de Haus-
dorff en lo que hay suficientes funciones continuas para “separar” puntos
de cerrados. Ahora bien, jcémo podemos expresar de forma elegante el ax-
ioma de “separacién” de Tychonoff sin recurrir explicitamente a las funciones
continuas? Preguntado de otra forma, ;qué “complejidad” tiene el proceso
de prescindir de las funciones continuas en la definicién de los espacios de
Tychonoftf? Vamos a dedicar la ultima parte de este trabajo a exponer las
respuestas de Frink y Steiner a las preguntas anteriores.

Definicién 2.28. Sean X un espacio topolégico y B una base de cerrados
de X. La base B es disyuntiva si para todo F' cerrado de X y todo punto
x € F, existe F/ € Bconx € F'' y FNF' = (). Diremos que la base de
cerrados B es una base de Wallman si es un subreticulo disyuntivo de 7'(X).

Lema 2.29. Sea X un espacio topolégico Ty. Si B es una base de Wallman
de X entonces, para todo z € X, el conjunto pg(z) = {F € B:x € F} es
un ultrafiltro de B.

Demostracion. Comprobamos que efectivamente pg(z) es un filtro para todo
r e X:
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e Es claro que ) € up(x), ya que @) no contiene a z.

e Dados By, By € ug(z), se verifica que By N By € B por ser B reticulo.
Ademads, x € By N By, por lo que By N By € pug(z).

e Dados B; € ug(x) y By € B, entonces x € By C BiUBy, y BiUBy € B
por ser B reticulo. Se deduce que By U By € up(x)

Concluimos que pp(x) es un filtro, para todo z € X. Veamos que se trata
siempre de un filtro primo. Sean B; U By € pug(x). Esto quiere decir que
x € BiUBy € By, entonces, © € By o x € By. Asi pues, el filtro ug(z) es
primo, para todo z € X.

Veamos que pg(z) es ultrafiltro. Sea B € B con B ¢ up(x). Como B es
cerrado, * ¢ B y B es disyuntiva, existe B’ € B que contiene a x y no
interseca a B. Vemos que ug(z) contiene a todos los elementos de B que

intersecan a todos los miembros de ug(z), es decir, ug(z) es ultrafiltro de B.
[

Proposiciéon 2.30. Sea X un espacio topoldgico Ty y sea B una base de
Wallman de X. La aplicacién:

pp : X — Max (B)
r+— up(x) ={F € B:x € F}.

es una inmersién topoldgica, cuya imagen es densa en Max (B). En el con-
junto de ultrafiltros de B consideramos la topologia dada por la base de
abiertos DM (B) = {ultrafiltros de B que no contienen a B}, donde B € B.

Demostracion. Veamos que ug es una aplicacion inyectiva. Sean z,y € X
tales que z # y. Como X es Ty, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que existe U abierto de X tal que y € U, x ¢ U. El conjunto cerrado
F = X \ U se puede escribir como interseccion de cerrados de la base B,
es decir, x € I' = (),co B, con By € B para todo A € A. Puesto que
y & F, existe v € A con y € B,. Entonces, B, € ug(z), B, & us(y) y
ps(x) # pp(y). Concluimos que la aplicacién es inyectiva.

Para ver que la aplicaciéon pg es una inmersion topoldgica, observemos que
para todo B € B, se tiene que:

pis(B) = {us(x) : w € B} = {ps(x) : B € ps(x)} = VY (B) N ps(X)

29



Bases de Wallman y espacios de Tychonoff

Los conjuntos VM (B) = {ultrafiltros de B que contienen a B}, con B € B,
forman una base de cerrados de Max (B). Vemos que la aplicacién pgp trans-
forma una base de cerrados de X en una base de cerrados de p(X). Tenemos
pues una inmersién topolégica de X en Max (B), y como de costumbre, pode-
mos identificar X con ug(X).

Se verifica ademds que clyax()(B) = VM (B), identificando X con pp(X).
Es sencillo ver que clyay s)(B) C VM(B), veamos la otra contencién. Sea
VM(B') un conjunto de la base de cerrados de Max (B) que contiene a B.
Se tiene B’ = VM(B')N X, y este conjunto contiene a B, por lo que deduci-
mos que VM(B) C VM(B’). Como la clausura de B en Max (B) viene dada
por la intersecciéon de todos los cerrados que contienen a B, deducimos que
VM(B) C ClMax(B)(B)-

Observamos que la imagen de X es densa en Max (B).

Esta construccion nos da una nueva caracterizacién de los espacios T7.

Proposicién 2.31. Un espacio X es T} si, y sélo si, posee una base de
Wallman.

Demostracion. Sabemos que X es T} si, y solo si, todos sus puntos son cer-
rados. Si X es Tj, se comprueba facilmente que el reticulo 7'(X), formado
por todos los conjuntos cerrados de X, es base de Wallman de X.

Reciprocamente, si X tiene una base de Wallman B, entonces el espacio X
puede identificarse con un subespacio de Max (B), que sabemos que es un
espacio T7. Como la propiedad T se conserva tomando subespacios, vemos
que X es T7.

m

En general, sabemos que Max (B) no es un espacio de Hausdorff. La cons-
truccion realizada gracias a las bases de Wallman no nos proporciona una
compactificaciéon de X, aunque no le falta mucho. Diremos que una base
de Wallman es normal si su espectro es normal, es decir, si se trata de un
reticulo donde cada filtro estd contenido en un tunico ultrafiltro. Sabemos
entonces que su espectro maximal es un espacio de Hausdorff. Observamos
que las bases de Wallman normales proporcionan una forma alternativa para
construir compactificaciones de un espacio.

Teorema 2.32 (Caracterizacién de Frink). Un espacio X es de Tychonoff
si, y sélo si, posee una base de Wallman normal.
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Demostracion. Es claro que si un espacio X posee una base de Wallman nor-
mal, podemos entonces construir una compactificacion de Hausdorff de X.
Como los espacios que admiten una compactificaciéon de Hausdorff son los
espacios de Tychonoff, concluimos que X debe ser de Tychonoff.

Para probar el reciproco basta con ver que si X es de Tychonoff, el reticulo
Z(X) es una base de Wallman normal. Sabemos que Z(X) tiene estructura
de reticulo, solamente tenemos que comprobar que Z(X) es base de cerrados
disyuntiva y normal cuando X es de Tychonoff.

e 7(X) es base de cerrados: sean F' un cerrado de X y = ¢ F. Como
X es de Tychonoff, existe f € C(X) tal que f(z) =0y f(y) = 1,
para todo y € F. Definimos la funcién continua ¢ dada por g(z) =

min{ f(z) — %,O}, para todo z € X,y Z(g) = {2z € X : f(2) > %}

Tenemos = ¢ Z(g), F' C Z(g) € Z(X). Concluimos que, efectivamente,
Z(X) es base de cerrados.

e 7Z(X) es disyuntiva: sean F' cerrado de X y x ¢ F. Por ser X de
Tychonoff, existe f € C(X) con f(z) =0y f(y) =1 para todo y € F,
es decir, z € Z(f) y Z(f) N F = 0.

e 7(X) es normal: Lo vimos en la proposicién 2.11.

[]

Ya vimos anteriormente una caracterizacion de los espacios de Tychonoff
en términos de compactificaciones. Este ultimo teorema nos da una nueva
caracterizacion, esta vez intrinseca, directamente relacionada con la topologia
del espacio, sin referencia a funciones continuas ni a compactificaciones.

Corolario 2.33. Sea X un espacio de Tychonoff. La compactificacion de
Stone-Cech X es equivalente a la compactificacién dada por Max (Z(X)).

Demostracion. Sabemos que $X se puede caracterizar como la tnica com-
pactificacién donde dos z-conjuntos disjuntos de Z(X) siempre tienen clausuras
disjuntas en SX. Comprobamos que la compactificacion dada por la base de
Wallman normal Z(X) satisface esa propiedad.

Sean Z(f)y Z(g), con f,g € C(X), z-conjuntos disjuntos. Supongamos que

sus clausuras en Max (Z(X)) no son disjuntas. Existe entonces un z-ultrafiltro
U tal que:

U € chiax zx) (Z()) N chtax zx)) (Z(9)) = VM(Z(f)) N VM (Z(g))
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U es un z-ultrafiltro al que pertenecen Z(f) y Z(g), por lo que su interseccién
también estd contenida en U, que es entonces no vacia. Llegamos a con-
tradiccion, y deducimos que efectivamente las clausuras de los dos z-conjuntos
disjuntos han de ser también disjuntas. Concluimos que la compactificacion
es equivalente a X

m

Acabamos de ver que también se puede construir la compactificacion de
Stone-Cech de un espacio de Tychonoff empleando z-ultrafiltros, es decir,
sumergiendo X en Max (Z(X)).

Originalmente definiamos los espacios de Tychonoff como aquellos espacios
T en los que hay suficientes funciones continuas para separar puntos de cerra-
dos, y utilizdbamos las funciones continuas y acotadas sobre un espacio de
Tychonoff X para sumergir X en un cubo y obtener asi una compactificacion
de X. También podiamos sumergir X en Max (C(X)) o Max (C*(X)), que
también son espacios compactos y de Hausdorff. En los tres casos obteniamos
la compactificacién de Stone-Cech X de X.

Al finalizar la tercera seccion de este segundo capitulo vimos que toda com-
pactificacién aX de un espacio de Tychonoff X podia obtenerse como es-
pectro maximal de la subdlgebra C*(X) de C*(X). Recordemos que C*(X)
estd formada por aquellas funciones de C*(X) que admiten una extensién
continua a aX. Puesto que X lo hemos podido obtener también como
Max (Z(X)), podriamos pensar que lo andlogo va a “funcionar” también en
el caso de aX, pero la situacién no es tan sencilla. Sea Z*(X) el subreticulo
de Z(X) formado por los z-conjuntos de las funciones de C*(X), es decir,
Z4(X) = Z(C*(X)). Escierto que Z*(X) es una base de Wallman normal en
X, pero no se puede asegurar que las compactificaciones X y Max (Z*(X))
sean equivalentes. Sélo podemos asegurar que Max (Z%(X)) > aX. La
compactificacién de Stone-Cech X de X es una compactificacién especial,
hablando coloquialmente dirfamos que su caracter maximal hace que “muchas
cosas funcionen”.

Si aN es la compactificacién por un punto (o compactificaciéon de Alexan-
droff) de N, entonces

Max (Z%(N)) = N > aN.

Frink obtiene, mediante las bases de Wallman normales, una caracterizacién
de los espacios de Tychonoff sin acudir explicitamente a las funciones con-
tinuas. Estas bases nos proporcionan una nueva forma de obtener compacti-
ficaciones de Hausdorff. Si el espacio X posee una base de Wallman normal
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B, basta sumergir X en el espectro maximal de la base B, Max (B), que es
un espacio compacto y de Hausdorff.

Ahora bien, la respuesta de Frink tiene una deficiencia. Si Y es un subespacio
de un espacio de Tychonoff X, es inmediato que Y también es de Tychonoff,
pues las restricciones a Y de las funciones continuas definidas sobre X bastan
para separar los puntos de los cerrados en Y. Ahora bien, la traza sobre Y
de una base de Wallman normal en X puede no ser normal en Y. Asi pues,
la caracterizacion de Frink no nos proporciona de forma directa un resultado
tan basico como el anterior. Veremos a continuacién la caracterizacion de
Steiner, que subsana elegantemente esa deficiencia introduciendo unas famil-
ias de cerrados con una condicion mas restrictiva que la normalidad, pero
que si es heredada por sus trazas sobre subespacios. Ademaés, como el propio
Frink reconoce ([Fri2]), la caracterizacion de Steiner es mds sencilla y directa,
y se basa en una generalizacién del “método” de Urysohn.

Vamos a extender la propiedad de ser normal a familias de cerrados de un
espacio X que no sean necesariamente subreticulos de T'(X).

Definicién 2.34. Sea X un espacio topologico y B una familia de cerrados
de X. Diremos que B es normal si cualesquiera dos miembros disjuntos de B
estdan contenidos en complementarios disjuntos de miembros de B, con mas
precision, si cumple que: para todos By, By € B disjuntos, existen C',Cy € B
tales que By C C] = (X \C}), B, CCy=(X\Cy) yCiNCY=1.

Definicién 2.35. Sea X un espacio topologico. Diremos que una familia de
cerrados F es separante si cumple que, para todo cerrado F' de X y todo
x & I, existen miembros disjuntos de la familia F que contienen, respecti-
vamente, a x v a F, es decir, si existen A, B € F talesquexz € A, F C By
ANB=1.

Lema 2.36. El conjunto de los racionales diadicos {Qﬁn : (m,n) € Z x N} es

denso en R.

Demostracion. Sean a,b € R con a < b. Utilizando la propiedad arquimedi-
1
ana de R, existe n € N tal que 0 < — <b—ayentonces 0 < - < — <b—a.
n n
Tenemos 1 < 2"b — 2"a y existe m entero con 2"a < m < 2"b por lo que
m
a< — <b.

2n
O

Teorema 2.37. Un espacio X es de Tychonoff si, y sélo si, posee una familia
separante y normal de conjuntos cerrados.
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Demostracion. Si X es de Tychonoff sabemos Z(X) es separante, puesto
que si « no pertenece al cerrado F, existe f € C(X) tal que x € Z(f),
F C Z(f — 1) y, obviamente, Z(f) N Z(f — 1) = 0. La normalidad de Z(X)
es clara. Entonces, todo espacio de Tychonoff posee una familia separante y
normal de cerrados.

Veamos el reciproco. Sea X un espacio topoldgico que posee una familia
separante y normal de conjuntos cerrados F. Sean F' un cerrado de X y
x ¢ F. Vamos a construir una funcién continua f : X — [0, 1] que separe x
y F'. Seguiremos una estrategia similar a la que se suele emplear para probar
el Lema de Urysohn.

Emplearemos el conjunto de racionales diddicos del intervalo (0,1). Como la
prueba tiene un componente recursivo, veremos a estos racionales diddicos,
como elementos de una sucesién que denotamos con ® y viene dada por:

o0 11313571 3 5 7 9 11
D = dz : = A A 47 070’ 0’ 0’ An) A n) A n) 18 18 100 T
{}’:1 {2448888161616161616 }
Observamos que cada racional didadico de (0, 1) aparece una tnica vez en la

sucesion ®. Denotaremos con ®,, al conjunto formado por los n primeros
elementos de ©.

Como F es separante, existen cerrados A, B € F conxz € A, F C By
ANB=1.

Vamos a establecer una aplicacién ¢ que a cada racional diddico d; de ® le
asocie un par (G}, G;), donde G’ es un abierto que es el complementario de
un cerrado G € F y G; es un cerrado de F. Ademés el par cumplira:

e ACG,CG;C X\ B paratodoieN.
L] GZCG; Sldl<d] condi,djEQ.

Como F es normal, existen cerrados Gj,G; € F con A C (X \ G}), B C
(X\G1)y (X\G5)N(X\G1) = 0. Por comodidad escribimos G} = (X \ G¥)
y tenemos:

reACG, CG C(X\B)

Los cerrados A y G} pertenecen a F y son disjuntos. Utilizando la normali-
dad de F sabemos que existen G5, Gy € F con A C (X \ G3), G C (X \ G2)
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y ademds (X \ G3) N (X \ Ga) = 0. Sea G, = (X \ G3).

Los cerrados G y B pertenecen a F y son disjuntos. Utilizando la normalidad
de F garantizamos que existen G5, G € F con G; C (X \G3), B C (X\G3)
vy (X \GHN(X\Gs) =0. Sea Gy = (X \ G}).

ACG,CcGyCcGiCcG CcGyCcGyC(X\B)

De esta forma definimos ¢(d;) = (G}, G;), para i = 1,2, 3, y observamos que
se cumplen las dos condiciones. Veamos como definir ¢ de forma recursiva,
para todo racional didadico de ®.

Supongamos que hemos definido la aplicacion ¢ para los n — 1 primeros ele-
mentos de ®, verificando las dos condiciones anteriores. Tomamos el racional
d, y observamos que se pueden dar tres situaciones:

1. En ®,,_1, encontramos tanto elementos estrictamente superiores como
elementos estrictamente inferiores a d,,. Tomamos los racionales:

p=min{r € D, :7>d,}.

g=max{r € 0,1 :7r <d,}.
Existen entonces 4,5 € {1,--- ,n — 1} con p = d;, ¢ = d; y tenemos:
ACG, CGCGyCG;C(X\B).

Los cerrados Gj, G € F son disjuntos. Utilizando la normalidad de F
sabemos que existen G, G, € F con G; C (X \ G},), G5 C(X\G,)y

ademéds (X \ GZ)N (X \ G,) = 0. Definimos G/, = (X \ G) y tenemos

los dos conjuntos que buscabamos de forma que:

ACG;CcG;CcG,CG,CG;CG;C(X\DB).
Los conjuntos G, G,, satisfacen las condiciones deseadas.

2. En ®,,_1, encontramos tnicamente elementos estrictamente superiores
a d,. Tomamos el racional:

p=min{r € ®,_; :r >d,}.
Existe i € {1, -+ ,n — 1} con p = d; y tenemos:
ACG,CG;C(X\B).

Construimos G!, y G,, a partir de los cerrados A, G} € F. De esta
forma se obtiene:
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AcCcG,CcG,CG,CcG;C(X\DB).

Los conjuntos G, G,, satisfacen las condiciones deseadas.

3. En ®,,_1, encontramos tunicamente elementos estrictamente inferiores
a d,. Este caso es andlogo al anterior. Tomando:

g=max{r € 0,1 :r <d,}.

Existei € {1,--- ,n—1} con ¢ = d; y considerando los cerrados G;, B €
F se construyen G/, G,,.

Vemos que la correspondencia ¢ puede definirse sin problemas de forma recur-
siva, cumpliendo lo deseado. Vamos a definir ahora la funcién que buscamos:

f() = 1 si x no pertenece a ningin GJ,.
inf{d,, : v € G!;} en el resto de casos.

Es obvio que la funcién f toma los valores 0 en A y 1 en B. Es sencillo
comprobar que:

o f(z)<d,sizeG,.
o f(x)>d,siz &Gl

Probemos que se trata de una funciéon continua, viendo que f es continua
en cada punto de X. Probemos en primer lugar que f es continua en todo
punto a € A. Sea € > 0, consideramos un racional diadico p con 0 < p < e.
Existe n € N con p = d,,. Puesto que A C G/, concluimos que G/, es un
entorno abierto de a y, ciertamente, f(y) < d,, < € en todo punto y de G/,.

Veamos a continuacién que f es continua en todo punto de b € B. Sea € > 0,
consideramos un racional diadico p tal que 1 —e < p < 1 y existe n € N con
p = d,. Puesto que B C X \ G,, concluimos que X \ G, es entorno abierto
de b. Para ver que f(y) > 1 — € en todo punto y € X \ G,,, basta observar
que si d; < d,, entonces y € G; (pues G; C G,,).

Demostremos, finalmente que f es continua en los demas puntos. Seany € X
uno de estos puntos y (¢, d) un intervalo abierto que contiene al punto f(y).
Aplicando el lema previo, sabemos que existen p, q racionales diadicos de
(0,1) tales que :

c<p<fly)<qg<d

Existen n,m € N, con p = d,,, ¢ = d,,. Definimos el abierto:

U=G.\Gy=G. N(X\Gp).
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Veamos que U es entorno de z, y que f(U) C (¢,d). Como vimos antes,
la condicién f(y) < d,, implica que x € G.,. De la condicién f(z) < d,,
deducimos que = € G,, y que z € U. Ademas, para todo y € U, tenemos y €
G!, C G, porlo que f(y) < d,,. De forma similar, y ¢ G,, y entonces f(y) >
d,. Concluimos que f(y) € [dn,dn] C (c,d) y vemos que, efectivamente, f
es continua en X. Asi pues, X es de Tychonoff.

[

Vemos que la condicion es de Steiner no exige trabajar con bases de cerra-
dos que tengan estructura de reticulo, ni manejar conjuntos de ultrafiltros.
Ahora bien, no nos proporciona ningiin método nuevo de construir compacti-
ficaciones de Hausdorff.

Sabemos que siempre que tomamos subespacios de un espacio de Tychonoff,
obtenemos de nuevo espacios de Tychonoff. Sea Y un subespacio de un
espacio X. Si F es una familia de subconjuntos de X que es separante en
X, su traza sobre Y es separante en Y. Ahora bien, como ya hemos indicado
antes, la traza sobre Y de una familia normal en X puede no ser normal
en Y. Por ejemplo, sea un espacio X de cardinal infinito con la topologia
discreta, es decir, la topologia para la que todos los subconjuntos de X son
abiertos. Tomamos A, B subconjuntos infinitos con A N B finito. La familia
formada por A, B, todos los conjuntos unipuntuales y sus complementarios
es separante y normal, pero su interseccién con X \ (AN B) no es normal.
Steiner subsana esta deficiencia introduciendo una familia de cerrados con
una condicién mas restrictiva que la normalidad, pero que si es heredada por
sus trazas sobre subespacios.

Definiciéon 2.38. Sea X un espacio topoldgico y F una familia de cerrados
de X. Diremos que F es una familia de cerrados de intersecciéon anidada de
X si cumple que:

e F es cerrada para uniones finitas e intersecciones numerables.

e Para cada I € F, existen una sucesion {Fn}zo:l de elementos de F

y una sucesién { F,;}Zozl de complementarios de elementos de F tales
que:

F,,yCF,1CF, CF,paracadaneNy F = ﬂFn.

n=1

Proposicién 2.39. Sean X un espacio topoldgico e Y un subespacio de X.
Toda familia F de cerrados de X de interseccién anidada es normal. Ademas,
la familia 7y = {FFNY : [ € F} también es normal (en Y).
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Demostracion. Sean A y B elementos disjuntos de F. Existen sucesiones
{An}zozl, {Bn}zozl de elementos de F y sucesiones {A;}Zozl, {B;L}Zozl de
complementarios de elementos de F que cumplen:

A1 CA1 CA,CA,, paacadaneN, y A= m A,

n=1

oo
B, ., C Byy1 C B, C By, paracadan €N, y B = ﬂ B,.
n=1
Definimos ahora los dos elementos de F, cuyos complementarios separan a
Ay B:

C = UA’ (X\B,)y D= UB’ (X \ A,)).

Sean n,m € N. Sin > m, por construccién A/, C A,,, luego tenemos
Al N(X\A,,) =0. De modo anélogo, si n < m, entonces B, N(X\ B,,) = 0.
En cualquier caso se tiene:

(A, N (X \ B)) N (B, N (X \ An)) =0

Queda claro que C'y D son disjuntos. Sea x € A, como A y B son disjuntos,
existe n € N tal que z € B,, es decir, x € (X \ B,). Ademds como x € A/
tenemos = € (A, N (X \ B,)). Deducimos que A C C'y, de forma anéloga,
que B C D. Es sencillo ver que C' y D son complementarios de elementos de
F. Observemos que:

o
C = U A, N(X\B,))=X\[)(X\A4,)UB,)

n=1
Como F es cerrado para uniones finitas e intersecciones numerables, deduci-
mos que es C' es el complementario de un elemento de F. El resultado
analogo para D se obtiene de la misma forma, y podemos concluir que F
es una familia normal. Es sencillo comprobar que la construccion realizada
funciona de forma adecuada al tomar subespacios y la familia Fy es normal
para todo subespacio Y de X.

[]

Veamos a continuacién que, en cada espacio de Tychonoff, podemos encontrar
una familia de cerrados separante y de interseccién anidada, cuya traza sobre
los subespacios de X hereda esas propiedades.
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Proposiciéon 2.40. Un espacio de Tychonoff siempre posee una familia de
cerrados separante y de interseccién anidada.

Demostracion. Ya comprobamos que un espacio de Tychonoff X, siempre
posee una familia F de cerrados separante y normal.

Como en la demostracion del teorema 2.37, llamaremos ® al conjunto de
los racionales diddicos del intervalo (0,1). Consideramos el conjunto ¢ =
{éxr}rea formado por las aplicaciones ¢, que a cada racional p € © le aso-
cian un par (G (p), GA(p)), donde G (p) es un abierto que es el complemen-
tario de un cerrado Gi(p) € F y Gi(p) es un cerrado que es miembro de
F, verificindose ademéds que para todo A € A se cumple que G\ (p) C GA(p)
para cada p € ® y Gy(p) C G\(q) sip < qconp,qeD.

Consideramos ahora la familia F; formada por los conjuntos:

I, = ﬂ Ga(p), para cada \ € A.

pED

1 1
En particular, I, = (,—, GA(Q_n)' Los cerrados Gi(=—) v G3( ) son

n 2n+1
elementos disjuntos de F. Utilizando la normalidad podemos replicar el
proceso descrito en la demostracion del teorema 2.37, y garantizamos que

existe ¢y, € @, con:

1
GA (2n+1

"a(P) C Gan(p) C Gi,,(q) C Gan(q), para cada p,q € D con p < q.

1
) C G\, (p) C Gan(p) C GI)‘(2_n)’ para cada p € D.

Para cada n € N, definimos Iy, = ﬂpeg Gn(p). De forma similar, definimos
Un = U,en Grnir = (X \ Nyen Grnia(p)) v tenemos:

Upi1 C 1 C U, C I, paracadan € N

La segunda condicién de la definicion 2.38 se cumple para la familia F;, ya
que Iy = (o2, I\n. Sean F un cerrado y © ¢ F. Como F es separante,
existen A, B € Fconx € A, F C By AnB = (). Sabemos que existen
ba, Pp € © tales que, para cada p,q € D con p < ¢:

A C GL(p) € Galp) € GL(g) C Galg) C (X \ B).
B C Gj(p) C Gs(p) € Gi(q) € Gslg) € (X \A).

Se puede deducir facilmente que I,,Ig € F; son elementos disjuntos con
x € I, y F C Ig, es decir, F; es separante. Sea ahora F; al familia for-
mada por las uniones finitas de intersecciones finitas de elementos de F;. Es
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sencillo comprobar que la segunda condicién de la definiciéon 2.38 se cumple
para Fy. Construimos ahora la familia F3 formada por las intersecciones
numerables de miembros de F;. Hemos construido de esta forma, a partir de
F una familia de cerrados que cumple la primera condicién de la definicién
2.38 y ademés es separante.

Veamos que se cumple también la segunda condicion, es decir, que F3 es
una familia de cerrados de interseccion anidada. Para cada F' € F3, por con-
struccidn, existe una sucesion {F, }2° , elementos de F, tal que F = (2, F,,.
Ademds, para cada n € N, existen sucesiones {F, (i)}, de elementos de
Foy {F(i)}2, de complementarios en X de elementos de F», tales que
F, =Nz2, F.(i) y ademés:

Fl(i+1)CF,(i+1) C F/ (i) C F,(i), paracadai €N

Para cada n € N definimos G,, = (i, F.(1) y G, = .-, F,(i). Se obtiene
que F=(,_, 000G, y G, C Gpy1 C G C G, para todo n € N. Concluimos
que F3 es una familia de cerrados de interseccion anidada de X que, ademas,

es separante.
O
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