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Introduccion

En la teoria elemental de funciones reales de variable real, que en la ac-
tualidad en el Grado en Matematicas se presenta dividida entre la asignatura
“Calculo Infinitesimal” de primer curso y la asignatura “Anélisis Matemati-
co” de segundo, aparece un tema dedicado al estudio de las series funcionales.
En ese contexto, es natural considerar la clase de las funciones analiticas (en
sentido real), definidas en intervalos abiertos y que pueden ser representadas
en un entorno de cada punto mediante una serie de potencias centrada en
ese punto y con radio de convergencia no nulo. Del teorema de derivacién de
series de potencias se deduce inmediatamente que dicha clase esta contenida
en la de las funciones de clase C*> en el intervalo correspondiente. Aunque
no se realiza en dichos cursos un estudio pormenorizado de sus propiedades,
se presentan habitualmente los resultados de estabilidad en dicha clase (es
decir, la suma, producto y composicién de funciones analiticas es de nue-
vo analitica), y se resalta el principio de identidad, que establece que dos
funciones analiticas cuyas derivadas sucesivas de orden arbitrario coincidan
en un punto comun de sus respectivos dominios han de ser idénticas en la
interseccién de dichos dominios.

Mas adelante, en la teoria elemental de funciones de variable compleja,
cubierta en la asignatura obligatoria “Variable Compleja” del tercer curso del
Grado en Matematicas, se prueba que las funciones analiticas en un abierto
del plano complejo (de nuevo, aquellas representables localmente mediante
series de potencias) son exactamente las funciones holomorfas en dicho abier-
to, y de nuevo se presenta el principio de identidad, que puede ser enunciado
en los siguientes términos:

Sea €2 un abierto conexo del plano complejo, y sea zg € 2. Entonces, la
aplicacion que envia cada funcién holomorfa en Q en la sucesién { f™(z)}2,
es inyectiva.

El objetivo fundamental de este trabajo es caracterizar ciertos subespacios
del espacio de las funciones complejas indefinidamente derivables en la recta
real que gocen de una propiedad similar de unicidad.

A finales del siglo XIX, E. Borel [3, 4] presenté los primeros ejemplos de



conjuntos E de funciones complejas indefinidamente derivables en la recta
real, que contienen funciones no analiticas (en el sentido real) y que, sin
embargo, gozan de la siguiente propiedad: si f € E y para un x se tiene que
f™(z0) = 0 para cada n € Ny, entonces f es la funcién idénticamente nula.

Una clase E/ con esta propiedad se denominara casianalitica. En 1912, J.
Hadamard [9], inspirado por el trabajo de E. Holmgren sobre la ecuacién del
calor, introdujo para cada sucesion de nimeros reales estrictamente positivos
(M), la clase (denominada ultradiferenciable) C{M,} de las funciones
complejas f indefinidamente derivables en R para las que existen constantes

C=0C(f) >0y A= A(f) > 0 tales que
™M (2)| < CA"M,, neNy, zeR.

Hadamard planteé el problema de establecer condiciones necesarias y su-
ficientes sobre la sucesion para que la clase sea casianalitica. Este tipo de
clases, para el caso M,, = n!®, «a > 1, aparece nuevamente poco después en el
estudio de M. Gevrey [8] acerca de las soluciones de ciertos tipos de ecuacio-
nes en derivadas parciales, razén por la que dichas clases llevan su nombre. El
problema de Hadamard es resuelto por M. Denjoy [6], que da una condicién
suficiente de casianaliticidad, y T. Carleman, que lo cierra en 1923 (ver su
memoria [5]). El objetivo fundamental de nuestro trabajo es la presentacién
del teorema de Denjoy-Carleman, para lo que se seguird principalmente la
exposicién del resultado que se encuentra en el libro de W. Rudin [15]. Otros
manuales donde se pueden encontrar pruebas alternativas son los trabajos de
L. Hormander [10] y S. Mandelbrojt [13].

El primer capitulo consta de una serie de resultados preliminares que se
necesitaran en la exposicion: la formula de Poisson-Jensen; los hechos funda-
mentales acerca de los productos infinitos y las funciones por ellos definidas;
los teoremas clasicos de holomorfia bajo el signo integral y, finalmente, uno
de los teoremas de Paley-Wiener. Se ha intentado partir de los conocimientos
adquiridos en varias de las asignaturas del Grado para economizar en la pre-
sentacion de todos ellos, incluyendo solamente las pruebas que suponen una
ampliacion de los contenidos habituales. Se ha seguido principalmente el libro
de R. B. Ash and W. P. Novinger [1], salvo para el teorema de Paley-Wiener,
tomado del texto de W. Rudin [15].

El segundo capitulo comienza mostrando que la aplicaciéon que envia una
funcién en C*(R) en la sucesién de derivadas sucesivas en un punto es no
inyectiva y suprayectiva. Esta tltima afirmacion es un celebrado teorema de
E. Borel [2], para cuya prueba hemos seguido el texto de C. Zuily [17]. A
continuacion se introducen las clases ultradiferenciables y sus propiedades
fundamentales, en especial su caracter cerrado respecto a producto y compo-
sicién, para lo que se admitira que (M,,)>2, es logaritmicamente convexa, lo
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que no resta generalidad al problema (como consecuencia de un resultado de
S. Mandelbrojt [13], del que se puede encontrar una presentacién moderna
en el libro de P. Koosis [11]) y simplifica significativamente los argumentos.
Aunque la prueba en el caso de la composicién se puede hacer a partir de
la férmula de Faa di Bruno para la derivadas sucesivas de una funcién com-
puesta, como se hace en el libro de S. G. Krantz y H. R. Parks [12], hemos
preferido seguir el argumento de T. Yamanaka [16].

Se estudian a continuacién las clases analiticas y de Gevrey como ejemplos
significativos, por ser los més frecuentes en las aplicaciones, y se presenta
finalmente el teorema de Denjoy-Carleman, del que se deduce que la primera
es casianalitica, mientras que las segundas no lo son.

El problema de la sobreyectividad de la aplicacion de Borel en clases
ultradiferenciables es mas sofisticado, razén por la que hemos eludido su
inclusién en el trabajo, pero el lector interesado puede encontrar su estudio
en el articulo de H.-J. Petzsche [14].



Resumen

En este trabajo se presenta el teorema de Denjoy-Carleman, que caracteri-
za las clases ultradiferenciables en R que son casianaliticas, es decir, aquellas
cuyos elementos quedan determinados univocamente cuando se conoce la su-
cesion de derivadas sucesivas en un punto. Entre los prerrequisitos necesarios,
cabe mencionar uno de los teoremas de Paley-Wiener. Se ha incluido también
el teorema clasico de Borel sobre la existencia de funciones indefinidamente
derivables con derivadas arbitrariamente prefijadas en un punto.

Abstract

In this report we present the Denjoy-Carleman thoerem, characterizing
those ultradiferentiable classes in R which are quasi-analytic, i.e., such that
any of its elements is uniquely determined by the knowledge of the sequence of
its derivatives at a given point. Among the needed prerequisites, we highlight
one of the theorems of Paley-Wiener. The classical result of Borel on the
existence of smooth functions with arbitrarily given derivatives at a point
has been also included.



Notacién y terminologia

Antes de presentar los resultados que vamos a estudiar, creemos con-
veniente recopilar las notaciones y terminologia que se utilizardn de forma
frecuente a lo largo del trabajo.

El conjunto de nimeros naturales {1,2,3,...}.

El conjunto NU {0} = {0,1,2,...}.

Recta real.

Plano complejo.

Conjunto abierto y conexo del plano complejo.

Conjunto de las funciones holomorfas en ).

Conjunto de los puntos de acumulacién del conjunto A.
Conjunto de las funciones indefinidamente derivables en R.
Disco abierto del plano complejo de centro a y radio r.
Circunferencia del plano complejo de centro a y radio r.
Disco cerrado del plano complejo de centro a y radio r.
Espacio de las funciones holomorfas acotadas en D(0,1).
Circunferencia unidad en el plano complejo.

Parte imaginaria del nimero complejo z.

Parte real del niimero complejo z.

Norma del supremo de una funcion f acotada en su dominio.
Determinacion del logaritmo complejo (la que se especifique).
Determinacién principal del logaritmo complejo, que escoge
el argumento en el intervalo [—m, 7).

Logaritmo neperiano, funciéon de variable real.






Capitulo 1

Preliminares

Dedicamos el primer capitulo a presentar de forma completa y detallada
todos los resultados fundamentales que seran necesarios en el segundo capitu-
lo para la obtencion del teorema de Denjoy-Carleman. Principalmente, estos
resultados estan enmarcados en la teoria de funciones de variable compleja

y no pueden ser cubiertos en el temario de la asignatura de tercer curso del
Grado.

1.1. Formula de Poisson-Jensen

Comenzamos con la férmula de Poisson-Jensen, que es una consecuencia
de la férmula integral de Poisson para funciones armonicas que se incluye
habitualmente en la asignatura antes mencionada.

Teorema 1.1 (Férmula de Poisson-Jensen). Sea f continua en D(0,R) y
holomorfa en D(0, R) con f(z) # 0 si z € C(0,R). Sean ay,...,a, los ceros
de f en D(0,R) y sean ki, ..., k, sus respectivas multiplicidades. Entonces
para cada z € D(0,R) con z # aj, j =1,...,n, se tiene que

Z R(z —a; 1 [ ’
j=1 /

Aquit, P,(t) es el nicleo de Poisson, definido para cada w € D(0,1) y para
todo t € R mediante 0
1—|w
Py(t) = ———.
( ) |ezt _ w|2
Demostracion. Abordaremos la demostracién teniendo en cuenta que las ho-

mografias de la forma
z — aj
J

1—a;z
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transforman biyectivamente D(0,1) en si mismo, y que para cada z con
|z] = 1 se tiene que

zZ — aj
1-— Ejz

=1. (1.1)

Consideremos, en primer lugar, el caso R = 1. Es posible utilizar las
homografias indicadas para factorizar f a partir del conocimiento de sus
ceros: existe una funcién g, continua en D(0, 1) y analitica en D(0, 1), que
no tiene ceros en D(0,1) y tal que
S r—a;

j
H 1=, g(z).

J=1

La prueba de este hecho se realiza definiendo g a partir de la anterior igualdad
en todos los puntos de D(0, 1) salvo los ceros de f, y comprobando que dichos
ceros son singularidades evitables de g en los que el limite de g no es nunca 0,
de donde se concluye lo afirmado. Ademés, en virtud de (1.1), si |z| =

tenemos que |f(z)| = |g(z)|. Sea z tal que f(z) # 0. Tomando ahora médulos
primero, y logaritmos neperianos después, en la expresion anterior se obtiene

que
In|f(z |_Zk In |

siendo g(z) # 0si z € D(0, 1). La féormula integral de Poisson para funciones
armonicas dice que

= |+ talgle)

In|g(2) zzi/ (t) In |g(e™)] dt.
|f (€'

Pero |e| = 1, luego |g(e")| =
R=1

Para la demostracién general, consideramos un R > 0 cualquiera y la
funcién F(w) = f(Rw), |w| < 1. A esta funcién F' se le puede aplicar el
razonamiento previo, de modo que

In | F(w \—Zkzl '1_ jju//]z'Jr ! /OWPw(t)ln‘F(e”)Mt

Y|, v se obtiene lo que querfamos para

Si ponemos ahora z = Rw se tiene que

ln|f(Z)|thllF(Z/R)l
—Zkl z/R—a;/R

1—a,z/R?
como queriamos demostrar. O

2m
+ i / P, r(t)In |f(Reit)} dt,
0




Si suponemos que f(0) # 0 y tomamos z = 0 en la férmula anterior,
teniendo en cuenta que Py(t) = 1 obtenemos la llamada férmula de Jensen:

In|f(0 |_Zk: In

Noétese que puede suponerse f(0) # 0 sin pérdida de generalidad, pues
en el caso de que f tenga un cero de orden k en 0, se aplica la féormula a
f(2)/2", obteniéndose la igualdad (1.2) con kIn(R) + In(|f*)(0)|/k!) como

miembro de la izquierda.

+—/0 W1n|f(Re“)|dt. (1.2)

a;
R

1.2. Productos infinitos.

Vamos a introducir ahora las nociones bésicas acerca del producto infinito
de numeros complejos y los resultados fundamentales de holomorfia para
funciones definidas mediante tales productos.

Definicién 1.2. Sea {z,} -, una sucesién de niimeros complejos y tomamos
el n-ésimo producto parcial definido como P, = [];_ | 2. Entonces decimos
que el producto infinito [[ 7, z, converge si la sucesién {P, } _, converge a
un numero complejo P, en este caso escribimos P = [[7 =

Nétese que si la sucesiéon {P,} ~, converge hacia P, tal que P # 0, en-
tonces podemos considerar la sucesién de los z, = B, /P, 1. Asi P,/P, 1 —
P/P = 1 cuando n — oo. De este modo obtenemos que una condicién nece-
saria pero no suficiente para que el producto infinito converja hacia un limite
distinto de cero es que z, — 1. Por otro lado, una forma natural de estu-
diar el producto infinito es transformarlo en una serie tomando logaritmos.
Con este enfoque veremos dos lemas que nos permitiran obtener resultados
interesantes acerca de los productos infinitos.

Lema 1.3. Supongamos que z, # 0 paran € N. Entonces [ [, z, converge
a un limite distinto de cero si, y sdlo si, la serie Y~ Log(z,) converge.

Recordemos que Log denota la rama del logaritmo especificada por la
condicién —7 < Im(Log(z)) < 7.

Demostracion. Sea P, = [[;_,zx v sea S, = > ._,Log z. Si S, — S,
entonces P, = e — e° # 0. Reciprocamente, supongamos que P, —
P # 0. Sea 6, el argumento de P, tomamos entonces 6 # 6, de manera
que la funcién arg, es continua en P (se denota por arg, la determinacién
del argumento que toma valores en el intervalo [#,6 + 27)). Por otro lado,
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sabemos que logy P, = In |P,| + i argy(P,) y esto converge cuando n — oo,
por continuidad de ambas funciones, a In |P| + i arg,(P) = log, P. Ahora
como

tenemos
Sp =logy, P, + 27mil,

para algun entero [,,. Pero
Sy — Sp—1 = Log(z,) — Log(1) = 0,

puesto que, como hemos visto anteriormente, si P,, — P # 0 entonces z, — 1.
Por tanto,
logy P, — logy Pr—1 + 2mi(l,, — l—1) — 0.

Como la determinacién del logaritmo log, es continua en P tenemos que
log, P,, — logy P,—1 — logy P —logy P = 0.

Ademas [,, —l,,_1 es un entero, luego como el limite es cero, este entero ha de
ser igual a cero a partir de un cierto ng € N en adelante. Esto es, a partir de
dicho nyg, [, es constante, digamos que con valor [, y debido a esto tenemos
que

Sy — logy P + 2mil,

con lo que la serie converge como queriamos probar. O

Lema 1.4. Sia, > 0 para todo n, entonces [[7_,(1 + a,) converge si, y
solo si, Y7, a, converge.

Demostracion. Puesto que 1 + x < €%, se tiene que para cadan € N
ap + ot a, <1 +a) (1 +a, <ertrton

Y asi se obtiene lo que se queria probar, pues la acotacién (y por tanto la
convergencia) de las sumas parciales de >~ a, equivale a la acotacién (y
convergencia) de los productos parciales de [[°7 (1 + ay,) [

Definicién 1.5. Se dice que el producto infinito [[~,(1 + z,) converge
absolutamente si el producto [[°7 (1 + |z,|) converge.

Obsérvese que, por el lema anterior, la convergencia absoluta del producto
[[;2,(1 + z,) es equivalente a la convergencia absoluta de la serie Y~ | z,.
Este hecho se usara en el siguiente resultado.
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Lema 1.6. Si el producto infinito [[,_,(1 + z,) converge absolutamente,
entonces converge.

Demostracion. Puesto que [[°7,(1 + |z,|) converge, por el lema 1.4, la serie
> | |zn| converge. Por tanto, se tiene que |z,| — 0, luego podemos suponer
que |z,| < 1 para todo n € N. Ahora para z € C con |z| < 1 se tiene

oo . Zn
Log(l+2) = Y (-1) +lm = 2h(2),
n=1 ’
donde
o T Zn—l 22 3
h(z) = —1)" =1- 4+ - = 1
() =D (=) = Stg -t <

Entonces para m < p tenemos que:

p p p
(D Log(l+ z)| < D [Log (1 + z)| = D |zallhlzn)].

Como {h(z,) : » € N} es un conjunto acotado (puesto que si z, — 0 en-
tonces h(z,) = 1),y D2 |2n| converge y por tanto verifica la condicién de
convergencia de Cauchy, se tiene que

p
|ZLog(1+zn)|—>O, m,p — oo.

Asi se obtiene, de nuevo por la condicién de Cauchy, que > > Log (1 + z,)
. . oo

es convergente, lo que implica por el lema 1.3 que [[,~,(1 + z,) converge,

como queriamos demostrar. O]

El lema auxiliar que sigue se aplicara en el préximo resultado.

Lema 1.7. Sean wy,...,w, valores complejos cualesquiera. Se verifica en-

tonces que
T + we) = 1 <H + Jwg]) —
k=1

Demostracion. Razonemos por induccién para n € N. Para n = 1 es obvio
pues se tiene:

12



Supongamos que se verifica para n, veamos que entonces se cumple para
n + 1. En primer lugar, tenemos que

n+1 n
TI + we) = 1 =T + w + was) — 1
k=1 k=1

n

(1 + wp) = L wopr [J(1 + wi);
k=1

I
— -

e
Il
—

ahora, por hipotesis de induccion, la anterior expresiéon serd menor o igual
que

n

LI+ ) = 1+ fogal [ TT( + wi)]

k=1 k=1
n n n+1
< TTO A+ i) + fwnaa TTO+ ) =1 = T+ fun]) = 1,
k=1 k=1 k=1
con lo que se concluye. O]

Teorema 1.8. Si el producto [[,_,(1 + z,) converge absolutamente, en-

tonces también lo hace cualquier reordenacion y al mismo limite. Esto es,
si [0 (1 + |zn]) converge y P = [[,_,(1 + z,), entonces para cualquier
permutacion de los indices positivos se tiene que el producto [[r— (1 + 2,,)
también converge hacia P.

Demostracion. La convergencia absoluta del producto implica que el pro-
ducto [[02, (1 + |z,|) converge, y esto a su vez ya hemos visto que implica
por el lema 1.4 que > 7 |z,| también converge. Ahora sabemos, en el caso
de series, que cualquier reordenamiento de la misma converge y, de nuevo
por el lema 1.4, [[°2,(1 + |zy,|) converge. Falta ver que ambos lo hacen
al mismo limite P. Para ello tomamos ¢ > 0 y para cada j € N sea @);
el j-ésimo producto parcial de [[;—,(1 + z,,). Ahora elegimos un indice N
lo suficientemente grande como para que > o |z,| < €y un J tal que
j > J implique que {1,2,...,N} C {ny,ne,...,n;}. Entonces para j > J
se tiene que

Q; — P|<[Q; — Px| + |Py — P
=[Pvl| J] (+z) =1+ [Py - Pl

k<jnp>N

13



Aplicando el lema previo, obtenemos que

Qi — Pl<IPxl| I (+z) =1+ [Py — P

k<jnp>N

< |Pn|(e —=1) + |Py — P|.

Pero podemos hacer el lado derecho de la desigualdad tan pequenio como
queramos tomando € suficientemente pequenio y N suficientemente grande.
Entonces (); — Py se obtiene, de este modo, la demostracion del resultado.

m

Damos a continuacién un resultado de convergencia para un producto
infinito de funciones complejas definidas en un conjunto arbitrario.

Proposiciéon 1.9. Sea g1, go, . . . una sucesion de funciones acotadas a valores
complejos, definida cada una en un conjunto S. Sila serie y | |gn| converge
uniformemente en S, entonces el producto [[)~ (1 + g,) converge absoluta y
uniformemente en S. Mds ain, si f(z) = Hn: (1 + gn(2)), z € S, entonces
f(2) = 0 para algin z € S si, y sdlo si, 1 + g,(2) = 0 para algin n.

Demostracion. Como |g,| > 0, n € N podemos usar el lema 1.4 que nos
asegura que como y_~, |g,| converge, entonces el producto [[7~ (1 + |ga])
converge, y por tanto el producto [[)~, (1 + g,) converge absolutamente Por
otra parte, si > -, |g,| converge uniformemente en S, existe un N tal que
para n > N se tiene que |g,(z)| < 1 para todo z € S. Ahora para r > N
obtenemos
T T

H(l + gn(z H + gn(z H(1 + gn(2)).

n=1 n=N

Procedemos ahora como en la demostracién del lema 1.6: tomamos la misma
funcion h y m,p > N,y tenemos que

]ZLogl—an I<Z!9n )[1(gn(2))] = 0

uniformemente en S cuando m, p — oo. Luego >~ | Log (1 + g,,(#)) converge
uniformemente en S. Como las funciones gy, gn11, - . . estdn acotadas en S la
serie Y 07 v |gn(2)]|h(gn(2))| estd acotada en Sy por la desigualdad anterior
también lo estard >~ \ Log (1 + ¢,(2)). Pero sabemos ademds que la funcién
exponencial es uniformemente continua en conjuntos acotados de C, luego
tenemos que

exp ( Z Log(1 + gn(z))) — exp ( Z Log(1 + ga(2))) # 0

14



uniformemente en S cuando r — oo. Esto prueba la convergencia uniforme
en S de [[)2 (1 + gn(2)). Ahora 1 + g,(z) nunca es 0 en S paran > N,
luego si f(z) = [[—,(1 + gn(2)), entonces f(z) = 0 para algin z € S si, y
sélo si, 14 g,(z) = 0 para algin n < N. O

Nota 1.10. En las condiciones del resultado anterior, el producto

[e.e]

[1Q + lga(2)D)

n=1

también converge uniformemente en S, pues basta aplicar el mismo argu-
mento a las funciones |g1], |g2], . . .

Incluimos por ltimo el teorema de holomorfia de productos infinitos que
sera de utilidad en adelante.

. ,y . . oo
Teorema 1.11. Sean fi, fo, ... funciones analiticas en Q. Si Y >~ |fo — 1
converge uniformemente en los subconjuntos compactos de ), entonces

7z) = [] £(2)

define una funcion f que es analitica en 2. Mds aun, para cualquier z € )
se tiene f(z) = 0 si, y solo si, f,.(z) = 0 para algin n.

Demostracion. En virtud de la proposiciéon 1.9, aplicada a las funciones
gn = fn — 1, el producto [[)", fu(z) converge uniformemente en los sub-
conjuntos compactos de €2, por lo tanto el teorema de Weierstrass garantiza
la holomorfia de f en 2. El iltimo enunciado del teorema es de nuevo con-
secuencia de la proposicién 1.9. [

1.3. Holomorfia bajo el signo integral

Proporcionamos en esta seccién dos versiones del teorema de holomorfia
bajo el signo integral que se necesitaran méas adelante. El primero de ellos
se incluye necesariamente en la asignatura de Variable Compleja del Grado
en Matematicas, pues se utiliza en la demostracién del teorema general de
Cauchy siguiendo la elegante técnica de J. Dixon, que aparecié en 1971 (ver
[7], v su presentacién en el libro de Ash y Novinger [1, Seccién 3.3]). No
incluiremos su demostracion por ser una consecuencia directa del teorema de
Fubini, de la férmula integral de Cauchy para un disco y del lema bésico de
derivacién de integrales de tipo Cauchy.
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Lema 1.12. Sea [a,b] C R y sea ¢ una funcion compleja continua en el
espacio producto Q0 X [a,b]. Supongamos que para cada t fijo la funcion que
envia cada z en @(z,t) es analitica en Q. Si se define F' en S por

b
F(z) = / o(z,t)dt, z€Q
entonces F' es analitica en 2 y

b
F'(z) = g—f(z,t)dt, z € Q.

a

Una segunda versién, que necesitaremos para garantizar la holomorfia de
transformadas de Laplace, se puede probar facilmente a partir del teorema de
derivacion de integrales paramétricas de Leibniz y del uso de las condiciones
de Cauchy-Riemann.

Teorema 1.13 (Teorema de holomorfia bajo el signo integral). Sea U un
abierto de C, sea A un subespacio medible de R™ y f : U x A — C. Supon-
gamos que:

(i) Para todo z € U la funcion f, : A — C definida por f.(z) = f(z,z)

es medible Lebesque.

(11) Para todo x € A la funcion f, : U — C definida por f.(z) = f(z,z)

es holomorfa en U.

(111) Para todo zy € U existe un entorno V de zy contenido en U y una
funcién h : A — [0,00) integrable Lebesque en A tal que

|f(z,2)] < h(z) para todo (z,x) € V x A.
Entonces, la funcion F : U — C dada por
F(z) = /Af(z,x)dx, zeU,
es holomorfa en U, y ademds
_[9f

F'(z) = : g(z,x)dx, zeU.
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1.4. Teorema de Paley-Wiener

Los teoremas de Paley-Wiener, de los que se pueden encontrar numero-
sas versiones, caracterizan las funciones, holomorfas en ciertos dominios del
plano complejo y que son transformadas de Fourier de funciones de espacios
de Lebesgue adecuados, en términos de propiedades de crecimiento, acotacion
o integrabilidad de dichas funciones. Para probar el resultado de este tipo
cuyo uso sera crucial en la demostracion del teorema de Denjoy-Carleman,
serd necesario recordar el siguiente teorema, clasico en el estudio de la trans-
formada de Fourier incluido en la asignatura optativa Analisis Real de cuarto
curso del Grado en Matematicas.

Teorema 1.14 (Teorema de Plancherel). Eziste un isomorfismo de espacios
de Hilbert F : L*(R) — L*(R) tal que:

(i) Si f € L* N L?, entonces para todo t € R,

FD) = s | F@)e e

(es decir, F(f) es la transformada de Fourier de f).
(i) [|F()ly = 1 fly, para toda funcién f de L.
(iii) Si f € L*(R) se verifica que

—_
|
o

fla) = lm 2m)i2 F(f)(t)e"dt.

En particular, si f € L* y F(f) € L', entonces

1 itx
@) = G || FO@ea

en casi todo punto.

Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado fundamental,
que caracteriza las funciones enteras de tipo exponencial a lo sumo A > 0
(es decir, que satisfacen estimaciones como las de (1.3)) y cuya restriccién al
eje real es de cuadrado integrable como aquellas que son transformadas de
Fourier de funciones de cuadrado integrable y soporte compacto contenido

en [—A, A

17



Teorema 1.15 (Teorema de Paley-Wiener). Sea f una funcion entera, y
supongamos que existen constantes positivas A y C tales que

lf(2)| < cell?l e, (1.3)

Yy que ademas

/oo | (2)[2dz < 0. (1.4)

—00

Entonces existe una F' € L*(—A, A) tal que

A
f(z) = F(t)e™dt
~A
para todo z € C.
Demostracion. Definimos f.(x) = f(z)e™*1*| para ¢ > 0 y x real. En la

segunda parte de la prueba vamos a demostrar que

o0
h’m/ fo(x)e ™ dx =0, treal, |t| > A. (1.5)
e—=0 | 0o

Veamos cémo se concluye el argumento a partir de esta informacién. Obser-
vemos que para € > 0,

0o = fll, = / o) — (@) Pdz = / (@) Pleelel — 12,

y por el teorema de la convergencia dominada el término de la derecha tiende
a 0 cuando € — 0. De acuerdo con la afirmacién (i) del Teorema de Plan-
cherel, las transformadas de Fourier de f. convergen en L? a la transformada
de Fourier de f. Por otro lado sabemos que entonces existe una sucesion
{571},010:1 con lim,,_,, £, = 0 de modo que F(f.,) converge en casi todo punto
a la funcion limite. Ahora bien, teniendo en cuenta que

o0

/. I —itx
D FUe)) = i, || JmlBle

y que el término de la derecha es igual a 0, debido a (1.5), para todo t tal
que [t| > A, se tiene que F(f) es igual a 0 en casi todo punto de R\ [—A4, A],
por lo que F(f) € L'(R) en virtud de la desigualdad de Holder. Ademads,
por hipétesis f € L*(R), por lo que podemos aplicar el resultado (ii) del
teorema de Plancherel y obtenemos que

1 itx
@) = Gy || FOD@ea
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en casi todo punto del eje real. Observemos ahora que los dos miembros de
la igualdad anterior son funciones enteras (el segundo por aplicacién direc-
ta del teorema 1.13 de holomorfia bajo el signo integral) que coinciden en
un conjunto con puntos de acumulacién, luego se tiene por el principio de
identidad que ambas coinciden en todo el plano complejo, como queriamos
probar.

Procedamos ahora a probar la expresién (1.5). Para ello vamos a definir
para cada real « el camino I', parametrizado por

[,(s) =se, 0<s< oo, (1.6)

cuyo soporte es la semirrecta que parte del origen con argumento «. Defina-
mos también para cada « el semiplano

I, = {w € C: Re(we"*) > A},

y, por ultimo, si w € II, definimos la funcién
O, (w) = f(z)e dz = eio‘/ Fse™ e ds.
Iy 0

Por (1.3) y (1.6) tenemos que

|f(s€io¢)€7wsei"‘ ‘ < C€A|sei°‘\eRe(7wsem) <

< eAs—Re(wseio‘) < Ce—(Re(wem)—A)s.

Con esta acotacion podemos asegurar que P, es holomorfa en II,, gracias
al teorema 1.13 de holomorfia bajo el signo integral: la tinica condicién que
hay que verificar es (iii), y para ello basta observar que, fijado un punto
wy € 1l,, en un disco V' de radio pequeno centrado en wy y contenido en
I1, se puede conseguir que para todo w € V se tenga Re(we'®) > Ay para
un valor Ay > A, de modo que la funcién Ce~(40=4) integrable en (0, c0),
acota uniformemente en V' al integrando que aparece en ®,,.

Por otro lado, se tiene que para o = 0 y @ = 7 es posible extender los
semiplanos de definicién respectivos, que serian {w € C : Re(w) > A} y
{w € C: Re(w) < —A}, poniendo

Oy(w) = /OOO flz)e ™™ dx, Re(w) >0,

O, (w) = —/_ f(x)e **dx, Re(w) < 0.
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Estas funciones son holomorfas en sus respectivos dominios haciendo uso de
la condicién (1.4), es decir, la funcién f restringida al eje real pertenece a
L?*(R), combinado con la desigualdad de Holder, pudiéndose de nuevo aco-
tar uniformemente el integrando en un entorno adecuado de cada punto del
semiplano por una funcién integrable.

Ahora bien, para cada t € R

/_Z fo(z)e T dy = /0 Fla)emitrter gy + /oo Flz)e e dy
/ f(x _“tad:ch/ Fx)e 049

= O (it + ) — D, (it —¢), (1.7)
y por tanto, para demostrar (1.5) tendremos que probar que
Op(it +¢) — D, (it —e) >0 cuandoe — 0

sit > Aosit < —A. Para verlo vamos a probar que estas funciones ®,,
son prolongaciones analiticas unas de otras siempre que sus dominios tengan
interseccién no vacia. Consideremos entonces valores «, (3 reales tales que
0<p—a<m,y elegimos

V= nzcos(ﬁ ) > 0.

2

Si consideramos w = |w|e™* tenemos que
Re(we™) = [w|cos(y — a) = |w|n,
y de la misma manera se obtiene también que
Re(we) = |w|n.

Como Re(we'®) = |w|n = Re(we®) se tiene que w € T1, NI si |w| > %. Para
cada uno de estos w = |w|e™" veamos que ®,(w) = ®z(w) y por el principio
de identidad las funciones coincidiran en la interseccion de los semiplanos de
definiciéon de dichas funciones.

Vamos a considerar la integral

/r f(z)e"*dz
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siendo I'(t) = re' y a <t < 3, cuyo soporte es el arco de circunferencia de
centro 0 y radio r que une las semirrectas de argumentos « y 3, respectiva-
mente. Es claro que

/ f(z)e™*dz + /f(z)e_wzdz = / f(z)e *dz. (1.8)
[0,r]ete r [0,r]e®B
Podemos acotar el integrando del segundo sumando del término de la izquier-
da: si z = re® es un punto del soporte de I, se tiene que

Re(—wz) = —|w|rcos(t — ) < —|w|rn,

de modo que
F(2)e?] < CelA-tolor,

s

Ahora bien, como |w| > %, el coeficiente de r en el exponente anterior es

negativo, luego la integral tiende a 0 cuando r — oo. Como consecuencia,
pasando al limite cuando r — oo en la expresién (1.8) se deduce que

f(z)e™*dz = f(z)e™*dz
I s

< ceA-lvinry (g — ),

siJw| > % vy w = |w|e™™, como querfamos, y por el principio de identidad
®, y ®s coinciden en la intersecciéon de los semiplanos de definicién. Para
concluir, observemos que cuando ¢t > A los complejos e + it € II_;/, vy
podemos sustituir, en la expresiéon (1.7), tanto ®; como @, por ®_, /5. Se
obtiene entonces que

/ fo(x)e ™ dr = O_ra(e +it) — D_rjo(—c +it)
R

y esto, cuando € — 0, tiende (por continuidad) hacia
(b_W/Q(it) - ®_7T/2(Zt) - 0

Andlogamente, si t < —A se tiene que £e +it € I/, y podemos sustituir en
(1.7) tanto @, como ®, por ®, /s, de modo que

/Rfa(a:)e_“’“"d.r = O po(e +it) — Orjo(—e +it),

y haciendo € — 0 obtenemos

Concluimos que el limite (1.5) es 0 y queda probado el resultado. O
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Capitulo 2

Clases ultradiferenciables en la
recta

Este capitulo contiene los resultados fundamentales del trabajo. Su obje-
tivo primordial es estudiar algunos enunciados relativos a la inyectividad o
sobreyectividad de la aplicacién de Borel B en subespacios del espacio vecto-
rial C*°(RR) de las funciones complejas indefinidamente derivables en la recta
real, siendo dicha aplicacién la definida por

B(f) = (f™(0);0-

Si V es un subespacio tal, la inyectividad de B : V — CMo significa que una
funcion f de V queda univocamente determinada cuando se conoce la suce-
sion de derivadas de f en el punto 0 o, de otro modo, que dos funciones de V'
cuyas derivadas sucesivas coinciden en 0 han de ser idénticas. La sobreyecti-
vidad indica que es posible prefijar a discrecién la sucesién de derivadas en
0 de un elemento de V.

2.1. Teorema de Borel en C*(R)

Comenzamos esta secciéon con un ejemplo elemental que muestra que
B : C®(R) — CM no es inyectiva. Esto contrasta con lo conocido para
las funciones de variable compleja, pues en virtud del principio de identidad,
si 2 es un dominio de C, la aplicaciéon que envia cada funciéon f holomorfa
en Q en (f((0))2, es inyectiva.

Ejemplo 2.1. Sea la funcién

fz) =

e /T sixz >0,
0 siz <0.
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Obviamente, esta funcién es de clase C* en R \ {0}. Veamos que en el
punto 0 se tiene que f™(0) = 0 para todo n € Ny. Es claro que todas las
derivadas sucesivas de f (que existen en R\ {0}) tienen limite lateral por la
izquierda en 0 y vale 0. Por otra parte, se puede probar facilmente, razonando
por induccion, que

f(x) = Py(1/x)e” '/

para cada x > 0 y n € N, donde P, es un polinomio de grado 2n. Ademas,
siaeRya>0,

(07

1
lim —e Y% = 1im t% " = lim — = 0

z—0t+t ¢ t—o0 t—oo el ’

luego

s n _ 12 1 —1/xz __

Asi pues, el teorema de los incrementos finitos y un argumento inductivo
permiten deducir que las sucesivas derivadas de la funcién en el punto 0 son
cero y por tanto f € C*(R). Sin embargo, f no es la funcién constante e igual
a 0, por tanto la aplicacién B no es inyectiva en C*°(R). Cabe mencionar que,
obviamente, la funcién f es analitica en R\ {0} (admite una representacién
local en serie de potencias centrada en un punto arbitrario zy # 0), pero no
lo es en xg = 0.

Pasamos a enunciar el resultado de sobreyectividad de la aplicacién de
Borel en C*(R).

Teorema 2.2 (Teorema de Borel). Para toda sucesion de nimeros complejos
{a,},",, existe una funcion de clase C*(R) tal que

F™(0) = a, n > 0.

Demostracion. En primer lugar vamos a demostrar que existe una funcion
© € C*(R) con soporte sop(p) C [—2,2], tal que 0 < ¢(x) < 1 para todo
r€R,ycon gl = 1.

Sea fi(z) = e V%X (2), * € R, donde Xjg) es la funcién carac-
teristica del intervalo [0,00). Como se acaba de ver en el ejemplo previo,
f1 € C®(R). Sea ahora fo(x) = fi(z)fi(1l — z), x € R. De este modo, fo
es tal que fo € C*(R), fo(z) > 0 para todo z € R, y su soporte sop(fy) es
claramente el intervalo [0,1]. Como consecuencia, fol f2 > 0. Llamemos a a

1
este valor, y sea ahora f3 = —f5, de modo que sop(f;) = [0,1] y fol fz=1.
a
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Definamos
fs(—z—1) site[-2,-1],
filx) =< —fz3(x—1) sitell,2],
0 en otro caso.

De esta manera , fy € C*°(R) es una funcién impar, no negativa y con soporte
[—2,—1] U1, 2]. Considerando finalmente la funcién ¢ dada por

o(x) = /_x fa(t)dt, r € R,

tenemos que, en virtud del teorema fundamental del calculo y por las pro-
piedades de la funcién f4, la funcion ¢ verifica las propiedades deseadas.

A continuacién, dada la sucesién arbitraria de nimeros complejos {a, }o°
definimos para cada natural n la funcion

an
gn(z) = e e(A\x), xR,

donde las constantes A, € R\{0} se determinaran. Observemos que si |\, z| >
2 entonces p(A\,x) = 0y por tanto g,(x) = 0. Como consecuencia,

sop(gn) C {x € R : |z| <2/\,}.

Notemos ademéds que si [\,z| < 1, p(\,x) = 1, lo cual implica que g,(x) =
An

n!

2™ en un entorno de 0, y por tanto
a, sik=n,
94 (0) = .
0 sik#n.
Veamos ahora que siempre existe un A, tal que

sup lg(x)] <27, 0k <1 (2.1)
S

Segun la féormula de Leibnitz se tiene que:

L |
_ In ( )( n )‘xnfpkﬁfp(p(kfp)@nm)_
n—mp)!

24



Pongamos

B, = ) < 0.
o5 By W < 00

Entonces, ocurre que

2nr _
sup 9P (x)| = sup g} |<|an|Z( )u g el 7B

z€R |z|<2/ A

<2"’“"’Z( ) e

pues (n — p)! > 1. Si elegimos A, tal que |\,| > 1, entonces |\,|"* > |\,
para k < n — 1, y resulta que

k
2" a,|B k 2"tk |q, | B 4"a,|B
(k) < 2 PmiTn < nen < nl—n
sl < e S () < T < S

zeR p=0 P

Por lo tanto, basta tomar
|An| > max{1,8"|a,|B,}

para obtener (2.1).
Veamos ahora que la funcién

= Zgrz(x)

es la solucién al problema que plantedbamos. Por la acotacién (2.1) vista
anteriormente, particularizada para k = 0, es claro que la serie converge
normalmente en R, luego la funcion f esta bien definida y es continua en R.
De nuevo por la acotacion anterior, para cualquier k € N se tiene que la serie
Yok gt () converge normalmente en R, con lo que f es indefinidamente
derivable y para cada k£ € N se tiene que

¥ (x Zgn ), reR.

Entonces, f € C*(R), y por ultimo,

P20 Zg ¢(0) = ax

para todo k € Nj. O

Nota 2.3. La solucién del problema anterior se puede construir con soporte
compacto. Para ello, basta tomar F' = f - ¢, siendo las funciones ¢ y f
aquellas que hemos construido en el teorema previo.
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2.2. Clases ultradiferenciables en R

Como se ha visto, la no inyectividad de B en el espacio C*°(R) contrasta
con su inyectividad en el espacio de funciones holomorfas en un dominio del
plano. Con el objeto de aproximarnos al problema de determinar subespa-
cios de C*(R) en los que B sea inyectiva, recordamos ahora una propiedad
de crecimiento de las derivadas sucesivas de las funciones holomorfas, cuya
prueba incluimos.

Teorema 2.4 (Desigualdades de Cauchy). Sea f € H(D(a,R)) y supone-
mos que existe M > 0 tal que

f(2)| < M

para todo z € D(a, R). Entonces

| M
1™ (a)| < % neN. (2.2)

Demostracion. Para la demostracion de este resultado vamos a utilizar la
formula integral de Cauchy. Sea 0 < r < Ry sea v, la curva que parametriza
la circunferencia de radio r y centro a. Esto es:

() =a + re', t € [0,27]

Por la férmula integral de Cauchy sabemos que:

™ (a) = n_' Ldz
£ (a) /| .

270 (z —a)rt!
Entonces | 1)
(n) e o AN
FO@] < g tong(a) mix|
de donde ‘ I "
(n) n -
PP @) < - S =
Tomando limites cuando » — R se deduce que:
'M
(n) < n- .
1) < 2
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Obsérvese que el crecimiento de las derivadas en el punto a estd gobernado
por el factorial, infinito de mayor orden que 1/R"™ para cualquier R. Por
supuesto, si f no admite una cota global en D(a, R) basta razonar para un
radio r < R (como en la demostracién) y se obtiene (2.2), siendo M =
MAX).aj=r [ f(2)]-

Un razonamiento alternativo se basa en la analiticidad de la funcion.
Como

©_£(n)(q
fz)=> fn—!()(z —a)", z¢€ D(a,R),

el radio de convergencia p de la serie, que se calcula como

()"

n!

— = limsup
1% n—oo

sera al menos R, es decir,
1

1

p - R

Ahora si tomamos s > 1/R, por definicién de limite superior existe un ny € N
tal que si n > ny, |f(”)(a)’ < s"n!, y tomando una A > 0 adecuada se tiene
para todo n € N:

IN

| £™(a)] < As"nl,

estimaciones analogas a las anteriormente obtenidas.

A la vista de este resultado cabe plantearse la introduccién de clases de
funciones en C*°(R) mediante la imposicién de condiciones de crecimiento pa-
ra sus derivadas sucesivas, expresadas en términos de una sucesién numérica
que juegue el papel que el factorial desempend en el caso de las funciones
analiticas. Introduzcamos dichas clases, denominadas ultradiferenciables.

Definicién 2.5. Sea {M,} ~ , una sucesién de nimeros reales positivos. De-
notaremos por C{M,} a la clase de todas las funciones f : R — C de clase
C>(R) y que verifican desigualdades de la forma:

ID"flle < By Bf My, n=0,1,2,.. (2.3)

En esta definicion D" f representa la n-ésima derivada de fsin > 1y
D°f = f. La norma es la del supremo y 3y y By son constantes positivas que
dependen de f pero no de n. La clase asi definidas se denomina la clase ul-
tradiferenciable asociada a {M,}, - ,. Comenzamos probando algunos hechos
elementales.

Proposicién 2.6. Sea {M,} ", una sucesion de nimeros positivos, y con-
sideremos la clase ultradiferenciable C {M,}. Entonces:
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(i) Para cada f € C{M,} se tiene que
" 1
h'inﬁsolip {%}n < By. (2.4)
(i1) C{M,} es un espacio vectorial complejo.
(i1i) C{M,} es invariante por transformaciones afines.

Demostracion. (i) Partiendo de la expresion (2.3) se tiene, de hecho, que

10 < 5,

D™ n 1
{” ]\/}fHoo} SﬁfBﬁ n € N.

luego

3=

1
Entonces haciendo n — oo se tiene que 3 i — 1y por tanto obtenemos que

, D"\ "
1 ELERE AL Sk < B
1SLS£p{ M, =20

como queriamos probar.

(1) Sean ay, ap € Ry sean f, g € C{M,}, veamos que a f+aag € C{M,}.
Si f,g € C{M,} entonces existen constantes positivas g, 5,, By y B, tales
que para todo n € Ny se tiene que

|1D"fllo < By B} My, 1D"gll < By By M
Entonces
a1 D" f +as Dl < [lea D" [l + [[a2D"gll
= |oa|[[D" fl| o + |2 IID"QHOo
< (B} B} + 8, By) M,
siendo

5} = |a1| By, 5571 = |az|B,.

Llamamos ahora
BJI”—HJ = méx{ﬁ},ﬁgl}, Byig = méX{Bﬁ Bg}a
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de modo que
a1 D" f + ax D gl < 25}+gB?+9M”‘
Tomando
Brig = 25}+gv

tenemos que
| D" f + as D gl < BrigBjygMan,

v asi, o1 f + ang € C{M,}.
(13i) Si f € C{M,,} y se define g(z) = f(ax + b), compuesta de f con la
transformacién afin ax + b, se tiene que:

D"g(x) = D"f(ax +b) = a"D"f(ax +b), n>1x€R.
Esto implica que:
I1D%gllo = a™ [ D" fllo < a"ByBf My = By(aBy)" M.
Llamando B, = aBy y 3, = [y tenemos lo que queriamos probar,
1D"gllo < By By M,
y por tanto g € C{M,,}. O

Si se desea obtener nuevas propiedades de estabilidad para estas clases
ultradiferenciables es necesario imponer una condicién a la sucesién { M, }7° .

Definicién 2.7. Se dice que la sucesién {M,}°, es logaritmicamente con-
vexa si
M? < My 1My, n>1.

La razén de esta denominacién es clara: la sucesion {In(M,,)}2, verifica
la condicién de convexidad

In(M,) < %(ln(Mn_l) +In(Mn41)), n> 1.

Nota 2.8. Aunque no serd incluido en este trabajo, un teorema clasico debi-

do a S. Mandelbrojt (ver [13, 11]) muestra que se puede asociar a una suce-

sién arbitraria de nimeros reales positivos {M,,}>2 , otra sucesion { M}

logaritmicamente convexa de modo que C{M,, } = C{M}, lo que hace que di-

cha propiedad de convexidad pueda ser incluida sin pérdida de genralidad en
[e.e]

el estudio de estas clases. La sucesion {M;}°° , se denomina la regularizada
P 0
logaritmicamente convexa de { M, }22 .
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Por simplicidad en la escritura de alguna razonamientos, supondremos de
ahora en adelante, y sin pérdida de generalidad, que My = 1. Obsérvese que
dada {M,,}22,, si definimos M = M, /My, n € Ny, se tiene obviamente que
Mj =1y C{M,} = C{M]}, siendo validas las relaciones

B;‘:ﬁfMOa B}:Bf7

entre las respectivas constantes asociadas a una funcién f perteneciente a
una cualquiera de ambas clases.
i 4 ; 00 1\ 00 ; ‘
Es también claro que esas sucesiones {M,,}5° ;v { M/ }>2 , son simultanea-
mente logaritmicamente convexas o no, por lo que adoptaremos sin am-
bigiiedad ambas restricciones de normalizacion.

Nota 2.9. De ahora en adelante, {M,,}°, siempre denotarda una sucesién
de nimeros positivos logaritmicamente convexa y con My = 1.

Antes de obtener la estabilidad de la clase bajo el producto de funciones,
veamos un lema auxiliar.

Lema 2.10. Sea {M,}2, una sucesion logaritmicamente convera y con
My = 1. Entonces, para todos j,l € Ny se tiene que

M;M, < M;.

Demostracion. Por simetria, bastaré probarlo para 0 < j < [.

En primer lugar, si j = 0 la desigualdad es trivialmente cierta porque
My = 1. Supongamos entonces que 1 < j < [. De acuerdo con la convexidad
logaritmica se tiene que

2
M7 < Mj 1M,
2

M2, < M; M,

Ml271 S Ml—2Ml>
M}? < M1 M4,

Multiplicando miembro a miembro estas desigualdades y simplifcando se ob-
tiene que
M;M; < M1 Mpq,

y siempre que 7 — 1 > 1 se puede iterar este proceso, obteniendo

M; My < M;_oMpyo,
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y asi sucesivamente hasta llegar a
Mle S Mj,leJrj = MOMl+j == MlJrj,
como queriamos. O

Teorema 2.11. C{M,} es un dlgebra, con respecto al producto habitual de
funciones.

Demostracion. Sean f,g € C{M,} y sean ¢, B,, Bf y B, las correspondientes
constantes. Por la regla de diferenciacion del producto se tiene que, para cada
n e No,

D" (fg) = Z (") o)

luego

n n | Pn—j
DGl < B S () By (2.5)
5=0
Si probamos ahora que M;M,_; < M, para cada j € {0,1,...,n} habremos
acabado pues, en virtud de la férmula del binomio de Newton,

g n | HN—j n
Z(‘)B%Bg = (By+ By)",

=0 \J
y tendriamos que (2.5) conduce a

ID"(f9)|loc < ByBy(By + By)" My,

por lo que fg € C{M,} como queriamos. Resta solamente observar que la
desigualdad M;M,,_; < M, para 0 < j < nes equivalente, poniendo n = [+7,
a que se tenga que M;M; < M;; para todos j,l > 0, lo que se obtuvo en el
lema previo. 0

2.3. Estabilidad por composicion.

Dedicamos esta seccion a la prueba de la estabilidad por composicion
de estas clases ultradiferenciables, siempre bajo la hipdtesis no restrictiva
de convexidad logaritmica para la sucesion que define a la clase. Aunque la
prueba clasica de este hecho se suele basar en la férmula de Faa di Bruno para
la derivada n—ésima de una composicién de funciones, hemos preferido seguir
una demostracién mds reciente debida a T. Yamanaka [16], que descansa en
una expresion alternativa para dichas derivadas.
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Lema 2.12 (Férmula de Yamanaka). Sean I y J intervalos abiertos. Sean
g: I — Jyf:J— R funciones de clase C* en los respectivos intervalos.
Entonces, para cadan € Ny y cada x € I se tiene que

(f 0 0)™(x) = 2”: G) £ (g() {85;; Uolg’(:c + eh)de}j}

=1

h=0
Demostracion. Sea a € I, b= g(a) y h € R tal que a + h € I. Si tomamos
u(h) = gla+h) —g(a), (2.6)
se tiene que
(feg)lath)—=(fog)la) = flgla+h))— flg(a)),

y esto tltimo, por (2.6), es igual a

) .
: j!(b) (u(h))’ + Rn(f,0)(u(h)), — (2.7)

Flb+ulh) = 0 =Y

donde se ha aplicado la férmula de Taylor, siendo R,,(f,b)(u(h)) el resto de
Taylor, para el que se tiene

Raf,)((k)) = o(u(h)"), h 0.
Si ponemos

1

o) = [ /(s 00 = Zotat OR)}Z) = 3 lotat ) = g(@] = Fulh),
y .

vj(h) :==wv(h)!, j €N,
entonces

u(h)! = v;(h)H,

y por la férmula de Taylor para v; en 0,

v (0)RF +o(A"Y),  h = 0.

FEN




por lo que o(u(h)™) = o(h™). Llevando estas expresiones a (2.7), se tiene que

(fog)ath) - Zf W3 SO + o)
j=1 ! k=0
O (b)ey " (0)
l

(r—J)!

Ahora bien, en virtud de la férmula de Taylor ha de ser

(Fogatn =3 LD @Dy

r!
r=1

) "+ o(h™).

de donde se deduce que

(Fog) (@)=Y (j) OByl (0),

r=1
como queriamos. O

Nota 2.13. En la prueba del siguiente resultado se supondra que la sucesion
(M), se puede escribir como M, = — n!M,, siendo (M,)22, logaritmica-
mente convexa. Entonces, como producto de dos sucesiones logaritmicamen-
te convexas, resulta que (M,,)32 , es también logaritmicamente convexa (este
hecho es de comprobacién inmediata). Como se vera mas adelante, la su-
e ViU . . —1/n
cesién (M, "~ ), es creciente, luego existe un C' > 0 tal que M, "~ > C,
y por tanto M, > C"™ y M, > C"n!. Como consecuencia, se deduce que
C{M,} contiene a la clase de las funciones analiticas en R, como también se
comprobara en la siguiente seccion. Esta no es una restriccion seria para el

enunciado, pues estamos interesados en clases con esta propiedad, es decir,
intermedias entre la de las funciones analiticas y C*°(R).

Enunciamos el teorema principal de esta seccion.

Teorema 2.14. C{M,} es cerrado por composicion, es decir, para todas
f,9 € C{M,} se tiene que f og e C{M,}.

Su demostracién se basard en dos lemas previos.
Lema 2.15. Siu € C{M,} y
™ (z)| < CA"M,, z€R, n>0,
entonces existen Cy, Ag > 0 tales que
An

@) < O

sMn, x€R, n>0.
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Demostracion. Dados A y C', basta tomar Ay > Ay
Cy =sup C(A/Ay)"(1 +n)* < oo.

Lema 2.16. Sea u € C{M,,} y sean A,C > 0 tales que

c A"

M,, xeR, n>0.

Pongamos, para cada j € N, u;(z) := (u(z))?, x € R. Entonces,

ci A"

=2 M, z€R, n>0.
8 (1+n)? ‘ "

Wl ()] <

Demostracion. Vamos a razonar por induccion sobre j. Para j = 1 es trivial.
Supongamos que se cumple para algin 7 > 1, entonces para cada n € Ny se
tiene que

|U§1)1(37)’ = |(uj(z)u(z))™| < Z (:;) ]ug-m)(x)Hu("*m) (z)]

m=0

— 8 (1+m)?
Ci+l L 1 1

= A" M, M, _,,
64 mZO” A+m)2 1+ (n—m))?

citl An (n+1)? & 1 1
R (L Lo el S v sy oy 3

& n! ciA™ C An—m
< Mm— Mn—m
- mZ—o ml(n —m)! 8

m=0
donde se ha utilizado que, por la convexidad logaritmica de (]\//Tn),?fzo,
n!]\/J\m]\/Zn,m < n!]\/f\n = M,.

Para concluir debemos demostrar que

(n+1)? & ] X
s m=o<1+m)2 (1+ (n—m))? <1

Ahora bien, para todos a,b > 0 se cumple que

11 1+12<121+1
a2b?  (a+b2\a b) ~ (a+0)2 \a2 b2/}’
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Entonces,

n

1 1 2 1 1
D iy u e I G i £ D (o urieen Ay e 1

m=0 m=0
n+1

4 1
_(2+n>2;j_2’

n

mientras que

con lo que se concluye que

(n+1° ¢~ 1 1 (n+1)? 4 1
8 ;(1+m)2(1+(n_m))2§ 8 (2+n)2(2_n+1>§1'

Demostracion. Abordamos ahora la demostracién del teorema 2.14 con ayu-
da de los dos lemas anteriores. Por el lema 2.15, existen C, A > 0 tales que
para todo x € R y para todo n > 0,

19" (2)] <

Dado x € R, sea

Entonces,
1
Vﬁm(h):g/‘g“HJKx—%Gh%Wd&
0
y
C At C A M,
Vi (h)| < = M, /mw— dax
Ve (”—8( )2 8(2+n)2n+1
CA A"
D —" §, )
=78 (Tnp

Como la sucesion (M,41)5, es también logaritmicamente convexa, estamos
en condiciones de aplicar el lema 2.16 a la funcién V,: si ponemos

V() = [(Va(h)y]™, jeN,
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se tendra que

(CAY A
8 (L+n)?

V()| < M1, n>0, z, heR.

Por otra parte, existen D, B > 0 tales que para todo y € R y para todo
n >0, |f™(y)| < DB"M,. Entonces, por la férmula de Yamanaka, se tiene
que

(0 9)(2)] = |Z< ) NV 0)

(CA) A
< DBJ ‘M
Z n—y' § (1+n—j)y?

(n — )My j1.

Teniendo en cuenta que para todo j € {1,...,n} se verifica que

— — 1

M;M,,_;1 < MM, — <1,
J J+1 = M y A+tn_j)2=

y €omo n!]\/in = M, se concluye que

D
1(fog)™(z)] < A”MlMZBC’J<DA"Mn, z € R,

7j=1

para constantes positivas adecuadas D y A. O]

2.4. Clase de funciones analiticas en R

El siguiente teorema se dedica a establecer una caracterizacién de las
funciones de la clase C{n!} como aquellas que resultan de la restriccién al
eje real de funciones holomorfas acotadas en una banda horizontal alrededor
de dicho eje. Esta propiedad depende en buena medida del hecho de que
la propia definiciéon de la clase mencionada implica una uniformidad en el
radio de convergencia de la serie de Taylor que representa a la funcién en un
entorno de cada punto del eje real.

Teorema 2.17. La clase C{n!} estd formada precisamente por todas las
funciones f : R — C a las que corresponde un § > 0 tal que la funcion
puede extenderse a una funcion holomorfa acotada en la banda horizontal
definida por la desigualdad |Im(z)| < 6.
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Demostracion. Sea
Q={zeC:|Im(2)] < d},

y sea [ € H(Q) acotada en €2, de modo que existe 5 > 0 tal que para todo
z € () se tiene que |f(2)| < B.

Veamos que la restriccion de f al eje real pertenece a C{n!}. Sea z € R.
Puesto que D(z,d) C €, estamos en condiciones de aplicar el teorema 2.4,
que garantiza que

n! s

D" f(x)] < 5

para todo x € R. Por tanto,

n! g

D" <
10"l < %5

lo que significa que f € C{n!}.

Veamos ahora la otra implicacién. Sea f € C{n!}, probaremos que la
podemos extender a una funcién holomorfa y acotada en una banda |Im(z)| <
0 para 0 > 0 adecuado. De acuerdo con la férmula de Taylor, podemos
escribir, para cada a, z € Ry n € N,

n—1 (k) a z
fo) =X I -0+ o [0 - o

Para acotar el resto de esta expresion tengamos en cuenta que existen cons-
tantes 8, B > 0 tales que

|f™(z)] <n!BB", z€R.

De aqui se desprende que:

oy [0 ] < nop

/:(q,- _ t)"ldt’ — 8|Blz—a)|".

Esta expresion tiende a 0 cuando n — oo siempre que |B(x —a)| < 1, es
decir, si a — B~! < ¢ < a+ B~!. Entonces, para tales  se tiene la expresién

% rm)(g
f) =3 W ay (2.9

n
Ahora podemos sustituir en la expresién (2.8) la variable x por cualquier

nimero complejo z tal que |z — a| < 1/B. Puesto que el radio de convergencia
de esta serie es al menos 1/B, esto implica que para cada a € R podemos
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definir una funcién F, holomorfa en el disco D(a, 1/B) y tal que F,(x) = f(z)
paraz € R, |z —a| < 1/B.

Por simplicidad, escribamos D, := D(xz,1/B). Sean a,b € R tales que
D, N Dy # (0, y veamos que F, y F, coinciden en dicha interseccién. Para
ello basta observar que el conjunto L = RN D, N D, es un intervalo (y posee
por lo tanto puntos de acumulacién en D, N D), y para cada x € L se tiene,
por construccion, que Fy(x) = f(x) = Fy(z). Por el principio de identidad se
concluye que F, = Fy, en D, N D,. De aqui se deduce que se puede definir sin
ambigiiedad la funcién F' : U,er D, — C dada por

F(z2) = Fu,(2), z€ D,,

y resulta ser holomorfa en su dominio. Por ltimo, es inmediato comprobar
que
| Du={z€C:|Im(z)| < 1/B}.
a€R
Veamos ahora que la funcién F' es acotada en cada banda

1
={ze€C:|Im(z)] <0}, con0<d<—.

B

Sea z = a + iy con |y| < J. Se tiene entonces que

= f BB”n' n

|F(2)] = Z J(iyy| < Z ly]
n=0
i 1
— 1 — BY’

pues By < 1. Con esto se concluye. m

2.5. Clases de Gevrey

Se trata ahora de proporcionar un ejemplo de clases ultradiferenciables,
las denominadas de Gevrey, que fueron las primeras en aparecer en el con-
texto del estudio de las soluciones de ciertos tipos de ecuaciones en derivadas
parciales, y que aparecen desde entonces constantemente en la literatura re-
lativa al estudio de soluciones formales en forma de serie de potencias para
todo tipo de ecuaciones.

Definicién 2.18. Sea o > 0. Se define la clase de Gevrey de orden o como

G ={feC®R): 3 A B>0con |f"(z) < AB"(n))"**, x € R}.
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Obsérvese que se tienen, para 0 < a < f3, las inclusiones
C{n!} = G' c G"* c G C C™(R),

de modo que se puede decir que las clases de Gevrey establecen una escala
de regularidad entre la clase de las funciones analiticas y la de las funciones
indefinidamente derivables en la recta real.

Vamos a dar un ejemplo de este tipo de funciones. Sea a > 0 y sea

[/l sia 0,
ﬂ@_{o siz=0.

Se puede probar sin dificultad, a partir del ejemplo 2.1 y escribiendo f como
una composicién adecuada, que esta funcion es indefinidamente derivable
en R y tiene todas sus derivadas nulas en 0. Para probar que f € G'*®
consideramos la funcién auxiliar

F(2) = exp(—2~1%), z € C\ {0}

Dada la simetria par de la funciéon f, razonaremos tinicamente para x > 0y
estimaremos las derivadas sucesivas de f en z. Tomamos € > 0 tal que ¢ < 1.
Se tiene, por la formula integral de Cauchy, que

! F(w)
(M) () = 2 _ Wy
f (x) 2mi /C"(w,sx) (U} - x)TH_l v

lo que permite realizar las estimaciones

! F(w)|
(n) m o FWIl
|/ ()] < 27T27r€x ‘wri?fsx lw — x|
Pero

)] = et
Y . ‘

w =1z +e’cx = 2(1 4 €’%),

luego

w—l/a _ l’_l/a(l + eieg)—l/oa‘

Para simplificar los calculos reescribimos
1+e%=re®, conre[l—e1+¢], ¢€[—arcsine,arcsine],

y entonces
(1 + 619€>—1/o¢ _ r—l/ae—up/oc‘
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Tomamos ahora la parte real y obtenemos
Re((1 + )Yy = r=Y cos(p/a) > (1 + &)~ cos(arcsin(e) /a).

Llamando
Leo = (1+¢)7Y% cos(arcsin(e) /a),

se tiene que

nlex exp ( — L&am_l/a) n! exp ( — Laﬁa/xl/a)

£ (z)] < e = gy , >0.

Tomemos ahora x = 1/t, y consideremos la funcién
g(t) = gne= Lot t>0.

Calculemos la derivada de esta funcién para obtener el maximo y establecer
asi la cota para las derivadas que buscamos:

L a
g/<t> _ (ntn—l . ;704 tn—1+1/0¢)€—Ls,at1/ '

an
Lea

)

Ahora obtenemos que ¢'(t) = 0 cuando t = ( ) , v es sencillo comprobar

que entonces el maximo sera:

glt) = (22) e
méx g(t) = I, e ",

Este ultimo término, por la formula de Stirling, es equivalente a

A" (nh)®
para un valor A > 0 adecuado. Como consecuencia se obtiene que
[fP (@) < ABj ()™, xR,

para constantes Ay, By adecuadas, y por tanto la funcion es de la clase Gevrey
indicada, como queriamos probar.

2.6. Casianaliticidad.
Teorema de Denjoy-Carleman

Comenzamos con la definicién de clase casianalitica.
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Definicién 2.19. Sea V' un subespacio vectorial del espacio C*°(R). Se dice
que V es casianalitica si la restriccion de la aplicacién B de Borel a V' es
inyectiva.

El objetivo de esta ultima seccién es proporcionar caracterizaciones para
la casianalitidad de las clases ultradiferenciables C{M,,}. Comenzamos con
una primera informacién al respecto que sera de ayuda mas adelante.

Teorema 2.20. La clase C{M,} es casianalitica si, y solo si, C{M,} no
contiene funciones no triviales con soporte compacto.

Demostracion. Para ver la primera implicaciéon supongamos que C{M,} es
casianalitica. Sea f € C{M,} y con soporte compacto al que llamaremos K.
Entonces existe un elemento xy no perteneciente a K en el que se anula f y
todas sus derivadas. Como la clase C{M,,} es casianalitica se tiene que dicha
funcion es la funcién constante e igual a 0, es decir, f seria la funcién trivial.

Veamos la implicacién contraria. Supongamos para ello que C{ M, } no es
casianalitica. Como la clase es estable por transformaciones afines se puede
suponer, sin pérdida de generalidad, que existe una f € C{M,} tal que
f™(0) = 0 para todo n € Ny y tal que f(zo) # 0 para cierto o > 0.
Definimos ahora la funcién g : R — C dada por

o) = {f(x) six >0,

0 siz <0.

Esta funcién es de clase C*°(R), pues es sencillo probar por induccién que
f € C"(R), para todo n € Ny, teniendo en cuenta la existencia e igualdad
de los limites laterales de las derivadas sucesivas en 0 y aplicando el teorema
de los incrementos finitos. También observamos que la funcién g pertenece a
C{M,}, pues verifica las cotas necesarias, dado que [|¢™||sc < [|/™]|o ¥ que
f € C{M,}. Si consideramos ahora la funcién

h(z) = g(z)g(2z0 — ),  z€R,

se tiene también una funciéon de C{M,}, pues C{M,,} es invariante por trans-
formaciones afines y por ser ademas esta clase un algebra para el producto
puntual como demostramos en el teorema 2.11. La funcién A asi definida toma
el valor 0 cuando x < 0 o cuando = > 2z(, de modo que su soporte es com-
pacto. En el punto xy ademds se tiene que h(xy) = g(xo)g(zo) = f(x)? # 0.
Por tanto hemos encontrado una funcién h € C{M, } no trivial y con soporte
compacto, como queriamos. O

Otro resultado que seréd necesario es el siguiente lema.
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Lema 2.21. Sea (M,)S, una sucesion logaritmicamente convezra tal que
My = 1. Entonces, la sucesion (a,)>, dada por

1
an = MY"  neN,
es monétona creciente.

Demostracién. Razonaremos por induccién. Obsérvese primero que M7 <
MyMs;, v como My = 1 se tiene que ]\412 < M,. Tomando raices obtenemos
que M; < M21/ 2,

Supongamos ahora que para un cierto n > 1 se tiene que Mii (ln - <
MY"™ Elevando a 1/(n —1) los términos de la desigualdad M? < M,,_1 M, 1,
y por la hipétesis de induccion se obtiene que

n— 1/(n—1 1/(n—1 n 1/(n—1
M/ < MM < My

Reagrupando términos en la expresion anterior, queda

n+1
n(n—1) 1/(n—1)
My, < M), 7,
y ahora elevamos ambos términos de la desigualdad anterior a Z—ﬁ para
obtener

My < MUY,

como queriamos. O

Nota 2.22. Gracias al lema anterior, hacemos notar que el caso interesante
desde el punto de vista de la casianaliticidad es aquel en el que la sucesion
logaritmicamente convexa (M,,)%, es tal que

lim MY" = 4oo. (2.9)

n—oo

En caso contrario, la sucesion (Mﬁ/ ")oe | serfa creciente y acotada, de donde
existiria A > 0 tal que M,, < A" para todo n. En esta situacién, es claro que
C{M,} C C{n!}, y por ser esta tltima clase casianalitica también lo seria
C{M,}.

Por lo tanto, para no caer en situaciones ya resueltas, en el resultado
siguiente supondremos que la condicién (2.9) se satisface.

Procedamos ahora a abordar el teorema fundamental de caracterizacién
de las clases casianaliticas.
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Teorema 2.23 (de Denjoy-Carleman). Sea (M), una sucesion logaritmi-
camente convezra tal que My = 1, que satisface ademds la condicion (2.9).

Definamos las funciones auziliares
g x"
Q(z) —;E, q(x) = sup E)

n>0

para x > 0. Entonces cada una de las cinco condiciones siguientes implica
las otras cuatro:
(a) C{M,} no es casi-analitica.

) i d
T
/0 an(x)1+x2<oo

* dx
1
/0 nq(x)1+x2<oo

00 1 1/n

n=1

(c)

(d)

(¢)

o
Mn—l

; LS
Nota 2.24. Notemos en primer lugar que la condicién (2.9) garantiza que
las funciones @ y ¢ del enunciado estdn bien definidas en todo (0, c0), pues el
radio de convergencia de la serie que proporciona () es infinito, y el superior
que define ¢ serd finito para todo = > 0 (de hecho, no es dificil dar una
expresion explicita como funcién a trozos de ¢(z) estudiando la monotonia
de los valores z™/M,, para cada x fijo).

En segundo lugar, se puede observar facilmente que cada una de las con-
diciones anteriores implica que M,, — oo muy rapidamente cuando n — oo.
En particular, este teorema corrobora lo que ya habiamos demostrado ante-
riormente, que C{n!} es casianalitica: Si M,, = n!, entonces M,,_1/M,, = 1/n,
y por tanto no se cumple la condicién (e) del teorema.

Demostracion. (a) = (b). Si C{M,} no es casi-anaitica, por el teorema 2.20
existe una funcion no trivial f; con soporte compacto, contenido en un cierto
intervalo [a, 8], que pertenece a C{M,}. Existen entonces Sy, By > 0 de

modo que H fl(n) H < B, B}, M,,. Consideremos la funcion
1

Fle) = By

filax +b) z €R,
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donde a, b son constantes reales que escogeremos adecuadamente. Estimando
la derivada n—ésima de la funcién obtenemos

| (2)] = ‘;_fff’“ (az + b)’ < a"B}. M,.
1

Tomando ahora a = =— se tiene que
2By,

[P (2)] < (%)nMn (2.10)

Si tomamos b < «a tendremos que o < ax + b < 3 si, y sélo si,

a_nggﬁ_b.
a a

0<

Asi, llamando A = (8—b)/a, se tiene que la funcién F tiene soporte compacto
contenido en [0, A]. Por tanto hemos definido una funcién no trivial F' €
C{M,} con soporte contenido en [0, A]. Definimos ahora

f(z) = /OA F(t)e" dt, z¢€C, (2.11)

que es una funcién entera. Para problarlo podemos aplicar el lema 1.12,
pues la funcién p(z,t) = F(t)e™™ cumple trivialmente todas las condiciones
alli indicadas. Probaremos a continuacion que

/_OO %dl‘ > —00. (2.12)

o0

Es conocido que la homografia
1 —iw

1+w’

w —

transforma D(0,1) en el semiplano superior H = {z € C : Im(z) > 0}.
Definamos, entonces, la funcion

1 — 1w
w) = :
o) =1 (5)
composicion de la funcién f con dicha homografia. Observemos que si z € H
entonces Re(itz) = —tIm(z) < 0 para cada ¢ € [0, A], luego se tiene que

/0 ! F(t)e“zdt’ < /0 " F) .
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Puesto que la funciéon F' es continua y de soporte compacto, la integral
fo |F'(t)| dt es finita. Por lo tanto f estd acotada en el semiplano superior
y en consecuencia g estd acotada en el disco unidad. Por otro lado, pues-
to que F' no es nula y por la unicidad de la transformada de Fourier, f no
puede serlo. Como consecuencia, g tampoco es la funcién idénticamente nula.

Ademas, la funcion g es continua en el disco unidad cerrado salvo en w = —1,
y holomorfa en el disco abierto unidad, por lo que se tiene que
lim g(re”) = g("?), 6 ¢ (—m, 7). (2.13)
r—1-

Puesto que g es una funcién holomorfa, sabemos que existe un m > 0 tal
que g(z) = z™h(z) con h(0) # 0. Como consecuencia, si g € H> entonces
h € H>, pues tienen los mismos coeficientes en sus respectivos desarrollos
de Taylor. Aplicamos ahora la férmula de Jensen (1.2) a la funcién h y
obtenemos que

In |A(0 ]—i-z o] 2—/ In |h(re')| do,

—T

para cada r € (0,1), y donde ay,...,ay son los ceros de h en D(0,1). Ob-
servamos que el miembro de la izquierda en la igualdad anterior aumenta
cuando crece r. Como consecuencia el término de la derecha, al que llama-
remos f,-(h), también crece, y se tiene que p,.(h) < us(h) si r < s. Pasando
ahora a la funcién g, se tienen las siguientes igualdades:

wr(g) = % /_7T In |g(re”)| df = i /7r In |(re”)™h(re®)| df
- lnlre m‘d@—l——/ ln|hre |d9
2m

—hnfr) 4 1 ).
Por tanto, si 0 < r < s < 1 se tiene que

pr(g) = mn(r) + pp(h) < mln(s) + ps(h) = ps(g)-

Asi probamos que también p,.(g) crece. Por otro lado, consideramos ahora
g,(e?) = g(re), y se tiene en virtud de (2.13) que g(re®?) — g(e?), cuando
r — 1y 60 € (—m,m). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
lg| < 1, pues de otro modo existiria una constante M > 0 tal que |g| < M
y considerarfamos la funcién G = g/M con |G| < 1. Como consecuencia
obtenemos que

In|g(e?)|dd = —/ lim In ———d#.
f mlste ]
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Este ultimo logaritmo es no negativo pues |g| < 1. Aplicamos ahora el Lema
de Fatou: si se tiene una sucesion de funciones f,, medibles para cada n € N
y definidas en un conjunto A medible de R, entonces

/(h’minf fn)dx < h’minf/ fndz.
A A

Se deduce que

—/ lim In ! ———df > — h’minf/ In #dGZ — lim inf(—27 p,.(g)).
|g ( r—1

—rrol o [ge(e))] r—1 )|

Puesto que p,.(g) es creciente, este limite inferior es, en realidad, un limite
distinto de —oo, y se tiene por tanto que

1 [" ;
—/ In|g(e™)|do > —liminf(—27 p,(g)) = 27 lim p,(g) > —oo0.
o o r—1 r—1

Realizamos ahora el cambio de variable

1— 0 _ i0/2,i60/2 _ —if/2 —i2isin(6/2
=1 c i [6 - ] - isin(6/2) = tan(6/2),
1+ et /2 [eif/2 — e=10/2] 2cos(0/2)
2d
y por tanto df = r";, resultando que
1 > In|f(x)]
— 1 o = d —
o n|g( ) 7T/_oo 1+ 22 T > 7%,

lo que equivale a (2.12). Veamos cémo deducir de aqui la conclusién de este
apartado. Integramos por partes en la expresién (2.11) y obtenemos que

A
f(z) = (i2)™ / FO8)e dr, = £0,

pues tanto F' como sus derivadas se anulan en 0 y en A. Ahora, evaluando
en un x € Ry teniendo en cuenta (2.10), podemos acotar

lz" f(x)] < 27" M, A, n € Ny.

Se deduce entonces que

io: Aj; <ZA2”—2A x> 0. (2.14)
n=0

n=0
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Por otro lado, se tiene que

/wwdzz/mwd$+/o Md:ﬂ,

14 22 14 22 1422

o0 — 00

y como la funcién |f| es acotada, cada uno de los sumandos de la expresion
anterior son menores que infinito. Esto implica que si uno de ellos fuera igual
a —oo forzosamente la integral en todo R lo seria, lo cual es absurdo por

(2.12). Entonces,

>1

—/ @l o (2.15)
0 1 + 93'2

Ahora, tomando logaritmos en la expresién (2.14) y multiplicando ambos

términos de la desigualdad por 5> Obtenemos que

14+
0 Q) S _ m(24)
1+ 22 1+22 — 14227

expresion valida para x > 0. Integramos ahora en ambos lados de la expresion

anterior,
1 “In(2A 1
[Tl o [TReD, e,
o 1422 o 1422 o 1422

y deducimos que la integral converge, como queriamos.

(b) = (c) Basta ver que ¢(x) < Q(z) para todo z. Esto se debe a que
q(z), que es en principio un supremo, de hecho es un maximo y su valor es
uno de los sumandos que aparecen en la serie Q(z), de términos positivos.
Como consecuencia, por el caracter creciente de la funcién logaritmo y por
la monotonia de la integral se tiene la segunda implicacién del teorema.

(¢) = (d) Como se vi6 en el lema 2.21, la sucesién (a,)5°, dada por

an = MY", neN,

es monétona creciente. Por otro lado, si > ea,, entonces 2" /M, > e"y
asi, puesto que el logaritmo es una funcién creciente, se tiene que

n

In g(z) > 1 °

n— > 1Ine" = n.
> M, ©

Por lo tanto

00 dr N ean+1 00
e/ lnq(x)ﬁ eZn/ ZE_QdZL"—i-G/ (N + 1)z ?dx

>
a1 n—1 ean ant1
N N+1
1 1 N+1 Z* 1
n—1 an An+1 Ap+1 n—1 an



Entonces, puesto que la convergencia de

|
/ ng(z) .
0 1‘|‘.CE2

R |
/ nqgl')dx’
. x

ai

implica la convergencia de

U |
es claro que la serie ) — converge.
a

(d) = (e) Sea

M,
Ay = ——, n€EN
n Mn
Puesto que M? < M,,_1 M, se tiene que:
M M, _
n S n 17 ne N,
Mn+1 Mn

o0 7

y por tanto la sucesién {A,} ~, es mondtona decreciente. Si consideramos

como antes a, = My/ " tenemos que
(Apa)” < MpAidg--- Ay = 1.
Por tanto hemos obtenido que
A < 1/a,, néeN, (2.16)

y la convergencia de la serie Y 1/a, implica la de > \,.
(e) = (a) Para demostrarlo definimos la funcién

(sin z) ? 25 sin(A,2)

z AnZ

f(z) =

n=1

Probemos que f es una funcion entera. Basta ver que
o .
H Sln(AnZ)
AnZ
n=1 n

sin z ., i
lo es, pues [ —— ] es una funcién entera y el producto de funciones enteras
z

es una funcion entera. Si llamamos




tenemos que h(z) tiene un cero en el origen y que es una funcién entera.
Entonces, podemos escribir

= ZZ an?" "t = zg(2),

n=1

donde g(z) vuelve a ser una funcién entera. Como la funcién g es holomorfa
es acotada en una bola cerrada, y por tanto existe B > 0 tal que |g(z)| < B
si |z| < 1. Como consecuencia,

|h(2)] < [z9(2)| < Blz|, [2] <L
Esto implica que

1

1 sin(\,2)
An

n

Sea K un compacto. Existe M > 0 tal que K C D(0,M). Como hemos
supuesto (2.9) y sabemos que se verifica (2.16), deducimos que lim,_,o A, =
0. Entonces, existe ng € N tal que si n > ng se tiene que A\, M < 1,y por lo
tanto, para cada z € K se tiene que |\,z| < A\, M < 1. Entonces, para todo
z € K se tiene que

o0

2

n=ng

Sln

ZB)\ |z|<ZB)\ M < oo,

pues la serie numérica Y~ ; A, converge por hipétesis. En virtud del criterio
M de Weierstrass, la serie

il sin(An2)

n=0

TL

converge uniformemente en los compactos de C. Aplicando ahora el teorema
1.11 obtenemos que la funcién f(z) es una funcién entera. Ademads, el mismo
resultado dice que la funcién no puede ser la idénticamente nula, pues esta
se anula si, y sélo si, o bien sinz = 0 o bien sin A,z = 0, y esto no ocurre
para todo z. Veamos que f es una funcion de tipo exponencial. Teniendo en
cuenta la igualdad

1 .
, 1, ., ; 2
/ eztzdt = - (67,z _ ezz) —_ SN Z’

1 1z z
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tomando modulos y poniendo z = x + 1y, se tiene que

IR IR
|z tsin 2| < —/ e |dt = —/ e ||e"|dt
2 )_ 2 )4

1
1 .
- 1/ eitydt = i(ey — eiy) = Slnhy S e'yl S e‘z|_

2/ 2y Yy
Como consecuencia, ,
sin z < 2,
z
y o0
sin(Anz) | s, Al
vt AnZ -
con lo que

1£(2)] < e@FXazitnlzl

como querfamos. Ahora, para todo z real sabemos que |sinz| < |z| y que
|sinz| < 1, por tanto para cada k € N se verifica que

2 k

A g |sinz sin(A\z)| v [sin(Anz)
ok )] = ot | 22| T PR e
n=1 n=k+1
. 2 k . [
sin x sin(\,x) AnT
< |2k |22 )
= n=k+1

. 2
< |:7ck| 1 sinx
- lZ)* A e U T

sinz ) 2 1 sinz ) 2
o :M
( x ) Al A g ( x >

Por la monotonia de la integral y puesto que
00 i 2
sin”(x
/ 2( ) dr =,
e T
1

= [ @ < 0t (2.17)

(0

se tiene que

Estamos entonces en condiciones de aplicar el teorema de Paley-Wiener. Co-
mo consecuencia se obtiene que la transformada de Fourier de f,

Fw:%[f@w%a
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es una funcién que se anula fuera de un compacto [—A, A] y no idénticamente
nula. Ademés, las desigualdades (2.17) garantizan que, en virtud del teorema
de derivacion de integrales paramétricas, F' es una funcion indefinidamente
derivable en R y para cada n € N se tiene que

F™(1) ! /00 (—ix)* f(z)e " da

:§ N

FOO]< o [ i e e < o [ et felde < b

—00

Como consecuencia
IF" 0l < M

por lo que se obtiene que F € C{M,} y por tanto C{M,} no es casianalitica.
0

Nota 2.25. Como aplicacién sencilla del teorema de Denjoy-Carleman, po-
demos notar que las clases de Gevrey G son no casianaliticas para todo
a > 0, pues la serie que aparece en el apartado (e) del teorema es una serie
de Riemann de exponente 1+« > 1, y por lo tanto convergente. No obstante,
esto ya se sabia, pues las funciones que construimos en la seccién 2.5 como
ejemplo de elementos de dichas clases eran no idénticamente nulas pero con
todas las derivadas nulas en el punto 0.

o1
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