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Introduccion

Este trabajo explora alguno de los principales métodos para obtener de-
sigualdades de concentracion, es decir, cotas para la probabilidad de que una
variable aleatoria se desvie de su valor central. Es un hecho bien conocido
que la media de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas
tiende a concentrarse en torno a su valor medio. Desde un punto de vista cua-
litativo, éste es el resultado de la ley de los Grandes Niimeros. Esta memoria
se centra mas en resultados cuantitativos. En el caso de la media muestral,
la desigualdad de Chebyshev seria un ejemplo de desigualdad de concentra-
cion. Esta desigualdad admite mejoras en muchas direcciones. Por un lado,
bajo ciertas condiciones, es posible probar desigualdades exponenciales, mas
fuertes que la desigualdad cuadratica de Chebyshev. Por otro lado, la concen-
tracion de variables aleatorias se observa en situaciones mucho mas generales
que la de sumas de variables independientes.

A lo largo de este trabajo se han estudiado refinamientos en estas dos
direcciones. Partiendo del método de Chernoff, se han recorrido dos grupos
de técnicas principales para la obtencién de desigualdades de concentracion:
métodos basados en martingalas y métodos basados en la entropia. En el
primer grupo se incluye la desigualdad de Efron-Stein. En origen, ésta es
una desigualdad de varianzas, aunque en la memoria se muestra cémo, en
ocasiones, se puede aprovechar la idea para obtener cotas exponenciales. En
este trabajo se muestran varias aplicaciones de la desigualdad de Efron-Stein,
incluyendo desigualdades de concentraciéon para el maximo autovalor de cier-
tas matrices aleatorias y a la demostracién de la desigualdad gaussiana de
Poincaré.

El segundo grupo de técnicas se basa en el uso de la entropia. Dedicamos
un capitulo a exponer algunas propiedades de la entropia y de la entropia
relativa, incluyendo su relacién con las funciones de Chernoff, a través del
resultado conocido como “Lema de transporte”. Estas propiedades se explo-
tan en el ultimo capitulo para obtener desigualdades logaritmicas de Sobolev.



Estas son acotaciones de la entropia de funciones suficientemente suaves por
momentos del gradiente, en un sentido que se precisara. El interés de las
desigualdades de concentracion es que se puede obtener las segundas a partir
de las primeras mediante argumentos tipo Herbst descritos en esta memoria.
Como ilustracién de la utilidad y la potencia de este método, la memoria con-
cluye con resultados sobre la concentracién de vectores y procesos aleatorios
gaussianos, incluyendo la desigualdad de Tsirelson-Ibragimov-Sudakov.






Capitulo 1

Desigualdades basicas

La ley de los grandes nimeros nos dice que el promedio de variables
aleatorias independientes e igualmente distribuidas tiende a concentrarse en
torno a su valor central. En este sentido podemos interpretar esta ley como un
resultado de concentracién. Sin embargo, en esta memoria nos centraremos
en resultados cualitativos més que en resultados asintéticos como el anterior.

El objetivo serd ver bajo qué condiciones se tiene una cota superior para
la probabilidad que una variable aleatoria real Z difiera de EZ de una cierta
cantidad, es decir,

P(Z—-EZ>t), P(Z-EZ<—t) dondet>0.

A esta cota se la conoce como desigualdad de concentracién. Se asume que
el valor esperado EZ existe. Ademds como la probabilidad P(|Z — EZ| > t)
coincide por

P(Z—-FEZ>t)+P(EZ—-Z >1t)

se considerard Z = Z — EZ 6 Z = EZ — Z para centrarse en cotas
exponenciales para P(Z > t) con Z variable aleatoria centrada. A P(Z —
EZ >t) se la llama probabilidad de la cola por la derecha y a P(Z — EZ <
—t) probabilidad de la cola por la izquierda y asi serd usual encontrarlo a lo
largo del trabajo.

Una desigualdad de concentraciéon basica es la desigualdad de Chevyshev.
Si Z es una variable aleatoria con varianza finita entonces

Var(Z)
12

P(|Z—-EZ|>t) < )

\]



En la seccién (1.1) se discuten las virtudes y las limitaciones de esta cota,
asi como posibles mejoras. Esta desigualdad nos dice que podemos obtener
cotas de concentracion para Z si disponemos de cotas para Var(Z). Por otro
lado, de la representaciéon

Var(Z) = /OOO P(Z - EZ| > /)i,

deducimos que los problemas de encontrar cotas para la varianza y para las
colas estan estrechamente relacionados, un hecho al que se vuelve en varias
partes de esta memoria.

Aunque discutimos en este trabajo desigualdades de concentracién res-
pecto de la media, ésta no es la tnica eleccién posible como valor central de
una distribucién. En la seccién (1.1) se prueba resulta equivalente obtener
resultados de concentracion respecto de la media o de la mediana.

Se describira el método de Cramér-Chernoff, técnica bésica para deducir
cotas superiores exponenciales para colas de probabilidad. Nos detendremos
en dos casos con especial importancia en los que las sumas muestran dos
comportamientos diferentes: sub-gaussiano y sub-exponencial.

Aunque no es el objetivo principal, en la seccién (1.2) se mostrara una
aplicacion del método de Chernoff a la obtencién de desigualdades maxima-
les.

Por dltimo se enunciaran desigualdades de sumas de variables aleato-
rias, Z = X; + ... + X, con Xy, ..., X, independientes que en los casos mas
favorables pueden derivar a colas de probabilidad exponenciales. De forma
general se vera en capitulos posteriores que Z se tome como una funcion de
n variables X1, ..., X,,.

1.1. Preliminares

Un resultado elemental pero potente para limitar las probabilidades de
cola es la desigualdad de Chebyshev que puede ser deducida facilmente de la
desigualdad de Markov. La desigualdad de Chebyshev es uno de los resultados
clasicos mas importantes de la teoria de probabilidad.



1.1 Teorema (Desigualdad de Markov). Sea Y una variable aleatoria no
negativa e integrable , para todo t > 0.

Aplicando la desigualdad de Markov a variables Y = |Z — EZ| se pueden
obtener desigualdades de concentracion y si ademas se exigen condiciones de
integrabilidad mas fuertes sobre Z se produce una mejora en la cota. La idea
es aplicar la desigualdad de Markov a unas funciones convenientes. Si ¢ es
una funcién no decreciente y no negativa definida en un intervalo I C Ry si Y
denota una variable aleatoria que toma valores en I, entonces la desigualdad
de Markov implica que para todo t € I con ®(¢) > 0,

E®(Y)
o(t)

P(Y > ) < P(B(Y) = B(1)) < (L1)

Tomando ®(t) =t en [ = (0,00) e Y = |Z — EZ| en (1.1) se obtiene la
desigualdad de Chebysheuv.
Var(Z)

$2

P(Z - EZ| > t) <
con 7Z una variable aleatoria no negativa e integrable , para todo ¢ > 0.

De forma general, se puede tomar ®(¢) = t? para algtin ¢ > 0. Entonces
para todo ¢ > 0 se tiene que

El|Z — EZ|1

P(z - B2| > 1) < T2 E2T]
Uno de los casos maés sencillos se da cuando 7Z es suma de variables alea-
torias independientes, es decir, Z = X; + ... + X,,, en este caso se tiene
que Var(Z) = >, Var(X;), y por tanto, la desigualdad de Chebyshev se

transforma en

Aunque la desigualdad de Chebyshev permite manejar con facilidad la
concentracion de sumas de variables independientes, también presenta algu-
nas limitaciones. Por ejemplo, para t préoximo a 0 la cota se hace grande
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y la cota no resulta suficientemente util. Una mejora de esta cota la da la
desigualdad de Chebyshev-Cantelli en la que el término acotante es siempre
menor o igual a uno.

1.2 Teorema (Desigualdad de Chebyshev-Cantelli). Para cualquier
variable aleatoria con valores reales Y y sea t > 0,

Var(Y)

PY —-EY >1) < VarV) + &

(1.2)

Demostracion. Sea Z =Y — EY | entonces EZ = 0. Como t = E(t — Z) se
tiene

t=E({t—2)<B((t—2)I(Z<t))

y elevando ambos miembros de la desigualdad al cuadrado se tiene

t* < [B((t—2)I(Z <)
< E(t—2)’P(Z < t)
= (EZ* - 2tEZ +t*)(P(Z < 1))
= (Var(Z) + t*)P(Z < t).

Luego,
t2
P(Z <t —_—
(Z<)= Var(Z) + t?
Es decir,
Var(Z)  Var(Y)

1-PZ<t)=PZ20< Var(Z) +12  Var(Y) + t2

A pesar de la mejora, la cota de Chebyshev- Cantelli y la de Chebyshev
son del mismo orden para t grande. Posteriormente veremos cémo usar de
forma distinta la desigualdad de Markov para obtener cotas exponenciales
para las cotas.

Aunque hasta ahora, y en casi toda la memoria, tratamos la concentracion
respecto de la media, probar la concentracion en torno a la media o en torno
a la mediana resulta equivalente como se puede ver a continuacién,

1.3 Teorema. Sea MZ la mediana de una variable aleatoria Z de cuadrado
integrable (es decir, P(Z > MZ)>1/2 y P(Z < MZ) > 1/2). Se tiene que

\MZ — EZ| < \/Var(Z).

10



Demostracion. Equivaldria a ver:

. MZ — EZ < \/Var(2)
2. EZ — MZ < \/Var(Z)

Como

MZ — EZ < \/Nar(Z) & P(Z > EZ + \/Var(Z)) < %
& P(Z—EZ > \/Var(Z)) < %
Y por (1.2)
P(Z-BZ 2 Var(2)) < Var(;/)ai%/)ar(Z) B %
se tiene 1.

Y del mismo modo se tiene para 2.

Terminamos esta seccién con una desigualdad de caracter distinto, pero
relacionada, porque muestra que es poco probable que una variable aleatoria
tome valores muy por debajo de su valor medio.

1.4 Teorema (Desigualdad de Paley-Zygmund). Para cualquier varia-
ble aleatoria no negativa Y con a € (0,1),

P(Y <aEY)<1—(1-d?

Demostracion. Como
P(Y—-EY >(a—1)EY)=1-P(Y —EY < —(1 —a)EY)

y por (1.2) se tiene

Var(Y) __ (—a2(EY)
P =BY <=1 =akY) 21 = G T aP(BY R~ Var(¥) + (1= ) (BY
2 (BY)?
> (1 - a) EY?2 )

siendo la tltima desigualdad cierta pues EY? — (1 — (1 — a)?(EY)?) > EY?

O
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1.2. Método de Cramér-Chernoff

Este método determina la mejor cota posible para una cola de proba-
bilidad que uno puede obtener usando la desigualdad de Markov con una
funcién exponencial ®(t) = e* en (1.1). Sea Z una variable aleatoria real,
para algin A > 0 la desigualdad de Markov implica

P(Z >t) < e MEM.

Como esta desigualdad es cierta para todo valor de A > 0, se puede elegir
A tal que minimice la cota superior. Definiendo el logaritmo de la funcion
generadora de momentos 1z (\) = log Ee*? para todo A > 0, e introduciendo,

Y *y (t) = sup(At — ¥z(A)) (transformaciéon de Cramér de Z)
A>0

se obtiene la desigualdad de Chernoff
P(Z >t) < e ¥*2®),

Como 1z(0) = 0, 1*z es una funcién no negativa. Si FZ existe entonces la
convexidad de la funcion exponencial y la desigualdad de Jensen implica que
Vz(\) > EZ y ademads para valores negativos de A\, At — 1z(A) < 0 siempre
que t > EZ, por lo que se puede extender el supremo a todo valor A € R en
la definicién de la transformacion de Cramér:

WY *z (t) = sup(M — z(N)) (1.3)
AER
A la expresion a la derecha de la igualdad se la conoce como funcién dual
de Fenchel-Legendre de 5. Asi, para todo t > EZ, la transformacién de
Cramér 1 xz (t) coincide con la funcién dual de Fenchel-Legendre.

Es claro que la desigualdad de Chernoff es trivial siempre que ¢z (t) = 0.
Esto ocurre si 107(\) = oo para todo A positivo o si t < FZ. Las desigual-
dades son no triviales si existe un A > 0 tal que Fe*? < oo. El resultado
siguiente muestra una féormula 1til para la inversa de la funcién dual convexa
de Fenchel-Legendre. La demostracion de este resultado y de otros similares
puede encontrarse en [].

1.5 Lema. Sea ¢ una funcion convexa y continuamente diferenciable defi-
nida en el intervalo [0,b) donde 0 < b < co. Se asume que ¥(0) = ¢'(0) =0
y se considera

Yz (t) = sup (Mt —(\)) paratodo t>0.
A€(0,b)

12



Entonces 1x es una funcion convera no negativa y no decreciente en [0, 00).
Ademds, para todo y > 0 el conjunto {t > 0 : ¢ * (t) > y} es no vacio y la
funcion imversa de Yx definida por

Yt (y) =f{t > 0: 9= (t) >y},

puede también escribirse como

" (y) = inf {

Ae(0,b)

Como ilustracién de la potencia del método de Chernoff, probamos a
continuacion una cota para probabilidades binomiales.

1.6 Teorema. Sea D y n numeros enteros positivos con 1 < D < n/2. Se
cumple que
D
n en\ P
>(7)=(%)
=0 \J

Demostracion. Sea 7 una variable aleatoria con distribucién binomial de
pardametros n y 1/2. Recuérdese que

1
P(Z =k) = (Z)Q_” con k=0,..,n

y que por tanto

P(ZgD):%i(Z) = P(Z>n-D),

j=0

siendo la ultima igualdad cierta pues Z AN-Z 7 expresarse como suma de

n variables de Bernoulli independientes Z 4 Zy+ ...+ Z, con Z; ~ B(1/2).
Ademas por la desigualdad de Chernoff se tiene

P(Z<D)=P(Z>n-D)<e D con g5() = sup(hs — i (s))

s>0
y 1z(s) = log Ee’?. Por otro lado

1 1 1
Ee’? = Elef? . e8] = [EetD )" = [5 + 568] = [5(1 +e)]".

13



Un célculo simple muestra que

n—D

—logﬁ + nlog2.

U~ D) = (n— D) log -

Por lo tanto,
2 /n
P(Z<D)= E (k)

n D n—D
D) (n—D)

n\>P 1 D \"" 1 /n\D
<(=) =1 <—<—> b
_<D) 2”( +n—D) =o\p) °

donde hemos usado que 1 4+ x < e*,xz € R. Esto completa la demostracion.

VAN

| — T
/N

| 3

Muchas e importantes clases de variables aleatorias tienen colas de pro-
babilidad que decrecen al menos tan rapidamente como variables aleatorias
con distribucién normal.

1.7 Definicion. Una variable aleatoria centrada X se dice que es sub-Gaussiana
con factor varianza v si

2y

>~

Px(\) < para todo X € R.

N ‘

Se denota por G(v) a la coleccién de variables aleatorias sub-Gaussianas.

Una variable aleatoria centrada X € G(v) si la funcién generadora de
momentos de X, estd dominada por la funcién generadora de una variable
aleatoria normal centrada de varianza v. Ademés la desigualdad de Chernoff
implica que si
X egG(v),

2

méx{P(X >t),P(—X > 1)} < e

El siguiente resultado caracteriza de forma mas precisa cuando una va-
riable aleatoria es sub-gaussiana.

14



1.8 Teorema. Sea X una variable aleatoria centrada. Si para algin v > 0
max{P(X >t),P(—X > 1)} < e para todo x>0 (1.4)
entonces para todo entero q > 1,
E[X?] < 2¢!(2v)7 < q!(4v)4. (1.5)

Reciprocamente si para alguna constante positiva C, E[X*1] < ¢!C, entonces
X € G(4C) (y por consiguiente (1.8) se cumple para v = 4C')

La condicién para los momentos de X (1.5) es equivalente a otra con-
dicién usada a menudo como definiciéon alternativa de variables aleatorias
. 7 . 2
sub-gaussianas: Para algin o« >0 se tiene que Fe* < 2.

Las variables aleatorias acotadas son una clase importante de variables
aleatorias sub-Gaussianas. La propiedad sub-Gaussiana para variables alea-
torias acotadas se establece por el siguiente lema:

1.9 Lema (Lema de Hoeffding). Sea Y una variable aleatoria con EY =0
que toma valores en un intervalo acotado [a,b] y sea 1y ()\) = log Ee?Y.
Entonces

Var(Y) = ”(A)g(b;a) e Yeg<(b_4a)).

Demostracion. En primer lugar notese que

‘Y_ (b+a)‘ _(b-a)
2 - 2

y ademas,

Var(Y) = Var(Y — (a+b)/2) < _40’)2.

Sea P la distribucién de Y y sea P, la distribuciéon de probabilidad con

densidad
z — e VrNeAe

con respecto a P. Como Py, esta concentrado en [a,b], la varianza de la varia-
ble aleatoria Z con distribucién Py acotada por (b—a)?/4. Por consiguiente,
mediante calculos elementales se tiene,

v(A) = e‘wY(’\)E[YQG)‘Y] — 6_21/””(”(E[Ye)‘y])2

_ (b—a)?
= Var(Y) < YR

15



Como ¥y (0) = 94(0) = 0, por el teorema de Taylor se tiene que para un
¢ €02,

Uy () = Uy (0) 4 My (0) + 5 U

lo que probaria la propiedad sub-gaussiana.

1.10 Definicién. Una variable aleatoria centrada X se dice que es sub-
exponencial en la cola derecha con factor varianza v y parametro escala c
si

A2y 1

< -7 —.
Yx(N) < 20— paratodo A talque 0< A< .

Se denota a la coleccion de tales variables aleatorias por 'y (v, ¢).

De forma similar, una variable aleatoria centrada X se dice que es sub-
exponencial en la cola izquierda con factor varianza v y parametro escala c
si -X es sub-exponencial en la cola derecha con factor varianza v y pardme-
tro escala c. Se denota a la coleccién de tales variables aleatorias por I'_(v, ¢).

1.11 Definicion. X se dice que es simplemente sub-exponencial con factor
varianza v y parametro escala ¢ si X es sub-exponencial a ambos lados con el
mismo factor varianza v y parametro escala c. La coleccion de tales variables
aleatorias por I'(v,c). Obsérvese que I'(r,0) = G(v). Si se considera una
variable aleatoria Y con distribucién gamma y parametros a,b > 0 entonces
su version centrada X = Y — FY es un tipico ejemplo de variable sub-
exponencial.

Por aplicacién directa del método de Chernoff se obtiene que si X €
['(v, c¢), entonces para todo t > 0,

méx{P(X > V2ut +ct), P(—X > V2wt +ct)} <e”*

El siguiente resultado proporciona un reciproco a este hecho.

16



1.12 Teorema. Sea X una variable aleatoria centrada. Si para algin v > 0

méx{P(X > V2wt +ct), P(—X > V2wt +ct)} <e ' paratodo t>0
(1.6)

entonces para todo entero q > 1,
E[X?1] < ¢!(8v)7 + (2q)!(4C)™. (1.7)

Reciprocamente si para algunas constantes positiva A y B, E[X?] < ¢q!A? +
(2q)! A%, entonces X € T'(4(A + B?),2B) (y ademds (1.6) se cumple para
v=4(A+ B? yC =2B).

1.3. Desigualdades maximales

Aqui se verd como la tranformacién de Cramér de variables aleatorias
de una coleccién finita puede ser usada para acotar la maxima esperanza de
estas variables aleatorias.

1.13 Teorema. Sean 7, ..., Zy variables aleatorias con valores reales tales
que para todo X € (0,b) ei=1,...,N, 17 ()\) = log Ee*i < 4)(\) sonde 9 es
una funcion convexa y continuamente diferenciable en [0,0) con 0 < b < oo
tal que ¥(0) = ¢'(0) = 0. Entonces

E ;HlléXNZi <! (log N).

-----

En particular, si Z; son variables aleatorias sub-Gaussianas con factor va-
rianza v, esto es () = A\?v/2 para todo \ € (0,00), entonces

E méx Z; <+/2vlog N.

=1,.,.N

Demostracion. Por la desigualdad de Jensen,

, A , AR , ‘
exp (/\El:nilaXN Zl> < Eexp (AzirllaXN ZZ> EzgllaxN exp(AZ;)

para cualquier A € (0,b). Asi, definiendo ¢z, (\) = log E exp(\Z;),

N
exp(A\E 7;:1r111aLxN)Zi < Z:; Eexp(AZ;) < Nexp(p(N)).

.....
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Ademds, para cualquier A € (0,b),

A\E ErlléXN Z; — (X)) <log N,

lo que implica usando el lema (1.5), que

(10gN + P(N)

E méx Z < fnf . ) — " (log N).

i=1,.,N 7 Xe(0,b)

Ahora bien, como el inferior se alcanza cuando A = /2vlog N/v se tiene que

E ,{HéXNZz‘ < +/2vlogN.

1

1.14 Corolario. Sean Z, ..., Zy variables aleatorias con valores reales per-
tenecientes a I'y (v, c¢). Entonces

E méx Z; <+/2vlog N +c¢ log N.

1,..,N
Demostracion. Por el Teorema anterior se tiene que

<1ogN + P(N)

E méx Z < inf . ) — ¢ (log N).

i=1,..,N AE(0,)

por lo que se trata de calcular la funcién ¢* " (X). Como ¥(\) = vA2/(2—2¢))
se sigue mediante calculos elementales que para todo ¢ > 0

A2y )_V ct

= Zh(5)

% (t) = su tAh— ——
v ( ) ,\e(o,llo/c) < 2(1 —cA)

siendo hy(u) = 1+u—+/1+ 2u con v > 0. Como h; es una funcién creciente
de (0,00) a (0, 00) con funcién inversa hy*(u) = u+ +/2u, finalmente se tiene
que

O (0) = V20u + cu.

De modo que evaluando la funcién w*71 (u) en log N se llega a

E'_n{léXNZZ- < V2vlog N +c log N.

18



1.4. Desigualdades clasicas para sumas de va-
riables aleatorias independientes

En esta seccién enunciamos algunas desigualdades de concentracién clési-
cas para sumas de variables independientes. Estas desigualdades se obtienen
mediante un uso mas o menos directo del método de Chernoff y nos sirven
como referencia para garantizaciones posteriores. Tratamos en primer lugar
la desigualdad de Hoeffding, valida para sumandos acotados. Posteriormente
enunciamos variantes (desigualdades de Bennet y de Bernstein) en las que
se relaja la hipétesis de acotacion.

Si Xy, ..., Xy son variables aleatorias independientes con media finita tales
que para algin intervalo I no vacio, Fe** es finito para todo i < n y todo
A € I entonces definiendo

i=1

por independencia para todo A € I,
Ys(A) =) log EeXXimF),
i=1

Si X; toma valores en [a;, b;] para todo i < n, entonces como

- bi—ai
<3 ma)

i=1

v, Var(S)=Var (s _ %) . Z%

n

<>

i=1

(bi — ai)
2

bi + ai)

(
s o o

entonces por el Lema de Hoeffding

bs) = 2yrs@) < 2 BB g

Ahora un uso directo de la cota de Chernoff prueba el siguiente resultado
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1.15 Teorema (Desigualdad de Hoeffding). Sean Xi,..., X variables
aleatorias tales que X; toma valores en [a;,b;] casi sequro para todo i < n.
Sea S =" (X; — EX;). Entonces para todo t >0

sz <o (g )

Para relajar la hipdtesis de acotacién podemos observar que como la fun-
cién generadora de momentos logaritmicos de las sumas de variables aleato-
rias independientes es igual a la suma de funciones generadoras de momentos
logaritmicos de sumandos centrados, esto es,

n
Ys(A) =) (log Ee™ — AEX))) .
i=1

usando que log u < u — 1 para todo u > 0, se obtiene

Yg(N) < Zn: Ele™ —AX; —1)].

Las desigualdades de Bennet y de Bernstein, enunciadas a continuacion
pueden ser derivadas de esta cota bajo condiciones diferentes de integrabili-
dad para los X;.

1.16 Teorema (Desigualdad de Bennet). Sean X1, ..., Xn variables alea-
torias independientes con varianza finita tal que X; < b para algin b > 0 casi
sequro para todo i <n. Sea S =" (X; — EX;) yv=> ", E[X?]. Si es-
cribimos ¢(u) = e* —u — 1 para u € R, entonces, para todo A > 0,

log Ee™ < nlog (1 + = (b>\)> < X obN),

nb? =2

y para cualquier t > 0,

sz e ()

donde h(u) = (1 4 u)log(1l + u) — u para u > 0.

La desigualdad h(u) >
rior Teorema

ﬁi/g) implica que bajo las condiciones del ante-

t2
P(S > t) < exp (—m>>

desigualdad conocida como desigualdad de Bernstein.
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1.17 Teorema (Desigualdad de Bernstein). Sean Xi,..., Xn variables
aleatorias independientes con valores reales. Se asume que existen numeros
positivos v y ¢ tales que Y | E[X?| <vy

- !
Z El(X)4] < %ch_2 para todo entero ¢ > 3,
i=1

donde x; = méax(z,0).
SiS=>" (X, — EX;) entonces para todo X € (0,1/c) yt >0,

U2
Ps(A) < m

v ct
t)> —<hy | —
Ps * (t) > 2 1(1/)
donde hy(u) = (1 +u) — /(1 + 2u) para u > 0. En particular, para todo
t >0,
P(S > V2ut+ct) <e .

1.18 Corolario. Sean X1, ..., Xy variables aleatorias independientes con va-
lores reales que satisfacen las condiciones del anterior teorema y sea S =
Yoo (Xs — EX;). Entonces para todo t > 0,

P(S >t) <exp (‘%ut——ict)>

Se puede ver que cuando ¢ se hace lo suficientemente grande la desigual-
dad dada en este tiltimo corolario tiene el mismo comportamiento que e~ en
vez de e, que es el comportamiento que garantiza la desigualdad de Hoeff-
ding. También se puede ver que para grandes valores de ¢ la desigualdad de
Bernstein pierde el factor logaritimico en el exponente, en cambio cuando
v/b tiene un valor moderado las desigualdades de Bennet y de Bernstein

tienen un comportamiento similar.
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Capitulo 2

Métodos de Martingala

El resultado principal en este capitulo es la desigualdad de Efron-Stein,
una desigualdad para las varianzas de funciones de variables aleatorias inde-
pendientes. Esto se describe en la seccién (2.1). En algunos casos es posible
obtener también desigualdades exponenciales a partir de este método,como
se puede ver en la seccién (2.2). La seccién (2.3) particulariza la desigualdad
de Efron-Stein a algunas funciones de tipo especial.

Finalmente, en la seccién (2.4) se muestran dos ejemplos de aplicacion:
una desigualdad de concentracién para autovalores de matrices aleatorias y
una prueba de la desigualdad de Efron-Stein.

Formalmente, sea f : X — R una funcién con valores reales de n varia-
bles donde X es algun espacio medible. Si X7, ..., X, son variables aleatorias
independientes que toman valores en X, entonces podemos definir la variable
aleatoria con valores reales Z = f(Xi,..., X,,). Cabe senalar que X; puede
tener diferentes distribuciones, la tinica suposicion esencial es la independen-
cia. Se asume que Z tiene varianza finita y el propdsito serd encontrar cotas
superiores generales.

2.1. La desigualdad de Efron-Stein

La desigualdad de Efron-Stein proporciona una cota en términos de va-
riaciones locales de la funcién f. La demostracién de la desigualdad de Efron-
Stein estd basada en un argumento de martingalas, que dara lugar a a gene-
ralizaciones presentadas en secciones posteriores.
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Antes que dar una cota para la varianza de funciones generales Z =
f(Xq, ..., X)) se considerard el caso especial en el que las variables X7, ..., X,
tienen valores reales y Z = X; + ... + X,,. En este caso se tiene Var(Z) =

> i Var(X;).

En primer lugar cabe hacer un comentario acerca de la notacién que se
va a utilizar a lo largo de esta seccion.

Notacién. Para cualquier funcién integrable Z = f(Xj, ..., X,,), definimos

Ei = f(X17 ceey Xi7 i1y eeny mn)dﬂi+1<xi+1)7 ceey d[l,n(f['n)
Xn—i
donde, para todo ¢ = 1,...,n, u,; denota la distribuciéon de probabilidad de
X;. Por el Teorema de Fubini E; esta bien definido y es finito con proba-
bilidad 1. Ademés denotamos por E la esperanza condicionada a X® =

(Xl, ---aXi—lyXi—i-la ...,Xn), es decir,

E(l) :/f(Xl,...,Xi,Xi1,xi,Xi+17”'7Xn)dlu’i(xi)
X

Nuestra presentacion de la desigualdad de Efron-Stein se basa en el uso
del método de martingala. Detallamos a continuacién algunos aspectos basi-
cos de este concepto. Sea un espacio de probabilidad definido por (£, F, P),
donde €2 es el espacio de muestra, F es la o-algebra asociada a Q0 y P es
la medida de probabilidad. Se llama filtracién a una familia {F;}:~o de sub-
o-algebras tal que F; C F, si t < r. En las misma condiciones nombradas
anteriormente sea [ una filtracion de o-algebras: F; C F» C ... C Fpr C F.
Sea {X,} = Xi,.., X, una sucesién de variables aleatorias que forman un
proceso estocdstico. Entonces, el proceso estocéstico {X,,,n > 0} adaptado a
la filtracién F recibe el nombre de martingala si E(X,,|F,) = X,, con m > n
y donde F; es cualquier sub-o- algebra de la filtracion F.

Para acotar la varianza de una funcién general expresaremos Z — EZ
como una suma de diferencias de martingalas para la filtraciéon de Doob y
usaremos la ortogonalidad de estas diferencias (en Ly). La filtracién de Doob
es la "natural” es decir, si Xy, ..., X,, son variables aleatorias independientes
y F; es la sigma-algebra generada por Xi,..., X, la filtracion de Doob es
la coleccién Fi, ..., F,,. Si denotamos como F; la esperanza condicionada a
Xq,...,X; y se asume que Ey = F, se puede definir

Ai - EZZ - E’i_lZ
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para todo i = 1,...,n. Asi,

Z—EZ:iAi

i=1

y se tiene

Var(Z) = E (Z Ai> = Xn: B[N +2) " ElAA,).

i=1 j>i
Ahora bien si j > i
=F[E;Z — B;_1Z|X"]
- E [E(Z’Xl, ,XJ) - E(Z’Xl, ...,Xj,l)’Xh ceey XZ]
= FE(Z|Xy,...X;) — E(Z|Xy,...,X;) =0.
lo que implica que

y por eso E[A;A;] = 0. Por consiguiente, se obtiene la siguiente férmula de
aditividad de la varianza:

Var(Z) = E (i Ai> = i E[A?]

Recordando la notacién anteriormente definida y haciendo uso del Teore-
ma de Fubini se tiene .
EJ[EV?] = E;,_,Z. (2.1)

2.1 Teorema (Desigualdad de Efron-Stein). Sean X, ..., X,, variables
aleatorias independientes y sea Z = f(Xi,..., X,) una funcién de cuadrado
integrable. Entonces

Var(Z) < En: E[(Z-EW2) Yy

Ademds si X1, ..., X] son copias independientes de X1, ..., X,, y se define para
todo1=1,...,n,

Z; = f(Xb ...,Xi_]_,XilyXi-‘r]J "'7Xn)
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entonces

n n

Y= %ZE[(Z—Z{Y} =Y ElZ-2)}] =) ElZ-2)]

i=1 =1

donde x4 = méx(x,0) y x_ = méx(—=z,0) denotan la parte positiva y nega-
tiva del numero real x.Asimismo,

v = ianE (2 - z,)?],

donde el infimo se toma entre la clase de todas las variables Z; que son X
medibles y de cuadrado integrables i =1, ..., n.

Demostracion. Se empezara demostrando el primer enunciado. Nétese que
haciendo uso de (2.1) se puede escribir

A; = E;[Z - EYZ).
Ahora bien, por la desigualdad de Jensen
A} < E|(Z - EYZ)?

y como Var(Z) = >""" | E[A?] se obtiene que
Var(Z) <Y [(Z - EVZ)?.
i=1

Para probar la igualdad para v, sea
Var?Z = (Varz| X )
def i i
= B[(Z - E[Z|X")*1x")]
=F[(Z-EY2)*Xx"]
=EY[(Z-EYZ2)?].

Entonces,

V= iE [(Z - BEYZ)?].

Para probar el segundo enunciado nétese que si X e Y son variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas con valores reales entonces

E[(X —Y)}] = E[X?+Y? - 2XY] = 2E[X?] — 2[EX]? = 2Var(X),
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es decir
wmm:%muzyﬂ

volviendo al enunciado como Z; es una copia independiente de Z y usando
la condicionalidad a X® se tiene

) 1.
Var®Z = 5E@[(Z — 7]
y ademas esto equivale a
EO(Z - 23] = EV [(Z2 - Z)2].

La ultima igualdad se obtiene del hecho de que para toda variable aleatoria
real X, Var(X) = if,cg F[(X — a)?]. Y usando la condicionalidad a X
sobre este argumento se tiene para todo ¢ =1,....n

Var®(Z) = ig_fE(i)[(Z — 7).

Nétese que el infimo se alcanza siempre que Z; = E®Z.

Obsérvese que si Y., X; con Xy, ..., X, variables aleatorias independien-

tes (con varianza finita) la desigualdad de Efron-Stein se convierte en igual-
dad.

2.2. Desigualdad exponencial

El propésito de esta seccion es ver dos formas diferentes en las que la
desigualdad de Efron-Stein puede ser usada de una forma simple para obte-
ner cotas exponenciales en colas de probabilidad de funciones con diferencias
acotadas, las cuales se verdn con més detenimiento en (2.3). En los argu-
mentos, de hecho, basta con una condicién mas suave que la de diferencias
acotadas, la propiedad que existe una constante positiva v tal que

n

N (Z-7Z) <v (2.2)

i=1

ocurre con probabilidad 1.
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Un camino para obtener cotas exponenciales es el siguiente: se aplica la
desigualdad de Efron-Stein a e*?/2 con A > 0 y posteriormente el teorema
del valor medio

B _ (E[€AZ/2]2) < E[Z(e’\Z/Q _ eng/Q)i]

i=1
n

< AZQEZ [eAZ(Z - Zé)i]
i=1

Ahora se puede hacer uso de la condicién (2.2) y deducir que

U2

Ee)\Z . (E[e)\Z/2]2) < Ee)\Z

o equivalentemente que

con F()\) = EeMN?F2) Esta tltima desigualdad controla la funcién genera-
dora de momentos y su solucién se prueba haciendo uso del siguiente lema
cuya demostracién se puede ver en [1].

2.2 Lema. Sea g : (0,1) — (0, 00) una funcion tal que el limite lim,_o(g(x)—
1)/x = 0. Si para todo x € (0,1)

(1 —a*)g(x) < g(x/2)?,
entonces
glz) < (1—a*)7%

Como F(0) =1y F'(0) =0, limy_o(F(A) — 1)/A = 0 y se puede aplicar
el lema (2.2) a la funcién que envia z en F(2zv7'/?) y se llega a

A2”>_2 (2.3)

FO\) < (1 -

para todo A € (0,2v71/2). Por tanto, la desigualdad de Efron-Stein puede
ser usada para probar la integrabilidad exponencial de Z. Ademas, como por
(2.3) F(r='/2) <2, por la desigualdad de Markov, para todo t > 0,

P(Z —EZ >t) < 271V, (2.4)
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Otra forma de explotar (2.3) es acotar —log(1 —u) por u(1 —u)~" y concluir
que para todo A € (0,2v71/2)

A2y A2y
log F'(\) < < )
5E S o= o)) = 20— owi2)
Esta cota para la funcién generadora de momentos senala que Z — EZ es una
variable aleatoria sub-exponencial con factor varianza v y parametro escala

¢ = /r/2. Como se vi6 en la seccién (1.2) del primer capitulo, para todo
t >0,

P(Z —EZ >\2vt+ct) <e " (2.5)

Como ¢ = /v/2,se puede ver que si t no es muy pequeno (¢ > 1), el término
lineal en la expresion v/2vt + ct domina a la otra. Por esta razén no se puede
considerar a (2.5) como una desigualdad sub-gaussiana.

En las siguiente subsecciones se hara uso de la desigualdad de Efron-Stein
para ejemplos tipicos.

2.3. Algunos casos especiales

2.3 Definicién. Se dice que una funcién f : X" — R tiene la propiedad
de diferencias acotadas si para alguna constante no negativa cy, ..., ¢,,

_sup If (21, oy ) — (@1, oy i, X iy, s )| < iy 1<i<n
;éé’xm

En otras palabras si se cambia la i-ésima variable de f mientras se man-

tengan el resto fijas, el valor de la funcién no cambiard mas que c;.

La desigualdad de Efron-Stein implica lo siguiente

2.4 Corolario. Si f tiene la propiedad de diferencias acotadas con constantes

C1, ..., Cn, €Ntonces
n

1 2
Var(Z) < 1 Zci

=1

Demostracion. Por la desigualdad de Efron-Stein,

Var(Z) < 1?fi E[(Z — Z;)?]
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donde el fnfimo se toma entre la clase de todas las variables Z; que son X®
medibles y de cuadrado integrables ¢ = 1, ..., n.. Entre ellas elegimos

1
Zi = § (Sup f(Xb "'7Xi—17I;7Xi+17 7Xn) + l/lréf/jvf(Xla "'aXi—laxgin—i-la 7Xn)) .
zieX ;
Y como
2 n
(Z — Z;)? < % y o Var(Z) <Y E[Z - Z]

=1

se sigue que
n

1 2
Var(Z) < 1 Zci.

i=1
Ademés, si se aplica (2.4) se tiene
—2t
P(Z —EZ >1t) < 2eVEd,

O

2.5 Definicién. Se dice que una funcién no negativa f : X" — [0, 00) tiene
la propiedad de ser autoacotante si existen funciones f; : X"~ ! — R tales
que para todo xq,...,x, € X ytodoi=1,....n

0 S f(xb 7$n) - fi(xlv ey Li—1, Tit1, 7xn) S 1

y también

n

Z(f(l’l, ,[En) — fz‘(l'l, ces Lj—1, Ljy1, ...,ZL‘n)> S f(l‘l, ,l’n)

i=1
Para funciones autoacotantes claramente se tiene,

n

Z(f(l’l, ,In) — fi<l'1, vy Li—1, Lt 1, ...7(17n))2 S f(.fl'l, ceey xn)

=1

y ademas la ultima expresion de v en el Teorema de Efron-Stein implica lo
siguiente:

2.6 Corolario. 5i f tiene la propiedad de ser autoacotante, entonces

Var(Z) < EZ
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Demostracion. Por el Teorema de Efron-Stein se tiene,
Var(Z) < B | S (@1 o) = f(@1s o T, it o )
i=1

< E[f(x1,...,xn)] = EZ.

Una clase importante de funciones que satisfacen la propiedad de ser
autoacotante son las llamadas funciones configuracion.

2.7 Definicién. Suponemos que tenemos una propiedad II definida sobre
la unién de productos finitos de un conjunto X, esto es, una secuencia de

conjuntos
I, cx, I, c X2, .1, C X"

Se dice que (zy, ..., T,,) € X™ satisface la propiedad II si (z1, ..., x,,) € I,,.
Se asume que II es hereditaria en el sentido que si (xy, ..., x,,) satisface II
entonces cualquier sub-secuencia (z,, ..., z;, ) también lo hace.

2.8 Definicién. La funcién f: X" — N de II que asigna cualquier vector
x = (x1,...,z,) la longitud de la sub-secuencia més grande en II es una
funcién configuracion asociada a la propiedad II, es decir,

f(xy, . yxy) =max{k € N: Jiy < ... <ip €{l,..,n}/(zs,...,2;, ) € II}}

2.9 Corolario. Sea f una funcion configuracion y sea Z = f(Xi,..., Xp)
donde X1, ..., X,, son vartables aleatorias independientes entonces

Var(Z) < EZ

Demostracion. Haciendo uso del Corolario (2.6) es suficiente ver que cual-
quier funcién de configuracién tiene la propiedad de ser autoacotante. Sea
Zi = f(X9) = f(X1, ..., Xi—1, Xig1, ., X;,). La condicién 0 < Z — Z; <
1 se satisface trivialmente. Por otra parte, se asume que Z = k y sea
{Xiy, .., Xi,} € {X1,..., X, } una subsecuencia (existe pues f es funcién de
configuracién) de cardinal k tal que fi(Xi,, ..., X;,) = k. Claramente, si el
indice i es tal que i ¢ {iq,...,1;} entonces Z = Z; y ademds

Z(Z —Zi) < Z

i=1
también se satisface, lo que concluye la prueba pues f tendria la propiedad
de ser autoacotante.
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2.4. Ejemplos y aplicaciones

Para ilustrar el hecho de que las funciones configuracién aparecen de
forma natural en numerosas aplicaciones a continuacion se veran algunos
ejemplos en diferentes campos.

2.4.1. El mayor autovalor de una matriz simétrica alea-
toria

Sea A una matriz simétrica real cuyas entradas X;; 1 <7 < j < n
son variables aleatorias independientes con valor absoluto acotado por 1. Sea
Z = A1 el mayor autovalor de A. Esta propiedad se necesita para poder acotar
la varianza de Z, esto es, si v = (vy,...,v,) € R es el autovector asociado a
A1 con ||v|| = 1, entonces

M =vTAv = sup u'Au.

wilul|=1

Se considera ahora la matriz simétrica A;; obtenida de reemplazar X;; en
A por una copia independiente X ; mientras se mantiene el resto de las
variables fijas. Sea Z; ; el mayor autovalor de la matriz obtenida. Entonces
se tiene

( TAU—UTA U)]I{Z>Z2{j}
= (v (A= A )75z

2(vivi(Xij — X))+
4

Y por consiguiente,

2
o Z-zZ)i< > 16|vivj|2§16< > vf> =16

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

Tomando esperanza a ambos lados y usando la desigualdad de Efron-Stein
se tiene

Var(Z ZEZ Z, ;)] < 16.
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En consecuencia, la varianza esta acotada por una constante independiente
del tamano de la matriz y de la distribucion de las entradas. La tnica con-
diciéon que se necesita es la independencia y la acotacién de las entradas; no
tienen que tener la misma distribuciéon. Ademaés, si se aplica (2.4) se tiene

P(Z —EZ >t) < 2e Y4,

La desigualdad de Efron-Stein se puede aplicar satisfactoriamente para
probar una cota fuerte para la varianza de una funcién suave de un vector
aleatorio con distribucién normal estandar.

2.4.2. Desigualdad gaussiana de Poincaré.

Sea X = (Xi,...,X,,) un vector de variables aleatorias independientes
igualmente distribuidas con distribucién normal estdndar (es decir, X ~
Sea f : R™ — R cualquier funcién de clase C!. Entonces

n

Var(f(X)) < E[[|vf(X)[’] =/ 1V £ (X)|*dyn ().

Demostracién. Se asume que E[||Vf(X)|]?] < oo, pues en otro caso la de-
sigualdad es trivial. Sean ¢y, ..., €, variables aleatorias independientes Rade-
macher, es decir, P(¢; = 1) = P(¢;, = —1) = 1/2 con i = 1,...,n, y se define
Sn = 1/(v/n) 3 ;_, €. En primer lugar veamos qué ocurre cuando f es una
funcién de soporte compacto y en segundo lugar se hard uso de que toda
funcién se puede extender a una de soporte compacto.

» Primer caso: Suponemos f € €%(R). Por la desigualdad de Efron Stein
se tiene

Var(Z) <Y E[Var”](Z)
i=1
y como se puede escribir

O - (0 ) (s )

uniendo estos dos resultados se llega a

n

Var(f(S,)) < }LZE(f(Sﬁ 1\;{) —£(Su- ! Y)Y 20
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pues Z = f(X) ~ f(S,). El teorema central del limite implica que
Sy, converge en distribucion a X, donde X tiene una distribucién nor-
mal estandar. Por consiguiente Var(f(S,)) converge a Var(f(X)). Se
considera el desarrollo de Taylor de f en torno a .S,

FYV) = f(Sn) + [ (S)(Y = Sa) + R*(f)

con R%(f) el resto de Taylor de orden dos, es decir,

(Y B Sn)2

B(f) = (0

Sea K el supremo del valor absoluto de la segunda derivada de f y
haciendo uso ahora del corolario 2.4.1 de [3] se tiene que para todo 4,

£(5+ 221) = (50— 22 | = s+ o

y ademas,

(s ) = 1 (50 =) < ISP+ S+ o

Esto y el teorema central del limite no llevan a que

hmsupZE[( ( \/ﬁ@) —f(Sn — 1\}%@))2} = E[f'(X)?],

n—oo

y haciendo uso de (2.6) se llega a que
Var(f(X)) < E[f(X)].

Segundo caso: f € ¢'(R). Suponemos sin pérdida de generalidad que
I f(2)e(x)dz = 0 entonces

Var( f / flz)p(x)dx = klg& / f(z

Ademas,

/ f@fpla)de =lim [ f@fola)da,

fe(z) = / %U(%)f kk (T—y) v

—€

donde
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n(y) = { Cexp (ﬁ) si |z| < 1

0 resto

y C elegida de forma que [, n(y)dy = 1. Por el Teorema 6 pagina 630
de [1] se tiene,

e—0

iy [ Z f@yplads = [ F()ol)d.

i [~ steretonie = [ sareto

e—0

Por lo tanto, lim._,o Var(f.(x)) = Var(f |—xx (2)). Por otro lado, por
el primer caso (porque f. es €°(R))

Var(f.(x)) < / ()2 (@)p(z)de.

R

Pero también se tiene (de nuevo por el Teorema 6 pagina 630 de [1])

k
i [ (f2(0)Ppla)do = / @Ppla)da

e—0

De aqui concluimos que

/_Z f(@fe(e)dr < /_ Z f(2)2p(x)da.

Ahora bien, por el teorema de la convergencia mondtona

k—o0

i [ o= [ s

k—o0

i [ pwrewar= [ rra

y concluimos que

/ Z f@Peonis < [ Z ORI

como queriamos probar.

35






Capitulo 3

Entropia de variables aleatorias

En este capitulo se introducird la nocién de entropia relativa que es una
herramienta clave para probar desigualdades de concentracién. Muchas de
las mas importantes desigualdades de concentracion se pueden obtener por
el método de la entropia.

En la seccién (3.1) se presentan varios resultados de representacion de la
entropia relativa mediante férmulas variacionales o de dualidad. Como conse-
cuencia de estas representaciones, en la seccién (3.2) se demuestra el “Lema
de Transporte”, un resultado clave para relacionar la entropia relativa con la
concentracion de variables aleatorias. Una aplicacion de este lema se presenta
en la seccién (3.3) , donde se demuestra la desigualdad de Pinsker. Finalmen-
te, la seccion (3.4) prueba una importante propiedad de sub-aditividad de la
entropia de variables independientes. En este caso presentamos el resultado
en la forma general ®- entropias, que incluyen el caso de la entropia clésica,
pero también la desigualdad de Efron-Stein como casos particulares.

Si @ denota la funcién ®(z) = xlog(x) definida en [0, 00) (donde 0log0
se define como 0) y (€2, 4,P) es un espacio de probabilidad, entonces Y
una variable aleatoria no negativa definida en tal espacio y tal que Y sea
integrable, esto es, si EY = [, Y (w)dP(w) < oo, se define la entropia de Y

o Ent(Y) = E®(Y) — ®(EY). (3.1)

Ent(Y") estd bien definida para toda variable aleatoria no negativa.

Como ® es una funcién convexa, por la desigualdad de Jensen, Ent(Y)
es una cantidad no negativa (quizas infinita). Ademdas Ent(Y) < oo si y sélo
si ®(Y) es integrable.
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Si Y es una variable aleatoria no negativa con FY = 1, se puede defi-
nir otra medida de probabilidad en (22, A, P) por Q(A) = [, Y(w)dP(w) =
E[Y1,4] para todo A € A. Escribimos Q = Y'P para tal medida de probabi-
lidad. Entonces la divergencia de Kullback-Leibler(o entropia relativa) de Q
respecto a P se define por D(Q||P) = Ent(Y)

3.1. Dualidad y férmulas variacionales

El siguiente resultado da una caracterizacion alternativa a la entropia
relativa.

3.1 Teorema (Férmula de dualidad de Entropia). Sean Y una variable
aleatoria no negativa definida en el espacio de probabilidad (2, A, P) tal que
E®(Y) < oo. Entonces se tiene la formula de la dualidad

Ent(Y) = (S}lég E[UY]

donde el supremo se toma sobre el conjunto U de todas las variables aleatorias
U:Q — R con EeV = 1. Ademds si U es tal que E[UY] < Ent(Y) para
toda variable aleatoria no negativa Y tal que ®(Y) es integrable y EY = 1,
entonces FeV < 1.

3.2 Comentarios.

= Bajo el estudio de la funcién
g(x) =zu—=zlogr con uweR x>0

se tiene que €“~! es un punto critico de g(z), es decir,

u—1

sup(zu — ®(x)) =e

x>0

Por tanto, si ®(Y) es integrable y Ee" = 1, se tiene,

1
UY < 3(Y) + —ev.
e
Ademds, U, Y es integrable y se puede definir E[UY] como F[U,Y] —
E[U_Y] (donde U; y U- denotan las partes positivas y negativas de
U.). Por ello el lado derecho de la igualdad del teorema esté siempre

bien definido.
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» (Formulacién alternativa de la Férmula de la dualidad). La
férmula de la dualidad se puede reescribir como

Ent(Y) = sgp E[Y (logT —log(ET))] (3.2)

donde el supremo se toma sobre todas las variables aleatorias integra-
bles y no negativas.

Demostracion. Para probar la formula de dualidad de entropia obsérvese que
para toda variable aleatoria U con Fe" = 1, se tiene,

Ent[Y] — E[UY] = Enteup[Ye ™

pues es inmediato al aplicar la definicién (3.1). Nétese que Ent.up se define
como la entropia en la que las esperanzas se toman con respecto a la medida
de probabilidad eV P. Esto nos muestra que

Ent[Y] — E[UY] <0

y se de la igualdad cuando eV = Y/E[Y]. Y asi queda probada la férmula
de la dualidad. Para ver la ultima parte del teorema considérese U tal que
E[UY] < Ent[Y] para toda variable aleatoria no negativa Y en (2, .A) tal que
®(Y) es integrable. Si EeV = 0 no hay nada que probar. De otra forma, dado
un entero positivo n suficientemente grande, se puede elegir Y = ¢V /z,, con

z,, = E[eY""] lo que nos lleva a que
E[UY,] < Ent[Y,] = E®(Y,) — ®(EY,)
y ademas,
%E[Uemf“w’”)] < xi[E[(mfn(U, n))em U] log 1.

Por tanto, logz, = log Ee™™Um) < (0 y tomando el limite cuando n — oo,

se tiene por el Teorema de la convergencia monétona que EeV < 1, lo que
concluye la prueba del teorema.

El teorema previo hace posible establecer una dualidad entre entropia y
las funciones generadoras de momentos.
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3.3 Corolario. Sea Z una variable aleatoria integrable con wvalores reales.
Entonces para todo \ € R,

log EeMFP~E2) — sup [N(EqZ — EZ) — D(Q||P)]

Q<<P

donde el supremo se toma de todas las medidas de probabilidad @Q absoluta-
mente continuas con respecto a P, y Eq denota la integracion con respecto
a la medida Q.(E es la integracion con respecto a P).

Demostracion. Sea Q una medida de probabilidad absolutamente continua
con respecto a P. Tomando Y = dQ/dP y eligiendo U = \(Z — EZ) —
Yz pz(N), y como EeV = 1 se sigue de la férmula del Teorema (3.1) que

D(QIIP) = Ent(Y) > E[UY] = MEQZ — EZ) — 75N,
o equivalentemente que
bz-pz(N) 2 MEqZ — EZ) — D(Q|[P)
y ademas

Vz-pz(\) = log EM™FD > sup [\N(EqZ — EZ) — D(Q'||P].

Q'<<P
Reciprocamente, tomando

U=MNZ-EZ)~ sup [MEqZ — EZ) — D(Q||P]

Q'<<P
para toda variabales aleatoria no negativa Y tal que EY =1,
E[UY] < Ent(Y).
Por consiguiente, por el Teorema (3.1), FeV < 1 lo que quiere decir que

Vz_pz(\) = log EMED < sup [\N(EqZ — EZ) — D(Q||P].
Q'<<P

La férmula de la dualidad implica la propiedad siguiente de la divergencia
de Kullback-Leibler.
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3.4 Corolario. Sean P y Q dos distribuciones de probabilidad en el mismo
espacto. Entonces

D(Q||P) = sup[EqZ — log Ee”]
Z

donde el supremo se toma entre todas las variables aleatorias tales que
Ee? < oo.

La féormula de la dualidad para la entropia y sus corolarios tienen muchas
utiles consecuencias. Entre ellas se encuentran las tres siguientes.

3.5 Teorema (Convexidad de la divergencia de Kullback-Leibler).
Para cualquier medida P en X, la funcion @ — D(P||Q) es convexa en el
congunto de distribuciones de probabilidad sobre X .

Demostracion. Sea Z una variable aleatoria simple, Z = ) a;I4, se tiene
iel

Eq(Z) =3 a;Q(A;). Ahora bien, si Q1 y Q2 son dos medidas de probabili-
i€l
dad

ErQi+(1-0q.(Z Zaz AQ1(4;) + (1 - X2)Qa(As))

el
= )\Zain(Ai> + (1 =) Z(MQ2(A
icl iel

- )\EQI (Z) + (1 - /\)EQz(Z)

Recuérdese que E es la integracién con respecto a P.
D(AQ1 + (1= N Q2[[P) = sup[Fiq +(1-x@, (%) — log Ee”]
= sup[M(Fq, (7) - log Ee”) + (1 = A\)(Eq,(Z) — log Ee”)]

(Z
SSUP[ (Eq. (%) —log Ee )]+Sgp[(1—>\)(EQ2(Z)—logEez)]
)

_)\D(Q1HP +(1=X2)D(Qz[[P)

3.6 Teorema (Divergencia de Kullback-Leibler y Transformacién de
Legendre de la funcién generadora de momentos logaritmicos). Sea
7 una variable aleatoria con valores reales. Recuérdese que 17()\) = log Ee*?
para todo X € R. Sea ¢ (t) = supycp[M —¥z_gz(\)]. Entonces se tiene para
todo t > 0 que

U % (1) = mf{D(QIIP) : Eq(Z) ~ EZ > 1}
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Demostracion. En primer lugar cabe senalar que como se vié en (1.3)

Vxyz (t) = supyso[AM —1z())] se puede extender a supycg[M —¥z_pz())] por
lo que la desigualdad formulada equivale a ver que

sup[At — z(N)] = inf{D(Q||P) : Eq(Z) — EZ > t}.

A>0

Sea Q una medida de probabilidad absolutamente continua con respecto a
P. Tomando Y = dQ/dP y eligiendo U = N(Z — EZ) — ¢ z_gz()\), se tiene
FeV =1y se sigue de la férmula del Teorema (3.1)

D(QIP) = Ext(Y) = E[UY] = N(EqZ — EZ) — bz-pz(M),
Si D(Q||P) es tal que cumple Eq(Z) — EZ >t

{D(Q||P): Eq(Z) —EZ >t} > M —z_pz(\) Vt,YA>0.
En particular,

mf{D(Q||P) : Eq(Z) — EZ >t} > sup[At — o5(\)]

A>0

o lo que es lo mismo,

mf{D(Q||P) : Eq(Z) — EZ > t} > sup[\t — 1(\)].

A€ER

Reciprocamente,
Si Eq(Z) — EZ > t, por el corolario (3.3) se tiene

Sup,\zo[)‘t_D(QHP)] <Vz_gz(\) & Sup/\ZO[At_wZ—EZ()‘H < inf{D(Q||P) :
Eq(Z)—EZ >t}

3.7 Teorema (La divergencia de Kullback-Leibler respecto a la dis-
tribucién producto.). Sea P la probabilidad definida en X x Y. Sea Py y
P, sus distribuciones marginales y sean Qg y Qy distribuciones de probabi-
lidad definidas en Xe ). Se tiene que

D(P||Qz ® Qy) = D(P||Py ® Py) + D(P:||Qx) + D(Py||Qy)
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Demostracion. Si Q << P,

dQ _dQ

Ent(dP> D(Q||P) con Y = -

Ahora bien,
dQ dQ
pu— p— P fr— —
D(Q|P) = Ent(Y) /QYlong / o <dP>d
Aplicado a este problema,
dP dpP
D(P||Q, ® = / lo d(Qr ® Qy).
Haciendo uso de la descomposicion
dpP dP d(P, ® Py)

dQ.2Q,) dP,®P,) dQ.®Q,)

se tiene,

D(P||Q. ® Qy) =/log (d(Rcd—g%))dP+/1 (%)dlﬁ

Recuérdese ahora que si P = P, ® P,y Q=Q,® Qy

dP,
Q,

2 (3) =
iq " Q.

(z) -

(y).

De modo que,

dP,

DP||Qz ® Qy) :/ P, ®P>)dP+/[longm( )logjgy( )}dP

:/log >)dP+/log§gm( )dP—i—/logng

= D(P||P, ®P) D(Pr||Qz) + D(Py||Qy).

La divergencia de Kullback-Leibler se puede derivar de la divergencia de

Bregman como se puede ver a continuacion.
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3.8 Teorema (La esperanza minimiza la divergencia de Bregman).
Sean I C R un intervalo abierto y sea f : I — R una funcion convexa y
diferenciable. Para todo x,y € I, la divergencia de Bregman de f para x ay
es f(y) — f(x) — f'(x)(y — ). Sea X una variable aleatoria con valores en I.
Entonces

E[f(X) = f(EX)] = nf E[f(X) = f(a) = f'(a)(X = a)].
Tomando f(z) = xlogx, se obtiene la siguiente féormula variacional para
la entropia.

3.9 Corolario. Sea Y una variable aleatoria no negativa tal que
E®(Y) < co. Entonces

Ent(Y) = inf E[Y (logY —logu) — (Y — u)].

u>0

3.2. Lema de transporte

La férmula de la dualidad del Corolario (3.3) permite relacionar la propie-
dad de concentracion de una variable aleatoria Z alrededor de su esperanza
con lo que se llama coste de transporte, esto es, el “precio” que uno tiene que
pagar cuando se calcula la expectativa de Z bajo una medida de probabilidad
Q en lugar de la medida de probabilidad original P.

3.10 Lema. Sea Z una variable aleatoria integrable con valores reales. Sea
O una funcion convera y continuamente diferenciable en un intervalo [0,b)
(puede que no acotado ) y se asume que ®(0) = &'(0) = 0. Se define para
todo x > 0,

*(z) = sup (Az — B(N)),
Ae(0,b)

y sea para todo t > 0
O 1(t) = inf{z > 0: *(z) > t}.
Entonces los dos enunciados siguientes son equivalentes:

(i) YA € (0,b), log EeMZ=EZ) < @()\)
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(i1) Para cualquier medida @ absolutamente continua con respecto a P tal
que D(Q||P) < oo,

EqZ — EZ < &' [D(Q||P)). (3.3)

En particular, dado v > 0
A2
log EeM?~F2) < 1/7 YA >0

si, y solo si, para cualquier medida de probabilidad @ absolutamente
continua respecto a P y tal que D(Q||P) < oo,

EqZ — EZ < +\/2vD(Q)||P).
Demostracion. Haciendo uso del Corolario (3.3) se tiene que

sup [\(Eq — BZ) — D(QIP)] < ®()),

Q<<P

lo que equivale a

A€(0,b) A

para toda distribucion Q que es absolutamente continua con respecto a P.
Sin embargo, se sigue del Lema (1.5) que

> (D(QIP)) = inf (

A€(0,b)

(M) +D(QHP)>
A

lo que lleva a que (i) es equivalente a (ii).

3.3. Desigualdad de Pinsker

En esta seccion se vera un resultado fundamental conocido como desigual-
dad de Pinsker que es la base del éxitoso método para probar desigualdades
de concentracion llamado “método de transporte”. La desigualdad de Pins-
ker relaciona la entropia de dos distribuciones de probabilidad en un espacio
medible (2,4). En primer lugar véase la definicién de variacion total.
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3.11 Definiciéon. La variacién total o la distancia variacional entre P Y Q
esta definida por

V(P,Q) = sup [P(4) — Q(A)|

AeA
pudiéndose representar también por dry (P, Q).

Ademas la variacién total se puede definir como la mitad de la distancia
Li(|[f]l: = ([ |fI'"dm) ), esto es, si A es la medida dominante comin de P
y Q con p(z) = dP/d\ y q(x) = dQ/d) sus densidades respectivas, entonces

V(P.Q) = P(4) - Q") = 5 [ Iple) ~ ala) A

donde A* = {z : p(z) > q(x)}. Ademéds se puede probar que V(P,Q) =
min P{X # Y}, donde el minimo se toma sobre todos los pares de distri-
buciones comunes para las variables aleatorias (X,Y’) cuyas distribuciones
marginales son X ~ Py Y ~ Q.

De forma similar a como ocurre en el caso continuo se tiene,

3.12 Teorema. Sean P y Q distribuciones de probabilidad en el mismo
conjunto discreto X. Entonces,

V(P,Q) = P(A") - Q) = L 3" |Px) - Q(x)

donde A* ={z: P(x) > Q(x)}. Ademds, V (P, Q) = min P{X # Y}, donde
el minimo se toma sobre todos los pares de distribuciones comunes para las
variables aleatorias (X,Y) cuyas distribuciones marginales son X ~ Py

Y ~ Q.
Demostracion. Sean A* = {z : P(z) > Q(z)} y B* = {z : P(x) < Q(x)}.
Puesto que

S (P@) - Q) =~ 3 (Ple) - Q) = 5 - IP() — Q)]

TEA* reEB* reX

En particular,

1
5 S IP@) - Q) < V(P,Q)
reX
Por otro lado, si C* C X

P(C7) - Q(C") = (P(C"NA") —Q(C"NA")) + (P(C"NB*) —Q(C"NBY))
y de aqui se deduce

—P(A7) - Q(A") < P(C7) — Q(C7) < P(A") — Q(A").
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Como aplicaciéon de esta caracterizacién de la distancia de variacién total,
probamos a continuacién la siguiente version de la ley de los sucesos raros.

La Ley de los Eventos Raros fue demostrada por Poisson en su libro Re-
cherches sur la Probabilités des Jugements en Matiere Criminelle et Matiere
Chwile. Surge del estudio de una variable aleatoria X que mide el “nimero de
éxitos” en n ensayos Bernoulli con parametro p. El término raro se refiere a
que la probabilidad de éxito p > 0 es pequena.

3.13 Teorema (Ley de eventos raros). Sea P la distribucion de proba-
bilidad de una suma de n variables aleatorias independientes X1, ..., X, con
distribucion Bernoulli con pardmetros py,...,pn. Sea P,(u) la distribucion
Poisson con esperanza p =Y ;| p;.

Entonces V/(P, Py(p)) < >0, p7 .

Demostracion. Se utilizara la letra IP para denotar la medida de probabilidad
y P y Q seran distribuciones de probabilidad. Recuérdese que si P y Q son
distribuciones de probabilidad en el mismo conjunto discreto X entonces

V(P.Q) =5 Y IPE) - Q)

Teniéndose ademas que
V(P,Q) = minP{X £ Y},

donde el minimo se toma sobre todos los pares de distribuciones comunes para
las variables aleatorias (X,Y’) cuyas distribuciones marginales son X ~ P y
Y ~ Q. Ahora bien, para P = B(p) y Q = P,(p) se tiene,

7=0

1 | = ePp

=5 |12l =p e+ lp—ep
=2

1

=5 leP(—1=p)+e?—(1=p)+p(l—e”)]
1

:§(Qp—2pe p)

=p(l—e?) <p



pues recuérdese que 1 — p < e P. Ahora bien como

V(B(p), P,(p) =p(1 —e?) < p°

en particular existen (X, Y;) con X; ~ B(p;) , Yi ~ Py(pi) ¥y
P{X; # Y;} < p? Sean (X1,Y1),...,(X,,Y,) variables aleatorias indepen-
dientes tales que Xy + ... + X, ~ Py Y; + ... + Y, ~ P,(u) se tiene

P{Xi+ ..+ X, #Vi+.. 4V} <) P{X; £V} <> ph
=1 i=1

De modo que V(P, P,(n)) < >0, p?

Completamos la seccién con el resultado anunciado que relaciona la dis-
tancia en variaciéon total con la entropia relativa.

3.14 Teorema (Desigualdad de Pinsker). Sean P y Q distribuciones de
probabilidad en (2, A) tal que Q << P. Entonces,

V(P, Q) < 5 D(QIIP)

N | —

Demostracion. Sea la variable aleatoria Y tal que Q = YP y sea
A* = {Y > 1} el conjunto que alcanza el méaximo en la definicién de variacién
total entre Py Q. Entonces siendo Z = T4+,

V(P,Q) = Q(A") - P(A") = EqZ - EZ

se sigue del lema de Hoeffding (1.9) que para todo A > 0
)\2
Uy pz(\) =log Ee7~F7) < 3

que por (3.3), lleva a,

1
EqZ — EZ < |2 D(Q||P)
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3.4. Sub-Aditividad de la Entropia

A continuacion se vera una desigualdad que servird como la base del lla-
mado “método de la entropia” para probar desigualdades de concentracion.
Ademas se verd una versiéon mucho més general con consecuencias mas im-
portantes.

Sean Xi,..., X, variables aleatorias independientes y Z = f(Xj,..., X,,).
La base del método de la entropia es una extension util de la desigualdad de
Efron-Stein. Recuérdese que la desigualdad de Efron-Stein establece que

Var(Z) < Y E[EW(Z%) - (EY2)?] .
i=1
Es claro que esta ecuacién equivale a tomar ®(z) = 22 en
E®(Z) - ®(EZ) <Y E[EY®(Z) - (EYZ)?] .
i=1

De hecho, esta desigualdad es cierta para una clase mas amplia de funciones
convexas ®. Estudiamos ahora el caso ®(z) = zlogz.

3.15 Teorema (Sub-aditividad de la entropia). Sean X, ..., X,, varia-
bles aleatorias independientes y sea Y = f(Xi,...,X,) una funcién medi-
ble no negativa de estas variables tal que ®(Y) = YlogY es integrable.
Para todo 1 < i < n, se denota por E a la esperanza condicionada a
X0 = (X, ..., Xi—1, Xig1, ., X)) y Ent(Y) la entropia condicional de Y,
Ent® (V) = EntP®(Y) — &(EntY). Entonces,

Ent(Y) < E) Ent®(Y).

Demostracion. Sea E;[-] = E[-|X1,..., X;] la varianza condicional para i =
1,...,n y se asume que Fy = E. Se tiene la descomposicion:

Y(logY — log(EY)) = Z Y (log(E;Y) — log(E;_1Y)).

Haciendo ahora uso de (3.2) y de que E;[EW?] = E;_,Z pues X, ..., X,, son
independientes se tiene

EO[Y (log(EY) — log(EV[EY1))] < Ent®(Y).
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Uniendo ambos resultados y tomando esperanzas a ambos lados

Y (log¥ —log(EY))] = }_ E [EV[Y (log(E:Y) — log(EV[EY]))]]
= Z E[Y (log(E;Y) —log(E;_1Y]]

< zn: E [Ent“)(y)] .

Esta propiedad de sub-aditividad es valida para otros tipos de - entropia,
concepto que introducimos a continuacion

3.16 Definicién. Sea @ : [0,00) — R una funcién convexa y se asigna a
toda variable aleatoria no negativa Z e integrable el niimero

Ho(Z) = E®(Z) — B(EZ).

Por la desigualdad de Jensen, Hy(Z) es siempre no negativa. A Hg(Z) se le
llama ®-entropia de Z.

Recuérdese que Z = f(Xj, ..., X,,) serd la funcién a estudiar siendo ésta
medible no negativa donde X7, ..., X,, son variables aleatorias independientes
que toman valores en un conjunto X. La propiedad clave que se necesita es
la siguiente desigualdad se sub-aditividad de ®-entropia.

Ha(2) < B HO(2)

donde H)(Z) = EW®(Z) — ®(ED Z) es la entropia condicional y como ya s
eha mencionado anteriormente £® denota la esperanza condicionada a X @,
Obsérvese que para ®(z) = 2, la propiedad de sub-aditividad es justo la
desigualdad de Efron-Stein, mientras que con ®(z) = xlogx se reduce a la
desigualdad de sub-aditividad de la entropia ordinaria.

Aqui se vera que las ®-entropias son sub-aditivas para una amplia clase
de funciones convexas ®. De hecho, se caracteriza la clase de funciones ® que
dan lugar a los funcionales de entropia con la propiedad de sub-aditividad.
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En primer lugar cabe senalar que la sub-aditividad es equivalente a una
desigualdad de tipo Jensen. En realidad para n=2y tomando Z = f (X1, X3),
la propiedad de sub-aditividad se reduce a

([ 0 X)) < Holf(e.%2) (3.4)
donde p; denota la distribucién de X;. Por otra parte, (3.4) implica la pro-
piedad de aditividad. En efecto, sea Y] igualmente distribuida a X; y sea Y5
igualmente distribuida a la n-1-tupla Xs, ..., X,,. Sean p; y o sus distribucio-

nes correspondientes. Entonces, Z = f(Y7,Ys) es una funcién medible. Por
el teorema de Tonelli- Fubini,

— [ [(2(rtm) — o [ 10t mduton)
+<I></f(yi,yz)du1(y’1)>
—cb(//f(yi,yé)dul(y’l)duz(yé)>)dul(yl)duz(m)

:/(/ {cl)(f(yl,yg)> —<I>(/f(yi,y2)du1(yi)} dm(yl))duz(yz)
+/ <<I></f(y1,yz)du1(y’1))

—<I>(//f(yi,yé)dul(yi)duz(yé)))duz(yz)

= [ Ho (£ )diaton) + Ho [ 101 Vo)1)
< [ Ho($0i) ) duslo) + [ Hal 10k, Y2 ()

donde el dltimo paso se sigue de (3.4). En otras palabras se tiene
He(Z) < EH /H@ (1, X2, ..., X)) dpua (21).

Por induccién, (3.4) lleva a la propiedad de sub-aditividad para todo n. En
consecuencia, la propiedad de sub-aditividad de Hg es equivalente a lo que
podriamos llamar propiedad de Jensen, esto es, (3.4). Esto implica que para
probar la sub-aditividad de una ®-entropia es suficiente ver que ésta cumple
la propiedad de Jensen.
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3.17 Teorema (Sub-aditividad de la ®-entropia). Sea C la clase de fun-
ciones f :[0,00) — R que son continuas y converas en [0,00), doblemente
diferenciables en (0,00) y tal que o ® es una funcion afin o " es estric-
tamente positiva y 1/®” es concavo. Para todo ® € C, el funcional Hg es
sub-aditivo.

La demostracion de este teorema se basa principalmente en la féormula de
la dualidad para la ®-entropia de la forma

He(Z) = sup E[¢n(T)Z + ¢2(T)]
TeT
con funciones convenientes 7 y 1y y una clase adecuada de variables no
negativas 7. Tal férmula implica obviamente que el funcional Hg es convexa.
Por otra parte, esto también implica la propiedad de Jensen y ademés la
propiedad de sub-aditividad para Hg siguiendo el simple argumento: Sea

Z = f(Y1,Y2) una funcién donde Y} = X; y Y5 = (Xo, ..., X,,). Entonces

H@(/f(%;%)@l(?/l)) = SUP/ {‘Ifl(T(?h))/f(yhyz)dﬁbl(yl) +‘1’2(T(yz))} dpa(y2)

TeT
(Por el Teorema de Fubini)

= sup [ ([ 10T 010 ) + 02T nto) ) i)

TeT

g/@w/Wﬂwmﬂ%wﬂwmwmmmm)wmn

TeT

= /H<p(f(y1,Y2))du1(y1).

Por consiguiente, para completar la prueba del teorema, el siguiente lema
es suficiente.

3.18 Lema (Férmula de Dualidad para ®-entropias.). Sea ¢ € C y
Z € L{.Si ®(Z) es integrable entonces

He(Z) = sup {E[(®(T)—(ET))(Z - T)+ ®(T)] — ®(ET)}

TeLy , T#0

Demostracion. El caso en que @ es afin es trivial. En este caso Hg es cero y
lo mismo ocurre con la expresién definida por la férmula de la dualidad.
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Noétese que la expresion entre llaves para T' = Z es igual a Hg(Z) por lo
que basta comprobar la desigualdad

He(Z) > E[(®(T) — ®'(ET))(Z —T) + ®(T)] — ®(ET)

bajo la suposicién que ®(Z) es integrable y T € L. Se asume que Z y T
estan acotadas y acotadas no préximas a cero. Para todo A € [0, 1], se tiene
In=(1-NZ+ X'y

9(\) = E[(®'(T3) + ®(ETN))(Z — Tx)] + He(T).

El objetivo es ver que la funcién g es no creciente en [0, 1]. Nétese que Z—T) =
M Z —T) y usando los supuestos de acotacion para derivar en g se tiene,

g'(\) = E[("(T)) — ®'(ET)\))(Z — T))]
—AE[(=Z + T)®"(T)) — (=EZ + ET)®"(ET)))(Z — T))]
+ E[~Z + T|E®(Ty) — (—EZ + ET)®'(ET)
= E[(®'(T)) — ®'(ET)))(Z — T))]

~\(El(Z - T)0"(13)] - (B(Z - T))*®"(ET)))
+ E[®'(T\)(T — Z)] — ¥ (ET\)E[T — Z].

Esto es,

JN) = -A(Bl(Z - T)@"(13)] - (E(Z - T)}*¢"(ETy)).

Usando la concavidad de 1/®”, la desigualdad de Jensen implica

Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene,

1

(Z-T) @//(TA)W

(BE|Z —T))? = <E

<F [ﬁ] E((Z — T*0"(T)).

#lwimy | = vy

lo que lleva a,

2 1 27
(E[Z -T])" < WE[(Z — 1) ®"(T))]

33



que es equivalente a ¢’(\) < 0. Y ademas g(1) < g(0) = He(Z). Esto quiere
decir que para todo T,

E[(¥'(T) — ®(ET))(Z — T)] + Ho(T) < Hy(Z).

En el caso general se considera las secuencias

Zn:min{méX{Z,%},n} y Tk:min{méx{T,%},k}
y el objetivo es tomar el limite en k£ cuando n — oo en la desigualdad
Ho(Z) = E(Z,)~0(EZy) > E[(¥(T3) ' (ETY)) (Za—T})+®(T1)]~(ET)
que podemos escribirlo también como
EN(Z,,T})| > =¥ (ET,)E[Z, — T}] — ®(ETy) + ®(EZ,), (3.5)
donde U(z,t) = ®(z) — ®(¢t) — (2 — t)P'(¢). Como tenemos que ver que
EW(Z,T)] > —®(ET)E[Z — T) — ®(ET) + ®(EZ), (3.6)

con U < 0 se puede asumir que ¥(Z,T) es integrable pues si no lo es (3.6)
se verifica trivialmente. A continuacién se tomard el limite en (3.5) cuando
n — oo. Primero se estudiara el término a la izquierda. Nétese que W(z,t)
como funcién de t, decrece en (0, z) y crece en (z,00). De froma similar si
U(z,t) es una funcién de z, W(z,t) decrece en (0,t) y crece en (t,+00). Por
lo tanto, para todo ¢, ¥(Z,,t) < W(1,t) + ¥(z,t) mientras que para todo z,
U(z,Ty) < ¥(z,1)+ ¥(z,T). Por consiguiente, dado k,

U(Z,, Ty) < U(1,Ty) + W (Z,Ty),

como U((ZV ) An),Ty) — ¥(z,T}) para todo z, se puede aplicar el teo-
rema de la convergencia dominada para concluir que E¥(Z,,T) converge a
EVY(Z,T) cuando n — oo. Por tanto, se tiene

EV(Z,T,) > —®(ET,)E|Z — T},] — ®(ET,) + ®(EZ).

Ahora también se tiene que W(Z,T;) < U(Z,1)+ Y (Z,T) y se puede aplicar
el teorema de la convergencia dominada para garantizar que EWV(Z, T},) con-
verge a EV(Z,T) cuando k — oo. Tomando el limite cuando k£ — oo implica
que (3.6) se cumple para todos las T, Z € L tales que ®(Z) sea integra-
ble y ET > 0. si Z # 0 (3.6) se cumple para T' = Z salvo en un conjunto
de medida nula, mientras que si Z = 0 se cumple para 7" = 1,salvo en un
conjunto de medida nula y la prueba del lema esta completa para todos los
casos generales.
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3.19 Comentarios.

= Nétese que ya que el supremo en la férmula (3.5) se alcanza para T = Z
(6 T =1si Z=0). La férmula de la dualidad continua siendo cierta si
el supremo se restringe a la clase Ty de variables T tales que ®(T') es
integrable. Por lo que se puede escribir una féormula alternativa

He(Z) = sup {E[(¥(T) — ®'(ET))(Z = T)] + He(T)}.

TeTs

» El lema (3.5) generaliza la férmula de la dualidad del teorema (3.6)
para la entropfa usual. Si se toma ®(z) = xlogx se tiene

Ent(Z) = sup{ E[(log(T’) — log(ET)) 2]}

donde el supremo se extiende al conjunto de las variables aleatorias
integrables y no negativas 7" con T > 0. Otro caos de interés se da
cuando se toma ®(x) =P con p € (1,2]. En este caso se tiene

He(Z) = Sl%IO{PE[(Z(T”*1 —(ET)"™ )] = (p — 1) Ha(T)}

donde el supremo se extiende al conjunto de las variables aleatorias no
negativas en L,,.

= Por simplicidad nos hemos centrado en variables aleatorias no negativas
y funciones convexas ® en [0, 00). Esta restriccién se puede suprimir y
considerar ¢ como una funcién convexa en R y definir la ®—entropia
de una variable aleatoria Z integrable y con valores reales por la misma
formula que en el caso no negativo. Asumiendo ahora que ® es dife-
renciable en R y doblemente diferenciable en R\ {0}, la prueba de la
férmula de dualidad anterior se puede facilmente adaptar para cubrir
el caso en el que 1/9” se puede extender a una funcién céncava en R.
En particular si ®(z) = |z|?, donde p € (1, 2],uno tiene,

Ho(2) = swp {pe[2(FF - 2E0Y] — - ()

donde el supremo se extiende a L,. Nétese que para p=2, la férmula se
reduce a la férmula cléasica para la varianza

Var(Z) = Sl%p{ZCOV(Z, T) — Var(T)}
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donde el supremo se extiende al conjunto de las variables de cuadrado
integrable. Esto quiere decir que la desigualdad de la sub-aditividad
para la ®—entropia (3.17) también es cierta para funciones ¢ convexas
en R con la condicién de que 1/®” es la restriccién a R \ {0} de una
funcién concava en R.
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Capitulo 4

Métodos basados en la entropia

En este capitulo se probaran una desigualdad conocida como desigualdad
logaritmica de Sobolev. El resultado mas simple se vera en la primera seccion.
Esta desigualdad es sorprendentemente 1itil, se podra ver como puede ser usa-
da para probar una desigualdad de concentracién exponencial mediante un
argumento llamado de Herbst. Ademas se vera como los argumentos del caso
de Bernoulli se pueden extender a variables aleatorias gaussianas obteniendo
asi una util desigualdad de concentracion.

4.1. Distribuciones simétricas de Bernoulli

El proposito de esta seccién es probar una versién mas simple de una
familia de desigualdades conocidas como “desigualdades logaritmicas de So-
bolev™.

Se consideraran funciones con valores reales definidas en el hipercubo
binario {—1,1}". Sea X = (X, ..., X},) un vector binario distribuido unifor-
memente en el hipercubo {—1,1}", es decir, P(X; = —1) = P(X; = 1) = 1/2,
con X1, ..., X,, independientes. Se considera la variable aleatoria Z = f(X)
con f: {—=1,1}" — R, la desigualdad logaritmica de Sobolev presentada
aqui relaciona el funcional de entropia, es decir,

Ent(f) = E[f(X)log(f(X))] — Ef(X)log Ef(X),

para funciones f > 0 (se usard indistintamente Ent(f) y Ent(Z) para referirse
a la entropia de Z = f(X)) con una cantidad relacionada con la desigualdad
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de Efron-Stein,
1 o 0
E(f) = 7B Do((X) = FXO)]
i=1

donde X = (X1, .y Xi1, X[, Xig1, ..., Xpn) es la variable que se obtiene
al sustituir la i-ésima componente de X por una copia independiente X;.
Recuérdese que por la desigualdad de Efron-Stein, Var(f(X)) < &£(f). Como
X esta uniformemente distribuida £(f) puede escribirse de una forma més
conveniente,

&) = B[ Do(X) = FXO))]

=1

= 1E[ 3000 - sx02]

—_

donde X = (X1,..., X;_1, —X;, Xiy1, ..., Xp) es la variable que se obtiene
al sustituir la i-ésima componente de X por una copia independiente. Se
puede definir V f(z) = (V1f(2), ..., Vo f(x)) como el vector gradiente discreto
donde sus componentes vienen definidas como v, f(z) = (f(z) — f(z®))/2.
Con esta notacion, la cota de la varianza por el método de Efron-Stein es
justo la esperanza de la norma al cuadrado del vector gradiente discreto:

E(f) = EllVf(@)I*.

En este contexto, se conoce al siguiente resultado como desigualdad lo-
garitmica de Sobolev.

4.1 Teorema (Desigualdad logaritmica de Sobolev para una distri-
bucién simétrica Bernoulli). Sea f : {—1,1}" — R wuna funcién real
definida en el hipercubo binario n-dimensional y se asume que X estd distri-
buida uniformemente sobre {—1,1}. Entonces,

Ent(f?) < 26(f).

Demostracion. Primero se probara para n = 1, esto es, cuando f : R — R
es una funcién continuamente diferenciable. La clave de la prueba es la sub-
aditividad de la entropia (Teorema (3.15)), esta propiedad implica que si

Z = f(X>7 N
Ent(Z%) < EY Ent?(Z?) (4.1)

=1
donde . . , .
Ent(z)(ZQ) _ E(z) [ZZ log Z?] _ E(’L) [ZQ] log(E(Z) [ZQ])
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Ademas es suficiente ver que para todoi =1,...,n
- 1. _ o\ 2
Ent®(2%) < SEO[(£(X) = 7(XD)) ],
Dada cualquier realizacién de X® Z puede tomar dos valores diferentes con

la misma probabilidad, si a y b son estos valores, f(X @) vale b si Z vale a y
vale a si Z vale b. De modo que la desigualdad deseada (4.1) toma la forma

a? b? a?+ v a2+ 1,1 1 1
9 og(a?)+— log(b?)— 1 <—(— )24 o —b2>:— AL
- log(a?)+ - log(b) - log T < (S (a5 (a-b)?) = S (a-b)
y queda demostrar que esta desigualdad es valida para todo a,b € R. Como
(la] —16])* < (a—0b)?, se asume, sin perdida de generalidad, que tanto a como

b son no negativas asi como se puede asumir que a > b. Para cualquier valor
fijo b > 0 se define la funcion

CL2

() = % log(a?) + 2 log(1?) -

2 b2 2 b2 1
a—21— loga;— —§(a—b)2 Va € [b, 00).

Como h(b) = 0, es suficiente ver que h'(b) = 0 y que h es céncava en [b, 0o)
de modo que asi h(a) < 0 tal y como queremos demostrar. Si se calcula la
derivada de la funcién se tiene

2a*
h'(a) = alOga?—+b2 —(a—10)
y en concreto h'(b) = 0, ademds
2a? 2a?
h”(ot):1—{—10ga2+b2 A <1-1=0

pues se tiene que log(x) —z < —1 y como h”(a) es negativa 6 cero, h(a)

) _
serd concava y asi h(a) < 0.

La desigualdad logaritmica de Sobolev es un resultado mas fuerte que una
desigualdad de Poincaré, como prueban los dos teoremas siguientes,

4.2 Teorema. Para cualquier variable aleatoria no negativa Z, se tiene
Var(Z) < Ent(Z?).

60



Demostracion. Se define el funcional
W,(2) = B[} — (B[ con pe[1,2).

Noétese que si p = 1, Uy (Z) = Var(Z). Ahora bien, si se considera el funcional
Ulp) = ¥,(2)/((1/p) — (1/2)), U(1) = 2Var(Z). Ademas

2Var(Z) = U(1) < U(p).

Se verd que el limite de U(p) cuando p tiende a 2 es 2Ent(Z?) y se con-
cluird que 2Var(Z) < 2Ent(Z?). En primer lugar veamos que la funcién
f(p) = E[2"] es derivable y se calculara el valor de su derivada. Por el teore-
ma 25.12 de [5] como

o p+h_Zp pzh_ »
=lim— =1 - = 1
S i R
basta ver que
=
h

esta acotada por una funcion integrable de modo que

serd uniformemente integrable y se cumplira que

E(zPth) — E(zP p+h _ .p
B[] — lim D) ZBE) 1me(u) = E[:"log 2]
h—0 h h—0

es decir, que E'[2] = E[z*log z]. Para obtener la acotacién se redefine la
funcién como

h h
2"—1 = exp(hlog z)—exp(0log z) = / exp(slog z) log zds = logz/ exp(slog z)ds.
0 0

y se analizan los siguientes casos:
msi 0<2<1 y h>0 entonces |z"—1| < h|logz|
msi 0<2<1 y h<O0 entonces |[2"—1|<|h|llogz]||z|"
»si z2>1 y h>0 entonces [2"—1] < hzllogz.

»siz>1 y h<0 entonces |z"—1]<|h|logz.
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de modo que para todo z y todo h se tiene,

Zh

—1
2P ) < (log 2)2” + (log z) 2.

h

De este modo se puede concluir que f(p) = E[2P] es derivable y que su deri-
vada es E'[zP] = E[zP log 2]. Si llamamos G(p) = E[27]*? y g(p) = log G(p) =
2/plog E[2P] entonces

_ 2E[zPlogz] 2

g'(p) = P 2 log E[2"]

y se puede escribir G(p) = €9®) de modo que

G'(p) = g (p)e®
_ <2 E[zP log 7]
p  E[]

_ 7% (Ele"log 7] — B[} log B[="] ) (E[="])"~"

-~ log BL2")) (1)

Luego, V) (Z) = G'(p). De este modo se tiene,

v (7 — 2(RE[22] 2] _ El22]1oc B[22
lim U(p) = lim 1p( ) — lim Gfp) _ 4( [Z ng] : [Z] og [z ])
p—>27 p—}27 ]_) —_ 5 p_)27 _]? Z
= 2Ent(Z?).

El siguiente paso sera ver que

es no decreciente para ello se vers primero que la funcién a(t) = tlog(E[2'/1])
es una funcién convexa para t € (1/2,1]. Sea a € [0,1] y t1,t2 € (1/2,1] y
recuérdese que « es convexa si

alat; + (1 —a)tz) < aa(ty) + (1 — a)a(ty)
= aty log(B[zY1]) + (1 — a)ty log(B[zY%))
= log(E[zY/1])(@t 4 log(E[z!/t2])(1-0)2

Ahora bien, por la desigualdad de Holder para
1/p=(atr)/(ats + (1 —a)tz) , 1/q=((1—a)tz)/(ats + (1 —a)ts)
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X = zl/tp . Y = g1/t2p

se tiene
E[XY] — E[Zl/(ah-l-(l—a)tz)] S (E[Xp])l/p(E[YqDl/q
A e o AL e

y elevando a ambos miembros de la desigualdad a at; + (1 — a)ty y aplicando
logaritmos se obtiene el resultado, por lo que « es convexa. Por tanto, como
la exponencial es creciente y convexa, entonces la funcién B(t) = e =
(EfY*)? es convexa. Ademds vamos a comprobar que

pt) — 6(1/2)

=12 es no decreciente en (1/2,1]

para ello veamos que si t < t’ se tiene

Bt~ 5(1/2) _ B(E) — B(1/2)
t—1/2 —  t—-1/2

En primer lugar nétese que

-t 1 t—1/2,
t= S 4
t—1/22 ¢ —1/2

v que t,ti—zjz € (0,1), % € (0,1) y como [ era convexa

v —t t—1/2

B(1/2) +

lo que implica

B0 - 51/ < =3 800) - =1

y pasando el factor comin ¢ — 1(/2) al otro miembro de la desigualdad se
tiene
B~ BL2) _ B(E) — B(1/2)
t—1/2 — tv-1/2

De aqui se concluye que la funciéon

es no decreciente en p € [1,2)
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4.3 Teorema. La desigualdad logaritmica de Sobolev para una distribucion
simétrica Bernoulli (4.1) implica que para toda funcion

fA-L1}" =R, Var(f(X)) < E(f).
Demostracion. En primer lugar se vera que
Ent((1 + ef)?) = 2e*Var(f(X)) + € L(e)

con L(e) = Li(e) — Lo(€) acotada en un entorno de 0 y e suficientemente
pequeno.

Sea 0 < ||f]loc < o0. Si se aplica la definicién de entropia a la funcién
((1+ €f)?) se tiene

Ent((1+ €f)?) = B((1 + ef)?log(1 + f)2) — E(1 + ef)? log[E((1 + ¢£)?)]

Llamense A y B a cada uno de los sumandos de modo que
Ent((1+¢f)?) = A— B.

Ahora bien, recuérdese que el desarrollo limitado del log(1+ ) es el siguiente

2

log(1+2z)=2— % +2°R(x) si |z <1

con

e
n=3
13
[676]
Tomo € > 0 tal que 2¢|f]]o + €| f]|% < 1/6 entonces

(ef)?
2

R(x) € si |z] <dp con Jy > 0.

log(1+€f) =ef — + ¢ fPR(ef).

De modo que

2f2
A:QE[(1+e2f2+2ef)(ef—

=2E [ef — g +EfPR(ef) + 22 f2 + 2 FAR (e f) — %64f4 +EfPR(ef)
= 2eEf +3Ef* + 2°B(f*R(ef)) + 2'EQ2F* R(ef) — % 4 4+ 2e°E(f°R(ef))
= 2eBf +36°Ef? +3Li(¢) con Li(e) acotado en un entorno de 0.

+ e fPR(ef)
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B =E(1+ %4 2¢f)log(1 + Ef* + 2¢Ef)

= B(1+ 2+ 2f) [CES* + 2B - (2<Ef +2€2Ef2)2]
FE(+ 74 26f) (2B + CBF)R(26ES +7Bf)
=2Ef + EEf? — (2¢ES +2€2Ef2)2

+ (2¢Ef + EEf?)*R((2eEf + €Ef?)) +4€°E* f + € Lo (e)
con Ly(e) acotado en un entorno de 0.

Llegando asi a que
Ent((1 +ef)?) = A— B = 2e*Var(f(x)) + €’ L(e)

con L(e) = Li(€e) — Ly(€) acotada en un entorno de 0. Por otro lado aplicando
la desigualdad gaussiana de Poincaré a la funcién ((1 + €f)?) se tiene

2¢*Var(f(x)) + € L(e) < 2E((1 + €f)?) = 262E(f).

Dividiendo ambos miembros de la desigualdad por € y haciendo tender € a
0 se tiene

Var(f(X)) < £(f).

El nombre de desigualdad de Poincaré aplicado a la cota del Teorema
(4.3) se justifica por analogia con la desigualdad gaussiana de Poincaré del
capitulo 3, sustituyendo E||V f(X)|| por su versién discreta, E(f).

4.2. Argumento de Herbst

El siguiente argumento, atribuido a Herbst(ver [1] ) proporciona una de-
sigualdad de concentracién para Z = f(X) a partir de una desigualdad
logaritmica de Sobolev. Recuérdese que f: {—1,1}" - Ry X = (X1,..., X,,)
es un vector binario distribuido uniformemente en el hipercubo {—1,1}.

Se usaré la desigualdad logaritmica de Sobolev para distribuciéon Bernoulli
simétrica para la funcién no negativa g(z) = e@/2 donde A € R es un
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parametro cuyo valor se optimizara luego. Ahora bien, si se calcula la entropia
de ¢? se tiene,

Ent(¢%) = Ent(eM®) = AE[Ze] — Ee? log Ee?.

Haciendo uso de que FI(\) = Fe*? es la funcién generadora de momentos de
Z y F'(\) = E[Ze*] es su derivada, se puede escribir,

Ent(g?) = AF'(\) — F(\) log F()).

Por el Teorema (4.1), se tiene

1 & » )
Ent(QQ) < 5 Z E[<€/\f(z)/2 _ M ))/2> }

=1
=Y B[ - eAf(fc“»/z)Q ]
=1 +

donde se usa el hecho de que X vy X@ tienen la misma distribucién. Por otro
lado como la funcién exponencial es convexa se tiene que para todo ntmero
real z >y,

e,2/2 - ey/2 < (Z ; y) 62/2.

Por lo que ahora se tiene,

Bni(g) < 5 SB[ (10 - ) ]

Z =1 +
2 n
= R[S (s - 1) ]
Sea .
2
v= mix 3 (fx)- @),
entonces

2 _ Bt M@ < P g
Ent(¢g°) = Ent(e™'") < 1 Ee '),

Expresando esta desigualdad en términos de la funciéon generadora de mo-
mentos F, se tiene,

AF'(A) = F(\) log F(\) < Z=F(\).
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Ahora el objetivo es resolver ésta desigualdad diferencial. Para ello se dividen
ambas partes por el término positivo A2F(\),teniendo asf

1 F'()\) 1
AF(N) A
Llamando G(\) = log F(\) se observa que G'(\) = % Por lo que la
desigualdad diferencial se puede reescribir como
(—G(A))' <
A 4

log F(\) <

A~ <

Por la regla de L’Hopital se tiene
G(N) log F'(\) . F'(A)  F'(0)

lim =lim ———— =

S W e A\ o0 FOV — F(0)
Ahora cabe distinguir dos casos, si A > 0 6 si A < 0.

=EZ

e Si A > 0, integrando la desigualdad entre 0 y A, se tiene

G(N) Av
—~> <EZ+ —
NS0T
,es decir,
A2y

G(\) < AEZ + Ve
tomando exponenciales a ambos lados
F()\) — Ee)\Z < e)\EZJr%

y por la desigualdad de Markov se tiene
+2
P(Z > EZ +1t) < inf F(\)e XBZH) < inf /AN — =%
A>0 A>0
donde la tdltima igualdad se obtiene de estudiar los extremos de la
funcién A\ /4 — At.

F'(Q)

e S5i A < 0, se estudia de forma similar. Se integra G'(\) = 7oy entre

—\ v 0y se obtiene

F(/\) — Ee)\Z S eAEZ—i—%

lo que implica la desigualdad de cola por la izquierda,

P(Z < EZ —t) < inf F(\)e B4 < inf NV/44A = e .
A<0 A<0

Como consecuencia de lo anterior

t2
P(Z<EZ—t)<e v,t>0.
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4.3. Desigualdad gaussiana logaritmica de So-
bolev

En esta seccion se usa la desigualdad logaritmica de Sobolev en la distri-
bucién simétrica de Bernoulli para derivar a un resultado andlogo bajo la
distribucién gaussiana en R™. Ademas del interés propio de las desigualdades
logaritmicas de Sobolev para el hipercubo binario éstas se pueden usar como
resultados intermedios ttiles para probar la desigualdad gaussiana logaritmi-
ca de Sobolev y una serie de resultados relacionados.

4.4 Teorema (Desigualdad gaussiana logaritmica de Sobolev). Sea
X = (Xy, ..., X,) un vector de n variables aleatorias independientes con dis-
tribucion normal estdndar y sea f : R™ — R wuna funcion continuamente
diferenciable. Entonces,

Ent(f*) < 2E[|v f(2)]]].

Demostracion. Primero se probara para n = 1, esto es, cuando f: R — R es
una funcién continuamente diferenciable en la recta real y X es una variable
aleatoria con distribucién normal estdndar. Véase que si E[f'(z)? = oo, no
hay nada que probar por lo que se asume E[f’(r)?] < co. Por un argumento
de como el usado en el Teorema visto en (2.4.2) es suficiente probar el teorema
para funciones doblemente diferenciables con soporte acotado.

Sean €, €, ..., €, variables aleatorias Rademacher e independientes. Re-
cuérdese de la prueba de la desigualdad gaussiana de Poincaré que

i B[ [7( 2 w) - (G o2 ) [ = amire)

Por otra parte, para cualquier funciéon f continua uniformemente acotada,
por el teorema central del limite se tiene

lim Ent [f%% é e)} = Ent[f(X)?.

La prueba se completa haciendo uso de la desigualdad logaritmica de Sobolev
para una distribucién simétrica Bernoulli (4.1) que afirma que,
]

o (e 5] < B 5) (G S 2)
(4.2)
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La extension del resultado para n > 1 se sigue del teorema de la sub-
aditividad de la entropia (3.15) por el que se tiene

Eni(f%) < 3 B[EO[7(X)*log £(X)?] ~ EV[7(X)?] log BV [/ ()7

Y por el resultado probado para n =1 (4.2) se llega a
EO[f(X)?log £(X)?] = BV[f(X)*]log EV[f(X)?] < 2EV[(9:f (X))?]

y como ||V f(z)||? = Y1, (0:f(X))? se completa la prueba.

4.4. Concentracion gaussiana: Desigualdad de
Tsirelson-Ibragimov-Sudakov

Igual que la desigualdad logaritmica de Sobolev para distribuciones Ber-
noulli simétricas conduce mediante el argumento de Herbst a desigualdades
exponenciales de concentracién, la desigualdad logaritmica gaussiana de So-
bolev lleva a desigualdades de colas exponenciales para funciones suaves de
variables aleatorias independientes normales. A este resultado se le conoce
como desigualdad de concentracién gaussiana y es el que aparece a continua-
cién.

4.5 Teorema. Sea X = (X1,...,X,) un vetcor de n variables aleatorias
independientes con distribucion normal estdndar y sea f : R* — R una
funcion L-Lipschitziana, esto es, que existe una constante L > 0 tal que para
todo x,y € R"

|f(z) = f(y)| < L[z — yl|.
Entonces, para todo A € R,

)\2
log EeA (@) -Ef@) < ?LQ.

Demostracion. De nuevo por un argumento de densidad como el del Teorema
visto en (2.4.2) se puede asumir que f es diferenciable con gradiente unifor-

memente acotado por L. También se puede asumir que Ef(z) = 0. Usando
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la desigualdad logarftmica gaussiana de Sobolev para la funcién eM/? se
obtiene,

\? A2
Ent(e*) < 2E[||ver®/2|1?] = 3E[e”(x)|wf(:c)ll2] < ELZEeAf@).

Denotando F()\) = EeM®@ y F'()\) = E[f(x)eM®)] es su derivada, se puede
escribir,

AF'(A) — F(\) log F(\) < /\;L2F(A)

para resolver ésta desigualdad diferencial, se dividen ambas partes por el
término positivo A2F()\), teniendo asf
1 F'()\) 1
———— —log FF(\) <
NFO) a8 (W) =
Llamando G(\) = log F'(\) se observa que G'(\) = % Por lo que la
desigualdad diferencial se puede reescribir como
2
(CWy <&
A -2
Por la regla de L’Hopital se tiene
GO TP F() _ F(0)

lim ——= = lim

W Ty T e T Fo)

Ahora cabe distinguir dos casos, si A > 0 6 si A < 0.

e Si A > 0, integrando la desigualdad entre 0 y A, se tiene

G 12
CN gy
N ST A

es decir,
2

L
G(\) < AEZ + )\7
tomando exponenciales a ambos lados
F(\) = BeM < ABZAE

y como EFZ =0

es decir,



e Si A < 0, se estudia de forma similar. Se integra G'(\) = =& entre
—Ay 0y se obtiene

F(\) = EeM < AEZHAL

y como EZ =0

es decir,

O

Al igual como ocurria para la desigualdad logaritmica de Sobolev para
una distribucién simétrica Bernoulli con la cota sub-Gaussiana obtenida pa-
ra la funcién generadora de momentos se llega a una desigualdad de cola
exponencial via la desigualdad de Markov. Mas precisamente se obtiene el
siguiente resultado

4.6 Teorema (Desigualdad de concentracién gaussiana). Sea X =
(X1, ..., X)) un vector de n variables aleatorias independientes con distribu-
cion normal estandar y sea f : R™ — R una funcion L-Lipschitziana enton-
ces, para todo t > 0,

P(f(x) = Ef(x) > ) < e /27,
Se puede ver que, al contrario de lo que ocurria en la desigualdad de con-

centracién para variables aleatorias simétricas de Bernoulli, la cota obtenida
no depende de la dimensién n.

Una aplicacion significativa del teorema anteriormente visto es la siguiente

4.7 Ejemplo (Norma de un vector gaussiano). Sea X = Xj,..., X,, un
vector cuyas variables siguen la distribuciéon normal con media 0 y matriz de
covarianzas I'. Sea p > 1 y se considera la variable aleatoria Z con valores
reales definida por la p-norma de X, esto es,

- 1/p
Z =Xl = (3 1x)
=1
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Como I' es semidefinida positiva, existe una matriz A n X n que satisface
AT A = T. Entonces el vector gaussiano X se distribuye como AY donde
Y = (Y1, ..., Y,) se distribuye conforme a la distribucién gaussiana candnica,
es decir, las componentes de Y son variables aleatorias independientes con
distribucién normal estandar. Entonces f(y) = ||Ay||, es una funcién lips-
chitziana de R™ a R con constante Lipschitz L igual al operador norma de A
que hace corresponder [? a [P, esto es,

def

L=|[Allpww = sup  [[Ay][,.
yeR™Jyl[2=1

Con esta notacion,

P(||X|, — E||X||, > t) < e t/214IF,

4.5. Desigualdad de concentracion para el su-
premo de procesos gaussianos

En esta seccion se ilustrara la desigualdad de concentraciéon gaussiana
viendo como ésta implica de una forma simple una desigualdad de concen-
tracién para el supremo de un proceso gaussiano. Una caracteristica clave de
la desigualdad de concentracion gaussiana es que la cota superior no depen-
de de la dimension n. Esto nos permite extenderlo facilmente a un escenario
de dimensién infinita que se describird a continuacién. Sea T y sea (X;)ier
un proceso gaussiano indexado por 7, es decir, que una variable aleatoria
X; es asignada a todo t € T y para toda coleccién finita {ty,...,t,} C T el
vector (Xj,, ..., Xy, ) tiene conjuntamente distribucién gaussiana con media 0.
Ademas, se asume que T estd totalmente acotada (es decir, para todo t > 0
se puede recubrir por un nimero finito de bolas de radio t) y el proceso gaus-
siano es continuo casi seguro, es decir, con probabilidad 1 X; es una funciéon
continua en t.

4.8 Teorema. Sea (X;);er un proceso gaussiano centrado y continuo (casi
seguro) e indexado por un conjunto T precompacto para d(s,t) = /E(X; — X)?.
Si

o® = sup E[X7],
teT
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entonces Z = sup, X, satisface que Var(Z) < o y para todo u > 0,

P(Z —EZ >wu) < e %/

P(EZ — 7 > u) < %/

Demostracion. Se asume que T es un conjunto finito. Si 7 no es finito se pue-
de extender a un 7 precompacto arbitrario pues en particular 7 es separable,
por lo que existe un subconjunto D denso y numerable tal que

sup X; = sup X;.

teT teD
Sea
D= {dn}nZI
y
Z =sup Xy = lim sup(Xy,, ..., Xg,) = lim Z,
con Z, = sup(Xg, ..., Xq,). Por el teorema de la convergencia mondtona
se tiene que lim, .., £Z, = EZ. Como (X;)ier es un proceso gaussiano

P(Z, > u+ EZ,) < e /%) con o2 = SUp,,<, EX7 . Ademds se tiene que

lim o2 = lim sup EX; =o? =sup EX .
n—00 N—00 1 <n, m n>1 "

Se considera 0? < oo y se tiene 02 < g2. Como Z, es positiva,

EZ,<\/EZ2 < \/VarZ, < 0, < 0.

De modo que
EZ <o < 0.

Como Z,, converge a Z en distribucion se tiene,

lim P(Z, >t)=P(Z >t) paratodo t de continuidad de Z.

n—o0

En concreto,

lim P(Z, — EZ,>t)=P(Z—FEZ>t) paratodot de continuidad de Z.

n—oo

y
lm e—t2/(202) — g=12/(20%)
n—oo

de modo que,
P(Z—EZ>t)<e /%7 vi>o.
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Se asume por simplicidad que 7 = {1,...,n}. Sea I' la matriz de covarian-
za del vector centrado gaussiano X = (Xi,...,X,). Se denota por A la
rafz cuadrada de la matriz semidefinida positiva I, es decir, ATA = T'. Si
Y = (Y1,...,Y,) es un vector de variables aleatorias independientes con dis-
tribucién normal estandar, entonces f(Y) = max;—;__,(AY) tiene la misma
distribucion que max;—; ., X;. Por lo tanto se puede aplicar la desigualdad
de concentracién gaussiana acotando la constante Lipschitziana de f. Por la
desigualdad de Cauchy-Scharwz para todo u,v € R" yi=1,....,n

1/2
(Au)s = (Av)il = [ Ausly = )| < (42)) llu— vl
J
Como 7. A?; = Var(X;), se tiene
|[f(uw) = f(o)] < mdx |(Au); — (Av);| < of|u —v]]
Ademds f es lipschitziana con constante o : ||f||L < o y se sigue de la
desigualdad de concentracion gaussiana que las colas estan acotadas, ademas

como Var(f(X)) < L? y en este caso L = o se obtiene asf la cota de la
varianza.
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