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RESUMEN.—En el marco del estudio de la preferencia con indife-
rencia no transitiva, y a la luz de una reciente caracterizacién ordinal de
la representabilidad de 6rdenes-intervalo a través de dos funciones con
valores reales, damos una visién panoramica de los diversos problemas
que permanecen abiertos en el anélisis de estas estructuras ordenadas.

1. INTRODUCCION

En un reciente trabajo debido a Oloriz et al. (1998) se ha dado
un teorema de caracterizacién de la representabilidad natural de una
estructura de orden-intervalo (X, <) a través de dos funciones reales
u,v: X — R de forma que z <y < u(z) <v(y) (z,y € X).
Se cerrd asi un problema que ha permanecido abierto durante unos
quince anos, aparecido a partir de una trilogia de articulos debida a
Douglas S. Bridges. (Véase Bridges (1983, 1985, 1986). Para una maés
completa informacién constltese la monografia Fishburn (1985) o, tal
vez mejor por su actualidad, el capitulo 6 del libro Bridges y Mehta
(1995)). El concepto de orden-intervalo fue introducido como tal por
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Matemadtico de la Preferencia”, subvencionado por el Gobierno de Navarra (Dic.
1996).
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Peter C. Fishburn. (Véase Fishburn (1970 a)). No obstante, hay
un caso particular de orden-intervalo muy significativo y de aparicién
previa como es el concepto de semiorden. (Véase Luce (1956), Scott y
Suppes (1958), Suppes y Zinnes (1963), Scott (1964), Krantz (1967),
o Gensemer (1987 a,b)). Tales conceptos se introdujeron en la litera-
tura econémica para la modelizacion de preferencias con indiferencia
no necesariamente transitiva. (Véase por ejemplo Fishburn (1970 b),
o Bosi e Isler (1995)).

En el presente articulo tratamos de mostrar en forma panordmica
qué problemas han sido ya resueltos en torno de estas estructuras orde-
nadas, y sobre todo, qué problemas quedan todavia abiertos. Damos
también un amplio repaso a las distintas técnicas que han ido em-
pledndose, asi como sugerencias acerca de las lineas que cabria seguir
para abordar los problemas que quedan sin resolver.

2. CONSIDERACIONES PREVIAS

En lo que sigue “<” denotara una relacién binaria asimétrica
definida sobre un conjunto no vacio X. Le asociaremos otras dos
relaciones binarias que denotaremos res—pectivamente mediante “=<”
y "~", y que vienen dadas por z Ry <= (y<z)yr~y <
x <y, y 3z Alarelacién < se le denomina preferencia estricta.
A la relacién <, preferencia débil, y a la relacién ~ se le denomina

indiferencia.

DEFINICION: Se dice que la relacién binaria < es un orden-
intervalo si (x < y,a < b) => o bien z < b, o bien a < y, (o ambas
a la vez).

Observemos que al ser < una relacién asimétrica, si es un orden-
intervalo entonces debe ser transitiva. (Para probarlo, basta tomar
a=1vy , b= zen ladefinicién de orden-intervalo, y observar que ha
de descartarse la posibilidad y < y puesto que una relacién asimétrica
es en particular irreflexiva.)

Cabe hacer notar también que siendo < un orden-intervalo, las
relaciones asociadas = y ~ pueden no ser transitivas. Un ejemplo
de tal situacién aparece al definir < sobre la recta real IR como z <
Yy &= r+1<uy.

La nomenclatura orden-intervalo se asocia al siguiente ejemplo,
bien conocido, propio de la Economia: Supongamos que salen al
mercado dos bienes z e y de parecidas caracteristicas. Segiin dénde
vayamos a comprar el bien z tendremos que pagar un precio u otro,



Preferencias con Indiferencia ... 95

mas o menos proximos, de manera que podemos pensar que los posi-
bles precios a que puede venderse el producto x oscilan entre un valor
minimo u(z) y un valor méximo v(z). (Obviamente u(z) < v(z)).
De manera andloga, los posibles precios a los que puede venderse el
producto y oscilardn en un intervalo (u(y) , v(y)) con u(y) < v(y).
Loégicamente, un consumidor dird que el bien x es definitivamente maés
barato que el bien y si ocurre que el méximo precio (v(z)) a que puede
venderse z es menor que el minimo precio (u(y)) a que puede venderse
y. Esto define una relaciéon < sobre el conjunto de los bienes, dada por
z <y <> v(z) <wu(y), o equivalentemente a X b < u(a) < v(b),
siendo u(z) < v(z), para todo bien z. Pues bien, esta relacién < es
el ejemplo més tipico (y quizd el primero en considerarse) de la es-
tructura ordenada que ha pasado a denominarse orden-intervalo en la
literatura.

Estas consideraciones sugieren la representacion natural mediante
un par de funciones con valores reales, para una estructura (X, <) de
orden-intervalo.

DEFINICION: Sea X un conjunto no vacio y sea < una relacién
binaria de tipo orden-intervalo definida sobre X. Diremos que la
estructura ordenada (X, <) es representable si existen dos funciones
u,v: X — IR tales que

w(z) <v(z) , z<y < v(z)<uly) (z,y€X).

Resulta sin embargo que el ejemplo que hemos considerado més
arriba (donde < se definia sobre la recta real IR mediante z <y <=
x4+ 1 < y), no es el éptimo para entender la estructura ordena-
da de orden-intervalo. La razén es que otra forma equivalente de
entender un orden-intervalo representable (X, <) es mediante una
correspondencia C que asigna a cada elemento x € X el intervalo
(u(z) , v(z)) C R. Hay que tener presente que estos intervalos no
tienen por qué tener la misma longitud, esto es, si  x # y no nece-
sariamente se ha de tener la igualdad entre v(z) —u(z) y v(y) — u(y).
Si tal cosa ocurriera, esto es, si v(z) — u(z) fuese una constante re-
al £ > 0, la misma para todo z € X, se tendria un notable caso
particular de orden-intervalo, denominado semiorden en la literatura,
y de aparicién anterior al concepto mas general de orden-intervalo.
(Véase Luce (1956), trabajo donde se introdujo el concepto de semi-
orden ). (Obsérvese que en el ejemplo antes considerado, podemos
tomar v(z) = u(z) +1 (2 € R)). Este tipo de representacién
Tz <y <= u(z)+k < u(y) serd la natural para una estructura de
semiorden. Sin embargo, no hemos dado atin la definicion técnica y
abstracta de estas estructuras ordenadas. Lo hacemos a continuacién.
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DEFINICION: Una relacién binaria < de tipo orden-intervalo
definida sobre un conjunto no vacio X se denomina semiorden si
ocurre que para cualesquiera a,b,c,d € X se tiene que

(a<b, b<c)=(obiena<d obiend=<c).

Una estructura de semiorden (X, <) se dice representable si existen
una funcién u : X — IR y una constante real no negativa k de manera
que z <y <> u(z)+k<uly) (z,y€X).

El concepto de semiorden fue introducido en estudios de Psicologia
Matemaética en lo que se denomina Teoria de la Medicion (véase Luce
(1956), Scott y Suppes (1958), Suppes y Zinnes (1963), Scott (1964),
Krantz (1967), Tversky (1969) o Fisburn (1970 b)) a fin de interpre-
tar situaciones de “indiferencia no transitiva con umbral de percep-
cion”. Supongamos asi que la capacidad humana de distincién entre
dos cantidades de una misma cosa no permite distinguir (y por tanto
las declara indiferentes) dos cantidades que se diferencien en menos
de un umbral de percepcion a € (0, +00), que supondremos fijo e in-
variable para todo ser humano. En las situaciones en que tal umbral
sea estrictamente positivo se producird indiferencia no transitiva. Un
ejemplo clasico atribuido a Armstrong (véase Armstrong (1950), p.
122 | o bien Fishburn (1970 b)) nos habla de una persona que prefiere
una taza de café con un azucarillo a una taza de café sin azicar. Si
a esta persona le hacemos comparar sucesivamente tazas que se dife-
rencian Unicamente en tener un grano de aziicar mas, entre cada dos
tazas consecutivas nuestro consumidor se habra mostrado indiferente.
Sin embargo es obvio que al cabo de un cierto nimero de pasos in-
termedios habremos pasado de la taza sin nada de azucar a la taza
con la cantidad equivalente a un azucarillo, taza que es estrictamente
preferida por nuestro consumidor a la taza sin azicar. Se manifiesta
asi una clara intransitividad de la indiferencia.

Por dltimo aparece un nuevo caso particular clave de semior-
den, que corresponderia a la capacidad de discriminacidn perfecta, o,
en el contexto anterior, al umbral de percepcion cero. También, en
una situacién en la que dispongamos de una estructura de semior-
den (X, <) representable, para la cual la constante k asociada a la
re—presentacion sea precisamente k = 0, se llega a que la relacién bi-
naria < es un orden estricto, esto es, se trata de una relacién binaria
asimétrica y negativamente transitiva (-(z < y) , -(y < 2) =
-(z < 2).) Equivalentemente, la relacién asociada =< es un preor-
den total (reflexiva, transitiva y completa). Puede observarse que
la relacién de indiferencia ~ resulta ser transitiva en este caso. En
definitiva, tendriamos aqui la siguiente definicién:
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DEFINICION: Una relacién binaria asimétrica y negativamente
transitiva < definida sobre un conjunto no vacio X se denomina or-
den estricto. Una relacién binaria < reflexiva transitiva y completa
se denomina preorden total. Un preorden total pasa a denominarse
cadena u orden total si es ademds antisimétrico (estoes x <y , y <
x= 2z =y (x,y € X)). Un orden estricto es representable si existe
una funcién u : X — IR, denominada funcion de wutilidad tal que
Tz <y < u(z) <uly) (z,y € X). De idéntica forma, un preorden
total es representable si existe una funcién u : X — R (también
denominada utilidad), tal que z <y < u(z) <uly) (z,y € X).

NOTAS 1:

i) Obsérvese ademds que si < es un orden estricto entonces su
preferencia débil asociada < es un preorden total. De la misma
forma, si < es un preorden total, la relacién < definida por
x <y <= —(y <X ) es un orden estricto.

ii) Cuando se dispone de un orden estricto <, o equivalentemente
un preorden total < definido sobre un conjunto no vacio X, el
hecho de que la relacién de indiferencia ~ sea transitiva permite
considerar el espacio cociente £ = {(z) : (2 € X)}, siendo
(z) = {z € X,z ~ z (z € X)}. Tal espacio cociente pasa a
estar dotado de un orden total o cadena, que denotaremos tam-
bién < dado por (z) < (y) (en el espacio cociente) <= x Xy
(en X). Por todo esto, es inmediato observar que la bisqueda
de representaciones de utilidad para conjuntos totalmente orde-
nados se reduce a la bisqueda de representaciones de utilidad
para cadenas. (Para més informacién véase Tanguiane (1988),
Candeal e Indurdin (1990) o Candeal e Indurdin (1993)).

En la presentacién de conceptos que hemos dado aqui (orden-intervalo,
semiorden como caso particular, y orden estricto como caso particu-
lar de este tiltimo) hemos seguido el orden inverso al de la aparicién
cronoldgica de estos conceptos en la literatura econémica. El primer
concepto en aparecer fue el de orden estricto (o su equivalente preor-
den total). Y ya a principios de los afios cuarenta se disponia de una
caracterizacion ordinal de la representabilidad de una cadena a través
de una funcion de utilidad. (Véase Milgram (1939), Birkhoff (1940,
1967), Debreu (1954, 1959, 1964) o los primeros capitulos de Bridges
y Mehta (1995) ).

DEFINICION: Dado un preorden total < definido sobre un con-
junto no vacio X diremos que es perfectamente separable si existe un
subconjunto numerable D C X tal que para cualesquiera z,y € X
con z <y (estoes, ~(y <X z)) existed € Dconz <Xd, d=y.
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TEOREMA 1.: Sea X un conjunto no vacio y sea = un preorden
total definido sobre X. Entonces < es representable mediante una
funcién de utilidad si y solamente si es perfectamente separable.

DEMOSTRACION: Hay multiples demostraciones de este hecho
en la literatura. Véase, por ejemplo, Milgram (1939), Birkhoff (1940,
1967), Debreu (1954, 1959, 1964), Bowen (1968), Jaffray (1975), Tan-
guiane (1988), Candeal e Indurdin (1990, 1993), o el completo estudio
que se realiza en los primeros capitulos de Bridges y Mehta (1995). O

3. MAS ALLA DEL CASO NUMERABLE: ORDENES-INTERVALO
Y CONDICIONES DE SEPARABILIDAD

A la vista de la caracterizacién ordinal de la representabilidad de
predrdenes totales dada en el Teorema 1 anterior, la primera cuestién
que cabe plantearse es la existencia de alguna condicién de separabili-
dad para érdenes-intervalo que caracterice su representaciéon numérica
a través de dos funciones con valores reales. Tal cuestién aparece ya
en forma mas o menos explicita en trabajos como Bridges (1983, 1985,
1986), Chateauneuf (1987), Gensemer (1987 a,b), Bosi e Isler (1995),
o el capitulo 6 de Bridges y Mehta (1995).

Antes de analizar esta cuestién anterior cabe todavia preguntarse
acerca del porqué de condiciones de separabilidad, puesto que lo que
ocurre en predrdenes totales podria no tener sentido al considerar
otras estructuras como son los 6rdenes-intervalo.

Una condicién de separabilidad trata en cierto modo de buscar un
adecuado subconjunto numerable del conjunto ordenado que estamos
considerando. Ademds tal conjunto numerable debe estar “repartido”
por todo el conjunto ordenado. Esto nos hace pensar que si el conjunto
de partida fuese numerable de entrada, entonces forzosamente sera
repre-sentable. Para el caso de érdenes y predrdenes totales este es
un hecho bien conocido. Se tiene el resultado siguiente.

TEOREMA 2. : El conjunto @ de los niimeros racionales, dotado
con su orden natural < contiene isoténicamente una copia de cualquier
orden total que pueda definirse sobre un conjunto numerable. En con-
secuencia, todo conjunto numerable totalmente preordenado es repre-
sentable a través de una funcién de utilidad.

DEMOSTRACION: Aparece ya implicita en Debreu (1959). Puede
verse también en Birkhoff (1967) (Teorema 22 en p. 200). O

Visto esto para predrdenes totales debemos preguntarnos si una
situacién similar se da para drdenes-intervalo, en el sentido de que
todo orden-intervalo sobre un conjunto numerable admita una repre-
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sentacién mediante un par de funciones con valores reales. A tal
respecto se tiene el resultado siguiente:

TEOREMA 3. : Sea X un conjunto numerable y sea < un
orden-intervalo definido sobre X. Existen entonces dos funciones
u,v : X — IR de manera que

u(z) <v(x) , <y <= v(z)<uly) (z,y€X).

DEMOSTRACION: Véase Fishburn (1970 a), Bridges (1983), la
seccién 1.3 de Subiza (1992), o Bogart (1993). O

Curiosamente, no hay un resultado similar para la estructura in-
termedia de semiorden. A tal respecto se tiene el ejemplo siguiente.
EJEMPLO 1. : (Construccién de un semiorden numerable no repre-
sentable)

Con la representacién natural de una estructura de semiorden
(X, <) mediante una funcién « : X — IR y una constante no negati-
va k € (0+00) de forma que z <y <= u(z)+k < u(y) observamos
que si k # 0 y existen dos elementos z,y € X con z < y y tales que
existe toda una familia numerable de elementos distintos dos a dos
{zn € X ; n € IN} tales que

i) o bien z < &, < 41 <y para todon € N,

ii) o bien z < zp41 < z, <y para todo n € NN,
entonces en la situacién primera se tiene, para cada n € IN:
u(x) + k <u(zy), w(z1)+k<u(z),

vy W(zn) Hk <u(xpyr), w@pg) +E <wl(y),

y facilmente se obtiene que
w(z) + kn <u(y) (ne€IN),

con lo que el valor de u(y) seria infinito, lo que es imposible.

En la situacién segunda ocurre algo parecido, llegandose a la con-
tradiccién de que el valor de u(x) deberia ser menos infinito.

Por otra parte, si k& fuese nula, la validez de la representacién
z <y <= u(z) < u(y) conlleva que “<” sea un orden estricto. De
esta forma, si damos un ejemplo de un semiorden numerable tal que no
sea un orden estricto y ademds existan dos elemento z,y verificando
una de las dos condiciones ) o i) anteriores, estd claro que un tal
semiorden no admitira representacion.
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He aqui una tal estructura de semiorden: Consideremos el conjun-
to X =Q xQ dotado de la relacién binaria < dada por

(a,b) < (¢,d) <= obiena<cobiena=c¢, b+1<d.

No es un orden estricto ya que

0,0~ (0,2), (0,3

1 4) ~ (0,§), pero (0,0) < (0,%).

2

Contiene subconjuntos del tipo de las condiciones i) o ii) anteriores,
sin més que pensar que la restriccién de < a @ x {0} es un orden
estricto. Por ltimo, es facil comprobar que (X, <) es una estructura
de semiorden.

NOTAS 2:

i)

i)

iii)

iv)

Notese que por el Teorema 3, la estructura (X, <) serd repre-
sentable como orden-intervalo. (Recuérdese que semiorden es
un caso particular de orden-intervalo).

En Scott y Suppes (1958) se demuestra que ciertas estructuras
numerables de semiorden (X, <) pueden ser representables, aun
sin tratarse de drdenes estrictos. Sin embargo, haya que recalcar
que no se trata de todas las estructuras numerables de semior-
den, como se interpreta incorrectamente en p. 54 de Subiza
(1992).

Aparece un “subconjunto prohibido” para la representabilidad
de semiérdenes (X, <) que no sean 6rdenes estrictos. Si siendo
a,b € X definimos aRb como

a ~ by para todo c € X se tiene (a ~ ¢ < b~ ¢),

obtenemos que R es transitiva. Si el espacio cociente % contiene
un subconjunto para el cual la restriccion de la relacién que <
define de manera obvia sobre % resulta ser un orden estricto, y
tal que su tipo de orden es precisamente el de IN€p 1 o su dual,
entonces (X, <) no es representable como semiorden.

La técnica de probar que una estructura ordenada de tipo orden-
intervalo no serd re—presentable en cuanto contenga ciertos sub-
conjuntos prohibidos aparece ya en Mittas (1995).

PROBLEMA ABIERTO 1. : Queda como problema abierto determi-
nar completamente todos aquellos semiérdenes numerables que sean
representables como semiorden.
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CONJETURA: Conjeturamos que si X es un conjunto no vacio
y < es un semiorden sobre X que no es orden estricto, entonces <
es representable como semiorden si y sélo si % (definido como en la
Nota 2 iii anterior), una vez se le dota de la relacién determinada por

<, no contiene una copia isoténica de IN@ 1 ni de su dual.

Podemos resumir toda la discusién anterior en que condiciones
del tipo “separabilidad” no son suficientes para encontrar representa-
ciones de semidrdenes, aunque si lo sean para representar tanto érdenes
estrictos como érdenes-intervalo.

Presentamos a continuacién las condiciones de tipo separabilidad
que caracterizan la representabilidad de una estructura de orden-intervalo,
tal y como aparecen recogidas en Oloriz et al. (1998). Para ello nece-
sitamos introducir algunos conceptos y resultados previos.

DEFINICION: Sea X un conjunto no vacio, y sea < un orden-
intervalo definido sobre X. Dado un par ordenado (z,y) € X x X
denotamos por A(z,y) (en este orden) el conjunto siguiente, denomi-
nado conjunto caracteristico asociado al par (z,y):

A(z,y) ={s€ X : existea€ X tal que x 2 a < s <Xy}

Diremos que una estructura de orden-intervalo (X, <) es separable
como orden-intervalo si existe un subconjunto numerable D C X tal
que para cualesquiera z,y € X con z < y podemos encontrar d €
DN(A(z,y) \ (A(z,z) U A(y,y)))-

Este concepto de separabilidad como orden-intervalo dio lugar a
un teorema clave (véase Oloriz et al. (1998)) que proporciona una
caracterizacién ordinal de la representabi-lidad de una estructura de
orden-intervalo (X, <) a través de una pareja de funciones con valores
reales u,v : X — IR de manera que

z<y < v(z) <uly) (z,y€X).

El problema de encontrar una adecuada caracterizacién ordinal de
la representabilidad de érdenes-intervalo fue planteado ya en Bridges
(1983, 1985, 1986). A tal respecto se tiene:

TEOREMA 4. : Sea (X, <) una estructura de orden-intervalo
donde X es un conjunto no vacio. Se verifica que la estructura (X, <)
es representable como orden-intervalo mediante dos funciones u,v :
X — Rtalesquez <y < vz <uly) (z,ye X)siy
solamente si es separable como orden-intervalo.

DEMOSTRACION: Se trata del resultado central de Oloriz et al.
(1998). O
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4. TECNICAS BASADAS EN APLICACIONES BIVARIANTES
Y ECUACIONES FUNCIONALES

Las técnicas empleadas en Oloriz et al. (1998) para probar su
resultado central (el Teorema 4 de la seccién anterior) se basan en el
empleo de aplicaciones bivariantes, entendiendo por tales aplicaciones
de X x X en R, donde X es un conjunto no vacio dotado de una
relacién binaria que denotaremos <, y que intentamos “representar”
enla forma z <y <= F(z,y) >0

Observemos que esta es una idea con claras connotaciones econémicas:
Para saber si un producto es mds caro que otro no tenemos por qué
conocer exactamente el precio de cada uno de estos productos, ya que
basta con que nos digan que la diferencia entre lo que cuesta el primer
producto y lo que cuesta el segundo es estrictamente positiva.

El tipo de aplicacién bivariante F' que se maneje daré lugar a la
posibilidad de repre-sentar unos tipos u otros de relaciones binarias.
Asi, por ejemplo, si < es un preorden total representable a través
de una funcién de utilidad v : X — IR en la forma z <y <
u(z) < u(y), Hamando F(z,y) = u(y) — u(x) resulta que z < y <=
F(x,y) > 0.

De la misma manera, si < representa un orden-intervalo sobre un
conjunto no vacio X, y la estructura ordenada (X, <) es representable
por un par de funciones u,v : X — Renlaformaz <y <= v(z) <
u(y), w(z) <v(x) (z,y € X), llamado G(z,y) = u(y) — v(x) se
tiene también una representacién del tipo z <y < G(z,y) > 0.

Cabe entonces analizar qué diferencias hay entre la expresion F(z,y) =
u(y) — u(z) que manejamos en el caso de un preorden total repre-
sentable, y la G(z,y) = u(y) — v(z) que aparece en el caso de un
orden-intervalo representable.

La diferencia fundamental estriba en qué ecuacion funcional satis-
face la aplicacion bivariante que hayamos considerado en cada caso.

De este modo en el caso de un preorden total representable, la
aplicacién F' tal que F(z,y) = u(y) — u(x) satisface claramente la
ecuacion funcional siguiente, denominada ecuacion de Sincov :

F(z,y) + F(y,2) = F(z,2) (z,y,2 € X).

En el caso de un orden-intervalo representable, la aplicacién G dada
por G(z,y) = u(y) — v(x) satisface la ecuacién funcional

G(z,y) + Gy, 2) = G(z,2) + G(y,y),

que se denomina ecuacion funcional de la separabilidad, y que de-
termina a aquellas funciones de dos variables H(z,y) cuyas variables
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independientes pueden “separarse”, de modo que la funcién pasa a
expresarse como suma de dos funciones, una dependiendo sélo de la
variable z y otra dependiendo sélo de la variable y.

(Para mds informacién sobre éstas y otras ecuaciones funcionales
consiiltese Castillo y Ruiz (1993)).

En Oloriz et al. (1998) se probé que toda solucion de la ecuacién
funcional de la separabilidad sobre un conjunto no vacio X determina
sobre X wun orden-intervalo representable <. Se tiene el siguiente
resultado:

TEOREMA 5. : Sea X un conjunto no vacio y sea < una relacion
binaria asimétrica definida sobre X. Son equivalentes:

a) La relacién < es un orden-intervalo representable,

b) existe una aplicacién bivariante F' : X x X — IR tal que © =
y < F(z,y) 20y F(z,y) + F(y,2) = F(z,2) + F(y,y) para
cualesquiera z,y,2 € X.

(Recordemos que z <y <= -(y <z) (z,y € X)).

NOTAS 3:

i) Hay un resultado similar para predrdenes totales. Es féacil probar
que una relacién binaria < sobre un conjunto no vacio X es un
preorden total representable mediante una funcién de utilidad
si y sélo si existe una aplicacién bivariante F' : X x X — R
que es solucién de la ecuacién funcional de Sincov, y tal que
x Xy <= F(z,y) > 0. De esta forma tenemos que toda
solucién de la ecuacién funcional de Sincov sobre un conjunto
no vacio X determina sobre X un preorden total representable
mediante una funcidn de utilidad.

ii) También hay un resultado similar para semidrdenes: Siendo X
un conjunto no vacio, una relacién binaria asimétrica < definida
sobre X la relacién < es un orden-intervalo representable si y
sélo si existe una aplicacién bivariante F': X x X — IR tal que
z =y < F(z,y) >0y F(z,y) + F(y,2) = F(z,2) + F(¢,1)
para cualesquiera z,y, 2,t € X.

iii) Técnicas basadas en ecuaciones funcionales han sido utilizadas
recientemente en Rodriguez-Palmero (1997) para estudiar rela-
ciones binarias aciclicas, marco mas general que el de orden-
intervalo.
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Analicemos con maés detalle las ecuaciones funcionales que han ido
apareciendo para el caso de érdenes-intervalo y semiérdenes: Si te-
nemos que F' es una solucién de la ecuacién de la separabilidad so-
bre un conjunto no vacio X resulta que fijando 2y € X y llaman-
do u(y) = —F(y,x0), v(z) = F(z,z) +u(z) (z,y € X) tene-
mos que F(Tvy) = F(IL‘,CL‘()) + F(yay) - F(yaZEO) = —(—F(SB,IL‘O)) +
(F(y,y) +u(y)) = —u(x) + v(y). Supongamos ademds que F verifica
que F'(xz,z) > 0 para todo € X. Definimos ahora una relacién bina-
ria X sobre X dada porz <y <= F(z,y) >0 <= v(y)—u(z) >0.
(Equivalentemente serd z <y <= —(y < z) < -(v(z) — u(y) >
0) < v(x)-u(y) <0 < v(r) < u(y)). Como se tiene que
F(z,z) > 0 para todo z € X resulta que < es reflexiva, luego < es
irreflexiva. Como F(z,y) + F(y,z) = F(z,z) + F(y,y) > 0 se sigue
facilmente que < es asimétrica. Una situacién del tipo z <y, z < t se
traduce en que F(y,z), F(t, z) son estrictamente positivos. Un sen-
cillo calculo, teniendo en cuenta que F es solucién de la ecuacién de
la separabilidad, nos conduce a F(y,z) + F(t,2) = F(y, z) + F(t, ),
luego alguno de los términos en el segundo miembro de la igualdad
ha de ser estrictamente positivo, de manera que o bien z < y o bien
z < t. En definitiva, la aplicacién binaria < asi definida es un orden-
intervalo.

Con técnicas similares, si tenemos una aplicacién bivariante F
definida en X y tal que sea solucién de la ecuacién funcional F(z,y)+
F(y,z) = F(z,z) + F(t,t) (z,y,2,t € X), se sigue inmediatamente
que F(t,t) = F(a,a) para cualesqueira t,a € X, de manera que la
expresién k(zr) = F(xz,z) (z € IR) es una constante k € R.

Si tuviéramos que k > 0, no resulta dificil ver que la relacién <
definida en X mediante x <y <= F(y,z) > 0 constituye en X
un semiorden que no es orden estricto, y que se verifica r <y <
u(x) + k < u(y), siendo u(z) = —F(x,z0) donde z,y,z9 € X con zg
cierto elemento prefijado.

Por 1ltimo, si k = 0 la aplicacion bivariante F’ satisfar4 la ecuacién
funcional de Sincov, y la relacién binaria < dada por z < y <=
F(y,x) > 0 resulta ser un orden estricto. Vemos asi que la resolu-
cién de ciertas ecuaciones funcionales estd intimamente ligada con
la posibilidad de definir adecuadas relaciones binarias de tipo orden-
intervalo, semiorden, u orden estricto sobre un conjunto no vacio X.

En relacién con las ecuaciones funcionales anteriores vamos a re-
sumir a continuacion la técnica desarrollada en Oloriz et al. (1998)
que permitid resolver la ecuacion de la separabilidad para obtener de
alli una representacion natural de un orden-intervalo < definido so-
bre un conjunto no vacio X. El punto clave es la consideracién de los
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conjuntos caracteristicos A(z,y) que hemos definido anteriormente.

Se prueba que estos conjuntos satisfacen las siguientes propiedades:

8) A(z,9)NA(z1) = A[w, )N A(zy)  (z,,2,t€ X)

b) A(z,y)UA(y,z) = A(z,2) U A(y,y)
(z,y,2,t € X z=y=<z2=2),

c) A(y,z) =0, Alz,z)UA(y,y) € Az,y),
Alz,z) NA(y,y) =0 (z,yeX z<y).

3

Si existe ahora un conjunto D = {d, : n € IN} numerable que corta a
todo conjunto de la forma A(z,y)\ (A(z,z) U A(y,y)) siempre que se
tengaz <y (z,y € X), entonces a partir de las propiedades a),b),c)
anteriores resulta que la aplicacién bivariante F' definida por

F(z,y) = L(eNanepna@y)y 2 Si2 32,

F(z,y) = —F(y,z) + F(z,z) + F(y,y) siy=<z

(donde se entiende ademds que F'(z,y) = 0 en los casos en que siendo
x <y, la interseccién D N A(z,y) sea vacia), resulta ser una solucién
de la ecuacién de la separabilidad que representa al orden-intervalo <
en la forma z <y < F(z,y) > 0.

Se prueba ademds que si < es un orden estricto (o equivalente-
mente < es preorden total) se tiene que A(z,z) = @) para todo = € X.
esto conlleva que en la construccién anterior de F', para este caso par-
ticular de orden estricto se llegue a que F(z,z) = 0 para todo z € X,
y en consecuencia F sea solucién de la ecuacion funcional de Sincov.

Sin embargo, la construccién anterior no resulta satisfactoria para
encontrar representaciones naturales de un semiorden < que no sea
orden estricto, y que esté definido sobre un conjunto no vacio X, a
través de una aplicacién bivariante F' que cumpla F(z,y) + F(y, z) =
F(x,2) + F(t,t) (z,y,2,t€ X)yademisz Xy < F(z,y) > 0.

La razén es que F(z,z) debe ser una constante k estrictamente
positiva. Pero comoquiera que si z < y resulta que los conjuntos
A(z,z) y A(y,y) son disjuntos, es mas que probable que los elementos
de D que estén en A(z,z) no tengan nada que ver con los que estén
en A(y,y). Como hemos considerado la serie de término general 27"
y resulta que cualesquiera dos subseries distintas de la misma tienen
distinta suma, concluiremos que F(z, ) no va a ser, en general, igual
a F(y,y) con lo que tal construccién no nos sirve.

Esté claro que esta discusién nos conduce a un nuevo problema
abierto, con el que cerramos esta seccién 4.
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PROBLEMA ABIERTO 2. : Dado un conjunto no vacio X y
un semiorden sobre X que no sea orden estricto, queda como proble-
ma abierto encontrar algin modo de resolver la ecuacion funcional
F(z,y) + F(y,2) = F(x,2) + F(t,t) (z,y,2,t € X) de forma que
F(z,y) > 0 equivalga a x < y. (Naturalmente, para que esto sea
posible el semiorden < habra de ser representable).

CONJETURA: Supongamos que < es un semiorden que no es or-
den estricto, definido sobre un conjunto no vacio X. Consideramos la
familia de todos los subconjuntos C C X para los que la restriccién de
=< al conjunto C' es un orden estricto. Ordenamos esta familia por con-
tenido estricto conjuntista, y consideramos los elementos maximales
respecto de tal ordenacién. (Tales maximales existen via el lema de
Zorn).

Es sencillo ver que si el semiorden < es representable, entonces
cualquier elemento maximal M de la familia anterior es isétono a un
subconjunto de Z (conjunto de los nimeros enteros, dotado con su
orden natural). Para ello basta pensar como podemos colocar en la
recta real una familia de intervalos distintos dos a dos y todos ellos
de la misma longitud.

Hecha esta observacién, conjeturamos que:

i) El semiorden < es representable si y sélo si existe un subconjun-
to D numerable tal que para cualesquiera z,y € X con z <y
se tiene que DN A(z,y) \ ((A(z,z) U A(y,y)) # 0 y tal que
ademads la interseccién del conjunto D con un conjunto carac-
teristico A(x,y) serd siempre finita, y en el caso particular z =y,
la interseccién D N A(z,z) consta de un unico elemento (para
cualquier z € X).

ii) Supongamos que < es representable y que disponemos de un
conjunto numerable D en las condiciones del apartado i) ante-
rior. Entonces tal conjunto D ha de contener algin elemento
maximal M respecto a contenido estricto conjuntista entre los
conjuntos en los que la restricciéon de < resulta ser un orden
estricto. Ademads el nimero de posibles maximales M que, es-
tando contenidos en D, son dos a dos disjuntos, ha de ser for-
zosamente finito.

iii) Supongamos que < es representable y que disponemos de un
conjunto numerable D en las condiciones del apartado i) ante-
rior. Dados elementos z,y € X con z <X y, llamamos F(z,y) al
mimero de elementos en D N A(x,y), mientras que si y < z de-
finimos F(z,y) como —F(y, z) + F(x,z) + F(y,y). Entonces, la
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aplicacién F asi definida es una solucién de la ecuacién funcional
F(z,y)+ F(y,z) = F(z,2) + F(t,t) (z,y,2,t € X).

iv) En las condiciones del apartado iii), la aplicacién bivariante F
representa al orden-intervalo < mediante
xRy < F(z,y) >0.

5. EL PROBLEMA DE LA CONTINUIDAD EN LA REPRE-
SENTABILIDAD DE ORDENES-INTERVALO

Sea X un conjunto no vacio dotado de una relacién binaria < de
orden-intervalo. La familia de subconjuntos

F={{reX z<alaexU{z€X:b<2}pex}

constituye una subbase para una topologia en X que se denomina
topologia del orden. Otra topologia que pueda definirse sobre X se
dird natural si es més fina que la topologia del orden.

La existencia de representacién de una estructura de orden-intervalo
(X, <) mediante una pareja de funciones u,v : X — IR de manera
que T <y <= v(z) < u(y) no nos garantiza de entrada la con-
tinuidad de tales funciones u,v, entendida tal continuidad en relacién
a la topologia usual en R y la topologia del orden (y por ende toda
topologia natural) en X.

En el caso especial en que < es un orden estricto, la existencia de
una representacién a través de una funcién de utilidad v : X — R de
forma que T <y <= u(x) < u(y) si llega a garantizar la existencia
de una representacién continua a través de otra adecuada funcién de
utilidad U. Este resultado sale como consecuencia del célebre “open
gap lemma” de Debreu. (Véase Debreu (1964)).

Se tiene asi: DEFINICION: Denotemos mediante IR la recta real
completada con los valores limite —oco y +o0o. Un subconjunto dege-
nerado en IR es uno que no contenga mds de un elemento. Un hueco
(“gap”, en inglés) de un subconjunto S de R es, por definicién, un
intervalo no degenerado maximal disjunto de S y con alguna cota su-
perior y alguna cota inferior en el subconjunto S. Un intervalo de R
que sea del tipo (a,b) o del tipo (a,b) se dice semiabierto.

TEOREMA 6. :

(a) (Lema del hueco abierto (“open gap”) de Debreu):
Si S es un subconjunto de IR, existe una funcién creciente g :
S — IR tal que todos los huecos de g(S) son abiertos.
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(b) Sea (X, =) una estructura de orden total representable a través
de una funcién de utilidad » : X — IR. Si u(X) no contiene
huecos semiabiertos, entonces v es continua como aplicacién de
X con su topologia del orden con valores en IR con la topologia
usual.

c) Si una estructura totalmente ordenada (X, <) es representable a
través de una funcion de utilidad, lo es también a través de una
funcién de utilidad continua para cualquier topologia natural en
X y la topologia usual en IR.

DEMOSTRACION: (Véase Bridges y Mehta (1995), pp. 38 y
ss, asi como Debreu (1964)). La técnica para probar el apartado c)
consiste en la composicién de una funcién de utilidad v : X — R,
continua o no, con una funcién creciente g de manera que los huecos
de g(u(X)) sean todos abiertos. Tal funcién existe por el apartado a).
En consecuencia, por el apartado b), la composicién en cuestién serd
continua. Para finalizar basta observar que la composicién g o u de
una funcién de utilidad v : X — IR con una estrictamente creciente
g : IR — IR también es funcién de utilidad. O

Pretender extender estos resultados al caso de ordenes-intervalo y
semiordenes dard lugar a interesantes cuestiones, alguna de las cuales
es todavia problema abierto.

Consideremos en primer lugar un orden-intervalo < definido sobre
un conjunto no vacio X, y representable a través de un par u,v de
funciones de X en R de maneraque z <y < v(z) <u(y) (z,y €
X).

Nuestro problema ahora es que no tenemos garantia alguna de que
u, v vayan a ser continuas.

En caso de discontinuidad podriamos pensar en una generalizaciéon
del lema del hueco abierto de Debreu que permitiera “arreglar” las
funciones u,v de forma que al componerlas con adecuadas funciones
crecientes pasaramos a tener funciones ya continuas. Hay que hacer
notar ademds que siendo w,v funciones que representan a un orden-
intervalo < sobre un conjunto no vacio X existen dos relaciones de
orden estricto <1 y <2 sobre X de manera que u es funcién de utilidad
que representa a <; mientras que v es funcién de utilidad que repre-
senta a <. (Véase Fishburn (1970), Bridges (1985), Chateauneuf
(1987), Bosi e Isler (1995) o el capitulo 6 de Bridges y Mehta (1995).
) Podriamos aplicar el lema del hueco abierto por separado a v y a
v, encontrando sendas representaciones para <; y <9. Para ello u se
habra de componer con una aplicacién creciente g; y v se habra de
componer con una aplicacién creciente gs.



Preferencias con Indiferencia ... 109

La dificultad estriba en que si g1 no coincide con g,
el par (g1 ou, ¢oov) podria no representar ya al orden-intervalo <.

Esta dificultad conduce al siguiente problema abierto.

PROBLEMA ABIERTO 3. : Caracterizar los érdenes-intervalo
representables que admitan una representacién a través de funciones
continuas.

CONJETURA: Conjeturamos que, a diferencia de lo que ocurre
para ordenes totales, existen 6rdenes-intervalo representables intrin-
secamente discontinuos, en el sentido de que no admiten ninguna re-
presentacion en la que las correspondientes funciones u, v sean ambas
continuas al dotar a X de la topologia del orden y a IR de la topologia
usual.

NQTAS 4:

i) En la linea opuesta a nuestra conjetura se muestra el ejemplo
6.3.13 de p. 100 de Bridges y Mehta (1995) donde se da una
construccién de un orden-intervalo representable a través de dos
parejas (u1,v1) y (u2,v2) de funciones con valores reales. Mien-
tras que en la primera pareja ninguna funcién es continua, en la
segunda ambas son continuas.

ii) Las construcciones que intentdbamos dar en la conjetura que
seguia al Problema abierto 2 anterior para el caso de semiérdenes,
mediante la bisqueda de soluciones de la ecuacién funcional
F(z,y) + F(y,2) = F(z,2) + F(t,t) (z,y,2,t € X) utilizan-
do los conjuntos caracteristicos, son susceptibles de no producir
buenos resultados en cuanto a continuidad se refiere. La razén
estriba en que los posibles valores F'(x,y) recorren un conjunto
numerable. Recordemos aqui que el rango de una funcién con-
tinua de IR en IR es no numerable a menos que se trate de una
funcion constante.

Comoquiera que, salvo en casos triviales, se tiene que una fun-
cién constante no puede representar a un orden estricto, llega-
mos a la conlusién de que muy probablemente cons—trucciones
de este tipo seran discontinuas en la mayoria de los casos.

iii) Hay condiciones necesarias y suficientes para que una estructura
de orden-intervalo admita representacion a través de funciones
continuas en casos particulares significativos, por ejemplo, cuan-
do se parte de conjuntos conezos. (Para mas informacién véase
Chateauneuf (1987), Gensemer (1987 a), Bosi e Isler (1995) o la
parte final del capitulo 6 de Bridges y Mehta (1995)).
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iv) Otra técnica que cabria analizar es la posibilidad de llegar a
obtener una “utilizacién del lema del hueco abierto para aplica-
ciones bivariantes” | en el sentido de que permitan modificar
una aplicacién bivariante F : X x X — IR que represente un
orden-intervalo < definido sobre un conjunto no vacio X me-
diante x <y < F(z,y) >0 (z,y € X). La aplicacién F
puede o no ser continua. Si lo fuera, las funciones u,v : X — R
que obtenifamos en el andlisis que sigue a la Nota 3, y que re-
presentan al orden-intervalo <, resultan también continuas. Se
tratarfa por tanto de utilizar una técnica similar a la del Teo-
rema 6 c) para llegar a modificar directamente F hasta obtener
otra aplcacién F que sea ya continua y representa también a
<. Todo parece indicar que la clave consistiria en una adecuada
extensién del resultado expresado en el apartado b) del Teorema

6.

6. CUESTIONES ALGEBRAICAS EN LA REPRESENTABI-
LIDAD DE ORDENES-INTERVALO

Consideramos ahora la siguiente linea de discusién, ya parcial-
mente analizada en Candeal et al. (1996):

Supongamos que estamos considerando algin tipo de preferen-
cias sobre un conjunto no vacio X en el que hay definida alguna
operacién binaria interna que denotaremos “+”. Y que esta opera-
cién + tiene alguna propiedad algebraica (asociatividad, por ejemplo).
Supongamos también que sobre el conjunto X queremos definir una
relacién de preferencia < que sea de algin modo compatible con la es-
tructura algebraica, en la linea de verificarse alguna propiedad como
a<b < a+c<b+c &< c+a<c+b (a,bce X). Una
situacién clara podria ser la de un consumidor que prefiere un bien a a
otro b en la medida en que el precio de una unidad de a supere al pre-
cio de una unidad de b. La operacién a+b corresponderia simplemente
“comprar los bienes a y b simultaneamente” entendiéndolos como un
nuevo “bien agregado”. Esta operacién es evidentemente asociativa
y compatible con la preferencia “tanto vale tanto es preferido” de ese
consumidor.

Al tener en cuenta no sélo la estructura ordinal de la recta real IR
sino también su estructura algebraica a partir de las operaciones de
adicién y multiplicacién, podemos intentar buscar representaciones de
(X, <,+) que no sélo representen la ordenacién < sino que también
sean homomorfismo algebraico al considerar en el espacio de llegada,
por fijar ideas, la estructura aditiva (R, +).
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Una situacién tipica se da cuando (X, <, +) es un grupo totalmente
ordenado invariante por traslaciones, esto es (X, +) es una estructura
algebraica de grupo , < es un orden total definido sobre X, y se tiene
ademds que

a<b<<= a+c<b+c <<= c+a<c+b (a,bceX).

En esta situacién, la solucion ideal al problema de la representabili-
dad de la estructura en IR seria una funcién de utilidad v : X — R
(estoes z <y < wu(z) < uly) (z,y € X)) que preservase
ademds las operaciones algebraicas, cumpliéndose que u(z + y) =
w(z) +u(y) (x,y € X) (Notese que la primera operacién + corres-
ponde a la operacién interna en X, mientras que la segunda es la
adicién en R). A este tipo de funciones de utilidad les llamaremos
funciones de utilidad aditivas.

La caracterizacién de la existencia de funciones de utilidad adi-
tiva en estos casos aparecié ya en trabajos clasicos de dlgebra, es-
tudiando grupos ordenados. Viene dada por el conocido teorema de
Hélder, cuyo enunciado damos a continuacion. Antes necesitamos
alguna definicién previa.

DEFINICION: Sea (G, +) un grupo dotado de un orden total “=<”.
Decimos que la estructura (G, +, <) es invariante por traslaciones si
Ty &< z4+t3y+t < t+z =2 t+y, para cualesquiera
z,y,t € G. Decimos que (G,+, <) es arquimediana si, siendo e el
elemento neutro de (G, +) ocurre que para cualesquiera x,y € G con
e <x <ysetienequeexisten € Ncony <n- = x+...nveces...+T.
Decimos que la estructura (G, +, <) es super-arquimediana si siendo
e el elemento neutro de (G, +) ocurre que para cualesquiera z,y € G
con e < x < y se tiene que existe k € N con (k+1)-z <k-y. El
conjunto de los elementos {x € G : e < z} se denomina cono positivo

de G.

TEOREMA 7. (Hdlder, 1901): Un grupo totalmente ordenado
invariante por traslaciones (G, +, X) es aditivamente representable si
y solamente si es arquimediano.

DEMOSTRACION: Véase el articulo original (Hélder (1901)), o
Birkhoff (1967), p. 300. O

En el caso de semigrupos (donde una estructura de semigrupo
consta de un conjunto no vacio X y una operacién binaria asociativa
“4+” definida sobre él) totalmente ordenados, hay un resultado que
extiende al teorema de Holder. Para enunciarlo necesitamos antes
introducir algin concepto previo.

DEFINICION: Sea (S, +, <) un semigrupo totalmente ordenado.
Como en el caso de grupos, se dice que la estructura (S,+, <) es
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invariante por traslacionessiz <y <= z+t3y+t &< t+z =X
t+y, para cualesquiera z,y,t € S. Un elemento x € S se dice positivo
six < z+2z,y se dice negativo si z+z < z. Si (S, +, X) es invariante
por traslaciones, el caso posible en que x = = + x corresponde a
la existencia en S de un elemento neutro, en cuyo caso se dice que
(S,+) es un monoide. S se dice positivo (respectivamente: negativo)
si s6lo consta de elementos positivos (respectivamente: negativos). Si
(S,+,X) es invariante por traslaciones, el conjunto de los elementos
positivos (respectivamente: negativos) de S constituye a su vez un
semigrupo. Se denomina cono positivo (respectivamente: negativo)

de S.
TEOREMA 8. :

a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un semigrupo
positivo (S, +, <) totalmente ordenado e invariante por trasla-
ciones:

(i) (S, +, X) es representable mediante una funcién de uti-
lidad aditiva,

(i) (S, +, X) es superarquimediano.

b) En el caso de grupos totalmente ordenados invariantes por trasla-
ciones podemos afnadir la verificacién de la propiedad arquime-
diana a las equivalencias anteriores de a).

¢) Un semigrupo totalmente ordenado e invariante por traslaciones
(S, +, <) es representable mediante una funcién de utilidad adi-
tiva si y sélo si sus conos positivo y negativo son representables
por sendas funciones de utilidad aditiva.

DEMOSTRACION: La equivalencia del apartado a) est4 probada,
esencialmente, en Alimov (1950). (Véase por ejemplo, Fuchs (1963),
pp 230 y ss. ). Una prueba completa aparece en De Miguel et al.
(1996). O

Todo esta discusién anterior corresponde a semigrupos totalmente
ordenados.

Sin embargo, se conocen muy pocos resultados acerca de semigru-
pos (S,4) dotados de una operacién binaria < de orden-intervalo o
semiorden invariante por traslaciones en el sentidoa < b <= a+c <
b+c < c+a<c+b (a,bceS). En Candeal et al. (1996)
aparece algun resultado en esta linea, que pasamos a comentar a con-
tinuacién, viendo ademas a qué tipo de problemas abiertos habriamos
de dirigir ahora nuestra atencién.
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Supongamos que (G, +) es una estructura de grupo, que < es
un orden-intervalo definido sobre G e invariante por traslaciones a <
b <= a+c<b+c < c+a<c+b (ebceG). Y supon-
gamos que lo queremos representar a través de un par de funciones
u,v: G — Renlaformaz <y <= v(z) <uly) (z,y €Q)
verificindose ademés u(z) > v(z) (a € X) asi como las condiciones
de homomorfismo algebraico u(z + y) = u(z) + u(y), v(z+y) =
v(z) +v(y) (x,y € G). Se sigue facilmente que si e es el elemento
neutro de G entonces u(e) = v(e) = 0. Por otra parte, siendo € G
llamamos L(z) a la longitud del intervalo (u(z), v(z)), es decir L(z) =
v(z) — u(z). Siendo z,y € G se tiene que y = = + (—z + y), donde el
elemento opuesto de x se ha denotado “—x”. A partir las condiciones
de homomorfismo algebraico llegamos a L(y) = L(z) + L(—z + y),
luego L(y) > L(z). Pero intercambiando los papeles de = e y se va
a tener que L(y) < L(z). Asi L : G — IR resulta ser una funcién
constante. Como ademas L(e) = 0 concluimos que u(z) = v(z) para
todo x € G.

Esto corresponde a que < sea un orden estricto representable a
través de la funcién de utilidad aditiva u = v.

La relacién de indiferencia ~ asociada resulta ser de equivalen-
cia, y compatible con la estructura algebraica en el sentido de que al
conjunto cociente g le podemos dotar de una estructutra natural de
grupo totalmente ordenado invariante por traslaciones y aditivamente
representable. Esto nos remite al Teorema 7, luego tal cociente habra
de ser arquimediano.

NOTAS 5:

i) En Candeal et al. (1996) se llega al mismo resultado con técnicas
muy diferentes basadas en ecuaciones funcionales. Se parte de
una aplicaciéon bivariante F' : Gx G — IR que sea solucién de la
ecuacion de la separabilidad y que represente al orden-intervalo
< en la forma habitual (z <y <= F(z,y) >0 (z,y € G))
y tal que ademds dé lugar a que las funciones u,v asociadas
satisfagan las condiciones de homomorfismo antes expuestas. Se
prueba que en estas circunstancias F serd solucion de la ecuacién
funcional de Sincov, con lo que representard a un preorden total

(2)-

ii) El resultado es aiin mds general. Se extiende al caso de un semi-
grupo (S, +) dotado de un orden-intervalo < compatible (inva-
riante por traslaciones), y representable a través de dos fun-
ciones u,v : S — IR tales que

wz) <v(z); u(z+y) =u(z)+uy); v(z+y) =v(z)+o(y)
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<y < v(z)<uly) (z,y€Ss).

En efecto, resulta que dados a,b € S con a < b se obtiene por
la invariancia por traslaciones que a+n-a < b+ n-a. Asi
v(a+n-a) <u(b+n-a). Por las condiciones de homomorfismo
deducimos que v(a) +n-v(a) < u(d) +n-ula) = n- (v(a) —
u(a)) < u(b) —v(a). Al ocurrir esto para todon >1, n €N
y ser v(a) — u(a) > 0, concluimos que u(a) = v(a). De andloga
forma se llega a que u(b) = v(b). Asi, para la relacién binaria
< tenemos que a < b <= wu(a) < u(b) (a,b € S). De
esta manera, u serfa funcién de utilidad aditiva, y < seria un
orden estricto. En este caso, la relacién de indiferencia asociada
~ es de equivalencia, y pasando al cociente obtendremos un
semigrupo totalmente ordenado y aditivamente representable,
algo que quedé caracterizado en el Teorema 8.

iii) En el caso de un semiorden < definido sobre un semigrupo
(S,+) invariante por traslaciones y representable a través de
una pareja de funciones u,v : X — IR cumpliendo la condi-
cién de homomorfismo y tales que existe una constante k£ > 0
con v(z) = u(zx) + k (z € S) podemos ver mas facilmente
ain que se trata de un orden estricto. En efecto, dado z € S
cualquiera se tiene que u(z + ) + k = v(z + ) = v(z) +v(z) =
(w(z) + k) + (uw(x) + k) = u(z) + u(z) + 2k = uw(z +x) + 2k, luego
k=2k =k =0. Asi u = v y estamos ante un orden estricto
aditivamente representable.

Terminamos esta seccién con un nuevo problema abierto.

PROBLEMA ABIERTO 4. : Queda como problema abierto la
caracterizacién de semigrupos (S, +) dotados de un orden-intervalo <
que sean representables a través de un par de funciones u,v: S — R
en la forma u(z) < v(z); z <y <= v(r) <uly) (z,y € X)
y que sean ademds aditivas (u(z + y) = u(z) + u(y); v(z+y) =
v(z) +o(y) (2,y € X)).

NOTAS 6:

i) Obsérvese que, en virtud de la nota 5 ii), no decimos ya que
el semigrupo (S,+) sea invariante por traslaciones al conside-
rar sobre él el orden-intervalo <. Un ejemplo de tal tipo lo
constituye (0,+o00) con la adicién usual + y la estructura de
orden-intervalo proporcionada por la relacién binaria < dada
por z <y <= 3z < 2y. Es claro que no es invariante por
tralaciones puesto que 1 < 2 pero =(1+2 <2+ 2).
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ii) Se dice que un semigrupo (S, +) dotado de un orden-intervalo
~< es resoluble si dado z < y existe z € S tal que z + 2z =
Y, y que es positivo si ocurre que £ < z+z (x € X). Se
sabe que en el caso particular en que < es un orden estricto
invariante por traslaciones sobre un semigrupo positivo (.S, +)
entonces S resulta ser el cono positivo de un grupo G, y la
ordenacién < se extiende de manera natural a los elementos del
cono negativo de G, y de manera que si (S, +, <) es representable
por una funcién de utilidad aditiva, también lo es (G, +,<).
En consecuencia, si encontramos un orden-intervalo < definido
sobre un semigrupo positivo y resoluble, y representable por
funciones u,v que satisfagan las condiciones de homomorfismo,
ocurre que o bien < es un orden estricto, o bien S no es el cono
positivo de ningin grupo, o si lo es < ya no se extiende a todo
ese grupo.
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