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RESUMEN.—Este trabajo analiza, en el marco de la Teoría del
Equilibrio General Dinámico, las propiedades financieras de los merca-
dos de activos en una Economía con Incertidumbre y horizonte temporal
infinito. Estas propiedades financieras se obtienen estableciendo la equi-
valencia entre el equilibrio Arrow-Debreu y el equilibrio de Radner. El
equilibrio Arrow-Debreu se caracteriza por una ŭnica apertura de mer-
cados en el periodo inicial, mientras que en el equilibrio de Radner los
mercados abren y cierran periodo tras periodo. Tras demostrar la equi-
valencia entre ambos equilibrios bajo la hip ŭtesis de mercados completos,
se derivan diferentes expresiones e interpretaciones para los precios de
los activos existentes en la Economía así como propiedades financieras
del equilibrio. El modelo, planteado para una economía de intercambio,
presenta la ventaja de ser inmediatamente aplicable al caso de produc-
ción.

1. INTRODUCCIÓN

La teoría del equilibrio general walrasiano fue extendida a mar-
cos temporales con incertidumbre por Arrow (1953) y Debreu (1959),
dando origen al concepto de equilibrio general conocido como equili-
brio Arrow-Debreu. Posteriormente, Radner (1968) amplió los análisis
de Arrow y Debreu incorporando elementos informacionales, formu-
lando un nuevo concepto de equilibrio general denominado equilibrio
de Radner. A partir de entonces han aparecido sucesivos estudios
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en la Teoría del Equilibrio General Dinámico en Economías con In-
certidumbre, estando dedicados buena parte de ellos (Abel (1988),
Breeden (1979), Constantinides (1982), Duffie (1992), Kreps y Por-
teus (1978), Lucas (1978), Merton (1973) y Mehra y Prescott (1985))
al análisis de la formación de precios de activos.

En este artículo se trata de manera exhaustiva y para una Economía
de Intercambio con Incertidumbre no Estacionaria y Agentes Hetero-
géneos, modelizada en la sección 2, el n ŭcleo teórico en la formación
de los precios de equilibrio de los activos en un horizonte temporal
infinito. Esta base teórica viene dada por la equivalencia entre el
equilibrio Arrow-Debreu y el equilibrio de Radner, estudiada en la
sección 3. A partir de esta equivalencia, en la sección 4 se obtienen
diferentes expresiones e interpretaciones para los precios de los ac-
tivos, derivándose en la sección 5 diversas propiedades financieras del
equilibrio. Como rasgo interesante, serialaremos que ninguno de los
resultados depende de supuestos ajenos a los propios del equilibrio
general competitivo, de tal forma que no se requiere de homogeneidad
entre agentes o estacionariedad en la incertidumbre. Por otra parte,
todas las conclusiones y desarrollos son extensibles a una economía
con producción, por lo cual son sumamente genéricos.

2. EL MODELO

Nuestro modelo, basado en Lucas (1978) y en Altug y Labadie
(1994, cap.1), es de Equilibrio General Dinámico para una Economía
de Intercambio. Consideraremos que en la Economía existe un n ŭmero
finito I de agentes que viven infinitos periodos, denotados con el
subíndice i, i = 1, 2, ... , I. Aunque es sencillo extender el modelo y el
análisis a una Economía con un nŭmero finito de bienes, adoptaremos
el supuesto de bien ŭnico para simplificar la notación, y los I agentes
de la Economía consumirán este ŭnico bien. Además supondremos
que estos I agentes toman decisiones de ahorro-desahorro en un cier-
to nŭmero de activos existentes en la Economía. La Economía es de
Intercambio, con lo cual las ofertas del bien de consumo y de los ac-
tivos se consideran exógenas. La incertidumbre se introduce a partir
de Procesos de Markov, diferentes para cada uno de los I agentes. En
concreto consideraremos que en cada periodo t,t = 0, 1, , co, uno de
L sucesos o estados de la naturaleza ocurre, estados de la naturaleza
que cada agente considera gobernados por un particular Proceso de
Markov de Primer Orden, cuyos fundamentos pueden ser consulta-
dos en Stokey y Lucas con Prescott (1989). Al introducir un Proceso
de Markov específico para cada agente estamos suponiendo que cada
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individuo tiene creencias diferentes acerca de las ocurrencias de los
estados de la naturaleza. Si llamamos 1,1 = 1, 2, ... , L a los posibles
estados de la naturaleza y / t al estado de la naturaleza que acontece
en el periodo t, tendremos

l t =1,2,...,L	 t = 0,1,...00

En cada periodo de tiempo y una vez que un estado de la natu-
raleza ocurre, queda definida una historia o trayectoria de la Economía.
En términos genéricos, llamando s a la historia de la Economía una
vez alcanzado el periodo t, tendremos

S = (103132, • • •	 it)

Para cada historia o trayectoria s denotaremos con t(s) al periodo
de tiempo para el cual se presenta la historia s, sl, s2, ,sL a los
nudos inmediatamente posteriores, y s — 1 al nudo inmediatamente
anterior. Por ŭltimo, definimos árbol de sucesos, S, como el conjunto
de todas las posibles historias de la Economía.

Con el fin de simplificar la notación, a partir de ahora y a lo
largo de todo el artículo consideraremos tres posibles estados de la
naturaleza sin pérdida alguna de generalidad. Gráficamente, si L -= 3,
tendremos It = 1, 2, 3 para t = 0, 1, 2, ... , oo y el árbol de sucesos será
el representado en el gráfico 1. En este árbol de sucesos cada nudo
representa una trayectoria s concreta de la Economía.

Como hemos dicho, consideraremos que las probabilidades subje-
tivas de ocurrencia de estos tres sucesos vienen gobernadas por un
Proceso de Markov de Primer Orden diferente para cada individuo,
con lo cual tendremos I diferentes Procesos de Markov. Por tratarse
de un Proceso de Markov de Primer Orden, para cualquier instante de
tiempo la probabilidad de ocurrencia que cada individuo asigna a un
estado de la naturaleza sólo depende del suceso o estado de la natu-
raleza ocurrido en el periodo inmediatamente anterior. Por lo tanto,
considerando que el nŭmero de estados de la naturaleza es 3, para
todo periodo de tiempo t = 1, 2,... , oo queda definida una matriz,
diferente en los distintos instantes de tiempo y entre agentes

,it
"11 712 ”13

nzt it
21

„it
"22

„it
"23 i = 1,2,...,/

Sti
32 '' 33 t =1,2,...,00
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Figura 1: Árbol de Sucesos para L = 3
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k = 1,2,3

t = 1,2,	 ,00

i=1,2,...,/
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donde

= Pr =	 j,k = 1,2,3

t = 1, 2, ... , oo

i = 1,2,	 , /

es la probabilidad subjetiva que el individuo i asigna a la ocurrencia
del estado j en el periodo t habiendose presentado el estado k en el
periodo t — 1, verificándose

„it	 n
113k j,k = 1,2,3

t=1,2,...,00

i = 1,2,...,/

A partir de esta matriz IIit , Ilamando w i (s) a la probabilidad de ocu-
rrencia asignada por el individuo i a la historia s = (10,11,.. • ,it(s)-1,1t(.9)),
s E S, esto es a la probabilidad subjetiva de ocurrencia de cualquier
nudo del árbol de sucesos S, tendremos

i	 i2	 it(s)
l S) = 7rillo n/211 • 7r1 t ( s ) t(s)-1

S E S

En cada periodo los activos existentes en la Economía proporcio-
nan dividendos, siempre positivos y que consideraremos expresados
en terminos del bien de consumo, dividendos que dependerán del ac-
tivo considerado, de la historia previa y del estado de la naturaleza
que acontezca en dicho periodo. Si consideramos que en la Economía
existen N activos, dado que el nŭmero de estados de la naturaleza es
3, para cada nudo o historia s E S queda definida una matriz Ds de
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dividendos para el periodo siguiente

d1,32	 d1,33

d2,s1	 d2,32	 d2,53
SES

dN,31 dN,s2 dN,53

En esta matriz el nŭmero de filas se corresponde con el de activos, N,
mientras que el n ŭmero de columnas, 3, hace referencia a los posibles
estados de la naturaleza. De esta forma, d , 31 representa el dividendo
que supone el activo n, n = 1, 2, ... , N si tras la historia s acontece el
estado de la naturaleza 1,1 = 1, 2, 3. Análogamente, podemos definir
un vector Dsr que recoja los dividendos de los N activos una vez que
se ha alcanzado un nudo s del árbol de sucesos S. Este vector tendría
la expresión

D, =

Drs SES

dN,s

donde dn.s serán los dividendos proporcionados por el activo n, n =
1, 2, ... , N en el nudo s, s E S.

Introducimos a continuación una hipótesis clave del modelo, la
hipótesis de mercados completos. En virtud de este supuesto, existen
tantos activos como estados de la naturaleza, es decir L = N, y la
matriz de dividendos es no singular para cualquier nudo s E S, con lo
cual garantizamos que cada individuo pueda cubrirse siempre de forma
independiente para todos y cada uno de los estados de la naturaleza
mediante sus decisiones de ahorro-desahorro en los activos. Con esta
hipótesis de mercados completos, nuestra matriz de dividendos Ds
toma la expresión

di,s2 di,s3

D, = d2,si d2,s2 d2,s3 SE S

d3,si d3,s2 d3,s3

d2,s
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verificando

di,s2 di,s3

1Ds d2,si d2,s2 d2,s3 sES

d3,s1 d3,s2 d3,s3

y los vectores D serán

di,s

d2,s

d3,,

Drs = s E S

Nuestra Economía es de Intercambio, y por consiguiente considera-
remos que la oferta de los 3 activos es exógena. En concreto supon-
dremos que los agentes reciben una dotación de cada activo en cada
periodo de tiempo (s), n=1,2,3 dependiente del nudo s del árbol de
sucesos S en el que se encuentra la Economía.

Cada individuo i = 1, 2, ... , I maximiza su función de utilidad es-
perada para todas las posibles trayectorias, descontada seg ŭn el factor

E (0,1)

fiit(s)7ri (8 )1Ái (Cs)
sES

donde Csi es el consumo del individuo i en el nudo s. Finalmente, al
igual que ocurría con los activos, cada uno de los I individuos percibe
en cada periodo de tiempo una dotación del bien de consumo que de-
pende del nudo o historia s en la que se encuentra la Economía, wi(s).

De forma resumida, las hipótesis básicas del modelo son:

Hipótesis 1 En la Econonda existen I agentes que viven un n ŭniero
infinito de periodos.

Hipótesis 2 Los I agentes consumen un ŭnico bien y ahorran-desahorran
en N activos.

Hipótesis 3 En cada periodo de tiempo uno de L estados de la na-
turaleza sucede, que cada individuo considera gobernados por un par-
ticular Proceso de Ildarkov de Primer Orden.
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Hipótesis 4 Los dividendos de cada activo dependen del estado de la
naturaleza y de la historia previa, esto es, son en principio diferentes
para ca,da nudo s del árbol de sucesos S. Supondremos además que
estos dividendos vienen expresados en términos del bien de consumo,
son no negativos y están acotados, de tal forma que d n,si > 0, dn,si <
d, n	 1, 2, . . ,N, l = 1, 2, ... , L, s E S.

Hipótesis 5 Los mercados son completos, con lo cual el nŭmero de
estados de la natumleza L coincide con el nŭmero de activos N , y
la matriz de dividendos es no singular. En concreto, sin pérdida de
generalidad, consideraremos L = N = 3.

Hipótesis 6 La Economia es de intercambio:

• En cuanto a los activos, cada uno de los individuos recibe una
cantida,d neta de activos en cada periodo dependiente de la his-
toria alcanzada por la Economia, O in (s),n = 1, 2, 3. Estas dota-
ciones de activos no se pueden consum,ir hasta que producen sus
d,ividendos a,l cabo de un periodo. Siempre supondremos que son
estrictam,ente positivas y acotadas, esto es, (s) > 0, Oni (s) < 0,
n = 1,2,3, i=1,2,..., I, s E S.

• Respecto al bien de consumo, al igual que ocum'a con los activos,
cada uno de los individuos recibe una dotación dependiente de
la trayectoria recorrida por la Economia, w i (s), estrictamente
positiva y acotada: w(s) > 0, w(s) <	 i = 1, 2, ... , I, s E S.

Tendremos por lo tanto que las dotaciones de bien de consumo y de
activos son estrictamente positivas, acotadas y diferentes para cada
individuo y pam ca,da nudo s del árbol de sucesos S.

Hipótesis 7 Los I agentes maximizan su función de utilidad esper-
ada, para, todas la,s posibles trayectorias descontada seg ŭn el factor

E (0,1)

E 0,(s)7Ti(s)Ui(Cis)
scs

donde Csi es el consumo del individuo i en el nudo s.

Hipótesis 8 Para todos los agentes de la Economia, las funciones
de utilidad 1,1i (C) son continuamente diferenciables, estrictamente
cóncavas y estrictamente crecientes en Csi , verificando

lim L(Cis ) = oo
cl«,0

i=1,2,...,/
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Hipótesis 9 Las creencias de cualquiera de los I individuos de la
Economía acerca de la ocurrencia de los estados de la naturaleza son
tales que para cada uno de los estados siempre existe una probabilidad
subjetiva mínima estrictamente positiva.

Hipótesis 10 Las decisiones de consumo de los individuos son tales
que para cada individuo existe un consumo mínimo estrictamente po-
sitivo, que llamaremos ci

Las cinco primeras hipótesis han sido explicadas previamente en esta
sección. El supuesto 6 establece que la Economía es de Intercambio,
estando las ofertas de bien de consumo y de activos determinadas
exógenamente, siendo en principio diferentes para cada nuclo s del
árbol de sucesos S. Las dotaciones de activos juegan un doble papel,
puesto que determinan la oferta total de activos en el nudo en el que
se perciben y también influyen en la oferta total del bien de consumo
en los nudos inmediatamente posteriores, al producir dividendos que
estamos considerando expresados en términos de dicho bien de con-
sumo. Estamos asimilando nuestros activos a bienes de capital con
oferta fija en cada nudo, que no se consumen mientras son bienes de
capital pero que suponen en el futuro mayores posibilidades de con-
sumo. La hipótesis 8 recoge los supuestos habituales para la función
de utilidad, y en cuanto a 9, estamos suponiendo que los agentes creen
que los estados de la naturaleza siempre ocurren con una probabilidad
mínima positiva bien definida, sea cual sea la historia de la Economía.
Llamaremos

, 74: , 7r1

a la probabilidades mínimas de ocurrencia asignadas por el agente i a
los estados 1,2 y 3 respectivamente. Respecto a 10, estamos suponien-
do que el consumo de los individuos está acotado por debajo por una
constante estrictamente positiva. Esta hipótesis vendría justificada
por el propio modelo suponiendo que los consumidores necesitan de
un consumo mínimo de subsistencia: para que el nŭmero de agentes
sea constante, todos ellos deben de consumir por encima del consumo
de subsistencia.

3. EQUILIBRIOS Y EQUIVALENCIAS

Tras exponer los rasgos generales del Modelo, en esta segunda
sección estudiaremos el Equilibrio para nuestra Economía de Inter-
cambio con Incertidumbre. Definiremos el Equilibrio Arrow-Debreu
y el equilibrio de Radner (cuyos fundamentos pueden ser consultados
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en Mas-Colell, Whinston y Green (1995), Magill y Shafer (1991) y
Duffie y Sonnenschein (1989)), analizando las características que pre-
sentan, y estudiaremos su equivalencia bajo la hipótesis de mercados
completos. Nuestras definiciones de Equilibrio Arrow-Debreu y de
Equilibrio de Radner son una extensión de las existentes en tiempo
finito en Magill y Shafer (1991), en un entorno de completa certidum-
bre en Kehoe (1991) y en una economía con incertidumbre en Radner
(1991) ; las cuales a su vez están basadas en las definiciones ya clásicas
de Arrow y Hahn (1971) y Debreu (1959). El referente más inmediato
se encuentra en Altuĝ' y Labadie (1994) y en Mas-Colell, Whinston y
Green (1995).

3.1 El equilibrio Arrow-Debreu

En el equilibrio Arrow-Debreu todos los mercados abren y cierran
exclusivamente en el periodo t = O. En el periodo inicial t = 0, tanto
para el bien de consumo como para los 3 activos y tanto para el periodo
t 0 como para los periodos posteriores hasta el infinito, tienen
lugar los acuerdos entre los / individuos acerca de los intercambios y
transacciones a realizar en la Economía.

Exceptuando el periodo t = 0 en el cual tienen lugar intercam-
bios reales en el bien de consumo y en participaciones en los activos,
para el resto de periodos los acuerdos entre individuos suponen la
firma de contratos (contratros Arrow-Debreu o Arrow-Debreu contin-
gent claims) que envuelven futuras entregas del bien de consumo y
futuras participaciones en los activos, a unos precios (precios Arrow-
Debreu) determinados en el periodo t = O. Estos contratos surten
efecto siempre que un determinado esquema de sucesos ocurra, es de-
cir siempre que la Economía haya recorrido la trayectoria especificada
en el contrato, y solamente en ese caso. El hecho de que la totalidad
de transacciones de la Economía a lo largo de todo el árbol de suce-
sos S se acuerde en el periodo inicial t = 0, posibilita la aparición
de cancelaciones de deudas entre individuos en dicho periodo, deudas
que son consecuencia de sus decisiones intertemporales para todo el
árbol de sucesos. Por otra parte, para cada uno de los agentes el valor
actualizado de sus endeudamientos netos en todo el árbol de sucesos
ha de ser nulo, ya que de otra forma existirían deudas impagadas y
serían imposibles los acuerdos iniciales. En consecuencia, en el pe-
riodo inicial t = 0 aparece la posibilidad de cancelación de todas las
operaciones en los 3 activos, y podemos considerar que de hecho en
un equilibrio Arrow-Debreu los mercados de activos son inexistentes:
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los I agentes de la Economía anticipan la compensación multilateral
de sus operaciones en activos y su endeudamiento neto nulo, y de-
ciden mantener en cartera sus dotaciones de activos, desapareciendo
los mercados de activos y por consiguiente no teniendo sentido hablar
de precios de activos. Adicionalmente, dado que los mercados para
todas las mercancías abren tan sólo en el periodo t = 0, cada uno
de los individuos debe plantearse una ŭnica restricción presupuestaria
conjunta para todo su árbol de sucesos. En concreto, si llamamos ps
al precio del bien de consumo en el nudo s y Psl al precio del bien
de consumo en el nudo sl, l = 1, 2,3, la restricción presupuestaria de
cada agente será

3	 3
EP.C:	 sWi ( 8 ) + E E (n, (8) Ed„,sipsi	 = 1,2,...,/
sES	 sES	 sEs n=1	 1=1

que recoge cómo para el árbol de sucesos S el valor del consumo del
individuo i , Eses ps Csi no puede exceder el valor de sus dotaciones
de bien de consumo EsEs psW i (S) más el valor de los rendimientos de
sus dotaciones de activos EsES E3,,i

Definición 1 (Equilibrio Arrow-Debreu) Llamamos Equilibrio Arrow-
Debreu de la Economía especificada en las hipótesis 1-10 al conjunto
de sucesiones {i3s}sES, { Ösi }sESl i = 1, 2, . , I tales que:

• Dada la sucesión {15,} sEs, las sucesiones {ösi } s Es,i = 1,2,.. ,
solucionan para cada consumidor el problema

max	 i< s)7ri(S)/Ái(Cis )	 (1)
sES

3	 3
s.a.	 Pscis Ei3sWi(S) + E E e(s)	 dn,s1Ps1

sES
	

sES	 sES n=1	 /=1

Cis > 0

i = 1, 2, .. , /

• Se verifican las condiciones de factibilidad en el mercado del
bien de consumo

E ó,i o Eliji(770)
	

(2)
i=1	 i=1

I	 3
Újsi	 EWi (81)	 -11(S)C n,s1

i=1	 i=1	 i=1 n=1
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Figura 2: Célula básica del Árbol de Sucesos

/ t(s)+1	 1

it (s)±1 = 2

/t(s)+1 — 3

/ =1,2,3

s E S

3.2 El equilibrio de Radner

En el equilibrio de Radner los mercados abren en todos y cada
uno de los nudos s del árbol de sucesos S. Por lo tanto, mientras
que en un equilibrio Arrow-Debreu la restricción presupuestaria era
ŭnica para todo el árbol de sucesos puesto que los mercados abrían
tan sólo en el periodo t = 0, en el equilibrio de Radner existen tantas
restricciones presupuestarias como nudos del árbol de sucesos, ya que
los individuos tienen en cuenta que los mercados abren en cada nudo.
En términos gráficos, en un Entorno Arrow-Debreu la restricción pre-
supuestaria de los individuos hace referencia a la totalidad del árbol
de sucesos S del gráfico 1, ya que el problema intertemporal de los
consumidores ha de ser resuelto con una ŭnica apertura de los merca-
dos en t = 0, mientras que en un Entorno de Mercados Secuenciales
las restricciones presupuestarias hacen referencia a la célula básica del
árbol de sucesos (gráfico 2) ya que los consumidores incorporan a su
problema de optimización intertemporal la apertura de los mercados



P sW2 ( S ) + (S) + Psdn,s
n=1n=1 n=1

3
s.a. 13sCis+E

n=1

3
< 15sw2 (s)+E 4,,51T2(s)+73,

n=1	 n=1
—1 Cin,s
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en cada nudo s E S. Llamaremos ps al precio del bien de consumo
en el nudo s, qns ,n = 1, 2,3 al precio del activo n en el nudo s,

n = 1, 2,3 a la cantidad de activo n mantenida en cartera el
nudo anterior hasta el nudo s por el individuo i y 0 ,n = 1, 2,3,

= 1, 2, 3 a la cantidad del activo n a mantener en Cartera por el
individuo i desde el nudo s hasta el periodo siguiente.

Con estas definiciones las restricciones presupuestarias de los agentes
serán en cada nudo s E S

El lado derecho de la desigualdad representa la totalidad de la renta
del individuo i en el nudo s. Esta renta está constituida por el valor
de su dotación de consumo pswi (s), por el valor de sus dotaciones de

En3 =1 qns9niactivos	 ,	 (s) y por los rendimientos de su cartera inmediata
anterior ps 	 El lado izquierdo recoge el gasto total del1 9ni	 dn,s •

individuo i en el nudo s, tanto en el bien de consumo, psCsi , como en
activos En3=1

Definición 2 (Equilibrio de Radner) Llamamos Equilibrio de Rad-
ner de la Economía especificada en las hipótesis 1-10 al conjunto de
sucesiones 4- 15 I. sES, 1 , 2 ,3, {Ĉsi }sEs, i =Mn,s} sES n =	 1,2,..., I,

Oni 1s, ses, n 	 1, 2,3,i = 1, 2, . , I, tales que:

{13s} sEs Y { (9-in,s} seS	 =• Dadas las sucesiones	 1, 2, 3, las suce-
siones {Ĉsi } sEs, i = 1, 2, .. . , I y {ki s}ses, n = 1,2,3,i = 1, 2,... ,
solucionan para cada consumidor el problema

max	 i3t(s)i ( s )u (c )	 (3)
sEs

> 0

Ot = 01 ,i0 = 01 ,/. = 0

i=1,2,...,/

s E S



(s)	 n = 1,2,3, s E S (5)s
n=1 n=1
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• Se verifican las condiciones de factibilidad en el mercado del
bien de consumo

00	 wi(1o)
	

(4)
i=1

wi (sl) + E
i=1	 i=1 n=1

/ = 1,2,3

s E S

y en los m,ercados de activos

3.3 Relaciones entre entornos

Aunque en principio el equilibrio Arrow-Debreu y el equilibrio
de Radner son diferentes, es posible demostrar la equivalencia entre
ambos a partir de la hipótesis de mercados completos 5. Precisa-
mente, a continuación enunciaremos y demostraremos dos teoremas
que garantizan esta equivalencia, basada en las relaciones entre pre-
cios introducidas por Arrow (1953) y desarrolladas por Mas-Colell,
Whinston y Green (1995).

Teorema 1 Si f1s, sES, On,s} sES,	 =--- 1,2,15	 3, {Ĉ.1}sEs, i = 1, 2, ...,/,,,	 n 
{k,s} ses, rt = 1,2,3, i = 1, 2,... , I, es un Equilibrio de Radner, ex-
iste {13 ,s}ses , tal que {f3s}s Es y {Ĉ }sEs, i = 1,2, ... , I es un Equilibrio
Arrow-Debreu.

Demostración
Asumimos que se verifican las hipótesis 1-10, y comenzamos solu-

cionando el problema de los consumidores en el equilibrio de Rad-
ner. Normalizamos cada una de las restricciones presupuestarias di-
vidiendolas por el precio del bien de consumo para el correspondiente
nudo

(in,s
qn,s =

Ps

n= 1,2,3



i=1
(15)
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Las condiciones de primer orden, necesarias y suficientes por el Teo-
rema de Suficiencia de Kuhn-Tucker son

Oti (s) /ri ( s ) /4(Cis) =
+ Ais24,2 + Ais3 d i,s3 =

Aisi d2,si -4- »s2d2,s2 + Xis3 d2,s3 — Xisq2,8

Ais2d3,82	 Ais3 d3,s3	 Aisq3,s

	

3	 3	 3

	

w(s) + E	 + E	 — c.i + E
n=1	 n=1	 n=1

donde son los multiplicadores de Lagrange. Estas ecuaciones junto
a las condiciones de factibilidad

EÔioEwi(lo)
i=1	 i=1

/ 3
esi Etvz(sl) + E E (n,(8)d.,s/

i=1	 i=1 n=1

= 1, 2, 3

rii 	 :2(s)	 n = 1, 2, 3,
i=1	 i=1

nos determinan el Equilibrio de Radner de la Economía. Dado que
estamos suponiendo que dicho equilibrio existe, el anterior sistema de
ecuaciones 8-12 tiene por hipótesis solución.

En el problema de los consumidores en un Entorno Arrow-Debreu
las condiciones de primer orden, necesarias y suficientes por el Teore-
ma de Suficiencia de Kuhn-Tucker, son

0:(s) 7Ti ( s )14(C.1) = 7ii33	 (13)

3	 3
= E p-swi(s) + E E e(s)Ediz,sa3s/ 	 (14)

sES	 sES	 sES n=1	 1=1

donde y es el multilplicador de Lagrange. Estas ecuaciones junto a la
condición de factibilidad

(12)



E .--i dn,s113s1	 _
= qn,s

13s

n = 1, 2, 3
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I 3

sl - 202(81) + E E ein(S)dn,81
i=1	 i=1	 i=1 n=1

1	 1, 2, 3

nos determinan el Equilibrio Arrow-Debreu de la Economía.
A continuación demostraremos cómo si se verifican las condiciones

de equilibrio de la Economía en un equilibrio de Radner 6-12, entonces
existen {23s } 5Es tal que para {Ĉsi } sEs, i 1, 2, ... , I se verifican las
condiciones 13-15 del equilibrio Arrow-Debreu. Supongamos que el
conjunto de condiciones 8-12 se verifican. Supongamos que 1 - 15s,sES,

{ '471, s} s Es n = 1,2,3, {Ĉsi } sEs, i == 1,	 /, { ,s } sEs, n = 1,2,3,
i = 1, 2, ... , I, es un Equilibrio de Radner. Definimos {ji,}sEs tal que

Íjio = 1
	

(16)

y	 tal que

Expresando 7-9 y 17 en forma matricial tendremos

d1,52 d1,83
Ski

111,8

d2,31 d2,82 d2,83 q2,s

d3,81 d3 ,82 d3,83
_	 _ (13,s

d1,82 d1,83 P. .11,s

d2, 8 1 d2, 8 2 d2,53 q2,s

d3,81 d3, 5 2 d3,83
É.L1.
738 (j3,s

En virtud de la hipótesis de mercados completos 5, la matriz

d1,31 d1,82 di,83

D, = d2,81 d2,82 d2,s3

d3,s1 d3,82 d3,83
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es tal que

Ips I = d2,si

d3,s1

di,s2

d2,s2

d3,s2

di,s3

d2,s3

d3,s3

0

con lo cual
5k' isi _ si (17)
5k s

*ls2

/3.9

Ps2

'Ás 738

13,

Consideremos s E S cualquiera,

s	 ( /0,/b/2,• • • 1t(s)-1,1t(s))

Aplicando las ecuaciones 17 recursivamente, obtenemos que Vs E S

= psÁlo

Por lo tanto, bajo nuestras definiciones la condición 6 del Equilibrio
de Radner queda

Oit(s) 7ri (s)t«C is ) =	 = /3,9 ; 0 = 5iPs

justamente la condición de Equilibrio Arrow-Debreu 13.
Por otra parte, multiplicando las condiciones 10 del Equilibrio de

Radner por el correspondiente í5 que acabamos de definir, obtenemos

[ 
3	 3	 3

/38 W2 (S) + E 0,,5_ 1 d1,5 + E T.,(s)4„ ,, = 73,C:is + 13, E (ni,sq,,,s
n=1	 n=1	 n=1

Sumando estas igualdades para todo el árbol de sucesos llegamos a

3	 3	 3
w(s) + E 0;5(s)qn,5i +Eljs E 	 =- lises+E fis E ein,sqn,s

sES	 n=1	 sES n=1	 sES	 sES n=1

3	 3	 3
Efisc.is—Er35 w (s) + E 0(s)qn,s = Efis E 0,s_idn,s - E Tisq-n,,,[
sES	 sES	 n=1	 sES	 n=1	 n=1 '
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Figura 3: Cancelaciones en cada nudo del árbol de sucesos

Cancelación

Cancelación

i5s91,5ql,s 13s3 M ,s d 1 , s3 + 1 53O 2,5d2 ,53 + 5305d3,33

Ps2 01,,s dl,s2 + .7352 01 ,5 d2,52 + 158203,5d3,s2i3s645,8

15s3 01,sdl,s3 + s301 ,5d2 ,s3 + 5303,5d3,s3/35 03 5q3,8

Cancelación

A partir de las definiciones de j5 16 tenemos

3

s qn,s = E dn,s113.51
	 (18)

1=1

n = 1, 2, 3

Entonces, para cada nudo s del árbol de sucesos S tienen lugar las
cancelaciones representadas en el gráfico 3. Esto ocurre para todos
los nudos del árbol de sucesos, con lo cual, siguiendo conocidos resul-
tados expuestos p.ej en Apostol [3], cap.9, mediante reordenaciones y
agrupaciones de sumandos siempre posibles obtenemos

3

Eeni sq„,s]
n=1

3E fis [E	 —
sES	 n=1

y podemos concluir
3E /35ci — E 73s Hi ( 8) + E ein(s)4n,s] = o

sES	 sES	 n=1
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Sustituyendo Mn,s , n = 1, 2, 3 segŭn las expresiones 18 tendremos

3

	

E	 = E fiswi (s) + E E 07i-i( s )13s qn,s =

	

sES	 sES	 sES n=1

	

3	 3

sWi ( 8 ) + E E 1(s) E dn,s/ fisi
sES	 sES 71=1	 1=1

justamente la condición 14 en el Equilibrio Arrow-Debreu de la Economía.
Dado que la condicion de factibilidad en el mercado de bienes de

la definición de Equilibrio de Radner es identica a la condición de
factibilidad en dicho mercado de la definición de Equilibrio Arrow-
Debreu, queda demostrado el teorema.

Teorema 2 Si {13,}sEs y {Ú} sES i = 1, 2,... , I es un Equilibrio
Arrow-Debreu, entonces existen s sES { -dn,s} sES n = 1,2,3, { -é;,,, s_i}ses,
n = 1, 2, 3,	 = 1, 2, ... , I, tales que {fis}sES { tin,s}sES, n - 1 , 2 , 3,

n = 1, 2, 3, i = 1, 2, ... , /, y 	 i = 1,2,...,1 es
un Equilibrio de Radner.

Demostración
Supongamos que {j3} ses y {ási }sEs, i = 1, 2,... , / es un Equili-

brio Arrow-Debreu. Este Equilibrio Arrow-Debreu viene determinado
por las condiciones 13-15, necesarias y suficientes por el Teorema de
Suficiencia de Kuhn-Tucker. Definimos s sES {4n,s} s ES n = 1 , 2 , 3
a partir de las ecuaciones

n,s E?-1 dn,s113 sl 

' s	 13s
= qn,s
	 (19)

n = 1, 2, 3

donde para los dividendos dn,s , s E S, n = 1, 2,3 y para los precios 135,
el subíndice sl, 1 = 1, 2, 3 denota los diferentes nudos inmediatamente
posteriores a s.

Definimos {bni ,s}ses, n = 1, 2, 3, i = 1, 2,... , /, tales que

E	 = E 0:1(s)
	

(20)
1=1	 i=i

	

3	 3	 3

/3.5wi(s) + E	 134.1 = E	 - jsE
n=1	 n=1	 n=1



Pswi ( 8 ) +
n=1 71=1 n=1

(8) — sól = s—ldn,s

n=1
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Como veremos a continuación, los { ,s } sEs así definidos son ŭnicos y
suponen obviamente el cumplimiento de las condiciones de factibilidad
en los mercados de activos. Las igualdades

definen un conjunto de / — 1 ecuaciones funcionalmente indepen-
dientes, pues apoyándonos en la Optimalidad de Pareto del Equili-
brio Arrow-Debreu, estudiada entre otros por Debreu (1959), Altug
y Labadie (1994) y Duffie (1992), es inmediato comprobar que las
condiciones de factibilidad para el bien de consumo se verifican con
igualdad, esto es

=	 vi (770)
i=1	 i=-1

	

I	 3

E ĉisi = E wi (si) + E E 6(8)dn,s/
i=1	 i=1	 i=1 n=1

= 1,2,3

Considerando sólo las / — 1 ecuaciones funcionalmente indepen-
dientes, con nuestra definición

4n,s
qn,s =

Ps

n = 1,2,3

tenemos

3	 3	 3

Wi (8) + E 0., s ffin( s) — Ö2s = E qn ,s — E
n=1	 n=1	 n=1

Multiplicamos estas igualdades por el correspondiente obteniendo

3	 3	 3

5wi (S) + s E ;-," ,,s— i dn,s +13s E 017:i ( 8 )qn,s = 13s Úzs +13s E k,sqn,s
n=1 

19	
n=1	 n=1

con lo cual

3

23s Ó2s fisW2 (8 ) Ijs E (8 )qn,5 =
n=1

s—i dn,s 13s	 0n,sqn,s
n=1



E 739ĉ:
sES'

wz (s) - E 73,,
sES'
	

sES' n=1
(s)(in,s =
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Introducimos una partición en el árbol de sucesos S con referencia el
nudo ŝ , dividiendo S en dos subárboles S y S'' de tal forma que

Sll = árbol de sucesos con inicio en ŝ

S' = S - s"
verificando

s" U s' = s
sfls = 0

partición representada en el gráfico 4. Si sumamos para el árbol de
sucesos las anteriores igualdades obtenemos S'

3	 3

	

= fis E	 - E 23, E qn,s

	

sES' n=1	 sES' n=1

Si consideramos ahora las definiciones dadas de fi s y de q ,5 , n = 1, 2, 3,
s E S

dn,s1Ps1	 qn,s	 _
n,s

Ps	 Ps
n = 1, 2, 3

a lo largo del subárbol de sucesos S' se darán las cancelaciones

3

E dn,slfisl fisqn,s = 0
1=1

n = 1, 2, 3

s E S'

representadas en el gráfico 3 y consiguientemente llegamos a la expre-
sión

3

	

E /35ĉ; - E Pswi(s) - E i3s E	 =
sES'	 sES'	 sES' n=1

b

- i

álkád1, ŝ 1 ± ijál »615,,I d2,,ŝ 1 ± /3.11 6/3,Šd3,.111

i3ŝ2 -611 , ád2,.12 + finekád3,.121

—[Pá3kád1 , Š3 +/-)Š3kád2 ,á3 +/-43 -Ó1,Šd3,á3]



Pedro José Glitiérrez

Figura 4: División del Árbol de Sucesos
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Por consiguiente, a partir de las I — 1 ecuaciones funcionalmente in-
dependientes hemos obtenido 3(1 — 1) ecuaciones con solución ŭnica
por la hipótesis de mercados completos, que junto a las condiciones

=j(s)
suponen 31 ecuaciones linealmente independientes en cada nudo que
nos proporcionan solución ŭnica en las 31 incógnitas de cada nudo

s-1-
Como vemos, a partir de las definiciones 20 estamos exigiendo

además de la factibilidad en los mercados de activos que la cuantía
de la inversión realizada por los individuos en un nudo ha de ser la
diferencia entre su renta y el valor de su consumo para ese nudo.

{13s}sESDemostraremos ahora que existen 	 {n,s}sES, n = 1, 2, 3

1, 2, ... ,I„ las secuencias Oni ,s}sEs, n = 1,2,3, 	 = 1,2,...,/, y
{ öni ,s} seS,tales que con nuestras definiciones de	 n = 1,2,3, i =

{Ösi }sEs, i = 1, 2, ... , I solucionan el problema de los consumido-
res en un Entorno de Mercados Secuenciales dados dichos {fis}ses,
Udn,s } ses, n = 1, 2, 3.

Definimos {k}ses,	 1,2, , I de la forma

5n 1 = -5( Ps

Con esta definición, la condición de primer orden 13 del problema de
los consumidores en un Entorno Arrow-Debreu

At(s) 7r i (s)u;,(cD = -rips

toma la expresión

0:(s)7ri (S )1<(Cis) =
Además, con nuestras definiciones 19

+ Áis2d1,s2	 5tis3d1,s3	 .Áisql,s =

[3fisl dl,51 ± 7352 d1,52 ± 1353d1, 83 — E dl,s1i3s1 = 0
/=1

y análogamente

5111 d2,s1 + 5tis2d2 ,s2 + Ál3d2 ,s3 Ãisq2,s = 0

kisl d3,s 1 + Ski52d3,s2 + k3 di

	

3,83	 5tsq3,s = 0



n=1

3	 3
w(s) + E oni	 +

n=1	 n=1
:i(s )	 = ni ,sqn,s

n=1
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Es inmediato que por la definición de {k , s}sEs, n	 1, 2, 3, i =
1,2,	 , /, se verifican

11,10 =	 =	 = o

3	 3
w ( s) + E qn,soin(s) + E

n=1	 n=1

Concluyendo, para nuestras definiciones se verifican

[3: (5) 7ri (s)14(Cis) =

Aisi d l,s1 + A2s2 d1,s2 + A2s3 d1,83 = A2sql,s

All d2 , 81 + Ais2d2,82 + )1783d2,83 = Azsq-2,s

A2s1 d3, 51 + Ais2d3,52 + Vs3 d3,53 = A2sq3,s

021,/0 = 02i ,i0 = 032 ,i0 = 0

esto es, las condiciones necesarias y suficientes de los problemas de
los consumidores en un equilibrio de Radner, y queda demostrado el
teorema.

4. INTERPRETACION DE LOS PRECIOS DE EQUILIBRIO

Comenzaremos estudiando la Relación Marginal de Sustitución
de nuestros consumidores. Las funciones de utilidad esperada descon-
tada son

E t(s)7ri (S)Ui(Cis)
sES

con lo cual la expresión
fizti(Cisi) 

(Cis

recoge, bajo total certidumbre de ocurrencia del estado de la natu-
raleza l tras el nudo s, el precio relativo deseado del bien de consumo
en el nudo s/ en términos del bien de consumo del nudo s. Si este
precio deseado bajo total certidumbre se pondera por la probabilidad
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de ocurrencia del estado / tras el nudo s, tendremos el precio relati-
vo deseado bajo incertidumbre del bien de consumo en el nudo s/ en
terminos del bien de consumo del nudo s, justamente

Ani(s118)/4(Cis1) 
(C1)

expresión denominada Relación Marginal de Sustitución Estocástica.
Supongamos ahora que la Economía se encuentra en Equilibrio

Arrow-Debreu. Llamamos {73} sEs a los precios de Equilibrio Arrow-
Debreu. Por la condición de primer orden 13 en los problemas de los
consumidores en un entorno Arrow-Debreu tendremos

(s)7Fi(S)U(c.i,) 

At(s)+1 7ri(s014(Cisi) 
Ps1 =	 ,i

y por lo tanto
/3st	 Oari(siis)U(C.ist) (21)
135 	1,1(C.1)

i = 1, 2, . . . , /

Por consiguiente, en el Equilibrio Arrow-Debreu el precio relativo de
mercado del bien de consumo en el nudo s/ en terminos del bien de
consumo en el nudo s coincide con el precio relativo deseado por los
consumidores.

Consideramos a continuación el Equilibrio de Radner asociado y
los correspondientes precios de Equilibrio, {73,}sEs para el bien de
consumo y Tid 1z,s sES 7 n = 1, 2, 3 para los activos. Definimos gri,s como
en secciones anteriores

(1.71,5

qn,S =
PS

n=1,2,3

los cuales verifican
EL dn,s113 

"Ir1-n,s =
13s

n = 1, 2, 3

Tenemos por lo tanto que en cada nudo s el precio de cada activo viene
dado por el valor de mercado de sus dividendos futuros, siempre en



qn,s
13s

/3i EL1 ni(8118)t(Cis1)dn,5/ 
tí'(c.1)

dn,s113s1 
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términos del bien de consumo del nudo s. Por otra parte, apoyándonos
en la igualdad 21

ri	
Itt:(Cisjdn,s1

s /4(q)
n = 1, 2, 3

con lo cual, en términos del bien de consumo en el nudo s, el precio
de cada activo es el valor esperado deseado por el consumidor de sus
dividendos futuros. Consideremos ahora un nudo cualquiera s del
árbol de sucesos S, y supongamos que tras el nudo s el estado de la
naturaleza / = 1 ocurre con total certidumbre. A partir de

13z1,e ( Ci i)dn 
qn,s = Es[	 S

n = 1, 2, 3

tendremos, considerando la total certidumbre de 1 = 1 tras s

_	 At/t(C:jdn,si
qn,s lei(Cis)

n = 1, 2, 3

Los dividendos de los activos en el nudo sl y sus precios en términos
reales en el nudo s gn,s , n = 1, 2,3 definen de manera implícita los
tipos de interés real para cada activo bajo total certidumbre del nudo
sl, que llamaremos	 y que vienen dados por las ecuaciones

dn sl1 + rn,s1
qn,s

n =1,2,3

A partir de
-	 i(3i14(Cli)dn,si 
qn,s —	 •1.1i(q)

n=1,2,3

obtenemos
/30(Ci ) (1 + rn 1)sl	 ,s 

/4(C.1)
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n = 1, 2, 3

con lo cual
1 

1 + r„ ,s1	 11(C.1)

n = 1, 2, 3

El primer miembro de la ecuación anterior

1
1 + rn,s1

n = 1, 2, 3

es el factor de descuento entre el nudo s y el nudo sl bajo total cer-
tidumbre del estado 1 tras el nudo s, igual entre los activos, y si no
consideramos incertidumbre o bien todos los individuos presentan las
mismas creencias también igual entre agentes. Si incorporamos la
incertidumbre y dicho factor de descuento se pondera por las proba-
bilidades subjetivas de ocurrencia del estado 1 tras el nudo s, 7r 2 (s11 s)
obtenemos

1	 i3i7ri(s1 isg (Cisl ) 
w i (slis) 	 .	 =

1 -F	 1,1'(C)

n = 1, 2, 3

denominado factor de descuento estocástico individual entre el nudo
sl y el nudo s, y estudiado entre otros por Cochrane y Hansen (1992).
Sabemos que se verifica la ecuación 21 y por lo tanto

/3.51	 /3i7r2 (s 1 I	 (Cisi )	 (sli s) 

13s	 11,i'(üsi)	 1 + rin,s1

n = 1, 2, 3

con lo cual en el Equilibrio Arrow-Debreu el precio relativo del bien
de consumo en el nudo sl respecto al bien de consumo del nudo s es
el factor de descuento estocástico para dichos nudos.

Generalizando los razonamientos para cualquier nudo del árbol de
sucesos y para cualquier estado de la naturaleza, podemos concluir

13si = 
Pori (slis)14(C1)	 71-2(slis) 

— 
13s	 1 I- ??,,,,s1

n = 1, 2, 3

= 1, 2, 3
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esto es, en el Equilibrio Arrow-Debreu el precio relativo del bien de
consumo en el nudo sl respecto al bien de consumo del nudo s es el
factor de descuento estocástico individual para dichos nudos.

Supongamos ahora un nudo cualquiera del árbol de sucesos s =

eijo, 771, • • , r7t(s) - 1, nt(s))• Normalizamos los precios de equilibrio Arrow-
Debreu {73}, Es considerando 1371„ = 1. Como acabamos de determinar
se verificará

(q13710711 _ Pari(77117/0)/Á'pn) 

/3770

737,077 1712 _ O7ri(112ln1no)li'(C7)i0171772)

/3nom.(qoni)

I-57/0.-Th(s)	 A7ri (nt(s)1 770 - - nt,(s)- 1 Yji, (C7)0•••rit(s)) 

137-10 ••• nt(3)-1	 14 
	

770 - rit(s)-1 )

y dado que /3, 70 = 1 obtenemos

23s = ni ( 7711 710) 7ri ( 7121 771 770) • • • 7.1 eth(s) 1 7/0 • • • 71t(s)-1)

(3iti'(C4. 711 )	 =

14(q0 )	 Z4(C;iioni )	 • • • //fi'(Q.70...nt(,)_1)

zi(s) 	 1 	 1	 1 
1 ± rui ,rioni 1 + Tni ,noriin2	 1 +

s E S

lo que permite interpretar los precios de equilibrio Arrow-Debreu como
los factores de descuento estocásticos individuales.

La consideración del factor de descuento estocástico permite una
nueva interpretación de los precios de los activos en términos reales
qn,s . Sabemos que

73si
= 	

Ps 	 1 + ru,sI

= 1,2,3

/=1,2,3

con lo cual
—1 dn si13si 

(1n,s —	
_

13s
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3
(42,s/  1

E7rsils)  dn ' s.1  = Es1 + 1'2	 1 + ri1=1	 n,s1

n	 1, 2, 3

esto es, en cada nudo s el precio de cada activo en terminos reales es el
valor esperado descontado subjetivamente de sus dividendos futuros.

5. PROPIEDADES FINANCIERAS DEL EQUILIBRIO

En la sección 3 vimos cómo un Equilibrio Arrow-Debreu puede ser
interpretado como un Equilibrio de Radner y viceversa. Apoyándonos
en esta equivalencia analizaremos a continuación diversas propiedades
del Equilibrio de la Economía, propiedades derivadas directamente de
los Teoremas anteriores 1 y 2. Es de advertir que admitiremos la
existencia de los equilibrios y que por tanto no analizaremos los re-
quisitos que esto conlleva. En concreto, los trabajos existentes estable-
cen como condicion suficiente para la existencia del equilibrio Arrow-
Debreu un valor finito de las dotaciones de los consumidores, y para
la existencia del equilibrio de Radner la imposibilidad de esquemas de
Ponzi y la condición de transversalidad. Como hemos dicho, no es-
tudiaremos la suficiencia de estas condiciones, pero sí demostraremos
su necesariedad, completando los estudios existentes, entre los que
citaremos los trabajos de Magill y Quinzii (1994) y de Hernández y
Santos (1996). Todas estas propiedades financieras son por lo tan-
to condiciones necesarias de la existencia de los equilibrios Arrow-
Debreu y de Radner bajo mercados completos. Específicamente, ob-
tendremos cómo el valor actual de la renta de los consumidores es
finito, concluiremos el valor actual nulo de la inversión a medida que
transcurre el tiempo y la acotación del ahorro/desahorro en los ac-
tivos, y demostaremos la inexistencia de posibilidades de arbitraje y
de esquemas de endeudamiento progresivo.

Proposición 1 El valor actual esperado de la renta de los consumi-
dores está acotado.

Demostración
Dada la naturaleza de los precios Arrow-Debreu, debemos demostrar

que en un equilibrio Arrow-Debreu el valor de la dotación de los in-
dividuos está acotado, esto es, que existe A, A > 0, tal que

3	 3

EiisW1 (8) E E t9;,(S) Edn,sifisi A
sES	 sES n=i	 1=1
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Con nuestra definiciones de fi s se verifica

	

f3it. (s)7ri ( 8 )14(Cis) = Xis =	 = 5ifis

Despejando j obtenemos

)(3 (3)7ri(8)1,(C.1) 
Ps =

Multiplicando la ecuación anterior por el correspondiente Ĉsi tenemos

13s
	 ßi s)r (8)14	 óis 

Llamamos
= max{i3i}

= min{54
°

= min{Ĉi}

U(Ô) = max{/4(Ĉ)}

W = i + 3d10

donde hemos aplicado las hipótesis 7, 8 y 10. Con estas definiciones

ijsúz =  :(8)7ri(s)l<Psi)áis <
io

Ms)u,(Ó)w

n‘10

Definiendo
17V

K = () 

llegamos a	
73sĈis < KOt(s)

con lo cual
K )35)

sES	 sES
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Como I3 E (0, 1),

Efisó.is
sES

y concluimos que EsEs 73sĈsi es finito. Dado que como hemos dernostra-
do se verifica 14

3	 3
Ei3scis	 W2 (8) + E E (s) E
sES	 sES	 sES n=1	 1=1

obtenemos que bajo nuestras hipótesis y definiciones 3A

A = 	 > 0
1 —

tal que
3	 3

E I35Wi ( S ) + E E	 dri,517351 A
sES	 sES n=1	 1=1

Proposición 2 (Condición de Transversalidad) El valor actual
esperado del ahorro/desahorro es, en el límite, nulo.

Demostración
Como vimos anteriormente, siguiendo la notación adoptada en el

teorema 2 y considerando la misma partición del árbol de sucesos,

3

E I3s — E 73swi (s) — E /3.5 E 0(s)q.,s =
sES 	 sES'	 sES' n=1

- [fiŝ 1 -19 1 , Š d1, ŝ1 + 1á1Ôd2,é1 + in1kád3, ŝ 1]

[

- 1

3ŝ2 bii , Šd1,.42 + 1:42kád2, ŝ2 + f).12kŠd3,á2]

[

- 7

3.43kád1,ŝ3 + i3ŝ 3 Ó Š d2,ŝ3 + /3ŝ303,Šd3,.13]

donde el lado derecho recoge el valor actual del ahorro/desahorro del
individuo.

Podemos considerar sin pérdida de generalidad que

3
E 13s — E 13swl (s) — E E 0::,(S)qn,s =
sES'	 sES'	 sES' n=1

sES 

í3t (8)	
1 —



3
L	 —

'	 ' 
W	 E Ei ( 8 )	 /3s

sES	 sES	
0;,i(s)q„,s

sEs , n=1
E lim

t(.1)-*Do

3
Wi ( 8) E135 E ezn(s)

sEs n=1	 1=1

n,s1i3s1 

s
73,öis

sES
	 sES
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=	 +1-411,Šd2,ái +/-5.111,ád3,áll

Tomamos límites en la ecuación anterior cuando

t( ŝ) —) oo

Para el rniembro izquierdo

= Efisúis — Ernwi ( s ) —	 =
sES	 sES	 sES n=1

= E 73s Úsz —
sEs	 sEs

3	 3

(8)	 E oli(s)Edn,sii3,9/ = o
sES n=1	 1=1

dado que se verifica la condición de primer orden 14 del problema de
los consumidores en el Entorno Arrow-Debreu. Por lo tanto

11111	 23.41b1 ' d2 '1 +13'iö i 	'11 = 0,s	 ,s	 s	 3,s	 ,st(.1)-->oo

Como hemos visto, el límite anterior es independiente del nudo ŝ con-
siderado, y por lo tanto

+/3.11kId2,ŝ 1 +/3.11.kád3, ŝ1] =

[f).42 ö l,Š dl,ŝ2 +i3ŝ21,gd2,ŝ2 +73.12kád3,.12} =

lim [13 Š3 i1Šdl , ŝ 3 + ijs'3 Õ ,s' d2,s. 3 + fis'3öd3, ŝ3] = °
1,(S. ) —>oo

Con las definiciones hechas en 19

13Š ÓI,Š ql,á + 13,A, Šq2 ,Š + 13 ,1143, ,4 =

3	 3

/3ŝ/k ŝ dl,ŝ1 +. 	 gik.01/2,g +	 Š1Ó13:	 =

/=1



ŝ qn, ŝ = 0
n=1

lim )
(3 (s)7r2(s)/1/(0,) [

t(s)--n oo ,s q2,s	 'd3,s

el,s

0
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3	 3	 3

	

.13ŝ 1 E	 +.13.12 EÔd , 42 + /3Š3 E

	

n=1	 n=1	 n=1

y tomando límites cuando

t( ŝ) —> oo

lim	 —
t(4) '''''	 n=1

3	 3
= lim	 13 ŝ i	 n,ŝ cin, ŝ = 0

t(á)—>OED	 n=i
Por la condición de primer orden 13 en el problema de los consumi-
dores en un Entorno Arrow-Debreu tenemos

Ot(.1)7ri(1)14(C,I) 
Pŝ =

;Yi

y consiguientemente

3

liM /3.1 E ágn,Š
t(')-->°'3	

=
 n= 1

= limi (A)7ri(á)ld'(C.1) 
t(Š)—>oo

Aplicando	 =	 , s E S, n = 1, 2, 3, como	 > 0, i = 1, 2, . . , /,
llegamos a

= 1, 2, . , /

precisamente la condición de transversalidad, y queda demostrada la
proposición.

Proposición 3 (Inexistencia de Esquemas de Ponzi) En el Equi-
librio de la Economía quedan fuera Esquemas de endeudamiento pro-
gresivo en términos reales para alguna constante B, B > O.
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Demostración
Comenzamos suponiendo que existe un Equilibrio de la Economía,

equilibrio que en virtud de los anteriores teoremas 1 y 2 puede ser
interpretado tanto como Equilibrio Arrow-Debreu como de Radner.
El endeudamiento en términos reales contraido por un individuo i en
un nudo s en el que tomó las decisiones financieras ö ni ,s , n = 1, 2,3,
/ = 1, 2, 3, viene representado por las expresiones

+ 1,sd2,s1 + -Ó1,80/3,s1

+ ÕS,sd3,32

+1 ,8 c/2,s3 + ÖS,5c/3,83

expresiones que recogerían en términos reales los totales a percibir o
a entregar en los respectivos nudos s/, / = 1, 2, 3 como consecuencia
de sus decisiones de ahorro-desahorro.

Si al igual que hicimos en el teorema 2 dividimos el árbol de suce-
sos S en dos subárboles S y Scon referencia el nudo ŝ , partición
representada en el gráfico 4, tendremos

3

E /3.0is	 ( S )	 73.	 0(8)q, =
sES'
	

sES'
	 sES' n=1

[- fiálkádl,ŝ1 + fiŝl -01 , Š d2, ŝ1 + i3ŝ 1 él,gd3, ŝ 1]

V

- 

iŝ2kádl, ŝ2 + .13ŝ2kgd2,ŝ2 + /3.42Ó1,,-9d3, ŝ2]

[.- 13Õzmdl, ŝ3 + f).13kgd2,ŝ3 + .73.131)Šd3, ŝ3]

Sin pérdida de generalidad podemos considerar

3

E f)se	 wi(s) — E E	 =
sES'	 sES'	 sES' n=1

[Pálkád1, ŝ 1 + /3.411,Šd2,.11 + i3ŝ lÕl,Šd3, ŝ 1]

Dado que

3

E 73ses —
	

i ( 8 )	 E oin(s)an,. =
sES	 sES	 sES n=1

3

— E /3sw (s) E Ps E 0(s)qn,5+
sES'	 sES'	 sES' n=1
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3

+ E 1:3.ãis — E sWi ( 8) E E 61,1,(s ) (in,3 = 0
sEs"	 sEs"	 sES" 11=1

obtenemos
3

E PSÓI
	

W2 ( 8 )	 E	 E 071,(s) -(17, , , =
SES"	 sES"	 sEs" n=1

= frjáikádi,ái +13.111j ,:s d2, ŝ 1 + 73 .11 e9.3,Šd3, ŝ 11

con lo cual

[73álks* Ci l,ŝ1 + P.111,Šd2,.11 + .73.111,Š d3, ŝ 11 >

3
> — E /3,sw i (s) — E O

n
i ( 8 ) qn,s =

sES"	 sES" n=i 
3

= E	 (s) — E E Õ(s) dn,s1135i

sES"	 sES" n=1	 /=1
Aplicando las hipótesis 4 y 6 llegamos a

[7351k5d1,51	 >

3 /	 3
> — E	 Oi (S) —	 EE0.2s)E dn,8173si >

sES" i=1	 sES" n=1 i=1	 1=1
3	 /	 3

> —
	 Eti) — E EérEcipsi =

sES" i=1	 sES" n=1 i=1 1=1

= —	 13, — 3d10 E si
sEs"	 sEs"

Por la condición de primer orden 13 sabemos

)3: (8) 7ri (s)14(C) 
= Ps

oit( ŝ-Fly (Ŝ i)ti;(Ciá i ) = 23:91

-ri
Dado que las probabilidades de cada nudo s vienen dadas por un
proceso de Markov de Primer Orden tendremos

-ff2 (s) = R-2( ŝ)7i-2(si ŝ )
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ya que s E Sn y
(.11) = 7r i ( ŝ )7ri (1 1 ŝ )

0,2t(s)--it(g)+117ri(81.9,1,(0

ni ( 1 i á)U2(C11)
Consideramos

= max{i3i}

A partir de la hipótesis 10 definimos

= min{Ci}

1,1/ (C) = max{U'(C)}

A partir de las condiciones de factibilidad tendremos

W = 111) + 3d10

/11(W) = min{/4(W)}

Aplicando la hipótesis 9 definimos

7r = min{4}

Tr = max{70

= 1, 2, 3

Definimos la constante Ko

Ko = 	
ZW(W)A

con lo cuá
115S 	 it(s)-[t( ŝ )+117ri (siŠ)14(fi)

s	  <
/3.41	 7ri(11.1)/Át( Ĉ.11)
< Ko wiTot(s)--t( ŝ) < KoTry(s)-t(ŝ )

Por lo tanto
sES" rjs 

73.11	 EKo	 (137)t(s)-t(g) =

sES"

Ko

Por lo tanto

1— i3Tr



1< Koi(37 E 03Tr y	 =__(s)—t( ŝ) Koi37

sES 1 - /37r"
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Con los mismos razonamientos

73,1 	At(s)-t(.4) 7Ti (81 1,1)U(ĈD <

13.11

Koi3irr(/3rr)t(9)--"
con lo cual

t(s)—t( ŝ )	 ,	 ,
EsEs, 738/ _ 	 7r (slis)Iii (Cs ) <

Pšl	 sdS'E	 7ri(liá)li(11)

< Ko /3i

	

	 Gr3iyot(s)—t( ŝ) <

sES"

Habíamos obtenido

+/-5,Šibl,,d2,Š1+/3.411,,d3,Ši] >

> —rti) E /5-s — 3dIO
sES"	 sES"

esto es
[öl , á dl,ál + ká C12 , ál + 'OS , Šd3,á1j >

fis	 1-3 sl>	 — - 3dIO E
sES" 13ál	 sES" /3ái

sEpartir de nuestras acotaciones en E si,	 y en E	 llegamos/3ái	 sE	 13.41

Kádui	 d2,á1 + 1 d3, ŝ1] >

> I KO	 1

1 - firr 
3IdOK0137 

1 - /37Fr
w

Ko
B = IîD 1

 
- i(37r + 3IdOKolrir

1 
- orr

+ kád2,á1 +	 > -B

donde B > 0, y por lo tanto queda demostrada la proposición: si existe
Equilibrio de la Economía, quedan fuera esquemas de endeudamiento
progresivo en términos reales para alguna constante B positiva.

LLamando

obtenemos



156	 Pedro José Gutiérrez

Proposición 4 En el equdibrio de la Economía, para cualquier indi-
viduo y para, cualquier activo, tanto la inversión como la desinversión
están acotadas.

Demostración
Hemos visto córno se verificaba

3

E s Úsi —
sES"	 sES"

( S ) — E E eumn,s =
sES" n=-1

— [.A,Š ci 1, ŝ 1 +fiŝ it95,Šd2, ŝ 1

i =1,2,...,/

Entonces

[13ŝ 1 Ó1,Š d1, ŝ 1 + /3.11I,Š d2,Š1 + /3ŝ 1 03, ŝ d3,Š1] <

< E /35 õsi
sES"

i = 1, 2, . . . , /

Sumando para todos los individuos en el lado derecho de la desigual-
dad tenemos

[73.11 öLád1,ŝ 1 + /3.41 Ó2,Š d2, ŝ 1 + /5A, Š d3,Š1] <

< 	e
sES" i=i

Por las condiciones de factibilidad y la hipótesis 6 sabemos que

< Ify +3d10
i=1

Asimismo, como demostramos en la proposición 3 y siguiendo las mis-
mas definiciones dadas allí

EsES" ijs < Ko z (f3,-70t(s)—t( ŝ )

/3.41	 sES"

Ko
1 —
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Ko constante positiva, y por lo tanto

{tnádi, á i + kád2, ái + öS , Šd3, á i ] <

Ko 
+1 — fiTr	 3dIO]

i	 1,2,...,1
Por lo tanto, llamando

Ko 
C =

— 13r [/zi) + 3dIO]1	 r

concluimos

C > [(91 A d1,1 + Ôd2,1 + kgc13, ,il ] > —B

i = 1, 2, .	 ,

Por consiguiente, para cualquier nudo ŝ del árbol de sucesos en el cual
se tomaron las decisiones de inversion-desinversion Öni , Š, n = 1, 2, 3,
llamando Â 	 1 = 1, 2, 3 a los resultados en los nudos subsiguientes
de tales deci ŝiones queda planteado el sistema

157

(22)

bl , Šd2, ,41 +, Lád3,Ŝ 1

+ t;511 , Šd2,á2 + kád3,42

kádl , g3 + kg C12,,Ŝ3 + Õl,g(13,Ŝ3

donde bni n = 1, 2, 3 son soluciones. Con nuestra hipótesis de mer-
cados completos, dado que tanto ./4 .1 como dn,á, n = 1,2,3, 1 = 1, 2,3
están acotados arriba y abajo, es inmediato aplicar Cramer y com-
probar que existen dos constantes positivas M y N tales que

M > > —N

i = 1, 2, ... , I

para cualquier nudo ŝ en S. Tendríamos por lo tanto que en equi-
librio, las inversiones-desinversiones en cualquiera de los tres activos
y en cualquier nudo del árbol de sucesos están acotadas, y queda
demostrada la proposición.
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Proposición 5 En el Equilibrio de la Economía quedan fuera opor-
tunidades de arbitraje.

Demostración
Comenzaremos definiendo arbitraje. Llamamos arbitraje en un

nudo s a una cartera	 01 01 , ․ ) tal que:

• Supone endeudamiento real neto o nulo en el nudo s, conllevan-
do en los nudos sl, 1 = 1, 2, 3 beneficios en términos reales no
negativos y no nulos en algŭn sl, 1 = 1, 1, 3, esto es

ql,s

[	 611,s q2,s

q3,s

< 0

d1,51	 d1,52	 C11,33

,s	 05,3 d2,s1	 d2,s2	 d2,s3 > 0

d3,81	 d3,s2	 d3,83

• Supone endeudamiento real neto en el nudo s, conllevando en
el nudo 81,1 = 1, 2, 3 beneficios no negativos en términos reales,
esto es

,s 112,5

q3,s

< 0

di,si	 dl,s2	 di,s3

[ 
611 ,s	 ets d2 ,5 1	 d2,52	 d2,s3 > 0

d3, 5 1	 d3,52	 d3,s3

En nuestra notación vectorial > significa no negativo, mientras que
> significa no negativo y no nulo, pero no necesariamente positivo
en todas sus coordenadas, algo que denota >>. Como vemos, la
idea básica de nuestra definición de arbitraje (Ross (1978), Altug y



(j1,s

13s

Q2,s

Ps

Q3,s

Ps

di,s2

d2,82

d3,s2

di,s3

d2,s3

d3,s3

ql,s

(12,8

q3,s

di,s2

d2,s2

d3,s2

di,s3

d2,s3

d3,s3

> 0
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Labadie (1994) y Duffie (1992)) es la posibilidad de obtener beneficios,
esto es mayores posibilidades de consumo, vendiendo determinados
activos y comprando otros por el mismo o inferior valor. Supongamos
que existe Equilibrio de la Economía, bien Arrow-Debreu o bien de
Radner. Por los Teoremas 1 y 2, dado un Equilibrio Arrow-Debreu
existe un Equilibrio de Radner asociado y viceversa. Consideremos
que {fis} sEs son los precios de Equilibrio Arrow-Debreu, siendo los
precios asociados del Equilibrio de Radner

o en forma matricial

Sea cualquier cartera 091q,s ,o5 , ․ ) que supone endeudamiento
real neto o nulo en el nudo s, esto es

02,s

03,8

Supongamos que esta cartera conlleva beneficios en términos reales
no negativos y no nulos en alg ŭn nudo s/, / = 1, 2, 3, es decir

[ 01 ,s 615 ,s 923, d-2,s1

d3,s1

[61,s 6ts es,s < 0
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Entonces

di ,.91 01 ,s +	 + d3,si 05,s

+ d2,,201 ,s + d3,s26150

+ d2, 830 5 + d3,5305,5

y por consiguiente

> 0

[	 "Éa
Ps	 P.

di,s101,s +	 + d3,5101,3

+ d2, 520 5 + d3,5205

d1, 530 8 + d2,s30 5 + d3,5305

> 0

puesto que 25s E R++ , s E S. Transformamos la expresión anterior

+ d2 ,s 1 01 ,s +

[135	 13.	 13s
	 + d2,s201 , , + d3,5205,3

+ d2,s3 01 ,s + d3,s305

d1,51 d1,52 di,s3

d2,si d2,s2 d2,s3

d3,s1 d3,s2 d3,s3

_

P.
É..92
738

(11,8

,s	 q2,s

q3,s

llegando a una contradicción, siendo por lo tanto imposible conjunta-
mente

41,s

[	 01,s

> 0

< 0

= [ 01 ,s 05,, 05,s I

(13,s
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[	 es,s es,s

d1,82 di,s3

d2, 5 1 d2,52 d2,83 > 0

d3,51 d3,52 d3,s3

S E S

De manera análoga, sea una cartera (0i 01 ,s , 05 , ․ ) que supone endeu-
damiento real neto en el nudo s

[ 01 ,s el,s

q3,s

Supongamos que esta cartera conlleva en los nudos s/, / = 1, 2, 3
beneficios reales no negativos, esto es

q2,8 < 0

[ t9L 01,8

Entonces

d 1 ,s1 d1,82

d2,5 1 (12,52

d3,81 d3,52

di,s3

d2,s3
	 > 0

d3,s3

dl ,s101 , s +d2,s 1 0, +
d 1 , s 2 e s + (12,201 ,5 + d3,8201,s

,,301 + d2, 83 0 5 + d3,8301,5

y por consiguiente

> 0

dl,51 01s -4- d,	 + d3,,s105,,

+ d2,8201 ,8 + d3,5295

di,53eLs +d2,s3 eLs + d3,53e8

[	 -É9

PS	 138
> 0



di,s3

d2,s3

d3,s3

ql,s

q2,s

q3,s

< 0

di,s2

d2,82

d3,s2

di,s3

d2,s3

d3,s3

> 0
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puesto que fis E R++, s E S. Transformamos la expresión anterior

+ d2,,101 ,s + d3,s1195,s

cl1,82 0 8 + d2,s2 0 5 + d3,8205,8

d1 ,330 5 + d2,530 5 + d3,5305

[138 	 PS	 f)5

= [ eIs ,.,	 es,s

dl,s2

d2 ,81 d2,52

d3,81 d3,82

=	 ot,s °1,s 611,s1

(13, s

llegando a una contradicción, siendo por lo tanto imposible conjunta-
mente

ql,s

q-2,s
	 > ()

[
	

d2,s1

d3,s1

s e S
Queda demostrada por tanto la proposición: si existe equilibrio de la
Economía están agotadas todas las posibilidades de arbitraje.

6. CONCLUSIONES

Partiendo de modelos básicos con activos de Equilibrio General
Dinámico con Incertidumbre (Arrow (1953), Lucas (1978), Altug y
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Labadie (1994)) hemos construido uno más amplio cuyos rasgos pri-
mordiales son la extensión de la hipótesis de mercados completos con-
siderando una matriz de dividendos genérica, la heterogeneidad entre
agentes, la no estacionariedad en la incertidumbre y la asimilación
entre activos y bienes de capital, que permite manteniendonos en el
marco de una Economía de Intercambio ampliar los resultados al ca-
so de producción. La equivalencia entre los equilibrios Arrow-Debreu
y de Radner (Arrow (1953), Mas-Colell, Whinston y Green (1995),
Altug y Labadie (1994), Duffie (1992)) nos ha permitido obtener dife-
rentes expresiones para los precios de los activos, quedando patentes
su carácter estocástico y su independencia respecto de las ofertas. En
efecto, los precios de los activos son ŭnicamente determinados por sus
dividendos futuros esperados previamente descontados seg ŭn factores
de descuento individuales, de tal forma que en equilibrio los precios
de los activos coinciden con el valor de mercado de sus dividendos
futuros. La equivalencia entre entornos posibilita también la obten-
ción de propiedades financieras en el equilibrio. Así, el Equilibrio de
la Economía supone la inexistencia de arbitraje (Ross (1978), Duffie
(1992), Altug y Labadie (1995), la imposibilidad de endeudamientos
progresivos y límites al ahorro/desahorro en los activos para todos los
individuos. Por lo tanto, junto a la suficiencia de estas condiciones
para la existencia del equilibrio, hemos concluido su necesariedad, en
un modelo fácilmente extensible al caso de producción.
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