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Capitulo 1

Introduccidn.

En el estudio de la Teoria de la Elasticidad, al igual que en el estudio de cualquier otra
materia, es conveniente comenzar por establecer cudl serd el dmbito de aplicacion, las
hipdtesis bdsicas, y las limitaciones o posibles extensiones del modelo tedrico que nos
disponemos a desarrollar. Es ademads particularmente necesario en este caso presentar la
notaciéon que se utilizard, y algunos conceptos matemadticos que el lector puede no
conocer. Todo ello constituye un material idéneo para un capitulo de introduccién como
el presente.

1.1.- Objeto de la Teoria de la Elasticidad.

La Mecdnica Racional se ocupa tipicamente del estudio del punto material y del
solido rigido. Estos dos conceptos son abstracciones -entes creados por la razén
humana-, que han mostrado ser sumamente utiles para el mejor entendimiento de
muchos aspectos del comportamiento de los sélidos reales. Sin embargo, éstos siempre
se deforman bajo la accién de las cargas que les son aplicadas, existiendo un gran
nimero de aplicaciones pricticas en cuyo estudio es necesario considerar la
deformacién, y que en consecuencia requieren herramientas de andlisis distintas de las
proporcionadas por la Mecdanica Racional.

La Teoria de la Elasticidad intenta dar respuesta al requerimiento anterior, siendo su
propoésito describir el comportamiento del sélido deformable desde el punto de vista
macroscéopico propio de la mecénica de los medios continuos. El modelo matemaético
que se construye para describir el comportamiento del sélido, que en principio puede
tener geometria y cargas cualesquiera, tiene como incégnitas fundamentales los
desplazamientos de los puntos del sdlido. Desde el punto de vista practico, resulta
ademds importante predecir si el s6lido se rompera (o también si su comportamiento se
alejard significativamente de las hipotesis del modelo matematico), lo que le impediria
desempefiar la mision resistente para la que fue concebido. Finalmente, desearemos
realizar el disefio del sélido resistente de forma que resulte econémico, o conveniente en
algin otro sentido, manteniéndose las caracteristicas funcionales requeridas.

La Resistencia de Materiales se ocupa del estudio de los sélidos deformables que
presentan ciertas peculiaridades geométricas (tipicamente forma de barra), bajo las
mismas hipdtesis generales y con los mismos propédsitos que la Teoria de la Elasticidad.
Es del mayor interés el estudio pormenorizado de las simplificaciones que estas
peculiaridades geométricas permiten, dado que la inmensa mayoria de los elementos
resistentes que se diseflan tienen forma de barra (una dimensidn espacial es mucho
mayor que las otras dos), o forma de placa (una dimensién espacial es mucho menor que
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las otras dos). La frontera entre la Teoria de la Elasticidad y la Resistencia de Materiales
es por tanto imprecisa, y el estudio de ciertos tipos de problemas en uno u otro contexto
es en muchos casos una cuestion de tradicion histérica.

En el establecimiento de los principios bésicos de la Teoria de la Elasticidad cabe
destacar las aportaciones fundamentales de A.L. Cauchy (1789-1857) y de L.M.H.
Navier (1785-1836). Desde entonces han sido muchas las técnicas matemdticas que se
han desarrollado sobre esas mismas bases para estudiar nuevos y cada vez mads
complejos problemas, como el comportamiento de materiales para construccion y de
materiales especiales, la propagacion de grietas, el contacto entre sélidos, el
acoplamiento de fendmenos elasticos y térmicos, y la interaccion de un sélido elastico
con un fluido circundante, entre otros muchos. La consideracién o no de diversos
efectos (dindmicos, temperatura,...), o de diversas hipétesis (respecto del tipo de
respuesta del material a las cargas, de la magnitud de los movimientos y de los cambios
de forma,...), conduce a complicaciones o simplificaciones en el modelo matematico.

Este texto pretende introducir al lector en los aspectos elementales de la Teoria de
la Elasticidad, proporciondndole informacion adecuada para la posterior profundizacion
en aspectos mds especificos de la mecanica de sélidos, que no serén tratados aqui.

1.2.- Hipétesis basicas.

Adoptaremos en nuestro estudio las hipétesis mas simplificativas que pueden
considerarse en mecdnica de s6lidos. Estas hipdtesis se enumeran a continuacion.

1.-Homogeneidad: cualquier elemento de volumen del sélido tendrd idénticas
propiedades fisicas.

2.-Isotropia: las propiedades fisicas del material no dependerdn de la direccién en que
estas sean observadas o medidas.

3.-Ausencia de efectos dindmicos: las cargas son aplicadas con lentitud, lo que
produce una evolucién lenta de desplazamientos que permite despreciar los
llamados efectos de inercia. Como consecuencia, el equilibrio estatico de cualquier
porcién del sélido debe satisfacerse en cualquier instante durante el proceso de
carga.

4.-Comportamiento eldstico del material: el sélido recupera su geometria inicial
cuando cesa la aplicacion de las cargas.

5.-Comportamiento lineal del material a nivel local. Consiste en lo siguiente:
imaginemos aislada una pequefia porcion de sélido (un diferencial de volumen), que
estd sometida a idénticas acciones a las que el resto del sélido ejercia sobre ella. Si
multiplicamos el valor de esas acciones por un cierto nimero, el alargamiento o
acortamiento que se obtiene para cualquier linea contenida en el diferencial de
volumen quedara multiplicado por el mismo nimero.
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6.-Los desplazamientos y sus derivadas espaciales primeras (directamente relacionadas
con las magnitudes que mas tarde llamaremos deformaciones) son pequefios. En
muchos casos esto posibilita el planteamiento del equilibrio en la configuracién
indeformada con un error despreciable, dado que normalmente se mantendrén sin
cambios significativos las lineas de accion de las fuerzas, y los demds elementos
que intervienen en el planteamiento del equilibrio estatico.

Es de gran interés saber si en un problema dado los desplazamientos vy
deformaciones guardardn una relacion lineal con el nivel de cargas exteriores, porque en
este caso resultard aplicable el principio de superposicion de efectos, del que haremos
uso ocasional en los capitulos siguientes. Las hipdtesis anteriores, significativamente las
de comportamiento elastico lineal del material, junto con la de que los desplazamientos
y sus derivadas son pequefios, conllevan muy frecuentemente la relacion lineal entre las
cargas y los desplazamientos o deformaciones, pero no siempre es asi.

Para identificar las eventuales excepciones, podemos enunciar esta sencilla regla:
cualquier problema en que resulte necesario plantear el equilibrio en la configuracién
deformada presentard en general relaciones no lineales entre las cargas aplicadas y los
desplazamientos (o deformaciones). Y ello aunque el material conserve comportamiento
lineal a nivel local, y los desplazamientos y deformaciones sean pequefios.
Frecuentemente se denomina "no linealidad geométrica" a este tipo de no linealidad, de
la que el fendmeno de inestabilidad de barras comprimidas, que suele estudiarse en el
contexto de la Resistencia de Materiales, es un ejemplo de gran interés practico. Para
ilustrar ahora el efecto de no linealidad geométrica es preferible el ejemplo mas sencillo
que se muestra en las figuras 1.1.

o

1% L NS ha:n/z 1%
ALV
o p
T T
o—AQ

p

%

Figuras 1.1.- Ejemplo de problema con no linealidad geométrica

Se trata de un cable sujeto por sus extremos y con una fuerza P aplicada en su
centro, segun se indica. En el caso sencillo de cables, el comportamiento lineal del
material a nivel local, que asumiremos en nuestro analisis, conduce a:

T=KAL
siendo T la fuerza en el cable , AL su incremento de longitud, y K una constante que
depende de las caracteristicas del cable. Si planteamos el equilibrio en la configuracién
indeformada, obtenemos que el alargamiento de cada mitad del cable es AL = P/(2Kcos
o), lo que constituye una relacién lineal con P. Sin embargo, el equilibrio en la
configuracion deformada -la inica que realmente existe-, viene dado por:
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P =2T cos (0—Aa) = 2K AL cos (0—A)
En donde podemos eliminar Ao utilizando una relacién geométrica, como por ejemplo:

L sen o = (L+AL) sen (0—A)

P _AL | ( sena Y
2KL L 1+AL/L

Lo que claramente supone una relacién no lineal entre P e AL, a pesar de haberse
supuesto comportamiento lineal del material. Apreciamos sin embargo que la condicién
de pequefias deformaciones y pequeiios desplazamientos AL/L<<1 hace degenerar a la
ecuacion anterior hacia la misma relacion lineal obtenida al plantear el equilibrio en la
configuracién indeformada. Pero esto no es asi en todos los casos, ya que cuando o=1/2,
la ecuacidn anterior se convierte en:

P ~N2+AL

= 'L (AL/L)*"?
2KL 1+AL/L

Resultando que:

que es una relacion no lineal atin en el caso en que AL/L<<1. Como indica la tercera de
las figuras 1.1, en el caso de a=m/2, el sistema no puede alcanzar el equilibrio sin que
varie o, por lo que no es posible plantear el equilibrio en la configuracién indeformada.

Del sencillo ejemplo anterior podemos extraer la ensefianza importante de que la
linealidad del comportamiento del material junto con que los desplazamientos y
deformaciones sean pequefios, no son condiciones suficientes para asegurar la existencia
de un relacion lineal entre cargas y deformaciones. Tal como habiamos anticipado, si el
cambio de geometria, aunque sea pequefio, juega un papel importante en el equilibrio
del solido, puede darse el efecto de no linealidad geométrica. A falta de contraejemplos
conocidos, consideraremos suficiente para que exista relaciéon lineal entre cargas y
deformaciones el que se cumplan las hipétesis 3, 4, 5 y 6, junto con el que el
planteamiento del equilibrio en la configuracion indeformada suponga un error
despreciable. Desafortunadamente, la tnica manera formalmente correcta de justificar si
esto ultimo se dard o no en un problema dado, es resolviendo el problema en la
configuracién deformada y procediendo después a realizar las simplificaciones
oportunas. En la gran mayoria de los casos nos ahorraremos este esfuerzo, haciendo en
su lugar una apreciacion fisica a priori acerca de si los cambios geométricos
intervendran o no significativamente en el planteamiento del equilibrio del sélido.
Merece la pena apuntar finalmente que aunque las hipdtesis que adoptamos son las
mas simplificativas que cabe plantear en el estudio del sélido deformable, el modelo
matemadtico que construiremos en base a las mismas serd util para muchos propdsitos
précticos, resultando por ejemplo un excelente punto de partida para abordar el estudio
de los temas tipicos de la Resistencia de Materiales. Indiquemos también en este sentido
que los materiales metdlicos, y de modo destacado el acero, son en general muy
aproximadamente homogéneos e isotropos, presentando comportamiento eldstico y
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lineal en condiciones habituales de servicio, en las que ademds los desplazamientos y
sus derivadas suelen ser muy pequeios. La Teoria Lineal de la Elasticidad encuentra su
campo de aplicacién mds idoneo cuando se dan estas circunstancias.

1.3.- Preliminares matematicos.
Notacién

Para favorecer la concision, en el desarrollo de este texto nos apoyaremos en una
notacion abreviada que es de uso frecuente en la literatura de investigacion. La pequefia
inversion de tiempo que requiere familiarizarse con ella es ampliamente recompensada
en el desarrollo de la teoria general. Utilizaremos tipo de letra negrita para notar
vectores, y ocasionalmente también para matrices. Para relaciones tipo "sistema de
ecuaciones" adoptaremos, por razones de eficiencia, el tipo de notacién sistemdtica que
se muestra a continuacion:

ay 4 i || X b,
Ay Gy Ay || X, |=|b, (1.1)
s 43y Ay || X b,
La ecuacidn anterior puede ser escrita en forma mas concisa como
3
2ax;=b (=123 (12)

j=1

La simplificacién final en la notacién consiste en omitir el simbolo de sumatorio, con lo
que en lo sucesivo entenderemos, salvo mencidon expresa en contrario, que un subindice
que se repite (j en la ecuacion 1.2) en un producto de magnitudes (a y x en 1.2), indica
un sumatorio que afecta a ese subindice. Con esta consideracion (1.1) queda de la
forma:

a;x;=b, (1.3)

A los subindices que, como j en la expresioén anterior, implican sumatorio, se les
llama subindices mudos, y a los que como i no implican sumatorio se les llama
subindices libres. En cualquier expresion podemos sustituir el simbolo utilizado para un
subindice mudo por otro cualquiera (excepto por los que ya figuren como subindices en
la expresion), sin que se altere su significado. Apréciese que con esta notacion el orden
en que se escriben los factores es indiferente, contrariamente a lo que ocurre con la
notacién matricial. También entenderemos que existe sumatorio cuando el subindice se
repita en la misma magnitud; por ejemplo expresaremos la traza de la matriz de
coeficientes de (1.1) como:

atay taz;=a; (1.4)

Sean x|, X), X3, unas coordenadas cartesianas (salvo indicacién en contrario,
asumiremos que los sistemas de coordenadas que utilizamos son cartesianos) que
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describen el espacio tridimensional. La derivada parcial de una magnitud, digamos f,
respecto de una de las coordenadas, digamos X1, serd denotada con un subindice que
indica la coordenada respecto de la que se deriva, al que se le antepone una coma. Asi
por ejemplo df/dx; = f,1 La magnitud a derivar puede a su vez tener subindices,
aplicindose también el convenio de suma. Por ejemplo, la siguiente expresion se
abrevia notablemente:

x,(0a,,/0x, +0a, / 0x, +0da,;;/0x;) +
X,(0a,, /09X, +0a,, / X, +0a,; / 9X5) +

X4(9ay, /X, +day, /3X, +day5/ IX,) =2 1.5)

ij,j%i

Puede haber varios subindices tras la coma, lo que indica derivacion respecto de cada
una de las coordenadas correspondientes, manteniéndose en todo caso el convenio de
suma. Por ejemplo el operador Laplaciano se expresa en esta notaciéon mediante un
subindice repetido tras la coma:
V2 =0%f/0x] +0°f /dx3 +9°f /x5 =1, (1.6)
El convenio de suma no se aplica a sumas de magnitudes (por ejemplo en fj + gj no
se sobreentiende ninglin sumatorio). Nétese que para que se mantenga la asociatividad
entre los factores, no debe aparecer mas de dos veces un mismo subindice de suma en
un mismo término (por ejemplo ajbjcj serd una expresién sin sentido en nuestro
contexto). Salvo indicacién en contrario, suele entenderse que el rango de valores de los
subindices coincide con el nimero de dimensiones del espacio: 1,2 para casos
bidimensionales o 1,2,3 para tridimensionales. Se atribuye a Albert FEinstein la
introduccién de la notacién con convenio de suma. Esta notacién es especialmente
conveniente cuando se usa en combinacién con el concepto de tensor, que serd
presentado mads tarde.

Existen dos convenciones para las que reservaremos una notacion particular: la
conocida "delta de Kronecker", y el "simbolo de permutacién”. La funcién delta de
Kronecker se define mediante:

C[isii=]
5710 si i # ] (1.7)

Teniendo en cuenta el convenio de suma, es inmediato apreciar que 5ij bj =b; , por lo
que a veces se llama operador de sustitucion al delta de Kronecker. Es también
inmediato comprobar que 0;; = 3. Por otra parte, definimos el simbolo de permutacion
como:

1o L
eijk:E(l_J)(J_k)(k_l) :i,j,k=1..3 (1.8)

en donde no se sobreentiende suma en el miembro derecho, ya que los simbolos no
figuran como subindices. Por sustitucion directa se comprueba que:
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0 siuno o mas subindices se repiten

€, =4-1 si ijk no estd en la secuencia 12312 (1.9)
1 si ijk estd en la secuencia 12312... '
El simbolo de permutacion y la delta de Kronecker satisfacen la siguiente relacion:
CijkCist = Sjsskt - 6jt6ks (1.10)

Mediante el simbolo de permutacién es posible expresar en forma concisa algunas
operaciones vectoriales de uso frecuente. Sean por ejemplo bj y ci las componentes de
los vectores b y ¢ en una cierta base asociada a un sistema de ejes cartesianos. Puede
comprobarse que el producto vectorial bxc tiene como resultado un vector p cuyas
componentes pk en la misma base vienen dadas por

p=bxc = Px =€ bic; = ey bic; (1.11)

Es inmediato comprobar que las componentes rj del rotacional de un campo
vectorial wj pueden expresarse como:

r=rotw = Ij = ejjk Wkoj (1.12)

Utilizando la notacién indical se simplifican las demostraciones de muchas
propiedades de los campos vectoriales. Por ejemplo, el hecho conocido de que la
divergencia del rotacional de un campo vectorial w es siempre nulo resulta
practicamente inmediato sin mds que observar su expresion: div rot w = (ejjk Wksj)»j =
ejjk Wkji - Para un valor de k cualquiera, existirin 9 sumandos correspondientes a la
variacién de i, j, desde 1 hasta 3. De ellos, los tres que tienen i=j se anulan por anularse
el simbolo de permutacién, y los seis restantes se cancelan por parejas, dado que al
intercambiar los valores de i, j, entre si, se obtienen sumandos idénticos pero con signo
cambiado. En efecto: ejjk = -€jik ; Wk»ji = Wksij = €ijk Wkji = -€jik Wk-ij (sin convenio
de suma). Asi:

div rot w = ejjx Wk,ji = 0 (1.13)

El producto triple de tres vectores a,b,c, se define como v = axb.c , y su resultado
es un escalar cuyo valor coincide con el volumen del paralelepipedo que definen los tres
vectores. Teniendo en cuenta (1.12) y que el producto escalar de dos vectores de
componentes px y ck puede expresarse como pkCk , €l triple producto de vectores
queda:

v=aXxb.c=eyabic, (1.14)
Cambio de base

Sea un sistema directo de ejes coordenados cartesianos X 1,X2,X3, que tiene asociada
una base de vectores unitarios ej.e).e3, y otro sistema también cartesiano x]',X2',X3'
girado respecto del anterior, con vectores asociados ej',e)p'.e3', como se indica en la
figura 1.2. Aunque un vector representa una entidad fisica que existe
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independientemente de que se defina o no un sistema de ejes coordenados, sus
componentes varian con la eleccion particular del sistema de ejes, resultando distintas
representaciones del mismo vector. Asi, el vector r puede ser expresado en funcion de
sus coordenadas en uno u otro sistema de ejes:

I = Xj €] = Xj' €]’ (1.15)

multiplicando escalarmente la ecuacion anterior por eg' , y teniendo en cuenta la
evidencia de que ejex' = dj'k' , se llega inmediatamente a:

Xk' = ak'i Xi (1.16)
siendo ag'j = ek'ej = cos(ek' , €;)
X3
X '
2
X3| e
e 3' 3
e2l
e e
1 2 X
e 2
r
Xl X 11

Figura 1.2.- Rotacion del sistema de ejes coordenados.

Un desarrollo similar permite demostrar la relacion homoéloga xi = akj' xj' . La relacion
(1.16) es la ecuacién de cambio de base de vectores, expresada en notacién indical. En
ocasiones desearemos expresar relaciones como la (1.16) en forma matricial. Para ello
basta con ajustarse a la regla de escribir el producto de matrices en el orden que resulta
en la expresion de subindices cuando cada ultimo subindice de una magnitud coincide
con el primero de la siguiente. Como (1.16) ya esta escrita en esta forma (el ultimo
subindice de ay'j y el primero de x; coinciden), esta ecuacion es equivalente a:

Xy Aoy Ay A |1 X
— 1 A4 L
X, |=|a,, a,, a,,||x,| osimbdlicamente x'=a x
(1.17)
X3 A3y 83, Az || Xy

Es bien conocido que la matriz a es ortogonal (su inversa coincide con su traspuesta),
por ser la matriz de cambio de base asociada a dos triedros ortogonales directos. De la
definicion de ajj es inmediato que ajy =ay , etc, lo que no quiere decir que al emplear
notacién matricial, a resulte una matriz simétrica. Véase que no lo es:

cos(1'l) cos(1'2) cos(1'3)
a=(a;;)=|cos(2'l) cos(2'2) cos(2'3)

(1.18)
cos(3'l) cos(3'2) cos(3'3)
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Hay que notar que en general el que zjj = zjj si tiene la implicacién de que la matriz
asociada a la magnitud z sea simétrica, siendo ay'x una excepcién debido al especial
significado que hemos dado a los subindices en este caso. Finalmente, derivando (1.16)
respecto de x se tiene que X',k = ak'iXj-k = ak'j Oik = ak'k- Es decir:

ak'k = Xkk (1.19)

Tensores en coordenadas cartesianas

Como veremos, el cardcter tensorial (o no tensorial) de una magnitud se establece
en base a como se transforman sus componentes frente a cambios de sistemas de
coordenadas. Cuando sélo se emplean sistemas de coordenadas cartesianas se habla de
tensores en coordenadas cartesianas, como un caso particular respecto de la definicién
general de tensor, en la que se consideran transformaciones entre sistemas de
coordenadas mds generales. En lo que sigue se asume que los sistemas de coordenadas
utilizados son cartesianos. Las leyes de transformacion (de las magnitudes que
definiremos como tensores) entre sistemas cartesianos, caracterizan el dlgebra de
tensores en coordenadas cartesianas, o abreviadamente de tensores cartesianos.

Aunque la concepcidn de vector como una entidad con médulo y direccién tiene un
considerable atractivo fisico, vamos a presentar un punto de vista alternativo que tiene la
ventaja de ser inmediatamente generalizable. La relacion entre las componentes de un
vector en dos sistemas -sin prima y con prima-, como los mostrados en la figura 1.2,
viene dada por (1.16). Podemos adoptar esta relacion como definicion de vector, y
diremos asi que una entidad matemética de tres componentes [3; serd un vector sélo si
sus componentes se transforman de acuerdo con (1.16). De modo natural podemos
plantear la siguiente generalizacion para objetos matemdticos que tengan mds de un
subindice:

Bijk...I' = ajj ak'k - a1 Bijk...1 (1.20)

Si el objeto matemadtico Pk | transforma sus componentes en distintos sistemas de
ejes cartesianos de acuerdo con (1.20), entonces diremos que es un tensor cartesiano.
Llamaremos orden del tensor al nimero de subindices que posea. El ndmero de
componentes de un tensor es igual a la dimension del espacio (en general 3) elevado al
orden del tensor. Asi, un tensor de orden 2 tiene 9 componentes, uno de orden 3 tiene 27
componentes, etc. La generalizacion anterior se aplica también para orden cero, lo que
conduce a un tensor de una sola componente, correspondiéndose con el concepto de
escalar, cuya Unica componente no varia frente a cambios de ejes. Los tensores de orden
uno son evidentemente vectores en su concepcion usual.

El lector puede identificar como tensores algunas magnitudes que ya conoce. Por
ejemplo, los momentos y productos de inercia de un sélido respecto de los ejes
coordenados pueden expresarse en forma compacta como:

1. = X.dem (1.21)

Y Solido !
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siendo dm un elemento diferencial de masa del sélido. El caricter tensorial de la
magnitud Ijj se demuestra expresandola respecto de unos ejes girados:

_ - _ _ 1.22)
i SolidoXi'vadm_ Solidoai'iaj'jxixjdm aiviajvaSolidOXindm ai'iaj'jlij (

Otro ejemplo de tensor es el conjunto de las derivadas parciales segundas de una
funcidn escalar f’ij- En efecto: f’ij = (f,} Xi"i)’j = (f,y Xi"i),j' Xj\j = (f,ivjv Xii + by Xi"ij')
Xj,j = (el segundo término del paréntesis contiene una derivada de ajj, que vale cero si
los sistemas de ejes son ambos cartesianos) = ajj' ajj' £, . También tiene cardcter
tensorial el conjunto de coeficientes ¢jj que relacionan el desplazamiento uj de un punto
con la fuerza aplicada F; en el mismo punto o en otro punto (siendo uj=c;jjFj), cuando el
sOlido presenta relacion lineal entre cargas y desplazamientos. Existen en la fisica
muchas magnitudes que se ajustan a la definicion formal de tensor, habiéndose indicado
anteriormente sélo algunos ejemplos. Por ello es de interés extraer las propiedades
matemadticas comunes de este tipo de magnitudes.

Cuando planteamos una ecuacién, con tensores o sin ellos, debemos comprobar un
primer requisito en relacion con la invariabilidad de la forma de las ecuaciones que
describen los fendmenos fisicos: las leyes de la naturaleza operan independientemente
del sistema de coordenadas, el cual se introduce por conveniencia (para poder realizar
calculos en forma numérica). Por lo tanto, la forma de una ecuacién que pretenda
representar a una ley de la naturaleza no debe depender del sistema de coordenadas
elegido, ya que si se diese esta dependencia esa "ley" no mereceria tal nombre, sino que
seria simplemente una relacion fortuita o circunstancial.

Las ecuaciones escritas en forma tensorial cumplen en efecto con esta premisa
basica de invarianza de forma respecto del sistema de coordenadas. El siguiente teorema
expresa la invarianza aludida:

"Sean Bjj_ k¥ Cjj.. k dos tensores. Si la ecuacion tensorial Bjj =
Cjj...k es cierta en un sistema de coordenadas, entonces es también
cierta en cualquier otro sistema de coordenadas."

Este teorema puede demostrarse sin dificultad escribiendo la igualdad como la
sustraccion de ambos tensores igualada a cero, y haciendo uso de la propiedad, que el
lector puede a su vez demostrar, de que si las componentes de un tensor son nulas en un
sistema de coordenadas, entonces lo son también en cualquier otro sistema de
coordenadas.

Como comentario final acerca de la invarianza de forma de las ecuaciones que
representan leyes fisicas, llamemos la atencion sobre el hecho de que el lector
probablemente habra asumido hace afios como natural el que las ecuaciones vectoriales
que conoce (la segunda ley de Newton, las ecuaciones de equilibrio estatico, ...) sean
vélidas en cualquier sistema de ejes. Esta aceptacion sin recelos por parte del estudiante
es debida simplemente al claro sentido fisico que cabe atribuir tanto a los vectores como
a las operaciones entre ellos. Aunque los tensores de orden superior a uno no cuentan en
general con una interpretacion fisica tan inmediata, su utilidad para manejar magnitudes
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tensoriales es andloga a la utilidad del concepto de vector para manejar las magnitudes
vectoriales, que pueden considerarse como un caso particular de tensores.

Operaciones con tensores en coordenadas cartesianas

La suma (o resta) de tensores del mismo orden es un tensor del mismo orden, cuyas
componentes son la suma de las componentes correspondientes de los tensores a sumar.
La suma de tensores de distinto orden no estd definida.

Llamamos producto exterior de dos tensores a su multiplicaciéon cuando ningtn
subindice se repite. El resultado es un tensor (demuéstrese) cuyo orden es la suma de los
ordenes de los factores. Por ejemplo, bjjk = cjj di es el producto exterior de cjj y di .

La contraccion de un tensor es la operacion que lleva implicito (segin el convenio
de suma) el hacer iguales dos subindices en la notacién de un tensor. El resultado de una
contraccion es un tensor (demuéstrese) de orden el inicial menos dos. Por ejemplo cjj es
una contraccion cuyo resultado es un tensor de orden 2-2=0 (un escalar).

El producto interior de dos tensores es un producto exterior seguido de una
contraccion. Por ejemplo bjj; = ¢jj dj es un producto interior de cjj y di . El resultado es
evidentemente un tensor.

La derivada parcial de un tensor respecto de una coordenada es otro tensor en el
ambito de los tensores cartesianos (solamente). La demostracion se realiza derivando
directamente un tensor: bj,k' = (bj Xi:i')k' = (bi Xi»iV)-k Xk-k' = (bisk Xisi' + bj Xjsi'k)
Xk-k'- El segundo término del ultimo paréntesis se anula por contener una derivada de
Xj,i' (que en coordenadas cartesianas es constante, de valor a;jj'). Por lo tanto resulta que

bink' = Xisi' Xkok' bisk (1.23)

Lo que muestra que b;,;c se transforma como un tensor de segundo orden, pudiendo
i

realizarse con términos de este tipo las operaciones tensoriales que se han definido. La

generalizacion a tensores de orden superior y derivadas sucesivas es inmediata.

Definimos como médulo de un tensor de orden uno, d;, y lo denotaremos |d;| al médulo
del vector en su sentido habitual. Siendo d; sus coordenadas cartesianas, tenemos:

|d;|=1/dd, (1.24)
El calculo del médulo conlleva un producto interior, siendo el resultado un escalar. En

consecuencia, el subindice 1 es mudo en una expresiéon como |d;l, a pesar de que en la
notacion adoptada aparezca una sola vez el subindice.

Existe una propiedad conocida como "Regla del Cociente", la cual no define una
operacion entre tensores (la division entre ellos no esta definida). Dicha propiedad sirve
para identificar de modo inmediato el caricter tensorial de una magnitud, y admite
diversos enunciados. Para nuestros propdsitos, el mds interesante serd probablemente el
que sigue: Si se cumple
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bjj ¢j =dj (1.25)

y ademds es conocido que tanto c¢; como dj son vectores, ello es suficiente para asegurar
que bij es un tensor (se requiere ademas que c; sea independiente de bij ). Para probar
esta propiedad partimos de (1.25) expresada en unos ejes girados: bivj' ¢j = dir=apjdi=
aj'j bij ¢j = ajj byj ajj ¢j. Esta igualdad se satisfard para unas componentes c;' arbitrarias,
por lo que podemos eliminar este simbolo de la igualdad entre el primer y ultimo
término de la ecuacion anterior, resultando by = ajj ajj bjj , como queriamos
demostrar.

El teorema de la divergencia.

Si f es cualquier campo vectorial cuyas componentes son diferenciables, que esta
definido en una regién del espacio V limitada por una superficie cerrada S, y n es el
vector unitario normal exterior a la superficie S un punto considerado, la integral de
volumen de la divergencia de f (div(f)=f;;) puede calcularse mediante una integral de
superficie mediante:

[ f.av=]fnds (1.26)

Este resultado del calculo integral, conocido como teorema de la divergencia, serd de
uso frecuente en los capitulos siguientes.
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Capitulo 2

Tensi6n.

Para explicar como se transmiten a través del solido las fuerzas aplicadas, es
necesario introducir el concepto de tension, que es probablemente el concepto fisico
mds importante de toda la mecdnica de los medios continuos, y de la teoria de la
elasticidad en particular. Este capitulo presenta al lector el concepto de tensidn junto con
su caracterizacion matematica como tensor, y algunas de sus propiedades mas
importantes.

2.1.- Concepto de tension: vector tension.

Consideremos un sélido en equilibrio estitico bajo la accién de fuerzas, como
muestra la primera figura 2.1. Por conveniencia consideraremos dos tipos distintos de
fuerzas: "fuerzas de superficie" y "fuerzas de volumen". Las fuerzas de superficie son
distribuciones de fuerzas (o fuerzas puntuales) que actian sobre la superficie del s6lido
considerado, las cuales pueden por ejemplo estar producidas por el contacto con otro
solido. Las fuerzas de volumen, que no necesitaremos considerar hasta el epigrafe 2.3,
actian sobre el interior del s6lido (por ejemplo la gravedad). Tienen unidades de fuerza
por unidad de superficie y de fuerza por unidad de volumen, respectivamente.

Figuras 2.1.- Porcién de un sélido en equilibrio.

Consideremos una porcién cualquiera del sélido, como por ejemplo la que se
obtendria al cortar el mismo por una superficie continua S segin se indica en la segunda
figura 2.1. Cada porcion del solido que podamos considerar estard en equilibrio
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asumiendo que en el corte imaginario realizado actiian las mismas acciones que ejercia
en él el resto del s6lido. Admitiremos el postulado de que estas acciones en el corte
estdn representadas mediante una cierta distribucién continua de fuerzas, como muestra
la segunda de las figuras 2.1, sin momentos concentrados ni distribucién de momentos.
Esta distribucion de fuerzas tiene unidades de presion (fuerza por unidad de superficie),
si bien su direccion no serd en general perpendicular a la superficie S. El postulado de
que existe en cualquier superficie continua S una distribucién también continua de
fuerzas estaticamente equivalente a la accidén que ejerce el material existente en el otro
lado de la superficie S, constituye el concepto de tensién de Cauchy, y es la hipdtesis
fundamental de la mecanica de medios continuos.

Definimos como vector tension en un punto de la superficie S el valor (vectorial) de
la distribucién de fuerzas en ese punto.

Debe apreciarse que en general el vector tension no es tnico en un punto del sélido,
ya que variard con la orientacion de la superficie S que pase por el punto. Denotaremos
como n al vector unitario normal a la superficie S en el punto considerado, que
tomaremos en el sentido exterior a la porciéon de sélido analizada. Denotaremos como
TN e] valor de la distribucion de fuerzas, es decir, el vector tension. Asi, el superindice n
indica que la superficie S tiene normal exterior n en el punto considerado (tercera de las
figuras 2.1).

Es inmediato calcular la resultante de las fuerzas (tensiones) que actian en un
elemento de la superficie S. Dado que hemos supuesto que esta distribucion de fuerzas
es continua, podemos reducir las fuerzas que actdan sobre un elemento muy pequeiio de
superficie AS, a su resultante AF aplicada en el centro de dreas de AS. La reduccién
anterior se realiza dentro de la aproximacion de que la distribucién de fuerzas
mantendrd direccién y modulo sensiblemente constantes en todo AS (un sistema de
vectores que no sean paralelos no podria en general reducirse s6lo a su resultante).
Cuando AS tiende a un valor indefinidamente pequefio dS, la resultante dF tendrd un
valor:

dF =Tn dS 2.1

Llamaremos componentes intrinsecas del vector tensidn a sus proyecciones sobre la
direccion normal a la superficie S (dada por n), y sobre el plano tangente a la superficie,
que sera perpendicular a n, como indica la figura 2.2. En general estaremos interesados
en conocer los siguientes valores escalares asociados a estas proyecciones:

c=T0.n=T;" (2.2)
2= |Tn|2.52 2.3)

Llamaremos a ¢ componente normal y a T componente tangencial. En las férmulas
anteriores es inmediato apreciar que ¢ estd calculado como un escalar con signo, ya que
es el resultado de un producto escalar de vectores. El convenio de signos que deriva de
este cdlculo es que o es positivo si la proyeccidon del vector tension sobre la direccion
normal a S tiene el sentido de n (diremos que la componente normal es de traccion en
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este caso). El procedimiento de cédlculo (2.3) para la componente tangencial indica que
el signo del escalar T es indiferente. De hecho, no adoptaremos ningin convenio de
signos para T, excepto en el ambito del diagrama de Mohr para problemas
bidimensionales, que estudiaremos mds tarde en este capitulo. Lo anterior es
independiente de que hayamos definido un convenio de signos para las componentes
del tensor de tensiones, en particular para las tangenciales.

TN
/ plano tangente a S

proyeccién normaﬂ\ .

Figura 2.2.- Componentes intrinsecas del vector tension.

Los vectores tension en un punto seguin una superficie de corte S, y considerando
las porciones de s6lido a uno y otro lado del corte, son iguales en mddulo y direccion, y
de sentido opuesto. Esta propiedad puede considerarse una consecuencia directa del
principio de accién y reaccién de Newton, aunque cabe realizar una comprobacion
adicional basada en un razonamiento de equilibrio: consideremos aislado del seno de un
s6lido un pequeifio cilindro de base AS y altura d que contiene al punto P, y cuyas caras
son paralelas al plano tangente a la superficie S, como indica la primera figura 2.3.

Figuras 2.3.- Equilibrio de un cilindro elemental.

Sobre las caras planas del sélido considerado actuardn las tensiones TR y ™' y
sobre cada punto de la superficie lateral cilindrica existird un cierto vector tension,
variable al variar la orientaciéon del plano tangente al cilindro. Adicionalmente
consideraremos la existencia de fuerzas de volumen, tales como la accién de la
gravedad. Al hacer tender a cero la altura & del cilindro de manera que P se mantenga
dentro de él, la superficie lateral tiende a cero y las tensiones en esta superficie
produciran fuerzas de magnitud despreciable frente a las correspondientes a TR y ™'
que actian sobre superficies que no tienden a cero. Las fuerzas de volumen también
serdn despreciables, puesto que el volumen del sélido tiende a cero con 8. Por tanto,
s6lo quedan como magnitudes significativas las tensiones TR y ™' que produciran
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fuerzas TRAS 'y TN'AS respectivamente. Del planteamiento del equilibrio del sélido
que hemos aislado se tiene:

TOAS + TR'AS=0 = Th =_Tn' (2.4)

lo que plasma el esperado resultado de que en un punto P, el vector tensién en un
plano de normal exterior n'=-n es opuesto al que se da en el de normal exterior n.

2.2.- Tensor de tensiones.

Consideremos el equilibrio de un sélido diferencial con forma de tetraedro (extraido
del seno de un sélido finito) como el mostrado en las figuras 2.4, cuyas caras estdn
definidas por los tres planos coordenados y una cara oblicua de normal n. En alguna
posicion dentro del tetraedro -no importa donde-, se encuentra un punto P, en el que los
vectores tensién segln planos paralelos a los coordenados valen T ;T ;T %
(especificamos el sentido negativo de cada ej por tener esa orientacién la normal
exterior a cada una de las tres superficies). Llamaremos T" al vector tensién en el plano
de normal n que pasa por P. Las superficies del tetraedro tendrén unas tensiones iguales
a las anteriores salvo un diferencial, puesto que las distancias de P a estas superficies
son diferenciales de primer orden. Tomaremos pues como aproximacion de los valores
de los vectores tension en las caras de tetraedro los valores en planos paralelos a ellas
que pasan por P. En el limite, esta aproximacidén no introducird error al plantear el
equilibrio, a no ser que se produjese una eventual cancelacion de los términos finitos del
desarrollo en serie de las tensiones (los correspondientes a la tension en P, citados
anteriormente), lo que no sucederd en este caso como veremos. Al no cancelarse estos
términos finitos de tension, las fuerzas de superficie en el tetraedro (diferenciales de
segundo orden = tension finita por superficie diferencial) dominardn sobre las fuerzas de
volumen (diferenciales de tercer orden), que consecuentemente despreciaremos.

X3

X3

2
N
v

</ X

Figuras 2.4.- Equilibrio de un tetraedro elemental del seno de un sélido.
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Caracterizaremos la magnitud de una superficie mediante un escalar positivo. Si la
cara oblicua del tetraedro tiene una superficie dS, la cara paralela al plano 23 tendra una
superficie n1dS, la paralela al plano 31 serd npdS, y la paralela a 12 serd n3dS. Noétese
que tal como se ha considerado n en la figura 2.4, todas sus componentes n; son
positivas, por lo que no es necesaria ninguna correccion de signo en el cédlculo de las
superficies anteriores. La ecuacion de equilibrio de fuerzas se expresard como:

T~ n,dS+T *n,dS+T *n,dS+T"dS =0

T ., . . —€. €.
Dividiendo la ecuacion anterior por dS, y teniendo en cuenta que T 7' =-T",
e. . . . . .
resulta T 'n; =T" (entendemos sumatorio en j). La igualdad vectorial anterior puede
expresarse en componentes como:

T" = Tiejnj (2.5)

La ecuacién (2.5) anterior es un resultado muy interesante. Por una parte, asegura
que podemos calcular la tension en cualquier plano de normal n que pase por un punto,
si conocemos las tensiones en planos paralelos a los coordenados que pasen por ese
punto. Por otra parte, la estructura formal de la ecuacién sugiere que la magnitud Tiej
que tiene dos subindices (i,j) serd un tensor. En efecto, la regla del cociente nos asegura
que serd un tensor si tanto Tj como nj son vectores (evidentemente lo son), y la
ecuacion se cumple para cualquier vector n arbitrario. Hemos de cerciorarnos de esto
ultimo, dado que en proceso de obtencion de la férmula hicimos intervenir el hecho
accidental de que las componentes de n fuesen positivas. Con este fin, podemos
comprobar que la ecuaciéon de equilibrio mantiene la forma general (2.5) para un
tetraedro en el que la cara oblicua tenga una normal exterior n' con todas sus
componentes negativas (figura 2.5).

X,

T®3

_X3
Figura 2.5.- Tetraedro con componentes negativas de la normal n' a la cara oblicua.

En este caso, la cara paralela al plano 23 tendra una superficie -n'1dS, la paralela al
plano 31 serd -n'pdS, y la paralela a 12 serd -n'3dS. El signo menos se introduce para
que las dreas se calculen siempre como cantidades positivas. El equilibrio de fuerzas
vendra expresado como

T® (-n',dS) + T® (—n', dS) + T (—n';dS) + T*dS =0
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Dividiendo la ecuacién anterior por dS, resulta inmediatamente que Ti“ :Tie-‘n' i
Por lo tanto, la forma de la ecuacién (2.5) se mantiene aunque las componentes de n
sean negativas. Es inmediato comprobar que ocurre lo mismo cuando n estd contenido
en cualquier otro octante, ya que para una componente negativa n; siempre habra que
realizar el ajuste de signo del 4rea, y considerar la tensién T en el plano coordenado
correspondiente.

Realizada la comprobacién anterior, podemos asegurar que (2.5) implica que el

. . e. .
conjunto de cantidades T.” son las componentes de un tensor, que denominaremos
tensor de tensiones y denotaremos como Gj:

o. = Tej (26)

Con esta notacioén, el primer subindice de Gji indica qué eje es perpendicular al
plano donde actia la componente de tension, y el segundo subindice indica la direccion
de la componente de tension. La ecuacién de equilibrio de un tetraedro elemental (2.5)
se escribe en funcién del tensor de tensiones como:

T"=0,n, 2.7

Conviene enfatizar que las componentes del tensor de tensiones se definen segun
(2.6) en base a las componentes de los vectores tension en planos paralelos a los
coordenados cuya normal exterior tiene el sentido positivo del eje correspondiente. Por
lo tanto, todas las componentes del tensor de tensiones que muestra la primera de las
figuras 2.6 son positivas tal como estin dibujadas.

X
X, 3
G33
- Oy
o 621 1‘2 >
O3, 32 o B
(0 () e L
-X2 613 23 22 \\// 613
() () L
2 103 —5
Y] vooo31 X
\ 32 / 2
s_ [ O
12
G 033
1 X
3 Xl

Figuras 2.6.- Componentes positivas del tensor de tensiones.

Si conocemos las componentes del vector tensidon en un punto sobre un plano cuya
normal exterior estd dirigida en sentido opuesto a un eje coordenado, y queremos saber
el signo de las componentes correspondientes del tensor de tensiones en ese punto,
debemos calcular primero las componentes del vector tensiéon en el mismo plano pero
con normal exterior en el sentido positivo del eje (este "célculo" consiste simplemente
en cambiar de signo las componentes del vector tension, segin la ecuacién (2.4)), e
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identificar las componentes de este ultimo vector tension con las componentes
correspondientes del tensor de tensiones. Por lo tanto, diremos que si las componentes
de tension estdn dirigidas segtin se muestra en el sélido de la segunda de las figuras 2.6,
éstas son también positivas. Podemos resumir que:

Una componente de tension es positiva si tiene el sentido de un eje y la normal
al plano sobre el que actua tiene el sentido de un eje, o si tiene sentido contrario
aun eje y la normal al plano tiene sentido a un eje. Es negativa en otro caso.

2.3.- Ecuaciones de equilibrio.

Al comienzo de la seccidn 2.1 propusimos la consideracion de dos tipos de fuerzas
actuantes: fuerzas de volumen y fuerzas de contorno. Denotaremos mediante X; las
fuerzas asociadas al volumen del sélido y X; a las asociadas a su superficie exterior. La
ecuacion de equilibrio local en funcién de los términos del tensor de tensiones en un
punto de la superficie del sélido serd la misma ecuacion (2.7), pero considerando que n
es la normal exterior al contorno real del sélido. La ecuacién que resulta, a la que
llamaremos ecuacién de equilibrio en el contorno, es:

Plantearemos ahora el equilibrio de un sélido diferencial con forma de cubo de

aristas paralelas a los ejes, aislado del seno de un sélido macroscépico. La figura 2.7
muestra un sélido diferencial de este tipo.

+ 0 dx
22 2

Figura 2.7.- Tensiones en un cubo elemental de aristas paralelas a los ejes.
En €l se han dibujado (supuestas positivas) las componentes del tensor de tensiones
sobre sus caras. Una componente de tension, por ejemplo la 22, no tendra exactamente
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el mismo valor en la cara x9=0 (en la que diremos que vale 677) que en la cara xp=dx?,
habiéndose representado en la figura 2.7 el valor dado por su desarrollo en serie
truncado al segundo término. El lector debe observar en la siguiente exposicion que los
diferenciales primeros del desarrollo en serie de las tensiones cobran una importancia
que no tenian en el dmbito de la ecuacion (2.5), debido a que ahora los primeros
términos (con tensiones finitas) de estos desarrollos se cancelan exactamente al plantear
el equilibrio. Imponiendo por ejemplo que la suma de fuerzas segun la direccion 2 sea
cero, tenemos:

(-022 +022+ 692,2 dxp ) dx1 dx3 + (-012 +012+ 02,1 dx1 ) dxp dx3 +
+ (-032 +032+ 032,3 dx3 ) dx| dxp + Xp dx dxp dx3=0

Tras cancelar las cantidades 697 612 y 032 en el interior de cada paréntesis
respectivo, y dividir por dxj dx) dx3, el resultado adopta la forma 6j,; +X3 =0. Las
ecuaciones que expresan el equilibrio de fuerzas en las otras dos direcciones, 1y 3, se
obtienen andlogamente y presentan la misma forma. Podemos por tanto expresar estas
tres ecuaciones en la forma compacta:

Giisj +X; =0 (2.9)

El equilibrio del s6lido implica también que el momento de las fuerzas que actian sobre
€l respecto de cualquier punto debe ser nulo. Tomemos momentos respecto del punto Q
de la figura 2.7. Segtn la direccién 2, por ejemplo, aparecen los momentos producidos
por las tensiones 031,y 013, de valor (631 dxj dxp)dx3, y -(013 dxp dx3)dxj,
respectivamente (tomamos como positivas las componentes de momento dirigidas en el
sentido del eje). Los momentos producidos por las demds componentes de tension son
infinitésimos de orden superior que despreciaremos: por ejemplo las tensiones O71
producirian un momento:

(011-9011-011-19x7) (dxp dx3) (dx3/2) =- 011,1dx] dxp dx3 dx3/2,

que es un diferencial de cuarto orden. Por tanto, salvo estos diferenciales de orden
superior a tres, la ecuaciéon de suma de momentos segun la direccion 2 queda:

(031 dx1 dxp)dx3 - (013 dxp dx3)dx| =0,

Es decir 631 = 613 . Al imponer que el momento sea nulo en las otras dos direcciones,
1 y 3, se obtiene andlogamente la igualdad de las componentes de tension tangencial de
subindices 23 y 12, respectivamente. Estas tres ecuaciones se resumen por tanto en:

Gij =i (2.10)

Que expresa que el tensor de tensiones es simétrico. En la literatura aparece a veces
el término "principio de reciprocidad de las tensiones tangenciales”, cuyo enunciado es
que las componentes de tension tangencial perpendiculares entre si, que actian sobre
dos planos también perpendiculares entre si, son iguales en mdédulo, y tienen sentidos
convergentes o bien divergentes (figura 2.8). Por supuesto, se trata de la misma
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propiedad de simetria expresada en (2.10). Hay que notar que si existiese una
distribuciéon de momentos por unidad de volumen, aportaria un momento diferencial de
tercer orden que modificaria la ecuacion de equilibrio (2.10), perdiéndose la simetria del
tensor de tensiones. Tales distribuciones de momentos pueden ser importantes en
presencia de campos electromagnéticos extraordinariamente intensos, siendo
despreciables en la inmensa mayoria de las aplicaciones practicas.

77

Figura 2.8.- Reciprocidad de las tensiones tangenciales.

Las ecuaciones (2.9) y (2.10) expresan el equilibrio del sélido elemental de la figura
2.7. Podemos utilizar la (2.10) para reescribir las ecuaciones (2.7), (2.8), y (2.9) en la
forma en que las usaremos en lo sucesivo. El vector tensién en un punto interior al
solido, y en un punto del contorno del sélido segin su superficie, son respectivamente:

T" =o;n, (2.11)
X =G.n. (2.12)

Donde n; denota las componentes del vector normal al plano adecuado en cada caso. La
ecuacion de equilibrio interno queda:
Cij»j+X; =0 (2.13)

2.4.- Tensiones y direcciones principales. Su caracter invariante.

Nos preguntamos si dado un punto arbitrario del s6lido existird algin plano (de
normal n) en el que el vector tension sea perpendicular al plano, y por tanto paralelo a n.
Podemos enunciar equivalentemente la pregunta de si habrd planos en que la
componente tangencial T del vector tensién sea nula. Seguidamente demostraremos que
efectivamente siempre existen planos que cumplen esta propiedad. A las direcciones
perpendiculares a estos planos se las denomina "direcciones principales”. Se llama
"tensiones principales” a los valores escalares de la tensién normal en estos planos, en
que la tension es puramente normal.

Sea cjj el tensor de tensiones en el punto considerado. Sea m el vector unitario
normal a un plano de tensidn puramente normal que pasa por el punto, y sea G (escalar)
el valor de la tension normal en ese plano. La condicién de que el vector tensioén que
actuia sobre el plano tiene la direccién n , viene dada por:
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T" = on.

1 1

Expresando el vector tension en funcién de los términos del tensor de tensiones
mediante (2.11), obtenemos:
Gij nj = O nj (2.14)

O lo que es lo mismo, (Gij -0 Sij) n; =0, que tiene la forma de un sistema homogéneo de
ecuaciones lineales que en forma explicita es:

(2.15)
G; Gy Gy — G || Ny

Para que el sistema de ecuaciones anterior tenga una solucién no trivial en nq,n,n3,
el determinante de la matriz de coeficientes debe ser nulo:

|3 - 0 8| =0 (2.16)

La ecuacién (2.16) define un polinomio cubico en G, que llamaremos ecuacién
caracteristica, y que escribiremos en la siguiente forma normalizada:

-63 41162 -IrG +13 =0 (2.17)

Los coeficientes, Iy, Ip, I3, se calculan inmediatamente mediante identificacion con
el desarrollo del determinante de (2.16). Sus valores son:

I, =0,,+0, +03;

Gy 012+511 Gi3| O Op3

G Opn| [O13 Oz3
Gy O O3

Gy; O3

I;=6), O, Oy

Gi3 Oy3 Og33

La ecuacidn caracteristica (2.17) tendrd tres soluciones en G, que denotaremos
como Oy Oyp ¥ Oyy, Y que serdn las tensiones principales. Mds tarde demostraremos que
las tres tensiones principales serdn siempre nimeros reales. Cada uno de estos valores es
la tensién normal en uno de los planos en que la tensién es puramente normal. Las
orientaciones nl, nll, y nllll de las normales a estos planos pueden obtenerse
particularizando en la ecuacidn inicial (2.15) o], O] y Of respectivamente como
valores de G:
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Donde I, II, IIT son indices fijos que no indican sumatorio. Cada uno de los tres
sistemas de ecuaciones (2.18), en los que las incdgnitas son las componentes de los
respectivos vectores segun las direcciones principales, tiene matriz de coeficientes
singular (véase ecuacion (2.16)). Por ello hemos de plantear alguna ecuacion adicional
para encontrar su solucion. En general es suficiente descartar una de las ecuaciones de
cada sistema de 2.18 (que serd combinacién lineal de las otras dos), € imponer a cambio
la correspondiente condicion adicional (2.19), que expresa que el médulo del vector que
buscamos es la unidad.

I_
=1 n

1 1

Las ecuaciones (2.17), (2.18) y (2.19) permiten en general encontrar la orientacion
de los planos que no tienen tension tangencial, asi como el valor de la tensién normal ¢
correspondiente. Demostraremos mads tarde que a raices ¢ distintas de la ecuacion
caracteristica corresponden direcciones principales distintas, y que las direcciones
principales son perpendiculares entre si. Esta ultima circunstancia nos ofrece la
posibilidad de adoptar un sistema de ejes coordenados cuyas direcciones coincidan con
las principales, resultando evidente que, por definicion, las componentes tangenciales
del tensor de tensiones se anulardn en estos ejes, con lo que la matriz asociada al tensor
tiene forma diagonal:

o, 0 O
0,;,=| 0 o, 0 | (cuando los ejes 1',2',3' coinciden con las direcciones principales)
0 0 oy

Demostracion del cardcter invariante de las direcciones v tensiones principales.

Si las tensiones y direcciones principales en un punto, solucién de (2.14),
dependieran del sistema de ejes adoptado, serian propiedades sin demasiado interés, y
no tendria sentido por ejemplo hablar de adoptar ejes segin direcciones principales,
como acabamos de hacer. La intuicion fisica nos dice que no se dard esta dependencia,
ya que los planos principales en un punto son planos en los que fisicamente ocurre algo
tangible (la ausencia de tensién tangencial), y la tensién principal es una medida
asociada a ese algo. No obstante, nos proponemos presentar una demostracion formal de
la invarianza de tensiones y direcciones principales respecto del sistema de ejes
adoptado.

Para ello, consideremos la ecuacién inicial (2.14) aplicada en un punto del sélido, y
referida a dos sistemas de ejes distintos. Supondremos que en ambos sistemas de ejes
los valores principales de tension pueden ser distintos (G y 6'), asi como las direcciones
principales (que notaremos nj y Vi' ). Realizaremos la demostracién mostrando que, tras
las manipulaciones adecuadas, la forma de (2.14) es la misma en ambos sistemas de
ejes. Por tanto partimos de:

Gijj nj =0 nj Gjj' Vj' =0 vy’ (2.20)
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Multiplicando a la primera ecuacién anterior por aji' (podemos hacerlo, ya que la matriz
que la representa tiene inversa):

aji' Gjj 0y = ajj' G Ny
Agrupamos términos del miembro derecho, y hacemos aparecer nj en el izquierdo:
ajj' Ojj (ajj' ! ) =0 nj

Como Gj; y ojyj' representan al mismo tensor, cumplen la relacion de transformacion
(1.19), por lo que agrupando términos resulta:

Gjj nj' =0 nj'

Esta ecuacion tiene la misma forma que la segunda de las ecuaciones (2.20). Es
inmediato apreciar que la ecuacion caracteristica que resulta de ambas es la misma, lo
que implica que las soluciones de ¢ y ¢' coincidirdn, y que una vez sustituidas éstas (en
la ecuacion anterior y en la segunda (2.20)), se obtendran soluciones coincidentes para
nj' y para vi', con lo que queda demostrada la invarianza de las direcciones y tensiones
principales respecto del sistema de ejes coordenados adoptado.

El que el valor de las tensiones principales sea independiente del sistema de ejes,
implica automdticamente que el valor de los coeficientes de la ecuacién caracteristica
(2.17) debe ser también invariante frente a cambios de ejes. Por esto se llama a estos
coeficientes "invariantes del tensor de tensiones". En particular, y por razones obvias, se
llama primer invariante o invariante lineal a Iy, segundo invariante o invariante
cuadratico a Iy, y tercer invariante o invariante cibico a I3.

Demostracion de que las soluciones de la ecuacidn caracteristica son nimeros reales.

La ecuacién caracteristica (2.16) es un polinomio con coeficientes reales, por lo que
sabemos que puede tener raices reales y pares de raices complejas conjugadas. Como el
polinomio es de tercer grado tendré tres raices, por lo que al menos una serd siempre
real. Sea o7 el valor de esta raiz real, y sea nl el vector unitario en la direccién principal
asociada a esta raiz. Elegiremos un sistema de ejes x| xp x3 de tal manera que x|
coincida con esta direccion. Las componentes de tension G1p y O[3 serdn
evidentemente nulas en estos ejes, siendo el tensor de tensiones de la forma que se
muestra en la figura 2.9.
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33

o)
?23
7 c
S, / 22 c 0 O
c;=| 0 0y, Oy

1

0 023 633

Figura 2.9.- Tensor de tensiones cuando x| coincide con una direccion principal.

La ecuacidn caracteristica adopta la forma:
6,—O 0 0

Siendo sus soluciones la ya conocida ¢ = O, y las dos raices de
2 2

Esta ecuacion de segundo grado tiene sus raices reales siempre que su discriminante A
sea mayor que cero, lo cual ocurrird siempre, ya que puede expresarse como suma de
cuadrados:

2 2 2 2
A=(0y +033)" —4(0,,03;3 —05;3) =(0, —033)" +465; 20

Por lo tanto, las tres tensiones principales deben ser numeros reales, como
queriamos demostrar.

Demostracion de que tensiones principales distintas llevan asociadas direcciones
principales distintas

Supongamos que pasando por un punto existen dos planos, de normales n; y vj, en
los que el vector tension tiene solamente componente normal a su plano, de valores G y
o' respectivamente. Siendo Gij el tensor de tensiones en ese punto se cumplira:

Gjj nj =0 nj Gjj Vj =0' Vj (2.21)
Asumamos que ¢ # ¢'. Para comprobar que sus direcciones principales asociadas, n
y vV no pueden coincidir, observemos que si coincidieran (v=n) podriamos obtener la

siguiente ecuacion mediante sustraccion de las ecuaciones (2.21):

0=(c—0') n;
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La cual no puede satisfacerse para ninguna direccion n, a no ser que sea 6 = 6'. Por lo
tanto, la coincidencia de las direcciones principales n y v solo puede darse cuando sus
tensiones principales asociadas ¢ y ¢', también coinciden, como queriamos demostrar.

Demostracion de que las direcciones principales son perpendiculares entre si.

Supongamos nuevamente que en un punto existen dos planos, de normales n y v, en
los que el vector tension tiene solamente componente normal, de valores ¢ y &'
respectivamente, lo que permite plantear otra vez las ecuaciones (2.21). Multiplicando
escalarmente a la primera de estas ecuaciones por v, a la segunda por n, y restando,
obtenemos:

Gij 1j Vi - Ojj Vj nj = 0 nj Vj -0'Vinj

Intercambiando los subindices mudos del segundo término del primer miembro, y
teniendo en cuenta que Gjj =Gjj , tenemos:

Gij 1j Vi - Ojj nj Vi = (0-0")vin

El primer miembro es evidentemente nulo. Hay dos maneras de que el segundo
miembro satisfaga esta igualdad a cero: que se anule (6 - 6') 0 bien que se anule v; n;j.
La primera de las soluciones, (6 - 6')=0, claramente no es una solucién general, ya que
los valores de dos tensiones principales no tienen porqué coincidir (aunque
eventualmente pueden coincidir, lo que constituye un caso particular que analizaremos
mads adelante). Por lo tanto, en el caso general en el que la ecuacién caracteristica no
tiene raiz doble, debe ser:

vin;=0

Que expresa que el producto escalar n.v es cero, es decir, que ambas direcciones
principales son perpendiculares entre si, como queriamos demostrar.

Caso de raiz multiple de la ecuacidn caracteristica.

Como se ha apuntado, en general no cabe esperar que el valor de las tensiones
principales coincida, ya que no hay ninguna razdn particular para que la ecuacion
caracteristica deba tener raices mudltiples. Sin embargo esta circunstancia puede
presentarse, y constituye un caso particular interesante. Para analizarlo, volvamos a
plantear las ecuaciones (2.21), pero suponiendo que los valores de las dos tensiones
principales ¢ y ¢' coinciden (denotaremos como G su valor):

Gjj nj =0 nj Gij Vj =0 Vi

Si multiplicamos a la primera de estas ecuaciones por un escalar arbitrario A, a la
segunda por otro escalar arbitrario A', y sumamos ambas, obtenemos:
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Gij (Anj +A'vj) =6 (Anj +A'vj)

Pero esta ecuacion expresa que la direccién (An + A'V) es una direccion principal
(apréciese en efecto la coincidencia formal con la ecuacién 2.14). La conclusion por lo
tanto es que si existe solo tension normal en dos direcciones distintas, y ésta es del
mismo valor G, entonces habra sélo tension normal en cualquier direccion dada por una
combinacién lineal de los vectores que definen las dos direcciones originales, y ademds
la tension tendrd el mismo valor G.

Las figuras 2.10 ilustra la conclusion anterior. A la izquierda se muestra un sélido
cubico elemental de aristas paralelas a los ejes coordenados, en el que las caras de
normal dirigida segun los ejes 2 y 3 tienen tension puramente normal, de valor 6. De
paso, es interesante notar que la reciprocidad de las tensiones tangenciales implica que
la direccion 1 sera también principal, aunque su tension serd en general distinta de ©. La
figura derecha muestra una porcion del sélido anterior, en el que la normal a la cara
oblicua puede obtenerse como combinacién lineal de los vectores unitarios en las
direcciones 2 y 3 (que tenian s6lo tension normal de valor ©), para cualquier valor del
angulo 0. Como acabamos de demostrar, esta cara oblicua tendrd también solamente
tension normal, y también de valor ¢. Dicho de otra manera, cualquier plano que
pertenezca a la radiacién de planos que pasan por el punto considerado y son paralelos
al eje 1, serd también plano principal.

)

Gy / (con cualquier valor)

Figuras 2.10.- Caso de valor igual de dos tensiones principales.

También es posible que la ecuacién caracteristica tenga una raiz triple 6] =o7[
=071 En este caso es sencillo demostrar que cualquier plano que pase por el punto
considerado tiene s6lo tension normal, y que es del mismo valor. En efecto, si en unos
ejes el tensor de tensiones vale Gjj = ¢ Sij, siendo ¢ una constante, el vector tension en
un plano genérico de normal n tendrd como componentes:

T =c;n; =cd;n; =cn,
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Con lo que queda demostrado que en este caso el vector tension tiene siempre el
mismo moédulo ¢, y la direccién de la normal al plano. Este hecho tiene la implicacién
inmediata de que las componentes del tensor de tensiones serdn cﬁij en cualquier
sistema de ejes (recuérdese la definicion de los términos del tensor de tensiones en
funcién de los vectores tension que se expuso en el epigrafe 2.2). Este estado de tension
suele denominarse como "estado de presion hidrostética", ya que, en efecto, un fluido en
reposo no puede soportar tensiones tangenciales, siendo el estado de tensiones referido
el unico posible en cada punto del fluido.

2.5.- Tensiones tangenciales maximas

Como indicaremos en un capitulo posterior, en muchos materiales (los llamados
materiales ductiles) el limite del comportamiento eldstico estd asociado a grandes rasgos
con que el nivel de tensidn tangencial alcance o no un cierto valor critico. Por ello nos
interesa saber el valor de las maximas tensiones tangenciales en un punto dado del
s6lido. Tomemos unos ejes coordenados coincidiendo con las direcciones principales de
tensién. En estos ejes el vector tensién, dado por Tj™ = Gjj nj , resulta:

Glnl
n _
T" =| oyn,

GIIIHS
La componente normal de tension es la proyeccion de TR sobre n:
c=Tn, = Gln% + Guni + Glllng
La componente tangencial de tension se obtiene como:

2
2 2 2.2 2.2 2 2 2 2 252
T :‘Tn —O0 " =0,n; +0n; +0 ;N5 —(Gln1 +0,0n, +(5mn3) (2'22)

Mediante la condicién n;2 + n,2 + n32 =1 eliminamos una de las componentes de n, por
ejemplo nj:

2
2 _ 2.2 2_2 2 2 2 2 2 2 2
T"=0;n; +o;n; +op(1-n; —nz)—[clnl +o,n; +6,;(1-n; —nz)]

El mdximo médulo de Ty de T2 ocurrirdn en los mismos planos, por lo que planteamos
las condiciones de mdximo (o minimo) para t2. Tras agrupar términos se obtiene:

ot’
gz 0= nl[(GI ~0y)—2(0, —6 )0} —2(0, _GIII)ni] =0
arzl (2.23)
g =0= 112[((51[ —Oy)—2(0; - Gm)nf —2(oy _Gm)ng] =0
2

Vamos a investigar las soluciones del sistema de ecuaciones (2.23):
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Solucién tipony =np =0
= n3=x*I1
Es decir, un eje principal, del que sabemos t=0 (es un minimo).
No es una solucién interesante.

Solucién tipony =0
La 2* ecuacion (2.23) da:  n,[(6; —0yy) —2(0, —Gy,)n3 | =0
= np=+1A2 = n3=+1A2
Que llevado a (2.22) produce T = (o1-oyp /2

Solucién tiponp =0
La 1* ecuacién (2.23) da:  n,[(6, —Gy) —2(6, = Gy,)n} |=0

= nj;=*1A2 = n3=+1A2
Que llevado a (2.22) produce T = (op-oy /2

Finalmente, notese que no existen soluciones tipo n| # 0, np # 0, ya que el sistema
(2.23) seria en general incompatible bajo estas condiciones. Por lo tanto, el esquema
anterior recoge todas las posibles soluciones de (2.23).

Partiendo de (2.22), podriamos haber elegido eliminar un pardmetro que no fuese
n3. Si hubiésemos eliminado n; o n,, habriamos obtenido los minimos del médulo de
tension tangencial correspondientes al eje principal I y al eje principal II, mas alguna de
las soluciones de maximo anteriores, y otra nueva solucién de maximo, que es:

ny; =0 ny =£IA?2 m=tIN2 = T=(o1-01)) /2
3 1 2 1- Ol

El resultado de este andlisis es por tanto, que existen tres minimos relativos del
mddulo de la tension tangencial, en los que la misma vale cero, y que corresponden a las
direcciones principales. Existen seis médximos relativos del médulo de la tension
tangencial, que ocurren en los planos bisectores entre cada pareja de planos principales,
como se ilustra en la figura 2.11. El valor de estos maximos de tension tangencial es
igual a la semidiferencia de las tensiones principales correspondientes. EI maximo
absoluto es evidentemente el mayor de estos mdximos relativos.

I
T I

Il II

45° I

45°
1 I 45° I

Figuras 2.11.- Planos de tension tangencial médxima.
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2.6.- Representacion de Mohr

La representacion de Mohr es una construccién grafica que permite relacionar las
componentes intrinsecas del vector tension con la orientacion del plano correspondiente
en el espacio. Aunque es claro que muchos métodos gréaficos han perdido gran parte de
su interés ante las posibilidades que ofrece el cdlculo por ordenador, el lector no debe
pensar de ningiin modo que es €sta una de tantas representaciones graficas de interés
escaso. Muy al contrario, la representacion de Mohr constituird probablemente la idea
mads clara y perdurable que el lector poseerd acerca del estado de tensiones en un punto.

Para estructurar su estudio, trataremos en primer lugar la representacion de Mohr
desde un punto de vista analitico, que revela sus particularidades mds interesantes sin
desviar la atencion hacia complicaciones de tipo geométrico. Estas tultimas son sin
embargo necesarias si se quiere utilizar la representacién de Mohr como instrumento
gréafico de célculo, y serdn tratadas en segundo lugar.

Enfoque analitico de la representacion de Mohr

Adoptemos unos ejes coordenados segun las direcciones principales. Obtuvimos en
la seccién anterior el vector tensién en estos ejes, asi como las expresiones de sus
componentes intrinsecas G y T, que satisfacian las relaciones:

2 2 _ 2.2 2_2 2 2
G +1T° =0yn, + 6N, +0;Nn;
6=0,n, +0,n; +0n;

- Inl Iln2 IIIn3

n12 + n22 + n32 =]

La tercera de las ecuaciones expresa que n es un vector unitario. En forma compacta,
estas ecuaciones pueden escribirse:

6, 6, Oy |[n} o’ +1°
2
6, 6, o,|ln*|l=| o
1 11 il ; (224)
111 ||n? 1

Las ecuaciones (2.24) constituyen el fundamento de la representaciéon de Mohr, la
cual se elaborard manipulando apropiadamente dichas ecuaciones, e interpretando
graficamente los resultados. Conviene enfatizar que, pese a la aparente complejidad que
tendran dichas manipulaciones, no vamos a utilizar ninguna informacién adicional para
construir la representacion de Mohr. El saber esto nos permite adelantar cudles serdn las
posibilidades y limitaciones de dicha representacion, aunque todavia no sepamos en qué
consiste exactamente. Estas posibilidades y limitaciones serdn las mismas que presente
el conjunto de ecuaciones (2.24). Realicemos una breve reflexion preliminar acerca de
ello :
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- La tensién tangencial T aparece solo como T2, por lo que el signo de la tensién
tangencial serd indiferente en la formulacion. Nétese que de hecho no hemos
definido ningtin convenio de signos para T.

- La tensioén normal ¢ aparece como tal en la segunda de las ecuaciones, por lo
que esta formulacion la recoge como un escalar con signo. Recordemos que el
convenio de signos adoptado es el que se desprende de la definicién de ¢ como
producto escalar, ecuacion (2.2), resultando positiva si es de traccion.

- Las componentes n; del vector normal al plano aparecen como niz. Por lo tanto
su signo es indiferente en la formulacion. Ello implica que si unas componentes
de n, digamos (a, b, c), satisfacen (2.24), también lo haran (-a, b, ¢), (-a, -b, -c),
etc. Resulta asi que para unas componentes intrinsecas dadas o, T de la tension,
existirdn ocho planos solucién sobre los que la tensién presenta esas
componentes intrinsecas. Cuatro de las soluciones del vector n son directamente
opuestas a las otras cuatro, definiendo en realidad el mismo plano, salvo por la
direccidn exterior. La figura 2.12 ilustra esta multiplicidad de soluciones.

- En cuanto a las posibilidades que ofrece (2.24), las mds inmediatas se derivan de
considerar conocidas las tensiones y direcciones principales, y son las siguientes:
1°) el calculo de las componentes intrinsecas del vector tension que actia sobre
un plano dado. 2°) el célculo de la orientacion del plano (los planos) cuyo vector
tension tiene componentes intrinsecas dadas. El determinante de la matriz
cuadrada de (2.24) es distinto de cero siempre que las tensiones principales sean
todas de distinto valor: o] # oy # ofyy . Este es el caso general, y supondremos
que esto es asi salvo indicacion en contrario. El caso particular de dos o tres
tensiones principales iguales se analizara separadamente mas tarde.

I11
(-a,-b,c) (-a,b,c)

(a,-b,c) (a’/,c )

11
/

I

Figura 2.12.- Cuatro soluciones de n que definen planos con ¢ y T dadas (las otras
cuatro serian directamente opuestas).

Pasemos ya a la obtencion de la representacion de Mohr. Supongamos n; conocido,
lo que equivale a limitar el vector n a la superficie de un cono de eje x| y semidngulo
arco coseno de n;. La ecuacion (2.24) puede escribirse como:



2.20 TENSION

2 2 2 2 2.2
G, Oy 2 6" +7T —0On,
2 2
Gy Oy ng:| G—-0n, (2 25)
11 -3 1-n?

Recordemos brevemente las condiciones bésicas de existencia de solucién para un
sistema de ecuaciones lineales tipo A.x=Db :

Compatible: Rango (A) = Rango (A | b)
Determinado : Rango = N° de inc6gnitas
Indeterminado: Rango < N° de incognitas
Incompatible: Rango (A) < Rango (A | b)

Por lo tanto, para que (2.25) sea compatible (exista solucién en n,, n3 ), las matrices
de coeficientes y la matriz ampliada deben ser del mismo rango, lo cual s6lo puede
ocurrir en este caso si el determinante de la matriz ampliada es cero:

c’+1°-on; o, Op
2 —
6—0n Oy Op|=0 (2.26)
1- nf 1 1

Desarrollemos este determinante por la primera columna:
2 2 2.2 2 2 2 2 2 2
(6" +1" —0oyn;)(0; —Oy) —(6—-0yn;)(6}; —6y) +(I1-n7)(6;,6; —61;6,) =0

Dividiendo entre (o71 - o)) y agrupando términos se obtiene:

o’ +1’ - 6(0y +0y) + [GIIGIII + nf (6 —6,)(0; -0y )] =0 (familia 1) (2.27)

Que es la ecuacion de una familia de circunferencias de pardmetro n; en un espacio
bidimensional © - T, a la que llamaremos familia 1 de circunferencias. La primera de las
figuras 2.13 muestra la circunferencia de esta familia que se obtiene para ny =0. Por
tanto, las combinaciones posibles de tensién normal y tangencial en planos paralelos al
eje I que pasan por el punto considerado, son las que describe esta circunferencia.

Recordemos que la ecuacion de una circunferencia de centro (a,b) y radio R en un
espacio descrito por coordenadas cartesianas Xx-y, es: Xx2+y2-2ax-2by+a2+b2-R2=0,
pudiéndose identificar inmediatamente que el centro es comin a toda la familia 1 de
circunferencias (son por tanto concéntricas), y estd en la posicion ¢ = (oyy +oyqp)/2 ; 7=0.

Si en (2.24) hubiésemos elegido dar por conocido n,, hubiésemos obtenido la
ecuacion de otra familia de circunferencias de pardmetro n,, que llamaremos familia 2
de circunferencias. Su expresion es:

6’ +1’—o(0, +0,)+ [Gmcl +n5(0,—06,)(0, — Gm)] =0  (familia (2.28)
2)
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Nuevamente se trata de una familia de circunferencias concéntricas. El centro estd en la
posicién © = (ogq[ +07)/2 ; 7=0. La circunferencia de esta familia que tiene ny = 0 se
muestra en la segunda de las figuras 2.13. Las combinaciones posibles de tensién
normal y tangencial en planos paralelos al eje II que pasan por el punto considerado, son
las que describe esta circunferencia.

Finalmente, si en (2.24) elegimos dar por conocido ns;, obtendremos la ecuacion de
otra familia de circunferencias de pardmetro n;, que llamaremos familia 3 de
circunferencias. Su expresion es:

6’ +1°-0o(c,+0,) +[GI(5H +n3(6,—6,)(0,;—0, )] =0 (familia3) (2.29)

Esta familia de circunferencias concéntricas tiene su centro en 6 = (o) +07)/2 ; 7=0. La
circunferencia de esta familia que tiene n3=0 se muestra en la tercera de las figuras 2.13.
Los puntos de esta circunferencia representan las combinaciones posibles de tension
normal y tangencial en planos paralelos al eje III que pasan por el punto considerado.

Figuras 2.13.- Circunferencias de las familias 1, 2 y 3, de n] =0, np =0, y n3 =0,
respectivamente.

Supondremos sin pérdida de generalidad que las tensiones principales estidn
ordenadas de la manera siguiente:

6, >6; >0y (2.30)

Las tres circunferencias de la figura 2.13 apareceran como muestra la figura 2.14.

I I

Figura 2.14.- Circunferencias de las familias 1, 2 y 3, de n] =0, np =0, y n3 =0,
respectivamente, siendo 6] > G[[ > O[|[
Desde un punto de vista fisico es evidente que no todos los puntos del plano 6—t
serdn representativos de tensiones en planos que pasen por el punto considerado, ya que
por ejemplo, ello implicaria la existencia de planos en los que actuarian vectores tension
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de componentes arbitrariamente grandes. Nos proponemos averiguar cudles son las
zonas del plano 6—T que son representativas. Para ello, consideremos un plano arbitrario
cuya normal tiene componentes nj, ny, n3, y veamos donde puede estar representado su
vector tension en el plano 6—7.

El circulo de familia 1 que corresponde a la tensién en ese plano tendrd por
ecuacion la (2.27), que reproducimos a continuacidén para efectuar comodamente la
identificacién de términos con la circunferencia estdndar de centro (a,0) y radio R en un
espacio x-y:

2 2 2
6 +1 _G(Gn +Gl[l) +[GIIGIII +n (Gm - 61)(61 - 611)] =0
x2 +y2  -2ax + [a2-R2] =0

Es inmediato identificar el ya conocido centro de la familia, a=(cyy + ofyy )/2, y el radio
que resulta ser:

2
0,—0
R12 = (%j - 1’112(6111 _GI)(GI _GII) (231)

El primer término del miembro derecho es el radio al cuadrado de la circunferencia
de familia 1 de ny =0. El segundo término supone la adicién de una cantidad positiva,
por lo que R serd siempre mayor que el radio de la primera circunferencia de la figura
2.13. Esto supone que la zona de puntos G—T representativos es exterior a esa
circunferencia, como indica la primera de las figuras 2.15.

Mediante idéntico procedimiento, obtenemos el radio de la circunferencia de
familia 2 a partir de su ecuacién (2.28). El resultado es

2
R; = (%j - ng(GI —6,)(C; —Cy) (2.32)

Que supone que el radio de una circunferencia de familia 2 serd siempre menor que
el de la de np=0, segunda de las circunferencias de la figura 2.13. Por lo tanto sélo los
puntos interiores a esta circunferencia serdn representativos, lo que se indica en la
segunda de las figuras 2.15. Finalmente, obtenemos de la misma forma el radio de la
circunferencia de familia 3 a partir de su ecuacion (2.29), resultando:

2
G, — 0O
R} = (%j —13(0, =6y )(Gy, — ) (2.33)

Lo que indica que sélo la zona exterior a la circunferencia de familia 3 de n3=0 es
representativa de las componentes intrinsecas del vector tension en algtin plano que pasa
por el punto. Ello se ilustra en la tercera de las figuras 2.15.
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Figuras 2.15.- Acotacién de las zonas que son representativas de la tension en algin
plano de corte en el punto considerado.

En definitiva, dadas las tensiones principales, la zona de puntos G—T representativa
del vector tension (sobre algtin plano que pasa por el punto considerado del sélido) es la
limitada por las tres condiciones mostradas en la figura 2.15. Esta zona se muestra
sombreada en la primera de las figuras 2.16. Por un punto del diagrama dado, de
coordenadas 6—7, interior a la zona sombreada, pasard una circunferencia de cada
familia, como indica la segunda figura 2.16. Se ha representado sélo la mitad superior
del diagrama porque como se indic6 al principio de este epigrafe, el signo de la tensién
tangencial no juega ningin papel en la formulacién que sustenta el diagrama de Mohr.

Figuras 2.16.- Region representativa de 6—7, y circunferencias de las tres familias que
pasan por un punto M(G,T).

Partiendo del conocimiento de las tensiones principales (para poder trazar el
diagrama), y de las direcciones principales (a las que estardn referidas las componentes
nj), las posibilidades mds inmediatas que ofrece la representacion de Mohr son las
siguientes: Si se dan unas componentes intrinsecas del vector tension (0,T) y se quiere
calcular la orientacién del plano sobre el que actia esta tension, se puede trazar el punto
(0,7) en el diagrama, medir (o calcular) los radios R1, Rp, R3, de las circunferencias de
las tres familias, y utilizar las ecuaciones (2.31), (2.32) y (2.33) para obtener n12, n22, y
n32. Si se da la orientacién de un plano, de normal (nj, np, n3), y se quieren saber las
componentes intrinsecas del vector tension que actia en ese plano, se pueden calcular
directamente Ry, Rp, y R3 con las ecuaciones (2.31), (2.32) y (2.33) (sera en realidad
suficiente con dos de los radios ), trazar el punto M en el diagrama, y medir sus
componentes (C,T).

Las posibilidades anteriores coinciden con las enumeradas al principio de este
epigrafe, relativas al sistema de ecuaciones original (2.24). Lo que es mas, el calculo de
las componentes intrinsecas dada la orientacion del plano era notablemente sencillo
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usando aquellas ecuaciones, mientras que el uso del diagrama requiere el uso de compas
y regla, o bien realizar cédlculos algo molestos. ;Porqué introducimos entonces la
complicaciéon adicional de un diagrama? La respuesta estd en que permite apreciar a
primera vista algunas caracteristicas importantes del estado de tension en el punto. Por
ejemplo, permite saber inmediatamente cudl es el maximo absoluto de la tension
tangencial (que serd el mayor de los maximos relativos estudiados en el epigrafe 2.5).
Vendrd dado por el punto mds alto del diagrama, y su valor coincidird con el radio de la
circunferencia de familia 2 de np =0. También permite dilucidar al instante si en algin
plano existird tensiéon normal de traccion (existird traccion si parte o todo el diagrama
estd en la zona positiva del eje G), lo que es de interés por ejemplo cuando el material
tiene poca capacidad de soportar traccién, como es el caso de los hormigones. Ademas,
es frecuente que por ciertos motivos s6lo nos interese conocer la tensién en planos
paralelos a un eje principal (n serd perpendicular a ese eje). En este caso, sabemos que
nos moveremos por una de las circunferencias extremas del diagrama (la de familia 1 de
n;=0, siendo 1 el eje respecto al que n se mantiene perpendicular). Veremos en un
apartado posterior que ello supone una simplificacion importante, siendo mucho mds
sencillo en estos casos recordar el modo de operar con el diagrama que memorizar las
expresiones analiticas.

Tras la obtencién de las ecuaciones (2.24) habiamos decidido aplazar la discusion
del caso de dos tensiones principales iguales, que consideraremos ahora. Si dos
tensiones principales, por ejemplo Oy y Oy, tienen el mismo valor G, podemos escribir
(2.24) como:

c, o, o 6 +7T
1
o, ol ,',|=| o©
n, +n (2.34)
1 1 S 1

Para que el conjunto de tres ecuaciones anterior tenga solucién en n para unas G y T
dadas, el determinante de la matriz ampliada debe ser nulo:

Desarrollando este determinante por la primera columna, y dividiendo por (o; -Oy),
obtenemos:
6’ +1°—(0,+6,)0+0,6, =0

Que es precisamente la ecuacion de la circunferencia de familia 2 de n,=0 (ver ecuacién
(2.28)), o también la de familia 3 de n;=0 (ver ec. (2.29)), ya que ambas circunferencias
coinciden si 6;=0p;. Esto nos muestra que si dos tensiones principales son iguales, las
componentes de tensiéon (G, T) de cualquier plano solo pueden estar sobre una
circunferencia. La figura 2.17 ayuda a entender esta situacién como limite del caso de
tensiones principales muy similares, en donde resulta claro que la region representativa
degenera hacia la circunferencia exterior.
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Figura 2.17.- Diagrama casi degenerado, con dos tensiones principales muy préximas.

Por tanto, cuando dos tensiones principales coinciden, el diagrama degenera hacia
una unica circunferencia. La construccién gréifica pone pues de manifiesto que el valor
de T quedara definido por el de 6. En efecto, si consideramos un valor dado de &, las dos
ultimas ecuaciones de (2.34) permiten calcular n?, (en general la componente de n
correspondiente a la tensién principal no degenerada), y también la suma n?,+n?,
(aunque quedan indeterminados los valores de n?, y n?;). Calculados estos valores, la
primera de las ecuaciones (2.34) permite calcular T. Para el ejemplo anterior de
degeneracion de oy y Oy, el resultado es:

o—0O O, —0O
2 _ R 2 2_ O
n=—" n, +ny=——— 1 =—-07+(0,+6,)0—0,0,
G; — Oy G, — Oy

Puede comprobarse que la ultima ecuacién proporciona valores positivos para T2 en el
rango Gy <G <G, anuldndose en 6 =G y en ¢ =0;. Esto tltimo era lo esperado a la vista
del diagrama degenerado de la figura 2.17.

Enfoque erafico de la representacién de Mohr

Veremos ahora cémo utilizar el diagrama de Mohr como herramienta grafica de
calculo. El interés de este calculo grafico en si mismo es limitado, ya que el manejo
directo de las ecuaciones (2.24) permite realizar las mismas tareas, y resulta mas
comodo si se dispone de ayuda automadtica para los célculos (por ejemplo cualquier
calculadora programable de bolsillo). Las razones por las que abordamos aqui el
enfoque grafico, son por una parte que su particularizaciéon a lo que llamaremos
"problemas planos" serd inmediata y resulta interesante, y por otra parte que llegados a
este punto del estudio del diagrama, el esfuerzo adicional requerido es pequefio. Antes
de abordar las construcciones graficas sobre el diagrama recordaremos algunas
definiciones y propiedades geométricas:

En primer lugar, recordemos que la potencia de un punto P respecto de una
circunferencia se define como el nimero real que se obtiene al multiplicar las distancias
de P a los dos puntos de interseccién de la circunferencia con una secante a la misma
que pase por P. La potencia resulta ser independiente de cudl sea la secante elegida. Se
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adopta la convencion de asignarle signo positivo si P es exterior a la circunferencia, y
negativo si es interior. Asi, con relacién a la figura 2.18, tendremos:

Pot = PM x PN = PM' x PN' = PQ2 (2.35)

Por otra parte, si en unas coordenadas cartesianas x-y escribimos la ecuacién de la
circunferencia de radio R y centro (a,b) en la forma F(x,y) = (X—a)2+(y—b)2—R2 =0, se
demuestra que la potencia puede calcularse particularizando en las coordenadas del
punto P(xp,yp) la funcién F(x,y):

Pot = F(Xp,yp) = (xl:,—a)z+(yp—b)2—R2 (2.36)

Utilizaremos la notacién tipo Pot(P/C) para especificar que se trata de la potencia del
punto P respecto de la circunferencia C, para la cual a su vez utilizaremos alguna
notacion adecuada (generalmente los dos puntos del didmetro definido por el eje ).

P(Xp,¥p )

Figura 2.18.- Secantes a una circunferencia trazadas desde un punto P.

En segundo lugar, llamemos la atencion sobre algunas relaciones que se presentan
en una construccion gréfica del tipo a la de la figura 2.16. Comencemos observando, ver
figura 2.19, que un tridngulo como AEC serd siempre rectdngulo, por abarcar un
didmetro de una circunferencia.

E

0, 0, C

Figuras 2.19.- Algunas particularidades geométricas de la representacion.

Si con los puntos de intersecciéon D y F de el tridngulo anterior con las dos
circunferencias pequeias trazamos dos nuevos tridngulos, ADB y BFC segtin se indica,
estos tridngulos serdn también rectdngulos, y ademds semejantes al AEC, dado que
comparten con €l un vértice (A o C) que no es el que tiene dngulo recto. Si trazamos con
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centro O1 un arco de circunferencia que pase por E, este arco pasara también por F. Esto
debe ser asi porque O es equidistante de las dos paralelas AE y BF, y los puntos E'y F
estdn sobre una misma perpendicular a estas paralelas. La segunda de las figuras 2.19
permiten apreciar claramente que la simetria del trazado respecto de la mediana entre las
rectas paralelas implica que el arco de circunferencia debe pasar por E y por F.

Pasemos ya al problema de célculo grafico de los cosenos directores (n{,np,n3) que
corresponden a unas componentes (6,T) del vector tension. Estas componentes definirdn
un punto M(c,T) en el plano 6-T, cuyo trazado se muestra en la figura 2.20. El punto E
de la circunferencia de familia 1 que pasa por M tiene evidentemente la misma potencia
que M respecto de la circunferencia menor de la familia 1, a la que nos referiremos
como circunferencia AB. Esta potencia es, segtin (2.36):

Pot (M/AB)= 62 + 12 - G (Gy; + Oypp) + OOy (2.37)
Pero las componentes de M(0,7) satisfacen la ecuacion de la circunferencia de familia 1
que le corresponde (la que pasa por E y F). Esa ecuacién no es otra que (2.27), la que
podemos utilizar en combinacion con (2.37) para obtener:
Pot (M/AB) = -n12 (Gyyy - 67) (1 - o) (2.38)
Utilizando su definicidn inicial, esta potencia puede expresarse también como:
POt (M/AB) = ED X EA = FB X EA = (GI = GH) Ccos (GI - GIH) Ccos (239)

Identificando (2.38) y (2.39) tenemos n12 = cos? o, es decir:

n|p=xcosa (2.40)

Figura 2.20.- Célculo gréfico con el Diagrama de Mohr.

Siguiendo una construccién anédloga, consideremos ahora el punto I, que pertenece
simultdneamente a la circunferencia de familia 3 que pasa por M, y a la mayor de las
circunferencias de familia 2. Este punto tendrd la misma potencia que M respecto de la
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menor de las circunferencias de familia 3 (circunferencia BC). Los tridngulos IAC,
GAB, y HBC, seran rectdngulos y semejantes entre si, por lo que GB sera paralelo a IC,
y el arco de circunferencia de familia 3 que pasa por I deberéd pasar también por G. Por
tanto, tendremos:

Pot (M/BC) = 62 + 12 - 6 (07 + Oyp) + O[Oy (2.41)
Nuevamente, las componentes (,T) de M satisfacen la ecuacién de la circunferencia de

familia 3 que le corresponde (la que pasa por I y G). Esta ecuacién es la (2.29).
Combinandola con (2.41) obtenemos:

Pot (M/BC) = -n32 (oy; - oy)) (Oyy; - O (2.42)

Que desde el punto de vista geométrico puede expresarse como:
Pot (M[BC) =JHXIC=GB xIC= (GH - GHI) cosy (GI - GHI) cosy (243)

Identificando (2.42) y (2.43) tenemos n32 = cos? vy, es decir:

n3 == cos Yy (2.44)
El célculo de la componente ny resulta inmediato una vez conocidos nj y n3, sin
mas que utilizar la condicién de que n es un vector unitario. Sin embargo, en algunos
casos puede resultar conveniente calcular ny directamente, lo que realizaremos a

continuacion. La figura 2.21 reproduce una vez mas el diagrama de Mohr y el punto M
de componentes (G,T).

Figura 2.21.- Célculo grafico de n,.

El punto J se obtiene como la interseccion entre la circunferencia de familia 2 que pasa
por M y la circunferencia AB (la més pequefia de la familia 1). La recta que pasa por A
y J define el punto K sobre la circunferencia AC. La recta que pasa por K y C define el
punto L sobre la circunferencia BC. Los tridngulos KAC, JAB, y LBC son semejantes.
Nétese que no existe ninguna razén para que el arco de circunferencia JM pase por el
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punto L. El punto J tiene la misma potencia que M respecto de la circunferencia AC, y
vale:

POt (M/AC) = 62 + "CZ -0 (GI + GHI) +GIGHI = (Ver €C. (228)) = —1122 (GI - GH) (GH - GHI)
Por otra parte, de la definicién geométrica de la potencia obtenemos:
POt (M/AC) = 'JAXJK = 'JAXBL = -(GH - GHI) COS B (GI - GH) COS B

Identificando el valor obtenido del calculo analitico con el del calculo grafico,
obtenemos nzzzcoszﬁ, es decir:

np = + cos B (245)

En la figura 2.21 se ha elegido utilizar el punto J como base del trazado, aunque
puede realizarse un trazado homologo utilizando el punto N, definido por la interseccién
entre la circunferencia BC (la menor de la familia 3), y la circunferencia de familia 2
que pasa por M. El lector puede realizar ese trazado y demostrar de manera totalmente
andloga que del mismo se obtiene también al angulo f3.

Las ecuaciones (2.40), (2.44), y (2.45), junto con las correspondientes
construcciones graficas permiten calcular las componentes n; de los vectores normales a
los planos en que las componentes del vector tension (G,T) son dadas, o bien resolver el
problema inverso de determinacion de las componentes (6,T) que corresponden a unas n;
dadas. Sin embargo, tal como se han desarrollado, los procedimientos a seguir resultan
mas bien dificiles de recordar. Por ello presentamos seguidamente a modo de
recapitulacion dichos procedimientos, organizados en un esquema mas mnemotécnico.

a) 0,7 dados. Se pretende calcular ny,n,,n;.

Para calcular n;, trazamos la circunferencia de familia 1 que pasa por M(0,7).
Trazamos la recta que pasa por su interseccion con las circunferencias extremas de
las familias 2 y 3. Esta recta debe pasar por el punto (61,0), y forma con la vertical
en _este punto (o;) el dngulo o0 = acos n; (ver primera de las figuras 2.22). Notese
que el dngulo indicado coincide efectivamente con o tal como fue calculado en la
figura 2.20, por ser sus lados perpendiculares entre si. Resulta mas facil de recordar
que el angulo correspondiente a n; se mide en la vertical de 6=0y.

Para calcular n;, trazamos la circunferencia de familia 3 que pasa por M(0,7).
Trazamos la recta que pasa por su interseccion con las circunferencias extremas de
las familias 1 y 2. Esta recta debe pasar por el punto (0y;,0), y forma con la vertical
en_este punto (opy) el dngulo ¥ = acos ny (ver segunda de las figuras 2.22).
Nuevamente resulta mds facil de recordar que el dngulo correspondiente a nj se
mide en la vertical de o;=0.
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Figuras 2.22.- Resumen del procedimiento para el célculo grafico de n; y n5.

Para calcular n,, trazamos la circunferencia de familia 2 que pasa por M(G,T).
Trazamos la recta que pasa por su interseccion con la circunferencia extrema de la
familia 1 (o bien de la familia 3) y por el punto (6y,0). Esta recta (también la

alternativa) forma con la vertical en este punto (oy) el dngulo B = acos n, (ver
figuras 2.23).

Figuras 2.23.- Resumen del procedimiento para el célculo grafico de n,.

b) n;,n,,n; dados. Se pretende calcular o,T.

El problema se reduce a trazar dos de las circunferencias de la familia 1, 2, o 3 que
corresponden al vector n dado. La interseccion de las dos circunferencias define el
punto (o,T) buscado. La tercera circunferencia debe pasar por el mismo punto, y
puede utilizarse como comprobacion. Por ejemplo trazamos el dngulo o = acos n;
desde la vertical en 6=6;. Con los puntos de interseccion de la recta asi obtenida
con las circunferencias extremas de las familias 2 y 3 trazamos el circulo de familia
1, sobre el que estard el punto buscado. Trazamos después el dngulo Y = acos n; en
la vertical de 0=6p;. Con los puntos de intersecciéon con las circunferencias
extremas de las familias 1 y 2 trazamos la circunferencia de familia 3, sobre la que
también debe estar el punto buscado, con lo que éste queda definido. Como
comprobacion, podemos trazar desde la vertical en 6=0y; el angulo B = acos n,
(siendo indiferente si se traza hacia la derecha o hacia la izquierda). Si B se traz6
hacia la izquierda, la interseccion de la recta obtenida con la circunferencia extrema
de la familia 1, define un punto de la circunferencia de familia 2 que debe pasar
también por nuestro punto (6,T). Si B se trazé hacia la derecha, la interseccion se
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produce con la circunferencia extrema de la familia 3 (ver figura 2.23),
procediéndose andlogamente. Las figuras 2.22 y 2.23 sirven también para ilustrar el
procedimiento descrito, sin mds que pensar que el orden de trazado es el indicado
aqui en lugar del indicado en los pérrafos anteriores.

Particularizacién de la representacion de Mohr para problemas planos.

En el punto en que nos encontramos en el estudio de la Teoria de la Elasticidad no
podemos atin enunciar en qué consistird lo que mds tarde entenderemos por problemas
planos. Daremos ahora una definicién con cardcter provisional, suficiente para los
propositos de este epigrafe, y completaremos esta definicién en un capitulo posterior.
Por ahora, entenderemos que el estado de tensién en un punto constituye para nosotros
un problema plano cuando se dan los siguientes requisitos:

- Una direccion principal de tension es conocida en ese punto (usualmente serd
constante en todo el sélido, pero esa consideracion no es imprescindible aqui).
- S6lo nos interesa calcular el vector tension en planos paralelos a esa direccion.

En estos casos, sabemos que las componentes (0,T) del vector tension estardn
representadas en el circulo extremo del diagrama de Mohr de la familia "1", siendo n; la
componente nula del vector normal al plano (referido a ejes principales). Tendremos asi
la importante simplificacién de que manejaremos s6lo una circunferencia.

Representaremos el s6lido en la perspectiva plana que resulta de observar el mismo
desde un punto del eje principal conocido. Este eje se confunde con un punto, y los
planos en que interesa analizar el vector tensidn se ven como rectas en esta perspectiva.
Entre estos planos de nuestro interés, existirdin dos que sean principales. Por
simplicidad, vamos a denotar como ©; y Oy las tensiones que se dan en estos planos,
independientemente de que el valor de la tension principal de la direccién conocida
inicialmente sea mayor, intermedio, 0 menor que Oy y Oy Notese por tanto que el orden
de los ejes principales puede no ser coincidente con el orden adoptado en el problema
general (dado por 6;>6>0yy) cuando usamos esta convencion para problemas planos.
Las figuras 2.24 muestran esquematicamente esta convencion.

Tratdndose de problemas planos, es posible definir un convenio de signos para la
componente tangencial T del vector tensién. Vamos a ver ademds como una vez definido
el convenio de signos podemos recuperar la mitad inferior del diagrama de Mohr para
los célculos. El convenio de signos que usaremos seré el siguiente:

Asignamos valor positivo al escalar 7 si el s6lido queda a la derecha,
seglin un observador que avanza en la direccién de la tension tangencial.
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Figuras 2.24.- Convenciones para el diagrama de Mohr en problemas planos.

Es preciso insistir en que este convenio de signos se define con el inico objetivo de
sacar mayor partido de la representacion de Mohr en problemas bidimensionales, y que
no guarda ninguna relacién con el convenio de signos adoptado para las componentes
del tensor de tensiones. De hecho, ambos convenios son contradictorios entre si,
circunstancia ineludible que el lector deberia asumir con urgencia. Por ejemplo, la
primera figura 2.25 muestra un elemento diferencial de sélido en un problema
bidimensional. Si las tensiones tangenciales tienen los sentidos especificados por las
flechas, sus signos segun el convenio de signos del diagrama de Mohr serian los
indicados. Sin embargo, si consideramos un sistema de ejes 12 paralelos a las caras del
elemento (no serian ejes principales, claro estd), esas componentes de tensidn tangencial
serian todas positivas segtn el convenio de signos del tensor de tensiones. En la segunda
figura 2.25 puede apreciarse también que, con este convenio, la tensién tangencial
mantiene su signo al considerar el sélido a uno u otro lado del plano de corte.

0 o —
— \

<0

<0 \b =0

<+— \
0 —

Figuras 2.25.- Convenio de signos para T, aplicable al diagrama de Mohr
bidimensional.

Sabemos que el médulo de la tensidon tangencial serd el mismo en un plano de
orientaciéon +0. que en uno de orientaciéon -0t (notemos de paso que en problemas
bidimensionales la orientacién del plano queda definida por un s6lo dngulo). Esto debe
ser asi porque siendo n;=cos O obtenemos el mismo valor n;, y a la vista de las
ecuaciones (2.24) ello implica la obtencién del mismo valor de T como escalar sin signo.
Dado que ahora tenemos definido el signo de T, nos preguntamos si ese signo se
mantiene o no cuando cambiamos el signo de o. Para responder esta pregunta, podemos
analizar un ejemplo sencillo como el de la figura 2.26.
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Figuras 2.26.- Cambio de signo de T al cambiar el sentido del dngulo «.

En este ejemplo T cambia su signo al cambiar el sentido de a.. Es f4cil darse cuenta de
que esto ocurrird siempre, si observamos que la tercera figura puede obtenerse a partir
de la segunda mediante una reflexion respecto del eje I, operacion en la que el signo de T
siempre cambiara.

Lo anterior muestra que el haber establecido un convenio de signos para T, conlleva
el que sea necesario precisar el sentido de giro de o, que ahora no es indiferente. En el
manejo del diagrama de Mohr se dard una de las dos situaciones siguientes: o bien el
sentido de giro de o es el mismo en el espacio fisico que en el diagrama, o bien es
contrario. Para dilucidar cudl de las dos alternativas es la correcta, es suficiente analizar
un caso particular como el mostrado en las figuras 2.27, en que 6] = -O7J .

Figuras 2.27.- El sentido de giro de o coincide en el espacio fisico y en el diagrama.
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En estas figuras apreciamos que si o = +45° (asignaremos por ejemplo signo
positivo a los angulos en sentido antihorario), el equilibrio requiere que solo exista
tension tangencial, y que ésta sea positiva. El diagrama de Mohr es una circunferencia
de centro en el origen, y M debe ser el punto que represente al vector tension en el plano
correspondiente. Este punto se obtiene en el diagrama mediante un giro o del mismo
sentido que el aplicado en el espacio fisico. Se ilustra también el caso de o = -45°, en el
que el punto representativo del vector tensiéon es M'. Como detalle final, recordemos que
debido a las propiedades geométricas de la circunferencia, el dngulo o que forma un
didmetro AB de la misma con una recta que pasa por uno de sus extremos A y por otro
punto M de la circunferencia es la mitad del dngulo que forma el didmetro AB con la
recta que pasa por M y por el centro de la circunferencia. Esta propiedad se ilustra en la
figura 2.28. Su interés radica en que permite asegurar que los vectores tension en dos
planos perpendiculares entre si estardn representados en puntos diametralmente
opuestos en la circunferencia de Mohr.

o
T M
o
AU

Figura 2.28.- Relacién de dngulos en la circunferencia de Mohr.
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Figuras 2.29.- Trazado del diagrama conocido el tensor de tensiones.

Una de las utilidades de esta propiedad la encontramos cuando necesitamos trazar el
diagrama de Mohr a partir de las componentes del tensor de tensiones en unos ejes no
principales. El procedimiento se ilustra en las figuras 2.29, en las que el estado de
tensiones en el punto respecto de los ejes (Xy,X,) se supone conocido. Comenzamos
trazando el punto P del diagrama que representa la tensién en el plano que también
hemos llamado P. Trazamos andlogamente el punto Q. Como ambos planos forman 90°,
sabemos que estardn representados en los extremos de un didmetro en el diagrama. Por
tanto, el centro de la circunferencia estard en la interseccion de la recta PQ con el eje G,
con lo que su trazado es ya inmediato. La construccion anterior permite saber también la
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orientacion de las direcciones principales. La direccion principal I se encontrard a un
angulo o de la normal al plano P, dngulo que tenemos trazado (como 2¢t). También se
indica aproximadamente la orientacién de las direcciones principales en este ejemplo.

2.7 .- Tensor medio y tensor desviador. Espacio de tensiones principales.

Dadas las componentes Gjj del tensor de tensiones en un punto, es en ocasiones
conveniente considerar su descomposicion en suma de dos nuevos tensores, a los que
Ilamaremos tensor medio (o tensor esférico) y tensor desviador. El primero es en cierto
sentido una medida del nivel de presion hidrostdtica media en ese punto, tomando como
valor de la presion el promedio de las tensiones principales, que podemos calcular como
el primer invariante dividido entre tres. El segundo tensor contiene la desviacion
respecto de ese estado de presion hidrostética. Por tanto, estos tensores estan definidos
por:

G, =0} +0;
o =(0, /38, =(1,/3)3,

Gg =0; — (0}, /3)8ij (2.46)

Puede demostrarse que las direcciones principales del tensor desviador son las
mismas que las del tensor original. Omitimos esta demostracion remitiéndonos a la
propiedad, que el lector recordarad de sus estudios de algebra lineal, de que los vectores
propios de una matriz cuadrada no varian si se suma una constante (en este caso I;/3) a
toda su diagonal. No obstante, podemos evidenciar esta propiedad junto con alguna otra
mediante sencillos razonamientos sobre el diagrama de Mohr. Presentamos algunos de
estos posibles razonamientos como un ejemplo més de las posibilidades que nos ofrece
el manejar con soltura ese diagrama:

Supongamos que expresamos el tensor de tensiones en ejes principales, con lo
que podemos imaginar trazado el diagrama inmediatamente. El tensor es diagonal
en estos ejes, y al sumar una constante K a la diagonal, el tensor sigue siendo
diagonal, luego las direcciones principales no han cambiado. El diagrama de Mohr
sufrird una traslaciéon (de magnitud K) a lo largo del eje ¢, manteniéndose su
forma. Por tanto (piénsese en el enfoque gréfico), la tensién normal en cualquier
plano dado, en particular en los definidos por unos ejes coordenados no
principales, se verd incrementada en la misma constante K. Esto hace ver que el
estado de tension obtenido al sumar una constante a la diagonal no depende del
sistema de ejes al que tuviésemos referido el tensor.

Por otra parte, la traslacion del diagrama no afectard al calculo de los valores
de las tensiones tangenciales (piénsese nuevamente en el procedimiento grafico),
por lo que todos los planos mantendran la misma tension tangencial al sumar una
constante a la diagonal del tensor.
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En algunos textos el lector encontrard referencias al concepto de tensiones
octaédricas. Se denomina asi a las componentes del vector tension en planos cuya
normal n estd dirigida segin alguna trisectriz de las direcciones principales. Puede
demostrarse sin ninguna dificultad que la componente normal del vector tensién en
estos planos, ¢°t, coincide con la tension media ™. Es evidente que estos planos
"octaédricos" tienen ademds una componente no nula de tension tangencial.

La descomposicion del tensor de tensiones en un punto en sus componentes media
(o esférica) y desviadora, admite una visualizacién coémoda representando el estado de
tension en un espacio descrito por unas coordenadas cartesianas que son los valores de
las tensiones principales. En este espacio, todos los posibles tensores esféricos estaran
representados en la trisectriz de los ejes coordenados. En la primera figura 2.30 se
muestra este espacio de tensiones principales, asi como la trisectriz mencionada, cuyo
vector director unitario es u, de componentes (1/\/ 3,1/\/ 3,1/\/ 3).

O

Sm

O Oy Oy Oy

GI
Figuras 2.30.- Espacio de tensiones principales.

Si el punto N (o1,01,01) de este espacio representa nuestro estado de tension, la
componente de tension media (o esférica) estd representada por el punto M, obtenido
mediante la proyeccién del vector ON sobre la trisectriz. Véase:

|OM| =ON - u=0m+3
OM = |OM| u = (om,6m,cm)

Por lo tanto, la componente desviadora del tensor de tensiones estd representada por
MN. Si observamos esta representacion desde una perspectiva isométrica, la
componente OM se confunde en un punto con el origen, mientras que la componente
desviadora MN se aprecia en su verdadera magnitud, como muestra la segunda de las
figuras 2.30. Esta representacion isométrica del espacio de tensiones principales se
conoce como representacion de Haig-Westergaard.

Parece obligado un comentario final acerca de la posible utilidad de la
descomposicion anterior del tensor de tensiones. Existen muchos materiales de interés
en los que el limite de comportamiento eldstico lineal depende s6lo de la componente
desviadora del tensor de tensiones, siendo este hecho lo que justifica la descomposicién
aludida. Incidiremos con mayor profundidad sobre ello en un capitulo posterior.

2.8.- Propiedades compartidas por otras magnitudes tensoriales.
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Como se indic6 en el capitulo primero, existen muchas magnitudes de la fisica que
tienen cardcter tensorial. Aprovecharemos el esfuerzo que hemos dedicado al estudio del
tensor de tensiones poniendo de manifiesto las propiedades ya estudiadas del mismo que
también poseerdn otros tensores. Resulta claro que estas propiedades comunes serdn las
que deriven de la ley de transformacion de los tensores. Es notorio que en realidad casi
todos los desarrollos de este capitulo estdn precisamente basados en la ley de
transformacion. Sélo las ecuaciones de equilibrio (2.9) y (2.10) derivan de la naturaleza
de fuerzas por unidad de superficie de las componentes del tensor de tensiones, no
habiendo motivo para que estas ecuaciones sean satisfechas por otros tensores.

La ecuacién de equilibrio (2.10) expresa que el tensor de tensiones serd simétrico.
Tensores de diferente naturaleza pueden ser simétricos por otros motivos (no procedera
en general aplicar razonamientos de equilibrio; piénsese por ejemplo en el tensor de
inercia). De hecho muchos tensores de interés son simétricos, entre ellos los enumerados
a titulo de ejemplo en el epigrafe 1.3, y el tensor que representa a la magnitud que
definiremos como deformacién en el capitulo siguiente. Repasemos por tanto estas
propiedades comunes a los tensores simétricos de orden dos. Dado un tensor simétrico
Bij asociado a un punto del espacio, es posible:

- Definir un vector b en ese punto asociado a cada direcciébn n, cuyas
componentes estdn dadas por b; = Bij n;

- Encontrar tres direcciones principales nl, nll, nlll, perpendiculares entre si, en
las que el vector b tiene la misma direcciéon que n. Los tres valores de b-n
correspondientes serdn los valores principales del tensor.

- Calcular los maximos de la componente tangencial de b, utilizando expresiones
andlogas a las presentadas en el epigrafe 2.5.

- Utilizar la representacion de Mohr de manera totalmente andloga a como se ha
desarrollado en el epigrafe 2.6, con todas sus particularidades. Se han de
representar las componentes normal y tangencial del vector b.

- Descomponer el tensor en sus componentes media y desviadora, y realizar
representaciones en el espacio valores principales, si ello tiene interés para la
magnitud tensorial en cuestion.

Hay que notar que las componentes normal y tangencial de b (asociado a n) pueden
no tener siempre un significado fisico tan claro como en el caso del tensor de tensiones.
Por esto mismo es util tener en cuenta que la componente normal siempre seria un
término de la diagonal del tensor si adoptdsemos unos ejes de forma que uno de ellos
tenga la direccion de n. La componente tangencial seria el médulo de la composicién
vectorial de dos términos no diagonales del tensor, o bien seria directamente la
componente no diagonal si el problema es bidimensional.

Es instructivo el intentar plantear situaciones en que podamos aplicar las
propiedades estudiadas en el contexto de la tension a otras magnitudes tensoriales. Por
ejemplo, es interesante el caso de presion hidrostética, en el que sabemos que las tres
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tensiones principales son iguales, y que por tanto el diagrama de Mohr se reduce a un
punto, resultando que cualquier direccién es principal y tiene el mismo valor de tensién
principal. Presentamos seguidamente a titulo de ejemplo algunas curiosidades
relacionadas con este tipo de estados en los que el diagrama de Mohr se reduce a un

punto:

En el estudio del movimiento del sélido rigido en el espacio es de interés la
magnitud "tensor de inercia” Ij; respecto de un punto, que generalmente es el
centro de masas del solido. Si el sélido es tal que podemos apreciar que tres
ejes perpendiculares que pasan por el centro de masas son principales de
inercia y tienen asociado el mismo momento de inercia (I =L =I,,) como
ocurre por simetria en el sélido de la figura 2.31, entonces el diagrama de Mohr
se reduce a un punto, y cualquier recta que pase por el punto considerado del
s6lido serd eje principal de inercia, y el momento de inercia correspondiente
serd el mismo. El saber esto nos puede ahorrar cdlculos molestos de integrales

que contengan distancias respecto de una recta de orientacion arbitraria.
z

Figura 2.31.- Sélido cuyo tensor de inercia respecto del centro de masas se reduce a un

punto en la representacién de Mohr.

En la disciplina de Resistencia de Materiales es de interés la magnitud "tensor
de inercia de dreas", cuyas componentes son los momentos y productos de
inercia del area de la seccidn transversal de la barra respecto de unos ejes que
pasan por un punto dado, que frecuentemente es el centro de dreas de la
seccion. Nuevamente, si apreciamos que dos ejes perpendiculares que pasan
por el punto son principales, y tienen el mismo momento de inercia, podemos
asegurar que cualquier otro eje que pase por el punto serd principal de inercia, y
con el mismo valor del momento de inercia. Seguramente este resultado no
resultarfa tan obvio para el lector a partir de la simple inspeccidn de secciones
como las mostradas en la figura 2.32.
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Figura 2.32.- Secciones de barras cuyo tensor de inercia respecto del centro de dreas se

reduce a un punto en la representacién de Mohr.

Figuras 2.33.- Relaciones lineales entre carga y desplazamiento.

En el dmbito de la mecdnica lineal de sélidos, el vector desplazamiento de un
punto del sélido, u, estd relacionado con el vector fuerza puntual f aplicado en
el mismo punto, mediante un tensor simétrico ¢ que depende del punto
considerado (ello se justificard en un capitulo posterior, al estudiar los teoremas
integrales). Adoptando un sistema de ejes (X{,X,,X3) las componentes de u y f
estdn relacionadas por los "coeficientes de influencia" representados en las
componentes del tensor, mediante u; =c;; f;. En general, el desplazamiento no
tendra la direccion de la fuerza, como se indica en el sélido bidimensional de la
primera figura 2.33. Si disponemos en el plano un nimero cualquiera de
sOlidos iguales (mds de dos) conectados entre si por el punto donde
aplicaremos la fuerza, de forma que la distancia angular entre ellos sea
constante, obtenemos una estructura como la mostrada en la segunda figura
2.33. Supongamos aplicada una fuerza (podemos pensar que es unitaria para
que su analogia con el vector n que asociamos al tensor de tensiones sea mas
patente) en una direccion cualquiera. En principio no sabemos que direccién
tendrd el desplazamiento, pero si giramos la fuerza un dngulo igual al que
forman los sélidos entre si (120° en la figura), obtenemos una configuracién
andloga a la inicial, pero girada ese mismo dngulo. Las componentes
intrinsecas (normal y tangencial) del desplazamiento serdn por tanto las
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mismas, lo que también ocurrird si aplicamos sucesivos giros del mismo valor a
f. Ahora bien, pensando en el diagrama de Mohr asociado al tensor cj;, lo
anterior significa que sucesivos giros del valor correspondiente en el diagrama
(240° en el ejemplo de la figura) deben conducir al mismo punto del diagrama.
El tnico diagrama de Mohr en el que esto es posible es el que se reduce a un
punto. Como sabemos, esto implica que todas las direcciones serdn principales,
es decir que el desplazamiento siempre tendra lugar en la misma direccién que
la fuerza aplicada, y ademds que la constante de proporcionalidad ente la fuerza

y el desplazamiento serd independiente de la orientacion de la fuerza.
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Capitulo 3

Deformacion.

(“alla breve”)

La capacidad mas caracteristica del sélido deformable es precisamente la de poder
deformarse, es decir experimentar cambios de forma como consecuencia de las acciones
que se le aplican. Este capitulo presenta las magnitudes tensoriales que caracterizan
localmente a la deformacidn, asi como su relacién con el campo de movimientos del sélido.

3.1.- Analisis de la deformacion en el entorno de un punto.

Vamos a considerar la deformacion de un sélido como una relacién biunivoca y
continua entre la posicion que ocupa cada punto material del sélido en un estado de
referencia, que llamaremos estado inicial o indeformado, y la posicién que ocupa en un
estado final o deformado. El exigir que esa relacion sea biunivoca y continua excluye por
ejemplo que a un punto material correspondan dos posiciones distintas de destino, lo que
podria darse en situaciones como la propagacién de una grieta. Consideraremos estas
situaciones de discontinuidad como excepcionales, siendo preciso un andlisis especial para
su estudio, el cual excede el &mbito de la presente exposicion.

Figura 3.1.- Estados deformado e indeformado de un sélido.

Adoptaremos un sistema de coordenadas cartesianas X,X,,X3 para describir los puntos
del espacio. Este sistema de coordenadas serd inmoévil, en el sentido de que sdlo
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consideraremos que un punto material se ha movido si el valor de sus coordenadas ha
cambiado en este sistema. La figura 3.1 representa los estados indeformado y deformado
(en linea de puntos) de un sélido. Llamaremos A a la posicién que ocupa un punto material
del sélido en el estado inicial, y A’ a la posicién que ese mismo punto material ocupa en el
estado final. Definimos el movimiento de ese punto como el vector u , de componentes u;,
que une las posiciones final e inicial. De acuerdo con las hipdtesis bdsicas que se
enunciaron en el capitulo 1, se asume que los desplazamientos son pequefios comparados
con las dimensiones del sélido. Mds precisamente, y en lo que al modelo matemético se
refiere, asumiremos que los desplazamientos son del orden de magnitud de los diferenciales
de longitud que adoptemos.

Pretendemos obtener una magnitud tal que, sabido su valor en un punto, permita
conocer el incremento de longitud de cualquier segmento recto diferencial que pase por ese
punto. Esta idea es en realidad andloga a la que hemos desarrollado paras las tensiones: en
aquel caso habia infinitos planos posibles que pasaban por el punto, y en este caso hay
infinitas orientaciones posibles del segmento diferencial. Para las tensiones encontramos
una magnitud (el tensor de tensiones) que permitia obtener el vector tensién en cualquier
plano. En el estudio de la deformacion, buscamos una magnitud que permita conocer el
incremento de longitud de cualquier segmento.

ui+dui B’

Figura 3.2.- Posiciones inicial y final de dos puntos préximos.

Para tal fin, consideremos dos puntos del sdlido, separados por una distancia
diferencial, que en estado inicial ocupan las posiciones A y B, y que pasan a las posiciones
finales A' y B' como se indica en la figura 3.2. Sean x; las coordenadas de la posicion A, y

u; los movimientos del punto correspondiente. La posicion B tendrd coordenadas
ligeramente distintas, x;+dx;, y los movimientos del punto material correspondiente serdn
también ligeramente distintos, u;+du;. El diferencial de movimiento, du;, se interpreta
fisicamente como la diferencia de movimientos entre esos dos puntos muy préoximos, y sera

un diferencial de 2° orden. Puede expresarse matematicamente de la forma habitual como:

dui=ui,j dXJ

La magnitud u; ; describe el campo de movimientos del solido, ya que si se conoce su valor,
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en todos los puntos, la igualdad anterior permitiria calcular el desplazamiento de cualquier
punto del sélido mediante integracién y aplicaciéon de las condiciones de contorno
adecuadas. Ademds la “regla del cociente” asegura que u;; es un tensor (aunque no
simétrico), ya que tanto el diferencial de desplazamiento como el de longitud lo son.

El inconveniente principal que tendria utilizar esta magnitud para describir el estado local
de deformacién seria que tomaria valores distintos para estados de desplazamientos locales
que fuesen iguales salvo un movimiento como sélido rigido. Precisamente, nuestra
intencién es conseguir una magnitud representativa de la deformacién (“‘cambio de la
forma”, en sentido estricto), siendo por tanto deseable que sea insensible frente a
movimientos de sélido rigido, en los que no hay deformaciéon propiamente dicha. Para
conseguir esto, planteamos el artificio de sumar y restar u;;/2 y agrupar términos de la

siguiente forma:
=u . dx. = V(u. . . IS VYT P =g dx: + : dx
du; U dxJ /2(u1,J + uJ’l) de /2(u1’J uJ’l) de =§&; de ;; de 3.1

Aparecen asi dos nuevos tensores, cuyas expresiones en funcién del campo de
desplazamientos son:

1 1
Sij = E(ui’j — uj,i) (,0ij = E(ui’j _uj,i) (32)

O en forma matricial desarrollada,

u u,+u,, U, +us, 0 U, —Uy; U3 —Ug,
11
2 2 2 2
u,, +u,, Uy, +us, | Uy — Uy, Uy3—Us,
eo| ity 0 Bate o (huthe
U +U0,; Uy, +U,, u Uz, —Uj3 Uz, —Uys 0
33
2 2 2 2

El primero, €, €s un tensor simétrico (sij = eji), mientras que el segundo, ®;;, €s un tensor
antisimétrico (j; = -0;): su matriz asociada coincide con “menos su traspuesta” y tiene

ceros en su diagonal. El que ambos son efectivamente tensores es nuevamente inmediato
por aplicacion de la “regla del cociente”.

Otra particularidad interesante es que el término o;;dx; de (3.1) resulta ser perpendicular al
vector dx;. Véase que en efecto, el producto escalar de ambos vectores es nulo:

(dXi) (O)IJ dXJ) = Cl)ijdXide = leXmdXZ + 0)13dX1dX3 + O)ZIdXZXm + 0)23dX2dX3 + 0)31dX3dX1
+ W3,dx3dx, = (los sumados 1°y 3° se cancelan, asi como los 2°y 4°, ylos 3°y 6°) =0
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Por tanto, en la fig. 3.2 podemos descomponer el vector du; en los dos sumandos dados por
la ecuacion (3.1). Notese que ambos son diferenciales de segundo orden. El trazado
resultante se muestra en la fig. 3.3, en la que se ha dibujado en primer lugar el término @;
dx; , que es perpendicular a dx; (o segmento AB). El efecto de este sumando es el de
cambiar la orientacién de AB en un angulo diferencial de primer orden, y producir un
incremento de longitud que serd despreciable en esta formulacion. Para razonar esto dltimo,
recuérdese que el coseno de un dngulo pequefio, digamos 0, admite desarrollo de la forma 1
-0%2 + ..., de forma que el incremento de longitud debido a este efecto seria del orden de
6.dx, es decir de tercer orden, y vemos que el primer sumando de (3.1), que no tiene
porqué ser perpendicular a dx, producird incrementos de longitud de segundo orden, y por
tanto dominantes.

En cuanto al segundo sumando, g;; dx;, cabe apuntar que, de igual forma que no esperamos
que sea perpendicular a dx, tampoco hay ningin motivo para pensar que deba ser paralelo.
Por ello el vector correspondiente se ha dibujado formando un cierto dngulo (no
diferencial) respecto del segmento AB.

A "

Figura 3.3.- Descomposicion del diferencial de movimiento.

A la vista de lo anterior, es evidente que todo el incremento de longitud del segmento esté
asociado al primer sumando de (3.1), el vector g; dx;. Dicho incremento de longitud serd la

proyeccion del vector g; dx; sobre la direccion del segmento AB. Esta proyeccion dividida
por la longitud inicial de AB serd el incremento de longitud unitario de este segmento:

%:w:&jnfli =gn,=¢ (3.3)

Como se aprecia, hemos introducido la denominacién € (escalar) para dicho incremento de
longitud unitario, que denominaremos “deformacion longitudinal” 6 “deformacién normal”.
El hecho relevante que muestra el desarrollo anterior es que, conocidos los 6 escalares g; en
un punto, es posible calcular el incremento de longitud unitario de cualquier segmento
diferencial de direccion n que pase por ese punto. Para ello s6lo hay que efectuar la sencilla
operacion g;n;n;, como aparece en (3.3). Por tanto el tensor €; es la magnitud que nos
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proponiamos encontrar. Se denomina “Tensor de Cauchy” o “Tensor de Pequefias
Deformaciones”.

Es muy notoria la similitud formal entre la expresion e=g;nn; recién obtenida y la
0=0;;n;n; obtenida en el capitulo anterior, que expresa la componente normal de tension. De
hecho es posible plantear una analogia muy completa entre el tratamiento del problema de
tension y el de deformacién del entorno de un punto. Esta analogia permite razonar, sin
necesidad de nuevos desarrollos, que gran parte de las operaciones y conceptos presentados
en el dmbito de la tensidn son directamente generalizables en el dmbito de la deformacién
(y en realidad generalizables al ambito de cualquier otra magnitud que pudiera expresarse
mediante un tensor simétrico de segundo orden). A continuacién se destacan los aspectos
mas relevantes de dicha analogia:

Tension Deformacion

n; vector normal al plano

n; vector en direccion del segmento

G tension normal

€ deformacion normal (ALong. unitario)

T; (vector tensién)= Gj;n;

&= €&;n; (definici6n de € vector)

T (tensién tangencial)=/TT — "

Y/2=\/g¢g —¢€ (definicién de

“deformacion transversal”)

Direcciones principales de tension.

(aquellas con T =0)

Direcciones principales de deformacion.
(aquellas con y/2 =0)

Diagramas de Mohr:
T

Diagramas de Mohr:
v/2

En el cuadro anterior se ha introducido la definicion de dos nuevas magnitudes: el “vector
deformacion” g; y la “deformacion transversal” y/2. Por el momento, y hasta la lectura del

apartado siguiente, pueden considerarse estas denominaciones como meras convencines, ya
que simplemente se han presentado como fruto de una analogia.

No obstante, su sola definicién ya pone de manifiesto que serd posible realizar diagramas
de Morh también en deformaciones, representando las componentes normal y transversal
del vector deformacion, de la misma forma que en tension se realizaban representando las
componentes normal y tangencial del vector tensién. Por su propia construccién, no existe
duda de que estas representaciones gozaran de idénticas propiedades en los dos dmbitos. La
duda que puede plantearse en este momento es si tendrdn o no interés dichas
representaciones en el dmbito de la deformacién. Evidentemente, dicho interés estard en
funciéon del posible significado fisico que podamos atribuir a las magnitudes que
representamos, en particular a /2, que acabamos de introducir de forma un tanto
convencional. Veremos en el apartado siguiente que si tiene un significado fisico concreto,
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y que la representacion de Mohr es efectivamente interesante (no siempre resulta asi; por
ejemplo, para las magnitudes de inercia asociadas al solido rigido, que también pueden
describirse mediante un tensor simétrico de orden 2, la representaciéon de Mohr, aunque
posible, suele considerarse de escaso interés).

3.2.- Interpretacion fisica de las magnitudes asociadas a la deformacion.

a) Interpretacion de los términos de g;;

En primer lugar, si consideramos un segmento diferencial dirigido segin uno de los ejes
coordenados, por ejemplo n (1,0,0), su incremento de longitud unitario calculado segun
(3.3) sera:
811 E:"12 813 1
e=ngn; =[1 0 0]le, &, &;,|0|=¢,

813 823 833 0

Es decir que € es el incremento de longitud unitario de un segmento diferencial dirigido
inicialmente segun el eje x;. Los términos €,, y €33 admiten una interpretacion andloga en
las direcciones x;. y X3 respectivamente.

2 u1+u1’2dx2

u,+u,, dx2

dx

u +u1’1dx1

1

Figura 3.4.- Movimiento de segmentos paralelos a los ejes coordenados (proyeccion sobre
el plano 12).
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Para encontrar el significado fisico de los términos no diagonales de &> analizaremos los
movimientos de dos segmentos OA y OB, perpendiculares entre si e inicialmente paralelos
a dos de los ejes coordenados, como muestra la figura 3.4.

Calcularemos los dngulos 0, y 6, que forman los segmentos deformados con su orientacion

inicial. Estos dngulos serdn pequeios (diferenciales de primer orden), por lo que podemos
aproximar su valor por el de su tangente. Despreciando diferenciales de orden superior,
tenemos:

u, . dx u, . dx u, ,dx u, ,dx
el = tgel — 2,1 1 = 2,1 1 — uz’l . 92 = tgez — 1,2 2 = 1,2 2 — ul’z
dx, +u,,dx, dx,

La suma de ambos dngulos es lo que se aparta de 7/2 el dngulo incialmente recto que
formaban los segmentos paralelos a los ejes. Llamaremos a esta cantidad ;,. Por lo tanto,

Yo =u,+u,, =2¢, (3.4)

Es decir, que los términos no diagonales del tensor representan la mitad de lo que se cierra
el angulo recto que forman segmentos inicialmente paralelos a los ejes correspondientes a
los subindices.

Aunque ya no es necesario, puede llegarse también a partir de la fig. 3.4 a la conclusién de
que los términos diagonales representan las deformaciones longitudinales unitarias de
segmentos dirigidos seguin los ejes. Para ello basta con apreciar que el incremento de
longitud de, por ejemplo, OA, puede obtenerse con error despreciable a partir de la
proyeccion sobre x; de su estado final, dado que el dngulo que ha girado serd en todo caso
diferencial. Es inmediato observar que el incremento absoluto de longitud asi medido sera
u; 1dx, y por lo tanto el incremento relativo serd u; ;= €1, como ya habiamos obtenido.

b) Interpretacion de los términos de @j;

Conviene comenzar poniendo de manifiesto que un producto del tipo y;dx; admite ser
expresado como producto vectorial de un cierto vector @ por el vector dx. En la disciplina
de algebra suele estudiarse esta propiedad bajo un titulo como “vector dual asociado a una
matriz hemisimétrica”, o similar. Su demostracion es inmediata sin mds que igualar
términos e identificar componentes:

0 ®, ;]| dx, ®,,dx, + ®,,dx, ®,dx; —,dx,
-0, 0 o,|dx,|=|-0,dx +0,dx, | ; oxdx=|-0dx, +0,dx,
-0, -0, 0 |/dx, -0,,dx, — ®,,dx, o,dx, —m,dx,

= 0,=-0, ; 0,=-0, ; O,=-0, (3.5)
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Evidentemente, tanto el vector ®; como el tensor j; contienen la misma informacion.
Puede también comprobarse de forma inmediata que @ = rot u /2. En todo caso, el objetivo
de este epigrafe es demostrar que los tres escalares independientes contenidos en ;; (0 en
®;) coinciden con la rotacién promedio, en torno a cada uno de los tres ejes coordenados,
de todos los segmentos diferenciales posibles que pasan por el punto considerado. Debido a
este hecho, el tensor 0; recibe el nombre de “Tensor Rotacién”, y el vector ®; “Vector

Rotaciéon”. Para demostrar lo anterior, vamos a calcular directamente el promedio de giro
del entorno de un punto, en torno al eje 3, por ejemplo.

X3 X2 du
Q 2
\du i du !
X, giro en torno
al eje 3
0
du, 0

du proy. de du;
' sobre 12

Figuras 3.5.- Rotacion de un segmento diferencial en torno al eje 3.

La primera de las figuras 3.5 muestra un punto P del s6lido que representamos ya en su
posicion final, y un punto muy préximo Q, que representamos en la posicion resultante de
aplicarle un movimiento igual al del punto P (alternativamente podemos pensar sin pérdida
de generalidad que el punto P no se mueve, y que el punto Q se representa en su posicion
inicial). El movimiento del punto Q diferird del de P en un vector du;, siendo esta diferencia

la que cabe representar en la figura 3.5. En la segunda de las figuras 3.5 se muestra la
misma representacion, pero proyectada sobre el plano 12, perspectiva en la que vemos con
mds claridad el giro en torno al eje 3. Teniendo en cuenta que las componentes du; son
diferenciales de un orden superior a dx;, podemos calcular la rotacién en torno al eje 3

como:
du, cos®—du, sen6

|PQ|cosq)

giro, =

En donde hemos incorporado como positivos los giros que estdn dirigidos en el sentido
positivo del eje 3 segun la regla del tornillo. Podemos calcular el valor de du;, du,, a partir

de la expresion du;=u; ; dx;. En nuestro caso dx;=(PQ);, es decir:
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dx, = (PQ), =|PQ|cos¢$cosd
dx, = (PQ), =|PQ|cos®send
dx; =(PQ); =|PQ|sen¢

Con lo que:
du, = u“|PQ| cosdcosO + u1!2|PQ| cos@sen0 + uL3|PQ|senq)
du, = u2’1|PQ| cosdcosO + u2'2|PQ|cosq) sen@ + u2!3|PQ| send
Por tanto:
. sen(cosO
giro, = u2100529+u2zsenecos6+u“¢— —~
’ ’ T cosd
sendsen 0
—(u“cosesenEHu1 2se:n26)+u13q)—]
’ ’ T cosd

Consideremos por un momento ¢ constante. Ello equivale a considerar sélo los segmentos
que estan sobre un cono de eje 3 en lugar de todos los segmentos posibles. Para calcular el
promedio del giro de estos segmentos en torno al eje 3, integramos respecto de 0:

o 1 (e=2n .
promedio giro, (¢ = cte) = P .[620;¢:cle giro,dO

Teniendo en cuenta que los valores medios de los productos de funciones trigonométricas
que aparecen son:

L Jjn sen’0d0 =2—1n.|‘02nc0s29d9 =1/2; * ION sen0do :ﬁj‘:ncosede = J‘OZTE senBcos0dO =0

2n 2

El promedio del giro de los segmentos considerados es:

promedio giro, (¢ =cte) = %(uzy1 -u,)

Apreciamos que este promedio de giro de los segmentos que tienen ¢=cte no depende del
propio dngulo ¢. Por tanto, el valor promedio anterior es también el promedio del giro de
todos los segmentos diferenciales del entorno de P. Ademads, vemos que este valor coincide
con el de la tercera componente del vector rotacion:

. 1
promedio giro, =E(uz,1 —Up,) =0, (3.6)

El resultado anterior puede reproducirse de manera andloga para las componentes 1 y 2,
con lo que se demuestra que las componentes del que hemos llamado vector rotacién
representan efectivamente los promedios del giro del entorno del punto considerado
alrededor de cada eje.
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Otra apreciacion interesante es que el promedio del giro del entorno del punto en torno
a cada eje puede calcularse como el promedio de giro respecto de ese eje de dos segmentos
cualesquiera perpendiculares entre si y perpendiculares al eje. En efecto, ndtese que en
(3.6), u, | representa el giro en torno al eje 3 de un segmento sobre el eje 1, y andlogamente

que -u; , representa el giro entorno al eje 3 de un segmento sobre el eje 2. Como no hemos

impuesto ninguna condicién al elegir los ejes, (3.6) se satisfard independientemente de la
eleccion de ejes 1 y 2 (perpendiculares a 3).

Como ultima apreciacion, y volviendo sobre la figura 3.3 sabiendo ya el significado
fisico de @j;, podemos considerar el movimiento del segmento AB descompuesto de la
siguiente manera: Una traslacion que lleva al punto inicialmente en A a su posicion final
A', mas una rotacién con el punto en A’ fijo, que coincide con la rotacién promedio del
entorno, mas otro movimiento que lleva el punto inicialmente en B a su posicién final B’,
también con A’ fijo. Este dltimo movimiento implica en general tanto un cambio de
longitud del segmento como un cambio de orientacion.

c) Interpretacién del vector & y sus componentes

Dado que €; = g; n;=¢;; dx;/|dx| , es claro que el vector g; es colineal con el vector &; dx;
representado en la fig. 3.3. La figura 3.6 ilustra la posicién y orden de magnitud de este
vector, que en si mismo no tiene una interpretacion fisica que pueda resultarnos interesante.
Sin embargo, sus componentes intrinsecas si la tienen. De hecho ya hemos visto que su
componente normal, € = & n;,, es el incremento de longitud unitario del segmento
considerado.

dXi /; o

A U;
Figura 3.6.- Vector deformacion.

Veremos a continuacién que la componente transversal /2 también tiene una interpretacion
fisica interesante. La fig 3.7 muestra el segmento considerado con sus extremos en las



DEFORMACION 3.11

posiciones A’ y B’’’ indicadas en la fig. 3.6, es decir, tras la traslacién y rotacién promedio
descritas en un parrafo anterior. Por lo demas, la fig. 3.7 puede considerarse como un
detalle o subconjunto de la fig. 3.6, en el que se ha dado nombre (0) al dngulo diferencial
que girara el segmento a partir de la posicion representada, y también () al angulo que
forma el vector deformacién con el plano perpendicular al segmento. Notese que este
ultimo angulo sera sensiblemente el mismo tanto si decidimos considerar el segmento en su
posicion inicial, final, o tras aplicar sélo el giro promedio (esa casuistica produce sélo
variaciones diferenciales de la orientacién del segmento, mientras que [ es un angulo
finito). En la fig. 3.7 aparezcan indicaciones “salvo dif. 2° orden” junto a las diversas
posiciones del segmento AB, porque es indiferente qué posicion se tome, tanto a efectos de
cédlculo de B como para ser usado como divisor en el eventual cédlculo de una deformacion
unitaria, como se hara de inmediato.

Figura 3.7.- Componente transversal y normal del vector deformacion.

Expuesto lo anterior, es sencillo demostrar que el dngulo diferencial ® que gira el
segmento a partir de la posicion representada coincide con lo que hemos Ilamado
deformacion transversal y/2. En efecto, teniendo en cuenta que dx;/ldx;l=n;, tenemos que:

‘eijdxj‘cosﬁ
|dxi|

No debe sorprender que, a la vista de la fig. 3.7, lo anterior implique calcular un dngulo
como medida de una longitud. Nétese que /2 es adimensional, y su “longitud” puede
perfectamente expresar un dngulo en radianes. En definitiva, la deformacion transversal /2
se interpreta como el dngulo que gira un segmento AB, medido a partir del movimiento

0=tgb= :‘eijnj‘cosB:|8i|cosB=y/2 (3.7)
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como solido rigido que lleva A a su posicion final y aplica al segmento la rotacion
promedio del entorno.

3.3.- Incremento de longitud, superficie y volumen de regiones finitas.

Para conocer el incremento de longitud As de una linea s contenida en el sélido o en su
superficie, integraremos los incrementos de longitud de cada segmento diferencial de la
linea. Para ello es necesario conocer el valor del tensor de deformaciones en cada punto de
esa linea. Asi, siendo n; el vector tangente a la curva en cada punto, y g; el tensor de

deformaciones en el mismo punto, tenemos:

AszLde =L€jnjdL =J.L£.4n‘n‘dL (3.8)

)

Para calcular el incremento de superficie de una superficie elemental dA, perteneciente
a una superficie finita A que puede estar en el contorno del sélido o ser interior al mismo,
tomaremos unos ejes coordenados de forma que dos de ellos (ejes 1 y 2) estén en el plano
tangente a la superficie A en el punto considerado, y calcularemos el incremento de area de
un elemento de lados inicialmente paralelos a esos ejes. La figura 3.8 muestra tal elemento
diferencial, de drea OPQR. Se supone sin pérdida de generalidad que el punto O no se
mueve. Tras la deformacion el elemento de drea deja de estar contenido en el plano 12,
mostrdndose en la figura su proyeccion sobre este plano. Entre los lados del elemento de
drea y sus proyecciones existe una diferencia de longitud de tercer orden. A la vista del
desarrollo que sigue, es claro que pueden despreciarse estas diferencias y calcular el
incremento de drea sobre la proyeccién en el plano 12 (las longitudes se multiplicardn
siempre por otras longitudes al calcular dreas, por lo que esos diferenciales de tercer orden
se multiplicarian por otros de primer orden, resultando términos de drea de cuarto orden,
despreciables frente a los de tercer orden que resultaran ser los significativos).

X

O p X,

Figura 3.8.- Elemento de drea paralelo a los ejes 1 y 2

Las proyecciones de los movimientos de los vértices sobre el plano 12, aproximadas
mediante el primer término de su desarrollo en serie, son:



DEFORMACION 3.13

u,(P)=u,,dx, u,(R)=u,,dx, u,(Q) =y, dx, +u,,dx,
u, (P) = 1].2’1(1Xl u, (R) = uzydez u, (Q) = uz,ldxl + uz,zdxz
El érea inicial del elemento es dA=|OPIIORI|=dx;dx,. El érea final dA" serd la suma de las

areas de los dos tridngulos OP'Q' y OQ'R'. Cada una de estas dreas puede a su vez
calcularse como la mitad del médulo del producto vectorial de dos de sus lados:

dA'= %|OQ'><OR'| +%|OP'><OQ‘|

Despreciando diferenciales de cuarto orden, y tras agrupar términos, los valores absolutos
de los productos vectoriales resultan ser independientes de las derivadas cruzadas uy 5, U, ;:

, 1 [dx, +u,(Q] [dx, +u,(Q)]

|0Q'xOR/|= [0, (R)] [dxz+u2(R)]—dxldx2(1+u1,1+u2’2)
an @ ru®] o [u,®] |

OP<0Q]= [dx, +1,(Q)] [dx, +u,(Q)] sy (1t + )

El drea tras la deformacion es por tanto dA' = dx;dx, (1+u; j+u, ). El incremento unitario
de drea resulta:

dA'-dA

=u,,t+u,, =€,+§€,
dA ' '

(3.9

En el resultado anterior se aprecia que en el incremento de drea no intervienen las
derivadas cruzadas del desplazamiento. Conocido el incremento unitario de drea de un
elemento diferencial, el cdlculo del incremento de area de la superficie finita A se reduce a
un problema de integracion:

AA = (e, +€,)dA = [ [e(a) +e(B)]dA (3.10)

En la ecuacién anterior los ejes 1 y 2 podrian ser cualesquiera perpendiculares entre si, con
tal que estén contenidos en el plano tangente a la superficie A en cada punto. En general, la
superficie puede ser curva, en cuyo caso estas direcciones pueden no ser constantes al
realizar la integral. Por ello se indica una segunda notacion mds explicita para la misma
integral, en la que aparecen las deformaciones longitudinales (o) y €() asociadas a dos
direcciones o y B, que deben ser perpendiculares entre si y contenidas en el plano tangente
a la superficie en cada punto.

Puede demostrarse que en el incremento de volumen de un diferencial de volumen dV
tampoco intervienen significativamente las derivadas cruzadas, u;; (i#), de los
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desplazamientos. La demostracion se basa en consideraciones andlogas a las presentadas
para el caso de incremento de drea de superficies, y puede ser completada por el lector sin
dificultad (utilice la propiedad de que el volumen de un paralelepipedo es el producto mixto
de los tres vectores que describen sus aristas). Como consecuencia de lo anterior, en el
incremento de volumen de un elemento diferencial de aristas inicialmente paralelas a los
ejes solo intervendran los términos diagonales del tensor de deformacién. Es decir, este
incremento de volumen dependerd solo de las deformaciones longitudinales. Asi, si el
volumen inicial es dV = dx;dx,dx;, el volumen tras la deformacion serda dV' =

dx;(1+€1)dx,(1+€5,)dx;5(1+€53), y el incremento de volumen unitario serd, despreciando
diferenciales de orden superior:
dv'-dVv

T:(811+822+833):€ (311)

Por tanto, la dilatacién cubica unitaria (o incremento unitario de volumen) resulta ser el
primer invariante del tensor de deformaciones, que llamaremos "e". El incremento de
volumen de una region finita se calcula, una vez mas, mediante integracion:

AV:IV(SH +£22 +€33)dV:J.VedV (312)

3.6.- Obtencion del campo de desplazamientos a partir de las deformaciones.

En este epigrafe estudiaremos las particularidades que presenta el problema del cédlculo
del campo de desplazamientos de un sélido conocido su campo de deformaciones. Las
ecuaciones que definen el Tensor de Cauchy (3.2), se nos presentan en este caso como un
sistema de ecuaciones diferenciales en las que las incognitas a calcular son las funciones u;,

mientras que las componentes €; son funciones dadas.

Estructura bdasica de la solucién.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales dado por el primer conjunto de
ecuaciones (3.2):

€ —l(u +u..)
iy VTR (3.13)
Sabemos que si un cierto conjunto de tres funciones uP, i=1...3 (que llamamos solucién

particular) son soluciéon de este sistema, también serd solucién un nuevo campo de
desplazamientos u; obtenido como suma del anterior mas otro campo u;' que tenga asociado

deformaciones nulas. En efecto, dada la linealidad del sistema de ecuaciones anterior, el
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campo de deformaciones asociado a u; serd la suma de los asociados a u;? y a u';, y siendo
nulo el segundo de ellos la deformacion asociada a u; serd la misma que la asociada u;P. Por
tanto, si u;P es solucion (es decir, sus deformaciones son g;), tambicn lo serd u; (porque
tendrd las mismas deformaciones). La solucion general u; tiene por tanto la expresion:

u = uiP + u'i (314)

La solucién particular u;P serd tal que sus deformaciones coincidan con las estipuladas en el

sistema original de ecuaciones, y tendrd en general una expresion cerrada (no contendra
ningun parametro indeterminado). La solucion general del sistema homogéneo, u';, debe ser

capaz de representar cualquier campo de movimientos posible que tenga asociadas
deformaciones nulas, y por lo tanto debera contener pardmetros indeterminados para poder
representar esa multiplicidad de posibilidades. Razonamientos directos basados en la
definicién del tensor de deformaciones conducen inmediatamente a la conclusion de que el
Unico tipo posible de movimiento con deformacién nula es un movimiento como sélido
rigido. Aunque probablemente es innecesario incidir més en este aspecto, presentamos a
modo de ejercicio una demostracion formal de que es condicidon necesaria y suficiente para
que no exista deformaciéon el que los desplazamientos se correspondan con los de un
movimiento como sélido rigido.

La implicacién directa es evidente y se comprueba sin dificultad: Si u'; representa un
movimiento de sélido rigido, se puede expresar como una traslaciéon mas una rotacién con
un punto fijo (sea "0" este punto): u'; = u+°;; (x;-x°,). Por tanto:

E'ijzl/z(u'i’j+u'j,i)=1/2[ uOi,j+('00ik,j(Xk_XOk)+O)Oik(xk_xok),j-l-uoj,i+('00jk,i(xk_xok)+O)Ojk(xk_xok),i]

Tanto @°;; como u®; son constantes, por lo que sus derivadas se anulan, con lo que:
gvij=1/2[w0ik6kj+wojk6ki]=1/2[('00ij+('00ji]= ((X)Oij €S antiSimétriCO) =0

Luego no hay deformacion asociada a un movimiento como sélido rigido.
La implicacién inversa, consistente en demostrar que si un movimiento transcurre sin
deformacion no existe mds posibilidad que el que sea un movimiento como soélido rigido, se
realiza también sin dificultad, aunque es preciso un proceso de integracion. Si todas las
componentes de deformacion son nulas, tenemos:

u 1,1 = u2’2 =u 3,3 =u 1,2+u 2,1 =u 1,3+u 3,1 = u2’3+u 3.2 =0 (315)

De las tres primeras igualdades anteriores se concluye que u; no contiene a X;, U, no
contiene a X,, y Uy no contiene a x3. Las otras tres igualdades derivadas respectivamente
respecto de X3, X,, Y X;, proporcionan:
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Wy 3ty 3=0 u’3=0
Wy 3+ =0 = u'31,=0
W31+ =0 uy3=0

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos escribir las siguientes expresiones para el campo
de desplazamientos:

u'y = 1(Xp)+H 2(X3)

u'y = f3(x)+H 4(X3)

u'y = f3(x )+ 6(x,)

Estas expresiones introducidas en las tres tltimas igualdades de (3.15) producen:

df'(x,) +df3(x1) _

0
dx, dx,
df*(x;) N df’(x,) _0
dx, dx,
df*(x;) N df®(x,) ~0
dx, dx,

Todos los términos de las ecuaciones anteriores deben ser constantes, porque cada ecuacién
correspondiente a su izquierda supone que la adicién de una funcién de una variable
independiente mas otra funcién de otra variable independiente distinta sea cero. Esto no
puede ocurrir en algin rango de valores de las variables a no ser que las funciones sean
constantes, y que esas constantes se cancelen entre si en cada ecuacion. Por tanto:

df'(x,) :_df3(xl) _

K
dx, dx,
df*(x,) __dfs(xl) _L
dx, dx,
df*(x,) :_df6(x2) M
dx, dx,

Siendo K, L y M constantes arbitrarias. Las ecuaciones anteriores son de integracion
inmediata, resultando las siguientes expresiones para las funciones fk (k=1...6):

f'(x,) =Kx, +cte f*(x,) = Mx, +cte

£ (x;)=Lx, +cte £7(x,)=-Lx, +cte
f7(x,)=—Kx, +cte f°(x,)=—Mx, +cte
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Donde la indicacién "cte" indica la adicion de una constante arbitraria, distinta en cada
ecuacion. Tenemos asi calculada la expresion del campo de desplazamientos u';:

u'l = KX2 +LX3 +A
Ll'2 = -KXl +MX3 +B
u'3 = -LXI —MX2 +C

Siendo A, B, C, constantes arbitrarias que agrupan a parejas de términos constantes ("cte")
que provienen de la integracién de las f k. Es inmediato apreciar que la solucién u'; anterior
consta de una traslacion, de componentes A, B, C, y de una rotacién, cuyo vector rotacién
tiene componentes -M, L, -K. Con esto queda demostrado que un movimiento sin
deformaciones siempre ha de ser un movimiento como sélido rigido.

Volviendo a la estructura de la solucion de desplazamientos (3.14), hemos visto que el
término u'; representa un movimiento arbitrario como solido rigido, y que como tal contiene

seis pardmetros indeterminados. El célculo de una solucion particular u;? es un problema

mas o menos complicado, pero que una vez resuelto conduce a una expresion sin
parametros indeterminados. Por lo tanto, tal como hemos planteado nuestro problema, la
solucién quedard en funcidn de seis parametros indeterminados.

Lo anterior en el hecho de que el conocer las deformaciones del sélido no permite
calcular univocamente el campo de desplazamientos, ya que quedarian por determinar los
seis grados de libertad asociados a la superposicién de un movimiento arbitrario como
sOlido rigido. Seria necesario aplicar las condiciones de contorno en desplazamientos
(sustentacion del sélido) para determinar completamente el campo de desplazamientos.

Condiciones de integrabilidad del tensor de deformaciones.

En la discusién anterior hemos dado por supuesto que a unos términos dados €; del
tensor de deformaciones les corresponde una cierta solucion de desplazamientos u;. En

realidad, si se eligen arbitrariamente seis funciones para los seis términos del tensor de
deformaciones, lo mds probable es que no exista una solucién de desplazamientos
univaluada y continua asociada a esas deformaciones. En este apartado se presentan unas
condiciones necesarias y suficientes para que los seis términos del tensor de deformaciones
tengan asociado un campo de desplazamientos posible. Nos ocuparemos en primer lugar de
la parte més dificil del problema, que es encontrar unas condiciones suficientes para que
exista un campo de desplazamientos asociado a g;. El encontrar condiciones necesarias

para que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.13) tenga soluciéon es sencillo,
pudiéndose obtener una variedad de posibilidades dando por hecho que tal solucién u;
existe, y realizando alguna manipulacién matemética. Nosotros estaremos sélo interesados
en comprobar si las condiciones suficientes que hayamos obtenido son también condiciones
necesarias.
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Pasamos pues a buscar unas condiciones suficientes para que el campo de
desplazamientos sea univaluado. El desarrollo que sigue, debido a Cesareo, permite
encontrar estas condiciones suficientes.

En primer lugar, sabemos que el conocimiento del tensor de deformaciones en los puntos
del sélido no basta para determinar completamente el campo de desplazamientos, ya que
siempre quedaria la indeterminacion asociada a un movimiento arbitrario como sélido
rigido. Esta indeterminacién queda eliminada, por ejemplo, si se especifica el
desplazamiento u;° y la rotacion media ;;° de un punto "o" del solido, de coordenadas x;°.

Supondremos como premisa bésica que hemos realizado dicha especificacion.

Sea A un punto arbitrario del sélido, cuyas coordenadas son x;* y cuyo desplazamiento es
u;#. Planteamos la identidad siguiente:

A
_ A A AN _ o o oy _ A _ 0
L du, = u,(x;,Xx5,X5) —u,(X],X3,X3) =u; —u,

En donde la integral se realiza a lo largo de cualquier linea rectificable que esté contenida
en el s6lido. Es inmediato que:

A _ o Ad _..0 A d A d
u’ =u; +L u, =u; +J.0 g xj+J.0 o,dx; (3.16)
Queremos que en la ultima integral no aparezca ;;, sino sus derivadas, para lo que vamos a
realizar una integracion por partes. Primero sustituimos dx; por d(xj—xjA), lo que podemos
hacer puesto que las coordenadas x.A son constantes (aunque arbitrarias) y su diferencial es

j
nulo:

“odx = ["odx, - x) = M [ x? dx, =
L 0,dx; —J.O o, (xj—xj )—[(Dij(Xj—Xj )1) +J.O (X; —xj)o)ij’k X, =
0 A o A A d
=0;(x] —x))+| (x5 —x)0, dx,
o

Vamos a ver que es posible expresar ;) en funcién de derivadas de las deformaciones.

Precisamente este es el motivo de que hayamos buscado la aparicién de derivadas de la
rotacion en lugar de la rotacién misma (téngase presente que pretendemos llegar a alguna
ecuacion que relacione las deformaciones entre si). En efecto podemos escribir:

1 1
W;y = E(ui,jk - uj,ik) = E(ui,jk + uk,ij) _E(uj,ik + uk.ij) =& i T €k

Con lo que la integral de la rotacién queda:
A d 0 A o A A d
J:) 0,dx; = @ (X; —Xj)+jO (xj —xj)(i-:ik’j —ejk,i) X,

Con este resultado, (3.16) puede escribirse como:
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A
ut =ul+ap(x) —x)+ [ e + (0 X))y — gy ) Jdx, 3.17)

Ahora bien, para que el campo de desplazamientos sea univaluado, la dltima integral no
debe depender del camino de integracion que elijamos en el sélido. Es decir, que cada una
de las tres componentes del integrando (i=1,2,3) debe ser una diferencial exacta. Si
llamamos Uy, al contenido del corchete de la integral, y dV; a las diferenciales exactas
mencionadas, tenemos que Updxy = dV; = V;dx,. Por tanto, Uy = V;,. Derivando
respecto de xg: Ujy ¢ = V; k= V; ok = Ujs - Esta ultima ecuacion:

Uiks = Uisk (3.18)

Es una condicién necesaria y suficiente para que la integral de (3.17) no dependa del
camino elegido, y por tanto para que el campo de desplazamientos sea univaluado, siempre
que el dominio sea simplemente conexo (es decir siempre que el sélido no tenga agujeros
interiores). Desarrollando la ecuacion anterior obtenemos:

€iks - Ojs(Eik j€jki) + (XX (Eik js~Eii is) = Eisk - Ojk(Eis j€js.i) + (XX} (Ejg jiEjs,ik)
Es decir:
€ikss - Eiks T Eski T (%) (Eik jsEjicis) = Eisk = Eisk + Eks,i T (XX (Ei jk-Ejs k)

Los tres primeros términos de cada miembro se cancelan entre si. El el resto de la ecuacion
queda multiplicada por (xjA—xj). Como las cantidades (xjA—xj) son arbitrarias, el factor que

les multiplica debe ser cero:
€ikjs + Ejs.ik ~ jk.is - Eisjk = 0 (3.19)

Las ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones de integrabilidad del tensor de
deformaciones, o también ecuaciones de compatibilidad de Saint-Venant. Son condiciones
suficientes para que exista un campo de desplazamientos univaluado asociado a €; en
dominios simplemente conexos, dado que su cumplimiento implica que (3.17) sea una
expresion univaluada. Sabemos que si el dominio no es simplemente conexo, la ecuacién
(3.18) no es suficiente para asegurar que la integral de (3.17) sea univaluada, y por tanto
(3.19) tampoco serd condicién suficiente para que el campo de desplazamientos sea
univaluado. Ademds de (3.18) se requiere que se satisfaga una ecuacién como la siguiente
para cada uno de los agujeros del sélido:

. Uydx, =0 (3.20)

Donde I representa una linea cerrada arbitraria en torno al agujero considerado.
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La comprobacion de que las ecuaciones (3.19) son también condiciones necesarias para
la existencia de un campo de desplazamientos posible, se realiza sin ninguna dificultad. Se
trata de comprobar que si asumimos como cierta la existencia de u; con las propiedades

requeridas, entonces se satisface (3.19). Podemos partir de la ecuacién (3.13) derivada dos
veces, escrita de distintas maneras:

Eijs = (ui,kjs + uk,ijs)/2
€ ik = (uj,sik + us,jik)/2
€l is = (uj,kis +uk,jis)/2
€is jk = (ui,sjk + us,ijk)/2

La operacién de sumar la primera de las ecuaciones mds la segunda, menos la tercera y
menos la cuarta, conduce a la cancelacion de los términos en derivada tercera de
desplazamientos, resultando la ecuacion (3.19). Por tanto (3.19) es una condicién necesaria
para la existencia de las funciones u;.

La expresion (3.19) tiene cuatro subindices libres, por lo que aparentemente representa
a 34=81 ecuaciones escalares. En realidad, de estas 81 ecuaciones sélo 6 son
independientes. El resto son identidades o repeticiones. Ello puede apreciarse sin mds que
realizar el siguiente cdlculo directo. Partimos de las seis ecuaciones escalares:

€; =%(ui!j +u;;)
Si derivamos dos veces de todas las maneras posibles cada una de esas 6 ecuaciones,
obtendremos 6x6=36 ecuaciones (existen seis posibles derivadas segundas: 11, 12, 13, 22,
23, y 33). Estas ecuaciones contendrdn todas las posibles derivadas terceras de las tres
funciones u;, osea que en las 36 ecuaciones figurardn 3x10=30 funciones distintas del tipo
Uj ik (existen 10 posibles derivadas terceras: 111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233,y
333). Con manipulaciones sencillas, -restando y sumando ecuaciones entre si-, podriamos
eliminar las 30 funciones u; ;; utilizando 30 de las ecuaciones. Quedarian finalmente 36-

30=6 ecuaciones que ya no contendrian mas que términos del tipo g;; ;. Estas 6 ecuaciones
son las ecuaciones independientes de integrabilidad contenidas en (3.19). A continuacion se

escriben estas seis ecuaciones en forma desarrollada:

€23+t E€3. 117 €213 T €13,12 2815 10=€1100+ €011
€31 1€3120 = €321 T €21 23 28)303 =833+ €33
€312t €1233= 831320 t €3231 283131 =€3311 + €11 33 (3.21)
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Capitulo 4

Ley de Comportamiento.

(“alla breve”)

Sélidos con la misma geometria y sustentacion sometidos a idénticas cargas se
deformardn de manera diferente si son de materiales distintos. La ley de
comportamiento recoge el conjunto de propiedades especificamente asociadas al
material, al margen de la forma del sélido, su sustentacion, etc. En este capitulo se
presentan algunas leyes sencillas de comportamiento, especialmente de tipo elastico
lineal, extensamente utilizadas en las aplicaciones mas comunes.

4.1.- Introduccion.

En los dos capitulos anteriores se establecen las relaciones entre las cargas
aplicadas y las tensiones por una parte, y entre los desplazamientos y las deformaciones
por otra parte. Por tanto, en este momento tenemos un bloque de magnitudes
cinemadticas relacionadas entre si (en la que se incluyen los desplazamientos y los
diversos tensores que representan la deformacién), y un bloque de magnitudes asociadas
a las fuerzas (cargas de contorno y de dominio, y tensor de tensiones) también
relacionadas entre si. Para completar el modelo matematico necesitamos disponer de
alguna relacion entre magnitudes del bloque cinemético y del bloque de fuerzas.

Magnitudes T Magnitudes T
‘ asociadas a ‘ ‘ cinematicas ‘
‘ las fuerzas ‘
‘ X i X i ‘ ‘ Uy ‘
‘ equilibrio ‘ ‘ compatibilidad ‘
‘ o, ley de comportamiento ‘ £, ‘

Figura 4.1.- Magnitudes del modelo matematico para pequefias deformaciones.
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A la hora de plantear esa relacién, encontraremos claras ventajas en la utilizacion de
las magnitudes definidas a nivel local en el interior del sélido, es decir las tensiones y
las deformaciones. La razén es que usando tales magnitudes la relacion no dependera de
la geometria del s6lido, la localizacion de las cargas, etc., y dependerd solamente de las
caracteristicas locales del material, como pretendemos. La figura 4.1 muestra
esquematicamente las relaciones basicas del modelo matemdtico para el caso de
pequenas deformaciones y desplazamientos. La ley de comportamiento serd en este caso
una relacion entre el tensor de tensiones y el tensor de pequefas deformaciones de
Cauchy.

Si tenemos un problema de grandes deformaciones y desplazamientos, las
ecuaciones de equilibrio, y por tanto el tensor de tensiones, estdn referidas al estado
deformado (insistimos en que es el unico estado que realmente existe, y por tanto en el
que ha de plantearse el equilibrio). Un tensor de tensiones referido al estado deformado
es pues un concepto fisico natural, pero en mecanica de sélidos es habitual emplear una
descripcion lagrangiana de la deformacion. Como hemos de relacionar tensiones con
deformaciones, es conveniente utilizar tensores de tension definidos también respecto de
la configuracion indeformada, aunque sus componentes dependan de las tensiones reales
de la configuracion deformada (los tensores de tension habitualmente utilizados para
estos fines se conocen como primer y segundo tensor de Piola-Kirchoff). Lo anterior
sOlo pretende indicar al lector que en problemas mas generales se utilizan posibilidades
distintas de la que aparece en la figura 4.1 en cuanto a la eleccién de magnitudes locales
para plantear la ley de comportamiento.

El conocimiento de cémo y cudnto se deforma el material en funcién de las
tensiones que soporta a nivel local es la informacidén basica asociada a lo que
denominamos ley de comportamiento. Es evidente que este conocimiento s6lo puede
adquirirse mediante experimentacion. La evidencia experimental revela precisamente
una gran variedad y complejidad de comportamientos en los materiales reales. Para
establecer un modelo matemético del tipo al indicado en la figura 4.1, es necesario
plantear la ley de comportamiento como una relaciéon matematica, siendo deseable que
ésta sea ademds lo mds sencilla posible. El conjugar esta sencillez con una suficiente
exactitud obliga normalmente a tomar en consideracion sélo aquellos aspectos del
comportamiento del material que tengan mayor relevancia en el rango de condiciones de
servicio (temperatura, humedad, deformaciones, cargas, ...). Por ejemplo, el anélisis de
una pieza de goma necesitard en general considerar grandes deformaciones vy
desplazamientos, posibles no linealidades, y quiza introducir la variable tiempo. Pero si
la temperatura de servicio es de, digamos, -140°C, el comportamiento puede variar tanto
que una simple ley lineal de pequefias deformaciones sea suficiente hasta llegar a la
rotura. Por tanto, nunca debemos considerar que una ley de comportamiento dada por
una expresion matemadtica relativamente simple es exactamente representativa del
comportamiento de ningun material, sino que debemos pensar en ella como el resultado
de una aproximacién a un comportamiento observado experimentalmente.

La ley de comportamiento es la parte del modelo matemadtico de la Teoria de la
Elasticidad mas sujeta a errores. De ella, y de lo ajustado de las simplificaciones que se
asuman, depende la exactitud de cualquier solucién obtenida a partir de dicho modelo.
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4.2.- Nocion de comportamiento elastico, viscoelastico, y plastico.

A partir de este epigrafe se asumird sistemdticamente comportamiento lineal
elastico del material. Por util que este comportamiento sea, debemos tener noticia de
que no es éste el Unico comportamiento que encontraremos en la prictica. En este
epigrafe se describen muy sucintamente y a titulo informativo los tipos de
comportamiento mds relevantes en mecanica de sélidos.

Comportamiento elastico.

Si apreciamos una relacion biunivoca entre el tensor de tensiones y el de
deformaciones, diremos que existe comportamiento eldstico. Esa correspondencia
biunivoca es en realidad una condicién mas exigente que el enunciado de “elasticidad”
dado en la hipoétesis cuarta del epigrafe 1.2, dado que implica la recuperacion de la
deformacion para todos los estados intermedios de carga, y no solo para el inicial y el
final. A efectos del modelo matemadtico, se suele entender por comportamiento elastico
esta condicibon mds exigente, aunque por el contrario se suele entender por
comportamiento no eldstico el que no se ajusta a la definicién de 1.2. En lo sucesivo
distinguiremos entre ambas definiciones cuando sea necesario. Si el comportamiento
ademds de eldstico es localmente lineal segun la definicién de 1.2, entonces la ley de
comportamiento serd una relacion lineal (en el sentido usual de ecuaciones algebraicas
lineales) entre las componentes de tension y de deformacion. Podemos escribir la
relacion lineal més general posible como:

Gij = Cijua € 4.1)
En donde los coeficientes Cy,, son constantes, y forman un tensor de cuarto orden, de
acuerdo con la regla del cociente. Se ha asumido por concision que el estado inicial de
deformaciones nulas esta exento de tensiones. De no ser asi, se afladiria un término de
“tension residual” 6°; al miembro derecho de la ecuacion, quedando G;; = C;y €+ 9%
Si el problema presenta deformaciones no nulas para tensiones nulas, procede usar G;; =
Ciju (€4-€%), donde €°,, representa la deformacion inicial. Desde el punto de vista del
modelo matematico, la existencia de tensiones con deformacién nula (o viceversa), no
supone complicaciones especiales, ni afecta al valor de las componentes Cyy.

No existe ningiin motivo especial para expresar la ley de comportamiento como
tensiones en funcion de deformaciones. Es igualmente posible expresarla como
deformaciones en funcion de tensiones mediante una ecuacion del tipo €; = Ji; Oy, . Los
coeficientes J;, podran calcularse en funcion de los Cy, y viceversa.

La modelizacién de un material en el que se aprecia comportamiento eldstico
aunque no lineal, se realiza habitualmente mediante una ecuacién como la (4.1), pero en
la que los coeficientes C;, no son constantes, sino que dependen adecuadamente de los
términos del tensor de deformaciones o bien del de tensiones. El que pueda asumirse
con buena aproximacién comportamiento elastico del material, suele suponer una
simplificaciéon importante en cuanto a la manejabilidad del modelo matemético (con
mayor motivo si ademds puede suponerse lineal). Se habla de comportamiento plastico
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cuando no es eldstico segin la definiciéon dada en 1.2, es decir cuando el sélido no
recupera su forma inicial tras la descarga. Se asocia la deformacién remanente tras la
descarga al concepto de “deformacion plastica”.

El que se pueda asumir comportamiento elastico no depende sélo del material, sino
que también depende del nivel de solicitacion del mismo, y del tipo de problema. Asi, si
el nivel de solicitacién es muy pequeno (el material estd muy lejos de romperse), y las
cargas son de tipo estdtico, muchos materiales usuales pueden considerarse eldsticos,
entre ellos los aceros y la mayoria de las aleaciones férreas y no férreas, las maderas, las
gomas y cauchos, los vidrios, y muchas resinas y otros materiales sintéticos. Sin
embargo, a niveles de carga estdtica mds elevados muchos de estos materiales dejan de
presentar comportamiento eldstico. También el que el problema sea de cargas ciclicas o
repetitivas puede hacer que las deformaciones plésticas no sean ya despreciables, debido
a efectos acumulativos que pueden producirse.

Para ilustrar los diversos modelos, analizaremos el comportamiento que implican
en un estado de tensién unidireccional. Tal estado unidireccional puede conseguirse
muy aproximadamente en la practica en una barra esbelta recta del material,
sometiéndola a traccion tirando de sus extremos mediante mordazas u otros
dispositivos. Esta disposicion, esquematizada en la figura 4.2, se conoce como "ensayo
de traccion", y es ampliamente utilizada en la caracterizacion de materiales. Por ahora
sOlo pretendemos ilustrar como se comportaria un material en ese ensayo si obedeciese
exactamente determinada ley idealizada.

AL=x

Figura 4.2.- Esquema del ensayo de traccion.
El comportamiento eldstico implicaria graficas de fuerza F frente a alargamiento x del
tipo a las mostradas en las figuras 4.3: (a) eléstico lineal, (b) eldstico no lineal, y (c)

elastico lineal con deformaciones iniciales. En todos los casos, se puede representar
esquematicamente a la barra mediante un resorte, ya sea lineal o no lineal (d).

b d
B (a) B (b) . (c) (d) }_’ <
AW — —>
F
X X X
Figuras 4.3.- Algunos casos de comportamiento elastico unidireccional.

Comportamiento viscoelastico.
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En ciertos problemas, la inclusiéon de la variable tiempo en el anélisis no puede
evitarse, aunque los efectos dindmicos (fuerzas de inercia) sean despreciables. Por
ejemplo, si el material tiene respuesta lenta (tarda horas, semanas o meses en estabilizar
sus deformaciones frente a las cargas aplicadas), y las condiciones de carga cambian
antes de que la deformacion se estabilice, entonces toda la historia de carga influye en el
estado del sélido en un instante de observacidon dado. Para modelar este tipo de
respuesta, se emplean modelos con resistencias de tipo viscoso (fuerzas proporcionales a
la velocidad), que se oponen momentdneamente a la deformaciéon pero que alcanzan
asint6ticamente una configuracion deformada estable en el tiempo. La inclusion de estas
resistencias de tipo viscoso es precisamente la caracteristica principal de los modelos
viscoelasticos.

En general, estos modelos viscoeldsticos ofrecen comportamiento eldstico segun la
definicién de 1.2, ya que la forma inicial acaba por recuperarse en ausencia de cargas.
En cambio, no es en rigor eldstico segun la definicién dada en este epigrafe 4.2, ya que
las deformaciones no dependen solamente de las tensiones en el instante de observacion,
sino también de la historia de carga. No obstante, puede entenderse que si es eldstico en
el sentido de que a una misma historia de tensiones corresponde una deformacion
determinada.

En todo caso, los modelos viscoeldsticos conducen a de leyes de comportamiento
lineales, ya que el multiplicar todas las acciones de la historia de carga por dos produce
deformaciones de valor doble en el instante de observacion.

Los modelos viscoeldsticos se utilizan también en problemas de cargas ciclicas en
los que es preciso modelar la disipacion interna de energia del material en el proceso de
deformacion repetitiva. Ocurre que la disipacion de energia no estd asociada
necesariamente a deformaciones que permanezcan una vez que se descarga el sélido, y
en estos casos son particularmente adecuados los modelos eldsticos de viscoelasticidad.
Ademais, la eventual inclusion de efectos dindmicos puede considerarse un problema
menor una vez que hemos introducido la variable tiempo en el andlisis, por lo que es
tipica la aplicacion de modelos viscoelasticos también a problemas de vibraciones
mecanicas.

Para ilustrar el comportamiento unidireccional de un material viscoeldstico nos
apoyaremos en el usual amortiguador viscoso representado en la Figura 4.4. La ecuacion
de comportamiento de este elemento aislado, asi como su respuesta en el tiempo frente a
una fuerza F de distintas evoluciones se muestra en la misma figura.
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Figura 4.4.- Respuesta del amortiguador viscoso.
Mediante combinaciones de resortes lineales y amortiguadores viscosos se consigue
reproducir una gran variedad de comportamientos. La figura 4.5 muestra dos ejemplos
tipicos. Para la eleccion del modelo, y del valor de los pardmetros de rigidez y

amortiguamiento, se sigue un criterio de “mejor ajuste” al comportamiento observado
experimentalmente en el material.

L

’—‘t

t

Figura 4.5.- Dos modelos viscoelasticos unidireccionales.

Los ejemplos unidireccionales anteriores son suficientes para ofrecer una idea intuitiva
del comportamiento viscoeldstico, pero su generalizacion al caso tridimensional no es
inmediata, maxime cuando se pretende conseguir un modelo que englobe cualquier
posible casuistica de amortiguamiento e historia de carga. El lector interesado puede
consultar al respecto las dos primeras referencias que figuran al final del capitulo. En
particular, puede profundizar en el modelo llamado “sélido lineal con memoria”, debido
a Boltzmann. Su postulado basico es que, a nivel elemental, un incremento diferencial
de tension aplicado en el instante T ( do;;(T) ) producird en un momento posterior t un
incremento diferencial de deformacion ( de;(t) ), que serd proporcional al diferencial de
tension y a una cierta funcion del lapso de tiempo ( J;;a(t-T) ), la cual es caracteristica del
material. De este modelo puede obtenerse como caso particular cualquier
comportamiento viscoeldstico, y es capaz también de describir otros tipos de
comportamiento.
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Comportamiento plastico.

En el contexto que nos ocupa, debe entenderse que hay comportamiento pléstico del
material si el mismo presenta deformaciones permanentes tras la descarga. De acuerdo
con lo observado experimentalmente en muchos materiales de interés, los modelos de
comportamiento pldstico suelen admitir que el comportamiento es eldstico (y
frecuentemente lineal, aunque no necesariamente) cuando el estado de tension-
deformacion es "poco exigente" para el material, y asumen un comportamiento del tipo
resistencia viscosa (pero cuyas deformaciones no se recuperan) cuando la solicitacion es
"muy exigente" para el material en cuestion.

Para cuantificar si el estado de tension-deformacion es o no "muy exigente", es decir,
para delimitar el limite de comportamiento eldstico del material, se utilizan teorias
llamadas Criterios de Plastificacion. No hay un criterio absolutamente vélido para todos
los materiales, sino que existen varios de estos criterios, que la experimentacion ha
refrendado como suficientemente aproximados para unos u otros materiales. En un
epigrafe posterior se expondran algunos criterios vélidos para el acero ductil y otros
metales.

El comportamiento de tipo viscoso asumido para altas solicitaciones del material
requiere implicitamente la consideracion de la evolucion temporal de la deformacion. Se
habla de viscoplasticidad cuando es de interés el describir la evolucién en el tiempo de
la respuesta del sélido. Los modelos de viscoplasticidad son de aplicacion, entre otros
materiales, a los aceros normalmente utilizados en estructuras metélicas y 6rganos de
maquinas, y a otras aleaciones metalicas.

Como en todos los modelos de resistencia viscosa, se tiende al estado de equilibrio
de la estructura (si existe) de forma asintética, y por lo tanto en un tiempo tedricamente
infinito. Pero en la préctica es frecuente que tras un tiempo relativamente breve las
deformaciones hayan evolucionado casi totalmente . Lo habitual en estos casos es que
no se necesite conocer la evolucién en el tiempo. En resumen, es frecuente considerar
que la configuracion de equilibrio se alcanza instantineamente, como en un analisis
estatico. Cuando se prescinde asi de la variable tiempo, se habla simplemente de
"plasticidad" en lugar de viscoplasticidad.

Seguidamente mostraremos el comportamiento segun distintos modelos de
plasticidad en el estado unidireccional de tensiéon de la figura 4.2 que se viene
considerando como ejemplo.

La figura 4.6 muestra un ciclo de carga y descarga segtin el modelo unidireccional de
plasticidad m4s sencillo posible, que se suele identificar como comportamiento pléstico
ideal (también elastopléstico ideal). Como ya se apuntd, muchos materiales de interés no
presentan deformaciones plésticas hasta que el estado de solicitacion alcanza un
determinado nivel. Por ello, en el caso unidireccional que nos ocupa existe un valor
critico de la fuerza, Fer, por debajo del cual el comportamiento es eldstico y lineal.
Cualquier proceso de carga y descarga con F < Fer, implicaria estados intermedios
contenidos en la recta OA, volviéndose al punto O tras la descarga. El comportamiento
en este tramo es andlogo al de un resorte lineal, como se indica.
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Cuando la fuerza llega y se mantiene en su valor critico, Fer, se sigue el tramo horizontal
AB de la grafica. Sus puntos representan los diversos estados de la barra segiin avanza
el tiempo. Este fendmeno, que como se aprecia implica que el alargamiento crece sin
que la fuerza lo haga, se observa en muchos materiales reales y se denomina “fluencia”.
El comportamiento de la barra en este tramo es semejante al que presentaria un
amortiguador viscoso, como sugiere la figura.

Si llegado un instante dado (cuando se alcanza el punto B), la carga F comienza a
decrecer, el proceso de descarga tiene lugar segin la recta BC, que es paralela a la
inicial de carga (OA). El punto C indica el estado tras la descarga, por lo que la barra
quedaria con la deformacion remanente (“pldstica”) indicada por este punto. En el tramo
BC de descarga, la barra vuelve a comportarse como un resorte lineal de la misma
rigidez, pero cuya longitud natural fuese la inicial de la barra mas la distancia OC. Un
eventual nuevo proceso de carga comenzaria desde C, y recorreria el segmento CB.

F
ot A
Fcr - .
e B —d
—%— ) carga T S~
descarga N\
X
0) C
def. plastica

Figura 4.6.- Modelo unidireccional de “comportamiento plastico ideal”.

En el proceso ilustrado, la carga se estabiliza en el valor critico (F¢r), aunque un
modelo de viscoplasticidad admitiria perfectamente superar este valor. Pero en este tipo
de modelo (plastico) en el que se obvia la variable tiempo, se suele asumir que la carga
no supera el valor critico, porque en situaciones reales las zonas de la estructura que atn
no han plastificado soportan los incrementos de carga adicionales, manteniendo las
zonas plastificadas a valor critico de tension.

Existen otros modelos de comportamiento plastico que describen mas
aproximadamente el comportamiento de muchos materiales. Se trata de los modelos de
plasticidad "con endurecimiento por deformacion". El comportamiento implicado en
estos modelos para el caso unidireccional es del tipo al mostrado en la figura 4.7. Noétese
la ausencia de tramos horizontales. El término "endurecimiento" proviene del aumento
aparente del limite eldstico (carga F¢ la que se puede llegar con comportamiento
elédstico) en sucesivos procesos de carga y descarga que lleguen a producir deformacion
plastica. El como se produce este aumento aparente del limite eldstico se ilustra en la
misma figura 4.7: las tres ultimas figuras representan el resultado de tres ciclos
sucesivos de carga y descarga, realizados de forma que cada uno de ellos produzca
nuevas deformaciones plasticas. Como se aprecia, en la segunda carga es preciso llegar
a una carga F de valor Fe2 (mayor que Fel) para comenzar a producir deformaciones
plésticas. Andlogamente, en la tercera carga es preciso superar el valor Fe3, mayor que
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Fe2, Fe2 y Fe3 coinciden respectivamente con el valor mdximo alcanzado en el ciclo de
carga primero y segundo. Por tanto, la linea curva superior de la primera figura puede
recorrerse tanto sin descargas como siguiendo sucesivos ciclos de carga y descarga.

Fel____

Figuras 4.7.- Comportamiento plastico con endurecimiento: aumento del limite elastico
Fe ante cargas y descargas sucesivas.

La generalizacion del comportamiento plastico unidireccional al caso
tridimensional general requiere como primer paso la generalizacion de la fuerza critica
Fer, a la que corresponde el concepto de "superficie de plastificacion", concepto que se
expone en un epigrafe posterior de este tema. Esta es una superficie en un espacio de
tensiones que delimita el fin del comportamiento eldstico, existiendo varios modelos o
teorias acerca de la forma de la misma, y acerca de la manera en que ésta puede variar
durante un proceso de carga (de modo andlogo a como varia el limite elastico en el
ensayo de traccion, figura 4.7). Adicionalmente existen varios modelos o teorias acerca
de cémo se producen los aumentos de deformacién pléstica, normalmente utilizando
argumentos basados en la superficie de plastificaciéon adoptada. Todo ello supone atn
mayor complicacién que, por ejemplo, la generalizacion del comportamiento
viscoeldstico, excediendo también los propdsitos de esta breve exposicion.

La informacién presentada en los parrafos anteriores acerca de los comportamientos
viscoeldstico, viscopldstico y plastico, es apenas introductoria, pero su conocimiento
serd suficiente para que el lector pueda comprender las precauciones con las que debe
ser empleado el comportamiento lineal eléstico, el cual serd asumido en el resto del
texto.

Por ejemplo, es patente que cualquier andlisis en el que no aparezca la variable tiempo
debera implicar aplicaciones lentas de las cargas, no s6lo para evitar efectos dindmicos
(ver 1.2, “hipdtesis bdsicas) sino también para que se estabilicen los efectos
viscoeldsticos, que actdan en una escala de tiempo mucho més dilatada, y que siempre
existirdn en mayor o menor medida.

4.3.- Ensayo de traccion tipico para un acero.

El material en el que resulta mds tipica la aplicacién del modelo de comportamiento
eléstico lineal, es el acero. Ocurre ademéds que desde el punto de vista macroscépico, el
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acero es muy aproximadamente homogéneo e isétropo. Puede considerarse una
circunstancia afortunada que un material de uso tan extendido en todo tipo de
aplicaciones industriales se ajuste, en un nivel razonable de solicitaciones, a un
comportamiento tan relativamente simple.

El andlisis eléstico lineal se aplica a otros muchos materiales, en unos casos con
buena precision, y en otros a sabiendas de que el material no obedece exactamente ese
comportamiento, para conseguir una primera aproximacion, o una solucion orientativa.

El valor de los coeficientes de la ecuacién 4.1 debe ser obtenido mediante
experimentacion. El ensayo de traccion que se describe a continuacién es sencillo de
realizar, y ademads es suficiente para obtener toda la informacién relevante si el material
es 1sotropo, por lo que es ampliamente utilizado. Su configuracion bésica fue presentada
anteriormente (figura 4.2), y se reproduce con algiin detalle adicional en la figura 4.8.
Bésicamente el ensayo consiste en someter lentamente a traccion una barra esbelta del
material, hasta romperla. La configuracion del ensayo pretende conseguir que la tensién
sea uniforme en la seccidn de la barra con la mayor aproximacion posible. La forma de
la probeta, que se muestra aproximadamente en la figura 4.8, permite que la hipétesis de
tension uniforme sea plenamente asumible en la longitud L en que la seccidon es

constante.
L

probeta F

mordazas
Figura 4.8.- El ensayo de traccién.

La uniformidad de tensiones en todos los puntos de la barra, implica también la de
deformaciones, ya que el comportamiento es eldstico en el sentido del epigrafe 4.2. La
tension tendréa sélo componente normal en las secciones transversales de la barra, y sera
igual a la fuerza F de traccion en la barra dividida por el drea de la seccion. Una
direccién principal serd el eje de la barra, con el que haremos coincidir la direccion x;.
Ademas, cualquier direccion perpendicular al eje de la barra serd también direccién
principal (nétese que el circulo de Mohr de familia 1 de n;=0 se reduce a un punto).
Debido a la uniformidad del estado de tensién-deformacioén en la barra, obtendremos el
mismo resultado si medimos los alargamientos unitarios (en la direccién x; y en
direccion transversal) en cualquier punto de la barra, o si les calculamos haciendo un
promedio en segmentos de longitud finita, dividiendo el incremento de longitud del
segmento entre su longitud inicial. Por ejemplo, la deformacién longitudinal unitaria se
obtiene frecuentemente como el desplazamiento relativo de las mordazas dividido por
su distancia inicial. Este procedimiento implica un cierto error debido a que en las zonas
proximas a las mordazas el estado de tension no serd unidireccional. Sin embargo estas
zonas son pequefias en comparacion con la longitud de la probeta, y el error suele ser
pequeno. Quizd el procedimiento mds exacto sea la utilizacion de una galga
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extensométrica en algun punto de la zona central de la probeta, alejada de las mordazas.
Este dispositivo consiste basicamente en adherir un pequefio filamento conductor a la
superficie del solido, para que se deforme con él. Al estirarse se produce una variacion
en la resistencia eléctrica del filamento, lo que se utiliza para medir la deformacién.
Existen galgas con filamentos en varias direcciones, lo que facilita la medicién
simultdnea de la deformacion en la direccion del eje de la barra y en una direccién
perpendicular.

Mediante alguno de los procedimientos descritos se obtiene la informacién de
cuanto vale la deformacion en la direccién x; y en una direccion perpendicular, para
cada nivel de tension. La figura 4.9 muestra un resultado tipico de deformacion
longitudinal para un acero dulce.

aprox. 4000 Kp/cm 2 O
. oy
Gy
aprox. o.

2300 Kp/cm2 | O,

0.002 <
Figura 4.9.- Diagrama ©,,/€,, tipico de un ensayo de traccién para un acero dulce.

Lo primero que llama nuestra atencion en la grafica anterior es el tramo recto
inicial, que indica una proporcionalidad entre tension y deformacion. La grafica deja de
ser recta cuando la tension alcanza el valor ©, que Illamamos limite de
proporcionalidad. El comportamiento en este tramo es eldstico, ya que si se procede a
descargar la probeta antes de haber alcanzado G, la misma recupera sus dimensiones
originales. El comportamiento eldstico se extiende a niveles de carga ligeramente
superiores al limite de proporcionalidad, siendo o, el valor limite pasado el cual una
eventual descarga deja ya cierta deformacion permanente en la probeta.

A una tension ligeramente superior, que llamamos tensién de fluencia oy, se produce el
fenémeno de "fluencia" del material. Consiste en un periodo de alargamiento a tension
sensiblemente constante, como indica el tramo irregular horizontal de la grafica. Este
fenémeno de fluencia no es tan acusado en otros materiales como lo es en el acero. Las
tensiones G,, O, y Of son muy proximas, siendo dificil realizar distincion entre ellas. Es
frecuente aceptar que las tres coinciden, tomédndose como su valor el de la tension
necesaria para producir una deformacién plastica de 0.002 (0.2%), que a su vez suele
considerarse como el menor valor de deformacion plastica digno de ser tenido en
cuenta.
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Si una vez en la zona de fluencia, en el nivel de deformacién correspondiente al
punto C de la figura, descargamos la probeta, la gréfica sigue la linea recta de puntos
paralela a la recta del periodo elastico, quedando una deformacién remanente
(deformacion plastica) en la probeta. N6tese la similitud de este comportamiento con el
modelo de plasticidad ideal de la figura 4.6.

Llegado un cierto nivel de deformacion, vuelve a ser necesario aumentar la carga
para que la deformacion siga aumentando, como indica el tramo curvo que sigue al de
fluencia. Este tramo curvo, hasta que se alcanza en mdaximo, es el tramo de
endurecimiento por deformacién. Si se descarga la probeta desde un punto D
correspondiente a esta zona, la descarga se produce nuevamente siguiendo una linea
recta paralela a la del periodo elastico. Si se vuelve a cargar desde este estado se
observard que el limite eldstico ha aumentado, como puede apreciarse en la figura.
Notese la similitud de este comportamiento con el modelo de plasticidad con
endurecimiento de la figura 4.7.

El punto maximo de la grafica nos da la tensién de rotura, 6. En efecto, puede
apreciarse que el tramo descendente final indica un comportamiento inestable, ya que
para obtener mds deformacion es necesaria menor tension. En la prictica ello implica
que este tramo se recorre sin control hasta la rotura de la probeta. Hay que decir aqui
que la tension de la gréfica se obtiene siempre como la fuerza aplicada dividida por la
seccion inicial de la barra, lo cual es una buena aproximacion durante todo el
experimento, salvo precisamente en este tramo final. La razén es que previamente a la
rotura se produce una estriccion importante de la seccidn en algin punto de la longitud
de la barra, probablemente en la seccién en que el material contenga mads
imperfecciones. El drea real de esta seccion es menor que la nominal empleada para
obtener la tension del grafico, por lo que las tensiones reales serdn apreciablemente
mayores que las del grafico en esta zona.

Finalmente, hay que apuntar que la carga y descarga durante el periodo elastico no
siguen exactamente el mismo camino, dibujdndose en realidad un pequefio bucle en el
gréifico tras la carga y descarga. Este efecto se denomina hitéresis del material, y lleva
asociado un fendmeno de disipacién de energia que siempre acaba por resolverse como
calor generado en el seno del sélido, y finalmente cedido al ambiente.

Generalmente, las condiciones de servicio de un acero se plantean en el periodo elastico,
siendo menos frecuente el contar en el disefio con el comportamiento post-elastico del
material. Esto hace cobrar una importancia particular a la hipétesis de comportamiento
eléstico lineal del material, dindose la afortunada circunstancia de que ademas es el mds
sencillo desde el punto de vista matematico, como se apunté al principio. Del resultado
del ensayo en este tramo lineal de interés, obtenemos dos constantes. En primer lugar
definimos la constante E, que llamaremos mddulo de Young, como la pendiente de la
recta en el periodo eléstico. Es decir:

6,,=E¢;, (enelensayo) 4.2)

Podemos calcular esta constante como E=tg o, siendo o el angulo indicado en la figura
4.9. Definimos una segunda constante, v, llamada coeficiente de Poisson, como la
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relacién del acortamiento transversal unitario (es indiferente cudl sea la direccién
transversal considerada debido a la isotropia del material) entre alargamiento
longitudinal unitario. Por tanto:

_ —£ —-E
V= €n|_"8n |_TEEy (en el ensayo) (4.3)

811 811 G11

Unos valores tipicos para el acero dulce son E=2.1x106 Kp/cm? = 210 GPa ; v=0.3
(adimensional). El elevado valor de E para el acero hace que las deformaciones sean
pequeias durante el periodo eldstico, siendo plausible la hipétesis de pequeiias
deformaciones. Orientativamente, el médulo de Young de las fundiciones, bronces y
otras aleaciones metélicas suele ser del orden de la mitad del de los aceros, y el de los
cementos y maderas menos de la décima parte. Hay que notar al respecto que no todos
los materiales presentan un periodo lineal tan claramente definido. E1 Médulo de Young
se entiende en estos casos como un valor obtenido mediante ‘““ajuste razonable” en cierto
rango de valores de tension.

4.4.- Ley de comportamiento para materiales elasticos, lineales e isétropos.

Pretendemos obtener la expresion de la ley de comportamiento lineal eléstica, -que
se expresa de forma general mediante la ecuacion 4.1, para el caso particular de material
isétropo. Comencemos por resaltar algunos hechos de interés:

a) Por tratarse de una relacién lineal, serd aplicable el Principio de Superposicidn.
Se trata de una propiedad bien conocida de las relaciones lineales. En nuestro caso
implica que dados dos estados de tensién en un punto (en un ‘“cubo diferencial”), las
deformaciones cuando actian ambos simultineamente coinciden con la suma de las
deformaciones correspondientes a los estados de tensidon por separado. Lo mismo cabe
decir de dos estados de deformacién dados en cuanto a sus tensiones asociadas.

b) Si el material es isétropo y solamente actiian tensiones normales, no habrd
deformaciones transversales.
Por ejemplo, si solamente actia Gy;, las deformaciones €;,, €3, €3, serdn nulas. Para
verlo puede razonarse como ilustra la figura 4.10. La misma representa una deformacién
€12 en un cubo diferencial en el que solamente actia tension ;. También existirian las
esperadas deformaciones €;; (alargamiento) y €, €33 (contraccion de Poisson), las
cuales no se han representado por claridad, ya que no afectan al razonamiento. Si
girdsemos el cubo 180° respecto de un eje paralelo a X, como el representado,
obtendriamos el mismo sélido (afirmar esto con generalidad requiere que el material sea
isétropo), sometido a las mismas cargas, pero que se deforma de distintas maneras. Esta
violacién del principio de causalidad es fisicamente un absurdo, amén de contravenir la
biunicidad entre tensidon y deformacién asumida en el comportamiento lineal, por lo que
cabe llegar a la conclusion de que €, serd nulo. La misma conclusion se obtiene girando
respecto de un eje paralelo a x;.
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Figura 4.10.- Imposibilidad de deformacién transversal €;, bajo tensién normal G;; en
un material is6tropo.
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Figura 4.11.- Imposibilidad de deformacion transversal €;3 bajo tension normal G, en
un material is6tropo.
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Figura 4.12.- Imposibilidad de deformacién transversal €;3 bajo tensién normal G;; en
un material is6tropo.

La figura 4.11 muestra el mismo cubo diferencial, ahora con una deformacion €;3. Con
el mismo giro que en el caso anterior se llega andlogamente a la conclusiéon de que €33
debe ser nulo. La misma conclusién se obtiene girando respecto de un eje paralelo a x3.

La figura 4.12 muestra el mismo cubo con la misma carga pero con una deformacién
€13. Girando 180° respecto de un eje paralelo a x3 se obtiene el mismo sélido elemental
(dada la isotropia), con la misma tension, pero distinta deformacion. La conclusién es
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que €13 debe ser nulo. La misma conclusién se obtiene girando respecto de un eje
paralelo a x;.

Se ha mostrado que si solamente hay tensiéon G;; en el elemento, no se producird
ninguna deformacion transversal (€)1, €13, €23) en el mismo. El demostrar que lo mismo
ocurre con O O O3z es tan facil como cambiar de nombre a los ejes en los
razonamientos precedentes. Finalmente, si actian simultineamente Gjj, Gz, y O33, €l
principio de superposicion indica que tampoco apareceran deformaciones transversales
en este caso, como afirmaba el enunciado b) inicialmente.

c) Si el material es isétropo y la tnica accién es una componente de tension

tangencial, todas las componentes de deformacion serdn nulas salvo la de iguales
subindices que la componente de tension.
Por ejemplo, asumamos que solamente actda G;,, y supongamos que ello produce, entre
otras posibles componentes, la deformacion €;; positiva que se representa en la figura
4.13. Girando 180° el cubo diferencial respecto de un eje paralelo a x, se obtiene el
mismo sélido (nuevamente el poder afirmar lo anterior con generalidad requiere que el
material sea 1s6tropo), con la misma deformacion (un alargamiento del cubo), pero con
las tensiones en sentido contrario. Dada la linealidad del comportamiento, al cambiar el
signo de las tensiones debiera cambiar el signo de las deformaciones, lo que como se
muestra no ocurrird en este caso a no ser que €;; sea cero. La misma conclusién se
obtiene girando respecto de un eje paralelo a x;.
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Figura 4.13.- Imposibilidad de deformacién normal €;; bajo tensién tangencial G, en
un material is6tropo.

Sobre la misma figura 4.13 puede razonarse que €, y €33 serdn también nulos. Véase: el
giro que se propone cambia en todo caso el signo de G, y mantiene el de la deformacién
normal que se esté considerando, ya sea €, 0 €33.

La figura 4.14 muestra el cubo diferencial sometido a la misma tensién Gj,, y con una
deformacién €3. Girando 180° respecto de un eje paralelo a x; se obtiene el mismo
solido (por la isotropia), con las mismas tensiones aplicadas, pero con la deformacién
€13 en sentido contrario. Usando argumentos andlogos a los de parrafos precedentes,
concluimos que €;3 debe ser nulo.
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Figura 4.14.- Imposibilidad de deformacién transversal €;3 bajo tensién tangencial Gy,
en un material is6tropo.

La demostraciéon de que la componente de tension G, no puede producir por si misma
deformacion €3 se realiza razonando sobre el mismo giro empleado en la figura 4.14
anterior, y se deja ya del cuidado del lector. Con esto se ha mostrado que si la tnica
componente de tensidon que actda en el cubo diferencial es Gy,, solamente habra
deformaciéon €, siendo nulas todas las demds componentes de tension,
€11, €2, €33, €13, £3. El realizar una demostracién andloga para ;3 y O3 solamente
requiere cambiar el nombre de los ejes en el razonamiento anterior.

Conocidas las premisas a), b), y c) anteriores, pasamos a construir la ley de
comportamiento para el material isétropo. Tomaremos un cubo diferencial sobre el que
actian todas las posibles componentes de tensidén, ©jj, G2, 033, G12, C13, 023, Y
calcularemos cada componente de deformacion.

! !

e

ENEssa > + ’ +

’ ’

. ]2

X2 o1l = Oy = 033 = otras Gjj =
% €11=011/E €11=-Voo/E €11=-vo33/E €1=0
X1

X3

Figura 4.15.- Superposicion de efectos aplicada a la componente €.

Comenzaremos por €;;. Calcularemos su valor aplicando el principio de superposicion
de efectos, como sugiere la figura 4.15. Las componentes de tension transversal no
producen deformacién €;;, y las componentes normales de tensidon producen
deformaciones €;; cuyos valores se obtienen del ensayo de traccién. Por tanto:

€11=011/E - Vo2/E - vo33/E
€20,=02/E - vo11/E - vOo33/E (44)
€33=033/E - Vo 1/E - VOo/E
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En donde las componentes €, y €33 anteriores se han obtenido razonando de forma
andloga a como se ha hecho para €;;.

Las premisa c¢) se resume en que cada componente de tension tangencial depende
solamente de su correspondiente componente de deformacion transversal (o viceversa).
Habra por tanto una constante de proporcionalidad, que notaremos 2G, entre €1, y G».
La isotropia del material implica evidentemente que esta constante serd la misma para
las componentes 13 y 23 de tension-deformacion. Por tanto:

281 =Y12=012/G
2e13=Y13=013/G 4.5)
283 =13 =0x3/G

La nueva constante G que hemos introducido se conoce como “Mddulo de Cortadura”.
En principio, podria pensarse que se trata de una constante eldstica mds, y que es
necesaria para describir el comportamiento del material isétropo. Pero en realidad
ocurre que esta constante no es independiente de las otras dos, E, v, que hemos definido
antes. Una manera sencilla de comprobarlo es considerar un elemento diferencial cuyas
caras sean planos principales de tension, con tensiones principales 6=s, oy=-s, ci=0,
como indica la primera de las figuras 4.16.

\l/ Oo=-S
BC(0=0;1=s) . B
A o f\
<~ KA Oc) =
II O=S \

J O=S
X2 )
I /[\ CD(0=0;t=-5) D

X1

Figura 4.16.- Caso particular para mostrar la dependencia entre G, Ey v.

Tomaremos un elemento cuadrado, de forma que OA = OB = OC = OD, digamos =L.
Obtenemos las deformaciones en las direcciones I y II aplicando la misma idea de
superposicion de estados de traccidon que se usé para obtener las ecuaciones 4.4.
Conocidas estas deformaciones, es inmediato calcular la longitud final de los segmentos
OA y OB.

€ =S/E -V(—s)/E =s(1+V)/JE = OA+Aps =L+Le =L [ 1+s(1+V)/E ]
€n=(-s)/E -vs/E = -s(1+vV)/E = OB+Apg =L+Legy=L[ 1-s(1+V)/E |

La tangente del dngulo que forman AO y AB tras la deformacion puede calcularse como
el cociente entre las longitudes finales de OA y OB anteriores:
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1-s(1+Vv)/E
e(AO.AB) = 1+s(1+V)/E (4.6)
Por otra parte, considerando unos ejes Xj,X;, como se muestra en la figura 4.16, el
angulo entre AD y AB tras la deformacién serd m/2-y;,, por propia definicién de y;,. A la
vista de la simetria, el dngulo entre AO y AB tras la deformacién serd justamente la
mitad, 7/4-y;,/2. Empleando la férmula trigonométrica de la tangente de la suma de dos
angulos, tenemos:

19(AO, AB) = tg(n/d—7y,, /2) = B/ D180, /2) 177,72
1+tg(mn/dtg(y,,/2) 1+7v,/2

La segunda figura muestra el diagrama de Mohr (en el plano del dibujo) para el estado
de tension propuesto. Como se aprecia, en planos a 45° de los principales, como AB,
AD, etc, solamente hay tension tangencial, y ésta tiene valor absoluto ‘s’. Aplicando la
primera ecuaciéon de comportamiento de (4.5), en los ejes Xx;,xp (si el material es
isétropo la ley de comportamiento tendrd la misma forma en cualesquiera ejes), se tiene
que Y12=s/G, que sustituido en la ecuacién anterior produce:

1-s/2G

tg(AO,AB) = tg(n/4—7,,/2) =
g( ) =tg( Yel2)= o

Comparando la expresion anterior con la (4.6) observamos directamente que debe ser
s(1+Vv)/E=s/2G, y por tanto:

E
G= 2(1+V) 4.7)

La relacion anterior muestra explicitamente que G no es en realidad una nueva constante
independiente, sino que depende de las E, v, utilizadas anteriormente.

Llevando este valor de G a (4.5) resulta posible escribir todas las ecuaciones de
comportamiento, (4.4) y (4.5), de una manera compacta:

1
g = E [(1 +V)G,; —V0,, 0, (4.8)

La ley de comportamiento puede expresarse de muchas otras maneras, jugando con si se
muestran despejadas las tensiones en funcién de las deformaciones o al contrario, y
haciendo intervenir distintas parejas de constantes eldsticas. Como ejemplo, vamos a
obtener las tensiones en funcion de las deformaciones a partir de (4.8). El camino mas
sencillo es expresar Oy en funcién de las deformaciones, llevar ese valor a (4.8), y
despejar oj;. Para calcular o en funcién de las deformaciones podemos escribir (4.8)
con un mismo simbolo, digamos p, en lugar de los i, j. Esto equivale estrictamente a
sumar las tres ecuaciones (4.4). Tenemos asi: €y, = [(14+V)Cpy-3VOi]/E = Opp(1-2V)/E.
Por tanto,
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Cu= = ¢
ST -2v) (4.9)

Llevando este valor a (4.8) y despejando G;; resulta:

c —Le ) +ie
Ya4+v)d-2v) Y 14y Y (4.10)

Que es otra forma igualmente vélida de la ley de comportamiento lineal isétropa, y que
expresa tensiones en funcion de deformaciones usando las constantes E, v. Se suele usar
la notacién A para la primera fraccion que aparece en (4.10):

Ao VE
(1+Vv)(1-2v) (4.11)

Al pardmetro A, que depende de las propiedades del material como se aprecia, se le
denomina “Mddulo de Lamé”, y es otra constante que podemos usar para caracterizar el
comportamiento del material, si bien, al igual que ocurre con G, no es independiente de
las introducidas anteriormente. La segunda fracciéon que aparece en (4.10) es, seguin
(4.7) igual a 2G, con lo que (4.10) puede escribirse alternativamente como:

o, = Ag,, 8, +2Ge; (4.12)

Que nuevamente es otra forma valida de la ley de comportamiento, expresando también
tensiones en funcién de deformaciones, pero esta vez usando las constantes A, G. La ley
de comportamiento admite otras muchas expresiones que se obtienen de forma andloga,
no siendo de especial interés continuar detallindolas. Mds interesante se considera dejar
claramente expuestos los hechos que gobiernan toda esa posible casuistica, y que se
resumen a continuacion.

¢ El comportamiento del material lineal eléstico isétropo queda identificado por
solo dos constantes independientes.

e Se comprueba que cualquiera de las constantes eldsticas E, G, A, v, puede
expresarse en funcion de otras dos elegidas entre las tres restantes.

e Puede elegirse cualquier pareja de constantes elésticas de entre E, G, A, v, para
expresar la ley de comportamiento.

e Es posible expresar tensiones en funcién de deformaciones o viceversa
utilizando cualquier pareja de constantes que se elija, entre E, G, A, v.
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Direcciones principales de tension v de deformacion.

Por ser tensores simétricos de orden dos, tanto la tensiéon como la deformacién
poseen direcciones principales, pero eso no significa que deban ser las mismas para
ambos. De hecho, en general (materiales anisétropos) no coinciden, pero se da la
circunstancia de que en materiales isétropos si. Para demostrarlo bastard con observar
por ejemplo la forma (4.12) de la ley de comportamiento, y recordar del dlgebra lineal
que las direcciones propias asociadas a una matriz no cambian si se multiplica a la
matriz por una constante (2G en nuestro caso) y tampoco si se le suma una constante a
su diagonal principal (Ae en este caso). Por tanto:

En el caso de comportamiento isétropo las direcciones
principales de tension y de deformacion coinciden.

Rango de valores de las constantes eldsticas

Es de interés conocer el rango de valores que adoptan las constantes eldsticas. En
relacion con ello, conviene comenzar precisando que la deformacién de los sélidos no es
excepcion respecto de las reglas que obedecen todos los procesos conocidos de la
naturaleza, y que son las leyes de la termodindmica. Con esto se quiere poner de
manifiesto que habrd determinados rangos de valores que las constantes no puedan
adoptar, independientemente de lo moderno que sea el material. Por otra parte,
tendremos el rango de valores de las constantes observado experimentalmente, que
evidentemente no se saldrd de lo que es termodindmicamente posible, pero que se
obtiene independientemente. Aunque el ofrecer argumentos mas completos al respecto
se sale del propdsito de la exposicidn que sigue, la misma intenta poner de manifiesto de
qué naturaleza son los limites enunciados.

Comencemos por lo mds evidente: en la experimentacion se observa
invariablemente que una barra de cualquier material siempre se alarga (en ningin caso
se acorta) cuando se le aplica una traccion. Se trata en realidad de una imposicién
termodindmica, ya que no seria dificil disefiar un ascensor que trabajase sin consumir
energia usando resortes de un material que no se comportase asi. Por tanto siempre debe
ser:

E>0

También se observa que un sélido sometido a compresion hidrostatica siempre
experimenta un decremento de volumen, nunca un aumento. También se trata de una
imposicion termodindmica: piénsese por ejemplo que un sélido que se comportarse
contrariamente sumergido en un recipiente lleno de agua y cerrado, haria aumentar la
presion en el mismo indefinidamente. Como es sabido, en un estado de presién
hidrostdtica el tensor de tensiones tiene la forma o;; = -p §;;, siendo p el valor de la
presion. La ecuacion (4.9) conduce a:

e=¢g, :_E3p(1—2v)
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Lo que indica que para que la dilatacién cubica unitaria sea efectivamente negativa,
debe ser v < 0.5. Vemos el valor extremo v=0.5 corresponderia a un material
incompresible, ya que no cambiaria su volumen por grande que fuese la presion.

Por otra parte siempre se observa experimentalmente que una barra a traccion sufre un
acortamiento de las dimensiones transversales. Luego a la vista de la definicién (4.3),
tenemos que V serd positivo. Pero no hay razones termodindmicas por las que esto deba
ser asi. De hecho, se ha conseguido sintetizar en laboratorio algin material con
coeficiente de Poisson negativo. Curiosidades aparte, podemos considerar a efectos
précticos que:

0O<v<0.5

Las restricciones anteriores para E y v llevadas a las ecuaciones (4.7) y (4.11)
conducen inmediatamente a:

A>0 ; G>0

La restriccion G>0 anterior es una imposicién termodindmica. Pero A>0 no lo es, de la
misma forma que no lo es v>0, aunque puede darse por sentado que ambas serdn
efectivamente positivas en cualquier material usual. Argumentos basados en la energia
de deformacién (concepto introducido en un epigrafe posterior) de un estado de
contraccion hidrostatica, permiten obtener que un limite termodindmico para A viene
dado por A>-2G/3.

4.5.- Comportamiento termoelastico desacoplado en materiales lineales isétropos.

En muchas situaciones de interés prictico, el estado de tension-deformacion de los
sOlidos estd fuertemente influido por fendmenos térmicos, debido a la tendencia de los
materiales a dilatarse al aumentar la temperatura. Conviene distinguir entre dos niveles
en cuanto a dicha influencia:

e Por una parte, estd el hecho de que el propio proceso de deformacién lleva asociados
fenémenos térmicos. Para proceder con rigor, el proceso de deformacion debiera
verse como un proceso termodindmico en su conjunto, en el que el trabajo de las
fuerzas aplicadas es s6lo un término mds en las ecuaciones energéticas. Algunas de
las conclusiones de este enfoque riguroso son, por ejemplo, que las constantes
elasticas son distintas (aunque ligeramente) dependiendo de si el proceso de
deformacion es adiabatico o isotermo, y que con la deformacién se genera calor
(aunque en cantidad usualmente pequefia) que a su vez influencia a la propia
deformacion, estando acoplados ambos fenémenos.

® Por otra parte, tenemos la posible concurrencia de fendmenos térmicos producidos
por causas externas a la deformacién, como calentamiento por irradiacién solar,
cercania de calderas o motores de combustion, exposicion al ambiente de invierno y
de verano, etc. Estos efectos son de mucha mayor magnitud que los efectos térmicos
asociados a la deformacién, y son los Unicos que se tienen en cuenta en las
aplicaciones usuales de ingenieria.
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A titulo meramente informativo, indicaremos que el modelo de comportamiento
termoeldstico lineal general puede resumirse en dos ecuaciones, una fundamentalmente
térmica (expresa la entropia) pero que contiene un término eldstico, y otra
fundamentalmente eléstica (expresa la tension) pero que contiene un término térmico. El
despreciar los “efectos térmicos asociados a la deformacion” se traduce en despreciar la
generacion de entropia asociada a la deformacion frente a la asociada a las variaciones
de temperatura en la primera ecuacion, que queda solamente con variables térmicas (es
la conocida VZT:T,ii:O en su forma mds sencilla, y para régimen estacionario). Esta
puede resolverse en primer lugar, y permite manejar la segunda ecuacién con el término
térmico ya conocido.

El hecho de que puedan resolverse independientemente (‘“‘desacopladamente™) las
ecuaciones térmicas y eldsticas es lo que hace que este modelo se identifique como
“termoelasticidad desacoplada”. Seguidamente asumiremos que el problema térmico ha
sido resuelto independientemente, de forma que el campo de temperaturas es un dato a
efectos operativos, y obtendremos la ecuaciéon de comportamiento eldstico en presencia
un campo de temperaturas. Los razonamientos utilizados serdn sencillos, si bien la
ecuacion que se obtendrd coincide con la que se obtiene del modelo termoeldstico
acoplado.

Es un hecho conocido que cuando un cuerpo se calienta, generalmente aumenta de
volumen. Si la temperatura es constante en todo el sdlido, y el mismo no tiene
impedimentos para su dilatacion, el incremento de longitud de cualquier linea del
s6lido, independientemente de la orientacion de ésta, es proporcional al incremento de
temperatura y a su longitud inicial. Se llama “coeficiente de dilatacion térmica” o al
coeficiente de proporcionalidad, de unidades °C™.

Consideremos ahora un cubo diferencial del material, sometido a un incremento de
temperatura 0, que siempre podremos considerar constante en ese pequefio volumen, sin
ninguna otra accién ni restriccion. El cubo se dilatard libremente, por igual en las tres
direcciones, por lo que su tensor de deformaciones €% sera:

Seij =00 Sij
AT 1 T
S i = AT + P &
Temperatura y Solamente s Solamente
Eij tensiones €i Y temperatura | €0} tensiones

Figura 4.17.- Superposicion de las deformaciones debidas a la tensién y a la
temperatura.
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En realidad el cubo diferencial no estd aislado, sino en el seno del sdlido al que
pertenece, por lo que sobre sus caras se ejercen unas ciertas tensiones ojj, que producirdn
deformaciones adicionales. Calculamos la deformacién total mediante superposicion de
ambas, como sugiere la figura 4.17. Tomando por ejemplo (4.8) como expresion de las
deformaciones debidas a la tension, que llamaremos ecjj , tenemos:

o 1
g, =€ +¢; :E[(Hv)cij —vckkéij]+ B9, 4.13)

La anterior es una forma de la ley de comportamiento termoeldstica para materiales
isétropos. Se aprecia que las direcciones principales de tension y deformacién serdn
también coincidentes (para obtener las deformaciones se multiplica a G por una
constante y se afiade otra constante a su diagonal).

Al igual que en ausencia de campo térmico, la ley de comportamiento admite multitud
de expresiones. Como ejemplo, las siguientes son algunas de ellas:

o, =Ae,, 8, +2Ge; —(BL+2G)abd,

1 A
€= |0y~ 6,8, |+aB, 4.14
! ZG{ ' o3+2G6 T ”} ! (19

Acerca de la posibilidad de deformacion sin tensidn.

Como excepcidn en este capitulo, vamos a plantear un problema macroscopico, en
atencion a que su interés es general. Consideremos un sélido homogéneo e isétropo que
no tiene impedida su libre dilatacion (sus condiciones de contorno en desplazamientos
impiden, a lo sumo, posibles movimientos como sélido rigido). Sometemos al sélido a
una cierta distribuciéon de temperatura, pero no aplicamos ninguna fuerza. La pregunta
que nos hacemos es si serd o no serd nula la tension en el interior del sélido.

Para responder a la pregunta anterior, vamos a suponer que la tensién es cero, e
impondremos esta hipétesis en las ecuaciones del modelo eldstico. Encontraremos que
deben satisfacerse algunas condiciones adicionales para que no haya incompatibilidades,
por lo que la deformacién sin tension serd posible solo bajo esas condiciones.
Comenzamos apreciando que para tensiones nulas, (4.13) implica:

g; =009 (4.15)

Las ecuaciones de equilibrio (2.12) y (2.13) se satisfacen idénticamente, dado que tanto
las tensiones como las fuerzas de contorno y de volumen son nulas por hipétesis, por lo
que su consideracién no aporta ningin resultado de interés. Las ecuaciones de
integrabilidad del tensor de deformaciones (3.32) permiten obtener:

Sij,kl + Ekl.ij - Eik,jl - Ejl.ik =0 = e’kl 81j +6

8,y =8, 0, —6,,8,=0

i >j1 Vi
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La solucion mds sencilla de la ecuacion diferencial anterior es una expresion lineal:
0=a_ +ax, +a,x, +a,Xx,

Por tanto, si el campo de temperaturas es lineal y no existen restricciones exteriores a la
dilatacion, habra deformacién sin tensién. Si el campo de temperaturas no es lineal, en
general la ecuacion diferencial anterior no se satisfard, indicando que la deformacion
serd distinta de la dada por (4.15), para lo que debe existir tension distinta de cero.

4.6.- Densidad de Energia de Deformacion.

Propongamonos calcular el trabajo que realizan las fuerzas, tanto de contorno como
de volumen, que causan el proceso de deformacién en el solido.

Siendo tanto las aceleraciones como las transferencias de calor despreciables, el trabajo
de las fuerzas actuantes se empleara exclusivamente en deformar el sélido, no en
acelerarlo ni en calentarlo. En ausencia de esos fendmenos energéticos, el trabajo que
queremos calcular coincidird con el incremento de Energia Interna del sélido, en su
concepcion termodindmica. Como la Energia Interna es una funcién de estado, el trabajo
que queremos calcular dependerd solamente del estado actual del sélido, y no de la
historia de carga.

Lo anterior implica que podemos suponer cualquier historia de carga que nos sea
comoda para los célculos, con tal de que deje el sistema con sus cargas actuales.
Supondremos en concreto que todas las cargas (incluidas las de volumen) crecen a la
vez desde su valor inicial nulo hasta su valor final. La figura 4.18 muestra un ejemplo
sencillo, con s6lo una fuerza aplicada. Para calcular el trabajo interesa la grifica de
fuerza F frente a desplazamiento u del punto de accion de la fuerza (en realidad la
componente de desplazamiento en la direccion de F). La grafica es recta debido a la
linealidad del comportamiento. El trabajo es el drea bajo la grafica, de valor u.F/2,
siendo u y F los valores finales.

desplazamiento F

Trabajo = uxF/2

d

Figura 4.18.- Célculo del trabajo de las fuerzas aplicadas en un caso sencillo.

Aunque existan mas fuerzas aplicadas, la linealidad del sistema implica que en cualquier
momento intermedio del proceso de carga, en el que se ha aplicado una fraccion dada de
todas las cargas, los desplazamientos son la misma fraccion de su valor final. Por ello, la
gréfica de cualquier fuerza (ya sea diferencial o finita, de contorno o de volumen) frente
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al desplazamiento de su punto de accidn, tendria el mismo aspecto que el mostrado en la
figura 4.18. El trabajo de cada una de ellas es, en todo caso, la mitad del producto del
valor final de la fuerza por el del desplazamiento.

Ocupémonos ahora de un caso general, en el que el sélido ocupa un volumen V limitado
por su contorno S, sobre el que se aplican distribuciones de fuerzas de contorno y de
volumen de cualquier tipologia (la eventual presencia de fuerzas concentradas seria
considerada como un caso particular de fuerza de contorno). Las consideraciones del
parrafo anterior nos permiten escribir que la expresion del trabajo, como:

.1 1o
Trabajo _EIinuidV+§LXiuidS (4.16)

Vamos a manipular la expresién anterior para hacer aparecer las tensiones Yy
deformaciones. Comenzamos por sustituir las fuerzas de contorno y de volumen por sus
expresiones segun las ecuaciones de equilibrio (2.8) y (2.13):

. 1 1
Trabajo = —Ejvcij_juidV + EJ-SG..n u,dS=

jrjri

Aplicamos integracion por partes a la primera integral:

:—;jv(oijui),jdv+;jvcijuiyjdv+;jscijnjuids =
Aplicamos el teorema de la divergencia a la primera de las integrales anteriores, para
transformarla en una integral de contorno. En la segunda integral hacemos uso de que
Giju; j=0;;€;j. Véase: oju;j = (cualquier simbolo puede usarse como subindice mudo) =
Giju; /2 + oju;i/2 = (simetria de o;; aplicada al segundo sumando) = oju; /2 + Gjju;/2 =
(factor comun Gij) = Gij(ui,j+uj,i)/2 = (pOI' definicién de Eij) = Ojj€jj.

= —EJ-SGijuinde'i'EJ-v Giji-:ijdV + ELG n.u.dS= 5J-Vcijgijdv =

g

Evidentemente la primera y tercera integral se han cancelado entre si. Resulta pues que
el trabajo de las fuerzas actiantes se puede expresar como la integral en el volumen del
solido de la magnitud oj€;/2. Llamaremos a esta magnitud “Densidad de Energia de
Deformacion”, y la denotaremos como W:

) 1

Hemos definido por tanto “Densidad de Energia de Deformaciéon” como:

1
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Esta magnitud tiene también un significado fisico: Coincide con el trabajo que realizan
las tensiones que actian sobre las caras de un cubo diferencial de volumen
dx;dx,dx3=dV, divido por ese volumen. Esto puede comprobarse calculando ese trabajo
directamente en el elemento diferencial, usando los movimientos relativos de sus caras y
sus tensiones (por ejemplo, uno de los términos es G;;dx,dx3€1,dx;/2). Se deja del
cuidado del lector esa comprobacion, con el aviso de que las deformaciones no aparecen
de forma directa en los términos del trabajo de las tensiones tangenciales, sino que hay
que manipular las expresiones usando la simetria del tensor de tensiones. Por razones
obvias la integral de este trabajo diferencial WdV, expresada por (4.17), se denomina
“trabajo interno”. Como hemos demostrado, esa integral es igual al trabajo de las
fuerzas actuantes sobre el sélido, que esta dado por (4.16), y que se suele denominar
“trabajo externo”. Es pues de aplicacion la conocida maxima de “trabajo interno igual a
trabajo externo”, que también reza en otros tipos de problemas de la fisica mecédnica. A
esa cantidad, calculada de cualquiera de las dos maneras, se le denomina frecuentemente
“energia de deformacion” del sélido.

Es notable el que W no dependa linealmente de las demas magnitudes del modelo
elastico. De hecho, la energia es la tnica magnitud no lineal de la Teoria de la
Elasticidad. Ello tiene algunas implicaciones evidentes, como por ejemplo que seria
incorrecto calcular la energia de deformacién de un sélido aplicando el principio de
superposicion de efectos. Es éste un error frecuente contra el que conviene estar
advertido.

Dos propiedades fundamentales de la Densidad de Energia de Deformacion.

Para finalizar este epigrafe, expondremos dos propiedades fundamentales de la
Densidad de Energia de Deformacion. La primera de ellas consiste en que

La derivada parcial de W respecto de una
componente de deformacion, da como resultado
la correspondiente componente de tension:

w__
o, (4.19)

Entiéndase en primer lugar el contexto implicito en la ecuacién anterior, que contiene
algunas sutilezas:

Por una parte, la derivacion respecto de una componente de deformacion merece
algunas aclaraciones. W puede considerarse a la vista de (4.18) como dependiente de &
y de €, pero es sencillo expresar ¢ en funcién de € mediante la ley de comportamiento.
Asi pues, no hay inconveniente en pensar que W depende de las componentes de €
solamente, y realizar una derivada parcial suya respecto de una de esas componentes.
Adicionalmente, (4.19) asume una expresién de W como la (4.18), en cuyo desarrollo
aparecen tanto €, como &; (por ejemplo), considerindose ambas como variables



LEY DE COMPORTAMIENTO (breve) 4.27

distintas para la derivacion. Esto es preciso si queremos que (4.19) tenga la generalidad
de, por ejemplo, expresar tanto G;; cCOmo Gy;.

Por otra parte, debe entenderse el cardcter local de (4.19): La densidad de energia es
una funcién de punto, y (4.19) nos sitia por tanto en un punto del sélido. Cada
componente de deformacion en el entorno de ese punto habrd crecido desde cero,
pensemos que en incrementos arbitrariamente pequefios de deformacion. (4.19) expresa
que la pequefia variaciéon de W producida por uno de los pequefios incrementos de una
componente de deformacion (y dividida por la magnitud de dicho incremento),
manteniéndose constantes las demds componentes, es igual a la correspondiente
componente de tension en ese punto, para los valores de deformacién en los que se
realizé el incremento.

Aclarado lo anterior, pasamos a comprobar la veracidad de (4.19). Podemos plantear
una comprobacion directa usando la ley de comportamiento en su forma (4.12):

WZGijEij/z = (7\,68“+2G8ij)8ij/2 = 7\«62/2 + Gﬁkpgkp

Derivando respecto de €, teniendo en cuenta las relaciones de/0g;j=0;j, 0€x/0€ij=0kidy;,
(en efecto, tal como se apunto €, es una variable distinta de €, aunque su valor sea el
mismo), tenemos:

o€
aﬁ=21ke£+2G8kp o
de; 2 gy g,

Como queriamos demostrar.

=Aed; +2Ge, 6,8, =Aed; +2Ge; =0

ki ™~ pj

La densidad de energia de deformacion, con su propiedad (4.19), existe en condiciones
mucho més generales que las de linealidad e isotropia que manejamos aqui. Su
existencia sirve como base de muchos desarrollos de la mecédnica de sélidos, hasta tal
punto que los problemas en los que puede definirse una funcién de Densidad de Energia
de Deformaciéon con esa propiedad (4.19), reciben un nombre propio: se llaman
“hiperelésticos”.

La segunda propiedad fundamental de la Densidad de Energia de Deformacién es la
siguiente:

La Densidad de Energia de Deformacion puede tener un
valor positivo o bien nulo, pero nunca negativo.

W20 (4.20)

Hay argumentos termodindmicos que indican que W debe ser en efecto una funcion
positiva. Se presenta al respecto el siguiente razonamiento, de caricter intuitivo, pero
que ayudard a comprender el porqué de esta propiedad sin complicar demasiado la
exposicion.



4.28 LEY DE COMPORTAMIENTO (Breve)

Considérese la expresion (4.16) del trabajo de las fuerzas aplicadas. Si pensamos en
el caso sencillo de un ensayo de traccion, es evidente que ese trabajo es positivo, ya
que el desplazamiento del extremo de la barra siempre se produce en el sentido de
la fuerza. El hecho que se pretende resaltar es que el material cede ante la fuerza. El
que el material reaccionase contra la fuerza seria termodindmicamente imposible
(recuérdense los argumentos del final de 4.4 acerca de E>0), ya que nos
proporcionaria trabajo “gratis”. En casos mds complicados en guanto a geometria y
cargas, el hecho basico sigue siendo el mismo: el material debe ceder ante las
cargas, esta vez en un cierto sentido promedio. Este “sentido promedio” es el
proporcionado por el trabajo (4.16), que debe mantenerse positivo por los mismos
motivos que en el ensayo de traccion.

Admitido lo anterior, piénsese en una porcion del solido aislada mediante un corte
ideal. Si en la superficie de corte aplicamos las tensiones que existian, tenemos un
nuevo sélido, en el que el trabajo de las fuerzas debe ser también positivo. Como
podemos aplicar lo anterior a cualquier porcidén del sélido, se concluye que el
integrando de (4.17) debe ser positivo en todo el sdlido. El integrando no es otro
que W, en concordancia con el enunciado propuesto.

El valor nulo de W se dard cuando la deformacion sea nula en el punto considerado,
como resulta evidente a la vista de (4.18). Cuando utilizando modelos de primer orden
(como el caso de la teoria de la elasticidad) se definen magnitudes locales basandose en
propiedades que deben satisfacerse a nivel macroscopico, pueden surgir algunas
paradojas en ciertos puntos particulares del dominio. El lector interesado en este tipo de
curiosidades matemdticas puede consultar al respecto los articulos de Woods
referenciados al final del capitulo.

Concluiremos con una nota acerca del rango posible de valores del Mddulo de
Lamé, A. Al final del epigrafe 4.4 se indic6 que un limite inferior suyo impuesto por la
termodindmica es -2G/3 siendo G el médulo de cortadura. Estamos ahora en
condiciones de justificarlo. Considérese un estado de equicontraccién en un punto de un
material, digamos €;=-ad;j, siendo a un cierto valor dado. La densidad de energia de
deformacién serfa W = 0ji€;/2 = (Aed;j+2Gg;)) €ii/2 = [Aee+2Gejje;]/2 = (se tiene en este
caso e=g=-3a; eijeij:azﬁij&-:3a2) = [A9a’+2G3a’]/2. Para que sea mayor que cero,
debe ser 3A+2G>0, lo que justifica el limite para A aludido.

4.7.- Criterios de plastificacion.

Parece evidente a la vista de los resultados en ensayos de traccion para el acero, que
la hipétesis de comportamiento lineal elastico del material s6lo serd razonable en
determinado rango de valores de las cargas. En este epigrafe daremos noticia de la
informacion experimental bdsica asociada al comienzo de las deformaciones no
elasticas, y presentaremos algunos criterios o teorias acerca de los mecanismos que
gobiernan el fin del comportamiento eldstico.
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Como primer paso, es importante comprender que la informacién obtenida del
ensayo de traccién (el valor del limite eldstico ©°), sélo es indicativa del
comportamiento en un estado unidireccional de tensién, siendo insuficiente para
predecir la plastificacion en un estado general de tension tridimensional. Una evidencia
experimental clara de que la plastificacion no depende sélo de que la mayor tension
normal alcance el valor G, es que la plastificacion se produce antes de llegar a este valor
si favorecemos el efecto de acortamiento lateral de Poisson mediante una compresion
lateral adicional, como se indica en la figura 4.19 para un elemento diferencial.

O
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Figura 4.19.- Efecto de una compresion lateral en la plastificacion bajo traccion.

Por tanto, debemos desechar generalizaciones tales como asumir que el limite
eldstico 6, medido en el ensayo de traccién sea el valor limite de la tensién normal en
una situacion general. De hecho, los primeros criterios que fueron propuestos en la
segunda mitad del siglo XIX por Rankine, Saint-Venant y otros investigadores, se
basaban en extrapolaciones mds o menos directas de los resultados de tension
unidireccional, y contradecian la evidencia experimental en estados mds generales.

Es pues necesario disponer de alguna informacién experimental adicional que nos
sugiera la manera en que el final del comportamiento eldstico depende del estado
tridimensional de solicitacién. A parte de los resultados del propio ensayo de traccion,
contamos con los resultados de los ensayos de Lode, realizados en la década de 1920.
Estos ensayos consisten en someter tubos de pared delgada a traccién (o compresion)
combinada con torsién y con presidon interior. De esta manera se consigue gran
versatilidad en el control de la solicitaciéon en cualquier elemento de la superficie del
tubo, solicitacién que serd la misma en todos los puntos (salvo efectos de borde en los
extremos del tubo). En efecto, bajo hipétesis de reparto uniforme de tensiones asumibles
en este caso, la traccién exterior provocard solamente tension 6, en el elemento de tubo
(la orientacion asumida del elemento se muestra en la figura 4.20), el momento torsor
solamente tension tangencial G,,, y la presién interna produce principalmente tensién
O,, (la componente G55 es despreciable por tratarse de tubos de pared delgada; la tensién
G,, debida a la presién depende de las condiciones de apoyo en los extremos del tubo).
Resumiremos brevemente las conclusiones de estos ensayos diciendo que la
plastificacién depende poco de la forma que tenga el diagrama de Mohr (es decir, de la
posicién de la tension principal intermedia G} en relacion a las otras dos), y tampoco
depende apreciablemente de si el diagrama se desplaza en el eje ¢ manteniendo su
forma. El que se produzca o no la plastificaciéon depende fundamentalmente del tamafio
del diagrama, es decir del tamafio de la mayor de las circunferencias, o lo que es lo
mismo, del valor de la mdxima tension tangencial. Para ser mds precisos, se observa el
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comienzo de la plastificacion cuando la tension tangencial maxima llega a valores entre
0.50, (correspondiendo a los casos de tracciéon o compresion pura) y 0.566, (que
corresponde al caso llamado "tension tangencial pura", obtenido cuando sélo se aplica
momento torsor). El estado de tension bajo el que se obtiene este ultimo resultado se
ilustra en la figura 4.20, y serd usado posteriormente como indicador de la exactitud de
los diversos criterios.

Figura 4.20.- Estado de "tension tangencial pura".

Citaremos también que en la década de 1950, Bridgman observé que la compresion
hidrostatica de los sé6lidos produce siempre deformacion eldstica. Admitiendo la validez
del principio de superposicion cuando el material no ha plastificado, lo anterior indica
que la plastificaciéon o no de un material no depende de si se le superpone o no
determinado estado de presion hidrostética al estado de tension inicial. Esto equivale a
decir que la plastificacién no dependerd del tensor medio de tensiones (ver epigrafe 2.7).
El conjunto de evidencias experimentales que hemos citado, y que estdn referidas
fundamentalmente al acero y otros materiales metalicos, servirdn de guia general para
juzgar la verosimilitud de un criterio dado en los apartados posteriores.

Superficie de plastificacion

Es posible establecer algunas caracteristicas generales que cualquier criterio debe
satisfacer para ajustarse al comportamiento observado experimentalmente. Para tomar
como punto de partida un planteamiento de suficiente generalidad, podemos recabar la
evidencia bdsica de que la plastificaciéon depende del estado de tensiéon en el punto
considerado. Ademads, a la vista del comportamiento "con endurecimiento" observado en
el ensayo de traccion, esperamos que la plastificacion se produzca a niveles mayores de
tension si ha habido plastificacion en procesos de carga previos. En consecuencia, la
plastificacién o no en el proceso de carga actual también dependerd de la deformacién
plastica de esos procesos previos. Esperamos asi que la plastificacion se produzca
cuando una cierta funcidn del estado de tension y de la deformacion plédstica acumulada
alcance cierto valor. Este valor dependerd de las propiedades del material, asumiéndose
que solamente el limite eldstico G, es relevante a estos efectos. Por tanto la forma que
consideraremos como mds general de un criterio de plastificacion sera:

f(c,.el")<g(c,) 4.21)

ij>
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En donde f y g representan genéricamente cierta dependencia funcional, a especificar
por cada criterio particular, y no existird nueva plastificacion hasta que no se llegue a la
igualdad de ambos términos. En gran parte de las aplicaciones practicas, desearemos
que el material permanezca dentro del periodo eldstico, en cuyo caso no se considerara
la posibilidad de deformaciones plasticas, y la forma de un criterio pasaré a ser:

f(o;)<g(o.) (4.22)

Si el material es isétropo, la plastificacion es independiente de la orientacion de los
ejes a los que esté referido el tensor de tensiones. Para materiales isétropos, las
tensiones principales, o bien los invariantes del tensor, son pues informacién suficiente
para un criterio de plastificacion del tipo (4.22), que puede ponerse de la forma:

f(6,,0,,0,)=<g(c,) (4.23)

O bien en funcién de los invariantes: f(I,,I,,1,)<g(c,). Los ensayos de Bridgman
comentados anteriormente sugieren que la plastificacién depende solamente del tensor
desviador de tensiones. Si llamamos Jy, J,, J5, a los invariantes del tensor desviador, y
conociendo que siempre serd J;=0, concluimos que un criterio de plastificacion podra
escribirse de forma que so6lo dependa de J, y J5:

f(J,.J;)<g(c,) (4.24)

La superficie de plastificacion es la superficie dada por una ecuacién del tipo (4.23)
en el espacio de tensiones principales, con igualdad de sus miembros. En el estudio de la
superficie de plastificacion (y de los diversos criterios), se abandona la suposicion de
que las tensiones principales estan ordenadas de mayor a menor, lo que conducird como
veremos a simetrias de la superficie, facilitando su trazado y manejo. Admitiendo que la
plastificacion depende sélo de la parte desviadora del tensor, la superficie de
plastificacion serd un prisma recto cuyo eje es la trisectriz de los ejes coordenados. La
representacion plana de Haigh-Westergaard (epigrafe 2.7) contendrd por tanto toda la
informacion relevante relativa a la plastificacion. La forma de la seccién del prisma sera
la que proponga cada criterio de plastificacion particular. La primera figura 4.21 muestra
la forma general de la superficie de plastificacion. Se insiste en que la seccion
transversal del prisma, que se muestra en perspectiva isométrica en la segunda de las
figuras 4.21, no tiene porqué ser circular. Pero si debe cumplir ciertas condiciones: el
que el material sea is6tropo implica que la ordenaciéon de los ejes principales es
indiferente, por lo que en la dltima representacion, los tres ejes coordenados seran de
simetria de la seccién, y habrd repetitividad cada 120°. Si ademds el material tiene
idéntico comportamiento a tracciéon que a compresion, como supondremos, entonces
debe tener centro de simetria en el origen de la representacion isométrica. La
repetitividad cada 120° y cada 180° implica que debe haber repetitividad cada 60° (el
méximo comun divisor de ambos valores). La segunda figura 4.21 muestra una forma de
la seccion del prisma coherente con los condicionantes anteriores, y con el requisito
adicional de que la superficie sea convexa. La justificacion de este tltimo requisito se
basa en el comportamiento en régimen pléstico, y cae fuera del ambito de este texto. La
tercera figura 4.21 nos recuerda como trazar un punto P en la representacion isométrica
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dadas las tensiones principales, lo que le serd util si desea comprobar los argumentos de
simetria expuestos en este parrafo.

Figuras 4.21.- Prototipo de superficie de plastificacion.

Ocurre que, en realidad, el comportamiento similar en traccién y en compresion
habitualmente observado en los metales, deja de serlo llegado cierto nivel de tensiones.
En efecto, cuando las tres tensiones principales son de traccion y se hacen
progresivamente mayores, llega un momento en que se produce "rotura fragil" del
material (es decir, rotura sin plastificacion previa). El prisma no serd por tanto ilimitado,
sino que estard acotado en la zona de tracciones por la "superficie de rotura", que es el
lugar geométrico de los puntos del espacio de tensiones principales en que se produce la
rotura del material. Esta superficie es independiente de la superficie de plastificacion, ya
que estd asociada a un fenémeno distinto. En la figura 4.22 se muestra la manera en que
la superficie de rotura intersectard tipicamente a la de plastificacioén, haciendo perder
todo significado a la zona de ésta que sobrepasa a aquella.

Om

rotura

plastificacion

Figura 4.22.- Superficie de plastificacion y superficie de rotura.

Para prevenir el riesgo de rotura fragil, las normas recomiendan habitualmente
como condicién de disefio que si las tres tensiones principales son de traccion, la mayor
de ellas no sobrepase el valor 26,. Puede comprobarse que una limitacién de este tipo
equivale a postular que la superficie de rotura tiene forma puntiaguda triangular al
aproximarse a la trisectriz. Por supuesto, la condicién anterior se entiende como
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adicional a la de que el estado de tensién sea interior a la superficie de plastificacion
segun el criterio adoptado.

Criterio de Tresca

El criterio de Tresca predice que la plastificacion llegard cuando la tension
tangencial méxima en el punto alcance cierto valor. En apoyo de esta teoria estd el
hecho de que no contradice en lo fundamental ninguna de las evidencias experimentales
que hemos comentado. Adicionalmente, cuando llega la plastificacion en el ensayo de
traccion, aparecen unas lineas en el material (lineas Lueder), a 45° de la direccién del eje
de la barra. Esto sugiere que la tensién tangencial estd asociada a la plastificacion al
menos en ese ensayo, ya que sus maximos ocurren precisamente a 45°. La méixima
tension tangencial es el maximo de los valores siguientes:

T2 02 (4.25)

Como valor de tension tangencial de plastificacién se toma el alcanzado en el
ensayo de tracciéon. Como sabemos, en este ensayo la plastificacion llega cuando la
tension normal vale G,, siendo la tension tangencial méxima t = ¢./2. Por tanto el
criterio de Tresca predice la plastificaciéon cuando el méximo de las cantidades (4.25)
alcanza el valor 6./2. Para el trazado de la superficie de plastificacion es mds comodo
considerar las condiciones limite por separado:

6,—-0y =10, ; 6,-0; =*C, ; O —Op =*0C, (4.26)

El trazado de los seis planos anteriores en la representacion isométrica del espacio
de tensiones principales se muestra en la primera figura 4.23. Como se aprecia, resulta
una superficie de plastificacién con forma de prisma de secciéon hexagonal, que cumple
con los requisitos generales esperados para una superficie de plastificacion.

Para juzgar la exactitud del criterio, consideremos el estado de tensidn tangencial
pura en el plano I-II (esto es 6;=-G;, con 6;=0), para el que los ensayos de Lode
predicen la plastificacion cuando t2=(.56 G,. Este estado de tension esté representado
por la linea PQ en la segunda figura 4.23, que muestra la seccién de la superficie de
plastificacion por el plano 6; =0. El punto Q (o el P) es el punto en que el criterio de
Tresca predice la plastificacion en el estado de tension tangencial pura. Como vemos, en
este punto se tiene un valor de 6; = 0.56, = Tmax . Nétese que en este caso el circulo de
Mohr esté centrado respecto de los ejes 6-T, por lo que T = ¢,. La aproximacién de
este factor 0.5 al valor 0.56 esperado puede considerarse como aceptable desde el punto
de vista de la inmensa mayoria de las aplicaciones de ingenieria. Ademads, la
discrepancia entre ambos valores situard del lado de la seguridad a los disefios
efectuados en base a este criterio.
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Figuras 4.23.- Superficie de plastificacion segun el Criterio de Tresca.

Criterio de Von-Mises

Beltrami postulé que la plastificacion llegaria cuando la densidad de energia de
deformacion (W, ver epigrafe 4.6) alcanzase cierto valor. El criterio basado en este
postulado resulté discordante con los resultados experimentales de Lode. No obstante, la
idea bdsica de asociar la plastificacion a alguna magnitud energética resulta fisicamente
atractiva.

Nos interesard considerar el tensor de tensiones descompuesto en su parte desviadora y
en su parte media. Descompondremos también la deformacion en suma de tensor medio
y tensor desviador de deformaciones, que se definen de forma similar a sus homoélogos
en tensiones. Es interesante apreciar que al ser lineal la ley de comportamiento, se
cumple que las componentes del tensor medio de tensiones son las que se obtienen a
partir de las componentes del tensor medio de deformaciones a través de la ley de
comportamiento, y andlogamente para los tensores desviadores. Podemos expresar la
densidad de energia de deformacion, ecuacién (4.18), como:

1 m d m d 1 m,m 1 d.d 1 d.m 1 m,d
W=5(Gij +0;)(€; +8ij)=56ij &; +551j31j +551j31j +56ij &;

Puede comprobarse que los dos ultimos términos de la ecuacion anterior son nulos.
Véase como ejemplo que el dltimo de ellos puede escribirse:

lo 1 o)
S, losvie)—vey 3, ]= 61<Ek[(1+v)cs§‘i ~3vel |=0

Que se anula al ser nulo el primer invariante de un tensor desviador (G?J- =0). Por tanto,
la densidad de energia de deformacion admite la expresion:

_1 m,m l d.d
W= 2% € + zoijeij 4.27)

La expresion anterior hace cobrar sentido a la idea, en principio injustificada, de
que W puede calcularse mediante superposicion de la energia debida al tensor medio (de
tensiones, con sus correspondientes deformaciones) més la debida al tensor desviador.



LEY DE COMPORTAMIENTO (breve) 4.35

En relacién con lo anterior, el lector debe quedar avisado de que los casos en que una
energia puede calcularse por superposicion de efectos son contadas excepciones. Debe
recordarse que la energia es una funcion no lineal de las deformaciones (o de las
tensiones), como se comento tras la ecuacion (4.18).

En todo caso, la expresiéon (4.27) permite concebir la densidad de energia de
deformacion como suma de las aportaciones debidas al tensor medio y al tensor
desviador. Esto, junto con la indicacion experimental de que la plastificacién no
depende de la adicidén de una presion hidrostatica, la cual estd asociada a los tensores
medios, hace natural el concebir que la plastificacion dependerd del valor de la densidad
de energia debida al tensor desviador, es decir, del dltimo término de (4.27) que
llamaremos "energia de distorsion", Wd:

1 1 I+v Y o
we :56383 =EGS [(1+v)<5§ —vcikéij]: (o}, =0) ZZE(G“ —%SU j(oij —;kéijj

— 1+v 6.6 +GPP O S _Gppcii _Giickk
C2E[ VT3 303 3

En el dltimo corchete, el segundo término se cancela con el tercero (o con el cuarto).
Para simplificar el desarrollo vamos a suponer por ahora que los ejes adoptados son ejes
principales. La expresion anterior resulta:

1+v
d _ 2 2 2
Wi=—+0;+0,+0; —

2E 3 6E

2
(0,+0,+0) 1+v 2 P 2
= [(GI —6y)" +(06,=0y)" +(6,; —Oy) ]
El criterio de Von-Mises propone que la plastificaciéon ocurrird cuando la expresion
anterior alcance cierto valor. Nuevamente, se toma como referencia el ensayo de
traccién para fijar ese valor. En este ensayo, sélo o; es distinto de cero, por lo que al
llegar la plastificacién tenemos:

d 1+v o 1+V
W(EnsayoTr.) = E( 61 ) = E

(207)
Que se adopta como valor limite que puede tomar W4 sin que el material plastifique.
Con esto obtenemos la forma final del criterio de Von-Mises:

(GI - 611)2 + (GI - 6111)2 + (611 _Gm)z < 26: (4'28)

Puede apreciarse que la representacion de la ecuacion anterior en el espacio de
tensiones principales es un cilindro de seccién circular cuyo eje estd dirigido segtn la
trisectriz de los ejes coordenados. Su representacion en la perspectiva isométrica de
Haigh-Westergaard se muestra en la primera figura 4.24. El cilindro asociado al criterio
de Von-Mises es justamente el que circunscribe al prisma hexagonal de Tresca, que
también se muestra en la figura, en linea de puntos.
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Figuras 4.24.- Superficie de plastificacion segtin el Criterio de Von-Mises.

Para juzgar el grado de verosimilitud del criterio compararemos nuevamente la
prediccidn que ofrece para el estado de tension tangencial pura con los resultados de
Lode. La interseccion de la superficie de plastificacion con el plano 6y =0 se muestra en
la segunda de las figuras 4.24. Los estados de tension tangencial pura se encuentran en
la linea P'Q', siendo el punto Q' (o el P') el que representa la plastificacion segin este
criterio. Sustituyendo oy =0, 6 = -0; en (4.28) obtenemos:

60; <20. = 0,<05770,

Valor muy préximo al 0.566, encontrado experimentalmente por Lode. Podemos por
tanto juzgar que el criterio de Von-Mises se ajusta satisfactoriamente a los resultados
experimentales, si bien sus predicciones quedardn ligeramente fuera del lado de la
seguridad. Este criterio, junto con el de Tresca, que a efectos practicos es sensiblemente
equivalente, es ampliamente utilizado para materiales metalicos. Histéricamente, Von-
Mises propuso en 1912 sustituir el prisma hexagonal de Tresca por el cilindro que le
circunscribe sin més argumento que la sencillez de su manejo, y el que el nivel de
precision en la concordancia con los resultados experimentales no resultaba
sensiblemente afectado, o en todo caso mejoraba. Fue Hencky quién doce afios mas
tarde realizd la interpretacion fisica en base a la energia de distorsion que hemos
presentado aqui.

Para su aplicacién préctica, conviene disponer de una expresion del criterio analoga
a (4.28), pero respecto de ejes no principales cualesquiera. Para ello podriamos proceder
a desarrollar directamente W4 en ejes no principales, pero es mds elegante apreciar que
el segundo invariante del tensor desviador de tensiones, que llamamos J,, admite la
siguiente expresion en ejes principales:

J,=(0,-0, /3)(0c,-06,/3)+(0,-0, /3)(0; -0, /3)+(0, -0 /3)(Oy—0, /3)=

1 2 2 2
:_g[(cl —0y)" +(0, =0y)” +(0; —Oyy) ]
Lo que se obtiene tras operaciones algebraicas rutinarias. Se aprecia que el segundo
invariante es siempre negativo. Con el resultado anterior, la ecuacién (4.61) puede
escribirse como:
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L (4.29)
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Que expresa el criterio de Von-Mises en funcidon del segundo invariante del tensor
desviador. Esta forma del criterio es del tipo a la anunciada en (4.56), aunque
eventualmente no aparece el tercer invariante del tensor desviador. El conseguir una
expresion del criterio en funcién de las componentes de tension en ejes no principales es
inmediato a partir de (4.62), teniendo en cuenta que J, es invariante frente a cambios de
orientacion de los ejes:

G, —s/3 Oy

c,-s/3 o, ‘
2:

c,,-s/3 o ‘

o, G,,—s/3 O3 G,,—s/3 O, G, —s/3

En donde s/3 es la tensién media, ¢,,/3. Desarrollando la ecuacion anterior obtenemos
(nétese que los productos de las diagonales principales reproducen un célculo
formalmente andlogo al que condujo a la expresion de J, en ejes principales):

1
I, = _g[(cu _622)2 +(011 _(533)2 +(022 _633)2]_[(5%2 +Gf3 +0§3:|

Sustituyendo lo anterior en (4.29) obtenemos la expresion del criterio de Von-Mises en
funcién de tensiones no principales:

[(cs11 ~06,,)"+(0,,—64)° +(0,, —033)2]+6[6f2 +0,, +6§3] <20’ (4.30)
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Capitulo 5

Ecuaciones y Teoremas de la Elasticidad.

A partir de las ecuaciones bdsicas de la Teoria de la Elasticidad, presentadas en los
tres capitulos anteriores, se derivan un conjunto de ecuaciones y teoremas de gran
utilidad a la hora de abordar la resolucién de un problema dado, o que son el
fundamento de ciertas estrategias o métodos generales de resolucion. En este capitulo se
presentan algunas de estas ecuaciones y teoremas.

5.1.- Ecuaciones de Navier.

Estas ecuaciones fueron desarrolladas por Louis Navier en la década de 1820. La
idea fundamental que se persigue es evitar la complicacién asociada al manejo de
magnitudes de varios tipos (deformaciones, tensiones, desplazamientos), formulando un
conjunto de ecuaciones que contengan solamente a los desplazamientos, y cuya solucién
sea la solucién del problema elastico. La eleccion de los desplazamientos como
variables bdsicas del problema obedece a que conocidos éstos, la obtencién de los
campos de deformaciones y tensiones requiere simples derivaciones y operaciones
algebraicas ordinarias. Para conseguir tales ecuaciones, partimos de las ecuaciones de
equilibrio (2.13), las de compatibilidad deformacién-desplazamiento (3.11), y de la ley
de comportamiento lineal is6tropa (4.40), que reproducimos por comodidad:

0, +X;=0 ; g;=(u;+u;)/2 ; o;=Ae,d;+2Ge,

Es posible poner en la tercera ecuaciéon las deformaciones en funcién de los
desplazamientos (usando la segunda ecuacién). Obtenemos asi la tensioén en funcién de
los desplazamientos. Después llevamos la tension a la primera ecuacion, realizando la
derivacién que ésta indica. Seguidamente se detalla este sencillo proceso:

6;=Au, 8, +G(u;;+u;;) = 0;;=Au, ;;8;+G(u;;+u;;)=A+G)u; +Gu,; =

i,jj Jhji

(A+G)u,; +Gu, ; +X; =0 (5.1)
Conocemos como Ecuaciones de Navier a las tres ecuaciones anteriores (i=1,2,3). El
procedimiento seguido por Navier para su obtencioén no fue el presentado aqui, dado que
la mecdnica de medios continuos no contaba en la época con la popularidad que tiene
hoy dia. Las mismas fueron obtenidas a partir de un modelo de sélido consistente en
particulas conectadas entre si. Inicialmente Navier propuso unas ecuaciones con una

sola constante eldstica para el material isétropo (eran, por lo tanto, incorrectas). Fue un
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amplio periodo de discusion de los investigadores mds relevantes del momento el que
condujo a la forma (5.1) de estas ecuaciones. Las mismas admiten ser expresadas en
funcién de operadores usuales en teoria vectorial de campos, lo que resulta comodo si se
han de expresar en otros sistemas de coordenadas no cartesianos:

(A+G) grad div (u) + G V2(u) + X =0

Es inmediato apreciar que si un campo de desplazamientos satisface las ecuaciones
de Navier y todas las condiciones de contorno de un problema, entonces ese campo de
desplazamientos es solucion de nuestro problema elastico. En efecto, las tensiones que
derivan de ese campo de desplazamientos cumplird las ecuaciones de equilibrio interno
(dado que las ecuaciones de Navier son en realidad estas ecuaciones de equilibrio
expresadas en funcion de los desplazamientos), y las demds ecuaciones del modelo
matemadtico se satisfacen por propia definicion: el campo de deformaciones es aquel que
deriva de los desplazamientos mediante (3.11), y las tensiones son las que se obtienen
mediante (4.40) con las mismas constantes eldsticas empleadas en (5.1).

Nociones sobre la busqueda de solucion para las ecuaciones de Navier

Cuando se pretende integrar las ecuaciones de Navier, un paso previo es expresar
las condiciones de contorno en tensiones en funcién de los desplazamientos, para poder
imponerlas en estas variables. Su expresion es:

X, =0,n, =(ked, +2Ge,)n, = [xuk,ksij +G(u,, +uj,i)]nj

En principio, es posible integrar (analiticamente o mediante métodos aproximados)
las ecuaciones de Navier en un problema dado, y ajustar las constantes de integracién
mediante las condiciones de contorno en tensiones anteriores, y las condiciones de
contorno en desplazamientos. Estas tltimas se imponen de manera mds sencilla, ya que
los desplazamientos son precisamente las variables en las que estdn planteadas las
ecuaciones. Seguidamente presentamos algunas breves nociones acerca de la obtencién
de soluciones por métodos analiticos.

Si las fuerzas de volumen son constantes, X,=cte, la ecuacién de Navier permite
observar algunas particularidades de la solucién. Derivando cada ecuacién (5.1)
respecto de la coordenada x; respectiva y sumandolas, se tiene:

+ Gui, i

(A+G)u +X,;=0=>[(A+G)+GJu,;; =0=V?u,,=V’e=0

Jojit Jojid

Es decir, que si las fuerzas de volumen son constantes, la dilatacién "e" es una funcién
armonica. Teniendo en cuenta este resultado, si aplicamos V2 a cada ecuacién (5.1) por
separado obtenemos inmediatamente que V2(V2u;) = V4u; =0, propiedad que
enunciamos como: "si las fuerzas de volumen son constantes, cada componente de
desplazamiento es una funcién biarmoénica". De esta propiedad se deduce obviamente
que cada componente de deformaciéon y cada componente de tension serd también
biarmoénica en el caso de fuerzas de volumen constantes. Esta propiedad ofrece para
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estos casos una orientacion acerca de qué tipo de soluciones plantear o ensayar para las
ecuaciones de Navier.

En la busqueda de soluciones analiticas de la ecuaciéon de Navier se utilizan
técnicas matemdticas complementarias, tales como el planteamiento de funciones
potenciales de desplazamiento. Estas técnicas estdn basadas en la propiedad de que
cualquier campo vectorial analitico (u en nuestro caso) puede expresarse como el
gradiente de un cierto campo escalar ¢ mds el rotacional de un cierto campo vectorial ¥
(teorema de Helmholtz):

u=grad¢+rot¥, obien u =0 +e,"¥Y;

Puede demostrarse que existen las funciones ¢ y W anteriores asociadas al campo
analitico u bajo la condicién adicional div ¥y =0. Llamamos entonces a ¢ y ¥
respectivamente potencial escalar y potencial vector.

La dilatacion se expresa en funcion de los potenciales como: e=u;; =¢ ; +e;, ‘¥, ;.

El dltimo término es nulo ya que expresa la divergencia de un rotacional. Por tanto se
tiene e=V2¢. En el caso de fuerzas de volumen nulas, X;=0, al que nos referiremos en lo
sucesivo, las ecuaciones de Navier quedan:

(A+G)(V?0), +G(V?0), + Gey, (VZ‘PK)’J. =0

La ecuacidn anterior se satisface si V20 = e = cte, V2¥, = cte (aunque no se trate de una
solucion general). Cuando se espere de antemano que la dilatacién sea constante en el
sOlido, es natural intentar encontrar la solucién bajo estas condiciones.

Analicemos el caso ain mds particular en el que el campo de desplazamientos
derive tnicamente del potencial escalar:

2Gu, =0,,

Al potencial escalar ¢ asi definido se le llama potencial de Lamé. La constante 2G se
incluye por razones histéricas. La dilataciéon asociada a este campo se obtiene por
derivacion:

2Guy;; =2Ge=¢

(=cte, para satisfacer (5.1))

%ii

Las deformaciones y tensiones dadas por este potencial son, respectivamente:

1 A
€= Eq)’ij G; = %q)’kk 6ij + ¢’ij
Si la dilatacion es nula, e=0= qu) =0 (caso de material incompresible), entonces los
campos de deformaciones y tensiones asociados al potencial de Lamé son:

1
€.

= Eq)’ij Gy = q)’ij
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El potencial de Lamé da solucidn, entre otros, a problemas del tipo esfera maciza o
hueca con presion exterior (e interior en su caso), y también bajo otras condiciones de
contorno sencillas. El procedimiento suele basarse en plantear la funciéon potencial ¢
como suma de varias funciones, una del tipo V2=cte (tipicamente Cr2), que produce la
aportacioén constante no nula a la dilatacién, més otras del tipo arménico V2=0, de las
que se conoce una amplia variedad. Por ejemplo, las siguientes son funciones
armonicas:

2D: Ax® +2Bxy — Ay’ X,y, coordenadas cartesianas
Ar” cos(n®) r’=x’+y’ ; O=atg(y/x)
aD: Aln(Br) A,B, constantes arbitrarias
A0 n, numero entero
A/R R*=x*+y* +7%)
AIn(R +z) (x,y,z coordenadas cartesianas)

2
r

{(r2 +(z-B)*+z-B)1> +(z+B)> —z—B)}

Aln

Pueden plantearse también otras funciones polindmicas armonicas, del tipo a la primera
de las anteriores, lo que da solucién a algunos problemas en coordenadas cartesianas. El
resto de las funciones bidimensionales anteriores resuelven algunos problemas relativos
a solidos circulares. La primera de las tridimensionales resuelve especificamente
problemas de esferas con solicitaciones simétricas respecto de todos los planos que
pasan por su centro. Las dos ultimas resuelven algunos problemas de sélidos con
geometria de revolucion entorno al eje z.

Pese a lo atractivo de su sencillez, resulta claro que el potencial de Lamé no es lo
bastante general para representar cualquier campo dado de desplazamientos u;, ya que en
general éste no podra ser expresado en funcién del potencial escalar solamente. Existen
otros enfoques mds generales de solucidén basados en potenciales. Entre ellos merece
especial mencion la técnica del "Vector de Galerkin", que consiste en expresar el
potencial vector ¥ como rotacional de otro campo vectorial. Esta técnica ha permitido
encontrar la soluciéon de muchos problemas clasicos de la elasticidad, notablemente los
relacionados con cargas concentradas en el sdlido infinito o semi-infinito (un
semiespacio limitado por un plano). Los detalles de esta y otras técnicas de particular
interés para problemas tridimensionales no serdn presentados aqui, remitiéndose al
lector interesado a bibliografia mas especializada (por ejemplo el texto de J.R. Barber,
capitulos 15 y 16).

5.2.- Ecuaciones de Beltrami y Michell.
En ocasiones es posible obtener la solucion de tensiones del problema sin llegar a

obtener los desplazamientos. Cuando se da esta posibilidad suele ser ventajoso hacer
uso de ella, ya que la obtencidn de las tensiones implica un orden menos de integracion
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que la obtencién de los desplazamientos. Es especialmente razonable pensar en un
enfoque en tensiones cuando todas las tensiones del contorno sean conocidas, aunque
puede aplicarse en otras situaciones. Puesto que en principio no tenemos intencién de
calcular el campo de desplazamientos, hemos de asegurarnos de que el campo de
tensiones tenga asociado un campo de desplazamientos fisicamente posible. Para ello
imponemos el cumplimiento de las ecuaciones de integrabilidad (3.32):

€kt E€xij — €k — €t =0

Que expresamos en funcion de las tensiones a través de la ley de comportamiento en su
forma (4.52):

-V s .8 5 8 5
Oiixi ¥ Ouij — Cikj — Okt = 1+ v [Gpp,kl i 0 pp,iiOkt ~ O pp,kjOit ~ O pp,il kj]

Recordemos que solo hay 6 ecuaciones independientes de integrabilidad, por tanto solo
6 de las 81 aparentes ecuaciones anteriores serdn independientes. Realizamos una
combinacién lineal con estas 81 ecuaciones, consistente en hacer iguales los subindices
"1" y "1", con el sumatorio que ello conlleva. De esta manera obtenemos un conjunto de
9 ecuaciones (subindices libres j y k). Mds tarde comprobaremos que 6 de estas 9
ecuaciones son independientes, lo que indica que no se pierde informacion al realizar

esta combinacion lineal:

d.+0

Oiiki T Okiij — Oii,kj ~— Okijii = 1+v [Gpp,ki ij pp,ijski — O 05 — Gpp,iiskj]:

ppsKj

v
T1av [Gpp,kj pp>kj pp.ki ~ O pp,ii

Utilizamos la ecuacién de equilibrio en el dominio para transformar los dos primeros
términos de la ecuacién anterior:

Gj j +X,=0 = Gijwi = _Xj,k 5 Oy = _Xk,j

Por tanto:

poki T Okjii = v GO

1

_(Xj,k + Xk,j) = EG
Hay que notar que esta transformacion de algunos términos utilizando las ecuaciones de
equilibrio no supone que la eventual aplicacion de la ecuacién anterior lleve implicita la
imposicion de las propias ecuaciones de equilibrio. Lo que si es cierto es que la anterior
es una forma valida de las ecuaciones de integrabilidad solo cuando se cumplen la
ecuaciones de equilibrio. Pero si deseamos imponer las propias ecuaciones de equilibrio
(lo que en general necesitaremos), tendremos que hacerlo separadamente. Como
operacion final, podemos calcular el valor de o, ; (dltimo término de la ecuacion
anterior) haciendo k=j en la propia ecuacion anterior:
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1 _2-=2v 14V
_2Xk,k - 1+v Gpp,kk +Gkk,ii - 1+v Gpp,ii - 1+v Gpp,kk = Gpp,kk - _1—\/ ii

Con lo que tenemos:

A%
ij,ii + Gii,kj = _(Xj,k + Xk,j) - I—v Xi,iskj

1+v (5.2)

Las anteriores son las ecuaciones de integrabilidad expresadas en funcién de las
tensiones cuando se cumplen las ecuaciones de equilibrio. Se conocen como ecuaciones
de Michell y Beltrami. Cabe insistir en el hecho de que un campo de desplazamientos
que ensayemos como solucién de un problema, puede satisfacer estas ecuaciones sin

satisfacer las de equilibrio. En forma desarrollada, las seis ecuaciones independientes
contenidas en la expresion (5.2) son:

1 \Y
stn +m(611 +0,+043),,= _2X1,1 _:(Xl,l + Xz,z + X3,3)
1 v
V2622 +m(611 +0,, + 633)’22 = _2X2,2 _:(Xl,l + Xz,z + X3,3)
1 %
V2633 +m(611 +0, + 633)’33 = _2X3,3 _:(Xm + Xz,z + X3,3)
1
VzGlz +m(611 +0,, + 633)’12 = _(Xl,z + Xz,l)
1
VZGB +m(611 +0, +033),,= _(X1,3 + X3,1)

1
V2623 +m(611 +0,, + 633)’23 = _(X2,3 + X3,2)

En el caso en que las fuerzas de volumen sean constantes, X; = cte, los miembros
derechos se anulan, resultando:

o +Lc =0
kj.ii 1+v ii,kj — (5_3)

Si a partir de las ecuaciones de Beltrami-Michell y de las ecuaciones de equilibrio
se consigue calcular el campo de tensiones, puede procederse al calculo de
desplazamientos aplicando lo expuesto en el epigrafe 3.6 acerca de la obtencion del
campo de desplazamientos a partir del de deformaciones.

Contraejemplo a la suficiencia de las ecuaciones de Beltrami-Michell

Hemos insistido en el hecho de que un campo de desplazamientos que ensayemos como
soluciéon de un problema, puede satisfacer las ecuaciones de Beltrami-Michell sin
satisfacer las de equilibrio. Ello puede sorprender en un principio, dado que las
ecuaciones de equilibrio fueron utilizadas en su obtencion.
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Solucién ensayada:

X=X, X,
X,=x S —
REEHG
L]
i / 012='X§ \\
—=

Figura 5.1.- Problema y tensiones en el contorno de la solucién ensayada.

Si las aclaraciones presentadas en su momento no infunden aun suficiente seguridad en
el lector, puede considerarse el siguiente contragjemplo: Sea un sélido bidimensional
cuadrado como indica la figura 5.1, sometido a las fuerzas de volumen X, =X, ; X, =
X;. Asumiendo 055 =0, y que las derivadas respecto de x3 son nulas, las ecuaciones
significativas en (5.2) son las siguientes:

V26, +——(0,, + G0, )y =0 2 Gt =0
[e) [e) [e) = —
ntLy o 2 )11 14y i na2 T Onn
1 24V 1
2 _
v 622+1+_v(511+522),zz:0 - 1+v 622,22+622,11+1+v611,22 =0
1 1
2 _
V', + 1+v (0,,+05),,=—2 O11 170yt 1+ v (0,,+0y),, =2

Como campo de tensiones elegimos ensayar 6,, = G,, = 0; G,, = -X;2, que cumple las
ecuaciones anteriores. Pero es facil comprobar que no satisfacen las de equilibrio:

-X,=0,,,+0,, = —X, =-2X%, (Falso!)
—X,=0,,,1t0,,=>-x,=0+0=0 (Falso!)

Lo que muestra que efectivamente un campo de tensiones que propongamos puede
satisfacer las ecuaciones de Beltrami-Michell sin ser la solucién de nuestro problema, ya
que puede no satisfacer las de equilibrio. Notemos de paso que la no satisfaccion de las
ecuaciones de equilibrio interno implica en general el no equilibrio del conjunto del
sOlido. Asi, en este caso las fuerzas de volumen son un sistema autoequilibrado en la
placa, por lo que las fuerzas de contorno también tendrian que serlo para que la misma
estuviera en equilibrio. Puede comprobarse que lo anterior no se da en la solucién de
tensiones ensayada: las fuerzas de contorno tienen resultante nula pero su momento
respecto de un punto no lo es (ver segunda figura 5.1).

5.3.- Teorema de unicidad de solucion del problema elastico lineal.

La experiencia fisica comin indica que en general existe una relacion causa - efecto
univoca en los fendmenos naturales. En particular esperamos que cada vez que
apliquemos determinada accién sobre un soélido, éste adopte la misma configuracion
deformada. En principio, demos por valida esa apreciacion de la realidad, al menos
mientras no ocurran fendmenos especiales, como deformaciones no eldsticas en el
material, o inestabilidad. Admitida esta relacién univoca entre causa y efecto en el
fendmeno fisico, nos preguntamos si también existe el mismo tipo de relacién en el
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modelo matemético que hemos desarrollado. Es decir, deseamos saber si a un conjunto
de solicitaciones particular de un sélido le corresponde una configuracién deformada
unica en el modelo matemaético. La cuestion planteada es, por tanto, la de unicidad de
solucion del problema eléstico.

Antes de presentar el teorema que nos ocupa, conviene tener noticia de la
importancia y el alcance de la cuestion planteada: En elasticidad es habitual emplear
métodos de resolucién de tipo inverso, que consisten bdsicamente en ensayar una
solucién y comprobar a posteriori que la misma cumple las ecuaciones del modelo
matemadtico (ajustando en su caso algunos pardmetros). Este tipo de procedimientos
careceria de fundamento si no estuviera asegurado que la solucién del problema es
Unica.

La demostraciéon de unicidad de solucién del problema elédstico bajo ciertas
condiciones, que se consideran las condiciones que debe cumplir un problema para estar
planteado correctamente, es debida a Kirchoff. Dicha demostracién se presenta a
continuacion.

Sea un solido cuyo contorno exterior es S. En una parte del contorno, S, estdn
prescritos los desplazamientos y se desconocen las tensiones, y en otra parte del
contorno, S, estan prescritas las tensiones y se desconocen los desplazamientos. En
ningun punto del contorno se prescribe simultdneamente la tension y el desplazamiento,
por lo que las porciones S, y S; no tienen interseccion, y ademds S, y S, cubren por
completo la superficie S del s6lido. Un ejemplo de estas condiciones se muestra en la
figura 5.2. Notese que la ausencia de actuacion exterior sobre un punto del contorno
supone en realidad prescribir tension nula en ese punto, por lo que el mismo pertenecerda
a S, Se supone ademds que las restricciones al desplazamiento son por lo menos
suficientes para evitar la indeterminacion asociada a movimientos como so6lido rigido.

S
EnS, u =u; (funciones dadas)
En S, Xi = if (funciones dadas)
S, +S, =S
IR |

Su

Figura 5.2.- Ejemplo de condiciones para el teorema de unicidad de Kirchoff
El teorema establece que bajo las condiciones anteriores, y si existe la funcion de
densidad de energia de deformacion, y ésta es definida positiva, entonces la solucion de
desplazamientos es tinica (y por lo tanto también lo son los campos de deformaciones y
de tensiones).

Existen argumentos termodindmicos que indican que la funcién de densidad de
energia de deformacion, W, debe ser definida positiva en condiciones més generales.
Nosotros simplemente comprobaremos que efectivamente lo es para el caso lineal
eléstico is6tropo de nuestro interés. De (4.59) tenemos:
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W:lc..e —l(ke& +2Ge. €., :lke2+G8..e. >0
2 2 ! R )

i i~

Que nunca es negativa por ser una suma de términos de deformacién al cuadrado, y que
s6lo puede ser cero si todas las componentes de deformacién son nulas (estas
condiciones definen a una funcion como "definida positiva"). Realizada la
comprobacion anterior, vamos a demostrar el teorema. Supongamos que bajo unas
mismas condiciones de contorno existen dos soluciones de desplazamiento, que
llamaremos u'; y u",. Cada una tendrd asociado un campo de deformaciones y de
tensiones. Como suponemos que ambas son soluciones validas, ambos campos de
tensiones cumpliran las ecuaciones de equilibrio:

' (uj5+u;)/2 ' Hooke ' ' *
u', — €' o'y (0';+X;=0)

(ug;+u.;)/2 3
uni Ui+, gnij Hooke Gnij (Gnij,j +Xj :O)
Siendo X; la fuerza de volumen, dato del problema. Consideremos un nuevo campo de
desplazamientos u;, obtenido como diferencia de los dos anteriores. Como todas las

relaciones son lineales, las deformaciones y tensiones asociadas a este nuevo campo
también se obtienen por diferencia:

u, = u'i —u"i ; e.=¢.—¢". ; o0.=0"
Derivando la dltima igualdad tenemos:

] " —_ * *:
G =00, X, +X, =0

Multiplicando 6;;; por u; e integrando en el volumen se tiene:

ij,j

jv 6, udV=0= jv (o,u,),,dV — jv c.u dV= J-Scijuin ds- jv c,e,dV =

y1)

= [ Xuds—[ 2WdV = [ XudS=[ 2Wdv

En donde Xi es el vector tensién en el contorno asociado a la solucién diferencia. La
integral de contorno se anula porque en una parte de ese contorno (S,) se anula u;
(notese que esto sucede aunque los desplazamientos prescritos u*; no sean nulos, ya que
se trata del campo de desplazamientos diferencia), y en el resto del contorno (Sy) se
anula la tensién en el contorno (ya que en las zonas de tensién prescrita es

X; =§1 —i? =0). Por lo tanto:

[Xiuds=[2wav =0 (5.4)

Como W es una funcién definida positiva, lo anterior implica que la deformacion g;
asociada al campo u; debe ser nula en todos los puntos del sélido. Sabemos que el tnico
campo de movimientos posible con estas caracteristicas corresponde a un movimiento
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como solido rigido. Pero tal movimiento no es posible, dado que en S el campo u; tiene
desplazamientos prescritos nulos (y seglin nuestras premisas, en cantidad suficiente para
impedir movimientos arbitrarios como solido rigido). Por tanto es u; =0, como tnica
posibilidad de movimiento con deformacién nula y ademds movimiento nulo de un
numero suficiente de puntos del contorno. De esta conclusion se sigue inmediatamente
que las dos soluciones distintas supuestas inicialmente, deben en realidad coincidir:

El hecho de que si existiesen dos soluciones distintas las mismas coincidirian, es
equivalente a enunciar que, tal como ha sido planteado, la solucién del problema
eléstico es Unica, como queriamos demostrar. Evidentemente, la igualdad del campo de
desplazamientos implica la de los campos de deformaciones y de tensiones.

Ampliacion de las condiciones para el teorema de unicidad.

Desde el punto de vista de su aplicacion, el aspecto mds interesante a recordar del
teorema de unicidad es sin duda el conjunto de premisas del teorema, que como se ha
demostrado son condiciones suficientes para que el problema elastico tenga solucion
unica. Mostraremos que dichas premisas no son todas estrictamente necesarias: la
premisa de que en cada punto del contorno esté prescrito el vector tensién o bien el
vector desplazamiento puede ampliarse ligeramente, para recoger algunos tipos usuales
de condiciones de contorno.

En efecto, observamos que esta premisa ha servido unicamente para asegurar que la
integral de contorno de (5.4) se anule. Pero esta integral se anula igualmente si en
puntos del contorno estd prescrita la tensidon segiin una direccion y el desplazamiento
segun la direccion perpendicular (nétese que el integrando tiene la forma de un producto
escalar). Esto permite incluir entre las condiciones de contorno aceptables las asociadas
a "apoyos mdviles", que permiten el movimiento solamente segin una direccion
(usualmente tangente al contorno S). En el epigrafe 5.9 de este capitulo se detallardn
esta y otras condiciones de apoyo.

5.4.- Planteamiento integral de las ecuaciones de equilibrio: Principio de los
Desplazamientos Virtuales (PDV).

En este epigrafe y en los tres siguientes estudiaremos un conjunto de principios y
teoremas formulados de forma integral, en oposicién al enfoque directo sobre las
ecuaciones diferenciales aportado por las ecuaciones de Navier y las de Beltrami-
Michell. Estas formulaciones integrales pueden considerarse la base de los potentes
métodos de resolucidén que han progresado enormemente con la creciente capacidad de
célculo de los ordenadores. Por ejemplo, el PDV que estudiamos en este epigrafe estd en
la base del popular Método de los Elementos Finitos, asi como del calculo matricial de
estructuras.
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Sea o;; un campo de tensiones cualquiera en un s6lido, que llamaremos "campo
real" de tensiones. Sea @; un campo cualquiera de desplazamientos, univaluado y tres
veces derivable, cuyas deformaciones asociadas son €%, y que llamaremos "campo
virtual" de desplazamientos. Nétese que no se requiere que el campo virtual guarde
ninguna relacion con el campo real. Bajo estas condiciones, el enunciado del PDV es el

siguiente:

El cumplimiento para cualquier campo virtual @; de la ecuacion integral siguiente:
[ ogesav = [ X0,V + | Xig,ds (5.5)

Es condicion necesaria y suficiente para que el campo real de tensiones satisfaga la

ecuacion de equilibrio en el dominio con X; (G, ;+ X; =0 en V), y la ecuacion de

equilibrio en el contorno con X; (X = o;n; enS).

Como es habitual, V es el dominio ocupado por el sélido, y S su contorno.
Demostraremos en primer lugar que la ecuacion integral es una condicion necesaria
para que el conjunto de magnitudes "reales" esté en equilibrio. Es decir, partimos de que
se satisface el equilibrio y llegaremos a que debe cumplirse la ecuacion (5.5). Tomamos
la ecuacion de equilibrio en el dominio, o;; + X; =0, la multiplicamos por @; e
integramos en el sélido:

jv c; 9,dV + Iv X0dV=0 = IV (0,;¢,),;dV — IV c;¢, dV + IV X,0,dV =0

Hemos integrado por partes la integral de volumen. Mediante el teorema de la
divergencia transformamos la primera integral de la ultima igualdad en una integral de
contorno. El integrando de la segunda integral puede transformarse teniendo en cuenta
que @;; =€?; +0®; (tensores deformacion y rotacion asociados al campo virtual), y por
tanto G6;;, ; = 6;,€%; , puesto que el producto G;;®®; es siempre nulo (tensor simétrico por
tensor antisimétrico). Con esto tenemos:

L c,0ndV — jv c,eldV + jv X.@dV=0

Podemos utilizar la relacién o;n; =X; en la primera de las integrales anteriores, dado

que en este sentido de la demostracion se asume el equilibrio del campo real. Haciendo
esto y reordenando términos obtenemos la ecuacion integral (5.5)., como queriamos
demostrar.

Demostraremos ahora que el cumplimiento de la ecuacién integral (5.5) en las
condiciones establecidas en el enunciado, es también condicion suficiente para que el
campo de tensiones "real" cumpla las ecuaciones de equilibrio. Es decir, ahora tomamos
como punto de partida el que la ecuacién integral se satisface, y deseamos obtener a
partir de ella las ecuaciones de equilibrio. Comenzaremos manipulando la primera
integral de (5.5):
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jv c,eldV = IV 6,0, dV = jv (6,9,),;dV — jv G, @dV = L c,ondV - IV G, @dV =
= (por (5.5)) = [ X,pdV + [ XipdS

Agrupando términos tenemos: IV (X;+0,;

)edV + [ (Xi—0;n)9,dS=0

El que la igualdad anterior se satisficiera para un s6lo campo particular de
desplazamientos virtuales @,, no permitiria asegurar nada acerca de sus cofactores en los
integrandos. Pero si tal como establece el enunciado, el campo virtual puede ser
cualquiera que podamos imaginar, entonces los factores que multiplican a @, en las
integrales deben ser nulos para que se cumpla en todo caso la igualdad a cero (esto se
admite por principio). Los factores de ¢, en los integrandos igualados a cero son
precisamente las ecuaciones de equilibrio, como queriamos demostrar:

X;+0;;=0 ; Xi—oyn;=0

Cabe hacer algunas observaciones acerca del Principio de los desplazamientos
Virtuales. La primera es que el cumplimiento de la ecuacién integral (5.5) no garantiza
absolutamente nada acerca del campo de desplazamientos "real” u; (asociado a G;), que
como se aprecia, ni siquiera aparece. Los métodos de resolucién basados en el PDV
deben en algin momento asegurar la continuidad, univaluacién, etc, del campo de
desplazamientos ("real"). Por ejemplo, los métodos matriciales de calculo de estructuras
imponen la igualdad de desplazamientos y giros (cuando proceda) en las uniones de las
barras, y el método de los elementos finitos obvia el problema utilizando los
desplazamientos como variables bdsicas, y realizando una aproximacion de los mismos
que tiene desde el principio las propiedades requeridas. Este método serd presentado en
un capitulo posterior. La segunda observacion es que el PDV es vélido sea cual sea la
ley de comportamiento, ya que no se us6 ninguna en su formulacién. Lo anterior incluye
tanto leyes no lineales como comportamiento pldstico. No abordaremos la consideracién
del tiempo como variable y de los efectos de inercia en el contexto de los teoremas
integrales. Una tercera observacion esté relacionada con el hecho de que los términos de
la ecuacion integral (5.5) tienen dimensiones de trabajo. De hecho, cada término
representa el trabajo que realizaria la fuerza o tension correspondiente, permaneciendo
constante, si se produjera el desplazamiento virtual. Se suele denominar al miembro
izquierdo "trabajo virtual interno", y al miembro derecho "trabajo virtual exterior”, lo
que asigna a la ecuacion integral el significado de "trabajo interno igual a trabajo
exterior". La cuarta y dltima observacion es que el uso practico del PDV se centra sobre
todo en el uso de la ecuacién (5.5) como "una ecuacién que debe cumplirse” (es decir,
como condicién necesaria), y que es posible plantear tantas veces como necesitemos,
con distintos estados virtuales, para obtener tantas ecuaciones como queramos
involucrando a los pardmetros de nuestro problema.

5.5.- Planteamiento integral de las ecuaciones de compatibilidad: Principio de las
Fuerzas virtuales (PFV).
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Se trata de un enunciado dual del anterior. Es también la base de una familia de
métodos de resolucion de problemas elésticos, llamados "métodos de compatibilidad".
Estos métodos tienen en general la desventaja de ser poco apropiados para ser
sistematizados e implementados en ordenador. Cuando se deben efectuar calculos
manualmente, es en ocasiones ventajoso utilizar métodos de esta familia en lugar de
métodos de equilibrio.

Sea g; un campo de deformaciones cualquiera en un solido, que llamaremos
"campo real" de deformaciones. Sea G¢; un campo cualquiera de tensiones, que
llamaremos "campo virtual" de tensiones, y que estd en equilibrio con las fuerzas
"virtuales" de volumen y de contorno. Es decir:

) o _n w?_~o

Noétese que no se requiere que el campo virtual guarde ninguna relacion particular con el
campo real. Bajo estas condiciones, el enunciado del PFV es el siguiente:

El cumplimiento para cualquier campo virtual 6%; de la ecuacion integral siguiente:
—
[ otedV = XPudV+ [ X/uids (5.6)
v U vy S i
Es condicion necesaria y suficiente para que el campo real de deformaciones g;

satisfaga la ecuacion de compatibilidad con u; (€; =(u; ;+u;;)/2 en V), y que los
desplazamientos en el contorno tengan el valor u¢; (u;=u¢;.en S).

Por analogia con las ecuaciones de equilibrio, llamaremos ecuaciéon de compatibilidad
en el dominio y ecuacién de compatibilidad en el contorno a cada una de las dos dltimas
relaciones entre paréntesis del enunciado, respectivamente. En general, un sélido tendra
prescritos los desplazamientos en una parte del contorno S y en otra no, pero ello no es
de interés ahora: u¢; son los desplazamientos del campo real en todo el contorno S (si el
enunciado del PFV es cierto; como demostraremos, lo es), de la misma manera que en el

PDV era X, la tension en el contorno, estuviese €ésta prescrita 0 no en un punto
particular del mismo.

Demostraremos en primer lugar que el cumplimiento de la ecuacién integral es una
condicién necesaria para que se satisfagan las ecuaciones de compatibilidad. Partimos
por tanto de que las mismas se satisfacen, y llegaremos a obtener la ecuacién (5.6).
Multiplicando la ecuacién de compatibilidad en el dominio por el campo virtual de
tensiones e integrando en el s6lido, tenemos:

i7ij i1j,j

1
IV g,o0dV = jvz(ui’j +u,,)ordV = jvui,jci‘g’d\/ = J'V(u.cs.“’),j dv — Lu,gff’ dv

En donde se ha hecho uso de que el tensor de tensiones es simétrico junto con que es
indiferente el simbolo utilizado para un subindice mudo (segunda igualdad), y se ha
realizado una integracion por partes (tercera igualdad). La primera integral del dltimo
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miembro puede pasarse al contorno mediante el teorema de la divergencia, y una vez
hecho esto puede hacerse la sustitucion de u; por uS, ya que en este sentido de la
demostracion se asume que u; = u¢; en S. Finalmente podemos utilizar las ecuaciones de
equilibrio del campo virtual en el dominio y el contorno, que se satisfacen en todo caso,
para que aparezcan las cargas virtuales en lugar de las tensiones:

[ gotdv = uioinds—[ vl dv = uioindS—| uofdV =] uXidS+|[ uXrdv

i), i),

El primer y dltimo miembros de la igualdad anterior reproducen la ecuacién (5.6), como
queriamos demostrar.

Ahora demostraremos que el cumplimiento de la ecuacion integral (5.6) es también
una condicién suficiente para que el campo "real" de deformaciones y desplazamientos
cumpla las ecuaciones de compatibilidad en el dominio y en el contorno. Partimos pues
de la ecuacién integral, y queremos obtener a partir de ella las ecuaciones de
compatibilidad. Comenzamos manipulando la integral de volumen del segundo
miembro de (5.6):

1.1 L)

[ XPuav=—] o2 udV=-] (o%u),dV+[ o%, dV=-[ clunds+] o %dv

Las manipulaciones anteriores son formalmente andlogas a las realizadas en el epigrafe
anterior. Como en este sentido de la demostracién se asume que se cumple (5.6), lo
anterior debe ser igual a:

—
= [, 0%,V - [ Xiuids
Agrupando términos de la ultima igualdad, tenemos:
[ otles— (U +u;)/2]dV+ [ X (u; —u5)dS =0

Nuevamente, si la igualdad anterior fuese cierta sélo para un campo virtual de tensiones,
no cabria extraer ninguna conclusién acerca de sus cofactores en los integrandos. Pero
su cumplimiento para cualquier campo virtual de tensiones imaginable exige que los
cofactores sean nulos, para que la igualdad a cero se asegure en todos los casos:
— . c _
g;—(u;+u;;)/2=0 ; u;—u;=0
Las anteriores son precisamente las relaciones que queriamos obtener. Por tanto, el
cumplimiento de la ecuacidén integral (5.6) para todo campo virtual posible de tensiones
es también condicién suficiente para que las deformaciones ¢g; sean las que

corresponden a los desplazamientos u;, y para que el valor de estos desplazamientos en
S sea u¢;.
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Cabe también hacer algunas observaciones acerca del Principio de las Fuerzas
Virtuales, que serdn en gran parte paralelas a las realizadas acerca del PDV. La primera
es que el cumplimiento de la ecuacién integral (5.6) no garantiza absolutamente nada
acerca del campo de tensiones "real” o;; (asociado a u;), que como se aprecia, ni siquiera
aparece en (5.6). Los métodos de resolucion basados en el PFV deben en algin
momento imponer el equilibrio. La segunda observacion es que el PFV es también
véalido para cualquier ley de comportamiento. Como tercera observacion apuntaremos
también que los términos de la ecuacién integral (5.6) tienen dimensiones de trabajo,
denomindndose al miembro izquierdo trabajo interno de las tensiones virtuales, y al
miembro derecho trabajo externo de las cargas virtuales. La cuarta y tdltima observacién
es que la forma maés frecuente del uso del PFV es el de la ecuacion (5.6) como condicion
necesaria, plantedndola para algin o algunos estados virtuales particulares.

Finalmente apuntaremos que cuando el unico objetivo es utilizar las ecuaciones
(5.5) 0 (5.6) como "ecuaciones que deben cumplirse" (como condiciones necesarias), s
frecuente prescindir de las diferencias conceptuales entre ellas, considerando un campo
de tensiones y fuerzas en equilibrio, pertenecientes a un estado "1", y un campo de
deformaciones y desplazamientos compatibles, pertenecientes a otro estado "2" del
solido. De esta manera, tanto (5.5) como (5.6) se escriben:

[ oigzav = [ XuidV + [ Xiuds

Donde los superindices 1 y 2 refieren a los mencionados estados distintos del sélido,
siendo circunstancial la consideracién de uno de ellos como estado virtual. La ecuacién
integral anterior es una condicién necesaria para que el conjunto de magnitudes (tipo
fuerza) del estado 1 que aparecen cumplan las ecuaciones de equilibrio, junto con que
las magnitudes (tipo deformacién) del estado 2 que aparecen cumplan las condiciones
de compatibilidad. Se conoce como Principio de los Trabajos Virtuales (PTV) al
enunciado de esta condicidn necesaria, refundida del PDV y del PFV.

5.6.- Teoremas de Reciprocidad de Betti.

Los teoremas de reciprocidad que estudiaremos a continuacién permiten dar
respuesta a algunas posibles cuestiones sin necesidad de resolver completamente un
problema eldstico. En este aspecto, su utilidad es mds patente en el cdlculo de
magnitudes definidas como promedios (u otro tipo de expresiones integrales) de las
tensiones o desplazamientos. Estos teoremas serdn también la herramienta bésica que
utilizaremos para calcular "coeficientes de influencia" en un epigrafe posterior. Ademas,
el segundo teorema de reciprocidad puede considerarse como la base del Método de los
Elementos de Contorno (MEC) en elasticidad. Se trata de un moderno método de
calculo que presenta ciertas ventajas sobre el Método de los Elementos Finitos en
algunas aplicaciones, si bien sus posibilidades estdn atin bajo estudio.
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Primer Teorema de Reciprocidad.

Considérese un campo cualquiera de tensiones y deformaciones "virtuales” 6%,
€%, que verifiquen la ley de Hooke: 69; = Cyyy €%

El cumplimiento de la ecuacion integral siguiente para cualquier campo de
magnitudes virtuales:

[ otedv = oepav (5.7)

Es condicidn necesaria y suficiente para que las tensiones y deformaciones reales
Gy, €;. satisfagan la ley de Hooke con las mismas constantes, es decir:

ij
G;; = Cijn €

Demostraremos en primer lugar que la expresiéon integral es una condicién
necesaria para que el campo real cumpla la ley de Hooke, con las mismas constantes
elasticas que el virtual. Partimos pues de que se cumple 6;; = Gy €. Multiplicando por
el campo virtual de deformaciones e integrando, tenemos:

jv Gijgi(? dv = jv Cijklgklgi(? dv = (Cijkl = Cklij) = J.V Cklijgi?ekldv
Como las magnitudes virtuales satisfacen en todo caso la ley de Hooke, sera:

= IV 6. € dV = jv oie,dV

i

Como queriamos demostrar. La demostracion de que el cumplimiento de (5.7) es
condicion suficiente para que el campo real satisfaga la ley de Hooke se realiza también
sin dificultad. Partimos del cumplimiento de la ecuacién (5.7) y manipulamos el
miembro izquierdo:

IV ciedV = jv g.C

ikl

Egldv = (Cijkl = Cklij) = J.V SijCklijSLPldV = IV eleijklei(?dV

En la dltima igualdad se ha intercambiado la pareja se subindices mudos "ij" con la "k1"
(es indiferente el simbolo empleado como subindice mudo). Esta tltima integral debe
ser, en virtud de (5.7):

j y Ciu€u€ldV = j v c,&/dV

La unica manera de asegurar que se cumpla lo anterior para cualquier campo virtual
imaginable de deformaciones €%;, es que los factores que le multiplican en los
integrandos sean iguales:

Ciji & = O

Que es la igualdad que queriamos demostrar.
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Segundo Teorema de Reciprocidad.

Considérese un campo '"real" cualquiera de magnitudes elasticas (tensiones,
deformaciones y desplazamientos), y otro campo "virtual”, cada uno
satisfaciendo las ecuaciones de compatibilidad, comportamiento y equilibrio:

compatib. Cijkl ¢ , equilibrio
i & Gjj

¢
X:p s Xi

. C.. e _
compatib . e ijkl . equilibrio X, Xi

En estas condiciones se cumple la siguiente ecuacién integral:
¢ X2 eds — X
[ XPuaV+[ Xiuids = [ X,pdV + [ Xipds (5.8)

La demostracion de lo anterior se realiza sin dificultad teniendo en cuenta en primer
lugar que por cumplir el campo real las ecuaciones de equilibrio, y cumplir el campo
virtual la ecuacion de compatibilidad en el dominio, se cumplird la ecuacion integral del
PDV (5.5). Notese que, al igual que en el PDV, la "compatibilidad en el contorno" de
los desplazamientos virtuales con unas ciertas funciones ¢, no se incluye como premisa
por no ser habitualmente de interés. En segundo lugar, por cumplir el campo real las
ecuaciones de compatibilidad interna y en el contorno, y cumplir el campo virtual las
ecuaciones de equilibrio, se cumplird la ecuacién del PFV (5.6). Reproducimos por
comodidad estas ecuaciones:

[ ofe,dv = XPudV+][ X'usds [ ogesav =[ X0,V +] Xig,ds

Por otra parte, por estar relacionadas las tensiones y deformaciones del campo real
mediante la ley de Hooke con las mismas constantes eldsticas que lo estdn las tensiones
y deformaciones virtuales, se satisface la ecuacién (5.7) del Primer Teorema de
Reciprocidad. Observamos que esto implica precisamente la igualdad entre los
miembros izquierdos de las ecuaciones anteriores del PDV y PFV. Por lo tanto, los
miembros derechos serdn a su vez iguales entre si, lo que constituye la ecuacién (5.8)
que queriamos demostrar.

Aunque el enunciado propuesto ha quedado demostrado, estableciendo que el
cumplimiento de la ecuacion integral (5.8) es condicién necesaria para que el campo
real satisfaga las ecuaciones bdsicas de la Elasticidad, el lector se preguntara acerca de
la posibilidad de que la ecuacién integral sea también condicion suficiente, en analogia
con las ecuaciones integrales de epigrafes precedentes. A este respecto, debemos
apreciar que en la ecuacién (5.8) no aparecen ni las tensiones ni las deformaciones
reales, por lo que no cabe plantear que dicha ecuacion pudiera ser condicion suficiente
por si misma de ningin enunciado que afectase a estas variables.
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No obstante, si se unen algunas hip6tesis adicionales al cumplimiento de la propia
ecuacion (5.8), el conjunto resulta suficiente para que se satisfagan algunas otras
relaciones. Por ejemplo, si el campo virtual satisface todas las ecuaciones de la
elasticidad (lo que suponemos en todo caso), podemos demostrar el siguiente
enunciado:

Si se satisface la ecuacion integral (5.8) para todo campo virtual, y g; es el campo de
deformaciones asociado a u; mediante las ecuaciones de compatibilidad interna, y
ademds es o;; el campo de tensiones asociado a €; mediante la ley de Hooke (con las
mismas constantes eldsticas que el campo virtual), entonces el campo real satisface la
ecuacion de compatibilidad en el contorno, y las de equilibrio interno y en el contorno.
En forma més compacta, el enunciado anterior puede expresarse como:

[ Xfudv+ [ Xusds = [ X,pdV + [ Xipds u=uf; X,=0;n; enS$

g;=(u;+u,)/2 ; o,=Cug, 0;;+X; =0 enV
Para demostrar lo anterior comenzamos por manipular la primera de las integrales:

[ XPudV=-] ofudV=-] (6fu),dV+| ofu,dV=—] ofundS+] ofedV=

1,] 1 1) i
errma : A 7
(I"T" Recipr.) = —[ XiudS+ [ o,0dV =—[ XiudS+| o,0,dV =

= —[ X'udS+ [ o,onds-[ o, @dV

Noétese que en la manipulacion anterior se ha hecho uso de las dos hipétesis adicionales:
compatibilidad del campo real (3* igualdad), y ley de Hooke en el campo real (primer
teorema de reciprocidad). Llevando esto a la expresion integral y agrupando términos,
resulta:

[ —upXidas+ [ (o0, - X0edS - (o, +X)9dV =0

Para asegurar que lo anterior se satisfaga para cualquier campo virtual imaginable de
magnitudes, deben ser cero los factores que multiplican a las magnitudes virtuales en los
integrandos, es decir:

ui—u;=0enS; o;n;—Xi=0enS; 0,;+X;=0 enV

Las tres ecuaciones anteriores reproducen la ecuacion de compatibilidad en el contorno,
y las ecuaciones de equilibrio en el contorno y en el dominio, respectivamente, como
queriamos demostrar. Por lo tanto, con las condiciones adicionales que se han
especificado, la ecuacion integral (5.8) es también condicién suficiente para que el
campo real esté en equilibrio, y ademds se satisfaga la ecuacion de compatibilidad en el
contorno.
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Como nota final insistiremos en que la dificultad de establecer la suficiencia de la
ecuacion integral (5.8) estriba en que en la misma no aparecen ni €; ni G;;. Estos s6lo
pueden introducirse a partir de u; si se asume que €;=(u; ;+u;;)/2, como se ha mostrado,
o a partir de las fuerzas de volumen y de contorno si se asume el equilibrio del campo
real. Esto ultimo tiene menor interés tedrico, por lo que se omite la demostracién
correspondiente. De todas formas el interés prictico se centra en la utilizacién de la
expresion integral (5.8) como condicidn necesaria, para uno o varios estados virtuales
concretos, tal como ocurre con las demds expresiones integrales.

5.7.- Teorema de la minima energia potencial.

Las formulaciones variacionales son una técnica matemdtica potente que tiene el
atractivo de permitir un tratamiento formal unificado (hasta cierto punto) de los
problemas fisicos, poniendo de relieve analogias entre las magnitudes de diversas
disciplinas. Para utilizar este tipo de enfoque debe encontrarse una magnitud escalar que
tome distintos valores para las distintas soluciones que podamos ensayar, pero que
alcance un minimo para la solucién verdadera. Si ello es posible, entonces la resolucion
del problema se reduce al de encontrar un valor minimo. Demostraremos que en
elasticidad existe una magnitud con estas caracteristicas, que llamaremos energia
potencial.

Consideremos un sélido en equilibrio bajo las acciones X, Z, de volumen y de
contorno respectivamente, y cuyo campo de desplazamientos es u;. Consideremos un
campo de desplazamientos ligeramente modificado, u; + du;, donde du; es una pequefia
variacion virtual. El trabajo de las acciones durante el pequeio desplazamiento virtual
sera:

[ XBuaV + [ X3uds

Esta suma de dos integrales reproduce el miembro derecho de la expresion (5.5) del
PDV, siendo ahora du; el campo virtual de desplazamientos. El campo de tensiones del
solido en equilibrio, G;;, cumplird las ecuaciones de equilibrio con las fuerzas de
volumen y de contorno. Por ello, la expresion (5.5) del PDV debe satisfacerse.
Llamando 6g;; a las deformaciones asociadas a du;, tenemos:

[ XduaV+[ Xduds = o,8e,dv

La ecuacion anterior es una forma de expresar el PDV sin ninguna hipétesis adicional, y
por tanto es valida para cualquier ley de comportamiento. Poniendo el tensor de
tensiones en funcion de la densidad de energia de deformacidn, y aplicando a la
variacion virtual las propiedades usuales de los diferenciales, la ultima integral puede
escribirse como:
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[ 0,08,V = jvz—:ZSSijdV = [, dwav =3| [ wav |
Por lo tanto:

[ wav]- | xauav- [ Kuas=o 5

La anterior es una forma del PDV vilida s6lo cuando existe la densidad de energia de
deformacion, y por tanto requiere que el sélido tenga comportamiento eldstico, ya sea
lineal o no lineal. Vamos a particularizar esta expresion para el caso en que las fuerzas
actuantes sean conservativas, lo que es frecuente en los problemas de mecédnica de
sOlidos. Por definicién, una fuerza es conservativa si su valor puede obtenerse como la
derivada respecto a los desplazamientos de una cierta funcién potencial. Ejemplos de
este tipo de fuerzas son las gravitatorias, y las fuerzas de contorno aplicadas por
contacto o traccion directa. Una excepcidn notable son las fuerzas de tipo aerodindmico
que un fluido en movimiento puede ejercer sobre un sélido. Sean &y & los potenciales
de los que derivan respectivamente las fuerzas de volumen y de contorno de nuestro
problema. Por ejemplo, en el caso sencillo de un resorte de rigidez K, hay que producir
un alargamiento x para que la fuerza sobre el resorte sea F=Kx. La funcion potencial en
este caso seria § =-Kx2/2, ya que F=-0&/0x. Con nuestras funciones potenciales
tendremos, por su definicion:

Con lo que las dos dltimas integrales de (5.7) quedan:
_ 3 BE ~ _
~[ X,5u,dV - [ Xu,dS = jvaauidv + jsaauids =8| [ &dv+ [ &s|

Lo que permite escribir (5.9) como:
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SUV(W+&)dV+LEdS}=8V=O 5.10)

En donde se ha definido la "energia potencial total" 9’ del sistema como la expresién
entre corchetes del primer miembro. Esta expresion encierra el enunciado del teorema
objeto de este epigrafe:

En la posicién de equilibrio, la energia potencial total 9/tiene un valor
extremo (maximo o minimo).

Puede demostrarse que siendo la densidad de energia de deformacién una funcién
definida positiva, el extremo aludido es un minimo. Omitimos aqui esta demostracion.

Finalmente, nétese que el campo de desplazamientos que incluye la variacion
virtual, u; + du;, puede ser absolutamente general. No obstante en la practica suele
restringirse esta generalidad, haciendo que este campo satisfaga las condiciones de
contorno en desplazamientos (es decir, se impone Ou; = 0 en las zonas de
desplazamiento prescrito). La ventaja préctica que se persigue con ello es excluir de la
evaluacién de la integral de contorno de (5.9), o su homoéloga de (5.10), las zonas en
donde la tension de contorno es desconocida a priori.

5.8.- Principio de Saint-Venant.

Presentaremos ahora un principio cuya justificaciéon es totalmente experimental,
aunque sea posible dar argumentos fisicos en su favor. Ademads, este principio no es
aplicable en ciertas situaciones. Ello hace que pueda resultar sorprendente encontrar su
enunciado en el contexto del modelo matematico de la Teorfa de la Elasticidad, cuya
robustez es notoria. No obstante, se trata de un principio muy util para conseguir
soluciones de suficiente exactitud desde el punto de vista de las aplicaciones précticas.
La exposicion siguiente no se ajusta exactamente a la forma presentada por Saint-
Venant en 1855, sino que incide en la conclusion de mayor aplicabilidad préctica.

Sea AS una pequeiia porcion del contorno S de un sélido, como indica la figura 5.3.
El principio de Saint-Venant establece que a distancias grandes, -comparadas con las
dimensiones de AS-, la solucidn eléstica (desplazamientos, tensiones, etc.) diferird muy
poco si se sustituyen las cargas que actian sobre AS por otro sistema de cargas distinto,
pero estaticamente equivalente (de igual resultante e igual momento resultante). Por
ejemplo, en el punto P de la figura, esperamos similares movimientos y tensiones
cuando actuda el sistema de cargas a) sobre la porcién AS del contorno, que cuando actda
el sistema b), que es estdticamente equivalente. Ambos sistemas de cargas constan de la
superposicion de una distribucién de tensiones de resultante F mas otra distribucion de
resultante nula y momento M.
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M F
Tas o
M F =

® ASI bgﬁﬁ

Figura 5.3.- Acciones estaticamente equivalentes sobre una pequefa superficie.

A pesar de que la intuicién fisica pudiera parecer suficiente para justificar este
principio, hay ocasiones en que el mismo no es de aplicacién. Desafortunadamente hay
que invocar a la experiencia previa si se pretende juzgar de antemano cuando puede
aplicarse razonablemente y cuando no. Una excepcidn notable es la torsién con alabeo
restringido de barras de perfil de pared delgada, que se estudia habitualmente en el
contexto de la Resistencia de Materiales. Pueden encontrarse algunas excepciones mas
en algunas estructuras particulares de barras con nudos articulados, como la de la figura
5.4. En efecto, si contemplamos la estructura en su conjunto, la zona en la que actda el
sistema autoequilibrado de cargas (p/2, -p, p/2) es una pequeia zona del contorno de la
misma, por lo que cabria esperar que a grandes distancias (zona derecha de la estructura)
los esfuerzos en las barras fuesen préximos a cero. Sin embargo, puede comprobarse
(equilibrando sucesivamente los nudos), que tanto las barras préximas a la zona de
aplicacion de las cargas como las mds lejanas soportan esfuerzos de idéntica magnitud.

Figura 5.4.- Una excepcion respecto del Principio de Saint-Venant.

5.9.- Algunas notas acerca de las condiciones de contorno.

Independientemente del enfoque o de las ecuaciones que se empleen para resolver
un problema, siempre deben imponerse las condiciones de contorno del mismo durante
la resoluciéon. Como es evidente, una deficiente imposicién de las condiciones de
contorno hard inutil el esfuerzo posterior de resolucién, ya que en el mejor de los casos
se estard resolviendo un problema distinto del planteado inicialmente. Seguidamente
revisaremos algunos tipos basicos de condiciones de contorno.

En problemas elasticos que afectan a un solo sélido, debe tenerse presente como
regla bésica que en cada punto del contorno, si estd restringido el movimiento segtin una
direccion del espacio, la componente del vector tension segin esa direccion debe ser
incognita. Andlogamente, si es conocida una componente de tension, la correspondiente
componente de desplazamiento debe ser incognita. Esta sencilla regla nos asegura el
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correcto planteamiento de nuestro problema, en el sentido de que cumpla las
condiciones del teorema de unicidad de Kirchoff. Todas condiciones de contorno
representadas esqueméticamente en la figura 5.5 son posibilidades vélidas. Existen otras
posibilidades validas, como por ejemplo la imposicion de un valor no nulo de
desplazamiento en lugar del valor nulo representado en las condiciones de apoyo.

Desplazamiento | Prescrita una componente de| Tension prescrita
prescrito desplaz. y otra de tension.
Sé% solido sé%
En un punto En un punto " "

(napoyo fijO") (napoyo méVﬂ”) ( fuerza puntual )

s6lido s6lido s6lido
TS oo —

N
En una region de S En una region de S X prescrito

Figura 5.5.- Algunas posibilidades validas de condiciones de contorno.

Se entiende como "fuerza puntual" al limite de una distribucién de tensiones X;
usual (también de una fuerza de volumen X;), cuyos valores son arbitrariamente
grandes, pero que actiia sobre una porcién arbitrariamente pequefia del contorno, de tal
manera que la fuerza resultante (integral del vector tension o de la fuerza de volumen)
tiene el valor vectorial de la fuerza concentrada especificada. Asi, si se da una fuerza
puntual de componentes F; sobre un punto P del contorno, debemos entender que se
trata de una distribucién muy intensa de tensiones X;, que actdia sobre una porcién muy
pequeia €S(P) del contorno, en torno al punto P dado, de manera que se cumple:

I XidS = E
eS(P)

La interpretacion anterior debiera ser tenida en cuenta cada vez que se necesite tratar
una fuerza puntual, por ejemplo en el contexto de los teoremas integrales presentados en
este capitulo. En todo caso, si una componente de fuerza es conocida, la componente del
desplazamiento en ese punto debe ser incdgnita, y viceversa (caso de un apoyo). Una
fuerza concentrada interior al s6lido se interpreta andlogamente, como una distribucién
de fuerzas de volumen X; muy intensa que actiia sobre un volumen muy pequefio. El
trabajo virtual de una fuerza concentrada es igual al producto escalar de la fuerza por el
desplazamiento virtual de su punto de aplicaciéon. Un momento concentrado admite una
interpretacion similar, con salvedades que analizaremos detenidamente a continuacion.
El trabajo de un momento.

Al igual que una fuerza concentrada, un momento concentrado es una abstraccion
matemadtica que fisicamente se interpreta como una distribucion de fuerzas de volumen
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X, muy intensa que actda sobre una porcion muy pequefia del sélido, de forma que su
resultante es nula, pero no asi su momento resultante, cuyas componentes serdn M;. La
figura 5.6 ilustra la idea anterior, siendo €(P) la pequena porcioén de sélido en torno al
punto P en que la fuerza de volumen X; no es nula, y Jr, el vector que une el punto P con
un elemento diferencial de volumen genérico.

X,dV =0

&(P)

L(P)rx XdV = L(P)eijkrjxkdv =M,

Figura 5.6.- Esquema fisico de la aplicacion de un momento concentrado.

El trabajo virtual de la fuerza de volumen X; con el campo de desplazamientos ¢, vendra
dado por la integral:

L(P)de\’ = L(P)Xi [0,(P)+0,,(P)3r; |dV =, (P) L(P)XidV +¢,,(P) L(P) X,8rdV

La primera integral del ultimo miembro se anula por ser nula la resultante de la fuerza
de volumen. Precisamente ha sido preciso considerar un desarrollo en serie de @; hasta
derivadas primeras para retener las aportaciones no nulas (ni despreciables). La dltima
integral puede escribirse como:

— (9 P — c? P
0,(P)f  X8rdv=(ef+o)] Xdrdv=el XdrdV+oef| Xdrdv

ij

En donde la deformacién y la rotacién se entienden evaluadas en el punto P. Asi pues, el
trabajo del momento (es decir, de las fuerzas de volumen a las que representa) tiene los
dos sumandos que aparecen en el ultimo miembro de la igualdad anterior. Es facil
comprobar que el segundo sumando tiene el significado de "producto escalar del vector
rotacion por el momento", que nos resulta familiar. Véase:

of|  XSrdV=e,of| XSrdV=of] e,X5rdV=0{M,

Pero no hay razon para que el sumando que contiene a la deformacién se anule. Por otra
parte, el mismo no es expresable en funcién del momento resultante, en general. El
valor de este sumando depende de la tipologia particular de la distribucién X; en el
pequeio dominio €(P) en el que actia. Por lo tanto, la expresion mds concreta que
podemos ofrecer del trabajo de un momento es:

— m? ¢
L(P)Xi(pidV = 'M, +¢! L(P)XiﬁrjdV
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En mecénica del sélido rigido las deformaciones son nulas, por lo que el segundo
sumando se anula. En s6lidos con forma de barra, las hipdtesis que usualmente adopta la
Resistencia de Materiales hacen que el dltimo sumando sea despreciable. En ambos
casos se revierte a la expresion mds familiar de "momento por giro". Todo ello podria
inducir al lector a pensar que el trabajo de un momento tiene siempre ese valor, cosa
que, en rigor, es incorrecta. Existen sin embargo argumentos fisicos que permiten
despreciar el segundo sumando en ciertas situaciones. Por ejemplo, si el momento esta
aplicado mediante la torsion de una varilla de pequefia seccién (en comparacién con las
dimensiones del sdlido), que tiene uno de sus extremos soldado a la superficie del
sOlido, es concebible que el efecto rigidizador de la varilla en la zona soldada impida
que existan deformaciones importantes en esa zona (aunque sean grandes en sus
proximidades). Por tanto, en este caso pueden existir argumentos para despreciar el
segundo sumando.

Por otra parte, la integral que multiplica a la deformacién en el segundo sumando
tiene cierta propension a ser un tensor antisimétrico en casos practicos. En el caso en
que esto sea asi, su producto por la deformacién (tensor simétrico) serd nulo. Por
ejemplo, puede comprobarse que si el momento se aplica en un pequefio dominio
circular mediante una distribucion de fuerzas dada en coordenadas polares por X, = -Ar;
X,=0, la integral del segundo sumando resulta ser un tensor antisimétrico, por lo que
dicho sumando se anula. Esta forma de aplicar el momento corresponderia
aproximadamente a la utilizacién de una varilla de seccidn circular sometida a torsion, y
soldada por un extremo a la superficie del s6lido. Los argumentos anteriores conducen a
despreciar el segundo sumando en la ecuacién del trabajo del momento, en muchas
situaciones usuales.

Con el fin de comprobar que el referido segundo sumando no tiene porqué anularse
en condiciones mas generales, se sugiere que el lector trabaje el ejemplo bidimensional
de una distribucién de fuerzas X; =A x, , X, =-B Xx,, actuando sobre un rectangulo de
dimensiones pequefias 28,x29,, con los lados paralelos a los ejes X; X,, y en cuyo centro
se sitda el origen de coordenadas. Esta distribucién es equivalente a un momento,
pudiéndose comprobar que "el segundo sumando" no se anula en general (aunque lo
haga en algiin caso particular, como por ejemplo 8,=3,; A=B). Otro caso en el que el
segundo sumando tampoco se anula, es cuando el momento esta aplicado como un par
de fuerzas concentradas de gran valor, y muy proximas entre si. Esta ultima imagen de
un momento es probablemente la mas popular, pero es la menos representativa de la
realidad fisica, ya que describe una abstraccién (momento concentrado) en base a otra
abstraccién (fuerza concentrada).

Problemas con un plano de simetria.

Cuando el problema a analizar presenta simetria respecto de un plano, es posible
analizar solamente una de las mitades del s6lido, imponiendo en el plano de simetria las
condiciones de contorno adecuadas. Para encontrar estas condiciones de contorno, basta
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reparar en que si el problema presenta simetria (tanto geométrica como en condiciones
de contorno en tensiones y desplazamientos), las tensiones, desplazamientos, etc., en
puntos simétricos serdn también simétricos. Por ejemplo, si como indica la figura 5.7, el
plano 1-3 es de simetria, tendremos que:

u,(X,,X,,X;) =1u,(X,,—X,,X;)

u,(X,,X,,X;) =—U,(X,,—X,,X;)

u3(X1,X2 ,X3) = 113(X1,—X2 ,X3)

Figura 5.7.- Problema con plano de simetria 1-3.

La segunda de las ecuaciones anteriores implica que en el plano 1-3 (x,=0) debe ser
u,=0. Por otra parte, el que el estado de tensiones sea simétrico requiere que (la figura
5.7 muestra la simetria de la componente 12 de tensidén, como ejemplo):

G, (X5,X,,X3) =0 (X, —X,,X;3) G, (X},X,,X3) = =0, (X),—X,,X;)
0, (X},X,,X3) =Gy (X}, X, X3) 013(X,,X,,X3) =0 5(X,—X,,X3)
033 (X),X,,X3) = 033(X,,—X,,X;3) 03 (X)5X,,X3) = —03(X,,—X,,X;)

ﬂT

O0000000000000000O0

Figura 5.8.- Condiciones de contorno a aplicar en un plano de simetria.

De las ecuaciones relativas a 6, y a 0,5 anteriores, se sigue que en el plano 1-3 (x,=0)
deben ser 6,, =0 y 0,3 =0. Recapitulando las condiciones encontradas, el plano de
simetria debe permanecer plano con sus puntos moviéndose en el mismo plano (u,=0), y
debe tener tension tangencial nula ©=0 (0, y 0,5 son las componentes de 7T en el plano
1-3). Estas condiciones se reproducen esquemdticamente en la figura 5.8, y son las

condiciones a imponer en un plano de simetria cuando se desee analizar s6lo la mitad
del sélido.

-FQ?-M M\\tb
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Figura 5.9.- Ejemplo de simetria en tensiones pero no en desplazamientos.

Pueden presentarse también casos con simetria de tensiones respecto de un plano, pero
no de desplazamientos. En la figura 5.9, con la aproximacion (razonable en el sentido de
Saint-Venant) de que la distribucion de tensiones en el apoyo izquierdo es simétrica
respecto de la de la zona derecha homodloga, tenemos un ejemplo de este tipo de
problema. En casos como este, evidentemente se mantiene el hecho de que las tensiones
tangenciales son nulas en el plano de simetria de tensiones. Un razonamiento basado en
la superposicién de un movimiento de sélido rigido al problema del mismo sélido con
las mismas tensiones en (todo) el contorno, y que ademds presente simetria en
desplazamientos, conduce inmediatamente a que el plano de simetria debe seguir siendo
plano tras la deformacién. Sin embargo, ya no serd cierto que los puntos del plano de
simetria se muevan dentro de su plano.

Planos que no permanecen planos.

Como acaba de mostrarse, un plano de simetria de tensiones permanecera plano tras
la deformacién. Ademads, un plano de simetria de tensiones siempre tendrd tension
tangencial nula. Esto puede hacer pensar errébneamente que el que la tensién tangencial
sea nula en un plano implique que el mismo deba permanecer plano tras la deformacion.
Otro indicio que puede contribuir a reforzar esta idea equivocada, es que en sélidos con
forma de barra sometidos a diversas solicitaciones, que constituyen el objeto de estudio
de la Resistencia de Materiales, el alabeo de la seccidon se asocia tipicamente a la
presencia de tensiones tangenciales ("alabeo" es el término que describe que una seccién
transversal de la barra deja de ser plana tras la deformacion). La conclusion anterior no
es generalizable a s6lidos de geometria arbitraria. Para mostrarlo, puede analizarse un
contragjemplo sencillo, construido como se propone a continuacion.

Consideremos un s6lido bidimensional que ocupa una cierta region del plano x; x,,
y que contiene al menos a la porcion del eje x, entre el origen y un punto A(0,x,). La
deformacion transversal €, (y por tanto G,) es nula en los puntos que estdn situados
sobre el eje x,. Aunque seran irrelevantes para nuestros propdsitos, podemos considerar
como condiciones de contorno, que el origen (0,0) tiene desplazamiento y rotacion
nulos. En forma concisa, tenemos:

En puntos del eje x, : Condiciones de contorno en (0,0):
€,(0,x,)=u,,(0,x,) #0 u,(0,0)=0

€5,(0,%,) =u,,(0,x,) #0 u,(0,0)=0
2¢,,(0,x,)=u,,(0,x,)+u,,(0,x,)=0 2w,,(0,0)=u,,(0,0)—u,,(0,00=0

Integrando, calcularemos el desplazamiento del punto genérico A sobre el eje 2:

A A
u, = _[0 g, dx, +f(x,)=(dx, =0)=1(x,); u, =_[0 €,,dx, +g(x,)

df(x,) + de(x,) + J'Asszz’ldx2 =0
dx, dx, 0

2e, = u,+u,, = 0=
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Donde f(x,) y g(x;) son por ahora funciones arbitrarias. Puesto que se requiere calcular
derivadas u, respecto de x;, no se particulariz6 ain g(x;) en x;=0. Para completar el
cilculo de los desplazamientos se necesita conocer la forma de €,,. Dado que solo
pretendemos encontrar un contragjemplo, sirve cualquier caso particular que conduzca
al resultado deseado. Consideremos que €,,= x;h(x,) en todo el sélido, o al menos en
una regién en torno al eje Xx,, siendo h(x,) una cierta funcién conocida, que
supondremos polindmica para fijar ideas. Tendremos:

df(x,) + rz h(x,)dx, + dg(x)

df (x deg(x
dx 0 2 dx : 2)+H( T .
2 1

X, dx,

=0 =>

x;=0

=0

x;=0

Hemos llamado H(x,) a la funcién primitiva de h(x,), que serd un polinomio de un
orden superior al de h(x,). La dltima ecuacién consta de una adicién de términos que
dependen de x, igualada a cero. Nétese que la derivada de g(x;) en x;=0 es una cierta
constante, que llamaremos -K. Por tanto:

- k; M) i)k
dx,

dg(x,)
dx,

x;=0
Integrando:
£(x,) == H(x,)dx, + Kx, +B

La integral de H representa un polinomio de un orden mayor que H, y que no tiene
término constante (B recoge esta constante). Notese que las condiciones establecidas en
nuestro enunciado no determinan completamente la funcién g(x;). Las componentes de
desplazamiento son:

A
u,==[H,)dx, +Kx, +B 1w, = [Uxh(x,)dx, +g(x) = (x, =0) = g(0)

De la aplicacion de las condiciones de contorno en el origen resulta:

1,(0,00=0=B=0 ; u,(0,00=0=g(x,=0)=0
dg(x,)

Xy

ul,Z(O,O):uz,l(O,O):—H(0)+K={ j h(x,)dx, +—=—12 } =H(0)-K
(0,0)

Al ser H(x,) una integral de h entre el origen y la coordenada x, del punto A, serd
H(0)=0, dado que el intervalo de integracién se anula. Por tanto, la dltima igualdad
conduce a que K=0. Con esto, los desplazamientos del punto A(0,x,) quedan:

u,(0,x,) ==[H(x,)dx, 5 u,(0,%,)=0

Las coordenadas (z,z,) de la posicion final de los puntos A que inicialmente estaban en
las posiciones (0,x,) se obtienen mediante z; = X; + u;, es decir:
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21:—.[H(xz)dx2 ;o Z,=X,

Las dos ecuaciones anteriores definen de forma paramétrica (siendo el pardmetro x,) las
coordenadas z;,z, de los puntos de la curva en que se ha transformado la linea del s6lido
que inicialmente coincidia con el eje 2. La curvatura de una curva dada su expresion
paramétrica es:

1 A\l
Z, 1,

" "
Z, 7,

[z +2,)*]"

K=

Donde las primas denotan el orden de derivaciéon de la coordenada respecto del
parametro. La curvatura serd distinta de cero si lo es el determinante que aparece en el
numerador. Sustituyendo los valores z'\=-H(x,), z',=1, z"|=-h(x,), z",=0, el valor del
determinante resulta ser h(x,). Por tanto la curvatura de la deformada no es nula,
mostrando que la condicidn de que exista tension tangencial nula en un plano no implica
que ese plano permanezca plano tras la deformacion.

El lector puede construir contragjemplos concretos referidos a todo un dominio
basidndose en el desarrollo anterior. Por ejemplo, tomando €;,(X,,X,)=0; h(x,)=X5;
g(x1)=0 (g y su primera derivada deben anularse en x;=0; no se le requiere ninguna otra
condicién), tendremos H(x,)=x,%/2, y el campo de desplazamientos (en puntos que
ahora pueden no estar sobre el eje x,) sera:

[}

3
A X Xy X, X
u, =IO g,,dx, +f(x2)=0——62 ;ou, =j0 X, X,dx, =—122

Puede comprobarse que, en efecto, este campo de desplazamientos tiene €,,=0 en el eje
X, (y en todo punto) y que la configuraciéon deformada de los puntos inicialmente en
(0,x,) estd dada por las coordenadas (z,,z,) de valor z;=-x,3/6 ; Z,=X,; que no representa
la ecuacion de una recta. En el caso en que hubiéramos tomado h(x,)=0, y por tanto
€,,=0, se habria obtenido curvatura nula de la deformada del eje. En el caso en que &,,
dependiera solamente de x,, también se obtendria curvatura nula.
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<_€7 :]% ... etc.

Figura 5.10.- Simetrias sucesivas en una barra recta sometida a flexién-traccion.

Dado su especial interés, el caso de barras rectas que estudia la Resistencia de
Materiales merece una referencia particular. Las condiciones de traccion-flexion asumen
que la componente normal de tension varia linealmente en la seccidon y las demds son
nulas, incluso en los extremos de la barra. Por ejemplo 6,,= Ax;+B (que en la figura
5.10 se representa por simplicidad mediante una fuerza y un momento aplicados en el
centro de dreas de la seccidon). Bajo estas condiciones, un razonamiento de simetrias
sucesivas evidencia que cualquier seccion permanecerd plana tras la deformacion. Bajo
otros tipos de solicitacion las secciones no permanecerdn planas, en general. En el
capitulo siguiente retomaremos el caso de traccion-flexion y analizaremos algun otro
caso particular.

Problemas con plano de antisimetria.

Existe antisimetria respecto de un plano cuando el sélido tiene geometria
inicialmente simétrica respecto del plano, pero en cada mitad del sélido las cargas de
volumen y las condiciones de contorno (tanto en tensiones como en desplazamientos)
son de signo opuesto al que corresponderia si hubiera simetria.

La primera de las figuras 5.11 muestra un ejemplo de antisimetria respecto del
plano 2-3. Por simplicidad, pensemos que se trata de un problema bidimensional. Esta
antisimetria implica que si giramos 180° el sélido en torno al eje 2, veriamos el mismo
problema, pero con todas las cargas y condiciones de contorno en sentidos opuestos a
los del problema inicial. Al nuevo problema corresponden evidentemente
desplazamientos y tensiones cuyo sentido es opuesto respecto del problema original
(porqué?). Utilizaremos esta conclusion para simplificar el andlisis.
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H 1
Figura 5.11.- Ejemplo de problema antisimétrico, y condiciones de contorno a aplicar.

Consideremos dos puntos simétricos A y A'. El desplazamiento del punto A' en la
perspectiva de la segunda figura 5.11 serd opuesto al desplazamiento del punto A en la
perspectiva de la primera figura, como se indica. Trazamos en la primera figura el
desplazamiento de A' (que acabamos de calcular en la segunda figura en funcién del de
A). Esta sencilla operacion permite observar que:

u1(X1’X2):u1(_X1’X2) 5 uz(Xsz):_uz(_xpxz)

Lo anterior implica que un punto en x;=0 puede tener movimiento horizontal u; distinto
de cero, pero su movimiento vertical debe ser nulo:

UZ(O, X2) =0

Razonando andlogamente con las tensiones, trazamos en un punto de x; positivo las
componentes de tension (primera figura). Si como antes observamos el sélido rotado
180°, se nos presenta un problema con todas las cargas, etc, cambiadas de sentido. En
este problema (segunda figura), las tensiones serdn iguales y de signo contrario que en el
problema original. Girando nuevamente 180° la segunda figura revertimos al problema
original, obteniendo con ello las tensiones en un punto en funcién de las del punto
simétrico, como se representa en la primera figura. Observando el resultado es
inmediato concluir que:

0, (X,X)) ==0,(=X,,X,) 5 0p(X,X,)) ==0p(—X,X,) 5 015(X),X,) =0, (—X,X;)

Lo anterior implica que en un punto sobre el plano de simetria geométrica, las dos
componentes de tension normal, G, y O,,, serdn nulas. En cambio la componente de
tension tangencial 6, puede ser distinta de cero. El interés aqui se reduce a obtener las
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condiciones de contorno a aplicar en el plano de antisimetria cuando simplificamos el
andlisis tomando sélo medio sélido. En la nueva "superficie exterior", -el plano 23-, la
componente ,,; debe ser nula. La componente G,, no estd condicionada. Resumiendo,
los puntos del plano de antisimetria s6lo se moveran perpendicularmente al plano, y la
tension normal en ese plano serd nula. La tercera de las figuras 5.11 muestra la
simbologia utilizada habitualmente para representar este tipo de condiciones de
contorno.

Notemos finalmente que la componente G,, no se aprecia en el plano 23, por lo que no
cabe incluir su valor entre las condiciones de contorno. Ello no obsta para que deba ser
nula, como efectivamente obtendremos en el proceso de resolucion, ya que las
condiciones en el plano 23 ©,,=0, u,=0, implican 6,,=0 a través de la ley de
comportamiento.

Contacto segin la ey de Coulomb.

Frecuentemente, un sélido tiene limitadas sus posibilidades de movimiento debido
a la vecindad de otro sélido. En efecto, la experiencia comin indica que dos sé6lidos no
ocupardn el mismo espacio fisico, y que si se aproximan mutuamente llegard a
producirse contacto entre sus superficies, y no su interpenetracion. La primera nocién
fundamental en el fendmeno de contacto es pues la de "zona de contacto", que es la
superficie geométricamente comun a los contornos de ambos sélidos. Supongamos por
simplicidad que todas las cargas aplicadas a los solidos se hacen crecer
simultdneamente. En este proceso de carga, la zona de contacto puede variar de tamafio.
Segun la forma de evolucién de la zona de contacto, los problemas de contacto se
clasifican en:

- Contacto en avance. Cuando nuevos puntos materiales de los sélidos se
incorporan a la zona de contacto en el proceso de carga.

- Contacto en retroceso. Cuando puntos materiales de los sélidos abandonan la
zona de contacto, sin que exista incorporacion de nuevos puntos.

- Contacto conforme. Cuando no se incorporan ni salen de la zona de contacto
puntos materiales de los sélidos durante el proceso de carga.

La figura 5.12 muestra ejemplos bidimensionales tipicos de los tipos de contacto
anteriores. Como ejemplo de problema en avance se muestra el contacto de un cilindro
sobre una superficie horizontal. La zona de contacto crecera al aumentar la carga
vertical. Como ejemplo de retroceso tenemos el contacto de un cilindro rodeado de otro
sOlido, a cuyo agujero se ajusta perfectamente (sin huecos y sin compresion) cuando la
carga es nula. Como ejemplo de contacto conforme se muestra el problema de una cara
plana de un sélido sobre una superficie horizontal. La zona de contacto no varia al
aumentar la carga, en este caso.
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Figuras 5.12.- Ejemplos de tipos de problemas de contacto

La ley de friccién de Coulomb es un modelo sencillo y aceptable para representar
los fenémenos elésticos asociados al contacto entre s6lidos con superficies secas. Seguin
esta ley, la tension tangencial a las superficies en un punto tendrd, como méximo, el
valor de la tensién normal de compresion, multiplicada por un coeficiente de rozamiento
I, que depende del material, el acabado de las superficies, etc. Si en un punto de la zona
de contacto la tension tangencial no alcanza ese limite, los correspondientes dos puntos
de ambos sdlidos continuardn compartiendo la misma posiciéon geométrica. Se dice que
ambos puntos estin en estado de adhesion. Si se llega al referido limite, puede
producirse movimiento tangencial relativo entre los puntos materiales que estaban en
contacto. Decimos entonces que esos puntos estdn en estado de deslizamiento.
Adicionalmente se establece que la direccion de la tensién tangencial serd, en cada
solido, opuesta al deslizamiento relativo entre los puntos inicialmente en contacto,
cuando tal deslizamiento exista. Asi pues, la zona de contacto puede estar subdividida
en subzona(s) en estado de adhesién, y subzona(s) en estado de deslizamiento.
Llamando ¢ la componente normal del vector tension, y T a la componente tangencial,
definidas en el epigrafe 2.1, la ley de Coulomb se puede expresar mediante:

T<U | o | Estado de adhesion.
T=U |C | Estado de deslizamiento.

(tens. tangencial opuesta al desliz. relativo)
T>U | 6| Imposible.

Las condiciones de contorno a imponer en zonas de contacto se resumen en la figura
5.13. En ella se muestra un punto de cada sélido, inicialmente en mutuo contacto,
aunque se dibujan separados por claridad. Se han notado las componentes de sus
desplazamientos normales como u”,, uB , segin se trate del punto del sélido A o del B,
y las componentes tangenciales como u?, uB, de acuerdo con los ejes tangencial y
normal (t-n) dibujados. En hipétesis de pequefios desplazamientos, la suposicién de que
ambos puntos seguirdn formando parte de la zona de contacto, conduce a que u?, = uB_,
en todos los casos. Para el vector tension en esos puntos se usa la notaciéon TA, TB,
seglin se trate del punto del s6lido A o del B. En la figura se representan mediante sus
componentes en los ejes t-n, es decir TA, , T4, y TB ,TB, dibujadas en sentido positivo.
El equilibrio local exige en todos los casos que sea TA = -TB_; TA =-TB,.

n°?
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Sélido A uAt ‘ En todo caso:
T x Cuhe TR TR TR ST,
TA§ Tt S
n n
) ) Adhesién: u® = uf ; |T,|<u|T,|
L. o b T
— t\ ‘ Deslizamiento:
—=
Sélido B uB ‘ ‘Tt‘ = H‘Tn‘ . signo TAt = signo (uBt _uAt

Figuras 5.13.- Condiciones de contorno posibles en un punto de la zona de contacto.

Cuando sea posible adoptar como aproximacion que el coeficiente de friccion sea nulo,
diremos que existe contacto sin friccion. Esta condicién se produce por ejemplo cuando
se considera impedido el movimiento normal a la superficie, y no el tangencial (como se
mostrd en la figura 5.5). Bajo esta hipdtesis la tension tangencial es nula, y habrd estado
de deslizamiento en todos los puntos de la zona de contacto.

Respecto de los problemas eldsticos mas tipicos, la resolucion de un problema de
contacto tiene la dificultad afiadida de que es necesario encontrar el tamafio de la zona
de contacto para el nivel de carga establecido, asi como su particiéon en subzonas de
adhesion y deslizamiento. En general esto no puede llevarse a cabo desacopladamente
de la resolucién en tensiones, desplazamientos, etc, del problema. Si ademds no se da la
circunstancia supuesta al principio de que todas las cargas crecen a la vez desde cero, y
el coeficiente de fricciéon no es nulo, la solucién dependera también de la historia de
carga. Incluso con sélo alguna de las complicaciones mencionadas, la resolucion
analitica de un problema de contacto puede resultar muy compleja. El tratamiento
especifico de los problemas de contacto se sale de los propdsitos de este texto. Puede
consultarse al respecto el texto de Barber, capitulos 12 y 21. Un tratamiento mucho mds
extenso y detallado puede encontrarse en el libro de Gladwell, dedicado integramente a
problemas de contacto.

Si el lector llega a tener necesidad en el futuro de analizar problemas de contacto, lo
mas probable es que se plantee utilizar para ello métodos numéricos aptos para
ordenador, como el Método de los Elementos Finitos o el Método de los Elementos de
Contorno (el cual presenta ventajas claras para problemas eldsticos de contacto), en
lugar de procedimientos analiticos. Para concluir este apartado, se resumirdn algunas
particularidades especiales de ciertos problemas, cuyo conocimiento serd muy util a la
hora de disefiar una estrategia de solucién basada en algin método numérico como los
citados.

Problemas sin friccion:

La solucion no depende de la historia de cargas.

Si hay avance, el tamafio de la zona de contacto depende del nivel de cargas.
Problemas con friccion:

La solucién depende siempre de la historia de cargas.
Problemas con o sin friccion:
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Si el contacto es conforme o en retroceso, y las cargas (y eventualmente los
desplazamientos prescritos no nulos) crecen todas en la misma proporcion desde
cero, entonces el tamafio de la zona de contacto, asi como el de las subzonas de
adhesion y deslizamiento si hay friccion, es independiente del nivel de carga,
suponiendo que se aplica al menos una fraccién no nula de la misma.

Como se aprecia, la dependencia de la historia de cargas estd asociada a la presencia de
friccion, y es consecuencia de la irreversibilidad termodindmica implicada. La unica
excepcion a lo anterior se tendria en el caso en que no se produjese deslizamiento en
ningin momento de cada uno de los procesos de carga considerados.

La tercera propiedad de las enunciadas indica que, por ejemplo el caso de retroceso de la
figura 5.12 presentard zonas de contacto cuyo tamafio serd independiente del valor de la
traccion lateral. Esto serd asi aunque pueda sorprender a primera vista. Piénsese que el
comportamiento de cada solido es lineal, y que si el estado de contacto de cada punto no
cambia, el problema completo serd lineal en el sentido de que a niveles de carga
mayores corresponderdn desplazamientos y tensiones proporcionalmente mayores (el
multiplicar la tensién normal y tangencial por el mismo factor en un punto de la zona de
contacto dejard a dicho punto en el mismo estado de adhesion o deslizamiento que
tuviese). En los problemas conformes o de retroceso no es factible que un punto de la
zona de contacto cambie de estado al aumentar el nivel de carga. Para darnos cuenta de
ello basta apreciar que multiplicando todas las tensiones, desplazamientos (y
consecuentemente los acercamientos y alejamientos relativos entre puntos), etc, por un
mismo factor, se obtiene una solucién sin incompatibilidades, ya que ningin punto de la
zona de contacto sale de la misma ni cambia su estado, y ningtin punto de zonas vecinas
a la de contacto se incorporard al contacto (aqui es crucial que el problema sea de
retroceso, para que entre puntos con posibilidad de contactar sélo haya alejamientos;
noétese que lo anterior no puede decirse de la primera de las figuras 5.12). Por tanto, la
solucion elastica del problema a un nivel de carga serd la misma que a otro nivel de
carga, multiplicada por el factor correspondiente.

Respecto de esa tercera propiedad, se llama la atencidén sobre que la condicién de que
todas las cargas crezcan uniformemente desde cero excluye por ejemplo la presencia de
un desplazamiento prescrito no nulo que no crezca desde cero con el resto de las cargas.
Claramente también excluye la presencia de un sistema de cargas previo y distinto del
que se pretende analizar.

5.10.- Coeficientes de Influencia.

En ocasiones es util conocer como estan relacionados el desplazamiento en un
punto B con una fuerza puntual aplicada en otro punto A del sélido. Bajo las
condiciones de comportamiento eldstico lineal que asumimos, y si las condiciones de
contorno en desplazamiento son homogéneas (tipo u=0), en ausencia de fuerzas de
volumen dicha relacién serd lineal. Llamamos de modo genérico "Coeficientes de
Influencia” a los coeficientes (constantes) de esa relacion lineal entre fuerza y
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desplazamiento, o también a los de las que relacionan sus proyecciones sobre alguna
direccion especificada.

Llamaremos f;(A) a las componentes de la fuerza que se aplique en el punto A, y u;A(P)
a los desplazamientos en un cierto punto P debidos a esa fuerza aplicada en A, como

indica la figura 5.14. Escribiremos la relacion lineal entre componentes de fuerza y
desplazamiento su forma general, para cada caso ilustrado en las figuras 5.14:

u(B)=C*f;(A) ; u’(A)=C"f,(B) (5.11)

f (A

u® (A)

Figuras 5.14.- Desplazamientos de dos puntos para definir Coeficientes de Influencia.

Donde el primer superindice de los coeficientes indica el punto cuyo desplazamiento se
observa, y el segundo superindice el punto de aplicaciéon de la fuerza. La simple
inspeccién de las ecuaciones anteriores permite asegurar que tanto CAB como CBA son
tensores de orden dos. Supondremos que todas las condiciones de contorno en
desplazamientos son homogéneas (desplazamientos nulos), y que las fuerzas de
volumen son despreciables. La aplicacion del segundo teorema de reciprocidad entre los
dos estados de carga conduce a:
f,(A)u?(A)=f,(B)u*(B)
Que con (5.11) resulta:

fi(A)Ci?ij(B) =f (B)C?Afj(A) = fj(B)C?iAfi(A)

En la ultima igualdad se ha hecho uso de que cualquier simbolo puede utilizarse como
subindice mudo. Como f(A) y f(B) son vectores que pueden tomar cualquier valor, sera:

C?B =CEA (5.12)

La ecuacién anterior resume la caracteristica principal de los tensores de coeficientes de
influencia. Notese que la misma no implica que ninguno de los dos tensores sea
simétrico. Solamente en el caso en que se esté observando el desplazamiento en el
mismo punto que se aplica la fuerza sucede que el tensor de coeficientes de influencia es
simétrico. Por ejemplo, (5.12) implica la simetria de CAA:

C?A = CﬁA (5.13)
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Alternativamente, también se denominan "coeficientes de influencia" los escalares
que relacionan los médulos de las fuerzas con las proyecciones de los desplazamientos
sobre las fuerzas (que son aplicadas en el punto donde se observa el desplazamiento,
pero que corresponden a otro estado de carga). Esta definicion es diferente de la del
tensor de coeficientes de influencia, aunque guarda relacion con ella, como veremos.
Por ahora, y con el objeto de precisar la nueva definicion, definimos el escalar uB(A)
como la proyeccion de uB(A) sobre f(A), siempre con referencia a la figura 5.14. Nétese
que el desplazamiento y la fuerza anteriores corresponden a estados de carga distintos.
Los nuevos coeficientes de influencia escalares son definidos mediante:

u* (B)=CB*f(A) ; u®B(A)=C"*f(B) (5.14)
Siendo f(A) el médulo de la fuerza f(A), y andlogamente para f(B). Para encontrar
la relacién entre estos coeficientes, CAB, CBA  y los términos de los tensores de

coeficientes de influencia, multiplicamos escalarmente la segunda igualdad (5.11) por
un vector unitario en la direccién y sentido de f(A), que llamaremos nA:

uP(A)=Cf,(B) = nluP(A)=n Ci"f,(B)
El primer miembro es uB(A). En el segundo miembro utilizamos la identidad
f(B)=f(B)n(B). Ast:
u®(A)= Ci‘j*BniAn?f(B)
Identificando términos entre la ecuacién anterior y la segunda de (5.14) tenemos:

C* =C{"n'n? ;y andlogamente: C** =C/*n’n? (5.15)

u(A)=ul(A)+uP (A)=C M (A)+C)°f,(B)
u,(B)=u(B)+uf(B)=C{*f,(A) +C"f,(B)

Figura 5.15.- Movimientos cuando actian fuerzas en A y en B.

Las relaciones anteriores determinan el valor de los coeficientes de influencia escalares
en funciéon de las componentes de los tensores de coeficientes de influencia. Si en la
ultima de las ecuaciones anteriores intercambiamos los subindices mudos y hacemos
uso de (5.12), resulta:

BA _ (~BA_B_A _ ~AB_B_A
C —Cji n;n; —Cij n;n;

Que en virtud de la primera ecuacién (5.15) es precisamente CAB. Por tanto, entre los
coeficientes de influencia (escalares) se cumple la relacion:
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CAB = CBA (5.16)

Los coeficientes de influencia también permiten calcular el desplazamiento de los
puntos cuando actian fuerzas en mds de un punto. Solo hay que emplear el principio de
superposicion de efectos. Asi, los desplazamientos de A y B cuando actian
simultdneamente fuerzas en ambos puntos, pueden calcularse como se indica en la
figura 5.15. Vamos a escribir una expresion matricial que englobe las dos relaciones
anteriores (para un caso bidimensional, por simplicidad). Para ello definimos una matriz
columna u que contenga en sus dos primeros términos las dos componentes de u(A), y
en los otros dos las de u(B); andlogamente definimos una matriz columna f que
contenga a f(A) y a f(B), y una matriz cuadrada C, de dimensiones 4x4 en este caso, que
contenga a las submatrices (2x2) CAA,; CAB, etc. Podemos escribir:

w(A) ] [Cr ey | fA)
w(A) | |G Cy C CF LA TuA)]_[cM c A
u@®B) | [Cr ot P CR I fB) |7 [u®B)| |[C* C™ | f(B)
u,B)| |G C CF CYfL,(B)

b

Como (5.12) expresa que CAB es la traspuesta de CBA, y (5.13) indica que CAA y CBB
son simétricas, resulta que la matriz de coeficientes de influencia C que hemos definido,
es simétrica. Aunque se ha considerado un problema bidimensional por simplicidad, el
razonamiento es evidentemente aplicable a casos tridimensionales. La tnica diferencia
es que las submatrices serdn (3x1) o (3x3), manteniéndose la conclusién de que la
matriz C es simétrica. Por otra parte, pueden incluirse mas de dos puntos (en los que
aplicar fuerza y observar desplazamiento) en el desarrollo anterior. El razonamiento de
superposicion de efectos conduce en este caso a una matriz C de (NxN) submatrices,
siendo N el nimero de puntos elegidos en el sélido. Cuanto mayor sea el nimero de
puntos elegidos, conseguiremos una mejor descripcién del comportamiento elastico del
solido. Esta descripcion podra utilizarse como aproximacién en aplicaciones practicas.
Tendremos ocasién de apreciar algunas caracteristicas comunes entre el procedimiento
de aproximacion sugerido y la técnica de aproximacién por Elementos Finitos,
presentada en un capitulo posterior. El coste de disponer de una informaciéon mads
precisa acerca del comportamiento del sélido es, en todo caso, el cdlculo -y manejo- de
matrices de coeficientes mayor tamafio.

Hemos definido la matriz global de coeficientes de influencia anterior, C, en base a
las componentes de los tensores de coeficientes de influencia. Es también posible
emplear un enfoque basado en los coeficientes de influencia escalares. Como ventaja,
tendremos un escalar donde antes teniamos una submatriz, con la consiguiente
economia operativa. La desventaja es que la informacién contenida se limita a la
proyeccioén de los desplazamientos sobre la direccidon de las fuerzas (notados como,
u(A), etc), no apareciendo los vectores desplazamiento como tales. Por otra parte, este
enfoque sélo es ttil si la fuerza en cada punto va a mantener su direcciéon en todos los
casos a analizar. Con este enfoque basado en coeficientes de influencia escalares,
tenemos:
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uA|_[ur@+ut @] _[em e rw ]
= = ’ u=
u(B) u*(B)+u®B) | |C* C®* | f(B)

Tanto la matriz global C' definida en la dltima igualdad, como u' y f', son evidentemente
distintas de las definidas en base a los tensores de coeficientes de influencia. De la
ecuacion (5.16) se sigue que la nueva matriz C' es también simétrica.

Para finalizar, apuntaremos que basdndose en las propiedades de los coeficientes de
influencia pueden encontrarse relaciones, que a primera vista pueden resultar
sorprendentes, entre los desplazamientos de los puntos de un sélido bajo distintos
estados de carga. Un ejemplo cldsico se muestra en la figura 5.16. Se trata de una viga
con uno de sus extremos empotrado (con desplazamientos y giro impedidos), a la que se
aplica perpendicularmente una fuerza de magnitud F en dos posiciones distintas.

CAB: CBA
= u’(A)= u*(B)

Figura 5.16.- Ejemplo de aplicacién de propiedades de los coeficientes de influencia.

La conclusién es, en este caso, que el movimiento vertical del punto B en la figura
izquierda debe ser igual que el de A en la figura derecha. Por supuesto, esta misma
conclusion se alcanza aplicando directamente el segundo teorema de reciprocidad entre
los dos estados de carga.
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Capitulo 6

Estados elasticos bidimensionales.

Existe un gran nimero de problemas eldsticos cuya solucién puede ser descrita con
aproximacién razonable involucrando sélo a las componentes de desplazamiento,
tensién y deformacidn que son visibles en la proyecciéon del sélido sobre un plano. El
conjunto de circunstancias que deben concurrir para que este tipo de simplificacion sea
factible, asi como algunos métodos de andlisis tipicos para este tipo de problemas,
constituyen el objeto de estudio de este capitulo.

6.1.- Introduccion.

La realidad fisica en que nos desenvolvemos es tridimensional, y todos los
problemas de mecdnica de sdlidos son, en rigor, tridimensionales. No obstante, en
muchas ocasiones es posible obtener una solucién aproximada, til desde el punto de
vista prictico, en funcién solamente de las componentes de desplazamiento en un plano,
digamos u, y u,, y de las correspondientes componentes de deformacion, €, €5, €, ¥
de tension, ©,;, ©;,, 0,,. Cuando esto es posible, tenemos como primera ventaja la
simplificacién operativa en la resolucion del problema que corresponde a la reduccién
del numero de dimensiones del mismo. Como segunda ventaja, encontraremos que €s
posible aplicar ciertas técnicas particulares de solucién, vdlidas s6lo para problemas
bidimensionales. Estas técnicas son por una parte la basada en la "Funcién de Airy", que
presentaremos mds tarde en este capitulo, y por otra parte las técnicas de variable
compleja, de desarrollo mas reciente. Estas tltimas técnicas no seran tratadas aqui,
recomenddndose al lector interesado que consulte la referencia original de N.
Muskhelishvili, en la que dichas técnicas fueron presentadas por primera vez. La
primera edicion en ruso de este texto data de 1933, habiendo sido editado
posteriormente en inglés (referencia que figura al final del capitulo).

Al estudiar los estados eldsticos bidimensionales debe tenerse presente, como idea
de fondo, que una representacién bidimensional de un problema es casi siempre una
aproximacién a un comportamiento que realmente es tridimensional. El los epigrafes
siguientes enunciaremos las condiciones tedricas que deben darse para que la
representacion bidimensional de un problema sea aceptable, o eventualmente exacta
(desde el punto de vista del modelo eldstico tridimensional). La aproximaciéon que
consigamos serd tanto mejor cuanto mas se ajuste la configuracién del problema a las
condiciones tedricas que enunciaremos.
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6.2.- Estado de deformacion plana.

Comenzaremos enunciando las condiciones que definen desde el punto de vista
matemadtico el estado de deformacién plana (abreviadamente D.P.). Decimos que se
presenta estado de deformacién plana en el plano 1-2 si se cumple lo siguiente:

u; =0
u, =u, (X, X,) (6.1)
u, =U, (X}, X,)

[y

Es decir, si en todos los puntos del sélido el movimiento en direcciéon 3 es nulo, y
ademds los movimientos u, y u, no dependen de la coordenada x,. Para analizar en qué
situaciones es razonable adoptar la hipétesis de D.P., reparemos en que la condicién
u,=0 implica que los planos x;=cte del s6lido permanecerdn planos tras la deformacidn,
y sus puntos se mantendrdn en su plano inicial. Por otra parte, de (6.1) se deduce que
u; 3=U; ;=U, ;=U; ,=0. Por tanto:

€337€37€53=0; 73=0;=0.

Luego los planos x;=cte tienen tensién tangencial nula. En ciertos problemas, por
ejemplo en el de la figura 6.1, un razonamiento de simetrias sucesivas permite asegurar
que cualquier plano x,=cte tendrd tensién tangencial nula y se moverd en su plano.

g |
‘ i X
Hed F
| |
‘/1 | |
% | |
|
| ‘ |
|
[
‘ A | ‘
" | | |
‘ |
Xy ‘ i
- - _ |

Figuras 6.1.- Identificacion del estado de deformacién plana.

Las figuras representan un sé6lido prismatico, cuya geometria se obtiene como desarrollo
a lo largo de una porcién del eje x; de una superficie en el plano x, x,, que llamamos
seccién del prisma. Las cargas aplicadas son perpendiculares a x;, y se mantienen
constantes a lo largo de x;, como indican las figuras de la izquierda. Ademds, las
secciones extremas tienen impedido el desplazamiento u,, como indican las figuras de la
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derecha. El plano de simetria geométrica es claramente también un plano de simetria del
problema eldstico, como indica la primera figura de la derecha (en estas figuras no se
representa la carga por claridad). Por tanto podemos analizar solamente una mitad del
s6lido haciendo uso de lo expuesto en el epigrafe 5.9. El problema se transforma asi en
el representado en la segunda figura del recuadro derecho. Pero en esta dltima, también
hay simetria de geometria y condiciones de contorno, siendo posible a su vez considerar
s6lo medio sélido, como se indica en la tercera figura. Procediendo sucesivamente, se
llega a la conclusioén de que cualquier plano x,=cte es plano de simetria de un cierto
problema (que es una cierta porcién del problema original), por lo que sus puntos se
moverdn sin salirse del plano inicial, y en todos estos planos la tensidn tangencial serd
nula. Por otra parte el razonamiento de simetrias sucesivas evidencia que los
desplazamientos u,; y u, no dependerdn de x5, puesto que dos porciones arbitrarias de
igual longitud (limitadas por dos planos x;=cte en los que u, estd impedido) constituyen
exactamente el mismo problema eldstico. Por lo tanto, el problema de las figuras 6.1
contiene un conjunto de condiciones suficientes para que la hipétesis de D.P. resulte
rigurosamente correcta. Resumimos a continuacién este conjunto de condiciones:

a) El sélido tiene geometria de prisma recto, de seccidn arbitraria.
b) Los extremos planos del prisma tienen impedido el
desplazamiento normal al plano, pero no tienen impedido su

desplazamiento en el propio plano. [ -

c) Las cargas tienen componente nula segun el eje del prisma. 6.2)
d) Las cargas no varian en la direccién del eje del prisma.

"Las cargas" referidas en c) excluyen evidentemente la tensiéon normal en los
extremos planos del prisma. Esta tension existird debido a la restriccion del movimiento
en esos extremos. Como se ha mostrado, las condiciones (6.2) son suficientes para que
se dé exactamente un estado de deformacion plana. No hemos demostrado que estas
condiciones sean necesarias, por lo que tedricamente podrian darse estados de D.P. fuera
de las pautas (6.2) anteriores, por ejemplo en un sélido no prismético bajo un extrafo
sistema de cargas. Esta posibilidad no es realista. Por otra parte, si el sélido es
prismético (condicién a)), las condiciones b) c¢) y d) son también necesarias (ademds de
suficientes) para que exista estado de D.P. La justificacién de la tltima afirmacién se
presentard al estudiar las ecuaciones de equilibrio, en este mismo epigrafe. El lector
encontrard también en el resto de este epigrafe las ideas clave para identificar de modo
seguro si un problema es analizable razonablemente bajo hipétesis de deformacién
plana, o no lo es.

La solucién correctora.

Entre las condiciones (6.2), la menos frecuente en problemas reales es que el prisma
esté entre dos paredes absolutamente rigidas con las que mantiene contacto sin friccidn.
Afortunadamente, la solucién de D.P. puede ser usada como aproximacién cuando la
longitud del prisma es grande comparada con las dimensiones transversales del mismo,
cualesquiera que sean las condiciones en los extremos.

Un argumento frecuentemente presentado en la literatura en favor de lo anterior
consiste en plantear la similitud con el caso limite de un prisma de longitud infinita. En
ese caso, todas las secciones serian de simetria (ya que cada una tendria infinito sélido a

[
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su derecha e infinito sélido a su izquierda), lo que al menos asegura que las secciones
permanecen planas. Esto seria aproximadamente extrapolable a una cierta porcién
central de un prisma largo aunque no infinito. Sin embargo, el considerar un prisma de
longitud infinita no aclara realmente la cuestion de las condiciones de contorno en los
extremos, ya que de una u otra manera se han de considerar algunas "condiciones de
contorno en el infinito".

Un enfoque mucho menos equivoco consiste en plantear la solucién del problema
original como superposicién de un problema de deformacién plana, mds otro problema
definido adecuadamente para que afiada o quite del anterior las cargas oportunas, de
forma que la superposicién constituya el problema original. Llamamos solucién
correctora a la solucién de este problema definido con el propdsito de afiadir al
problema de D.P. lo necesario para reproducir nuestro problema original. Lo maés
frecuente en la prictica es que los extremos del prisma estén libres de acciones, lo que
supondremos para fijar ideas, si bien la conclusién fundamental que obtendremos no se
verd afectada por la presencia de otro tipo de condiciones en los extremos. La figura 6.2
muestra el caso de un problema que se ajusta a las condiciones de D.P., excepto a la
relativa a los extremos del prisma. Se trata de un cilindro comprimido por un didmetro,
y sin tensiones en las superficies extremas, que podria representar el rodillo de un
cojinete. La solucién correctora debe tener tensién nula en la superficie cilindrica, y
tensiones normales en los extremos planos de valor igual pero de sentido contrario a las
que aparecen el problema de deformacién plana. La ultima de las figuras 6.2 representa
un problema corrector tipico, que no pretende ilustrar el ejemplo planteado en particular.

{bobod poioyd

(problema original) | = (deformacion plana) § + (problema corrector)

TTTTTT TIiTly

Figuras 6.2.- Definicién de la solucién correctora.
Un procedimiento riguroso de solucién serfa resolver el problema de D.P. (solucién
1), tomar las tensiones G5, encontradas, cambiarlas de signo para formular el problema
corrector, resolver este dltimo (solucién 2) y superponer ambas soluciones (las referidas
1 y 2). Desafortunadamente, salvo en casos muy particulares la obtencién de la solucién
correctora de forma rigurosa constituye un problema tridimensional complicado, en




ESTADOS BIDIMENSIONALES 6.5

general sin expresion analitica cerrada. Para obviar esta desventaja, podemos considerar
una solucién correctora aproximada, con distribuciones lineales de tensiones G55 en los
extremos, de forma que su resultante y momento sean iguales a los que actdan en las

caras extremas del problema corrector original. Esta aproximacion se ilustra en la figura
6.3.

Xy

% (solucién correctora)? = — ) ﬁ

4 03;= Ax;+Bx,+C

Figura 6.3.- La solucién correctora aproximada.

Esta solucién correctora aproximada corresponde al problema de una barra recta
sometida a traccion-flexion, al que ya hicimos referencia en el contexto de la figura
5.10. Cuando la barra es larga, y en virtud del principio de Saint-Venant, esperamos que
la solucién de este problema sea una buena aproximacién de la solucién correctora,
salvo en zonas cercanas a los extremos de la barra. La resolucién de este problema
corrector aproximado puede plantearse en el contexto de la Teoria de la Elasticidad,
como un genuino problema tridimensional. Los detalles se presentardn mds tarde, para
no difuminar ahora la linea de razonamiento. La solucion de tensiones tiene la forma (en
todos los puntos del s6lido):

0353 =AXx,+Bx,+C
0| =0, =0,=0;3=05=0

Es decir, sélo es distinta de cero G5,. Las deformaciones transversales son nulas, pero no
asi las longitudinales (€,,, €,,, €;3). La solucién de desplazamientos tiene las tres
componentes no nulas. De lo anterior se deriva la siguiente conclusién de interés:

En el nivel de precision que se alcanza usando la solucion correctora aproximada,
las componentes de tension G,,, Gy, G,,, que obtenemos resolviendo el problema de
deformacion plana son ya las correspondientes al problema original.

En el problema original, con los extremos del prisma libres, estas componentes de
tensién serdn evidentemente mucho mayores que Gs;, por lo que cualquier cdlculo
relativo a la plastificacion del material puede realizarse con error despreciable utilizando
solamente las componentes G,,, G,,, C},, obtenidas del andlisis de D.P. La situacién es
muy distinta si los extremos del prisma tienen impedido el desplazamiento normal (el
problema original seria precisamente de D.P., no necesitando solucién correctora). En
este caso la condicién €,;,=0 conduce a G55 = V(G,,+6,,), que puede ser del mismo orden
que G,; y G,,, no siendo razonable prescindir de ella.

Por otra parte, las componentes de desplazamiento obtenidas en el andlisis de D.P.
(u; y u,) no coincidirdn con las del problema original, puesto que los desplazamientos
de la solucién correctora no son nulos. Interesa saber hasta qué punto la solucién
correctora supone correcciones substanciales al campo de desplazamientos
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correspondiente a D.P. En el apartado siguiente se presenta la solucién elastica del
problema corrector aproximado. No obstante, es posible conformarse con la solucién
correctora proporcionada para flexion-traccion por la Resistencia de Materiales (que es
una buena aproximacién). En este modelo el movimiento de la seccién es un
movimiento como sélido rigido, por lo que los desplazamientos u,, u,, obtenidos con
D.P. tendrian asociado el error correspondiente a ese movimiento como sélido rigido.
Este tipo de error carece de importancia en muchas situaciones. Seguidamente veremos
que en rigor el movimiento de una seccidén no es exactamente un movimiento como
sOlido rigido, lo que implica discrepancias adicionales entre los campos de
desplazamientos de deformacion plana y del problema original.

La solucidn correctora aproximada: El problema de traccién-flexién.

Como se indico en las figuras 6.2 y 6.3, el problema corrector tendrd aplicadas unas
ciertas tensiones normales en los extremos de la barra prismatica. En el problema
corrector aproximado las tensiones normales se sustituyen por otras de evolucidn lineal
en la seccidn, que tengan la misma resultante y momento (respecto de cualquier punto).
Por simplicidad algebraica, elegimos los ejes de forma que x, tenga la direccion del
momento, con lo que visto en el plano 1-3 el problema tiene el aspecto mostrado en la
figura 6.4.

X
c;;= AXx,+B 3 ?633=AX1+B

Figura 6.4.- El problema corrector aproximado.

Para obtener la solucién eléstica del problema, supongamos que las tensiones en el
interior del sélido siguen el mismo patrén que en los contornos extremos. Si obtenemos
asi una solucién serd la correcta, en virtud del teorema de unicidad (si la suposicién no
fuera correcta no encontraremos una solucion satisfactoria). Por tanto planteamos:

05;;=AXx,+B
0| =0, =0,=0;3=05=0

en todo el solido. La ley de comportamiento nos da la expresién de las componentes
longitudinales de deformacidén, y mediante integracién obtenemos una primera forma de
las componentes de desplazamiento:

2
Vv v Vv X
8112_5633=_E(AX1+B) = ulz—E(AEI+Bx1)+f(x2,x3)

A% A% v
€5 =—EG33 :—E(Ax1 +B) = u, =—E(Axl +B)x, +f(xy,X3)

1 1 1
€, =—04,=—(AXx, +B = u, =—(Ax, +B)x, +f(x,,x
3= g0 E( 1 ) 3 E( 1 )x3 +1(x,X,)
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En donde f(x,.x5), f(x,,X5), f(X;,X,), son tres funciones por determinar. Como las
componentes de tension tangencial son nulas, lo serdn también las correspondientes
componentes de deformacion. Es decir:

A%
u,tuy; =0 = f(xz,x3),2—EAx2 +1(x;,X5),, =0

(6.3)

1
u1,3+u3’1=0 = f(xz,x3),3+EAx3+f(x1,x2),1=0 (6.4)
Upy3+Us, =0 = f(Xy,X3),3+(X;,X,),, =0 (6.5)

Para que la ecuacién (6.5) se satisfaga al variar los valores de las variables
independientes, debe cumplirse que:

f(x,,X3),; no dependa de x; = f(x,,X3)=g,(X;) X5 + g,(X;)
f(x,.x,),, no dependa de x, = f(x;.x,)=g3(x,) X, + g4(x;)
(6.5) por si misma conduce a g;(x,) =-g;(x,) =(por simplicidad)=g(x,)

Las gi(x,) son funciones por determinar. Con lo anterior, la ecuacién (6.3) se escribe
como:
v
f(xz,x3),2—EAx2 +g'(x))x5+g5(x,)=0

Las primas (') denotan derivada primera respecto a la tinica variable de la que depende la
funcién correspondiente. Para que la ecuacion anterior se satisfaga para todo un rango
de valores de x, y X5, es preciso que ni g' ni g, dependan realmente de x,, por lo que
deben ser constantes:

g'(x))=C; = g(x))=Cx; +C5

gh(x)=C;, = g,(x))=Cx,+C,

Con lo que, mediante integracion, obtenemos:

VA
f(xz,x3):Ex§—C1x3x2—C2x2+hl(x3)+C5 (6.6)

Similarmente, sustituyendo en la ecuacidn (6.4) el valor encontrado de f(x,,X,) tenemos:

A
f(xz,x3),3+gx3 —g'(x))x, +g'4(x,)=0

Para que la ecuacion anterior se satisfaga para todo un rango de valores de X, y X,, €s
preciso que ni g' ni g'y dependan realmente de x,, por lo que deben ser constantes:

g'(x,) =cte= g(x,) =cte.x, +cte (resultado ya obtenido antes)
g4 (x))=Cs=g4(x))=C¢x, +C;

Con lo que, mediante integracion, obtenemos:
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-A
f(X,,x3) = Ex% +CX,x5 —CeX5 +hy(x,) +Cy

6.7)
Identificando términos entre (6.6) y (6.7), encontramos:
A VA
h,(x5) :—Exg —Cy¢x;35 hy(x)) =Ex§ —Cyx,; C,=0; C5=Cy
Con la informacién obtenida conocemos ya las expresiones de las funciones f:
f(x,,x3)=C3x3+Cyx,+C, 5 f(x4,%,)=-C;5x, +Cex, +C4
-A VA
f(x,,x3)= Ex% —Cex; +EX% -C,x, +Cq
Con lo que la expresién final del campo de desplazamientos es:
2
vV . X A VA
u, = —E(A?l+ Bx,) —Exg —Cyx, +Ex§ -C,x, +C4
u, = —%(Axl +B)x, +C3x4+C,x, +C,
Uy :%(Axl +B)x; —C3x, +Cex, +C; (6.8)

La solucién anterior en desplazamientos (6.8), es la solucion exacta del problema
corrector aproximado, que debe superponerse a una solucion de deformacion plana. A
la vez, es la solucion tridimensional "exacta" de un problema importante por si mismo,
cual es el de flexion-traccidn de barras rectas. Esta solucién contiene las seis constantes
indeterminadas (C,, C;, C,, Cs5, C,, C,) asociadas a un movimiento arbitrario como
s6lido rigido, como es de esperar tratindose de una solucién obtenida sélo a partir de las
tensiones (o equivalentemente de las deformaciones, ver epigrafe 3.6). Puede
comprobarse que si se impone desplazamiento y rotacién nulos del origen de
coordenadas, las seis constantes se anulan.

En el contexto en que presentamos esta solucion, el mayor interés se centra en sus
componentes u; y u,, que hemos de afiadir a las correspondientes de la solucién de D.P.
para obtener las del problema original. Para una seccién determinada, x;=cte =x;°, se
aprecia que las componentes u, y u, de la solucién correctora (6.8) implican algo mds
que un movimiento de sélido rigido, ya que contienen términos no lineales en X, y X,.
En efecto, la figura 6.5 muestra el cambio de forma de la seccién dado por las dos
primeras ecuaciones (6.8). En el ejemplo adoptado el sélido prismaético tiene seccion
cuadrada, y existe flexion sin traccién (B=0, estando el origen de coordenadas en el
centro de la seccién). Es inmediato comprobar (dentro de la hipétesis de pequeiios
desplazamientos) que los lados x;=cte se transforman en pardbolas y los lados x,=cte
permanecen rectos, con inclinacién simétrica seglin se indica. Entiéndase que los
desplazamientos de la solucién correctora aproximada serian, para cada seccidon del



ESTADOS BIDIMENSIONALES 6.9

prisma los correspondientes a la figura (6.5) mds un cierto movimiento como sélido
rigido.

X tracciones dir.3
1

N

X2

compresiones dir.3

Figura 6.5.- Cambio de forma de una seccién cuadrada sometida a flexion.

Aunque hemos obtenido la solucién del problema de flexidn-traccién de barras
rectas con el objeto de utilizarla como solucién correctora, la ocasién es propicia para
indicar el grado de aproximacion a esta solucién eldstica rigurosa (6.8) que se consigue
al emplear las simplificaciones usuales de la Resistencia de Materiales. El lector
interesado podrd comprobar que para el caso de flexion-traccion los siguientes
resultados (y/o hipétesis) del modelo simplificado de Resistencia de Materiales resultan
ser exactos (omitimos aqui los detalles por brevedad):

- El estado de tensiones.

- La deformada de la linea media (la formada por los centros de dreas de las
secciones).

- El que las secciones de la barra permanecen planas tras la deformacion.

Sin embargo, la hipétesis de que el movimiento de la seccién sea un movimiento como
s6lido rigido no es exacta ni siquiera en el caso de flexidn-traccién, como se mostré en
la figura 6.5. En el contexto de la Resistencia de Materiales, los fendmenos de interés
estdn muy poco afectados por la inexactitud de esta hipétesis, por lo que la misma es
aceptable en dicho contexto. Por el contrario, los cambios de distancias entre puntos de
la seccién en su plano pueden llegar a ser relevantes cuando se trata de corregir una
solucién de D.P. Aunque es comun que las deformaciones de la seccion del problema
corrector puedan despreciarse frente a las deformaciones de la solucién de D.P. (debido
a que los momentos flectores implicados suelen ser pequefios), es recomendable realizar
en cada caso particular una sencilla comprobacién al respecto. Como orientacién, las
deformaciones €,, son del orden de 3x10- en una barra de acero de seccién cuadrada,
cuando las tensiones G5 de flexién son préximas a la de fluencia (mucho mayores que
las esperables en un problema corrector).

Ecuaciones de campo.

Lo expuesto hasta ahora en este epigrafe puede resumirse en que, a la hora de
asumir la hipétesis de deformacién plana en un problema, no es muy preocupante que el
mismo viole las condiciones de movimiento normal nulo en los extremos del prisma, ya
que podemos superponer una solucién correctora aproximada que es bien conocida. En
la mayoria de los casos una sencilla comprobacién puede revelar que la solucién
correctora no modifica substancialmente la soluciéon de deformacion plana. En esos



6.10 ESTADOS BIDIMENSIONALES

casos la correccion resultard innecesaria. Nuestro interés se centra ahora en conseguir la
propia solucién de D.P., para lo que necesitamos conocer las ecuaciones de campo que
rigen el comportamiento del sélido bajo las correspondientes hipdtesis. Obtendremos
estas ecuaciones mediante particularizacién de las ecuaciones generales de la elasticidad
tridimensional.

-Ley de Comportamiento-

De las ecuaciones (6.1) se deduce inmediatamente que €,;=€,,=¢,,=0 Haciendo nulos
esos términos en la ley tridimensional de comportamiento (4.40), la misma puede
escribirse sencillamente como:

GO‘B = XSWSQB + 2G80t[3 (69)

Donde adoptamos el convenio de que los subindices griegos (ct, B, ...) varian desde 1
hasta 2 solamente. Como sabemos, ademds de las componentes visibles en el plano 1-2,
existe también una componente no nula de tension, G55, la cual no estd recogida en (6.9).
Su valor en funcién de las componentes visibles en el plano se calcula ficilmente:
siendo €5, =0=[03; - V (0,,+0,,)]/E, tenemos:

O3 =V(0,, +0y) (6.10)

Como en el caso tridimensional, podemos expresar la ley de comportamiento de
distintas formas, con las tensiones en funcién de las deformaciones o viceversa, y
usando unas u otras constantes eldsticas. Por ejemplo, utilizando la ecuacién (6.10) para
sustituir el valor de ©3; en las dos primeras ecuaciones (4.52), que son €, =[0; -
V(0,,+033)1/E, y &, =[0,, - V (0,,+033)1/E, obtenemos un resultado que expresado en
forma compacta es:
1+ V[

€op = Cup —VGWSQB] ©6.11)

-Ecuaciones de equilibrio-

Dado que las hipétesis de D.P. implican que ninguna componente de
desplazamiento varia en la direccién 3, tampoco lo hard ninguna de las magnitudes que
se obtienen mediante derivadas de los mismos (tales son las tensiones y deformaciones).
Eliminando las derivadas respecto de x; en las dos primeras ecuaciones de equilibrio
(2.9), obtenemos:

Gepp+ Xy =0 (6.12)

La tercera ecuacion de equilibrio (2.9), 05,,; +03,,, +033,3 + X5 =0, teniendo en cuenta
que G53,,=0 (por ser derivada respecto de X;), y que también G5,,,=C,,, =0 (por ser 6,5 y
0,; idénticamente nulas, como se explicé al principio del capitulo), se reduce a X,=0.
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Las dos primeras ecuaciones de equilibrio en el contorno (2.8), se expresan (teniendo en
cuenta que 6,;=0,,=0):
Gupnp = Xa (6.13)

La tercera ecuacion de equilibrio en el contorno se reduce a X3 =064;n5, lo que indica

que solamente puede haber tensién en el contorno en direccién 3 en los extremos planos
del prisma (tnicas superficies del mismo con ny#0).

Hemos obtenido que X;=0 y X3=0, son relaciones que deben cumplirse en el
estado de D.P. (la dltima salvo en los extremos del prisma). Por tanto la condicién c) de
(6.2) es una condicién no sélo suficiente, sino también necesaria para que se dé el
estado de deformacién plana en un sélido prismdtico. La condicién d) es también
necesaria puesto que las ecuaciones (6.1) implican que ninguna magnitud que se exprese
como derivadas de los desplazamientos, en particular las cargas, pueden variar a lo largo
de x;.

-Ecuaciones de compatibilidad y de integrabilidad-

La expresion €,4 =(u,g+up,)/2, donde los subindices griegos varian de 1 a 2,

recoge los tnicos tres términos no nulos del tensor de deformaciones. Existen tres
posibles derivadas segundas involucrando a las variables x,, X,, (la derivada 11, la 22,y
la 12). Recuérdese que cualquier derivada respecto de x, serd nula, y su consideracién
conducirfa a una identidad. Derivando dos veces de las tres maneras posibles cada una
de las tres ecuaciones anteriores se obtienen 3x3=9 ecuaciones. En estas nueve
ecuaciones figurardn derivadas terceras de los desplazamientos u, y u,. Hay cuatro
posibles derivadas terceras de una funcién (las 111, 112, 122, y 222), por lo que
tendremos 4x2=8 funciones del tipo ug.pe, que aparecen linealmente en las 9
ecuaciones. Si utilizamos ocho de las nueve ecuaciones para eliminar las ocho
funciones, quedard 9-8=1 ecuacién, que sdélo contendrd derivadas segundas de
deformaciones. Esta es la ecuacion de integrabilidad (solamente una) en el estado de
D.P. Su forma explicita es:

€122 + €211 = 2 €101 (6.14)
-Ecuaciones de Navier-
Dado que u; =0, y que cualquier derivada respecto de x, es nula, de (5.1) se tiene:

(}\4+G)UB’QB +Gu(x’BB +X(l =O (615)

-Ecuaciones de Michell y Beltrami-

Utilizando la ley de comportamiento para escribir la (tinica) ecuacién de integrabilidad
en funcién de las tensiones, y haciendo aparecer las cargas de volumen mediante la
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ecuacion de equilibrio correspondiente, se obtiene la (Gnica) ecuacion de Michell y
Beltrami en los problemas de D.P. El resultado es:

[az+82](6 +0 )=_—1[X +X,,| 1
X ox nTOR) =IO AL T A (6.16)

Cabe recordar que el que un campo de tensiones cumpla las ecuaciones de Michell
y Beltrami no es suficiente para asegurar que dicho campo sea la solucién de nuestro
problema eléstico, sino que debe satisfacer ademas las ecuaciones de equilibrio.

Notas sobre la aplicabilidad y el orden de magnitud del error.

Una vez que se ha identificado la posibilidad razonable de analizar un problema
bajo hipétesis de D.P., los pasos a seguir son los siguientes:

1°) Obtencidn de la solucién del problema de deformacién plana, que debe satisfacer las
ecuaciones de campo obtenidas en el apartado anterior. Para casos relativamente
sencillos pueden emplearse enfoques de integracion directa, o algiin método particular
que presentaremos mds tarde en este capitulo. El empleo de métodos aproximados
puede ser necesario en muchos casos.

2°) Célculo de la tensién de la solucién correctora (-G;;=-V(G,,;+0,,) en el caso de
extremos libres), y en caso de estimarse necesario, plantear la solucién correctora
aproximada y superponerla a la soluciéon de deformacién plana.

En este punto el lector estd probablemente capacitado para reconocer si s 0 no
razonable analizar un problema dado bajo hipdtesis de D.P., si bien puede encontrar
dificultad en evaluar a priori la necesidad o no de considerar la solucién correctora.
Como orientacién en este sentido, se comentan seguidamente algunos casos particulares.

b)

acodamiento
©) N

AN\N
N
N

nty

Figuras 6.6.- a) y b) Tuberia a presién. ¢c) Montaje para reducir tensiones longitudinales.

El primero y mds emblematico es el caso de tuberias sometidas a presion interior
y/o exterior que se ilustra en las figuras 6.6. Una tuberia es habitualmente
extremadamente larga comparada con su didmetro, por lo que los errores debidos a
efectos de borde serdn inapreciables en pricticamente toda su longitud. Cabe apuntar
que muy raramente se montan tuberias rectas entre extremos rigidos, sino que incluso en
los casos en que una recta sea topoldgicamente suficiente, suelen incluirse acodamientos
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para evitar que las dilataciones térmicas produzcan grandes empujes longitudinales, y
las consiguientes tensiones (figura 6.6c). En este caso las tensiones G,; pueden ser
despreciables en primera aproximacién (existe un efecto secundario de flexién que
ahora no consideramos), y la solucién de D.P. ofrece ya todas las componentes de
tension relevantes. Si se quiere conocer con precision el campo de desplazamientos,
habra necesidad de considerar la solucién correctora. En este caso, por tratarse de un
problema plano axisimétrico (el centro de la tuberia es centro de simetria en el plano x,
X,), la distribucion de tensiones G,;; de la solucién correctora serd equivalente a una
fuerza longitudinal aplicada en el centro, siendo nulo el momento.

Como segundo ejemplo considérese un muro de contencién, o una presa de
gravedad, cuya forma tipica se muestra en las figuras 6.7. Su funcién es mantener a un
lado del muro o de la presa un volumen de tierra o de agua, respectivamente. El peso
propio del muro es un factor clave para resistir los empujes y generalmente no puede
simplificarse ni despreciarse en el andlisis (en el resto de los casos comentados en esta
secciéon suele ser razonable despreciarlo o considerar una fuerza de contorno
equivalente). Las condiciones de contorno tipicas constan de la presion ejercida por el
medio a contener, que crece linealmente con la profundidad, y algunas condiciones en la
base del muro que reproduzcan razonablemente su interaccién con el terreno. Segun el
caso, puede ser adecuado imponer desplazamiento nulo en la base (como muestra la
figura), o bien imponer algunas condiciones de contorno en tensiones que garanticen el
equilibrio del muro y que sean consistentes con el tipo de interaccién. Puede incluirse en
el andlisis la solucién correctora cuando los extremos de la presa no apoyen en terreno
rocoso, aunque en este tipo de aplicaciones de ingenieria civil los requerimientos de
exactitud suelen dar margen mds que suficiente para poder prescindir de solucién
correctora en todos los casos.

.
Az T X,
~
. Y
N~
- peso X,
- 7

presion
Figuras 6.7.- Presa de gravedad tipica.

Otro caso tipico de aplicabilidad del estado de D.P. es en cojinetes de rodillo o de
aguja, utilizados para reducir el rozamiento entre elementos fuertemente comprimidos
entre los que debe permitirse el deslizamiento relativo. Su configuracion se mostrd
esquemadticamente en las figuras 6.2. Las tensiones mds importantes serdn las 6,,, Oy,,
G,,, que nos proporcionard el andlisis de D.P., siendo suficientemente aproximado
despreciar la tensién G5, para la mayoria de los propdsitos pricticos. Como se apunt6 en
el contexto de la figura 6.2, un cdlculo afinado de desplazamientos requiere la
consideracion de soluciéon correctora, la cual no incluird momentos flectores (sino
unicamente tracciones axiales), debido a la simetria de geometria y cargas que se aprecia
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en el plano 1-2 respecto del eje x, y respecto del eje x,. Como cabe intuir, la solucién
correctora aproximada supondrd un desplazamiento radial constante del contorno (hacia
el interior, visto en el plano 1-2). Por tanto, el cilindro se achatard en la direccion de las
cargas exteriores (ver figuras 6.2) un poco més de lo que corresponde al estado de D.P.,
mientras que el ensanchamiento en la direccidn perpendicular serd un poco menor. El
analista debe juzgar en cada caso el nivel de precision requerido en el célculo, y decidir
en consecuencia si procede o no utilizar solucién correctora.

Como nota final, y pensando en el caso de extremos del prisma libres, destaquemos
la evidencia de que la solucién obtenida como superposicion de la soluciéon de D.P. mas
la solucién correctora aproximada, no es rigurosamente la exacta en el contexto de la
elasticidad tridimensional. En efecto, resulta claro que estamos asumiendo el error
asociado a lo que seria una segunda solucién correctora, correspondiente al problema
con cargas en los extremos de valor la diferencia entre las del problema corrector y las
del problema corrector aproximado. La tdnica fuente de error en un andlisis de
deformacion plana mds solucion correctora aproximada, corresponde a este segundo
problema corrector. Sus cargas tendrdn resultante y momento nulos en cada extremo, lo
que constituye nuestra justificacion para despreciar esta segunda correccién en virtud
del principio de Saint-Venant, tratindose de un prisma esbelto. Si el prisma no fuera
esbelto, seria mds adecuado desistir del andlisis de D.P., y abordar el problema como
tridimensional, ya que el segundo problema corrector serd en si mismo un problema
tridimensional no menos complicado que el original.

Una manera intuitiva de apreciar que el problema de extremos libres es, en rigor, de
naturaleza tridimensional es razonando sobre las tensiones ©j3;. Consideremos
nuevamente como ejemplo el problema del rodillo comprimido por un didmetro, figuras
6.2, que se reproduce por comodidad en la primera de las figuras 6.8. Imaginemos el
rodillo dividido fisicamente en dos mitades independientes, y observemos en el plano 2-
3 la configuracién deformada. Como las zonas extremas del didmetro vertical son las
mdas comprimidas, tendrdn la mayor deformacidn €5, resultando las secciones extremas
con la forma indicada (esta explicacién es cualitativa y la figura no refleja todos los
detalles: no se piense por ejemplo que u, deba ser constante en las lineas x,=cte de una
seccién). Se revierte al problema original restableciendo la continuidad en la seccién
imaginaria. Para ello deben aparecer tensiones G,; de compresion en los extremos del
diametro vertical, y de tracciéon en su zona central, que devuelvan a la seccién su
geometria plana (debe ser plana porque dicha seccién estd en un plano de simetria del
problema completo; por otra parte debe haber tensiones de traccién y de compresion
porque las tensiones G5, deben ser autoequilibradas en la seccion, para que cada mitad
de solido pueda estar en equilibrio). Con este razonamiento llegamos a la conclusién de
que en la seccion central existirdn tensiones G;; con una distribucién del tipo a la
indicada en la ultima figura 6.8, mientras que en las secciones extremas serd Oj;
idénticamente nula por condicién de contorno. Por tanto la tensién G5, debe variar con
X5, 1o que pone de manifiesto que cualquier descripcién del estado de tensiones en
funcién de sélo x; y x, (como la que consigue una solucién de D.P. mds solucién
correctora aproximada) serd inexacta. Adicionalmente, al ser ©s;,5 distinto de cero, la
tercera ecuacion de equilibrio interno (G5;,;+0;5,,,+054,5=0, en ausencia de fuerzas de
volumen) implica la presencia de tensiones 65, y 03, no nulas.
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Figuras 6.8.- Evidencia de la tridimensionalidad del problema con extremos libres.

Pretendemos finalmente obtener una orientacién de validez general acerca del orden
de magnitud de los términos de la solucién correctora aproximada. Es posible extraer
dicha orientacion general mediante el andlisis de un caso particular. Consideremos por
ejemplo el problema de deformacion plana mostrado en la primera figura 6.9, cuya
solucion analitica podemos obtener. Mas tarde corregiremos esta solucién de D.P. para
conseguir que no haya tensiones en las caras extremas del prisma. Para obtener la
solucion de D.P. partimos de la hipédtesis de que en todo el dominio (no sélo en los
contornos verticales) existe el siguiente estado de tensiones:

X4
0, =X,/a; ©,,=6,,=0;(= 03;,=V(0,;+0,)= v;)

Mediante integracién directa, se obtiene la siguiente solucion de desplazamientos:

_ 2 _ 2

u = v(1+v)x71_(1+v)(1 V)ﬁ+(c1xz+cz)
E 2a E 2a

u _(I+v)(I-Vv) XX,

2 E

+(-Cx, +C3)

Las constantes C,, C,, C5, corresponden a un posible movimiento como sélido rigido en
el plano 1-2. Si el origen de coordenadas no se mueve ni gira, resulta C,=C,=C;=0, lo
que supondremos para fijar ideas. El hecho de que se obtenga una solucién ("la
solucién”, dnica en virtud del teorema de unicidad) sin violar ninguna de las ecuaciones
de campo, indica que la hipétesis inicial acerca del estado de tensiones es correcta.
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a a

Gyp=1 Gy =+V X
xl 4
a \—(> X3
a X2 C33 =V
Gy =-1

Figura 6.9.- Ejemplo particular: tensiones en deformacién plana.

Nos ocuparemos ahora de la solucién correctora, que corresponderd al problema de
la barra sometida en sus extremos a unas tensiones opuestas a las que aparecen en la
solucién de D.P. (es decir, opuestas a las de la segunda figura 6.9, ):

X
033 =—-V—

La solucién correctora dada por (6.8) se ajusta exactamente a este caso particular,
dado que la distribucién de tensiones G55 es exactamente lineal. Manteniendo el hecho
de que el centro de la barra (0,0,0) no se mueve, y que su entorno no gira, los
desplazamientos de la solucién correctora son:

2 2 2
v

u, = X7 — X35 — X5 5 U, =—XX, ; Uy=—XX
1 1 3 25 W 1X2 5 3 1X3
aE aE

Resumamos las conclusiones que se desprenden de este ejemplo. Para problemas
con extremos libres, y siendo respectivamente O(c) y O(u) el orden de magnitud de las
mayores tensiones y desplazamientos obtenidas con las ecuaciones de D.P. (en el plano
1-2), tenemos que:

- Las tensiones (055) de la solucion correctora aproximada son de orden vO(0).

- La solucién correctora contiene desplazamientos u, y u,, que en general tendrdn
términos cuadréticos dependientes de X, X,, y de X;. Los términos que dependen de
X, y/o de x, son de orden V2 O(u). Los términos que dependen de x; pueden ser
arbitrariamente grandes (ya que la cota x; también puede serlo). Su orden de
magnitud es VO(u)O(x;%/x,2).

- La solucién correctora aproximada también contiene desplazamiento u;, que en
general constard de términos cuadriticos tipo X,X; y X,X;. Su orden de magnitud
serd vVO(u)O(x4/X,).

Como se hizo notar anteriormente, la "solucidén correctora aproximada" (6.8) resulta
ser exacta en este caso particular, y su superposicion a la solucién de D.P. conduce a la
solucion exacta. En un problema mds general, existiria el error asociado a una segunda
solucién correctora con tensiones G, autoequilibradas en las secciones. El orden de
estas tensiones es, en los extremos, el de la diferencia entre la distribucion (lineal) de la
solucién correctora aproximada, y la distribucion de 6,5 obtenida en el andlisis de D.P.
(cambiada de signo). Usualmente, las tensiones asociadas a esta segunda solucién
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correctora son muy pequefias, y ademds decrecen rdpidamente con la distancia a los
extremos de la barra, quedando confinadas a longitudes del orden del de la seccién junto
a esos extremos. En el capitulo sexto del texto de Barber se estudian estas tensiones. Es
oportuno hacer notar que existen casos especiales en los que dichas tensiones no decaen
rdpidamente, pudiendo extenderse a longitudes importantes de la barra. Existe mayor
propensidn a que esto suceda cuando la seccién es muy poco maciza (secciones de pared
delgada, especialmente si no forman una figura cerrada), como el lector podrd identificar
al estudiar la torsién no uniforme en Resistencia de Materiales.

6.3.- Estado de tension plana.

Decimos que en un sélido se presenta estado de tensién plana (abreviadamente
T.P.) en el plano 1-2, si las tensiones, y en consecuencia las deformaciones, no
dependen de la coordenada x,, y ademds se satisface en todos los puntos que:

013 =0,3=033=0 (6.17)

Como se justificard en los apartados siguientes, la situacién anterior ocurre
aproximadamente cuando el s6lido es una placa plana de pequefio espesor 2h, limitada
por los planos x;=-h y x,=+h como indica la figura 6.10, en la que las cargas de
volumen y de superficie satisfacen las siguientes condiciones:

X, =0en el dominio

Xi=X>=X3=0 en los contornos Xy =th

_ (6.18)
X3 =0 en el borde de la placa (de n; =0).

Figura 6.10.- Ejemplo tipico de tensién plana.
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Incompatibilidad de las hipétesis de tensidn plana.

El estado de T.P. debe entenderse como una aproximacion: generalmente existird
cierta discrepancia con la solucién eléstica tridimensional, incluso cuando se satisfacen
todas las premisas enunciadas anteriormente. Noétese que no ocurre lo mismo en el
estado de deformacion plana, el cual proporciona la solucion tridimensional exacta si se
satisfacen las premisas correspondientes (sin olvidar la de desplazamiento normal nulo
de los extremos). Mostraremos seguidamente que las hipétesis de T.P. no son en rigor
consistentes, porque en general no puede existir solucion elastica bajo dichas hipdtesis.
Sin embargo, la solucion de T.P. tiende asintéticamente al estado de tensiones "exacto"
cuando el espesor de la placa tiende a cero, proporcionando soluciones de buena
aproximacion en muchas aplicaciones practicas.

Se aprecia inmediatamente que el cumplimiento de las condiciones (6.17)
implicaria €,;=€,;=0, y la independencia de las deformaciones respecto de x; implicaria
que cualquier derivada suya respecto de x; fuese nula. Con esto, las ecuaciones de
integrabilidad (3.34), escritas en el mismo orden para facilitar su identificacién, se
reducen a:

0+0=0+0 (ldentldad) 2812,12 = 811,22 + 822,11
040=0+0 (identidad) 0= £33
€33,12=0 0=85 1

Vemos que todas las derivadas segundas de €5 en el plano 1-2 serian nulas, por lo que
€5, debiera ser una funcién lineal de x; y x,. Pero la condicién (6.17) 65,=0, a través de
la ley de comportamiento, implica que:

(g, te

22):m(611+622)

370126
Por lo tanto la magnitud (g,,+€,,), 0o equivalentemente (CG,,+0,,), debiera ser una
funcién lineal de X, y x, para que las hipétesis fuesen consistentes. Es evidente que esto
no tiene porqué ocurrir en un caso general (por ejemplo considérese 6,,=x2,, G,,=-X?, ,
6,,=0, que es compatible con las ecuaciones de campo para tensién plana, que
enumeraremos mas tarde). En consecuencia, la solucion de tension plana serd exacta
solo en ciertos casos muy particulares: aquellos en que (6,,+0,,) resulte ser lineal.

Merece la pena resaltar la siguiente coincidencia relativa a la posibilidad de obtener
la solucion exacta en problemas de D.P. con extremos libres, y de T.P.:

Problema: prisma muy largo (barra) con | Problema: de prisma muy corto (placa)
extremos libres, cargas tipo D.P. con cargas so6lo en los bordes, tipo T.P.
Solucién: superposicion de deformacion | Solucidn: tensidn plana.

plana y "solucion correctora aproximada"

La solucion es exacta si La solucion es exacta si
(6,,+0,,) es lineal en X, y X,. (6,,+0,,) es lineal en X, y X,.
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Se obtiene la solucién exacta si se da precisamente la misma circunstancia en
ambos casos. Por supuesto, existe una razén que explica esta coincidencia: siendo
(0,,+0,,) lineal, al descargar las caras del prisma largo usando la solucién correctora
estamos haciendo 0;;=0 también en el interior del prisma, por lo que la solucién
obtenida por superposicion satisface las hipétesis de T.P. (es por tanto la solucién que
habriamos obtenido mediante T.P.), y ademds es exacta, como se mostré en su
momento. De aqui la "coincidencia" mencionada.

Seguidamente profundizaremos algo mds en la inconsistencia de las hipétesis de
T.P. a partir de condiciones de simetria. En la figura 6.10 se aprecia que el plano 1-2 es
plano de simetria del problema, al menos en tensiones. Para satisfacer esta simetria
(recordar figura 5.7 del epigrafe 5.9), la componente de tension tangencial 6,4 serd del
mismo valor y signo contrario en puntos simétricos, y lo mismo ocurrird con G,;, €s
decir: 03(X,X,,X3)=-03(X,X5,-X3);  Op3(X|,X,X3)=-0,3(X,X,,-X3). Por otra parte, no se
aplican acciones sobre las caras de la placa (x; =th), por lo que 6,3, G,3, Yy O3; serdn
nulas en x;=th. Las dos primeras figuras 6.11 muestran la distribucién tipo de tensiones
0,3 Y 0,3 que cumplen las condiciones anteriores.

X3 X3 X3

_D — %Xz _ D _ %Xl _ 7?337 ,%Xz

h@cw h @ REE h

Figuras 6.11.- Distribuciones tipicas de 6,5, G,3, Y O35 en estado de tension plana.
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En cuanto a 053, serd nula en x; =th por condicion de contorno, cumpliré la condicién
de simetria 055(X;,X,,X3)=03;(X|,X,,-X3), ¥ ademds su derivada respecto a x5 serd nula en
x5 =th. Para ver esto ultimo, consideremos la tercera ecuaciéon de equilibrio,
03,1+0,3,,1+033,3=0 (puesto que es X;=0). En puntos de las superficies x;=th, 6,5y 03
son constantes (nulas), y por lo tanto sus derivadas respecto de x,,0 de Xx,, son nulas:
0,3,1=0,3,,=0. Por tanto serd ©,;,;=0 en puntos x; =th. En definitiva, para unas
coordenadas x,,x, dadas, la representacion grafica de G5, en el espesor de la placa serd
como se muestra en la tercera figura 6.11.

Recapitulando, vemos que la simetria limita la posibilidad de evolucion de las
tensiones en el espesor a lo mostrado en las figuras 6.11. Las tensiones G5, Gy3, Y Ox3
serdn nulas (lo que es una posibilidad acorde con la figura), en los casos excepcionales
en que (0,,+0,,) sea lineal. En los demds casos serdn no nulas con la forma indicada,
aunque si 2h es muy pequefio serd razonable despreciar estas tensiones. Un argumento
intuitivo en este sentido es que G;; y O,; deben ser continuas y valer cero en los
extremos y en el centro, con lo que no pueden crecer mucho en un espesor pequefio, y
que O3 es nula en los extremos, y su pendiente también lo es, por lo que tampoco
crecerd mucho. En el epigrafe 84 del texto de Timoshenko y Goodier puede encontrarse
una demostracion rigurosa de que las tensiones ©,;, O;,, O, de la solucién
tridimensional "exacta" constan de los valores obtenidos mediante tension plana, mas
otro sumando que depende de x5, y que tiende a cero al hacerlo h.
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Debido a su naturaleza aproximada, los estudiosos de inclinacién mas matematica
suelen encontrar poco elegante la formulacion de tension plana. Para preservar un mayor
rigor formal, puede realizarse la formulacion en base a valores medios en el espesor, en
lugar de usar las variables originales. Por ejemplo:

— 1 h

Se conoce como "tensi6n plana generalizada" a la formulacién resultante de este
procedimiento, la cual conduce a ecuaciones de campo idénticas a las de tensién plana,
salvo que aparecen los valores medios de las variables. Por supuesto, la ganancia en
cuanto a rigor es ilusoria en la préactica, a menos que podamos asegurar que las
variaciones de tension en el espesor son pequefias, para que la tensién local sea
razonablemente proxima al promedio. Esto ultimo solo puede asegurarse si la placa es
delgada, por lo que desde el punto de vista de la aplicabilidad no hay ninguna novedad.

Ecuaciones de campo.

Asumiendo las condiciones (6.17) y (6.18) de tensién plana, nos proponemos
encontrar las relaciones entre las variables eldsticas de subindices 1 y 2, es decir, las
representables en la proyeccion del problema sobre el plano de la placa. Estas relaciones
serdn las ecuaciones de campo a utilizar para obtener una solucién bajo hipétesis de T.P.

-Ley de comportamiento-

Partiendo de la expresion (4.52) de las deformaciones en funcién de las tensiones, y
teniendo en cuenta (6.17), tenemos sencillamente:

1
Eap :E[(1+V)Gaﬁ —VGWS(XB] (6.19)

En donde los subindices griegos varian entre 1 y 2. La componente €,; serd no nula en
general, aunque no queda recogida en la expresion anterior. Otra posibilidad es partir de
(4.40) y utilizar 6;;=0 para eliminar &;;. Véase: 03,;=Ae+2G€3,=0 = (A+2G)ey+Ae,,=0
= £33=-€, M(M2G) = e=gy;+e,,~€,2G/(A+2G). Llevando este valor de ‘e’ a (4.40), los
términos de tension que nos interesan pueden expresarse en forma compacta como:

2AG
GO‘B = mﬁwsaﬁ + ZGS(XB

(6.20)

Comparando (6.19) con (6.11), o bien (6.20) con (6.9), apreciamos que la forma de
la ley de comportamiento es andloga para T.P. y para D.P., diferencidandose en los
valores de los factores (constantes) que multiplican a las variables. Es posible por tanto
obtener la ley de T.P. a partir de la de D.P. o viceversa mediante un cambio adecuado
del valor de dichos factores. El lector debe tener presente que el ajuste necesario
depende de la pareja de constantes eldsticas que se estén utilizando para describir el
comportamiento del material. Cuando se estan utilizando las constantes G, v, el ajuste a
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realizar es particularmente sencillo. Utilizando (4.51) para eliminar E en favor de G y de
ven (6.19) y (6.11), podemos comparar facilmente:

D.P.: T.P.:
1 v 1 Y

=—GCyu,3———0,,0 €pg=—0p—————0.,0
BTG ® g MW B0 ® 2G(1+v)

€
Vemos que si en la ley de D.P. sustituimos el valor de v por el valor v/(1+Vv), obtenemos
la ley de T.P. Andlogamente, si en la ley de T.P. sustituimos el valor de v por el valor
v/(1-v), obtenemos la ley de D.P.

La utilidad de manipulaciones como la anterior radica en que si se dispone de una
solucién de T.P. serd posible obtener la correspondiente de D.P, o viceversa, sin mas
que ajustar los factores oportunos (veremos que las ecuaciones de equilibrio y de
compatibilidad son idénticas para ambos estados, por lo que ajustar la ley de
comportamiento resulta suficiente). Por tanto, obtener una solucién para uno u otro
estado es indiferente desde el punto de vista operativo. Por ejemplo, si se dispone de una
manera (tipicamente un programa de ordenador) de obtener soluciones de D.P. mediante
cualquier método (ya sea aproximado o capaz de proporcionar la solucién analitica
exacta, etc), se puede forzar (al programa) a que produzca la solucién de T.P. sin mas
que "mentirle" acerca del valor de v. Lo anterior presupone que internamente el
programa soélo utiliza G y v; en otro caso habria que modificar convenientemente las dos
constantes eldsticas utilizadas.

-Ecuaciones de equilibrio-

A la vista de (6.17) la particularizacion de las ecuaciones de equilibrio
tridimensionales resulta inmediata:

Oupp+ Xy =01 Oggng=Xa (621

-Ecuaciones de compatibilidad y de integrabilidad-

Las ecuaciones de compatibilidad entre deformaciones y desplazamientos para T.P.
son las mismas que para D.P: €,5 =(u,.g+ug,,)/2. Las ecuaciones de integrabilidad han
sido ya analizadas en el apartado anterior, y aqui solo resumiremos los resultados.
Andlogamente al caso de D.P, debe cumplirse:

281012 = €112+ €011 (6.22)
Ademas, como en tension plana es €43#0, hay otras tres ecuaciones de integrabilidad que
no son identidades: €53,;,=€33,,,=€43,;,=0. Como vimos, estas tres ecuaciones no podrdn
satisfacerse exactamente en general, por lo que cuando se adopta la hipétesis de tension

plana se debe tener presente que se realiza una aproximacion.

-Ecuaciones de Michell y Beltrami-
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En tensién plana, al igual que en D.P, s6lo habrd una ecuaciéon de Michell y
Beltrami, que es la de integrabilidad (6.22) escrita en funcién de las tensiones, y con
algunos términos retocados mediante de las ecuaciones de equilibrio para hacer aparecer
las fuerzas de volumen. Una manera fécil de ahorrarnos estos cdlculos es tomar la
correspondiente ecuacién de D.P. (6.16), y alterar el valor de v de la manera que se
expuso mds arriba. De esta sencilla sustitucion resulta:

e
7 2 ——(1+V)[X,, +X
o + o (01, +05) =—( +V)[ 11t 2,2] (6.23)

Nuevamente cabe recordar que el que un campo de tensiones satisfaga la ecuacion
anterior no es condicion suficiente para asegurar que el mismo sea la solucién de
nuestro problema. Apuntemos también que la ecuacién anterior indica que para que la
solucién de tension plana sea exacta es condicidon necesaria que:

X, = div X =0

En efecto, el que la solucidn sea exacta requiere (6,,+0,,) lineal en x,, X,, y el miembro
izquierdo de (6.23) se anulard en este caso, anuldndose por tanto div X. La condicién no
es suficiente, dado que lo que la misma implica a través de (6.23) es que (G,,+0,,) sea
una funcién armonica, circunstancia que abarca otras posibilidades a parte de la
linealidad.

-Ecuaciones de Navier-

Combinando las ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y comportamiento de
manera andloga a como se hizo en el caso tridimensional, se llega a:

(2}\‘—G+ G)uB’BO‘ + Gua’BB + Xoc = 0

A+2G (6.24)

6.4.- Funcion potencial de tensiones.

En general, es mds sencillo realizar manipulaciones matematicas sobre las
magnitudes escalares que sobre las vectoriales, en particular si se requiere hacer
cambios de sistemas de coordenadas, operaciéon complicada con vectores y tensores. Por
eso, cuando es posible, las ciencias fisicas buscan apoyarse en la definicién de campos
escalares a partir de los que obtener mediante derivacidon las componentes de las
magnitudes no escalares de interés. Los potenciales eléctrico y gravitatorio son dos
ejemplos tipicos. En ciertas ciencias fisicas el potencial escalar tiene un significado
obvio. Por ejemplo, en el caso de la conduccién de calor, la temperatura es un potencial
escalar en funcién del cual se obtiene el vector flujo de calor. Sin embargo, no es
necesario que una funcién potencial tenga una interpretacion fisica tan obvia. En la
Teoria de la Elasticidad se emplean frecuentemente funciones potenciales sin
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significado fisico aparente. Algunos de estos potenciales fueron comentados brevemente
en el epigrafe 5.1. Aquellos potenciales se clasifican como "potenciales de
desplazamiento"”, porque se formulan originalmente con la intencién de obtener el
campo de desplazamientos. Andlogamente, un "potencial de tensiones" es una funcién
escalar que derivada adecuadamente produce las componentes del tensor de tensiones.
En problemas planos (de T.P. o de D.P.) es posible plantear un potencial de tensiones
particularmente conveniente, conocido como Funcidén de Airy, que serd el objeto de
estudio fundamental de este epigrafe.

Eleccion de una forma adecuada.

A la hora de definir un potencial contamos con libertad para elegir entre una
variedad de alternativas. So6lo existe una regla obvia que debe ser respetada en todo
caso: si la magnitud a representar es un tensor, las operaciones que apliquemos al
potencial (que serdn fundamentalmente derivaciones), deben definir precisamente un
tensor. Ademds, sus componentes deben cumplir las caracteristicas requeridas
(simetria...). Por ejemplo es apropiado intentar obtener un campo vectorial mediante
derivadas primeras de un potencial, o un campo tensorial mediante derivadas segundas,
ya que, si nos limitamos a coordenadas cartesianas, las derivadas segundas de un
campo escalar producen las componentes de un tensor. Como ejemplo, puede
comprobarse que las componentes de tension obtenidas a partir de un potencial Y
mediante G;,=V,5,; 0,,=V,;;; 0;,=-V,,; cumplen en efecto con las relaciones de
transformacion (1.19) que definen un tensor (procedimiento sugerido: calcule la
expresion de la derivada en ejes girados W,,, en funcién de las derivadas en ejes sin
girar ;5 V.5 W, 1, Y compruebe que coincide con la expresion de ¢, obtenida bajo la
hipétesis de que o;; se transforma como un tensor; realice andloga comprobacion para la
pareja ,;; y Oy, Yy para la -\,,, y 0,,). Apréciese que el potencial de tensiones que
definiremos a continuacion se ajusta precisamente al patrén anterior.

Funcion de Airy.

Nos proponemos expresar las componentes de tension del problema eldstico
bidimensional mediante derivadas de una funcién potencial ¢. Vamos a limitarnos de
momento al caso en que las fuerzas de volumen sean nulas, X;=0. Si derivamos las
ecuaciones de equilibrio en el dominio, (6.21) o (6.12), respecto de x; y X,
respectivamente, tenemos:

G115+012,=0 — 0/ 09X; = -Cjp,,=0}

Por tanto las tres cantidades -Gy, ; O;1.115 Y Oannns deben ser iguales. Elegimos
igualarlas a la derivada cuarta ¢,;,,, de la funcién potencial:

“C12:12 = O11511 = 02200 = P10
Debemos asegurar que se satisfaga la condicion anterior (elegida por nosotros mismos
en cuanto a ¢), y las ecuaciones de equilibrio. Por simple inspeccién encontramos que
ambas se satisfacen si hacemos:
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Gy = ¢’22 ; 0pp = ¢,11 ;01 = '¢,12 (6.25)

Cualquier funcién ¢ que utilicemos conducird, mediante (6.25) a un campo de tensiones
que cumple las ecuaciones de equilibrio interno. Pero esto no asegura que exista un
campo de desplazamientos fisicamente aceptable asociado a tal campo de tensiones.
Para asegurarlo debe satisfacerse ademas la ecuacion de integrabilidad. Vamos a usar su
expresion en funcidn de las tensiones (la ecuacion de Michell y Beltrami), que en los
casos X;=0 que analizamos adopta la misma forma tanto en T.P. como en D.P:

V(6 +645,) =G5 =0

Expresando las tensiones en funcién de las derivadas del potencial mediante (6.25),
tenemos que G,;+0,, = 0,,+0,;; = V20. La ecuacion de integrabilidad se reduce pues a
la siguiente, que expresa la "condicién de biarmonicidad" para ¢:

V2(V20) = V4 = 0,111 + 20,1125 + 0,020 =0 (6.26)

Por lo tanto, un campo de tensiones obtenido mediante (6.25) utilizando una
funciéon ¢ biarmdnica, cumplird las ecuaciones de equilibrio en el dominio y la de
integrabilidad. S6lo quedan por satisfacer las condiciones de contorno de nuestro
problema para que ¢ represente la solucion del mismo. Asi pues, el problema eldstico
plano se resuelve si encontramos la funcién ¢ biarménica adecuada a las condiciones de
contorno. El potencial que hemos descrito fue introducido por G. B. Airy en 1862, y se
conoce como funciéon de Airy. El lector no debe desanimarse por no ser capaz de
adivinar qué funcién de Airy resuelve cada problema dado. De hecho, la mayoria de las
soluciones han sido obtenidas por un procedimiento de tipo inverso: tomando una
funcion biarmodnica, obteniendo su campo de tensiones asociado, y observando a
posteriori si el mismo corresponde a las condiciones de contorno de algtin problema de
interés. No obstante, cuando la benevolencia del problema, o nuestra experiencia previa,
nos sugiere de qué tipo serd la solucién de ¢ (un polinomio de cierto grado en X,,X,, una
funcion que dependa sdlo de la distancia al origen, ...), es posible intentar un
procedimiento directo: partiendo de una funcién de ese tipo que contenga constantes
indeterminadas, se intenta ajustar las constantes para que se satisfagan las condiciones
de contorno y la de biarmonicidad. Es evidente que solo serd posible ajustar las
constantes si la funcién que hemos elegido es lo bastante general.

Finalmente, haremos notar que la forma (6.25) de plantear un potencial de tensiones
no es la mds obvia. En un primer intento, pareceria mas natural probar con G,,=V,,;;
G5,=V.»; 01,=V,,,; Es facil comprobar que la eleccion anterior restringida a funciones y
biarmoénicas satisface la ecuacién de integrabilidad, pero no las de equilibrio. Para
satisfacer las ecuaciones de equilibrio debe restringirse mds la eleccion de Wy
(compruébese que debe ser V2y=cte). Lo anterior permite intuir que la propuesta de
Airy serd capaz de representar estados de tension mds generales que esta alternativa
"mds obvia", ya que permite elegir la funcién potencial con menos restricciones. Esta es
la auténtica razén para preferir la funcién de Airy a otras alternativas. De hecho,
mediante la funciéon de Airy es tedricamente posible describir cualquier estado
bidimensional de tensién. Aunque no lo probaremos explicitamente, el lector apreciard
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la posibilidad de realizarlo cuando se estudien los enfoques de soluciéon basados en
series, en epigrafes posteriores.

Independencia de las tensiones respecto del material.

Las ecuaciones (6.25) y (6.26), que relacionan la funcién de Airy con las tensiones
y delimitan las posibilidades de eleccién de la misma, no contienen ninguna referencia
explicita a las constantes eldsticas del material. No obstante, algunos problemas
requerirdn que la funcién de Airy contenga esas constantes, mientras que otros
problemas no lo requerirdn. Planteamos esta cuestion por el motivo siguiente: si
podemos dar solucién a un problema mediante una funcién de Airy en la que no
aparezcan las constantes eldsticas, la distribucion de tensiones no dependerd de las
mismas, y serd por tanto la misma para cualquier material, y tanto para el caso de T.P.
como para el de D.P. Es por tanto interesante dilucidar las circunstancias en que las
tensiones de un problema plano son independientes del material.

Cuando todas las condiciones de contorno del problema estdn dadas en tensiones,
el problema matematico que se plantea es encontrar una funcién ¢ biarmoénica cuyas
derivadas tomen ciertos valores prefijados en el contorno. El problema matemaético
anterior no involucra de ninguna manera a las constantes eldsticas. Por tanto, el campo
de tensiones es independiente del material en los problemas en que todas las
condiciones de contorno estidn dadas en tensiones.

/
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Figura 6.12.- a) Caso de independencia del campo de tensiones respecto de las ctes.
elésticas y/o tipo de estado plano (T.P. o D.P). b) Ejemplo de dependencia (T.P.).

Por el contrario, en los problemas en que existan restricciones superabundantes al
desplazamiento (mds de las necesarias para evitar movimientos de soélido rigido), el
proceso matemadtico de solucién requerirda involucrar a los desplazamientos para poder
imponer sus valores prescritos. El manejar tensiones y desplazamientos implica el
acoplamiento de ambas magnitudes a través de la ley de comportamiento, por lo que las
constantes eldsticas del material influirdn en la solucién de tensiones. La primera de las
figuras 6.12 muestra un ejemplo sencillo en el que la solucién de tensiones no depende
del material. En este caso no aparecerdn las constantes eldsticas en la funcién de Airy
(que en efecto es ¢=p-x2,/2). El ejemplo de la segunda figura 6.12 es también de sencilla
resolucion sin acudir a funciones potenciales, y en él se observa que la solucién de
tensiones depende del material, y tiene distinta forma para T.P. y D.P, como
corresponde a la superabundancia de condiciones de contorno en desplazamiento.
Claramente, la funcién de Airy dependerd en este ejemplo de las constantes eldsticas
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(para T.P. es 0=p-x?,/2 - vpx?,/2). Adicionalmente debe entenderse que las constantes
elésticas influyen en fodo caso en el campo de desplazamientos, lo hagan o no en el de
tensiones.

El que las tensiones sean independientes del material en ciertas configuraciones,
abre la posibilidad de utilizar modelos de laboratorio en elasticidad. Por ejemplo es
posible utilizar cualquier material de nuestra conveniencia (siempre que se comporte
linealmente) para realizar un pequefio modelo a escala de un gran pdértico metdlico, y
medir en el modelo la distribucion de tensiones, bajo cargas proporcionales a las reales.
La independencia de la solucién respecto del tipo de material junto con la relacién lineal
entre cargas y desplazamientos permite conocer las tensiones en el poértico real
experimentando unicamente sobre el pequefio modelo. La técnica conocida como
"fotoelasticidad" consiste en construir los modelos con un material particular (material
fotoelastico), que produce una birrefringencia al paso de la luz proporcional a la
diferencia de tensiones principales. El paso de luz polarizada a través del modelo
cargado, y de un segundo polarizador llamado analizador, produce franjas de luz y de
sombra de las que se obtiene informacion precisa acerca del campo de tensiones.

6.5.- Fuerzas de volumen que derivan de un potencial.

Cuando las fuerzas de volumen son tales que sus componentes X; pueden obtenerse
como las derivadas de un cierto potencial escalar V respecto de las coordenadas
espaciales (X;=-V,; ; X=-grad V), entonces las ecuaciones (6.25) pueden generalizarse
de la siguiente manera:

XIZ'V,I; XZZ_V’Z :>
0;1=0,+V;0,=0,;+V;0,=-0,, (6.27)

Notemos que las ecuaciones anteriores definen en efecto componentes que siguen la ley
de transformacion de los tensores: las componentes definidas en (6.25) lo hacian, y en
(6.27) s6lo hemos superpuesto una presion hidrostatica de valor V (adiciéon del valor V a
la diagonal del tensor), que como sabemos es invariante frente a transformaciones de
coordenadas. Por otra parte, es facil mostrar que las ecuaciones de equilibrio se
satisfacen:

G151+ 12:0+X,=0 - Gipo1 + Vo - 0,10 -V, =
G151+0250+X,=0 - 011 + 9y + V- V,, =0

Sabemos que en presencia de fuerzas de volumen la ecuacién de Beltrami-Michell
adopta formas ligeramente diferentes para T.P. y D.P, que respectivamente son:

Expresando las tensiones en funcién de ¢ mediante (6.27), tenemos respectivamente:
T.P.: D.P:
V(V2h)=-(1-v) V2V V(V2h)=-(1-2v)(1-v)1 V2V (6.28)
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Por tanto, en problemas con fuerzas de volumen que derivan de un potencial, la funcién
de Airy debe cumplir la ecuacién anterior que corresponda (segtin sea T.P. o D.P), en
lugar de la de biarmonicidad. Vemos que en un caso con fuerzas de volumen la solucién
de tensiones dependerd del material, en general. No obstante, si las fuerzas de volumen
derivan de un potencial arménico (es decir, se cumple VZV=0), entonces las dos
ecuaciones anteriores revierten a la condicion de biarmonicidad para ¢ (V49=0). En este
caso, desaparece nuevamente cualquier referencia explicita a las constantes elésticas del
material, y es de aplicacion lo dicho en el apartado anterior a cerca de la independencia
de la distribucidn de tensiones respecto de las constantes eldsticas.

Una ecuacién diferencial en derivadas parciales como (6.28), que es no homogénea
(el miembro derecho es una funcién conocida no nula de las coordenadas espaciales),
puede resolverse de la misma manera que una ecuacion diferencial no homogénea
ordinaria: encontrando una solucién particular y superponiéndole la solucién general de
la ecuacién homogénea correspondiente. Como solucién particular podemos tomar
cualguier funciéon ¢ que satisfaga la ecuacién, no siendo necesario que contenga
constantes indeterminadas. La "generalidad" de la solucién general proviene de las
constantes indeterminadas de la soluciéon homogénea. Con frecuencia es muy util pensar
en el sentido fisico del proceso anterior: la solucion puede obtenerse como
superposicion de dos estados eldsticos, uno correspondiente a un problema particular
cuyas condiciones de contorno podemos elegir libremente con tal que actden las fuerzas
de volumen establecidas (ya que su funcién ¢ correspondiente debe satisfacer (6.28)),
mas un cierto estado con fuerzas de volumen nulas (ya que su funcion ¢ debe satisfacer
la condicién V49=0) elegido convenientemente. Los pasos de resolucién segin este
procedimiento son pues:

a) Encontrar la solucion de un problema cualquiera que tenga las mismas fuerzas de
volumen X, pero condiciones de contorno mds sencillas. Por ejemplo, para
analizar rigurosamente una viga con una sustentacion dada y sometida a la accion
de la gravedad, podemos utilizar como solucién particular la de la viga totalmente
apoyada sobre un suelo rigido sin friccion (esta solucién es muy sencilla de
obtener, ya que su estado de tension resulta unidireccional).

b) Superponer la solucién correspondiente a una funcién ¢ biarménica que sea lo
bastante general. No es necesario asegurar que sea la solucién absolutamente
general de V4¢=0 (lo que supondria una extraordinaria complicacién). Solo se
requiere que sea lo bastante general como para que sea posible elegir sus
constantes indeterminadas de acuerdo con el criterio del punto siguiente.

c) Elegir las constantes indeterminadas de manera que la superposicion reproduzca
las condiciones de contorno dadas en el problema.

El enfoque anterior no es el unico posible para la encontrar una solucién de (6.28). Por
ejemplo, si sospechamos que la solucién de ¢ podria ser de determinado tipo, digamos
un polinomio de cierto orden, podemos probar una funcion lo bastante general de ese
tipo despreocupandonos de (6.28), y después ajustar las constantes imponiendo las
condiciones de contorno y (6.28), por el orden que deseemos. Apréciese que en todo
caso, y tanto si existen fuerzas de volumen como si no, la mayor dificultad radica en
acertar con una funcién ¢ que perteneciendo a la tipologia adecuada (biarmoénica o bien
que satisfaga (6.28)), sea lo bastante general para representar ciertas condiciones de
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contorno (las originales del problema o unas complementarias, en caso de que
empleemos superposicion).

Seguidamente presentaremos algunos casos particulares frecuentes de fuerzas de
volumen que derivan de potencial. Antes de ello merece la pena anunciar que la mayoria
de los componentes mecdnicos en ingenieria estan sujetos a cargas de contorno mucho
mads intensas que las de volumen, por lo que estas ultimas suelen poder despreciarse.
Esto es menos cierto en las aplicaciones de ingenieria civil, en las que el peso de la
construccidn supera frecuentemente a las cargas aplicadas. No obstante, en el caso de
vigas suele ser posible sustituir su peso propio por cargas de contorno, con excelente
aproximacion. En el caso de los pilares, el peso propio suele ser despreciable frente a las
cargas de servicio. En otras aplicaciones de ingenieria civil, como elementos de
contencion, es preferible el tratamiento riguroso del peso propio como fuerza de
volumen. En ingenieria de maquinas pueden darse aceleraciones importantes en los
componentes, produciendo efectos de inercia que normalmente deben ser tratados con
rigor como fuerzas de volumen. Es tipicamente el caso de elementos extensos que rotan
a gran velocidad. Si hablamos s6lo de problemas abordables mediante un enfoque
estdtico (al menos en cada instante), la necesidad de tratamiento riguroso de las fuerzas
de volumen en ingenieria se limita practicamente a los casos enumerados en este
parrafo.

Peso propio.

Si se trata en efecto de un problema bidimensional, las fuerzas de gravedad deben
estar contenidas en el plano 1-2. Si la densidad del sélido es constante, la fuerza por
unidad de volumen serd constante, de valor pg, siendo g la aceleracion de la gravedad y
p la densidad. Segin la orientacién de los ejes respecto de la gravedad, la fuerza de
volumen anterior tendrd componentes cartesianas X*;, X*,, de valor constante. Las
fuerzas de volumen constantes derivan del potencial V que se indica a continuacion, por
lo que el campo de tensiones adopta, segiin (6.27), la forma que también se indica:

011 =0y -X" X - X5 Xy 5 O =0, - X X - XXy 5 Oy =-0,5 (6.29)

Ademais, V es en este caso armoénico, por lo que la funcién ¢ debe ser biarmoénica,
como en el caso de fuerzas de volumen nulas (pudiéndose dar la independencia de las
tensiones respecto del material en las condiciones que se expusieron). Un problema se
reduce a encontrar la funcién ¢ biarménica que satisfaga, a través (6.29), las condiciones
de contorno. Para fijar ideas: si la gravedad tiene el sentido negativo del eje x,, serd
X,=0, X)=-pg, V = pgx,, 011 = .00+PgXy, Oy = 0,1 +PEXy, G1p = -0y
Efectos de inercia sin aceleracién angular.

Como es sabido, las aceleraciones de los puntos de un cuerpo rigido en un instante,
pueden describirse en base a movimientos diferenciales (de traslacion y de rotacion) del
s6lido en su conjunto. En un cuerpo deformable, las distancias entre particulas pueden
variar con el tiempo, dando lugar a términos adicionales de aceleracion que dependen
del campo de deformaciones (ya que su presencia conlleva que las distancias relativas
no se mantengan). Los dos efectos anteriores requieren tratamientos muy diferentes. En
el primer caso, la cinematica del sistema o mecanismo al que pertenezca nuestro sélido
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permite conocer las aceleraciones a priori. En el segundo caso, las aceleraciones estan
asociadas a la deformacion del solido, y por tanto no se conocen a priori, sino que deben
ser encontradas como parte de la solucién. Este tipo de problema en que las
aceleraciones y las deformaciones estin matemdticamente acopladas es el objeto de
estudio de la Elastodindmica. En las ecuaciones de campo de esta disciplina interviene
inevitablemente el tiempo como variable. Los problemas més emblemaéticos que estudia
son aquellos en que se debe analizar la propagaciéon de ondas eldsticas, ya sean
transitorias (como en los problemas elastodindmicos de impacto), o en régimen
estacionario (como en los problemas mas frecuentes de vibraciones mecanicas). Vamos
a restringir aqui nuestra atencién al caso en que las aceleraciones asociadas a la
deformacion sean despreciables frente a las debidas al movimiento del conjunto del
s6lido. Veremos que en estos casos es posible un enfoque estatico del problema referido
a un instante dado.

Conocidas la velocidad angular © vy la aceleracién angular Q (supuestas ambas en
el sentido de x;), asi como la aceleracion a® de un punto O de un sélido (el cual haremos
coincidir en el instante considerado con el origen del sistema cartesiano X,,X,), la
aceleracion a de otro punto P del sélido, que en ese instante ocupa las coordenadas
X{,X,, S€ EXpresa en componentes como:

—q0 _ ( _ 02 - — - _ 02
a;=a° - Qx,-QxX,; a=a%+ Qx, - Q%x,

Utilizaremos el principio de D'Alembert para poder contemplar este problema dindmico
bajo el enfoque de equilibrio estitico en que hemos desarrollado la teoria de la
Elasticidad. Las componentes de la fuerza de volumen seran las aceleraciones anteriores
cambiadas de signo, y multiplicadas por la densidad, que supondremos constante:

Nuestra primera pregunta es si existe un potencial del que deriven las componentes
anteriores. De las primeras condiciones expresadas en (6.26) se deduce inmediatamente
que para que dicho potencial exista debe ser X,,,=X,,, (v€ase: X,,,=-V,,=-V,,,=X,,)),
lo que solamente se cumple si la aceleracion angular es nula. Bajo esta condicion
encontramos el potencial V por simple inspeccion:

Q=0= X=-p (a° - Q%)) =
Xy=-p (a% - Q%x)

V=p (a°x, +a%x, - Q2(x?,+x%,)/2) (6.30)
Hay que notar que la expresion de V anterior no es armonica: VZV=2pQ2 (que es una
constante distinta de cero) por lo que las ecuaciones (6.28) suponen condiciones
distintas para ¢ segun se trate de T.P. o D.P. Por tanto, para este tipo de cargas tenemos

V40 =M, siendo M una constante que depende, entre otras cosas, de si se trata de T.P. o
de D.P.

Como ejercicio, vamos a buscar explicitamente una solucion particular para las cargas
de volumen debidas a la rotacion uniforme de un sélido entorno a un punto (el origen,
que tendra por tanto a,'=a_ 2=0). Tal solucién particular podra ser usada en el futuro para
resolver mediante superposicion problemas con este tipo de carga de dominio (ver
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epigrafe 6.6 para mas detalles acerca de este procedimiento). El potencial de las fuerzas
de volumen es en este caso V=-pQ?(x2,+x2,)/2. Para encontrar una solucién particular
de tensiones solo debemos sustituir en (6.27) el valor de V anterior y cualquier funcion
0 que satisfaga V40 =M, que es la forma de (6.28) para nuestro caso. Dependiendo de la
eleccion de ¢ obtendremos distintas soluciones particulares. Para empezar, es natural
pensar en términos de cuarto grado para ¢, ya que sus derivadas cuartas serdn
constantes. Existe alguna ventaja en elegir ¢ de forma que dependa solo de la distancia
al origen, porque ello corresponde al caso mas frecuente en que el s6lido en rotacion
tiene geometria circular (esto se comprenderd mejor al realizar el estudio en
coordenadas polares en un epigrafe posterior). Adoptaremos por tanto una funcién de la
forma

O=A(X?+x2,))?=A (x4 +x4+2x2,x2,)

Para que se cumpla V49 =M debe ser A=M/56. En general, podriamos afadir a esa
funcion cualquier funcién biarmoénica con parametros indeterminados. No lo hacemos
porque no pretendemos ajustar finalmente las tensiones a las de una configuracién
propuesta, sino simplemente encontrar una solucién de tensiones, sea cual fuere. Por
supuesto, esta solucién corresponderd a algin problema, que podremos identificar a
posteriori. La solucion particular adoptada para ¢ produce, a través de (6.27) el campo
de tensiones siguiente:

G1=-0,1,=-8AX X,

No olvidemos que la anterior es una solucién particular de entre las muchas existentes.
Puede comprobarse que para cualquier punto P(x,P,x,P), el vector tensién asociado a la
direccién OP (cuyo vector unitario llamaremos n) es:

on, = (4A (OP)2 +V) n,

Es decir, o™ es colineal con la direccion n. Por tanto, en cualquier punto, las direcciones
principales son la radial y la perpendicular a ella. Ademas, como V es también
proporcional a OP2, la tensién normal en todos los puntos del contorno de un circulo
cualquiera centrado en el origen es la misma, y depende del radio al cuadrado del
circulo. La tension tangencial es evidentemente nula, y puede comprobarse que la
tension circunferencial (tensiéon normal segun la direccién perpendicular a n) depende
también del radio al cuadrado. A la vista de las simetrias implicadas en las
consideraciones anteriores, estamos en disposicion de identificar que la solucion
particular que hemos encontrado podria corresponder al problema fisico de un disco
macizo girando en torno a su centro, y que ademds estuviese sometido a una cierta
tension normal en su contorno.

6.6.- Fuerzas de volumen que no derivan de potencial.
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Acabamos de encontrar un caso de interés, cual es el de aceleraciones angulares no
despreciables, en el que las fuerzas de volumen no derivan de un potencial. Este tipo de
problemas no admite un tratamiento sencillo en el contexto de la funcion de Airy. No
obstante, si somos capaces de encontrar (por procedimientos ajenos a la funcién de
Airy) una solucién particular para las cargas de volumen dadas, es posible plantear la
resolucion mediante superposicion de esa solucion particular y la solucidén de un cierto
problema sin fuerzas de volumen, con las condiciones de contorno adecuadas. La
justificacion de que tal planteamiento es correcto se encuentra en las mismas ecuaciones
de Navier (reproducimos las del caso tridimensional por generalidad; el razonamiento es
andlogo para las correspondientes ecuaciones en T.P., y en D.P):

(A+G)u i

jii TOU =—X
Se trata de ecuaciones no homogéneas en derivadas parciales, cuya solucién general
puede obtenerse mediante superposicion de una solucién particular mds una solucién
general de las ecuaciones homogéneas. Ello significa que para resolver un problema
dado hemos de superponer la solucién de cualquier problema que tenga las mismas
fuerzas de volumen, més la solucién de cierto problema sin fuerzas de volumen cuyas
condiciones de contorno sean las complementarias del primero, de modo que la
superposicion reproduzca las del problema original. Con esta idea, y supuesto que
seamos capaces de encontrar una solucién particular, la complicacion revierte a la de un
problema matematico sin fuerzas de volumen.

Efecto de inercia debido a la aceleracion angular.

Vamos a obtener seguidamente una solucién particular que involucra a la
aceleracion angular. La solucién particular que obtendremos podré utilizarse para tratar
el término de fuerza de volumen debido a la aceleracién angular en cualquier problema
futuro, mediante el enfoque de superposicion que hemos apuntado.

El problema particular que planteamos se muestra en la primera figura 6.13, y consiste
en un disco giratorio de radio "a" con velocidad angular nula, pero aceleracion angular
distinta de cero causada por tensiones tangenciales uniformemente distribuidas en el
contorno r=a. Lo anterior corresponderia al instante en que el disco empieza a moverse
desde un estado de reposo. Tomamos coordenadas polares 1,0, y definimos unos ejes
polares (cuya orientacion depende del punto considerado), a los que también notamos
como r,0. Consideramos un elemento diferencial limitado por lineas r=cte, O=cte, como
indica la segunda figura 6.13.
<

Og,t Og.p do

T
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Figuras 6.13.- Disco giratorio con tensiones tangenciales en su contorno.

Si cambidsemos el sentido de las tensiones en el contorno, las fuerzas de volumen, asi
como todas las variables eldsticas en general, serian las mismas pero cambiadas de
signo. Por otra parte, ese problema seria "una imagen en el espejo" del problema
original. La combinacién de ambas consideraciones conduce a que el desplazamiento
radial u, de cualquier punto serd nulo en ambos problemas, ya que es la unica manera de
que uno sea imagen especular de otro y a la vez u, tenga signo opuesto en cada punto
homologo. El mismo razonamiento conduce también a que deben ser 6,=0, 64,=0 en
todos los puntos. De paso, notemos que pensando en un disco delgado, el mismo
razonamiento conduce a que 6,,=0. Por tanto se trata de uno de los casos excepcionales
en que las hipdtesis de tension plana son exactas. La tercera figura 6.13b indica las
componentes no nulas de tensién que actian en las caras del elemento, asi como la
fuerza unitaria de volumen segun el principio de D'Alembert. El equilibrio de fuerzas en
la direccién 0 se expresa como:

(0,104, dr)(r+dr)d® - G, 1dO +
+G,, dr sen(d6/2) + (Gg+Gg,.4d0) dr sen(d6/2) -prQ rdd dr = 0

La anulacion de momentos respecto de un punto cualquiera requiere que O,=Og,
similarmente a lo que sucede en coordenadas cartesianas. Los diferenciales de primer
orden se cancelan. Despreciando los de orden tres y superiores y dividiendo por rd@ dr
se obtiene:

2 .
?Gre + Gre,r = pI‘Q

Se trata de una ecuacién diferencial lineal no homogénea de coeficientes no constantes.
Construiremos la solucién por superposicion de una particular mas una general de la
homogénea. Como solucién de la homogénea ensayamos 6,,=Cr®, y encontramos por
sustitucion directa que debe ser o=-2. Por tanto, la solucion homogénea general es
6,,=C/12, donde C es una constante arbitraria. Como solucién particular ensayamos
nuevamente una funcién de la forma 6,,=C'r*, encontrando en este caso que debe ser
a'=+2, C'=pQ/4, por lo que la solucién particular es GrS:erQ/4. La solucion de
nuestra ecuacion diferencial es la superposicion:

Q C
=p7r2+r—2 ; 0y =0gg=0 (6.31)
La constante C debe ser nula en este caso para mantener la continuidad en el origen
(podria no serlo para un disco con agujero interior). Con esto, tenemos la solucién
particular de tensiones debidas a aceleracién angular que necesitdbamos para el
tratamiento de los efectos de inercia realizado en el apartado anterior. Por supuesto, las
componentes de tensidon en un sistema de coordenadas cartesianas se obtienen mediante
las ecuaciones de transformacioén (1.20) habituales, o equivalentemente utilizando el

diagrama bidimensional de Mohr.

Gre

Lo cierto es que todavia no hemos abordado formalmente el tratamiento del problema
elastico plano en coordenadas polares (se abordard mds tarde en este mismo capitulo).
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Por ello, y aunque en esencia se trata s6lo de un problema matemético de cambio de
variables, el desarrollo anterior puede plantear algunas dudas al lector. En particular,
hemos obtenido la solucion de tensiones en base al equilibrio del elemento, sin asegurar
la existencia de un campo de desplazamientos asociado a esas tensiones. Esto hace que
la solucion de tensiones (6.31) sea simplemente una tentativa que requiere
comprobacion. Para no diferir dicha comprobacién a un epigrafe posterior, apreciemos
que el primer invariante (bidimensional) de tensién de nuestra tentativa (6.31),
0,+049=0,,+0,=..., €s 1dénticamente nulo en todos los puntos del sélido, por lo que
también lo serd su laplaciano, V2(G,+04,)=0. Por otra parte se comprueba facilmente
que el campo de fuerzas de volumen del problema es adivergente, div(X)=0. La
ecuacién de Beltrami-Michell, V2(6,+0,4)=ctexdiv(X), resulta por tanto una identidad
tanto para T.P. como para D.P. El que esta ecuacion se satisface asegura la existencia de
un campo de desplazamientos asociado a nuestra solucion de tensiones, que por tanto es
la correcta.

6.7.- Planteamiento en coordenadas cartesianas.

A continuacion presentaremos algunos enfoques para la obtencion de soluciones en
ciertos tipos de problemas. El sistema cartesiano de coordenadas x;,X,, es claramente
idoneo para resolver problemas de solidos rectangulares, cuyos contornos son de la
forma x,=cte, x,=cte. Los sélidos tipo viga constituyen una categoria importante de
problemas con esta geometria. Existen ademds otros tipos de problemas, que
habitualmente tienen todos sus contornos rectos, cuya resolucion es factible utilizando
coordenadas cartesianas.

Funciones de Airy polindmicas.

Un polinomio en Xx;, X,, de grado tres o menor siempre serd una funcién
biarménica, que podremos utilizar como funcién de Airy. La funciéon mas general de
este tipo es:

= Ax3 2 2 3 2 2
0= Ax3 + Bx?,x,+ Cx;x2,+ Dx3,+ Ex?,+ Fx, x,+ Gx2,

Se han escrito los términos de tercer grado con coeficientes A, B, C, D, y los de
segundo grado con coeficientes E, F, G. No se incluyen términos lineales ni constantes,
que no aportarian nada al campo de tensiones (cualquier derivada segunda suya se
anula). Las figuras 6.14 recopilan la forma de las tensiones en contornos x,=cte y x,=cte
que corresponden a cada término del polinomio, segin (6.25). Los valores concretos
dependen de los de los coeficientes, y de la posicion del origen de coordenadas. En
particular, cualquier evolucion lineal de tensiones de las mostradas, que se han dibujado
de forma que se mantenga su signo en el rango de la figura, tendria un cambio de signo
si el origen de coordenadas estuviese dentro del dominio rectangular.
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Cuadraticos: Z} Z} Z} Z} -
< —(>
X 2 < 2 —(=
2 X X X, : X, :
X, < —(=
TV -
Ctibicos: % % % %
<H —(
2 <+ 2 =
% XX X% L=
<H —
VoV v

X3 X3
1 2
2
%7 XX, XX
—{= —{ =

Figura 6.14.- Aportacion de términos cuadraticos y cibicos de ¢ a las tensiones.

La informacién anterior permite saber inmediatamente si serd posible o no ajustar
ciertas condiciones de contorno con un polinomio de tercer grado. Por ejemplo, no es
posible ajustar con esa limitacién las condiciones 6,,=-p en X, =+a, 0,,=0 en X, =-a,
0,,=0 en x,=*a (p, a, ctes), en todo un rango de valores de x;, ya que no hay forma de
anular la tensién G, aportada por el término x? x, de ¢, que seria necesario introducir.
Por supuesto, no estamos limitados a términos polinémicos de orden dos y tres en la
funcién de Airy. Simplemente ocurre que cualquiera de esos términos es biarmdnico, y
no requieren comprobacion al respecto. Los términos de cuarto orden y superiores no
son biarmoénicos aisladamente, y es necesario imponer que lo sea el conjunto de ellos en
el polinomio (los términos de cuarto orden x,’X, y X;X,> si que son biarmdnicos
excepcionalmente). Por ejemplo, si debemos incluir un término tipo x4, que no es
biarmoénico por si mismo, debemos hacer en alguna forma combinada con la otra
coordenada que si lo sea, como (x,*-X,%), 0 (x,*-6X,%X,?).

En general utilizaremos un enfoque semi-inverso de resolucién, consistente en observar
atentamente las condiciones de contorno y las simetrias del problema para obtener
indicios de qué tipo de términos polinémicos seran necesarios. Por ejemplo, si ,, varia
linealmente en x,, necesitaremos términos en ¢ que contengan x,3. Basdndonos en estos
indicios propondremos una funcién ¢. Conviene que nuestra propuesta sea lo mads
general posible dentro de lo razonable, porque rara vez resulta ser biarménica una
funcién que se limite a satisfacer los "indicios" aportados por las condiciones de
contorno. Finalmente ajustamos los coeficientes del polinomio de modo que sea
biarmonico y satisfaga las condiciones de contorno. Si ello no es posible, es que nuestra
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funcién ¢ propuesta no es lo bastante general, o simplemente no es del tipo adecuado
para el problema en cuestion.

Condiciones de contorno en forma débil.

Existen muchos problemas en los que una distribucién complicada, o desconocida
en detalle, de cargas actiia sobre una pequefia porcién del contorno del sélido. En estas
situaciones es posible invocar el principio de Saint Venant para obtener una solucién
util desde el punto de vista practico, ignorando la forma particular de la distribucién de
tensiones en la zona en cuestion, y aproximandola por otra forma que tenga la misma
resultante y momento. Esta forma de imponer las condiciones de contorno se conoce
como "forma débil". En general, cuando en lugar de imponer condiciones de contorno
especificando el valor de la variable en cada punto ("forma fuerte"), se especifica el
valor de alguna o algunas integrales suyas en cierto dominio, se dice que se trata de
condiciones en forma débil.

Una forma débil es matemdticamente mucho menos exigente que una forma fuerte, por
lo que es mas probable que una determinada funcién ¢ que ensayemos resuelva un
problema si aceptamos expresar en forma débil algunas de sus condiciones de contorno.
Por tanto, desearemos utilizar formas débiles siempre que sea razonable. Como criterio
general, debe entenderse que no tendria sentido expresar en forma débil una condicién
que afectase a una gran zona del contorno del s6lido, ya que el principio de Saint Venant
no serfa de aplicacion, y el error asociado a esa aproximacién no quedaria confinado a
un pequefio dominio.

Un ejemplo: Viga con carga uniforme.

Como ilustracién de lo expuesto en los dos apartados anteriores, consideremos el
problema de la figura 6.15, que representa una viga simplemente apoyada (asi se
denomina a la sustentacion indicada), con carga uniformemente distribuida en su
contorno superior, X,=b. Si p es el valor de la carga por unidad de longitud, la reaccién
en cada apoyo serd pa, como se indica. Para poder ser considerada como tal, el canto
(2b) de una viga siempre serd pequeiio comparado con su longitud (2a), por lo que los
contornos x; =ta son pequefias regiones del sélido, y en principio es de esperar poco
error si sustituimos las cargas que actden aqui por otras estdticamente equivalentes.
Aplicando la idea anterior, sustituiremos las fuerzas puntuales pa, incomodas de
manejar analiticamente, por distribuciones de tensiones tangenciales en los contornos
x,=*a. La opcion mas sencilla serfa una tension tangencial constante.
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px:
T I R

— = 2b

2a
pa pa

Figura 6.15.- Viga simplemente apoyada con carga uniforme.

Sin embargo, en un elemento diferencial situado en una esquina de la viga (puntos x,=%
a, X,=1b), tendriamos un valor no nulo de tension tangencial en la cara vertical y nulo en
la horizontal (esto ultimo segun el enunciado, que no deseamos modificar en lo referente
a los extensos contornos x,=*b). Tal elemento no podria estar en equilibrio, ya que no
se cumpliria la condicién 6,,=0,,, lo que no es coherente en nuestro contexto. Para que
no se produzca esta incoherencia elegiremos una evolucion de tension tangencial que se
anule en x, =tb, como se indica en la figura 6.16.

AX2 p
v o4 b b gLy b

Resultante
= pa @ D
2a

J7 Resultante
2b D =pa

Figura 6.16.- Aproximacioén de las condiciones de contorno en los extremos.

Lo anterior constituye la aproximacion de algunas de las condiciones de contorno
en tensiones (las reacciones) por formas débiles en los extremos de la viga, lo que es
una forma de decir que consideramos valida cualquier evolucion de tension tangencial
en esos extremos, siempre que su resultante tenga el valor correcto, y en este caso que
ademds se anule en las esquinas. Vamos a plantear una solucién basada en funciones
polindmicas. El polinomio mas sencillo que puede adaptarse a los requisitos en x,=*a es
de segundo grado en x,. Como ©,,=-0,,,, hemos de considerar una funcién de Airy al
menos cubica en X, y al menos lineal en x,. Por otra parte, las tensiones G,, deben variar
al menos linealmente con x,, para poder tomar el valor -p en x,=b, y cero en x,=-b, y ser
constantes al variar x,. Como ©,,=0,,, tenemos que considerar una funcién de Airy al
menos lineal en X, y cuadratica en X,.

Las observaciones anteriores nos ofrecen una orientacion acerca del tipo de funcién
0 que necesitamos, pero no debe esperarse que incluyendo solamente en ¢ los términos
que reproducen las condiciones de contorno se obtenga la solucién del problema:
debemos plantear una ¢ lo bastante general como para que ademds podamos ajustar la
condicion de biarmonicidad. El como dotar a ¢ de generalidad suficiente pero sin llegar
a complicar innecesariamente el problema no es una cuestion evidente. En general es
preferible incluir términos innecesarios (y encontrar que su coeficiente es cero) a no
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incluir términos que hubiesen sido necesarios (y tras un tedioso proceso no obtener mas
conclusién que la funcidén propuesta no resuelve el problema). Teniendo en cuenta lo
anterior, y puesto que los mayores ordenes necesarios son cuadrético en X, y cibico en
X,, podriamos considerar un polinomio completo de grado 3+2=5. Un polinomio
completo en X,,X,, de grado 5 tiene, tras descartar los términos lineales y constante, 18
coeficientes que debemos ajustar. Podemos simplificar un poco la tarea haciendo
intervenir la simetria en tensiones del problema respecto del plano x,=0. En virtud de
dicha simetria debe cumplirse:

011 (X ,X0)=0 1 (-X,Xp) 5 Op(X[,X5)=055(-X[,X5) 5 Op5(X1,Xp)=-05(-X},X,)

A la vista de (6.25), las condiciones anteriores se satisfacen si la funcion ¢ es par en x,.
Por tanto ¢ queda limitada a la forma:

0=f,(x,) + X2 £,(x,) + x;* f5(x,) + ...

Donde f(x,) son polinomios en x,. Nuestra propuesta de funcion de Airy serd pues un
polinomio de grado 5 par en x,;. Como las condiciones de contorno sugieren que serd
suficiente una variacion cuadrética en x,, adoptaremos ademds esta limitacion. En
problemas que el lector aborde por si mismo, esto ultimo debe considerarse un riesgo
innecesario, ya que no supondria gran complicacién incluir los términos X4, x;X,.
Proponemos en definitiva el siguiente polinomio como funcién de Airy:

0 = x,2 (C;x,34+C,x,24+C;3x,+C,) + Csx,7+C X, 4+ Cox,34+Cgx,?

Intentaremos imponer a este polinomio la condicién de biarmonicidad y las condiciones
de contorno, via (6.25). El conjunto de condiciones es:

=i nx, =t b
01,=0 enx, =tb Ibclldxzzo en x, =xa

6,,=0 enx,=-b b
22 2 jb011x2dx2 =0 en x,=%a

=- n x, =+ b
=P enx, =+b jbclzdxzzipa en x, =*a

V49=0

Las condiciones dadas en forma integral corresponden a la expresion en forma débil de
las condiciones de contorno en los extremos x,=fa de la barra. Las condiciones en
forma fuerte (las que figuran a la izquierda) corresponden a los grandes contornos x,=%*
b. La condicién de biarmonicidad debe imponerse en todo el dominio. Podemos
imponer las condiciones en el orden que deseemos, si bien suele resultar operativamente
mds comodo comenzar por las condiciones dadas en forma fuerte, y de ellas por las
homogéneas (valores dados iguales a cero). Operando asi obtenemos:

6,,=0=-0,,, en x,=+b, = 2x,(3C,b2 + 2C,b + C;) =0 = C,=0 ; C;=-3b2C,
6,,=0=0,;, en x,=-b, = 2(-C,b? - C;b + C,) =0 = C,=-2b3C,
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Biarmonicidad: ¢,;;;; + 20,120 + 0,000 =0 =

G, =0, =P en X, =+b = 2(C,b3 + C3b + C,) = -p = C,= p/(8b3)

Calculado C, sabemos también C;, C, y Cs. Resumamos lo obtenido hasta aqui:
C,=p/(8b3) ; C,=0; C;=-3p/(8b); C,=-p/4; Cs=-p/(40b3); C(=0

Quedan por ajustar las constantes C,; y C,;. Pasemos a imponer las condiciones de
contorno en forma débil, comenzando por las homogéneas:

b
J‘_bcsndx2 =0 en x;=%a
b5 3 .2 2 4 2 b
= [ (x16Cx, +20Cx3 +6C;x, +2C;)dx, = [a73C,x3 +5C3x3 +3C;%] +2c8x2]_b =
=4Cb=0 = C4=0

b
j_b511X2dX2 =0 en x;=x%a
b 3 T2 3 5 31
= [ (x]6C;x; +20C5x3 +6C;x, +2C4)xdx, =[a72C,x] +4Csx3 + 2C7x2]_b =

1 a’

2 2 3

—a2p/2—b’p/544b°C. =0 = C,=|— -2
P P ’ 7 (2013 8b3jp

Con esto tenemos calculadas todas las constantes, pero ain nos queda alguna condicién
por imponer. Si la misma no se satisficiera para los valores de las C; ya calculados,
concluiriamos que la funcién ¢ propuesta no resuelve el problema, y pasariamos a
proponer otra mds general. Comprobamos que, afortunadamente, si se satisface:

b b b
j_boudXZ = j_b—2x1(3clx§ +Cy)dx, =25, Cx3 +Cax, || =-2x,(2C,b° +2C;b) =
=-2x,(p/4-3p/4)=px,

Que efectivamente vale +pa en x;=a, y -pa en x,=-a. La funcién propuesta satisface
todos los requerimientos del problema, y por tanto proporciona la soluciéon del mismo.
Seguidamente se detallan las componentes de tensién que derivan de la ¢ calculada:

of P 3 3p pl_ px 1 a’ | 5
=X|| ==X, ——X,—— |~ + - X
\ 1{8b3 > 8b ° 4} 40b°> p{ZOb 8b* |

X2

_P 3 3p p B _3x§ 3}
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Es interesante observar la evolucion de las componentes de tensidn anteriores,
mostradas a escala en la figura 6.17 para el caso a=10, b=1, y carga p unidad. La
esbeltez, dada por la relaciéon longitud/canto, es pequefia en este caso (10:1), siendo
usuales relaciones del orden de 25:1. Precisamente, los efectos que comentaremos ahora
son ain mds acusados para esbelteces mayores.

x ;=0 X =5 X ;=8 x ;=10
.56 27 (aumentad0)>/ —~

w fffffffffffff i ffffffffff ? 77777777 /| 00209\
o S~ >«l\\ o )

+0.2

N

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

() 6, =0 -
12 12 +3.75 VM | 475
<
y -
Vilido
Gy VX,

-0.5
(trazado a mayor escala)

Figura 6.17.- Tensiones en la viga simplemente apoyada. a=10, b=1, p=1.

En las gréficas de tensiones normales G,,, que se dibujan en las secciones x,=0 (mitad
de la viga), x,=5, x,=8, y x,=10 (extremo de la viga), y de las demds componentes de
tension, llaman la atencion los siguientes aspectos:

En la inmensa mayoria del sélido, las tensiones 6,; son mucho mayores que la
carga p aplicada, y que cualquier otra componente de tensién. Esto es una
caracteristica general del trabajo a flexion, que es la denominacién que recibe la
tipologia resistente consistente en un elemento esbelto poco sustentado que
soporta cargas transversales.

En el extremo x,=10 de la viga, la tensién ©,;; obtenida es en cambio muy
pequeiia, como muestra la acotaciéon de maximos y minimos (se ha dibujado a
escala aumentada para que no se aprecie como cero). Esto es satisfactorio, ya
que en el problema original, figura 6.15, las tensiones normales son nulas en
esas caras. Notese que la distribucion de 6, es impar en X,.

La evolucién de tensiones normales es muy aproximadamente lineal en x, para
todas las cotas x, dibujadas a excepcién de la x,=10, lo que evidencia que el
término en x,3 es practicamente despreciable salvo en zonas muy proximas a los
extremos de la viga.
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e Las tensiones tangenciales son pequefias comparadas con las longitudinales,
tienen evolucién parabdlica en x,, y crecen desde valor nulo en x,=0 hasta
valores mdximos en los extremos de la viga.

e Las tensiones G,, son comparativamente muy pequefias en todo el sdlido,
evolucionando desde el valor prescrito no nulo (p=1) en x,=b hasta cero en x,=-
b. Es llamativo que se den las menores tensiones precisamente en la direccién
en que actuian las cargas exteriores .

El lector tendréd oportunidad de identificar en las hipétesis habituales de Resistencia de
Materiales (R.M.) las observaciones anteriores, al estudiar esa disciplina. Para dar
noticia de la buena aproximacién que se consigue bajo dichas hipdtesis (que no
entramos a detallar), incluso en una viga de moderada esbeltez como la que hemos
analizado, se comentan a continuacion los resultados dados por la R.M. para este

problema:
RM _ 3P 2 3pa’

RM
=——X;X,———X, =>(6,,—C
1 1X2 2 1 1
4b° 4b°

_ _p_Xg 3px,
2b°  10b

El error anterior de la solucién de R.M. es del orden de 0.5 en nuestro ejemplo, y resulta
poco importante en la préictica, ya que afecta a tensiones 6, de valor bastante superior a
20 en casi todo el s6lido, como hemos visto. En cuanto a las tensiones tangenciales G,,,
las calculadas segun la R.M. coinciden con las obtenidas aqui. Las tensiones G,, son
directamente obviadas (supuestas nulas) por la R.M.

Como argumento a favor del uso de formas débiles, puede comprobarse que si se
sustituye alguna de las condiciones en forma débil que hemos empleado por su
correspondiente forma fuerte, por ejemplo si se impone 6,,=0 en x,= *a, en lugar de
imponer la anulacién de su integral, la busqueda de una funcién de Airy satisfactoria se
complica drasticamente (una solucién del tipo de la que hemos encontrado no es capaz
de satisfacer ese requerimiento). Si hubiésemos procedido asi, habriamos descartado la
solucién presentada, que en realidad tiene excelente precision desde el punto de vista de
cualquier aplicacién préctica.

Se ha mostrado que pueden obtenerse soluciones interesantes mediante funciones
de Airy polindmicas. Sin embargo, el nimero de pardmetros independientes entre si
disponibles para ajustar condiciones de contorno no crece tanto como puede parecer en
un principio cuando aumentamos el grado del polinomio. En efecto, un polinomio en
X,X,, tiene n+1 términos de grado n. Al imponer la condicién de biarmonicidad al
polinomio, dichos términos pasan a ser de grado n-4 (suponemos n>4). Notese que no
habrd mas términos de grado n-4 que los que provengan de términos de grado n en el
polinomio original, por lo que la condicién de biarmonicidad debe satisfacerse para cada
conjunto de términos de grado n independientemente. Aplicada la condicién de
biarmonicidad, V4¢=0, aparecerdn los n-3 términos posibles de grado n-4, todos los
cuales deben anularse. Esto supone n-3 relaciones entre los n+1 términos de grado n del
polinomio original. Por lo tanto, de los n+1 pardmetros sélo son independientes (n+1)-
(n-3)=4 pardmetros. Es decir, que cuando decidimos aumentar en uno el grado del
polinomio, s6lo estamos introduciendo 4 parametros utiles para ajustar condiciones de
contorno, con independencia del grado del polinomio.
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Funciones de Airy en forma de serie.

La utilidad del uso de polinomios como funciones de Airy estd limitada por la
complejidad algebraica que suponen para grados elevados. Esta limitacion estd agravada
por el hecho de que al aumentar el grado del polinomio la complejidad algebraica crece
mucho mds aprisa que nuestras posibilidades de que el polinomio de solucién a nuestro
problema, por los motivos expuestos en el parrafo anterior. Ademds se dd la
circunstancia de que algunas formas de carga importantes no admiten ser representadas
mediante una serie de potencias convergente (por ejemplo una carga concentrada,
asociada matemadticamente a la funcion delta de Dirac). El uso de polinomios serd
claramente inadecuado en estos casos. A la vista de las limitaciones que se divisan en el
uso de polinomios, deseariamos disponer de algin procedimiento que ofrezca mayores
garantias de que nuestros esfuerzos serdn fructiferos. Un enfoque de utilidad es plantear
soluciones en forma de serie de Fourier. Para ilustrar este procedimiento en coordenadas
cartesianas nos apoyaremos en el ejemplo de viga simplemente apoyada sometida a
carga distribuida de forma arbitraria en su contorno superior, como muestra la figura
6.18. No se indican explicitamente cargas concentradas, aunque podria haberlas.

Figura 6.18.- Viga con carga distribuida de forma arbitraria.

La mayor dificultad del problema planteado es aproximar la funcion de carga p(x;)
en el contorno superior. Consideremos una funcion de Airy de la forma:

¢=f(x,) cos(rx,)

La idea subyacente es que las tensiones que derivan de esta funcidn tendrdn un factor
tipo coseno (0 seno), y superponiendo varias de estas funciones con distintos valores de
A podremos aproximar cualquier evolucién de tensiones en X,. Impongamos que la
funcion ¢ sea biarmonica:

Vi =2 (x,)cos(Ax,) + """ (x,)cos(Ax,) —2A* "' (x, ) cos(Ax,) = 0
= AF(x,) +""(X,) = 20" (x,) =0
Las primas denotan el orden de derivacion de f respecto de x,. El polinomio
caracteristico de esta ecuacion diferencial ordinaria de coeficientes constantes es A* + s*

- 2A2s2 = 0, cuyas raices son s=+A (doble), s=-A (doble), por lo que su solucidn es:

f(x,)=(A+Bx,)e"™ +(C+Dx,)e ™
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Por tanto, la funcién f(x,) contiene cuatro pardmetros indeterminados (A,B,C,D).
Construimos una funcién ¢ mas general por superposicion:

0= an(xz)cos(knxl) = Z[(An +B,x,)e"™ +(C, +D,x, Yo hixe cos(nmx, /a) (.32)

n=1 n=1

Hemos elegido A, =nm/a para que ¢ tenga forma de desarrollo en serie de Fourier en -
a<x,;<+a. La funcioén anterior es simétrica en X, puesto que solo contiene términos en su
coseno. El desarrollo general de una funcién tendrd también los correspondientes
términos tipo seno (antisimétricos respecto de X,), que reciben idéntico tratamiento, y
que omitimos por brevedad. Las componentes de tensién que derivan de (6.32) tienen
también forma de serie de Fourier, ya que para el armoénico n de la serie tenemos:

o, =1 (x,)cos(A,X,); Gy =—f (X,)A% cos(A,X,); G, =—f (x,)A, sen(A, x,)

En cada arménico n tenemos cuatro coeficientes (y otros cuatro si hay términos en seno,
para los que se aplican idénticas consideraciones), por lo que serd posible ajustarlos para
que se satisfagan las tres condiciones de contorno homogéneas en los grandes contornos
X,=tb. Estas tres condiciones son:

Gpy(x,=—b)=0=f,(-b)=0
G, (X, =+b)=0=1, (+b) =0
G,(x,=—b)=0=f (-b)=0

Tras imponer las condiciones anteriores aun quedard disponible un pardmetro (por
ejemplo habremos expresado B,, C,, D,, en funcién de A ), que se ajustard para que
f (+b) tenga el mismo valor que el coeficiente correspondiente del desarrollo en serie de
Fourier de la carga actuante el contorno superior. De esta manera podemos ajustar tantos
términos como queramos del desarrollo en serie de Fourier de la carga dada, a la vez que
se respetan las otras condiciones de contorno en x,=tb. Para realizar lo anterior
debemos obviamente disponer del desarrollo en serie de Fourier de la carga, lo que se
supone al alcance del lector. Por ejemplo, los coeficientes de una serie de Fourier
truncada pueden evaluarse resolviendo el sistema de ecuaciones (ordinarias) resultante
de imponer la igualdad entre la funcién original y la aproximacién en serie, en los ceros
del primer término descartado de la serie. El desarrollo en serie de Fourier de la carga
aplicada (0,,(x;) en X, =b) incluird en general un término constante, ademds de los
trigonométricos. Este término no aparece en la superposicion de funciones que estamos
empleando (nétese que para n=0 la ecuacion (6.32) degeneraria a un polinomio de grado
uno, que no tendria ningin efecto sobre las tensiones). Es por tanto necesario
superponer a la funcién de Airy (6.32) un polinomio de segundo grado para que genere
el término de tensién constante mencionado.

Realizado todo lo anterior, hemos de ajustar atun las condiciones de contorno en los
contornos X,=*a, lo que haremos en forma débil mediante funciones de tipo polinémico,
siguiendo el enfoque del apartado anterior. La solucién de este tipo, a superponer a la
solucién en forma de serie, debe tener G,, y G,, nulas en x,=tb, mientras que G,, y 0,,
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en x,=ta deben complementar a la solucién en serie para que la fuerza resultante y el
momento tengan el valor correcto en esos extremos de la viga.

El procedimiento descrito en este apartado muestra un camino de resolucién para
cualquier problema tipo viga apoyada en sus extremos, si aceptamos imponer las
condiciones de contorno en esos extremos en forma débil. Las cargas a lo largo de la
viga pueden ser representadas con tanta exactitud como se desee, tomando mas términos
del desarrollo en serie.

Merece la pena realizar una reflexion final acerca de la aplicabilidad del
procedimiento descrito a otros tipos de problemas fisicos, con tal de que estén
caracterizados por ecuaciones diferenciales lineales. Dicho procedimiento consiste en
buscar una forma sencilla de solucién que contenga un parametro (frecuentemente es
buena idea intentar una forma con variables separadas), y construir una solucién mas
general superponiendo soluciones, con un valor distinto del pardmetro y una constante
multiplicativa cada una, disponible para ser ajustada a conveniencia. El procedimiento
es también aplicable cuando el dominio es infinito o semi infinito, en cuyo caso, y
supuesto que se empleen funciones armonicas en X, aparecen las integrales asociadas a
la transformacion de Fourier en lugar de sumatorios de términos arménicos.

6.8.- Planteamiento en coordenadas polares.

La posiciéon de un punto P del plano puede expresarse mediante coordenadas
cartesianas X,(P), x,(P), como hemos venido haciendo hasta ahora, pero en muchos
problemas es mds conveniente elegir otro tipo de coordenadas. En coordenadas polares,
la posicion de un punto del plano se expresa mediante su distancia a otro punto que
Ilamaremos origen, y el dngulo que forma la recta que pasa por ambos puntos (el origen
y el punto P en cuestién) con una direccién fija. Si hemos definido previamente un
sistema de coordenadas cartesianas, y hacemos coincidir su origen de O con el origen de
coordenadas polares, la posicion de un punto P queda determinada por el dngulo 0 y la
distancia r indicadas en la primera figura 6.19.

e LT

Figuras 6.19.- Coordenadas polares y ejemplo de componentes positivas de tension.

Adicionalmente, definimos dos direcciones asociadas al punto P, que abusando de
la notacién llamaremos direccién r y direccion 0, y que son respectivamente la direccion
obtenida haciendo variar la coordenada r con O=cte, y la direccion tangente al circulo
obtenido al variar 6 con r=cte. Se define un sentido positivo en cada una de estas
direcciones, que es el sentido creciente de la coordenada correspondiente, segin indican
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las flechas en la segunda figura 6.19. Es frecuente denominar a estas direcciones 'eje r' y
'eje 0', lo que se hard en lo sucesivo en este texto, aunque estos 'ejes' no se utilicen para
especificar la posiciéon de un punto: estas direcciones o 'ejes', que son perpendiculares
entre si, se emplean Unicamente para expresar las componentes de las diversas
magnitudes vectoriales y tensoriales asociadas al punto considerado. Como ejemplo, las
dos ultimas figuras 6.19 muestran las componentes del tensor de tensiones en el punto P
segin los ejes r y 6. Al igual que en coordenadas cartesianas, una componente de
tension es positiva si actia sobre un plano de normal dirigida en la direccién positiva
(alternativamente, negativa) de un eje, y ademds la propia componente de tension tiene
el sentido del eje al que es paralela (alternativamente, sentido contrario), y es negativa
en otro caso. Finalmente, un elemento diferencial de dominio se define de manera que
sus caras tengan una coordenada (r o 0) constante, al igual que en cartesianas. La
primera figura 6.20 muestra un elemento diferencial de dominio en coordenadas polares.

Gpg+ O doe
06 96,9 Orr + Oprr dr

G.q + © dr
o +0 ro rG,r
(r+dr) d© Or Or.6 e

rdo

(>X 1 /
GI‘I‘

GCop

-

Figuras 6.20.- Elemento diferencial de dominio y tensiones positivas sobre el mismo.

Existen algunas diferencias destacables entre un sistema de coordenadas como el
polar y un sistema de coordenadas cartesianas. En el primero, la direccion de los ejes en
los que expresamos las componentes de magnitudes varian con la posicion considerada,
lo que no ocurre en el segundo. Por tanto al observar una magnitud (vectorial o
tensorial) en dos puntos distintos el cambio de valor de sus componentes polares se
deberd no sélo a que el punto de observaciéon ha cambiado, sino también a que han
cambiado las orientaciones de los ejes en los que expresamos las componentes. La
consecuencia mds inmediata de lo anterior es que las férmulas que relacionen
magnitudes correspondientes a distintos puntos, como por ejemplo las que expresen
alguna propiedad referente a todo un diferencial de sélido, tendrdn apariencias distintas
en coordenadas polares y en cartesianas. El hecho de que una férmula contenga
derivadas espaciales es el indicativo matematico de que la misma relaciona magnitudes
asociadas a puntos distintos, y por lo tanto podemos ya adelantar que las expresiones de
las ecuaciones de equilibrio interno, las relaciones deformacién - desplazamiento, las
ecuaciones de Michell y Beltrami, etc, tendrdn diferente aspecto en coordenadas polares
que en cartesianas. En cambio, las ecuaciones que expresan la ley de Hooke no
contienen derivadas, y la forma de estas ecuaciones no se ve alterada (supuesta la
isotropia del material).

Para ilustrar lo anterior, planteemos el equilibrio de un elemento diferencial de sélido.
Como referencia, la segunda figura 6.20 muestra las componentes positivas de tensién
que actian en el contorno del elemento diferencial. La suma de fuerzas en la direccién
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radial r y en la direccion circunferencial O deben anularse. Para proyectar fuerzas
utilizaremos por ejemplo las direcciones r,0 asociadas al punto medio del diferencial
que se indica. Por supuesto, la elecciéon de unas ciertas direcciones para proyectar
fuerzas no afecta al hecho de que las direcciones r,0, y por tanto las de las componentes
de tensi6n, dependan del punto considerado dentro del diferencial. Tendremos
respectivamente:

(G +0,p,dr)(r +dr)d0—,,rd0 + (G, + G, odO)dr —Gerdr]cos?—
de
(o6 +Gee’ed9)dr+Geedr]sen7+erd6dr =0
de
(Grp+ g ,dr)(r +dr)d0 — G rd0 +[ (G, +Ger,9d9)dr+69rdr]sen7+

Adicionalmente, la igualdad a cero de momentos respecto de un punto cualquiera (por
ejemplo el centro del elemento), conduce a 6,4 = Gy.. En las igualdades anteriores los
diferenciales de primer orden se cancelan exactamente, quedando como significativos
los de orden dos. Despreciando los de tercer orden y superiores, aproximando el seno de
los diferenciales por los diferenciales y su coseno por la unidad (compruébese que esto
produce errores diferenciales de orden superior a dos), agrupando términos y dividiendo
entre r.dO.dr, tenemos:
o +3m 00 Se x _

IT,r r
T T T

s 6.33)
G, T—0,9+—CggetXg=0
r r

Las dos ecuaciones de equilibrio anteriores (6.33) no tienen apariencia similar a las
correspondientes (2.13) en coordenadas cartesianas. Examinando por ejemplo el proceso
de obtencién de la primera ecuacidén (6.33) y comparandola con la primera (2.13),
podemos apreciar que los términos G, ; G4 /1; X;; se corresponden con 10s Gy 1; Gy, ;
X, (el factor 1/r del segundo de ellos es debido a que 8 no mide directamente distancias,
y no cabe atribuirle significado especial). Los términos G,/r; Ggg/r; no tienen
contrapartida en la ecuacion de equilibrio en cartesianas. El primero esta originado por
el hecho de que las caras r=cte del diferencial no tienen ambas la misma longitud, y el
segundo por el hecho de que las caras 6=cte no son exactamente paralelas entre si, como
anticipdbamos en pdarrafos precedentes. El término 26,/r que aparece en la segunda
ecuacion (6.33) tampoco tiene contrapartida en la segunda de (2.13). El lector puede
comprobar que este término proviene de dos sumandos, cada uno de los cuales admite
una interpretacién andloga.

Ecuaciones de campo.

Los parrafos precedentes intentan ilustrar desde un punto de vista fisico intuitivo las
causas por las que las ecuaciones adoptan formas distintas al emplear sistemas de
coordenadas de distinto tipo. Para profundizar en la ilustracién de tales diferencias,
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hemos llegado a obtener las ecuaciones de equilibrio en coordenadas polares planteando
directamente el equilibrio del elemento diferencial. Sin embargo, no es necesario seguir
razonamientos fisicos de este tipo para obtener ninguna de las ecuaciones de campo. De
hecho es posible, y mucho mds aconsejable desde el punto de vista de la generalidad del
procedimiento y de la seguridad operativa, el contemplar la transformacién de
coordenadas como una simple manipulacién matematica, que puede ser mas o menos
tediosa, pero cuyo planteamiento no requiere apreciar sutiles detalles geométricos
(especialmente en todo lo relativo al tensor de deformaciones; los detalles al respecto
pueden consultarse por ej. en el texto de Ortiz, cap. 8, o en el de Paris, cap.7).
Seguidamente se presentard la obtencion de las ecuaciones de campo empleando un
enfoque matematico. El mismo puede aplicarse convenientemente para otros sistemas
usuales de coordenadas ortogonales (polares, esféricas, cilindricas). Es conveniente
recordar que el tratamiento cldsico para sistemas de coordenadas generales requiere
conceptos mds elaborados, y no se incluye aqui, y que el lector interesado puede hallar
este tratamiento en el texto de Green y Zerna, o en el de Fung, entre otros.

-Ecuaciones de equilibrio-

Las ecuaciones de equilibrio han sido ya obtenidas mediante razonamientos fisicos
(ecuaciones (6.33)). Como hemos adelantado, no es necesario realizar un razonamiento
fisico para cada nuevo sistema de coordenadas en que deseemos expresar las
ecuaciones. Es suficiente realizarlo en un sistema (cartesiano por ejemplo), y
transformar las ecuaciones resultantes mediante manipulaciones puramente
matemadticas. Partimos de las ecuaciones de equilibrio (6.12) en coordenadas
cartesianas, y la multiplicamos por a,,, que contiene los cosenos directores del cambio
de base de los ejes x,,x, (a los que asignamos el papel de ejes sin prima) a los ejes r,0
(ejes con prima), para que las componentes de la ecuacién vectorial queden expresadas
en los nuevos ejes 1,0:

aaavGaB’B + X(X' = O
es decir:
cos® senb | (0,,+0,,) | | X,
+ =0 (6.34)

—sen6 cosO (612,1+022,2) Xe

Usamos la relacion G,g=4a,,0,pagg de cambio de base para expresar las

componentes de tensién de la ecuacidon anterior en ejes 1,0. En forma explicita esta
relacion es:

G,, =G, cos’0+G,,sen’ 0 —26 4 senBcosd
G,, =G, sen” 0+ Gy, cos” 0 +2G , senOcosO (6.35)

G, =(0,, —Ggy)senOcosd +G 4 (cos” @ —sen” §)
Ademds necesitamos expresar las derivadas respecto de x,,x, de las componentes de

tension anteriores en funcion de derivadas respecto de r,0. Para ello hacemos uso de las
relaciones usuales:
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of/ _of/ 3 of/ 30/ _ caendf/ _5€MOo¢
ox,  /or rax1+ AG AXI—COSG Ar r AG
of/ _of/ d of/ 90/ _ of/ . €086 5¢
ox,  /or r8x2+ée sz—sene Ar-i_ r AG

Donde f representa cualquier funcién, en nuestro caso una componente del tensor de
tensiones. Con las ecuaciones (6.34), (6.35) y (6.36) podemos expresar las ecuaciones
de equilibrio en coordenadas polares a partir de su expresion en cartesianas. El proceso
es tedioso, pero no complicado. Comenzamos buscando la expresién en polares de las
cantidades (0}, 1+0,,) y (O, 140, ,) que aparecen en (6.34). Por ejemplo utilizando las
primeras ecuaciones de (6.35) y (6.36) obtenemos G ;:

(6.36)

Oy, = (cose%r - se;l(%) aa(%)j[cff cos’ 0+ Gyysen’ 0 —26G 4 sen(%)cose]

El célculo de G, ,, G, 1, ¥ Oy, , se realiza de modo andlogo. Tras operar las expresiones
de estos sumandos (de complejidad similar a la del 6y, | anterior), y realizar las sumas se
obtiene:

(¢} (o} Ogp
— 99 sen0 + reecose—i-—”cose— 9 cosO— 2 9 sen0

011’1 + 012’2 = Grr,r C()SG - Gre’r Sene -
T T T T r

eeecose-i- reesene-i-—sene sen9+2 ® cosO

Gy +0xn, =0, send+0C, cosO+
r r T T T

Finalmente, llevando estas expresiones a (6.34) y simplificando se obtiene:

(&) () (o)
o +ﬂ+i_ﬂ+x =0

1r,r r r r T
(6.33)

o o
+ 00 4970 L X =0
T T

r0,r
Que por supuesto coinciden con las obtenidas mediante razonamientos fisicos en el
apartado anterior (de hecho se ha utilizado la misma referencia de ecuacion, (6.33)).

-Ecuaciones de compatibilidad-

Es también posible emplear razonamientos fisicos para obtener las expresiones que
ligan las deformaciones con los desplazamientos en coordenadas polares. Para ello se
consideran los movimientos de los vértices de un elemento diferencial como el de la
figura 6.20, y se calcula el alargamiento unitario de los lados r=cte y 6=cte (que serdn €
Yy €9 respectivamente), y el cierre del dngulo inicialmente recto formado por estos lados
(que serd v,4). Este razonamiento puede consultarse por ejemplo en el texto de Paris o en
el de Ortiz. Para obtener estas relaciones mediante transformaciones matematicas,
partimos de las expresiones correspondientes (3.11) en coordenadas cartesianas:
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€ = Upp5 €=Uy, € = (U, +u,,)/2
La ley de transformacion para vectores, u; = a;; U;, €N NUESLTo caso se expresa como:
u, =u,cosO—ugsen6; u,=u, sen0+u,cosO

Aplicando las ecuaciones de derivacion (6.36) calculamos las derivadas u, |, u,,, u;,,
u, ; en funcién de r,0. La expresion de las componentes de deformacion resulta:

sen0

€=Uy, = (ur,r cos®—u,  sen 9)c0s9 - (ur,e cosO—uggsen6—u, send—u, cose) ;

cosO

€ =U,, = (ur,r senf+ug cos(%))sene + (ur’e senB +ug g c0s0+u, cos6—ugsen 6) ;

2e, =uy, +u,; =2u,_ senbcosO+ ue,r(cos2 0 —sen’ 9) +

+(ur’e (cos® O —sen” 0) — 2uq g sen6cosO —2u, senBcosO +uy (sen” 6 — cos’ E)))l
r

Nos interesan las componentes del tensor en coordenadas polares, €, etc. Para hallarlas
s6lo tenemos que transformar las componentes en cartesianas cuyas expresiones
acabamos de obtener, utilizando las ecuaciones de transformacion usuales para tensores
de orden 2, andlogas a las (6.35) pero invertidas:

g, =€,,c08> 0+¢,,sen’ 0 +2¢ ,senOcosO
€go = €,,5€N" O +¢,, cos” 0 —2¢,, senBcosO

2€ 5 =2(€,, —€,,)senOcosO +2¢,, (cos” O —sen” 0)

Introduciendo las expresiones de €, €,,, €;,, €n estas ecuaciones, y simplificando (es
llamativa la gran cantidad de términos que se cancelan en el proceso de simplificacion),
obtenemos:

Ugg U U Uy
;. Egg=—+—"TL; 2e,=uUy, +————
I,r 00 r I 10 o,r I r (637)

Las ecuaciones (6.37) anteriores son las relaciones que ligan las componentes de
desplazamiento con las de deformacion en coordenadas polares, y juegan un papel
equivalente a las (3.11) en coordenadas cartesianas.

-Ecuaciones de comportamiento-
La expresion de la ley de comportamiento es andloga en cualquier sistema de

coordenadas, con tal que el mismo sea ortogonal. La demostracién de ello se realiza
independientemente de que se trate de comportamiento bi o tridimensional. Por
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generalidad, consideremos la ley de comportamiento en tres dimensiones en
coordenadas cartesianas, que en su forma (4.40) es:

Como venimos haciendo, denotaremos con primas en los subindices a las componentes
en los nuevos ejes, y a;; serdn los cosenos entre los ejes de ambos sistemas. Para
expresar la ecuacién tensorial anterior en los nuevos ejes, multiplicamos toda ella por

a;a;;0; = Aeaa ;p0; +2Gaa ;€
El primer miembro es claramente G;;, y el ultimo término del segundo miembro es
2Gg;;. Teniendo en cuenta que el valor de e no depende del cudles sean los ejes
(perpendiculares entre si) considerados, el primer término del segundo miembro es:
hea;a;0; = Aeayay = (a;=a;;) = Aeaya; = (ortogonalidad de la matriz de cosenos)=
Aed,;. Por tanto:

Gy = Aed;  +2Ge;

Lo que muestra que la ley de comportamiento mantiene su forma en cualquier sistema
de ejes perpendiculares entre si. En particular, la ley de comportamiento para tension
plana y deformaciéon plana en coordenadas polares adoptard formas andlogas a las
correspondientes en cartesianas, sin mds que reemplazar el subindice 1 por r, y el
subindice 2 por 0. Por ejemplo tenemos que para deformacién plana:

1
[(1_V)699_V6rr ; €9 :Ecre

1+v
E

_1+v

€ _T[(l_v)crr _VGSS] ; €gg =

(6.38)

Ademais, siendo z la direccidon perpendicular a los ejes r y 8 (coincide por tanto con la
direccidn x;), se tiene €.,=¢4,=€,,=0; G,, =V(G,,+0q).

Para tension plana se tiene:

1

1
€, —E[Grr —VGee] » € _E[Gee —VGO.[: € _Ecre (6.39)

Y adicionalmente €,=-V(C,+0y0)/E; €,=€5,=0. Otras formas de la ley de
comportamiento se obtienen igualmente, sin mdas que reemplazar los indices
correspondientes en las ecuaciones en coordenadas cartesianas.

-Ecuaciones de Beltrami y Michell-

Recordemos que la expresion de esta ecuacion para deformacién plana en
coordenadas cartesianas viene dada por (6.16):
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Para tension plana el factor que multiplica a divX es -(1+Vv). La forma mds sencilla de
expresar en coordenadas polares esta ecuacién es probablemente hacer uso de las
férmulas bien conocidas de la divergencia y el Laplaciano en coordenadas polares:

2 2
0X, 18X9+£; V2_8 1o 190

divX=2r _9 1o 10
or r 09 r or> rodr r? 90’ (6.40)

El operador Laplaciano V2 en su forma anterior se obtiene a partir de su expresién en
cartesianas, V2 = 02/0x,2 + 9%/0x,2, calculando 0%/0x,2 con ayuda de la primera férmula
(6.36), y 02/0x,2 con ayuda de la segunda (6.36). Dado que seran de utilidad posterior,
incluimos ahora estos resultados, asi como la expresién de 9d%/0x,0x,, que se obtiene
similarmente:

a—z—cose cOsei_sene 0’ +senei _sen® —sen6i+cose 9> cos® d senf 0%
ox} o r 00dr 1’ 00 r or 008 r 00 r 96’
i—sen@ sen9i+cose 0" _cosd 9 L0880 1 cend 9’ _sen6 9  cosO 0°
X3 or> r 00dr r> 00 r or orod r 90 r 00’
’ ? 19 1 2 iy 19 19
=sen0cosb| — ———-——— |- 0— 0) 5———
0x,0X, senbeos {8& ror r? 06’ (cos”6—sen"6) 200 rorod (6.41)

Para obtener la divergencia en la forma dada por (6.40) a partir de su expresion en
cartesianas, divX=X, +X,,, se comienza por expresar X en coordenadas polares
mediante las ecuaciones de transformacion usuales (que en nuestro caso son X;=X,cos0-
Xpsen6 ; X,=X sen0+Xyc0s0), y después calculando las derivadas, nuevamente con
ayuda de (6.36). Con el resultado (6.40), y teniendo en cuenta que G,;+0,,=0C,+Cqq
(primer invariante de tension), la transformacién de las ecuaciones de Michell y
Beltrami a coordenadas polares resulta inmediata:

1 oX, 10X, +§j

(i+1i+iij(6 10 )_ _1( n
o2 ror r2oe2) " % i_vloar r 98 (6.42)

La expresion anterior corresponde al estado de deformacion plana. Para tension plana la
constante que multiplica al paréntesis del segundo miembro es -(1+V). Si las fuerzas de
volumen X son adivergentes, divX=0, entonces (6.42) adopta la forma de "laplaciano
del primer invariante igual a cero", mas fécil de recordar, y vdlida tanto para tensién
plana como para deformacién plana. Un caso particular frecuente de fuerzas de volumen
adivergentes es el caso de fuerzas constantes (tipicamente la gravedad). Conviene llamar
la atencion sobre el hecho de que solamente entendemos que nos encontramos en este
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caso si las componentes cartesianas son constantes X,=cte, X,=cte. Un hipotético caso
de componentes polares de X constantes tendria en general divergencia distinta de cero.

Funcidén de Airy en coordenadas polares.

Para obtener las expresiones que relacionan a la funcién de Airy con las
componentes de tension en coordenadas polares s6lo hay que realizar las
transformaciones adecuadas en las expresiones correspondientes en coordenadas
cartesianas. Los pasos son los que se enumeran a continuacion.

En primer lugar expresamos las componentes cartesianas de tensién G, G,,, G,, €n
funciéon de las componentes en coordenadas polares mediante las relaciones de
transformacion habituales:

G, =G, €os’0+G,,sen” 0 +2G,,senBcosd
Gy =G, 5en’ 0+ G, cos’ 0 —2G,, senBcosO

G, =(0,, — G, )senBcosO + G, (cos” O —sen” O)

En estas ecuaciones expresamos las componentes cartesianas G;;, G,,, O, COMO
derivadas de la funcién de Airy. Por ejemplo si las fuerzas de volumen son nulas,
aplicaremos (6.25) con este fin. Obtenemos asi las componentes polares de tension en
funcién de derivadas segundas de ¢ respecto de x;.x, (¢,,;, etc.). Finalmente
transformamos las derivadas segundas para que aparezcan derivadas respecto a r,0, en
lugar de respecto a Xx,,X,. Para esto ultimo utilizamos las relaciones (6.41). Tras un
laborioso proceso de agrupar y simplificar términos, se obtiene (suponiendo fuerzas de
volumen nulas, X;=0):

_19p, 1% A, 3(@) 643

T oror r?o00° O ar? ® or\roe
Puede comprobarse que las tensiones dadas por (6.43) satisfacen automdticamente las
ecuaciones de equilibrio (6.33), para cualquier eleccion de ¢. Como sabemos, para que
ademds exista un campo de desplazamientos admisible asociado al campo de tensiones,
la funcién ¢ debe ser biarménica, lo que observando (6.40) se traduce en:

ot 6.44
or> ror r’ 900’ (6.44)
Al igual que apuntdbamos para coordenadas cartesianas, la solucién de un problema
eldstico se obtiene si se encuentra una funcién ¢ biarménica cuyas tensiones asociadas
(y en su caso, desplazamientos) se ajusten a las condiciones de contorno del problema.

7 10 1 09> |0% 190 1 9%
Vo=V (V) =| —+-—— —
¢ (V'o) { " }{ or? " r or " r? 00°

Funcién de Airy para problemas planos axisimétricos.
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Decimos que un problema plano (tensién o deformacidon plana) es axisimétrico
cuando sus componentes de tension en coordenadas polares, G,,, Oy, Ggg, NO dependen
de la coordenada circunferencial 0. Apréciese que esta definicion se realiza en base a la
tension y no al desplazamiento, que en general puede depender de 0. Por definicidn,
tenemos entonces que las componentes polares de tensién de los problemas planos
axisimétricos depende s6lo de r. Debe distinguirse entre esta categoria de problemas y
los problemas axisimétricos generales, en los que la dependencia se amplia a las
variables "r" y "x;" (mds tipicamente denominados "r" y "z" en un sistema de
coordenadas cilindricas).

Existen situaciones en las que es particularmente evidente que las tensiones no
dependerdn de 6. Como ejemplo, la primera figura 6.21 muestra la seccién de una
tuberia sometida a presion interior, que constituye el caso mas tipico de problema plano
axisimétrico. La segunda figura muestra un disco macizo girando a velocidad constante
€ entorno a su centro, en el que el cardcter radial del efecto centrifugo permite también
asegurar la independencia de las componentes de tension respecto de 0, tratdndose por
tanto de un problema axisimétrico. Incluso si la velocidad de giro no fuera constante,
sabemos por lo expuesto en el epigrafe 6.6 que las tensiones no dependerian de 0.

Figura 6.21.- Ejemplos de problemas axisimétricos.

El hecho de que en la clase de problemas que analizamos las componentes de
tension dependan sélo de r, puede inducir incorrectamente a pensar que lo mismo
ocurrird con la funcién ¢, ya que de ella derivan las tensiones. Si esto fuese asi, seria
0=0(r), y de acuerdo con (6.43), un problema axisimétrico sin fuerzas de volumen
siempre tendria G, nula. Sin embargo no hay motivo para que no existan algunas
funciones ¢ biarménicas que dependan de 0 (o de r y de 0) cuyas tensiones derivadas
seglin (6.43) dependan sélo de r. Por ejemplo, se comprueba que la sencilla funcién ¢=0
es biarmoénica, y que de ella derivan tensiones que dependen solamente de r (en
particular, 6,=04y=0; ©,=1/r>; comparese con la "solucién de la homdgenea" en el
desarrollo que condujo a (6.31)). No obstante, los problemas axisimétricos planos en los
que ¢ depende solamente de r, y que por tanto tienen 6,,=0, constituyen la categoria mas
usual, y es de la que nos ocuparemos en los parrafos siguientes.

Para apreciar si un problema es axisimétrico en los casos menos obvios, un
razonamiento de simetrias sucesivas puede ayudar a dilucidar la cuestion, siempre que la
tension tangencial sea nula. En estos casos, cualquier plano que contenga al eje de
simetria debe ser plano de simetria de tensiones (pero recuérdese que si las tensiones
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tangenciales G, no fueran nulas, el problema podria ser axisimétrico sin que se cumpla
lo anterior, como en el caso del disco giratorio con velocidad no constante, mencionado
en el parrafo precedente). Como ejemplo, la primera figura 6.22 muestra una viga de
directriz circular sometida a dos momentos en sus extremos. Aceptaremos la
aproximacion asociada a considerar estos momentos en forma débil, por lo que no
especificaremos la distribucién concreta de tension normal Gy que corresponde a los
mismos. Claramente el plano de simetria geométrica lo es también de tensiones. Si
aislamos una mitad del sélido (segunda figura 6.22), el equilibrio exige que en el corte
exista un momento M, por lo que, al menos en forma débil, tenemos un nuevo problema
simétrico del que a su vez podemos considerar una mitad (tercera figura 6.22) para
llegar nuevamente a la conclusion de que es otro problema simétrico, y asi
sucesivamente. El razonamiento muestra que cualquier plano 6=cte serd plano de
simetria de un subproblema andlogo al inicial, por lo que el problema es axisimétrico.
Por otra parte, se aprecia claramente que en este problema el campo de desplazamientos
dependerd de 0, cualquiera que sea la sustentacion que le supongamos para eliminar la
posibilidad de movimientos de sélido rigido.

Figuras 6.22.- Simetrias sucesivas en un problema axisimétricos sin tensiones G,.
Analizaremos a continuacién la categoria mdés usual de problemas planos

axisimétricos, en los que la funcién potencial depende solamente de r: ¢=0(r). La
condicién de biarmonicidad (6.44) se reduce en este caso a:

o> 10 |9°% 19 2 1 1
V4¢ — |: + :||: q) +__¢:| = (I),rrrr +?¢’rrr —I‘—Z(I),rr -|-I‘—3(I),r = 0 (645)

or2 ror|or? ror

Que es una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de coeficientes variables. Se
reduce a coeficientes constantes mediante el cambio de variable et=r. Tenemos asi:

¢,r = (b,te_t ; q),rr = (q),tt _(l),t)e_zt
¢,rrr = (¢,ttt - 3¢,tt + 2¢,t )6_3t 5 q),rrrr = (q),tttt - 6¢,ttt +1 1¢,tt - 6q),t)e_4t

Que sustituido en (6.45):
¢,tttt - 4¢,ttt + 4¢,tt =0
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La ecuacion caracteristica asociada a esta ecuacion diferencial de coeficientes
constantes, s* 4s3+4s?=0, tiene dos raices dobles: s;=s,=0, s;=s,=2. Por tanto su
solucidn es: ¢(t)= At+D+(Bt+C)e?. Deshaciendo el cambio de variable tenemos:

o(r)=Alnr+Br’Inr+Cr? +D

A, B, C, D, son constantes arbitrarias a determinar mediante condiciones de contorno. A
esta funcidn potencial corresponden, de acuerdo con (6.43), las tensiones siguientes:

o =Lo, =§2+B(1+21nr) +2C
T T

A (6.46)
Ggo = sy =~ +B(3+2In1)+2C; G,4=0
r

La solucion de tensiones (6.46) anterior es vdlida tanto para tensién plana (63;=0) como
para deformacion plana (6433=V(0,+0g)). Es posible calcular sin gran complicacién el
campo de desplazamientos asociado a esta solucién de tensiones, dada la sencillez de
esta dltima. El campo de desplazamientos implica a la ley de comportamiento, la cual es
distinta en tensién o en deformacién plana. Asumiremos por ejemplo tension plana, y
empezamos considerando la deformacion radial:

jug

1 1A _du/
e —E(GH—vcee)—EL—Z(Hv)+2B(1—V)lnr+B(1—3V)+2C(1—v)}— A

Integramos para obtener u, (una primitiva de In r es r(-1+In r)). La misma puede
contener un término arbitrario f(8) dependiente de 0 (ya que su derivada respecto de r
serd nula):

u, =é[— Y A 1+ v)Br +2(1—V)Brlnr+2(1—v)Cr}+ £(6)
r

La componente circunferencial de deformacién es:

1 1] A ldug u
€40 =— (0 — VO, )=—|——(1+Vv)+B(3+2Inr —v(1+2Inr)) +2C(1-V) |=——2 + L
06 E( 00 o) E[ 1‘2( ) ( ( r)) ( ):| . 90 .

Llevando el valor de u, calculado anteriormente al ultimo término de la ecuacién
anterior, despejando el valor de ug,q, y simplificando términos, se tiene:

duy, 4Br
Mo _2PT_tg
0 E ©

Similarmente a como se razoné en pdarrafos precedentes, si una funcién uy=y(r,0)
satisface la ecuacion diferencial anterior, también lo hard la funcién y+g(r), siendo g(r)
una funcién arbitraria. Integrando tenemos:
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4Br0
Uy = B

_ jjf(e)de+ o(r)

La funcién f(0) se integra desde el origen 0=0 sin pérdida de generalidad, ya que la
eventual eleccion de otro origen simplemente modificaria la constante arbitraria que
puede contener g(r). Finalmente hacemos uso de la condicién 6,4=0, que implica:

Por tanto:

4BO dg(r)] [1df(®)] [ 4B6 10 RINE
[E += }L o }[ = +rj0f(e)de rg(r)} 0

Multiplicando este resultado por r obtenemos una suma de términos, cada uno de los
cuales depende solamente de r o bien solamente de 0 (esta operacion no tiene sentido en
el punto r=0, por lo que los resultados que obtengamos tampoco tendrdn sentido en este
punto). Para que la suma de una funcién que depende de r mas otra funcidén que depende
de O se anule en todo un rango de valores de las variables, una debe ser en realidad
constante de valor K, y la otra tabbién, y de valor -K. Tenemos asi:

df(0)
de

. dg(r)

+ [ f(0)d0 = +K :
0 r

-g(r)=-K

Siendo K una nueva constante arbitraria. La soluciéon de las ecuaciones integro-
diferenciales anteriores se obtiene por simple inspeccion.

f(0)=Ksen6+LcosO; gr)=Mr+K

Llevando este resultado a las expresiones de u; se obtiene el campo de desplazamientos
para problemas de tension plana:

u =l{—1+v A —(1+V)Br+2(1—Vv)Brlnr +2(1—V)Cr}+ K sen0 + L cos

" E r
(6.47)

= 4Brb + KcosO—Lsen6+ Mr

Ug

Para problemas de deformacién plana el campo de desplazamientos es:

u, =—

1 1+v
r E_

A—(1+V)Br+2(1—v—2v2)Brlnr+2(1—v—2v2)Cr}+Ksen6+Lc0s6
T

U, :(1—V2)4113€—ra+Kc0s6—Lsen9+Mr (6.48)
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Cuando un problema tiene las restricciones de desplazamiento estrictamente
suficientes para evitar movimientos de sélido rigido, pueden calcularse a priori las
tensiones en todo el contorno (ya que serd posible calcular las reacciones en los apoyos
planteando el equilibrio del sélido), y por tanto podremos ajustar las constantes del
campo de tensiones, A,B,C, empleando sélo las condiciones de contorno en tensiones.
En un segundo paso, ajustaremos las constantes adicionales incluidas en el campo de
desplazamientos, K, L, M, mediante las condiciones de contorno en desplazamientos. Si
existen mds restricciones al desplazamiento, este cédlculo en dos etapas ya no serd
posible.

Hay que resaltar la escasez de posibilidades que cubre la solucién encontrada bajo
la condicién ¢=¢(r), que satisfacen los problemas planos axisimétricos mas comunes.
Esta solucién se concreta en el campo de tensiones (6.46) y en sus desplazamientos
asociados (6.47) o (6.48). Examinando la solucién de tensiones, vemos que la misma
consta de:

- Una presion hidrostética (2C)

- Un término en 1/r2, del tipo al encontrado para la "solucién de la homogénea" en
el problema de la figura 6.13. Este término deberd anularse en los problemas en
que exista solido en el punto r=0 (A=0 en estos casos)-

- Un término tipo In r, que estd multiplicado por la constante B. Si examinamos la
solucion de desplazamientos (6.47) apreciamos que u, contiene un término lineal
en 6 multiplicado por B. Debido a ello se obtiene desplazamiento ug distinto para
el punto (r,0) y para el punto (r,04+27), que geométricamente son coincidentes.
Por tanto la constante B debe anularse salvo que, como en el problema de la viga
curva, el s6lido no tenga continuidad al variar 0 (en este caso la multiplicidad de
desplazamiento puede asignarse a un punto en el que no existe solido, lo que
resulta aceptable).

A la vista de lo anterior, es ciertamente engafioso suponer que bajo la condicién
0=0(r) vayamos a hallar una amplia categoria de soluciones. Mds realista es asumir que
dichas soluciones resolverdn un nimero de problemas tan limitado que acabaremos por
reconocerlos en cuanto se nos presenten. Por ello merece la pena revisar brevemente
algunos de los problemas mds significativos que cabe agrupar en esta categoria, junto
con las caracteristicas mas importantes de sus soluciones.

En el problema de una tuberia sometida a presion exterior y/o interior, primera de las
figuras 6.21, debe ser B=0 por continuidad de desplazamientos. Las tensiones G,, Y Ogq
seran del tipo 1/12 + cte.
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El problema de la segunda de las figuras 6.21 es un problema con fuerzas de volumen
cuya solucién podriamos plantear como suma de una solucién particular, cuyas
componentes de tensién son tipicamente del tipo 12 (ver epigrafes 6.5 y 6.6), mis una
solucion general sin fuerzas de volumen. De momento supongamos velocidad angular
constante para no complicar el razonamiento con la presencia de tensiones O,4. En la
solucion general de la homogénea, que serd axisimétrica del tipo (6.46), debe ser A=0,
B=0, quedando sélo C+#0. Las tensiones no nulas, G,,, G4, tendrdn por tanto la forma r?
+ cte.

Si se tratase del mismo problema de un disco girando a velocidad constante, pero con
agujero central interior, no habria motivo para que fuese A=0, por lo que las

componentes no nulas de tension (0,, y Ogg), serian del tipo r2 + 1/r2 + cte.

Si el disco girase con aceleracion angular no nula, tendriamos ademds una tension o, de
la forma r2 + 1/r2 como indica la solucién particular (6.31).

Funciones de Airy en forma de serie. La solucién de Michell.

En el epigrafe 6.7 se presentd un enfoque basado en desarrollos en serie de
funciones, utilizando coordenadas cartesianas en el andlisis. Es posible plantear un
procedimiento similar cuando se utilizan coordenadas polares, como veremos en este
apartado. Centraremos nuestra atencidon en el problema del tipo "disco con agujero
central" (figura 6.23), en que el sélido tiene continuidad a lo largo de la coordenada 6, y
asumiremos por ahora que s6lo hay condiciones de contorno en tensiones.

Figura 6.23.- Disco con agujero central.

Pensemos en un desarrollo en serie de funciones periddicas en 0 de las tensiones y
desplazamientos. Tal desarrollo podra representar practicamente cualquier distribucién
de tensiones (y/o desplazamientos) en los contormos r=a, r=b. Intentando obtener
tensiones y desplazamientos con esta forma, y asi una solucién general del problema de
la figura 6.23, planteamos una funcién potencial de tensiones de Airy en la forma:
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0= ka(r)cosk9+2gk(r)senk9 (6.49)

k=0 k=1

Vamos a imponer la biarmonicidad de cada término de la forma h(r)cos kO, donde h(r)
juega el papel f, (veremos que g, y f, tendrdn la misma forma, por lo que h(r) juega en
realidad el papel de cualquiera de las dos funciones). En el proceso algebraico de
derivacion son de utilidad las relaciones siguientes:

d[1dh]_1d°h 1dh d*[1dh]_1d’h 2d’h 2dh
dr| r dr rdr> r?dr dr?| r dr r dr? r2 dr> rdr
d k2 k> dh 2k’ d? | k? k> d’h 4k’ dh 6k?
== —_"h — | =~ h|=——-" "4+ h
dr r? r2 dr r’ dr? r? dr? 2 dr

Haciendo uso de estas relaciones, y tras operar y agrupar términos, se tiene:

9? 1a 1 9% | 9? 1a 1 0*
V*4(h(r)cosk0 +— —_— h(r)cosk0) =
(h(r) )= [8 rar r’ aez}[ar rar 2902 (h(r) )=
4 2 2 4 402
_ cosk® dh 2dh 2k2+1d£1 2k 3+1dh k 44k hlzo (6.50)
dr* r dr? r dr r dr r

Si hubiesemos considerado un término de ¢ de la forma h(r)sen kO, hubiesemos
obtenido senk® (en lugar de cosk@) multiplicado por el mismo corchete de la expresion
anterior. En ambos casos, para que se satisfaga la igualdad a cero en todo el rango de 0,
el corchete debe ser nulo. Esta dltima condicién constituye una ecuacién diferencial
ordinaria de coeficientes no constantes. La misma se transforma en ecuacién de
coeficientes constantes mediante el cambio e'=r. Con este cambio es dt/dr=1/r, y las
derivadas de h(r) tienen la expresion:

a_tan @h_1[@n an

dr rdt 2 2| di?  dt
3 3 2 4 4 3
T I LT LR
dr r’| dt dt dt r r*| dt dt dt dt

Llevando estos valores de las derivadas al corchete de (6.50), agrupando términos, e
igualando a cero tenemos:

2—4‘;—}1 +(4 -2k )— kzdh

(k* —4k*)h=0
de?

Planteamos la ecuacion caracteristica de esta ecuacion diferencial de coeficientes
constantes, y obtenemos sus raices:
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st —48® + (4= 2k?)s? +4k%s+ (k* —4k?) =0
= 8;=k+2; s,=-k+2; s;=k; s,=k;

La solucién para un valor dado de k es, por tanto, de la forma:
h, (r(t))=A, e " + B e ' +C e +De™

Donde A,, ... D,, son constantes indeterminadas, distintas para cada valor de k.
Deshaciendo el cambio de variable tenemos:

La solucién anterior es valida salvo para k=0 y para k=1, ya que como se aprecia, en
estos casos la ecuacion caracteristica tiene raices multiples. Para k=0 tenemos dos raices
dobles, s,=s,=2; s;=s,=0; y la solucion es:

hy(r) = (A, +Byt)e* +Cyt+ D, =A,r> +Byr’Inr+Cylnr+D, (6.52)
Para k=1 las raices son s,=3; s,=s,=1 ; s,=-1. Tenemos por tanto:
h(r)=A.e™ +(B;t+C))e' +De ' =A;r’ +Brinr+Cr+D, /1 (6.53)

La forma de la funcién hy(r), k=0...00, dada por (6.51), (6.52) y (6.53), es la forma
de las funciones f,(r), y g (r), si bien las constantes indeterminadas de g, serdn distintas
de las de f;. Llamaremos A,, B,, C,, D,, a las asociadas a f, y A"\, B, C, D', a las
asociadas a g,. Hemos determinado asi la forma de las funciones que introdujimos en el
desarrollo en serie (6.49) de la funcién potencial ¢. Veamos ahora qué forma tienen las
tensiones que derivan de ella segin las relaciones (6.43), que reproducimos por
comodidad:

190 1 9% d[13¢ 00
=——F+——TL, Gpg=——-|—-=|; Cgg=—2:; =
T oror r? 00’ " or|roe % or?
=[1df, f, ,] =[1dg, g, z}
= —= ——Xk“ |coskO + ——=% _2=2Xk“ |senkO
u kZ;,L L kZ::l_r A (6.54)
=[kg, kdg, | = kf, kdfk}
G,= —% —— =% |coskO + ——*+——=|senkO
0 g[ e kZO ot (6.55)
Gon = i df cosk6+idzﬁsenk6

El dltimo sumatorio de (6.55) comienza en k=0 por coherencia operativa, aunque el
sumando correspondiente es evidentemente nulo. Nos interesa la evolucién de las
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componentes G,,, O,, e€n circulos r=cte, ya que los contornos de la figura 6.23 tienen
precisamente la forma r=cte, y en ellos tendremos que ajustar las condiciones de
contorno en tensiones, que vendrdn expresadas como valores prescritos de G,,, G,y €n
funcién de 6, para r=a y r=b. Denoratemos como 6% (r=a), 6*.(r=b), 6% 4(r=a), 6= 4(r=b)
a las funciones de O que expresan las condiciones de contorno del problema.
Apreciamos que particularizando (6.54) y (6.55) en r=a, r=b, las componentes de tensién
adoptan forma de desarrollo en serie de Fourier, jugando © el papel de variable
independiente. Las condiciones de contorno en tensiones admitirdn a su vez un
desarrollo en serie de Fourier en funcién de 0 (cuyos coeficientes podremos calcular
mediante las técnicas estdndar del andlisis arménico) como el siguiente:

o .(r=a)= Zak cosk9+Za'k senk@; G .(r=b)= Zbk cosk9+2b'k sen kO

k:O kj k:(:o k:io (656)
Go(r=a)=) o, coskO+ Y a' senk®; G,(r=b)=> B, cosk®+ ) B', senkd
k=0 k=1 k=0 k=1

Para un valor dado de k, tendremos en (6.56) los ocho coeficientes conocidos, a,, by, 0y,
B> 2 by, o), Py Cada coeficiente debe ser igual a un corchete de (6.54) o (6.55). Por
ejemplo el coeficiente a, debe ser igual al primer corchete de (6.54) particularizado en
r=a. Este corchete contendrd los cuatro parametros de f,, es decir a A,, B, C,, y D,.
Podemos realizar ocho identificaciones de este tipo (los cuatro corchetes de (6.54) y
(6.55) particularizados en r=a o r=b, identificados con el correspondiente coeficiente de
(6.56)), lo que proporciona ocho ecuaciones que permitiran calcular los ocho pardmetros
contenidos en los corchetes a través de f, y g.: A,, By, C,, D, A, B}, C', y D. En
resumen, el célculo de los pardmetros de f, y g, se reduce a resolver el siguiente sistema
de 8 ecuaciones con 8 incégnitas para cada valor de k:

rdr = J_, rdr r r=a
o1 Re] [l

rdr = |, rdr r b

k dg, | kf,  kdf (6.57)
(X'k = ﬁ_kﬁ ; a'k: __k+5_k

r? rodr | r? rdr]_,

kg, kdg, | , kf,  kdfy,

La discusién anterior, asi como la forma (6.57) del sistema de ecuaciones, no es
vélida para k=0 y k=1, valores para los que las funciones f y g degeneran, en el sentido
que se explica a continuacion.

Para k=0 solamente hay que identificar cuatro coeficientes de (6.56) (a,, b,, o, B,) con
cuatro corchetes de (6.54) y (6.55). Al plantear dicha identificacién resulta lo siguiente:
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wo[TaR] Ly [1R] L, ot o
rdr|_, rdr|_,

Las dos ultimas igualdades a cero, las cuales se obtienen porque en (6.55) no existe un
término independiente de O con el que realizar una identificacién, suponen una
incompatibilidad, puesto que o, y B, tienen valores dados a priori que dependen de las
condiciones de contorno, y no tienen porqué ser nulos. Apreciamos que la
incompatibilidad surje porque la expresion en serie de ¢ que hemos construido es
incapaz de representar una tensién G,g=cte en una circunferencia. Esto evidencia una
carencia de nuestra expresion de ¢. Notemos también que en las dos primeras
expresiones anteriores desaparece la constante indeterminada D,. La incompatibilidad
no se hubiera dado si en ¢ hubiese habido un término del que derivase tension G 4=cte
en r=cte, término al que hubiésemos podido asignar la desaparecida constante D . Tal
como hemos propuesto la forma de ¢, este hipotético término no ha aparecido, y lo
cierto es que de momento somos incapaces de determinar las constantes asociadas a
k=0. Antes de resolver esta carencia, analizaremos alguna otra que también presenta
nustra propuesta (6.49) para ¢, que a la vista de lo anterior debemos considerar como
provisional.

Para k=1 la identificacion de coeficientes revierte a la forma general (6.57), con f, y g,
ajustdndose a la expresion (6.53). Todos los corchetes de (6.57) adoptan para este valor,
k=1, una misma forma, que salvo el signo es:

1dh, h, _

(2r)A, +(1/1)B, —(2/1°)D,
rdr 2
Es inmediato que lo anterior convierte al sistema (6.57) en incompatible: en efecto, para
que se satisficiera tendria que ser a,=o/;, b,=f';, a'|=-o,;, b';=-B,, relaciones que en
general son incompatibilidades, dado que todos esos coeficientes vienen dados por las
condiciones de contorno, sin que deban guardar relacién entre ellos salvo para asegurar
el equilibrio global del sélido. Hay que notar que la constante C,, y andlogamente C',,
ha desaparecido de la expresion de las tensiones (ver ecuacién anterior). Hubiese sido
preferible haber tenido en ¢ un término en C, tipo f,C,cos0, donde f, dependiese
también de 0 (lo mismo cabe decir para C',), con lo que el sistema de ecuaciones (que ya
no seria exactamente (6.57)) tendria ocho ecuaciones y ocho incégnitas. Lamentaciones
aparte, por ahora tampoco podemos determinar los coeficientes asociados a f; y g;.

Antes de intentar remediar las deficiencias de nuestra ¢ para k=0,1, llamemos la
atencion sobre el hecho de que era esperable que el término D, (de f)) asi como los
términos C;r y C';r (de f, y g, respectivamente), no apareciesen en las tensiones. En
efecto, llevando estos términos a (6.49) apreciamos que su aportacion a ¢ es una funcioén
lineal de x,, X, (coordenadas cartesianas), que como sabemos siempre desaparece en el
proceso de derivacion al obtener las tensiones:

D,+Crcos60+C' rsen0=D_+Cx, +C' x, (6.58)
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Como ultima reflexion preliminar, nétese que la forma en serie de la funcién de
tensiones ¢ que hemos encontrado no es degenerada en si misma, ya que incluso los
términos de (6.58) tienen la forma requerida de términos de Fourier, y son
independientes de los demds términos del desarrollo. El problema estd en que dichos
términos producen tensiones nulas, y sus constantes indeterminadas desaparecen de la
expresion de las tensiones. Es claro que para remediarlo tendremos que descartar estos
términos legitimos del desarrollo en serie de Fourier de ¢, y poner otros en su lugar, que
no serdn por tanto legitimos en ese sentido. Esto carece de importancia, ya que nuestro
interés es conseguir desarrollos de Fourier completos de las tensiones G, y G4, Do de ¢
que es s6lo una herramienta. Los nuevos términos (no legitimos) de ¢ serdn utiles en
cuanto que proporcionen términos (legitimos) de Fourier de las tensiones.

Los términos degenerantes de ¢ para k=1, que son de la forma C,r cos® y C';r sen6,
proceden de la raiz s=1, que es eventualmente una raiz doble (s,=-k+2=1, s;=k=1).
Buscaremos nuevos términos de ¢ asociados a esta raiz mediante el artificio matemético
siguiente. Pensemos por el momento que k pueda ser no entero. Si consideramos un €
arbitrariamente pequefio y tomamos k=1+¢€, tendremos las dos raices s,=1-€, s;=1+€,
muy proximas pero distintas. Si tomamos k=1-€, las raices correspondientes serdn
s,=1+¢€, s;=1-&. Escribamos los términos de (6.49) correspondientes a estas raices s, y S;
para cada uno de estos dos valores de k. Nétese que ninguno de dichos valores de k
implica en rigor raices dobles, por lo que debemos incluir en f, y g, los términos del tipo
segundo y tercero de (6.51):

O =...t(Ar'"® + Br'**) cos((1+€)0) + (A'r" + B'r'**)sen((1+£)0)
+(Cr'* + Dr'™*)cos((1-£)0) + (C'r'** + D'r'*)sen((1-£)0)

Perseguiremos que aparezca la derivada de alguno de los términos anteriores.
Comenzamos desagrupando términos y hacemos tender € a cero directamente en los
sumandos que contienen A, C, A', y C', sobre los que no realizaremos mas
manipulacién:

O =...+(A +C)rcosd + Br'*® cos((1+€)0) + Dr'* cos((1 - £)0) +
+(A'+C')rsen8+ B'r'** sen((1+€)0) + D'r'~* sen((1 - €)0)
Como las constantes son arbitrarias, podemos hacer aparecer la suma y la diferencia de
los términos que multiplican a B y a D, definiendo dos nuevas constantes arbitrarias

E=(B+D)/2, F=(B-D)/2 (andlogamente para las constantes con prima correspondientes a
términos en seno):

0=...4(A+C)rcos0+ (A'+C')rsen6 +
+E[rl+£ cos((1+€)0) +1'¢ cos((1— e)e)] + F[r“g cos((1+€)0) — '™ cos((1— s)e)] n

+E' [r”g sen((1+¢€)0) + ' sen((1— e)e)] +F [r”g sen((1+€)0) — ' sen((1 - e)e)]

Dejamos tender € a cero en los términos en E y E', que no manipularemos mads. Los
corchetes de los términos en F y en F' tienen casi la forma de derivada que queremos
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conseguir. Para evitar que tiendan a cero definimos una nueva constante arbitraria G de
manera que F=G/(2¢) (también F'=G'/(2¢)):
0=...#(A+C+2E)rcos0 + (A'+C'+2E')rsen6 +

"€ cos((1+€)0) — ' ¢ cos((1—£)0) G '€ sen((1+€)0) —r'* sen((1—€)0)
2¢e 2¢e

+G

Al tender € a cero, las fracciones que multiplican a G y a G' representan respectivamente
las derivadas respecto de s de las funciones rscos(s0), rssen(s0), ambas evaluadas en s=1.
Por tanto:

0=...4(A+C+2E)rcos0+ (A'+C'+2E'))rsen0 +
+G[rln rcos0 — rOsen 9] +QG' [rlnrsen 0+16 cose]

Analicemos los términos que hemos obtenido. Los términos en rcos9, rsen son de la
forma degenerada que ya se obtuvo en (6.53). Los términos en rlnrcos6, rinrsen® no
degeneran, pero también fueron obtenidos en (6.53). Los términos tipo rOsen6, rOcos0,
son en cambio novedosos. Las tensiones que derivan de ellos son 6,=2r!cos0, para el
primero y 6,=2r'sen para el segundo, siendo en ambos casos G,y=Cy,=0. Estos dos
términos de tension tienen forma correcta de términos de Fourier de G, (para r=cte).
Claramente, nuestra decision es eliminar de (6.49) los términos C,rcos6 y C',rsen de ¢,
y sustituirlos respectivamente por C,rOsen® y C'rOcosO (de esta manera C, sigue
estando asociado a un término tipo cosO de 6., y C'; a uno tipo senf). Con estos nuevos
términos C, y C'; no desaparecen de la formulacién, y ademds se obtiene un sistema
compatible de ocho ecuaciones con ocho incégnitas. Es evidente que este sistema de
ecuaciones ya no tendrd exactamente la forma (6.57), debido a los nuevos términos
introducidos en los corchetes de (6.54) y (6.55). Con esta modificacion a ¢ conseguimos
por tanto resolver la incompatibilidad en lo que a k=1 se refiere.

El término degenerante de ¢ para k=0, de la forma constante D, procede de la raiz
s=0, que eventualmente es una raiz doble (s;=s,=0). Aplicaremos la misma idea que en
los parrafos anteriores para obtener un nuevo término asociado a esta raiz. Con el objeto
de no repetir todo el desarrollo, apreciamos que finalmente los cédlculos conducirdn a
que el nuevo término se obtendrd de la derivacion respecto de s de rscos(sf), y de
rssen(s0), particularizadas en el valor de la raiz, que esta vez es s=0. Obtenemos asi
términos de la forma rslnrcos(sB), -r*0 sen(s0), rslnrsen(sB), r’0cos(sB) que en s=0
conducen a Inr (ya obtenido, ver (6.52)), y 0, que es novedoso. Precisamente de ¢p=0
derivan tensiones G,4=1/12, 6,=Cy4=0, que aporta el término de tensién G,=cte para
r=cte, que habiamos echado en falta. Una vez mas, nuestra decisién es descartar el
término constante D, de ¢, y en su lugar poner uno de la forma D6. Con esta
modificacién se resuelve la incompatibilidad también en lo que a k=0 se refiere.

Encontrado el modo de resolver las incompatibilidades para k=0,1, modificamos
convenientemente nuestra propuesta inicial (6.49) de funcién potencial, que pasa a ser:
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0=A,r* +B,r’Inr+C_Inr+D_0+
+[A1r3 +B,rinr+D, /r]c0s9+C1r9sen9+
+[A'1 r’ +B', rlnr+D'1/r]sen6+C'1 0 cos0 +

> 6.59
+Z[AkrkJr2 +B, "2 +C 1" + Dkr_k]cosk9+ (6.59)
k=2

+Z[A'k 4B T+ R+ D r‘k]senke
k=2

Tomando tantos términos de ¢ como sea preciso, podemos aproximar con tanta
exactitud como deseemos las condiciones de contorno del problema de la figura (6.23),
ya que conseguiremos sucesivos términos del desarrollo en serie de Fourier de las
condiciones de contorno. Por tanto (6.59) ofrece una solucién general de dicho
problema, siempre que las condiciones de contorno admitan desarrollo enserie de
Fourier. Esta solcion general se conoce como solucién de Michell, quien la present6 en
1899 como recopilacion de soluciones particulares. La tabla siguiente recoge los
términos de tension asociados a cada componente de la funcién de Airy (6.59). La
informacién asi presentada permite escoger unos pocos términos que sean los adecuados
para representar las condiciones de contorno de un problema particular.
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FUNCION DE AIRY EN COORDENADAS POLARES

COMPONENTES DE TENSION

0 O (O G
(k=0)
2 2 0 2
r’Inr 2Inr +1 0 2lnr+3
Inr 1/1? 0 —1/r?
0 0 1/r? 0
(k=1)
2 cosO 2rcos6 2rsen6 61 cosO
resenﬂ 21'_1 COSG 0 0
rlnrcos@ r~' cosO r'sen® r~' cosO
r' cos® 217 cosB —2r>sen6 217 cosO
>sen6 2rsen0 —2rcos0 6rsen0
I‘GCOSG _21'_1 Sene 0 0
rinrsen® r ' sen® —r" cosO r'sen®
r'sen0 —2r>sen6 217 cosO 2r > senf
(k=n)
r"?cosn® | —(n+1)(n—2)r"cosnd n(n+1)r"sennd (n+1)(n+2)r" cosnd
r "2 cosn® | —(n+2)(n—Dr"cosn® | —n(n—1)r"sennd | (n—1)(n—2)r " cosnd
r" cosnO —n(n—-1)r""2 cosnd n(n—1)r"?sennd n(n—1)r""? cosnd
r " cosn0 —n(n+Dr ™ 2cosn® | —n(n+1)r "sennd n(n+1)r "2 cosnd
r"?senn® | —(n+1)(n—2)r"sennd | —n(n+1)r"cosnd (n+1)(n+2)r"sennd
r"2senn® | —(n+2)(n—1)r "senn®| n(n—1)r "cosnd (n—=1)(n—2)r "senn0
r" senn0® —n(n—1)r"?sennd —n(n—-1)r""2 cosnd n(n—1)r"?sennd
r "senn6 —n(n+1r " ?sennd n(n+1)r""2 cosnd n(n+1)r"?sennd
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El célculo de los desplazamientos correspondientes a un determinado término de ¢,
ecuacion (6.59), se realiza mediante integracion de las deformaciones asociadas a las
componentes de tension que derivan del mismo. El proceso siempre sigue los mismos
pasos empleados para obtener los desplazamientos de los problemas axisimétricos
(6.47) 0 (6.48). Seguidamente se resume este proceso:

Se comienza calculando las deformaciones a partir de las tensiones a través de la ley de
comportamiento. Realizado esto, se tienen las deformaciones en funcion de derivadas de
0, con sus coeficientes indeterminados correspondientes.

Seguidamente emplea la primera ecuacién (6.37) para obtener u, como la integral de €,
mas una funcién de 0 indeterminada.

A continuacion se emplea la segunda (6.37), en la que se introduce la expresion de €,
asi como la recién calculada de u,. Con la ecuacién asi conseguida se calcula u,
mediante integracion de ugge. A la primitiva que se encuentre debe sumdrsele una
funcién de r indeterminada.

Finalmente se sustituyen las expresiones encontradas de u,, ug, asi como €4, en la tercera
(6.37). Esto produce una ecuacién que puede escribirse de forma que cada sumando
dependa solamente de r o solamente de ©. Se reescribe la ecuacién con todos los
términos que dependen de r en un miembro, y los que dependen de O en el otro, y se
razona que dicha ecuacion s6lo puede cumplirse en todo un rango de valores de ry 9 si
ambos miembros son constantes. Se iguala pues cada miembro a la misma constante
arbitraria. Esto proporciona dos ecuaciones diferenciales desacopladas, una en r y otra
en 0. La integracion de una de ellas permite calcular la funcion indeterminada de r, y la
integracion de la otra la funcidén indeterminada de O (en ambos casos salvo una
constante indeterminada).

Del proceso de integracion anterior resultan tres constantes indeterminadas, cuyos
términos siempre representan un movimiento de sélido rigido, como cabia esperar (ver
epigrafe 3.6). Dichas constantes pueden calcularse mediante la imposicion de
condiciones de contorno en desplazamientos.

Los desplazamientos obtenidos mediante el procedimiento descrito para las
tensiones asociadas a cada término de (6.59), se recogen en la tabla siguiente. NGtese
que los desplazamientos dependen de las constantes eldsticas, y también de si el
problema es de tension o de deformacién plana, como esperdbamos. El movimiento
arbitrario como soélido rigido mencionado en el parrafo anterior no se reproduce en la
tabla por concision. Se debe tener presente por tanto que a los desplazamientos que
figuran siempre podria sumadrseles un movimiento como sélido rigido, que en
coordenadas polares tiene la forma:

u=Acos6+Bsenf ; uy,=-Asen6+Bcos0+Cr
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FUNCION DE AIRY EN COORDENADAS POLARES

COMPONENTES DE DESPLAZAMIENTO

(0 2Gu, 2Gu,
(k=0)
r2 (K - 1)1’ 0
2lnr (k—Drlnr-r (x+1)r0
Inr —1/r 0
0 0 —1/r
(k=1)
3 cosO (x—2)r* cos0 (k +2)r* send
rOsen0 1 1
E[(K—l)@sene—c0s9+ 5[(K—1)9cose—sen6—
+(x+1)Inrcos0] —(k+1)Inrseno6]
rlnrcos0 1 1
E[(K+1)9sen9—cose+ 5[(K+1)9c059—sen6—
+(k—1)Inrcos0] —(k—1)Inrsen6]
r ' cosO 2 cos0 r2sen0
r’sen® (x—2)r*sen0 —(K+2)r* cos0
rOcos0 1 1
E[(K—1)9c0s9+sen9— 5[—(K—1)9sen6—c0s9—
—(k+1)Inrsen0] —(k+1)Inrcos0]
rInrsen6 1 1
E[—(K +1)0cos6—senb + 5[(1{ +1)0sen6+ cosO +
+(x—1)Inrsen0] +(x—1)Inrcos]
r'sen0 r 2 send —1r 2 cos0
(k=n)
"2 cosnd (x—n—1Dr"" cosnd (K+n+D)r* sennd
r "2 cosnd (K+n-1Dr " cosnd —(k—n+1D)r ""'sennd
r" cosn@ —nr"! cosn® nr"' senn6
r "cosnd nr "' cosnd nr "' senn®
"2 sennd (x—n—1Dr""'sennd —(K+n+Dr** cosnd
r "2 sennd (k+n—-Dr ""'sennd (x—n+Dr ™" cosnd
r" senn® —nr"'senn6 —nr"! cosn®
r "sennd nr "' senn® —nr "' cosnd
Deformacién Plana: x =3—4v ; Tensién Plana: K = fli—_v
+V

Los desplazamientos pueden incluir ademas un movimiento de sé6lido rigido.
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Conviene llamar la atencion sobre el hecho de que algunos términos u, o0 u, de la
tabla de desplazamientos son lineales en 0, como por ejemplo el correspondiente al
nonocido término axisimétrico ¢=rZlnr. Estos términos son en realidad incompatibles
con la continuidad de desplazamientos si la geometria es la de la figura 6.23, ya que en
ella la solucién debe ser vélida en todo el rango 0-27 de valores de 0, y se obtendrian
desplazamientos distintos para 6=0 y 0 =27 (para un r dado), que describen el mismo
punto del sélido. Los términos de este tipo son en cambio admisibles si el sélido tiene
contornos O=cte, es decir, presenta discontinuidad al variar 6 con r=cte. En estos casos
sOlo se requiere que la solucién matemdtica de desplazamientos sea univaluada en el
rango de O ocupado por el sdlido. Al ser éste menor que 27, no se incurrird en
multivaluacion. Si se prefiere, puede también razonarse que el hipotético punto de
multivaluacion de desplazamientos estaria fuera del solido, lo que es aceptable
fisicamente. En resumen, si el sélido tiene contornos O=cte, todos los términos de ¢
propuestos en (6.59) son en principio posibles. En el caso contrario, hay que descartar
los términos de ¢ que tienen asociados desplazamientos lineales en 6. Por supuesto, en
un caso como ¢=rBsend, es preciso no utilizar ninguno de los términos de tension y
desplazamiento que derivan de este término de ¢, ya que en general hay que incluir
todos los términos que deriven de un término de ¢ dado (porqué?).

-Un ejemplo de aplicacion-

La funcioén de Airy (6.59) ha sido obtenida con la intencién de poder resolver
cualquier problema de contorno sobre la geometria de la figura 6.23, mediante una
solucion en serie. Aparte de esto, hallaremos la solucién de muchos problemas de
interés seleccionando unas pocas componentes de la funcién de Airy (6.59). Por
ejemplo, los problemas planos axisimétricos (ver pdginas 6.52 y siguientes), quedan
recogidos en las cuatro funciones ¢ correspondientes a k=0.

Figura 6.24.- Tuberia sometida a presion interior y exterior

Consideremos Como ejemplo el problema de una tuberia sometida a presion
interior y exterior como indica la figura 6.24. Las tensiones de contorno son
independientes de 0, por lo que elegiremos términos de ¢ tipo k=0 de la tabla. Como el
s6lido tiene continuidad al variar 0, descartamos r2Inr, que conduciria a desplazamientos
multivaluados. Como 6,4 es cero en r=a, r=b, descartamos también 6 de la funcién ¢.
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Nos quedamos por tanto con la siguiente propuesta para ¢, de la que derivan las
tensiones que también se indican:

O=Ar’ +Blnr
6,=2A+B/r*; 6,,=0; G4 =2A—-B/r’

Las constantes indeterminadas A y B se calculan mediante las condiciones de contorno,
que en este caso son G, =-p en r=a, 6,=-q en r=b:

2A+B/a’=-p _ palogb® B (o-q) a2h>
2A+B/b’=-q 2(b>-a?) a? —b?

Los desplazamientos se obtienen como suma de los asociados a cada componente de ¢
incluida en la solucién, mas un eventual movimiento arbitrario como sélido rigido, que
obviamos incluir:

2-2v 1
1+v r

2Gu, = A

La solucién del problema tiene las caracteristicas bdsicas que cabia anticipar a la
vista de sus simetrias: los desplazamientos debian depender solamente de r (salvo un
movimiento de solido rigido), ya que si giramos la figura 6.24 en torno al su centro un
angulo cualquiera, se obtiene exactamente el mismo problema. Las tensiones y
deformaciones habian de ser como consecuencia también independientes de 0, tal como
se ha obtenido. Este problema es tipicamente axisimétrico. Puede comprobarse que se
obtienen los mismos desplazamientos y tensiones a partir de la solucién axisimétrica
(6.46), (6.48).

Siguiendo los pasos bdsicos utilizados en este ejemplo, es decir, seleccionando
componentes de la Funcién de Airy que convengan para satisfacer las condiciones de
contorno, se puede dar soluciéon a muchos problemas interesantes, no necesariamente
axisimétricos, y no necesariamente con geometria tipo anillo (por ejemplo pueden
resolverse algunos problemas con bordes 6 =cte).
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Capitulo 7

Introduccion a los métodos aproximados

El planteamiento analitico del problema eldstico con geometria y condiciones de
contorno complicadas resulta inabordable en la practica. Por ello se han desarrollado
métodos aproximados que permiten obtener soluciones suficientemente precisas de una
forma asequible. El objeto de este capitulo es presentar someramente algunos de estos
métodos en el dmbito de la Teoria de la Elasticidad Lineal.

7.1.- Introduccion.

A la vista de lo expuesto en los capitulos 5 y 6, la resolucién del problema elastico
mediante enfoques analiticos solamente es abordable en casos con geometria y/o
condiciones de contorno mds bien sencillos. Cuando no se dan estas condiciones de
simplicidad, es necesario recurrir a métodos aproximados. Es posible aplicar métodos
estindar de integraciéon aproximada de ecuaciones diferenciales a las ecuaciones
diferenciales del modelo eldstico. Por ejemplo es posible plantear la integracion de las
Ecuaciones de Navier mediante diferencias finitas. Sin embargo han alcanzado mayor
aceptacion, debido a su mayor eficiencia, algunos métodos basados en los teoremas
integrales presentados en el capitulo 5.

Entre estos métodos, el procedimiento mdas extensamente utilizado es el Método de los
Elementos Finitos (MEF), que serd presentado brevemente mds tarde. E1 MEF se
engloba dentro de los conocidos como Métodos de Equilibrio, cuya caracteristica comun
es asegurar desde el principio que el campo de desplazamientos va a tener las
propiedades deseables (eligiendo una tipologia adecuada), plantearlo en funcién de
algunas incognitas o parametros a determinar, y obtener tantas ecuaciones como sea
necesario imponiendo condiciones de equilibrio, bien sea directamente (como en el
popular célculo matricial de estructuras de barras mediante el método directo de
rigidez), o bien a través de la expresion integral del Principio de los Desplazamientos
Virtuales, planteando tantos estados virtuales como sea preciso. Las aproximaciones de
Galerkin, del MEF, y de Rayleigh-Ritz, pueden plantearse de este modo. Las incégnitas
a calcular pueden ser los pardmetros indeterminados que hayamos previsto en el campo
de desplazamientos que hayamos propuesto, o bien otras incdgnitas que hayamos
utilizado para formular el problema.

Otra posible alternativa para obtener "tantas ecuaciones como deseemos" es
plantear el segundo teorema de reciprocidad para tantos estados virtuales distintos como
sea preciso. Esta eleccion persigue que deban evaluarse solamente integrales de
contorno, denominandose genéricamente "métodos de contorno" a los que gozan de esta
particularidad. Una condicién suficiente para que esto ocurra es que el problema no
tenga cargas de volumen y que los estados virtuales se elijan también sin cargas de
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volumen (métodos de Trefftz). Cuando los estados virtuales se eligen haciendo variar el
punto de aplicaciéon de una fuerza concentrada que actia en un medio infinito (la
solucion de este problema se llama "solucion fundamental de Kelvin"), también es
posible evitar las integrales de dominio del segundo teorema de reciprocidad. Esta
técnica, es la base del "Método de los Elementos de Contorno" (MEC), que ha sido
desarrollado a partir de los afios 70. En todo caso, los métodos de contorno permiten
obtener una solucién del problema en funcién tan solo de los valores de las variables en
el contorno, reduciéndose asi en uno la dimensionalidad del problema (si el sélido es
tridimensional su contorno es bidimensional, y si es bidimensional el contorno es
monodimensional). Este es el atractivo principal de los métodos de contorno, que son
claramente idoneos cuando es suficiente conocer los valores de las variables en el
contorno.

Entre algunos otros mads, los métodos de Galerkin, Trefftz, Elementos Finitos y
Elementos de Contorno enumerados en los parrafos precedentes pueden considerarse
como particularizaciones de una técnica mds general, conocida como "residuos
ponderados”. Resumimos seguidamente las ideas bésicas de esta técnica. Sea u=u(x) la
incOgnita generalizada de nuestro problema (las componentes de desplazamiento en el
problema eldstico), y x la variable independiente generalizada (las coordenadas
espaciales). Se toma la ecuacién o sistema de ecuaciones diferenciales que rige el
problema, escrita en forma de igualdad a cero, simbdlicamente Z.u=0, siendo Z el
operador en derivadas que corresponda. Seguidamente se forma el producto de Z.u por
una funcién Y(x) que elijamos arbitrariamente, llamada funcién de ponderacién, funcion
de peso o funcién proyectante, y que tendrd tantas componentes escalares como
ecuaciones diferenciales tengamos. Finalmente se integra el producto en el dominio de
observacion:

[, @.wwoav (7.1)

Esta claro que si introdujésemos en u una solucién exacta de Z.u=0, esa integral se
anularia para cualquier Y. Reciprocamente, si una cierta funcion u anula la integral para
cualquier Y imaginable, entonces esa u debe satisfacer Z.u=0 (en efecto, si Z.u no fuese
cero en un punto o una region, podriamos inmediatamente encontrar una Y que hiciese
no nula la integral). Precisamente desconocemos esa solucidén para u, pero podemos
"apostar”" por una funcién u que contenga pardmetros indeterminados, e imponer la
igualdad a cero de la integral para tantas funciones W distintas como necesitemos (para
obtener tantas ecuaciones como incdgnitas). La solucién que obtengamos no serd en
general exacta, dado que no anularé la integral para cualquier Y, pero esperamos que sea
una aproximacion razonable, ya que al menos la anulara para el conjunto de funciones
que hemos elegido. El nombre de esta técnica ("residuos ponderados") proviene de que
al introducir en la ecuacién diferencial una funcioén u(x) que no sea solucién exacta, Z.u
no serd nulo, sino igual a un cierto error o "residuo”, el cual se "pondera" con la funcién
Y, imponiéndose finalmente la anulacion de la integral de ese "residuo ponderado”.

En la aplicacion del método de residuos ponderados suelen incluirse algunas
manipulaciones adicionales a la integral (7.1). En particular, es habitual integrar por
partes una o varias veces, y utilizar cada vez el teorema de la divergencia para
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transformar integrales de divergencias en integrales de contorno. Con esto se consigue
que en la integral de volumen remanente se reduzca el orden de derivacién de u, a
cambio de que aparezcan derivadas de . Por una parte, esto tiende a facilitar la
imposicion de condiciones de contorno "naturales", dadas en funcion de derivadas de u
(como por ejemplo son las tensiones prescritas), y por otra parte reduce las exigencias
en cuanto a orden de derivabilidad de nuestra funcién u. Es llamativo que puedan
obtenerse asi soluciones u con orden de continuidad menor que el exigido por las
ecuaciones diferenciales originales ("orden de continuidad" = orden de la mayor
derivada que permanece acotada en todos los puntos del dominio). Se llaman "formas
débiles" a este tipo de formulaciones que posibilitan encontrar soluciones de orden de
continuidad menor al exigido por las ecuaciones diferenciales originales.

Las maneras mds ventajosas de integrar por partes el "residuo ponderado" de las
ecuaciones de equilibrio interno ya han sido elaboradas en el capitulo 5. Las mismas son
las expresiones integrales del principio de los desplazamientos virtuales y del segundo
teorema de reciprocidad. En problemas fisicos regidos por otras ecuaciones diferenciales
pueden existir teoremas integrales andlogos a los de la elasticidad. En caso contrario
seria necesario encontrar una manera conveniente de integrar por partes.

La aproximacion de cada componente u; de u puede ser, en principio, cualquier
funcién de las coordenadas espaciales y de los pardmetros indeterminados. Si a,i,...a
son los n pardmetros indeterminados que asociamos a u;, la aproximacién de esta
componente puede escribirse simbdlicamente como:

i i iy -
U; (X, X5,X3) = [(X),X5,X558],85,...,a, )3 1=1,2,3

En este tema, para las magnitudes que necesiten especificar tanto la direccion del
espacio a que estan asociadas como el nimero de orden del pardmetro indeterminado a
que se refieren, el superindice indicara la direccion, mientras que el subindice indicara el
numero de orden del pardmetro indeterminado. Para evitar la posible falta de claridad
que conllevaria la proliferacion de subindices y superindices numéricos, en este tema se
denominard a los ejes coordenados x, y, z. Con esta variante de la notacién, la
aproximacion anterior del campo de desplazamientos sera :

u,(x,y,z) =f.(x,y,z,a,,a5,...,a} ); 1=X,Y,Z
En realidad, practicamente siempre se plantea una aproximacion para u lineal en los
parametros indeterminados. Con ello se persigue que las expresiones integrales
conduzcan finalmente a ecuaciones lineales ordinarias en estos pardmetros.
Expresaremos este tipo de aproximacion en la forma:

X
n

u (x,y,z)=N/(x,y,z)a; + N (x,y,z)a; +...+ N (X,y,z)a
u, (x,y,2)= N/ (x,y,z)a] + N;(x,y,z)a; +...+ N} (x,y,z)a’

u,(x,y,z) =N/ (x,y,z)a; + Ny (x,y,z)a; +...+ N’ (x,y,z)a,,
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En donde las Ni, son las funciones (elegidas segin nuestro criterio) que multiplican al
parametro indeterminado k correspondiente a la componente i de u. Estas funciones se
llaman "funciones aproximantes" o "funciones de forma", y por supuesto, pueden ser no
lineales en x,y,z. Salvo casos especiales, como podria ser el de comportamiento
fuertemente anisétropo, no suele haber motivo para aproximar de forma distinta cada
componente de u, por lo que en lo sucesivo supondremos que se utilizan las mismas
funciones para las tres componentes:

N =N!=N:=N,; Vk

Con esto, la aproximacién del campo de desplazamientos puede escribirse:

u,(®)) [ N(X) a N, (%) a,
ux)=|u,(x) |= N, (x) lal [+...+ N, (x) Ja¥|=
u,(x) N, (x)] | af N, (x)] \a,

=Na +..+Na
=1 —n—"n

En donde cada N; es una matriz de 3x3 (2x2 en problemas bidimensionales) que
contiene a la funcién N; en las posiciones de la diagonal y cero en las restantes. Se
denota una matriz columna con un subrayado, y una cuadrada o rectangular con dos. En
forma compacta podemos expresar esta aproximacion como:

u=Na (7.2)
Siendo:
a
aj
N, N, . a,
N=| N N, |=[NN ] oas s
N, N, a a,
a,
a,

La eleccion de las funciones de aproximacién N; queda al buen juicio del analista. Es
evidente que el propdsito debe ser introducir un conjunto de funciones capaces de
aproximar suficientemente entre todas (mediante su combinacidn lineal) la evolucion de
los desplazamientos del problema particular. Aunque son posibles otras alternativas, lo
mds inmediato es considerar funciones definidas en todo el dominio ocupado por el
solido. La figura 7.1 muestra graficamente algunos ejemplos posibles para el caso de un
solido bidimensional eliptico en el plano x,y. En la eleccion de las N; pueden hacerse
intervenir diversas consideraciones, como por ejemplo la conveniencia de que todas
ellas se anulen en las zonas de desplazamiento prescrito nulo, para que estas
condiciones de contorno queden satisfechas automaticamente.
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N; N, N3

X X X
Figura 7.1.- Ejemplos de funciones de aproximacién para un problema bidimensional.

En esta introduccion se han presentado los fundamentos generales de las técnicas de
aproximacioén mds frecuentemente utilizadas en la actualidad, poniendo de manifiesto lo
que todas ellas tienen en comun: por una parte la posibilidad de ser obtenidas como
particularizacién del método de residuos ponderados, y por otra la forma de plantear el
campo de desplazamientos aproximado, como combinacién lineal de "funciones de
forma". En los epigrafes siguientes centraremos nuestra atencién en el Método de los
Elementos Finitos, que estudiaremos brevemente, aunque aprovecharemos la ocasion
para presentar antes otro método de equilibrio importante por si mismo, y en el que el
anterior estd basado: la aproximacién de Galerkin.

No se ha hecho mencién expresa de los métodos de aproximacién basados en
principios variacionales, que basicamente consisten en encontrar el minimo valor de una
magnitud escalar, que en el caso elastico es la energia potencial. El método de Rayleigh-
Ritz mencionado en un parrafo anterior estd formulado originalmente sobre la base de
este principio, con la particularidad adicional de que las funciones de aproximacién se
eligen de forma que satisfagan las condiciones de contorno esenciales (en
desplazamientos). Merece la pena apuntar que no en todos los problemas fisicos es
posible encontrar un principio variacional, es decir, una magnitud escalar asociada al
sistema cuyo valor minimo se alcance para la solucién u correcta. En cambio, siempre
es posible plantear las ecuaciones diferenciales que rigen un problema, por lo que los
métodos variacionales tienen menor generalidad que los de residuos ponderados.
Ademads puede demostrarse que en los casos en que existe un principio variacional, la
aproximacion de Galerkin proporcionard la misma soluciéon que el enfoque variacional.
Esta es la razén por la que se ha omitido la mencién a los principios variacionales en
esta introduccidn, necesariamente esquematica. Cabe insistir en que una aproximacion
de Galerkin proporcionard la misma solucién que una de Rayleigh-Ritz si se emplean
las mismas funciones de aproximacion.

Tampoco se ha hecho mencién de los métodos "de compatibilidad", denominacién
que engloba a los enfoques de solucién basados en el Principio de las Fuerzas Virtuales,
o en general en imponer desde el principio el equilibrio del sistema, y mas tarde la
compatibilidad (continuidad, univaluacidn, etc.) de su campo de desplazamientos. Tales
enfoques son dificilmente sistematizables, y por tanto poco apropiados para su
implementacién en ordenador. Este dltimo es un defecto muy importante, ya que ha sido
precisamente el espectacular desarrollo de los ordenadores lo que ha hecho aumentar la
eficiencia de los métodos aproximados. Aunque estos métodos de compatibilidad no
pueden competir con los métodos de equilibrio, su uso es en ocasiones adecuado para
resolver "a mano" ciertos problemas. Es por ejemplo ocasionalmente conveniente su
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empleo en problemas de barras que se estudian en el contexto de la Resistencia de
Materiales.

7.2.- La aproximacion de Galerkin aplicada al problema elastico.

El planteamiento de la ecuacion integral del PDV como condicion necesaria para el
equilibrio, con tantos estados virtuales distintos como sea preciso, es un procedimiento
caracteristico de los Métodos de Equilibrio:

0. dV = ¢, X.dV+[ @ XidS (7.3)
v o v S

Por conveniencia posterior, expresaremos los integrandos en forma matricial. Para
ello definimos las siguientes matrices columna:

8XX GXX
€ (¢)
yy yy
uX (pX XX
_ 8ZZ _ 6ZZ _ _ X— X . t
£= ,Q—G,u—uy,g—(py,i—y,ec. 4
Yy Xy X (7.4a)
uZ (pZ zZ
’YXZ 6XZ
sz Gyz

Y andlogamente para las magnitudes asociadas al campo virtual. En problemas
bidimensionales definimos similarmente:

SXX GXX
uX (px X XX t
e=|e.|; o=|lo,.|; u= O ;X =  etc.
il R P M U R T A e (7.40)

Con estas notaciones, la ecuacion (7.3) se expresa como:

jv(g(p)T‘—’dV = M?)TX"‘V +g (9) X-ds (1.5)

Notese que en (7.4) la matriz columna de deformaciones incluye las
deformaciones transversales Yyy- €LC, en lugar de los términos €,y» CtC, de valor mitad, por
lo que el primer integrando anterior reproduce efectivamente €%;6;. En lugar de las
tensiones verdaderas (desconocidas) vamos a introducir las tensiones asociadas al
campo aproximado de desplazamientos. Comenzamos poniendo las tensiones en
funcion de las deformaciones. La relacion lineal entre ambas magnitudes queda recogida

en una ecuacion de la forma:

o=D(-¢") (7.6)
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Siendo ¢€° la deformacién que existiria para tensién nula. Este término permite recoger
por ejemplo los efectos de la temperatura en la ley de comportamiento. Asi, para un
problema bidimensional, siendo o el coeficiente de dilatacion térmica y 0 el valor de la
temperatura, este término seria :

La matriz D contiene las constantes eldsticas que relacionan la tensién y la deformacion.
Puede comprobarse que con las definiciones adoptadas en (7.4) debe ser:

Tension Plana (TP): Deformacion Plana (DP):
[ 1 i v 1
I v 0 1 — 0
D E I v 1 0 I Ed I=v
D= -V %
= 1-V’| 1-v | D= (1-v) 1 0
|_O 0 —J = (A+v(1-2v)| 1-Vv
2 0 1-2v
L 2(1-v)
Problemas tridimensionales:
_ v v -
1 - -
I-v 1-v
v Y 0
1-v 1-v
vV
D E(1-v) 1-v 1-v
=~ d+v-2v) 1-2v
2(1-v)
0 1-2v
2(1-v)
1-2v
L 2(1-v)

Pueden considerarse otro tipo de efectos en la ley de comportamiento, lo que da lugar a
expresiones ligeramente distintas de la (7.6). Por ejemplo, si existe un campo de
tensiones residuales conocido, podria emplearse una expresion como 6-G,=DE€, sin que
ello suponga ninguna dificultad especial.

Expresamos ahora las deformaciones en funciéon de los desplazamientos. Siendo la
relacion diferencial entre ellas de tipo lineal, podemos escribirla usando una matriz L de

operadores diferenciales de forma que:

(7.7)

|en
Il

I
=
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Donde:
Caso tridimensional (3D): Caso bidimensional (2D):
-5 _
— 0 0
0x
0
0O — 0 r 7
X
0O O i )
Lo oz L=l 0 —
=713 9 - dy
dy Jx 9 9
dy Ox
3, 2 Loy 0%
oz 0x
9 9
i Jz dy |

Sustituyendo todas estas expresiones en la ecuacion del PDV dada por (7.5), ésta
adopta la siguiente forma:

Le)

Nétese que €=L(Na)=(LN)a, ya que las derivaciones del operador L no afectan al

LNadv=[ (o) X-av+| (Q)TX-dS+IV(§‘P)T2-§°-dV

llw)
=

(7.8)

conjunto de pardmetros contenidos en a, los cuales no dependen de las coordenadas
espaciales (aunque desconozcamos su valor por el momento).

Para proseguir, debemos elegir qué tipo de campos virtuales utilizaremos en la
expresion (7.8). Distintas elecciones dan lugar a distintos métodos de resolucién. En
lugar de plantear "muchos" campos virtuales particulares, elegiremos plantear un solo
campo virtual @;, pero que sea combinacion lineal arbitraria de "muchos" campos
virtuales particulares, lo que conceptualmente es equivalente. Construimos este campo
virtual mediante combinacion lineal arbitraria de las mismas funciones de forma Ny
empleadas para aproximar el campo real de desplazamientos. Los coeficientes de esta
combinacion lineal arbitraria serdn coeficientes arbitrarios (que pueden tomar cualquier
valor a nuestro antojo), y que llamaremos (a,)®, donde los indices i y k juegan un papel
andlogo a los de ai, (i=x,y,z) utilizados en la aproximacién del campo real. La eleccion
se concreta asi en:

¢=N-2° (1.9)

I'Z

Esta eleccion es precisamente la que distingue a la aproximacién de Galerkin de
otros métodos, y es la mejor en muchos sentidos. Indicamos sin demostracién algunas
de sus propiedades: 1°, generalmente (siempre, en problemas eldsticos) implicara el
manejo de matrices simétricas; 2°, conducird a féormulas finales idénticas, y por tanto a
los mismos resultados, que un enfoque variacional equivalente, si éste puede formularse
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(siempre se puede en elasticidad); 3°, en problemas eldsticos, la aproximacién obtenida
serd la mejor posible con las funciones que hayamos usado, en el sentido de minimos
cuadrados ponderados de las deformaciones. Desde un punto de vista conceptual puede
argumentarse ademds lo siguiente: la relacion (7.3) es condicidn suficiente para asegurar
el equilibrio si se satisface para cualquier campo virtual concebible. No podemos incluir
todos en la formulacion, pero la eleccion de Galerkin contiene a todos los que podemos
construir con la aproximacion de desplazamientos utilizada. La eleccién equivale a
considerar como concebibles sélo a aquellos campos de desplazamiento que sean
representables con el modelo de aproximacién. Pensando de esta manera, la eleccién
(7.9) resulta natural y coherente en el sentido de que utiliza como estados virtuales todas
las formas de desplazamiento que hemos considerado concebibles.

La ecuacién (7.8) del PDV con el campo virtual dado por (7.9) adquiere la forma:

‘f a?) N'X-d +I( JNRas+] (o) () Deav 10

En la ecuacion anterior, las matrices a y a® contienen pardmetros indeterminados
y coeficientes arbitrarios respectivamente, pero no dependen de las coordenadas
espaciales, por lo que pueden salir de las integrales:

(@) [J, (L) (1) av] e

:(a“’)T[ ETX.dV}+(g“’)T[ . NTx.ds}_(g‘P)T IV(L'N)T'Q'EO(W

Pensemos en la ecuacion anterior en forma de igualdad a cero con todos los
términos en un lado de la igualdad, y con el factor comin (a®)" extraido. Si esta
ecuacion se satisficiera s6lo para algin o algunos a® particulares, no podriamos asegurar
que su cofactor debiera anularse. Pero como debe cumplirse para cualquier conjunto
arbitrario de parametros a®, si que podemos asegurarlo. Por tanto debe ser:

g-dsz ETX.dS+J'V(]£.£)T.2.§°dV (7.11)

Que tiene la siguiente estructura, tipica de las aproximaciones de problemas lineales:

Ka=f (7.12a)

Siendo:
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-dV ;

) D

=
1]
2—:
e
IZ
o
=

N

T

=
1]
'<—u
Iz
;ﬁ
=
[
<
+
S5
IZ
[

'ds+jv(£’ N)T .D-g"dV (7.12b)

Hay que destacar algunas reflexiones importantes acerca del sistema de ecuaciones
lineales ordinarias (7.12):

1) El vector de cargas en el contorno, X, suele ser a priori desconocido en una parte
del contorno del sélido (aquella parte en la que los desplazamientos estdn prescritos).
Esto supone que los términos de f no serdn en general calculables explicitamente al
principio del problema. Podemos pensar que las propias integrales de contorno de
varias (o todas) las N, que aparecen en f son incdégnitas adicionales del problema, que
deberemos calcular. En resumen, algunos o todos los términos de f pueden contener
incognitas. Es posible evitarlo en problemas con desplazamientos prescritos nulos,
eligiendo funciones de aproximacion que sean nulas en esas zonas de desplazamiento
prescrito. Pero si tenemos incégnitas en f, necesitaremos ecuaciones adicionales a las
(7.12). Estas ecuaciones se obtienen de aproximar las condiciones de contorno en
desplazamientos. Por otra parte, tanto el vector de fuerzas de volumen, X, como la
“deformacion de tensién nula” €°, suelen ser funciones explicitas conocidas de las
coordenadas espaciales, por lo que el cdlculo de las integrales correspondientes no tiene
mas problema que el de su evaluacion..

2) La matriz K del sistema, que suele llamarse "matriz de rigidez", es cuadrada. Se
aprecia facilmente que en problemas tridimensionales, la misma es de dimensiones
(3nx3n), mientras que en problemas bidimensionales es (2nx2n), siendo n el nimero de
funciones de aproximaciéon (N;, i=l...n) utilizadas para cada componente de
desplazamiento. Por tanto, el sistema lineal de ecuaciones tiene tantas ecuaciones como
pardmetros a,!. Por las propiedades elementales de los productos de matrices, también se
aprecia que K es una matriz simétrica (ya que D lo es, y MTDM lo serd también,
cualquiera que sea la matriz M).

3) La matriz K serd en general singular (no tendra inversa). Por ejemplo, puede
apreciarse que debe serlo en problemas con todas las condiciones de contorno dadas en
tensiones, en los que f es calculable a priori: no cabe esperar calcular a como a=K-'f,
porque ello dejaria determinado el campo de desplazamientos, y sabemos que no puede
estarlo hasta que no impongamos algunas condiciones de contorno en desplazamientos,
lo que no hemos hecho hasta el momento. Sin embargo, si el problema tiene
condiciones de contorno homogéneas en cantidad suficiente para evitar movimientos de
sOlido rigido, y se utilizan funciones de aproximacion que satisfacen automaticamente
esas condiciones, no existe ya motivo para que K sea singular.

4) Habitualmente resulta conveniente pensar en la matriz K, como formada por
submatrices de dimensién 3x3, (2x2 en problemas bidimensionales), y en a (y f) como
una matriz columna formada por submatrices de 3x1 (o bien 2x1), es decir:
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2Ka=f: (=1.n) (7.13)

=1

Siendo:

(e

T _ T
-Ni) .D.(L-ij-dv; f= N'X-dV+[ N/X-dS+] (L.Ni) De,dV

K =]
=ij A\

El que la matriz K del sistema sea simétrica, implica que sus submatrices deben

cumplir:

T
K. =(Kﬁ) ; Vi, j

=ij =

5) Insistiremos en que para resolver el problema, ain bebemos imponer las
condiciones de contorno en desplazamientos, salvo que todas ellas sean homogéneas
(tipo u;=0) y las funciones de aproximacion elegidas las satisfagan. La imposicion de
estas condiciones de contorno de forma aproximada debe proporcionarnos tantas
ecuaciones como incdgnitas tengamos en f. Esto ocurrird autométicamente si ajustamos
por minimos cuadrados los desplazamientos prescritos. Puede realizarse también el
ajuste aproximado mediante cualquier otra técnica, como por ejemplo haciendo que el
desplazamiento tenga exactamente el valor prescrito en un nimero finito de puntos.

Para finalizar este epigrafe, destaquemos que la tnica fuente de error del procedimiento
de aproximacion descrito es que, en la mayoria de los casos, una combinacién lineal de
las funciones N; propuestas no serad capaz de describir de manera exacta la solucion de
desplazamientos del problema. El que la solucion de desplazamientos sea sélo
aproximada conlleva el que las condiciones de contorno se satisfardn solo
aproximadamente. En particular, las condiciones de contorno en desplazamientos, las
cuales debemos imponer en el proceso de resolucion, no pueden satisfacerse mas que de
forma aproximada, mediante técnicas de ajuste como se indicé en el parrafo anterior. En
general, las condiciones de contorno en tensiones tampoco coincidirdn exactamente con
las tensiones derivadas del campo de desplazamientos calculado, pese a que hayamos
introducido la tensién de contorno correcta para el cdlculo de f. En todo caso, si
"acertdramos" a elegir un conjunto de funciones capaces de ajustarse a la solucidon
exacta, hay garantia de que obtendriamos dicha solucién exacta. Es casi seguro que no
"acertemos", pero tenemos al menos garantia de obtener la (en cierto sentido) mejor
aproximacion posible basada en las funciones propuestas.

Un ejemplo sencillo.

Consideremos el s6lido bidimensional de la figura 7.2, cuya forma es de tridngulo
rectdngulo con base y altura iguales, de longitud L [m], que estd sometido a una
distribucién uniforme de carga p [N/mz] en el contorno x=0, y que tiene el
desplazamiento totalmente impedido en los puntos del contorno y=0, segin se indica. El
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material tiene peso especifico p [N/mS], Moédulo de Young E [N/mz], y Coeficiente de
Poisson nulo. El espesor del sélido en la direcciéon z es b [m]. Utilizaremos las dos
funciones de aproximacion siguientes para realizar la aproximacion de Galerkin: N=x,
N,=y. Con s6lo dos funciones, que ademds no estdn elegidas especialmente para
adaptarse al problema, no cabe esperar que la aproximacién final sea buena, pero el
procedimiento quedard ilustrado igualmente, y las operaciones resultardn mas sencillas.

o

Yy v b by

Figura 7.2- Sélido triangular con carga uniforme en una de sus caras.

La aproximacién del campo de desplazamientos con las funciones consideradas es:

_ X X _ X X
=N,a; +N,a; =xa, +ya,

— y Y — y y
u, =Naj +Nya; =xaj +ya;

En primer lugar, calcularemos la matriz de rigidez de la aproximacién. Es cémodo
realizar el cdlculo de sus submatrices:

K =] (L ) D- (L'N)-av

Al ser nulo el coeficiente de Poisson, la ley de comportamiento, y por tanto la matriz D,
adopta la misma forma tanto en Tension Plana como en Deformacién Plana, y la
solucidn del problema (tanto la "exacta" como la obtenida mediante aproximacion) es la
misma para ambas situaciones. La expresion de D para v=0 es:

(100\

2o 1 )

Los términos entre paréntesis en los integrandos de K;; se calculan facilmente:
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ad ad
% o % o]
LN=| 0 9 " 7= . L'N =| 0 7 e
== I o x == d)y (0 y
%) ) %) )
Ay Ax Ay Ax
Noétese que por ser en este caso lineales las funciones de aproximacién, sus derivadas
son constantes, y por tanto las matrices L.N; también son constantes que podran salir de

las integrales. Esto simplifica la labor de integracion hasta el punto de que sélo es
preciso calcular el drea del dominio triangular. Tenemos por tanto:

oS O =
— O O
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0 O |dxdydz= b
2

o
o
O o o
o
—_

I
(3]
I

<

VR

O =

(e}

- O
(e}
[

(-

O S ©
o O
- O
o
b
o
<
o
N
I
0
o

7 N\
(-
NO
oS O
N—

0
K, = L(O

Y por simetria de la matriz K:

K, =(k,) = ELzb[O %]

- O

O =

¥E_/
(e
(SN

o
o
&OO
—
(e)

=2 2 0 0

En segundo lugar calcularemos el término de cargas f, que depende de las fuerzas
por unidad de volumen (en nuestro caso sélo el peso, ya que no hay temperatura), y de

las fuerzas aplicadas en el contorno del sélido. Nuevamente procederemos calculando
sus submatrices f:

fi= IVEiT)—( dv+ Is EITX dS

Empezamos con las integrales de volumen, cuya complicacién se reduce a ser

evaluadas:
0\( 0 0
[ NTx-av=b[|" (L—x)dx = —pbL’

i S T )
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Calculamos ahora las integrales de contorno. La funcién N, (=x) se anula en la cara

vertical, mientras que X es nula en la oblicua. En consecuencia, s6lo la cara horizontal
tiene aportacion a la integral de contorno que contiene a N,. En esta cara la tensién de
contorno es desconocida, por tanto:

— 0\ X tr

[N Xas=b[]" "I 2| ax=b|"

s =1 o0 x| X, . ty
-

Hemos llamado tX, t,¥ a las cantidades (no son funciones) resultantes de la integracion,
y consideraremos estas cantidades como incégnitas adicionales del problema. La
integral de contorno que contiene a N, (=y) solo contendrd la aportacién del contorno
vertical, ya que en el oblicuo la tensién es nula, y en el horizontal es nula N,.

L EZ.X-dS:bJOL(y Oj[gj dy = pbL* %
x,=0

0 vy 0

Apréciese comparativamente la ventaja de usar funciones de aproximacién que
satisfagan las condiciones de contorno homogéneas en desplazamientos: las tensiones
desconocidas de la cara inferior se multiplican por el valor nulo de la funcién N,, y el
resultado es nulo en todo caso, no apareciendo incdgnitas asociadas a esta funcion en el
término de cargas

Estamos ya en condiciones de plantear las ecuaciones (7.12) para nuestro ejemplo.
Apréciese que el espesor b del solido no influird en el cdlculo de las incégnitas:

t

3
[o 5 3 o [
EbL 2 2 ai b pLZ
2010 ¥ 1 o aj o
0 0 0 1)\% oL}
6

Para poder calcular las incognitas, debemos imponer las condiciones de contorno en
desplazamientos. Las restricciones al desplazamiento de este problema consisten en que
todos los puntos de la cara horizontal no se muevan. En este caso es posible hacer que
se cumpla exactamente esta condicidn, ya que imponiéndola en el campo aproximado de
desplazamientos tenemos (nétese que N,=0 en y =0):

u X X 0 X O X
uy y=0 NS NS 0 x a4 0 a4

0
0
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Es decir, la condicién se satisface exactamente si los parametros que multiplican a la
funcién N; son cero. Desgraciadamente, esto supone que dicha funcién no figurard
finalmente en el campo de desplazamientos, por lo que todo el trabajo que hemos
realizado con ella es baldio. En todo caso, llevamos este resultado al sistema de
ecuaciones general, y las dos ultimas ecuaciones nos permiten conocer los pardmetros
asociados a N:

X pL’ ax = 2P
2 X s 2
EbL’ (1) 0](a3 o 2 | o E
2 0 1)a; _pL” ay:_&
6 )

Con lo que la aproximacién de desplazamientos obtenida para el problema de la figura
7.2 es:

2p pL

u=—y;u =—"—
i Ey ' 3E

Antes de dar por terminado este sencillo ejemplo, realizaremos unas breves
reflexiones finales a modo de recapitulacion.

-Segiin  hemos visto, el cumplimiento de las condiciones de contorno en
desplazamientos, requiere que a*;=a¥;=0, lo que implica que la funcion de forma N; no
aporta nada al campo de movimientos aproximado del problema. Podriamos haber
considerado en primer lugar las restricciones de movimiento del problema dado, y no
realizar ningtn cédlculo con N;. No se ha hecho asi porque raramente es conveniente
seguir ese orden en casos mds realistas.

-Se ha mostrado porqué es interesante elegir las funciones de aproximacion de forma
que cumplan las condiciones de contorno en desplazamientos: se evita la aparicién de
incégnitas en f. El1 Método de Rayleigh-Ritz, basado en un enfoque variacional que
proporciona los mismos resultados que la aproximacién de Galerkin, propone de modo
general la utilizacién de este tipo de funciones de aproximacion.

-En este caso, hemos podido satisfacer exactamente las condiciones de contorno en
desplazamientos, con la fortuna afiadida de que ha sido posible resolver el sistema de
ecuaciones sin tener que calcular las incégnitas de f. Debe entenderse que todo ello ha
ocurrido excepcionalmente en este problema particular.

-El sistema lineal de ecuaciones Ka=f incluye en este caso cuatro ecuaciones con seis
incognitas, los cuatro pardmetros de la aproximacion del campo de movimientos, y las
dos cantidades t¥|, t¥;, resultantes de la integracion de las tensiones del contorno y=0.
Para resolver dicho sistema, en general hubiésemos necesitado dos ecuaciones mas, que
hubiésemos obtenido aproximando las condiciones de contorno en desplazamientos.
[lustraremos seguidamente como se hubiese realizado esto ultimo mediante el método
de minimos cuadrados. Se comienza escribiendo la expresion del error que se comete
para cada componente de desplazamiento, que es la diferencia entre el valor prescrito y
el obtenido de la aproximacién. En este caso, el valor prescrito es cero, asi que el error
es el propio valor de la componente de desplazamiento:
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_ _ X X _ X X
Error, =u —-0=N,-a; +N,-a) =x-a; +y-a)

Error, =u,—0=N,-aj +N,-a; =x-aj +y-aj

Seguidamente se impone que la integral de cada error elevado al cuadrado tome un valor
minimo, es decir se minimiza respecto de los pardmetros a,/, manteniendo y=0, la
integral del error cuadritico de cada componente. Comenzamos por u,:

aii‘ LL(ux)zdx =0= 2!: [(Nlaf + Nza;)Nl]y:OdX =0

J

X
da,

L L . .
[[@)?dx =0=2[ [(Nja} +N,a3)N, | _,dx =0 (identidad)

Procedemos andlogamente para u;:

0 (L L
[ rax=0=2f [(NJa7 +NLa)N, ] dx =0
1

d L L o
;Tyjo (u,)?dx=0=2[ [N ay +N,a)N, | dx =0  (identidad)
a3

La ultima ecuacion de cada pareja resulta en este caso una identidad, porque N, es
idénticamente nulo en y=0. Las restantes dos ecuaciones son las que necesitdbamos para
completar, junto con las cuatro de Ka=f, un total de seis ecuaciones. En este caso, las

dos ecuaciones ofrecen por si mismas los valores de dos de los parametros:
3

J’LZ(x)zai‘dxl:z?af:O = a =0

3

ILZ(X)Za{dxzm;afzo = a'=0

Lo que ya se obtuvo por apreciacion directa al resolver el problema. Lo obtenido se
corresponde con el ajuste exacto de las condiciones de contorno (cuando el ajuste exacto
es posible, minimos cuadrados dard ese ajuste exacto). El ajuste ha proporcionado dos
ecuaciones adicionales, que junto con las cuatro de la aproximaciéon de Galerkin
permiten calcular las seis incognitas. En un caso mds general, en el que ninguna de las
dos funciones de aproximacién satisficiera las condiciones de contorno en
desplazamientos, habriamos tenido una incégnita (escalar) en cada término de f, con un
total de cuatro incégnitas adicionales. En ese caso, ninguna de las cuatro ecuaciones de
minimos cuadrados habria resultado identidad, y tendriamos un total de ocho ecuaciones
utiles para determinar las ocho incégnitas a,/, t,/, k=1,2; i=x,y.

Para finalizar, insistiremos en que la aproximacién realizada es realmente muy
mala, lo que no es de extraiar: s6lo hemos empleado dos funciones, y una de ellas ha
sido descartada en el proceso. El campo de movimientos aproximado depende
solamente de la coordenada y, de tal forma que el campo de deformaciones y tensiones
resulta:
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El estado de tensiones ni siquiera refleja la existencia de una componente G,,, que
evidentemente existe (carga en el contorno x=0). Ademas, resultan tensiones no nulas
en la cara oblicua descargada. Los desplazamientos presentan en cambio una mejor
apariencia, como muestra la figura 7.3, ya que el vértice superior se mueve hacia la
derecha y hacia abajo, como cabe esperar a la vista de la carga horizontal y de la accién
del peso propio.

y

4\ 2pL/E
(\\ oLY/(3E)
\

I EREREE.

Figura 7.3.- Desplazamientos calculados mediante la aproximacion.

Es habitual que, como en este ejemplo, los métodos aproximados ofrezcan
resultados mds precisos en desplazamientos que en tensiones, las cuales parecen ser
inherentemente mas dificiles de aproximar por el hecho de ser derivadas de la magnitud
fundamental que se aproxima. Se puede argumentar como explicacion que si la funcién
se aproximé con orden p, las derivadas primeras se aproximan con orden p-1. Pero lo
cierto es que se observa un comportamiento similar (aunque quizd menos acusado) en
métodos en los que se pueden realizar aproximaciones independientes y del mismo
orden para tensiones y desplazamientos, como el Método de los Elementos de Contorno.

7.3.- Formulacion basica del Método de los Elementos Finitos (MEF).

El Método de los Elementos Finitos no es mds que una aproximacion de Galerkin
en la que se aplican unas pocas ideas muy sencillas a la hora de elegir las funciones de
aproximacion. A pesar de su sencillez, dichas ideas incrementan espectacularmente la
versatilidad del método para acomodarse a geometrias y condiciones de contorno
complicadas. Otras ventajas que se irdn apreciando son el claro sentido fisico que pasan
a tener las incdgnitas del problema, asi como ventajas de tipo numérico (manejo de
matrices casi vacias, entre otras). Pero quiza la mayor de todas radica en que la eleccién
de las funciones de aproximacién se sistematiza enormemente, reduciendo la
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intervencion del analista a una division inicial del dominio en celdas, pudiendo dejarse
lo demas para ser ejecutado por una implementacién comercial en ordenador. Este factor
resulté decisivo en la expansion y popularizacion del método. Las particularidades que
distinguen al MEF de una aproximacién general de Galerkin son las siguientes:

a) El campo de desplazamientos (real y virtual) se aproxima mediante funciones N;
de pequefio soporte. Se denomina asi, a las funciones que son no nulas Gnicamente en
una pequeiia regién del dominio.

Una funcién complicada puede ser aproximada excelentemente por funciones muy
sencillas si la aproximacion se realiza por trozos pequefios. O lo que es lo mismo,
podemos conseguir buena aproximacion de u, (k=x,y,z) con funciones N; muy sencillas
si sus soportes son pequefios. Procediendo asi, nos encontramos ademds con que cada
integral que contenga a la funcién de aproximacion N; s6lo debe evaluarse sobre su
soporte, es decir, sobre la pequena porcién del dominio donde la funcién N; no es nula,
y el integrando serd sencillo. Esto unido a que la geometria del soporte puede elegirse
también sencilla, mejora la precision de la integracion, que se realiza numéricamente.

De forma similar, la integral que expresa a K;;, que contiene derivadas de N; y N;,
unicamente debe evaluarse en el soporte comun (la interseccion de los soportes de N; y
N;j). Al ser pequefios los soportes, es evidente que dicho soporte comin serd nulo en
muchos casos. Esto implica que muchas submatrices K, seran nulas, lo que puede
detectarse facilmente a priori, con un ahorro de calculo muy importante.

Por dltimo, en las condiciones de contorno en desplazamientos, que segiin vimos en el
epigrafe anterior deben imponerse de forma aproximada, intervendran sélo las funciones
de forma N; que sean no nulas en el contorno. Por tanto, al ajustar las condiciones de
contorno en desplazamientos manejaremos solamente algunas de las funciones.

b) Se divide el dominio en celdas (pensemos que triangulares, para 2D). Cada
soporte serd el entorno de celdas que comparten un vértice de las mismas. Llamamos
“elemento” a cada una de las celdas, y “nodo” a cada vértice. De esta manera, cada
funcién de aproximacién tendrd como soporte el conjunto de elementos que comparten
un nodo. Lo anterior asocia una funcién de forma N; a cada nodo i.

elemento e

Figura 7.4.- Discretizacion del dominio mediante elementos triangulares.

Esta manera de elegir los soportes de las funciones admite un tratamiento sistematico
por ordenador una vez que se ha establecido la "malla" de elementos. Ya casi todos los



METODOS APROXIMADOS 7.19

programas comerciales tienen también ayudas para generar la malla a partir de unos
pocos parametros (nimero de nodos en cada porcion del contorno, previamente definido
como entidad geométrica, por ejemplo). La figura 7.4 muestra una posible malla de
elementos triangulares para un problema bidimensional. Tal como ocurre en la figura, es
habitual que la geometria del contorno no pueda ser descrita exactamente por el tipo de
elementos que se usen (sea cual sea éste), lo que supone una nueva fuente de
inexactitud. Sin embargo, podemos ajustarnos a dicha geometria tanto como queramos
aumentando el nimero de elementos, al coste de aumentar el volumen de calculos.

c¢) Cada funcién de aproximacién N; vale la unidad en su nodo, y cero en los demas. Por
supuesto vale cero en los nodos alejados del nodo 1, ya que caen fuera del soporte de N;.
Lo que establece esta condicion es que N; valga cero también en los nodos vecinos al
nodo i, los cuales estdn en el borde del soporte de N;. En problemas bidimensionales,
una representacion del valor de N; en la tercera dimension, es una pirdmide cuya base
estd formada por los elementos que comparten el nodo i, como indica la figura 7.5.

Figura 7.5.- Funcién de aproximacién N; asociada al nodo i.

Esta eleccion hace que los 3N pardmetros indeterminados de la aproximacion tengan un
claro significado fisico, ya que al particularizar el campo de desplazamientos
aproximado en las coordenadas del nodo i, resultard que sélo N; es distinto de cero, y
vale la unidad. Véase:

E(X,Y’Z):[l'Nv o, NG, o l'Nn]‘ﬂ

1

a;
En las coordenadas del nodoi = u(nodo i):[(=), e, I, e, 0}@: al
a;

La igualdad anterior expresa que los pardmetros que multiplican a la funcién de
aproximacion N; son precisamente las componentes de desplazamiento del nodo 1 del
s6lido, siendo éste el claro significado fisico al que se ha hecho referencia.

También los términos de f pasan a tener un significado fisico. Para verlo, considérese
una fuerza concentrada F, que actia sobre el nodo i. Recordemos que una fuerza
concentrada se interpreta como una distribucién de tensiones "muy intensa", pero que
actia en un entorno "muy pequefio” del punto, de forma que su resultante tiene las
componentes de la fuerza concentrada. Llamando Ent(nodo i) a ese entorno
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arbitrariamente pequefio, y pensando por ejemplo que la carga es de contorno (si es de
dominio el razonamiento es idéntico), tenemos:

XdS=F

Ent(nodo i)

La aportacion de esta fuerza concentrada al término de cargas f se calcula del modo
habitual, integrando en la regién del dominio donde el integrando no se anula, es decir,
en el entorno del nodo. En este dominio de integracion, arbitrariamente pequefio, las
funciones de forma tienen valores constantes: las de todos los nodos valen cero, salvo la
del nodo i, que vale uno. Por tanto solamente habrd aportacién a la submatriz f;
correspondiente al nodo 1:

FX
Aportacién a f, = j N XdS= j N XdS=N (nodo i) j XdS=1I j XdS=F=|F
1 = Ent(nodo 1) - - Ent(nodo i) _Em(nodo i) FZ

Que son las componentes de la fuerza aplicada en dicho nodo. Por tanto, para incluir el
efecto de una fuerza concentrada que actia sobre el nodo 1, s6lo hay que llevar a las tres
posiciones de f; las tres componentes de la fuerza. Esta particularidad es interesante por
si misma para tratar las fuerzas concentradas llegado el caso, pero tiene ademds una
"segunda lectura": podriamos sustituir las cargas originales del problema (distribuidas)
por unas fuerzas concentradas en los nodos, cuyas componentes fuesen las de f; para
cada nodo i. Evidentemente el modelo aproximado resulta idénticamente el mismo, y
conduce por tanto a los mismos resultados. De ello obtenemos el significado fisico de
los términos como f;: son fuerzas concentradas en los nodos con las que el modelo de
aproximacion representa el efecto de las cargas originales del problema. Por ello se
suele denominar a las submatrices f, de f fuerzas equivalentes en los nodos.

Interpretacién como discretizacion en elementos.

Cuando tenemos que integrar una funcién que tiene distinta expresion analitica en
distintos trozos del intervalo de integracion, de modo natural procedemos evaluando la
integral en cada trozo para después sumar los resultados parciales. Del mismo modo,
realizaremos la integral necesaria para evaluar K;; (también f;), integrando en trozos del
dominio de integracién, y sumando después las integrales parciales. Claramente, cada
"trozo" referido serd un elemento, dado que en un elemento cada funcién de forma
mantiene una expresion analitica. Por ejemplo, la figura 7.6 muestra el caso en que los
nodos 1 y j son adyacentes (decimos que lo son si hay al menos un elemento al que
ambos pertenecen).
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X
Figura 7.6.- Dominio de integracion. Caso de nodos adyacentes.

En este caso, el dominio de integracion para K;; constard de los elementos p y q
indicados, ya que ellos constituyen la interseccion de los soportes de las funciones N, y
N;. Realizaremos la integral por trozos, integrando en cada elemento y sumando esas
integrales parciales. Distinguiremos el resultado de cada una de esas integrales parciales
con un superindice indicativo del elemento sobre la que esté realizada, seglin se muestra
a continuacion:
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=jj g

[T e v o

lw,
I
Iz

Iz <

JdeK@+K@
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Cuando se trata de calcular una submatriz tipo K., el dominio de integracion constara de

11°

todos los elementos que constituyan el soporte de N;. La figura 7.7 muestra por ejemplo
un caso en que dicho dominio esté constituido por seis elementos, p, q, 1, s, t, m.

X

Figura 7.7.- Dominio de integracion. Caso de nodos coincidentes.

Procederemos andlogamente calculando la integral en cada elemento y sumando:

E.:I(L-H.)T-Q-(L-E,)-de =I +j +j +j +j +j =
=1u Vi= =1 = \= = p+q+r+s+t+m p q r s t m

SKP LK@ LK 1KY KO 1K™
El otro caso posible, en el que los nodos i,j sean no adyacentes, conlleva que la
submatriz K;; sea nula, ya que no hay soporte comin de N; y N;. En todo caso, podemos
expresar de modo simbdélico que la submatriz K;; serd la suma de las submatrices K,

n_n

correspondientes a integrar sobre cada elemento "e" que forme el soporte comun:
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K =YK
=i gq (7.14)

La submatrices f; del término de cargas admiten una expresion similar. En este caso no
hay consideraciones relativas al "soporte comun", ya que sélo interviene una funcién de
aproximacién (la N;), y el dominio de integracion consta de los elementos que
componen el soporte de esa funcion. Realizando la integral correspondiente por
elementos, tendremos:

£ =5f (7.15)

Donde
£ = [ (N)" XAV + [ (N)'XdS+ [ (LN )" De'dV

Por supuesto, solo deberemos evaluar cada una de estas integrales en los elementos en
que exista respectivamente, alguna carga de volumen, carga de contorno, o deformacién
inicial. Adicionalmente, la segunda integral s6lo debe evaluarse en elementos con
alguno de sus lados sobre el contorno del sélido, habiéndose notado como S¢€ la parte de
S que corresponde al elemento e.

N%

Figura 7.8.- Funcién de aproximacion asociada al nodo i y al elemento e.

El haber definido las aportaciones elementales Keij, fe,, hace natural definir también
las "funciones de forma elementales": N¢, serd idéntica a la funcién de forma N; dentro
del elemento e, pero serd nula fuera de este elemento. De esta manera, N¢, serd una de
las caras de la pirdmide de la figura 7.5. La figura 7.8 muestra graficamente una
representacion de esta funcion de forma del elemento.

Dado que para calcular la submatriz Ke;; s6lo vamos a integrar sobre el elemento e, se
cumple evidentemente que:

KO =[ (LN) DN )-av=] (L-N7) Do (L-N)av o

Para f¢, cabe aplicar idéntica consideracion. Desde el punto de vista conceptual no ha
habido ninguna novedad. Operativamente, sin embargo, encontramos que podemos
calcular por separado las aportaciones de cada elemento a la matriz de rigidez (también
al vector de cargas), y posteriormente sumar las que tengan los mismos subindices para
obtener el valor correspondiente de la matriz global K (igualmente para f). Al acto de
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sumar las aportaciones elementales se le denomina frecuentemente "ensamblar” la
matriz de rigidez (o el término de cargas). Es aconsejable proceder considerando por
turno cada elemento, calculando todas sus aportaciones de interés, y ensamblar después
las matrices globales, con toda la informacién relevante ya calculada. El calculo por
elementos nos obliga a ser organizados, y lo que es mds importante, sistematiza el
proceso de manera adecuada para ser implementado en ordenador. Por otra parte, las
integrales a calcular serdn siempre sobre un elemento, con lo que los integrandos
tendran una sola expresion analitica en cada integral.

La presentaciéon del concepto de matrices y funciones de forma elementales
realizado en los parrafos precedentes, constituye la base para poder introducir ahora la
interpretacion de la aproximacion como discretizacion en elementos, lo que constituye
el objeto principal de este apartado. Imaginemos un elemento p separado del resto del
sOlido, constituido él mismo en sélido independiente, sobre el que actian fuerzas
concentradas en los nodos, que denotaremos como FP; (elemento p, nodo i), como
muestra la figura 7.9.

Fép) k
@ |
F(p)\A Fj(p)

1

Figura 7.9.- Elemento triangular aislado, sometido a fuerzas en los nodos.

Habiendo calculado las submatrices elementales de rigidez, es inmediato plantear la
ecuacion que rige el comportamiento de este elemento aislado:

K(P) K(P) K(P) F(P)
—ii =ij =ik gi o
K?” K” K" | a|=|F"
=ji =ijj =jk || = -

a (p)
K(P) K(P) K(P) ay Ek
=kKki =Kkj =kk

Pensemos ahora que el elemento, estd conectado a otros elementos vecinos a través de
sus nodos, y consideremos todos los elementos que comparten el nodo i. Sea por
ejemplo la configuracion de nodos y elementos que muestra la figura 7.10. Por
simplicidad se supone que s6lo dos elementos, p, q, comparten el nodo i, pero el
razonamiento que sigue no se ve afectado si hay mas elementos. Se asume ademas que
actda una fuerza exterior f; sobre el nodo i (que podria ser la "fuerza nodal equivalente",
o simplemente una fuerza concentrada).
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Figura 7.10.- Elemento conectado a otros a través de sus nodos.

La suma de fuerzas que actian sobre el nodo i debe ser cero. Estas son: la fuerza
exterior y las que actiian sobre los elementos cambiadas de signo. Por tanto:

E”+EY =f,

—1

Es decir:
K™a +K"a

=i =i — i

+K”a, +K%a, +K"a, +K'Va, =f,
] =ik — =ii —! =ik — =il — =1

O sea:
(K” +K"a, +K™a +(K®” +K")a, +KVa, =f,
=i —ii — =ij -] —ik —ik — =il — —_

Como se aprecia en la figura 7.10, las aportaciones a K;; y a K, son sélo las de los
elementos p y g, mientras que la Unica aportacion a K;; es la del elemento p, y a K, la
del elemento q. Por tanto es correcto escribir la tltima ecuacién como:

Eii 4 +£ij§j +£ik 2 +£il a,=f
Que contiene todos los términos no nulos de las ecuaciones (dos o tres, seglin sea un
problema 2D o 3D) correspondientes al nodo i en el sistema general de ecuaciones
Ka=f. Lo realizado para el nodo i puede hacerse para cualquier otro, obteniéndose asi

todas las ecuaciones de la aproximacién. Esto nos proporciona la siguiente manera
alternativa, atractiva fisicamente, de entender la aproximacién por Elementos Finitos:

Hubiésemos obtenido el mismo modelo de aproximacion dividiendo el sélido en
trozos (elementos) y uniéndoles entre si por sus nodos. Planteando el equilibrio de
cada nodo resulta el mismo sistema de ecuaciones obtenido primeramente en este
epigrafe 7.3 a partir de la aproximacion de Galerkin. Para plantear ese equilibrio
debemos conocer (o0 aproximar) el comportamiento aislado de cada elemento.

Historicamente, el Método de los Elementos Finitos nacid hacia los anos 1955-1956
basdndose en esta idea de "discretizacion en elementos”, es decir, suponiendo un
comportamiento simplificado para las porciones pequeias (pero finitas) del continuo, y
conectandolas entre si de una manera también simplificada. Esta idea tiene sus
antecedentes directos en trabajos anteriores (década de 1940), que sustituian el
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comportamiento de un continuo por sistemas de barras conectadas entre si, empleando
para ello diversos criterios.

Hoy dia, dicho enfoque histérico es todavia empleado por algunos autores para presentar
de un modo rdpido esta técnica de aproximacion, sin necesidad de referir a
conocimientos previos como el PDV o la aproximacién de Galerkin. Cuando se sigue
este camino expositivo se precisa aclarar ciertas cuestiones laterales, como por ejemplo
“¢qué ha ocurrido con las tensiones entre las caras de los elementos?”, ya que no es
evidente si es razonable (y hasta qué punto) sustituir el s6lido continuo por un conjunto
de solidos poligonales unidos so6lo por sus esquinas. A pesar de las aclaraciones que se
ofrezcan, tal exposiciéon corre probablemente el riesgo de que, a falta de otros
conocimientos en los que apoyarse, el lector piense que la aproximacion ha sido
planteada de modo tentativo, y simplemente "funciona" (histéricamente ocurrid
precisamente asi).

Por ello se ha considerado preferible presentar el Método de las Elementos Finitos en el
ambito de todo un “cuerpo de doctrina” de los métodos aproximados, que deja muy
poco lugar a dudas acerca de la verosimilitud de las aproximaciones. El lector tendra
claro, en efecto, que simplemente se han planteado tantas condiciones necesarias para el
equilibrio (PDVs) como ha sido preciso para obtener un nimero de ecuaciones que
permita calcular los pardmetros indeterminados del campo de desplazamientos
aproximado. La interpretacion que de ello pueda hacerse serd en todo caso un detalle
marginal, que no afecta al planteamiento del método.

En resumen, en este apartado se ha mostrado que la aproximacion de Elementos Finitos
admite la interpretacion de considerar al s6lido como formado por elementos que estan
unidos solamente por sus nodos, garantizando la continuidad de los desplazamientos.
Por atractiva que esta interpretacion pueda resultar, se pretende simplemente que el
lector tenga noticia de ella, no que cambie su punto de vista acerca de los fundamentos
del método. También se ha mostrado que desde el punto de vista operativo conviene
proceder organizadamente, calculando en primer lugar las aportaciones elementales de
interés y realizando después su "ensamblado".

Consideraciones adicionales.

El término de cargas f de la aproximacién, ver ecuacién (7.12), consta de dos
integrales de dominio mas una integral de contorno. El integrando de las integrales de
dominio son normalmente conocidos, y esas integrales deben ser evaluadas alli donde
no se anule el integrando, es decir en todos los elementos donde la fuerza de volumen o
el campo término no se anulen. El integrando de la integral de contorno es desconocido
en las zonas de desplazamiento prescrito, por lo que apareceran incognitas en f (nétese
que las funciones de forma de Elementos Finitos no satisfacen automdticamente las
condiciones de contorno en desplazamientos). Por lo demds, la integral de contorno
debe asimismo evaluarse en los elementos en que el integrando no se anule.
Discutiremos brevemente los casos que pueden presentarse al respecto. En primer lugar,
las funciones de aproximacion de nodos que no pertenecen al contorno del sélido, valen
cero en dicho contorno (por ejemplo el nodo j de la figura 7.11, y cualquier otro nodo
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interior). Las integrales de contorno que incluyan las funciones de forma de estos nodos
seran cero. Por ejemplo, en la figura 7.11, N;=0 en el contorno, por lo que la aportacion
de la integral de contorno correspondiente a f; es nula:

[N Xas-o

Figura 7.11.- Discretizacién en el contorno del sélido.

Por consiguiente, hay muchos términos de f para los que no hay que calcular la integral
de contorno: todos los f; correspondientes a nodos j interiores, y ademds todos los nodos
de contorno en cuyo soporte (el de su funcioén de forma) no haya carga de contorno. Por
el contrario, si el nodo 1 estéd situado en el contorno y existe carga de contorno no nula
en el soporte, debemos sumar las contribuciones de los elementos que constituyen dicho
soporte. Es el caso del nodo 1 de la figura 7.11, cuya funcién de forma N; no es nula en
el contorno en los elementos q y m. Realizamos la integral correspondiente sumando
("ensamblando") las aportaciones elementales:

Ty _ (M\TYr . (D\TY (M\TY  4Q —
JIN'Xds=[ (NPYX-dS+ [ (NT)TX-dS+ [ (N™)TX-dS =

=J,, MNXds+ [ (N™)'X-dS
Sq =1 Sm =i

En principio se ha incluido también una integral extendida al contorno del sélido
perteneciente al elemento p, Sp. Sin embargo, Sp se reduce a un punto, por lo que la
integral correspondiente es nula. Cabria discutir que no lo fuera si en integrando se
hiciese infinito en ese punto. El inico caso que estudiaremos en el que eso puede ocurrir
es el de fuerza concentrada, y ya se ha visto que finalmente su tratamiento resulta muy
simple, no siendo siquiera provechoso el considerar sus aportaciones elementales.

Como segunda y udltima "consideracion adicional" en este apartado, llamaremos la
atencion sobre el hecho de que la submatrices K;; de K admiten una interpretacién como
coeficientes de influencia, pero definidos en un sentido de rigidez en lugar de en el
sentido inverso, de flexibilidad, con el que se trabajé en el epigrafe 5.10. Es decir, cada
componente de un "tensor de coeficientes de influencia" definido en (5.11) representaba
el desplazamiento de un punto en cierta direccién cuando se aplicaba una fuerza unidad
en otro punto y segun otra direcciéon. En cambio, cada componente de una "submatriz de
rigidez" representa la fuerza que aparece en un nodo segin una direccién cuando se
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impone un movimiento unidad en otro nodo segin otra direccidén, y movimiento nulo en
todas las componentes de todos los nodos, salvo la citada. La figura 7.12 ayudard a
apreciar lo anterior.

Ty
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I_<ij £

XXX
XXX
XXX

o
>

Figura 7.12.- Estructura del sistema de ecuaciones final.
El interés de la apreciacion anterior es doble:

Por una parte, establece una relacion entre la matriz de rigidez y la de coeficientes de
influencia. En efecto, considérese la matriz global de coeficientes de influencia para un
problema con determinadas condiciones de contorno en desplazamientos, que relacione
todos los movimientos de los nodos con todas las fuerzas nodales existentes, en ambos
casos exceptuando a los nodos con desplazamiento impedido. La ecuacién
correspondiente serd del tipo a'=Cf' (a' y f' contienen las variables asociadas a todos los
nodos salvo los de desplazamiento impedido) La matriz global de coeficientes de
influencia C, admite inversa (recuérdese que estd definida para unas condiciones de
contorno en desplazamientos prefijadas, ver epigrafe 5.10), por lo que podemos escribir
la relacién inversa C-la'=f". Si en la ecuacién global de la aproximacién por elementos
finitos, Ka=f, imponemos las condiciones de contorno (homogéneas) en
desplazamientos y descartamos las variables asociadas a nodos con desplazamiento
impedido, obtendremos una relacién del tipo K'a'=f". Veremos en los ejemplos que esta
imposicion de condiciones de contorno se hace simplemente eliminando filas y
columnas de K, por lo que K' resulta ser simplemente un subconjunto de K. Es por
tanto evidente que C-1, inversa de la matriz de coeficientes de influencia, es igual que
K', matriz de rigidez con las condiciones de contorno ya impuestas.

Por otra parte, permite apreciar que las nueve componentes, -cuatro en problemas 2D-,
de cada submatriz K;; forman un tensor (cartesiano de orden dos, pero en general no
simétrico), ya que relaciona dos vectores. Frecuentemente es util transformar las
variables a coordenadas inclinadas (para imponer condiciones de contorno segun
direcciones inclinadas, por ejemplo). Para transformar la submatriz de rigidez a otros
ejes sélo hay que aplicarle la ley de transformacién de los tensores. Se sugiere que para
ello se exprese primeramente la ley de transformacion de forma matricial, y se aplique
de esta manera, para evitar confusién con los subindices de K;;, que aqui no representan
las coordenadas espaciales, sino a los nodos iy j.
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7.4.- Ejemplos.

Ejemplo 1.
Pretendemos averiguar, sin calcular su valor, qué posiciones de la matriz global K

correspondiente a la discretizacion bidimensional de la figura 7.13 son distintas de cero.
Lo serdn aquellas en las que se deba ensamblar la aportacion de algin elemento.

2 4

@
1 EDINED) NP
T« N

5

Figura 7.13.- Problema bidimensional. Discretizacion: seis nodos y cuatro
elementos triangulares.

La matriz K que resulta de aplicar el MEF es una matriz cuadrada, formada por
submatrices K; de dimensiones (2x2) en problemas bidimensionales. Cada submatriz se
expresa como:

T
K :L(L'E-) '2'(L'N)"W

=ijj = =j

Cada integral como la anterior debe evaluarse alli donde el integrando no sea nulo, es
decir, en el soporte comun de las funciones N; y N;. Por ejemplo, K, debe evaluarse en
todo el soporte de N, que esta formado por los elementos 1 y 2. Por tanto:

De modo andlogo, procederemos sucesivamente para cada par de nodos, siguiendo el
orden 11, 12,..., 16, 22, 23, ..., 26, 33, 34,..., 36, 44, 45, 46, 55, 56, 66, apreciando en
cada caso si las funciones de forma correspondientes tienen soporte comun. En caso
afirmativo habrd aportaciéon no nula de cada elemento que constituya el soporte comun.
En caso negativo la submatriz serd nula. No es preciso ocuparse de las submatrices bajo
la diagonal principal de K, como K, ya que K ,=KT,,.

K,=[(L'N) D(LN

Jav=J(LN) D (LNY) av=K]

K =K%

=13 =13

K, =K"+K?

=14 =14 =14
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Nos ocupamos ahora de las submatrices cuyo primer subindice corresponde al nodo 2,
comenzando por K,,:

K =K"; K

=22 =22 =23

=0; K =K. K =K =0

=24 =24 =25 =26

Ahora seguirfamos con las submatrices cuyo primer subindice corresponde al nodo 3,
comenzando por Ki;, etc. El proceso seria en todo andlogo para el resto de términos. Si
vamos apuntando en su emplazamiento final (de la matriz global) las aportaciones no
nulas que vamos encontrando al seguir el proceso anterior, encontramos que la
estructura de la matriz global es:

m ) 0
1 2
KY +K® K" K 514 +=14 0 =
=11 =11 |=I12 =13 . = O
K® 0 K" 0 =
S = =24 3) “4)
2 3) ) e 3) K K% TR
K. +K ' +K K+ =35 |70 =
K= =33 =33 =33 =3 2 3
- O, @, 3 0 K
K7+K7+K = =
=44 —44 —44 4) (4)
=55 =56
3 4
K® +K®
=66 —66
Ejemplo 2.

Nos interesa saber (sin cdlculos) como serd la estructura del sistema de ecuaciones
del MEF aplicado al problema que se indica en la figura 7.14, teniendo en cuenta las
condiciones de contorno en tensiones y desplazamientos. La figura izquierda muestra el
solido con sus condiciones de contorno, y la figura derecha muestra la discretizacion
empleada, asi como las cargas concentradas y reacciones en los apoyos, empleando la
misma notacién que venimos manejando en la exposicién del MEF.

Comenzamos por imponer las condiciones de contorno en el término de
desplazamientos y en el de cargas. Este tltimo no requiere el cdlculo de integrales en
este caso, ya que todas las cargas son fuerzas concentradas:

a=[(0 0).(a @)0 0)(ar ap)(a (e a)]

=8 £).0 0.( £).0 0).(0 -1).(+1 0]
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1 Y2
L ON s
—> —>
X f]x 2
fly f3y

Figura 7.14.- Problema bidimensional y su discretizacién.

La estructura de la matriz de rigidez se averigua mediante el mismo procedimiento
utilizado en el ejemplo anterior:

@ (3) (3) 0
1
K" +K%| K 0 LMy K, =
=11 =11 -
) o K% K" +K? 0 0
522 +£22 =2 =2  =u = K
2 4 2 4 ot
K= 5;3) +£;3) 524) +£;4) 3) Q 5) (4)_36 (5)
= M ) 3) ) @KV +KV K K
K'"+K "+K 7 +K "+K7'[=4 =4
—44 =44 —44 —44 =44 3) ) (5)
K, +K K
=55 =55
K® +K®
=066 =66
0 fr
0 f)
X
a, 0
y
al 0
0 £y
. . 0 )
Y el sistema de ecuaciones es: K| . |=]"
= |a, 0
y
a; 0
X
a; 0
y
a; -1
X
ag 1
y
ag 0

Podemos extraer algunas ensefianzas interesantes de este ejemplo:
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En primer lugar, todas las submatrices K;;, K;;, (i=1...6), se van a multiplicar por cero
en el sistema de ecuaciones. Podriamos haber prestado atencion a este detalle y obviar
su célculo. Esto ocurrird siempre con los nodos cuyo desplazamiento esté totalmente
impedido, como es aqui el caso de los nodos 1y 3.

En segundo lugar, apreciamos que si en un nodo es incdgnita la componente de
desplazamiento segin una direccidén, la componente correspondiente de la "fuerza
nodal" no es incdgnita, y viceversa, si la incognita es el desplazamiento no lo es la
fuerza. Por tanto el sistema de ecuaciones se mantiene con 2n incognitas (3n en
problemas tridimensionales; n= nuimero de nodos). Esto ocurrird siempre en las
aproximaciones de Elementos Finitos, pero en general no ocurria con una aproximacion
de Galerkin (a menos que las funciones de aproximacién se ajustasen de partida a las
condiciones de contorno en desplazamientos).

En tercer lugar, vemos que las ecuaciones (escalares) 3%, 47, 7%, 8%, 9% 107, 11* y 12°
forman un sistema de ocho ecuaciones con ocho incégnitas (todas ellas
desplazamientos). Este sistema de ocho ecuaciones es resoluble, y permite calcular
todos los desplazamientos nodales desconocidos. Una vez realizado esto, pueden
calcularse las fuerzas nodales desconocidas empleando el resto de las ecuaciones (1%, 27,
5* y 6*). Este procedimiento es aplicable con generalidad para calcular las incdgnitas de
una aproximacion por el Método de Elementos Finitos.

Ejemplo 3.
Determinaremos la expresion de la funcién N, asociada al nodo i y definida sobre

el elemento triangular de tres nodos e (figura 7.15).

C

y a &

b
X

Figura 7.15.- Elemento 2D triangular de tres nodos.

Las condiciones bésicas que debe cumplir dicha funcién son: valer la unidad en el
nodo i, y cero en los restantes. Estas condiciones proporcionan en nuestro caso tres
ecuaciones, que permiten determinar tres pardmetros. Casi siempre se utilizan funciones
de forma polinémicas. Podemos completar un polinomio de primer grado en x,y, para la
funcion de forma asociada a cada nodo del elemento:

Nz(ie) = a’a +Bax +’Yay > Ni)e) = ab +Bbx +Yby 5 N((:e) = ac +BCX +’ch
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Que expresado en forma matricial es:

a‘a a‘b a‘c
N N© N9]=1 x y]{B, B, B.
Ya Yb Yc

Planteando la expresion matricial anterior para las coordenadas del nodo “a” (X,, y.), nodo “b”
(Xp, ¥p) Yy nodo “c” (X, y¢), resulta:

NS (x) NY(x) NE(x,) Lx, oyl o «

1 0 O
Nz(le)(ﬁb) N:)e)(ﬁb) Nie)(ﬁb) =10 1 0|=|1 Xy Yo | Ba Bb Bc
NJ(x) NJ(x) NPx)| [00 1] [T x0 v (Y % Y

Luego las dos matrices del miembro derecho son una la inversa de la otra. Invirtiendo la
matriz de coordenadas de los nodos obtenemos la que contiene los coeficientes de las

funciones de forma del elemento:

-1
o, o, o I x, vy,

a C

B. B, B.|=[1 x, ¥,
Y. Y Y. I x. y.

El procedimiento anterior, puede aplicarse para cualquier otro tipo de elemento, bi o
tridimensional. No estamos limitados a elementos triangulares, ni de lados rectos (aunque si
debemos asegurar la continuidad de desplazamientos entre elementos). Por ejemplo, puede
utilizarse un elemento bidimensional de ocho nodos como el mostrado en la figura 7.16.
Habiendo 8 nodos, podremos incluir 8 pardmetros en cada funcién de forma. Como regla
general, conviene plantear polinomios completos hasta el grado que sea posible, y no incluir
términos de orden superior si no se ha completado el polinomio de orden inferior. En este
caso podemos completar un polinomio de segundo grado (que en dos dimensiones tiene 6
términos), y deberemos tomar ademds 2 de los términos de cuarto grado, por ejemplo los xy,

Xy’

Figura 7.16.- Elemento bidimensional de ocho nodos.

La funciéon de forma de cada nodo i del elemento, tendria una expresion del tipo
ai+bix+ciy+dix2+eixy+fiy2+gix2y+hixy2, y los coeficientes a; ... h; (con i=1..8) se podrian
encontrar mediante una ecuacion matricial similar a la planteada para el elemento triangular.
El uso extensivo de este procedimiento tiene algunos inconvenientes. En primer lugar, la
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existencia de matriz inversa no estd garantizada para todas las geometrias. Por otra parte, la
inversion de una matriz para cada elemento llega a suponer un coste computacional
apreciable. Ademads, el definir elementos complicados siguiendo el procedimiento descrito
complica la integracién numérica. Debido a ello, y aunque algunos de los primeros programas
de Elementos Finitos utilizaban este procedimiento, en la actualidad se prefiere plantear estos
elementos “complicados” (de lados curvos y orden superior) mediante una transformacion de
un dominio normalizado de geometria parecida a la que aparece en espacio X,y, pero mas
sencilla.

En el dominio normalizado las funciones de forma estdn definidas y son siempre las mismas.
Las integraciones numéricas se plantean también en el dominio normalizado, no presentando
mayor problema que la inclusién en la integral del Jacobiano correspondiente a la
transformacion de la geometria normalizada en la real. Simplemente hay que cuidar que la
distorsion del elemento real respecto de la geometria normalizada no sea excesiva. Por
ejemplo, el elemento de la figura 7.16 en el espacio x-y podria obtenerse mediante
transformacién de un elemento que en un espacio normalizado -1 fuese un cuadrado de
lados rectos que ocupase (-1,+1) en cada coordenada, y tuviese nodos en las esquinas y en la
mitad de los lados. El concepto "tipos de elementos” que un programa comercial de
Elementos Finitos tiene implementados" se corresponde con las configuraciones en el
dominio normalizado que el programa tenga programadas, y conviene conocer cOmo estin
construidas para no distorsionar el elemento demasiado, lo que podria causar la no biunicidad
de la transformacidn, e inexactitudes en la integracion numérica. Los detalles de esta técnica
de transformacién no son complicados, pero caen fuera de los propdsitos de esta breve
introduccién al MEF. El lector interesado puede consultar por ejemplo el libro de Zienkiewicz
recomendado al final del capitulo.

Ejemplo 4.
Con el fin de consolidar las ideas expuestas en los ejemplos anteriores, aplicaremos paso

a paso el Método de los Elementos Finitos al problema propuesto en la figura 7.17.

Figura 7.17.- Placa triangular sometida a carga uniforme en su cara oblicua.

— %> p=1 (N/om)
E (N/cm?)
1cm v=0
b=1 (cm)
1 cm

lem |~ 1cm |
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Dicha figura, muestra un s6lido de seccidn triangular y espesor unidad (b=1cm), sometido
en su cara oblicua a una carga uniformemente distribuida de valor p=1 (N/cm), y sustentado
seglin se indica. Las caracteristicas eldsticas del material que compone el sélido a analizar
son: Mdédulo de Young E (N/cmz), y Coeficiente de Poisson nulo. La discretizacion empleada
es la que se indica en la figura 7.18, y consta de dos elementos triangulares y un elemento
cuadrado. La posicion geométrica de los nodos se ha elegido coincidente con la de los apoyos,
para que las condiciones de contorno en desplazamientos se puedan imponer facilmente.

4@>5@> 4){
R I P

Figura 7.18.- Discretizacién del dominio empleada.

En primer lugar, determinamos las expresiones analiticas de las funciones de
aproximacion del campo de desplazamientos N.(©), para cada nodo i y elemento e.

Elemento 1: En nuestro caso, dado lo sencillo de las geometrias elementales, las funciones de
forma se pueden encontrar por simple inspeccién. No obstante aprovecharemos para ilustrar el
procedimiento expuesto en el ejemplo anterior. Para un elemento de tres nodos,
consideraremos un polinomio completo en X,y, como funcién de forma. Obtendremos los
coeficientes invirtiendo la matriz de coordenadas nodales:

. -1

a o, o, [1 0 2 NP =y-1
B, B, Bs|=[1 0 1| =>N=2-x~y
o . v 111 N§’ =x
Elemento 3:
o, o, o] [1 1 1 Ny =y
B Bs Be|=|1 1 O = N?):Z—X—y
Y5 Vs Vs _1 2.0 N(63) =x-1

Elemento 2: Se trata de un elemento con cuatro nodos, y por lo tanto, como funciones de
forma podemos considerar polinomios en X,y, con cuatro pardmetros indeterminados.
Siguiendo la pauta recomendada, elegimos completar el polinomio de orden uno (tres
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términos). Debemos incluir un término mds aunque con ello no podamos completar un
polinomio de orden dos. Elegimos por ejemplo el término xy:
o, O, O, O

[N<22> N<32> NE‘Z) Ngz)]:[l Xy xy]' Bz Bs B4 Bs
Y- Y5 Yo Vs
8, o6, 98, 9

Planteando esta ecuacién para cada uno de los nodos del elemento e invirtiendo la matriz
correspondiente, obtenemos los coeficientes de las funciones de forma:

1

a, o; o, o5 [1 0 1 0] NP=y-xy

Bz Bs B4 Bs _ 111 :>N§2) =Xy

Yo Vs Vi Vs 1 000 N =1-x —xy+xy
o5, o6, 9, O 1 100 N =x—xy

A continuacidn, calcularemos las aportaciones de cada uno de los elementos a la matriz
de rigidez global. La matriz de constantes elasticas es:

ElvO 10 0
D=——5|v 1 0 |=E[0 1 0
- 1=V

ool_TV oo%

Elemento 1. Las funciones de forma del elemento 1 son lineales, por lo tanto, sus derivadas
son constantes:

ON" _ JONY' _ ONY'
ox " ox " ox
N®  9N® 9N
=;—%=-1—>=0
dy dy dy

Con esto tenemos:

00 10 000 o
Km:fvE( j01 0|0 ldV:E(Z }

=11 O 1 O

10 0]-1 0
00 1 -V -1
K(”:IVE( jo 1 o0 -1 de%( /) A}

= 010
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<

7\
(e}

)
—
N—
O =
- O
o O
O =
o O
o
<
|

| tr1
VR
&
[\
N—

= 2%/

1o 0 0
1/ {0 1
00 ¥
10 0]-1
-1 0 -1
g‘n:jE( j01 00 -1dv= 672 /2
=2 N0 -1 -1
1
00 1

10 0](1 0
1 -1 0 -1 B(-1 -/
K, =[E 01 010 0[dv==
RN 1/ l0 1 20 =)
00 Y
10 0]1 0
" 100 g(l 0
K'=|E 01 00 0dv=2]
=" N7lo o0 1 210 1
00 N0 1

Elemento 3. Cada una de sus funciones de forma sélo difiere en una constante de las del nodo
homologo del elemento 1, por lo que sus derivadas son idénticas. Por tanto, no tenemos mas
que cambiar el nombre de los nodos del elemento 1, y obtenemos las submatrices del
elemento 3:

KO = K(“:E{% 0] K® =k = / / K® =g® = [ / /J
2 1

=33 =11 - -
0

=55 _22 2 y / =35 _12
-1 -1
K® =g® :E 1 A K} =K' :E(O %] K® =g® :E(l 0 J

=56 =23 2 0 _% =36 =13 2 0 0 =66 =33 2 0 %

Elemento 2. En este caso, las derivadas de las funciones de aproximacion no son constantes al
variar X,y, y debido a ello el cdlculo explicito de las integrales es mdas molesto.
Simplificaremos dicho calculo realizando una integraciéon numérica, tal como haria cualquier
programa comercial. Aproximaremos el valor de la integral por el resultado de multiplicar el
valor del integrando en el punto medio del elemento por el drea de éste. En esto consiste la
cuadratura de Gauss de un punto (pricticamente todos los programas comerciales usan
cuadraturas de Gauss superiores, de cuatro o mds puntos). Las derivadas de las funciones de
forma y sus valores en el punto medio del elemento, se incluyen en la siguiente tabla

(2) (2) (2) (2)
N N/ N N!

d /0x -y -172 y 172 y-1 -172 y-1 172
d /dy I-x 172 X 172 x -1 -172 -X -172

Utilizamos esta integracion aproximada para calcular las aportaciones del elemento 2:
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% 0 _% -1

K?” ~E _% ’ _% (1) (1) 8 0 —12 1=E
=45
0 _% _% 0 0 % _% % % %
Aol 20 % %
K® ~E| /2 /

0 0

o // /_%/ //

Calcularemos a continuacion el término de cargas (de fuerzas nodales equivalentes). No
tenemos carga de volumen, por tanto:

f=[ N"-X

Y las aportaciones elementales a cada submatriz de f son:

(e)X
=] () Feas] [NX s

No vamos a considerar aqui las cargas puntuales aplicadas en los nodos, que simplemente
afiadiremos a la submatriz correspondiente de f en la etapa final del ensamblado. Las
submatrices que vamos a calcular ahora, tipo f¢, incluyen sélo las aportaciones de la carga
distribuida. En otro orden de cosas, es de interés resaltar el hecho de que dS debe ser (es
inherentemente) una cantidad positiva. Si se integrase por ejemplo en el contorno entre los
nodos 5 y 6, puede seguirse el sentido 5-6 o el 6-5; en el primer caso deberiamos escribir
dS=dx,, y en el segundo caso dS=-dx,.

Elemento 1.
Sus aportaciones son:

=0, ) -)
)| o [F5)
y=I _1 ’
-0{ Yz ) Rt
Ya que, en la cara vertical del elemento 1, no hay carga distribuida de contorno (dijimos que
de las concentradas nos ocupariamos mas tarde), mientras que en la cara oblicua es nula la

funcién de forma N,
X(_/ ) -1
V2 V2dx = A

(el A

para ﬁl)..[ araf(zl):O

para f; o .[
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Elemento 2.

Este elemento sélo tiene un punto en el contorno con carga distribuida (el nodo 3). Con el
dominio de integracion reducido a un punto, y no haciéndose infinito el integrando, la integral
vale cero. Por tanto no hay aportacion del elemento 2 debido a la carga distribuida.

Elemento 3:
Sus aportaciones son:

17 y(‘/ﬁj J2dy = _% :
)™

2 (X_l)(_/\/ij S2dx = _%
o)) s

Seguidamente formaremos el sistema de ecuaciones, "ensamblando” las aportaciones de
cada elemento en la posicion adecuada de la matriz global K del término de cargas f. Ahora es
el momento de incluir las fuerzas concentradas:

para if) :j para f? :0

para f 23) : j

1 1 1 1 1
- 0| — = 0 - 0 0 0 0 0 0 4+ F
4 4 4 4 o +h

e 1 0 0 0 0| o o [0 o L
2 2 2
3,311yt 1 1 141 1y 3 1 0 0 B
4 8 4 8| 2 8 4 8 | 8 8 8 8 "
1
3.3 o2t .11 101 3010 o 2! 0
4 8 4 8 |8 8| 8 8 =
2
l+_+_ 0+—+0 _E _l l_l l_l 0 l a’ _l_l
2 8 8|8 4 8 4 |22 2
aX
l+§+l _l = _l+0 ___l 0 0 ; _l_l
E 4 8 2| 8 8| 8 8 2 aj| | 2 2
31 1 1 o o |l% B
8 8 8 8 al
3 1 1 0 o0 |las E
8 8 8 o
3 11 1=
—+= —+—|-—= ——|a} 0
8 41 2 4
ag
e |
L, 1
2 2
SR

Procedemos a calcular las inc6gnitas de desplazamiento. Como sabemos, debemos
imponer antes las condiciones de contorno en desplazamientos en para obtener un conjunto de
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ecuaciones resoluble. En nuestro caso, los apoyos existentes implican que:
a; =a, =a, =a; =a: =a, =0. Llevando lo anterior al sistema de ecuaciones, obtenemos:

Prescindimos de las ecuaciones que tienen incégnita en el término de carga. Con las

10—1—101000000
4 4 4 4
o Lo 000 0 0 olo0 o
2 2
o s 11 131,
8 8| 8 8| 8 8 8
o 1 11 11 3,
8 | 8 8| 8 81 8 8
o 13 1L L 1 1
8 8 | 8 8| 8 8 4
o 1 31 5,
8 | 8 8| 8 8
£ B B B P
8 8 | 8 8
31,
8 | 8 8
o 11 1
8 8 | 2 4
9o, _1
8 4
Ty
2
1
4

restantes podemos calcular las incégnitas de desplazamiento:

Este sistema de ecuaciones tiene la siguiente solucion, que se ilustra graficamente en la figura

7.19::

1
2

o0 | \©O

N | =

| —

oo\\ooo

0 0
LI
8 8
L
g8 8
LA
g8 8
9
8

N | =

N | =
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aly: -2/E azy: -1/E ag": -1/E a3y: -1/E a5X: -1/E a6X: -2/E
Figura 7.19.- Desplazamientos de los nodos de la discretizacion.

Una vez conocidos los desplazamientos de los nodos, las ecuaciones que en su momento no
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utilizamos nos permiten determinar el valor de las reacciones en los apoyos. Esta operacién no
requiere mas que simple sustitucion de valores, no la resoluciéon de ningun sistema de
ecuaciones. El resultado es:

F=li B=li K=l R= Bl B -

1
2 2

\S)

Finalmente vamos a ver que en este problema es posible, excepcionalmente, saber la
solucién exacta por simple inspeccion, y vamos a comparar dicha solucion exacta con la
obtenida mediante la aproximacion.

Figura 7.20.- Problema equivalente.

En efecto, apréciese que la configuracion analizada seria la que resultaria de aplicar al
problema de la figura 7.20 las condiciones de simetria respecto de ambos ejes coordenados.
Es fécil apreciar que en dicho problema ocurre un estado uniforme de compresion hidrostatica
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de valor p, por lo que cualquier direccién presenta la misma deformacién (el circulo de Mohr
en cualquier punto del sé6lido, se reduce a un punto). Asi, para la direccion x, al igual que para
cualquier otra direcciéon, la deformacion longitudinal es constante, y el campo de
desplazamientos lineal:

1 1
SXX=E(GXX—VGW) ; syy:E(ny—vcxx) ; v=0 = exxzeyy:—%

Las condiciones de sustentacién de nuestro problema original implican que el origen no se
mueve ni gira, por lo que el movimiento de cualquier punto serd proporcional a la distancia al
origen (con factor de proporcionalidad p/E), y estara dirigido precisamente hacia el origen. Se
comprueba inmediatamente que nuestra aproximacion por Elementos Finitos ha alcanzado esa
solucion “exacta”. Esto ha sido asi en este caso porque las funciones de forma empleadas son
capaces de representar el estado de deformaciéon que constituye la solucién exacta del
problema (desplazamiento lineal, deformacion constante).

Si se desea calcular el desplazamiento de un punto no nodal, recordemos que sélo hay que
acudir a la expresion inicial u=Na. So6lo habrd que considerar las funciones de forma que no
se anulen en el punto en el que se desea calcular el desplazamiento, es decir, aquellas del
elemento en que se encuentra el punto. Asi por ejemplo, si estd dentro del elemento 1
tendremos:

o (B (NN eNgar) (R
u(x, = — ; _

El campo de deformaciones dentro de cada elemento se obtiene facilmente por derivacién del
campo de movimientos mediante la férmula € =Lu, y el campo de tensiones a partir del de

deformaciones mediante la ley de comportamiento, 6 =DE€.
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