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RESUMEN

Desde la publicacién de los trabajos de Black-Scholes y de Merton en
1973, la valoracion de derivados financieros ha cobrado una importancia capital
en el mundo de las inversiones, habiéndose desarrollado desde entonces una
extensa literatura sobre el tema. En paralelo, el comercio con derivados
financieros ha aumentado exponencialmente en todos los mercados
financieros, estando estrechamente relacionado con la reciente crisis
financiera. Por tanto, en este trabajo estudiamos qué es un derivado financiero
y qué tipos existen. Posteriormente, nos centramos en el estudio de las
opciones europeas y obtenemos su valor exacto y su valor aproximado
utiizando el modelo de Black-Scholes y el método de Monte Carlo,
respectivamente. Finalizamos analizando la precision del método de Monte

Carlo para la valoracion de opciones.

Palabras clave: derivados financieros, opciones europeas, ecuacion de

Black-Scholes, método de Monte Carlo.

Clasificacion JEL: G12, G13.

ABSTRACT

Since the publication of Black-Scholes and Merton’s papers in 1973, the
valuation of financial derivatives has become a very important subject in the
investment world, having been written a vast literature about the topic. At the
same time, the derivative trading has increased exponentially in the financial
markets, having been closely related with the recent financial crisis. Therefore,
in this dissertation we study what a financial derivative is and which types exist.
Afterwards, we focus on the study of European options and we obtain its exact
and approximated value using the Black-Scholes model and the Monte Carlo
method, respectively. Finally, we analyze the Monte Carlo method’s precision to
price options.

Key words: financial derivatives, European options, Black-Scholes

equation, Monte Carlo method.
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1. INTRODUCCION

Afo tras afo, la importancia de los derivados financieros en los
mercados de capitales internacionales aumenta. Su estudio académico, que
comenz6 en los afios 70 con diversos trabajos como los de Merton (1973) y
Black y Scholes (1973), ha provocado un incremento exponencial de su uso.
Actualmente, los derivados financieros mueven billones de ddlares en los
mercados (Hunt y Kennedy, 2004). Ademas han tenido un importante papel en
la reciente crisis financiera (United States Government Publishing Office, 2011).
Por tanto, los derivados financieros se han convertido en activos que todo
profesional de las finanzas debe conocer, manejar y valorar. Al mismo tiempo,
las fronteras econdmicas han ido desapareciendo como consecuencia de la
globalizacion econdmica, lo que aumenta la volatilidad y sensibilidad de los

mercados.

En este nuevo entorno, la entrada de nuevos competidores y agentes de
mercado hace mas dificil la obtenciébn de beneficios mediante operaciones
financieras y surgen nuevos derivados cada vez mas complejos de valorar.
Esto hace necesario el desarrollo de nuevos métodos de valoracibn mas
certeros y sofisticados y un uso apropiado de los mismos por parte de
coberturistas, especuladores y arbitrajistas. La dificultad mas habitual que
existe en la literatura es que no es posible encontrar una solucién cerrada para
el problema que permita valorar los nuevos derivados financieros que van
surgiendo, por tanto es necesario aplicar métodos numéricos para su
resolucién. En la literatura existen muchos métodos pero el mas conocido por

los agentes es el método de Monte Carlo, fundamentalmente por su sencillez.

El principal objetivo de este trabajo es doble. En primer lugar, definir qué
son los derivados financieros, fundamentalmente las opciones europeas, Yy
analizar las diferentes posibles estrategias de inversion. En segundo lugar,
mostrar el método de Black-Scholes para obtener el valor de una opcion de
forma exacta para posteriormente compararlo con el valor aproximado obtenido

con el método de Monte Carlo el cual se utiliza habitualmente por su sencillez



tanto en los mercados como en la literatura. Para ello utilizaremos el software
de MATLAB.

Este trabajo se estructura en los siguientes apartados. En la Seccion 2
describimos qué es un derivado, su origen, sus inversores potenciales y
principales tipos. En la Seccion 3, nos centramos en las opciones europeas y
sus estrategias de inversion. En la Seccion 4, introducimos los conceptos
basicos del calculo estocéastico, necesarios para comprender los modelos de
valoracion de derivados. En la Seccion 5, introducimos el modelo de Black-
Scholes y obtenemos el valor exacto de una opcion de compra europea. En la
Seccion 6, comentamos en qué consiste el método de Monte Carlo y como se
puede aplicar a la obtencion del valor aproximado de una opcion europea. En la
Seccion 7, comparamos el valor exacto con el valor aproximado de una opcién
europea y analizamos el error cometido al utilizar el método de Monte Carlo.

Finalmente, en la Seccidon 8, mostramos las conclusiones.

2. LOS DERIVADOS FINANCIEROS

Un derivado financiero es un activo cuyo precio depende o se deriva del
valor de otros activos mas basicos, conocidos como activos subyacentes o
underlying assets (Hull, 2002). Algunos ejemplos de activos subyacentes
comunes incluyen acciones, divisas, tipos de interés y los precios de ciertas
materias primas. Por otro lado, algunos ejemplos de derivados son las
opciones, los futuros y los productos estructurados.

Inicialmente, los derivados financieros nacieron para permitir a los
inversores que lo desearan protegerse de la incertidumbre en los mercados de
activos. Esto es, del riesgo de mercado, que es aquel aportado por las

fluctuaciones o volatilidad del precio de los activos subyacentes.

2.1. TRASFONDO HISTORICO

El desarrollo de los derivados ha sido progresivo a lo largo de la historia,

creandose cada vez mayor numero de derivados diferentes que, junto con el



resto de activos, permiten una diversificacion de la inversion y el riego mas

individualizada, teniendo en cuenta las preferencias personales del inversor.

El primer uso de lo que se podria denominar un “activo derivado
primitivo” se atribuye a Tales de Mileto, fildsofo griego de los siglos VI'y VIl a.C.
Durante un invierno previo, con sus conocimientos de botanica y astronomia,
una cosecha de aceitunas excelente, y reunié todo el dinero que pudo para
emplearlo como depdsito para arrendar todas las prensas de aceite de la zona.
De esta forma, consiguié el monopolio en el sector del prensado. Esta historia
conllevaria la creacién y el uso por primera vez de futuros u opciones,

dependiendo de la version, véase Makropoulou y Markellos (2005).

Posteriormente, en los siglos XVII y XVIII, estos activos se emplearon en
el comercio de los bulbos de tulipanes en Holanda® (Thompson, 2007) y en el
comercio del arroz en Japén® (Scheaede, 1989), permitiendo a sus
compradores y vendedores conocer con antelacion el precio al que comprarian
o venderian la cosecha y asi reducir el riesgo.

En 1848 nacio el primer mercado de derivados organizado moderno, el
Chicago Board of Trade (Elvira y Puig, 2015), siendo el Uunico mercado de
derivados en la actualidad donde se continlan negociando los precios a voz

cantada y mediante un lenguaje propio de gestos.

Actualmente, de acuerdo con Hull (2002), la gran mayoria de derivados
se negocian tanto en las bolsas de valores como en los mercados secundarios
organizados y no organizados (over the counter). En estos ultimos, el nimero
de transacciones es menor pero el tamafio promedio es mayor, moviéndose

cantidades ingentes de capital.

! se emplearon contratos de futuros hasta 1637, afio en el que el parlamento holandés
decreto el uso obligatorio de contratos de opciones en el comercio de bulbos de tulipanes.

? Aproximadamente desde 1710, destacando los contratos de futuros en el Mercado de
Arroz de Dgjima.



2.2. TIPOS DE INVERSORES

Segun Elvira y Puig (2015), los inversores de derivados se pueden
dividir, principalmente, en tres tipos: coberturistas, especuladores vy
arbitrajistas.

Los coberturistas son aquellos que tratan de minimizar total o
parcialmente el riesgo de futuras operaciones. Para ello abren posiciones en el
mercado de futuros que les reporten beneficios en caso de que el activo
subyacente varié en un sentido tal que provoque pérdidas en la operacion
inicial. Cabe destacar que, de la misma forma que se minimiza la posibilidad de
pérdidas derivadas de la volatilidad del subyacente en la operacién inicial,
también se minimiza la posibilidad de beneficios. Este uso de los derivados

justifica su existencia ante las autoridades financieras y legales.

Por otro lado, el riesgo que los coberturistas buscan evitar recae sobre
aguellos inversores dispuestos a asumirlo: los especuladores. Estos inversores
tratan de obtener un beneficio con las fluctuaciones del precio del derivado
debidas a los cambios de precio del activo subyacente. Dado que no estan
interesados en comprar o vender el activo subyacente (trigo, por ejemplo),
siempre cierran su posicion antes de la fecha de vencimiento. Es el tipo de
inversion mas comun y posee un alto riesgo, con posibilidades de pérdidas o

ganancias muy elevadas debidas a las variaciones del precio del subyacente.

Finalmente, los arbitrajistas, tratan de obtener un beneficio, al igual que
los especuladores. No obstante, o hacen aprovechando los desajustes entre
los precios de los derivados y los de sus subyacentes o entre los diversos
mercados de derivados. Sus operaciones provocan el reequilibrio de los
precios y estan exentas de riesgo. Sin embargo, el gran nimero de arbitrajistas
y el desarrollo de las tecnologias de la comunicacion hacen muy dificil localizar
y explotar a tiempo un desequilibrio en el mercado, que ademas, tiene que ser
lo suficientemente grande para compensar los costes de las operaciones

necesarias para su explotacion, asi como otros posibles gastos relacionados.



2.3. TIPOS DE DERIVADOS FINANCIEROS

Los derivados financieros son un campo en continuo desarrollo,
credndose nuevos tipos de activos de forma continua ante la demanda
creciente de los inversores. Entre los mas importantes se encuentran los
contratos de futuros, los contratos de opciones, los swaps y los productos

estructurados, entre otros. A continuacion recogemos los mas conocidos.

2.3.1. Forwards u operaciones a plazo no estandarizadas

Un contrato forward es un acuerdo entre dos partes en el que una de
ellas promete comprar un activo a la otra en un momento futuro especifico y a

un precio concreto (Wilmott, 2006).

Su origen, siguiendo a Elvira y Puig (2015), podemos situarlo a
mediados del siglo XIX en lllinois (Estados Unidos). Los productores Yy los
compradores de diversos productos y materias primas (por ejemplo, trigo, soja
0 maiz) corrian grandes riesgos ante las continuas fluctuaciones de los precios
del mercado, por lo que comenzaron a pactar entre ellos: cantidad, fecha de
entrega y precio. Estos pactos darian lugar a lo que hoy conocemos como

operaciones a plazo.

Estos derivados se negocian habitualmente en mercados over the

counter.

2.3.2. Contratos de futuros

Estos derivados financieros se crearon como solucién a los principales
problemas e inconvenientes que presentaban los contratos a plazo y que
enumeramos a continuacion (Elvira y Puig, 2015):

¢ Dificultad de encontrar vendedores y compradores afines.
e Incumplimientos. En caso de que una de las partes no cumpliese

lo pactado, la otra quedaba totalmente expuesta. Este hecho daba

lugar a que el riesgo de los contratos se elevara.



e Negociaciones muy largas y complicadas entre las partes

contratantes.

En primer lugar se cre6 un mercado, una ubicacion fisica, para el
intercambio entre compradores y vendedores, solucionando asi el primer

problema.

A continuacion, en ese mercado se creé una Cleaning House (Camara
de Compensacion) para dar solucién al segundo problema. Este organismo
asume juridicamente un compromiso reciproco con el vendedor y con el
comprador. El contrato pasa de tener la estructura “comprador — vendedor” a

“comprador — Cadmara de Compensacién — vendedor”.

En caso de incumplimiento, la cAmara cumple el compromiso en nombre
del incumplidor, reservandose el derecho de emprender acciones legales
contra él mismo. Para cumplir con este cometido, la camara gestiona un
sistema de garantias que incluye fianzas y liquidaciones diarias, entre otras

medidas.

El tercer problema se solucioné estandarizando los contratos: una
misma cantidad, una misma calidad y unos vencimientos limitados
(comunmente mensuales o trimestrales). Esta estandarizacion tiene ciertos

aspectos comunes con la Bolsa de Valores.

El contrato de futuros es uno de los derivados financieros mas utilizados
en los mercados ya que, dadas sus caracteristicas, es especialmente Util para
los tres tipos de inversiones definidos anteriormente (Elvira y Puig, 2015). Entre
los principales activos subyacentes sobre los que se comercian contratos de

futuros se encuentran las acciones, las divisas y las materias primas.

Actualmente, los futuros se comercializan de forma masiva junto con
otros derivados en diversos mercados organizados y muchas veces,
especializados segun el activo subyacente, como por ejemplo el NYMEX (New
York Mercantile Exchange), que esta especializado en materias primas. Otros
grandes mercados incluyen el Chicago Mercantile Exchange, el Eurex
Exchange y el Hong Kong Exchanges and Clearing.



2.3.3. Contratos de opciones

“Una opcion financiera es un contrato a plazo que otorga al comprador el
derecho, pero no la obligacion, de comprar o vender (un activo subyacente) a

un precio determinado en ese contrato” (Elvira y Puig, 2015).

Al iniciarse este contrato el comprador paga una cantidad, denominada
prima, al vendedor. Esta cantidad es irrecuperable. El vendedor no la
devolvera, independientemente de si el comprador ejerce 0 no su opcion en la

fecha acordada.

Existen dos tipos principales de opciones: la opcion de compra o call
option y la opcion de venta o put option, pudiéndose comprar y vender ambas,

por lo que existen cuatro posiciones basicas.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, una opcion puede hallarse en tres

situaciones diferentes:

e At the money. El precio de ejercicio de la opcion y el precio del
subyacente son idénticos. Ejercer la opcion es indiferente. El
resultado siempre va a ser la pérdida de la prima pagada.

e In the money. El precio de ejercicio de la opcién de compra es
inferior al precio del activo subyacente, o el precio de ejercicio de
la opcién de venta es superior al precio del activo subyacente.
Ejercer la opcion genera ganancias.

e Out of the money. El precio de ejercicio de la opcion de compra es
superior al del activo subyacente, o el precio de ejercicio de la
opcion de venta es inferior al del activo subyacente. Ejercer la
opcion genera pérdidas.

Al igual que los contratos de futuros, las opciones se negocian en
mercados organizados. Sin embargo, dado que el vendedor de la opcién es el
anico que contrae una obligacion, es el Unico que debe aportar ciertas

garantias.

Si nos atenemos al momento en el que se puede ejercer una opcion

podemos distinguir dos tipos principales:



e Opciones europeas: las opciones Unicamente pueden ejercerse
en la fecha de vencimiento establecida en el contrato.

e Opciones americanas: las opciones pueden ejercerse en
cualquier momento hasta la fecha de vencimiento establecida en

el contrato.

Finalmente, podemos distinguir también otro tipo de opciones mas
complejas que se conocen como exoticas. Estas opciones se comercializan en
mercados no organizados Yy sirven para cubrir las necesidades mas especificas
de algunos inversores en términos de costes, flexibilidad y complejidad. Se

clasifican en:

e Opciones con memoria (path dependent). Poseen la caracteristica
de que su valor depende de la evolucion del subyacente a lo largo
del contrato (Knop, 2005), y no uUnicamente de su valor en la
fecha de vencimiento acordada. Algunos ejemplos dentro de este
grupo son las opciones asiaticas, barrera, lookback, ladder y
shout.

e Opciones con pay-off modificado. En ellas el sistema de pagos se
modifica, de forma que al finalizar el contrato se paga una
cantidad nula o una cantidad fija o variable, dependiendo de su
valor. Un ejemplo son las opciones digitales.

e Opciones time dependent. En ellas el precio de ejercicio, la fecha
de vencimiento y su valor pueden modificarse dependiendo del
factor tiempo. Las mas conocidas son las opciones bermuda,
forward start y cliquet.

e Opciones multivariantes. Se caracterizan por tener mas de un
activo subyacente, como por ejemplo las opciones cesta o

rainbow.

2.3.4. Productos estructurados

Un producto estructurado es un producto de inversion que resulta de
combinar dos 0 mas instrumentos financieros, normalmente uno vinculado a los

tipos de interés o los tipos de cambio y un derivado.



Existen diversos tipos, dependiendo principalmente del porcentaje del
patrimonio y la rentabilidad que aseguren. Algunos ejemplos son: los fondos
garantizados de renta fija, contratos de compraventa de opciones con cupon

asegurado, depositos estructurados...

En la actualidad los bancos los comercializan masivamente entre sus

clientes, por lo que su uso se encuentra ampliamente extendido.

2.3.5. Contratos swap

Un swap es un acuerdo entre dos partes para intercambiar flujos de
efectivo en un instante de tiempo. De acuerdo con Knop (2005), los mas

conocidos son los siguientes:

e Swap sobre divisas. Dos empresas de dos paises con diferente
divisa intercambian el principal de un préstamo. De esta forma
eliminan el riesgo de tipo de cambio. Se incluyen en esta
categoria los currency swap, los floating currency swap y los
cross currency swap, dependiendo de si para los préstamos
emplean intereses variables (por ejemplo dependiendo de la
evolucion del EURIBOR) o fijos.

e Swap sobre tipos de interés. Ambas partes intercambian una serie
de pagos basados en dos tipos de interés. Se incluyen en esta
categoria los interest rate swap y los basis swap. De esta forma

se puede cubrir el riesgo de variacion del tipo de interés.

Existen otros muchos tipos de swaps dependiendo de las necesidades,
expectativas o preferencias de los inversores: forward swap, amortising swaps,

roller coaster swaps etc, veéase Elvira y Puig (2015).

2.3.6. Caps, floors y collars

Estos activos derivados tienen un funcionamiento similar al de las
opciones, pero su valor depende de las variaciones de los tipos de interés y
permiten a un inversor, por ejemplo, asegurarse un tipo de interés maximo en

su préstamo hipotecario. Por ello, tienen un caracter claramente coberturista.



El comprador y el vendedor, mediante un cap o un floor, adquieren un
derecho u obligacién a pagar o cobrar un tipo de interés maximo o minimo,
dependiendo de la posicion. Un collar consiste en comprar un cap y vender un
floor de iguales caracteristicas simultaneamente, compensandose las primas.
Por lo tanto, permite asegurar que el tipo de interés de un préstamo se

mantendra entre dos niveles.

Tanto los mercados de swaps como los de caps, floors y collars carecen
de una Camara de Compensacion, es decir, se intercambian en mercados no

organizados. Por ello, se los conoce como productos OTC (Over The Counter).

3. LAS OPCIONES EUROPEAS

En esta seccion, nos centramos en uno de los contratos financieros mas
conocidos que son las opciones europeas y describimos sus principales
elementos y caracteristicas. A continuacion, presentamos una importante
relacion entre los precios de las opciones europeas de compra y venta
conocida como la “Paridad put-call”. Finalmente, describimos diversas
estrategias de inversibn con opciones europeas muy conocidas en los

mercados.

Como ya definimos en la Subseccion 2.3.3, las opciones europeas son
aquellas que unicamente se pueden ejercer en su fecha de vencimiento,
acordada previamente en el momento de su emision. A lo largo de este trabajo

suponemos que las acciones que forman el subyacente no generan dividendos.

Existen cinco factores fundamentales que afectan al precio de una

opcion sobre una accion, véase Hull (2002):

e El precio de la accién subyacente, S. Cuanto mayor sea el precio
de la accion, mayor sera el valor de la opcion de compra y menor
el de la opcién de venta sobre ella.

e EIl precio de ejercicio, k. Marca el punto en el que la opcion
comienza a tener valor. Si el precio de la accidn se encuentra por

encima (debajo), entonces una opcién de compra (venta) tendra

10



valor. Ademas, a mayor precio de ejercicio, menor (mayor) valor
de la opcion de compra (venta).

El momento de vencimiento, T. En general, cuanto mas lejano
sea, mayor valor posee la opcion, ya que el subyacente tiene mas
tiempo para variar a favor del inversor.

La volatilidad del precio de la accion, o. El poseedor de una
opcion disfruta de los mismos beneficios que el poseedor de la
accion subyacente, pero sus posibles pérdidas estan limitadas.
Por tanto, a mayor volatilidad mayor valor de la opcion.

Tipo de interés libre de riesgo, r. Este factor afecta al precio de la
opcion de forma poco clara. Cuanto mayor sea el tipo de interés
libre de riesgo, mayor sera el rendimiento que se requiere a las
inversiones con riesgo, pero menor serd el valor actual de los
posibles beneficios de una opcién. Estos dos efectos combinados
provocan, en general, un aumento del valor de las opciones de

compra y una disminucién del de las opciones de venta.

Es importante destacar que estos resultados se suponen ciertos siempre

gue solo cambie uno de los factores y el resto permanezcan constantes (ceteris

paribus).

3.1. PARIDAD PUT-CALL

La paridad put-call es la relacion fundamental que existe entre el precio

de una opcion de compra y el de una opcion de venta, ambas europeas y con

iguales caracteristicas: misma fecha de vencimiento (T), precio de ejercicio (k)

y activo subyacente (S), véase Hull (2002). Para obtener esta relacion partimos

de dos carteras diferentes:

La primera cartera ¢, esta formada por la compra de una call
europea (C;) y una cantidad en efectivo igual al valor actual del
precio de ejercicio de la opcidn que se pagaria al vencimiento:
ke—r(T—t)_

La segunda cartera ¢, esta formada por la compra de una accion

(S;) y una put europea (P,).
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En todo momento y hasta la fecha de vencimiento ambas carteras tienen
el mismo valor, por lo que deducimos la paridad put-call, también conocida

como ecuacion fundamental de las opciones europeas:
Ct + ke_r(T_t) == St + Pt'

Esta relacion es fundamental para el calculo de los valores de las
opciones y de las estrategias de inversion que las incluyen.

3.2. ESTRATEGIAS ESPECULATIVAS CON OPCIONES

Uno de los principales atractivos de las opciones es que se pueden
combinar entre si, junto con el subyacente, para construir estrategias de
inversién. Estas estrategias permiten al inversor ajustar el riesgo de su
inversion, siempre a partir de sus expectativas sobre la variacion de los precios
del subyacente. Esto posibilita realizar inversiones mas eficientes, pero también

contribuye a aumentar la volatilidad en el mercado (Elvira y Puig, 2015).

En esta subseccion describimos algunas de las estrategias mas
conocidas de opciones europeas sobre acciones: estrategias integrando una

sola opcién y accion, estrategias de diferenciales de precios y combinaciones.

3.2.1. Estrategias integrando una sola opcién y accion

Estas estrategias permiten al inversor ajustar las pérdidas o los
beneficios a un determinado nivel, es decir, le permiten reducir el riesgo y que

el resultado de la inversién sea menos extremo (Hull, 2002).

En primer lugar, consideramos una estrategia que consiste en la compra
de una accién como cobertura de las posibles pérdidas de la venta de una call.
En la Figura 3.1.A), observamos como la compra de la accién protege al

inversor ante una posible subida brusca de su precio.

Por otro lado, también es posible una estrategia de cobertura comprando
una call y vendiendo la accion subyacente. En la Figura 3.1.B), observamos
gue a medida que aumenta el precio de la accion, el aumento de valor de la call

limita las pérdidas originadas por la venta de la propia accion.
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A) B)

Beneficio Beneficio

Comprar accién

/ Estrategia

Sk k Comprar Call

0 St 0 AN Sr
/ Vender Call \ Estrategia

Vender accién

Y D)

Beneficio Beneficio

Comprar accién
Vender Put

TR\ k

0 £ 2 St 0 Ly St

Estrategia Comprar Put

Estrategia

Vender accién

Figura 3.1. Beneficio de diferentes estrategias de inversidbn con carteras

formadas por una accién y una opcion. Fuente: Hull (2002).

Otra estrategia de cobertura consiste en vender la accion subyacente y
una put. En la Figura 3.1.C), mostramos que cuando el precio de la accién es lo
suficientemente bajo para que la venta de la put ocasione pérdidas, el beneficio

por la accién permite limitar esas pérdidas.

Finalmente, otra posible estrategia, opuesta a la anterior, consiste en
comprar la accién subyacente y una put. En la Figura 3.1.D), observamos que
esta estrategia limita las posibles pérdidas ocasionadas por la caida de la

cotizacion de la accion, ya que simultaneamente el valor de la put aumenta.

Las cuatro estrategias de inversion A, B, C y D representadas en la
Figura 3.3 poseen un patrén de beneficios equivalente a la venta de una put, la
compra de una put, la venta de una call y la compra de una call,
respectivamente. Esto se explica mediante la paridad put-call. Por ejemplo, en

el caso de la cartera de la Figura 3.1.A), por la paridad put-call se observa que
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la compra de una accion y la venta de una call sobre dicha accién son
equivalentes a poseer una cantidad de efectivo equivalente al valor actual del

precio de ejercicio, junto con la venta de una put:
St - Ct == Ke_T(T_t) - Pt'

Para el resto de estrategias se obtienen equivalencias similares, véase
Hull (2002).

3.2.2. Estrategias de diferenciales de precios

Las estrategias de diferenciales de precios o spreads consisten en
emplear dos 0 mas opciones del mismo tipo (call o put) simultaneamente,
véase por ejemplo Knop (2005). Existen diversos tipos dependiendo,
especialmente, de las expectativas del inversor. De este modo, algunos se
conocen con nombres como diferenciales alcistas o diferenciales bajistas, los

cuales se describen a continuacion.

Un diferencial bajista o bear® spread es una estrategia en la que se
emplean dos calls o dos puts con diferentes precios de ejercicio. Mas
concretamente, se vende la opcidon con menor precio de ejercicio, mientras que
se adquiere la otra. De esta forma se obtiene un beneficio en el caso de que el

precio del subyacente disminuya.

En la Figura 3.2.A) mostramos el beneficio de este tipo de estrategias
cuando se utilizan puts. La compra de la put de mayor precio de ejercicio
compensa, al ejercerse con un precio de la accion no muy alto, las pérdidas de
la venta de la put con menor precio de ejercicio. Si el precio del subyacente es
elevado la segunda opcién no se ejercera por el comprador, limitando asi las
pérdidas de la primera.

® El uso de los términos bull (toro) y bear (0so) en el mundo financiero comenzé en las
bolsas anglosajonas y se ha extendido ampliamente. Se conoce como bulls a los
inversores con expectativas alcistas, que se sienten con fuerza. Al mismo tiempo, se
conoce como bears a aquellos inversores con expectativas bajistas y que tratan
generalmente de obtener un beneficio con posiciones en corto, es decir vendiendo la piel
del oso antes de cazarlo (Kostolany, 2011).
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En la Figura 3.2.B) mostramos el beneficio de esta estrategia cuando se
utilizan calls. Si el precio del subyacente es bajo, la call vendida con menor
precio de ejercicio no sera ejercida por su comprador. Esto proporcionara
beneficios que compensen las pérdidas de la call que se posee y no se ejerce.
Si el precio del subyacente aumenta, el comprador de la primera opcién la
ejercera. De esta forma, se podran limitar esas pérdidas ejerciendo la call que

Seé posee.

A) B)

Beneficio B ficio

Vender Call 1

—\ Venta Put 1
k k kN k
0 h \ h St 0 : \ — St
N, Estrategia
= Comprar Call 2 N\ Estrategia

Compra Put 2

Figura 3.2. Beneficio obtenido con estrategias de diferenciales bajistas o bear
spreads. Fuente: Hull (2002).

Este tipo de diferenciales es empleado por inversores con expectativas
bajistas en el mercado del subyacente. Asimismo, reducen el riesgo limitando

las pérdidas, pero también los beneficios.

En un diferencial alcista o bull spread se emplean también dos opciones
del mismo tipo con diferente precio de ejercicio. En este caso, el inversor
comprara la opcidn con menor precio de ejercicio, mientras que vendera la otra.
Es empleada por inversores con expectativas alcistas en el mercado del
subyacente, ya que en caso de subida del precio del subyacente se obtienen
beneficios. Estos son nuevamente limitados, al igual que las posibles pérdidas

en caso de caida.

La Figura 3.3. recoge el beneficio de estas estrategias cuando se utilizan

dos calls y dos puts. En la Figura 3.3.A) mostramos que si el precio del
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subyacente es bajo, la venta de la call con mayor precio de ejercicio no es
ejercida por su comprador. Esto permite limitar las pérdidas de la call que se
posee y que tampoco se ejerce. Si el precio del subyacente aumenta, la opcién
vendida sera ejercida por su comprador. Esto genera unas peérdidas que son
compensadas por los beneficios de la call con menor precio de ejercicio que se

posee y que, obviamente, se ejercera.

A) B)

Beneficio

Bene‘icia

Vender Put 2

Vender Call 2 /_ Estrategia - '
strategia
k { ke k k
0 Z7 Sr 0 ' /’ - St
_/ Comprar Put1
Comprar Call 1 =

Figura 3.3. Beneficio de estrategias de diferenciales alcistas o bull spreads.
Fuente: Hull (2002).

La Figura 3.3.B) recoge la estrategia con puts y que funciona de forma
analoga. Si el precio del subyacente es bajo, ambas opciones se ejerceran. La
opcion con menor precio de ejercicio limitara las pérdidas producidas por la
opcion vendida. Por otro lado, si el precio del subyacente es elevado la put
vendida no sera ejercida por el comprador. Asi se generaran unos beneficios
que cubriran holgadamente las pérdidas derivadas de la opcion comprada, y

gue tampoco se ejercera, obteniendo beneficios.

Otro tipo de diferencial posible son los diferenciales de conjunto o box
spreads (Hull, 2002). Estos consisten en combinar un diferencial bajista y un
diferencial alcista formados por parejas de opciones con las mismas fechas de
vencimiento. Esta estrategia permite aprovechar la oportunidad de arbitraje
existente en caso de que se dé una valoracion incorrecta del mismo diferencial

de conjunto hasta la fecha de vencimiento.

16



El diferencial mariposa o butterfly spread implica el uso de tres opciones

con diferentes precios de ejercicio.

Otras estrategias, como el margen de calendario o calendar spread o las
combinaciones de opciones en diagonal o diagonal spreads incluyen opciones
con diferente fecha de vencimiento y satisfacen las expectativas de inversores

mas especificos, véase por ejemplo Hull (2002) y Elvira y Puig (2015).

3.2.3. Combinaciones

Las combinaciones son estrategias en las que, al contrario que en los
diferenciales de precios, se emplean calls y puts simultaneamente. Por ejemplo
las méas conocidas son: los conos o straddles, los bandos o strips, las correas

straps y las cunas o strangles, véase Hull (2002).

La combinacién cono o straddle es una de las mas conocidas y consiste
en la compra de una call y una put con el mismo precio de ejercicio y fecha de
vencimiento. La Figura 3.4.A) muestra el patron de beneficios de este tipo de
estrategia, que estd ideada para inversores que esperan un movimiento fuerte
de la accion, pero no saben en qué sentido. Por ello, implican una fuerte
pérdida en el caso de que el precio de la accidn subyacente permanezca
similar al precio de ejercicio de las opciones, mientras que posibilitan beneficios

crecientes a medida que el precio se aleja de dicho valor.

La Figura 3.4.B) muestra el patron de beneficios de un strip, formado por
la compra de dos puts y una call con el mismo precio de ejercicio y
vencimiento. Esta estrategia genera grandes beneficios al inversor ante una
caida del precio de la accién subyacente. Sin embargo, en caso de una subida

equivalente en el precio del subyacente los beneficios son mas reducidos.

En la Figura 3.4.C) presentamos el patron de beneficios de una
estrategia strap, formada por la compra de una put y dos calls con el mismo
precio de ejercicio y vencimiento. Mediante esta combinacion se generan
mayores ganancias cuando se produce una subida del precio de la accion
subyacente. En el caso de una caida en su precio, se continlan obteniendo

beneficios, pero mas escasos.
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A) B)

Beneficio Beneficio

\/ A

0 \ Estrategia S 0
Estrategia
Comprar Call \/ Comprar Put

Q) D)
Beneficia Beneficio
Comprar Put 1
Comprar Call 2
k k k
0 ST 0 ST
\/Esuategia \ V4
Estrategia

Figura 3.4. Patrones de beneficio de un straddle (A), un strip (B), un strap (C) y
un strangle (D). Fuente: Hull (2002).

El inversor que prevé un cambio en el precio de la accién también puede
emplear una cuna o strangle. Esta estrategia esta formada por una put y una
call con la misma fecha de vencimiento pero diferente precio de ejercicio. En la
Figura 3.4.D) se muestra que si el precio de la accion subyacente se mantiene
entre los precios de ejercicio de la put y de la call, no se ejercen. Sin embargo,
las pérdidas son menores que con el resto de estrategias. Por el contrario, para
obtener beneficios es necesaria una variacion mayor en el mismo, ya sea

mediante una subida del precio (se ejerce la call), o una bajada (se ejerce la

put).
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4. INTRODUCCION AL CALCULO ESTOCASTICO

Debido a la naturaleza aleatoria de los mercados financieros, los
procesos estocasticos y el célculo estocastico son uno de los pilares basicos de

los modelos de valoracion de derivados financieros.

En esta seccion, exponemos brevemente diversos conceptos basicos
sobre los procesos estocasticos y el calculo estocastico, que son cruciales para
poder comprender los modelos matematicos para la valoracion de derivados
financieros. Asi explicamos el Lema de Itd, el cual se puede considerar como
una extension de las reglas de diferenciacion del célculo ordinario al calculo
estocastico, Kwok (2008).

Bossu y Henrotte (2006) definen un proceso estocastico como una

secuencia (X;):o de variables aleatorias dependientes del tiempo t € (0, )

definidas en en el espacio (Q, F, P)

Asi para cada w € Q la funcién t - X,(w) se considera que sigue un
camino aleatorio o random walk.

Los valores que tomen las variables aleatorias X; pueden ser discretos o
continuos, dando lugar a procesos estocasticos discretos y continuos,

respectivamente.

El movimiento del precio de un activo financiero se considera que es un
proceso estocastico ya que su valor cambia a lo largo del tiempo de manera
incierta. Realmente, estos precios solo pueden cambiar de forma discreta y
solo durante los periodos en los que los mercados estan abiertos. Sin embargo,
por sencillez, se supone que los precios de los activos son procesos continuos,
Kwok (2008).

Entre los procesos estocasticos existentes es importante destacar el
movimiento Browniano estandar o proceso de Wiener. De acuerdo con Bossu y
Henrotte (2006), el movimiento Browniano estandar es un proceso estocastico

continuo (Z;):so que verifica:

e Tiene incrementos estacionarios e independientes, es decir,

Ztl - ZtO' th - Ztl,..., Ztm - Ztm—l’
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para0 =t, < t; < - < t,, son independientes y s6lo dependen

del incremento del tiempo.
® Los incrementos Z.,,, — Z; siguen una distribucion normal con

media 0 y desviacion estandar vAt.

e Las trayectorias de Z; son continuas de t.

Uno de los procesos estocasticos mas importantes que existen en la
literatura es el proceso de difusién de 1t6* (X,);s0, €l cual es un proceso

estocéstico aun mas general, definido como:
dXt = ,U(t, Xt)dt + O-(tr Xt)dZtu (41)

donde u y 62 son la tendencia y la varianza, respectivamente y Z, es el proceso

estandar de Wiener.

Dependiendo de la forma de la tendencia y de la varianza del proceso de
[td podemos distinguir diferentes tipos de procesos, como por ejemplo el
proceso de Ornstein-Uhlendeck, el movimiento Browniano geométrico etc.,

véase Bossu y Henrotte (2006).

Un movimiento Browniano geométrico (X.);so Se define como un

proceso estocastico que verifica la siguiente ecuacion diferencial estocastica:
Cl)(z{L == aXtdt + bXtdZt,
donde a y b son constantes y Z, es el movimiento Browniano estandar.

El movimiento Browniano geométrico se caracteriza porgque sigue una
distribucion normal con media y varianza conocidas, ver Kwok (2008). Este
proceso se usa habitualmente en finanzas para explicar el comportamiento de

las acciones.

El Lema de Itd es un resultado muy importante dentro del calculo
estocastico y que tiene una gran aplicacion en finanzas, como veremos en la
seccion siguiente. Este lema se enuncia de la siguiente manera, véase Kwok
(2008):

* Llamado asf por Kiyosi Itd, matematico japonés del siglo XX.
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Sea V(t, X;) una funcién continua y no aleatoria con derivadas parciales

y X; un proceso de Itd definido por (4.1).

Entonces, el proceso estocastico Y(t) =V(t,X;) tiene la siguiente

ecuacion diferencial estocastica:

dy, = dv(t,X,) = (aV(t Xt) + u(t, X, aV(t Xt) Z(t X,) 0%v(t, Xt)) dt
oV (t, X¢)
+——=0(t,X,)dZ,. (4.2)

5. EL MODELO DE BLACK — SCHOLES

La publicacion de los trabajos de Black y Scholes (1973) y Merton (1973)
supusieron uno de los avances mas significativos en la valoracion de opciones.
Tanto que Scholes y Merton recibieron el Premio Nobel de Economia en 1997

por su trabajo. Black, desafortunadamente, fallecié con anterioridad.

De hecho, el modelo recogido en Black y Scholes (1973) se ha
convertido en un punto de referencia para el desarrollo de la ingenieria
financiera (Duana Avila y Millan Diaz, 2008). Este modelo permite obtener el
valor de una opcion europea replicandolo, mediante una cartera formada por
las acciones que constituyen el activo subyacente y un bono libre de riesgo
(Knop, 2005).

5.1. LA ECUACION DE BLACK-SCHOLES-MERTON

La ecuacion resultante del modelo de Black-Scholes permite valorar una
opcion europea sobre una accién. Los supuestos mas importantes de este

modelo son los siguientes, véase Kwok (2008):

e El intercambio de activos es continuo en el tiempo.

e EIl tipo de interés libre de riesgo r es conocido y constante
durante la vida de la opcion.

e Lavolatilidad o es constante durante la vida la opcion.

e El precio del activo sigue un proceso Browniano geométrico:

) udt + odZ, (5.1)

St
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donde u es la parte determinista y representa el tanto de

rendimiento esperado y o es la volatilidad. Z es el proceso

estandar de Wiener.

e No hay costes de transaccion por comprar o vender el subyacente
o la opcion y tampoco hay impuestos.

e El subyacente no paga dividendos durante el periodo de vida de
la opcion.

e El arbitraje no es posible, es decir, todas las carteras sin riesgo
tienen el mismo rendimiento: el tipo de interés libre de riesgo.

e La compra y venta del activo subyacente se puede realizar en
cualquier momento y en cualquier cantidad. Es decir, el activo es
divisible.

e Pueden tomarse posiciones a corto.

Sea C(t,S;T) el valor de una call europea en un instante t, que vence en

T,t < T, sobre una accion cuyo precio es S;.

Siguiendo a Kwok (2008), construimos una cartera IT que estara formada
por la compra de A unidades de la accién subyacente S y la venta de una call
europea C(t,S;T) sobre la accion anterior. El valor de esta cartera, realizando
un abuso de notacion qgue mantenemaos en esta seccion, es:

I[I=45S—-C. (5.2)

El objetivo perseguido por Black y Scholes (1973) era obtener una
cartera con riesgo nulo. Para ello, siguiendo a Kwok (2008), estudiamos la

variacion de la cartera I1, que es una variable aleatoria:

dIl = AdS — dC. (5.3)

El valor de la opcion C(t,S; T) es una funcién del tiempo y del valor de la
accién. Como S, es una variable aleatoria podemos aplicar el Lema de It6 (4.2)

para obtener su ecuacion diferencial estocastica:

_ (°¢ o€ | 1 2620%C ac (5.4)
dC = (5 +us % +30252 22 dt + (0552 dZ).
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La variacion estocastica de la cartera se obtiene, entonces, sustituyendo
(5.1) y (5.4) en (5.3):

2
dIl = ASpdt + ASodZ — (5 + uS 5= +5 025222 dt — (05 52dZ ) dt.

Si agrupamos los términos, observamos que la anterior expresion
presenta una parte determinista y otra estocéstica, representada esta Ultima

por el movimiento browniano:
. ac 5 0%C ac
dIl = (AyS———uSg—— 25 )dt+(ASa—aS£) dz. (5.5)

Para que esta cartera I1 no tenga riesgo, el término que multiplica a dZ

tiene que ser cero. Esto se cumple si:

ac
— 5.6
A= 35" ( )

Por tanto, si sustituimos (5.6) en (5.5), el rendimiento de la cartera I1

sera:

_ aoc 2 ZaC 5.7
dll = (ast 29 S asz)dt (.7)

Dado que II es ahora una cartera sin riesgo su rendimiento debe ser

igual al de un bono libre de riesgo, es decir, el tipo de interés libre de riesgo r.

dll — dt
o= r
o bien,
dIl = Ilrdt. (5.8)

Siigualamos (5.7) y (5.8) obtenemos:

ac 2a e\ 5.
—(aSt ~g2s )dt Mrdt. (5.9)

El valor de la cartera viene dado por (5.2), por tanto si sustituimos esta
expresion, y la (5.6) en (5.9), resulta:

- (5530757 5%) = (s —re),

Finalmente, agrupando todos los términos a la derecha, obtenemos la

conocida ecuacion de Black-Scholes:
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ac | 1 9%c ac
E-l'EO'ZSZﬁ-FTSg—rC:O- (5.10)

Para completar la formulacion del modelo de valoracion de opciones call
europeas, es necesario afiadir una condicion final. Esta condicion recoge que el

valor de una call europea en el momento de su vencimiento verifica que:
C(t,S; T) =max(S —k,0), (5.11)

A partir de la ecuacion de Black-Scholes (5.10) y la condicion final (5.11),
observamos que el precio de las opciones no depende del tanto de rendimiento
esperado de la accion, u. Por tanto, las preferencias de riesgo de los inversores
no afectan al precio de la opcién. Este resultado se conoce como el principio de
neutralidad al riesgo y es un argumento fundamental en el modelo de
valoracion de opciones de Black-Scholes, véase Willmot (2006) y Kwok (2008)

entre otros para mas informacion.

5.2. SOLUCION DE LA ECUACION DE BLACK-SCHOLES

Si deseamos valorar una opcion de compra europea C(t,S;T) en t, que
vence en T, sobre una accién S, con precio de ejercicio k, debemos resolver la
ecuacion de Black-Scholes (5.10) obtenida en la subseccion anterior sujeta a la
condicion final (5.11). Por tanto, tenemos que resolver un problema compuesto
por una ecuacién en derivadas parciales sujeta a una condicion final. Para ello
es necesario, ademas, afadir las siguientes condiciones frontera adicionales,
véase Kwok (2008):

e Cuando el precio de la accion es 0, el de la opcion también lo es:

S,=0= C(0;T)=0.

e Cuando S es lo suficientemente grande, es casi seguro que la
opcién se va a ejercer, por tanto su valor sera el de la accién

menos el valor actual del precio de ejercicio:
C(t,S;T)~S — ke ™TD 5 §— co.

Con todo ello, el problema a resolver seria el siguiente:
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(0C L 1y2622°C 4 1600 o
= 4202522415 —rC =0, S€ (0,00),t € [0,T],

C(t,S;T) = max{S — K,0}, S € (0,00),
C(t,S;T)<
C(t,0;T)=0, t €[0,T],

\ C(t,S;T)~S — ke ™TD t€[0,T], S - co.

Para resolver este problema, en primer lugar realizamos las
transformaciones y=InS y t=T —t. Asi transformamos la ecuacion de
Black-Scholes (5.10) en una ecuacion en derivadas parciales parabdlica con
coeficientes constantes:

ac _ a*d%C

a?\ ac C 0
E— ZW‘F(T—_)——T , T>0,—c0o<y<oo (5.12)

2/ 0y

Posteriormente, realizando mas cambios de variables, véase Kwok
(2008), la ecuacién (5.12) se transforma en la conocida ecuacién del calor;
ampliamente estudiada en Fisica:

ou _ 0%
ot 9x2?

Por otro lado, para resolver esta Ultima ecuacion es necesario al menos
una condicion frontera. En nuestro caso, utilizamos la (5.11). Ademas, tomando
esta condicion, tenemos garantizado que las otras dos se satisfaran

automaticamente, véase Wilmott (2006).

Después de un calculo tedioso, véase por ejemplo Kwok (2008),

obtenemos el valor de una call europea:
C(t,S;T) = SN(dy) — ke "T=ON(d,), (5.13)

donde,

d2 =d1_O-VT_t,
y N(d,,) es la funcion de probabilidad de la distribuciéon Normal estandar:

1
N(dy) = o= [ 72 %,
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Este resultado se conoce como formula de Black-Scholes y permite
obtener el valor exacto de una call europea sobre una accién que no reparte
dividendos, siempre que se conozca la volatilidad ¢ y el tipo de interés libre de

riesgo r.

Si deseamos obtener el valor de una put europea homénima, podemos
utilizar el valor exacto de la call europea obtenida en (5.13) y la paridad put-call,

comentada en la Subseccién 3.1, véase por ejemplo Wilmott (2006).

6. EL METODO DE MONTE CARLO

En la literatura financiera (véase por ejemplo Willmott, 2006; Kwok,
2008; entre otros), nos encontramos que muchos problemas de valoraciéon de
derivados financieros se basan en resolver una ecuacion en derivadas
parciales similar a la de Black-Scholes (5.10) sujeta a una condicién final. En la
mayoria de los casos, no es posible obtener una solucidon exacta para este tipo
de problemas y por tanto, es necesario aplicar métodos numéricos para
obtener una solucién aproximada. En la literatura existe una gran variedad de
métodos numéricos, pero uno de los mas sencillos es el método de Monte

Carlo.

El método de Monte Carlo es, basicamente, un procedimiento numeérico
para estimar el valor esperado de una variable aleatoria. En general, este
método consiste en generar variables aleatorias con una densidad de
probabilidad determinada y tomar la media de estas como una estimacion del

valor esperado de dicha variable aleatoria, véase Kwok (2008).

De forma general, la implementacion del método de Monte Carlo se basa

en los siguientes pasos:

e Se realiza un nimero M de simulaciones aleatorias de las
variables del modelo, siguiendo una distribucién determinada.

e Se realizan los calculos deterministas necesarios en cada caso,
sobre los resultados de cada simulacion.

e Se obtiene el valor esperado de la variable a partir de todas las

simulaciones realizadas.
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De acuerdo con Bossu y Henrotte (2006), el Teorema Central del Limite
indica que para un numero infinito de simulaciones el método de Monte Carlo
converge a la solucién exacta. Por ello, su Unica desventaja radica en el gran

namero de simulaciones M necesarias para alcanzar un resultado concluyente,

ya que el error es del orden de \/iﬁ Este hecho lo hace menos eficiente

computacionalmente que otros métodos. Sin embargo, los avances de los
ultimos afios en la velocidad de los microprocesadores lo han convertido en un

problema menor.

Ademas, siguiendo a Wilmott (2006), este método tiene importantes
ventajas, como por ejemplo: requiere calculos muy sencillos, las correlaciones
son simples, para lograr mas precision tan solo es necesario realizar mas
simulaciones, es un método muy maleable y hay mucho software disponible

para su aplicacion.

La versatilidad de este método ha extendido su uso en multitud de
campos, como por ejemplo las finanzas, la ingenieria, la meteorologia, la

inteligencia artificial o la biologia computacional.

6.1. APLICACION DEL METODO DE MONTECARLO AL VALOR DE UNA
OPCION DE COMPRA EUROPEA

Para poder aplicar el método de Monte Carlo a la valoracién de
derivados financieros, es necesario poder expresar el precio del derivado que

deseamos valorar en forma de una esperanza matematica.

En el caso de las call europeas, utilizando un razonamiento de
neutralidad al riesgo y el Teorema de Feynman-Kac, véase Tavella (2002), la
solucion al problema (5.10) - (5.11) se puede expresar como:

C(t,$;T) = Ef le " T"Ymax(Sy — k,0)],
donde
dSt == T‘tdt + O-dZt, (61)

es el proceso estocastico del precio de la accién bajo la medida neutral al
riesgo, véase Figlewski (1990), Wilmott (2006) y Kwok (2008).
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Este tipo de expresiones son también muy comunes cuando se valoran

otros derivados financieros diferentes a las opciones.

Para valorar las call europeas no seria necesario aplicar el método de
Monte Carlo, ya que la solucién exacta del problema (5.10)-(5.11) se conoce,
tal y como mostramos en la Subseccion 5.2. Sin embargo, nosotros en este
trabajo lo aplicamos a la valoracion de una call europea para ilustrar el
comportamiento de este método.

El algoritmo detallado para el célculo del precio de la call europea
utilizando el método de Monte Carlo lo resumimos en la Tabla 6.1. y consiste

en los siguientes pasos.

Parai=1,.., M
generar Z; - N(0,1)
obtener S;(t + At) = S;(t) exp ([r — %02] A + 0\/A_tZi)
obtener C; = e T Omax(S;(T) — k, 0)

A Crt+C
obtener C,, = 1TM

Tabla 6.1. Célculo del precio de la call europea. Fuente: Glasserman (2004).

En primer lugar, simulamos un conjunto de nameros aleatorios con una

distribucién normal de media 0 y desviacion tipica 1.

A continuacién, necesitamos obtener el valor del precio de la accién

subyacente en T a partir del precio de la accién en el momento presente.

El modelo de Black-Scholes supone que el precio de la accion
subyacente bajo la medida neutral al riesgo sigue el proceso Browniano
geomeétrico en (6.1). La solucion de esta ecuacion diferencial estocastica,
véase Kwok (2008), es:

(r—%2>At+aZ\/A_t (6.2)

St+a, = Ste

donde Z es una variable aleatoria que sigue una distribuciéon normal con media

0 y varianza 1. Por tanto, el logaritmo del precio de la accién sigue una
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distribucion normal y el propio precio de la accion una distribucion lognormal.
Como la expresion (6.2) es exacta y simple es el mejor algoritmo a utilizar para

cada paso en tiempo, hasta obtener el valor de S;.

En el siguiente paso, sustituimos el valor de S;, obtenido después de
aplicar (6.2) repetidamente para cada paso en tiempo, en la condicion final

(5.11) y lo actualizamos para obtener el valor de la opcion:
C; = e T Omax(S; — k, 0). (6.3)

Este proceso se repite un numero M de veces y finalmente, calculamos
el precio estimado de la call europea como la media aritmética de los valores

de las call resultantes de cada una de las simulaciones, véase (6.3),

M
1
i=1

El método de Monte Carlo se puede adaptar para calcular el valor
aproximado de un gran namero de derivados financieros, y es especialmente
importante cuando no se conocen modelos analiticos especificos para dichos
derivados.

7. APLICACION PRACTICA

Como vimos en la Seccion 5, el modelo de Black-Scholes proporciona el
valor exacto de una call europea. Por otro lado, el método de Monte Carlo,
comentado en la Seccion 6, proporciona un valor aproximado de dicha call. Por
tanto, en esta seccién valoramos una call europea empleando ambos métodos
y comparamos el error cometido cuando se usa el método de Monte Carlo para
obtener un valor aproximado. Para ello empleamos el software matematico
MATLAB.

Para obtener la solucibn exacta con el modelo de Black-Scholes,
utilizamos una funcion predeterminada que contiene MATLAB y que se

denomina blsprice, véase The Mathworks Inc. (2006) para mas detalle.

Por otro lado, para obtener una solucion aproximada con el método de
Monte Carlo, empleamos la funcién optionvanilla propuesta por un usuario del

programa, Reyes-Kattar (2010). Para obtener ambos precios suponemos que el
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precio es S = 150, el precio de ejercicio k = 155€, duracion en aflos T =3 y
volatilidad ¢ = 0.2, siendo el tipo libre de riesgo r = 5%. Es decir, valoramos

una opcion out of the money.

Empleando el modelo de Black-Scholes obtenemos que el valor de esta
opcién es C = 28.8733€

Por otro lado, en la Tabla 7.1. mostramos los resultados empleando el

método de Monte Carlo con distinto nUmero de simulaciones y pasos en

. , .. 1
. t= ey
tiempo. Mas concretamente suponemos un paso diario A,= ——, dos pasos al

. 1 , 1 . , 1
dia A,= —, cuatro pasos al dia A,= — y diez pasos al dia A,= —. En esta
500 1000 2500

tabla observamos que, en general, cuando aumentamos el nUmero de pasos
en tiempo y fundamentalmente el nimero de simulaciones, obtenemos valores

de la opcion mas proximos al valor exacto C = 28.8733€

Simulaciones
Pasos en 1 afio 500 1000 2500 5000 7500 10000 12500 15000
250 29,7099 29,9803 28,7347 27,6358 28,0774 28,1807 28,2949 28,6351
500 31,4257 28,8369 27,2943 27,8697 28,7861 28,8283 28,9109 28,8056
1000| 28,6164 27,4117 27,9683 28,9009 28,8095 29,1333 29,2008 29,1266
2500 26,3053 28,1300 29,3820 29,4718 29,1407 28,8444 28,8627 28,7520

Tabla 7.1. Valor de una opcién call europea empleando el método de Monte

Carlo. Fuente: elaboracion propia.

Asimismo, en la Tabla 7.2. y la Tabla 7.3. mostramos el error en valor
absoluto y el error en términos relativos, respectivamente, que presenta el
precio obtenido con el método de Monte Carlo frente al obtenido con el modelo
de Black-Scholes:

Eqps = |PBS_PM|1

Erer =

PBS—PMl
Pgs I

donde Pgs es el precio obtenido con el modelo de Black-Scholes y Py, es el

precio obtenido con el método de Monte Carlo. Ambas tablas incluyen la media

30



de error de los resultados agrupados por niumero de simulaciones en la ultima

fila.

En las tablas 7.2. y 7.3., observamos que, para reducir el error, es mas

efectivo aumentar el nimero de simulaciones que aumentar el niumero de

pasos en tiempo.

Simulaciones
Pasos en 1afio 500 1000 2500 5000 7500 10000 12500 15000
250 0,8366 1,1070 0,1386 1,2375 0,7959 0,6926 0,5784 0,2382
500 2,5524 0,0364 1,5790 1,0036 0,0872 0,0450 0,0376 0,0677
1000| 0,2569 1,4616 0,9050 0,0276 0,0638 0,2600 0,3275 0,2533
2500  2,5680 0,7433 0,5087 0,5985 0,2674 0,0289 0,0106 0,1213
Media 15535 | 08371 07828 | 07168 | 03036 | 002566 | 0,2385 0,1701
Tabla 7.2. Error en valor absoluto empleando el método de Monte Carlo.
Fuente: elaboracion propia.
Simulaciones
Pasos en 1afio 500 1000 2500 5000 7500 10000 12500 15000
250 0,0290 0,0383 0,0048 0,0429 0,0276 0,0240 0,0200 0,0082
500 0,0884 0,0013 0,0547 0,0348 0,0030 0,0016 0,0013 0,0023
1000| 0,0089 0,0506 0,0313 0,0010 0,0022 0,0090 0,0113 0,0088
2500 0,0889 0,0257 0,0176 0,0207 0,0093 0,0010 0,0004 0,0042
Media 0,0538 0,0290 0,0271 0,0248 0,0105 0,0089 0,0083 0,0059

Tabla 7.3. Error en términos relativos empleando el método de Monte Carlo

(%). Fuente: elaboracion propia.
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Figura 7.1. Media de los errores en valor absoluto aplicando el método de

Monte Carlo. Fuente: elaboracion propia.
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La Figura 7.1. muestra el error en valor absoluto medio obtenido
empleando el método de Monte Carlo en funcion del nUmero de simulaciones
realizadas y la Figura 7.2., de forma similar, muestra el error relativo segun el
namero de simulaciones realizadas. Estas figuras muestran claramente la
reduccion progresiva del error al aumentar el niumero de simulaciones que se
observaba en las tablas 7.2 y 7.3. Asi por ejemplo, al utilizar 15000

simulaciones el error es de 0,1701 o porcentualmente del 0,59%.

6,00%

- 5,00% -

4,00% -

3,00% -

2 00%
H B
0 005 - B =

500 1000 2500 5000 7500 10000 12500 15000

Error relativo (%

Mimero de simulaciones

Figura 7.2. Media de los errores en términos relativos aplicando el método de

Monte Carlo. Fuente: elaboracion propia.

Por todo ello se puede afirmar que la precision del método de Monte
Carlo es muy elevada a pesar de emplear calculos muy sencillos siempre y

cuando se realicen un gran numero de simulaciones.

En esta aplicacion hemos mostrado el comportamiento del método de
Monte Carlo para valorar una opcion out of the money. Sin embargo, este
mismo analisis los hemos realizado también para una opcion in the money vy at

the money y las conclusiones que se obtienen son analogas.

8. CONCLUSIONES

La idea subyacente tras el concepto de derivado financiero ha existido

durante mucho tiempo. Sin embargo, ha sido desde el siglo pasado cuando
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estos productos financieros han adquirido la importancia que poseen
actualmente. Afo tras afio, su volumen de mercado y sus tipos han aumentado.
De esta forma, el inversor posee un amplio margen de activos entre los que

elegir, dependiendo de sus necesidades y preferencias.

Entre los derivados mas conocidos destacan los futuros, las opciones y
los swaps, los cuales describimos detalladamente en este trabajo, asi como las
posibles estrategias de inversion que se pueden llevar a cabo con ellos. Dentro
de las opciones, destacamos las de tipo europeo, las cuales constituyen uno de
los derivados mas estudiados y empleados y que son la base para la valoracion
de derivados mas complejos. Por ello, en este trabajo detallamos su valoracion

exacta mediante el modelo de Black-Scholes.

La valoracion de derivados financieros implica el uso de complejos
modelos mateméticos, que a menudo dan lugar a problemas cuya solucién no
se conoce. Por ello, es comun utilizar métodos numeéricos para obtener un
resultado aproximado, como por ejemplo el método de Monte Carlo. Este
método es ampliamente utilizado tanto en la literatura como por los
participantes en los mercados, fundamentalmente por su sencillez, véase por
ejemplo Wilmott, 2006.

Por tanto, en este trabajo ilustramos el comportamiento de este método
numérico para valorar opciones call europeas. Cémo hemos mostrado a lo
largo de este trabajo, el valor exacto de estas opciones es conocido a través
del modelo de Black-Scholes, por tanto podemos comparar su valor exacto con
el obtenido con el método de Monte Carlo para evaluar la precision de este
altimo. De esta forma, observamos que el Método de Monte Carlo nos permite
obtener valores bastante precisos siempre que consideremos un elevado
namero de pasos en tiempo y, especialmente, un ndmero importante de
simulaciones. Este hecho hace que el uso del método de Monte Carlo sea
costoso computacionalmente, pero el desarrollo actual de los

microprocesadores hace que este hecho no suponga ningun problema.
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