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A ma familia y a Maria.

The equation of heaven and earth remains unsolved.
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Resumen

En este Trabajo de Fin de Grado se introducen y demuestran los resul-
tados basicos en la teoria de los ideales de operadores compactos en espacios
de Hilbert. Tras introducir la descomposicion de un operador compacto en
términos de sus valores singulares, se define la clase de traza y se prueban
ciertas desigualdades numéricas preparatorias. A continuacion se definen los
productos tensorial y exterior de espacios de Hilbert y de operadores: el
estudio de las normas del producto exterior de operadores implicara la de-
sigualdad de Holder sobre las normas en las clases de Schatten. Por tltimo, se
prueba la desigualdad de Minskowski y el hecho de que las clases de Schatten
forman ideales cerrados en el espacio de los operadores acotados.

Summary

In this report we introduce and prove the basic results in the theory
of ideals of compact operators in Hilbert spaces. After presenting the main
theorems on the descomposition of a compact operator in terms of its singular
values, we define the trace class and show certain preliminary numerical
inequalities. Definitions of tensorial and exterior products of Hilbert spaces
and operators follow: the study of the norm of the exterior product of an
operator implies Hélder’s inequality on the norms of the Schatten classes.
Finally we prove Minkowski’s inequality and the fact that the Schatten classes
form closed ideals in the space of compact operators.
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Introduccion

El Trabajo de Fin de Grado que presentamos desarrolla los elementos
fundamentales de la teoria de los ideales clasicos de operadores entre dos es-
pacios de Hilbert. Los primeros resultados se deben a Von Neuman (ver [1] y
sus referencias); dichos trabajos fueron sistematizados y generalizados por R.
Schatten [1]. Una versién simplificada, en la que las desigualdades fundamen-
tales Holder y Minkowski se prueban aproximando los operadores compactos
por matrices y utilizando ciertos teoremas de convexidad puede verse en [2],
p. 1089 ss. Un estudio general de los operadores compactos no autoadjuntos
que incluye los resultados presentados en esta memoria, puede verse en [3].
Entre los ideales de Von Neumann-Schatten, los mas importantes forman la
llamada Clase de Traza S; y la clase de operadores de Hilbert-Schmidt Ss.
Para ellos los resultados basicos admiten demostraciones mas sencillas [4]. La
prueba mas elegante de la desigualdad de Holder en las clases S, se debe a
Barry Simon [5]. Otra demostracién, utilizando interpolacién de operadores
puede verse en [6]. La version de la prueba en [5], méas detallada que en la
monografia original, es la expuesta en este trabajo. Aunque el resultado fun-
damental acaba reduciéndose a la misma definicion de norma de un operador,
ello se consigue a expensas de la introduccién de los productos tensoriales
y exteriores de espacios de Hilbert, asi como a la demostracion de ciertas
desigualdades numéricas, en absoluto triviales, cuya prueba requiere la uti-
lizacién del teorema de Hanh-Banach. Por ello el argumento completo es un
excelente ejemplo de la definicion de espacios de funciones apropiados para
sistematizar y resolver problemas analiticos; la esencia del Analisis Funcio-
nal.

La estructura del trabajo es la siguiente: en la Seccién 1 se introducen las
nociones bésicas de valores singulares de un operador compacto (generali-
zando el mismo concepto para matrices), asi como la representacién de dicho
operador en términos de los valores singulares. Estos conceptos se relacionan
con la descomposicién polar del operador y de su adjunto. Asimismo se ana-
liza el caso particular en el que el operador es autoadjunto y la relacién con
la descomposicién espectral del mismo. En la Seccién 2 se define primero la
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clase de traza S, y se prueba que la traza de un operador de S, aunque
en principio necesita en su definiciéon del uso de una base ortonormal del
espacio, en realidad no depende de ésta. También se demuestra que S es un
ideal en el espacio de los operadores acotados. La seccion 3 se dedica a definir
las clases de Schatten S, y prueba la desigualdad de Holder para operadores
composicién de uno de la clase S, y otro en S;, donde p y ¢ son conjugados.
Este es posiblemente el resultado mas importante de la memoria y requiere
de ciertas desigualdades sobre sucesiones finitas de niimeros cuya prueba es
una intersante e intrincada aplicacién del teorema de Hanh-Banach. A con-
tinuacion se introducen las nociones de productos tensoriales y exterior de
una familia finita de espacios de Hilbert, asi como la de producto exterior
de operadores: una vez desarrollada la teoria, la desigualdad de Holder sur-
ge del calculo de la norma de uno de estos operadores. La seccién 4 prueba
la desigualdad de Minkowski y concluye que S, es un ideal de operadoes;
ademas comprobamos que es cerrado en la familia de los operadores acota-
dos. Finalmente analizamos un caso particular en el que estas desigualdades
se reducen a las elementales para espacios de sucesiones.



Capitulo 1

Valores singulares

Nota. Consideramos que todos los espacios de Hilbert son separables y que
todas las bases son bases de Hilbert (i.e., bases completas). También, a no
ser que se denote lo contrario, la norma || - || denotara la norma estdandar de
operadores acotados.

Definicién 1.1. Para dos espacios cualesquiera de Hilbert H;, Hs un opera-
dor A € L(H1,H2) se dice que es compacto si envia conjuntos acotados en
conjuntos relativamente compactos. El conjunto de operadores compactos se

denota mediante IC(Hy, Ha).

Otra definicién equivalente es la siguiente:

Para espacios cualesquiera de Hilbert Hy, Ho un operador A € L(H1, Hs)
se dice que es compacto si para cualquier sucesién {x, }°°, acotada en H;,
la sucesion {A(x,)}22, tiene una subsucesién de Cauchy en Hs.

Cuando H; = Hz y A es un operador autoadjunto y compacto, puede
ser descompuesto en una cantidad numerable de multiplos de operadores
proyeccion sobre distintos subespacios mutuamente ortogonales. Es decir,

A=>"X.P, enL(H)

n=1

donde A\, € R, P, es el operador proyeccién sobre un subespacio (de dimen-
sién finita si A, #0) y P, P, = 0 si n # m.

Aunque esta caracterizacién no es cierta para operadores compactos en ge-
neral, los operadores compactos se pueden descomponer en multiplos de iso-
metrias sobre subespacios mutuamente ortogonales en ;. Especificamente:
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Teorema 1.2. Descomposicion en valores singulares

Sea A € K(Hi,Hs). Existe una sucesién de ntmeros positivos {p,}o2, vy
un conjunto ortonormal {z,}>°, en H; tal que ||A(z,)|| = un v los vectores
de la sucesiéon {A(z,)}5°, son dos a dos ortogonales. Ademds, si la sucesién
{1n}22, tiene infinitos términos, nh_)rlgo pn=0ysive{z,}* Alv) =0.

Para este teorema necesitamos unos lemas previos.

Lema 1.3. Sea A € K(#H1,Hs). Existe un vector unitario € #H; tal que
[AG)]| = [[All-

Demostracién: Dado que ||A|| = sup{||A(z)| : ||z] = 1} existe una su-
cesion {x;}72, C H; tal que ||zx|| = 1 para todo k y klim |A(zr) || = [|A]].
—00

Por la compacidad de A, {A(xy)}%2, tiene una subsucesiéon de Cauchy. Sin
pérdida de generalidad denotamos dicha subsucesién mediante {A(xy)}2 .
Por la ley del paralelogramo aplicada a los vectores A(x,) y A(z,,), para
cualquier m,n € N se verifica que

[A(zn) + Al@m)I? + [ Azn) — Alzm) I = 2[[A(za) 1 + 21| Alzm) 1%,
y por tanto,
[A(2n) + Alzm) I = 2(| A(2n) I + [A(zm) I*) = [[Alzn) = A(zm)|>-

De la definicién de la norma de operador se obtiene
LA 20 + 2l® > [ Al2n + 200) |2

[A(@n + o) [|”

[V
Ademds, cuando m y n tiende a infinito, || A(z,)||* v ||A(2z.)]|? tienden hacia
||A||?. En consecuencia,

|z + 2 ||* >

2(J[AGa) I* + 1 A(zm)[I7) — 4l AJI*.
A causa de que {A(z)} es de Cauchy, |A(z,) — A(zy,)||*> — 0. Por tanto,

A + zm) I 201 A + [Alm)[?) = [[A(zn) = Alzm)]”

— — 4
Al | A]]2

cuando n y m tienden a infinito.
Dado que ||zx|]| = 1 para todo k y haciendo uso de la ley del paralelogramo

1 + 2ol* + 20 = 2l* = 2([|znl® + l2m]|?) = 4



A + zm) ||

2 2
|Tn — Zml| |n + xm]|* < AE

— 0,

es decir, {zx} es de Cauchy.

Por la completitud de los espacios de Hilbert, x;, — x para algin x € H;.

Ademés, debido a la continuidad de la norma, ||A(x)|| = klim | A(zp) || = [|A]|
—00

y al ser ||zx|| = 1 para todo k, x es unitario. [ |

Denotaremos a x como un vector maximal de A en H.

Lema 1.4. Sea x es un vector maximal en H; de A € K(Hy,Hs) y v € zt.
Entonces A(v) € A(x)*,

Demostracion: Usaremos que el vector x es un vector maximal. Tomamos
2
fly) = % y 7(t) = = + t(wv) donde w € Ky ¢t € R. Notemos que f es

una funcién real, no negativa, y que f(y) < ||A||*> para todo y € H;. Por lo
tanto, f alcanza un méaximo en x. Tomamos el vector v unitario. Entonces

(A(z + t(wv)), A(z + t(wv))) _
(x + t(wv),x + t(ww))

g9(t) == f(v(t)) =

(A(z), A(x)) + 2t Re{wA(v), A(x)) + t*{A(v), A(v))
(x,z) + 2tRe(wv, x) + t*(v,v)
[A(2)|* + 2tRe(wA(v), A(x)) + [ A(v)|]*
| z]|? + 2t Re({wv, z) + t2||v]]? '

Dado que x y v son vectores unitarios y que x L v tenemos que

_ A@)IP + 2tRe{wA(v), A(z)) + £2]|A(v)]|?
1+ ¢2 '

g(t)

Al ser g una divisiéon de polinomios cuyo denominador no se anula, g es
diferenciable en R y su derivada es

() = (2Re(wA(v), A(x)) + 2t A(0)|I*) (L + £%) — g(t)2t

g (1+2)2 '

Por tanto, ¢'(0) = 2Re(wA(v), A(x)).

Como ¢ tiene un maximo en 0 debido a que f tiene un maximo en z, se
verifica que 0 = ¢/'(0) = 2Re(wA(v), A(x)). Tomando w = 1 obtenemos que
Re(A(v),A(z)) = 0 y tomando w = i sucede que 0 = Re(iA(v), A(z)) =
Im(A(v), A(x)). En conclusién, A(v) € A(z)*. [ |
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Demostracién del teorema 1.2:

Sea A € K(Hi,Hz) y 1 el vector maximal de A en H;. Haremos la demostra-
cién mediante induccién. Sea Dy = {z1}. Restringimos A al subespacio Di;
A sigue siendo compacto y por tanto existe otro vector maximal x4, ortogonal
a x1. Entonces en virtud del lema 1.4 tenemos que y; := A(x1) y y2 := A(xs)
son ortogonales dado que x5 € Di, es decir, Dy := {x;}2_, es un conjunto de
vectores ortonormales y por tanto Ry := {yr € Ha : yp := A(zx) k =1,2}
es un conjunto de vectores ortogonales.
Supongamos que existe un conjunto ortonormal D,, := {x;}}_; de manera
que para cada k entre 1 y n — 1 si restringimos A a Dj- entonces 734 es un
vector maximal. Sabemos que R, := {yy € Ho: yp := A(xx) k=1,...,n} es
un conjunto de vectores ortogonales. El lema 1.3 nos garantiza la existencia
de un vector maximal cuando restringimos A a D-. Dado que z,, Lz) para
todo k tal que 1 < k < n por ser x, 1 un vector maximal de A en D#, D,
es un conjunto ortonormal. Ademas, para todo k£ < n, como xj es un vector
maximal en Dj- ; y Dj-; contiene a D;-, en virtud del lema 1.4, tenemos
que Yn+1-lyg. En consecuencia, R, 1 es un conjunto de vectores ortogonales.
La induccién termina en x,, siempre que A sea el operador nulo en D;-. Por
tanto, por induccién, tenemos una sucesién de nimeros positivos {p, }o2 ;.
Si s6lo hay un nimero finito de elementos de {u,} distinto de cero, la in-
duccion terminaria en un numero finito de pasos. Esta sucesién cumple que
tn = ||ynll v que los y, := A(x,) son ortogonales.
Debido a que los pu, son iguales al valor de la norma del operador A res-
tringido al subespacio D+ y como D,, C D,,,; implica que D,ﬁl C D}, se
demuestra que

tnsr = IAlps 1 < [Alps | = oo
Lo cual implica que la sucesion {u,} es no creciente.
Si la induccién no termina, como {p, } es una sucesién de niimeros positivos,
no creciente tiene un limite no negativo p.

o

Observamos que D = |J D, es un conjunto ortonormal y acotado por 1.

n=1
Para cualquier m,n € N como v, y,, son ortogonales

= Yl = lyall* + Nymll* > 204°.

Por tanto, si 4 > 0, {y,} no contiene una subsucesién de Cauchy y esto entra
en contradiccion con la compacidad de A.

Finalmente, supongamos que v € D+ y [[A(v)|| > 0 con ||v]| = 1. Sea N
suficientemente grande de modo que puy < [[A(v)||. Como v € D+, v € Dy.
Por tanto, ||A(v)|| es menor o igual que la norma de A restringida a Dy (i.e.,
pn+1). Esto implica que py < ||A0)|| < pni1 < pn, lo cual es absurdo. Por
consiguiente, T'(v) = 0.



Observacién 1.5.

- Para todo operador compacto A tenemos la sucesion {u,}>2 ;, asociada al
operador, que es no creciente. Entonces los p,, pueden estar repetidos, es-
to es, fm = pmy1 para algin m € N. Redefinimos una nueva sucesion de
nimeros reales positivos {u,}o, donde p} 1= 1 y p,; = I;Lleéil\)]({un Dy #

w; siendo j € {1...n}}. Notemos que siempre existe el siguiente valor s,
porque la sucesién {p,}>2, es decreciente y tiende hacia cero. Sea ahora
E, = Span({zx : * € D con ||A(z)|| = u,}). Supongamos que E,, no es de
dimensién finita. Entonces existirfa una subsucesién de {u! }°°; que no con-
vergeria a cero, lo cual es absurdo. Por tanto, F),, es de dimensién finita para
todo n € N.

- Sean {x}...2%} los elementos de D para los cuales ||A(z?)|| = u!, donde
j €{1...k,}. Definimos el operador

Un : Spcm({xi_. Sty — Span({A(a:}I) . A(:L”;")})
T Un (z),)=2},

donde 2J = (1/ul,)A(x?) para todo j € {1...k,}. Al ser {z ?;1 ortonormal
kn

i — ] .
y si tomamos z = } a;z;, donde a; € C se cumple
J=1

kn kn
1T @I =1 aszl? =) lag* = Jll.
j=1 j=1

Por esta razon, U, es una isometria.
L . L o o
Es facil ver que 7}1_)11(;10 w, =0y que A = pu, U, cuando nos restringimos al

espacio F,. Ademas, el operador A se anula en el complemento ortogonal de
Span({E,}22 ) = Span(D).

Definicién 1.6. Sea A € K(H1,Hz). Llamamos n-ésimo valor singular
al n-ésimo elemento p!, de la sucesion {u! }>°, construida en la observacién
1.5. Lo denotamos mediante g, [A].

Definicién 1.7. Decimos que x es un n-ésimo vector singular si z es un
vector que tiene asociado el valor y,[A], es decir, que ||A(z)|| = pn[A]. Segin
la observacién 1.5, exiten k, n-ésimos vectores singulares, que denotaremos
mediante zJ [A] donde j € {1...k,}.

Nota. Consideraremos, mientras no haya confusion, que existe un tnico n-
ésimo vector singular x,[A], aunque existan vectores singulares que tengan
el mismo valor singular.
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Ahora vamos a realizar la descomposicién polar de operadores compactos.
Para ello debemos dar unas definiciones relativas a operadores acotados, aun-
que la descomposiciéon polar se pueda dar para operadores acotados generales
no haremos dicha demostracion dado que se escapa de nuestro propoésito.

Definicién 1.8. Un operador T' € L(H) se dice que es positivo si para todo
v € H tenemos que (T'(v),v) > 0.

Definicién 1.9. Sea U € L(H). Decimos que U es una isometria parcial
si para todo v € Ker(U)*, [|U(v)|| = ||v]|.

Teorema 1.10. Descomposicion polar para operadores compactos
Sea A € K(H). Entonces A = U|A| donde U es una isometria parcial y |A|
es un operador positivo, ambos pertenecientes a L£(H). Ademds, si D estd
definido como en el teorema 1.2, D+ es el niicleo de U y de |A|, y cada x,[A]
es un autovector de |A| con autovalor p,[A].

Demostracién: Sea {w,[A]} una base ortonormal del Ker(A). Notemos
que por el teorema 1.2 se verifica que Ker(A) = D*. Por tanto, S[A] =
{w,[A]} U {x,[A]} es una base ortonormal de H. Dicha base la llamaremos
base singular. Sea ahora P, el operador proyeccién sobre el subespacio
generado por {z1[A]...zF[A]}, siendo estos los vectores asociados al n-ésimo

kn . .

valor singular 1,,[A]. Por tanto, P,(-) = > (-, 27 [A])2z],[A]. Supondremos que
i=1

para cada valor singular p,[A] existe un tnico vector singular z,[A].

Si definimos |A| :== > u,[A]P,, para cualquier v € H de manera que v =
n=1

3 a4+ 3 b
(141(0).) = {3 [ Alorail 4], 3 o, 4] + 3 boo, [4]) =

=> /ik[A”ak‘Q > 0.
k=1

Por tanto, |A| es positivo. Si tomamos el vector unitario U(z,[A]) = z,[A]
de modo que z,[A] = (1/un[A])yn[A] y U(w,[A]) = 0 para todo n € N, como
el conjunto {z,[A]} es un conjunto ortonormal y debido a que para cualquier

o0
v =Y axi[A] € E se cumple que
k=1

U@ =1 )y arzi[A]|]* = Py Jar|* = llv]*.



Por lo tanto, U es una isometria en E = Span(D).

El teorema 1.2 implica también que Ker(U) N E = 0 y por tanto {w,[A]}
forma una base ortonormal de Ker(U) (i.e., U es una isometria parcial).
Ahora, tenemos que

|Al(za[A]) = > i Pi(walA]) = pnwn 4],

es decir, |A| cumple la condicién de los autovalores.

Sea v € D*. Entonces P,(v) = 0 para todo n € N lo cual implica que
|A|(v) = 0. En consecuencia, D+ = Ker(|Al|). Luego, Ker(A) = Ker(U).
Por tltimo, de la linealidad de los operadores, de A(w,[A]) = 0 = U|A|(w,[A4])
para todo n € Ny de

Awn[A]) = pn[Alzn[A] = pn[AJU (2n[A]) = Upn[Alz,[A]) = U]A[(2,[A])

se deduce que A = U|A|. [

Nota. Es claro, por el teorema anterior, que un operador compacto A siem-
e.)

pre tiene una descomposicién de la forma A = > u,[A](-, ,[A]) 2, [A]. Es-
n=1
ta descomposicién se llama descomposicién candénica de operadores

compactos. Ademads, tenemos que |A| = i pn Al 2 [ADxn[A] vy que
n=1
U= 2, anlA)lAl

Teorema 1.11. (#) es un subespacio lineal cerrado de £(H) para la nor-
ma del operador. A € K(H) si, y sélo si, existe una sucesién {4, }°, de
operadores de rango finito que tiende A en la norma del operador.

Demostracién: Veamos que K(#H) es cerrado, es decir, si {A4;}32, es una
sucesion de operadores compactos que converge en la norma del operador a
A, entonces A es compacto.

Sea {x,}52, una sucesién acotada de H. Sin pérdida de generalidad supo-
nemos que ||z,|| < 1. Vamos a hallar una subsucesién {y,}>>, de {x,}>2,
de forma que para todo A; tengamos que {A4;(y,)}°, es una sucesién de
Cauchy. Dado que {z,,}5°, es acotada y que A; es compacto, {A;(z,)}52,
tiene una subsucesién de Cauchy. A esta subsucesién la denotamos median-
te {A1(z1,)}52,. Al aplicar a Ay la sucesion {z1,}2, de la misma mane-
ra que antes, obtenemos una subsucesion {zy,}°°, de {z1,}°°, de manera
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que {As(z2,)}0°, es una sucesién de Cauchy. Repitiendo este procedimiento
inductivamente, para cada i € N obtenemos una sucesion {x;,}5°, de for-
ma que {z;,};2; es una subsucesion de {x -1y toe; v {Ai(im) oz, es de
Cauchy. Entonces la sucesion {y,}22, := {2}, cumple que {A;(yn)}o,
es de Cauchy para todo ¢ € N cuando n > 1.

Sea ¢ > 0. Como A; ﬂ> A existe un A;, tal que ||A— A, || < £/3. También

1—00

existe un m € N de forma que si m > ig; ny,ne € N; y ny,no > m se tiene
que

||Aio (ym) - Ai()(ym)H < 5/3'

Por tanto, tenemos que para todo ny,n, > m

[AYn1) = Alyn,)l| <

HA(ym) - AZo(ym)H + HAio(ym) - Aio(ym)H + ”AZO(ym) - A(ynz)H <

9 9 9
14 = Al |+ 1450 ) = Aig )l 14 = Al < 5+ 5+ 5 =

Se concluye que la sucesion {A(z,)}2, tiene una subsucesién de Cauchy
{A(yn) }22,, es decir, A es compacto.

Sea A un operador compacto y sea A = > u,[A](-, x,[A])2,[A] su descom-

n=1
N
posicién candnica. Si tomamos Ay = > pn[A](:, z,[A])2n[A] en virtud del
n=1
teorema 1.2 se verifica que
1A = Ayl =l pnl AJC [ AD) 20 ANl = pivia [A] ——= 0.
n=N+1 =0

Por tanto, A es limite de operadores de rango finito.

Reciprocamente, sea B un operador de rango finito y sea {z,}°°; una su-
cesién acotada. Entonces { B(z,)}5°, es una sucesién acotada sumergida en
un espacio de dimensién finita, por ende, en virtud del teorema de Bolzano-
Weierstrass, tiene una subsucesién convergente. Luego B es un operador com-
pacto. Por la primera parte del teorema KC(H) es cerrado. Por tanto el limite
de operadores de rango finito es un operador compacto. ]

Teorema 1.12. La aplicacién que envia A € L(H) — A* € L(H) es un
isomorfismo isométrico lineal conjugado de £(H) en L(H).

Teorema 1.13. A € K(H) si, y sblo si, A* € K(H).



11

Demostracion: Sea A un operador compacto. Para ver que A* es compacto
probaremos que es limite de operadores de rango finito.

Por el teorema 1.11 sabemos que A es limite de operadores de rango finito
A,. Aplicando el teorema 1.12

[4° = 43 = (4 = 4] = 1A = 4]l —— 0.

Falta ver que el adjunto de un operador de rango finito es de rango finito.
Sea B un operador de rango finito. Entonces Im(B) C D siendo D un
subespacio de dimensién finita. Sea {yi,---,y,} una base ortonormal de
D. Entonces

B(-) = o1()yr + - + On()Yn

donde los ¢; : H — C 1 < i < n expresan las coordenadas en dicha base.
De la igualdad B(x + y) = B(z) + B(y) se deduce que los ¢; son lineales.
Como la base {y1,...,yn} es ortonormal tenemos

Gi(@)] < Do) = | Z% (@)y;lI* = 1B@)I* < [IB]*[l]
j=1

Por lo tanto, los ¢; : H — C 1 < i < n son funcionales lineales y acotados.
Por el teorema de representacion de Riesz existen vectores v; € H para todo
1 < i < n tal que ¢;(-) = (-,v;). Ahora bien, el operador acotado definido
mediante B'(+) = (y1,)v1 + -+ + (Y, -)v, cumple

(Bx,z) = (x,v1)(y1,2) + - + {2, 0)(Yn, 2) = (x, B'z).

Por tanto, B = B* y el adjunto es de rango finito.
La equivalencia se deduce de todo lo anterior y de B** = B. |

El siguiente lema se incluye por su utilidad a la hora de trabajar con los
operadores adjuntos, pero por su sencillez no se incluye demostracion:

Lema 1.14. Sea A € L(H). Entonces

Ker(T) = Ran(T*)*.

Ker(T)* = Ran(T*).

Proposicién 1.15. Sea A € K(H) de manera que su descomposicién candni-

caes A= Zun[ 1(, z,[A]) 2, |A]. Entonces A* = me[ 1(, zn[A])z,[A]. En

particular, A y A* tienen idénticos valores smgulares con la misma multipli-
cidad.
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Demostracion: La comprobacion de la caracterizacion del adjunto es in-
mediata. Por el teorema 2.13 A* € IC(H) y para todo v, w € H resulta

<A(v),w>=<§1Mn[A]<v,xn[A]>zn[] w) = Zun[ [{v, 2a[A]) (z0[A], ).

Por otro lado se cumple,

(0, A% () = (0. 3 al Al w0,z [ Al [A]) = 3 o AT, 2, [AT (0, [4]) =
3 il )z 4], w0, [A]).

Para mostrar la igualdad de los valores singulares, primero completamos
{zn[A]}22, a una base {z,[A]}22, U{z/[A]}>2 . Sea

oo
z = Y a;z[Al + Y0 dzj[A] € H un vector unitario, es decir, Y [a;|* +
j= j=1 J=1

> \a;|2 = 1. Dado que {z,[A]} vy {x,][A]} son ortonormales, aplicando la
i=1

identidad de Parseval se obtiene
[A*(2)]l = Hg a;p; [ Al [A]l] = (é a5 2p15[A]?)2.
Dado que la sucesién {u,[A]}2°; es no creciente,
4G < (3l A = AN Jos)? < a4

Sin embargo, ||A*(z1[A])|| = u1[A] asi que pi[A*] = ||A*|| = p1[A]. Repitiendo

el mismo proceso inductivamente sobre {zi[A],...,2,[A]}* v teniendo en
mente que {z,[A]}>°, U{z/[A]}32, es una base de este espacio se obtiene que
pn[A*] = pn|A] para todo n € N. [

Nota. Los operadores unitario U* y positivo |A*| asociados a A* provenientes
[&.°]

de la descomposicion polar del teorema 1.10 son U* = > (-, z,[A])z,[4] ¥
n=1
AT = 2 il AN 2l Alp2znlA]-

La demostracion del siguiente lema no se incluye por ser conocida:

Lema 1.16. Sea H un espacio de Hilbert complejo. Sea A € L(H). Entonces
A es autoadjunto si, y sélo si, para todo v € ‘H tenemos que (A(v),v) € R.
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Proposicién 1.17. Sea A : H — H un operador de la forma
A = > A\u(",Yn)vp, donde las familias de vectores{y,}2>, v {v,}>°, son
n=1

ortonormales, la sucesion {\,}5°, es de numeros positivos, no creciente y

lim A, = 0 (la sucesion puede ser finita). Entonces:
n—oo

a) A es compacto.

b) Los A, son los valores singulares de A.

c¢) Las familias {y,, }°°; v {v,}°° corresponden a la descomposicién canéni-
ca de A. La diferencia que existe es que si A\, = -+ = A\, v si
A= il pnlA] (-, xn[A]) 2, [A] es la descomposicién candnica de A, los

vectores {x! [A], ..., 2" [A]} asociados al valor singular tal que j,,[A] =

rYm

An ¥ los vectores {yn, ..., Ynir} generan el mismo espacio y de manera
andloga sucede con los vectores {21 [A],..., 2% [A]} v {vn, .., Unin}-

Demostraciéon: Tenemos

a) Por la ortonormalidad de la familia {v,}52, y la desigualdad de Bessel
tenemos que para todo r € H

1A2]* = (@, ya) P22 < [|2[|* sup{A2}.
1 neN
Esto implica que
[A]l < sup{An} = Ar.
neN

Pero como Ay; = A\jv; sucede que ||Ayi]| = A. Y por tanto,

A= Ar-
N
Si llamamos Ay = Y Ay (-, Yn)vn, por lo anterior
n=1

||A — ANH = )‘N—H — 0.
N—oo

Como los Ay son de rango finito, A es compacto.

b) Supongamos que A; = --- =\, > \.4;. Para cada
T € Spa’n<{y17 s 7y7’}) = Dl

r

Az = /\1 Z(xv yk>vk

k=1
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Entonces

[Az]* = AT > [, y)|* = Afll=]l”.
k=1
Luego en los vectores del subespacio Span({y1, ..., y-}), [|Az| = Ai||z]|.
En cambio, si x tiene alguna componente fuera de Dy, aparece un su-
mando A\ (x,ys) o bien (z, 2), 2 € Ker(A). En cualquier caso como

1Az > = AT~ [, y)[* + términos < AT [z, yi) [P + Al )

k=1 k=1

con lo que [[Az| < Afjz]]. Luego \y = -+ = A\, = wi[A] y Dy es
exactamente el subepacio que asociado al primer valor singular de la
descomposiciéon canoénica de A. La eleccion de la base ortonormal de
D4 es arbitraria, pero Dy no lo es.

Ahora, al restringir A a Di- tenemos que

Alpr = > Al yn)vn.

n=r-+1

Aplicamos los cdlculos anteriores a A[p.. Procediendo asi inductiva-
mente se llega a la igualdad de los valores singulares.

Corolario 1.18. La base singular de cualquier operador autoadjunto y com-
pacto A € IC(H) es una base de autovectores donde el autovalor asociado a
xplA] es 6 pn|A] 6 —un[A]. En particular, los valores singulares son reales.

Demostracién:

o
Sea A compacto y autoadjunto. Sea A = > A\, (-, €,,)e, su descomposicion
n=1
espectral. Tomando y, = e,, v, = e, si A, > 0, v, = —e,, si A\, < 0, con la
oo

notacion de la proposicién anterior. Entonces A = Y A, (-, e,)e,, la sucesién

{An} tiende hacia 0; si elegimos los {\],} de modo que la sucesién {IN|} sea
decreciente, por la unicidad ésta es la descomposicién de A en los valores
singulares. Asi, p,[A] = Ay si Ay > 00 pu[A] = =X, si A, <0. |



Capitulo 2

Clase de Traza

Antes de definir la Clase de Schatten vamos a definir los operadores de
la Clase de Traza y la Traza de un operador de la Clase de Traza. Esto es
debido a que las clases de Schatten son una generalizacién de los operadores
de la Clase de Traza.

Definicién 2.1. Clase de Traza
Un operador A € K(H) se dice que es un operador de la clase de traza si

la serie > u,[A] es convergente. Denotamos el conjunto de operadores de la
n=1
clase de traza mediante S;(H) y definimos [|A|; := > pa[A].
n=1

Veremos més adelante que || - ||; es una norma.

Definicién 2.2. Traza _
Sea A € §;(H). Sea A= > (-, x,[A])un[A]z,[A] la descomposicién candnica
n=1

8

de A. La traza de A es Tr(A) = > (A(z,[A4]), zn]A]).

n=1

Nota. Sea A € §1(H). Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz término a
término y debido a que ||A(z,[A])]| = pun[A] tenemos que

Tr(A)] <Y [{AalA]), za[AD] < Y |G [AD|za[A]]l = Al

Por tanto, Tr(A) converge absolutamente. A menos que se diga lo contrario,
siempre que usemos la operaciéon Tr(A) supondremos que A € S;(H).

Teorema 2.3. Sea A € K(H). Entonces
tn[A] = min{||Alp]| : T'={¢1 ... dp_1} ortonormal }.

15
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Demostracién: Sea I' = {¢;...¢,_1} un conjunto ortonormal de H. De-
notamos mediante F,,_; al conjunto

Ey—y = Span({z:[A] ... za[A]}) N Span({¢1 . .. ¢n1})™.

Comprobemos que dim(F,_1) > 1. Sea x € Span({z1[A]...z,[A]}) ¥y
x € Span({¢1 ... ¢n_1})*. Entonces

xr = Zaz% z,¢;) =0 paratodo je{l...n—1}.

Estas dos propiedades plantean el siguiente sistema de ecuaciones:
<x1[A]7¢1> <$n[A]7¢l> ai

: . : | =0.
<.T1 [A]7 ¢n71> <x7l [A]7 (bnfl) an

Este sistema de ecuaciones tiene n — 1 ecuaciones y n incégnitas. Por tanto

existen infinitas soluciones. Debido a esto F,,_; define un subespacio de al me-
nos dimensioén 1. Sea x unitario y perteneciente a E,,_; C Span({zi[4]...x,[A]}),

es decir, z = > apxi[A] con Y |ag|* = 1. Del teorema 1.2 deducimos
k=1 k=1

1A@)]I* = Z!ak\ p[A >Z!ak\ pnl Al = pin AJ”.

Dado que [[A|p1]] > [|A(x)| v que x € T+ se verifica

min{||Alpe|| : T ={é1...¢d,_1} ortonormal } > p,[A].

Por otro lado, como p,[A] es la norma de A cuando restringimos A al com-
plemento ortogonal de Span({z1[A]...x,—1[A]}), si tomamos

I'={m[A4],...,z,1]A]}

particular, observamos que el minimo es alcanzado. [ |

Usando el teorema 2.3 podemos hacer una prueba alternativa para hallar
la igualdad de los valores singulares de un operador compacto y su adjunto.
Vamos a probar que A y A* tienen idénticos valores singulares con la misma
multiplicidad:

Corolario 2.4. Sea A € K(H). Entonces p,[A] = pu,[A*] para todo n € N.
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Demostracion: Debido al teorema 2.3, si demostramos que para todo
conjunto ortonormal I'y C H de n — 1 vectores, existe un correspondiente
conjunto I'y C H de n — 1 vectores tal que [[A*[p| < ||A|p.]], entonces
pn[A*] < pn[A]. Esto serfa suficiente para demostrar el corolario dado que
(A%)* = A.

Sea I'ty = {¢1...¢,_1} un conjunto ortonormal en H y sea E; = Span(T').
Definimos ahora FE) := A(F;) y se tiene que dim(E}) < dim(E;). Elegi-
mos una base ortonormal en F} y completamos dicha base hasta tener un
conjunto de n — 1 vectores ortonormales. Llamamos a dicho conjunto I'y y
denotamos FEy := Span(I'y). Aplicando el teorema 1.2 sabemos que existe
v € Ef con ||v|| = 1 tal que [A*|pe | = [[A*(v)]]. Si A*(v) = 0 es trivial
que [[A*|ps|| < [|A|ps]l. Por tanto suponemos que A*(v) # 0y tomamos
u = A*(v)/||A*(v)|| el vector unitario en la direccién de A*(v). En virtud de
la desigualdad de Cauchy-Schwarz se prueba que

[A%rg | = (A" (v), w) = (v, A(w)) < [|A(u)].

Sin embargo, para todo 1 < k < n, como A(¢y) € Ey y v € Ey, se deduce
que

{0n, A™(v)) = (A(dr), v) = 0.

Por lo tanto, ¢, LA*(v) para todo 1 < k < n, es decir, u € E{. En conse-
cuencia,

[A ey [ < [JAI] < 1A p e ]I

El siguiente resultado prueba una definicién equivalente de la Traza.

Teorema 2.5. Sea A € S;(H) y sea una base ortonormal cualquiera {e;}72,

de H. Entonces ;::1 [(A(er),er)| < ||Alx y Tr(A) = > (Aler), ex)-

n=1

Demostracion: De la desigualdad de Bessel deducimos

ek, 2alADF? < lla )2 =1

NE

i

1

|zl AL, )2 < ||2al A% = 1.

NE

i
I
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Por tanto, f. = {{za[A]ex) [} ¥ fo = {(c6. 2alAD|}y estin en l espa-
cio de Hilbert £2 con || fz||e, || f2|lez < 1. Aplicando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz para £? obtenemos que

[{fas fo)ee Z k) ek, LalAD] < | fellel| flle < 1.
Dado que e, = i(ek,xn[A])xn[A] + i(ek,wn[A])wn[A] y que los wy,[A]

estan en el Ker(A) para todon € N se verifica que

3 [{A(er).ea)] = 32 HACS dew A 4] + 3 en wa A, [A]) )] =

3 A few. AL )] = 3 | 5 er, 2ald]) (Alzald]) ea) | =
3 1 3 few D (a4 4], )]
Por tanto,

3 {A(ee).ex)] = 5= 3 mulAll(er, 2ald]) (2[4 0)] =
3 malA] 3 [{ew mal A AL ] < 3 pald] < 4]

La igualdad en el intercambio de los sumatorios esta asegurada por el hecho
de que los sumandos son no negativos. Ademas, el hecho de que la serie
converja absolutamente permite poder hacer reordenamientos de la serie.
Notemos que

2a[A] = :il(z" [A], ex)er
Por tanto,
]§1<A(ek), er) = éé pn Al (e, 2o [A]) (2n[ Al €x) =
2 in[ Al g:l(»%’n[A],ek) e, Tn]A]) = 2 i [A] (2 [ AL, 2 [ A]) =
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El siguiente resultado es bien conocido:
Lema 2.6. Sean A € K(H)y B € L(#H). Entonces AB, BA € K(H).

Aunque L(#H) es no conmutativo, vamos a probar que la traza respeta la
conmutatividad.

Teorema 2.7. Se verifica las siguientes propiedades:

a) SiAe S (H)y B e L(H), entonces ABy BA € §1(H).

b) Sea A € S;(H) y B € L(H). Entonces p,[BA], u,[AB] < ||B||pn[A4]
para cada n € N.

c) Ademds, Tr(BA) =Tr(AB)y
[ Tr(BA)|, [Tr(AB)| < |[AB;.

Demostracién: Es claro que b) implica a).

b) Por el lema 2.6 AB y BA son compactos. Tenemos que
|BA(v)|| < ||BJ|||A(v)|| para todo v € H.
Entonces por el teorema 2.3
fin| BA] < || B| i [A].
Ademas, por el Corolario 2.4

pin[AB] = pun[B*A™] < || B*||pn[A"] = [| Bl [ A].

c) Por el teorema 2.5, para toda {e;}?°, base ortonormal

Tr(AB)| = | ) (AB(er)en)] < ) [(AB(ex),ex) < ) palAB].

n=1 n=1 n=1

Por otra parte,

Tr(BA) < 3 [(BA(er) e)] < 3 il BA] < .
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Por tanto, las trazas convergen absolutamente. Para probar la acotacion
de |Tr(BA)| por ||AB||; demostraremos la igualdad entre las trazas de
AB y de BA. Notemos que para cualquier z € {z,[A]}* = Ran(A)*
Ker(A*),

(AB(z2), 2) = (B(2), A(2)) = (B(2),0) = 0.

Por el teorema 2.5 y el hecho de que {z,}52, es un conjunto ortonormal
se comprueba

Tr(AB) = §<AB<zn[ )l J>+§< B(z, A, %, [4]) =

Dado que {w,[A]}32, es una base de Ker(A) se verifica que
BA(w,[A]) = B(0) = 0.

A causa de que {x,[A]}>%, es base de Ker(A)t y que p,[A]z,[A] =

A(z,[A]) para todo n € N,

Tr(BA) = 3 (B(A(@a[A])), 2 A]) = 3 (B(un[A]2a[A]), 2 A]) =

n=1 n=1

3 nalA((Bz[A]) . 4],

Teorema 2.8. S;(H) es un espacio vectorial sobre C y | - ||; es una norma
sobre 81 (H). Ademés, la traza es un funcional lineal y continuo para la norma

|| - ||1 sobre Si(H).

Demostracién: Sea a,b € C y sea A, B € S1(H). Sea {er}2, la base
singular reordenada del operador compacto C' := aA + bB, es decir, conside-
rando los vectores tanto del nicleo como los vectores asociados a los valores
singulares. Sea f, el vector unitario en la direccién C'(ex) (6 0 si C(ex) = 0).
Finalmente, sea U la isometria parcial dada por U(er) = fi (i.e., la isometria
parial dada en la descomposicién polar del teorema 1.10). Entonces



21

ICls = f: IC(ex)]| = | f:<c<ek>,fk>\ - |§'§1<aA<ek>,U<ek>> +
(bB(ex), Uler))] = @ a(U* Alex), ex) + BU* Blex), k).

Sin embargo, debido a que S;(#H) es cerrado bajo la composicién de L(H)
ypara X € Si(H)y Y € L(H), |[YX|i < |[YII|X]1, U*Ay U*B estén
ambas en la clase de traza. Por tanto, la serie converge absolutamente y por
el teorema 2.5 tenemos que

1Cl =1 Z a(U"A(er), ex) + b(U"Blex), ex)| < |al Z (U™ Aler), ex)| +
IbIkZ::lKU* (ex), ex)| < lal[|U"Alls + p[l[U" B < |all|Allx + [o]]| B

Tomando a = 1,b = 1 se prueba la desigualdad triangular para || - ||;.

Para ver el resto de propiedades de norma debemos tener en cuenta la relacién
de los valores singulares y la norma de operador vista en el teorema 1.2.
Dado que todo u,[A] > 0 se tiene que

|All1 =0 < pp[A] =0 paratodon e N& ||A|| =0 A=0.

Sea A # 0 un operador de la clase de traza. Si A # 0, ||A|| # 0. En conse-
cuencia, la sucesion {u,[A]}>2, de valores singulares tiene algin valor singu-
lar distinto de cero. Luego, ||Al|; > 0.

Que [|AA|l1 = |Al||A]l1 se deduce del hecho de que [[AA| = |A|||A]l v, por
consiguiente, p,[AA] = |A|p.[A].

Veamos que la linealidad se deduce del teorema 2.5. Sea {e;}32; una base
ortonormal cualquiera de H. Entonces

Tr(aA+0bB) = Z (aA+bB(ex),ex) =a Z( (er),er) + bli(B(ek), er) =
B alr(A) + bTr(B) B

donde los términos se pueden reordenar por que la traza de de A y B con-
vergen absolutamente.

La continuidad se demuestra aplicando el teorema 2.5, debido a |Tr(A)| <
1A u

Definicién 2.9. Un ideal-* bilateral en £(H) es un subconjunto I" de £(H)
que cumple:
- I' es un espacio vectorial.

- SiAeTy BeL(H), entonces AB y BA pertenecen a I'.
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- Si A €T, entonces A* € T

Nota. De los teoremas anteriores se tiene que S;(#H) es un

ideal-* bilateral en L£(H). Ademads, la traza de un operador cualquiera se
puede definir en funcion del teorema 2.5. En este caso aceptando el valor
infinito para cuando la traza no converja. Un ejemplo de esto se consigue
consideranro el operador identidad.

Definicién 2.10. Para cualquier conjunto X C L(H), denotamos X a los
operadores positivos de X.

Definicién 2.11. Sean S,T € L(H) operadores autoadjuntos. Decimos que
T>Scuando T — S € L(H)™.

Lema 2.12. Sean A, B € S;(H)". Se verifica:
a) La traza es no decreciente; i.e., si A > B, entonces Tr(A) > Tr(B).

b) Sea la sucesion {A,}22, C Si(H)" de manera que A, ; > A, para
todo n € N y la sucesién {A,}22, converge a A en la norma del ope-
rador. Entonces lim Tr(A,) = Tr(A). Sin embargo, el limite puede

n—oo

ser infinito. Cuando eso ocurre decimos que la traza del operador es
infinito.

Demostracién:

a) Sean A, B € S;(H)" y A > B. Notemos que Tr(A), Tr(B) son reales.
Por el teorema 2.8 se verifica que

Tr(A)=Tr(B)+Tr(A— B).

Sea {e}72, una base ortonormal de H y recordemos que A — B es
positivo. Entonces

Tr(A)=Tr(B)+Tr(A—B) = TT(B)+Z((A—B)(ek), ex) > Tr(B).

b) Sea {4,}52, C S;(H)" una sucesién no decreciente que converge a A
en la norma del operador. Tenemos que f,(z) := (z,v) es un funcional
continuo para todo v € H fijo debido a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz. Ahora bien, como (A, (v),v) > 0 para todo n € N y dado que
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A, My A se verifica que (A(v),v) > 0, para todo v € H. Con lo cual

n—o0
A es positivo.

También
<An+1(v)7v> - <An(v)>v> = <(An+1 - An)(v)7U> >0,
es decir, {(A,(v),v)}32, es una sucesién no decreciente. Por tanto

(A(v),0) = lim (A, (v),v) = (An(v),0)

n—oo

para cualquier N € N fijo. Asi que
(A= Ax)(v),0) > 0
para todo v € H. Por el apartado a) tenemos que

Tr(A) > lim Tr(A,).
n—oo
Notemos, también por el apartado a), que el limite existe en la recta
real extendida porque {Tr(A,)}>; es una sucesién de nimeros positi-
vos no decreciente.
Si el limite es finito, supongamos que 1r(A) es estrictamente mas gran-
de que nh_>r20 Tr(A,). Dado que Tr(A) es un limite de sumas parciales,

para algin K € N,

Z(A(ek),ek> > lim Tr(A,).

n—00
k=1

Sin embargo, llegamos a una contradiccién pues

lim Tr(A,) > lim f:(An(ek),ew = f:(A(ek),ek> > lim Tr(A,).

Nota. Para ilustrar que limite de una sucesién de operadores {A,}2°,, en
las condiciones del teorema 2.12)b), no es un operador de la clase de Traza
basta tomar un operador compacto y positivo de modo que A ¢ S;(H).
Tomando la sucesiéon de operadores A, := AP,, donde P, es la proyeccion
sobre Span(z1[A4],...,z,[A]), la sucesion cumple las hipétesis del lema y la
Tr(A) no es finita.
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Capitulo 3

Desigualdad de Holder para
Sp(H)

Definicién 3.1. Clase p-ésima de Schatten
Sea A € IC(H). Decimos que A es un operador que pertenece a la p-ésima
clase de Schatten para 1 < p < oo si la sucesion {u,[A]} € 2. Denotamos
a la p-ésima clase de Schatten mediante S,(H).

Definicién 3.2. Norma p-ésima de Schatten
Sea A € Sy(#H). Definimos la p-ésima norma de Schatten como la suma
(> (pn [A])p)% y la denotamos mediante ||A]|,.

n=1

El hecho de que la norma de Schatten sea realmente una norma es a lo
que nos dedicamos en esta seccion. Ahora haremos unos comentarios sobre
las clases de Schatten y su notacion.

Nota.

- Si denotamos mediante Soo(#H) a los elementos de A € K(H) tales que
{un]A]} € €°° del teorema 1.2 se deduce que pi[A] = ||Allo ¥y que todo
operador compacto pertenece a S,.(H). Ahora bien, también del teorema
1.2, se deduce que ||Al| = ||A]|. Por tanto tiene sentido considerar a S, (H)
como la clase de los operadores compactos, es decir, IC(H).

- La relacion entre las Clases de Traza y las Clases de Schatten estd en la
descomposicion polar. Primero notemos que la 1-clase de Schatten es la Clase
de Traza y que ||Al|; = Tr(]A4|) al ser |A| autoadjunto y tener autovectores

x,|A] v autovalores p,[A]. Luego, dado que |A|P = > u,[A]PP,, siendo P,
n=1

la, proyeccién sobre el n-ésimo vector singular de A, tenemos que p,[A]P son

25
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los valores singulares de |A|P. Este hecho se demuestra posteriormente en el
teorema 4.1. Por tanto, ||A|[} = Tr(]A[?) para todo A € S,(H).

- A partir de ahora consideraremos p y ¢ exponentes conjugados.
Ahora probaremos que las normas de Schatten cumplen una generaliza-

cion de la Desigualdad de Holder. Enunciaremos el teorema, pero no estare-
mos en condiciones de demostrarlo hasta el final del capitulo.

Teorema 3.3. Desigualdad de Holder para normas de Schatten
SiAeS,(H)y BeS,(H) para 1 < p,q < 0o, entonces AB es un operador
de la Clase de Traza y [|[AB|1 < || A|l,|B|l4-

Para la demostracion de este teorema necesitamos desarrollar ciertas de-
sigualdades y construir los productos tensorial y alternado.

3.1. Desigualdades

Definicién 3.4. Sea a = (ay,...,a,) € C". Definimos a* := (af,...,a}) €
R™ al vector tal que sus componentes forman una reordenacién de {|a;|} en
orden no creciente, es decir, de manera que aj > ... > a;,.

Ejemplo 3.5. Seaa = (3,1,10, —3, —12). Entonces a} = 12, aj = 10, a} = 3,
ay =3, a; = 1.

Lema 3.6. Sia= (ay,...,a,) € R" y b= (by,...,b,) € R", entonces

n n

Z |ajbj| S Zajb;‘
j=1 j=1

n n
Demostracién: Dado que ) |a;b;| es la misma suma que ) a}[b
Jj=1 Jj=1
modo que 7 € 5, es la permutacion que envia a,,y = aj, podemos suponer
que |ai| > ... > |a,|. Entonces

)|de

()

n n n—1 n—1 n—2
2 lajbs| = 22 lajbil + lan| 221051 = lan| 22 105 + lan—1| 22 16;] =
7j=1 j=1 j=1 7j=1 j=1

n—2
an—1| Y |bj| + ...+ |ag|[b1] — |az|[b1] + [a||b1] =
j=1

J=1

n n—1
|| lebj\ + (|an—1] = lanl) 32 b5l + ... + (Jaa| — |az])[br] =
j=

A causa de que |a;| > ... > |a,| la cantidad anterior coincide con
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n n—1
@ 30 Wl + (i = a2) X Dbyl + -+ (ot = a3) o]
J= J=

Por el orden no decreciente de la sucesion {b}} y su construccién tenemos que
k k

'21 1b;| < Zlb;‘ para todo k € {1,...,n}. Asi pues, esta ultima cantidad

j= j=

esta acotada por

n n—1 n
ar Zlb; + (af_; —ak) Zl b + ...+ (a] —a3)b} = > ajbj.
= =

J=1

Definicién 3.7. Se dice que L es la envolvente convexa de un conjunto
X C R"si L es el minimo conjunto convexo que contiene a X . Si el conjunto
X es finito, es decir, de la forma X = {ayo,...,a,}, entonces

L:{:EGR”:x:Z)\jaj con Zx\jzl y A; > 0 para todo j}.

j=1 Jj=1
El siguiente resultado es cldsico: ver por ejemplo [7].

Proposicion 3.8. Sea H es un espacio de Hilbert. Sea K un subconjunto de
‘H cerrado, convexo y no vacio y sea h € ‘H. Entonces existe un tnico ky € K
tal que

|h — ko|| = dist(h, k) := inf{||h — k|| : k € K}.

El siguiente resultado es una version elemental del teorema de Hanh-
Banach geométrico.

Proposicién 3.9. Sean b € R" y L C R" compacto y convexo. Si b ¢ L,
entonces existe un funcional lineal g : R® — R de forma que g(b) > g(x)
para cualquier x € L.

Demostracién: Observemos que g(b) > g(x) es equivalente a que g(b—z) >
0 para todo x € L. Definimos C' := b — L. Tenemos que comprobar que para
todo y € C existe g : R" — R de forma que g(y) > 0. Como L es convexo
y compacto, también lo es C. Sea zy € C el elemento de norma minima de
C' cuya existencia garantiza la proposicién 3.8. Dado que 0 ¢ C, a causa de
b ¢ L, tenemos que z # 0.

Definimos g(z) = (z,z0). Siy € C, (1 — t)xy + ty € C' y se verifica que

lzo|| < ||ty + (1 — t)xo|| = ||t(y — z0) + @o]| si t # 0.
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Por lo tanto,
lzoll* < [It(y — o) + wol|* = #[ly — wol|* + [|zo[|* + 2t(y — wo, w0)

2t (—(y — x0), z0) < t*||ly — 20||* para todo t > 0

2(—(y — ), 20) < t||ly — 20||*> para todo t > 0.
Si hacemos tender ¢ hacia 0 obtenemos que 2(—(y — xg),zo) < 0, es decir,
(—y, o) + ||zo||* < 0. Esto implica que

0 < [lzo||* < (y,20) = g(y) para todo y € C.

Teorema 3.10. Sean a = (ay,...,a,) € R" y b = (by,...,b,) € R", con
a; > ...> a, > 0y de forma que

k k
Zb; < Zaj para todo 1 < k < n.
j=1 j=1

Entonces b € L, siendo L la envolvente convexa del conjunto X = {v € R":
v =a} ={veR":v=(-D"ay),...,(=1)"ay@m) conc € S, y k; €

{1,2}}.

Demostraciéon: Al ser L un subconjunto cerrado y acotado de R", L

es compacto. Ademds, L es convexo. Si b ¢ L, por el teorema 3.9 existe

un funcional g € (R™)* tal que g(b) > méLX{g(m)}. Por tanto, si para todo
HAS

f € (R™)* tenemos que |f(b)] < My := ma;l({f(:c)} entonces, b € L. Sea
Te

f € (R™)*. Sabemos entonces que f tiene la forma f(x) = fiz1 + ... fuxn.
Por el lema 3.6 tenemos que

PO =13 gyl <37 505 <
j=1 j=1

—

n—

LY b+ (Fia = £ D054+ (ff = )b
j=1

7=1
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k k

Como por hipétesis se cumple que » | b; < Yoa;paral <k<ny
j=1 j=1

( P fj) > 0 tenemos que esta cantidad estd acotada por

fzaj faa f;)zaj"‘"' (ff = f2ar = Zfa]

Ahora bien, veamos existe un a’ € R” con (a')* = a tal que f*(a) = f(a).
Sea o € S, la permutacién tal que f, — f; = [f,x)|- Denotamos mediante
0, al valor

g, — 1 si sgn(fi) es negativo
7 0 sgn(fr) es positivo

y mediante a’ al vector

CL/ ((—1)91aa(1), e (—1)9"%(”)).

Entonces, dado que 071(j) = k y un reordenamiento de la suma no altera el
valor de esta, tenemos que

fla)=23_fia; =3 (=)0 (=1)"va ka D™ a5 = f(d).

J=1

Por lo tanto,

Zf;aj = ija; < Mjy.
j=1

J=1

El siguiente resultado es elemental:

Lema 3.11. Desigualdad de Jensen

n
Sea f una funcién convexa y sean A\; € R para 1l < j <ntales que > \; =1
j=1

y A; >0 para todo j. Entonces f(D> Ajz;) < > X, f(z;).
j=1 =1
Corolario 3.12. Sean a = (ay,...,a,) € R" y b= (b1,...,b,) € R" tales

que las sucesiones finitas {a;} y {b;} son no crecientes y positivas, y tales
que para cualquier 1 < k < n se tiene que

k k
H bj S H Q.
j=1 j=1
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n n
Entonces ) b; < > a;.
Jj=1 Jj=1
Demostracién: Suponemos que b;,a; > 1. Una vez visto el resultado para
ese caso, dado que existe un ¢ € R para el cual se cumple que cbj, ca; > 1

tenemos que Y, ¢b; < > ca;. Por ello, al dividir por ¢ se obtiene la desigual-
j=1 j=1

dad buscada.

Definimos b := log(b;) y a} := log(a;). Por la propiedad del logaritmo del

producto y dado que el logaritmo es una funcién creciente, deducimos que

k k k k

> v =log([ [ b)) <log(Jas) = _d}

j=1 j=1 j=1 j=1

Luego, como aj;,b; > 1, también a},b; > 0si 1 < j < k. Ademds, dado que
las sucesiones {a;} y {b;} son no crecientes, también lo son las sucesiones
{aj} {b}}. Debido a que se verifica que (b})* = b} se satisfacen las hipétesis
del teorema 3.10. Por tanto, para o’ = (a},...,a,) y v/ = (b},...,b),

m

by = Z@i(a,)(i)

i=1

donde ((a'))* = a’ para todo 1 < i < m, para algtin m € N.

La funcién exponencial f(x) = e” tiene segunda derivada estrictamente po-
sitiva para todo « > 0. Por esta razdn, la funcién es convexa en (0, co).
Para todo 1 < i < m, si tomamos a9 = (e““’)y)',...,e|(“')5f)|), existe un
o; € S,, de modo que

. (%)
) = @7 = il = goslan) — g

<

Aplicando la desigualdad de Jensen se tiene que:
, 5 8@) & NI i
i=1 i—1

m
Dado que ) f; = 1 por ser una combinacién convexa, sumando los b; obte-

=1
nemos
bjﬁz 51‘% IZ@'Z% =206 aai(j):ZBizaj:Zaj-
j=1 j=1i=1 i=1  j=1 i=1  j=1 i=1  j=1 j=1



3.2. PRODUCTO TENSORIAL Y ALTERNADO 31

3.2. Producto tensorial y alternado

Ahora queremos desarrollar las herramientas para establecer una relacién
entre p,[AB| Yy pn[A|u,[B] para A, B € K(H). Para ello vamos a construir
el producto tensorial y alternado de n copias de un espacio de Hilbert H.
Para mayor claridad, las demostraciones las haremos para n = 2, aunque las
propiedades seran enunciadas para un n general.

Definicién 3.13. Sea H un espacio de Hilbert. Para cada ¢q,...,¢, € H
definimos la forma multilineal conjugada p; ® --- ® ¢, que actiia sobre
H x --- x H de manera que

n

Sea Y el conjunto de las combinaciones lineales finitas de las formas mul-
tilineales conjugadas ¢ ® - -+ ® @,. Definimos el producto interno en ¥

mediante
n

(P1® @ Pn, M @+ @ MNy) :H<90z'777z'> (3.1)
i=1

y lo extendemos de forma sesquilineal a toda .

Proposicién 3.14. El producto interno (-, -) definida en (3.1) esta bien de-
finido y es definida positiva en .

Demostracién: Sea n = 2.

Vamos a demostrar que esta bien definida.
n

SiA = D aipi @] = > bj[n; @ ], quiere decir que como formas
i=1 j=1
bilineales en ‘H x H coinciden, esto es, para todo par («, 5) € H X H,

n m

> ai(en, ) (e, B) =Y bi(ng, a) (v, B).
i=1 j=1
Ahora bien, esto es equivalente a que

n m

O ailgi @il a@B) = O biln; @0 p)

i=1 j=1

p
y para cualquier suma Y crax ® Bk, también se da la igualdad. Por tanto el
k=1
producto interno no depende de la representacién del elemento de .
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M

Supongamos ahora que A = > dp(n, @ py) donde dy, € Cy ng, g € H. Deno-
k=1

tamos por M; y My los subespacios generados respectivamente por {ny L,

v {ux}2L,. Sean {gpj}jy:ll y {1}, bases ortonormales para M;, M, respec-

tivamente. Estas bases se pueden obtener, por ejemplo, mediante el método

de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Podemos expresar cada n; y i en

términos de los ¢; y los ¢y de manera que

N1,N2
A= cji(p; ® ;) de manera que cj € C.
j=1,=1
N1,N2 Nl,NZ
A = (D cules @), D cimlpi @) =
j=1,1=1 i=1,m=1
Ni,N2

Z CiiCim (05 @ Y1), (0i @ PYm)) =

j=1,l=1,i=1,m=1

N1,N2

Z CjiCim @5, i) (i, Ym) =

j=1,l=1,i=1,m=1

Ni1,N2

> eal’>o0.

j=1,l=1

Ademas, (A\,\) =0 < ¢;; = 0 para todo j, [, es decir, si A es la forma 0. W

Definicién 3.15. Definimos la complecién de ¥ bajo el producto interno
(+,-) definida en (3.1) como el producto tensorial de n copias de H y lo
denotamos mediante ®7_;H.

Proposicién 3.16. Sean {¢; }oo_;, ..., {@} }7°_, bases ortonormales de H.
Entonces {¢;, ®...®¢} :ki,...,k, € N} es una base ortonormal de Qi H.

Demostracion: Lo probamos para n = 2.

Sean {px }o_; ¥ {¥1}i2, bases ortonormales de H. El resultado se demostraria
de forma idéntica si la dimensién de H es finita. {¢}, ® ¥;}75-, es un sistema
ortonormal debido a que

(01 @ Uy, o @ Yr) = (@r, o) (W, br) =1 si (k1) = (K1)
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y cero si (k,1) # (K',1"). Si probamos que ¥ C Span({vr @ ¢ : k,l € N}), el
conjunto {pr ® ¥, : k,I € N} es denso en . En consecuencia, es una base
ortonormal. Sea ¢ ® Y € 2. Como {op}2 v {wl}l | son bases ortonormales

de H se cumple que ¢ = Z CkPr Y que 1 = Z dy; donde Z lex|* < ooy
k=1 =1 k=1

Z |dj|* < 0.

Ahora bien, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se verifica que

Z|dek!< Z|Ck\ %Z\dl : <
Por ello,

Do ledil* < (O lerdi) (Y ladi]) < oo
k=1 k=1 =1

Por la identidad de Parseval el vector u esta bien definido:

o0

= Z cedipr @ Y € Span({pr @ Yy : k1 € N}).

k=1,=1

Notemos que por la definicién del producto interno en H ® H,
lp@vl* = (e @ ¥, e @) = llel*I¥]*
Por tanto, si llamamos f, = Zn: CLPky Gn = Zn: d;y tenemos || — fu|| — 0,
1 — gul| — 0. Asf, . -
lp®@¢ = fa@gnll = llo@% = fo @b+ fu @Y = fu @ gall <
(e = fn) @Yl + 1o @ (¥ = gn)ll = [l = fullllll + 1 fn 1> = gnll — 0.
Pero f, ® g, = . é lckdlgok@)wl — u sin — o0o0. Luego u = ¢ ® ¥, que

estd en la adherencia de Span({¢r ® ¢y : k,l € N}).
|

Definicién 3.17. Sea A € L(H) y sea ®7_,H el espacio tensorial de n copias
de H. Definimos la aplicaciéon ®7_; A : ®” 1 H — ®}_;H mediante

R A1 ® - @) = Alp1) @ - @ A(pn)

y lo extendemos de forma lineal.
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Nota. Se cumple que ®}_,(AB) = (®}_,4)(®}_,B) dado que:

i=1(AB)(p1® -+ @ pn) = AB(p1) © - -+ @ AB(pn) =
11 A(B(p1) ® - ® Blpn)) = ) A(®F_1B(p1 @ -+ @ ¢n)).

Proposicién 3.18. El operador ®7_; A estd bien definidoy ®7_, A € L(®]_,H).
Ademas, || @"_; Al = || A"

Demostracion: Supongamos que para A € H ® H existen dos representa-
ciones

A= Zcﬁﬁz‘@%’ = Zdj¢9 ® Y]
=1 =1

donde ¢;,d; € Cy ¢y, ¢, 9,75 € H. Usando el método de ortonormalizacion
de Gram- Schmldt en los espacios generados por {¢; 72, U{;}2; v {¥;}32, U
{17152, obtenemos bases ortonormales {nx}72; y {91}l | para cada espacio,
respectlvamente Lo cual implica

G @Y= > ahm®0
k=11=1

G RU;= 3 Bumk® 06
1

k=1,l=1

donde los af,;, 8;; € C. Reordenando la expresién de A respecto de la nueva
base {1, ®0,} e igualando los coeﬁcientes con el mismo elemento del par (k, 1)

de la base, obtenemos que Z ciaolh, = Z d;ad,.
1=1

Por tanto,
(MO AT en@v) = > (X eal)(An® A0) =
> (S diod)(An 49) = (48 A didy @ v5).

En consecuencia, A ® A esta bien definido.

Que A® A es lineal se deduce por construccién de A® A y por las operaciones
del producto tensorial.

Veamos que es acotado. Tomamos bases ortonormales {¢x 22, {11}52, de H

N1,Na
y la suma finita de elementos Y  cror ® ¥y con ¢ € C. Entonces
k=1,1=1
N1,Na
[(A® ) ki;ﬂ cudr @ Uil =307 | Z crAg||? < Z 1A% E lew|* =
o Ni,Ny

AP Y e @l

k=1,=1
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Dado que las sumas finitas son densas en H ® H concluimos que ||[A® I|| <
|All. Como A® A= (A®I)(I®A),
lA® Al < A ||l ® Al < [A]*

Reciprocamente, dado € > 0, existen vectores unitarios ¢, € H tal que
|Ag|| > ||All — ey ||AY|| > ||A]| — . Entonces

(A& A) (6 @)l = [|AglllAv] = [ AlI* — el All - el Al + &

Al ser £ > 0 arbitrario, [|[(A® A)| > || A|* [ |

Nota. Si z; € Ker(A) para algin j, se cumple que:

®?:1A(3?1®"'®$j®"'®33n):A$1®"'®Aiﬁj®"'®f4$n:
Ax1®...®0®...®Axn:O

donde la ultima igualdad se deduce de la linealidad del producto tensorial.

Por tanto, 21 ® - - ®@z; ® - - - @ x,, € Ker( ?:114)-

Ahora describiremos el espacio alternado de n copias de un espacio de
Hilbert, que en realidad es un subespacio del espacio de Hilbert ®7_;H.

Definicién 3.19. Sea S, el n-ésimo grupo de permutaciones y sea i(c) el
indice de la permutacion o € S,,. Sean @1, ..., ¢, € H. Definimos p; A --- A
¢n € ®_H mediante

TI'GSn

Llamamos n-ésimo espacio alternado de H a la adherencia en ®7_;H del
espacio generado por @1 A - A @,, es decir,

A" (H) := Span({p1 A~ ANyt 01, ..., o0 € HY).

Nota. Dado que el niimero de elementos de S,, es finito entonces la definicién
de - A --- A - tiene sentido. Ademéds, notemos que el subespacio A"(H) es
completo por ser un subespacio cerrado en un espacio de Banach.

Proposicion 3.20. Sea o1, ..., 04, M1, ..,0, € H. Entonces

7T€Sn
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Demostracién:

Z - ® Pa(n) Z @ o)) =

WES UES
n! Z Z )@ @ Pr(n)s Mo(1) @+ Mo (n) =
TES, oESy
ol Z > i0)i(m) [ [enwmow)-
TESy 0€SK =1

Ahora bien, como todo 7 € S,, es una biyeccién, 77! también es una biyec-
cién. Reordenando el productorio y debido a la conmutatividad del producto

tenemos que [ [} 1 (¢r(i): Mo(i)) = 11 {@is Mo(x-1(i)))- El término anterior coin-

cide con .
gj 2{: jg: i( I]:¥%7n07r1
=1

" 7€S, o€S,

A causa de que i(m) = i(7m 1) y i(o)i(r!) = i(om™!) se verifica que la suma
anterior es igual a

n

% Z Z i(om™h) H<<Pi;770(ﬂ'_1(i))>'

" €S, €Sy i=1

Dado que para todo m € S, {S } — {S.} es un isomorfismo de grupos, al
on—1
variar o recorremos todas las permutacmnes Por consiguiente, obtenemos

n

ED DD IRCAN | (TR ELD S SC) | (R ]
1

" m€S, 0ESy i=1 ' TESH TESK i=

Finalmente, debido a que el cardinal de S,, es n!, el sumatorio anterior es
equivalente a

n

TESK i=1

Proposicién 3.21. Si {e;} es un conjunto ortonormal en H, E = {ex, A...A
€ky Vi <..<k, €S Un conjunto ortonormal en A"(H). Ademds, si {ex} es una
base ortonormal, {ex, A ... A eg, k<. <k, € una base ortonormal de A™(H).
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Demostracién: La caracterizacién producto interno de A"(H) mediante
el determinante garantiza que el conjunto £ = {eg, A ... A ek, tr<..<k, €S
ortonormal en A"(H). En efecto, |lex, A ... A e, ||* = det(I,) = 1 donde I,
es la matriz identidad. Si ex, A... Aey, # ey A New, conky < ... <k,y
Ey < ... <k, existe un vector €k, tal que ex! # ey, para todo ¢. Por tanto, la
matriz ((ex,, 6k;>i,je{1,...,n}) tiene una columna igual a cero y el determinante
es nulo.

Supongamos ahora que {ex} es una base ortonormal de H. Al ser el deter-
minante de una matriz con alguna fila o columna igual cero, si tomamos el
conjunto {eg,, ..., ek, } con algin elemento igual

llex, Ao A eanQ = det({ey,, ekj>i,j€{1,m,n}) =0.

Luego, supongamos que {eg,, ..., ex, } son distintos. Entonces existe una per-
mutaciéon 7' € S, tal que k1) < -+ < kw(ny. Por lo tanto ocurre que

1 .
€g N Neg, = —F= Z Z(”)(ekﬁ(l) Q- ® ekw<n>) -
n‘ Tl'GSn
Segun lo explicado en la demostracién de la proposicion 3.20 esta suma es
idéntica a 1
. / _
N D AT ) ek, @ @ k) =

: ﬂ'ESn

1
) . _
i )ﬁ Z W) (Chyaray © 7 @ €)=

. 7T€Sn
j:ekﬁ,(l) VANEEIVAN ekﬁ,(n).

En consecuencia, ex, A -+ Aeg, € Span(E) y

Span(E) = Span({eg, N --- Nex, : Ver, € {er}}).

Ahora bien, si consideramos la aplicacién T' : @™(H) — A™(H) definida
mediante I'(x; ® -+ ® x,) = 1 A -+ - Az, ésta es lineal, continua y sobre.
También es abierta en virtud del teorema de la aplicacion abierta. Dado que
por la proposicion 3.16 {ex, ® --- @ ey, : Veg, € {ex}} es una base de Hilbert
de ®"(H) y la aplicacién I' es sobreyectiva, el conjunto

{ex, N+ Ney, : Vey, € {er}} es un sistema de generadores de

Span({e1 A+ ANy o1,..., 0, € H}). Entonces

A"(H) =T(®"(H)) =T'(Span({ex, @ - - R ey, : Vey, € {ex}}))

Al ser la aplicacion I' continua y cerrada esto es equivalente a

[(Span({er, ® -+ @ ey, : Vey, € {ex}}))
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Por ser lineal lo anterior coincide con

= Span(T({ey, ® -+~ @ e, : Vey, € {er}})) =

= Span({ex, N+ Neg, : Ve, € {ex}}) =
= Span(FE).

Por lo tanto, E es una base ortonormal. |

Definicién 3.22. Sea A € L(#). Denotamos mediante A™(A) a la restriccién
de ®7_, A al subespacio A™(H), es decir,

An(A) : ®?:1'H|An(7.[) — ®?:1H|An(q.[) = An(H) — An(H)

©1AApn Al AAA(pn)  PIAApn A(p1)A+AA(pn)

Corolario 3.23. Sean A, B € L(H). Se cumple que A"(A) esta bien definida,
que A"(A) € L(A"(H)) y si z; € Ker(A) para algin j, entonces z1 A -+ A
xj N Nx, € Ker(A"(A)). Ademads, tenemos que A"(AB) = (A"A)(A"B).

Demostracién: Se deduce de la definicién de A"(H), de la proposicién
3.18 y de la nota siguiente a la proposicién 3.18. ]

Proposicion 3.24. Sea A € K(H). Entonces

[A"(A)l = sup  [[A"(A)(2)] = HMj[A]-

2EAN(H):||z]|=1

Demostracién: Sea A € IC(H). A tiene asociada una base singular de H,
S[A] = {z;[A]} U{w;[A]}. Dicha base esta construida en el teorema 1.10 y
es ortonormal. Esta base verifica que {w;[A]} es base de Ker(A). Ademas
tenemos que A(x;[A]) = p;[A]z;[A] donde p;[A] es el j-ésimo valor singular
y el conjunto {z;[A]} es un conjunto ortonormal.

Renumeramos S[A] uniendo los vectores x;[A] y w;[A] en ey[A], pero de
modo que si z;[A] = e;[A] v z;[A] = e[A] y ¢ > j, entonces k > [; esto es,
conservando el orden de los z;[A]. Dado que {e;[A]} es una base ortonormal
de H, E = {ey, [A]A...Neg, [Al }r <. <k, €s una base de A"(H). Por lo tanto,



3.2. PRODUCTO TENSORIAL Y ALTERNADO 39

Por la proposicién 3.23, {w;[A]} C Ker(A), y dado que hemos supuesto que
sii > g, miA] = ex[A] y z;[A] = efA], entonces k > [, si by < ... <k,
tenemos que kj < ... < kJ,. Por tanto, la dltima expresién coincide con

> g Al [A) A A Az [A]).

Por el teorema 1.2 esto es igual a

o0

Z (H ,uk; [A])akll 77777 k%zk’l [A] VANPIAN Zk% [A]

ki<..<kl j=1
Luego, como {z}[A]} es un conjunto ortonormal, por el teorema 3.21

{Zk/l [A] ARTRVA- [A]}ZT<...<kn

es un conjunto ortonormal de A"(#). Debido a la identidad de Parseval

[e.9] o0

IAA)C D anen (AN Ae JADIP = Y0 (] TAD lang... 0,

k1<...<kn k<. <kl j=1

8
=

Supongamos que kn€ly [A] A ... A e, [A] es un vector unitario.

.....

ki1<..<kn
Esto conlleva a que

o0
0< Z |aks.. ko |* < Z |k, k| = 1.

k<. .<kl, k1<..<kn

A

Luego, al ser {;[A]} una sucesién no creciente,

oo o0

Z (HNk;[A])2|ak'1 ..... k|? < sup Z (H/Lk;[A])ng ,,,,, w|? <

/ !
K <...<kj j=1 Ri<e<kn o o <k, g=1

< s > ([Tl = ([ wla)®

/ !
Mi<e<kn o o <ky, G=1

Lo cual implica que

zEA(H):||z]|=1

[A"(A)[} = sup IIA”(A)(x)HSHuj[A]-
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Ahora bien, si tomamos el vector unitario en A"(H) x1[A] A ... A z,[A] se
constata que

1A AT A Az A = I AN zlAT A A zlA ]I|—H ;1AL

j=1

(AL es decir, [AY(A)] = [T wyl4l. ™

1 j=1

En conclusién, ||[A"(A)| >

s

J

Corolario 3.25. Sean A, B € K(H). Entonces > un[AB] < Y un[Apn[B].
n=1

n=1
Demostracion: Es suficiente probar que para todo N € N se cumple que
N N
> un[AB] < > pn]A]pn[B]. Por el corolario 3.23, A"(AB) = (A™(A))(A"(B)).
n=1 n=1

Por tanto, como consecuencia de la submultiplicatividad de la norma de ope-
rador tenemos que ||[AN(AB)| < [|[AN(A)|||AY(B)||. También debido a la
proposicion 3.24

—=

pnlAB] = [|AY(AB)]| = [AY(A)(AY(B))|| < [AY(AIIAY(B)]| =

n=1

N N N

(I AT 40l B) = TL il Blpal 4]
Dado que {u,[AB]}Y_; v que {u,[A]u.[B]}Y_, son no crecientes y positivas
se satisfacen las h1p0t681s del corolario 3.12. En consecuencia,

N
ZunAB SZ
n

Teorema 3.3. Desigualdad de Holder para normas de Schatten
SiAeS,(H)y B e S,(H) para 1 < p,q < 0o, entonces AB es un operador
de Clase de Traza y ||AB||1 < [|A||,||Bll4-

Demostracion: La desigualdad de Holder parap=1yg=oc0cyp=00y
q = 1 esta probada en el teorema 2.7. Supongamos p y ¢ distintos de estos.
Denotamos || - ||» la norma estdndar en ¢P. En virtud del corolario 3.25 y la
desigualdad de Holder estandar de ¢P
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1ABl = 3 pm[AB] < 3% Al [B] = s [Ala [B]} o <
oo LA ol i LB1Y e = 141,11

41
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Capitulo 4

Norma de Schatten y
Completitud

Ahora es turno de probar la desigualdad de Minkowski para las normas
de Schatten, y de esta forma comprobar que las normas de Schatten son una
norma. Para ello probaremos el siguiente lema:

Lema 4.1. Sea A € S,(H) de modo que 1 < p < co. Entonces
[All, = sup ||ABI.

{BeSq:|Bllg<1}

Demostracién: De la desigualdad de Hélder 3.3 se deduce quessi || B||, < 1,
entonces

[AB[[x < [|All[|Bllg < [IAll,.

Luego

IAl, =~ sup [|ABI|
{BeSy|1Blo<1}

Veamos que el extremo se alcanza. Para ello tomaremos el operador
-1

B = dﬁ"rp_l donde |A| es el operador positivo de la descomposicién polar del
p

teorema 1.10. Veamos que B estd en S, y tiene norma 1.

|A| es autoadjunto y tiene como descomposicion espectral

Al = Z:un zn[A]) 2, [A].

Si tomamos algin r € N, como los vectores {z;[A]} son ortonormales y
|Al" = Zﬂn (A" ), nlADwn[A] = - - = Z(Nn[A])T<'axn[A]>xn[A]a
n=1

43



44 CAPITULO 4. NORMA DE SCHATTEN Y COMPLETITUD

entonces i, [|A|"] = ua[A]" v 2, [|Al"] = xn[A] para todo n € N

Ahora bien, al ser ¢ = p/(p— 1), [|All, = (32 ju[A]P)F y, por el teorema 2.8
n=1

pn[aA] = ap,[A] cuando a € RT

AP S, 1A ey s o
1Bl = Al = (3 E551)% = T (55 ) = 1.
Finalmente,
p—1

donde U es la isometria parmal asociada al operador A deducida del teorema
1.10. Por el teorema 2.7 se verifica que para todo n € N

pn[ULAP]T < (U pn[|AP] = i [AJP.

Ademas,
|UTAP (zn[AD | = |1 [ATPU (n[AD || = pnl AP || 20[Alll = 1n[A]P.
Debido a que pi,[X] = || X |2 141,00 pap2 |l
AlAp-1 1
wl — | = — o [AJP.
JAIE~ AR

Finalmente,

_ 1 S p— _1 _ P —
IABl = patr 3 mal AP = el AL = 1Al
|
Teorema 4.2. Desigualdad de Minkowski para normas de Schatten

Sean Aj, Ay € S,(H) para cualquier 1 < p < oco. Entonces [|4; + Az, <
[ Al + [ A2l

Demostracién: Para 1 < p < oo, por el lema 4.1 y dado que || - ||; es una
norma obtenemos que
[Ar+ A, = sup  [[(Ar+ Ag) By <

{BeS:(|Bllg<1}

sup  ([[A1Bll1 + [|A2B]1) <
{BeSq:||Bll¢<1}

< sup (4Bl +  sup ([ABh) <
{BeSgl Bllo<1) {BeSyil|Blla<1}

[Av]lp + (1A,
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Teorema 4.3. La p-ésima norma de Schatten es un norma vectorial.

La demostraciéon es trivial por el teorema 2.8 y por la desigualdad de
Minkowski para normas de Schatten.

Teorema 4.4. S,(H) es un espacio de Banach.

Demostracién: Sea {A;} C S, C K(H) una sucesién de Cauchy para la
norma de S, para todo 1 < p < o0o. Dado que para todo X € S,

X[l = 11X

{Aj} es una sucesién de Cauchy para la norma del operador. Al ser
(KK(H), || -1|) de Banach, existe A € K(H) tal que kh’m ||A— Akl = 0. Veamos
—00

que A € §,,.
Para cualquier € > 0, elegimos M € N de forma que

| Ak, — Ak, ||, < e para todo ky, ke > M.

Supongamos que K > M y que ||A— Ag||, > ¢ (pudiendo ser infinito). Para
algin N € Ny d > 0 se tiene que

O A — AxlP)r = e +d.

Debido a que kh_{go |A — Ag|| = 0 podemos elegir J > M natural de modo
que ||[A—Ay| < Ni%.
Ahora nos reducimos al caso finito. Sea Py la proyeccién sobre
C = Span(z[A — Ak], ..., zn[A — Ak]).
Entonces
pn[Pn(A — Ag)] = pun[A — Ak para todo 1 <n < N.

También, como

d
[Pn(A—AJ)] < —
N

P

tenemos que

pn[Pn(A — Aj)] < % para todo n € N.
NP

Ademds, puesto que Py(A—A;)|cr = 0se verifica que puy1[Py(A—Ay)] = 0.
En consecuencia, {u,[Pn(A—As)|}, es no creciente y nula para toda n > N.
Por tanto,
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IPx(A = APl = (32 mlPy(A— A)P) < (3 803 =

Sin embargo, se tiene también la desigualdad ||Py(A; — Ak)l|, < €. Esto es
debido al teorema 2.7, al hecho de que la sucesion {Ax} es de Cauchy para
la norma || - ||, y a que si J, K > M

| Pn(As — Ag)|lp = (2_:1 pin[ Py (Ay — Ag)]P)r <
(3 P |PialAs — Ag]P)r < || Ay — Al < e.
n=1

Esto produce una contradiccién dado que, por a Desigualdad de Minkowski
para normas de Schatten,

d+e=|[|Pv(A—=Ag)llp < |1Pn(A = Ag)llp + [ Pv(As = Ap)ll, < d +e.
Por tanto, se cumple que para cualquier € > 0 y para cualquier K > M
HA - AKHP <€,

luego
lim [|A — Agk||, = 0.
k—o0

Asi que A es limite de { A} en S,. Ahora bien, dado que Desigualdad de Min-
kowski para normas de Schatten es cierta, se cumple la segunda desigualdad
triangular, es decir, para todo A, B € S,

Al = 1Bl < 1A = Bllp.
Si tomamos K grande de manera que ||A — Ak||, < 1, por lo tanto,
[All, <1+ [|Ax|, < oo
y A € S,. En conclusién, S, es completo. |
Definicién 4.5. Sea {a,}°, una sucesién que converge hacia 0. Considera-
mos la sucesién {a}}>° | como la extensién de la definicién 3.4 a una sucesion.
Nota. Sip,q € (1,00),p < g, se verifican las siguientes contenciones:
coo ClHC P ClICcogCeCl™

donde mediante ¢ representamos al conjunto de las sucesiones convergentes,
por ¢ al conjunto de sucesiones que convergen hacia 0, y por cgg al conjunto
de las sucesiones con un ntmero finito de términos no nulos.
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La siguiente proposicién relaciona los espacios 7 y los espacios S,(H).
Haremos las demostraciones que no consideremos obvias.

Proposicién 4.6. Inmersién de # C S,(H)
Consideremos el operador T, : £* — (? definido mediante T, (y) = {,y, 122,
para todo y € H. Entonces:

a) Ty lleva /% en (2 si, y s6lo, si a € £°°. Ademds es acotado y || Ty || = ||c]oe-

b) T, es compacto si, y sélo, si lim «a,, = 0. Ademds T (y) = {@nyn}o2,.
n—oo

c) T, es siempre normal (1,7 = T*T,). T, es autoadjunto si, y sélo, si
para todo n € N se cumple que «,, € R.

d) T, € Sp(H) si, y sblo, si a € 7. Ademés, ||T, |, = ||lall, -
e) TsTu(y) = {Buonyntny = TuTs(y).
f) La desigualdad de Holder

1TsTally < [[TallplTsllq

equivale a
oo
S JanBal < llalls Bl
n=1

Esto es, la desigualdad de Holder para sucesiones.

g) La desigualdad de Minkowski
175 + Tally = 1Tp+ally < | Tallp + [1T5l

equivale a
16 + aller < [ledller + [ B]]er-

Esto es, la desigualdad de Minkowsky para sucesiones.
Demostracion:

a) Supongamos que Ty(y) € ¢? para todo y € £2. Veamos que o € (. Si
a ¢ (>, tomando el vector e, = (0,..., 1 ,...,0,...) tenemos que

n

la,| = |Tw(en)| < ||T|| para todo n € N.

Esto implica que T no esta acotado y esto es absurdo. Por lo tanto,
a € (.
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b) Demostraremos que T, es compacto si, y sélo, si lim |a,| = 0. Su-
n—oo

pongamos que T, es compacto. Veamos que la sucesién {a}22, es la
sucesion de los valores singulares. Sea o la permutacion que reordena
la sucesién {a,}o2, de forma que oy, = @) para todo n € N, y sea
{an 35— la subsucesién de {a, }22, de los elementos que son distintos
de cero. Entonces

}OO: ZOO ||
/
TO((') = an<-’en>en = ‘C(n/|<.7 n en/>€n/_
n=1 n'=1

(7%

Si consideramos los vectores o,y = (0,..., 1 _,...,0,...), la descom-

posicion canénica de T, es:

= * ’a;kz"
To = Z |Oén,|<-, * 60(n’)>60(n’)- (41)
n’/=1 O{n,
En consecuencia, lim |a,| = 0.
n—oo

La equivalencia se deduce de la proposicién 1.17 y la férmula (4.1).
Para todo v, w € H tenemos que

(To(v),w) = vy = Y vptiw, = (v, T (w)).

A partir de la caracterizacién de los valores singulares anterior las
demas propiedades son triviales.
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