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Capitulo 1

Abstract

There is plenty of works which derive Newtonian gravity as the non-relativistic limit of

Einstein Gravity, and a wide variety of methods have been developed to derive this relation.

However, up to date, no galilean supergravity model has been obtained. In this project we
have used the expansion method proposed by Hatsuda and Sakaguchi [5] to obtain a galilean

supergravity in 241 dimensions.

This work is meant to be used as a starting point to further development of galilean

supergravity model of higher dimensions.



Capitulo 2
Resumen

Se ha discutido mucho en distintas fuentes bibliograficas que la gravedad de Newton se
puede obtener como el limite no relativista de la Gravedad de Einstein, y han aparecido

diversos métodos para derivar esta relacion.

Sin embargo no se ha conseguido construir una supergravedad de tipo Galileana (con un
tiempo absoluto) hasta la fecha. En este proyecto hemos empleado el método de la expan-
sién de las dlgebras propuesto por Hatsuda y Sakaguchi [5] para obtener una supergravedad
galileana en 241 dimensiones, con el objetivo de ver si este método proporciona resultados

aceptables que puedan ser extrapolados a casos de mayor dimension.



Capitulo 3

Introduccion a las teorias

supersimetricas

Las teorias supersimétricas han surgido con el objetivo de unificar las 4 interacciones
fundamentales conocidas hasta ahora. El teorema de Coleman-Mandula [6] establece que,
dadas las simetrias espacio-temporales que cierran un algebra P, y las simetrias internas G,
si se busca el algebra mas general de la matriz S que contenga a P y G como subalgebras,
éste es necesariamente la suma directa P & G. Esto es un serio obstaculo para la unificacion
de la gravedad, que es una teoria gauge basada en simetrias espacio-temporales, con las otras

tres interaciones, electro-débil y fuerte, que son teorias gauge basadas en simetrias internas.

Una posible solucién es permitir que haya transformaciones que cambien el espin. Cuan-
do se anaden esas transformaciones, se obtienen dlgebras mas generales, que contienen an-
ticonmutadores, ademmas de los conmutadores. Estos dlgebras reciben el nombre de dlge-
bras de Lie graduadas o superalgebras. Cuando se consideran superalgebras, el teorema de
Coleman-Mandula conduce al teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [7], que establece que
el superalgebra de simetrias de la matriz S mas general tiene la estructura siguiente: si @
representan los generadores impares del superdlgebra (los que cambian el espin), entonces los

(anti-)conmutadores son esquematicamente los siguientes:
P, PIcP, [6.6]cg, [G.QcQ, [GPICcP, {QQCP+g, (3.1)

(véase la siguiente seccién) donde el primer término del segundo miembro del ltimo con-
mutador ha de ser especificamente (Cy*),s5P,, siendo v* las matrices de Dirac, y «, 3 los
indices de los generadores en Q. De este modo, las simetrias internas y espacio-temporales
estan incorporadas en un algebra que no tiene estructura de suma directa. La supersimetria

es por definiciéon una simetria entre fermiones y bosones.
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De forma general, la fisica de particulas actual descompone las particulas en quarks y lep-
tones (fermiones) y describe las fuerzas en términos del intercambio de particulas (bosones).

Las teorfas supersimétricas unen fermiones y bosones en multipletes y eliminan la dis-
tincién entre materia e interacciones. Para que existan particulas de distinto spin en un
mismo multiplete, es necesario incluir operaciones de simetria que obedezcan relaciones de
anticonmutacion.

Las transformaciones supersimétricas se generan por operadores cuanticos (Q que trans-

forman bosones en fermiones y viceversa, es decir
Q| fermion) = |boson); Q|boson) = | fermion,) (3.2)

Es posible demostrar que los generadores supersimétricos se transforman bajo rotaciones
de 360° como UQU ™! = —(. Asimismo, es posible demostrar que estos operadores son
invariantes bajo traslaciones espaciales y temporales, lo que implica que conmutan con los

operadores de momento y energia.

Q.E]=[Q,P] =0 (3.3)

Los experimentos no han encontrado evidencia de supercompaneros elementales con distinto
spin pero masas iguales, lo que implica que la simetria debe romperse espontaneamente. Esto
implica que el estado fundamental no es invariante bajo transformaciones supersimétricas,
luego la energia del vacio no puede ser cero.

Hay basicamente dos razones por las cuales resulta 1til la supersimetria en la fisica de
particulas. la primera es la ya mencionada de la posible unificacién de las interacciones
fundamentales. La segunda es el problema de las jerarquias: la diferencia en la intensidad
de las cuatro interaciones es tan grande que hay que ajustar la dependencia en energia de
cualquier pardmetro en una parte por 10%° (ajuste fino). Esto se debe a los tipos de infinitos
que hay que regularizar. La supersimetria en principio resuleve también este problema, porque
hace que ciertos infinitos en teoria de campos se cancelen, lo cual mejora el comportamiento
de la dependencia en energias, y por lo tanto elimina el problema del ajuste fino. Pero, como
hemos dicho ya, la supersimetria debe romperse.

La escala a la cual se rompe la supersimetria es irrelevante por lo que respecta a la
unificacién de las interacciones fundamentales, pero no puede ser muy alta si queremos que
se siga resolviendo el problema de las jerarquias. estimaciones que dependen del modelo
dicen que deberiamos estar viendo ya, o se deberian ver pronto, senales de supercompaneros
supersimétricos.

Existen versiones superimétricas de las teorias gauge que describen las interacciones fuer-
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tes y electrodébiles. Estos modelos presentan supersimetria local, i.e. supersimetria que no
depende del punto del espacio-tiempo. Cuando se considera supersimetria local, esto es, su-
persimetria que depende del punto del espacio-tiempo, entonces, debido al anticonmutador
bésico

{Qa, Qp} = (CY")apPu+ ..., (3.4)

el modelos también ha de presentar invariancia bajo translaciones espaciales que dependen
del punto, Pero esta es la invariancia general de coordenadas de la relatividad general. Por

lo tanto, la supersimetria local implica la garvitacion.

Estos modelos son modelos de supergravedad, que contienen, ademas del graviton, una
particula de espiin 3/2 llamada gravitino, ademds de otros posibles campos, dependiendo
de la longitud de los supermultipletes. En el caso de las teorias gauge de las interacciones
fuertes y elctrodébiles, el espin maximo de los campos presentes es 1. Eso limita el niimero
de supersimetrias a 4, porque con mas supersimetrias todos los supermultipletes contienen
espines méas altos. En el caso de gravedad, el espin maximo es 2 (no son posibles los modelos
de gravedad interactuando con campos de espin mayor que dos). Entonces el niimero maximo
de supersimetrias es 8 o interpretando que esas supersimetrias son el resultado de un proceso

de reduccion dimensional, la dimensiéon maxima es 11.

Como ya hemos comentado, la supersimetria tiene la particularidad de cancelar algunos
infinitos de la teoria de campos. Inicialmente existia la esperanza de que la supergravedad con
un nimero maximo de supersimetrias seria finita, pero pronto se llegé a la conclusién de que
eso no es cierto. La teoriia M es un modelo supuestamente finito cuyo limite de bajas energias
es la supergravedad en 11 dimensiones; los infinitos de esta tltima serian consecuencia de

ignorar algunos grados de libertad de la teoria M.

3.1. Generadores de supersimetria y el algebra

En primer lugar definimos generadores de simetria B que cambia el spin de las particulas
en un nimero entero y F que cambia particulas fermiénicas en bosénicas y viceversa (por lo

que cambian el spin en un factor 1/2).

El algebra supersimétrica mas general que podemos construir con éstos generadores y los
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del grupo de Lorentz es, llamando ahora Q a los generadores F':

[Pus P =0 5 [Py, Myo] = i(0up P — 1o )
[Muw Mpa] = i(anMMU - nupMua - nuaMmup + np,aMVp>

|B,, Bs] =it ,By; [B,,P)=[B,,M,]=0

1

[Qa,iPM] = [77(;1’P#] =0 ; [Qa,iy M,uu] - §(O-,uu)aﬁQﬂi

_ . 1~ .
[ ;7 M,uu] = _§Q,ZB(5-/W)/BQ ) [Qaia Br] = (br)z‘]Qaj
[7217 Br] = _Qja(bT)ji 3 {Qaia Qj/g} = 25]%(0“)()&]3”
{Qaia Qﬂj} - 2€aBZij 9 {Qiou Q],B} = _2€aﬂzij

Donde Z;; = aj; B,y 7 = (Z;)" son las denominadas cargas centrales.
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Algebra y accion de Poincaré 241

En ésta seccién vamos a desarrollar los términos relevantes del algebra y la accion que
permiten obtener la teoria relativista para usarlos mas adelante en el desarrollo de una teoria

galileana.

4.1. Algebra

Comenzamos por definir las ecuaciones estructurales de Maurer-Cartan que como se ex-
plica en el anexo A se obtienen a partir del algebra de Poincaré. Aqui las expresamos como
un algebra de Gauge. Las ecuaciones de Maurer-Cartan se obtienene haciendo que se anulen

las curvaturas RAE, T4,

(4.1)

RAB = duwAB + wdwCB
TA = de? + w’heP

4.2. Accion

La forma de obtener los campos a partir de H se basa en el siguiente resultado ver [4]:
Consideremos una forma diferencial H(A% F*) que sea un elemento del dlgebra generada
por los campos gauge A® y las curvaturas de un élgebra de Lie F*. Si H es cerrado, sera
ademads una diferencial exacta. Esto implica que existe una forma B(A®, F'®) tal que H = dB
Si definimos la accién como una integral en el espacio tiempo como [ = f A B, las ecuaciones
de los campos vienen dadas por:

ipaH =0 (4.2)

Centramos por lo tanto nuestra atencion en determinar un H adecuado para la descripcién de

la gravedad. La construccion de este término ha sido discutida ampliamente en la bibliografia

11
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y se sabe que toma la forma:
H = e pcRYP NTC (4.3)

Debido a que mas adelante seran ttiles, vamos a realizar en este apartado los calculos nece-

sarios para demostrar que dH=0. Comenzamos diferenciando la expresién de H:
dH = espcdR*P NTC + eapc RYE A dTC (4.4)

A continuacién sustituimos las expresiones dR4? y dT°¢ por sus correspondientes expresiones

que se obtienen de las ecuaciones de Maurer-Cartan.

AR = dw?w? — witdw? (4.5)

dT° = dw%e? — wS de” (4.6)

Si de nuevo empleamos las ecuaciones de estructura para sustituir los valores de dw?, y de”,

podemos desarrollar finalmente la accién como:

A A, DY EBgC A (pDB D EBY mC
dH:eABC(RE—waE)w T —eABCwD(R —Wgw )T

+ eapcR*P (RS — wGwh) ef — eapc RYPWG, (TP — whe®) (4.7)

= En primer lugar hay términos que se eliminan de forma trivial

eABchDw%wEBTC — eABcw%w%wEBTC =0 (4.8)
eapc RAPwGwh P — e xpe RAPwGwheP =0 (4.9)

s El término
eapcRYP RGP (4.10)

se anula empleando la identidad de Schouten. Esta identidad indica que una antisime-
trizacion de D+1 indices en D variables aplicada a una expresion con el simbolo de
Levy-Civita, es idénticamente nula.

En nuestro caso ésto se traduce en que podemos reescribir la expresion anterior como:
GABcRABR%eD = —EDBCRABRCA(?D — EADCRABR%GD — GABDRABR%eD (411)

Donde el dltimo término se anula directamente debido a que R es antisimétrica y la

contribucion de los otros dos términos es la misma. Para verlo basta con permutar los
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indices A y B en R4% en el segundo término, de forma que llegamos a
EABcRABR%eD = —EDBCRABRaeD + €AD0RBAR%6D (412)
Si ahora permutamos A y D en el simbolo de Levy-Civita, obtenemos que

EABCRABR%eD = —EDBCRABRaeD - EDAcRBAR%GD

= —2EDBcRABRC;4€D (413>

Queda por demostrar entonces que este término es nulo. Para demostrarlo recordemos
que las 2-formas conmutan entre si, y que por lo tanto podemos escribir la expresion

Ccomo
GDBcRABRaeD = EDBcRaRABeD (4.14)

Si ahora conmutamos los indices en ambas R, cada una de éstas operaciones aporta un

signo negativo luego el global permanece invariante y podemos escribirlo como:
EDBcRABRaeD = EDBcRACRaGD (415)

Puesto que la expresion es simétrica en C y B y esta contraida con el tensor totalmente

antisimétrico, podemos concluir que es idénticamente nula.

» El siguiente término que vamos a anular es
eapcRYPWSTP (4.16)
En primer lugar empleamos la identidad de Schouten a €4 Dcwﬁ‘BRD BpC
eapcwBRPPTC + eppewt RPPTC + epxpcw’h RPETC 4 e sppw’t RPPTY =0 (4.17)

El término eppow’y RPETC se anula por la antisimetria de w. Veamos como los dos
primeros sumandos se anulan entre si. En primer lugar permutamos los indices de R

en el primer sumando, la igualdad resultante es:
eapcw’ 5 RPPTY — € \powh, RPPTC + eappwe RPBTC =0 (4.18)

Y es evidente que los dos primeros términos son iguales pero con signo contrario. De
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aqui obtenemos la importante conclusion de que
eappw e RPBTC =0 (4.19)
Permutando R y w y renombrando los indices es posible concluir que

eappw e RPPTY = eypc RPWSTP =0 (4.20)

» Tras todas estas simplificaciones la expresion final queda reducida a :
dH = EABcRADwDBTC — GABCwADRDBTC (421)

Conmutamos en el segundo sumando w y R, cambiamos el orden de los indices en ambos

términos y obtenemos que
dH = 2¢ spo R pwPPTC (4.22)

Para ver que este término se anula podemos aplicar la identidad de Schouten a € 4pc RAPwWS, TP,

eapcRAYPWLTP + eppe RPWGTP 4 € spc RPWETP + eappRAPWETP =0 (4.23)

Ya hemos demostrado previamente que €450 RAPwG TP = 0 y ademds debido a que w

es antisimétrico también podemos afirmar que
eapp RPWETP =0 (4.24)
La expresién resultante es entonces
eppc RYPWIGTP + € spc RPWSTP =0 (4.25)
El primer término se puede reescribir como:

EDBcRABwaTD = EDBcRawACTD
= —EDBcRBAwaTD
= EBDcRBAwaTD

= eapcRAPWSTP (4.26)

Por lo tanto
0 = 2eapc RAPWLTP = 2e pcp RpwPCTP (4.27)
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Y concluimos que dH = 0.



Capitulo 5

Algebra y accion de super-Poincaré

2+1

La construcciéon de una teoria de la gravedad supersimétrica se basa en establecer un
algebra y una accién asociada a ella tal que conserve la interaccion bosonica pero que inclu-
ya la interaccién con partners supersimétricos fermionicos. La signatura que tomamos para

realizar los célculos es (-++) con las matrices gamma definidas de la siguiente forma:

0_ ;.2 _ 0 1 _ (01 S B 5.1
EE A T 1o L &1)

5.1. Algebra

El algebra que empleamos en este desarrollo es el siguiente:

RAB = deB + wACwCB
T4 = de? + wige? — iyt (5.2)
p=dy+ jw'Pyapy

5.2. Accion

A continuacién es necesario establecer una acciéon conveniente en D=3. Trabajaremos
sobre el funcional H=dB descrito en 4.3. Para construirlo vamos a partir del encontrado para
el caso no supersimétrico y vamos a anadir una dependencia con la curvatura de los campos

spinorales de la forma p A p. Por lo tanto buscamos una expresion del tipo

eapc R ANTC +0pAp (5.3)

16
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Es necesario entonces determinar el valor de \. Para ello basta con imponer la condicién
de que dH = 0. La invariancia gauge es, entonces automaética al depender H solo de las
curvaturas. De hecho, eso quiere decir que la supergravedad en D=2+1 es un modelo de

Chern-Simons.
dH = espcdRP NTC + eapc R ANATC +Xdp A p+ Ap A dp (5.4)

Los valores de las diferenciales de las curvaturas se obtienen a partir de las expresiones del

algebra como en 4.5. En este caso concreto, las expresiones son las siguientes:

dRAB _ RA CB W%RCB

dT* = R%ueP —wy (TB —wBeoe? — izZVAzb)
. B - — 1
+i KP - Yw” C'YBC) v — gy (p - ZWBCVBC¢>:|
1 _ _
dp = )\4 {( Pw® '7CD) wAByap — ¥ (RAB - w%wCB) ’YAB] Ap (5.5)

Sustituyendo estas expresiones en el desarrollo de H llegamos a la expresion:

4>|»—- e~ =

dH =€pc [(RD w‘}‘;w%) (RDB — w%wEB)] ANTC
D

+eapc R (R —w DWED) e? —wp (TP = wPpe® —ipyPy)]
(o1 - 1
+eapcRY N (P - ZWUDEVDE) YO — eapc R N igpr© (P - ZwDEVDEQﬁ)
Lo Lpam ¢D 1 - paB OB
tAL P~ YW as Jw oD A p— ALY (R — ) YaBp

1 1 1
— )\Zﬁ AwByap (p — ZWCD’YCD¢> + )\Zﬁ A (RAB — w%wCB) YABY (5.6)

Siguiendo el razonamiento de 4.2 es posible eliminar los términos que aparecen aqui y que

son iguales a la accién clésica. Tras estas simplificaciones, la accion resultante es:
AB, C 7 D
dH =eapcR™7w"™ pithy~ ¢

~ 1
+ eapc R N ( - —¢WDE’V ) Y — e apo RAE A igpy© (P - ZWDEVDEw)

1 1- 1-
+ )\Z (ﬁ - Zl/JWABVAB) wPyep Ap — /\11/1 (RAB - WACWCB) YABP

1 1
)\4,0 AwAByup (p — ZwCDch@D) + )\Zﬁ A (RAB w‘ngB) YaBY (5.7)
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En esta expresion hay muchos términos que se cancelan independientemente del valor de .

= En primer lugar vamos a ver que el término
T . 1, - _
eapc RAPWE piy Py — ZﬁMchABZ1 (YwPFypeyCih — Py CwPPypei) (5.8)

se anula. Para ello actuamos sobre las matrices yop. Esta expresion se puede reescribir

con el conmutador de matrices gamma de la forma:

YAB = _GABC'VC (5-9)

AAB = ABCA (5.10)

Donde el signo - aparece debido a la signatura que hemos tomado. Es necesario senalar

012

que en ambos casos €° = €2 = 1. Es decir que el signo del tensor Levy-Civita no

varia al subir y bajar el indice 0 como sucede con el resto de tensores con la signatura

elegida. Teniendo esta expresién en cuenta, la férmula anterior queda como:
- . 1, - —
€ABCRABWCDW’YD¢ + ZEABCRABZ (wwDEEDEF’YF’ch - ¢WDE€DEF707F¢) (5.11)

De esta forma podemos escribir la ecuacién en funcién de la matriz v“F de la siguiente

forma: .
eapc RYPWE pihyPp — ieapc RAP E&WDEGDEF’YCFTP (5.12)

Y aplicando la misma relacién que antes podemos escribirlo como:
- . 1 -
eapcRPwC pithyPrp — ZEABCRAB§¢WDE€DEF€CFGWG¢ (5.13)

Permutando de forma ciclica los indices de los tensores de Levi-Civita y aplicando la
identidad:

EFDEGFGC = (5g5g - 5g5g) (5.14)
Llegamos a que la expresion obtenida es
- . 1-
EABCRABWCDZ¢7D1/) - @EABCRAB§¢ (WGC - WCG) gres (5.15)

Debido a que w es antisimétrico, w%® — w® = 2w, Y por lo tanto la expresién

alcanza finalmente la forma de

eapcRABWE pigy P — teapc RABWEhyap = 0 (5.16)
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Aparece un signo negativo debido al intercambio de indices antismétricos en w y otro
al conmutar dos 1-formas v y w. El signo total permanece por lo tanto invariante y los

dos términos se anulan.

= El siguiente término que vamos a anular es

A= W wByapp — e w wA By 45w Propp (5.17)

Para la demostracién no es necesario arrastrar los términos que son factor comun, y es

mas facil realizar los cédlculos si expresamos los términos relevantes de la forma:

1
wwPyap — ZWAB'YABWCD’YCD (5.18)
Al igual que en el cdlculo anterior, sustituimos y4p = —eapcy®. De forma que la

expresion resultante que se obtiene es la siguiente:

1
wACwCBeABDWD — Z—lwABeABEyEwCDGCDFVF (5.19)

Podemos entonces sustituir las matrices gamma de la siguiente forma:

VT = AT+ (5.20)
Con este cambio se llega a la expresion:

1 1 .5

A CB D AB F CD E A EF. CD
WoW"TEABDY T — W T eABEY W T€oDFYT — QW €AY W eapr (5.21)

Los argumentos que se emplean a continuaciéon son muy similares a los del apartado

anterior asi que procederemos directamente con el desarrollo sin profundizar en expli-

caciones:
1 1
A, OB D AB F CD E AB EF, CD
WeoW™ " €ABD7Y _Zw €ABEY W €cDFY —§W €ABEY W €CDF
1 1
A, CB AB EFG_G, CD AB F, CD E
=W ow €ABD’Y - §w €ABEC€ YW T €CDF — Zw €ABEY W~ €CDF7Y
1 1
A CB D AB CD (sG<sE EsG AB F. CD E
=wowPeappy” — swPeappyow” (660p — 9cp) — qw ey W Pecnry
1
A, CB D AB G .E AB F, .CD E
=w'ow TeappY — W T E€ABEY WG — W T €ABEY W €CDFY (5.22)

4
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A continuacién empleamos la identidad de Schouten sobre el segundo término:

AB

AB G E AB G E G E AB G E
weappY wg = —w PegprY wy —w eageY wg — w  eapay Wy (5.23)

Evidentemente, el dltimo término se anula debido a la antisimetria de w Los otros dos

términos son iguales, ésto se puede demostrar con las sigientes manipulaciones:

AB G, E AB G, E AB G, E
W TEABEY Wg = —W E€GBEY W4 — W €AGEY Wpg
AB G, E BA G, E
= —W €BEGY W4 — W €EAGY Wp
= 2w Beppow £° (5.24)
Sustituyendo en la expresién anterior se obtiene
1
A, CB D AB E. G AB F, CD E
wew Peappy” + 2w eppaw i — qW T eaBEy W ecpry (5.25)
Puesto que wf = —w%. Los términos se restan y llegamos a que:
1 1
A, CB D AB E, CD F A, CB D AB F, CD E
WeoW™ "€ABDY — Zw €ABEY W €CcpDFY = —WgW T E€ABDY  — Zw €ABEY W~ €CDF7Y
1
A, CB D cD F, AB E
= —WoWwW T€apY + Zw €ABEY W €cDFY

(5.26)

El signo negativo surge al cambiar de orden las 1-formas w®? y w?®. Renombrando

los indices mudos A —+ C', B — D.,E — F en le término %wCDeABE'yFwABeCDFVE

llegamos a la conclusion de que

1 1
A, CB D AB E, CD F A, CB D AB E, CD F
WoW™ "€ABDY — W €ABEY W T €CDFY = — |WgW €ABDY — W TE€ABEY W €CDF7Y

4 4
(5.27)
El mismo argumento es empleado para eliminar el término

1 1
)\Zﬁw%wCBVABd) - AzﬁZWAB'YABWCD'VCD¢

= La tdltima simplificaciéon que hay que tener en cuenta es la producida entre los términos

1
)\ZﬁwoD’yCDp (5.28)

Puesto que en la expresion ambos términos son iguales y con signos opuestos la simpli-
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ficacion es inmediata.

Tras todas estas simplificaciones la expresion de dH adquiere un aspecto mucho mas reducido:

dH = iesgc R py“1p — ieqpc RAPY~p

1- 1
—)\ZwRAB’)/AB/O + )\ZﬁRAB’YABl/J (529)

Igualando esta expresién a 0 podemos obtener el valor de \. El calculo especifico requiere
sustituir la expresion:

Yap = —€apcY© (5.30)

que ya ha sido empleada anteriormente.
‘ , - 1- 1_
0= ZEABcRABﬁ’wa — ZEABcRABw"}/Cp + )\Z—leAB")/CEABCp — )\ZPRABEABC"YC@D (531)

Como R4P es una 2-forma y 1 una 1-forma conmutan, y por lo tanto se puede escribir la

expresion como:

0= eapc R (i = M/4) (77“Y — ¥7“p) (5.32)

Y por lo tanto concluimos que
A =4 (5.33)

De esta forma tenemos ya la expresion de la accion supersimétrica que vamos a expandir:

H = espcRP NTC +4ip A p (5.34)



Capitulo 6

Introduccién al método de expansion

de un algebra

Una de las diferencias fundamentales entre la gravedad relativista y la galileana es que
en el segundo caso, el tiempo pasa a ser una variable totalmente separada de las espaciales,

y la métrica se divide en una espacial y otra temporal que son independientes.

Si queremos encontrar una forma de relacionar ambas teorias, es necesario buscar una
forma de modificar el dlgebra de Poincaré, de forma que la componente temporal se separe

de las espaciales.

La herramienta matematica que vamos a emplear es el método de las expansién de un

algebra, cuyos fundamentos y resultados principales resumiremos en este apartado.

6.1. Reescalado de los parametros del grupo

Sea G un grupo de Lie de coordenadas locales ¢*,i = 1,...,r. Sea G su algebra de Lie con
base X;. Sea G* el codlgebra y sea {w'(g)} la base determinada por las 1-formas de Maurer-
Cartan en G. Entonces si [X;, X;] = cijk son las ecuaciones del algebra, las ecuaciones de

Maurer-Cartan vienen dadas por:

dw*(g) = —5chw'(g) Aw(9) (6.1)

Es posible obtener nuevas dlgebras a partir de estas redefiniendo algunos de los parametros

del grupo como ¢g' = \g' y observando la expansién en serie sobre A de las 1-formas wi(g, \).

22
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En primer lugar es necesario senalar que las 1-formas w’(g) pueden ser expresadas en

funcién de los pardametros g como :
= 1
7 o ) hi _ho hnfl 7 k kn j
w'(g) = o5 + Z —(n n 1>‘cjklchl,@...chnilknﬂchn_lkng g™ | dg (6.2)
n=1 ’
Viendo esta expresion es evidente que una redefinicién de

g — M\ (6.3)

Producira una expansion de las 1-formas de Maurer-Cartan como 1-formas wéa) multiplicadas

por las correspondientes A®.

6.2. Algebras relevantes

Lo tnico que queda hacer por lo tanto es sustituir directamente en el dlgebra de Maurer-
Cartdn las epresiones desarrolladas de w® e igualar los términos con la misma potencia de .
Esas relaciones dan el nuevo algebra. En esta seccion vamos a tratar los casos més relevantes

para el desarrollo que haremos

Algebras G(N) generadas por G =V, & V;

Si dividimos G* en dos subespacios vectoriales arbitrarios generados por las 1-formas

w(g) y w(g), de forma que
g° = g" gt = g" (6.4)
y denotamos el nuevo algebra como:

1Ck5’o‘ LAYND,

ke .+
dwigy = =508 i (6 N Vi) (6.5)
Los coeficientes del dlgebra toman la forma
o 0, st 3+ o
SO (6:6)
P Ciias sif+v =«
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Desarrollo cuando V; es un conjunto cociente simétrico

La condicién de coset simétrico se traduce en que se cumple que
[Vo, Vo] C Vo, Vo, Vi] € W1 Vi,i] C W (6.7)

En este caso la serie de potencias en A es con potencias pares(impares para las formas de

Maurer-Cartdn w’ (g, A)(w" (g, A). Es decir que se pueden escribir como:

W (g, ) =Y AW (6.8)
n=0
wh(g, A) =D Nl (6.9)

n=0



Capitulo 7

Expansion del algebra de Poincaré

7.1. El algebra de Galileo

El grupo de Galileo es el grupo de transformaciones que son simetrias de la fisica New-
toniana. Su algebra de Lie, el algebra de Galileo, contiene los boosts Galileanos G, las
traslaciones temporales H, las translaciones espaciales P, y las rotaciones. Ignorando estas

ultimas, los conmutadores no nulos del algebra son
G., H =P, . (7.1)

Este dlgebra se puede obtener por un proceso de paso al limite (contraccién de dlgebras de
Lie) a partir del dlgebra de Poincaré.

Cuando se estudia la realizacion del algebra de Galileo sobre la funcién de onda en mecani-
ca cuantica, se observa que, realmente, la funcion de onda realiza el dlgebra de Bargmann,

con un generador adicional, M, y un nuevo conmutador no nulo
(Ga, Py] = 0ap M . (7.2)

Este generador adicional también resulta a partir del algebra de Poincaré por un proceso
de contraccién, en el que el punto de partida es la suma directa del algebra de Poincaré y
u(1). El mismo resultado se puede obtener, como veremos, por un proceso de expansién, que
serd mas conveniente a la hora de incluir nuevos generadores que extienden el algebra de

Bargmann.

El método de las expansiones del algebra da buenos resultados al intentar obtener una

gravedad galileana partiendo del algebra y acciéon de Poincaré.

25
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Partimos de las ecuaciones de Maurer-Cartan introducidas en la seccién 4:

RAB = AB 4 4, CB
" A A (7.3)
T4 = de? + wheP
El algebra viene dado por las ecuaciones al anular las curvaturas:
0 = dw?P + wiwB
© (7.4)
0 = de? + whe?
En primer lugar llevamos a cabo el siguiente splitting:
e = (e, e’ = ¢), 7.5
wAB S (Ww? W = ¢9) (7.6)

Este splitting cumple las condiciones de 4.2.2. En este caso V' estarfa dado por ¢w® y vy

por g y e“. Por lo tanto podemos escribir la expansion como:
e’ = Z /\2n+lg?2n+1 ¢ = Z )‘2n¢(2n) (77>

DI ’ =3 W, 3

Si hacemos el siguiente splitting de las curvaturas, y les asociamos el siguiente desarrollo de

potencias. Denotaremos las expresiones del desarrollo con una tilde A

T =Y N Q= M"Qp (7.9)
n=0 _

R™=>"X"Rf, G* = NG, (7.10)
n=0 n=0

como en el apartado anterior, obtenemos que las ecuaciones de las curvaturas se escriben
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CO1mo:

Dab 2 pab _ ~ab 2 ~ab

+ (”“E‘> G{t) + Ny ity + N Wo)eB(5) + XG0 + -
)\T(al) + ... :)\de(l) + )\W(O)be(l) + )\g(l)¢(0) =+ ...
Q(o) -+ )\29(2) =+ ... :d¢(0) + )\2d¢(2) -+ )\2§(1)ag‘(11) + ... (7.11)

Si tomamos los términos del desarrollo hasta A% es posible obtener las ecuaciones de una
gravedad galileana, con una variable temporal absoluta sobre la que se pliega el espacio

tiempo. Bajo ésta consideracion, podemos obtener el siguiente dlgebra

Gty =dgs) + Blopdhy

R{5) =da(g) + By @ﬁ%

REg) =dif) + (@5 + Fed(e) + Do) + i)
Tty =dehy +opely + 9 900)

Qo) =d(o)

=dp(2) + 91)a€y) (7.12)

Para ello vamos a ver como la accién se transforma al llevar a cabo la expansién. Tomamos

la forma diferencial H definida en el apartado 4.2
H = expc R ATC (7.13)

Si denotamos por €y, = €ab, la accion se escribe en términos de las curvaturas del splitting

como:
H = €0usG* AT® — €,00G* AT + €a00R® A Q = 260G AT + €, R A Q (7.14)
Si ahora desarrollamos la accién en potencias, obtenemos:
Hoy + N Hpzy = B3 A Qo) + Neas R A Qoy + eanRiy A oy + 260Gy T (7.15)
El término de la accién en A? da lugar a una accién de tipo Chern-Simmons

H) = Eabét(lg) A ﬁ(o) + Eabé?(l)]) A Q(z) + 2€abé?1)j:(b1) (7.16)
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Las ecuaciones del movimiento se obtienen con el producto interno descrito en ipaH = 0.

Por lo tanto las ecuaciones se obtienen anulando las curvaturas.

R{gy =0 Rz =0 Gy =0

Q(O) =0 Q(g) =0 T(Oi) =0

El parametro que podemos tomar como tiempo absoluto se puede obtener por la condicién
Q( 0) = 0. Sustituyendo en las ecuaciones del dlgebra ésto implica que dgb = 0, y de aqui
deducimos que podemos escribir (;5(0) = dt que pasa a ser la variable temporal que tomamos
como tiempo absoluto. Nétese que el término que nos interesa es H (2) porque de ¢l se obtienen
las ecuaciones T% = 0 y Q=0 que son las que nos permiten establecer un tiempo absoluto.

De aqui que hayamos cortado la expansién en el orden \?

7.2. Dimensiones fisicas de las formas y de )\

Para que las 1-formas que aparecen en el adlgebra tengan las dimensines fisicas que cabe
esperar, es necesario que A tenga dimensiones fisicas. Supongamos que comenzamos con el
algebra 4.1, y elegimos dimensiones para todos los e, [e]] = T, mientras que las w”? han de

ser forzosamente sin dimensiones. La métrica g, se obtiene, a partir de e, por la férmula

Guw = € (7.17)

donde e = ef}daz“ (eﬁ son las coordenadas de e” en la base dz* de T % (M)). Esto significa,
si tomamos [2°] = T, [z%] = L, que goo no tiene dimensiones, y [g;;] = T°L~2. En el caso de

la métrica de Minkowski, esto es compatible con la expresién

-1 0 0 0
1

= 0 0
¢ 7.18
L o (7.18)

0 O c%
Con este punto de partida, si suponemos que [A\] = L7'T, entonces de 7.7 se deduce que
[gf”l)] = LT~ como corresponde a la 1-forma dual de las aceleraciones galileanas. También,
[e‘(ll)] =T .-LT~! = L, como corresponde a las translaciones espaciales. Las demds 1-formas

tienen las dimensiones que les corresponden por las ecuaciones del algebra.
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Expansion del algebra de

Super-Poincaré

Las ecuaciones del algebra de Super-Poincaré en 2+1 dimensiones son

dwtp = —wicw®p
de? = —wAgelP — iy (8.1)

dip = — 3Pyt

donde Y4B es el producto antisimétrico de matrices gamma, es decir:

AB

Y == (v} — 4Py

DN | —

Durante todos los desarrollos, es necesario conocer la expresion del término conjugado del
campo spinorial. El desarrollo es el que sigue. En primer lugar tomamos la ecuacién adjunta
hermitica de la curvatura spinorial, teniendo en cuenta que hay que cambiar el orden a dos

1-formas y que por lo tanto aparece un signo -.
LN Y
0=dy'— Z%D W YaB
Para obtener el ajunto de Dirac multiplicamos a la derecha por la matriz ~°.
T Losoas t o
Ozd@b_zl/)w YaB”
En la signatura que tenemos, (70)2 = —Id. Por lo tanto podemos escribir la ecuacién anterior

29
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CO1mo:

0

1 0~F AOAO~T A0 _ A0 T A0.0AT
():dw_l_le,yOwABV NN 27%477737

Teniendo en cuenta la propiedad de las matrices gamma
775" = = (%) (8.2)
Llegamos a que la expresion correspondiente es:
0=dy+ }L@/_MABVAB (8.3)

Donde A,B=0,1,2.

8.1. Expansién de supergravedad con N=1

En primer lugar vamos a demostrar que el método de la expansion del algebra no permite
establecer una supergravedad galileana con N=1.

Puesto que estamos trabajando en N=1, debemos tomar spinores reales, es decir, que

(v
b= ( W) (8.4)

=" ¢?*)° (8.5)

. Vamos a ver que bajo estas condiciones, la tinica expansién obtenible con este modo es la

vienen dados por:

Y su adjunto viene dado por:

trivial.

El término cuya expansién vamos a analizar es de. Puesto que el campo fermidnico tiene

dos grados de libertad vamos a expandirlos de la forma mas genérica posible:

Pl = Pl + APl + A2y + .. (8.6)
P? =Pl + MGy + Al + .. (8.7)

Al igual que en el apartado anterior, se toman los términos del desarrollo hasta A2

A continuacién vamos a ver que condiciones es necesario imponer a los términos de la

expansion para que tengan consistencia con la expansiéon del algebra.
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Planteamos entonces la expansion del dlgebra con

)\dgh) = —Agu ¢ O /\W(o be + Z[(7/”(())@@(0) + QA(?/)(O %U @Z(Zo)@z(zn)
+>\2(2¢ %D @D w @D w 7WZJ(1)?/J(1 )] (8.8)
Ad5%1) = —)\5(21)5(0) - )‘a(QO)b,é%Zl) + i[@?oﬂ%m + /\(J(21)77Z(10) + i/??m%) +
)\2(@/1(12)@/)(20) + @/)(22)@&(10) + 21/1(11)@/)(21))] (8.9)

Para que ambas ecuaciones sean consistentes es necesario imponer que los términos de orden

0 y 2 en lambda se anulen.

Aoy + N2dop) = —N1)a€0)
il(Yoytioy + ?ﬁ ¢ )+ 2>\(¢ Wiy + Vi vhy)
)\2(2@/)(10)@/)(0) + ¢(1)¢(1) + 2@/)(0)@/)(22) + @b(11)¢(21))] (8.10)

En esta condicion hay que imponer que los términos lineales en A se anulen. Las ligaduras

dan lugar a el siguiente sistema:

[ YoV~ YoV =0 _
2¢( %) + ¢(11)¢(11) — 200y ¥ — Yy ¥y =0

w(oz/; (8.11)
204 ¢(1+2¢ Y2 +2¢ Uy =0
\ w w11+w w

La tnica solucién a este sistema es la trivial, de forma que concluimos que no es posible

emplear este tratamiento.

El motivo de ésta imposibilidad es que hay que imponer la condicion de Majorana sobre
los spinores. Al realizar la expansién hay que dividir los spinores de dos componentes reales
en spinores de una componente real. Esto corresponderia a spinores de Weyl-Majorana ( pués
también cumplen la condicién de quiralidad). Pero éstos spinores no existen en D=2 con la
signatura (++). Esta restriccién sin embargo no se aplicarfa si el splitting se llevase a cabo
en una coordenada espacial dado que en D=2 con singatura (-+) si hay spinores Majorana-

Weyl. Sin embargo el significado fisico de ésta manipulacién no esté claro y por lo tanto no
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entraremos a discutirlo.

8.2. Expansién de supergravedad en N=2

En N=2 no hay que imponer la condicién de realidad, y eso nos permite llevar a cabo la

expansion del dlgebra.

Algebra
El splitting de los spinores se llevard a cabo de ésta forma.

Y= P&+ P (8.12)

Donde Py = %(1 +1ivp). El resultado de ésta expansién es transformar un spinor complejo

en la suma de dos spinores reales.

Para verlo realizamos el siguietne calculo:
Re () +iIm(¢) = (1 +1iv0) &4 + (1 —iv0) €= (8.13)

Igualamos la parte real y la parte imaginaria de las ecuaciones para llegar al sistema de

ecuaciones:

(8.14)
£y + & = Re()

Si multiplicamos por 7° la ecuacién superior y resolvemos el sistema obtenemos:

{ Yo+ — Y- = Im(¢)

€+ = Re(v) F1'Im(v) (8.15)

El splitting de las curvatura se realiza de esta forma:

T4 »(T*,7° = Q),
R —(R™, R§ = G)
p=P,Z, + P Xi_ (8.16)

Bajo este splitting, las ecuaciones estructurales de Maurier-Cartan se pueden escribir
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como:
T = de“+w“bAeb+ga/\¢+ig+7“A§_
? 1
Q = dgz5+ga/\ea+§§i/\£++§ft_/\f_
Rab — dwab _|_wac /\wa +ga /\gb
G* = dg"+w'yAg°
_ 1 " 1,
2L = déL+ Z—Lwab”}/ "A &L+ 5’7 ga’}/o Nés . (8.17)
La expansion de los campos spinoriales es
&+ = So+ t+ )\25(2)+
& = M- (8.18)
Al igual que en 7, llevamos el desarrollo hasta el segundo orden en \.
Anélogamente la expansion de las curvaturas spinoriales es:
By = E o+ T N2
2. = Mg (8.19)

La expansion del resto de los términos es la misma que en el apartado 7.

Realizamos ahora la expansién de cada término del algebra, seleccionando los términos

que llegan como maximo al grado 2:

NGy = Mgy + Aot
R{g) + N Ry = diofs) + Ndifg) + (@eB(5) + N0 + N 000 +
AT@) = /\dgt(ﬁ) + )‘CNUELO)bgz(H) + )\9(1)¢(0) + )\Zf(o)Jﬂ Sy
Q) + N0z = ddyo) + o) + %g(onyOg(()H + Mgy
e . .

) [5(0)+’YO§(2)+ + €y 60+ + 5(1)_’705(1)_}

- - _ I R
E0)+ + N E@)t = d€o)+ + NdEa)4 + il "D 0y (0)+
A2 ~

1 ~ =~ 1 ab~ c a0
+ A2 (Z'Yabw(Q)abg(O)-i- + ZV bw(o)ab§(2)+) + 57 Og(l)af(l)—

- - 1, 1 -
AZ()— = Ad§y- + )\;17 "S- + >\§7 Y91)a€0)+

99 ))

(8.20)
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El dlgebra expandida adquiere la siguiente formas:
b = 490y + Sopddy
R(O) - d&ab + a?(]) &E:g)
Ry = diiy + 9ty
Qo) = doyo) + —£<0)+7 §(0)+
~ = ~ 1= ~
Qo = dé) — Jaye ey 1 {€(O)+VOE(2)+ + 55(1)_705(1)_}
Tay = defyy + Dol + 96y + Z(f( )+ €W -)
= ~ I o~
Eo+ = d§o+ + 17 B(0)abE (0)+
= c 1 ab~ c ab~ c 1 a0~ c
B+ = dfo)+ + 1 <7 W)ab§(0)+ T Y w(O)ab€(2)+> +37 91yaéa)-
~ ~ 1, = 1, e =
- = dsuy- + v Doy )- + 37 Y°G1)a€0)+ (8:21)

Versiéon dual del algebra expandida

Puesto que en este apartado no hay riesgo de confusiéon entre las dlgebras antes y después

del desarrollo, vamos a dejar de emplear A para denotar las expresiones desarrolladas. Vamos

a encontrar los (anti)conmutadores de los generadores duales del dlgebra expandido dado por

8.21. Para obtener las ecuaciones de Maurer-Cartan, hemos de anular las curvaturas. Ademas,

dedo que a = 1,2, podemos escribir w., = €W, ¢ = €apq. De este modo, las ecuaciones de

Maurer-Cartan son

do o)

do(2)
dw
dW(g)

dgfy)
d& )+
d§2)+

A&y

= —g(l)a/\e
=0

1
= §w(0)70 NEy— +

1
= —§§fo)+70 N &)+

1 a b
= Tl NI
= —EabW(O) A g?l)

. 1
€l A+ + 55?1)7

— if€1)_7a 0

YA Eqy-

1
= —§w(o)70/\€(o)
1 1 1
= —5907" A+ — 5027 Ao+ — 579007 A -

1 a
57 g(l)a’YO A o)+ -

(8.22)
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Ahora vamos a nombrar los generadores como en el articulo de Bergshoeff [2]: Los generadores

duales a et(ll)a ¢(0)7 ¢(2), w(0), W(2), 9?1)7 5(0)+7 {(2)-% y g(l)— serdn Pa7 H7 M7 J7 Sa Ga) Q+7 R y
)~ respectivamente. Un método sencillo para encontrar los conmutadores se basa en el uso

de la uno-forma candnica
O = ()P + o) H + ¢ M +wio)] + weyS + gy Ga + ) Qo + 8y Fa + (1) Qq - (8.23)

Si se impone que df = —0 A 0, y se supone que los generadores conmutan con las 1-formas,
entonces es facil extraer de esa igualdad los conmutadores. En efecto, consideremos un algebra

de Lie con 1-formas w’, y generadores X;. Si las ecuaciones de Maurer-cartan son
dit = —2CF i A 8.24
W = —5 igW AN w’ | ( . )

entonces los conmutadores de los generadores han de ser

1
[Xi, X;] = §Ckink : (8.25)
Pero si definimos la 1-forma canénica © = w'X;, e imponemos que df = —0 A 0, tendremos,
debido a la antisimetria en 7, j de w’ A w?,
df Xy = —w' X AN X = §w’ AW [ X, X . (8.26)

Por otra parte, usando (8.24) en el miembro de la izquierda, se llega a
Low i J — i J _ L j
—50 ijW Nw Xk——w Xl/\w Xj— éw VANY; [XZ,X]] . (827)

Indentificando los coeficientes de w® A w?, se recupera (8.25). El razonamiento anterior nos

indica cémo proceder para encontrar los conmutadores en nuestro caso. La ecuacién (8.27)
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nos dice que

(—€"w(o) A 6l()l) —9(1y N o) — ig(cf))+<707a)aﬂ A gﬁ)_)Pa
_§§(o)+ N &)+atl — €abg(n) N 90y

a - Z
(=9 A €1y + i€y A &@)a + F8m- A §)—a) M

1
—€ew(o) A 9y Ga — swio)(

0\ B
5O )8 A Egys Qa
1 0\« B 1 0\« B 1 a, 0\« B
5w () 8 A ey = 59 (7)%8 Ay — 5 (") 89000 A€y ) a
1 N L o e -
+H(=5w0/(7")% A £y — 5 (") 590 A €0+ @a (8.28)

debe ser igual a (de un total de 81 sélo escribimos los conmutadores que no serdn nulos)

— wo) A\ e((ll) [J, P,] — 9?1) A 9(0) [Ga, H] — 5(06)+ A 5(61)_ {sz QE}
1 1
- 55(06)+ A 5(%)+ {QF, Q5 } - 59?1) A gy [Ga, Gy

= gfy Aty [Ga, Bo] = €y A€y, {QF Ra} — %éfi) N AR, Q5)

— wo) A gy [/, Ga] = wio) A&y [, Q4]

= wo) Ay [ Ral = wiy A €y [SQa] = gy A € [Ga Q]

— wo) Ay [1.Qa] — gl ARy [Gan QF] (8.29)

donde los anticonmutadores resultan del signo adicional que aparece al intercambiar dos
formas fermidnicas. Identificando (8.28) y (8.29), llegamos a los siguientes (anti)conmutadores

no nulos:

[J’ Pa] = _€abpb ) [GaaH] = Pa ) {Q;ra Qg} = _i(’yova)aﬁpa )
{Q;r’ Qg} = ZéaﬂH ) [Ga7 Gb] = EabS )
[Gaa Pb] == 5abM ) {ngRﬂ} - _MsaﬁM ) {Q;a Qg} = _Z(SozﬂM )

.G = el [1.Q1] = 100u

1

[Ja Roa] = é(vo)ﬁaRﬁ ) [Sa QZ} = 5(’70)504}%,3 ) [Gan;} = %(,}/Ova)ﬁa}%ﬂ )

[1,Q.] = %(v“)ﬁa% , [Ga, Q] = %(vov“)%% : (8.30)

—_

Estos conmutadores, aparte de algunas redefiniciones sencillas, coinciden con los dados por
Bergshoeff et al. [2]
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Expansion de la accién

En este apartado describiremos como la accién pasa a dividirse. Para ello escribimos

primero H en funcién del splitting, para ello tomamos la notacién de que €y = €gp:

H = eapcRAB NTC + diep A p

= oG AT — €anG AT + €apoRP AQ + 205, N2, + 202 AZ_ (8.31)

Los dos ultimos términos requiere realizar las siguientes operaciones que se explican a conti-

nuacion:

pAp=prAp

— 1 : —+ 1 : 1 = 1 =
:15 (1—i(y)") + :T_§ (1+ Z(VO)T)] Yo A {5 (1—iv) =+ 3 (14 iv) =y
(8.32)
Recordando que (7°)F = —+° y que 4%y = —Id, analizaremos el término cruzado en
wX 21 y = y veremos que se anula.
(1=i(30)")7° (1 —ine) = (4" — i) (1 — i)
=" —i—7"+i=0 (8.33)

El otro término cruzado se anula de la misma forma. Sélo queda analizar la contribucion de

los términos cuadraticos,comenzando por

Eiﬁ (1 —i()") 705 (1+iv0)Ey = :TFZ (7" =) (1 +i70) Z4
i 1 . =
=8l (1" —i-i+1") By
1
= 515 (" =)=

La contribucién de EL%E se anula. Esto sucede debido a que el spinor es real. Para verlo
buscamos la expresién de Z' . que por ser un espinor real es =f . Vamos a calcular el valor de
+3 +

(E.2)", que por ser un nimero real es:
(ELE)=2tE (8.34)

Por otro lado, podemos calcularlo con las reglas de conmutaciéon de spinores. Puesto que

conmutamos 2- formas no aparece ningin signo. Pero como también son elementos impares
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de un algebra de Grassman tenemos un signo - de forma que:

=0 (8.35)

(ELE) =-E2=2

El otro término se obtiene de la forma siguiente:

1 1 1
ET_5 (1+i(y0)") 705 (1—iv) = = ET_Z (7° +14) (1 — io) E-
:Eii(vo+i+i+'yo)5+
1 A —
= 515 (70 + z) =

Y debido al mismo argumento que en el apartado anterior, obtenemos la expresion de las

curvaturas.

Una vez realizado el splitting de la acciéon podemos proceder a la expansion. Sustituyendo

directamente los términos llegamos a:

ﬁ(o) + )\2]’?(2) :Gabﬁ?g) N ,{2(0) - 42%(0)4_ VAN E(O)+
+ 22 [Eabét(lé)) VAN ﬁ(o) + Eabé?g) VAN Q(g) — QEQbGl(ll)T(bl)—i—

2iZ @)1 A Zoys + 2020+ A Z@)r + 2020y AEq)] (8.36)

Los términos 2iZ )4 A §(0)+ + 2i§(0)+ A §(2)+ se pueden agrupar.

2iZ0)+ A Z)+ = 20207 AZ@)s = —(2i2(5), (1°) A B0y )t (8.37)

El signo - surge por conmutar 2 2-formas spinoriales, pero se compensa con el signo - que

aparece en (7°)! = —4% y resulta finalmente:

!

—

2iE(0)+ N2+ = 2iE(g)+ N E(g).,. (838)
De forma que la accién toma finalmente la forma:

ﬁ(o) + /\Qﬁ(g) :Eabé?g) VAN ﬁ(o) — 4i§(0)+ N E(O)-i-
+ Nlea R A Qo) + eanR{g) A U2y + 260Gy Thy+
4iE(Q)+ A E(O)+ + 2iE(1)_ A E(l)_} (8.39)

Al igual que en el apartado 7, solo nos interesa el término del desarrollo con A%, y por lo
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tanto la accién puede expresarse como:

Hey = e B3 A Qo) + €a B A Qzy + 2ea G Thy + 4= 201 A ()4 + 2021y AZq)- (8.40)

Las ecuaciones de la accién vienen dadas anulando todas las curvaturas debido a que este

calculo se ha realizado sin incluir ninguna densidad lagrangiana de materia.



Capitulo 9
Conclusiones

En este trabajo se ha reproducido facilmente el algebra de supergalileo propuesto en la
referencia [2] para la supergravedad Galileana en 3 dimensiones. Ademds hemos visto que,
cuando se expande la accién y se selecciona el término fisicamente relevante, ello selecciona
donde se corta la expansion del dlgebra de partida, que en principio es infinita.

Como hemos dicho en la introduccion, el procedimiento a usar en el caso D = 4 es
claro. Simplemente hay que partir de una accién de la supergravedad en D = 4 apropiada,
introducir el desarrollo del algebra de superPoincaré en la diferencial de la forma Lagrangiana
y seleccionar el término adecuado.

Un hecho que hemos probado de dos maneras independientes, es que el algebra de partida
ha de ser superPoincaré con N = 2, dado que de otro modo no se puede obtener el caso
Galileano deseado. Esto seguird siendo cierto en D = 4, lo que nos obligara a partir de la
supergravedad en D = 4, con N = 2, que es mas dificil de manejar, por contener campos
adicionales que modifican le dlgebra de partida, y también por contener funciones auxiliares
que, en principio, no estan relacionadas con formas diferenciales de ningun algebra.

En cualquier caso cdlculos preliminares, en el caso de la gravedad (sin gravitinos) indican
que para D > 3, basta con hacer la expansién hasta la siguiente potencia en \.

Otra posibilidad interesante, mencionada en el texto, es hacer la expansion separando
una coordenada espacial y no la temporal antes de llevar a cabo la expansién. E incluso se
podria partir de una supergravedad con dos coordenadas temporales y separa sélo una de
ellas, cosa no tan descabellada como parece en un principio, dado que se ha propuesto en el

contexto de la Teoria M.
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Apéndice A

Anexo: Introduccién al lenguaje de

formas diferenciales

La reformulacién de la gravedad por parte de Einstein requiere tratar el espacio como
una variedad diferencial. En este apartado resumiremos algunos de los conceptos mas basicos
del calculo infinitesimal de variedades, y definiremos las herramientas matematicas que seran

usadas durante los desarrollos.

Partiremos de que el espacio-tiempo puede ser descrito por una variedad diferenciable.

A.1. Formas diferenciales y producto exterior

Una p-forma es un campo tensorial de orden p covariante y totalmente antisimétrico.
Sobre una p-forma « y una g-forma [ se puede definir un producto exterior que denotaremos

por a A B definido como:

(A B)(v1, .. psq) = p'iq' Z(sigmr)ﬂ[oz(vl, ) B(Ups - Uptg) (A.1)

Donde 7 son las permutaciones de (1,2,...,p+q) y v; pertenece al espacio tangente a la
variedad que denotamos por T(X). Este producto es asociativo y bilineal, y en general no es

conmutativo, siendo

aNf=(-1)PIANa (A.2)

Es posible expresar una p-forma en una base formada por el producto exterior de p 1-
formas que forman base de T*(X"), donde T*(X™) es el espacio dual a T'(X)Si la base es

41
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(0%i=1,...,n),la 1 forma se puede expresar como

1

o = —'akl,,,.knekl A le (A3>
p:

= OZKIW,KneKl A ...¢9K1 (A4)

La diferencia entre ambas expresiones es que en la segunda se cumple que Ky < K1, es
decir que las 1-formas estan ordenadas. El algebra resultante de todas las formas con todos

los grados junto con el producto exterior da lugar al dlgebra de Grassman.

A.2. Diferencial exterior

El operador de diferencial exterior d transforma una p-forma « de clase C* en una p+1
forma do de claseC**! de la siguiente forma:
- oo I;.

e gk A da™ A LA dae (A.5)

d
“ oxk

dz' es la base del espacio dual inducida por las coordenadas utilizadas.

A.3. Producto interior

Dada una forma w y un vector v se define un operador i, transforma una p-forma en
una p-1 forma y que toma la siguiente forma en la base canénica de las coordenadas de la
variedad:

W = ———V'Wj4y, i, dT? A A dx'® (A.6)

ip

A.4. Conexiones en una variedad

La teoria de la relatividad de Einstein se basa en la construccién de un espacio-tiempo
con una métrica distinta a la de Minkowsky (plana), esta métrica da lugar a una conexién y

a unas curvaturas que permiten describir la geometria del espacio-tiempo.

No obstante es posible definir y dar sentido fisico a una conexién sin que esta tenga que
ser obtenida a partir de una métrica. Este es el origen de las teorias de Yang-Mills, que
permiten describir con éxito los demas campos de la naturaleza. Puesto que vamos a tratar

el caso de la supergravedad y van a aparecer términos que no tienen una relacién directa con
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la métrica cldsica, haremos una introduccién a este formalismo.

Fibra sobre un espacio topolégico

En primer lugar es necesario definir el concepto de haz.

Un haz es un triplete (E,B,7) que consiste en dos espacios topolégicos E y B y una apli-

cacion continua subyectiva 7 : £ — B.

Llamamos un fibrado a un espacio F homomorfo a
() VzeB (A.7)

Una haz e fibras (E,B,m,G) es un haz y un grupo topolégico G de homomorfismos del
espacio imagen F en si mismo. También tiene una cobertura de B mediante una familia de

conjuntos abiertos {U;} y cumple las siguientes propiedades:

= Localmente la fibra es trivial. Es decir, que es homomorfa al producto topolégico U; x F'.

El homomorfismo

©j Zﬂil(Uj)%Uj x F (AS)

tiene la forma :

v;i(p) = (m(p), ¥;(p)) (A.9)

Los pares {U;, ¢} se denominan trivializaciones locales.

= Hay una relaccion entre los subhaces triviales definidos en los conjuntos de la covertura
U;. Si tomamos = € U; N Uy, el homomorfismo @, , o @; : F — F es un elemento del

grupo estructural.

Si el grupo estructural G y F son isomorfos y G actia en F como accién izquierda, la
fibra se llama fibra principal.
Conexiones y campos

Definimos una conexién en una fibra principal (P, X, 7, G) como una 1-forma w en P que

toma valoes en el espacio vectorial G tal que wp(u) =4 donde u € V, y 4 € G. La relacion
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entre 4 y v viene dada por
5(g) = L(e)v(e) (A.10)

Se definen los espacios horizontales como:

H, ={v e T,(P);w(v) =0} (A.11)

Se puede demostrar que dada una trivializacién {U;, ¢;} y una conexién w, hay una tnica
familia de conexiones en la variedad basew;.
En las teorias de Yang-Mills w; se denomina potencial y la trivializacion es llamada gauge

local.

Derivada exterior covariante, curvatura, torsién y ecuaciones de Maurer-Cartan

Si h es una aplicacién tal que h : T,(P) — H, v — 0. Definimos la derivada exterior

covariante sobre una r-forma como:
Dé(v1,..vp41) = ddp(hvy, ..., hvpiq) (A.12)
La curvatura se define como €2 = Dw. La ecuacién estructural se define como:
Ly j

Donde cfj son los coeficientes del algebra de Lie G generada por el grupo G de la fibra.

Por otro lado, si definimos una aplicacién ®,u = (6*(u)) donde 6 es la base dual de €.

La 1- forma en F(X) con valores en R"definida como
0,(v) = @,7'v (A.14)

Se llama forma candnica. La torsion se define como © = D@. La ecuacién estructural de

Cartéan se escribe como

O =df + [w, 0] (A.15)
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