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Resumen

Este trabajo trata del desarrollo de un nuevo método para la determinacién de
la resistencia en materiales de muy baja conductividad. Este método esta basado
en el estudio de la difusién de la carga en el interior del material al ser sometido
a una diferencia de potencial.

Para ello se ha disenado un sistema constituido por dos placas metdlicas para-
lelas conectadas a tierra, en medio de las cuales se ha introducido una lamina del
material a medir. Se aplica un potencial elevado en un extremo de la ldmina y se
analiza la evolucién temporal del potencial en el otro extremo. La rapidez de la
variacion del potencial estara directamente relacionada con la conductividad del
material.

En primer lugar se realizard un estudio tedrico tratando de aproximar el sis-
tema a una linea de transmisién y hallando una solucién analitica a este sistema
aproximado.

En segundo lugar se desarrollara un software de simulacién escrito en lenguaje
C que resolvera el problema de la difusion de la carga en el material mediante
un método basado en las diferencias finitas, hallando una soluciéon al problema
unidimensional del potencial a lo largo del material.

En tercer lugar se desarrollara otro software de simulacién escrito en MATLAB®)
para resolver el problema en dos dimensiones, hallando la difusién de carga a través
del material resolviendo la ecuacién de Poisson y la ecuacion de continuidad de la
corriente eléctrica para cada paso temporal.

Finalmente montaremos el sistema y realizaremos medidas experimentales de la
evolucién del potencial en un material a fin de medir su conductividad y comprobar
que dicha evolucién es la predicha por los modelos calculados.



Abstract

This work consists in the development of a new method for measuring the
electrical resistance of very low conductivity materials. This method is based on
the study of the charge diffusion inside the material when It is exposed to a high
voltage.

We have designed a system formed by two parallel metalic grounded plates in
between we have placed a sheet of the material we want to measure. We then set
a high voltage in an end of the sheet and then we analyze the temporal evolution
of the voltage in the other end. The rate of the voltage variation is firmly related
with the material cunductivity.

First of all we will make a theoretical study trying to approximate the system to
a transmission line and reaching an analytical solution to the approximate system.

In second place we will develop a simulation software written in C language that
will solve the charge diffusion in the material using the finite difference method.
Thus finding a solution for the one-dimensional problem of the voltage throughout
the material.

In third place we will develop another simulation software written this time in
MATLAB®) code to solve the problem in two dimensions, finding the charge dif-
fusion by solving Poisson’s equation and the continuity equation of electric charge
for each time step.

Finally we will take experimental measurements of the voltage inside the mater-
ial using this method in order to measure its conductivity and to discuss whether
or not the theoretical results correctly portray the experimental behavior of the
voltage.
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Capitulo 1

Introduccion

Los materiales de conductividad muy baja, pero al fin y al cabo distinta de ce-
ro, tienen multitud de aplicaciones eléctricas y son usados con gran frecuencia. Por
tanto caracterizarlos con precisiéon y rapidez es algo necesario. Lamentablemente
la determinacion de la resistencia de estos materiales no es tan sencilla como la de
otros materiales de una conductividad mayor. Convencionalmente para determinar
la resistencia de un material se le aplica una diferencia de potencial, y se mide la
corriente que circula por el mismo mediante un galvanémetro. Para el caso de resis-
tencias muy elevadas, la corriente a detectar se vuelve muy pequena, practicamente
indetectable. Por lo que para realizar la medida se debe aumentar el potencial apli-
cado al material lo suficiente como para que se pueda apreciar la intensidad que
circula por el mismo. Como los instrumentos utilizados tipicamente para medir la
resistencia (multimetros), solamente son capaces de medir resistencias inferiores a
unos 200MS2, para medir resistencias de mayor magnitud se utilizan electrometros,
ya que son capaces de obtener una precisiéon mucho mayor.

1.1. Métodos convencionales de medida de altas
resistencias

El electrémetro es un instrumento capaz de medir cantidades mintsculas de
carga o corriente eléctrica. Los electrometros mas modernos alcanzan a medir
corrientes del orden del femtoamperio. En el fondo los electrémetros actiian como
amperimetros de alta sensibilidad.

Para medir resistencias elevadas se utilizan principalmente dos métodos: el
método del voltaje constante y el método de la corriente constante.[4]
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1.1.1. Meétodo del voltaje constante

Para medir una resistencia elevada usando el método del voltaje constante
necesitamos un eletrémetro capaz de medir una corriente muy baja y una fuente de
voltaje constante. Algunos electrometros poseen una fuente de voltaje incorporada
para poder calcular automaticamente una resistencia La configuracion basica de
un montaje para medir una resistencia usando el método del voltaje constante es
la siguiente :

R

—o N\ N o—— .
V= o

LO

Figura 1.1: Método del voltaje constante

La fuente de voltaje constante (V) se sitia en serie con el material a medir (R) y
el electrémetro (A). Dado que la caida de potencial en el electrémetro es despre-
ciable, la caida de potencial se producira enteramente en el material a medir, y la
resistencia se calculard mediante la ley de Ohm, R = V/I.

En ocasiones, plasticos de resistencia muy alta estan formados por diminutos
elementos conductores unidos por material dieléctrico. La conductividad de estos
materiales es funcion del voltaje aplicado, ya que cuando la diferencia de potencial
aplicada es muy alta, se produce ruptura dieléctrica de las conexiones dieléctricas
y la resistencia disminuye. Por tanto para medir estas resistencias necesitariamos
emplear un voltaje no muy elevado, haciendo muy dificil la deteccion de la corriente
que circula por el material.

Las fuentes de errores mas comunes usando este método son las interferencias
electrostaticas provenientes del exterior del sistema. Otro problema son las perdi-
das de corriente, que debido a lo pequena que es, aunque sean escasas van a ser
apreciables. Pero el problema principal de este método es el ruido y la aparicion
de corrientes parasitas.
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1.1.2. Método de la corriente constante

Para medir resistencias utilizando el método de la corriente constante se pre-
cisa de un electrometro configurado como voltimetro de alta impedancia de entra-
da, y una fuente de corriente constante. Hay algunos electrémetros denominados
ohmimetros que incorporan la fuente de corriente, pudiendo medir la resistencia
sin necesidad de mayor equipamiento. La configuracion bésica para medir una
resistencia usando este método es la siguiente:

Q

Figura 1.2: Método de la corriente constante

Emitimos una corriente constante (I) desde de la fuente, que fluye a través del
material de resistencia (R) y la caida de potencial es medida por el electrémetro
(V).

Este método solo es valido para medir resistencias menores de 10*2€Q). A partir
de este valor el método deja de ser tutil. Esto se debe a que a la dificultad de
construir una fuente de corriente constante, se le suma el hecho de que necesita-
mos que toda la corriente circule por el material. Al estar el electrémetro situado
en paralelo a la resistencia, para poder despreciar la corriente que circula por el
electrometro, necesitamos que tenga una impedancia mucho mayor que el material
a medir.

En resumen: para voltajes pequenos existen voltimetros con esas impedancias,
pero necesitamos usar voltajes muy elevados ya que la fuente tiene que suministrar
una corriente apreciable. Y para altos voltajes no hay un electrometro que tenga
una impedancia tan alta.

Ademas, este método no puede dar cuenta de las resistencias dependientes del
voltaje al no ser capaz de determinar el voltaje aplicado a menos que conozcamos
la resistencia.
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1.1.3. Conclusiéon

Estos métodos aunque en apariencia simples, son en realidad lentos y poco
practicos. De hecho el método de la corriente constante no es valido para resisten-
cias tan altas como las que pretendemos medir.

Para emplear el método del voltaje constante, es necesario utilizar el electrome-
tro para medir intensidades de érdenes menores que los picoamperios. Al medir
6rdenes tan bajos de intensidad, al nivel de los femtoamperios, aparece una gran
cantidad de ruido debido a que la carga que esta circulando es al fin y al cabo dis-
creta. Cuando realizamos medidas de tal precisiéon se aprecia que esta circulando
un numero finito de electrones, por lo que la corriente fluctiia debido a fenémenos
como el ruido de Johnson [3].

Para solventar este problema, se mide la carga que circula durante un intervalo
de tiempo y se promedia, eliminando asi el ruido. Para ello se conecta la resistencia
a medir a un condensador que vaya acumulando la carga que circula a través
del material, y determinamos la intensidad ya que esta obedecera la ecuacion
I = —%C. De este modo eliminamos el ruido, pero tenemos el inconveniente de
que esta medida tiene un tiempo de respuesta largo, ya que necesitamos que el
condensador se cargue hasta una medida apreciable. Ademas necesitamos usar un
condensador de muy buena calidad para que no haya perdidas apreciables, lo cual
es complicado cuando se trabaja con magnitudes tan pequenas.

1.2. Meétodo propuesto para la medida de altas
resistencias

Para mejorar la poca eficiencia de estos métodos de medida de resistencias
hemos desarrollado un nuevo método que solventa la mayoria de los inconvenientes
que presentan los utilizados habitualmente.

La base de nuestro método es llevar al extremo el método del voltaje constante.
La lentitud de éste radica en que necesitamos de un condensador que se cargue
para poder medir la carga que ha circulado por el material. En nuestro método
utilizamos unas placas metalicas paralelas al material de modo que el material
y las placas conforman un sistema que puede tratarse como si fueran infinitos
condensadores de capacidad diferencial, es decir, cada punto del material actuara
como un condensador de tamano infinitesimal y por tanto se reduce al maximo la
capacidad del condensador de integracién, lo que reduce el tiempo de medida.

Para determinar la conductividad de un material, se aplica un potencial ele-
vado en un extremo de la ldmina y se analiza la evolucion temporal del potencial
en el otro extremo. Si tenemos un modelo tedrico de cémo deberia comportarse
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este potencial en funcién de la conductividad, podremos conocerla midiendo cémo
evoluciona en el tiempo el potencial dentro del material.

La gran ventaja de nuestro método, ademés del menor tiempo de respuesta
de las medidas, es que es independiente del voltaje aplicado, ya que lo que vamos
a medir es la evolucién del potencial. La limitacion estara en la sensibilidad del
instrumento de medida.

El montaje consistira en dos placas metalicas paralelas conectadas a tierra, en
medio de las cuales colocaremos (de manera que no toque las placas) una ldmina
del material a medir, cuyo borde superior conectaremos a una fuente de potencial
constante. Todo ello situado sobre un plano metalico también conectado a tierra.

Vo

7

V=0 V=0

e

V=0

Figura 1.3: Esquema del montaje

Nuestro sistema asi definido puede tratarse como una linea de transmisién en la
que podemos despreciar la inductancia y la conductancia, permitiéndonos realizar
una solucién analitica aproximada, ademas de resolverlo numéricamente.

El inconveniente de este método es que requiere una medida de potencial sin
corriente, es decir, un voltimetro de impedancia de entrada infinita. Por ello para
medir el potencial en la lamina del material utilizaremos un voltimetro electrostati-
co.

1.2.1. Funcionamiento de un Voltimetro Electrostatico

El voltimetro electrostatico es un tipo de electrémetro denominado de lamina
vibrante. Este dispositivo es capaz de medir el potencial de un punto respecto de
tierra sin estar en contacto con dicho punto, por tanto sin perturbar su potencial
y sin riesgo de que se produzca una descarga entre la sonda y la superficie. Esto
nos permite trabajar con potenciales elevados de ser necesario.
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ELECTROSTATIC VOLTMETER

Figura 1.4: Voltimetro electrostatico empleado

El dispositivo consta de una sonda que se situa préxima al punto cuyo potencial
queremos medir. La sonda posee una lamina metalica que oscila de manera que se
acerca y aleja de este punto. Como la lamina se halla en medio del campo eléctrico
creado por el potencial de este punto, al oscilar creara una corriente eléctrica en el
circuito que esta acoplado a ella. El voltimetro lo que hace ahora es establecer en
la sonda un potencial tal que anule el campo eléctrico entre la sonda y la superficie
a medir. Esto sucederd cuando el potencial en el circuito sea el mismo que el del
punto situado en frente de la sonda, por lo que efectivamente determina el potencial
del punto sin tocarlo[5].

1.2.2. Necesidad de desarrollar un software especifico

Para obtener la conductividad a partir de la evolucién temporal del potencial
necesitamos relacionar ambas magnitudes. Podemos tratar de buscar una soluciéon
analitica realizando aproximaciones, pero dada la elevada complejidad de calculo
de una resolucién analitica completa, necesitaremos de simulaciones para resolver
numéricamente el problema si queremos tener una precisiéon mayor.

Lamentablemente no existe ningiin software comercial de simulacion destinado
a resolver la evolucion temporal de la carga en materiales muy resistivos. Hay una
variedad relativamente amplia de software de simulacién para todo tipo de proble-
mas electrostaticos, o para simulacién de altas frecuencias en lineas de transmision.
Pero nuestro caso no puede ser tratado con estos programas.

» Simuladores electrostaticos: No pueden resolver nuestro sistema ya que se
trata de un problema de campos eléctricos lentamente variables, pero no
estaticos.
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» Simuladores de lineas de transmisiéon: Aunque estos tratan con campos va-
riables, no pueden resolver nuestro problema ya que lo que estudian es la
propagacién del campo. En nuestro caso no hay propagacion ya que la au-
toinduccion en nuestro material es completamente despreciable. Lo que bus-
cariamos seria resolver el régimen transitorio de una linea de alta resistividad
y ninguna autoinduccion, para lo cual estos simuladores no estan preparados.

Debido a la ausencia de un software apropiado y a la necesidad de estas simu-
laciones para la resolucion de nuestro problema, hemos tenido que desarrollar un
nuevo software de simulacién en lugar de utilizar uno previamente existente.
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Capitulo 2

Soluciones al sistema propuesto

Hemos hallado tres soluciones al sistema con un grado de precisién creciente:

En primer lugar, el sistema propuesto puede ser tratado como una muy mala
linea de transmisién, teniendo de este modo una solucién analitica. Hemos halla-
do dicha solucién y determinado asi la difusién de la carga en el material y la
evolucién del potencial en el mismo. Esta solucién nos dard en lineas generales
el comportamiento del potencial, pero no podemos esperar gran precision pues es
una aproximacion demasiado burda.

A fin de tener resultados mas precisos hemos resuelto el sistema de forma
computacional usando dos enfoques distintos para el sistema:

Primero hemos supuesto el sistema como si fuera unidimensional y hemos re-
suelto el problema de la difusion de la carga cuando se le aplica un potencial
constante en su extremo. Hemos considerado el material como unidimensional,
finito, y con una determinada resistencia y capacidad por unidad de longitud.

En segundo lugar hemos tratado el sistema como si fuese bidimensional y hemos
resuelto numéricamente la ecuacién de Poisson para todos los puntos del sistema,
calculando la difusién de carga debida al campo eléctrico que aparece en el interior
del material al aplicarle un voltaje constante en su extremo, determinando asi la
evolucion temporal del potencial y la carga en el interior del material.
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2.1. Solucion Analitica

Vamos a aproximar nuestro montaje a una linea de transmisiéon uniforme e
infinitamente larga. Reducimos asi el sistema a uno unidimensional y sin efectos
de borde. En las lineas de transmision, para zonas alejadas de sus terminaciones,
podemos considerar secciones infinitesimales de longitud Az, situadas en la coor-
denada z de la linea. Esta seccion de linea tiene una resistencia total en serie RAz,
una inductancia en serie LAz y una capacidad y conductancia paralelas CAz y
GAz que seran las del material con respecto a cada una de las placas metalicas
de nuestro montaje[l]. Lo que nos da lugar al siguiente circuito equivalente para
cada seccion infinitesimal:

V(Z) c T = o vz+hz f)
R 7 s
iz Y L [ ifz+Mz f)
——— A\ [ -
ViZd) c ______ :':: G vEzeAz
z ‘T z+lz
| Az -
Figura 2.1: Linea de transmisién
L: Inductancia R: Resistencia
C: Capacidad G: Conductancia

Como se puede observar, el voltaje de salida de la seccién difiere del voltaje de
entrada debido a la caida de voltaje en serie a través de la resistencia y de la
inductancia, mientras que la corriente de salida difiere de la corriente de entrada
debido a las corrientes en los elementos paralelos. En nuestro caso, la conductancia
G va a ser cero, ya que las placas metdlicas estan separadas de nuestro material
por aire, que supondremos dieléctrico perfecto, y no va a haber perdidas. Ademas,
como la evolucion del sistema va a ser muy lenta, el valor de la autoinductancia L va
a ser despreciable comparado con la magnitud que van a tener tanto la resistencia
R como la capacidad C.
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2.1.1. Resolucion del sistema

Procederemos a resolver el circuito mediante las leyes de Kirchoff:
v(z 4+ Az, t) —v(z,t) = —RAz i(z,1) (2.1.1a)

0v(z,t)

ot
Dividiendo por Az y haciendo que tienda a cero, llegamos a las ecuaciones dife-
renciales:

i(z+ Az t) —i(z,t) = —2CAz (2.1.1b)

Ov(z,t)

5 —Ri(z,t) (2.1.2a)
di(z,t) Ov(z,t)
S = 20— (2.1.2b)

Desacoplando estas dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales llegamos
a las siguientes ecuaciones:

D?v(z,t) ov(z,t)

S = 20R— (2.1.3a)
%i(z,t) 0i(z,1)
S = 20R (2.1.3b)

Que son dos ecuaciones de difusion. Vamos a resolver la EDP del potencial
usando la transformada de Laplace:

En primer lugar tenemos que por las propiedades de la Transformada de La-
place:

022

L {v(z )} = V(2,5) r {%ézza t)} _ %V(z,s)
r {c‘)%(z,t)} _ 0_2V(z’8) . {av(zat>}

Por lo que sustituyendo en la ecuacién (2.1.3a) la ecuacién a resolver pasa a

%V(z, 5) = 2RC(sV (2, 5) — v(2,0)) (2.14)
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La condicién inicial es que solo hay potencial en el extremo de la linea, es decir:

_Jvw st z=0
v(z,0) = { 0 si 250 (2.1.5)
La solucién serd de la forma:
V(z,8) = Cy(s) eV?BO% 4 Oy(s) e V2RO (2.1.6)

Entonces, C;(s) = 0 pues sino la solucién serd divergente.

La tnica condicién de contorno que tenemos es que el potencial en el extremo
de la linea es siempre constante, es decir v(0,t) = vy. La transformada de esta
condicién es:

V(0.5) = Lofo(0.0)} = 7

Aplicando esta condicién inicial y C}(s) = 0 a la ecuacién (2.1.6) tenemos que:
Entonces, sustituyendo en (2.1.6):

w@@:%aﬁﬁézgwgﬁ} (2.1.8)

Por lo que deshaciendo la transformada de Laplace en (2.1.8) obtenemos la
solucién final, que sera:

v(z,t) = L1 {V(2,8)} = v erfe (\ / i—fz) (2.1.9)

Siendo erfc(z) la funcién error complementaria, y siendo C la capacidad del
material con respecto a cada una de las placas. Si tomamos C como la capacidad
por unidad de longitud del material respecto de ambas placas la solucion seria:

v(z,t) = vy erfe <\/ i—fz) (2.1.10)
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2.2. Solucion Unidimensional

Para la primera solucion numérica del problema vamos a suponer el sistema
como una linea unidimensional finita a la cual estamos aplicando un potencial
constante en un extremo. Esta linea tendra una resistencia R por unidad de longi-
tud y una capacidad C' por unidad de longitud. El potencial en la linea cumplira la
ecuacién (2.1.3a). La resolucion de esta ecuacion no es posible usando los métodos
computacionales habituales como los Runge-Kutta. Debido a que nuestro proble-
ma tiene unas condiciones iniciales muy abruptas, haciendo que estos métodos no
sean estables. Esto da lugar a unas anomalias que hacen imposible su resoluciéon
por estos métodos convencionales. Debido a esta rigidez de la soluciéon necesitamos
utilizar un método implicito, es decir, que resuelva para cada paso temporal, una
ecuacion en la que aparezca el paso temporal siguiente.

Hemos elegido para resolver el problema el método de Crank-Nicolson, por ser
implicito y numéricamente estable[2], y lo hemos implementado en un programa
escrito en lenguaje C (Apéndice A).

2.2.1. Método de Crank-Nicolson

Esta basado en las diferencias finitas en el espacio y en la regla del trapecio
en el tiempo. Tiene por tanto convergencia de segundo orden en el tiempo. Es
un método incondicionalmente estable para las ecuaciones de difusién lo que le
hace perfecto para nuestro propésito. El tnico inconveniente que tiene es que las
soluciones presentan unas oscilaciones espurias decrecientes si la relacion entre el
paso temporal y el espacial no cumple unas determinadas proporciones que luego
se explicaran.

El método de Crank-Nicolson es una combinacion del método de Euler implicito
y del de Euler explicito. Si la ecuacién en derivadas parciales es:

avg? _ (%) (2.2.1)

Si tomamos v(iAz, nAt) = v}, la ecuacién sera de la forma:

N : s (8 g(;za t)) +fr (%)} (2.2.2)

La funcion f debe ser discretizada espacialmente mediante diferencias finitas.
La derivada espacial es:

n+1 n
ot =1 [

du(z,t)  v(z+Azt)—v(z,1)
= = (2.2.3)
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Por tanto la derivada segunda la obtendremos derivando de nuevo ésto:

?v(z,t) 9 Ov(z,t)  w(z+ Az t)—2v(z,t) +v(z — Az, t)

= _ = 2.2.4
072 0z 0z Az? ( )
Es decir:
O*v(z,t) P — 207 + ol
= = ’ ’ 2.2.5
022 Az? ( )
En nuestro caso, la ecuacion es:
v (z,t) ov(z,t)
—> 2 =2CR ’ 2.2.6
022 ot ( )

Por tanto aplicando (2.2.5) en (2.2.2) y sabiendo que:

I Pu(z,t)\ 1 0%v(zt)
0%z  2CR 02z

Tenemos que la ecuacion queda discretizada como:

At - 2(2RC)(AZ)2 ((Ui-i—-i_ll - 22}2’ i + Ui—-i_ll) + (U»L‘-H — 2v; + Ui—l)) (227)
Agrupando las constantes:
At
- 2.2.8
" T ARC(AZ) (2.2.8)

El valor de esta constante debe de ser menor que un cierto niimero para que
en el método de Crank-Nicolson no aparezcan oscilaciones. Experimentalmente
hemos determinado que ese valor es alrededor de 0, 025. Nos queda finalmente que
la ecuacion a resolver es:

n+1 n+1 n+l n n n
—rupy + (L4 2r)uf — ol = ol + (1 =21 +ro) (2.2.9)

Que es un sistema de ecuaciones con matriz tridiagonal, es decir tendremos un
sistema del tipo:

by co 07 [x] [ dy |

ap by o 1 dy
as by . r3| = |d2 (2.2.10)

. . cn_l N .

_O Qp bn | _wn_ _dn_
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En nuestro caso, habrda que resolver este sistema para cada paso temporal.
Las incégnitas serdn los valores del potencial en cada punto del espacio para el
siguiente paso temporal, menos en el primer punto, cuyo valor es siempre vy. Los
términos independientes serdn los valores del potencial en cada punto del espacio
para el paso temporal actual, y los coeficientes seran los que correspondan del la
ecuacion (2.2.9). Quedando asi el sistema de ecuaciones a resolver en cada paso
temporal como:

[ 1 0 0 _USLH_
-r 1+2r —r vt
—r 1420 - vt
: R 5+1
|0 —r 14 2r] |Yfin |
_ " -
roy 4+ (1 =2r)v} +r ol
= rof + (1 =2r)vy +r vy (2.2.11)

Ut (1-— QT)U}Lm 7 Vi ]

Esto presenta un problema para el potencial en el tiltimo punto que trataremos
mas adelante. Los sistemas de ecuaciones con matrices tridiagonales pueden ser
resueltos facilmente mediante un algoritmo especifico denominado “algoritmo de
Thomas”.[6]

2.2.2. El algoritmo de Thomas

Este algoritmo es una forma simplificada de eliminacién Gaussiana para re-
solver sistemas de ecuaciones de matriz tridiagonal como lo es(2.2.10). Este es
un algoritmo por lo general inestable, pero para el caso particular de matrices
diagonalmente dominantes si que es estable. Veamos que éste es nuestro caso:

Una matriz es diagonalmente dominante si para cada fila, el elemento diagonal
es mayor o igual que la suma de sus elementos no diagonales, es decir:

la;| > Z |ai;] (2.2.12)
J#i

En nuestro caso particular los elementos no diagonales tendran valor r y los dia-
gonales 1 4 27 por lo que siempre se va a cumplir que 1 + 2r > 2r y el algoritmo
sera estable.
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El algoritmo consiste en, primeramente, calcular los siguientes coeficientes:

C; . .

= st 1=20

b;

/ —
Z/ st 1=1,2,---,n—1
Yy
d; ) )
— St 1=0
b;
I —

—F st i=1,2, N
bi — G104

Una vez tenemos estos coeficientes obtenemos la solucién al sistema sustitu-
yendo hacia atrds de la siguiente forma:

T, =d,

/ / .
ri=d;—Cxriy1 ;i=n—1n—-2---10.

Por tanto tomando los valores correspondientes de b, ¢, d y x en nuestra ecua-
ci6én (2.2.13), podemos obtener la solucién para cada paso temporal utilizando este
algoritmo.

2.2.3. Dificultades en la implementacion del cédigo

En primer lugar hemos de tener especial cuidado en la relacion entre At, Az,
Ry C, que se engloban en la variable r como se dijo en (2.2.8). Como esta variable
debe ser pequena hemos optado por fijarla en un valor r = 0,025.

También hemos fijado Az tal que se tome siempre un determinado nimero de
puntos que consideremos suficiente, y después para calcular el paso temporal tan
solo lo despejamos de la férmula de r con los valores que hayamos dado a Ry C.

Otra cuestion a tener en cuenta es, como habiamos dicho antes, el implementar
la condicién de contorno de que en el tltimo punto no hay difusién. Hemos optado
por una solucién consistente en suponer que hay una segunda fuente de potencial
idéntica, situada a una distancia de la primera igual a dos veces la longitud del
sistema.

Asi el potencial en lo que era el tultimo punto del sistema (ahora punto inter-
medio), es igual al potencial del punto situado inmediatamente después, ya que el
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sistema es perfectamente simétrico. De este modo no hay difusion en el que era
el ultimo punto, pues el siguiente es equipotencial a él. Nuestro programa solo
mostrara en la salida de datos los valores de la primera mitad de la linea, pues es
la mitad “real”, la segunda parte de la linea es solo un artificio para resolver las
condiciones de contorno. Aunque su evolucién serd la misma que la de la primera
mitad.

Eso no quita que ahora debemos resolver las ecuaciones para los nuevos puntos
del sistema. Al anadir una segunda fuente se duplica la longitud de nuestro sistema
y por ello la matriz de coeficientes. Pero estas nuevas filas de la matriz van a tener
la misma forma que las de la primera parte del sistema. Solo cambiara la iltima
fila de la matriz ya que ahora tenemos definido también el potencial en el iltimo
punto que calculamos (la segunda fuente). Quedando el sistema de ecuaciones a
resolver de este modo:

[ 1 0 07 [ optt]
-r 1+2r —r vt

—r 142 - vyt

—r 1+4+2r —r U}l;zljl
0 0 1] | v

vg (= wo)
rog 4+ (1 —2r)vl +r v

B rof 4+ (1 —=2r)vf +r v (2.2.13)

r U?m—2 +(1 - 27’)1;;}1.”_1 +r U?m

U?in (: UO)
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2.3. Solucion bidimensional

Ahora vamos a tratar de resolver computacionalmente el potencial en nuestro
sistema, formado por las placas metalicas conectadas a tierra, mas el material a
medir, suponiéndolo un sistema bidimensional.

Suponer que el sistema es bidimensional implica suponer que el sistema no varia
en la tercera dimension, es decir, que tanto las placas metalicas como el material
son planos infinitos. Esta aproximacién sera valida siempre que la distancia entre
las placas y el material no sea demasiado grande.

También vamos a suponer que el material tiene un grosor diferencial, lo cual
es razonable siempre y cuando el grosor sea mucho menor que la distancia entre
placas.

Tendremos las placas metdalicas y el fondo del sistema conectados a tierra,
luego el potencial en ellos serd siempre cero. Aplicaremos en el punto inicial un
potencial constante Vy y supondremos que este potencial decrece linealmente en
direccion perpendicular al material, desde Vy en el punto inicial hasta ser 0 en
las placas. Teniendo estos puntos dicha distribucién lineal para todos los pasos
temporales. Hemos implementado esta solucion en un programa escrito en lenguaje
Matlab (Apéndice B). Esta aproximacion estd esqueméticamente representada en
la siguiente figura:

v, V=0

Figura 2.2: Esquema de la simulacion
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2.3.1. Primer paso temporal

Inicialmente el sistema tiene las condiciones de contorno citadas anteriormente.
Es decir, el potencial solo es distinto de cero en el extremo inicial de nuestro
material y en las zonas situadas directamente sobre y bajo este punto. En el primer
paso temporal vamos a resolver la ecuacion de Laplace para el potencial en todos
los puntos del espacio, ya que no hay carga eléctrica en ningin punto. La ecuacién
a resolver en cada punto de nuestro sistema es:

ViV =0 (2.3.1)

Debemos discretizar el operador laplaciano. Para ello utilizaremos el método de
las diferencias finitas en dos dimensiones. Damos a cada punto de nuestro sistema
unas coordenadas x = 1Az, y = jAy. Por lo que para un valor definido de Ax
y Ay la posicion de un punto estd perfectamente definida por la pareja de valores
(i,7). Por tanto

V(.Q? ) y) = ‘/ij

Vamos a trabajar en coordenadas cartesianas, luego el operador Laplaciano
toma la forma de

Vif=_—5+——= (2.3.2)

Por tanto debemos discretizar las derivadas segundas en x e y .Usando el método de
las diferencias finitas, hemos visto en (2.2.4) que la derivada segunda del potencial
en las direcciones x e y seran:

82 [/z i 1
8x27] Ax? Vit = 2Vig + Vieay) (2.3.3a)
82 Ll i 1

yZ,J y2 (Vigrj — 2Vij + Viiy ) (2.3.3b)

Si tomamos el mismo valor para Ar = Ay = A. Solo tenemos que sumar
(2.3.3a) y (2.3.3b) para tener:

Vs = 5 (Vigrg + Vijor —4Viy + Vi + Vij 1) = 0 (2.3.4)

1
5
A

Despejando en esta ecuacion tenemos que:
Vitry + Vigsr +Vic + Vi
4
Es decir, en cada punto del espacio, el potencial sera el promedio de los potenciales
de los cuatro puntos situados arriba, abajo, a la derecha y a la izquierda de dicho

punto. La resolucion de esta ecuacién para todos los puntos del sistema nos dara
la situacién tras el primer paso temporal

= Vi, (2.3.5)
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2.3.2. Evolucion temporal del sistema

Una vez obtenemos la distribucion del potencial en el sistema tras el primer
paso temporal, tenemos que en el interior del sistema existe una diferencia de
potencial entre los puntos del mismo. Lo cual indica la existencia de un campo
eléctrico. Dado que nuestro material tiene una conductividad distinta de cero,
aunque ésta sea muy pequena, aparecera una densidad de corriente de conduccion
debido al campo eléctrico:

J=0FE (2.3.6)

Siendo J la densidad de corriente, o la conductividad, y E el campo eléctrico. En
los puntos fuera de nuestro material, al tener el aire una conductividad de cero, no
circulard corriente, pero en nuestro material las cargas eléctricas se van a desplazar
siguiendo el campo creado por la diferencia de potencial. La corriente que se origina
en el interior de nuestro material ha de cumplir la ecuacion de continuidad:

9p

V=5

(2.3.7)
Siendo p la densidad volumica de carga. Por tanto, podemos conocer la variacion

de la carga en cada punto si conocemos el gradiente de la densidad de corriente.
Partiendo de (2.3.6):

E=-VV

VJ=V(oE)= -0 VV = % (2.3.8a)

Como solo puede circular corriente por el interior de nuestro material, los gra-
dientes son en realidad derivadas en la direccién longitudinal, y el Laplaciano es
una derivada segunda en esa direccién. Por lo tanto, usando de nuevo el método
de las diferencias finitas igual que en (2.3.3a) tenemos que:

ap 1

ot P(zwj —Vigry = Vi) o (2.3.9)

Debemos discretizar también esta derivada temporal:

9 _ Ay

= (2.3.10)

Por tanto, el incremento de la carga en cada punto para cada paso temporal es:

1

(2Vij = Vigry — Vieay) o At (2.3.11)
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En el ultimo punto del material, la conductividad del siguiente punto pasa a
valer 0 al ser aire, por lo que la variacién en la densidad de carga sera:

1

(‘/Vi,j - V:i*l,j) o At (2312)
Conociendo asi la variacién de la densidad de carga en cada punto del material.
Por tanto la densidad de carga en cada instante temporal sera:

plt + At) = p(t) + Ap

Ahora que tenemos carga dentro del material, para calcular el potencial en los
puntos de nuestro sistema debemos resolver la ecuacién de Poisson en los puntos
del espacio donde se encuentra nuestro material, y la de Laplace en el resto de
puntos. Es decir, ahora tenemos que resolver:

V2V =0 fuera del material (2.3.13a)
vy =L dentro del material (2.3.13b)
€0

Que discretizando como en (2.3.4) resulta:

1
P(Vi.ﬂ,j + Vi,j+1 — 4Vm + Vi_l,j + Vz‘,j—l) =0 fuera (2.3.14&)

1 P
P(V;+1J +Vijp —4Vi; +Vio; + ‘/;,3;1) = —; dentro (2.3.14b)
Resolviendo estas ecuaciones tendremos la nueva distribucién del potencial en
ese instante temporal. Implementaremos esto en un bucle para hallar el potencial
cada paso temporal.

2.3.3. Dificultades de la implementacion del cédigo

Si nuestro sistema tiene un largo=dimX y una distancia entre placas=dimY
Las ecuaciones a resolver (2.3.14a) y (2.3.14b) constituyen un sistema de (dimX x
dimY") ecuaciones con (dimX x dimY) incégnitas. Al tomar las condiciones de
contorno de que el potencial sea cero en los bordes del sistema y una distribucion
lineal en los puntos con x = 0 reducimos este nimero de incognitas, al tener
predeterminado el valor que tomara el potencial en estos puntos.

Si colocamos cada punto del sistema en un solo vector fila o columna, un punto
de coordenadas (i,j), con i = 0,1,2,...,dimX—1y j = 1,2,...,dimY, ocupard
una posicién (i x dimY + j) en dicho vector. Por tanto, si las ecuaciones a resolver
son:
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Fuera del material:

1
F(V;.HJ + ‘/;,j—i-l — 4‘/;,]‘ + V;—Lj + Vz‘,j—l) =0 (2.3.15&)
Dentro del material:
1
P(‘/i-i-l,j + Vi — 4V +Vie;+ Vi) = _eﬁ (2.3.15b)
0

Para los puntos de potencial definido, es decir, el contorno:
Vij= Vloj (2.3.15¢)

La matriz va a tener 5 términos por fila en los puntos del interior del material,
y el resto de los términos tendran valor cero, y un solo término por fila en los
puntos del contorno, con el resto de los términos de la fila valiendo cero. Debido
a la gran cantidad de términos de valor cero, es necesario a fin de ahorrar espacio
de memoria y de agilizar el calculo, tratar la matriz como una matriz sparse.

Las matrices sparse o matrices dispersas, son matrices en las que la mayor
parte de sus elementos son ceros. Este tipo de matrices pueden ser tratadas con
algoritmos especificos que aprovechan esta estructura dispersa para comprimir la
informacion de la matriz y asf agilizar los cdlculos y ocupar menos espacio. Matlab
tiene implementados unos algoritmos propios para operar con este tipo de matrices
de forma sencilla:

S = spalloc (m,n,nz); % Asigna espacio en el disco para una matriz
tipo sparse de dimensiones n xr m y un numero nz de elementos
distintos de cero

V = sparse(A); % Comprime la matriz A usando los algoritmos de
Matlab para tratarla como una matriz dispersa

A pesar de esto debemos tener en consideracién que la matriz del sistema de
ecuaciones va a tener una dimensién de (dimX - dimY’) x (dimX - dimY’) por lo
que hay que tomar un valor del paso espacial tal que el nimero de puntos en X e
Y no sea demasiado elevado, pues el tamano de esta matriz crece con el cuadrado
de las dimensiones del sistema, y nos podemos quedar sin espacio en la memoria
con gran facilidad.

Otra dificultad anadida es determinar el valor del paso temporal apropiado
para este sistema. Si tomamos un paso temporal demasiado pequeno, el programa
evolucionara muy despacio, y si tomamos un paso temporal demasiado grande el
programa no resolvera correctamente las ecuaciones diferenciales.

También hemos de adimensionalizar correctamente el problema. Para ello va-
mos a comenzar teniendo en cuenta que p es la densidad de carga por unidad de
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volumen. El incremento de carga serd Ag = Ap x A3. Si incluimos esto en las
ecuaciones (2.3.11) y (2.3.14b), y dividimos entre el potencial inicial V;, podemos
reformularlas de la siguiente forma:

Aq
(205 — Vig1j — Vie1j) = Voo AL A (2.3.16a)
q
(’UZ‘+17]‘ + Vij+1 — 4?}1‘73' + Vi—1,5 + Ui,jfl) = _‘/b EOA (231612))

Vi

Siendo v; ; = el potencial normalizado. Podemos englobar las constantes

en una unica, y ademds vamos a meter un factor %,

distancia del material a las placas y el paso espacial:

es decir la relacién entre la

€0 A
= —— 2.3.17
T=_ ( )
Definimos dos nuevas variable s y r tales que
t
s=— = At=1As (2.3.184a)
T
qd
= 2.3.18b
TS A ( )
De este modo las ecuaciones (2.3.16a) y (2.3.16b) nos quedan como
Ar
(2vig = virry = viag) = 5 (2.3.19a)
(Ui-i—l,jvi,j—i-l — 41)1'7]‘ + Vi—1,5 + vi,j—l) = —T (2319b)

Por lo tanto, ahora tenemos las ecuaciones adimensionalizadas que son las que
habrd que resolver. Hemos comprobado que el programa alcanza una soluciéon en
un tiempo razonable para un valor de As = 0,1.

Para obtener un valor dimensional del potencial y el tiempo solo tenemos que
multiplicar el potencial adimensional, por el potencial inicial, y el tiempo adimen-
sional (s) por 7 como dice la férmula (2.3.18a).
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Capitulo 3

Resultados

El potencial en el material presenta una evolucién de caracteristicas similares
para las tres soluciones. A fin de no poner gréaficas redundantes mostraremos la
evolucion de la solucion analitica en unas unidades de potencial, espacio y tiempo
arbitrarias (u.a.), que es la siguiente:

V(E]J.a.) t=0 u.a. V(;J.a.) t=0.01 u.a.

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1

z(u.a.) z(u.a.)
Figura 3.1: v(z) para t =0 Figura 3.2: v(z) para t = 0,01u.a.

25
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V(l11-a-) ~ t=0tua. V(l1J-a-) | t=1u.a.
0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
047 1 047
0.2 1 0.2¢
00 0:2 0:4 0:6 0.8 1 00 0:2 0:4 0:6 0:8 1
z(u.a.) z(u.a.)
Figura 3.3: v(z) para t = 0,1u.a. Figura 3.4: v(z) para t = lu.a.
V(t11-a-) ~ t=10ua. V(t11-a-) t=00
0.8+ i 0.8
0.6 1 0.6
047 1 047
0.2 1 0.27
00 0:2 0:4 0:6 0:8 1 00 0:2 0:4 0:6 0:8 1
z(u.a.) z(u.a.)
Figura 3.5: v(z) para t = 10u.a. Figura 3.6: v(z) para t =00

Como vemos el potencial va aumentando a lo largo de la linea segiin pasa el
tiempo, y para un tiempo infinito toda la linea estara al mismo potencial que el
punto inicial. Esta evolucién es perfectamente esperable, pues al estar en contacto
con una fuente de tension constante, por muy mal conductor que sea el material, la
carga se ird difundiendo por el material hasta alcanzar el estado de equilibrio con

la fuente. Esto sucedera cuando todos los puntos del material sean equipotenciales
a ella.
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Si representamos la evoluciéon temporal del potencial en un punto cualquiera
distinto de la fuente:

Vgu.a.) z=1u.a.

0.8 1

061 T

047 1

0 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

t(u.a.)

Figura 3.7: v(t) para z = lu.a.

Vemos como el potencial en el punto parte de cero (situacién inicial) y va
aumentando hasta alcanzar de forma asintdtica el potencial de la fuente.

Aunque la evolucién temporal del potencial en las tres soluciones es de la misma
forma, esta presenta grandes diferencias.

Vamos a comparar en primer lugar la solucién analitica y la unidimensional.
Ambas dependen de los parametros:

R = Resistencia por unidad de longitud.
C = Capacidad por unidad de longitud.
Vy = Voltaje en el punto inicial.

Pero presentan una gran diferencia. La solucion analitica supone una linea de
longitud infinita, por lo que la difusién siempre continuara.

En cambio la solucién unidimensional tiene una longitud finita. Por tanto en el
ultimo punto de la simulaciéon no habra difusion, pues el punto anterior tiene un
potencial mayor, y no hay un punto siguiente al que difundir.

Esta diferencia provocara que el potencial crezca bastante més rapido para
la solucién unidimensional, ya que el potencial “se acumula” en el extremo, en
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vez de ser este punto uno cualquiera que continua la difusién. Si comparamos
la evolucion del potencial en el material que dictan las dos soluciones para unos
mismos parametros, con una longitud unitaria:

t=0.01u.a.

V(u.a.)
1

—Analitica

=—Unidimensional

0 02 04 06 038 1

z(u.a.)

Figura 3.8: v(z) para t = 0,01u.a.

V(l1J-a ) t=0.5u.a. |
—Unidimensional
0.8} —Analitica
0.6
047
0.2
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z(u.a.)

Figura 3.10: v(z) para t = 0,5u.a.

V(l1J.a.) t=0.2u.a.
0.8+
0.6} — Unidimensional| |
04l —Analitica
0.2+
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z(u.a.)

Figura 3.9: v(z) para t = 0,2u.a.

V(li'-a ) t=1u.a.
0.8r
0.6
0.4+
0.2r —Unidimensional| -
=—Analitica
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z(u.a.)

Figura 3.11: v(z) para t = lu.a.

Como vemos, las soluciones son equivalentes para tiempos cortos, tales que el
potencial en el extremo del material sigue siendo 0. Una vez el potencial del final
empieza a crecer, la unidimensional evoluciona a mayor velocidad que la analitica,
lo cual se aproximara mas al comportamiento real.

Si vemos el potencial de un punto como funcién del tiempo:



V(u.a.) z=0.01u.a.
1 —
0.8
0.6
0.4
0.2 —Unidimensional|
- Analitica
0 L . \
0 1 2 3 4
t(u.a.)

Figura 3.12: v(t) para z = 0,01u.a.

V(u1.a.) z=0.5u.a.
0.8r
0.6
0.4+
0.2r —Unidimensional| -
=—Analitica
0 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4
t(u.a.)

Figura 3.14: v(t) para z = 0,5u.a.
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V(u.a.) z=0.1u.a.
1 P—
0.8+
0.6
0.4
0.2 —Unidimensional|
- Analitica
0 L . .
0 1 2 3 4
t(u.a.)

Figura 3.13: v(t) para z = 0,1u.a.

V(u1.a.) z=1u.a.
0.8r
0.6
0.4r
0.2r —Unidimensional| -
=—Analitica
0 - ‘ ‘
0 1 2 3 4
t(u.a.)

Figura 3.15: v(t) para z = lu.a.

Cuanto mas lejos del extremo final del material nos encontremos, mejor coin-

cidencia habra entre las dos soluciones.

Para comprar ahora la solucién unidimensional con la bidimensional hay que
tener en cuenta que dependen de distintos parametros. La unidimensional ya hemos
visto que solo depende de R y C, mientras que la bidimensional depende de:

d = Distancia del material a las placas
o = Conductividad
Vi = Voltaje en el punto inicial
A = Grosor del material
Distancia desde el extremo del material hasta el plano final de V=0
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Vamos a despreciar la dependencia con la distancia desde el extremo del ma-
terial hasta el plano de tierra que hay al final ya que esta distancia solo afectara a
la simulacion si es verdaderamente pequena, lo cual vamos a evitar en la mayoria
de los casos.

Podemos relacionar los demas parametros con los de la solucién analitica y la
unidimensional:

_th
¢= d
1
R_aAh

Siendo h la anchura del material.

Esta capacidad por unidad de longitud es la del material con respecto a cada
una de las placas. Por tanto la capacidad total del material sera el doble. Tanto la
solucion analitica como la unidimensional dependen ambas dos del producto de R
por C:

(3.0.1)

Siendo este producto el valor con respecto a cada una de las placas.

Si comparamos la evolucién del potencial en un punto para la solucién unidi-
mensional y bidimensional, con un mismo valor de V; y RC', para un valor fijo de
A, vemos que los resultados difieren en funcién de la distancia entre el material y
las placas metalicas. Esto es debido a que la soluciéon unidimensional no tiene en
cuenta que para diferentes separaciones entre placas los campos eléctricos trans-
versales al material van a ser distintos, haciendo que la evolucién sea mas o menos
rapida.

Para distancias entre las placas mucho mas pequenas que la anchura de la
lamina, las soluciones van a ser similares, pero segiin vaya aumentando la distancia
entre placas las soluciones van a diferir profundamente:
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V(u%a.) d=5A V(Uia-) ~d=10A
0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
0.41 f 0.4}
02+ —Bidimensional | - 02+ —Bidimensional
—Unidimensional —Unidimensional
00 0:5 1 1.5 00 0:1 0:2 0.3
t(u.a.) t(u.a.)
Figura 3.16: v(t) Figura 3.17: v(t)
V(u.a.)

1 d=25A

0.8 T

06 b
== Bidimensional
=== Jnidimensional

04f 1
0.2f 1
0 1 I
0 0.01 0.02 0.03 0.04
t(u.a.)

Figura 3.18: v(t)

Segiun aumenta la distancia entre placas la soluciéon bidimensional va evolu-
cionando mas rapido. Esto es debido a que al estar mas lejos de las placas de
potencial cero el campo eléctrico tiene una componente transversal de menor mag-
nitud, facilitando que se produzca la difusién de la carga. Para distancias entre
placas mayores, las soluciones serdn muy distintas, siendo mas fiel a la realidad la
solucion bidimensional ya que es la que tiene en cuenta este cambio en el campo
eléctrico.

Por tanto para distancias entre las placas muy pequenas, la solucion unidimen-



32 CAPITULO 3. RESULTADOS

sional nos dard un resultado de una precision bastante buena a un coste compu-
tacional mucho menor que la soluciéon bidimensional. Ademéas hay que tener en
cuenta que la solucion bidimensional supone que el grosor del material es mucho
menor que la distancia entre placas, por lo que es de esperar que para distancias
entre placas comparables al espesor del material este modelo falle.

El coste computacional de la solucién bidimensional es ademés muy grande
si tomamos una longitud del material mucho mayor que el espesor, pues al ser
el paso espacial igual al grosor del material, hay que simular un nitimero muy
elevado de puntos, y en funcién del ordenador es posible que no pueda se realizar
la simulacion.

Esto podria resolverse mejorando el programa de simulacién para tomar un
mallado anisétropo, es decir, en vez de tener un paso espacial en la coordenada
x igual al de la coordenada vy, tenerlos diferentes de modo que haya que simular
menos puntos. De este modo se disminuiria el coste computacional de resolver el
sistema para estas configuraciones. Pero la version actual del programa mantiene
esta limitacién. Una posible mejora del programa podria ser incluir, ademas del
mallado anisétropo, una simulacion completa del problema en tres dimensiones.
Esto dispararia el coste computacional, pero con la correcta optimizacién permi-
tiria obtener resultados aiin mas precisos

Para distancias entre placas muy grandes, en la solucién bidimensional se apre-
cia un salto en el potencial para la primera interaccién. Este salto es debido a que
en el momento en que aplicamos el potencial inicial, instantaneamente en todos
los puntos del material el potencial deja de ser cero. Esto sucede para todas las
distancias entre placas, pero el salto crecera conforme lo hace la separaciéon debido
a que disminuye el campo eléctrico normal al material. El salto llega a hacerse
muy visible como podemos observar en las siguientes graficas:

V(l#-a-) d=140A V(l1J-a-) d=200A

0.8 1 0.8
0.6} 1 0.6
0.4 1 0.4

oy Ollll
@/246810 1 2 3 4 5

t(u.a.) t(u.a.)

Figura 3.19: v(t) Figura 3.20: v(t)
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Por tanto, para distancias entre placas del orden del grosor del material, la
solucién unidimensional nos dard un resultado bastante preciso a un coste compu-
tacional mucho menor que la bidimensional.

La solucion analitica sélo nos dara resultados coherentes si tomamos el po-
tencial en puntos del material mas proximos al extremo de la fuente que al otro
extremo, con la distancia entre las placas y el material siendo muy pequena y
tomando tiempos muy cortos. Puede ser aplicable a materiales muy resistivos de
una longitud grande, tales que el potencial en el extremo del material atin sea cero
durante la medida.

Para el resto de situaciones, la solucion bidimensional serd la recomendable
pues es la que tiene mas factores en consideracion, y si el coste computacional es
asumible, tendra resultados mas correctos para cualquier circunstancia.
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Capitulo 4

Medida experimental

4.1. Montaje experimental

Tras modelizar la evolucién tedrica del sistema hemos realizado el montaje para
comprobar experimentalmente si nuestras simulaciones se cinen a la realidad. El
montaje, esquematicamente se reduce a lo siguiente:

3 Material a medir

Fuente de potencial / oo
2 (]

o Ordenador

oooooooo g=g

\\\\k\‘f‘ e @ D oooooooo

Voigje Adjust Multimetro
[}

Sonda Voltimetro Electrostatico

Figura 4.1: Esquema montaje experimental

Hemos utilizado como fuente de tensién constante una Frederiksen 3660.50.
El voltimetro electrostatico es un Xerox 600T1620, y el multimetro es un Fluke
8840A. Como material a medir hemos utilizado una pieza de PVC dopado con
material conductor.
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Figura 4.4: Multimetro

CAPITULO 4. MEDIDA EXPERIMENTAL

(=1 ?ATT' XEROX 600711620

ON + READ HOLD

ELECTROSTATIC VOLTMETER

Figura 4.5: Material a medir

Hemos situado toda la estructura sobre una base metalica conectada a tierra.
Hemos conectado unas placas paralelas de una longitud de 160mm también a tierra.
Se ha ideado un sistema para sujetar el material en la posicién intermedia de
las placas a la vez que se le aplica el potencial a todo el extremo inicial del material.

Figura 4.6: Foto del soporte del material a medir

Hemos ubicado el voltimetro electrostatico entre las placas metalicas de manera
que mida el potencial en el extremo del material aislante.
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Figura 4.7: Foto del montaje

Y finalmente hemos conectado el soporte del material la fuente de voltaje.

Para realizar las medidas, exportamos el valor del potencial que nos da el
voltimetro electrostatico desde el multimetro a un ordenador y asi podemos ver la
evolucion temporal del potencial en el extremo del material.

Se ha ideado un interruptor que permite o no el paso de la corriente al material,
lo cual nos permite aplicar el voltaje de golpe al material como han simulado
nuestros modelos.

4.2. Procedimiento experimental

Tras realizar el montaje experimental, hemos establecido en la fuente un voltaje
de -500 voltios. Se ha empleado un potencial negativo ya que el funcionamiento
del voltimetro es mas estable que con potenciales positivos, por causas achacables
al propio diseno del voltimetro. A continuacion hemos comenzado a registrar los
datos del voltimetro con el software del ordenador, y hemos permitido el paso de
la corriente al material con el interruptor. Cuando se ha alcanzado el equilibrio
de potencial con la fuente, hemos accionado de nuevo el interruptor para cortar el
paso de la corriente. Cuando el material se ha descargado completamente hemos
dejado de medir.

Hemos tomado 500 voltios como voltaje debido a que para valores superiores
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a 1kV hemos observado fenémenos de ionizacién del aire que nos impedian tomar
medidas. Afortunadamente como este método es independiente del potencial, tan
solo hemos tenido que tomar un potencial menor para solucionarlo.

Como el tiempo de evolucién del potencial depende de la distancia entre las
placas, y la limitacion en las medidas experimentales sera la resolucion temporal
del voltimetro, podremos aumentar o disminuir esta distancia para una medida
optima en funcién de la resistencia del material.

Para un determinado material aislante de longitud 102mm, y anchura 31.5mm
hemos tomado medidas con diferentes distancias entre placas a fin de ver si nuestras
simulaciones son fieles a la realidad para todas ellas. Las distancias entre placas
seleccionadas han sido 15mm, 33mm, 54mm y 100mm.

Vemos que la evolucion del potencial en el extremo es la siguiente:

Medidas Experimentales

-100 .

=200

-300

=400

-500

Figura 4.8: v(t) experimental para distintas distancias entre placas

Las graficas estan invertidas respecto a las que habiamos presentado en la sec-
cion de resultados ya que hemos utilizado un potencial negativo. Igual que predecia
nuestro modelo tedrico, el potencial evolucionara mas rapido para distancias mayo-
res entre las placas, debido a que el sistema almacena menos energia electrostatica.
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4.3. Comparacion entre datos experimentales y
simulaciones

Una vez tenemos los datos experimentales hemos de poder compararlos con el
modelo tedrico.

Para ello vamos a tomar un tiempo caracteristico: el tiempo que tarda el po-
tencial en el extremo del material en alcanzar un valor igual la mitad del potencial
aplicado, llamaremos a este tiempo ;2. Esto serd una primera aproximacién a fin
de verificar los 6rdenes de magnitud.

4.3.1. Modelo bidimensional

Para comparar los datos con los del modelo bidimensional (a priori la mas
correcta de las simulaciones), tenemos que realizar una simulacién con las dimen-
siones que tenga el montaje para la medida, tomando siempre como paso espacial
(A) el espesor del material a medir. Una vez tenemos los datos de la simulacién,
vemos cual es el tiempo caracteristico.

Si realizamos una simulacién adimensional, el tiempo dimensional (t), estara
relacionado con el adimensional (s) por la ecuacién (2.3.18a). Despejando de ella
la conductividad obtenemos:

€A\ s

d t
Siendo ¢p la permitividad dieléctrica del vacio, A el grosor del material y d la
distancia del material a las placas. Por tanto si sustituimos en s el si/; de la
simulacion, y en t el ¢,/ experimental, obtendremos el valor de la conductividad
para el cual los tiempos caracteristicos coinciden.

(4.3.1)

g =

Si en la simulacién hemos introducido una conductividad de referencia y tene-
mos por tanto un tiempo dimensional, podemos relacionar el tiempo caracteristico
en la simulacién y el tiempo caracteristico experimental del siguiente modo:

t%e:vp _ t%sz‘m (432>
Texp Tsim
€ A
Siendo 7.y, = h
exp

Como en la simulacién hemos seleccionado los parametros d y A para que
sean los mismos que los experimentales, sustituyendo el valor de 7 y despejando
Oeap, tenemos que la conductividad experimental se relaciona con la simulada del
siguiente modo:

t%sim
t%ea}p

(4.3.3)

Oexp = Osim
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4.3.2. Modelo unidimensional

Si quisiéramos relacionar las medidas experimentales con el modelo unidimen-
sional, tomariamos de nuevo como tiempo caracteristico el tiempo que tarda el
potencial en el ultimo punto a alcanzar un potencial igual a la mitad del poten-
cial aplicado (t1/2). En el modelo unidimensional no influye la geometria para las
simulaciones, esta totalmente adimensionalizado, dependiendo de (2.2.8):

t
~ 2(2RC)(2)2

r

(4.3.4)

Por tanto, podemos relacionar los tiempos caracteristicos del experimento y la si-
mulacién para obtener el producto RC en el experimento en funcién de los parame-
tros que hayamos introducido en la simulacion:

tlelvp Zsim 2
Texp = Tsim — Rcexp = RCszm tQ— ( ) (435)

%sim Zexp

Hay que tener en cuenta que en el modelo unidimensional, RC se refiere a la
resistencia y capacidad respecto a cada una de las placas, por lo que el sistema
tendrd 2RC. Como vimos en (3.0.1) podemos relacionar RC con la conductividad

despejando:
€0

~ dA2RC

Siendo d la distancia entre placas y A el grosor del material.

o

(4.3.6)

4.3.3. Precision

Hay que tener en cuenta que lo que hemos hecho hasta ahora es tan solo encon-
trar los valores de la conductividad tales que los tiempos caracteristicos de nuestras
simulaciones coincidan con los experimentales. Pero esto no nos garantiza que pa-
ra otros tiempos los datos del voltaje coincidan. Si queremos obtener una buena
precisiéon vamos a tener que realizar varias correcciones a los datos simulados.

En primer lugar hemos de tener en cuenta que el voltaje que llega al material
no es exactamente el que marca la fuente, sera menor. Esto podemos corregirlo ya
sea introduciendo un potencial menor en la simulacion, o bien multiplicando los
datos del voltaje por un factor de escala.

En segundo lugar y mas importante, tenemos una incertidumbre en el tiempo
inicial de medida. Las lecturas del electrometro, con el montaje que tenemos, no
marcan cero antes de que pulsemos el interruptor. Marcan un valor algo por encima
de cero. Y por el caracter discreto de las medidas, sabemos cuando el potencial
estd aumentando, pero no el momento exacto en que empieza a crecer. Ademas, el
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voltimetro introduce un cierto retardo. Por tanto tendremos un desfase temporal
en los datos experimentales. Este desfase lo corregiremos desplazando los datos
sobre el eje temporal, ya sean los datos experimentales o los simulados.

Una vez hemos corregido el desfase temporal y el voltaje, podremos recalcular
la conductividad. Si queremos lograr una precision aun mayor, realizaremos a los
datos un ajuste como el que se explica en la siguiente seccién.

4.4. Concordancia entre las simulaciones y los
experimentos

A continuaciéon vamos a comparar como se ajustan nuestras simulaciones a la
realidad.

Para ello debemos recordar que en nuestros modelos tedricos, con todos los
demds parametros constantes, el producto del tiempo de evoluciéon por la con-
ductividad (o la inversa de la resistencia) es constante (2.1.9) (2.2.8) (2.3.17). De
modo que aumentar n veces la conductividad equivale a reducir n veces la escala
temporal.

Utilizando esto, vamos a tomar los datos de la simulacién bidimensional, por ser
la mas precisa, y a corregir la escala temporal para comprobar si efectivamente se
ajusta a la curva experimental. De ser asi, la conductividad sera la que hubiéramos
simulado, multiplicada por el factor de correccién.

Tras realizar esta correccién, vemos que el modelo bidimensional coincide muy
bien con las medidas experimentales para distancias entre placas no muy grandes
(Figura 4.9).

Pero para distancias entre placas mayores que la anchura del material a medir,
el modelo bidimensional comenzara a fallar. Esto se debe a que supusimos que
tanto las placas metdlicas como el material a medir tenian anchura infinita. Y
cuando experimentalmente tenemos que la separacién entre ellos es mayor que la
anchura del sistema, el problema dejara de poder ser considerado bidimensional y
pasara a ser tridimensional.

Cuando esto sucede, como podemos ver a continuacion, el modelo bidimensional
deja de coincidir con tanta precision:
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V(\Q Distancia entre placas 15mm V(\Q Distancia entre placas 100mm
-100 -100
-200 —Bidimensional -200 —Bidimensional
-300 — Experimental -300 -* Experimental
e
-400 -400 e
%Ww
-500 -500
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
Figura 4.9 Figura 4.10

En estas graficas se han adecuado las escalas temporales para tener en cuenta
la geometria del problema real y la de la simulacién.

4.5. Calculo de la conductividad

Vamos a obtener la conductividad del material que hemos medido a partir de
los datos de la medida con menor distancia entre placas, ya que sera en la que los
modelos se ceniran mas a la realidad y por tanto la mas correcta.

Realizando una primera aproximacion utilizando el tiempo caracteristico y co-
rrigiendo el desfase temporal y el voltaje, obtenemos una conductividad de

1

o=345-10""1—

Qm

Para que los datos simulados ajusten aun mas a los experimentales, vamos a hallar

el factor de escala temporal que hay que aplicar a los datos de esta simulacién para

que se cinan aun mas a los experimentales. El factor que hemos determinado es de

1,25. Por tanto la conductividad real sera 1,25 veces menor que la que habiamos
obtenido en la simulacién, es decir:

345 107% 1

1
= =2,76- 107" —
? 1,25 Qm ’ Qm

Dada la considerable cantidad de datos de los que disponemos podria mejo-
rarse la calidad de la medida usando promedios para una separacion dada o bien
realizando experimentos con diferentes separaciones de las placas.
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Conclusiones

Este trabajo se puede resumir en que hemos desarrollado un método novedoso
que permite la mediciéon de conductividades muy bajas de forma rapida y eficaz.
Para ello:

Se he hallado una solucion analitica aproximada para el sistema de medida.

Se ha desarrollado un software de simulacion en lenguaje C para obtener una
solucién aproximada del sistema.

Se ha desarrollado un software de simulacién en lenguaje MATLAB para
obtener una solucién muy precisa del sistema

Se ha comprobado experimentalmente que nuestras soluciones se correspon-
den con la realidad y son por tanto un buen método de medida de la con-
ductividad de un material.

Ademas, a nivel personal

Durante la elaboracion de este trabajo se ha empleado de manera constante
el lenguaje de programacién C y Matlab, por lo que he desarrollado un alto
grado de comprension y manejo de los mismos.

Del mismo modo he aprendido a utilizar el lenguaje LaTex, utilizado en
multitud de publicaciones y articulos cientificos.

Ademas este trabajo da pie a los siguientes futuros desarrollos:

Paralelizacion del célculo.

Implementaciéon de un mallado anisétropo.

= Implementacion del software en tres dimensiones.

43
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= Integracion de los modelos bidimensionales con el software de medida para
permitir una medida directa.
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Apéndice A

Cdédigo C

#include <stdlib .h>
#include<stdio .h>
#include” tri . h”

int main()
{
double z, t, deltat, deltaz, zfin;
double V0O, R, C, r;

long int dimz;

long int n, i;

double xu;

//Damos valores iniciales//

V0=1; //Potencial Inicial

R=1; //Resistencia por u de longitud
C=1; //Capacidad por u de longitud
zfin=1; //Longitud del sistema

dimz=100; //Numero de pasos espaciales

//Pasos temporales y espaciales//

deltaz=zfin /dimz; //Definimos delta de z tal que tome un numero
de puntos que nos interese o damos un valor justo
deltat=0.025%xR«Cx4xdeltazxdeltaz; //Definimos el paso temporal

en funcién del espacial a fin de que se cumpla la condicién r
<0.025 para que Crank—Nicolson funcione correctamente

r=deltat /(RxCx4xdeltazxdeltaz); //Aglomeracién de todas las
constantes (Adimensionalizacion)
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dimz=2xzfin /deltaz; //Al haber dos fuentes la distancia a simular
es el doble que la real

//Creamos las salidas de datos//

FILEx datos=stdout;
FILEx gnu;

//Resolucién de la ecuacién//

u = (double x)malloc ((dimz+1)*sizeof(double)); //Asignacién de
memoria

double b[dimz+1], c[dimz+1], d[dimz+1];

if (u = NULL) //Comprobacién de que la memoria ha sido
correctamente asignada
{

printf(”’NO hay suficiente espacio en memoria\n”);
return —1;

}

u[0]=Vo0; //Asignamos a las dos fuentes el voltaje inicial
u[dimz]=VO0;

n=0;

while (fabs (u[dimz /2]) <0.99%fabs (V0)) //Bucle principal en el

tiempo con la condicién de fin (V{in=0.99%V0)

{

t=nxdeltat; //Calculamos el tiempo dimensional cada
iteraccion para exportarlo al fichero

for (i=0; i<=dimz/2; i++) //SALIDA DE DATOS
{

z=ixdeltaz;
if (n%10==0) //Guardamos los datos cada 10 pasos

{

temporales
fprintf(datos,”%.20f,%f,%f\n” ,u[i],z,t);
if (i==0)
if (n==0)

gnu = popen(” gnuplot” ,"w”);
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fprintf(gnu,”set xrange [0:%1f]\n”,
zfin);
fprintf(gnu,”set yrange [0:%1f]\n”,V0

}
}
if (n%1000==0) //Graficamos los datos cada 1000
pasos temporales

{

fputs (" plot "=’ w 1\n” ,gnu);
fprintf (gnu,”%lf %l1f\n” ,z,uli]);
if (i=dimz/2)

fputs (7e\n” ,gnu);
}
}
} //Fin bucle de salida de datos

//Asignamos valores a las variables que introduciremos en el
algoritmo de Thomas

//La primera y la ultima ecuacion son distintas por las condiciones
de contorno

b[0]=1;
c[0]=0;
d[0]=u[0];
d[dimz]=u[dimz];
b[dimz]=1;
¢ [dimz]=0;
for (i=1; i<dimz; i++)
{
b[i]=142%1;
cli]=-r;
dli]=r*u[i+1]+(1—2*%r)*u[i]+r*u[i—1];
}
tri(dimz,c,b,c,d,u); //Resolvemos la matriz
trilineal usando el algoritmo de Thomas implementado en un script
n-+-+;
} //Fin del bucle temporal
return 0;
}
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//tri.h//

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>
//Algoritmo de Thomas

void tri( int dim, double a[dim+1], double b[dim+1], double c[dim+1],
double d[dim+1], double x[dim+1])
{

int i, n;
double cl1[dim+1], dl[dim+1];
cl[0]=c[0]/b[O];

14/ d1[0]=d[0]/b[0];

15| for (i=1; i<=dim; i++)

16] {

w7l cl[i]=c[i]/(b[i]—ali]*cl[i—-1]);

18 (}il[i]:(d[i]—a[i]*dl[i—1])/(b[i]—a[i]*cl[i—l]);
20| x [dim]=d1 [dim | ;

21| for (n=dim—1; n>=1; n—)

22| {

23)}([n]:dl[n]—(}l[n]*x[n—&—l]; //x[n] es la solucion
25| }
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Apéndice B

Cédigo MATLAB®)

bidimensional .m

% Cada script usado estd detallado después

primera; % Script que nos da la primera iteracion , la
distribucién inicial del potencial y crea la matriz de los
coeficientes del sistema de ecuaciones

% Vamos a crear una matriz (Vt) en la que acumular los valores del
potencial en los puntos de coordenadas j=p, para todos los pasos
temporales, la primera coordenada sera la posicién en x, y la
segunda sera el numero del paso temporal guardado

Vt=zeros (dx, tfin);

% Este script nos coloca, por comodidad a la hora de guardad los
datos, la distribuciéon actual de potencial en vez de en un vector
, en una matriz (Vf) de forma que el potencial en un punto de
coordenadas i,j tiene esas coordenadas en la matriz.

expand ;

% Damos a la matriz Vt los valores del potencial que le corresponden

Vt(:,1)=Vi(p,:);
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% Como esta matriz puede alcanzar dimensiones muy grandes, no
conviene tenerla siempre en memoria, por lo que lo guardaremos en
el disco utilizando el formato .mat lo que nos permite escribir
sobre él sin tenerlo cargado en la memoria

save Vt.mat Vt —v7.3;
clear Vt
Vt=matfile (’Vt.mat’,” Writable’ ,true);

% Para ir viendo la evolucién temporal del potencial mientras lo
calcula podemos iniciar un grafico con el siguiente comando

hLine = plot (Vt.Vt(:,1));

% Vamos a utilizar un bucle para resolver iterativamente el problema
de la difusién de la carga. El numero de iteraciones puede ser muy
grande si el valor del paso temporal es pequeno, y puede no
interesarnos guardar los datos cada paso temporal, por lo que
creamos la posibilidad de no guardar los datos en todos los pasos

% Inicializamos las variables del bucle

s=0; % Numero del paso temporal

u=1; % u seran las interacciones de guardado
t=tauxsxdeltaS; % Tiempo dimensional

tic % Iniciamos un contador temporal para saber el

tiempo de ejecucién del bucle

Vdim=zeros (dx,3,1); % Creamos un array tridimensional para guardar la
) ) b
posiciéon , el voltaje y el tiempo cada iteracion con sus
dimensiones.

% Se guardaran los datos como tres vectores columna (posicidén ,
voltaje y tiempo), y la tercera dimensién sera el numero de
iteraccion. Por ejemplo, el voltaje del tercer punto en la cuarta
interaccién temporal seria Vdim(3,2,4). El primer numero indica la
posicién del punto, el segundo sera (1 para la posicién con
coordenadas , 2 para el voltaje y 3 para el tiempo), y el tercer
numero indica el paso temporal.

% Si vamos a operar con muchos pasos temporales conviene eliminar
esta matriz y calcular los valores dimensionales a partir de los
de la matriz adimensional Vt, ya que la matriz dimensional
ralentiza la ejecucion del programa cuando alcanza un tamano
demasiado grande.
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57

58
59
60
6

—

62
63
64
65
66
67
68
69

70
71

72
73

74

75

76
7
78

79
80
81
82

83
84
85
86
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Vdim(:,3,u)=t; % Guardamos el valor del tiempo dimensional en la
iteracion

Vdim (:,1,u)=linspace (0,dxxdelta ,dx); % Guardamos la posicidén
dimensional de cada punto
Vdim (:,2 ,u)=VinxVf(p,:) ’; % Guardamos el valor del

potencial en cada punto

% Seleccionamos la condicién de fin del bucle, en este caso hemos
decidido pararlo cuando el potencial en el ultimo punto del
material alcance el 99% del potencial inicial

while Vt.Vt(d,u)<0.99

s=s+1;

% Resolvemos el sistema de ecuaciones de Laplace y Poisson
resolver;

% Calculamos la difusién de la carga con el nuevo potencial
carga;

t=tauxs*deltaS;

expand ;

if mod(s,1)==0 % Con este comando decidimos cada cuantas
iteraciones guardamos los datos (todas)

u=u+1;

Vt.Vt(:,u)=Vi(p,:) ’; % Guardamos los datos del potencial en la

linea al fichero

Vdim(:,3,u)=t; % Guardamos el valor real del tiempo dimensional en
la iteracion

Vdim (:,1,u)=linspace (0,dxxdelta ,dx); % Guardamos la posicidén
dimensional de cada punto

Vdim (:,2,u)=Vin«V{(p,:) ’; % Guardamos el valor
del potencial en cada punto

end

if mod(s,1)==0 % Cada cuantas iteraciones actualizamos los

datos de la grafica (todas)

set (hLine, ’YData’ ,Vdim(:,2,u));

% set (hLine, ’'YData’,squeeze (Vdim(d,2,1:u))); % Si queremos ver la
evoluciéon en el ultimo punto descomentaremos este comando y
comentaremos el anterior

drawnow

end

o1
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if mod(u, tfin)== % En el caso de que hayamos
alcanzado el valor maximo de iteraciones de guardado que habiamos
dado al inicio

Vt.Vt=[Vt.Vt zeros(dx,tfin)]; % Con este comando aumentamos el
tamano de la matriz para poder seguir guardando si se ha alcanzado
un numero de iteraciones mayor que la dimensién de la matriz

end

end

tiempot=toc % Mostramos en pantalla la duracién del bucle
clear t Vf{

LTI DT
[/1//]]]]/Scripts usados/////////]/]]]]
ITTTTTTETE LT T T

primera.m

% %

J%——————Definimos la geometria del sistema %

% %

dx=120; % Longitud del sistema

dy=51; % Distancia entre las placas

d=100; % Longitud del material a medir

p=26; % Posicién en el eje 7y” del material (
equidistante)

% %

Y%————Definimos los pardmetro de la simulacién %

% %

Vin=1; % Valor del potencial aplicado

deltaS=0.1; % Paso temporal reducido (s=t/tau)

delta=0.001; % Paso espacial (x e y)

tfin =2000000; % Méximo de pasos temporales

sigma=(8.854e—12); % Conductividad
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tau=8.854e —12/(p*sigma) ;

% %

Y%—Hacemos que el potencial decaiga linealmente desde %

%————Vin hasta cero para los puntos situados en x=0—-—-%

% %

VOb=linspace (0,1,p); % Vamos a llamar temporalmente "Va” a
la regién de X=0

V0a=linspace (1,0 ,dy—p); % Por encima del material, y "Vb” a
la de abajo

VO=[VOb(:); VO0a(:)]; % Juntamos la parte de arriba y la de
abajo en un vector columna

clear VOb;

clear VO0a;

% %

%————~Creamos ahora la matriz que contenga los valores—%

Y%——————del potencial en cada punto del espacio—%

% %

V0=[V0 ; zeros(dxxdy—dy,1)]; % En el estado inicial solo hay
potencial en x=0

VO=sparse (V0) ; % Transformamos la matriz en una
matriz sparse

CC=spalloc (dxxdy,1,(dy+d)); % Preasignamos el numero de puntos
que van a tener un termino independiente distinto de cero (los
bordes y la linea).

CC=V0; % Damos el valor del potencial
inicial

V=full (VO) ; % Definimos una matriz V que ira
acumulando el valor del potencial en todos los puntos del espacio

clear V0

% %

J%————Creamos la matriz del sistema de ecuaciones——%

% %

eqn=spalloc (dxx*dy,dx*dy,5*dx*dy —4%(2xdx+2xdy—2)); % Preasignamos el
numero de elementos distintos de cero

for i=0:dx-1

for j=1:dy
if i7=0 && i"=dx-1 && j =1 && j =dy % Damos a cada

coeficiente el valor que le corresponde
eqn (ixdy+j , ixdy+j+1)=1/4;
eqn (ixdy+j , ixdy+j—1)=1/4;
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eqn (ixdy+j ,(1+1)*dy+j)=1/4;

eqn (ixdy+j, (i—1)xdy+j)=1/4;

eqn (ixdy+j , ixdy+j)=—1;

end

if i==0 || i==dx—1 || j==1 || j==dy
eqn (ixdy+j , ixdy+j)=1;

end

end

end
clear i;

)

clear j;

expand .m

clear Vf

Vx=full (V) ;

Vi=zeros (dy,dx) ;
VI(:,1)=Vx(1:dy);

for i=1:dx-1
VI(:,i41)=Vx(ixdy+1:ixdy+dy) ;
end

clear Vx

Vi,

resolver .m

[ 0

(Y 0

% Resuelve el sistema de ecuaciones %
% %

V=mldivide (eqn ,CC); % La nueva distribucién de potenciales sera la
solucion del sistema de ecuaciones

carga.m
% ¢
Y%——————Calculamos como se difunde la carga con———%
Y%——————1a distribucién actual de potenciales ——%
% %
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deltacharge=zeros(1,d); % Creamos el vector incremento de
carga
for i=1:d-1

deltacharge (i)=(2xV((i)xdy+p)-V((i—=1)xdy+p)-V((i+1)xdy+p))=*delta$S;

CC(i*dy+p)=CC(ix*dy+p)+deltacharge(i); % Anadimos al termino indep.
del sist. de ecuaciones el aumento de la carga.

end

% En el ultimo punto del material la formula cambia pues el siguiente
punto es aire y no circulara corriente hacia el.

i=d;

deltacharge (i)=(V((i)*dy+p)-V((i—1)*dy+p))=*deltaS;
CC(1ixdy+p)=CC(ix*dy+p)+deltacharge(i);

clear i;




56

APENDICE B. CODIGO MATLAB®)



Bibliografia

CHIPMAN, R. Lineas de Transmision, Teoria y problemas resueltos, 1 ed.
McGraw-Hill, 1971.

CRANK, J., AND NICOLSON, P. A practical method for numerical evalua-
tion of solutions of partial differential equations of the heat-conduction type.
Advances in Computational Mathematics.

JOHNSON, J. B. Thermal agitation of electricity in conductors. Phys. Rev. 32
(Jul 1928), 97-109.

KEITHLEY. Low Level Measurements Handbook, 7 ed. Tektronix, 2014.

MAacGoORMAN, D. R., AND RusT, W. D. The electrical nature of storms.
New York : Oxford University Press, 1998. Includes bibliographical references
(p. 369-403) and index.

THOMAS, L. H. Elliptic problems in linear differential equations over a net-
work.

57



