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RESUMEN (ABSTRACT)

Resumen

En la actualidad, nos encontramos con numerosas situaciones en las que se requiere la me-
jor ubicacion espacial de un cierto objeto que cumpla con una serie de necesidades, donde
este proceso implica una toma de decision. Ejemplos de ello aparecen en la cadena de sumi-
nistro, donde el objetivo es optimizar tanto las decisiones de tipo estratégico (Localizacion)
como las de tipo tactico (Inventario) o en problemas de localizacion de servicios tanto pi-
blicos como privados. En este trabajo, se formulan con detalle algunos ejemplos de los
problemas anteriores, tales como un modelo integrado de Localizacion-Inventario, el pro-
blema de la p-mediana con restricciones de distancia maxima y un problema bi-objetivo.
Finalmente, se resuelven los mismos a través de métodos como relajacién Lagrangiana,
métodos heuristicos o metaheuristicos tales como GRASP y se han obtenido resultados
novedosos, proporcionando diferentes procedimientos de resolucion que mejoran los exis-
tentes en la literatura.

Abstract

Nowadays, we find many situations in which the best spatial location of a certain ob-
ject that meets a series of needs is required, where this process implies a decision making.
Examples of this occur in the supply chain, where the objective is to optimize both strate-
gic (Location) and tactical type (Inventory) decisions or in localization problems of both
public and private services. In this project, some examples of previous problems are for-
mulated in detail, such as an integrated Location-Inventory model, the p-median problem
with maximum distance constraints and a bi-objective problem. Finally, they are solved
through methods such as Lagrangian relaxation, heuristic or metaheuristic methods such
as GRASP and new results have been obtained, providing different resolution procedures
that improve those existing in the literature.






INTRODUCCION

Hoy en dia y mas en época de crisis, nos encontramos con multitud de situaciones
en las que un cierto objeto debe localizarse dentro de un sentido espacial. Evidente-
mente, siempre se requiere la mejor ubicacion que cumpla con ciertas necesidades.
Este proceso de eleccion implica algin tipo de toma de decision.

Un ejemplo muy notable de ello, ocurre en la cadena de suministro. Por tanto,
es necesario optimizar tanto la parte tactica como estratégica de la misma. La parte
tactica de la cadena de suministro esta asociada los inventarios y la parte estraté-
gica a la localizacion. A pesar de que la Teoria de Inventarios es una de las ramas
mas antiguas de la Investigacion Operativa, su estudio ha sido independiente de
la Teoria de Localizacién. Esto implica que al optimizar por separado las decisio-
nes de inventario de las de localizacidn, se obtendran frecuentemente soluciones
sub-6ptimas. No solo en cadena de suministro es necesaria una optimizacion de
la misma, sino también en servicios, sean tanto publicos (localizacion de servicios
de emergencia, colegios, hospitales etc.) como privados (empresas de manufactura,
establecimientos etc.). Segin Daskin (2013), "the success or failure of both private
and public sector facilities depends in part on the locations chosen for those facilities".
Actualmente, la Teoria de Localizacion es un area de investigacion bastante activa
y son necesarias diversas técnicas de Investigacion Operativa para resolver los pro-
blemas que aparecen en la misma.

El objetivo del trabajo es mostrar la versatilidad y potencia de la relajacion La-
grangiana y los métodos heuristicos y metaheuristicos en algunos modelos de Op-
timizacidén, como pueden ser tanto modelos de Localizacion como de Inventarios.
Este trabajo consta de cuatro capitulos con tres partes claramente diferenciadas:
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» Laprimera parte, esta dedicada a presentar diferentes conceptos y aspectos de
Investigacion Operativa necesarios para los siguientes capitulos. Este capitulo
de preliminares consta de lo siguiente. En primer lugar, se presentan diversos
aspectos de la teoria de dualidad asi como de la relajacion Lagrangiana, un
tema ya clasico en Programacion Matematica. Después se presenta la optimi-
zacion subgradiente que es un método bastante conocido de Optimizacion
no diferenciable. A continuacidn, se sefialan diversas nociones de Teoria de
Inventarios y finalmente unas breves notas acerca de métodos heuristicos y
metaheuristicos.

» La segunda parte del trabajo, ya esta centrada en un modelo de Optimiza-
cidén, y mas concretamente, en el capitulo 2 se estudia un modelo integrado
de Localizacion-Inventario. Se presentan diversos aspectos del mismo como
formulaciones y métodos de resolucion, ademas de resultados computacio-
nales.

» La tercera parte del trabajo esta formada por dos capitulos. Esta parte, a dife-
rencia de la segunda, se centra mas en modelos de Localizacion. Mas concreta-
mente, en el capitulo 3 se estudia en primer lugar el problema de la p-mediana
con restricciones de distancia maxima, que presenta una aplicabilidad real en
gestion de servicios. Ademas, se resuelve el mismo con diferentes procedi-
mientos de resolucion, tales como relajacién Lagrangiana o la metaheuristica
GRASP. Finalmente, el capitulo 4 presenta diferentes nociones de Programa-
ci6n Multiobjetivo, dirigidas a la resolucion de un problema de Localizacion
bi-objetivo, en el que se tiene en cuenta la eficiencia y la equidad. Para su
resolucion se utilizara el método e-constraint apoyandose en el GRASP y en
los resultados del capitulo 3.

Al final, se incluyen las conclusiones del trabajo y una relacion de las referencias
biliograficas utilizadas en el mismo.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene el objetivo de reunir una serie de resultados o conceptos que
son necesarios para el estudio central de este trabajo, o bien que ayudan a tener
una mejor vision del mismo. La primera seccion esta dedicada al estudio de la re-
lajacion Lagrangiana y dualidad, un tema ya clasico en Optimizacion. La segunda
seccion esta dedicada a la optimizacion subgradiente, un procedimiento de optimi-
zacion no diferenciable bastante usado en la practica. A continuacion, se incluyen
varios aspectos de Teoria de Inventarios relacionados con modelos de inventario de
revision continua. Finalmente, incluimos una seccién dedicada a los fundamentos
basicos de los métodos heuristicos y metahenristicos, centrandonos especialmente en
los usados en este trabajo.

1.1. Relajaciéon Lagrangiana y dualidad

1.1.1. Conceptos basicos

Consideremos el problema (P)

Minimizar f(x)

(P) s.a. 7;i(x) <0 1=1,...,m
h]-(x):O 7=1...,p
x € X CR”

donde X es un conjunto no vacio y f es una funcion real. Ademas, diremos que
(P) es el problema primal.
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Sean las funciones 7(x) := [g1(x),....gm(x)]T, h(x) = [hi(x),.. .,hp(x)]T y
consideremos el conjunto F := {x e X / 7(x) <0, h(x) = O}. F es la region fac-
tible del problema primal (P) y cualquier punto de la misma se denomina solucién

factible.

Las restricciones del problema primal (P) pueden ser de varios tipos:

» El grupo de restricciones ¢;(x) < 0, 7 = 1,...,m se denominan restriccio-
nes explicitas de desigualdad, mientras que el grupo de restricciones A;(x) =
0, j =1,...,p se denominan restricciones explicitas de ignaldad.

» x € X se denominan restricciones implicitas.

En la formulacion del problema primal, se ha separado el conjunto de restriccio-
nes en explicitas e implicitas, para enfatizar que las restricciones dificiles son las
explicitas y que el problema primal seria mas facil de resolver sin las mismas. Esta
particion del conjunto de restricciones es lo que justifica la siguiente

Definicion 1.1.

Dado el problema primal (P),

» Se define el Lagrangiano como la funcion

m P

L(x, . A) = f () + ) pigi(x) + ) A;hj(x)

1=1 7=1

dondep; >0, i=1,...,myAy,...,4, €R.
Ademds, 1 = [ut1,...,pm], A := [A1,...,4,] se denominan varia-
bles duales o multiplicadores de Lagrange.

» Sedefine la funcion Lagrangiana como ¢(u, 1) := in}f( L(x,u, Q).
xe

14



Definicion 1.2 (Condiciones globales de optimalidad).

Se dice que (Y, a, ﬁ), conx € X,HeR” y1eR?, satisfacen las condiciones
globales de optimalidad para el problema primal (P) si se cumplen las signientes
condiciones:

1. f(X)+7g %) + Ah(X) = inf {f () +Hg(x) + 2h(x)}
2. Hg(x) =0
3. 9(X) <0y h(x) =0.

.

J

A continuacion, enunciamos unas condiciones suficientes de optimalidad para el

problema primal (P). Nétese que no son condiciones necesarias'.

Teorema 1.3.

Si (E, 1, Z) satisfacen las condiciones globales de optimalidad, entonces x es
aptimo para el problema primal.

1.1.2. Propiedades del problema dual Lagrangiano

Teorema 1.4 (Dualidad débil).

Para cada (p, 1) € R” X R? se tiene ¢(u, 1) < p*, donde p* = infrer f(x).

El problema dual del problema primal (P), es el problema (D) siguiente

Maximizar ¢ (u, A)
(D) u, A
s.a. u=0

Sead™ := sup ¢(u,A).
u=0, 1

ISe pueden establecer condiciones necesarias, asumiendo convexidad y algunas condiciones de
regularidad. Si X = R” y se asumen hipétesis de cierta diferenciabilidad se obtienen las condiciones

de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
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Llamaremos solucion factible dual a todo (pu, 1) tal que > 0y ¢p(p, ) > —c0.

Ademis, fijado x, dado que la funcion L(x, u, 1) es lineal con respecto a (y, A1)
(luego convexa y concava), se deduce que ¢(u, ) es céncava. El problema dual (D)
es un problema de maximizar una funcion objetivo concava sobre una region facti-
ble convexa. Ademas, en virtud del teorema de dualidad débil, se tiene que d* < p*.
Sid* < p*, se dice que hay un salto de dualidad y la magnitud del mismo es igual a

p* _ al*

Notese que en este trabajo estudiamos problemas de Programacion Entera, donde
se tiene que X es finito y donde existe habitualmente (salvo casos muy especiales)
salto de dualidad mayor que cero. Ademas, el hecho de que X sea finito implica
que ¢(u, A) es una funcidn cdncava, lineal a trozos y no diferenciable. A continua-
cion seflalaremos brevemente unas observaciones acerca de la infactibilidad y no
acotacion del problema primal y su relacidn con el problema dual:

» Siel problema primal es no acotado, es decir, p* = —co, en virtud del teorema
de dualidad débil se tiene ¢(p, 1) = —co, para todo u € R?” y todo 1 € R?,
luego el problema dual es no factible.

» Supongamos que el problema primal es no factible, es decir, el conjunto F =
0. Entonces, tomaremos como convenio que p* = .

» La funcion Lagrangiana ¢(u, 1), satisface que ¢(u, 1) < oo, VA, pero es
posible que d* = oo, en cuyo caso el problema dual es no acotado, y en
consecuencia, se deduce que es no factible. También puede suceder que d* <
oo 0 incluso que d* = —co.

Dado un problema primal, se pueden obtener varios problemas duales, dependien-
P P P P P
do qué restricciones se seleccionan como restricciones explicitas y cuales como im-
q P y
, A : :
plicitas. En la practica, dependiendo de la naturaleza del problema, se debe realizar
una adecuada seleccion del conjunto X. A continuacion presentamos dos teoremas
que proporcionan unas condiciones bajo las cuales el salto de dualidad es cero. Mas
concretamente:

Teorema 1.5.

Si (Y, u, Z) satisfacen las condiciones globales de optimalidad, entonces (ﬁ, 7)
es dptimo para el problema dual. Ademas, d* = p*.
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Teorema 1.6 (del punto de silla). \

(Y, i, E) es dptimo si, y sélosix € X, u e R7” y

L@ md) <L(ZmA) <L(xma),YxeX, ueR?, 1R,

Es posible dar un teorema de dualidad fuerte. En la literatura, es frecuente encon-
trarlo bajo diferentes versiones, dependiendo de las hipdtesis, aunque todos suelen
tener en comun hipdtesis de convexidad. En la practica, y salvo muy raras ocasio-
nes y en modelos muy concretos, no tendremos hipétesis de convexidad y mucho
menos salto de dualidad cero. Recordemos, que en este trabajo, nos centraremos
en problemas de Programacion Entera, donde en general, existira salto de dualidad
mayor que cero.

Si el punto de silla del Lagrangiano no existe, un procedimiento para atacar el
problema es la convexificacion del mismo. Puede probarse, (ver Shapiro (1979))
que resolver el problema dual y resolver el problema convexificado son equivalentes.
La dificultad del problema convexificado esta en conocer una expresion explicita
de la envolvente convexa, si bien, hay algunos casos donde existen métodos que
permiten resolver el problema convexificado, como los llamados cortes Fenchel en
Programacion Entera. Nosotros, en principio, nos centraremos en resolver el pro-
blema dual.

1.1.3. Subgradientes y el problema dual

En Analisis Convexo, es conocido el hecho de que una funcién es convexa si, y
s6lo si su epigrafo es un conjunto convexo. Por tanto, su estudio se reduce al de los
conjuntos convexos. Ademas, los teoremas de separacion (via hiperplanos separa-
dores) aplicados al epigrafo proporcionan un estudio geométrico de las funciones
convexas. De este modo, se llega a la nocion de hiperplano soporte. Veremos que
estos conceptos nos serviran para definir los subgradientes.

Sea x, € R”. Se puede demostrar que una funcion f : R” — R” que presen-
te un hiperplano soporte en el punto x, equivale a decir que existe ¢ : R” — R
funcional lineal y continuo tal que f(x) > f(x,) + ¢¥(x — x,), Yx € R”. El con-
junto de funcionales lineales y continuos que verifican lo anterior, se denomina
subdiferencial de f en el punto x,, y se representa por df (x,). Al ser R” espa-
cio de Hilbert, por el teorema de representacion de Riesz, ¢ se puede representar
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univocamente como ¥ (x) = (x, &) para algin & € R”, luego

Fxo) + (&, x = x,), Vx € IR”}
F(x0) + (x — x0)&, Vx € [R”}

of (x) ={£ eR” [ f(x)

={ger" [ f() o

ARV,

En este caso, diremos que ¢ es un subgradiente de [ en x,.

A continuacion, sefialaremos unas propiedades:

1. df (x,) es cerrado y convexo (puede ser vacio si no se afiaden hipdtesis).

Ademas, si X C R” es acotado, entonces el conjunto U df (x) es acotado.

xeX
Se pueden dar condiciones suficientes de existencia de subgradientes, via la

Max-formula (ver Borwein y Lewis (2000, p.36)).
2. Si fi,..., fm son funciones convexas, 11, ..., d,, > 0, entonces

0 (/11f1(x) + ...+ /lmfm(x)) = /110 (fl(x)) +...+ ﬂma (fm(x))

3. Si f esuna funcion concava, entonces diremos que & es un subgradiente de f
en x, si —¢ es un subgradiente de la funcién —f en x,. Mas concretamente,
st f es una funcion concava definida en R”, entonces & es un subgradiente de

fenx,sif(x) < fxo)+ (x —x,)&, Vx € R”.

4. Una funcion [ es diferenciable en el punto x, con gradiente Vf (x,), siy
solo si Vf(x,) es el Gnico subgradiente de f en el punto x,.

Definicion 1.7.

w Sean X C R” y x, € X. Se dice que un vector v € R” es una direccion
Jactible de X en x, si existe @ > O, con x, + av € X, para todo a €
[0, @]. Ademds, si X es convexo, las direcciones factibles de X en x, son
vectores de la forma a(v — x,), cona >0y v € X.

» El conjunto de todas las direcciones factibles de X en x, es un cono que
se denota por Fx (x,).

18



Definicién 1.8.

» Sean X C R” y x, € X. Se dice gue un vector y € R” es una tangente
de X en x, si 0 bien y = 0, o bien existe una sucesion (x,), C X, tal
Xn — Xo Y

ne X, = Xp, VN Y X, — X T
q n 0 y n 0 ||xn _ xO” ||y||

» El conjunto de todas las tangentes de X en x, es un cono llamado cono
tangente de X en x, que se denota por Tx (x,).

. J

Proposicion 1.9. ,

Sean X C R” no vacio y x, € X. Entonces:

a) Tx(x,) es un cono cerrado.

b) cl (Fx(x,)) € Tx(x,).

) Si X es convexo, entonces Fx(x,) v Tx (x,) son ambos convexos y se tiene
cl (Fx(x0)) = Tx(xo).

Veamos a continuacion el concepto de cono normal.

Definicidn 1.10.

Sean X C R" y x, € X. Sedefine el cono normal de X en x, como Nx(x,) =
cl ((Tx(x0))7), donde (Tx (x,))" denota el cono polar de Tx (x,).

Sefialemos a continuacion unas propiedades:

Si x, ¢ X, tomaremos como convenio que Ny (x,) = 0.

Si Nx(x,) = (Tx(x,))" diremos que X es regular en x,.

Si X es regular en x,, entonces Tx (x,) €s un cono convexo.

Si x es un punto interior a X, entonces Tx(x,) = R” y Nx(x,) = {0}.
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Proposicion 1.11.

Sea X C R” convexo. Entonces, para cada x, € X se tiene que & € (Tx(x5))"
st,y s0lo si (x — x,)é <0, Vx € X. Ademds, X es regular en todo x € X.

A continuacion, se enuncia un teorema importante de cara a la Optimizacién y al
fundamento tedrico de la Optimizacion Subgradiente.

Teorema 1.12.

Sea X* el comjunto de soluciones dptimas. Entonces, el punto x € X* si, y sélo
s10 € df (x) + Nx(x) o equivalentemente, si —0f (x) N Nx(x) # 0.

Concluyamos esta seccion con una serie de propiedades y comentarios relativos al
problema dual y su relacion con los subgradientes.

Lema 1.13. )

Sea x una solucion dptima para la funcion Lagrangiana en (i, ), es decir,

$(IA) = f @) + gy (x) + 1h(x) = infrex {f (x) + Hg(x) + A (x)}. En-
9(x)
h(x)

tonces, ( ) es un subgradiente de ¢ (u, 1) en el punto (1, A).

Para (1, ), con u =0, sea
X(ED)={xeX [ @) = )+ Hg(x) + Ah(x)}

el conjunto de soluciones éptimas para la funcién Lagrangiana en (17, 1). Ademds,
sea P(x) = (g(x), h(x)) y consideremos

Y[X(@D)] =y er™ [y = (G5). vx e X (@D)}

Por el Lema 1.13, se deduce que ¥ [X ((ﬁ, Z))] C 9¢ (1, ) Ademas, puede pro-
barse (ver Grinold (1970)) que

conv [¥ [X (& D)]] = ¢ (. 1)

20



1.2. Optimizacion Subgradiente

Consideremos el problema de optimizacidn no diferenciable (N DP)

Maximizar  f(x)
(NDP)
s.a. x e€X

donde X C R” es un conjunto convexo no vacio y f es una funcion real concava
que puede ser no diferenciable. Los métodos gradiente aqui no sirven, y es por ello
que se necesitan métodos de optimizacion no diferenciable. Uno de ellos son los
métodos de de Optimizacion Subgradiente.

Bajo el nombre de Optimizacion Subgradiente se engloba a una familia de algo-
ritmos de ascenso aproximados, y en esencia, son una simplificacién heuristica del
algoritmo primal-dual generalizado.

Su uso es bastante extendido pues son utilizados como método de optimizacién
no diferenciable para resolver el problema dual. El método de Optimizacién Sub-
gradiente es como sigue. Dado un iterante xk, conk > 1, se elige & ed f (xF) y se
calcula el iterante x**' mediante
k
xk” = Px xk + Tk—g

¥
donde

w T}, es la longitud o tamario de paso en la iteracion k-ésima (> 0).

» Py es la proyeccion sobre X.

En la mayoria de los casos practicos de interés, X suele ser todo el espacio R” o
bien un subconjunto del mismo cuya estructura permite facilmente el calculo de la
proyeccion, como puede ser el ortante no negativo R%.

En la literatura, es frecuente encontrarse con diversas propuestas para la eleccion
de la sucesion de los tamafios de paso {7} }. Cada eleccion da lugar a un algoritmo
de optimizacion subgradiente. A continuacién vamos a exponer los mas comunes
junto con sus propiedades de convergencia:
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a) I, — 0y 3> T} = oo,

= Se tiene que limsup, f(x*) = f*y, si X*, el conjunto de soluciones
Optimas, es compacto, entonces se tiene

d(x*,x*) = min ||x - x*]| — ©.
x*eX*

= Si Y, T} < oo, entonces xk — x* e X+

b) Tk:Cpk,conO<p<1yC>O.

k

Se tiene que x® — x* € X* si se toman p y C suficientemente grandes.

APAC)
érk
(NDP) (Regla de PoryAk).

c) Tp =6, ,con 0 < 0, < 2ysiendo [* el valor dptimo del problema

Se cumple que x* — x* € X* converge sin imponer hipétesis adiciona-

les. En la practica, no se suele conocer f*, y un tratamiento heuristico muy
usado es el siguiente (conocido en la literatura como heuristica de HeLp, Wor-
rE y CrowDER (Held et al. (1974))). Se sustituye f* por una cota superior del
valor 6ptimo de la funcion objetivo, U B. Ademas, se suelen fijar un ndmero
de iteraciones y unas tolerancias, de modo que si en dichas iteraciones el valor
de la funcién objetivo no mejora mas de una tolerancia prefijada, se divide
6,,; entre 2. Este es el método que seguiremos.

Si bien en la literatura existen otros procedimientos como el método bundle (Hiriart-
Urruty y Lemaréchal (1993)), en este trabajo hemos optado por usar optimizacion
subgradiente, ya que en Programacion Entera es quiza el método mas usado y ex-
tendido para resolver el problema dual (Frangioni ez al. (2017)).

1.3. Modelos de inventario con revisién continua

Esta seccion esta dedicada a presentar los fundamentos basicos de algunos de los
modelos de inventario mas importantes de revision continua: el modelo EOQ y el
modelo (r, Q). Los conceptos basicos de Teoria de Inventarios pueden consultarse
en Esteban-Pérez (2016).

22



1.3.1. El modelo EOQ

El modelo mas sencillo de inventario y uno de los mas antiguos es el modelo EOQ
(Economic Order Quantity), el cual fue presentado por Ford W. Harris en 1913,
aunque también es conocido como modelo de Wilson, ya que fue popularizado por
R.H. WiLson. A pesar de que impone hipotesis muy restrictivas (por ejemplo, que
la demanda por unidad de tiempo y el coste de almacenamiento por articulo y por
unidad de tiempo son constantes), es muy popular y es la base de los modelos de
inventario de revisién continua.

Este modelo EOQ es determinista, es decir, supondremos que los parametros del
mismo se conocen con certeza y ademas, tomaremos como unidad de tiempo el
afio (aunque es valida cualquier otra unidad de tiempo: dia, semana, mes, etc.).
Contruiremos el modelo partiendo de las siguientes hipotesis iniciales. Se supone
que el inventario es de revision continua y el horizonte de planificacion es infinito
y continuo, considerando un sélo articulo o producto para el cual no se permite
escasez. La reposicion se produce cuando el stock disponible se agota, y ademas di-
cha reposicion es instantanea. Ademas, supondremos que no hay descuentos en el
precio por volumen de compra, la demanda es continua y constante a lo largo del
tiempo (representaremos la misma por D unidades al afio) y la cantidad de pedido
es constante para cada orden (la representaremos por Q). Los siguientes parame-
tros del modelo son constantes a lo largo del horizonte de planificacion. Son los
siguientes:

» El coste fijo por lanzar un pedido de cualquier tamafio lo representaremos
por K.

= El coste unitario de compra lo representaremos por p.

» El coste unitario de mantenimiento por afio lo representaremos por 5.

El objetivo es determinar la cantidad 6ptima de pedido Q* (es decir, cianto pedir)
y el instante de tiempo en el cual debe hacerse el pedido (es decir, cudndo pedir)
de modo que se minimice el coste total de la gestion del inventario. Dado que la
reposicion es instantanea, se sigue que el pedido debe hacerse cuando el nivel del
inventario se reduce a 0. En consecuencia, el objetivo se reduce a determinar la
cantidad econdmica de pedido Q*. Esta es la razén por la cual al modelo EOQ se
le conoce también como modelo de la cantidad econdmica de pedido. Ademas, se
denomina ciclo de inventario al intervalo de tiempo, que comienza con la llegada de
un pedido y finaliza en el instante previo de recepcion del siguiente pedido. Represen-
taremos el mismo por 7'y es igual a Q/D afios.
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Dado que el objetivo es minimizar la funcion que expresa el coste total anual,
debemos calcular los costes siguientes

1. El coste anual de hacer pedidos es igual a al coste fijo de pedido por el ndmero
de pedidos anuales:

k.2

Q

2. El coste anual de compra es igual al precio unitario de compra por el nimero

de unidades compradas al afio:
p-D

3. El coste anual de mantenimiento es el coste de mantenimiento de un ciclo
multiplicado por el ndmero anual de ciclos:

» Dado que el nivel del inventario es variable en el tiempo, considerare-
mos el nivel de existencias promedio, el cual es el mismo en todos los

ciclos: Q/2. Por tanto, el coste de mantenimiento en un ciclo es A—- Q lQ)
» El ntimero anual de ciclos es D/Q.
D
Por tanto, el coste anual de mantenimiento es hgg— g
2Do "2

La funcion objetivo es por tanto

6+hQ

Puede comprobarse facilmente que la funcién C(Q) es convexa para todo Q > 0
¥, por tanto, el minimo global se puede obtener resolviendo C’(Q) = 0. Se obtiene
ast, la llamada férmula de Wilson:

CQ) = +pD

2K D
QR =y~

A continuacidn sefialaremos unas observaciones:

1. En el punto Q* el coste anual de pedido y el de mantenimiento coincide.

2. Puede probarse (ver Fernandez Suarez et al. (1998)) que la grafica de la fun-
cién C(Q) tiene pendiente mas suave para valores de Q mayores que Q* que
para Q menores de Q™.
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Ademas, se tiene:

: : Dh
» El nimero 6ptimo de pedidos es N* = D/Q* = K
. C . . 2K
» La longitud del ciclo éptimo de inventario es 7% = 1/N* = A

El coste total 6ptimo es C(Q*) = V2ZKDh + pD = hQ* + pD.

Si D’,K’ y k" son los valores estimados de los valores reales de D, K y h
respectivamente, y las variaciones en el cambio se expresan por medio de las
relaciones D’ = aD, K’ = BK y i’ = yh se tiene que la razon entre el EOQ

estimado (Q’ = ZKh',D') y el EOQ 6ptimo (Q* = \/@) es
L _ |op
Q* '

Esto permite expresar el efecto sobre Q* de los errores en la estimacion de
los parametros.

1.3.2. El modelo (r,Q)

Una caracteristica de los modelos de revision continua es que en cualquier instan-
te de tiempo puede realizarse un pedido. Uno de los modelos basicos de revision
continua es el denominado modelo (7, Q) o modelo reorder-point/order-quantity:
cuando el nivel del inventario alcanza r unidades, se piden Q unidades. En este caso,
r se denomina punto de reabastecimiento y Q cantidad de pedido. Una manera
muy simple de realizar lo anterior es la siguiente. Se disponen en el almacén de
dos apartados o zonas; la zona 1 debe disponer de una capacidad de r unidades. La
demanda se sirve de forma prioritaria de la zona 2 y, al agotarse las existencias de la
misma se coloca un pedido de Q unidades y hasta su recepcién se sirve la demanda
de la zona 1 y el resto del pedido se almacena en la zona 2. Asi, cada vez que la zona
2 se vacia sabemos que se ha alcanzado el punto de reabastecimiento. Si las existen-
cias se almacenan en una sola pila, una forma facil de realizar el método anterior es
disponer de una especie de marca o sefial en la unidad que hace el nimero 7.

Admitiremos las siguientes hipdtesis:

1. El inventario es de un unico producto o articulo.
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2. La demanda (anual) puede expresarse por medio de una v.a. continua D.
3. Se tiene revisién continua y se usa una politica (7, Q).

4. El plazo de reposicion o tiempo de entrega puede expresarse por medio de
una v.a. L.

5. Existe demanda acumulable, y la demanda no servida debe satisfacerse con la
recepcion del pedido en curso.

6. No existen descuentos en el precio por volumen de compra.
7. El horizonte de planificacion es continuo.

8. La demanda durante el plazo de reposicion puede expresarse por medio de
una v.a. continua X. Entonces, se tiene que

E(X) = E(L)E(D)

ox = \/E(L)Var(Z)) + Var(L)(E(D)?)

En algunos modelos de inventario, con el fin de evitar roturas del stock (provoca-
das por el caracter estocastico de la demanda y los plazos de reposicion) se suele
considerar una cantidad extra de inventario afiadida al punto de reabastecimiento
original, el denominado stock de seguridad (safety stock) cuya misién es amorti-
guar los efectos de las fluctuaciones de la demanda durante el plazo de reposicion.
En algunos casos, lo anterior equivale a descomponer el inventario en dos clases: las
existencias de ciclo (que corresponderian a la mercancia en movimiento si el almacén
se comportase acorde al modelo EOQ) vy las existencias de seguridad (corresponde-
rian a la diferencia entre el punto de reabastecimiento y la demanda media durante
el plazo de reposicidn, y serian mercancia sin movimiento si el almacén se compor-

tase acorde al modelo EOQ).

Es evidente que si se eleva el punto de reabastecimiento aumenta el stock de se-
guridad y, en consecuencia, su holding cost, aunque se gana en un mejor servicio
al cliente. En la practica el problema esta en hallar un punto de equilibrio entre el
servicio al cliente y los costes.

Dar servicio al cliente con la certeza absoluta de que nunca habra escasez, es una
actitud muy poco realista, ya que esto puede conducir a puntos de reabastecimien-
tos muy altos y, por tanto, lleva a un incremento en el holding cost. El nivel de
servicio, puede verse como una medida del éxito de una politica de inventario para
satisfacer la demanda.
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Al lanzar un pedido cuando quedan r unidades en el inventario, se tiene que
P(X < r) es la probabilidad de satisfacer a tiempo toda la demanda originada du-
rante el plazo de reposicion de un ciclo de inventario cualquiera. Por consiguiente,
st consideramos un intervalo de tiempo suficientemente grande, @ = P(X < 7)
puede verse como la fraccion (esperada) que obtendriamos si dividiéramos el ni-
mero de ciclos servidos sin roturas entre el nimero total de ciclos servidos en ese
intervalo de tiempo.

Dado el punto de reabastecimiento r, denominaremos nivel de servicio a (asocia-
do a 7) (o nivel de servicio de tipo I) al valor P(X < 7). Evidentemente, se tiene
que el nivel de servicio @ pertenece al intervalo cerrado [0, 1] y, ademas, fijada la
v.a. X, @ es una funcién no decreciente de 7 y es independiente de Q.

En la practica interesa determinar el valor de » para que el nivel de servicio aso-
ciado al mismo sea una cantidad @ prefijada. Tedricamente, basta despejar r en
la ecuaciéon P(X < r) = a. Sea F la funcidén de distribucién asociada a la v.a.

(X - E(X))

ox

estandarizada . Entonces:

= Si F es estrictamente creciente, entonces se tiene que 7 = E(X) +oxF ~1(a)

» ¥ es siempre no decreciente, pero si no es estrictamente creciente, puede
suceder que haya mas de una forma de despejar r en la ecuacion P(X < 7) =

a. Entonces, consideraremos como solucién » = inf{r / F(r)> oz} si X es

una v.a. continua, y 7 = min {r / F(r) > a/} si X es una v.a. discreta.

Ademas, las unidades de producto adicionales que en el caso estocastico son utili-
zadas para alcanzar un nivel de inventario en el instante de pedir que nos asegure
un nivel de servicio a, es decir, al valor

r—EX) = ox¥ (a) (1.2)
es precisamente el stock de seguridad. Ademas,

= Dado un nivel de servicio @, al valor 1 — @ se le denomina riesgo de rotura.

» En la ecuaciéon r = E(X) + oxF (@), al valor F (@) (mis comtinmente
denotado por z,) se le denomina factor de seguridad.
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Debido a la gran complejidad del modelo (7, Q) es frecuente encontrarse en la
literatura con aproximaciones o tratamientos heuristicos del mismo. Aqui sefiala-
remos brevemente algunas de ellas. En este trabajo usaremos la siguiente ya que
es bastante usada en la practica (conocida a veces como aproximacion stock de segu-
ridad+EOQ). Prefijando un nivel de servicio @, calcularemos » como lo descrito
anteriormente. La cantidad de pedido Q la tomaremos como el valor EOQ. Otra
aproximacion es la llamada EOQB (ver Snyder y Shen (2011,p.73)), si bien presen-
ta mayor complejidad de computacidn, tiene la ventaja de que se dispone de una co-
ta del error del 11.8 %. Notese que nuestra aproximacion es una solucion exacta en
cierto sentido, pues es la solucion exacta de una aproximacion al modelo (7, Q). En
el siguiente capitulo estudiaremos un modelo integrado de Localizacion-Inventario
donde no aparecen explicitamente las variables de decision correspondientes a los
parametros de politica (7, Q), pues podremos modelar bastante bien los costes y
los fenémenos asociados al inventario y a la politica (7, Q). Es por ello, que no
desarrollamos aqui un problema de programacion no lineal para hallar los valores
de la politica (7, Q) y el coste total esperado (véase Zipkin (2000) para mas cues-
tiones acerca del modelo (7, Q)).

Finalmente, sefialaremos una politica proxima a la (7, Q) bastante usada en la prac-
tica, la polftica KANBAN?: Con una politica KANBAN? existen N contenedores,
cada uno con Q unidades del producto y con una tarjeta* en la parte inferior.
Cuando un contenedor se vacia, la tarjeta se utiliza como orden para las Q unida-
des. N —1 de las tarjetas siempre estan asociadas con contenedores llenos, que estan
en stock u ordenados pero atin no se han entregado. Brevemente, sin entrar en de-
masiados detalles, una politica KANBAN es muy similar a una politica (r, Q), con

r=(N-DQ.
1.4. Meétodos heuristicos y metaheuristicos

Esta seccidn, estd dedicada a presentar los fundamentos basicos de algunos méto-
P &

dos heuristicos y metaheuristicos necesarios para el cuerpo central del trabajo. A

pesar de que hoy en dia, existen multitud de metaheuristicas, nos centraremos en

la metaheuristica conocida como GRASP por ser la que se ha utilizado en una gran

parte del trabajo.

ZPolitica de inventario originaria de Toyota que a su vez es un subsistema del Just in Time (JIT)
3 Kanban significa tarjeta en japonés
*Hoy en dia, suelen usarse sefiales o algo identificativo del contenedor
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1.4.1. Meétodos heuristicos

Si bien en Programacion Lineal, se dispone del método simplex (y de otros mé-
todos como generacion de columnas por ejemplo cuando el problema es de un
tamafio grande), en Programacién Entera se produce un gran salto cualitativo por
la dificultad que encierra la misma. Si bien los métodos heredados de la llamada
teoria poliédrica, tales como metodos de planos de corte, o los métodos enumerati-
vos (algoritmos Branch & Bound) forman parte de los fundamentos de los solvers
comerciales para resolver problemas de Programacion Entera, se han ido desarro-
llando procedimientos heuristicos para cada tipo de problema, es decir algoritmos
que proporcionan soluciones aproximadas de calidad media. La razén principal del
uso de procedimientos heuristicos es que se necesitan cuando o bien no de dispone
de solver comercial especifico para un tipo de problema o el solver comercial nece-
sita elevados tiempos de computacion, o bien cuando no se tiene un buen método
de resolucion. Una posible clasificacion de los métodos heuristicos es la siguiente:
heuristicas de construccion y heuristicas de mejora.

» Una heuristica de construccion construye, paso a paso, una solucion del pro-
blema. Con notable diferencia, los métodos constructivos que mas se usan
son los algoritmos greedy (también conocidos como wvoraces o miopes). Los
métodos greedy se pueden utilizar para resolver, de forma aproximada o
heuristica, cualquier problema de optimizacion, incorporando cada vez un
elemento a la solucidn en funcién de la informacion disponible en ese mo-
mento; una vez elegido el elemento que va a pertenecer a la solucidn, el
método no se replantea sacarlo, ni se hace ningtin tipo de re-optimizacion.
Algo fundamental, es que son métodos rapidos y faciles de implementar pe-
ro no garantizan alcanzar la soluciéon 6ptima. El funcionamiento es muy
sencillo, y esta basado en la definicion de un criterio greedy, que normal-
mente esta definido a partir de la funcién objetivo del problema. El algorit-
mo tratara de encontrar el elemento candidato que minimiza (o maximiza
en su caso) el criterio greedy, de forma que, cumpliéndose las restriccio-
nes del problema, se pueda incorporar a la solucion final. En cada etapa
se tomara la decision que se considera mejor en ese momento, sin consi-
derar las consecuencias futuras, es decir, se escogera entre todos los elemen-
tos candidatos el que minimiza (0 maximiza en su caso) el criterio greedy.
Para el siguiente paso es necesario redefinir el criterio y repetir la etapa
hasta obtener una solucion completa. En el siguiente pseudocodigo de un
método greedy genérico, se esta denotando por C a la lista de candidatos
que pueden incluirse en la solucién, y por § € C una solucion parcial.
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Algoritmo 1.1: Pseudocddigo de un algoritmo greedy genérico

18§ =0

2 while § no sea una solucién y C # 0 do

3 x = seleccion(C);

4 C=C{x};

5 if S U {x} es factible then
6 L S=8Su{x}

7 if S es una solucion then
8 L return S

La seleccion del elemento x a incluir en la solucion depende de la funciédn cri-
terio elegida. Por lo tanto, la eleccion del criterio es clave para el rendimiento
de un método greedy, y es muy dependiente de cada tipo de problema. En
la practica, la seleccion se efectia encontrando un indice que minimiza (o
maximiza) el criterio. En el caso de que haya varios indices optimizando el
criterio, el método no discrimina ninguno en particular. Esto implica que
mediante el método greedy es posible obtener varias soluciones diferentes.
Existen varias maneras de introducir aleatoridad a este algoritmo, y asi ob-
tener un método greedy aleatorizado. Uno de los procedimientos mas cono-
cidos utiliza una lista restringida de candidatos (RCL: Restricted Candidate
List). Dicha lista esta constituida por los elementos candidatos que ofrecen
los mejores valores de la funcién o criterio greedy. El siguiente candidato
afiadido a la solucidn se elige aleatoriamente de la lista restringida de can-
didatos. Tal lista puede tener un ntimero fijo de elementos (restriccion por
cardinalidad) o consistir de los elementos con los valores de la funcidn greedy
comprendidos en un rango dado (restriccion por valor).

Una heuristica de mejora parte de una solucion factible ya dada, y trata de me-
jorarla. Los métodos de mejora mas usados estan basados en bisgueda locales
o biisqueda por entornos. Un procedimiento de bisqueda local en esencia, es
como sigue: Se parte de una solucion factible (obtenida por ejemplo con un
método greedy), y se trata de mejorarla. Para ello, se explora el entorno o
vecindad de la solucion, mediante una operacion basica llamada movimien-
to que, aplicada a la solucion, proporciona las soluciones de su entorno. Un
procedimiento de busqueda local queda determinado al especificar como es
el entorno y el criterio de seleccion de una solucion dentro del entorno. La
definicion de entorno/movimiento, depende en gran medida de la estructu-
ra del problema a resolver, asi como de la funcién objetivo. Por ejemplo, es
muy habitual definir entornos mediante intercambios (swap). El éptimo lo-
cal alcanzado no puede mejorarse mediante el tipo de movimiento que define
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el entorno. Sin embargo, el método empleado no permite garantizar, de nin-
gun modo, que sea el dptimo global del problema. Mas concretamente, dado
x € X solucién, siendo X aqui el conjunto de todas las soluciones factibles,
definamos N (x) como el conjunto de soluciones N (x) € X asociadas a x.
Denominaremos a N (x) entorno de x. En el siguiente pseudocodigo se esta
denotando por f a la funcién objetivo a minimizar, y por x° a una solucién
inicial.

Algoritmo 1.2: Pseudocddigo de bisqueda local (Busqueda_Local)

Data: x°, N(-), f(*)
x = x%
while x no sea localmente dptimo con respecto a N (x) do
Seay € N(x) tal que f(y) < f(x);
L X =y
5 return x.

Y S

Un frecuente método heuristico en dos etapas consiste de un método greedy que
proporciona una solucién inicial, y un método de bisqueda local para tratar de
mejorar esa solucion. Otra clasificacion de los métodos heuristicos podria ser en-
tre métodos de un sinico paso (como un método greedy), y métodos multi-arrangue
(multistart) o de varias pasadas. En estos ultimos métodos se usa, generalmente, al-
gun tipo de aleatorizacion para obtener una solucion diferente en cada pasada del
procedimiento.

Notese, que aunque la bisqueda local mejore las soluciones que proporciona un
método greedy, generalmente se detiene al llegar a un 6ptimo local, en el que gueda
atrapado. Para poder escaparse de los 6ptimos locales se han disefiado una serie de
métodos heuristicos mas complejos, que se conocen como metaheuristicas.

1.4.2. Meétodos metaheuristicos

Hoy en dia, las metaheuristicas forman parte de uno de los procedimientos de reso-
lucién mas importantes en Investigacion Operativa. Unas de las mas conocidas son
los métodos Simulated Annealing, Tabu Search y los Algoritmos Genéticos. Estos
métodos estan basados en dos ideas principalmente, la diversificacion y la intensi-
ficacion; la primera se lleva a cabo mediante aleatorizacion y la segunda mediante
la bisqueda local. Pueden citarse otras metaheuristicas muy populares, entre otras
muchas existentes, como colonias de hormigas (Ant colony), busqueda de entorno
variable, busqueda local guiada, GRASP o scatter search.
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1.4.2.1. GRASP

GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) es una metaheuristica
muy popular de gran éxito en bastantes problemas de Optimizacion Combina-
toria. Como referencia general actual para el GRASP, puede sefialarse Resende y
Ribeiro (2016). GRASP incorpora las dos caracteristicas principales que se exigen
a una metaheuristica: la diversificacion (obtenida mediante la aleatorizacion y repe-
ticion) y la intensificacion (obtenida mediante la busqueda local).

En cada iteracion de un algoritmo GRASP se obtiene, como resultado de la busque-
da local, un minimo local y, si la aleatorizacién ha hecho su papel correctamente,
se habrian examinado multiples regiones del espacio de soluciones, de forma que la
mejor solucion estaria cerca del optimo global.

Esencialmente, una iteracién basica del GRASP consta de dos fases:

1. FASE CONSTRUCTIVA: Se encuentran unas soluciones factibles iniciales de for-
ma aleatoria (basindose en ciertos criterios), siendo las mismas no necesaria-
mente ptimos locales. Ademas, los componentes de esta fase son: un criterio
o funcién greedy, un procedimiento de eleccion aleatorio y un proceso de ac-
tualizacion adaptativo. Generalmente, suele ser un greedy aleatorizado.

2. BUsQUEDA LOCAL: A partir de la solucion hallada en la fase constructiva, se
examinan los entornos de la misma con el objetivo de mejorarla.

GRASP es un método multistart o multiarrangue, de forma que la iteracion bdsica se
repite un nimero predeterminado de veces (iter_max), guardando en cada paso la
mejor solucion encontrada, hasta que se alcanza el criterio de parada.

En el siguiente pseudocodigo de un GRASP genérico, se esta denotando por x
a la solucidn parcial en construccidn en una iteracion dada, por C al conjunto de
elementos candidatos (que pueden ser afiadidos a x), y por ¢ a la funcién o criterio
greedy. Ademas, por RCL(C) denotamos a una lista restringida de candidatos de C.
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Algoritmo 1.3: Pseudocodigo de GRASP

Data: iter_max

1 f*:= oo

2 for ; < iter_max do

3 x = 0

4 Calcular C;

5 | while x no sea solucion y C # 0 do

6 Ve € C, calcular g(e).

7 RCL(C):={ecC / g(e) tiene un buen valor } ;
8 Seleccionar al azar un elemento e* € RCL(C).
9 x*i=xU{e*}

10 Actualizar el conjunto de candidatos C;

1 Calcular criterio greedy g(e), Ve € C.

12 x :=Busqueda_Local(x) ;

13 | if f(x) < f* then

14 = f(x);

15 x* = x;

16 return x*.

En este trabajo, optaremos por implementar la linea 7 del pseudocodigo del GRASP
del modo siguiente (restriccién por cardinalidad):

RCL(C) := { K elementos e € C con el menor valor de g(e)}.

Notese que existen otras opciones tales como perturbacion de costes o uso de
una funcion sesgo por ejemplo (ver Resende y Ribeiro (2016)). De este modo, el
GRASP queda definido por dos parametros: el nimero en lista restringida de can-
didatos o cardinal de la lista restringida de candidatos, KRCL = K, y el numero
de iteraciones maximas, iter_max.
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Capitulo 2

Un modelo de
Localizacion-Inventario

2.1. Introduccidon

La estructura tradicional del FCL (Facility Location Problem) no considera la re-
lacion entre las decisiones de localizacion y las de inventario ni su impacto en la
estructura de la red de distribucion. Esto se debe a que el disefio de la cadena de
suministro se resuelve secuencialmente, resolviendo primero el problema de locali-
zacion y luego el problema de inventario. Mas concretamente, la razon es la separa-
cion natural entre la toma de decisiones estratégicas (deciciones de localizacion de
instalaciones) y tacticas u operacionales (decisiones de inventario). Sin embargo,
cuando las mismas se abordan por separado, se suelen obtener soluciones subépti-
mas. Si bien la mayoria de articulos presentes en la literatura ignoran los costes de
inventario o aproximan los costes no lineales por medio de funciones lineales, en
la Gltima década ha habido una fuerte tendencia a estudiar modelos integrados de
Inventarios y Localizacion. Estos modelos determinan simultaneamente la ubica-
cidn de los centros de distribucion (en adelante, CD) o almacenes que se abriran,
la asignacion de clientes a los mismos y los parametros optimos de la politica de
inventario para minimizar el coste total del sistema.

Los modelos que aqui presentamos se centran en modelos de Localizacion-Inventario
que integran en su formulacion el nivel de servicio, en términos de disponibi-
lidad de producto. En este sentido, Daskin et al. (2002) estudian un modelo de
Localizacion-Inventario sin capacidades. La principal dificultad de este modelo es
que los costes de inventario en cada CD son no lineales. El modelo esta formulado
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como un problema no lineal entero y resuelto mediante un procedimiento de rela-
jacion Lagrangiana para un caso especial en el que los ratios entre la varianza y la
demanda (esperada) son constantes para todos los clientes. Shen ez al. (2003) ana-
lizan el mismo problema que Daskin ez al. (2002). Su trabajo reformula el modelo
como un modelo de programacion entera (de hecho de cubrimiento o set covering)
y utiliza métodos de generacion de columnas.

You y Grossmann (2008) relajan la hipétesis de que los ratios entre la varianza
y la demanda esperada son constantes para todos los clientes, reformulando el mo-
delo y resolviéndolo con diferentes enfoques de solucion, incluyendo un método
heuristico y un algoritmo de relajacion Lagrangiana. Finalmente, Atamtiirk ez al.
(2012) reformulan el modelo como un problema conico-cuadratico entero mixto,
relajando también la hipotesis mencionada anteriormente, aplicando cortes, fun-
ciones submodulares y desigualdades validas.

El problema que aqui presentamos fue motivado por un estudio realizado por Shen
et al. (2003) y Daskin ez al. (2002) en un banco de sangre con sede en Chicago. El
estudio se centraba en la produccion y distribucion de plaquetas, el mas caro y
el mas perecedero de todos los productos sanguineos. Ademas, debia tenerse en
cuenta varios aspectos tales como el hecho de que si una unidad de plaquetas no es
utilizada en los cinco dias siguientes a la produccion de sangre (entera), debe ser
destruida y, que la demanda de plaquetas es algo muy variable, ya que se necesitan
en variados contextos médicos.

Otra aplicacién del modelo (en Ingenieria Quimica) ha sido a la cadena de su-
ministro del oxigeno liquido (You y Grossmann (2008)).

2.2. Formulacion del modelo. Formulacién como
problema no lineal entero (INLP)

El modelo que presentamos es el siguiente. Consideremos un sistema formado por
proveedores, centros de distribucién o almacenes y clientes (minoristas o retailers).
El problema es determinar el nimero ptimo de CD, sus localizaciones, los clientes
asignados a cada CD y la politica 6ptima de cada CD. En este modelo, tanto la ca-
pacidad de almacenamiento de los CD como la capacidad de suministro de los
proveedores, es ilimitada.
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Supondremos que el horizonte de planificacion es continuo y de duracién por
ejemplo, un afio, y que los CD realizan un método de revision continua y que la
politica de inventario es del tipo (7, Q). No se incluyen explicitamente las variables
de decision 7; y Qj, pues son innecesarias, ya que se incorpora el coste correspon-
diente en la funcion objetivo que resulta cuando se establecen los parametros 7;
y Qj. Ademas, haremos una aproximacién heuristica (stock de seguridad+EOQ)
para obtener los parametros de la politica de inventario.

Varios articulos (Daskin et al. (2002), Shen ez al. (2003) por ejemplo) argumen-
tan que la aproximacion stock de seguridad+ EOQ provee una cota del error del
11.8%. Esto es falso, pues dicha cota sélo es valida para la aproximaciéon EOQB.
Salvo mayor conocimiento, no hay una cota del error para la aproximacion que
usamos aqui. Ademas, en la literatura existente, es muy usual encontrarse con la
hipotesis de normalidad de las demandas de los clientes. Aqui, permitiremos ma-
yor generalidad, pues supondremos que la demanda de los clientes puede expresarse
por medio de una v.a. continua (con esperanza finita) no necesariamente normal.

Asumiremos que los costes de transporte dependen sélo de los CD y de la dis-
tancia entre los CD vy los proveedores, y no de los proveedores en si. Por lo tanto,
la eleccion del mejor proveedor para un cierto CD puede ser facilmente hecha a
priori. Con estas hipdtesis, el modelo es matematicamente equivalente a suponer
que existe un unico proveedor. Para un ejemplo de la estructura de la red de la
cadena de suministro, véase la figura 2.1.

*% .‘Q’ N ..0 ° . . ) »
. . AN . Nivel del inventario Politica (1,Q)
. A . < .
° o, R Q
o * . A K "
."’ o o .
A :“ Plazo d
ht repoic
Proveedores . . M
Almacenes 0 CD AO \
Tiempo

Clientes o minoristas

Figura 2.1: Estructura de la red de la cadena de suministro.
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comjunto de clientes.

comjunto de puntos de posibles localizaciones de los CD.
demanda media diaria del cliente i.

varianza de la demanda diaria del cliente 1.

coste fijo (anual) por apertura de un CD en el punto j.
nivel de servicio.

peso asociado a los costes de transporte.

peso asociado a los costes de inventario.

factor de seguridad asociado al nivel de servicio «.

holding cost unitario (anual) del CD ;.

coste fijo por realizar un pedido (elevar el nivel del inventario) en el CD ;.
plazo de entrega o de reposicion (en dias) asociado al CD j.
coste fijo por transporte desde el proveedor al CD j.

coste unitario por transporte desde el proveedor al CD ;.
coste unitario de transporte desde el CD j al cliente 1.
nitmero de dias trabajados por afio.

ISR S TSN | o R [T UE [~ ~

x; | = 1, siel punto j se selecciona como CD, y 0 en otro caso.
yij | = 1siel cliente 1 es asignado al CD j, y O en otro caso.

» Los pesos By y son usados para incrementar o disminuir la importancia rela-
tiva de los costes de transporte e inventario presentes en la funcién objetivo.
Esto puede ser interesante de cara a realizar un analisis de la sensibilidad.

» Asumimos que el horizonte de planificacion es de un afio, aunque uno pue-
de elegir un horizonte de planificacion distinto, simplemente ajustando los
valores de f;, h; y x adecuadamente.

El modelo de Localizacion-Inventario que presentamos es el siguiente:

MinimiZ&er}‘x]' +| B Z Z XdijHiyij

je] jej 1€l

+ Z 20h; (Fj +ﬁ9j) ZXﬂiyij + ﬂzﬂjZ)(ﬂiyij (2.1)
je] 1€l je] 1€l

+ HZa, Z h]'




sujeta a Zyi]- =1, Viel (2.2)

i€l

yij <x;, Viel,Vje] (2.3)
x; €{0,1}, V5 €] (2.4)
yi; €{0,1}, Vi eI, Vj €] (2.5)

El primer término de la funcién objetivo es el coste fijo total por la apertura

de los CD. El tercer término, \/29/1]-)( (F]- + [)’q]-) Yiel MiYij, es similar a la cla-
sica expresion para el coste optimo del modelo EOQ, donde aqui el coste fijo es
X (F]- + ﬁqj), el holding cost esta dado por 64; y la demanda (esperada) asigna-
da usando las variables de decision esta dada por la expresion ¥;e; p;y;;. El cuar-

to término, 024 Yjcy hj| ier L jo'izyij, representa el coste de almacenamiento del

stock de seguridad de los CD j € J con un nivel de servicio @ (ndtese que aqui

L Yier O'Z.zy,-]- corresponderia a oy de la expresion (1.2), la cual es multiplicada

por z, y por el factor /;, evaluando el coste total sumando en j € J).

El primer grupo de restricciones, (2.2), son las restricciones de fuente sinica: cada
cliente esté asignado exactamente a un CD. El segundo grupo de restricciones,
(2.3), aseguran que si un CD no esta abierto entonces no puede suministrar a
ningun cliente. Estas restricciones conforman una familia de facetas del politopo
asociado al problema. Es por ello, que a esta formulacion se la denomina fuerte.
Finalmente, los dos ultimos grupos de restricciones, (2.4) y (2.5), se refieren al ca-
racter binario de las variables.

Nos encontramos ante un problema de Programacion no lineal entera donde la
funcién objetivo es concava. Ademas, podemos reescribir la funcion objetivo como
sigue:
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(PO) Minimizar )" fix; +( 8> " wedijuiyij

je] j€j i€l

+ Z 20h; (F,- + ,ng) Z XMiyij + B Z aj Z XHiYij

je] el je] el

+ 0z, Z h; ZLjO'l.zyi]' = Z fix; + Z dijyij + K Z HiYij T 4, Za'?yij
j€] 1€l 7€l 1€l 1€l 1€l

(2.6)
donde
dij = Bxui (dij + a;)
K; = \20h;x (F; + By;)

q]'=9h]‘ZQ
~2 _ 5 2
o;=Ljo;

Tras esta reescritura, podemos dar una sencilla interpretacion a estos nuevos para-
metros. Mas concretamente:

= d;; esta asociado a los costes unitarios de transporte, tanto los relativos a los
pedidos al proveedor, como a los de envio a los clientes.

= K se asocia a los costes de inventario debidos a los costes fijos relativos a los
lanzamientos de pedidos en los CD, y a los de transporte del producto desde
el proveedor.

= g; esta relacionado con los costes del stock de seguridad.

~2 ey .
= 0 engloba el plazo de reposicion junto con la varianza.

2.3. Analisis poliédrico

Una primer enfoque en la resolucion del problema de Programacion no lineal ente-
ra que aqui consideramos, puede ser un analisis poliédrico del mismo. Mas concre-
tamente, dado que minimizar una funcién concava sobre un poliedro esta alcanza
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el 6ptimo en uno de los puntos extremos del mismo (ver Rockafellar (1972)), esta-
mos interesados en saber si la relajacidn lineal del problema proporciona soluciones
enteras. Por tanto, se resolveria un problema con funcién objetivo no lineal conca-
va con variables continuas y restricciones lineales.

En primer lugar, podemos estudiar el grafo subyacente al problema, sea G = (V, A)
tal grafo, donde V esta particionado en I y ], siendo I el conjunto de clientes y |
el conjunto de puntos de posibles localizaciones de los CDy A € I x J.

Ademas, consideremos las restricciones asociadas al problema cuando se toma la
relajacidn lineal del mismo. Mas concretamente, se tiene el siguiente politopo:

Dyj=1Viel (2.7)
J€]

Vi < Xj, Viel, Vje] (2.8)
0<x; <1 (2.9)
yij =0 (2.10)

Queremos caracterizar cuando (2.7)—(2.10) define un politopo entero. Denotemos
por P¢ dicho politopo.

Sea W c V,y definamos §*(W) como el conjunto de arcos (z,7) € A, coni € W
y 7 € V\W. Ademas, definamos 6~ (W) como el conjunto de arcos (i,7) € A, con

je€WyieV\W.Sean Iel conjunto de clientes 7 € I tales que |6*({z})] = 1
y J el conjunto de posibles puntos de localizacién de los CD que son adyacentes a
un cliente del tipo 7. Es claro que x j=1Vje J. Sea G el subgrafo inducido por
V \ J. Puede probarse el siguiente teorema:

Teorema 2.1 (Baiou y Barahona (2009)).

Pg es un politopo entero, siy solo si, G no tiene ciclos impares.

A través del teorema anterior, vemos que trasladamos una propiedad de politopos a
grafos. A su vez, podemos trasladar el problema de grafos a un problema de conos.
Mas concretamente, estudiaremos brevemente el cono convexo asociado al grafo

G. Para ello seguiremos Garcia-Laguna (1984).
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Sean vz y Eg el nimero de vértices y el conjunto de arcos de G respectivamente.

A cada arco (i,7) € E¢ le hacemos corresponder el semiespacio cerrado de R“G
x; < x;si1 # j otodo el espacio R% si 7 = j. La interseccion de todos estos

semiespacios cerrados forma el cono asociado al grafo G dado por

PE:{xG[R'”@/Agng}

donde A es la matriz traspuesta de la matriz de incidencia asociada al grafo G.

Puede probarse lo siguiente (ver Garcia-Laguna (1984)):

= Dos vértices ¢, 7 pertenecen al mismo ciclo si, y solo si en el cono P se tiene
X; =X j

» Siel grafo G no tiene ciclos entonces dim (Pg) = v

» Si el grafo G es conexo, entonces G es un arbol si y solo si el rango de la
matriz Az es vg y Ag tiene v filas.

» El grafo G carece de ciclos si, y sélo si existe una numeracion ¢ (con valores

enteros no negativos) de los vértices de G, tal que para todo arco (,]) € Az
se tiene ¢(z) < ¢(7).

Siguiendo esta linea, se haria un estudio poliédrico mas profundo para disefiar mé-
todos especificos de resolucion. Esto no es lo que haremos aqui, pues en general,
salvo muy raras ocasiones, el politopo no sera entero.

2.4. Propiedades basicas del problema

El problema (P0) es un problema no lineal entero donde todas las variables de deci-
sién son binarias. Ademas de su naturaleza combinatoria, los términos no lineales
son no convexos, lo cual hace que el problema sea muy dificil de resolver. Ademas,
este problema tiene la siguiente propiedad tal como sefiala Snyder y Shen (2011)
o Daskin (2013): a diferencia del UFLP (Uncapacited Facility Problem) (ndtese que
el UFLP es un caso particular de nuestro problema (basta considerar el holding
cost igual a 0), y dado que aquel es un problema NP-duro, se sigue que nuestro
problema también lo es), los clientes no siempre son asignados a los CD abiertos
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mas cercanos, ya que influyen los costes de inventario y transporte (es el resulta-
do de la presencia de los términos no lineales presentes en la funcion objetivo) y
ademas, no solo es posible asignar un nodo de demanda a un CD no préximo en
una solucion 6ptima, sino que también es posible que las demandas en un punto
cliente que alberga un CD se asignen a otro CD distinto a el de ese nodo. Con el

fin de abordar el problema, en la literatura es frecuente encontrarse con la hipdtesis

0.2

de que los ratios - son constantes e iguales para cada cliente i (véase por ejemplo
Daskin ez al. (2002)) (puede probarse que si se asume esta hipdtesis lo anterior no
ocurre (ver Daskin et al. (2002) o Daskin (2013) para mayor detalle acerca de esta
hipotesis y sus implicaciones). Sin embargo, a pesar de que se gana en simplicidad
del modelo pues se puede reducir el problema a uno con un sélo termino no li-

neal en la funcidén objetivo, en la practica esta hipdtesis no es muy realista, pues
2

los ratios % pueden variar de unos nodos a otros. Por tanto, es necesario un al-
goritmo eficiente para resolver el problema sin la hipotesis restrictiva mencionada
anteriormente. En consecuencia, recurrimos a otro enfoque para atacar el proble-
ma: reformulaciones equivalentes y relajacion Lagrangiana. Estos son los objetivos
de las secciones siguientes.

2.5. Formulacién como problema no lineal entero
mixto (MINLP)

El problema original (P0) es muy dificil de resolver debido al elevado ntimero
(potencial) de variables binarias. La siguiente proposicion nos permitira reformular
el problema (PQ) como un problema no lineal entero mixto (MINLP) con menos
variables binarias, lo cual reduce considerablemente el esfuerzo computacional.

Proposicion 2.2 (You y Grossmann (2008)).

Para valores fijos de las variables x;, las variables continuas y;; toman los
valores {0, 1} al optimizar globalmente o localmente el problema (PO).

La proposicion anterior equivale a que en el siguiente problema

(P1) Minimizar )" [ fio; + 3 dijyij + K; | > pivi + g

7€/ el el

(2.11)
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sujeta a Zyif =1, Viel (2.12)

€]

yi; < xj, Vi€, Vye] (2.13)
x; €{0,1}, Vj €] (2.14)
yi; =20, Viel, Vje] (2.15)

las variables binarias de asignacién y;; tomen los valores {0, 1} al optimizar global-
mente o localmente para valores fijos binarios de las variables x;.

2.6. Reformulacién como problema no lineal entero
mixto (MINLP)

Con el proposito de incrementar la eficiencia computacional del método de resolu-
ci6n del problema no lineal entero mixto (P1) reformulamos el mismo. Las raices
cuadradas presentes en la funcion objetivo (2.11) pueden dar lugar a dificultades
en el procedimiento de optimizacion. Cuando el punto j no se selecciona como
CD, ambos términos asociados al mismo de la raiz cuadrada tomarian el valor 0,
lo que llevaria a gradientes no acotados en la optimizacién no lineal y por tanto,
dificultades en la misma. En consecuencia, reformularemos el modelo con el fin de
eliminar las raices cuadradas. Para ello, primero introduzcamos dos conjuntos de
variables (continuas y no negativas) #; y v;, para representar los términos de las
raices cuadradas presentes en la funcion objetivo:

W = Z Hiyijs ¥j €] (2.16)
1€l

v} = > &y, Vie] (2.17)
1€l

w20, >0 YjeJ (2.18)

Ademas, dado que las variables no negativas #; y v; en la funcion objetivo presen-
tan coeficientes positivos y estamos ante un problema de minimizacién, podemos
relajar las restricciones (2.16) y (2.17):

— Ui + Z piyij <0, Vje] (2.19)
1€l

-0} + DTy <0, Vje] (2.20)
1€l
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En consecuencia, podemos reformular el problema (P1) como el problema no li-
neal entero mixto (P2):

(P2) MinimizarZ (f]x] + Z dijyij + Kjnj + qjvj) (2.21)
7€l i€l
sujeta a Zyif =1, Viel (2.22)
J€]
Vij < Xj, Viel, Vj e]f (2.23)
- 14]2 + Z HiYij S 0, Vje]J (2.24)
1€l
—vl+ ) Ty <0, Vje] (2.25)
el
x;€{0,1}, Vj €] (2.26)
yi; =20, Viel, Vje] (2.27)
uj 20, v; 20, Vie] (2.28)

(P2) es un problema no lineal entero mixto con funcion objetivo lineal y restriccio-
nes no lineales. A continuacion, enunciamos una proposicion relativa al problema
(P2). Notese la similitud con la proposicion 2.2.

Proposicion 2.3 (You y Grossmann (2008)).

Para valores fijos de las variables x;, las variables continuas y;; toman los
valores {0, 1} al optimizar globalmente o localmente el problema (P2).

2.7. Relajacién Lagrangiana

En este capitulo y para el problema que tratamos aqui, hemos optado por usar rela-
jacién Lagrangiana puesto que métodos heuristicos de tipo greedy o procedimientos
de busqueda local (y por ende, algunas metaheuristicas basadas en los mismos, ta-
les como GRASP) han resultado aqui ser bastante lentos en la practica, debido
fundamentalmente a la no linealidad del problema en las variables de asignacién.
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2.7.1. Descomposicion espacial del problema

(P22) Minimizarz (fjxj + Z (GZ] - /li) yij + Kju; + q]-fvj) + Z i (2.29)

jej el el

sujetaa y;; < xj, Viel, Vj € ] (2.30)
- 1412 + Z,ul'yi]‘ <0, Vje] (2.31)
1€l
—ol+ > G <0, V€] (2.32)
1€l
xj € {01}, Vj e ] (2.33)
Vij >0, Vi el, Vj e/ (2.34)
u; >0, v; >0, Vj e/ (2.35)

Denotaremos por V al valor ptimo de la correspondiente funcidn objetivo.
El problema (P21) puede descomponerse en || subproblemas, uno para cada pun-

to posible de localizacion de los CD j € ], los cuales denotaremos por (P2;4). Mas
concretamente, sea j* € J fijo. Se tiene

1€l 1€l
(2.36)
sujeta ay;« < xjp, Vi€l (2.37)
— k. + D miyi <0, (2.38)
1€l
— v+ ) Gy <O, (2.39)
1€l
x- € {0,1}, (2.40)
yij» =20, Vi el (2.41)
uj= 20, vj» 20, (2.42)



Denotaremos por V;- al valor ptimo de la correspondiente funcién objetivo.

Para cada j € ], el subproblema (P2;2) tiene s6lo una variable binaria, x;. Ademas,
tiene |/| + 2 variables continuas, #;,v; e y;;, y 2|1| + 2 restricciones. Esta descom-
posicidn se conoce como descomposicion espacial, ya que se basa en aprovechar la
estructura espacial de la red de la cadena de suministro.

Como resultado de esta descomposicion, el valor éptimo (global) de la funcion
objetivo de (P224), el cual corresponde a una cota inferior del problema (P2), pue-
de calcularse como

V=Y Vi+ > (2.43)

7€l el

Para cada valor fijo de los multiplicadores 1;, resolveremos el problema (P2;1)
minimizando para cada j € J. Entonces, en virtud de (2.43), el valor 6ptimo de la
funcion objetivo puede calcularse para cada valor A;. Ademas, usaremos un método
de Optimizacién Subgradiente para actualizar los multiplicadores 4;.

2.7.2. Subproblemas de la relajaciéon Lagrangiana

En cada iteracion (con valores fijos de los multiplicadores A;), las variables x; se
optimizan separadamente en cada subproblema (P2;1) de acuerdo con el proce-
dimiento de descomposicion mencionado anteriormente. Para cada subproblema
(P2;1), observemos que el valor de la correspondiente funcién objetivo es 0 si, y
solo si x; = 0 (es decir, si no seleccionamos el punto j como CD). En otras pala-
bras, hay una solucion factible que conduce al valor 0. En consecuencia, el valor
optimo del subproblema (P2;4) debe ser menor o igual que 0. Debido a esta obser-
vacion, es posible que bajo algtin 4; los valores 6ptimos de la funcién objetivo para
todos los subproblemas (P2;4) sean 0 (es decir, x; = 0,¥; € ], no seleccionando
ningun punto j € J como CD). En cualquier caso la restriccion (2.22) implica

dxj=1 (2.44)
7€l
Es decir, (2.44) quiere decir que al menos un punto j € J debe ser seleccionado
como CD para satisfacer la demanda. Sin embargo, una vez que se ha relajado la

restriccion (2.22), la restriccion (2.44) no se tiene en el problema, luego esta debe
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ser tenida en cuenta en el procedimiento de resolucion del problema. Mas con-
cretamente, para que se satisfaga la restriccion (2.44) en la relajacion Lagrangiana,
realizaremos las siguientes modificaciones a la etapa antes mencionada para resol-
ver para cada punto j € ] el problema (P2;4):

En primer lugar, consideremos para cada j € J, el problema (P2R;1), que es en

realidad un caso particular de (P2;4) cuando x; = 1. La formulacion paraun j* € |
fijo es

(P2R;:1) Minimizar (f] + Z (GZ] - /li) yije + Kjenje + q]-v]-*) + Z 4; (2.45)

1€l 1€l
suietaa y;;» < 1, Vi € 1, (2.46)
—ud + )y <O, (2.47)
el
- o+ Y Gy <O, (2.48)
el
yij- 20, Vi €1, (2.49)
uj= 20, v+ 20, (2.50)

Denotaremos por \7] al valor éptimo de la correspondiente funcidn objetivo. Co-
mo la variable x; no aparece en (P2R 1), el valor éptimo de la funcion objetivo
del mismo es igual al valor 6ptimo de la funcidn objetivo correspondiente al pro-
blema (P2;:1) cuando x; = 1. Notese que en general, puede no ser igual al valor
optimo (global) de la funcién objetivo correspondiente al problema (P2;:-1), pues
este puede ser alcanzado para x; = 0.

Para cada valor 4; fijo,

. Si V; <0, entonces si x; = 1 se tiene V; = V; < 0y, six; =0, se llega a que
Vi > 0lo que es absurdo. En consecuencia, es 6ptimo que x; = 1.

s Si V; > Ose tiene que si xj =0Oentonces 0 = V; < V. Si xj=1se comprueba
trivialmente que se llega a a un absurdo.

Un posible caso extremo es cuando \7] > 0,Vj € J (por ejemplo cuando 1; =0, 7 €
I). Esto significa que V; = 0,¥] € [, es decir que x; = 0, ¥j € ] (i.e. no se selec-
ciona ningun punto como CD). Para que se satisfaga la restriccion (2.44) (es decir,
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que al menos se seleccione un punto como CD) instalaremos el CD en el punto
J € ] que tenga el menor valor de la funcién objetivo V.

En consecuencia, el algoritmo para resolver los subproblemas de la relajacion La-
grangiana es como sigue. Para cada valor fijo de los multiplicadores 4;, resolvere-
mos para cada j € ], el problema (P2R;-1). Entonces, seleccionaremos aquellos
puntos j € ] como posibles puntos de locahzac1on de los CD (es decir x; = 1)

para los que V 0. Para el resto de puntos j € J para los que V > 0, no seran
seleccionados como CD y entonces x; = 0. En otro caso, si V > 0,V] € ], selec-
cionarerEos solo un C13 con el minimo V; > 0,7 € J es decir, x;- = 1 para j* € ]
tal que Vj» = minj¢; {V]}

Haciendo esto en cada iteracion de la relajacion Lagrangiana (para cada valor del
multiplicador 2;), aseguramos que la solucion 6ptima siempre satisfaga (2.44). De
este modo, podemos calcular V' como

V= Y Vi (2.51)

je],xj:l 1€l

2.7.3. Obtencién de soluciones factibles: Heuristica Lagran-
giana

Podemos obtener soluciones factibles iniciales (y por tanto, cotas superiores para
la soluciéon 6ptima) por medio de una heuristica Lagrangiana. Un método muy
simple para obtener una solucion factible es el siguiente. Se selecciona un CD vy
a continuacion asignaremos al mismo todos los clientes y el correspondiente va-
lor de la funcion objetivo. Es posible obtener cotas superiores mas finas que las
que se obtendrian con el método anterior. Mas concretamente, para obtener solu-
ciones factibles durante las iteraciones, fijados los valores 6ptimos de las variables
x; correspondientes a los subproblemas de la relajacion Lagrangiana, se resuelve el
problema (P2). Noétese que en virtud de la proposicion 2.3, se tiene que las variables
yij toman valores binarios. Con este método de obtencion de soluciones factibles
que aqui proponemos, mejoramos notablemente la obtencion de soluciones facti-
bles que se obtendrian aplicando el paso 3 del algoritmo 2 de You y Grossmann
(2008, p.7809), pues alli se propone resolver el problema (P22).

49



2.7.4. Algoritmo de resolucién

A continuacion, se resume el algoritmo propuesto para resolver el problema de este
capitulo. Es un algoritmo mejorado basado en el que aparece en You y Grossmann
(2008).

» Paso 1 (Inicializacién): Inicializar UB := 400 (cota superior), LB := —oo

(cota inferior), & := 0 y tomar unos valores iniciales para los multiplicado-
res. Nosotros hemos optado por tomar como multiplicadores iniciales las
variables duales obtenidas al optimizar el problema (P2) localmente. Esto
proporciona mejores multiplicadores que los que se obtendrian por el método
propuesto por You y Grossmann (2008): inicializar los multiplicadores a valores
arbitrarios o bien a las variables duales asociadas a la solucion de la relajacion

del problema (P2).

= Paso 2 (Resolucién de los subproblemas) : En la iteracién k-ésima, fijado A%,

resolveremos para cada j € J, el problema (P2R;A*), cuya solucién la deno-
taremos por 5)}]-(/1/6) y por \7]-(/116) al valor objetivo. Entonces, selecciona-
remos aquellos puntos j € J como posibles puntos de localizacion de los
CD (es decir x]'(/lk) = 1) para los que \7](/1/6) < 0. Para el resto de puntos
] € ] paralos que \7]-(/11‘5) > 0, no seran seleccionados como CD y entonces
x]-(/lk) = 0. En otro caso, st Vj(/lk) > 0,V] € ], seleccionaremos s6lo un CD
con el minimo \7](/1/@) > 0,7 € J es decir, xj*(/lk) = 1 para j* € ] tal que
V(%) = minje; {Vj(2)}.
Calcular

vah = Y Vb Y ak (2.52)

jel.xj(Ak)=1 i€l

Si V(%) > LB, entonces LB := V (1%).
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= Paso 3 (Obtencién de soluciones factibles): Fijados los valores de las varia-

bles x]-(/lk), resolver el problema (P2), cuya solucion la denotaremos por

yij(/lk) y el valor objetivo correspondiente por V (A%). Aguf obtenemos una
mejor solucion factible que la que se obtendria aplicando el método propuesto en
el paso 3, algoritmo 2 de You y Grossmann (2008, p.7809).

Si V(1*) < UB, entonces UB := V (1%).

» Paso 4 (Iteracién subgradiente): Calcular el subgradiente &; usando

1- Zyij(/lk), iel.

je]
Calcular la longitud de paso
Osup (UB-LB)

z(l- z@m)z

el 7€l

1, =

Actualizar los multiplicadores:

AR = mix {O, pLn T/efk}

Ademas, si en mas de un nimero prefijado de iteraciones (pasadas) la cota
inferior LB no mejora, entonces 6,,; := 6,;/2. En nuetros experimentos
numeéricos hemos optado por establecer dos pasadas.

» Paso 5 (Criterio de parada): Si el salto de dualidad (GAP=%) es me-
nor que una tolerancia prefijada, o si el numero de iteraciones maximas se ha
alcanzado o si la norma del subgradiente o 6;,; son menores que unas tole-

rancias prefijadas, PARAR, y establecer U B como valor objetivo, y x ]-(/lk) y

yi]-(/lk) como la solucién final obtenida. Si no, & := & + 1 e ir al paso 2.
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2.8. Otras formulaciones equivalentes

2.8.1. Formulacién coénica

Es posible formular el problema (P0) como un problema conico-cuadratico entero
mixto. Para ello, seguiremos Atamtiirk ez al. (2012). Mas concretamente, dado que
yij = yl.zj, consideraremos tyj, t; > O variables auxiliares para representar los

términos no lineales en la funcién objetivo (2.6):

(CQMIP) Minimizarz (f]x] + Z dijyij + K]'t1]' + qjth) (2.53)
iel iel
sujeta a Zyl-]- =1, Viel (2.54)
j€]
Vij < X, Vi el, Vj e/ (2.55)
Dokl <t Vie] (2.56)
1€l
D Ehi<, Ve (2.57)
el
xj €{0,1}, Vj €] (2.58)
yi; €{0,1}, Viel, Vje] (2.59)
t1j =0, 5,20, Vje] (2.60)

Notese que la funcion objetivo de (CQMIP) es lineal. Ademas las restricciones
son conico-cuadraticas. De hecho, es el problema (P2), donde aqui las variables de
asignacion y;; son binarias. Atamtiirk ez al. (2012) siguen un método de resolucién
diferente al que aqui presentamos, aplicando un procedimiento relacionado con
desigualdades validas y funciones submodulares.

2.8.2. Formulacién set covering

Es posible formular el problema (P0O) como un problema clasico de cubrimiento
(set covering, en inglés). Este es el enfoque de Shen et a/.(2003) donde aplican un
método conocido en la literatura como generacion de columnas. Describiremos bre-
vemente la formulacion set covering:
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Aqui, supondremos eventualmente y sin pérdida de generalidad que 7 = ], ya
que por una parte, si hay un cliente o minorista que no es un CD o almacén poten-
cial basta establecer su coste fijo de instalacidn como oo, y por otra parte si hay un
CD o almacén potencial que no es cliente o minorista basta establecer su demanda
igual a 0. En primer lugar, ndtese que cada solucion factible de nuestro problema
de decision consiste en una particién del conjunto I de clientes en subconjuntos
no vacios, R1,Ra,...,R,, junto con un CD designado para cada uno de estos 7
conjuntos. Sea R la coleccién de todos los subconjuntos no vacios del conjunto 1.
Para todo R € Ry todo j € R, sea Cg;; el coste de servicio del CD ; a todos los
clientes del conjunto R:

CRJ:][]'-}-ZGZI'-}-K]' Z,ui-l-q Z&ZZ

1€R 1€R i€R

Ademais, sea Cg = minjeg {C R,;‘}- Por tanto, el problema de set-covering es

Minimizar Z CrZRr (2.61)
ReR
sujeta a Z Zr>1,Viel (2.62)
ReR:ieR
Zr € {0,1}, VR € R (2.63)

donde Zg es igual a 1 si el conjunto R esta en la solucién, y 0 en otro caso.

Tal como sefiala Snyder y Shen (2011, p.223), esta formulacién junto con el pro-
cedimiento de resolucion por generacién de columnas, proporciona un método
bastante rapido, aunque no tan rapido como la relajacién Lagrangiana.

2.9. Resultados computacionales

En esta seccion presentamos los resultados computacionales de los experimentos
numeéricos realizados. Los conjuntos de datos (88 nodos y 150 nodos) provienen
(al igual que los articulos de Shen et a/.(2003) y Atamtiirk ez al. (2012) por ejemplo)
del censo de Estados Unidos del afio 1990, disponibles en Daskin (1995, 2013).
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Ademas, para estudiar el impacto de los costes de inventario y transporte en el mo-
delo, variaremos los valores de S y 6, los cuales representan los pesos asociados a
los costes de transporte e inventario respectivamente. Obsérvese que cuando 6 es
mayor que S la complejidad del problema aumenta, pues los términos no lineales
de la funcion objetivo adquieren mayor importancia.

Para los parametros usados en todos los experimentos numéricos de este capitulo,
tomaremos d;; la distancia great circle (o distancia ortodromica) calculada a partir
de las coordenadas de los puntos que aparecen en Daskin (1995, 2013), F;, g; = 10,
aj =5, Vj€e];hyx, Li=1VYj€e],a=0975y z, = 1.96. Para el conjunto de
datos de 88 nodos tomaremos concretamente como f; los valores de Daskin (1995)
divididos por 100 y como y; los valores de la demanda 1 disponibles en Daskin
(1995, 2013) divididos por 1000. Para el conjunto de datos de 150 nodos, tomare-
mos para cada j € J, f; = 100 y como valores de u; los valores disponibles en
Daskin (1995, 2013) divididos por 1000. En ambos casos, tomaremos 0'1.2 = {; con
el fin de comparar los resultados con los existentes en la literatura.

Todos los experimentos numéricos se han implementado en un PC Intel (R) Core
(TM) 17-4790 CPU @ 3.60 GHz con 16,0 GB de RAM y sistema operativo Win-
dows 7 Professional. En este trabajo nos hemos decantado por usar el software
Xpress y el lenguaje de modelizacion y programacién Mosel, para utilizar los mis-
mos a través del entorno disponible en Windows Xpress-IVE. Se ha empleado la
version del programa 8.0 de 64 bits. De los diferentes modulos de optimizacion
disponibles, nos hemos decantado por el modulo de optimizacion no lineal, FI-
CO Xpress-NonLinear y XSLP (basado en aproximacién lineal sucesiva), lanzado
al mercado en 2014. A pesar de disponer de este solver de tltima generacion, al
aumentar el tamafio y complejidad del problema, el solver necesita cada vez mas
memoria, es ineficaz en términos de tiempo, y es incapaz de resolver el problema.
Esta es una de las razones de necesitar métodos alternativos a la resolucion exacta,
como la relajacion Lagrangiana.

La tabla que aparece a continuacidn, resume los diferentes experimentos numeé-
ricos realizados variando los parametros S y 6 para los casos de 88 nodos y 150
nodos. En la cuarta columna se muestra el valor objetivo obtenido en la literatu-
ra anteriormente, el cual sirve para comparar con el valor objetivo que nosotros
obtenemos por medio de nuestro algoritmo de relajacion Lagrangiana. Ademas, se
muestran los tiempos de computacion obtenidos por otros métodos y el prome-
dio de los mismos, para poder compararlos con los obtenidos en este trabajo con
nuestro algoritmo. Como ejemplo, representamos en la figura 2.2 la estructura de
la red (espacial) de la cadena de suministro correspondiente a 88 nodos, f = 0.001
y 6 =0.1
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A partir de la tabla, observamos que el niimero de CD crece cuando aumenta el
coste de transporte y decrece cuando el holding cost aumenta. Esto no es un hecho
sorprendente, ya que es lo que cabe esperar y es un modo sencillo para validar el
modelo. Ademas, se observa que cuando B y 6 aumentan, se tiene que el nimero
de CD aumenta también.

En Escalona et al. (2015) aparece "Atamtiirk et al. (2012) show, through a compu-
tational study, that the conic formulation outperforms the column generation and La-
grangian based methods considered up to now". En este trabajo, comprobamos que la
relajacion Lagrangiana es notablemente superior a la formulacion conica de Atam-
tiirk et al. (2012) y su procedimiento de resolucion. De un modo general, observa-
mos a partir de los datos de la tabla, que nuestro algoritmo de relajacion Lagran-
giana encuentra en un tiempo razonable la solucion. De hecho, nuestro algoritmo
es un 130 % mads rapido (en media) que el de Atamtiirk et al. (2012) y ademads, para el
problema mas dificil (el problema con 150 nodos, B = 0.001,6 = 1), nuestro algoritmo
de resolucion en menos de 10 segundos proporciona una solucion con un error relativo
de alrededor del 3 %, un tiempo razonablemente menor que el obtenido por Atamtiirk
et al. (2012) que son 185 segundos.

2.10. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado en profundidad un modelo integrado de Localizacion-
Inventario, estudiando las diferentes formulaciones y algoritmos de resolucion pro-
puestos en la literatura. Ademas, se ha formulado rigurosamente el modelo y se ha
considerado una extension del mismo, y en concreto, se ha corregido un error
acerca de la politica (r, Q) y su aproximacion, que aparecia frecuentemente en la
literatura; ademas de admitir cualquier distribucion de probabilidad continua (con
esperanza finita) no necesariamente normal para expresar la demanda. Hemos pro-
puesto un algoritmo de relajacion Lagrangiana basado en el existente en You y
Grossmann (2008) mejorando notablemente algunos aspectos del mismo, con el
objetivo de obtener mejores soluciones. También, a pesar de que Atamtiirk et al.
(2012) y Escalona et al. (2015) sefialan que la formulacion conica de Atamtiirk ez
al. (2012) es superior a la relajacion Lagrangiana, hemos comprobado que esto no
es cierto, ya que nuestro algoritmo de relajacién Lagrangiana es notablemente su-
perior en tiempo de computacion en problemas de tamafio y complejidad grandes.
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60 7 a0 a0 100 1o 120 130

Figura 2.2: Estructura de la red (espacial) de la cadena de suministro correspon-
diente a 88 nodos, 8 =0.001y 6 = 0.1.
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Capitulo 3

El problema de la p-mediana con
restricciones de distancia maxima

3.1. Introduccidon

El problema de la p-mediana, descrito inicialmente por Hakimi (1965) y formulado
matematicamente después por ReVelle y Swain (1970), es un problema NP-duro,
clasico en Teoria de Localizacion. Aunque la literatura acerca del mismo es bastan-
te amplia, el problema de la p-mediana con restricciones de distancia maxima esta
poco tratado en la misma. Es posible considerar dos enfoques al formular el pro-
blema de la p-mediana con restricciones de distancia maxima: el enfoque indirecto,
introduciendo un valor M suficientemente grande en la matriz de distancias si la
distancia (o tiempo) entre un punto de demanda y un punto-candidato de instala-
cidn excede una distancia (o tiempo) maxima, y el enfoque directo, introduciendo
una serie de restricciones de distancia (o tiempo) maxima (en adelante, salvo que se
especifique lo contrario consideraremos distancia y tiempo indistintamente). Tal
como sefiala Choi y Chaudry (1993), "the performance of the indirect approach can
greatly be dependent on the choice of the large number for big-M". Una aplicacion de
este problema a servicios publicos (localizacion de paradas de bus) puede verse en

Murray y Wu (2003).
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El problema de la p-mediana con restricciones de distancia maxima aparecid por
primera vez en Toregas et al. (1971). En Khumawala (1973,1975) aparece una heu-
ristica especifica para este problema. En cambio, Hillsman y Rushton (1975) apli-
can la heuristica de Teitz y Bart (1968). Rahman y Smith (1991) sefialan "With
maximum distance constraints the performance of the Teitz and Bart method is even
better", refiriéndose a la heuristica de Ardalan (1988) (éste Gltimo refleja la superio-
ridad frente a la heuristica de Khumawala (1973)). Choi y Chaudry (1993) aplican
relajacion Lagrangiana obteniendo soluciones dptimas en un tiempo razonable. Fi-
nalmente, Chaudry et al. (1994) corrigen las soluciones heuristicas (aplicando la
heuristica de Teitz y Bart (1968)) obtenidas por Rahman y Smith (1991), compa-
rando con las soluciones Optimas obtenidas por relajacion Lagrangiana en Choi y
Chaudry (1993). Desde los afios 90 el uso de las metaheuristicas en Investigacion
Operativa ha ido incrementandose con los afios y, actualmente existen multitud de
ellas para resolver problemas de gran complejidad en Optimizacion. Es por ello,
que dado que en la literatura existente para este problema no se han aplicado me-
taheuristicas, consideramos adecuado atacar el problema aplicando las mismas.

3.2. Formulacién

En esta seccion, mostraremos dos formulaciones equivalentes del problema que
tratamos en este capitulo: la formulacion densa y la formulacion dispersa.

Sea M = {1,2,...,m} un conjunto de puntos de demanda de cierto servicio, con
demandas h;, 7 = 1,...,m, y un conjunto N = {1,2,...,n} de puntos donde
es posible situar o abrir una instalacion (puntos de servicio). Supondremos que
conocemos la matriz de distancias de cada punto de demanda 7 a cada punto de
instalacion 7, (d;;). Ademas, para cada i € M, sea s; la distancia maxima entre el
punto de demanda 7 y cualquier instalacion.

Dado un nuimero total de instalaciones p que van a ser abiertas, el problema de
la p-mediana con restricciones de distancia maxima consiste en decidir en qué pun-
tos deben ser abiertas las instalaciones y asignar a cada punto de demanda a una
instalacion abierta que cumpla unas restricciones de distancia maxima, de forma
que la distancia total (promediada con la poblacion) que se atraviesa para servir a
toda la demanda sea minima.
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3.2.1. Formulaciéon densa

La formulacion densa, afiade explicitamente unas restricciones de distancia maxima
a la formulacion del problema de la p-mediana. Mas concretamente, el modelo que
presentamos es el siguiente

(PMPDC1) Minimizarz Z hid;;yij (3.1)
i=1 j=1
n
sujeta a Zyij: ,:=1,...,m (3.2)
7=1
n
Z dijyij <s;j,i=1,...,m (3.3)
7=1
yijéx]-,izl,...,m, j=1...,n (3.4)
x]- = p’ (35)
j=1
ij{O,l},jzl,...,n (3.6)
yi; €{0,1}, 2=1,...,m, j=1...,n (3.7)

Aqui, m es el nimero de puntos de demanda, 7 es el nimero de puntos-candidato
de posibles localizaciones de las instalaciones, p es el nimero de instalaciones que
se abriran, h; es la demanda del punto 7, d;; es la distancia entre el punto de deman-
da 7 al punto-candidato de instalacion j, s; es la distancia maxima entre el punto de
demanda z y cualquier instalacién, x; € {0, 1} es una variable de localizacion, defi-

nida paracadaj = 1,...,n,con x; = 1siel punto j se selecciona como instalacioén,
y 0 en otro caso. Finalmente, y;; € {0,1} es una variable de asignacién, definida
paratodos i = 1,...,m,j = 1,...,n siendo y;; = 1 si el punto de demanda i es

asignado a la instalacion 7, y O en otro caso.

En la funcion objetivo (3.1) se minimiza la distancia total que se va a atravesar por
toda la poblacién. Las restricciones (3.2) aseguran que todos los puntos de deman-
da van a quedar asignados a una instalacidn, con las restricciones (3.3) se imponen
las condiciones de distancia maxima, y con las restricciones (3.4) nos aseguramos
que si una instalacion no esta abierta, no puede servir a ningin punto de demanda.
Con la restriccion (3.5) nos aseguramos que se abriran exactamente p instalacio-
nes. Finalmente, las restricciones (3.6) y (3.7) se refieren al caracter binario de las
variables de decision.
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La formulacién densa presenta un mayor nimero de restricciones que el enfoque
indirecto, el cual esta basado en modificar la matriz de distancias introduciendo
en la misma un valor M suficientemente grande si la distancia entre un punto de
demanda y un punto-candidato de instalacion excede una distancia maxima y su-
primir la restriccion (3.3). Mas concretamente:

’

,_ iy siodij <si
Y M, s1 d,‘j > $;

El problema de la p-mediana con restricciones de distancia maxima usando este en-
foque indirecto puede parecer a priori un problema facil de resolver, pues se reduce
a un problema de p-mediana clasico con la matriz de distancias modificada (esto es
quiza una de las razones por las que no esté muy estudiado el mismo en la literatu-
ra existente), aunque sorprendentemente las heuristicas proporcionan problemas y
frecuentemente soluciones no factibles, pues la calidad de las soluciones dependen
en gran medida del valor M (Choi y Chaudry (1993)).

3.2.2. Formulacién dispersa

A continuacidn, presentaremos una segunda formulacidn, que es la que resulta
mas adecuada de cara a los procedimientos de resolucién. Ademas, a la notacion
expuesta anteriormente afiadimos la siguiente. Definamos N; como el conjunto de
instalaciones a distancia menor que s; unidades del punto :.

comjunto de puntos de demanda.

comjunto de puntos-candidato de posibles localizaciones de las instalaciones.

demanda del punto i.

distancia entre el punto de demanda i al punto-candidato de instalacion ;.

distancia maxima entre el punto de demanda i y cualgquier instalacion.

M
N
hi
p | nimero de instalaciones que se abrivin.
d;j
Sl
N;

comjunto de instalaciones a distancia menor que s; unidades del punto 1, con N; C N.

x; | =1, siel punto j se selecciona como instalacion, y O en otro caso.

yij | = 1siel punto de demanda i es asignado a la instalacion j, y O en otro caso.
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El modelo que presentamos es el siguiente

m
(PMPDC2) Minimizar »° > hidyjy;; (3.8)
=1 jENi
sujeta a Zyi]-: Li=1,...,m (3.9)
].GNZ'
Vij < Xjs t=1,...,m, j € N; (3.10)
n
> oxi=p, (3.11)
j=1
x;€{01}, j=1,...,n (3.12)
yi]-e{O,l},z':l,...,m, 1=1L...,n (3.13)

En la funcion objetivo (3.8) se minimiza la distancia total que se va a atravesar por
toda la poblacién. Las restricciones (3.9) aseguran que todos los puntos de demanda
va a quedar asignado a una instalacién dentro de unos valores de distancia maxima
s; asociados a los mismos, y con las restricciones (3.10) nos aseguramos que si una
instalacion no esta abierta, no puede servir a ningin punto de demanda (teniendo
en cuenta las restricciones de distancia maxima). Con la restriccién (3.11) nos ase-
guramos que se abriran exactamente p instalaciones. Finalmente, las restricciones
(3.12) y (3.13) se refieren al caracter binario de las variables de decision.

Es importante notar que para algn par (p,s), con's = (sq, . . ., S, ), puede no existir
solucion factible. Ademas, dado p fijo, si se aumentan los valores de las distancias
maximas, existe un valor s limite del cual la solucion del problema (PMPDC2) no
diferira de la solucion del problema de la p-mediana clasico (PMP). En la practica
es usual considerar que s; = s paratodo i = 1,...,m. Es por ello, que mas adelante
asumiremos esta hipdtesis.

3.3. Relajacién Lagrangiana

La relajacion Lagrangiana es una metodologia bien conocida para resolver pro-
blemas de optimizacion combinatoria de gran tamafio y complejidad. Se basa en
explotar la estructura inherente de cada problema con el objetivo de obtener cotas
inferiores y cotas superiores sobre el valor 6ptimo del problema (Guignard (2003)).
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Ademas, relajaremos (3.9) con el fin de obtener un problema sencillo de resolver.
Notese que en el procedimiento de relajacion Lagrangiana necesitamos: ser capaces
de resolver facilmente los subproblemas, un método para obtener soluciones facti-
bles (una heuristica Lagrangiana, ver Avella et al. (2007) o Daskin (2013) para heu-
risticas Lagrangianas para el problema (PMP)) y un procedimiento para actualizar
los multiplicadores (procedimiento de optimizacidn subgradiente, ver Frangioni et
al. (2017)).

El procedimiento de relajacion Lagrangiana que aplicamos aqui es novedoso, y
difiere del existente en Choi y Chaudry (1993), ya que ellos recaen en un subpro-
blema de tipo mochila y nosotros solo necesitamos resolver un problema trivial.
La razon de esto, es que hemos sido capaces de adaptar el procedimiento de relaja-
cion Lagrangiana para el problema de la p-mediana clasico (PMP) (Daskin (2013))
al problema (PMPDC2).

m m
(PMPDCZA) Minimizarz Z hidijyij + Z A;|11- Z yij]
1=1 ifNi =1 ;ENI' (314)
= > > (hidiy = i) yij + ) A
i=1 jeN; =1
sujetaayij < x5, t=1...,m, jeN; (3.15)
> oxi=p, (3.16)
j=1
x;j€{0,1},7=1,...,n (3.17)
yi; €{0,1},2=1,....m,j=1,...,n (3.18)

Para valores fijos de los multiplicadores, 4;, queremos minimizar la funcién objeti-
vo (3.14). Notese que el término Y7 A; es constante. A continuacion, se resume
el algoritmo propuesto de relajacion Lagrangiana para resolver el problema de la
p-mediana con restricciones de distancia maxima.

» Paso 1 (Inicializacién): Inicializar UB := 400 (cota superior), LB := —co

(cota inferior), k := 0y tomar unos valores iniciales para los multiplicadores.
Nosotros hemos optado por establecer como LB inicial el valor objetivo de la
solucion Optima de la relajacion lineal del problema y como multiplicadores
iniciales las variables duales asociadas a la solucién Optima de la relajacion
lineal.
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= Paso 2 (Resolucién de los subproblemas) : En la iteracién k-ésima, fijado A%,

calcularemos

V= Z min {O, hid,'j - /li}, JEN

1eM/jeN;

Encontrar los p menores valores de V; y poner x j(/lk) = 1 en los correspon-
dientes puntos candidato de servicio y x j(/lk) = 0 en otro caso. Establecer
yij = Lsi x]-(/lk) =1y h;d;; — A; <0y y;; = 0en otro caso. Calcular

V(/lk) = Z Z (h,dl] — /ll') Vij + Z /lée (3.19)
1=1 jeN; 1€l
Si V(1*) > LB, entonces LB := V (1%).

= Paso 3 (Obtencién de soluciones factibles: Heuristica Lagrangiana): Fijados los

p valores de las variables x j(/lk), paracadai = 1,...,m encontrar

—~

Ji= argm{n{dl-]- / x;j=17¢€ N}
Establecer yi]-(/lk) =1s17= ; y y,-j(/lk) = 0 en otro caso.

Calcular .

V(ak) = hid
i=1 '
Si V(%) < UB, entonces UB := V (1%).

» Paso 4 (lteracion subgradiente): Calcular el subgradiente &; usando

1—23/,']', 1eM.

JEN;

Calcular la longitud de paso

Osup (UB - LB)

i(l -2, yif)z

] jENi

T :=

=1
Actualizar los multiplicadores:
AR = max {0, 2% + Tt}

65



Ademas, si en mas de un nimero prefijado de iteraciones (pasadas) la cota
inferior LB no mejora, entonces 6,,;, := 0,,;/2. En nuestros experimentos
numéricos, nosotros hemos optado por establecer 18 pasadas.

» Paso 5 (Criterio de parada): Si el salto de dualidad (GAP=(U%#) es me-
nor que una tolerancia prefijada, o si el nimero de iteraciones maximas se ha
alcanzado o si la norma del subgradiente o 6,,;, son menores que unas tole-
rancias prefijadas, PARAR, y establecer U B como valor objetivo, y x j(/lk) y

y,-]'(/lk) como la solucién final obtenida. Si no, k := & + 1 e ir al paso 2.

3.4. GRASP

GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) es una metaheuristica que
funciona bastante bien para el problema de la p-mediana clasico. La adaptacion de
la misma a nuestro problema de p-mediana con restricciones de distancia maxima
no es del todo inmediata, ya que influyen las restricciones de distancia maxima en
la fase constructiva del GRASP y pueden obtenerse soluciones no factibles. Es por
ello, que es necesario implementar dos fases en la fase constructiva del GRASP. N6-
tese que el GRASP que aqui se ha implementado requiere dos parametros: KRCL
(ntimero en lista restringida de candidatos o cardinal de la lista restringida de can-
didatos) e iter_max (nimero de iteraciones maximas del procedimiento). Ade-
mas, supondremos conocidos el resto de pardmetros propios del problema de la
p-mediana con restricciones de distancia maxima y asumiremos que la distancia
maxima es s; = s paratodo 7 = 1,...,m. A continuacion, se explican las dos fases
basicas en una iteracion del GRASP:

» Fase consTRUCTIVA: Es un greedy aleatorizado, descompuesto el mismo en
dos fases claramente diferenciadas. Mas concretamente, se aleatoriza (usan-
do una lista restringida de candidatos de cardinal KRCL) el procedimiento
greedy siguiente:

Fase 1 : Se aplica la heuristica greedy de set covering (ver Murty (1995) o Ch-
vatal (1979)), donde se minimiza el nimero de instalaciones, y tomando
como distancia de cubrimiento dc = s. Al finalizar la misma se obtiene
un numero k de instalaciones. Pueden darse los siguientes casos:

® Sik > p, previsiblemente el problema es no factible. En nuestros
experimentos numéricos siempre que se ha dado este caso el pro-
blema era realmente no factible.

® Sik = p, se obtiene ya de hecho una solucion factible.
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3.5.

® Sik < p,iralaFase 2.

Fase 2 : Dadas £ < p instalaciones, se completa hasta p instalaciones, con el
objetivo original (3.1). Mas concretamente, en una iteracién cualquie-
ra de esta fase 2 para poder completar hasta p instalaciones, sea X}, el
conjunto que contiene las localizaciones asignadas a las & instalaciones.
Sea d (i, X}) la distancia minima entre el punto de demanda i y el pun-
to mas cercano perteneciente al conjunto X . De modo similar, sea
d(i,j U X}) la distancia minima entre el punto de demanda i y el pun-
to mas cercano, que pertenece al conjunto X} aumentado por la nueva
localizacién j. El mejor sitio para localizar una tnica instalacién, dado
que las primeras £ instalaciones se localizan en sitios del conjunto X,
es la localizacion j que minimiza Z; = Y; h;d(i,j U X}). Este proce-
dimiento se repite hasta completar hasta p instalaciones, en cuyo caso
PARAR.

BUsQUEDA LOCAL: Para el caso del problema de la p-mediana clasico, el co-
nocido algoritmo de busqueda local fue introducido por Teitz y Bart (1968).
Se conoce también como heuristica de intercambios o heuristica swap, pues en
cada iteracion intercambia un elemento que esta en la solucién (punto de
servicio abierto), por uno que no esté en la solucion (punto de servicio ce-
rrado). La heuristica de Teitz y Bart (1968) fue mejorada posteriormente por
Whitaker (1983) y conocida en la literatura como heuristica rapida de Whita-
ker. Finalmente, Resende y Werneck (2003) proponen un procedimiento de
implementacion que mejora significativamente la heuristica rapida de Whita-
ker (1983). Aqui se ha implementado la heuristica rapida de Whitaker con la
implementacion de Resende y Werneck (ver Resende y Werneck (2003)) adap-
tando la misma al problema de la p-mediana con restricciones de distancia
maxima.

Resultados computacionales

En esta seccion presentamos los resultados computacionales de los experimentos
numericos realizados. Con el fin de comparar los diferentes métodos de resolucién,
consideraremos dos conjuntos de datos y diferentes problemas test:
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» El primer conjunto de datos, esta formado por problemas test cuyos parame-
tros provienen de datos reales sobre cierto servicio sanitario: aintll, aintl2
y aintl3 con m = 134, n = 121;m = 266, n = 21y m = 430, n = 22
respectivamente, siendo 7 el numero de puntos de demanda y 7 el ntime-
ro de puntos-canditado de servicio. Ademas, tomaremos s; = s para todo
1=1,...,m.

» El segundo conjunto de datos ha sido generado aleatoriamente, para obtener
problemas test de mayor tamafio que el anterior. Mas concretamente, son da-
tos con 7 = m de tamafios 500, 800 y 1000. Denotaremos a estos problemas
test como s500 1, s800 1y s1000 1. Ademas, las demandas han sido genera-
das aleatoriamente siguiendo una distribucion uniforme entre 10 y 100 y las
distancias han sido obtenidas redondeando las distancias reales euclideas cal-
culadas a partir de las coordenadas generadas uniformemente entre 0 y 100.
Ademas, tomaremos s; = s paratodoz = 1,...,m.

3.5.1. Intervalos de factibilidad de distancia maxima

Para analizar la factibilidad de los problemas y su relacion con los parametros p y
s nos interesa calcular, el minimo valor de s que hace factible el problema el cual
llamaremos umbral de factibilidad de distancia maxima y lo representaremos por s.
Ademas, al valor maximo que hace que la solucion de (PMPDC2) coincida con la
solucion de (PMP) lo llamaremos umbral de invariancia de distancia maxima y lo
representaremos por s. Al intervalo cuyos extremos son el umbral de factibilidad
de distancia maxima y el umbral de invariancia de distancia maxima lo denomina-
remos intervalo de factibilidad de distancia mdxima y lo representaremos por [s,5].

Ademas, fijado un valor s € [s,5], al subintervalo (puede degenerarse al punto
s) donde la solucion es constante e igual a la solucion asociada a s, lo denomina-
remos subintervalo de invariancia (asociado a s) y lo representaremos por inv(s).
Notese que el extremo inferior de cualquier subintervalo de invariancia coincide
con la distancia maxima de cualquier punto de demanda a su instalacion asignada
en el optimo (tal valor lo representaremos por d;,, .., el cual depende de s).

Notese que la maxima distancia minima (depende de los datos de las distancias

y no del valor de p) puede no coincidir con el umbral de factibilidad de distancia
maxima (que depende de p).
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Fijado p, nos interesa saber clanto y como varia el valor objetivo (de la solucion
Optima el cual representaremos por z (es la distancia total)) variando el valor de la
distancia maxima en el intervalo de factibilidad de distancia maxima. En la figuras
3.1, 3.2 se muestra un grafico con algunos de estos conceptos, correspondiente al
conjunto de datos aint13 con p = 7 y p = 10. Otro ejemplo puede verse en la figura
3.3, correspondiente al conjunto de datos aint12 con p = 7. Puede verse, que aqui

hay mas subintervalos de invariancia con respecto a los ejemplos de las figuras 3.1
y 3.2.

2e+007

Te+007

300 400 500

Figura 3.1: z (valor objetivo, distancia total) frente a distancia maxima, corres-
pondiente al conjunto de datos aintl3 con p = 7. El intervalo de factibilidad de
distancia maxima es [311,498]. Por ejemplo, observamos que abriendo p = 7 insta-
laciones, reduciendo en 187 = 498 — 311 unidades la distancia maxima la distancia
total aumenta un 14.48 %.

» Notese que conforme aumenta p, tanto el umbral de factibilidad de distancia
maxima como el umbral de invariancia de distancia maxima se mantienen
constantes o disminuyen su valor.

» El nimero de subintervalos de invariancia disminuye conforme aumenta p.

» Sip = n (es decir, si se abren todos las instalaciones disponibles) se tiene
que s = inv(s) = d}, .- A este valor lo denominaremos umbral limite de

Jactibilidad-invariancia.

= A partir de un cierto p hasta un cierto p* < » los intervalos de factibilidad
coinciden. Ademas, conforme aumenta p, existe un punto p* < 7 tal que los
intervalos de factibilidad de distancia maxima degeneran en el umbral limite
de factibilidad-invariancia.

» Si conforme aumenta p los valores de s coinciden, se tiene que el umbral
limite de factibilidad-invariancia es s.
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Para ver la variacion de la funcidén objetivo cuando varia p, en la figura 3.4 se
muestra para el conjunto de datos aint11, se representa el valor objetivo frente a la
variacion de p fijado s = 504.

En la figura 3.5 se ha dibujado para cada valor de p y s que hicieran factible
el problema (correspondiente al conjunto de datos aint13), la distancia promedio
(solucion optima dividida entre demanda total). En la figura 3.6 se muestra el plano
p-distancia promedio asociado con la figura 3.5.

1e+007]--------------o- B e oo

300 4C

Figura 3.2: z (valor objetivo, distancia total) frente a distancia maxima, corres-
pondiente al conjunto de datos aint13 con p = 10. El intervalo de factibilidad de
distancia maxima es [295,383]

0

200 300

Figura 3.3: z (valor objetivo, distancia total) frente a distancia maxima, corres-
pondiente al conjunto de datos aint12 con p = 7. El intervalo de factibilidad de
distancia maxima es [235, 337]
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Figura 3.4: z (valor objetivo, distancia total) frente a p fijado s = 504, correspon-
diente al conjunto de datos aint11.
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Figura 3.5

El estudio de los intervalos de factibilidad de distancia maxima ayuda al decisor
a elegir un valor de p adecuado sujeto a unas restricciones de distancia (o tiempo
de servicio) maxima (o viceversa) ya que en la practica, hay situaciones en las que
se prefija unos valores de p, otras en las que se prefija unos tiempos de servicio o
distancia maximos o incluso ambas. Es necesario un equilibrio entre los valores de
p v los valores de distancia maxima, ya que si se necesitan tiempos de servicio bajos
cabe esperar que sera necesario un nimero p mas alto de instalaciones (y al revés,
si se necesitan valores de p pequefios, cabe esperar que para que haya factibilidad de
soluciones se necesitan valores altos de distancia maxima). Ademas, podemos calcu-
lar fijado un valor de p, cuanto aumentaria el coste si disminuyéramos la distancia
maxima hasta el umbral de factibilidad.
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Figura 3.6: En este plano, podemos ver para cada p, el nimero de subintervalos de
invariancia

3.5.2. Analisis de los resultados computacionales

La tabla que se adjunta, muestra los resultados computacionales de los diferentes
experimentos numéricos realizados en un PC Intel (R) Core (TM) 17-4790 CPU @
3.60 GHz con 16,0 GB de RAM y sistema operativo Windows 7 Professional. El
procedimiento de relajacion Lagrangiana ha sido implementado en Xpress-Mosel
(version del programa 8.0 de 64 bits), al igual que la resolucion éptima del modelo
que ha sido resulta por XPRESS-Optimizer (presenta una de las mas eficientes im-
plementaciones del conocido algoritmo Branch & Cut, e incluye entre otras cosas,
numerosos métodos de planos de corte, heuristicas y métodos de preprocesado).
El GRASP se ha implementado en C con el fin de explotar la potencia de esta me-
taheuristica. Ademas, para la misma, hemos establecido 50 iteraciones y 8 como el
nimero en lista restringida de candidatos.
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En la primera columna aparecen los parametros (p, s), encabezando la columna
el conjunto de datos asociado a los experimentos numéricos. Las columnas eti-
quetadas con z, z/% y z¥ muestran la distancia promedio obtenida por XPRESS,
relajacién Lagrangiana y GRASP respectivamente. Las columnas etiquetadas con
t,t'R y t9 muestran el tiempo de computacién en segundos por XPRESS, rela-
jacién Lagrangiana y GRASP respectivamente. Con XPRESS, hemos calculado la
distancia maxima en el optimo, d,,, v, para la relajacién Lagrangiana y GRASP
hemos calculado la desviaciones porcentuales de la distancia promedio obtenidas
por relajacién Lagrangiana y GRASP respectivamente, siendo d“% y d© las mis-

mas.

Ademas, a modo de ejemplo, en la figura 3.7 aparece un grafico representando las
coordenadas de los puntos-candidato abiertos y los puntos de demanda asignados a
los mismos, correspondientes a la solucion del problema test s1000_1, con p = 15
ys =21

¥ W instalaciones
W B puntos de demanda

Figura 3.7
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XPRESS Relajacion Lagrangiana GRASP

5 todr 4LR LR 4LR e +G 4G
aintll
(p.s)
(4,300) 57.62 0.08 292 57.62 0.125 0 57.62  0.0066 0
(4,350) 50.32 0.09 305 50.32 0.125 0 50.32  0.0066 0
(5,300) 46.68 0.08 292 46.68 0.078 0 46.68  0.0067 0
(5,350) 40.84 0.08 305 40.84 0.125 0 40.84  0.0070 0
(6,300) 37.20 0.08 235 37.20 0.125 0 46.68 0.0073 0
(6,350) 34.54 0.09 305 3454 0.124 0 34.54 0.0072 0
(7,220) 40.32 0.08 209 4032 0.125 0 40.32  0.0077 0
(7,230) 36.32 0.06 222 36.32  0.125 0 36.32  0.0059 0
aintl2
(p,s)
(10,250) 41.12 0.27 235 41.12  0.359 0 41.12 0.01443 0
(10,300) 37.91 0.30 255 3791  0.374 0 37.91 0.01384 0
(11,250) 38.30 0.27 235 38.30 0.92 0 38.3 0.01477 0
(11,300) 35.35 0.30 255 35.35 0.375 0 41.12 0.01452 0
(12,250) 35.75 0.27 235 35.75 2.512 0 35.75 0.01598 0
(12,300) 33.06 0.38 255 33.06 2.652 0 33.06 0.01599 0
aintl3
(p.s)
(7,380) 80.94 0.33 369 80.94 0.265 0 80.94 0.01244 0
(7,400) 75.49 0.37 383 75.49  0.578 0 75.49 0.01253 0
(10,300) 63.68 0.31 295 63.68 0.53 0 63.68 0.01656 0
(10,350) 61.77 0.30 320 61.77  0.546 0 61.77 0.01408 0
(12,300) 54.45 0.28 295 54.45 0.39 0 54.45 0.01467 0
(12,400) 51.95 0.28 383 51.95 0.39 0 51.95 0.0154 0
sb00 1
(P:9)
(15,21) 9.20 15.44 20 9.20 28.61 0 9.20 5.975 0
(15,50) 9.20 24.06 22 9.20 21.70 0 9.20 4.99 0
(20,21) 7.73 11.25 17 8.05 26.29 4.13 7.73 4.314 0
(20,50) 7.73 20.93 17 7.99 32.84 3.25 7.73 5.124 0
s800 1
(p,s)
(15,21) 9.44 140.17 21 9.46 105.27 0.21 9.44 11.71 0
(15,50) 9.44 293.76 21 9.47 122.98 0.32 9.44 15.83 0
(20,21) 8.11  147.19 18 8.17 105.12 0.73 8.11 16.08 0
(20,50) 8.11  185.43 18 8.18 113.90 0.86 8.11 17.13 0
s1000 1
(p.5)
(15,21) 9.55 389.85 20 10.11 213.97 5.53 9.55 23.34 0
(15,50) 9.55 544.34 22 9.67 234.98 1.24 9.55 27.08 0
(20,21) 8.12 841.61 19 8.53 194.53 4.81 8.12 31.65 0
(20,50) 8.12 1540.75 19 8.56 219.50 5.14 8.12 35.74 0
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Podemos observar, que cuando crece el tamafio del problema, aumenta el tiempo de
computacién de XPRESS. Ademas, observamos que la relajacion Lagrangiana con
los problemas test aint11, aint12 y aint13 proporciona la solucion dptima (ademas
de salto de dualidad 0), aunque para los problemas test s500 1, s800 1y s1000 1
proporciona soluciones que difieren porcentualmente de la solucion dptima a lo
sumo aproximadamente un 5 %.

Claramente, se observa que GRASP es, con diferencia, el mejor método de los
tres, pues aqui siempre proporciona la solucién 6ptima en muy breve tiempo.

3.6. Conclusiones

En este capitulo, se ha estudiado una extension del problema clasico de la p-mediana,
el problema de la p-mediana con restricciones de distancia maxima. La literatura
acerca del mismo es escasa, y hasta la fecha, se habia comprobado que para este
problema (salvo mayor conocimiento), que el procedimiento heuristico de Teitz y
Bart proporcionaba el mejor método de resolucion. Es por ello, que dado que la
metaheuristica GRASP es quiza uno de los mejores procedimientos para resolver el
problema de la p-mediana clasico hemos intentado aplicarla a este problema. Ade-
mas, se ha realizado un estudio detallado acerca de la factibilidad del problema y
su relacion con los parametros del mismo y se han propuesto dos nuevos métodos
de resolucidn: relajacion Lagrangiana, que difiere del existente en la literatura para
este problema y un procedimiento basado en la metodologia de la metaheuristica
GRASP. Finalmente, hemos comprobado que este ultimo ha resultado de gran éxi-
to en los experimentos numéricos realizados, superando a la relajacion Lagrangiana
y a XPRESS en tiempos de computacién.
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Capitulo 4

Programacion Entera bi-objetivo.
Aplicaciones a modelos de
Localizacion

4.1. Introduccién

Segun Halpern (1978), "In many real world problems the objective function is a mix-
ture of the two different, possibly adverse objectives mentioned above". Esta frase de
Halpern, esta asociada a lo siguiente: en muchos problemas reales de Localizacion,
existen dos objetivos contrapuestos: equidad y eficiencia. Estos objetivos, estan re-
lacionados con dos problemas clasicos: el primero, con el problema del p-centro
(minimiza la distancia maxima o el tiempo maximo de servicio), y se suele asociar
clasicamente a la localizacion de servicios de emergencia; y el segundo, con el pro-
blema de la p-mediana (minimiza la distancia total que se atraviesa para servir toda
la demanda), y se suele asociar a la localizacion de puntos de servicio o distribucion
de personas o mercancias.

Sin embargo, puesto que el problema de la p-mediana esta basado en calcular un

. . .. ’ . .y
promedio, puede discriminar areas remotas y de densidad de poblacion o demanda
baja, en contra de areas o zonas situadas centralmente y caracterizadas por poseer
una alta densidad de poblacion o una gran cantidad de demanda, lo que implica
ninguna equidad (aunque bastante eficiencia) (ver Ogryczak (1997)). Por otro la-
do, la localizacidon de un cierto servicio a partir del problema del p-centro puede
ocasionar una elevada distancia total, lo que significa ninguna eficiencia en el servi-
cl1o.
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Sin embargo, estos objetivos se suelen combinar. Un ejemplo de ello, es la loca-
lizacion de una serie de establecimientos comerciales (digase p). Debe considerarse
por tanto el problema del p-centro, pues es deseable que los establecimientos se
encuentren cerca de los clientes, y también el problema de la p-mediana, pues se
necesita un reparto rapido de las existencias.

La combinacion convexa de las funciones objetivo asociadas a los problemas del p-
centro y la p-mediana, se suele conocer como funcion cent-dian, debido a Halpern
(1976) o también conocida como funcion medi-center, debido a Handler (1976).

En la literatura existente, el enfoque predominante de estudio del problema bi-
objetivo del p-centro y la p-mediana es por medio de combinaciones convexas o
métodos que ponderan ambos objetivos mediante unos pesos. La resolucion de es-
tos problemas, o bien no lleva a calcular todos los puntos eficientes, o bien pueden
calcularse pero el éxito de encontrar todos los puntos eficientes depende en gran
medida de los pesos y del tiempo excesivo de computacion. Este trabajo parte de los
estudios clasicos del problema del medi-center (o cent-dian), Daskin (2010, 2013)
y de Daskin y Maass (2015).

4.2. Conceptos basicos de Programacion bi-objetivo

Esta seccion tiene el objetivo de presentar una serie de conceptos y resultados basi-
cos de Programacién Multiobjetivo necesarios para el cuerpo central del capitulo.
Para ello, seguiremos Saez-Aguado y Trandafir (2016). Para una referencia general
dedicada a Programacion Multiobjetivo puede consultarse Ehrgott (2005).

Consideremos el problema de Programacion Entera bi-objetivo (BOIP)

Minimizar f(x) = (f1(x), f2(x))

(BOIP)
s.a. xe X
donde toda solucién factible x = (x1,...,%,) € X es tal que x; > 0 es entero, para
todo j = 1,..., 7. Ademas, supondremos que las funciones objetivo son lineales de
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la forma

fAx) = Z 1%
7=1

fx) =D ey

7=1

donde ¢;; € Z, paratodo i = 1,2 y todo j = 1,2.

Seax* € X unasolucién factible de (BOIP). Entonces, diremos que x* es eficiente u
optimal Pareto si no existe x € X tal que f;(x) < f;(x*), 7 = 1,2, donde la desigual-
dad estricta se da para algin 7 € {1,2}. Si no existe x € X tal que f;(x) < f;(x"),
i = 1,2, entonces diremos que x* es débilmente eficiente.

Dadoy = f(x) € Y = f(X) c R? diremos que y es 7o dominado si x es efi-
ciente. Ademas, sea Xr C X el conjunto de soluciones eficientes del problema bi-
objetivo y sea Yz = f(Xfg) C Y el conjunto de todos los puntos no dominados en
el espacio objetivo, también conocido como frontera eficiente o frontera de Pareto.
Supongamos ahora que existen N puntos no dominados y que Yz = {yl, oo yN }
esta indexado de forma que

1 2 N
Vi <JYi<-"<)

y por lo tanto

1 2 N
Y2 >Y3 > >0

En este caso, a los puntos y! e yV se les denomina puntos extremales no domina-
dos. De estos puntos, se pueden obtener los puntos ideales y nadir, ip y np, cuyas
componentes proporcionan cotas inferiores y superiores respectivamente para las
funciones objetivo. Més concretamente, ip = (y1,y)V), np = (N, 9)). Estos cuatro
puntos, determinan un rectangulo que contiene al resto de puntos no dominados.
El objetivo es hallar el conjunto Yz, y para caday € Yz tener x € Xg tal que
y = f(x). En la literatura existente, es frecuente encontrarse con diferentes pro-
cedimientos para hallar los puntos no dominados. La eleccion del procedimiento
depende de las caracteristicas del problema multiobjetivo en concreto que estemos
tratando.
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4.3. Problema bi-objetivo p-mediana-centro. El mé-
todo £-constraint

Consideremos el problema entero bi-objetivo formado por el problema de la p-

mediana (clasico) y el problema del p-centro (BO-MCP) siguiente:

(BO-MCP) Minimizar ».  hidijy;;

=1 j=1 (41)
Minimizar w

n
s.a. Zyijzl,izl,...,m (4.2)

7j=1

n
Z dl']'y,']' <w,1=1,....,m (4.3)

7=1
yijéx]-,izl,...,m, j=1...,n (4.4)

n
xX;=p, (4.5)

7=1
x]-e{O,l},j:l,...,n (4.6)
yije{O,l},izl,...,m, 1=1L...,n (4.7)

Este problema bi-objetivo puede resolverse por el método e-constraint (ver Erh-
gott (2005) para cuestiones tedricas generales de este método). La idea basica del
mismo es minimizar una funcion objetivo y afiadir restricciones a la otra para ob-
tener los puntos eficientes. En consecuencia, se obtiene el siguiente subproblema

(BO-MCP(¢)):

(BO-MCP(¢)) Minimizar » " hidyjy;;

i=1 j=1

i 4.8
s.a.Zdijyi]~<8,i:1,...,m (+8)
=

xe X

siendo & una cota superior de la distancia maxima y X el conjunto de restricciones
(4.2),(4.4), (4.5),(4.6) y (4.7).
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Afortunadamente, con el método &-constraint hemos recaido en un problema de
p-mediana con restricciones de distancia maxima, el cual hemos tratado en el ca-
’ . . ’ /
pitulo anterior y hemos resuelto por varios métodos, resultando el GRASP el mé-
todo adecuado. Mas adelante, observaremos la trascendencia del hecho de que los
subproblemas son un problema de p-mediana con restricciones de distancia maxi-
ma ya que existira una relacion entre los puntos eficientes y los subintervalos de

invariancia correspondientes a los subproblemas.

En la literatura (véase Ehrgott (2005)), existen otros métodos para resolver proble-
mas bi-objetivo, tales como métodos basados en normas de Chebychev, o también
métodos basados en ponderaciones o métodos lexicograficos si bien para nuestro
problema no resultan adecuados pues o son dificiles de resolver o no permiten
obtener todos los puntos eficientes. Mas concretamente, un método muy comun
encontrado en la literatura para resolver el problema bi-objetivo que tratamos aqui
es el método de las ponderaciones (weighted sum method, en inglés) que se basa en

Minimizar f(x) = (11 /1(x) + 22/2(x))
(WM-BOIP)
s.a. xe X

donde 43,42 > 0.S1 4 > 0, 7 = 1,2 entonces toda soluciéon optima de (WM-
BOIP) es eficiente. Las soluciones eficientes que pueden ser encontradas por el
método de las ponderaciones con coeficientes positivos se conocen como soluciones
soportadas y los correspondientes puntos se llaman puntos no dominados soportados.
Graficamente, los puntos soportados se encuentran entre los puntos extremos de
la envolvente inferior del conjunto Yz, como por ejemplo los puntos y!,y* e y> en
la figura 4.1. El mayor incoveniente del método de las ponderaciones es que por
ejemplo para problemas no convexos tales como (BOIP), puntos no soportados,
tales como y? e y* en la figura 4.1, no se pueden obtener por dicho método.

En este problema que tratamos aqui, salvamos las dificultades que encuentran
otros autores con las soluciones soportadas que aparecen al utilizar métodos pon-
derados. Daskin (2010, 2013) sefiala que con el método de las ponderaciones no se
pueden obtener todos los puntos eficientes, y es por ello, que recurre al método
g-constraint y resuelve el problema con el software que acompafia a los textos de
Daskin, conocido como SITATION. Ademas, SITATION esta caracterizado por
resolver un limitado tipo de problemas y ejemplos de los existentes en Daskin
(2010, 2013) presentando ademas el incoveniente de que es sélo capaz de resol-
ver hasta un limitado nimero de nodos. A continuacidn, sefialemos como aborda
Daskin (2010, 2013) el problema que estamos tratando:
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Figura 4.1: (De Sez-Aguado y Trandafir (2016)).

» En Daskin (2010), aparece el siguiente enfoque basado en introducir

1, st d;; >s
Bij = { Y

0, si dl‘]‘ <s

donde se asume que la distancia maxima es igual al valor s para todo 7 =
1,...,m y se resuelve el problema de

Minimizar i i h; (dij + Wﬁ,’/) Vij (4.9)

i=1 j=1

s.a. las restricciones del problema de la p-mediana clasico, donde W es un
parametro de penalizacion. Ademas, la calidad de las soluciones obtenidas
dependen en gran medida de la eleccion del pardmetro W. Este enfoque con-
lleva gran carga computacional.

= En Daskin (2013), se resuelve el problema que tratamos aqui con el método
e-constraint sefialando también el enfoque indirecto (basado en modificar
la matriz de distancias) conllevando gran carga computacional al resolver
un numero alto de problemas de p-mediana con restricciones de distancia
maxima.
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Daskin (2010, 2013), al no poseer ningun método eficiente para resolver el pro-
blema de la p-mediana con restricciones de distancia maxima, recurre al uso del
software SITATION, siendo por tanto este enfoque no novedoso de cara a mé-
todos heuristicos de resolucion. En Daskin y Maass (2015), aparece "For small
instances it is often possible to solve bi-objective problems using extensions of the La-
grangian algorithm outlined above. For larger instances, using a genetic algorithm is
often advisable since the population of solutions in a genetic algorithm antomatically
gives an initial approximation of the non-dominated set of solutions". Por tanto, Das-
kin y Maass (2015) resuelven el problema bi-objetivo por medio del software SI-
TATION usando para problemas de tamafio pequefio un algoritmo de relajacion
Lagrangiana+Branch & Bound y para problemas mas grandes, un algoritmo ge-
nético el cual segun lo citado, proporciona una aproximacion inicial al conjunto
de puntos no-dominados. Notese que Daskin y Maass (2015, p.41) usan el enfoque
indirecto, basado en modificar la matriz de distancias, sin atender a los peligros que
ello conlleva en los métodos heuristicos. De hecho, para el problema con 250 no-
dos expuesto en Daskin y Maass (2015, p.42) aparece: "Obtaining the 22 solutions
shown in the figure took nearly 16 b of computing time". Mas adelante, veremos que
nuestros procedimientos de resoluciéon mejoran muy notablemente los existentes
en la literatura, calculando todos los puntos no dominados en escasos segundos, sin
obtener aproximaciones de los mismos, al contrario que Daskin y Maass (2015).
Notese que en Daskin (2010, 2013), Daskin y Maass (2015) no se proporciona
ningtin método heuristico efectivo de resolucion (ademas de valerse del software
SITATION), y tampoco se sefialan los problemas que implica el enfoque indirecto
en los métodos heuristicos. A continuacién sefialamos brevemente algunas propie-
dades relacionadas con el método e-constraint:

» Toda solucién eficiente puede obtenerse resolviendo (BO-MCP(¢)) para al-
gun valor de .

» Toda solucion x* de (BO-MCP(¢)) es débilmente eficiente y ademas, existe
alguna solucion 6ptima de (BO-MCP(¢)) que es eficiente. En particular, si
x* es la Ginica solucion ptima de (BO-MCP(¢)), entonces x* es eficiente.

» La gran ventaja del método e-constraint es que se obtienen todas las solucio-
nes eficientes, aunque presenta un incoveniente, ya que se pueden obtener
puntos dominados. En la figura 4.2, los puntos A, B y C minimizan simul-
taneamente el primer objetivo, pero sélo C es no dominado. Es por ello,
que a la hora de implementar el mismo, debe existir un procedimiento o
rutina para eliminar tales puntos dominados. Para una revision detallada de
las diferentes implementaciones del método &-constraint puede consultarse
Saez-Aguado y Trandafir (2016).
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min ]Kx) 1
Figura 4.2: (De Sez-Aguado y Trandafir (2016)).

A continuacion, describimos los pasos del algoritmo &-constraint con eliminacion
de puntos dominados aplicado a nuestro problema:

ALGORITMO e-constraint con eliminacidén de puntos dominados

» Paso 1 (Inicializacién): Establecer Yz = 0, X* = 0,6 = 0y k = 0.

» Paso 2 (Resolucién de los subproblemas) : Resolver (BO-MCP(¢)). Si el pro-

blema es no factible, poner N = k, e ir al paso 4. En otro caso, establecer X
como la solucién 6ptima obtenida e ir al paso 3.

= Paso 3: Establecer 1= £ + 1, x* = X, y/e = (iX), (X)), Y =Yp U {yk},
X*=X*"U {xk}, e = f2(X) — 1 eiral paso 2.

» Paso 4: Eliminar todos los puntos dominados de Yz, y actualizar N, Yz y
X*y PARAR.
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4.4.

Resultados computacionales. Analisis bi-objetivo

Vamos a realizar un analisis bi-objetivo correspondiente a los problemas test aint12
con p =7y aintl3, con p = 10 para ilustrar gran parte de todo lo anterior.

» Problema aintl2, con parametros m = 266,n = 39,p = 7, y con maxima
distancia minima igual a 185 y tiempo de computacion (en segundos) igual a

0.202 seg.
& OB]J. 1 (Distancia promedio) | OB]J. 2 (Distancia maxima)
9999999 45.72 337
336 249.088811 309
308 250.551789 305
304 251.428772 292
291 253.618036 261
260 257.046515 255
254 264.324902 235

A continuacidn, se muestran en un grafico, la distancia maxima frente a la
distancia promedio para el problema de la p-mediana con restricciones de dis-
tancia maxima asociado a los mismos datos. Los subintervalos de invariancia
son: [235,254], [255,260], [261,291], [292, 304], [305,308], [309,336] y 337.
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Figura 4.3
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La relacion de los subintervalos de invariancia con el problema bi-objetivo
que tratamos es la siguiente:
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* El nimero de puntos de la frontera eficiente coincide con el niimero de
subintervalos de invariancia.

® Los extremos inferiores de los subintervalos de invariancia coinciden
(convenimos que si un subintervalo de invariancia degenera en un pun-
to su extremo inferior es el mismo punto) con los valores hallados del
objetivo 2.

® Los valores de & correspondientes a un punto de la frontera eficiente
coinciden salvo el primer valor del mismo (recuérdese que & se toma
como un valor suficientemente grande del objetivo 1, nosotros hemos
tomado 9999999) con los extremos superiores de los subintervalos de
invariancia.

¢ El primer punto obtenido corresponde con la solucion del problema de
la p-mediana clasico, y el ultimo punto corresponde a la solucién del
problema del p-centro. El resto de puntos intermedios (si los hubiera)
corresponden a soluciones intermedias de posible interés para el decisor.

e Notese que a priori (a excepcion de cuando se toma & suficientemen-
te grande), no hay relacion entre la distancia promedio asociada a un
subintervalo de invariancia y la distancia promedio hallada en el obje-
tivo 1. Esta es la diferencia que aporta el analisis bi-objetivo al anélisis
de los intervalos de factibilidad. Con el analisis bi-objetivo se obtiene
mas informacion para el decisor, y esto se debe fundamentalmente a la
influencia del objetivo 2. Al final, el decisor tiene que seleccionar una
solucidn eficiente. A la misma la llamaremos solucion de mejor compro-
miso.

A continuacidn, vamos a representar en un grafico los puntos eficientes ha-
llados para este problema test:

TR Foo oo R

T TP PRI

LT e o RS

100 200

Figura 4.4
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Observamos que el segundo punto obtenido hace aumentar mucho el primer
objetivo (distancia promedio) manteniendo casi invariante el segundo obje-
tivo (distancia maxima). Esto parece indicar que el segundo punto obtenido
no es una opcion aconsejable de solucidn, ya que teniendo el primer pun-
to, con un poco mas de distancia maxima se tiene bastante menos distancia
promedio y esto indica que es un buen candidato a solucion de mejor com-
promiso.

s Problema aint13, con parémetros m = 430,n = 22,p = 10, y con maxima
distancia minima igual a 295 y tiempo de computacion (en segundos) igual a
0.083 seg.

£ OB]J. 1 (Distancia promedio) | OB]J. 2 (Distancia maxima)
9999999 58.44 383
382 261.77 320
319 263.68 295

A continuacidn, se muestran en un grafico, la distancia maxima frente a la
distancia promedio para el problema de la p-mediana con restricciones de dis-
tancia maxima asociado a los mismos datos. Los subintervalos de invariancia
son: [295,319], [320,382] y 383.

Figura 4.5

A continuacion, vamos a representar en un grafico los puntos eficientes ha-
llados para este problema test:
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Figura 4.6

Observamos que el segundo punto obtenido hace aumentar mucho el primer
objetivo (distancia promedio) manteniendo casi invariante el segundo obje-
tivo (distancia maxima). Esto parece indicar que el segundo punto obtenido
no es una opcion aconsejable de solucion, ya que teniendo el primer pun-
to, con un poco mas de distancia maxima se tiene bastante menos distancia
promedio y esto indica que es un buen candidato a solucion de mejor com-
promiso. Se observa que hay menos puntos eficientes que en el problema test
anterior, y que basicamente el decisor tiene que seleccionar una solucion a su
problema teniendo el cuenta o bien la eficiencia o bien la equidad ya que la
solucion intermedia hallada esta bastante proxima a la solucion del p-centro.

4.5. Conclusiones

En este capitulo, se ha estudiado un problema bi-objetivo correspondiente a los
problemas de la p-mediana y del p-centro. Aplicando el método &-constraint, se
recae en unos subproblemas de p-mediana con restricciones de distancia maxima,
los cuales se han resuelto muy rapidamente con la metaheuristica GRASP para
obtener los puntos eficientes. Ademas de analizar los mismos y su relacion con
los subintervalos de invariancia, se han obtenido unas soluciones intermedias de
gran interés para el decisor aparte de las extremas, que se obtendrian al resolver
separadamente los dos objetivos.
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CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo, a partir de problemas de Programacion Entera y a través
de diversas técnicas avanzadas de Programacién Matematica tales como la relaja-
ci6n Lagrangiana, o métodos heuristicos y metaheuristicos, se han estudiado algu-
nos modelos que involucran aspectos relacionados con la Teoria de Localizacion o
la Teoria de Inventarios.

Se han obtenido resultados novedosos, ya que se han proporcionado diferen-
tes procedimientos de resolucion que mejoran los existentes en la literatura. Se
ha podido comprobar que la relajacién Lagrangiana sigue siendo hoy en dia un
buen procedimiento para obtener soluciones 6ptimas en modelos integrados de
Localizacion-Inventario. En otros modelos de Localizacién, se ha comprobado que
la metaheuristica conocida como GRASP es de gran éxito en la practica por la efi-
ciencia computacional. Finalmente, aplicamos el método e-constraint para resolver
un problema bi-objetivo de gran interés en el mundo real.
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