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INTRODUCCION

;Qué son las Matemadticas? Propongo un experimento: formulemos a gente al azar (sin
pararnos a pensar demasiado en coémo podemos hacer una elecciéon al azar, no pretendo
plantear un dilema por linea) la pregunta “;Sabes qué son las Matematicas?”. Con total
seguridad la respuesta serd afirmativa. Hagdmosles entonces la primera pregunta: “;Qué
son?”. Cuando no opten por el silencio, la inmensa mayoria de los encuestados dardn una
respuesta vaga, parcial, muy limitada y en general insatisfactoria.

Esta memoria no esta dirigida a gente al azar, y el lector contard muy probablemente
con un cierto bagaje matemadtico, en muchas ocasiones realmente amplio, que le permi-
tird con toda seguridad dar una definicién mucho mds precisa de las Matemadticas. Pero
aun asi se encontrard con grandes dificultades, y en todo caso tendrd la sensacion de que
no transmite perfectamente la esencia del concepto. Incluso a los diccionarios les ocurre
esto. El Diccionario de la Real Academia Espafiola (vigésimotercera edicion), en la quinta
acepcion de la entrada “matemdtico,ca’, da la siguiente definicion: “Ciencia deductiva que
estudia las propiedades de los entes abstractos, como niimeros, figuras geométricas o simbo-
los, y sus relaciones’. Por su parte, el Oxford English Dictionary, en su version de 1933 define
las Matemadticas como “The abstract science which investigates deductively the conclusions
implicit in the elementary conceptions of spatial and numerical relations, and which in-
cludes as its main divisions geometry, arithmetic, and algebra”. Lo que parece claro, segin
todos los diccionarios etimolégicos, es que procede del vocablo griego udfnua, “conoci-
miento”. Hay un articulo en Wikipedia, [Wik], dedicado exclusivamente a definiciones de
las Matemadticas, que recoge algunas poco ortodoxas, pero no carentes de veracidad, co-
mo la siguiente, dada por Eugene Wigner: “Mathematics is the science of skillful operations
with concepts and rules invented just for this purpose (this purpose being the skillful ope-
ration...)”, o esta otra atribuida a Charles Darwin: “A mathematician is a blind man in a
dark room looking for a black cat which isn’t there” (las referencias precisas, junto con otras
definiciones de este estilo, pueden encontrarse en el citado articulo).

Las dos primeras definiciones que hemos dado coinciden en que se trata de una ciencia
abstracta, o formal, y deductiva que estudia las propiedades de objetos de distintas natura-
lezas, lo que da lugar a diversas areas, entre las que el Oxford English Dictionary destaca la
Geometria, la Aritmética o el Algebra, aunque hoy en dia no podemos obviar a otras como el
Analisis Matematico, la Probabilidad, el Anélisis Numérico o las Mateméticas Computacio-
nales. Estas y otras grandes dreas admiten a su vez subdivisiones y asi sucesivamente en un
proceso de especializacion a lo largo del cual los matematicos han hecho alarde de su ha-
bilidad de nominacién. Sin embargo, esta clasificacion no ha dado lugar, ni mucho menos,
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a compartimentos estancos y ajenos los unos a los otros, sino que proliferan las interre-
laciones entre ellos, que colaboran enormemente al enriquecimiento de las Matematicas,
las cuales pueden de este modo visualizarse como una red con sus limites en constante
expansion, pero que también va tupiéndose cada vez mas, reduciendo los vanos.

En este sentido estd dirigido el presente optsculo, que toca tres grandes dreas tan nota-
bles en las Matematicas como son el Algebra Conmutativa, la Topologia y la Combinatoria.
El objetivo, sintetizado en el titulo, es describir la forma en que la Teoria de Morse Discreta
puede aplicarse al estudio de las resoluciones celulares. Ahora bien, para un lector que no
esté suficientemente familiarizado con estas ramas los tecnicismos anteriores supondran
un auténtico galimatias que no explica ni el objetivo ni tan siquiera la interaccién entre
las 4reas a las que hemos hecho referencia. A continuacion trataremos de desentrafarlo, e
indicaremos en qué partes de la memoria se trata cada punto.

Un iniciado sabrd seguramente que la Teoria de Morse es una técnica topolégica, e
identificara las estructuras celulares como objetos de esa misma éarea. Por su parte, y aun-
que el nombre no es tan explicito, al decir resoluciones estamos refiriéndonos a resolu-
ciones libres de modulos sobre un anillo, e indudablemente esta descripcion nos lleva a
pensar inmediatamente en el Algebra Conmutativa. ;Pero qué es de la Combinatoria? Ten-
dremos que analizar més detenidamente nuestros objetos.

Las resoluciones libres de médulos sobre un anillo (podemos entender que de polino-
mios, aunque también podra ser un conciente de uno de estos) lo que nos permiten es,
grosso modo, conocer la estructura de un médulo, y ese es precisamente su interés. Ahora
bien, querremos que la informacién que nos proporciona una de tales resoluciones no sea
redundante, es decir, que esta sea minimal, de ahi que sea deseable contar con métodos
de minimalizacién de resoluciones. Hasta este punto llegan los contenidos del capitulo 1,
cuyo titulo hace referencia precisamente a que sirve tanto de punto de partida como de
motivacion para todo el texto.

El capitulo 2 tiene como objeto dar sentido a las dos tltimas palabras del titulo de la
memoria, resoluciones celulares. Tiene dos partes bien diferenciadas: la primera puramen-
te topoldgica, en la que introducimos con cierto detalle las estructuras de tipo celular més
relevantes, y la segunda que encarna la transversalidad del trabajo y explica el titulo del
capitulo. A grandes rasgos, podemos asociar una de las estructuras celulares anteriores a
algunas resoluciones sobre médulos siempre que estos cumplan un cierto requisito, a sa-
ber, que estén generados por monomios, pues la combinatoria de sus exponentes seré la
que nos permita relacionar los objetos algebraicos y los topolégicos. Es por esto que de-
cimos que la Combinatoria sirve como elemento cohesivo entre Algebra Conmutativa y
Topologia, para crear una amalgama de la que poder sacar un partido mayor que el obte-
nido mediante las técnicas expuestas en el capitulo 1, ya que gran parte del potencial de la
Topologia Algebraica, en particular la homologia, serd aprovechado para codificar propie-
dades algebraicas de las resoluciones.

A pesar de que la utilidad de las estructuras celulares como almacén de la informacién
de resoluciones de médulos ha comenzado a explotarse en las dos ultimas décadas (esta
teoria fue propuesta por Bayer, Peeva y Sturmfels en su articulo [BPS98], de 1998, y perfec-
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cionada ese mismo afio por Bayer y Sturmfels en [BS98]), la idea de explotar la combinato-
ria de los ideales y médulos para poder decir algo mds sobre sus propiedades algebraicas
en general y sus resoluciones en particular no es novedosa, y de hecho el estudio de ideales
asociados a grafos es un prolifico campo de investigacion.

Pero no nos limitamos a la lectura de propiedades algebraicas con argumentos topolo-
gicos, sino que, recordando que nuestro objetivo era minimalizar las resoluciones desechan-
do asi el exceso de informacién, querremos aplicar técnicas topoldgicas con este fin. Y co-
mo en nuestra amalgama tenemos una resolucién ligada a una estructura celular, el blanco
evidente de nuestros esfuerzos serd esta tltima. Y aqui es donde entra en juego la primera
parte del titulo, la Teoria de Morse Discreta, que no es mas que una adaptacion de la Teoria
de Morse al caso de estructuras celulares. Sin entrar en detalles, pues todos pueden encon-
trarse en el capitulo 3 y en las referencias alli citadas, la Teoria de Morse permite construir, a
partir de una variedad, una estructura celular homotépicamente equivalente a la primera,
ganando asi en simplicidad si lo que nos interesa de la variedad es solo su topologia. En el
caso discreto, en el que ya partimos de una estructura celular, la ganancia se basa en que la
estructura final es mas sencilla que la de partida y por lo tanto la resolucién asociada con-
tendrd menos informacién que la original, pero probaremos que la esencial se mantiene
tras este proceso.

Para terminar la memoria, en el capitulo 4 expondremos un método recientemente
desarrollado por Josep Alvarez Montaner, Oscar Ferndndez Ramos y Philippe Gimenez,
tutor de este Trabajo de Fin de Master, que aplica la Teoria de Morse Discreta para obte-
ner, para cualquier ideal monomial dado, resoluciones celulares mejores (en el sentido de
que encierran menos informaciéon redundante) que las generalistas (aplicables a cualquier
ejemplo) conocidas hasta el momento. Este método estd detallado en el preprint [AFG17].

Dada la estructura de la memoria, es posible que el lector se pregunte en varias oca-
siones por la utilidad de lo que exponemos, ya que en el primer capitulo mostraremos un
método algebraico de minimalizacion de resoluciones aplicable a cualquier médulo y que
siempre tiene éxito, mientras que conforme vayamos avanzando iremos imponiendo méas y
mads restricciones, comenzando por la exigencia de que los ideales sean monomiales, pero
también otras sobre las estructuras celulares para garantizar la aplicabilidad de la Teoria de
Morse Discreta, por lo que al terminar tenemos un método de minimalizacion que solo es
véalido en un contexto muy limitado y que no siempre es eficaz, pues en muchas ocasiones
no puede proporcionar la resolucién minimal. Desde este momento quiero hacer hincapié
en que la utilidad de estos métodos es eminentemente tedrica, puesto que nos permiten
minimalizar resoluciones de familias enteras de médulos (més concretamente de ideales)
y deducir de estas propiedades interesantes, mientras que el método algebraico al que he-
mos hecho referencia solo es aplicable a ejemplos concretos, y por lo tanto resulta poco
interesante desde el punto de vista teorico.

En cuanto a la bibliografia, creo necesario anticipar que el hecho de que sea significa-
tivamente amplia se debe principalmente a que, al tratar varias dreas distintas, precisamos
de referencias especificas para cada una de ellas, puesto que no hay ninguna que desarrolle
todos los aspectos que aqui aparecen con la misma profundidad. Es por ello que en cada
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capitulo e incluso en cada seccion se advierte de cuéles serdn los textos que se han segui-
do para su redaccion. Lo més similar a un libro de referencia sobre este tema es [OW07],
que sin embargo se centra mads en la parte de la amalgama entre resoluciones y estructuras
celulares y la aplicacion a esta de la Teoria de Morse Discreta, sin entrar en detalles sobre
las propias resoluciones, las estructuras celulares e incluso los fundamentos de la Teoria de
Morse Discreta. Por otra parte, y pese a no ser textos publicados, quiero destacar la utilidad
que para mi han tenido el Trabajo de Fin de Grado ([Mar13]) y el Trabajo de Fin de Mdster
([Mar14]) que también bajo la tutela de Philippe Giménez en esta misma Universidad reali-
z6 Umberto Martinez Pefias y en los que recoge los aspectos mds importantes sobre reso-
luciones y resoluciones celulares respectivamente, complementando asi en buena medida
a [OWO07].

Antes de finalizar esta introduccion quiero explicar los objetivos con que me plantee la
redaccion de este trabajo. El primero de ellos era, como ya indiqué, lograr que cualquier
persona con unos ciertos conocimientos sobre Matemadticas, pero no necesariamente es-
pecialista en el 4rea, pudiera comprender como la Topologia puede aplicarse al estudio y
minimalizacién de resoluciones de médulos, pero sin tener que recurrir para ello a muchas
referencias diferentes incluso dentro del mismo 4rea, cada una con su notaciéon y sus pe-
culiaridades. Es por ello que consideré importante partir de cero, explicando primero con
detalle qué son y qué significan las resoluciones de médulos, describiendo después dife-
rentes estructuras celulares para finalmente centrarme en su interaccion y la aplicacién de
la Teoria de Morse Discreta. No he escatimado en comentarios, y también hay suficientes
ejemplos que, aunque sumamente sencillos, ilustran suficientemente la teoria. Todo esto
ha dado como fruto una memoria considerablemente mas extensa de lo recomendable pa-
ra un Trabajo de Fin de Mdster, pero espero que el lector pueda perdonar este aspecto en
aras de la utilidad que me gustaria que tuviera para todo aquel interesado en iniciarse en
estos temas o recordarlos, al igual que los trabajos a los que antes hice referencia, de natu-
raleza muy similar a este, han tenido para mi. El segundo objetivo, apropiado para alguien
que estd finalizando un Méster en Investigacion en Matemadticas, consistia en demostrar-
me que puedo llegar a entender los tltimos avances en investigaciéon en un cierto tema,
reto alin mayor si tenemos en cuenta que este se encuentra en la interseccion de diversas
dreas de las Matemadticas. Y aunque ha exigido esfuerzo y dedicacion durante todo un afio,
pienso que lo he conseguido y de paso he descubierto en mi la capacidad para afianzar
los hilos de la red e incluso asomarme al borde y aventurar qué podria haber més alla. El
siguiente paso es tejer yo mismo.

Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mi tutor, Philippe Gimenez, el que me animara a
arriesgarme con este tema, tan distinto al de mi Trabajo de Fin de Grado que él mismo
dirigi6, pese a que no conocia practicamente nada sobre resoluciones, CW-complejos y
Homologia y tan solo los conceptos bésicos sobre Teoria de Morse Clasica. Aun asi me dio
total libertad de actuacion para que, partiendo de unas pocas referencias, rebuscara en una
bibliografia que finalmente ha resultado ser mucho més amplia hasta lograr el objetivo de



INDICE GENERAL 7

encajar todas las piezas. Y también le agradezco la enorme confianza que ha depositado en
mi para resolver mis propias dudas y el resto de problemas que me han ido surgiendo en la
redaccion, obligdndome de este modo a ganar una independencia, tanto de recursos como
de razonamientos, que presumo que sera de vital importancia en mi carrera futura como
matematico. Y todo ello a pesar de las dificultades que ha atravesado este afio.

Al margen de lo puramente matematico, tengo que agradecer a Philippe que gestionara
mi admision en el Instituto de Investigacion en Matematicas de la Universidad de Valla-
dolid (IMUVA), permitiéndome asi obtener una Beca de Colaboracién con dicho Instituto
concedida por el Consejo Social de la Universidad de Valladolid. Esta memoria es fruto de
dicha colaboracion, por lo que quiero dar las gracias también al IMUVA y particularmente
a sus gestores, que ademdas me ha proporcionado un agradable lugar de trabajo durante
este afno.

Para desarrollar este proyecto, en gran medida debido a su carécter transversal, he te-
nido que pedir ayuda especializada a varios profesores que me han dado clase en estos
dltimos afios. Todos ellos pusieron su muy escaso tiempo y sus muy amplios conocimien-
tos a mi disposicion para resolver dudas y corregir errores, por lo cual quiero expresarles
mi mds profundo agradecimiento.

Y por ultimo, pero en absoluto por ello menos importante, quiero agradecer a mis seres
queridos su apoyo incondicional tanto en lo relacionado con las Matemaéticas como en
todos los demds aspectos de mi vida.

Notacion

Alo largo de toda la memoria seguiremos los siguientes convenios notacionales:

Denotaremos al conjunto de los nimeros naturales por N:={0,1,2,...}, y alos elemen-
tos de N" por « = (ay,...,a;), cuyo médulo serd |@| = a; +---+ ap.

k serd un cuerpo, y denotaremos por k[x,..., x,] al anillo de polinomios en n variables
sobre k, que usualmente abreviaremos por S cuando el nimero de variables no sea relevan-
te o esté univocamente determinado por el contexto. Los monomios (ménicos) de S serdn
productos x® = x;' ---xy,", donde @ € N"; un polinomio genérico de S serd f = ¥ 14x*.
El ideal maximal de S serd m = (x1,...,x,), es decir, el ideal generado por los elementos
X1y..+»Xp-

Cuando hablemos de un anillo, nos referiremos a un anillo conmutativo con elemento
unidad con las operaciones (+,-), que genéricamente denotaremos por A. Designaremos
mediante R a un anillo cociente de S por un cierto ideal graduado.

Dado un conjunto E, denotaremos mediante §E a su cardinal, y mediante & (E) a su
conjunto de partes.



CAPITULO

LOS PILARES ALGEBRAICOS

Como ya avanzamos en la introducciéon durante el anélisis pormenorizado del titulo de
esta memoria, el Algebra, parapetada tras la palabra “resoluciones’, jugard un papel desta-
cado, aunque pasivo. Destacado porque son objetos algebraicos los que requieren del estu-
dio para el cual se desarrollaron la teoria y los métodos topolégicos que detallaremos en los
subsiguientes capitulos; pasivo porque nos centraremos en dicha teoria y estas construc-
ciones algebraicas, las resoluciones de médulos, no jugardn otro papel que el de objetos
de aplicacién de los métodos referidos, sin profundizar en absoluto en las implicaciones
algebraico-geométricas de los resultados obtenidos.

Esto explica el titulo del capitulo, en referencia a que el Algebra aqui presentada preten-
de dar sentido y soporte a los contenidos del resto de capitulos. Y estd, en efecto, solamente
presentada, como una coleccién de definiciones, ejemplos y resultados, en su mayoria sin
demostracion, aunque siempre procurando dar referencias bibliogréficas en las que en-
contrarlas. Esto ha resultado inevitable para que la extensién del texto fuera razonable,
pues incluyendo todas las demostraciones, notas y ramificaciones interesantes de la teo-
ria de las resoluciones multigraduadas y en particular de las sizigias, este primer capitulo
serfa en si mismo una buena memoria, como ya demostrara Umberto Martinez Pefias en
su Trabajo de Fin de Grado [Mar13]. Es por ello que tomaremos los contenidos de ese tra-
bajo como referencia de esta parte algebraica, generalizando algunos aspectos, como las
graduaciones, cuando nuestro objetivo lo requiera.

Y si la teoria topoldgica que vamos a desarrollar en los siguientes capitulos naci6 para
profundizar en el estudio de las resoluciones de médulos, estas, y mas concretamente la
teorfa de las sizigias, al igual que la mayoria de las construcciones del Algebra Conmuta-
tiva, surgieron para responder a problemas de la Geometria Algebraica. De hecho, el gran
impulsor del estudio de las sizigias, David Hilbert, lleg6 a ellas a través de la ahora llamada
funcion de Hilbert y el polinomio homénimo, que encierra informacion relevante relativa
a variedades algebraicas afines y proyectivas, como la dimension y el grado (cardinal de la
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interseccion de la variedad con un subespacio genérico de codimension igual a la dimen-
sion de esta). Y dicho polinomio de Hilbert puede obtenerse a partir de una resolucién del
ideal asociado ala variedad, por lo que esta informacion geométrica y més atin se encuen-
tra encerrada en la resolucion y es especialmente accesible si es minimal, en cuyo caso
podremos recuperarla de unos invariantes numeéricos llamados nimeros de Betti. Un libro
monografico sobre la relacién entre sizigias y geometria es [Eis05]. También en [CLO97, Ca-
pitulo 9] se pueden ver aspectos geométricos derivados de las resoluciones y el polinomio
de Hilbert, en particular las definiciones de dimension y grado a las que haciamos referen-
cia antes, asi como en las tltimas paginas de [Mar13].

Comenzaremos el capitulo introduciendo el lenguaje y los resultados bésicos sobre gra-
duaciones y multigraduaciones de anillos y moédulos (seccién 1.1), para pasar inmediata-
mente en la seccion 1.2 a definir los complejos multigraduados y, como un caso particular,
las resoluciones, de entre las cuales nos interesardn las minimales. Profundizaremos algo
mads en su significado al hablar de sizigias, para continuar en la siguiente seccién definien-
do los niimeros de Betti. Dedicaremos la tltima seccién a introducir un caso particular de
modulos, los ideales monomiales, que son los que nos interesaran en los siguientes capi-
tulos. En este contexto presentaremos la definicion algebraica de la resolucién de Taylor
como un ejemplo de resolucién que, pese a no ser minimal, debido a su sencillez al inter-
pretarla como una resolucion celular (de hecho simplicial) jugard un papel importante en
esta memoria, siendo el punto de partida del método de poda de resoluciones celulares
que veremos en el capitulo 4.

Las principales referencias para este capitulo seran [MS05], [Mar13], [Mar14], [Eis95] y
[Eis05].

1.1 MULTIGRADUACIONES

Una propiedad importante del anillo de polinomios es que admite una graduacién na-
tural, la llamada graduacion estandar, que es la que corresponde a la nocién de grado de
un polinomio que todos conocemos. En esta seccion daremos una definicion general de
anillos y médulos graduados que, a la postre, proporcionard una graduacion més fina que
la estdndar sobre el anillo de polinomios. Las principales referencias serdn [Eis95], en par-
ticular la seccion 1.5, [OW07, Seccién 2.1], [MS05, Capitulos 7 y 8] y muy especialmente
[Peell, Secciones 1.1y 1.2].

Definicion 1.1 (Anillo y médulo graduados) Sean A un anillo y A un semigrupo (con-
mutativo con elemento neutro). Diremos que A es graduado sobre A si existen subgrupos
{Ap}en de A tales que:

= A= EBAA,Y
AEA

s AQAyc Ay, YALA €A
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Andlogamente, si (M, +,-4) es un A-md6dulo (donde A es un anillo graduado), se dice

que es graduado sobre A si existen subgrupos suyos {M)} e tales que:

= M= @ M, (como grupos),y
AeA

» AyMy <My, V)\,,AIEA.

Aj y M) se denominan componentes homogéneas A-ésimas o de grado A de Ay M,

respectivamente; sus elementos son los elementos homogéneos de grado A de Ay M.

Un elemento f € M se escribe de forma tinica como f = ) f},donde fye My f4 =0
AEA

salvo para una cantidad finita. Decimos entonces que f} es la componente homogénea de
grado A de f. Puesto que un anillo A es trivialmente un A-md6dulo, esta definicion es valida
igualmente para elementos de un anillo.

Si denotamos por 0 al elemento neutro de A, de AyMy € My deducimos que M, es un

submoédulo de M, y de AgM) c M) que cada M) es un Ap-moédulo, y la suma directa es una
suma directa de Ap-modulos.

Nuestro objetivo es estudiar construcciones a partir del anillo de polinomios S en un

numero finito de indeterminadas, por lo que querremos ver graduaciones de dicho anillo.

EJEMPLO 1.2 (Lagraduacién estdndar de k[x1, ..., x,])

Se considera el semigrupo de los naturales N, con la operacién suma usual, y queremos
dar una estructura de anillo graduado de S sobre N. Dado un monomio x“ € S, se dice
que tiene grado deg(x%*) = |al. Si f = L 1qx® € S, se dice que tiene grado deg(f) =
max{|al|: 14 # 0}, y se dice que es homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo
grado. La graduacién estdndar de S sobre N es aquella para la que las componentes
homogéneas son los conjuntos de elementos homogéneos de un cierto grado, es decir,
Sm=1{f€S: f eshomogéneo con deg(f) = m}. Claramente es una graduacion, pues
S= @ SmySmSk < Sm+kequivale a |a + B| = ||+ |fl.

meN

Para nuestros intereses en esta memoria tanta importancia como la graduacién estan-

dar de S tiene la siguiente graduacion, también llamada multigraduacion estdndar o N -
graduacion estdndar de k(xy, ..., Xy,].

EJEMPLO 1.3 (La multigraduacién estandar de k(x;, ..., Xn])

Consideramos ahora el semigrupo conmutativo y con elemento neutro N”, donde la
operacion suma es la definida componente a componente en el semigrupo N, y el
neutro es (0,...,0). Entonces, asignando a los monomios x; grados (también llamados
multigrados) mdeg(x;) = e;, donde e; es el vector i-ésimo de la base estdndar de N”,
es claro que mdeg (x*) = @, y se tiene una graduacion, la multigraduacion estdndar de
S sobre N, en la que las componentes homogéneas son Sg = {1x%: A € k}.
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Evidentemente los elementos homogéneos de S para esta graduacion son precisamen-
te los monomios. La definicién de suma en N” hace que la comprobacion de que se
trata efectivamente de una graduacion sea inmediata.

Dando un orden monomial en S (ver, por ejemplo, [CLO97, Seccién 2.2]) podemos
definir el multigrado de polinomios cualesquiera de S, al igual que hicimos con la gra-
duacion estandar (aprovechando el orden natural sobre N).

Esta graduacion puede entenderse como un refinamiento de la estdndar, puesto que

Si = @ Sq, cada componente homogénea para la graduacién estdndar puede des-
lal=i
componerse como suma directa de una cantidad finita de componentes homogéneas

para la multigraduacion estandar.

Estas serdn las dos graduaciones que manejaremos en la prdctica, por lo que a partir
de esta seccion e incluso en algunos de los subsiguientes resultados nos restringiremos a
ellas, renunciando a la generalidad de tratar con semigrupos. De hecho, los semigrupos
mas generales posibles para los que podemos desarrollar esta teoria son los semigrupos
conmutativos cancelativos positivos, pues en ellos es todavia cierto el Lema de Nakayama
(cuya version para el caso (multi)graduado es el lema 1.11) y por lo tanto las generalizacio-
nes de los teoremas 1.12 y 1.13. La definicion de estos semigrupos, junto con propiedades
suyas que avalan que son “aptos para graduar” se puede encontrar en [CP01], asi como en
[MS05, Capitulo 7] con una nomenclatura distinta. En particular podemos considerar las
graduaciones anélogas a las anteriores utilizando como semigrupos Z y Z" respectivamen-
te, con lo que obtenemos grados negativos que resultan ttiles al tratar con polinomios de
Laurent, aunque nos limitaremos a los casos que ya hemos visto.

En esta memoria, los S-mo6dulos tendradn tanta o més presencia que S, por lo que con-
viene que veamos algunas propiedades de estos.

Proposiciéon 1.4 Un A-mddulo graduado M sobre un semigrupo A admite un sistema de
generadores homogéneos. Dicho A-moédulo M es finitamente generado siy solo si admite
un sistema finito de generadores homogéneos.

Demostracion. Puestoque M = @ M), evidentemente M estd generado por sus elementos
AeA
homogéneos, luego admite una sistema de generadores homogéneos. Si suponemos que M

es finitamente generado, admite un sistema de generadores finito y bastara con tomar las
componentes homogéneas de los elementos de dicho sistema, que serdn un nimero finito.
El reciproco es trivial. O

También nos interesara considerar los submoédulos de un médulo graduado dado.

Proposicién 1.5 Sea N un submoédulo de un A-mdédulo graduado M sobre un semigrupo
A. Son equivalentes:

1. Si m e N, entonces toda componente homogénea de m estd en N.

2. N= @ N, (como grupos), donde N = NN M;.
AEA
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3. N esté generado por sus elementos homogéneos.

4. N tiene un sistema de generadores homogéneos.

Todo submédulo que cumpla estas propiedades se denomina submédulo graduado u ho-

mogéneo de M y es un modulo graduado con la graduaciéon heredada de M, N= @ N,.
AeA

Demostracion. Las implicaciones 1 = 2, 2 = 3 y 3 = 4 son evidentes. Veamos entonces
4=1.SimeN,m= Y a;g;,donde {g): A€ A} es el sistema de generadores homogéneos
JEA

y los a; € A son elementos homogéneos. Basta entonces con agrupar los a;g; del mismo
grado para comprobar que cada componente de m estd en N. O

Y una vez que tenemos bien definidos tanto médulos como submdédulos graduados
de los primeros que heredan la graduacién, como es natural en Algebra Conmutativa nos
preguntamos qué ocurre en el paso al cociente (con la esperanza, que en esta ocasion se
cumple, de que todo contintie funcionando).

Proposicion 1.6 Sea N un submodulo graduado del A-m6dulo graduado M sobre el se-
migrupo A. Entonces:

1. M/N = @ (M/N), (como grupos), donde (M/N), = M, /N, y se tiene la contencién
AeA
Ap(M/N)y < (M/N)y+y - Es decir, M/ N adquiere de forma natural una graduacién a

partir de la de M.

2. Existe una biyeccion entre los submdédulos homogéneos de M que contienen a Ny
los submédulos homogéneos de M/ N.

Demostracion. 1. Envirtud de la proposicién anterior, estan bien definidos los cocien-

tes M/N = (@ Ml)/( ) N,l) = @ M,/N,. Entonces (M/N), es la contraimagen
AeA AeA AeA
por dicho isomorfismo de M), /N, y a partir de esto es inmediato que Ay(M/N)y <

(MIN)p+p-

2. Se sigue de tomar en cada caso sistemas de generadores homogéneos.
O

Estos resultados se aplican en particular a anillos e ideales multigraduados y se deduce
que los ideales multigraduados de S son exactamente los ideales monomiales (que admiten
un sistema de generadores formado por monomios). Profundizaremos sobre ellos en la
seccion 1.4.

El objetivo de esta seccion es introducir la categoria de médulos graduados en la que
trabajaremos en el resto de la memoria (de hecho nos restringiremos a los médulos multi-
graduados, como ya hemos adelantado). Puesto que ya hemos visto los objetos, procede-
mos ahora a definir los morfismos.
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Definicion 1.7 (Homomorfismo graduado) Decimos que un homomorfismo ®: M — N
entre A-moédulos graduados sobre un semigrupo A es graduado de grado A o simplemente
de grado A silaimagen de un elemento homogéneo de grado A’ es un elemento homogéneo
de grado A+ A’, para todo elemento homogéneo que no pertenece a ker(®). Si ® tiene grado
0, diremos simplemente que ® es graduado. Denotaremos por Hom, (M, N) al conjunto de
homomorfismos de grado A de M en N.

En general @ Hom, (M, N) c Hom(M, N), siendo este tltimo el conjunto de los homo-
AeA
morfismos de médulos entre My N, pero si M es finitamente generado se tiene la igualdad

(ver [Peell, Proposicion 2.7]).

De nuevo todo funciona bien al considerar homomorfismos graduados entre médulos,
y los mddulos que surgen de forma natural a partir de estos homomorfismos son de nuevo
graduados, como afirma la siguiente proposicioén, demostrada en [Peell, Proposicion 2.9].

Proposiciéon 1.8 Si ®: M — N es un homomorfismo graduado de A-mddulos, entonces
ker(®) e Im(®) son submdédulos graduados de M y N respectivamente, y Coker(®) es un
A-modulo graduado.

En muchas ocasiones nos interesard alterar la graduacion de los m6dulos, generalmen-
te para hacer que un determinado homomorfismo sea de grado 0. Esto se hace mediante
el llamado desplazamiento de grados. Para evitar imponer condiciones adicionales sobre
el semigrupo, consideraremos ya el caso de S-mé6dulos con la multigraduacion estédndar.

Definicion 1.9 (Desplazamiento de graduaciones) Dado un S-médulo multigraduado,
definimos la graduacion desplazada o trasladada (en inglés shifted) con desfase & como
M(-a) de forma que M(-a)g = Mg_q, donde se define M, = 0siy € Z" tiene alguna com-
ponente negativa.

Resumiendo: los grados de M(—a) son los mismos que los de M, pero empezando en
grado a. Asi, si ® : M — N es un homomorfismo (multi)graduado de grado «, el homo-
morfismo @ : M(—a) — N tal que ®(m) = ®(m) para todo m € M (como S-médulo, ob-
viando la graduaci6n) es de grado 0.

EJEMPLO 1.10

En la préctica, el ejemplo de médulo graduado que utilizaremos y que motiva es-
ta seccion es el obtenido con la suma directa de copias de S con graduaciones y
multigraduaciones desplazadas con distinto desfase, es decir, el S-mddulo libre M =
S(—ap)®--- & S(—a,) en el caso de la multigraduacién, que describiremos a continua-
cién con detalle (para la graduacién se procede de forma anéloga). Considerando la
base canénica de S', {ey,...,e;} con e; = (0,...,0,1,0,...,0), donde el 1 esta en la posi-
cion i-ésima, 1 < i < r, se define deg(e;) = «;. Es decir, la componente homogénea de
grado ff de M es
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,
Mg = {m = 21 qjej:dqj € Sﬁ—aj} =Sp-a,(€1)® - ®Sp_q,(€r),
]:

donde la suma directa es una suma directa de k-espacios vectoriales, y donde
Sp-a;(ej) denota al k-espacio vectorial formado por productos de un elemento de
Sp-a;» que serd 0 si p— a; tiene alguna entrada negativa, por e;. De hecho, puesto
que estamos en el caso multigraduado, los elementos de Sﬁ_aj seran los diferentes
productos por constantes de un tnico monomio, el de grado f — a; (siempre que
Sﬁ_aj # 0). Los elementos de Sﬁ_aj (ej) son, en cierto modo, generalizaciones de los
monomios cldsicos en el médulo M.

Es decir, los elementos de la base tienen un cierto multigrado, al que se suma el del
coeficiente (que serd un polinomio homogéneo puesto que no estamos tratando otro
caso, ya que nos veriamos obligados a introducir 6rdenes monomiales para tener bien
definido el multigrado de un elemento) para obtener el multigrado total.

Asi, si consideramos S = k[x;,x2] y el S-m6dulo S(-(2,0)) @ S(—(1,3)), el elemen-
to (xlxg,xf) es homogéneo de multigrado (3,3), y el homomorfismo de S-moédulos
®:S(—(2,0) ® S(—(1,3)) — S tal que @(e;) = x7, D(e2) = x1x; es homogéneo de grado
0.

En algunos textos se utiliza una notacion monomial para denotar los multigrados, con-
siderando el semigrupo multiplicativo de los monomios unitarios de S, {x® : @ € N"}. Con
dicha notacidn, la graduacidon trasladada se escribiria como M(x%) = M(-a); asi S(x%) &
S(xP) = S(a) ® S(B), y diriamos que mdeg(e;) = x*.

Para terminar la seccion, daremos unos resultados importantes para el resto del ca-
pitulo y por ende para los demds, que prueban, en particular, que si M es un R-modulo
(multi)graduado y libre, (recordemos que R es un cociente de S por un cierto ideal), enton-
ces tiene una base formada por elementos homogéneos, es decir, las graduaciones de R”
son todas como las del ejemplo 1.10, sustituyendo S por R.

Comenzaremos con una version (multi)graduada del Lema de Nakayama, que no es
exactamente un caso particular del resultado que tradicionalmente se conoce bajo este
nombre (ver, por ejemplo [Eis95, Corolario 4.8]).

Lemal.11 (de Nakayama (multi)graduado) Sean J un ideal propio (multi)graduado de R
y M un R-médulo (multi)graduado finitamente generado. Se verifican los siguientes enun-
ciados:

1. Si M = JM entonces M =0.

2. SiM =]JM+ N, donde N es un submoédulo (multi)graduado de M, entonces M = N.

Este lema, en la versién graduada, se puede encontrar en [Peell, Lema 2.11]. La demos-
tracion se basa en que un A-mdédulo finitamente generado siempre tiene un generador de
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grado minimal; por lo tanto, para adaptarla al caso multigraduado basta con elegir un or-
den monomial. En [Eis95, Ejercicio 4.6] puede verse enunciada una versién del Lema de
Nakayama para la que la graduacién permite suprimir la hipoétesis de finitud. De hecho, en
[CPO1, Seccion 4] se explica que esta version es valida para graduaciones sobre cualquier
semigrupo conmutativo, cancelativo y positivo, en particular N.

El Lema de Nakayama nos conduce directamente a los siguientes resultados, que se
corresponden con [Peell, Teorema 2.12], donde se puede ver su demostracion (en el caso
graduado, aunque es andloga para el multigraduado).

Teorema 1.12 Sea M un R-moédulo multigraduado finitamente generado. Entonces:

1. Si {m,,...,m,} es una base del k-espacio vectorial M=M/mM,conm;,1<i<p
elementos homogéneos de M, entonces {ml, o) mp} es un sistema minimal de ge-
neradores homogéneos de M. Ademds, todo sistema minimal de generadores homo-
géneos de M se obtiene de esta forma.

2. Todo sistema minimal de generadores homogéneos de M tiene p elementos, de los
cuales d,, tienen multigrado e, donde d, = dimy (I\_/Ia)

Del segundo apartado del teorema anterior se deduce en particular que todo ideal mo-
nomial de S admite un tinico sistema minimal de generadores monomiales. Esto se puede
probar también viendo que un sistema minimal de generadores monomiales debe ser una
base de Grobner reducida del ideal para cualquier orden monomial.

Finalmente tenemos el resultado que habiamos anticipado.

Teorema 1.13 Sean M un R-md6dulo multigraduado libre finitamente generado y un siste-
ma minimal de generadores homogéneos {ml, .., m p}. Entonces dicho sistema forma una
base de My, de hecho, la aplicacion ¢ : R(-a;) &---® R(—ap,) — M, tal que ¢(e;) = m; con
mdeg(m;) = «;, 1 <i < p, es un isomorfismo de grado 0.

Evidentemente para completar la demostracién bastara con probar que ¢ es un iso-
morfismo, y esto puede encontrarse (en el caso graduado) en la demostracion del lema 9.2
de [Peell] (aunque aparentemente lo que se quiere demostrar es el reciproco). La demos-
tracion en el caso multigraduado es andloga.

1.2 COMPLEJOS MULTIGRADUADOS Y RESOLUCIONES

En esta secci6n presentaremos las estructuras sobre las que trabajaremos en el resto de
la memoria: los complejos (multi)graduados de mdédulos y, en particular, las resoluciones
libres (multi)graduadas de médulos finitamente generados, de entre las que nos intere-
sardn especialmente las minimales, pues de hecho nuestro objetivo en el trabajo es dar
métodos de minimalizacion de resoluciones.
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1.2.1 Complejos multigraduados

Comencemos con la estructura mds general de complejos multigraduados. Si se con-
sidera la graduacion, las definiciones son completamente andlogas; de hecho lo son en el
caso mds general en que se considera la graduacién procedente de un semigrupo conmuta-
tivo, cancelativo y positivo, enunciadas en términos similares a esos las podemos encontrar
en [OWO07, Seccién 2.1]. Otra referencia sera [Peell, Seccién 1.3].

Definicién 1.14 (Complejo multigraduado de médulos) Un complejo C o (C,d) de R-
médulos es una sucesién de R-médulos {C;},_, y de homomorfismos de R-médulos d =
{di}ieZ cond;:C; — Cj_1, llamados diferenciales de C, que verifican d; od;+; = 0.

_ div d dy
C= o Cip L0 80— e O 8y — -

Diremos que es un complejo por la izquierda si C; = 0 para todo i < 0, es decir,

d; d; d
C=- —(Ciy1 25C5Cy— - —C 5 Cy— 0.

Se dice que (C, d) es un complejo (por la izquierda) sobre un R-médulo M si es un com-
plejo por la izquierda y se tiene un homomorfismo de R-médulos € : Cy — M (Ilamado
aumento) tal que eo d; = 0.

d; d; d €
CE ---—»C,—H’—“»C,-—’»C,-_1—>---—>(31—I>CO—»M—>O.

El complejo es (multi)graduado si cada C; es un médulo (multi)graduado y cada d; es
un homomorfismo de (multi)grado 0 (o 0 en el caso graduado). Un complejo sobre M es
(multi)graduado si es un complejo (multi)graduado, M es (multi)graduado y el aumento
también es de multigrado 0 (0 en el caso graduado).

Definicién 1.15 Dado un complejo por la izquierda C (ya sea sobre un médulo M o no),
se define su longitud como long(C) = méx{i e N: C; # 0}.

Noétese que si el complejo es sobre un médulo M, se dice que tiene igual longitud que
otro en el que no se especifique tal propiedad y que conste de un médulo no nulo menos,
por lo que, dicho de manera informal, M “no se cuenta”, ya que su presencia se da por
supuesta.

Un complejo multigraduado C se dice que es bigraduado, puesC; = @ C;  paratodo

aeN”"
i € Z,donde C; sellamala componente de grado homolégico i de C,yC; o esla componente

homogénea de multigrado a de C;, y sus elementos se dice que tienen grado homolégico i
y multigrado interno (aunque sirve igualmente con el grado) a. El grado homoldégico se de-
notard por hdeg. Como en el caso de médulos graduados, se define el complejo desplazado
o trasladado (en grado homolégico) C[p] como el obtenido de C mediante C[p]; = Cp+;.
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EJEMPLO 1.16

El complejo de R-m6dulos C tiene de hecho estructura de R-médulo, y con esta estruc-
tura el grado homoldgico define efectivamente una graduacién como las que vimos en
la seccion 1.1, por lo que no resulta extrafio que digamos que el complejo graduado es
bigraduado. Si consideramos d : C — C como un homomorfismo de R-mddulos, d
tiene grado homoldégico —1 y multigrado 0.

EJEMPLO 1.17

En virtud del teorema 1.13, si cada R-mddulo C; de un complejo multigraduado C es
libre y de generacidn finita, entonces puede escribirse como

Ci= D R-a)=,

acN"

y por lo tanto el complejo es de la forma

ce—s EB R(_a)Ci,aﬁ, EB R(—a@)%i-1e — ...

acN" acN"

C

EJEMPLO 1.18

Volviendo al ejemplo 1.10, si en S = k[x1, x2] llamamos C; = S(—(2,0)) & S(-(1,3)) y
Co = S, y tomamos como diferencial d; = @, tenemos trivialmente el complejo (por la
izquierda) multigraduado

d
CZE 0-——*Cl—i*C0——*0,

donde los homomorfismos no explicitados son los obvios.

Evidentemente la condicién d; o d;+1 = 0 equivale a que Im(d;+;) < ker(d;) para todo
i € Z y por lo tanto tienen sentido las siguientes definiciones.

Definicién 1.19 (Homologia de un complejo) Se define el i-ésimo modulo de homolo-
gia del complejo C como H;(C) = ker(d;)/Im(d;+1). Los médulos Z;(C) = ker(d;) y B;(C) =
Im(d;+1) reciben el nombre de médulos de ciclosy bordes, respectivamente. Se dice que el
complejo C es exacto en C; (0 en el paso i) si H;(C) =0, y si esto ocurre para todo i € Z se
dice que el complejo es exacto. Si un complejo por la izquierda es exacto en C; para todo
i >0, se dice que es aciclico, y si ademas Hy(C) = W se dice que es aciclico sobre W.

Si C es un complejo multigraduado, las proposiciones 1.8 y 1.6 permiten asegurar que

los médulos de homologia estdn multigraduados mediante H;(C) = @ H; 4(C), donde
aecN"

H; ¢(C) = Z; «(C)/B; o (C). Andlogamente ocurre en el caso graduado y por lo tanto la ho-
mologia estéd bigraduada.
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Hemos definido nuevos objetos, los complejos de médulos (y en particular los (mul-
ti)graduados), por lo que lo siguiente que querremos formalizar serdn los morfismos entre
ellos.

Definicién 1.20 (Homomorfismo de complejos) Dados dos complejos (C,d) y (D, ), un
homomorfismo de complejos ¢ : C — D es una sucesiéon de homomorfismos ¢; : C; — D;
tales que @;_,0d; = 0;o¢p; paracada i € Z (suele escribirse abreviadamente por ¢od = do¢).

Si tanto C como D son multigraduados, se dice que ¢ es un homomorfismo de comple-
jos multigraduados, o simplemente que es multigraduado de multigrado « si cada ¢; tiene
multigrado & (el mismo para todo i € Z); andlogamente en el caso graduado.

El siguiente diagrama ayuda a visualizar la situacion:

aQ
i
A
A
|

)
i
>

No es dificil probar el siguiente lema ([Peell, Lema 3.4]):

Lema 1.21 Si ¢ es un homomorfismo de complejos entre (C,d) y (D,0), se verifica que
pker(d)) c ker(0) y ¢(Im(d)) < Im(0), donde los indices correspondientes son los obvios.

En otras palabras, el homomorfismo lleva ciclos en ciclos y bordes en bordes y por lo
tanto se tienen homomorfismos inducidos por ¢ a nivel de la homologia H;(¢) : H;(C) —
H;(D) tales que H;(¢)(C) = ¢;(c). La sucesién de estos homomorfismos induce un homo-
morfismo

H(p): HC)— H(D).

Ademss, si ¢ es multigraduado de multigrado «, H(¢) también lo es y se tiene una familia
de homomorfismos H; g(¢) : H,-,ﬁ(C) — H; ¢+p(D) paratodosi€Z, € N”. Evidentemen-
te todo esto se puede traducir al caso graduado.

Y, como en toda categoria que se precie, tenemos que definir los subobjetos.

Definicién 1.22 (Subcomplejo) Decimos que un complejo (D,d) es un subcomplejo del
complejo (C,d) si D; < C; para todo i € Z y las inclusiones j; : D; — C; forman un homo-
morfismo de complejos (es decir, 0 es la restriccién de d a D).

Si C es un complejo multigraduado, como cadaC; es graduado setienequeC; = @ Cjq
acN"
y como las diferenciales tienen multigrado 0, se cumple que d;(C; ) < Ci_1,o para cada

i € Z, « € N". Denotaremos por d; o a la restriccién de la diferencial d; al multigrado in-
terno a. El complejo puede verse como en el diagrama siguiente:
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@ @ @
Co= Citla Girta Cia Y Ci-l,a

) ) @
Cp= - Civ1p di1p Cip dip Ci—1p

) ) )

Cada fila C, es un subcomplejo de k-espacios vectoriales de C al considerar las dife-

renciales d; o, que denotaremos en su conjunto por dg. Como d; = @ d; 4, C estd multi-
acN"
graduado en el sentidode queC= @ Cq.
aeN”"
Definicién 1.23 En la situacién anterior, se llama a C, componente homogénea o multi-

graduada de multigrado a, o banda de multigrado a de C.

Claramente, por ser H;(C) = @ H;qo(C)= @ H;(Cq), C sera exacto si y solo si lo es
aeN" aeN"
cada Cq, donde a € N"". De nuevo, todo se puede reescribir de forma andloga en el caso

graduado.

Una operacion interesante (y previsible tras lo que hemos visto hasta ahora) entre com-
plejos de médulos es su suma directa.

Definicion 1.24 (Suma directa de complejos de médulos) Dada una familia de complejos

de moédulos {(Cg, dp)} g Se define su suma directa como el complejo @ Cy con médulos
0e®

(69 Cg) = @ (Cyp), y diferencial € dy dada por ( a5 dg) = @ (do);.
€O i 0eO 0cO 0O i 0eO

Si los complejos son todos (multi)graduados, su suma directa hereda de forma natural
dicha (multi)graduacion, y las componentes homogéneas serdn las sumas directas de las
componentes homogéneas del mismo grado de cada uno de los sumandos, mientras que la
suma directa de homomorfismos de (multi)grado nulo es evidentemente de (multi)grado
nulo.

Para terminar la subseccion introduciremos la nocién de homotopia entre homomor-
fismos de complejos y los resultados bésicos que de ella se derivan. En [Peell, Seccion 6]
se puede encontrar un andlisis més profundo de las homotopias.

Definicion 1.25 (Homotopia entre homomorfismos de complejos) Dos homomorfismos
de complejos de R-médulos ¢,y : (C,d) — (D, 0) se dice que son hométopos (o que ¢ es
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hométopo a v) y se denota por ¢ = v si existe un homomorfismo de R-mdédulos graduados
homolégicamente /i : C — D de grado homoldgico 1 tal que ¢ —w = doh+ hod, que recibe
el nombre de homotopia. Esto equivale a decir que existe una sucesion de homomorfismos
de R-moédulos h; =C; — D;,; tales que ¢; —w; =0;410h;+ hj_10d;, paratodo i € Z.

El siguiente diagrama ayuda a fijar ideas:

Cin

I%+1 P
i+1

Si C y D son complejos multigraduados y ¢ y ¥ son homomorfismos multigraduados
de complejos del mismo multigrado , una homotopia & entre ¢ y ¥ no tiene por qué
ser multigraduada, pero a partir de ella se puede construir otra homotopia k' que si seré
multigraduada de grado B:sedefine h;: @ Ciqa— @ Djqcomo k)= ZN (Pi,a+pohio

aeN”"

acN”" aecN”"
Gi.a), donde g;q : Ciqa — @ C; 4 eslainmersion de la componente de multigrado a y
acN"
Pij: © Dia— Dijaq eslaproyeccion sobre la componente de grado a. Entonces h; es
acN”

un homomorfismo de grado f y se comprueba que ¢; —y; = 0;410 h; + h)_, od;, paratodo
i€e”Z.

Los dos resultados siguientes son el motivo principal por el que nos interesan las homo-
topias. Intuitivamente, el primero ([Peell, Proposicion 6.3]) nos dice que homomorfismos
de complejos hométopos inducen homomorfismos iguales a nivel de la homologia, y su
corolario ([Peell, Teorema 6.4]) nos proporciona una forma de probar que un determina-
do complejo de mddulos es exacto.

Proposicion 1.26 Sean ¢,y : (C,d) — (D,d) dos homomorfismos de complejos de mé6-
dulos. Si ¢ =1 entonces H(¢p) = H(y).

Corolario 1.27 Sea C un complejo de médulos. Si el homomorfismo identidad Id:C — C
es hométopo al homomorfismo 0, entonces C es exacto.

Si somos capaces de obtener la expresiéon de una homotopia & entre Id y 0, para probar
que (C,d) es exacto solo tendremos que verificar que Id; = d;1 0 h} + h_, o d; para todo
i€”Z.

En realidad, los teoremas anteriores son validos en una situacién un poco més general,
en la que a la homotopia no se le pide que sea un homomorfismo de R-mdédulos, sino tan
solo de k-espacios vectoriales, en cuyo caso recibe el nombre de k-homotopia.
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EJEMPLO 1.28

Sea R = k[x]/(x%), que es obviamente un k-espacio vectorial de base {1, x}. Se consi-
dera el complejo de mé6dulos siguiente, donde las diferenciales son todas el producto
por x:

x LY x

CE"'—’Ci_Fl:R*x’Ci:R ClzRLCOZR—’O.

Se define h: C — C tal que paracada i € N, h; : C; — C;+1 estd definido por h;(1) =1
y hi(x) = (1 -x) y es extendido a C; = R como un homomorfismo de k-espacios vecto-
riales. Entonces:

(xhip1+hix) (D) =xhiy (D) +hix(1)=x+1-x)=1

(xhi1+ hix)(x) = xhj (X) + hix(x) =x(1-x) + h;(0) =x.

Por lo tanto h es una k-homotopia entre el homomorfismo identidad y el nulo de C,
luego C es un complejo exacto en virtud del corolario 1.27.

1.2.2 Resoluciones libres multigraduadas

Una vez que hemos introducido las definiciones y las propiedades elementales de los
complejos de modulos, estamos en condiciones de presentar un tipo concreto de ellos,
aquellos complejos exactos sobre un médulo M formados por médulos libres, a los que
llamaremos resoluciones de M, y que son los objetos centrales del estudio topoldgico que
desarrollaremos en los subsiguientes capitulos. Dedicaremos lo que resta de seccion a ex-
poner propiedades algebraicasy ejemplos de resoluciones; la referencia principal es [Peel1].

Definicion 1.29 (Resolucion libre) Se denomina resolucion libre de (o sobre) un R-médulo
finitamente generado M a un complejo por la izquierda sobre M, (F,d), que sea exacto y
tal que M = Fy/Im(d;) y cada F; sea un R-mddulo libre finitamente generado para todo

i=0.
di1 d;

d
Fz=oo—Fin——F—Fi,——F—F>M—0.
Lo anterior se puede resumir diciendo que una resolucién es un complejo por la izquierda
aciclico sobre M, cuyos médulos son todos libres y finitamente generados. Si ademds F es
un complejo (multi)graduado sobre M, se dice que es una resolucién (multi)graduada de
M (en cuyo caso el isomorfismo M = F,/Im(d,) también tiene (multi)grado nulo).

Dada una resolucion libre sobre un R-médulo finitamente generado, las diferenciales
d; vienen representadas por matrices D; cuyos coeficientes son elementos homogéneos de
R. Estas matrices, que obviamente dependen del sistema de generadores elegido en cada
modulo, reciben el nombre de matrices diferenciales.
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Dado un R-mddulo finitamente generado, siempre se podrd construir una resolucién li-
bre sobre él, que serd (multi)graduada si lo era el médulo. Esto es lo que afirma el siguiente
teorema, cuya demostracion constructiva proporciona una suerte de algoritmo para ob-
tener la citada resolucion. Aunque lo enunciaremos en su versién multigraduada, el caso
graduado es completamente anélogo.

Teorema 1.30 (Existencia de una resolucién libre) Todo R-md6dulo M finitamente gene-
rado admite una resolucién libre. Ademads, si M es multigraduado entonces admite una
resolucion libre multigraduada.

Demostracion. Construiremos la resolucion por induccion sobre el grado homolégico i.

Se eligen (en virtud de 1.4) generadores homogéneos de M, m;,...,m,, de
multigrados respectivos «1,..., @,. Se define o = R(—a;)®---®R(—a,).Siey,...,e, sonlos
vectores de la base candnica de F (ndtese que son homogéneos, de multigrados respecti-
vos a1,...,&;), se define

€: .F() — M
ej — m; paral<j<r.

Evidentemente, € es un homomorfismo multigraduado de grado 0 y sobreyectivo, y por lo
tanto JFy £, M — 0 es una sucesion exacta (la definicién de sucesion exacta de médulos
puede encontrarse en [Eis95, pag. 16], un complejo exacto es en particular una sucesion
exacta, y nosotros pretendemos asegurarnos de que la exactitud se cumple en cada paso).

Supéngase que ya se ha construido hasta el médulo F; y su correspondiente diferencial
d;.

Por ser S un anillo de polinomios sobre un cuerpo, que siempre es noet-
heriano (ver la definicién en [Eis95, Seccién 1.4]), se puede aplicar el Teorema de la Base
de Hilbert [Eis95, Teorema 1.2] y se concluye que es noetheriano, y como R es un cocien-
te de S, en particular es imagen homomorfa de S (por la aplicacién de paso al cociente),
y [Eis95, Corolario 1.3] asegurar que es noetheriano. Entonces por ser /; un R-md6dulo
finitamente generado, es noetheriano por [Eis95, Proposicion 1.4], y por definiciéon todo
submodulo suyo es finitamente generado, en particular ker(d;). Se elige f,..., f, un sis-
tema de generadores homogéneos suyos, de multigrados respectivos f,,..., B,. Se define
Fir1=R(=p,)®---® R(—p,). Otra vez se utiliza la base canonica ey, ..., e; de ;1 para de-
finir

Ji+1: Fiv1 — ker(d;) c F;
e, — [; paral<j<s.

De nuevo d;;; es un homomorfismo sobreyectivo de multigrado 0, y al extenderlo a d;; :

Fi+1 — Fi el multigrado es el mismo y por construccién Im(d; ;) = ker(d;), con lo que la
dis d; . .
sucesion Fi —5 F; = Fi_y — -+ — Fy — M — 0 es exacta y el complejo definido

por induccién también lo es. O
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La construccién del paso i + 1-ésimo se puede ver sobre el siguiente diagrama:

d; d;
Fivl ad Fi l Fi-1

dis1
ker(d;)

En el proceso de construccion, si se tienen los generadores (multigraduados en su ca-
so) de M, para hallar los generadores (multigraduados) de cada médulo ker(d;) hay que
resolver los sistemas de ecuaciones lineales (en R) d; (f) = 0, pues como ya hemos dicho
d; viene dada por la matriz diferencial D;. Calcular una resolucién consiste entonces en
resolver repetidamente sistemas de ecuaciones R-lineales. Altn asi, no resulta inmediato
resolver dichos sistemas y surgen algunas preguntas, como el nimero minimo de genera-
dores de los nucleos, c6mo comprobar si cierto conjunto de soluciones generan todas las
demads o si hay un procedimiento para extender en cada paso la sucesion exacta, es decir,

para encontrar, dada B, la matriz C tal que R! < RP B, RY es exacta. El dlgebra lineal re-
suelve este problema si R = k, en nuestro caso mds general lo hacen las bases de Grobner,
a través del algoritmo de Schreyer (ver [Peell, Seccion 23], [Eis95, Seccion 15.5]). Para mds
detalles sobre la interpretacion de las resoluciones en estos términos, ver [Peell, Seccion
5].

No incluiremos ningin ejemplo de construccion de una resolucién por este método
porque resolver los citados sistemas es tedioso si no se recurre al algoritmo de Schreyer, y
presentar la teoria de las bases de Grobner nos desviaria de nuestro objetivo del capitulo
de definir y dar las propiedades elementales de las resoluciones, para el que un ejemplo
explicito de construccién no es demasiado relevante. El lector interesado puede dirigirse a
[Peell, Ejemplo 4.3], donde los sistemas son resueltos heuristicamente.

En general no se puede asegurar que el proceso termine (es decir, que exista m € N tal
que F; = 0 para todo i = m), aunque el Teorema de las Sizigias de Hilbert (teorema 1.45)
garantiza la existencia de resoluciones libres que terminan en el caso de S-mddulos y de
hecho da una cota para m, que serd el nimero de variables del anillo de polinomios S en el
que estemos trabajando.

Es mds, hay una resolucién “mas pequefia” que las demas, que en particular cumplird
esa cota, y a la que llamaremos resolucion libre minimal, que probaremos que es en cierto
modo unica. La minimalidad de dicha resolucién, junto con su unicidad, la hace especial-
mente interesante puesto que se trata de un objeto que contiene la misma informacién (de
interés geométrico, por ejemplo, como anunciamos en la introduccién del capitulo) que
cualquier otra resolucion, sin incluir aquella redundante procedente de la no minimalidad
y con una cierta unicidad. Esto explica que queramos estudiar métodos de minimalizacion
de resoluciones, tanto algebraicos, como veremos en esta seccién, como otros que apro-
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vechan la combinatoria de los médulos y la explotan desde un punto de vista topolégico y
que, si bien no siempre logran su objetivo, tienen utilidad tedrica.

Por comodidad en la notacién a partir de este punto consideraremos en ocasiones que
M = F_1, € = dy y la aplicacién nula es d_;. La siguiente definicién se puede traducir de
nuevo al caso graduado.

Definicién 1.31 (Resolucién libre multigraduada minimal) Sea M un R-médulo mul-
tigraduado finitamente generado y (F, d) una resoluciéon libre multigraduada de M. De-
cimos que F es minimal si, dada una base {gl,...,gs} de F;;; formada por elementos
homogéneos, las imagenes d;;1(g,),...,d;i+1(g,) € F; forman un sistema minimal de gene-
radores homogéneos de ker(d;) c F;, paratodo i = —1.

En principio, habria que comprobar la independencia de la base elegida para asegurar
que la definicién es consistente, pero la siguiente proposicion resuelve este punto, ade-
mas de proporcionar una nocién equivalente de resolucién minimal mucho mas ttil en la
practica, pues es de comprobacion inmediata a la vista de las matrices diferenciales.

Proposicion 1.32 Una resolucion libre multigraduada F de un R-moédulo finitamente ge-
nerado M es minimal si y sé6lo si d;;1(Fi+1) = ker(d;) c mF;, paracada i = —1 (recordemos
que m = (X1,...Xy), el ideal maximal de S).

Este resultado, que se corresponde con [Peell, Teorema 7.3] donde se puede ver la de-
mostracion, implica en particular que una resolucion libre graduada es minimal si y s6lo
si en ninguna de las matrices diferenciales D;, i = —1, aparecen coeficientes que sean uni-
dades de R, es decir, constantes no nulas. Es evidente la utilidad de esta caracterizacién
que nos permite saber, con un simple vistazo a la resolucion (con las matrices diferenciales
sobre las flechas de las diferenciales correspondientes), si es minimal y en caso de no serlo
en qué paso estd la obstruccion.

La siguiente definicion y el teorema que le sigue estdn orientados a probar la unicidad
de la resolucion libre multigraduada minimal y explicar la forma de las obstrucciones a las
que acabamos de hacer referencia. El caso graduado es totalmente analogo.

Definicion 1.33 (Complejo trivial) Llamamos complejo trivial corto multigraduado a to-

do aquel complejo multigraduado de la forma 0 — R(—a) N R(—a) — 0 (obviando los
modulos que son todos nulos). Llamamos complejo trivial multigraduado a todo complejo
multigraduado que sea suma directa (ver definicion 1.24) de complejos triviales cortos (en
los que la parte relevante puede estar en diferentes grados homolégicos).

Teorema 1.34 (Existenciay unicidad de la resolucién libre minimal multigraduada) Sea
M un R-médulo multigraduado finitamente generado.

1. Existe una resolucion minimal multigraduada de M.

2. Si F es una resolucién libre multigraduada minimal de M y G es otra resolucién
libre multigraduada de M, entonces existe un complejo trivial 7 talque G = F DT,
donde el isomorfismo es de multigrado 0.
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3. Dos resoluciones libres multigraduadas de M son isomorfas mediante un isomorfis-
mo de grado 0.

Este teorema es el 7.5 de [Peell]. El apartado 1 se obtiene de la construccion de la re-
solucidn libre multigraduada en la prueba del teorema 1.30 sin més que considerar en ca-
da paso un sistema minimal de generadores homogéneos del nucleo correspondiente, de
acuerdo con la definicion 1.31. El apartado 3 se obtiene inmediatamente del 2 y la demos-
tracion de este es bastante técnica (puede encontrarse en [Peell, Seccion 9]), requiriendo
el uso de las homotopias y del lema de Nakayama 1.11 (en concreto el teorema 1.12, que
se obtiene a partir de €él). Esto se debe a que se precisa que todos los sistemas minimales
de generadores de los mdédulos que intervienen tengan el mismo niimero de elementos, de
ahi que, en un abuso del lenguaje, se les llame bases. Por ello, aunque los complejos y las
resoluciones libres pueden definirse sobre anillos noetherianos conmutativos cualesquie-
ra (e incluso sobre algunos no conmutativos), el concepto de resolucién libre minimal solo
estd bien definido en aquellos en los que se verifica el lema de Nakayama, como es el caso
de los anillos noetherianos locales y de las dlgebras finitamente generadas sobre un cuer-
po y graduadas sobre un semigrupo conmutativo cancelativo positivo, donde se incluye
nuestro estudio.

Laresolucion libre multigraduada minimal de un R-mddulo libre multigraduado finita-
mente generado nos da una descripcién de su “estructura” sin ninguna informacién redun-
dante, pues en el paso 0 estamos dando un sistema minimal de generadores homogéneos
de M, en el paso 1 damos un sistema minimal de relaciones homogéneas entre los gene-
radores homogéneos de M, en el paso 2 encontramos un sistema minimal de relaciones
homogéneas entre las relaciones que habiamos encontrado en el paso 1 y asi sucesiva-
mente hasta que no podamos encontrar mas relaciones. No resulta sorprendente, por lo
tanto, que muchas propiedades de M puedan extraerse de su resolucion libre minimal.
Mais adelante, en la subseccion 1.2.3, volveremos brevemente sobre estas relaciones, a las
que llamaremos sizigias.

A continuacion presentamos un ejemplo de minimalizacion de una resolucion libre

graduada, pues exige menos cdlculos y es igualmente representativo que el caso multigra-
duado.

EJEMPLO 1.35 (Minimalizacién de resoluciones libres)

Sea R = S = klx, y]. Considérese la resolucion libre graduada (solo la parte relevante,
no nula) del ideal I = (x?, xy, y°)

y? y 0 )

x| R=3) [ 2 —)2 o | RC-2)

1 D o x -x*/ © (x* xy »°)
0 —— R(-5) —> R(~4) R(-2)

D >
R(-5) R(-3)
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No es minimal, pues la dltima matriz diferencial tiene un 1 como coeficiente. Sean
f1=(A,0,0), £, =(0,£,0), f5 = (0,0, f3) elementos de una base de R(-3) ® R(-4) &
R(-5) (conlo que fj es un generador de R(—3), f> de R(—4) y f3 de R(-5)). Cambiamos

labasea{g,, g, g3} deformaque g, = f,, 8, = f, V83 =y*f1+xf,+f3 Enlanueva
base la resolucion es

0 -y 0 O
o| B3 |5 2 o R-2
1 ® 0o x 0 & (& xy
0 —— R(=5) —— R(~4) R(-2) I 0.
D &)
R(=5) R(-3)

Esta resolucion es suma directa del complejo trivial corto
0 — R(-5) — R(-5)—0

cuya parte relevante estd situada en los grados homolégicos 2 y 3, y la resolucion li-
bre graduada minimal (pues ya no hay constantes no nulas en los coeficientes de las
matrices diferenciales) siguiente:

-y 0
x -2 R(-2)

R(=3) (o «x ® (& xy )

0o — & R(-2) I 0.
R(-4) D
R(-3)

El proceso de extraer el complejo trivial corto de la resolucion original como en el ejemplo
se llama de cancelacion consecutiva, y en este caso se dice que las dos copias de R(-5) se
cancelan. Esta cancelacion no se puede hacer siempre que en dos médulos consecutivos
tengamos una componente homogénea del mismo grado: obsérvese que en la resolucion
minimal en los grados homoldégicos 1 y 2 hay una componente R(—3), pero no por ello se
cancela (de hecho, puesto que la resolucién ya es minimal, no debe hacerse si se quiere
seguir teniendo una resolucion).

Este ejemplo no solo ilustra la existencia de una resolucién minimal, como ya asegu-
raba el teorema 1.34, sino que proporciona un método préctico, el de las cancelaciones
consecutivas, para obtener una resolucion libre (multi)graduada minimal de un médulo
concreto a partir de una resolucion libre graduada suya cualquiera: basta con repetir el
proceso de cancelacién consecutiva tantas veces como sea necesario, evidentemente a lo
sumo un nimero finito si la resolucién de la que partiamos era finita (lo cual puede su-
ponerse en el caso de S-moédulos, en virtud del Teorema 1.45 de las Sizigias de Hilbert, en
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particular serd finita la que proporciona el algoritmo de Schreyer). Tenemos por lo tanto
un procedimiento de minimalizacién algebraico que funciona siempre para ejemplos con-
cretos; aun asi en los siguientes capitulos nuestro objetivo serd dar otros métodos que, si
bien no son aplicables a médulos cualesquiera y no siempre tienen éxito, aportan aspectos
tedricos relevantes pues permiten el tratamiento conjunto de familias de médulos.

El siguiente resultado relaciona las resoluciones libres de un médulo y de su correspon-
diente mo6dulo cociente, lo que en particular es cierto para un ideal y el anillo cociente que
le corresponde. Pese a su sencillez, resulta de gran utilidad.

Proposicién 1.36 Sea M un submédulo finitamente generado del R-mdédulo libre R®. En-
tonces

dH—l

e T L R F L — e — R RS M —0

es una resolucion libre de M siy solo si

dH—l

e Fn ML A — R RS R — RIM—0

es una resolucion libre de R*/ M, donde el homomorfismo R® — R*/M es el de paso al
cociente.

En el caso (multi)graduado, considerando las correspondientes (multi)graduaciones en
los médulos que intervienen inducidas por la de R, una resolucién es minimal graduada si
y solo silo es la otra.

Demostracion. Es consecuencia directa de que Im(e) = M y por lo tanto coincide con el
nucleo de la aplicacion cociente. O

1.2.3 Sizigias

En la subseccién anterior ya introdujimos la nocién de sizigias de un sistema minimal
de generadores de un mddulo como las relaciones homogéneas entre dichos generado-
res. Aunque este es el caso verdaderamente importante, podemos considerar las sizigias
también en la situacion mas general en la que no requerimos la minimalidad. En esta sub-
seccion veremos como surgio la nocion de resolucion y la teoria que la rodea, destacando
los paralelismos con lo que ya hemos visto en la subseccién anterior.

Definicion 1.37 (Sizigias) Sea M un R-mddulo finitamente generado. Llamamos sizigia
del sistema de generadores {fi,..., fs} de M a cualquier elemento (ay, ..., as) € R® tal que
ayfi+---+asfs =0. En ocasiones también llamaremos sizigia a la relacion, por extension.
Denominamos mddulo de sizigias del sistema al R-mo6dulo

Siz(fl,...,fs):{(al,...,as)eRS . alf1+"'+asfs:0}.

Efectivamente Siz(fi,..., f;) es un R-moédulo, puesto que evidentemente coincide con
el nicleo del aumento en una resolucién libre de M, y si M es (multi)graduado y el sis-
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tema de generadores es homogéneo, segiin la construccién de la demostracién del teore-
ma 1.30 (paso i = 0) el m6dulo Siz(f,..., f;) es (multi)graduado, y tenemos sizigias (mul-
ti)graduadas.

El célculo del modulo de sizigias de un sistema de generadores de un médulo dado no
es, por tanto, mas que el primer paso de la construccion de una resolucién libre de dicho
modulo, que se completa con la nocion de presentacion.

Definicion 1.38 Sea M un R-médulo finitamente generado. Llamamos presentacion de M
respecto del sistema de generadores {fi, ..., f;} a todo homomorfismo ¢ : R* — R® tal que,

sie: R® — M es el aumento (es decir, €(e;) = f;), entonces la sucesion R’ LREM—0
es exacta, es decir, Im(¢) = ker(e) = Siz(fi,..., fs). Ala matriz de ¢ en las bases canénicas se
la denomina matriz de la presentacion.

Si M es multigraduado y los generadores son homogéneos, se puede considerar la pre-
sentacion multigraduada escribiendo los médulos libres correspondientes como sumas di-
rectas de R con la multigraduacién desplazada cuanto sea necesario, al igual que se hacia
en la demostracion del teorema 1.30 (de la que aprovechamos la mayor parte de la nota-
cion).

Obviamente, lo que aqui llamamos presentacion no es méas que la diferencial d,, y cal-
cular la presentacion es lo mismo que construir el paso 1 de la resolucion, solo hay que
encontrar unos generadores {g,,...,g,} del médulo Siz(fi,..., f;) para obtener una pre-
sentacion ¢ : R" — R® dada por plej) = 8 j €1{1,..., t}. Reciprocamente, dada una pre-
sentacion ¢ : R — R, {p(e1),...,p(e)} es un sistema de generadores de Siz(fi,..., f5) y
por lo tanto las columnas de la matriz de la presentacion generan el modulo de sizigias.

Tal y como hemos adelantado, un sistema de generadores de un modulo junto con sus
sizigias (es decir, una presentaciéon del médulo) determinan su estructura, es el sentido que
establece la siguiente proposicion.

Proposicién 1.39 Sean My N dos R-médulos generados por {fi, ..., fs} v {g1,-.., &s} res-
pectivamente, tales que ¢ : RY — R® es una presentacion de ambos respecto de estos sis-
temas de generadores (el que le corresponda en cada caso). Entonces M = N. En el caso
(multi)graduado el isomorfismo es de (multi)grado 0.

Demostracion. Obsérvese que M = R¥/Siz(fi,..., fs) = R*/Im(p) = R*/Siz(g1,...,8s) =N
O

Después de lo visto en la subseccién anterior, el lector ya sabe que este proceso se
puede repetir hasta agotar todas las relaciones, completando asi una resolucioén libre. En
los términos en los que estamos trabajando ahora, dado un R-md6dulo M generado por
{f1,..., fs} se calcula su médulo de sizigias Siz(fi, ..., fs) y se construye una presentacion
@:R" — R%, de forma que {g1,..., 8:} = {p(e1),...,p(e;)} es un sistema de generadores de
Siz(f1,..., f5). Ahora se puede calcular el médulo de sizigias de este dltimo médulo respec-
to de dicho sistema de generadores, Siz(gl, . gt), al que llamaremos segundo médulo de
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sizigias de M respecto de {fi,..., fs}; sus elementos recibirdn el nombre de segundas sizi-
gias(de M respectode {fi, ..., fs}). Al construir una presentacién de Siz(fi, ..., fs) se obtiene
una sucesion exacta de modulos y homomorfismos

RRLR LR S M—o,

con lo que se tienen los dos primeros pasos de una resolucion libre de M. Repitiendo el
proceso se obtiene el i-ésimo médulo de sizigias de M respecto de {fi,..., fs}, a cuyos ele-
mentos llamamos i-ésimas sizigias (de M respecto de {fi,..., fs}), y asi hasta que sea el
modulo nulo, en cuyo caso habremos completado la parte relevante de la resolucidn libre.
En el caso (multi)graduado todo funciona como esperamos.

Noétese que tras la proposicion 1.39 cobra formalidad la idea intuitiva que ddbamos en
la subseccion previa de que la resolucion determinaba la estructura del médulo. En el pri-
mer paso, el primer médulo de sizigias determina la estructura del médulo, pero a su vez
el segundo mdédulo de sizigias determina la estructura del primer médulo, y asi sucesiva-
mente hasta que un modulo de sizigias sea nulo.

Hemos insistido (quizds demasiado) en la dependencia de las sizigias del sistema de
generadores elegido de nuestro médulo. En efecto, esta dependencia es fuerte, pero atn asi
podemos relacionar los médulos de sizigias de un cierto médulo respecto de dos sistemas
de generadores diferentes (que pueden tener incluso distinto ntimero de elementos).

Definicion 1.40 Dos R-moédulos M y N son equivalentes si existen R-mddulos libres Ly
L'talesque Mo L=Neo L'

Proposicién 1.41 Sean M y N dos R-médulos generados por {fi,..., fs} y {g1,..., g} res-
pectivamente. Si M y N son equivalentes, entonces Siz(fi, ..., fs) y Siz(g1,..., §¢) también
lo son.

Esta proposicién, cuya demostracion puede encontrarse en [Marl3, Proposicion 1.24],
es aplicable en particular cuando M = N.

A pesar de este resultado, aun estamos lejos de lograr una cierta unicidad en los médu-
los de sizigias que implicaria unicidad en la resolucién, como la que tenemos en el caso de
la resolucion minimal. Es por esto que ese sigue siendo el caso més interesante, y lo que
motiva que al hablar de sizigias nos refiramos en general a las relativas a un sistema mini-
mal de generadores, ya sea del médulo original en el caso de las primeras o del médulo de
sizigias precedente en el caso de las siguientes, en consonancia con la siguiente definicion.

Definicion 1.42 (Sizigias en el caso minimal) Sea M un R-mddulo (multigraduado) fi-
nitamente generado y F su resolucién libre minimal (multigraduada). Llamamos i-ésimo
médulo de sizigias (multigraduado) de M al submédulo Siz; (M) := ker(d;—;) = Im(d;) =
coker(d;;+1) € Fi_1, para i > 0. Sus elementos reciben el nombre de i-ésimas sizigias (mul-
tigraduadas). Frecuentemente a las primeras sizigias las llamamos simplemente sizigias.
Por comodidad en la notacién muchas veces se define también Sizo (M) = M.
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A partir de esta definicién y de las propiedades de las resoluciones libres minimales se
deducen los hechos siguientes.

Lema 1.43 Sea F es laresolucion libre minimal (multigraduada) de un R-mdédulo (multi-
graduado) finitamente generado M. Entonces:

@ - — Fin di, Fi &, Siz; (M) — 0 es la resolucién libre minimal (multigraduada)

de Siz;(M), para todo i = 0.
(ii) Siz;(Siz;(M)) = Siz; j(M).
(iii) Para cada i =0 se tiene la sucesién exacta corta
0 — Siz;41 (M) — Fy 2 Siz; (M) — 0

y el complejo por la izquierda exacto

. di—
0 — Siz; (M) — Fj_1 == Fj_p— - — Fo=>M—0.

El siguiente teorema, que se puede encontrar en [Peell, Teorema 10.2], es obvio des-
pués de lo que ya hemos visto en esta subseccion y la anterior.

Teorema 1.44 Sea F una resolucién libre minimal (multi)graduada del R-md6dulo M. Pa-
racada i =0si fi,..., f forman una base de F; entonces los elementos d;(f1),...,d;(fp)
forman un sistema minimal de generadores homogéneos de Siz; (M).

Estamos en condiciones de enunciar con precision el ya anunciado Teorema de las Si-
zigias de Hilbert, que implica la finitud de las resoluciones libres minimales, y de hecho
proporciona una cota para su longitud (recuérdese la definicién 1.15 de longitud de un
complejo por la izquierda sobre un médulo, que evidentemente puede aplicarse a las reso-
luciones).

Teorema 1.45 (de las Sizigias de Hilbert) Sea S = k[xy,...,x,]. La resolucion libre mini-
mal (multi)graduada de un S-mdédulo (multi)graduado finitamente generado es finita 'y su
longitud es a lo sumo n.

Se conocen varias demostraciones de este resultado, todas ellas de una cierta dificul-
tad y extension, por lo que para evitar apartarnos aiin mas del objetivo de este trabajo no
incluiremos ninguna. No obstante, este es el teorema 15.2 de [Peell], y alli se puede en-
contrar una demostracién homoldégica en la que intervienen el funtor Tor y el complejo
de Koszul. Otra demostraciéon constructiva en términos de bases de Grobner, mediante el
algoritmo de Schreyer, puede encontrarse en [Eis95, Seccion 15.5], libro en el que se esbo-
zan otras pruebas. Ambas demostraciones estdn bien detalladas en los capitulos 2 y 3 de
[Mar13] respectivamente, trabajo en el que este teorema es protagonista.
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1.3 NUMEROS DE BETT!I

Ahora que hemos presentado los objetos algebraicos fundamentales de nuestro estu-
dio, que son las resoluciones libres de médulos, nos interesa manejar la minima cantidad
de informacién posible. Ya hemos dado un primer paso en este sentido al definir las reso-
luciones libres minimales y demostrar su unicidad salvo isomorfismo. Ahora queremos ir
mas alld y, partiendo ya de una resolucién libre minimal, definir los niimeros de Betti, que
son una coleccién de naturales que contienen la informacion esencial sobre los médulos
de cualquier resolucién libre minimal de un médulo, y por lo tanto de cualquier resolucion
libre suya. En este sentido son una suerte de invariantes del médulo, como resulta obvio
del hecho de que “casi” lo fuera su resolucién libre minimal.

La principal referencia para esta seccién es de nuevo [Peell, Secciones 11 y 12]. Las
notaciones seran las mismas que en las secciones previa.

Definicion 1.46 (Nimeros de Betti) Sea JF una resolucion libre minimal multigraduada
de un R-m6dulo multigraduado finitamente generado M.

» Se define el i -ésimo niimero de Betti de M sobre R como ﬁf(M) =rg(F;), dondergde-
nota el rango del R-mddulo libre (ver [Eis95, Seccion 0.3] para la definicién de rango
de un modulo libre).

s Escribiendo F; = @ R(—a)%e (ver teorema 1.13), se definen los niimeros de Betti
acN”"

multigraduados de M sobre R como ﬁfa(M) =cigparai=0, acN",

» Andlogamente se puede trabajar en el caso graduado, y si F; = @ R(—p)“» se de-
peN

finen los niimeros de Betti graduados de M sobre R como ,Bf p(M) =cipparai =0,
p €N (que de nuevo serdn finitos por ser los F; finitamente generados).

En ocasiones, nos referiremos a los primeros nimeros de Betti que hemos definido co-
mo numeros de Betti totales, para diferenciarlos de los graduados y multigraduados. Cuan-
do el contexto determina univocamente el anillo R, podemos escribir simplemente ; (M),

Bi,a(M)y Bi,p(M).

Del hecho de que la multigraduacion estdndar sea un refinamiento de la graduacién es-

tandar se deduce inmediatamente que ﬁf p (M)= ) ﬂf « (M) ylas definiciones anteriores
’ lal=p "~

implican que f¥(M) = ¥ ﬁfp(M): X Bie(M).
peN” " aeN? 7’

Definicion 1.47 (Dimension proyectiva) Se define la dimension proyectiva de M sobre R
como dpy(M) =max{i € N: R (M) #0}.

De nuevo si el anillo R estd determinado por el contexto podemos omitir la referencia
explicita al mismo en la notacién. Nétese que en particular dpp (M) = long(F), y el Teorema
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1.45 de las Sizigias de Hilbert puede expresarse en términos de la dimensién proyectiva del
modulo (de hecho suele hacerse asf).

Los nimeros de Betti nos proporcionan gran parte de la informacién contenida en la re-
solucion libre minimal de un cierto médulo, pues a partir de ellos obtenemos los médulos
libres de que consta, con lo que solo faltarian por determinar las diferenciales. Los niimeros
de Betti graduados y especialmente los multigraduados proporcionan atin méas informa-
cién, como cabe esperar, pues determinan los desplazamientos en las (multi)graduaciones
de los mdédulos libres, y las matrices diferenciales tendran como coeficientes monomios
(en el caso multigraduado) que si son no nulos estardn determinados, salvo producto por
constante, por los multigrados de los elementos de las bases de los mddulos libres de la
resolucion.

Para muchas familias de mé6dulos no sabemos calcular todos sus nuimeros de Betti, con
lo que a menudo tendremos que conformarnos con obtener cotas para ellos y saber cuan-
do son no nulos. A partir del Teorema de las Sizigias de Hilbert (teorema 1.45) podemos
deducir algunas de las més sencillas para el caso de S-m6dulos. Algunas obvias son, por
ejemplo, B3 (M) < max{f;(M) : i < dpg(M)} y el hecho de que (M) =0 < i > dpg(M).
Estas propiedades limitan los nameros de Betti totales “por arriba”, es decir, proporcionan
informacién sobre el punto a partir del cual son todos nulos. En el sentido contrario va
la siguiente proposicién, que se refiere a los nimeros de Betti graduados y los limita “por
abajo”. Se corresponde con la proposicién 12.3 de [Peell], donde se puede encontrar una
demostracion.

Proposicion 1.48 Seac= r{rllin }{deg(mj)}, donde {m;,..., m,;} es un sistema minimal de
Jeil,..,r

generadores homogéneos de M (recordemos que c es independiente del sistema minimal
de generadores elegido, en virtud del teorema 1.12). Entonces ﬁfp(M) =0sip<i+ec.

Esta proposiciéon nos proporciona, fijado un grado homolégico i, una “cota inferior”
para los nimeros de Betti graduados no nulos. Para el estudio de las “cotas superiores” de
los mismos, se introduce la siguiente nocion.

Definicion 1.49 (Regularidad de Castelnuovo-Mumford) Sea M un R-mddulo graduado
finitamente generado. Se define su regularidad de Castelnuovo-Mumford, o simplemente
su regularidad, como regy(M) = méax{j eN:3jeN con & (M) #0}.

i,i+j

La proposicion anterior explica que consideremos ,3? i+j(M)yno simplemente ,Bf j (M.

Teniendo esto en cuenta, los nimeros de Betti graduados suelen organizarse en una tabla,
comunmente llamada diagrama de Betti, con la disposicion siguiente, en la que las colum-
nas se corresponden con un cierto grado homolégico y las filas con la suma de los grados
homoldgico e interno correspondientes.
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Bo B B2 ... Pa O

0 | Boo P11 B22 ... Paa O
1 [ BPox P12 P23 ... Paan O
2 | Po2 P13 P24 ... Paa+2 O
3 | BPos Pra P25 ... Pad+s O
r | for PBri+r B22+4r - PBaa+r O
r+1 0 0 0 ... 0 0

El motivo de que el nimero de Betti graduado que aparece en la posicion (j, i) del dia-
grama sea ,Bf i ].(M) en lugar de ,Bf ].(M) es que, en virtud de la proposicion 1.48, si repre-
sentdramos estos ultimos todas las posiciones por encima de la diagonal serian nulas, con
el consiguiente desperdicio de espacio que ello conlleva. El hecho de que cada médulo de
la resolucién libre minimal de un S-médulo M sea libre y de rango finito garantiza que
podemos organizar todos sus numeros de Betti graduados en un diagrama de Betti fini-
to, cuyo numero de columnas con algin elemento no nulo estd acotado por la dimension
proyectiva d = dpg(M), y cuyo namero de filas (también con algin elemento no nulo) esta
acotado por la regularidad de Castelnuovo-Mumford, r = regq(M). Evidentemente podria-
mos organizar andlogamente los nimeros de Betti multigraduados, pero necesitariamos
una tabla de més de dos dimensiones.

EJEMPLO 1.50

Volviendo al ejemplo 1.35, habiamos obtenido una resolucién libre minimal del ideal
I= (xz,xy,y3) de S = k[x, yl:

-y 0
x —v2| R(=2)
R=3) Lo «x ® (¥ xy ¥
0o — & R(-2) I 0.
R(-4) @
R(-3)

El diagrama de Betti de I tal y como lo hemos descrito arriba sera entonces el de la
izquierda, aunque frecuentemente se escribe como a la derecha, para economizar es-

pacio.
3 2
0[0 0 3 2
110 O 212 1
212 1 3|1 1
3|1 1
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Al trabajar con ejemplos concretos podemos obtener cotas superiores para los nimeros
de Betti de un cierto médulo a partir de cualquier resoluciéon suya, y dichas cotas seran mds
ajustadas cuanto mas proxima esté la resolucion de ser minimal. Esto lo formalizamos en
el lema siguiente.

Lema 1.51 Sea G una resolucién multigraduada cualquiera de un R-médulo M, de forma

que sus modulos pueden escribirse como G; = @ R(-~a)lic yGi= @ R(-p) lip entonces
aeN" peN

se cumple que:

= BR(M) <1g(G)).
. ﬂfa(M) <liqgparai=0, acN".

. ﬁfp(M) <ljpparai=0,peN.

Esquema de la demostracion. La idea de la prueba se basa en que dada una resolucion
multigraduada de M, siempre podemos obtener de ella una minimal aplicando cancela-
ciones consecutivas (recuérdese el ejemplo 1.35), que en todo caso eliminan sumandos di-
rectos de cada modulo, nunca los afiaden, con lo que, de modificarse, los /; o solo pueden
disminuir, y por lo tanto lo mismo les ocurrird alos /; , y rg(G;). O

1.4 EJEMPLOS: IDEALES Y MODULOS MONOMIALES

Ya hemos adelantado en varias ocasiones que nuestro objetivo en este trabajo es apli-
car a unos objetos algebraicos, las resoluciones de R-moddulos, técnicas topoldgicas que
nos permitan conocer mas cosas sobre ellas. Pero no es posible aplicar dichas técnicas a
cualquier R-mddulo, sino que necesitaremos que tenga una cierta estructura combinato-
ria, concretamente que sea monomial. A la presentacion de los ideales monomiales de-
dicaremos esta seccion, para continuar introduciendo el ejemplo de resolucién que en el
capitulo 4 serd objeto de aplicacion de las técnicas que expondremos principalmente en el
capitulo 3, la resolucién de Taylor. Terminaremos generalizando ligeramente la nocién de
ideales monomiales a la de m6dulos monomiales, para los que también sera vélida gran
parte de la teoria de los capitulos posteriores. Las referencias bésicas para esta seccién son
[CLO97] y [HH11].

Pese a que probablemente el lector ya las conozca, daremos las definiciones de mono-
mios e ideales monomiales en el anillo S = k[xy,...,x,].

Definicion 1.52 (Monomios e ideales monomiales) Se definen los monomios de S como
los elementos de la forma m = x%, donde a € N". Se dice que un ideal I c S es monomial si
I puede ser generado por una coleccién de monomios. Se dice que n = xP divide a m = x®
y se escribe n|m si Eﬁlg"‘, es decir, B < ar para k=1,..., n. Se define en ese caso el cociente
m/n=x%/xP=x*PFes§, conloquesi n|mentonces m= (m/n) - m.
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Aunque no entraremos en ello, una de las propiedades mas interesantes de los mo-
nomios de S es que pueden ordenarse siguiendo un orden monomial, lo que, entre otras
cosas, nos permite generalizar el algoritmo de divisién euclidea al anillo S, pese a que
S = k[x1,...,X;] no sea un dominio euclideo si n = 2. Puede encontrarse mas informacion
sobre esto en [CLO97, Capitulo 2, secciones 2y 3].

Los ideales monomiales juegan, pese a su sencillez, un papel importante dentro del
Algebra Conmutativa y como ya anunciamos poseen una estructura combinatoria que ex-
plotaremos en el préximo capitulo.

Ademads son ideales homogéneos de S al considerar la multigraduacién estdndar, con
lo que son aplicables los resultados de la seccién 1.1, en particular la proposicion 1.5y
el teorema 1.12. Dichos resultados son completados con otras propiedades especificas de
estos ideales, lo que hace que sean objetos muy manejables.

Lema 1.53 Sea I c S un ideal monomial generado por monomios {n;} jyseame Sun
monomio. Entonces m € I siy solo si nj|m para algin j € J.

Este lema aparece enunciado y demostrado en [CLO97, Capitulo 2, seccién 4] como
Lema 2, y alli remitimos al lector interesado en la prueba.

Lema 1.54 (Lema de Dickson) Sea I c S un ideal monomial generado por monomios
{ni},.,- Entonces existen ji,..., js € J tales que I = (n;,,..., n;,).

Demostracion. Basta con aplicar el Teorema de la Base de Hilbert [Eis95, Teorema 1.2] pa-
ra deducir que S es noetheriano (por serlo k), y se deduce el resultado de la proposicion
1.4. No obstante, el Teorema de la Base de Hilbert es un resultado considerablemente mas
fuerte que el Lema de Dickson, y una demostracién directa puede encontrarse en [CLO97,
Capitulo 2, seccién 4], Teorema 5. O

Y finalmente, tenemos el siguiente corolario, que es la interpretacion del apartado 2 del
teorema 1.12 en este caso particular y que nos interesard mds adelante, pues serd el que
nos permita el tratamiento combinatorio de los ideales monomiales.

Corolario 1.55 Todo ideal monomial I c S admite un Gnico sistema minimal finito de
generadores formado por monomios, que denotaremos por MinGen([).

Demostracion. Los resultados que acabamos de presentar nos permiten dar otra demos-
tracion sin utilizar el teorema 1.12 y por lo tanto el Lema de Nakayama. Por el Lema de
Dickson siempre podemos encontrar un sistema finito de generadores de I formado por
monomios. Supongamos que tenemos dos que ademds son minimales, por el lema 1.53 los
elementos de uno dividen a los del otro y por minimalidad deben coincidir. O

Estamos en condiciones de presentar la resolucion de Taylor, introducida por Diana
Taylor en su tesis doctoral [Tay66], dando por conocidas las nociones bdésicas sobre édlge-
bras exteriores y las graduaciones de sus médulos, que funcionan de la forma esperada.
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Estas cuestiones no van a tener demasiada relevancia (de hecho podriamos definir los mé6-
dulos del complejo de Taylor de una forma no tan precisa evitando la nocién de élgebra
exterior, como se hace en [Eis95, Ejercicio 17.11]); el lector interesado puede encontrar mas
informacién en [HH11, Capitulo 5].

Definicion 1.56 (Complejo de Taylor, version algebraica) Sea I un ideal monomial en el
anillo S con MinGen([J) = {ml, . mq} (el conjunto ordenado) y consideremos el S-médulo
libre S7 con base {ey,...,e,}. Se define el complejo de Taylor T; sobre S/I de la forma si-
guiente:

w Tri= A*1S9 parai=—-1,..., g, que serd un S-madulo libre del cual los elementos
e =ej A---Aej,, forman una base, donde J = {ji <... < jis1} € {1,...,q} (nétese
que tiene cardinal i + 1).

» Ladiferencial d;:7;; — 7T1,i-1, parai =0,..., g, se define como
i+1 . .
mcm(m;,,...,mj,,,)

diley) = di(ej A---nej,) = ) (~D)P7
p=1

mcm(mjl,...,mjp,...,mjm)
donde m;, y €;, indican la omisi6n de los correspondientes términos.

En cuanto a las graduaciones internas del complejo, la graduacion estandar viene dada por
deg(ej, A---Aej,) = deg(mem (mj,, ..., m;,)) mientras que la multigraduacion estd defini-
da por mdeg(ej, A---Aej,) =mdeg(mcm (mj,,...,mj,)), de forma que las diferenciales son
homogéneas.

Notese que si en vez de comenzar en i = —1 omitiéramos este primer paso e hiciéra-
mos la construccién anterior para i = 0 el complejo de médulos anterior no lo seria sobre
S/1, sino sobre I, al considerar el aumento adecuado. En los siguientes capitulos las reso-
luciones que construyamos serdn todas sobre el ideal, y no sobre el cociente, pero sirva lo
anterior para entender como se puede pasar de un caso al otro sin dificultad.

Probar mediante procedimientos algebraicos que el objeto que hemos definido es efec-
tivamente un complejo de médulos es engorroso, y méds ain demostrar que es una resolu-
cién, conocida como resolucion de Taylor. En [Peell, Seccion 26] se puede encontrar la
construccion junto con una indicacién para probar que es un complejo de médulos, aun-
que para la demostracion de que es una resolucion libre de S/ I utiliza aspectos combinato-
rios similares a los que describiremos en el siguiente capitulo, y que nos permitirdn probar
las dos cosas de forma mads sencilla. Para ver una demostracion puramente algebraica el
lector puede acudir a [HH11, Secci6on 7.1].

Este método proporciona siempre una resolucién multigraduada facil de manejar dado
un sistema minimal de generadores formado por monomios de un ideal monomial. Sin
embargo, esta resolucion estd, en general, lejos de ser minimal, pues de hecho su longitud
coincide con el nimero de generadores del sistema minimal, por lo que puede incluso
superar la cota dada por el Teorema de las Sizigias, como ocurre en el ejemplo siguiente.



1.4. EJEMPLOS: IDEALES Y MODULOS MONOMIALES 37

De hecho, el interés que tiene para nosotros es que sera el punto de partida del algoritmo
de minimalizacién de resoluciones que presentaremos en el capitulo 4.

EJEMPLO 1.57

Si volvemos al ejemplo 1.35, la resolucion libre de partida de I, donde S = k[x,y] e
I=(x%x N2 y3) nos proporciona una resolucion libre de S/1,

s -y 0y
| R [ x 32 o | R-2)
2

1 © o x -x & (x* xy ¥?)
0 —— R(-5) —— R(-4) R(-2) S SIT,
@ S
R(-5) R(-3)

que es precisamente la resolucion de Taylor de S/1, aunque no lo demostraremos aho-
ra. No solo no es minimal, sino que supera la cota de longitud impuesta por el Teorema
de las Sizigias de Hilbert.

Segun el lema 1.51, la resolucion de Taylor proporciona una cota para los nimeros de
Betti del cociente de S por un cierto ideal monomial.

Corolario 1.58 Sea I c S un ideal monomial generado minimalmente por s monomios.
Entonces f;(S/1) < ( l.jl) parai=0,...,s (ylos siguientes serdn obviamente nulos).

Demostracion. El resultado se sigue inmediatamente del lema 1.51 sin mds que tener en
cuenta que el rango del médulo libre 7;; es precisamente ( l.il). O

El complejo de Taylor se puede “podar” (esta palabra cobrard un sentido mucho més
preciso en el capitulo 4) para obtener un complejo que de hecho es una resolucién mas
cercana a la minimal también en el caso de ideales monomiales. Lyubeznik introdujo esta
resolucion, que lleva su nombre, en su tesis doctoral. En el articulo [Lyu88] puede verse la
demostracion de que es, en efecto, una resolucion.

Definicién 1.59 (Complejo de Lyubeznik) Sea I un ideal monomial en el anillo S con
MinGen(I) = {m,,...,m,} (el conjunto ordenado). Consideremos el subcomplejo sobre
S/1 Ly de Tr, lamado complejo de Lyubeznik, tal que L ; es el S-submédulo libre de 77 ;
del cual los elementos e; = ej, A--- A ej,,, forman una base, donde J = {j1 <...< j,-+1} c
{1,...,q} cumple que para todo k < i + 1 y para todo ¢ < j, el monomio m; no divide a
mem(mj,, mj, ,,...,mj,,, ). Las diferenciales se toman obviamente como restricciones de
las de 77.

Es posible extender la nocion de ideales monomiales al anillo de polinomios de Laurent

T=k [xlil, o xE] = @ kx® sin mas que generalizar la definicién de monomios permi-
acZ"
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tiendo exponentes negativos. Como 7 tiene una estructura de médulo sobre S, diremos
que una de tales extensiones de los ideales monomiales es un médulo monomial.

Definicion 1.60 (Médulo monomial) Un S-mdédulo M se dice que es un modulo mono-
mial si es un submoédulo de T generado por una coleccién de monomios de la forma x%,
donde a € Z".

Debemos advertir al lector que en la literatura especializada hay otro concepto que apa-
rece también con el nombre de S-mdédulo monomial. Se obtiene a partir de otra generaliza-
cién del concepto de monomio, en la que en lugar de permitir exponentes negativos deci-
mos, intuitivamente, que un monomio en el médulo libre S es un monomio (en el sentido
tradicional) en una posicion, y todas las demads son nulas (més formalmente, un monomio
de S es el producto de un monomio de S por un elemento de la base del médulo libre S™).
Aunque es més natural llamar médulo monomial a un médulo generado por una coleccién
de monomios de este tipo que a los que nosotros hemos dado ese nombre, por comodidad
utilizaremos esta terminologia, ya utilizada en [BS98] y en [OW07]. M4s detalles sobre los
otros m6dulos monomiales pueden encontrarse en [CLO98, Capitulo 5].

Elimpedimento que tenemos en el caso de médulos monomiales para que la estructura
combinatoria sea lo suficientemente rica para llevar a cabo lo que nos disponemos a ha-
cer en el capitulo siguiente se manifiesta en lo relativo al sistema minimal de generadores
formado por monomios. Para ello se introducen los médulos monomiales co-Artinianos, a
los que se puede generalizar cuanto veremos mas adelante, y cuya definicion y propiedades
pueden encontrarse en [BS98, Seccion 1] y en [OW07, Seccién 2.5]. Basicamente son sub-
modulos que cumplen las tres condiciones siguientes, que son equivalentes para cualquier
S-submo6dulo monomial M de T:

1. M esta generado por sus monomios minimales, los elementos del conjunto

p x* :
X"eM:—¢Mparai=1,..,ng.

1

2. No existe ninguna sucesion decreciente (para la relacion de divisibilidad) de mono-
mios de M no estacionaria.

3. Paratodo @ € Z" el conjunto de los monomios de M de grado < « es finito.

Para terminar la seccion y el capitulo vamos a introducir un lenguaje que nos permitird
manejar los ideales monomiales en términos de los exponentes de los monomios que per-
tenecen a él, apoydndonos en la unicidad del sistema minimal de generadores formado por
monomios, y que nos acercard al enfoque combinatorio que precisaremos en el siguiente
capitulo.

Definicién 1.61 Se definen los siguientes objetos:
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1. Un semigrupo afin A es un subsemigrupo finitamente generado del semigrupo N".
Un semigrupo afin A induce un orden parcial sobre N” de forma que & < f siy solo
si @+ A = B para algin A € A. Se denota por (N, A) a dicho conjunto parcialmente
ordenado.

2. Sea k un cuerpo, un anillo R se dice que es un anillo de semigrupo afinsi R = k[A] (la
k-éalgebra de semigrupo, ver [CP01, Seccién 4]) es el subanillo de S = k[x3, ..., x;] con
k-base dada por los monomios EA = xih . -x%" paraA = (A4,...,1,) € Aunsemigrupo

afin.

En el contexto de los ideales monomiales, lo tiinico que estamos haciendo es pasar del
mundo de los monomios al de sus exponentes, ya que evidentemente describen el mis-
mo objeto. Los generadores del semigrupo afin no son mds que las n-uplas de enteros que
juegan el papel de exponentes (0o multigrados) de los monomios del sistema minimal de
generadores, con lo que el semigrupo al completo es el conjunto de multigrados posibles
de todos los monomios del ideal, y el anillo de semigrupo afin es el propio ideal monomial,
que obviamente serd multigraduado. El orden parcial definido por el semigrupo sobre N”
es inducido por la relacién de divisibilidad entre los monomios. Estas estructuras nos per-
miten trabajar en un contexto un poco mdas amplio que el de los ideales y médulos mo-
nomiales (la adaptacién del lenguaje a estos es inmediata, sin més que sustituir N por Z),
aunque estos serdn los casos que tendremos en mente a lo largo de la memoria.



CAPITULO

AMALGAMA

Si el primer capitulo lo dedicamos al Algebra, en este les ha llegado el turno a las otras
dos dreas que se entremezclan en nuestro estudio, la Topologia y la Combinatoria. Inicia-
remos el capitulo desde un enfoque puramente topolégico, definiendo objetos sin relacién
aparente con las resoluciones que hemos tratado en el capitulo precedente, como son los
CW-complejos, y estudiando sus propiedades. Sin embargo, en la seccion 2.2 la Combi-
natoria hard acto de presencia para actuar como pegamento entre las resoluciones y los
CW-complejos, entre el Algebra y la Topologia, y esa cohesién serd lo suficientemente fuer-
te como para que los métodos topolégicos que apliquemos a los CW-complejos tengan un
cierto efecto sobre las resoluciones que, como ya hemos razonado, nos interesa minimali-
zar.

Lo anterior explica el titulo del capitulo, pues su objetivo fundamental es precisamen-
te amalgamar los objetos algebraicos y topolégicos con la Combinatoria como elemento
coalescente, haciendo que formen un todo con dos caras entre las que podemos movernos
avoluntad segtin nuestras necesidades, en lo que constituye una simbiosis de las tres dreas.

No obstante, es importante destacar que lo anterior no es aplicable a resoluciones libres
sobre cualquier tipo de médulos. Esto se debe precisamente a que es la estructura combi-
natoria de los modulos la que debe permitir la fusion, y si esta no es lo suficientemente rica
no lograremos la mezcla. Necesitaremos, como ya indicaramos en la seccion 1.4, que sean
ideales monomiales (m6dulos monomiales co-Artinianos si nos extendiéramos al caso de
los polinomios de Laurent), pues la unicidad del sistema minimal de generadores juega un
papel esencial.

La ultima seccion pretende terminar de convencer a los escépticos de la utilidad de
esta simbiosis, puesto que recuperamos los mismos ejemplos de la seccion 1.4, las resolu-
ciones de Taylor y de Lyubeznik, pero vistos desde su cara topoldgica, lo que nos facilitara
notablemente la prueba que dejamos pendiente de que la primera es efectivamente una

40
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resolucién.

Esta fusién aparece descrita por primera vez, incluso con més generalidad de la que
vamos a presentar aqui, en [BS98]. Otras referencias fundamentales de este capitulo serdn
[OW07] y [Marl4], que es una memoria dedicada precisamente a establecer la amalgama
de la que hemos hablado apoydndose en su trabajo previo [Mar13].

2.1 CW-COMPLEJOS

Ahora que ya sabemos que nuestro objetivo es amalgamar ciertos aspectos del Algebra
Conmutativa y la Topologia, y teniendo en cuenta que a los primeros ya dedicamos todo
el capitulo precedente, el paso logico es presentar los objetos topolégicos, que son los CW-
complejos. Estos no son més que una generalizacion de los complejos simpliciales, que
posiblemente resulten mds familiares al lector; en todo caso les dedicamos la subseccion
2.1.1 puesto que son los que nos interesaran en muchas aplicaciones prdacticas. Y como no
podia ser de otra manera al trabajar en el &mbito de la Topologia, la subseccién 2.1.2 esta-
rd dedicada a aspectos homolégicos de los CW-complejos, que serdn claves en la relacion
con el Algebra. Para ampliar informacién sobre los CW-complejos, el lector puede acudir a
[Mas80, Capitulo IV], a [Bre93, Capitulo IV, secciones 8 a 12], a [Hat02, Apéndice], a [Pic73,
Capitulo I], a [Whi78, Capitulo II, seccién 1] o a [Rot88, Capitulo 8]. Dos referencias espe-
cializadas en CW-complejos y otras estructuras celulares son [FP90] y el clasico [LW69].

Comencemos definiendo las células, nuestros ladrillos topolégicos.

Definicion 2.1 (Células) Un espacio topolégico se dice que es una célula abierta de di-
mension d (o simplemente una d-célula) si es homeomorfo a la bola abierta unidad de

d
dimensién d, By = {(1,...,ya) e R?: 'Zl y2<1}.
1=

Andlogamente, un espacio topolégico se dice que es una célula cerrada de dimension

d (o simplemente una d-célula cerrada) si es homeomorfo a la bola cerrada unidad de
— d
dimensién d, By = {(y1,..., ya) € R4: izl yl? <1}

Si o es una célula abierta, su adherencia o es una célula cerrada de la misma dimension.
Reciprocamente, si o es una célula cerrada, su interior o es una célula abierta. En estas
situaciones decimos que son correspondientes o asociadas la una a la otra. En ocasiones
denotaremos a una d-célula o (abierta o cerrada) por o para tener presente su dimension.

Y junto con el cemento que constituyen las aplicaciones caracteristicas, construimos
los CW-complejos, definidos por vez primera por Whitehead en [Whi49].

Definicion 2.2 (CW-complejo) Se dice que un espacio topoldgico X es un CW-complejo
si existe una coleccién X*) = {o; : i € I} de células abiertas disjuntas (también llamadas
caras del complejo ) de forma que X = J o; y se cumplen las siguientes propiedades:

iel
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1. X es de Hausdorff.

2. Para toda célula abierta o € X*) de dimensién d, existe una aplicacién continua (la
aplicacién caracteristica de o) f, : B4 — X tal que su restriccién a la bola (célula)
abierta f; = f5|p, : B4 — o es un homeomorfismo (se considera también la restric-
ci6én en llegada a o) y de forma que la imagen f,(S;-1) de la frontera S;_; de By (la
esfera unidad) tiene interseccion no trivial con una cantidad finita de células de X,
todas las cuales tendran dimensién alo sumo d — 1.

3. Un subconjunto F c X es cerrado en X siy solo si FNo es cerrado en ¢ para toda
célula o € X (0 lo que es equivalente, si f; | (Fn o) es cerrado en By, donde d es la
dimensién de o).

Para d € N se denota por X¢ c X a la unién de todas las células de X de dimensi6n a lo
sumo d y se denomina el d-esqueleto de X. Por X9 « X*) se denota el conjunto de todas
las células de X de dimensi6n exactamente d.

A los CW-complejos que constan de un ntumero finito de células se les suele llamar
complejos celulares. Cabe destacar que los CW-complejos de dimension finita y en particu-
lar los complejos celulares son més sencillos de manejar que los generales. De hecho, en
ese caso la condicion 3 se hace superflua y el pegado de células mediante las aplicaciones
caracteristicas determina completamente la topologia del complejo, ya que la unién finita
de cerrados es un cerrado y un subespacio compacto en un espacio de Hausdorff es ce-
rrado, y la adherencia de una célula abierta debe ser un compacto, pues la imagen de un
compacto por una aplicacién continua es compacta.

Detengdmonos un momento a analizar las denominaciones de complejo celular y CW-
complejo que utilizamos para referirnos a estos objetos. La primera no necesita mayor ex-
plicacién, si acudimos a la definicién de “complejo” del Diccionario de la RAE, encontra-
mos que la tercera acepcion es “Conjunto o unién de dos o mds cosas que constituyen una
unidad”, y coincide con lo que hemos definido, una unién de células (abiertas) “pegadas”
mediante sus funciones caracteristicas de forma que constituyen un espacio topolégico
bien definido. Las letras CW, en cambio, no indican de forma tan clara la naturaleza de
dicho espacio a menos que las analicemos, en cuyo caso proporcionan una descripcion
precisa de su topologia:

» Laletra Cserefiere al término inglés Closure-finiteness, que podriamos traducir como
finitud de la adherencia y que resume la tltima parte de la propiedad 2 de la defini-
cién anterior, segin la cual la adherencia de una célula (abierta) del complejo corta
a una cantidad finita de células.

» Laletra W se refiere a Weak topology, topologia débil, que es como se conoce en ge-
neral a la topologia descrita por la propiedad 3. Notese que esta caracterizacion de
los cerrados proporciona de manera inmediata una caracterizaciéon anédloga de los
abiertos, de forma que un conjunto A es abierto en X si, y solo si, AN o es abierto en
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0 para toda célula o € X**). M4s adelante, cuando demos la definicién constructiva
de los CW-complejos (teorema 2.14), caracterizaremos de otra forma esta topologia.

Ya hemos definido los objetos, procedamos ahora con sus subobjetos y otras nociones
que surgen de ellos.

Definicion 2.3 (Sub CW-complejo) Un sub CW-complejo A de un CW-complejo X es un
subespacio topolégico de X dado por la unién de un subconjunto de células abiertas A®)
X™ tales que & c A para toda célulao € A™.

Esto implica que la imagen de cada aplicacion caracteristica f,; estd contenida en A,
con lo que A es de nuevo un CW-complejo (pues el resto de propiedades se heredan de
X). Alternativamente se podria definir el subcomplejo A como la unién de células abiertas
de un subconjunto A® ¢ X®*) que es en si misma un CW-complejo con las mismas apli-
caciones caracteristicas. La topologia de CW-complejo de A coincide con la topologia de
subespacio inducida por la de X, pues ambas coinciden en cada célula de A™),

En particular, el d-esqueleto de un CW-complejo es un sub CW-complejo suyo.

Definicion 2.4 (Par de CW-complejos) Decimos que (X, A) es un par de CW-complejos

si X es un CW-complejo y A es un subcomplejo suyo. En esta situacién, denotamos por

(X, AP ={oeXD:0¢ AD},ypor (X,A® =X, A)?, el conjunto de células de X que
d

no estan en A.

En particular, tomando A = @ (el complejo vacio) un complejo X puede verse como el
par (X, @), identificacién que en adelante consideraremos de forma implicita al tratar con
pares de CW-complejos.

La siguiente definicién introduce algunos conceptos que utilizaremos continuamente
en lo que resta de memoria.

Definicion 2.5 (Conjunto parcialmente ordenado, caras, facetas) Se puede ver de forma
natural (X, A)* como un conjunto parcialmente ordenado de la forma siguiente: dadas
células 0,0’ € (X, A)™), tenemos que ¢’ < 0 si, y solo si, la célula cerrada ¢’ es un subcon-
junto de la célula cerrada @, en cuyo caso se dice que ¢’ es una cara de o. Se dice que o’
es una faceta de o si 0’ # o y para toda célula 7 € (X, A)™ las inclusiones 0’ < 7 < ¢ im-
plican 7 € {0,0'}. Decimos que o es una cara maximal de X si es maximal respecto del
orden parcial anterior sobre X ) Por convenio se suele considerar el vacio, @, como una
cara de dimension —1 de todo CW-complejo (excepto del CW-complejo vacio, que diremos
que tiene dimensidon —oo) aunque nosotros la obviaremos en muchas ocasiones.

La siguiente terminologia relacionada con CW-complejos nos resultard util en el capi-
tulo 3.

Definicion 2.6 (Isomorfismo de CW-complejos) Dados dos CW-complejos X e Y, se dice
que son isomorfosy se denota por X = Y si existe un homeomorfismo h: X — Y, al que
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llamamos isomorfismo, tal que su restriccion a cualquier célula de X es un homeomorfismo
sobre una tnica célulade Y.

Definicion 2.7 (Subdivisién de un CW-complejo) Dado un CW-complejo X, se dice que
otro CW-complejo X es una subdivisién de X si existe un homeomorfismo h: X — X tal
que la imagen de cualquier célula de X est4 contenida en una tinica célula de X.

Definicién 2.8 (Equivalencia de CW-complejos) Dados dos CW-complejos X e Y, se dice
son equivalentes y se denota por X = Y, si admiten subdivisiones finitas X de Xy Y de Y
talesque X = Y.

Una clase de CW-complejos con buenas propiedades son los CW-complejos regulares,
que tienen una hipdtesis adicional sobre las aplicaciones caracteristicas que facilita consi-
derablemente las demostraciones de algunos de los resultados mas importantes del capi-
tulo 3.

Definicion 2.9 (CW-complejo regular) Un CW-complejo X se dice que es regular si las
aplicaciones caracteristicas f,, : B; — X de toda célula o € X*) son homeomorfismos.

En ocasiones seré suficiente para nuestros razonamientos que una célula sea regular
como cara de otra célula, nocién que precisamos a continuacion.

Definici6én 2.10 (Cara regular) Sea X un CW-complejo, 0,7 € X*) células tales que o0 < 7
con dim(o) =d -1, dim(r) =d, d = 1. Sean f, : B4_; — XV f: : B4 — X sus respectivas
aplicaciones caracteristicas. Se dice que o es una cara regular de 7 si existen homeomorfis-
mos g :Bqg — By 8o : S3°, = {(x1,...,x4) € Sq—1 : x1 = 0} — B,_; tales que el siguiente
diagrama, en el que i denota la inclusién, es conmutativo:

> gU o
Sa(jl Bg-1
. fo
1
_ 8r — f‘[
B, B, X

Si no se cumple esta condicion, se dice que o es una cara irregular de 7.

Notese que todas las células de un complejo regular son caras regulares de cualquier
célula de dimension superior en una unidad que las contenga.

EJEMPLO 2.11 (La esfera como CW-complejo)

Puesto que una 0-célula consta de un tnico punto, existe una Unica aplicacion de
cualquier espacio en una 0-célula. Si consideramos una 0-célula o (que serd un pun-
to) y una d-célula 7, X = o U T, las tnicas aplicaciones caracteristicas posibles son
fo:Bp=10} — X con f;(0) =0y fy : B4 — X con f;(S4-1) =0.
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Entonces el CW-complejo que solo tiene una célula de dimension 0 y otra de dimen-
sion d es (homeomorfo a) la esfera de dimensién d, pues toda la frontera de la célula
d-dimensional debe contraerse (pegarse) a un punto, como se muestra en la figura 2.1
para el caso d = 2. Esto hace que el complejo celular (n6tese que en todo caso tiene
dos células, y podemos adoptar esta terminologia) resultante no sea regular ni tan si-
quiera en el caso d =1 (pues Sy tiene dos componentes conexas, y la 0-célula solo una,
y por lo tanto no pueden ser homeomorfas). La propiedad de Hausdorff se traslada por
las aplicaciones caracteristicas de forma obvia, por lo que en general no la menciona-
remos, y puesto que solo consideramos un nimero finito de células no necesitamos
preocuparnos por que se respete la topologia débil (condicién 3 de la definicién 2.2) y
como normalmente trabajaremos en este caso tampoco haremos referencia a ello en
general.

e

Figura 2.1: Conjunto de células cerradas (izquierda) y complejo celular (derecha) X no re-
gular homeomorfo a S,. Consta de una 2-célula cuya frontera se pega a un tnico punto,
una 0-célula, segtin el cédigo de colores que respeta las identificaciones del pegado.

Notese que para especificar como se pegan las células basta con dar las imédgenes por
las aplicaciones caracteristicas de cada células de las fronteras de las bolas cerradas, es
decir, las esferas, tal y como hemos hecho en el ejemplo anterior, ya que en el interior sa-
bemos que es un homeomorfismo. Es por ello que en muchas ocasiones a las restricciones
de estas aplicaciones a las correspondientes esferas se las denomina aplicaciones de pega-
doy se denota por [, : Sg-1 — X ala correspondiente a una d-célula o en el complejo X.
Volveremos sobre esto en el teorema 2.14.

EJEMPLO 2.12 (De nuevo la esfera como CW-complejo)

Podemos dar otra estructura de CW-complejo para la d-esfera. Comencemos conside-
rando dos 0-células (puntos) 08,0(1) que constituiran el 0-esqueleto X0 = 08 U 0(1), con
sus correspondientes aplicaciones caracteristicas que las envian en puntos distintos,
de forma que con la topologia de CW-complejo tenemos el homeomorfismo X° = S,
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Consideremos ahora dos 1-células 0(1),0% pegadas a las anteriores mediante los ho-
meomorfismos f,1 con f1(Sg) = X9 i =0,1, formando el 1-esqueleto X = 08 U 0(1’ U
1 l

0(1) U 0} con lo que al considerar la topologia de CW-complejo tenemos X' =~ S;. Si

ahora pegamos a esto otras dos 2-células 0(2), a% (que podemos visualizar como los he-

misferios norte y sur) mediante los homeomorfismos f,2 con f,2(S;) = X!, i = 0,1, de
12 1

nuevo X* = oquolUojuoUoiUo? = S,. Repitiendo el proceso de afiadir dos células

d .
de cada dimension tenemos en cada paso un complejo celular X d— (0{) uo’! ) =Sy,

que ademas es regular. La figura 2.2 muestra graficamente el proceso hasta dimension
2.

X? 1 "'. ol
o A o
«_
' ! 0'(1)
o3 I"“ |

XO

®x =@ o, ,©

Figura 2.2: Conjunto de células cerradas (izquierda) y esqueletos (derecha) de la esfera has-
ta dimension 2, con las identificaciones del pegado marcadas con colores.

El ejemplo y la figura 2.2 ilustran un método de construccién de CW-complejos que se

basa precisamente en partir de las células de dimensién mas baja e ir afiadiéndoles tantas
veces como sea necesario otras de dimension superior mediante las aplicaciones de pega-
do, que actiian como aplicaciones cociente, con lo que la topologia de los espacios obteni-
dos en cada paso estd bien definida y coincide con la de CW-complejo determinada por la
definicion 2.2 y por lo tanto puede considerarse como una caracterizacion alternativa de
estos espacios. Precisaremos esto a continuacion.
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Definicion 2.13 (Pegado de espacios via una aplicaciéon continua) Sean X e Y espacios
topolégicos, Ac X un cerradoy f: A— Y una aplicaciéon continua. Se denomina pegado
de X e Y por (o via) f y se denota por X Ur Y al espacio topoldgico cociente de la union
disjunta X U Y por la relacion de equivalencia generada por las relaciones a ~ f(a) para
todo a € A, dotado de la topologia cociente inducida por dicha relacién.

Teorema 2.14 (Caracterizacion constructiva de los CW-complejos) Un espacio topologi-
co X es un CW-complejo siy solo si puede obtenerse mediante el siguiente proceso induc-
tivo de adjuncién de células de dimensiones crecientes:

Se parte de un conjunto discreto de puntos (0-células) X°, que forman el 0-esqueleto.

Supongamos que ya se ha construido el d — 1-esqueleto X4~ 1. Sea | E; una unién dis-
o€ly

junta de bolas cerradas de dimension d, E‘; =~ By, donde o recorre un cierto conjunto de
indices I;. Paratodoo € I; sea f3o : Sg-1 =0B; — X 4-1yna aplicacién continua (que sera
la de pegado de o) cuya imagen corte no trivialmente solo a una cantidad finita de células
de X%. Dichas aplicaciones inducen una aplicacién continua
.. o _ R ywd-1
£ 85, =9 J Bg) —x*,

o€ly o€ly

donde §9_, = OEZ. Se construye el d-esqueleto de X fijando

x4=( [ Bg)upx.
o€ly
La aplicacion f de pegado de las d-células contiene la informaci6n sobre c6mo se pegan
las bolas Bg por sus fronteras S, a x4-1,

Ahora se fija
x=J x4,
deN
y se define su topologia estableciendo que para F c X, F es cerrado en X siy solo si Fn X4
es cerrado en X< para todo d € N.

Demostracion. Supongamos primero que tenemos un espacio topolégico como el descrito

en el enunciado, queremos ver que es un CW-complejo segiin la definicién 2.2. Se observa

que hay una correspondencia biunivoca entre las células de X (en el sentido de la defini-

cion 2.2) y los elementos de la unién disjunta I = dU I4, que en el propio enunciado ya
eN

hemos dado por supuesta para facilitar su comprensién, aunque en principio se trata sim-

plemente de indices en un determinado conjunto. La aplicacion caracteristica de la célula
. =0 . .

(abierta) que se corresponde con o € Iy, f;: B; — X, estd dada por la composicién

— =~ —0 —0 —0o 14 —0o _
Ba=By— | By— |J Baux® 2L U Byjupxit—x,
o€ly ogely o€ly
donde las aplicaciones indicadas por — son las inclusiones obvias, que son continuas, y q ¢
es (larestriccion de) la aplicacion cociente asociada a f segtn la definicién 2.13. Esta apli-
cacion es evidentemente continua por ser composicion de continuas y al restringirla a la
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bola abierta B; es un homeomorfismo entre estay f;(Bg), que serd la d-célula (abierta) de
X en el sentido de la definicion 2.2 que se corresponde con el indice o € I; (en lo sucesivo
no haremos esta distincién), ya que la aplicacién f5, y por lo tanto f no estan definidas en
BY sino solo en su frontera, con lo que la correspondiente aplicacion cociente no identifi-
card puntos de B, con ningun otro. Ademds, al considerar la inclusiéon de X d-len X enla
aplicacion fy5:S4-1 — X d-1, X se tiene que fyls, , = foo (de ahi que en el enunciado la
llaméramos aplicacion de pegado y la denotdramos de esta manera), por lo que se cumple
la hipétesis de finitud de la adherencia.

En cuanto a la topologia débil, queremos ver que F c X es cerrado en X siysolosi Fn X4
es cerrado en X< para todo d € N, con la topologia cociente en X¢ en cada caso. En primer
lugar comprobaremos que si F < X4 es un cerrado (en X%) entonces FN o™ es un cerrado
para toda m-célula 6 € X**). Que F sea cerrado en X con la topologia cociente equivale

. _ =0 _ L
a decir que qfl(F) es cerradoen ) B, u X491 Sea ¢™ una m-célula. Se nos presentan
ogely

ahora tres casos:

» Si m < d entonces el hecho de que q;l(F) sea cerrado en ) E‘; w X1 implica en
ogely

particular que Fn X%~! es cerrado, y por lo tanto Fn o™ es cerrado por ser ¢’ un
cerrado contenido en X971,

» Si m = d entonces 0" € I;, y el hecho de que q;l(F) sea cerrado en ) Eg u X941
oely

—gm —gm
implica que Fn Bg es cerrado en Bg , luego compacto (por ser el espacio métrico) y
por lo tanto su imagen por ¢q¢, FNo™, es compacta, luego cerrada (ya que el espacio
serd de Hausdorff).

= Sim > d entonces como F c X9 se tiene que Fno™ cIm(f3,m), que estd contenido
en una unién finita de T_jlj , con [; < m. Procediendo por induccién sobre la dimen-

sion de las células y aplicando los dos casos anteriores se deduce que cada F ﬂr_jlf es
cerrado, donde j recorre un conjunto finito _#, luego Fn ( U T_jlf ) es cerrado, por lo
jes
que Fno™m=Fn ( U r_jlf) N o™ también lo sera.
jes

Podemos concluir entonces que si un conjunto F es tal que FU X es un cerrado para todo
d € N, entonces FUT es un cerrado para toda célula o € X*) sin mas que razonar como
antes con d suficientemente avanzado.

Reciprocamente, si FU¢™ es un cerrado para toda célula 0™ € X*) entonces f(;,,ll (F)es

un cerrado en B, para todo ¢””. Supongamos por induccién que F n X"~! es cerrado en
d

X" paral<n<d (para X es evidente). Como f~(F) es un cerrado en B, =B, para

.2 . e~ sz . . .z —
cada o, también lo serden ) B, ycomo por hipétesis de induccién Fn X! es cerrado
o€ly
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en X471, por la definicién 2.13 de la topologia cociente también Fn X% serd cerrado en
x4=( U By)uy x4t
oely

La demostracién de que el espacio construido es de Hausdorff no resulta especialmente
interesante para nuestros prop6sitos, y remitimos al lector interesado a [Hat02, Apéndice,
proposicion A.3], que previamente construye una familia de entornos abiertos de un sub-
conjunto del CW-complejo utilizando coordenadas polares inductivamente para después
demostrar que puede tomar entornos disjuntos para cerrados disjuntos del CW-complejo.
Dispersas en las paginas anteriores de la misma referencia pueden encontrarse también
todas las ideas que hemos utilizado en la demostracion de las otras propiedades. Una prue-
ba alternativa de la propiedad de Hausdorff puede encontrarse en [Pic73, Teorema 1.3.6],
donde construye también abiertos apropiados pero después de un desarrollo teérico mu-
cho mayor, en linea con todo el tratamiento que hace de los CW-complejos. Resulta més
interesante la prueba desarrollada en [LW69, Capitulo II, proposicién 2.1], que puede ser
integrada en nuestro esquema inductivo, pues demuestra que, partiendo de un espacio de
Hausdorff, al pegarle un cierto conjunto de células el espacio resultante es de nuevo de
Hausdorff. De hecho toda la seccion 2 del capitulo IT de este libro estd dedicada a demos-
trar la equivalencia establecida en este mismo teorema de una forma menos directa que la
que hemos expuesto aqui (pero que a cambio le proporciona otros resultados que le resul-
tardn ttiles), y en la seccién 4 prueba la paracompacidad de (todos los subconjuntos de)
los CW-complejos, que es més fuerte que la propiedad de Hausdorff. O

Es interesante no solo la nueva caracterizacion de los complejos como espacios topolo-
gicos construidos “por dimensiones”, sino también la nueva caracterizacion de la topolo-
gia, que nos ahorra hacer las comprobaciones célula a célula, cambidndolas por los esque-
letos. Esta nocién constructiva y la que introdujimos en 2.2 son utilizadas a partes igua-
les en la literatura como definicion de CW-complejo. Asi, por ejemplo, en [Whi49] Whi-
tehead los defini6 por primera vez como en 2.2 mientras que casi 30 afios después, en su
libro [Whi78], utiliza la caracterizacion que hemos dado en el teorema 2.14 hasta el punto
de apenas mencionar la otra, aduciendo en la introduccién del capitulo que “parece mas
apropiado construirlos esqueleto a esqueleto, obteniendo cada nuevo esqueleto a partir
del anterior por la adjuncién simultdnea de una familia de células”([Whi78, pag. 47]). En
[Bre93, Capitulo IV, seccion 8] Bredon utiliza la definicién constructiva y ni tan siquiera
menciona la otra, mientras que Massey [Mas80, Capitulo IV, seccién 2] hace una mezcla
de ambas, considerando intrinsecamente la equivalencia desde el principio y luego po-
niendo de manifiesto en comentarios y teoremas la redundancia de la definicién. Lundell
y Weingram, en la obra clésica de referencia sobre CW-complejos [LW69], se inclinan por la
definicién en términos de aplicaciones caracteristicas. Piccinini, en [Pic73], aborda la ca-
racterizacion constructiva pero con una definicion mucho mads tedrica del pegado como el
colimite de un cierto diagrama, definido en términos de una propiedad universal a la que
recurre constantemente en sus demostraciones. Esto es equivalente a nuestra definicion
2.13, expresada en un lenguaje que pretende resultar més sencillo, més similar al que el
mismo autor utiliza varios afios después en su monografia conjunta con Fritsch [FP90].
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En cuanto a la conveniencia de considerar CW-complejos generales o finitos, que como
ya comentamos previamente son mucho més manejables, en la introduccién del articulo
en el que define estos objetos el propio Whitehead da una justificacion:

There are two main reasons why we do not confine ourselves to finite complexes. The first
is that we want to include such simple spaces as open manifolds or, more generally, infini-
te but locally finite complexes. The second is that we have a great deal to do with covering
complexes. We do not restrict ourselves to locally finite complexes because this restriction
would be troublesome when considering “mapping cylinders” of infinite complexes.

[Whi49, pag. 214]

Sin embargo, ninguna de estas razones representan un impedimento para nuestros ob-
jetivos, por lo que aunque desarrollaremos gran parte de la teoria en el caso general, no
tendremos reparos en saltar al caso de complejos celulares (es decir, con un ntimero finito
de células) para ganar en simplicidad. De hecho, los ejemplos que consideraremos serdn
todos de este tipo.

En [Hat02, Apéndice], [Bre93, Capitulo IV, seccién 8], y en [Mas80, Capitulo IV, seccion
3] se pueden encontrar mds resultados puramente topolégicos relacionados con los CW-
complejos, en el caso de las dos ultimas referencias acompafnados de ejemplos de CW-
complejos homeomorfos a espacios conocidos como el espacio proyectivo real y complejo
n-dimensional, el toro o la botella de Klein. En mas profundidad aparecen en [FP90, Sec-
ci6on 1.3] y en [LW69, Capitulo II, seccién 3].

Antes de empezar con la subseccion siguiente daremos un resultado que sera ttil en el
capitulo 3, y que ayuda a fijar algunas ideas sobre las diferencias entre los CW-complejos
generales y regulares.

Lema 2.15 Sea X un CW-complejo regular, 6", 7% € X*) células de dimensién n < d y d

respectivamente. Si 0" N 79 # @ entonces o es una cara de 7%, 0" < 79,

Demostracion. Basta con probarlo para n = d —1 y acabar por induccion, el caso n = d es
trivial pues por ser todas las células abiertas disjuntas, " = 7% y una célula es una cara
(impropia) de si misma. Como 74 es compacto, 0% n 7% es cerrado en 0%~ Por ser g%~
un abierto de X971, @ 1074 = g9 1 1974 es un abierto de 07 =~ S,_;. Por el Teorema
de Invarianza del Dominio ([Mas80, Capitulo III, teorema 6.6 y corolario 6.7]), o417
es también un abierto de o?~!. Como es no vacio por hipétesis y 0~ es conexo, debe ser
g 1nTd = gd-1, O

Este resultado, cuya demostracion puede encontrarse en [Mas78, Lema 5.5], no es cier-
to para CW-complejos cualesquiera, pues precisa del Teorema de Invarianza del Dominio,
una de cuyas hipétesis es que el homeomorfismo de las aplicaciones caracteristicas se ex-
tienda también a la frontera de la bola. En esa misma referencia pueden encontrarse otros
resultados interesantes sobre complejos regulares.
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2.1.1 Complejos simpliciales

Un caso particular especialmente sencillo de CW-complejos son los complejos sim-
pliciales, aquellos cuyas células (cerradas, o si se prefiere la adherencia de las abiertas)
son simplices. A continuacién daremos su definicién y comprobaremos que efectivamente
pueden verse como CW-complejos regulares, por lo que resultan especialmente interesan-
tes para los ejemplos (de hecho la practica totalidad de los CW-complejos que utilizare-
mos seran complejos simpliciales). Pueden tomarse como referencias [Rot88, Capitulo 7],
[Bre93, Capitulo IV, seccién 21], [OW07, Seccion 2.3] y [Mar14, Seccién 2.1].

Conviene recordar algunas nociones bésicas antes de entrar con las definiciones que
nos interesan. La envolvente, clausura o cierre convexo de un subconjunto de R para un
cierto d € N es la interseccién de todos los conjuntos convexos de R¢ que lo contienen.
Por otra parte, dado un conjunto finito de puntos vy,..., v, € R4, se dice que son afin-

n n
mente independientessi ), Ajvi =0y Y 1; =0, con A; € R para todo i =0,...,n, implica
i=0 i=0
Ao =---=A, =0, lo cual es equivalente a decir que entre todos generan minimalmente el
menor subespacio afin que los contiene, o que este tiene dimensi(’)n n. Si lo anterior no se
cumple y, por ejemplo, 1y = —1, entonces vy = Z Aiviy Z A; =1, ypor lo tanto vy estd en

i=1 i=1
el subespacio afin generado por vy,..., v,.

Definicién 2.16 (Simplice (geométrico)) Dados puntos vy,..., v, € R% afinmente inde-
pendientes, se define el simplice (geométrico o afin) o = (vy,..., v;) como la envolvente
convexa de dichos puntos, que es el conjunto

n n
0= o, v) ={ Y Aivi: A €R Y Ai=1,4; =0}
i=0 i=0

Sip= Z Ap, Vi, los nimeros A, reciben el nombre de coordenadas baricéntricas de p €

0. Se dlce que este simplice tiene dimension n (en general la dimension de un simplice
serd una unidad menor del nimero de puntos que lo generan). Se considera el simplice
vacio (), denotado por @, como el tinico simplice de dimensién —1. Se denominan vértices
del simplice a los puntos vy, ..., v, (el conjunto que forman se denota por V(o)) y cara k-
dimensional (o simplemente k-cara) a cualquier simplice (v;,..., v;).

Una vez definidos los simplices, el propio nombre induce a pensar que los complejos
simpliciales serdn a estos lo que los CW-complejos eran a las células, es decir, un conjunto
de ellos con ciertas propiedades sobre cémo se agregan unos a otros.

Definicion 2.17 (Complejo simplicial geométrico) Un complejo simplicial geométrico A

en R es una coleccién de simplices (geométricos) en R?, llamados caras de A (de la dimen-
sion que corresponda), tales que:

1. Sio € Ayt esuna carade o entonces 7 € A.
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2. Sio, Te AentoncesonNnteAobienont=¢.

En muchas ocasiones, para simplificar la segunda propiedad, se asume que @ € A. Las caras
de dimension 0 de A también reciben el nombre de vértices, y el conjunto que forman se
denota por V(A) c R, La unién conjuntista de todas las caras de A se representa mediante
|A| c R¥. Se define la dimensién del complejo A como el maximo de las dimensiones de sus
caras, dim (A) := méx{dim(o) : o € A}.

Figura 2.3: Dos ejemplos de figuras que no son complejos simpliciales, pues no cumplen la
propiedad 2 de la definicion.

El hecho de que los simplices sean conjuntos de un espacio euclideo permite “visuali-
zar” los complejos simpliciales que acabamos de definir siempre que la dimensién sea lo
suficientemente baja. En todo caso pueden considerarse como objetos geométricos, de ahi
el adjetivo. Por otra parte, en muchas ocasiones solo nos interesard su marcado caracter
combinatorio (al fin y al cabo un simplice geométrico viene determinado por sus vértices,
que son un conjunto discreto de puntos con el que podemos identificar cualquier otro cuya
combinatoria nos interese explotar), lo que nos lleva a la siguiente abstraccion del concep-
to de complejo simplicial.

Definicién 2.18 (Complejo simplicial abstracto) Un complejo simplicial abstracto sobre
un conjunto base discreto (2 es un subconjunto A c Z(Q) (el conjunto de partes de Q) tal
que {a} € A paratodo a€ Qysio € Ay 7 co entonces 7 €A.

Los elementos de A, que serdn conjuntos de elementos de (2, reciben el nombre de
caras del complejo simplicial de dimensién una unidad menos que su cardinal, es decir,
sio ={ai,,...,a; } diremos que es una cara k-dimensional. Las caras 0-dimensionales {a},
que identificaremos con los elementos a € Q, reciben el nombre de vértices. Se define la
dimension del complejo A como el maximo de las dimensiones de sus caras, dim (A) :=
méx{ dim(o):0 € A} (si no existe dicho méximo, diremos que es de dimensién infinita).

Para aquellos familiarizados con la nocién de complejo simplicial resultard conocido
que son equivalentes los conceptos de complejo simplicial geométrico y abstracto. Una de-
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mostracion rigurosa puede encontrarse en [Rot88, Teorema 7.8], donde define las catego-
rias de complejos simpliciales geométricos y abstractos, que tienen como objetos respec-
tivos los que hemos definido, y como morfismos las aplicaciones simpliciales correspon-
dientes en cada caso (que no definiremos puesto que no vamos a necesitarlas, y supondria
desviarnos de nuestro objetivo), y a continuacién prueba la existencia de un funtor cova-
riante entre ambas categorias. Aunque se restringe a los complejos simpliciales finitos, el
propio autor admite en una nota a pie de pagina que las definiciones se pueden extender
al caso infinito y con ellas las categorias y los funtores. Podemos resumir la correspon-
dencia entre los objetos: partiendo de un complejo simplicial geométrico A es inmediato
obtener uno abstracto A sin mas que considerar como conjunto base los vértices de A,
V(A), y como caras los conjuntos V(o) donde o € A recorre el conjunto de caras de A. Reci-
procamente, dado un complejo simplicial abstracto A sobre el conjunto base {ay,..., a4},
podemos identificar en R4 los elementos a;, i=1,...,d, con los puntos del espacio eucli-
deo correspondientes a los vectores de la base canénica e; (que denotaremos de la misma
forma) y ay con el 0 (por comodidad lo denotaremos por ey), nétese que estos d + 1 pun-
tos son afinmente independientes. Definimos un complejo simplicial geométrico A tal que
V(A) = {eg,ey,...,e4} formado por la coleccion de simplices o = (e;,,..., e;,) asociados las
caras & = {aj,, ..., a; } de A. Llamaremos al complejo A asi definido realizacion geométri-
cade A, por lo que acabamos de probar que cada complejo simplicial abstracto tiene una
realizacién geométrica, que de hecho conserva las relaciones de inclusion entre caras y
sus dimensiones (y por lo tanto la del complejo). En vista de esto, en adelante no distin-
guiremos entre la nocién abstracta y geométrica de los complejos simpliciales, e incluso
confundiremos las notaciones relativas a ambos, aunque generalmente trataremos con la
version abstracta, pues basta para codificar los aspectos combinatorios que nos interesan.

En base a lo anterior, diremos que A es un complejo simplicial en d vértices si es un
complejo simplicial abstracto sobre un conjunto base con d elementos, que en muchas
ocasiones denotaremos simplemente por {1,2,...,d}. También se suele considerar como
complejo simplicial el complejo vacio, A = @, cuya dimension se conviene que es dim(®) =
—oco. No debe confundirse con el complejo irrelevante {@}, cuya unica cara es el simplice
vacio, y cuya dimension serd, por lo tanto, -1. En general, se asume que el simplice vacio es
una cara de todo complejo simplicial.

La correspondencia entre complejos simpliciales abstractos y geométricos no es en ab-
soluto tnica. De hecho, dada una realizacién geométrica de un complejo simplicial abs-
tracto, cualquier complejo simplicial homeomorfo a ella serd otra realizacién geométrica
suya. Esto nos permitira visualizar las realizaciones geométricas en espacios euclideos de
dimension inferior al de la construccion anterior cuando no se alcance la dimension maxi-
ma en ninguno de los simplices.
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EJEMPLO 2.19

Sea A = {QS, {ao}, {ar}, {az}, {as}, {ao, a1}, {ao, a2}, {a1, a2}, {az, as}, {ao, a1, az}} un
complejo simplicial abstracto sobre el conjunto base {ao, a, ay, Elg}. Los dos comple-
jos de la figura 2.4, determinados por las etiquetas de los vértices, son realizaciones
geométricas suyas, una vista en el espacio euclideo R® y otra en R,

R3 R?

as

ap ap
a

as

Figura 2.4: Dos realizaciones geométricas de A, una vista en R® y otra en R?. Las etiquetas
en los vértices permiten la identificacién de todas las caras, aquellas coloreadas (junto con
los propios vértices) son las que pertencen al complejo.

La importancia del papel de los complejos simpliciales como inspiracion de la nocién
de CW-complejo es admitida por el propio Whitehead en la introducién del capitulo II de
su libro [Whi78], en la que narra las analogias que buscaba al desarrollar la teoria de CW-
complejos con la ya establecida en el caso simplicial, esquivando los problemas de que
esta adolecia. Un término medio son los CW-complejos regulares, segun se puede leer en
el siguiente fragmento extraido de la misma referencia:

Regular cell complexes constitute a compromise between simplicial and CW -complexes.
On the one hand, they are very close to simplicial complexes (in fact, only one barycentric
subdivision away), so that they share many of the advantages of the latter. On the other
hand, they lack the rigidity of the simplicial ones; for example, the Cartesian product of
regular cell complexes has a natural structure as a regular cell complex.

[Whi78, pag. 47]

A la vista de lo anterior, y como cabia esperar, resulta que los complejos simpliciales
pueden verse como casos particulares de CW-complejos, como probaremos a continua-
cion.

Teorema 2.20 Un complejo simplicial (geométrico) A c R* es un CW-complejo regular.
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Esquema de la demostracion. Definimos el simplice estdndar n-dimensional en R* para
d=ncomoA, = { f Aiei: A €ER, i Ai=0,1; = 0}, donde e; parai=1,...,nesel i-ésimo
vector de la base Ce;rzl(()’)nica de R* yl Z?) denota al origen de coordenadas.

Sio = (UUO, i) vgn) es una cara de A consideremos la aplicacion g, = A, — R tal
que gg( f /liei) = f Aivg,, entonces Im(ga) = 0 y de hecho es un homeomorfismo entre
ambos sli;gplices, qlljg se restringe a un homeomorfismo entre sus fronteras.

Por otra parte podemos considerar el baricentro de A, (que no es més que el punto
de coordenadas A; = % para todo i =0,...,n) y la proyeccion radial 7, desde dicho bari-
centro de la bola cerrada unidad B, con centro en el mismo punto sobre A, que es otro

homeomorfismo y de nuevo se restringe a un homeomorfismo entre S,_; y la frontera de
An-

Entonces la composicién g, o 77, es un homeomorfismo entre B, y o que se restringe
a un homeomorfismo entre las fronteras (y por lo tanto entre los interiores). En el caso de
complejos simpliciales de dimension finita se cumple la propiedad de finitud de la adhe-
rencia y el complejo tendrd la topologia débil, mientras que la propiedad de Hausdorff se
hereda de R? para d = dim(A). En el caso general, la misma demostracién del teorema 2.14
puede adaptarse a este caso sin dificultad. O

Los complejos simpliciales nos permiten presentar un primer ejemplo muy basico de la
amalgama entre Algebra, Topologia y Combinatoria que da titulo a este capitulo: la corres-
pondencia de Stanley-Reisner. El contenido combinatorio de los complejos simpliciales,
encarnado en los complejos abstractos, puede ser aprovechado para codificar univoca-
mente un cierto tipo de ideales monomiales con una estructura muy marcada, los libres
de cuadrados.

Definicion 2.21 Volviendo a la notacién del capitulo 1, sea S = k[x,...,x,]. Dado un
monomio m € S decimos que es libre de cuadrados si no es divisible por xl?, para todo
i =1,...,n (es decir, si no tiene variables repetidas). Llamamos ideal (monomial) libre de
cuadrados a un ideal I c S generado por monomios libres de cuadrados.

Definicion 2.22 (Correspondencia de Stanley-Reisner) Considérense S = k[xy,...,x,] yel
conjunto Q ={1,2,...,n}.

= Dado o < Q (que puede entenderse como un simplice sobre el conjunto base (),
definimos x? = [] x;.
i€o
» Dado un complejo simplicial A sobre el conjunto base 2, se define su ideal de Stanley-
Reisner como I = {{x7 : 0 ¢ A}), y su anillo de Stanley-Reisner como Sp = S/I,.

Llamamos correspondencia de Stanley-Reisner a la que asocia A con su ideal de Stanley-
Reisner Ix.
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Se observa facilmente que I, es siempre un ideal monomial libre de cuadrados que
tiene como generadores los monomios asociados a las “no caras” de A, con lo que los mo-
nomios libres de cuadrados no nulos en Sp = S/ son exactamente aquellos de la forma
x? con 0 € A, y la correspondencia serd inyectiva. Como todo ideal libre de cuadrados se
puede escribir en la forma I,, la correspondencia de Stanley-Reisner es una biyeccién en-
tre el conjunto de complejos simpliciales sobre el conjunto base Q (o lo que es lo mismo,
en n vértices) y el conjunto de ideales monomiales libres de cuadrados en S.

En la definicién del monomio asociado a un simplice y por lo tanto del ideal y el anillo
de Stanley-Reisner, lo que hacemos es identificar las variables xi, ..., x,, con los vértices, es
decir, “etiquetamos” los vértices del complejo con las variables. Esta técnica combinatoria
del etiquetado de las caras de los complejos serd el pegamento que nos permitird relacio-
nar Algebra y Topologia de una forma mucho maés general que como acabamos de hacer,
aunque tendremos que esperar para verlo a la secciéon 2.2.

EJEMPLO 2.23

El complejo simplicial irrelevante {@} se corresponde con el ideal maximal
m = (x1,...,%,), mientras que el complejo simplicial A = 2({1,...,n}) ~{1,...,n}
(un “simplice hueco”) se corresponde con el ideal principal In = (X1 X2+ Xp ).

Recuperando el simplice del ejemplo 2.19, al que denotaremos por A =
{o.41},42}, 43} 44}, {1.2}, (1,3}, 42,3}, {3,4},{1,2,3}}, si 1o etiquetamos co-
mo en la figura 2.5 el ideal de Stanley-Reisner correspondiente es In =
<X1X4,XZX4,xleX4,X1X3X4,X2X3X4,X1XZX3X4> = <X1X4,XZX4>.

Por otra parte, si partimos del ideal monomial libre de cuadrados de S =
klx1, x2,x3,%X4,%5], I = (x1x4,x1x5,x2x5,x3x5,x4x5,x2x3x4), las “no caras” no se-
ran solo las correspondientes a estos monomios generadores, sino también a to-
dos los monomios libres de cuadrados que pertenezcan al ideal I y que serdn,
por lo tanto, multiplos de estos. De hecho los simplices asociados a estos mo-
nomios son las “no caras minimales” del complejo, y toda cara que las conten-
ga tampoco pertenecerd al mismo. Se deduce que el complejo simplicial es I' =

{2.{1},42}, {3}, {4}, {5}, 41,2}, {1,3},{2,3}, {2,4},{3,4}, {1,2,3}}, identificando x; con i.

A r

X1 X3 X4

X5.

X2
X3 .X4 X1

X2

Figura 2.5: A la izquierda, realizacién geométrica de A con los vértices etiquetados por las
variables. A la derecha, lo mismo para I'. En ambos casos los simplices de diferentes di-
mensiones estdn marcados con colores distintos.
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Esta correspondencia nos permite expresar algunos de los resultados algebraicos pro-
pios de ideales libres de cuadrados en términos de complejos simpliciales, y en ocasiones
sus demostraciones son mas sencillas utilizando este lenguaje. Un ejemplo es la prueba
de la unicidad de la descomposicion de un ideal libre de cuadrados como interseccion
de ideales primos de S (ver [Marl14, Proposicién 2.6]). En esa misma referencia se pue-
den encontrar més resultados relacionados con la correspondencia de Stanley-Reisner, asi
como en [Peell, Seccioén 51], en [HH11, Subeccién 1.5.2] y muy especialmente en [MS05,
Capitulo 1]. Una de sus consecuencias mds interesantes es que se pueden recuperar los
numeros de Betti multigraduados de S a partir de la homologia (simplicial o singular re-
ducida) de A, a través de la férmula de Hochster. Esta relacion puede extenderse al caso de
CW-complejos, como de hecho haremos en la subseccién 2.2.2, pero antes tendremos que
introducir la homologia celular.

2.1.2 Homologia celular

Precisamente porque la homologia de los CW-complejos encierra una parte valiosa de
la informacion sobre las estructuras algebraicas que vamos a asociarles, nos interesa po-
der calcularla y manejarla con facilidad. El lector probablemente conoce los axiomas de
Eilenberg-Steenrod para las teorias de homologia, esbozados en su articulo [ES45] y desa-
rrollados en profundidad en [ES52], con los cuales consiguieron “poner orden” en el “zoo-
16gico” de teorias de homologia al probar que todas aquellas que verifiquen dichos axiomas
son esencialmente la misma. A consecuencia de esto, las diferentes teorias no son sino es-
pecializaciones de una misma, de forma que se puede utilizar la més apropiada en cada
situaciéon contando con que sera respaldada por los resultados tedricos comunes a todas
ellas e incluso, si resulta mas conveniente, se puede pasar al dual y considerar las respec-
tivas teorias de cohomologia, como se hace con las de De Rham o de Cech al tratar va-
riedades diferenciables. Y entre todas ellas, por su conveniencia para trabajar en el marco
tedrico, destaca la homologia singular. No en vano en muchas ocasiones para demostrar
que una determinada teoria de homologia es equivalente a todas las demds se prueba que
lo es a esta, por lo que en cierto modo juega un papel unificador.

En esta seccion no pretendemos hacer nada distinto a esto, sino que nuestro objetivo
es definir otra teoria de homologia, llamada celular, que resulta especialmente apropia-
da para trabajar con CW-complejos, pues permite realizar calculos explicitos a la vez que
aprovechar todos los resultados ya conocidos para el resto de teorias. Pese a que la defini-
cién del complejo de cadenas que da lugar a la homologia celular es sencilla (de hecho los
modulos que forman el complejo estardn generados por las células de una determinada
dimensidn, algo mds complicado es definir las diferenciales), no resulta en absoluto trivial
probar rigurosamente la equivalencia con la homologia singular. Ni tan siquiera es sencillo
esbozar una demostracion intuitiva, ya que intervienen resultados relativamente avanza-
dos de Topologia Algebraica y Algebra Homolégica tales como el Teorema de Escisién y
técnicas de caza en diagramas, que quedan muy alejados de los objetivos de esta memoria.
No obstante, intentaremos establecer los pasos a seguir en las pruebas, pidiendo fe a los
lectores menos familiarizados y remitiendo a todos los interesados a textos en los que pue-
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de seguirse, con mayor o menor detalle, la linea de razonamientos que justifica la validez
de la homologia celular.

Asumiremos conocidas la definicion y propiedades bésicas de la homologia singular,
singular reducida y relativa, asi como algunos resultados mas avanzados tales como el Teo-
rema de Escision o la sucesion de Mayer-Vietoris, que son propios de un curso de Topolo-
gia Algebraica y pueden encontrarse en cualquier texto sobre el tema, como [GH81, Parte
I1], [Rot88, Capitulos 4, 5 y 6], [Hat02, Secci6én 2.1] o practicamente cualquiera de las re-
ferencias que hemos dado en esta seccién en cuyo titulo se mencione la homologia o la
Topologia Algebraica.

Definicion 2.24 (Complejo de cadenas celular) Sean (X, Y) un par de CW-complejosy A
un anillo base (que suele ser Z o un cuerpo k). Se denota por C,(X,Y) al A-mo6dulo libre
generado por los elementos de (X, y)m = {0 exXW.g¢ Y(”)}, las n-células de X que no lo
son de Y. Estos serdn los mdédulos del complejo de cadenas (ver [GH81, Definicién 10.1])
que queremos considerar, con lo que solo nos faltan por definir los homomorfismos entre
ellos, a los que llamaremos diferenciales. Para ello tendremos que efectuar la construccién
siguiente, que puede seguirse en un ejemplo concreto de CW-complejo regular (complejo
simplicial, de hecho) en la figura 2.6.

» En primer lugar, para cada n € N consideramos el espacio cociente X"/ X"~ ! y deno-
tamos por g, : X"* — X"/ X! ala aplicacién de paso al cociente. Nétese que, topo-

légicamente, tenemos un homeomorfismo X"/ X =l oy S7 con un ramillete de
ogex(m
esferas, donde por S = S, x {0} denotamos a la esfera n-dimensional que representa

la imagen de la célula cerrada f,(B,) por el paso al cociente g,. El pegado de estas
esferas para formar el ramillete se hace eligiendo un punto base en cadauna, * € S, e
identificando todos los pares (*,0) parao € X () (es decir, pegéandolas todas por sus
puntos base, que no es necesario diferenciar pues acabaran siendo el mismo en el
cociente).

» Evidentemente se puede considerar la aplicaciéon 7, : \V SS9 — S;, donde este
geXxm
S, es un espacio punteado (es decir, seguimos distinguiendo el punto base *). Es-

ta aplicacion de proyeccion no es mas que la composicion de las dos proyecciones

\/( )S‘,’l — S8%y Sy x{o} — Sy, con lo que aunque la salida y la llegada sean las
ogeX"

mismas para toda célula o € X", las aplicaciones son distintas.

» Para n € N, la frontera de la bola cerrada En es una esfera S;_, y al identificar todos
los puntos de esta (es decir, colapsar la frontera) obtenemos una esfera n-dimensional.
Se denota por y,, : B, — S,, a una aplicacién continua que envia todos los puntos de
S,—1<Bpenel punto base * € S, tal que su restriccion a Bj, (el interior de B,,) esun
homeomorfismo sobre suimagen (que sera S, ~ {*}).

» Se define la aplicacién de proyeccién celular correspondiente a o € (X,Y)" como
la Gnica aplicacion ps : X" — S, tal que pgo fo = Yn Y Po© fo = Cx, la aplicaciéon
constante con imagen el punto base * € S, sio’ € (X, V)™, ¢’ # 0.
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= Recuérdese que si tenemos una aplicacién g: S; — S; con i > 0, la aplicacién indu-
cida a nivel de la homologia (singular, por ejemplo) g. : H;(S;,Z) — H;(S;,Z) esun
homomorfismo de un grupo ciclico infinito en si mismo, y por lo tanto debe ser de
la forma g. ([a]) = d [a], donde d € Z solo depende de g. Este entero recibe el nom-
bre de grado de la aplicacién g, y se denota por deg(g), terminologia introducida por
Brouwer cuando lo defini6 (aunque de forma distinta a como lo acabamos de ha-
cer, pues es previo al desarrollo de la homologia). En [Hat02, Seccién 2.2] se puede
encontrar la definicion del grado de una aplicacion, junto con varias de sus propie-
dades que referiremos cuando las necesitemos, como por ejemplo el hecho (trivial a
partir de la definicién) de que el grado de la aplicacién identidad es 1, de que aplica-
ciones no sobreyectivas tienen grado 0 (pues inducen la aplicacién nula a nivel de la
homologia), de que es un invariante homotépico (es decir, aplicaciones hométopas
tienen el mismo grado, y de hecho es una equivalencia segun un teorema de Hopf,
ver [Hat02, Corolario 4.25]), o de que deg(f o g) = deg(f) deg(g), de donde se deduce
que las homotopias tienen grado +1.

Se definen entonces las diferenciales 9, : C, (X,Y) — Cp,_1 (X, Y) de forma que sio € X",

dp0)= ) Is:olg,

GeX D

donde [¢ : 0] = deg(pc o fas), que recibe el nombre de niimero de incidenciade o y ¢.

Esta definicién encierra en si misma una proposicion y es que las aplicaciones d,, que
hemos definido son, en efecto, diferenciales, es decir, 0,,00,+1 =0, la aplicacién nula, para
todo n = 1. En ese caso el complejo que acabamos de definir, junto con esas diferenciales,
da lugar a una teoria de homologia, a la que llamaremos homologia celular.

Definicion 2.25 (Homologia celular) Sellama homologia celular del par de CW-complejos
(X,Y) y se denota por Hf W(X,Y) (en general prescindimos de la referencia al anillo base
A), ala homologia del complejo de cadenas celular

6n+1 an—l

cx,v)=.. 20e x,v) e, x 2 2 eyx, v 2o,

es decir, aquella cuyos médulos son

ker(0,)

HY X, y)= —
n ) Im(0,,+1)

paran =0, dondedy=0.

Y, como no podia ser de otra manera, se tiene que esta homologia celular es la mis-
ma que la singular (o que cualquier otra equivalente a ella), y nuestra construccién tiene
sentido.

Teorema 2.26 La homologia celular del par de CW-complejos (X,Y), HSW (X, Y), es iso-
morfa a la homologia singular relativa H, (X, Y).
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foo fo X = x2 fp fap

fa
.*

Figura 2.6: Aplicaciones que intervienen en la construccién de la definiciéon 2.24 para el
caso particular del complejo celular (simplicial) X de dimensién 2, con el c6digo de colores
facilitando el seguimiento de cada célula via las diferentes aplicaciones que intervienen.

En ocasiones, por razones combinatorias, se amplia el complejo de cadenas anterior
anadiendo el médulo C_ (X, Y) con generador indexado por la cara vacia, de dimensién
—1. En ese caso el teorema anterior se reformula diciendo que la homologia celular redu-
cida del par de CW-complejos, a la que da lugar el complejo de cadenas extendido y que
se denota por HW (X, Y), es isomorfa a la homologia singular reducida relativa del par,
H.(X,Y).

La demostracion de este teorema es larga y en ella intervienen resultados importantes
de Topologia Algebraica, por lo que teniendo en cuenta que se trata de una mera herra-
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mienta que utilizaremos para alcanzar nuestros verdaderos objetivos en el trabajo solo es-
bozaremos la estrategia y dejaremos al lector interesado un buen nimero de referencias en
que puede encontrarla, sefialando las peculiaridades de cada texto.

Las diferenciales pueden, de hecho, definirse de un modo més general mediante fun-
ciones de incidencia

€: {(c, o) € (X("‘))2 :dim(o) = dim(¢) + 1} —7Z,

de las cuales el numero de incidencia dado por el grado de la composicién de las aplicacio-
nes que hemos definido més arriba es solo un ejemplo. Las diferenciales correspondientes
auna funcién de incidencia € vendran definidas por

d,(0)= ) elg 0,
cex(n-1

sio € XU, En el caso de CW-complejos no regulares las funciones de incidencia no estdn
caracterizadas de forma precisa, y en general se considera que es una funcién de inciden-
cia cualquier aplicacion del tipo anterior que de lugar a una definicién consistente de las
diferenciales. En cambio, si se consideran CW-complejos regulares, las funciones de inci-
dencia solo pueden tomar valores en {—1,0, 1} y estdn caracterizados por las propiedades
del teorema 7.2 de [Mas80]. En este caso particular es cierta la idea intuitiva de que las
funciones de incidencia determinan las orientaciones inducidas por las células sobre sus
caras. A partir de la definicién de los nimeros de incidencia que nosotros utilizamos es facil
comprobar que para CW-complejos regulares solo toman los valores 0 (si y solo si la célu-
la de dimensién menor no es una cara de la otra), 1 o -1 (pues p; o f3, es hom6topa a un
homeomorfismo). Una discusion mds profunda sobre las funciones de incidencia puede
encontrarse en [Mas80, Capitulo IV, secciones 5y 7].

Una vez hecha esta observacion, importante para entender la demostraciéon del teore-
ma 2.26 puesto que algunas de las referencias que indicaremos més adelante trabajan en
términos de funciones de incidencia, podemos pasar a describir la estrategia seguida en
practicamente todos esos textos. Por simplicidad consideraremos el caso en que solo tene-
mos un CW-complejo X y no un par de CW-complejos o, equivalentemente, que Y = @. La
demostracion en el caso general sigue el mismo esquema, aprovechando las propiedades
de la homologia singular relativa. La estrategia consistira en partir de la homologia singular
y acabar probando, tras una serie de pasos intermedios, el isomorfismo con la homologia
celular.

= Se consideran los médulos de homologia singular relativa H, (X, X"~1), y se de-
muestra que H; (X(”),X(”_D) =0sii# nyquesii=nesun A-mdédulo libre (recor-
demos que A era el anillo base) con una base (sistema de generadores minimal) en
correspondencia biyectiva con las n-células de X. Para ello se utilizan, entre otros
resultados, el Teorema de Escision (ver, por ejemplo, [GH81, Capitulo 15], o [Hat02,
Teorema 2.20]) o la sucesién exacta de homologia. La idea es probar que como los
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cocientes X/ X"~1) son (homeomorfos a) ramilletes de esferas indexadas por las

n-células, las inclusiones i, : S — VV SY inducen un isomorfismo
oeXxm

P Gn: P H,-(S‘,;)—»H,-( \ s‘;)

ogeXx(m ogexm oeXm

(en lo que sigue denotaremos siempre por g. a la aplicaciéon inducida a nivel de la
homologia por la aplicacion g entre espacios topolégicos) y ya sabemos que H;(S,) =
0sii#ny Hy(S,) = Ayuna comprobacion técnica asegura que H. (X(”), X(”_l)) =
H, (XM x0=-1),

Consideremos la sucesion exacta larga del par (X, XD} |
o — Hjp (X(n),X(n_l)) — H; (X(n—l)) — H; (X(n)) — H; (X(n),X(n_l)) — .

Del punto anterior se deduce que sii # n, i # n—1los médulos de la parte exterior de
la sucesion son nulos y por lo tanto H; (X"~V) = H; (X™), porlo que si i > n se tiene
que H; (X™) = H; (X" V) = H; (X"2) =... 2 H;(X?) = 0. Por otra parte si i < n se
tiene que H; (X'") = H; (X"+V) = f; (Xx"*+2)) = ... = {; (X"*™)) para todo m = 0.

La tltima parte del punto anterior prueba que las inclusiones i : X — X inducen
isomorfismos i, : H; (X(")) — H;(X) sii < nenelcaso en que X es de dimensién
finita. Si no es asi, la prueba es bastante mds complicada. El enfoque mas directo
se apoya en el caso finito-dimensional para probar tanto la sobreyectividad como la
inyectividad, bajando a nivel de las cadenas y teniendo en cuenta que una cadena
singular en X (una combinacidn lineal de simplices singulares con coeficientes en el
anillo A) tiene imagen compacta, por lo que solo corta a un nimero finito de células
de X (por la finitud de la adherencia), y cada cadena estd en un esqueleto finito. El
otro enfoque, mds general, puede verse en [Bre93, Apéndice A] y en [Hat02, pag. 138].

Ahora utilizamos lo que acabamos de ver junto con trozos de las sucesiones exactas
de homologia de los pares (X"*1, x(") (x) xn=D) y (x"=D x(=2)) para formar
el siguiente diagrama, donde las f’s se definen de forma que el diagrama sea conmu-
tativo a partir de las otras aplicaciones ya conocidas, ,+1 = jnodn+1, Pn = jn-1°dn,
y que por lo tanto cumplirdn ;0 ,+1 =0, por lo que son diferenciales y la sucesion
horizontal es un complejo de cadenas celular (pues en el primer punto vimos que los
modulos son libres y con base las células de la correspondiente dimensién).
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H,_; (X("‘”,X("‘Z)) ...

» Siahora denotamos (temporalmente) mediante H¢" (X) a la homologia a la que da
lugar dicho complejo de cadenas (es decir, H-" (X) = ker (;) /Im (B+1) es el i-ésimo
modulo de homologia), queremos probar que HiCW(X) = H;(X) para i = 0. Pero esto
se deduce también del diagrama anterior, ya que H, (X) = H, (X(”)) /Im (dy+1), y por
ser j, inyectiva aplica Im (d,,+1) de forma isomorfa sobre Im (j, 0 dy+1) = Im(B541)
y es también un isomorfismo entre H, (X") y su imagen, Im (j,) = ker (dy,). Ahora
bien, por ser j,_; inyectiva, un razonamiento analogo muestra que ker (d,,) = ker (8,).
Entonces j, induce un isomorfismo entre H, (X™)/Im (dp+1) y ker (B5) /Im (Bp+1),
como queriamos demostrar.

= Entonces lo tinico que nos falta por ver es que el complejo de cadenas anterior es
precisamente el complejo de cadenas celular de la definicion 2.24. Puesto que ya he-
mos visto que los médulos son libres y tienen como base el conjunto de células del
complejo de una determinada dimensidn, solo queda probar que las diferenciales ;
se pueden expresar en términos de los nimeros de incidencia tal y como haciamos
en dicha definicién. Identificando las células con los generadores de los m6dulos co-
rrespondientes, fijmonos en el siguiente diagrama, cuya comprension resultard mas
facil apoyandose en la figura 2.6 (0 denota de forma genérica a una n-célulay ¢ auna
n—1-célula).

H, (EZ,GEZ) - n-1 (OEZ) (pCOfaa)* Hp- (sz—l)

|, | ). | =,

H, (X, x(n=1) — S H,, (x(=D) Hy,_p (XD, x(n-2))

T e |

H,_, (X(n_l), X(n—Z)) _E, H,_, (X(n—l) /X(”_Z), x(n=2) /X(H—Z))

=)

n

(QH—I)*
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Las aplicaciones tienen la misma notacién que en el diagrama anterior o en la fi-
gura 2.6, de forma que g,-1 y 7. son las aplicaciones anélogas a g, y 7, en dicha
figura, respectivamente (en la segunda aplicacion, la esfera resultante de colapsar el
complementario de ¢ a un unico punto se identifica con 52—1 = EZ/ OEZ via la apli-
cacion caracteristica de ¢), mientras que 6, denota a la aplicacién correspondiente
de la sucesion exacta de homologia del par (EZ,GEZ), que es un isomorfismo (es un
resultado general para bolas de cualquier dimension, ver [GH81, Ejemplo 14.4]), al
igual que lo son los otros dos con llegada en H,_ (X"~1/x(n=2) x(1=2) ) x(n=2)) "¢rj-
vialmente en el caso del vertical, comprobable siguiendo las definiciones en el del
horizontal.

Ahora bien, (f,), lleva a un generador [EZ

€ Hy, (FZ, OEZ) en un generador del su-

mando directo de H,, (X m x ("‘”) correspondiente a o, al que, en un abuso de no-
tacion, denotaremos también por o. Por la conmutatividad de la parte izquierda del

diagrama, B, (0) = jn-1° (fas), (0 [EZ ) Para la base de Hy,-; (X", X("~2)) dada
por las n—1-células, (7), es la proyeccién de Hy,—1 (X", X("=2)) sobre el suman-
do directo correspondiente a ¢ y como (pc© fys), (0 EZ]) =deg(pco fasc)s=Ic:0l¢
por la conmutatividad del diagrama y los isomorfismos se concluye el resultado.

Los pasos anteriores, tomados en conjunto, completan la prueba del teorema 2.26. N6-
tese que, en particular, la expresién de la diferencial para una n-célula dada es una su-
ma finita, pues los niimeros de incidencia serdn todos nulos excepto para aquellas n —1-
células contenidas en la adherencia de la primera, que por la finitud de la adherencia son
un numero finito. Como ya hemos indicado, son varios los libros que, de una u otra forma,
efectian al menos parte de estos pasos, con importantes variantes entre unos y otros que
comentamos a continuacion.

En [LW69, Capitulo V] pueden encontrarse en la seccion 1 resultados sobre homologia
singular y en particular la escision en CW-complejos, mientras que en la seccién 2 se define
el complejo de cadenas celular y se prueba el equivalente a nuestro teorema 2.26. En la
seccion 3 profundiza en la forma explicita de las diferenciales a través de los niimeros de
incidencia y define unos niimeros de incidencia de células respecto de aplicaciones, y las
relaciona con los grados de aplicaciones entre esferas y el significado de la orientacion.

Por su parte, [Bre93, Capitulo IV] es més conciso y su objetivo es exactamente el mismo
que el nuestro (de hecho nuestro teorema 2.26 es su teorema 10.3), de forma que en la
seccion 9 prepara el terreno para probar la equivalencia en la seccién 10, aunque la parte
de la demostracion especifica para el caso de CW-complejos de dimension infinita la llevan
al Apéndice A (es la version més compleja que la que hemos esbozado). El hecho de que
trabaje con la homologia cubica complica ligeramente la comprensién. Por otra parte ni
siquiera hace referencia a las funciones de incidencia, limitdndose a dar los ntimeros de
incidencia que definimos nosotros en términos del grado de una aplicacién.

El extremo contrario es [Mas80, Capitulo IV], donde apenas se hace referencia a nues-
tros nimeros de incidencia, sino que profundiza bastante en las propiedades de las funcio-
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nes de incidencia tanto en el caso general como en el de CW-complejos regulares. [Whi78,
Capitulo II, seccién 2] adopta un enfoque excesivamente abstracto de forma que, aunque
prueba la equivalencia de la homologia singular y la homologia celular (denominacién que
no utiliza), no presta demasiada atencién a los aspectos que la hacen especialmente apro-
piada para nuestros intereses, como son el hecho de que los médulos del complejo de cade-
nas celular tienen como sistema de generadores las células de una determinada dimension
y la determinacion explicita de las diferenciales.

Probablemente el texto més equilibrado de todos y que mejor se ajusta a lo que quere-
mos transmitir es [Hat02], que a lo largo del capitulo 2 va desgranando resultados sobre las
homologias singular y simplicial y en la seccion 2.2 trata con bastante profundidad el grado
de una aplicacion, su relacién con los niimeros de incidencia y la definicion de homologia
celular y su equivalencia con la singular.

En la aplicacién de todos estos aspectos topolégicos a las resoluciones libres juegan
un papel importante los complejos celulares aciclicos, que ya estamos en condiciones de
definir después de entender la homologia aplicada a los CW-complejos. En virtud del teo-
rema que acabamos de probar, denotaremos a la homologia celular de igual forma que la
singular.

Definicion 2.27 (CW-complejo aciclico) Dado un anillo A, decimos que un CW-complejo
X es aciclico si se tiene que H;(X;A) =0 para todo i, o lo que es lo mismo, si

Asii=0,

H; (X;A) = {
0 en otro caso.

Noétese que un CW-complejo conexo X es aciclico siy solo si ker (0;) = Im (0;4;) para to-
do i = 1. Esta condicién nos recuerda a la anédloga para las diferenciales de una resolucion,
y de hecho estdn intimamente relacionadas, como veremos més adelante.

Ya hemos visto que en el caso de CW-complejos regulares las funciones de incidencia, y
en particular los nimeros de incidencia, toman solo los valores 0 (inicamente cuando las
célula de dimension menor no es una cara de la otra), 1 y —1 (segtn la orientacién inducida
por la célula de dimensi6én mayor sobre su cara coincida con la de esta o sea la opuesta,
respectivamente). Ahora bien, en el caso de que nuestro complejo sea simplicial podemos
decir algo mads, concretado en el siguiente lema (ver [Bre93, pag. 247]).

Lema2.28 Sea A un complejo simplicial (geométrico, por la notacién que utilizamos, aun-
que esto no tiene mayor importancia) con vértices ordenados {vy, vy, v2,...}. Se pueden
elegir aplicaciones caracteristicas para las caras del complejo tales que si o = (vgy,. .., Us,),
con los vértices reenumerados respetando el orden de los de A, y una cara suya es ¢ =
(Vogy--+r Do;y---r Vg, ) €ntonces [¢: o] = (—1)".

Esquema de la demostracion. El teorema 2.20 nos garantiza que A es un CW-complejo re-
gular, y ya hemos dicho que los niimeros de incidencia solo pueden ser en ese caso 0, 1 o
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—1. La diferencial es entonces de la forma
n
0(Vogr--r Vo) = D €ni(Vagre-or Daprevr Vo) »
i=0

donde €, ; = +1, ylo que queremos es determinar este signo. Del hecho de que sea una di-
ferencial y por lo tanto 000 = 0 se deduce que€,,; = —€,,;+1 y en consecuencia€, ; = €, (— Nk
y solo hay que decidir el signo de €,, = +1. Pero esta es precisamente la eleccion de la orien-
tacion, y para cdlculos homolégicos no tiene importancia, pues los ciclos y los bordes no
dependen de ella, por lo que basta con fijar €,, = 1 y hacer las elecciones oportunas de las
aplicaciones caracteristicas para que la orientacion se corresponda con el signo, con lo que

n .
a(vgo,...,ygn) = Z(_l)l(VUO""’ﬁUi""’vUn) .
i=0
O

Es evidente que este lema facilita enormemente el célculo explicito de las diferenciales
en el caso en que los CW-complejos sean complejos simpliciales, de ahi que sean nuestra
mayor fuente de ejemplos.

Lo que hemos visto hasta ahora nos permite probar la siguiente propiedad de los CW-
complejos, que utilizaremos en la seccién 3.1. Otra demostracion diferente de este resul-
tado (que hemos extraido de [For98, Teorema 1.2]) puede encontrarse en [Mas78, Lema
5.10].

d d+1

Proposicién 2.29 Sea X un CW-complejo, v¢~! < ¢ < 79+ € X*) Entonces o bien v es
una cara irregular de o, o bien o es una cara irregular de 7, o bien existe una d-célula 6 # o
talquev<ad <.

Demostraciéon. Supongamos que v es una cara regular de o y esta a su vez lo es de 7. En-
tonces sabemos que [0 : 7] = +1, con lo que

ot =40+ Z [G:7T]0.
69#0
o<T

Entonces

0=0°T=400+ Y [6:7106=+v+ Y [V:ol¥+ Y [6:7]06.
T>0#0 =14y T>0#0
v<o

Ahora bien, para que la igualdad sea cierta el tiltimo sumando no puede ser nulo (pues
en otro caso no se anularia el término +v), luego debe existir 5% # o, & < 7 tal que 06 =
[v:d]v+ Y [V:6]vcon[v:d]#0,yporlotantov<éd,luegov<a <. O

V£V

Esta propiedad puede generalizarse de la forma siguiente, que se corresponde con [For98,

Teorema 1.3]
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Proposicién 2.30 Sea X un CW-complejo regular y supongamos que para ciertos d,r = 1
existen 747, v4~1 € X™*) con 7 > v. Entonces existen (p +r —1)-células 0,6 € X**), 0 # &
talesque v<o<Tyv<eG<T.

Demostracion. Razonemos por induccién sobre r. En el caso r = 1 tenemos g+l yd-1 ¢
X™. Como X es regular, el Teorema de Invarianza del Dominio nos asegura que la unién
de todas las d-células en 7T ~ 7 (recordemos que las células se toman abiertas) es densa en
T~T1, es decir,

U o=7~7.
od=t

Entonces existe una d-célula o con v < 0 < 7, y la proposicién 2.29 nos garantiza la exis-
tenciade % £ o talque v< 6 < 7.

Supongamos ahora que el resultado se cumple hasta un cierto r, por el mismo razo-
namiento que antes (la unién de todas las (d + r —1)-células de 7 ~ 7 es densa en dicho
conjunto) podemos encontrar una (d + r — 1)-célula o con v < o < 7. Aplicando la hipéte-
sis de induccion, podemos encontrar una (d + r — 2)-célula ¢ tal que v < ¢ < o, y aplicando
a la terna ¢ < 0 < 7 la proposicién 2.29 deducimos la existencia de una (d + r — 1)-célula
g#o0talque¢ <6 <71, conloquev<éd<Ttyoyo satisfardn lo que queriamos. O

2.2 COMPLEJOS DE CADENAS Y RESOLUCIONES
CELULARES

En esta seccion entraremos de lleno en la anunciada relacién entre CW-complejos y
resoluciones libres multigraduadas de ideales monomiales por medio de la combinatoria,
gracias a las buenas propiedades de los sistemas minimales de generadores homogéneos
(que en el caso de la multigraduacién son precisamente los sistemas minimales de gene-
radores formados por monomios), en particular la unicidad del niimero de elementos de
que constan. Las referencias principales seran [MS05, Capitulo 4], [OWO07, Capitulos 2 y 3]
y el articulo pionero en esta relacion, [BS98], que es la generalizacion del trabajo efectuado
en [BPS98] para complejos simpliciales.

Puesto que a lo largo del capitulo 1 hemos insistido mucho en las graduaciones y aho-
ra pretendemos relacionar objetos algebraicos graduados (de hecho multigraduados) con
CW-complejos, parece natural extender la nocién de graduacion a estos.

Definicién 2.31 (CW-complejo graduado) Dados un conjunto parcialmente ordenado
(P, <) no necesariamente finito, un par de CW-complejos (X, A) y una aplicacion entre con-
juntos parcialmente ordenados f : (X, A)*) — P (recuérdese la estructura de conjunto
parcialmente ordenado de los pares de CW-complejos introducida en la definicién 2.5), si
f conserva el orden se dice que (X, A, f) es un par de CW-complejos graduado por P, o
P-graduado, o simplemente un CW-complejo P-graduado si A= @.
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En esta situacion, dado p € P se denota por X<, al sub CW-complejo P-graduado de X
formado por las células o € (X)™*) tales que f (o) < p.

El siguiente es un ejemplo trivial de graduacién en un CW-complejo, pero permite fijar
ideas y comprender que los CW-complejos pueden graduarse por conjuntos parcialmente
ordenados cualesquiera, sin exigir mayor estructura algebraica como ocurria en la seccion
1.1:

EJEMPLO 2.32

Sea X un CW-complejo y sea P el conjunto de las células de X (parcialmente) orde-
nadas por inclusién. Entonces si f es la aplicaciéon que envia las células de X en sus
correspondientes copias en P, (X, f) es un CW-complejo P-graduado.

Evidentemente a nosotros nos interesard dotar a los CW-complejos de la multigradua-
cion estandar, o N"-graduacioén, donde el conjunto parcialmente ordenado es N con el
orden inducido por el semigrupo afin correspondiente a un determinado ideal monomial
(ver definicion 1.61). Si trabajamos con polinomios de Laurent y médulos monomiales co-
Artinianos serd necesario considerar una Z"”-graduacién, de forma totalmente andloga a
esta. Precisaremos esto en la siguiente definicién y en los comentarios posteriores. Se trata
de una de las partes fundamentales de esta memoria, pues supone la ya anunciada amal-
gama de CW-complejos y complejos de mddulos y, en particular, resoluciones libres de
ideales monomiales, con la combinatoria de los monomios como elemento coalescente,
que nos sitta en la confluencia de Topologia, Algebra y Combinatoria.

Definicion 2.33 (Complejo de médulos celular) Sea R un anillo como en el capitulo 1(ani-
llo cocientede S = k[x,..., x,] por un cierto ideal graduado). Se considera un complejo por
la izquierda de mddulos libres multigraduado

di+ d;
CE,,,_,Ci+1—_1_>Ci——> i_]—)n--—>clﬂ>CO—>0,
donde

Ci= @ R(-a)“=

aeN"
Se dice que C es un complejo de médulos celular si existen un semigrupo afin A y un par
de CW-complejos (N", A)-graduado (X, A, gr) tales que:

1. Para todo i € N existe una base {e,} del m6dulo libre R(—a)“« indexada por las i-
células o € (X, A)?, i =0, tal que gr(o) =a.

2. ParatodosieN~{0}, o € (X, A)? la i-ésima diferencial de C se expresa como
dileg)= Y. [¢:0]x8@ 8¢,
o=cex(-1

donde [¢: o] es el nimero de incidencia de o y ¢, que coincide con el coeficiente de
¢ en la expresion de la diferencial de o en el complejo de cadenas celular del par de
CW-complejos o € (X, A) (ver definicion 2.24).
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gr

En esta situacion el complejo de médulos se denota mediante C( XA

y se dice que el
par de CW-complejos (N}, A)-graduado (X VA, gr) es su soporte.

En el caso en que el complejo de mddulos libres sea un complejo sobre un ideal mono-
mial /, el semigrupo afin A sera aquel cuyos generadores son los multigrados de los mono-
mios de su sistema minimal de generadores, MinGen (I).

Evidentemente si el complejo de médulos es de longitud finita bastard con que el par
de CW-complejos sea de dimension finita, como ocurre, en particular, en el caso de las
resoluciones libres multigraduadas de S-mdédulos, por el Teorema 1.45 de las Sizigias de
Hilbert.

La definicién anterior es bastante abstracta y puede resultar dificil de entender en la
primera lectura, ya que partimos de un complejo de médulos libres y construimos el CW-
complejo (o mds generalmente el par de CW-complejos, por simplicidad razonaremos con
el caso sencillo pero la extension es inmediata) apropiado que la soporta. Pero esta cons-
truccion puede realizarse a la inversa, de forma que partiendo de un CW-complejo X ob-
tenemos el complejo de médulos libres sobre un ideal monomial con la tinica condicion
de que § MinGen (1)) = §(X?) (ya sea este valor finito o infinito) mediante la técnica del
etiquetado: se etiquetan las células de X estableciendo primero una biyeccién gr entre X©
y los generadores del semigrupo afin A (que se corresponden justamente con los multigra-
dos de los elementos de MinGen (I), de ahi que necesitemos la igualdad de cardinales para
poder establecer la biyeccion, por lo que en la préctica tenemos también una biyeccion
entre X© y MinGen (I), y para v € X¥ denotamos por A, y por m,, = x* respectivamente
al elemento de Ay el monomio de MinGen (/) que se corresponden con dicha 0-célula). A
continuacion se extiende esta aplicacién a X*) asignando a 0 € X™*) el elemento A, € A,
donde A, = mdeg(m,), my; = mcm{mv ve X0 y< 0} (por brevedad denotaremos en

ocasiones A, = \V/ A,). También se puede realizar este etiquetado “por pisos” de for-
o=zveX©
ma inductiva, de formaquesic e X?, A, =V AL
o=ceX -1

A partir del CW-complejo etiquetado construir el complejo de médulos es sencillo, solo
hay que considerar su complejo de cadenas celular multigraduado de forma que cada ele-
mento de la base de cada médulo tenga multigrado la etiqueta (el grado) de la célula que le
corresponde, por lo que para que se mantenga la homogeneidad (de multigrado 0) de las
diferenciales se debe introducir como correccion el cociente de los monomios correspon-
dientes a las dos células que intervienen. Asi pues, si o € (X, A)@,

0i0)= Y lgi0l=%¢

o=ceX(-1 mg
en la notacion del complejo de cadenas celular, que se corresponde exactamente con la
expresion de la diferencial de la definicion 2.33 identificando los elementos de las bases
de los médulos libres con las células que los indexan. Es por ello que este complejo recibe
también el nombre de complejo de cadenas celular etiquetado, o simplemente complejo de
cadenas etiquetado. A partir de esta construccion se obtiene de forma natural la siguiente
definicion.
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Definicion 2.34 (Resolucion libre celular) Si en la situacién anterior el complejo de mé6-
dulos libres Cér( ) sobre el ideal monomial M es una resolucion libre multigraduada de
dicho médulo, C = F, se dice que es una resolucion libre celular multigraduada con sopor-

te el par de CW-complejos (N"*, A)-graduado (X VA, gr) y se la denota por .’F(g;( e

Ya advertimos en la seccion 2.1 que a pesar de que suele considerarse el vacio como una
cara de todo CW-complejo excepto del vacio, en la practica muchas veces lo obviamos, y
de hecho la condicién i = 0 en la definicion 2.33 lo excluye explicitamente. En este caso, si
lo afiadimos como cara (con grado nulo) el complejo de médulos celular correspondiente
no lo seria sobre el médulo M, sino sobre el cociente R/ M.

En ocasiones en vez de referirnos a una de estas resoluciones libres con el adjetivo ge-
nérico de celular se precisa un poco mas la naturaleza concreta de la estructura celular que
la soporta, denomindndola resolucion simplicial o celular regular cuando el soporte sea
un complejo simplicial o un CW-complejo regular, respectivamente. Evidentemente toda
resolucion simplicial es en particular celular regular, y estas a su vez son celulares.

Ante la definicion anterior surgen algunas preguntas, la més evidente si todo ideal mo-
nomial admite una resolucién celular. La respuesta en este caso resulta ser afirmativa,
puesto que ya adelantamos en la seccién 1.4 que para todo ideal monomial puede cons-
truirse su resolucién de Taylor (definicién 1.56) y como veremos mads adelante esta reso-
lucion es simplicial, por lo que en realidad es cierto algo atin mds fuerte que lo que nos
preguntidbamos.

Sin embargo, también advertimos que la resolucion de Taylor dista, en general, de ser
minimal (y de hecho dimos un ejemplo que lo ilustraba). Entonces la siguiente pregunta
que se nos plantea es si hay ideales monomiales (o familias de estos) cuya resolucién mi-
nimal sea simplicial, celular regular pero no simplicial, celular pero no celular regular, o
ni tan siquiera celular. Todas las posibilidades pueden darse, en particular la resolucion de
Taylor es minimal en ciertas ocasiones, como veremos en la seccion 2.3; en [MS05, Sub-
seccion 4.3.5] y [Marl4, Ejemplo 3.27] encontramos ejemplos de resoluciones minimales
soportadas por CW-complejos regulares pero no simpliciales y en [Jac04, Seccién 3.2] se
demuestra de forma muy sencilla que la resolucién libre minimal de un cierto ideal aso-
ciado a un grafo no puede ser simplicial, mientras que en [Vel08] se prueba en la seccion 4
que hay resoluciones celulares minimales de ideales monomiales que no son regulares en
ninguna caracteristica (si, en asuntos de resoluciones la caracteristica en que trabajemos
también importa) y en la seccién 5 que hay resoluciones libres minimales de ideales mono-
miales que no estan soportadas por ningin CW-complejo, e incluso construye una amplia
familia de ideales para los que esto ocurre.

Aunque nos hemos restringido al caso de ideales monomiales, ya indicamos en la sec-
cion 1.4 que los médulos monomiales co-Artinianos poseen una estructura combinatoria
suficientemente fuerte para que sean vélidos la mayor parte de las construcciones y resul-
tados que en esta memoria enunciamos en términos de ideales monomiales. En particular
son ciertos todos los de esta seccion, sin més que sustituir N por Z cuando proceda.
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EJEMPLO 2.35

Aprovechando el complejo simplicial del ejemplo 2.19, que tiene 4 vértices, po-
demos construir una resolucién libre celular (de hecho simplicial) del ideal I =
(xz,xy, 2, xzycS=k [x, Y z], generado por otros tantos monomios. La numeracién
de las células (simplices en este caso) y el etiquetado pueden verse en la figura 2.7,
tanto con los grados en N® como con los monomios correspondientes. En la notacion
de la definicién 2.33 las diferenciales son las siguientes:

2 2

x x
di (eq,) = (=1)' x—2y€v0 +(-1)° x—;/evl = —yey, + xey,.
2 2
Xy Xy
di (ec,) = D! x—yev1 +(-1)° 7&,2 =—Yyey, +Xey,.
242 1242
di o) = (~1)' ey, + (10 ey, = = yPey, + 2y,

xyz xyz
dy (ec,) = (-1* x—);evl +(=1)° x—yzev3 = —zey, + yey,.

2,2 2,2 2.2

y 0 XY 1 XY
d = (1) e, + (-1 + (=D Se, = yeg, + xeq, —
2(e0) = (=1) y eg, +(=1) xy? eg, +(=1) x2y2 €y = Ve T X€¢, — €,

X
x2

Y la resolucion celular libre de I asociada a este complejo simplicial sera:

y -y 0 -y> 0
X S=210) | x -y 0 -z| S-(200)
-1 S 0 x % 0 @
0 S-120 o o o y| SE@LOY (& xy ¥ x2)
0—S(-2,20) —— © (&) I—o0,
$(-(2,2,0) S§(-1(0,2,0))
@ ®
S(-(1,1,1) S(=(1,0,1))

que evidentemente no es minimal. En los ejemplos sucesivos, por aligerar la notacion,
identificaremos las células con los correspondientes generadores de los médulos li-
bres.

2.2.1 3;Cuando un CW-complejo soporta una resoluciéon?

La definicién 2.33 y los comentarios posteriores a esta hacen evidente que todo CW-
complejo puede verse como el soporte de un complejo de médulos libres sobre un ideal
monomial / c S sin mds que exigir que el nimero de monomios que general minimalmen-
te I sea igual al nimero de 0-células del CW-complejo. Sin embargo, no todo complejo de
modulos libres es una resolucién (pues se requiere la exactitud de la sucesién), y puesto
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0,2,0)
2

X XZ
2,0,0) , i LLD 91,01
Vo Xy ¢ (2,1,0) 1,1,0) ¢z xyz Vs

Figura 2.7: Complejo simplicial con las caras enumeradas (en negro) y etiquetadas (en ro-
jo los grados en N3, en marrén los monomios correspondientes) de forma que soporta la
resolucion libre celular del ideal monomial I = {x?, xy, y*,xz)

que estos son los objetos que nos interesan querremos identificar las condiciones bajo las
cuales un CW-complejo puede ser soporte de una resolucién. Los resultados de esta sub-
seccion pueden encontrarse en [BS98] y [OW07, Seccién 3.1].

En primer lugar necesitaremos la siguiente definicion.

Definicion 2.36 Sea

di+ di d
CE .__,Cl+1—l>cl—>cl_l—>--—>C1—1>CO—>0,
donde
Cl' = @ R(_a)Ci'av

acN"

un complejo multigraduado de modulos libres y finitamente generados sobre el anillo de

semigrupo afin R = k[A], subanillo de S = k[x,...,x,]. Dado @ € N” denotamos por C<,4

(respectivamente por C-4) al subcomplejo (de nuevo multigraduado) de C formado por los

moédulos C; < = ﬁ@ Ci p (respectivamente C; <o = ﬁ@ Ci p), generados por los generadores
<a <a

de C; de multigrado menor o igual que « (respectivamente de multigrado estrictamente
menor que @) segin el orden inducido en N por el semigrupo afin A.

Nétese que en la definicién anterior C; o # R(—a)“=. De hecho, en general ninguno es
un subconjunto del otro.

Y podemos probar ya el resultado que nos interesa.

Proposicion 2.37 Sea R = k[A] un anillo de semigrupo afin, subanillo de S = k[xy,..., x,].
El CW-complejo (N”, A)-graduado (X , gr) es el soporte de una resolucién libre de un R-
moédulo multigraduado si y solo si para todo & € N el CW-complejo X< es aciclico o vacio
(como anillo base para la homologia se toma el cuerpo k).

.2 T . 2 .
Demostracion. Sea .7-'§ el complejo de modulos asociado a (X, gr). Para que sea una re-
solucion deberd ser aciclico, pero ya sabemos (ver los comentarios tras la definicién 1.23)
. . I . 2
que esta lo es si y solo si lo son todas sus bandas F }g( o Para a € N". Ahora bien, los médu-

los libres de una de tales bandas T;‘? o €stan generados por elementos {es} oex™) al igual

Xla
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que ocurre con el complejo de cadenas celular C (X<q; k) si identificamos e, con o. Pues-
to que la homologia de dicho complejo es la homologia celular del complejo X<q, lo que
queremos probar es que la banda es aciclica si y solo si lo es el correspondiente sub CW-
complejo.
Seaz= Y a,x*#0 e, un elemento de ]—";g(rl. - Entonces d; (z) = 0 siy solo si el co-
UEXg‘)x v .
eficiente en la expresion de la diferencial b de cualquier e. con ¢ € X;’; U es nulo. Pero

be=x*"%© ¥ ayl¢:0],conloque b, =0siysolosi Y aylc:o]=0,que equivale a
oeXly oex®

qued;| ) as0|=0,conloquezesunciclosilacadena correspondiente en el complejo
0’€Xéi3x

de cadenas celular, Z, lo es. La prueba de que lo mismo ocurre con los bordes, es decir, que

z=d;12' siysolosiZz=0;,1Z con es muy similar, por lo que la omitiremos y esto prueba

lo que queriamos ver. O

Esta caracterizacién puede extenderse inmediatamente a pares de CW-complejos si ex-
tendemos también al definicion de CW-complejos aciclicos a los pares, exigiendo la anu-
lacion de todos los médulos de homologia salvo en grado 0, para el que sera isomorfo al
anillo base (o la anulacién de todos los médulos para la homologia reducida).

Podemos ir un poco més lejos y caracterizar los CW-complejos que soportan una reso-
lucién libre minimal de un cierto ideal monomial.

Proposicion 2.38 Con la notacién de la proposicién anterior, una resolucién celular con
soporte un CW-complejo (N, A)-graduado (X , gr) es minimal si y solo si para todo par de
célulaso,ce X*) con¢c <o ydim(¢) =dim (o) — 1 o bien gr (o) # gr(¢) o bien [¢: 0] = 0.

Demostracion. Se deduce de la expresion de las diferenciales de un complejo de médulos
celular asociado a un CW-complejo (N, A)-graduado (definicion 2.33) y de la proposicion
1.32, pues las del enunciado son las tinicas posibilidades para que no aparezcan unidades
en las matrices diferenciales. O

EJEMPLO 2.39

Si volvemos al ejemplo 2.35, gr(o) = gr(¢2), lo que explica que la resolucién no sea
minimal.

2.2.2 Leyendo los nimeros de Betti

Ya vimos que unos invariantes importantes de las resoluciones minimales de un mo-
dulo son sus nimeros de Betti, que nos permiten recuperar los médulos libres de la reso-
lucién. En el caso de resoluciones libres celulares estos ntimeros de Betti se codifican en la
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topologia del CW-complejo que actiia como soporte, y en esta subseccion veremos como
extraerlos.

El siguiente lema nos muestra cémo partiendo de cualquier resolucién libre pueden
extraerse sus numeros de Betti, aunque no sea minimal, a través de su homologia.

Lema 2.40 Sea R como en el capitulo 1, M un R-mdédulo multigraduado y F una resolu-
cién libre multigraduada de M. Entonces

Bi,a (M) = dimy (H; (F<a) o, (F<a)a)) -

Demostracion. Si F es minimal la propiedad se sigue del hecho de que todas las diferen-
ciales del complejo de cadenas relativo ((Fxgq) o, (F<a)e) son nulas. En general, el teorema
1.34, apartado 2, asegura que existe una resolucion libre minimal G de M y un complejo
trivial 7 tal que F = G @ T . Entonces

Hi (Fz)ar»F<a)a) = Hi ((G<a ® T<a)a» (G<a ® T<a)a) =

= H; ((G<a)a) (G<a)a) ® Hi (Tzd)a» T<d)a) »

y como la homologia de ((’7;,,)“ , (’T<a)a) es nula se deduce el resultado. O

Y este lema nos permite probar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.41 Sea R = k[A] un anillo de semigrupo afin, subanillo de S = k[x3,..., x,].
Sea M un R-moédulo multigraduado y [X VA, gr) un par de CW-complejos (N, A)-graduado
que soporta una resolucion libre multigraduada de M. Entonces

dimg (Hi-1 (X<a) A<a; k) Si A<a # D,

i o (M) =dimy (H; (X<q, X<q U A<q; k) = ~
Pia s A e {dimk(Hi_l (X<aib) si A<a =,

donde la primera igualdad se cumple para todo i = 0 y la segunda para todo i = 2. Si ade-
mas X<q yV A<q son aciclicos o vacios la segunda igualdad es también valida parai = 1. En
particular f8; o (M) = 0sien (X, A)”) no hay células de grado a.

Demostracién. En virtud de la prueba de la proposicion 2.37, siguiendo la notacién de la

definicion 2.24 el complejo de cadenas relativo ((.’F{g}; ne “)a , (]:(g)r(, A<a

efectos de la homologia, de la manera siguiente, donde las diferenciales son las inducidas
del complejo de cadenas celular.

)a) puede verse, a

. Ci+l (XSa’Aﬁa) N Ci (Xﬁa’Aﬁa) . Ci—l (Xﬁa;ASa) .
Ci+1 (X<a) A<a) Ci (X<a’ A<a) Ci—l (X<a; A<a)

Se tiene la cadena de isomorfismos siguiente:

Ci Xza)Aza) - Ci(Xza) ICi (Aza) Ci Xza)

Ci X<ar A<a)  Ci(X<a) /Ci(A<q)  Ci(X<a) +Ci (Aza)
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~ Ci (X<a)

~ Ci (X<q U Aza)
Como las diferenciales inducidas son las mismas que las del complejo de cadenas celular
del par (X<q, X<a U A<q), aplicando el lema 2.40 se obtiene la primera igualdad.

= Ci (Xﬁa» X<a U Aﬁa) .

Para la segunda igualdad se puede utilizar la cadena de isomorfismos anterior para re-
escribir la sucesion exacta larga de homologia del par (C (X<q, A<q),C (X<q, A<q)) COMO
sigue:

= Hii1 (X<a, A<a) = Hit1 (X<, X<q U A<q) = Hi (X<q, A<a) = Hi+1 (X<q, A<a) =,

y de la exactitud se deduce la igualdad de las dimensiones de los médulos de homologia
que nos interesan via el homomorfismo de conexion, para i = 2. El caso en que A<q = @ es
similar sin mds que hacer el ajuste de la homologia, tomando la reducida.

Analicemos ahora el caso en que X< y A< son aciclicos o vacios, la sucesion exac-
ta larga de homologia del par proporciona la siguiente sucesion exacta (considerando la
homologia reducida esta vez):

0= Iz[l (X<a; k) — I:Il (Xza) X<a UA<q; k) — Ffo (X<q U A<q; k) — I:IO (X<a; k)=0.

Obviamente esto implica que H; (X<q, X<q U A<q; k) = Hy (X<q U A<g; k)

En el caso en que A<, = @ la exactitud de esta situaciéon implica lo que queriamos ver,
que H, (X<g, X<aq U A<q; k) = Hy (X<q; k) (recordemos que el inico médulo de homologia
para el que la reducida no coincide con la general es el 0-ésimo).

Si A<q es aciclico pero no vacio, como se tiene que X<4 N A<q = A<q €l fragmento si-
guiente de la sucesién de Mayer-Vietoris (ver, por ejemplo, [GH81, Capitulo 17]) de la terna
(X<aqUA<q, X<a, A<a):

Hy (A<a; k) — Ho (X<q; k) ® Hy (A<a; k) — Ho (X<q U A<a; k) —
— H_1 (A<a; k) — H-1 (X<a; k) ® H_1 (A<q; k)
es simplemente:
Hy (A<a; k) — Ho (X<a; k) — Ho (X<q U A<a; k) — Ho1 (A<as k) — Ho1 (X<a5K)
mientras que la sucesion exacta larga del par (X< 4, A<¢) proporciona la sucesion
Ho (A<a; k) — Ho (X<q; k) — Ho (X<a) A<a; k) — H_1 (A<a; k) — Ho1 (X<g5K) -

Aplicando a estas dos sucesiones el Lema de los Cinco (ver, por ejemplo, [GH81, Lema 14.7])
se deduce lo que queriamos ver:

Hy X<q, X<aUA<q; k) = ﬁl (X<a, X<qg UA<q; k) = HO (X<aUA<q; k) =
= I:IO (X<a» A<a; k) = Hy (X<q, A<a; k) .

Por ultimo obsérvese que si no hay ninguna i-célula de grado a« en (X, A)D entonces
H; (X<q, X<a U A<q; k) = Hi (X<q, X<q; k) = 0, conlo que ; o (M) =0. O

Nétese que dimy (Hy (X<q, X<a U A<q; k)) es, en general, facil de calcular.
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2.3 EJEMPLOS DE RESOLUCIONES jCELULARES?

Al igual que hicimos en el capitulo precedente cerraremos con una seccion dedicada a
ejemplos significativos, al menos para nuestros intereses, de resoluciones. De hecho, y para
completar el paralelismo, estos serdn precisamente los mismos que en dicha seccion 1.4:
las resoluciones de Taylor y de Lyubeznik, que son celulares. Las interrogaciones en el titulo
de la seccion hacen referencia a que en ambos casos son resoluciones simpliciales, mucho
mas féaciles de manejar que las celulares en general, debido a la expresion sencilla de las
diferenciales. Hay muchos otros ejemplos de (familias de) resoluciones celulares, algunas
de ellas no simpliciales, como la de Scarf, la de Hull (introducida en [BS98]), las definidas
por complejos radicales, la hipersimplicial o la Bar, entre otras que se pueden encontrar en
[OWO07, Seccion 3.3] o [MS05, Seccion 4.3].

Conviene también destacar que, aunque no hemos hecho referencia a ellas, hay otro
tipo de estructura celular, los poliedros, que son CW-complejos regulares algo més genera-
les que los complejos simpliciales pero que atin tienen una estructura combinatoria sufi-
cientemente fuerte como para que las diferenciales puedan expresarse de forma sencilla, y
que proporcionan ejemplos de resoluciones celulares regulares no simpliciales. En [Mar14]
pueden encontrarse mds detalles sobre resoluciones poliedrales.

2.3.1 Laresolucion de Taylor

En la definicién 1.56 dimos la construccién algebraica de un complejo de médulos
(aunque ni siquiera demostramos que lo fuera) asociado a un determinado ideal mono-
mial al que llamamos complejo de Taylor, y tampoco probamos que fuera una resolucién
del ideal, aunque lo afirmamos. Ambas cosas las veremos a continuacién apoyandonos en
la teoria de la seccién precedente, lo que sirve también como ejemplo de la utilidad de
nuestra amalgama.

A pesar de que la defincién algebraica se dio para un ideal monomial, al definir el com-
plejo asociado a un determinado CW-complejo etiquetado se puede generalizar facilmente
al caso de médulos monomiales co-Artinianos, como se hace en [BS98, Seccién 1]. Solo en
el resto de esta seccion trabajaremos en dichos términos, como muestra de la posibilidad
de extension.

Definicién 2.42 (Complejo de Taylor, version celular) Sea M un médulo monomial co-
Artiniano sobre un anillo S = k[x;,...,x,]. Considérese A;, el complejo simplicial (abs-
tracto) sobre el conjunto base MinGen(M), A7;, = & (MinGen(M)) (el complejo formado
por un simplice (ji MinGen(M)) — 1)—dimensional junto con todas sus caras), y lo etiqueta-
mos asignando a cada vértice el multigrado del monomio de MinGen(M) que le correspon-
de, con lo que lo convertimos en un complejo graduado (A7, gr). El complejo de médulos
asociado a este complejo simplicial etiquetado es el complejo de Taylor de M, que denota-
mos por Ty;.
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En efecto, si comparamos el complejo de la definicién 1.56 y el de 2.33, tanto los mo6-
dulos como las diferenciales coinciden y por lo tanto es verdaderamente un complejo de
modulos libres. La siguiente proposicion asegura que es una resolucion.

Proposicién 2.43 El complejo de médulos libres 7Ty es una resolucion libre multigradua-
da de M.

Demostracion. Aplicando la proposicion 2.37 basta con ver que para todo a € N (A, ) -
es aciclico o vacio. Si no es vacio, (A;,) o €8 el complejo formado por el simplice de vérti-
ces {m; :mdeg(m;) < a} « MinGen(M) y todas sus caras, que es contractil (su realizacién
geométrica lo es), luego aciclico. O

En [OWO07, Seccion 3.3] se generaliza el complejo de Taylor al caso de un par de mo-
dulos co-Artinianos N ¢ M tomando como conjunto base la uniéon de los generadores
minimales de ambos médulos A7, ., etiquetado de la manera obvia. Entonces el par de
CW-complejos graduado (ATM, v A1) soporta la llamada resoluci6n de Taylor de M/N.

La resolucion de Taylor es probablemente la resolucién celular més simple que se pue-
de tomar por la sencillez del complejo simplicial, pero como ya hemos advertido en varias
ocasiones estd, en general, lejos de ser minimal. No obstante la proposicion 2.38 nos pro-
porciona una condicion sobre el CW-complejo bajo la cual la resolucion asociada (si efec-
tivamente lo es) es minimal. En el caso particular de la resolucién de Taylor se formula de
la manera siguiente.

Proposicién 2.44 Sea M un mé6dulo co-Artiniano. Entonces su resoluciéon de Taylor 7y, es
minimal si y solo si para todo o € A;, y todo m € o (recordemos que el conjunto base del
complejo simplicial es MinGen(M), aunque evidentemente puede tomarse cualquier otro
conjunto del mismo cardinal) gr ({m}) ﬁ gr (o \ {m}), o lo que es lo mismo, m { x&" (@\m})

Si nos restringimos a ideales (monomiales), hay una clase de estos muy importante en
Algebra Conmutativa para los cuales la resolucién de Taylor es minimal.

Definicion 2.45 Se definen las siguientes nociones:

1. Sea la sucesién de polinomios py, ..., pr € S[x1,...,Xx,]. Se dice que la sucesion es
S-regular si (p1,...,px) # Sy para todo i = 1,...,k p; no es un divisor de cero en
S

(prropic1)
2. Sipy,..., pr esunasucesion regular, se dice que elideal {py, ..., px) < S es interseccion

completa.

Notese que un ideal monomial I c S es interseccion completa siy solo si en los elemen-
tos de MinGen(I) intervienen variables distintas, es decir, si m, m' € MinGen(I), m # m' y
una variable x; | m entonces xs{m'.

Proposicién 2.46 Sea I c S un ideal monomial que es interseccion completa, entonces su
resolucion de Taylor es minimal.
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Demostracién. Se deduce inmediatamente aplicando la proposicién 2.44. O

EJEMPLO 2.47

En el ejemplo 1.57 anunciamos que la resolucion del ejemplo 1.35, era la resolucién de
Taylor del ideal monomial I = (x%, x ¥, y3> del anillo S = k[x, y] (enrealidad vimos que al
extenderla obteniamos la resolucién de Taylor de S/I). Ahora estamos en condiciones
de comprobarlo.

El complejo de Taylor asociado a dicho ideal es el de la figura 2.8, ya etiquetado. A
partir de él podemos calcular facilmente las diferenciales (siguiendo la notacion de la
definicién 2.33 salvo porque identificamos los elementos de las bases de los médulos
libres con las células que los indexan).

2 2
di (o) = (-1)' vo + (=10 vy = —pvg 4 xvy.
x Xy
lxy3 Oxy3 2
di(¢) =D ——vi+ (D" —5va=—yvi+xva.
Xy y
xZ 3 x2 3
di(62) = (1! o + (-1’ yﬁ va ==y + v,
x2 3 x2 3 x2 3
d ()= 1?0+ (1" 2L+ (-1 g = Yo+ x61 6o
x2y xy 2y

Y la resolucion de Taylor es la siguiente:

Ve -y 0 -y
| SCem |y 2 o | S

-1 > 0 x x? > (x* xy %)
0—S(-@23) —— S-=(1,3) —— S=1,1) I—0
S )
S(=(2,3)) S(=(0,3))

Esta resolucion es la misma que la de los citados ejemplos, indicando los multigrados
en vez de solo los grados (evidentemente el signo en las diferenciales no es inconve-
niente). El hecho de que no sea minimal se deduce de que el grado de o es el mismo
que el de ¢, y por lo tanto el ideal no es interseccion completa (pues el generador xy
comparte variables con los otros dos).

2.3.2 Laresolucion de Lyubeznik

Ya hemos visto que la resolucion de Taylor destaca tanto por su sencillez como por estar,
en general, lejos de ser minimal, y en la seccion 1.4 introdujimos el complejo de Lyubeznik
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(1 1)

Yo (2,1) 6o x7y V1
Figura 2.8: Complejo de Taylor del ideal monomial I = (x?,xy,y®) = S = k[x,y] con las
caras enumeradas (en negro) y etiquetadas (en rojo los grados en N?, en marrén los mono-

mios correspondientes).

de un ideal como un subcomplejo del de Taylor que era, de hecho, una resolucién y estaba
mads préxima a ser minimal que la de Taylor. Pues bien, también es una resolucién simpli-
cial y esa mayor “proximidad a la minimalidad” deberd asimismo reflejarse en el complejo
simplicial que la soporta, que es un subcomplejo del de Taylor. De nuevo consideraremos
la generalizacion a médulos monomiales co-Artinianos.

Definicion 2.48 (Complejo de Lyubeznik, version celular) Sea M un médulo monomial

co-Artiniano sobre un anillo S = k[xi,...,x,] y tdmese un orden total < en MinGen(M).

Considérese Az, el complejo simplicial (abstracto) sobre el conjunto base MinGen (M) for-

mado por todos los simplices 0 = {mg,, ..., My }, Mg, <My, < --- < Mg, que cumplen que

paratodo f < sytodo m € MinGen(M) tal que m < m,, se tiene que m’(mcm{mgt, ceo mgs}.
Se etiqueta Az, asignando a cada vértice el multigrado del monomio de MinGen(M) que le

corresponde, convirtiéndolo en un complejo graduado (Agz,,, gr). El complejo de médulos

asociado a este complejo simplicial etiquetado es el complejo de Luybeznik de M, que se

denota por L. Este complejo es una resolucién (aunque no lo demostraremos, en [Lyu88]

se puede encontrar una prueba algebraica), la llamada resolucién de Lyubeznik.

A la vista de la construccion, el complejo simplicial de Luybeznik puede obtenerse del
de Taylor eliminando algunos de los simplices que suponian una obstruccién a la minima-
lidad segtin la proposicion 2.44, pero no todos en general, pues seguimos necesitando que
los subcomplejos simpliciales hasta cada grado sean aciclicos para que soporte una resolu-
cion. Es por ello que, aunque supone una notable mejora respecto a la resolucién de Taylor,
aun no es minimal en general. Otro problema que plantea es la fuerte dependencia del or-
den total elegido en MinGen(M); dependiendo de este se eliminan més o menos caras del
complejo de Taylor, y por lo tanto la resolucién estard mas o menos cerca de ser minimal,
por lo que para obtener la “mejor” debemos probar con todos los 6rdenes posibles.

EJEMPLO 2.49

Volvamos al ejemplo 2.47, en el que construimos el complejo de Taylor (figura 2.8) y la
correspondiente resolucién del ideal monomial I = (x?, xy, y°) del anillo S = k[x, y].
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Ordenemos los monomios generadores (minimales) asi: xy <1 x* <1 y°.

Todos los vértices del complejo de Taylor A7; cumplen trivialmente la condicién para
estar en el de Lyubeznik (pues para ellos s = 0 y no hay ninguna posibilidad de elegir
t < s). También la cumple ¢y = {xy, x*} pues mc,, = xy, m¢,, = x* y entonces s =1y
solo puede ser ¢t = 0 < s, pero no existen monomios en MinGen(/) menores (segtn el
orden que hemos dado) que m,, = xy. Exactamente el mismo razonamiento se aplica
ac={xy y’}.

En cambio, para ¢, = {x?, y°} se tiene que s = 1 y para r = 0 tenemos que xy <l mc,, =
x%, y como mem{x?, y°} = x*)y> y xy | x*y® se deduce que ¢, no cumple el requisito,
y no estard en el complejo de Lyubeznik. Lo mismo ocurre con o = {xy, x?, y°} al to-
mart=1<2=s5,xy < mg,=x*yxy|x*y*mem{x? y3} = x* . Entonces el complejo
de Luybeznik es el de la figura 2.9, obtenido del de Taylor tras eliminar ¢, y 0. Pues-
to que las diferenciales son las inducidas por el complejo de Taylor, la resolucién de
Lyubeznik de I es la siguiente:

_y 0
x —2| S=@oy
S(-(2,1)) 0 x o (2 xy ¥
0 —— &b S(-(1,1)) 1 0,
S(-(1,3)) O

S(=(0,3)

que evidentemente es minimal, y coincide con la obtenida en el ejemplo 1.35 median-
te el procedimiento algebraico de las cancelaciones consecutivas. Es trivial comprobar
que el complejo simplicial graduado de la figura 2.9 verifica las hip6tesis de las propo-
siciones 2.37y 2.38.

Puede comprobarse facilmente que si hubiéramos elegido cualquier otro orden en los
monomios generadores minimales no hubiésemos podido cancelar ninguna cara del
complejo de Taylor, lo que pone de relevancia la fuerte dependencia del orden que
tiene la resolucion de Lyubeznik.

0,3)
V2@

(1,3)
Gl

2,0) @ ® (1,1)
vo (2,1) 6o Vi

Figura 2.9: Complejo de Luybeznik del ideal monomial I = {x?,xy,y°) < S = k [x, y| para el
orden xy < x* <1 y® con las caras enumeradas (en negro) y etiquetadas (en rojo los grados
en N2, en marrén los monomios correspondientes).



CAPITULO

TEORIA DE MORSE DISCRETA

Ahora que ya hemos presentado con detenimiento nuestro objeto de estudio, las reso-
luciones celulares, nos falta el método para conseguir nuestro objetivo, que es minimalizar
dichas resoluciones, o al menos acercarnos a ello. En el capitulo 1 ya hemos visto un mé-
todo algebraico de minimalizacion, el de las cancelaciones consecutivas, por lo que resulta
natural preguntarse qué sentido tiene buscar otro método que solo es valido en el caso par-
ticular en el que podemos tener una resolucion celular, es decir, para ideales monomiales
(0 alo sumo médulos monomiales co-Artinianos). Ademads ya hemos visto que, aunque to-
dos ellos admiten una resolucion celular (la de Taylor), no siempre la resolucién minimal
va a ser de este tipo, por lo que para tener un éxito completo deberemos salir de la clase de
resoluciones en que estamos trabajando.

La motivacién que nos impulsa aparece, de forma intrinseca, a lo largo del capitulo 2. Y
es que la topologia de la estructura celular que sirve como soporte, junto con la graduacion
de esta procedente del etiquetado, reflejan muchas de las propiedades algebraicas de las
resoluciones, entre ellas las que ya vimos en las subsecciones 2.2.1 y 2.2.2 sobre cudndo un
CW-complejo soporta una resolucion y cudndo esta es minimal, y la obtencion de los nu-
meros de Betti a partir de complejo celular aun si la resolucion que soporta no es minimal.
Este método es relevante por la informacion teérica que se obtiene durante el proceso y
porque es aplicable a familias enteras de ideales, mientras que el método algebraico solo
es valido para ejemplos concretos. Y por supuesto no hay que olvidar que en algunos casos
el razonar topologicamente con el CW-complejo soporte de la resolucion resulta mucho
mas sencillo que utilizar directamente argumentos algebraicos sobre la misma.

Es por esto que el procedimiento que vamos a ver es puramente topol6gico y consis-
te en el andlogo para el caso de CW-complejos de la Teoria de Morse clésica para el caso
de variedades, aprovechando la estructura combinatoria subyacente, por lo que recibe el
nombre de Teoria de Morse Discreta.

81
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La Teoria de Morse, rama de la Topologia Diferencial de Variedades desarrollada en su
origen por Marston Morse en [Mor34] bajo el nombre més genérico de Cdlculo de Varia-
ciones, analiza la topologia de una determinada variedad a través del estudio de los puntos
criticos de las funciones diferenciables sobre ella y en particular permite construir CW-
complejos homotépicamente equivalentes a la misma. Aunque esta es precisamente la
aplicacion que buscamos adaptar al caso discreto, no hay que olvidar la relevancia de es-
ta teoria en el &mbito de la Topologia Diferencial, creciendo para incluir estructuras mas
generales como los fibrados y sirviendo como instrumento para probar los teoremas de
h-cobordismo y s-cobordismo para variedades lisas (Smale, Milnor) y el teorema de perio-
dicidad de Bott. La referencia fundamental para esta teoria es [Mil63].

Volviendo a lo que nos ocupa, fue Robin Forman, discipulo de Raoul Bott quien, en
su articulo [For98], adapta las principales ideas de la Teoria de Morse al caso de estructu-
ras celulares para iniciar la rama que ahora recibe el nombre de Teoria de Morse Discreta,
cuyos fundamentos expondremos en la seccion 3.1. En la seccién 3.2 daremos una refor-
mulacién de esta teoria en términos de los llamados emparejamientos aciclicos, debida a
Chari, que resultard ser mucho mds manejable, tanto desde el punto de vista tedrico como
del préctico, para trabajar en el &mbito de los CW-complejos soporte de resoluciones. Con-
tinuaremos probando, en la seccién 3.3, el resultado central que da sentido al capitulo y en
buena medida a la memoria, segin el cual la Teoria de Morse Discreta puede ser aplicada a
las resoluciones celulares para obtener otras mas proximas a las minimales. Terminaremos
esbozando, en la seccién 3.4, una generalizacion de la Teoria de Morse Discreta restringida
al estudio de las resoluciones que permite prescindir de los soportes topolégicos.

Existen otras versiones de Teoria de Morse Discreta de uso cada vez mas frecuente en
Informética Gréfica y en Vision Computacional que son diferentes de la presentada en esta
Memoria. Para evitar confusiones se etiqueta como Teoria de Morse Digital a la relacionada
con las aplicaciones tecnoldgicas.

Las referencias principales para este capitulo serdn [For98] para la secciéon 3.1, [BW02]
y [OW07] parala 3.2 yla 3.3y [JW09] para la 3.4.

3.1 LOS TEOREMAS DE MORSE

Apoyéndonos en [OWO07, Seccion 4.1] y especialmente en [For98] daremos una intro-
duccion a la Teoria de Morse Discreta para el caso de CW-complejos finitos (es decir, com-
plejos celulares), hasta llegar a demostrar el andlogo, en el caso regular, al ya anunciado
resultado que permite construir un CW-complejo homotépicamente equivalente a una va-
riedad a partir de los puntos criticos de una funcion diferencible sobre esta cuyos puntos
criticos sean todos no degenerados, que recibe el nombre de funcién de Morse. Este re-
sultado, al que algunos textos se refieren como Teorema de Morse, se corresponde con el
teorema 3.5 de [Mil63], aunque para el lector no iniciado en el tema es recomendable echar
antes un vistazo a [Mil63, Seccion 1], donde se desarrolla un ejemplo sencillo al reconstruir
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la topologia del toro a partir de los puntos criticos de la funcién altura, que es un caso par-
ticular de funcién de Morse (la mds utilizada en las aplicaciones précticas). El resultado es
también cierto en el caso de complejos celulares no necesariamente regulares, aunque la
demostracion requiere la adaptacién de muchos més conceptos de la Geometria Diferen-
cial, como el campo vectorial gradiente, por lo que remitimos al lector interesado en ella a
las secciones mds avanzadas del articulo de Forman, [For98].

Notese que estamos realizando una primera simplificacion respecto del capitulo ante-
rior y es que pedimos que los CW-complejos sean finitos para que los teoremas sean vali-
dos. Esto implica que, si bien las resoluciones celulares podian considerarse también en el
caso de modulos co-Artinianos, los métodos de minimalizacién que se apoyen en la Teoria
de Morse Discreta no serdn necesariamente validos, por lo que en principio tendremos que
restringirnos al caso de m6dulos monomiales con un nimero finito de monomios genera-
dores minimales, o mas concretamente a ideales monomiales. Mds adelante veremos que
si es posible eludir la hip6tesis de finitud.

En primer lugar tendremos que definir el andlogo a las funciones de Morse a las que
hemos hecho referencia antes.

Definicion 3.1 (Funcion de Morse discreta) Una funcion de Morse sobre el CW-complejo
X esuna funcién f: X*) — R que cumple que:

1. Para toda célula 0% e X™,

(@ {rex®:iol<t™ fm)=flo)}<1,
b) #{vFlex®: vil<ogd f(v)= fo)}<1.

2. Sio,Te X* y o esuna faceta de 7 tal que f (0) = f (1) entonces o es una cara regular
de 7 (recuérdense la definicion 2.5 de faceta de una cara de un CW-complejo y de
cara regular respecto de otra, definicién 2.10).

En otras palabras, para que una funcién sobre el conjunto de células de un CW-complejo
sea de Morse tiene que tomar para cualquier célula un valor estrictamente mayor que en
cualquiera de sus facetas excepto a lo sumo en una, y un valor estrictamente menor que
en cualquiera de las células de las que esta es faceta, excepto a lo sumo en una, y ademas
estos pares de células en los que la funcién no respeta el orden solo pueden ser regula-
res (es decir, la célula de dimensién menor es una faceta regular de la otra), o lo que es
equivalente, si una célula es una faceta irregular (o sea, no regular) de otra la funcion es es-
trictamente creciente con la dimension. Es decir, son funciones que crecen estrictamente
con la dimensién salvo a lo sumo en una excepcion “local”.

EJEMPLO 3.2

Dado un CW-complejo X todas las funciones sobre X*) que crecen estrictamente con
la dimensi6n de las células son trivialmente funciones de Morse discretas.
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EJEMPLO 3.3

En la figura 3.1 podemos ver un mismo CW-complejo, formado por tres 0-células y
otras tantas 1-células, con dos funciones distintas sobre él dadas por los valores que
toman sobre cada célula. La funcién del diagrama de la izquierda no es de Morse, pues
09,vo Y v1 incumplen la condicién (b) y v2,01 y 02 incumplen la condicién (a) de la
definicion 3.1. La funcién del diagrama de la derecha si cumple todas las condiciones
de dicha defincion, y por lo tanto es una funciéon de Morse discreta.

Vo 02
Vi V2
01 ()

0o 01

Vo V1

(o)) Vo

Figura 3.1: Un CW-complejo con dos funciones distintas sobre él, dadas por los valores (en
naranja) que toman sobre cada célula. Solo la de la derecha es una funcién de Morse (ver
ejemplo 3.3).

Una determinada funcién de Morse sobre un CW-complejo puede verse como un eti-
quetado de sus células, aunque el hecho de permitir excepciones al crecimiento de la fun-
cién con la dimensién impide que tenga una estructura de CW-complejo graduado (re-
cuérdese la definicién 2.31). Atin asi podemos extraer “subcomplejos de nivel” como en la
siguiente definicion.

Definicion 3.4 Sean X un CW-complejo y f una funcién (cualquiera, en particular es va-
lido para las de Morse) sobre X. Dado c € R se denota por

Xc:i= U Uv.

geX®) V=0

flo)=c

Es inmediato comprobar que X, es un subcomplejo de X, formado por todas las caras
de este sobre las cuales f toma un valor menor o igual que c, junto con todas las caras de
estas (para que sea efectivamente un subcomplejo, pues esta era la tinica obstruccion).

Es evidente que para ver si una célula o con f (0) > c estd en X, tendremos que ver si
existe alguna célulat € X™*) con o < 7y f (1) < c. Enrealidad, el siguiente lema nos asegura
que en el caso regular y para funciones de Morse discretas es suficiente con buscar entre
las células de una dimension mayor que la de o.
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Lema 3.5 Sea X un CW-complejo regular f una funcién de Morse discreta sobre X, o €
X@ y1e X® con o < 7. Entonces existe una (d +1)-célulaf € X®*) cono <f<71y f(F) <

f@).

Demostracion. Como o < 7, dim (o) < dim (1) y se razona por induccién. Si dim(r) =d +1
basta con tomar T = 7. Sup6ngase ahora la propiedad cierta paradim () =d+r—-1,r>1,
vedmosla para dim (7) = d + r. Por la proposicion 2.30 se pueden encontrar dos (d +r —1)-
células distintas ¢1,¢o € X*) con 0 < ¢; < 1, 0 < ¢ < 7. Ahora bien, por la condicién (b)
de la definicion 3.1 o bien f(¢;) < f(7) o bien f(¢2) < f (1), y aplicando la hip6tesis de
induccién sobre o yla célula de estas dos para la que sea cierta la desigualdad se deduce el
resultado. O

Ahora tenemos que definir qué entendemos por células criticas de una funcién de Mor-
se discreta.

Definicion 3.6 (Células criticas) Sea X un CW-complejo, f una funcién de Morse discreta
sobre X. Una célula 09 € X*) se dice que es f-critica de indice d si verifica las dos condi-
ciones siguientes:

@ #{r?*tex™ .0l <1 f(1)< f(0)} =0,

b) #{viltex™ vi-l<gd f(v)> f(0)}=0.
Se denota mediante X?) (f):={oe X :0 es f-critica de indice d} y mas generalmente

mediante X, (f):={o € X®*) :0 es f-critica}.

crit
Se llaman ntimeros de Morse (discretos) a mg (f) := ttXé‘r’?. .» los ntimeros de células cri-
ticas de cada indice.

. oo .. (%) _
Se dice que c € R es un valor critico de f si existe o € XC:” (f) con f(o) =c.

Noétese que una célula de dimension d no puede ser una célula critica de ningtn indice
distinto de d, por lo que en adelante utilizaremos indistintamente indice y dimension al
tratar con células criticas, y omitiremos las referencias a estos si la dimension de la célula
es conocida. Tampoco especificaremos la funcién de Morse respecto de la que es critica
salvo si puede haber confusiones.

EJEMPLO 3.7

En la funcién de Morse sobre el CW-complejo de la derecha de la figura 3.1, v es una
célula critica de indice 0, 0, es critica de indice 1 y no hay més células criticas.

La definicién de célula critica que acabamos de dar supone efectivamente el andlogo
discreto de la nocién de célula critica de un determinado indice para una funcién de Morse
clasica. Por ejemplo, si x es un punto critico de indice 1 de una funcién de Morse F sobre
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una variedad lisa de dimension n, el Lema de Morse (ver [Mil63, Lema 2.2]) afirma que
existe un sistema de coordenadas (1, ..., ;) en un entorno de x, que se corresponde con
(0,...,0), tal que

n

F(ty, oo t)) =F(X) =5+ Y17,
i=2
Es decir, partiendo del punto x, F decrece en la direccion de #; en ambos sentidos y

crece en todas las direcciones transversales a esta. Supongamos ahora que o es una 1-célula
critica (de indice 1, obviamente) para una funcién de Morse discreta f. Entonces f (o) es
mayor (estrictamente) que el valor de f en cualquiera de las 0-células (vértices) sobre o,
y es menor que el valor que toma en cualquiera de las 2-células en cuya frontera estd o.
Esto es, f decrece (de forma discreta) al movernos en la direcciéon de la “arista” o hacia
cualquiera de las células en su frontera y crece en todas las direcciones transversales, por lo
que es realmente un andlogo del caso liso. Andlogamente se puede hacer la interpretacion
intuitiva, por medio del Lema de Morse, para células criticas de cualquier indice, de forma
que una célula critica de indice d puede entenderse como el subespacio d-dimensional
“inestable” asociado a un punto critico de indice d en el caso liso.

Las definciones 3.1y 3.6 permiten deducir otras propiedades de las funciones de Morse.
Por ejemplo, si X es un CW-complejo regular y f es una funcién de Morse discreta sobre
él, el minimo de f debe alcanzarse en una 0-célula, que seré critica (de indice 0). Esto se
debe a que si d = 1, una d-célula tiene al menos dos caras (d — 1)-dimensionales, por lo que
por ser la funcién de Morse al menos en una de ellas debera tomar un valor estrictamente
menor que el que tomaba en la d-célula. Otra propiedad interesante es que una determi-
nada célula no puede incumplir simultdneamente las dos condiciones para ser una célula
critica.

Lema 3.8 Sea X un CW-complejo, f una funcién de Morse discreta sobre X, 0 € X ) una
d-célula. Entonces no pueden ser ciertas las dos afirmaciones siguientes:

(i) 3D > g tal que f (1) < f (0).

(i) Iv@-D <o talque f(v) = f (0).

Demostracién. Para que la condicién (ii) tenga sentido debemos suponer que d = 1. Su-
pongamos que (i) es cierta, entonces o debe ser una cara regular de 7, y por la condicién
(a) de la definicion 3.1 si ¢ es otra cara d-dimensional de 7 entonces f () < f (), por lo

que f(0) < f (0).

Supongamos ahora que es cierta la condicion (ii), razonando andlogamente deducimos
que v es una cara regular de o y por la proposicion 2.29 existe una d-célula & # o que
cumple que v < 6 < 7, que por la condicién (b) de la definiciéon 3.1 cumplird que f(v) <
f©).

Combinando ahora todo lo anterior se obtiene la siguiente cadena de desigualdades,
que nos conduce a una contradiccién:

fO)<fW<f@)<flo).
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O

Antes de entrar a probar los resultados centrales de esta seccion, necesitaremos intro-
ducir una nueva transformacién topolégica sobre los CW-complejos, su colapso.

Definicién 3.9 (Colapso de CW-complejos) Sean X un CW-complejoy 0% < %! dos cé-
lulas suyas tales que o es una cara regular de 7 y no es cara de ninguna otra célula de X. Sea
Y = X~ (o0 UT), entonces se dice que X colapsa (elementalmente) sobre Y. Mds general-
mente, se dice que X colapsa sobre Y y se denota por X \| Y, si X puede ser transformado
en Y mediante un nimero finito de colapsos elementales.

V2 V2 V2
01 ‘72\ \\X\
Yo p V1 V)@ > V1 V1 eV
0 0

Figura 3.2: Colapso de un 2-simplice sobre uno de sus vértices. En el primer paso elimina-
mos 7y oy, en el segundo op y vo y en el tltimo o, y va.

La figura 3.2 ilustra el colapso de un 2-simplice sobre uno de sus vértices. Notese que si
X\ 'Y, en particular Y es un retracto por deformacién de X y por lo tanto son homotépi-
camente equivalentes, luego su homologia también coincidira.

Estamos ya en condiciones de enunciar y probar los principales resultados de la Teoria
de Morse Discreta. El primero dice que, dados un CW-complejo y una funcién de Morse
discreta sobre él, dos “subcomplejos de nivel” son homotdpicamente equivalentes mien-
tras no haya valores criticos entre ambos “niveles”.

Proposicién 3.10 (Paso por valores no criticos) Sean X un CW-complejo finito y regular,
f una funcién de Morse discreta sobre X y a, b € R tales que el intervalo [a, b] no contiene
valores criticos de f. Entonces X, \ X,.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que si 0% <191 e X gon tales que f (1) < f (o)

se puede modificar f cambiando f (z) por f (1) —€ o f (o) por f (o) +¢€, para algin € = 0
suficientemente pequefo de forma que las células criticas para esta nueva funcién conti-
nten siendo las mismas. Si 0¥ cumple que f(t9*!) # f (o) # f (v?™!) para cada elecciéon
de células 79! > o y v¥~! < ¢ también se puede modificar f cambiando f (¢) por f (o) *¢,
para algun € = 0 suficientemente pequefio de forma que las células criticas para esta nueva
funcion contintien siendo las mismas. Combinando estas dos operaciones se puede modi-
ficar ligeramente f sin que varien X, y X}, pero de forma que f : X*) — R sea ahora una
funcién (de Morse discreta) inyectiva.

Si f~!(la,b]) = @ entonces X, = X}, y no hay nada que probar. En otro caso, conside-
rando una particién adecuada de [a, b] en intervalos menores si fuera necesario, se puede
suponer que hay una tnica célula no critica o% con f (o) €la,b].
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Por el lema 3.8 una y solo una de las dos posibilidades siguientes es cierta:

(i) 3D > g tal que f (1) < f (0).

(i) Iv@-D <o talque f(v) = f (0).

Sise cumple (i) entonces 7 es una célula no criticay debe ser f (1) < a, conlo que 7 < X,
y como o < 7 también o < X,, luego de nuevo no hay nada que probar.

Supéngase ahora que es cierto (ii), como ya hemos dicho (i) no puede ser cierto, y por
lo tanto para toda célula 7¢*! > o se tiene que f (1) > f (0), y de hecho debe ser f (1) > b
(pues en [a, b] no puede estar la imagen de ninguna célula, ya sea critica, por hip6tesis
del teorema, o no, pues lo hemos supuesto antes). Entonces el lema 3.5 permite asegurar
que para cualquier célula ¢ > o (cualquiera que sea su dimensién), f (¢) > b. Por lo tanto
onX,=¢.

Al suponer que (ii) es cierto hemos asumido que existe v¢~! < o con f(v) > f (o) (la
igualdad no puede darse, pues f es inyectiva), y por lo tanto f (v) > b. Si ¥¢~! # v es otra
cara (d — 1)-dimensional de o debe ser f (V) < f (o) (por la condicién (b) de la definicion
3.1), luego f (¥v) < a, como hemos razonado previamente. Entonces v y todas sus caras es-
tan contenidas en X,,.

Sea ahora & otra cara d-dimensional de X con & > v, la condicién (a) de la definicion
3.1 garantiza que f (6) > f(v) > b, y de nuevo aplicando el lema 3.5 se deduce que para
cualquier célula ¢ > v (cualquiera que sea su dimensién), f (¢) > b. Por lo tanto vn X, = @.

Se deduce entonces que X} puede escribirse como la unién disjunta X = X,uo Uv,
donde v es una cara de o y de ninguna otra célula de X,, luego X3 \, X, como queriamos
demostrar.

O

El segundo resultado, que complementa al que acabamos de ver, trata el caso en que en-
tre los “niveles” de los subcomplejos hay un valor critico, lo que se refleja topolégicamente
en la adjuncion al subcomplejo de menor nivel de una célula de la misma dimensién que
la critica.

Proposiciéon 3.11 (Paso por un valor critico) Sean X un CW-complejo regular y finitoy f
una funciéon de Morse discreta sobre él. Sean a, b € R tales que existe una célula critica de
indice d, 0%, con f (o) € [a, b] y este es el tinico valor critico del intervalo. Entonces Xj, es
homotépicamente equivalente a

Xa U ed,

faed

donde e? denota a una célula (abierta) d-dimensional.

Demostracién. Al igual que en la prueba de la proposicién 3.10 se puede suponer que f
es inyectiva. Entonces es posible encontrar a’,b’ € R con a < a’ < b’ < b de forma que
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o = f~'(la, b]). La proposicién 3.10 dice que X;, \, X;y y X» \\ X, con lo que basta con
probar que X;, es homotépicamente equivalente a X, U e?.
faed

Como o es una célula critica, para toda célula 7%*! > o se tiene que f (7) > f (o), y por

lo tanto f (1) > b’ (porque hemos ajustado el intervalo para que no esté en él la imagen de
ninguna otra célula). El lema 3.5 asegura que si ¢ > o (cualquiera que sea su dimension),
entonces f (¢) > b/, luego o N Xy = @.

También por ser o critica, para toda célula va-1 < g se tiene que f (v) < f (o) yel mismo

razonamiento de antes implica que f (v) < a/, con lo que v € X,. Como esto ocurre para
toda célula (d — 1)-dimensional que sea una cara de o, también las caras de dimension
menor estardn en X, y como la unién de todas ellas es 0 ~ o se deduce que o ~0 < X.
Esto, junto con lo que hemos visto en el parrafo anterior, demuestra que

Xb’ = Xa/ U g
faa
y como o es homeomorfa a e? hemos probado lo que queriamos. O

Como corolario inmediato tenemos el siguiente teorema, que es el resultado central al
que nos hemos estado refiriendo durante toda la seccion.

Teorema 3.12 (de Morse, caso regular) Sean X un CW-complejo regular y finito y f una
funcion de Morse discreta sobre €l. Entonces X es homotépicamente equivalente a un CW-
complejo con exactamente m; (f) células de dimension i.

Para demostrarlo solo es necesario recorrer el conjunto imagen de la funcién de Morse,
aplicando la proposicién 3.10 en los intervalos sin valores criticos y la proposicién 3.11 al
encontrar uno de ellos.

La proposicion 3.10 es la version discreta de [Mil63, Teorema 3.1], mientras que la pro-
posicion 3.11 se corresponde con [Mil63, Teorema 3.2] y el teorema 3.12 es el andlogo a
[Mil63, Teorema 3.5]. Esta analogia con el caso clasico, también patente en las pruebas,
explica que hayamos relegado los dos primeros resultados al rango de proposiciones. El
lector interesado puede encontrar en el citado libro ilustraciones y ejemplos que le ayuda-
rén a comprender mejor como funciona la Teoria de Morse cldsica.

Las pruebas que hemos dado han sido extraidas de [For98, Seccion 3]. En el resto del
articulo, Forman contintia adaptando aspectos de la Teoria de Morse para variedades al
caso discreto, en especial el campo vectorial gradiente y su flujo asociado y el complejo (de
cadenas) de Morse y sus diferenciales (que tiene la misma homologia que el CW-complejo),
que le permitirdn, en la seccién 10 (teorema 10.2), generalizar el teorema 3.12 al caso de
CW-complejos no regulares (aunque la finitud contintia siendo necesaria por el momento).
El enunciado queda entonces como sigue:

Teorema 3.13 (Teorema de Morse) Sean X un CW-complejo finito y f una funcién de
Morse discreta sobre él. Entonces X es homotdépicamente equivalente a un CW-complejo
con exactamente m; (f) células de dimension i.
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En realidad si es posible extender los teoremas anteriores a CW-complejos infinitos,
siempre que la funcién de Morse discreta f considerada sea propia, es decir, que f (=00, x)
sea compacto para todo x € R (lo que trivialmente se cumple en el caso finito). A esta ge-
neralizacion hacen referencia Batzies y Welker en el apéndice de su articulo [BW02], se-
fialando como unica fuente un correo electronico intercambiado con Forman, por lo que
no podemos dar referencias mas precisas, a pesar de lo cual lo utilizaremos en la siguiente
seccion, tal y como hacen ellos.

En el capitulo 2 se formularon muchos de los enunciados en términos de pares de CW-
complejos, por lo que una pregunta natural es si los resultados de esta seccién y en parti-
cular el teorema 3.12 son validos en el caso relativo. A la vista de las demostraciones de las
proposiciones 3.10 y 3.11 se deduce que si es posible tal extension si introducimos la hip6-
tesis adicional de que las células criticas para la funcion de Morse restringida al subcomple-
jo son las mismas que las células criticas para la funcién de Morse (sobre el CW-complejo
ambiente) que estdn en el subcomplejo, es decir, no hay ninguna célula del subcomplejo
que viole alguna de las condiciones de crecimiento de la funcién de Morse con la dimen-
sion de la definicion 3.1 respecto de una célula que esté en el CW-complejo ambiente pero
no en el subcomplejo. En el proceso de construccién del nuevo CW-complejo solo hay que
hacer el seguimiento de cuéles de las células que se anaden corresponden a células criti-
cas que estan en el subcomplejo, con lo que este nuevo CW-complejo serd en realidad un
par de CW-complejos, cuya homologia (relativa) coincidird con la del par de CW-complejos
original.

3.2 LA TEORIA DE MORSE DISCRETA EN TERMINOS DE
EMPAREJAMIENTOS ACICLICOS

La Teoria de Morse Discreta que acabamos de ver en la seccién anterior tiene una serie
de carencias que la hacen dificil de aplicar a la situacién que nos interesa, que es la de CW-
complejos que son soporte de resoluciones celulares, con el objetivo de minimalizarlas.

Con las tltimas extensiones (que no hemos probado) los teoremas presentados cubren
practicamente todos los posibles soportes de resoluciones celulares vistas en el capitulo
2. Sin embargo en ningiin momento hemos garantizado que la equivalencia homot6pica
entre el CW-complejo de partida y el obtenido a partir de sus células criticas para una de-
terminada funcioén de Morse discreta se comporte “bien” cuando hay una graduacion de
por medio, que es precisamente la condicion que sirve de “pegamento” entre la Topologia
y el Algebra, como tantas veces hemos indicado.

En resumen, la Teoria de Morse Discreta nos permite “reducir” (en lo que al niimero de
células se refiere) la parte topologica, pero si esta reducciéon no puede extenderse a la parte
algebraica resultard totalmente inttil para nuestro objetivo de minimalizar resoluciones
celulares (o al menos intentarlo). Como era de esperar si podremos compatibilizar lo que
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hemos visto en la seccién precedente con las graduaciones de los CW-complejos.

Por otra parte, tanto para probar esto que acabamos de indicar como simplemente para
trabajar con la Teoria de Morse Discreta sobre CW-complejos, el lenguaje en que la hemos
formulado, con las funciones de Morse discretas, resulta incomodo. Ese lenguaje no es més
que la adaptacion literal del caso de variedades, pero resulta excesivo al trabajar en un
ambiente discreto ya que no nos importan para nada los valores que toma la funcién en
las células del CW-complejo, sino solo como estdn ordenados, que es lo que determina qué
células son criticas.

Lo anterior indujo a Chari a trabajar sobre el grafo del CW-complejo (que definiremos
mas adelante, aunque no es mds que el diagrama de Hasse asociado al conjunto parcial-
mente ordenado) en su articulo [Cha00]. En lugar de manejar todos los valores de la funcion
de Morse discreta se limit6 a marcar las aristas que unen dos células que incumplen el cre-
cimiento de la funcién de Morse con la dimensién. Pero el lema 3.8, junto con las propias
condiciones de la definicién de funcién de Morse discreta 3.1 implican que cada célula solo
puede violar ese crecimiento a lo sumo con una célula, ya sea de dimensién una mayor o
una menor, por lo que las aristas marcadas serdn en realidad emparejamientos de células.
No todos los emparejamientos provienen de funciones de Morse discretas, sino que de-
beremos exigir una condicién adicional (de ahi el adjetivo “aciclicos” que acompana a los
emparejamientos en el titulo de la seccion).

La primera parte de la seccion estard dedicada a desarrollar esta reinterpretaciéon de
la Teoria de Morse Discreta debida a Chari, mientras que en la subseccién 3.2.1 aborda-
remos la compatibilidad con las graduaciones. Las referencias principales serdn [BW02] y
especialmente [OWO07].

Comencemos definiendo el grafo de células asociado a un CW-complejo.

Definicion 3.14 (Grafo de células) Sea X un CW-complejo, se llama grafo de células de
X al grafo orientado cuyo conjunto de vértices es X*) y cuyo conjunto de aristas es Ex =
{T > 0 :0 esunafaceta de 7}y se denota por Gx = (X*), Ex).

Ahora podemos precisar a qué nos referiamos antes con la expresion “emparejamientos
aciclicos”.

Definicion 3.15 (Emparejamientos aciclicos) Sea X un CW-complejo con grafo de células
Gx = (X(*),EX). Sea A c Ex un subconjunto de aristas {tr, — 0,4}, tales que o, es una cara
regular de ¢ para todo ¢ — o, € Ex.

1. Se denota por Gf} = (x™, EQ) al grafo inducido por A con conjunto de aristas
E4=(Ex~AUlo=>1:T—0€A},

obtenido a partir de Gy invirtiendo la direccion de las aristas T — o que estdan en A
(para evitar confusiones se representan mediante una flecha doble las aristas inver-
tidas siempre que puedan ser distinguidas de las originales). Se dice que una arista
o=>T€E )"} es una A-arista sila correspondiente arista invertidaestden A, 7 — o € A.
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. Se dice que A es un emparejamiento en o sobre X si cada célula o € X*) aparece en
alo sumo una arista de A, ya sea como vértice de salida o de llegada (y por lo tanto A
realmente lo que hace es emparejar células).

. Se dice que A es un emparejamiento aciclico en o sobre X si es un emparejamiento
sobre X y el grafo inducido G§ es aciclico, es decir, no contiene ciclos (orientados,
pues el grafo lo es).

. Una célula de X se dice que es A-critica si no aparece en ninguna arista de A, ya sea
como célula de salida o de llegada.

. El conjunto de todas las células A-criticas se denota por

X(*)

crit

(A)={oe€ X% 0 es A-critica} .

. Se denota por Gy = (X, E%) al grafo inducido por A con conjunto de aristas

E)‘?:EXU{U:T:T—»UEA},

obtenido a partir de Gx afiadiendo las aristas invertidas de las que estdn en A (sin
eliminar estas).

EJEMPLO 3.16

Los dos grafos superiores del siguiente diagrama son los grafos de células de un mis-
mo CW-complejo X (con tres células de dimension 0 y otras tres de dimensiéon 1). Ala
izquierda, marcadas en azul, tenemos un cierto conjunto de aristas A; de Gx, mien-
tras que a la derecha, en rojo, tenemos otro conjunto de aristas A, del mismo grafo, y
distinto del primero. Bajo cada uno de los grafos tenemos los correspondientes grafos
inducidos, G;l a la izquierda y G;z a la derecha (las aristas de cada uno de los con-
juntos han sido invertidas). Se observa que el conjunto de aristas de la izquierda ni
siquiera es un emparejamiento, mientras que el de la derecha si lo es y, de hecho, es
aciclico.
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Tendremos que dar algunos resultados y definiciones antes de desentrafiar la relacién
entre funciones de Morse discretas y emparejamientos aciclicos. El siguiente lema nos ga-
rantiza que todo subemparejamiento de un emparejamiento aciclico es a su vez aciclico.

Lema 3.17 Sean X un CW-complejo, A un emparejamiento aciclico sobre X y A’ < A. En-
tonces A’ es un emparejamiento aciclico sobre X.

Demostracion. En primer lugar nétese que todo subconjunto de un emparejamiento debe
ser, a su vez, un emparejamiento. Supongamos que vy — -+ — Vi = V( €s un ciclo en G;I.
Por ser A’ un emparejamiento no puede ocurrir que dos aristas consecutivas v; — V41 y
Vi1 — Vi+2 sean A’-aristas. Ahora bien, la dimension de las células involucradas disminuye
en una unidad para las aristas que no son A’-aristas, y aumenta en una unidad para las que
silo son, con lo que podemos suponer que el ciclo es, en realidad, de la forma 79 — oy =
e+ = T — 0] = T;41 = Tg, donde todas las aristas 0; = 7;4+1, i = 0,...,1 son A'-aristas y
todas las 7; — 0, i =0,...,I no lo son (puede ocurrir que el orden sea justo el contrario,
pero el razonamiento seria totalmente andlogo). Pero todas las A'-aristas son A-aristas, y
sin embargo ninguna de las aristas del ciclo que no son A’-aristas pueden ser A-aristas,
ya que A es un emparejamiento, con lo que el ciclo es también un ciclo en G;‘}, lo cual es
absurdo, puesto que A es aciclico. O

Este resultado permite caracterizar los ciclos en el grafo (?32 para un emparejamiento
aciclico A sobre el CW-complejo X.

Lema 3.18 Sean X un CW-complejo y A un emparejamiento aciclico sobre X. Los tinicos
ciclos en el grafo G;} son los formados solamente por una arista de A y la correspondiente
arista invertida.

Demostracion. En primer lugar, se tiene que todo ciclo en G}? debe contener una arista
. . . ! .
e € Ay su inversa, pues de lo contrario puede verse como un ciclo en G;‘} para un cierto
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A’ c A, lo que contradice el lema 3.17. Ahora bien, estas dos aristas nos permiten dividir
el ciclo en dos partes que serdn de nuevo ciclos, y razonando inductivamente se concluye
que nuestro ciclo estd formado solamente por pares de aristas dirigidas cada una en un
sentido, una de las cuales estd en A, pero como A es un emparejamiento solo puede estar
formado por una de tales aristas (pues en otro caso una misma célula estaria en dos aristas
de A). O

Ahora que los ciclos de G}‘é no son un problema, podemos dar una estructura de con-
junto parcialmente ordenado sobre el conjunto unién de Ay sus células criticas (hay que
tener cuidado, ya que estamos mezclando en un mismo conjunto células y aristas).

Definicion 3.19 (El conjunto parcialmente ordenado asociado al emparejamiento) Sean
X un CW-complejo y A un emparejamiento aciclico sobre X.

1. Se define el conjunto AY = Au XSZ :(A), al que se dota de un orden parcial como
sigue: dados a,b € A", se establece que a <4 b si y solo si existe un camino (orien-
tado) en G)‘é de b a a, donde si a = (t — o) € A esto significa que existe un camino en
Gg¢debaootysib=(r— o) € Asignifica que existe un camino en Gy de g o 7
en a. Se dice que el par (A™), <) es el conjunto parcialmente ordenado asociado al
emparejamiento.

2. Sellama ala funcién gr 4 : X*) — A™ tal que

; (%)
o, (0) = o sioceX . (A,
¢'—¢ sioe{d ¢} y¢'—ceA,

la graduacion A-universal de X. Se denotan los subcomplejos a los que da lugar esta
graduacién por X< ,, paraae A%,

De este modo se obtiene una graduacién sobre un CW-complejo en el sentido de la
definicion 2.31. La comprobacién es técnica y por ello no la efectuaremos.

Mediante la siguiente definicion y el lema que la sigue precisaremos la relacion entre
las funciones de Morse discretas y los emparejamientos aciclicos.

Definicién 3.20 (Emparejamiento aciclico asociado a una funcién de Morse discreta)
Sean X un CW-complejo, Gx = (X™*), Ex) su grafo de células y f: X**) — R una funci6n de
Morse discreta sobre X. Se considera el conjunto de aristas siguiente:

Ap={t—o0€Ex:f(n)< f(0)},

que se denomina el emparejamiento aciclico sobre X asociado o correspondientea f.

Tenemos que probar que efectivamente el conjunto de aristas asi definido es un empa-
rejamiento aciclico, y de paso justificar la notacién para el conjunto de células A-criticas.
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Lema 3.21 Sean X un CW-complejoy f: X*) — R una funcién de Morse discreta sobre
o i () — )

X. Entonces Ay es un emparejamiento aciclicoy X (Ar) =X (f).

Demostracion. El lema 3.8, junto con la propia definicién de funciéon de Morse discreta,
aseguran que una célula no puede violar simultdneamente las dos condiciones de creci-
miento de la funcién con la dimension (es decir, con una célula de dimensién mayor y otra
de dimensi6én menor), y de violar alguna sera solamente con una célula, y no mas. Esto
implica que una célula o € X*) puede aparecer como vértice de a lo sumo en una aris-
ta de Ay, y por lo tanto es un emparejamiento. El hecho de que sea aciclico se deduce de

. . . A . . .
que f decrece en los caminos sobre el grafo inducido G Xf (pues hemos invertido las aristas
orientadas de Gx en las que no decrecia estrictamente), y de hecho decrece estrictamente

. . . A
en todas las aristas que no son Ag-aristas, y todo ciclo en GXf debe contener alguna de
tales aristas por ser Ay un emparejamiento, con lo que no puede existir ninguno. El hecho

de que X*) (A7) = X') (f) se deduce inmediatamente de las respectivas definiciones de
ambos conjuntos y de la construccion de Ay. O

Para completar el paralelismo entre funciones de Morse discretas y emparejamientos
aciclicos querremos que también a todo emparejamiento aciclico le corresponda una fun-
cién de Morse discreta, que es lo que establece el lema siguiente.

Lema 3.22 Sean X un CW-complejo y A un emparejamiento aciclico sobre X. Existe una
funcion de Morse discreta f sobre X tal que A= Ay.

Demostracién. Sea < cualquier orden total en A™) que extiendaa <4 ysea f*): A® — R
una funcién que preserve estrictamente el orden =, es decir, tal que si a < b € A*) entonces
™ (a) < f*) (b). Se define una funcién f: X*) — R de la manera siguiente:

@) sioc=aeX) (A),
flo)= f(*)(a) sia—(’ /
=(¢'—¢)eAyoe{cc}.

Es mecédnico comprobar que f es una funcion de Morse discreta sobre X yque A= A. [

EJEMPLO 3.23

Los grafos del ejemplo 3.16 se corresponden con el CW-complejo del ejemplo 3.3 para
las dos funciones que alli se consideraban sobre él. Como la de la izquierda no era
una funcién de Morse discreta el conjunto de aristas correspondiente ni siquiera es
un emparejamiento, mientras que como la de la derecha si lo era el emparejamiento
sobre el grafo de la derecha en el ejemplo 3.16 es aciclico.

Entonces es posible reformular el teorema 3.12 en términos de los emparejamientos
aciclicos. Notese que hemos ganado un poco en generalidad respecto de ese resultado,
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ya que las condiciones de regularidad que impuestas no son globales, sobre todo el CW-
complejo, sino tan solo locales, es decir, afectan solo a ciertas células (son las de la parte 2
de la definicién 3.1 y la definicién 3.15), que en realidad son las inicas imprescindibles en
las demostraciones que dimos de las proposiciones 3.10 y 3.11 (n6tese que son, de hecho,
la una la contrapartida de la otra al cambiar de lenguaje).

Teorema 3.24 (de Morse, en términos de emparejamientos aciclicos) Sean X un CW-
complejo finito y A un emparejamiento aciclico sobre X. Entonces existe un CX-complejo
X4 cuyas i-células estdn en correspondencia biyectiva con las i-células criticas de X que
es homotépicamente equivalente a X.

Al final de la seccion previa hicimos referencia a la extension de la Teoria de Morse
Discreta a pares de CW-complejos y obtener anélogos al Teorema de Morse sin més que
exigir a la funcion de Morse discreta que “distinga” convenientemente el subcomplejo. La
version de dicho resultado en términos de emparejamientos aciclicos puede verse en el
siguiente lema, que no demostraremos y que es menos general que el lema 7.2 de [BW02]
(la hipétesis de regularidad en dicho lema es redundante, pues basta con la regularidad
asociada al emparejamiento).

Lema 3.25 Sean X un CW-complejo finito, Y ¢ X un subcomplejo de X y A un un empa-
rejamiento aciclico sobre X. Supongamos que no hay aristas 1 — o € Acont e X* ~Y®
yoE Y™ Entonces Y|, es un subcomplejo de X4, donde A |y es la restriccion del empa-
rejamiento A al subgrafo Gy de Gy, que serd un emparejamiento aciclico sobre Y.

3.2.1 Teoria de Morse Discreta para CW-complejos graduados

Utilizando como referencias [BW02] y especialmente [OW07], en esta subseccion abor-
daremos la compatibilidad de la Teoria de Morse Discreta, siempre en términos de empa-
rejamientos aciclicos, con las graduaciones en los CW-complejos incluso en el caso mds
general de CW-complejos no necesariamente finitos (con el andlogo a la condicién de que
la funcién de Morse discreta sea propia). En el proceso daremos la construcciéon explicita
del CW-complejo de Morse graduado asociado a un determinado CW-complejo graduado
y un emparejamiento aciclico sobre él. No seremos tan rigurosos en las pruebas como en
las ultimas secciones, e incluso dejaremos algunas sin hacer. El lector interesado puede
recurrir a las referencias ya citadas.

Definicién 3.26 Sean P un conjunto parcialmente ordenado y (X,gr) un CW-complejo
P-graduado.

1. Se dice que la graduacién gr: X*) — P es una P-graduacién compacta de X si X< p
es compacto para todo p € P.

2. Se dice que un emparejamiento aciclico A de X es propio si la correspondiente gra-
duacion A-universal gr , : X*) — A™) es compacta.
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Se puede comprobar que un emparejamiento aciclico propio se corresponde con una
funcién de Morse discreta propia, y para estas ya hemos dicho, aunque sin probarlo, que
se pueden extender las proposiciones 3.10y 3.11 al caso de CW-complejos infinitos, por lo
que las construcciones y resultados del resto de la seccién irdn encaminados a encajar en
este marco mas general.

Lema 3.27 Sea X un CW-complejo.

1. Sean 0,7 € X tales que o es una cara regular de 7 y dim (7) = dim (o) + 1. Entonces
existe una retraccion por deformacion
h-[_>0’ = ? —— U 0/ .
o'ex™
o<t
o'£o
2. Sea Aun emparejamiento aciclico sobre X, a € A™ Si g = (1 — 0) € Aentonces existe
una retraccién por deformacién h;_, : X<,, — X< ,, dada por
- X Sixe¢T,
hieo (x) = {

hi_o(x) sixeT.

Demostracién. Ambas afirmaciones se deducen de las definiciones de cara regular 2.10 y
del orden parcial inducido por Ay la graduacion A-universal sobre el CW-complejo. O

Definamos ahora una aplicacién que necesitaremos en la construccién siguiente.

Definicién 3.28 Sean X,Y e Y’ espacios topolégicos, Z < X un subespacio topolégico y
¢=Y —Y'y f:Z— Y aplicaciones continuas. Se denota mediante

ide([):XUfY—>XU¢OfY,

a la tnica aplicacién que hace conmutativo el siguiente diagrama, en el que las flechas
verticales denotan las aplicaciones sobreyectivas obvias:

idug

XuyY XuYy’

idu
XUfY f('b

XU¢0f Y,

Estamos ya en condiciones de, dado un CW-complejo y un emparejamiento aciclico
sobre él, describir la construccién inductiva, o “ por pisos” segin el orden del conjunto
parcialmente ordenado asociado al emparejamiento (ver definicion 3.19), del complejo de
Morse que le corresponde. La induccion es vélida porque aunque dicho conjunto no es de
numeros naturales, tenemos un andlogo al principio de buena ordenacion, ya que todo
subconjunto tiene elementos minimales (posiblemente varios, pero eso no es un proble-
ma).
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Definicion 3.29 (Complejo y equivalencia de Morse) Sean X un CW-complejo y A un
emparejamiento aciclico propio sobre X. Para todo a € A™ se definen inductivamente un
CW-complejo (X4)<,, y una aplicacion H (A)<,4: X<,a — (Xa)<,, de la forma siguiente:
s Siae A™ es <4-minimal entonces debe ser a € Xé’;)l ; (A) (con lo que forma parte del
analogo al paso por un valor critico que recoge la proposicién 3.11). Fijamos

(Xa)<ya=Xzja=a y HA)z,q=idx_ ,.

» Si ae A® no es <,-minimal, supongamos (es la hipétesis de induccién) que para
todo b <4 alos CW-complejos (X4)<,; y las aplicaciones H (A)<,j ya han sido cons-
truidos de forma que para todos b, b’ € A™® con b’ <4 b <, a se tiene que XA)<,» ©
(X4)<,p, y €l diagrama siguiente es conmutativo.

H(A) <, v

XsAb’ (XA)SAb’
[ H(A)<,p ‘[
X< b =4 (XA)<,p

Llamamos
Xa)<a= U X<,

b<Aa

yH(A) <, a: X<,a — (Xa)<,q alaaplicacion inducida por las aplicaciones
H(A)<,p: X<,p — (Xa)<,p , paratodo b<, a.
Distinguimos ahora dos casos:

e Sia= (1t — 0) € A (es el andlogo al paso por valores no criticos de la proposicion
3.10) fijamos (Xa)< 4 = (Xa)<,4 y definimos H (A)<,4: X<, 4 — (Xa)<,4 COMO

H(A)<,a=HA)< 40— .

R (%)
*Sia=0€X_ ., va
(proposicién 3.11). Si dim (o) = i, su aplicacion caracteristica es f, : B; — X<, 4

y ya sabemos que X<,, = B; Uy, X<,,. Entonces fijamos

(A) estamos de nuevo en el andlogo al paso por un valor critico

(Xa)<,a = Bi UH(A)< a0 foo (XA)<4a

H(A)x,q=idg Up, H(A)<yq -



3.2. LA TEORIA DE MORSE DISCRETA EN TERMINOS DE EMPAREJAMIENTOS
ACICLICOS 99

Se definen el CW-complejo
Xa= U Xa<,a

acA™)

H(A): X — Xy
como la aplicacion inducida por las aplicaciones H (A)< 4 : X<,a — (XA)<,4-

Se llama a X4 el complejo de Morse de X respecto de Ay a H (A) la equivalencia de Morse
correspondiente.

El siguiente teorema extiende y precisa el teorema 3.12 y su reescritura en términos de
emparejamientos aciclicos, el teorema 3.24. N6tese que hemos prescindido de las hip6tesis
de finitud y regularidad del CW-complejo (aunque como ya hemos advertido las hip6tesis
de regularidad local estan implicitas en la definicion de emparejamiento aciclico).

Teorema 3.30 Sean X un CW-complejo, A un emparejamiento aciclico propio sobre X,
X4 el correspondiente complejo de Morse y H (A) : X — X4 la equivalencia de Morse.
Entonces:

1. Para todo i € N las i-células de X, estdn en correspondencia biyectiva con las i-
células A-criticas de X.

2. Laequivalencia de Morse H (A) : X — X4 es una equivalencia homotoépica.

Ademds existe una A*)-graduacién canénica gr 4 : qu*) — A™ de X, dada por la compo-
sicion

A crit

Para todo a € A" el subcomplejo (X4)<, respecto de esta graduacién es el subcomple-
jo (X4)<q = (Xa)<,4 de la definicion 3.29 (en adelante adoptaremos esta tltima notacion,
haciendo referencia expresa a A).

Y atiin mas, la equivalencia de Morse H (A) : X — X4 respeta esta A(*)—graduaci()n, es
decir:

3. Para todo a € A® y todo i € N las i-células de (X4)< L,a €stdn en correspondencia
biyectiva con las i-células A-criticas de X< 4.

4. Paratodo a € A" la restriccion H (A=,a=HA| X< o €8 UNA equivalencia homot6-
pica H(A)an . XﬁAa — (XA)ﬁAa .

Demostracioén parcial. Elhecho de que la graduacién A-universal gr, : X*) — A®) induce
una A®-graduacién canénica gr,: X' — A™ de X, se deduce de la definicién inducti-
va sobre el conjunto parcialmente ordenado A* del complejo de Morse (definicién 3.29),

pues cada nueva célula o4 € XE{*) correspondiente a una célula critica o € Xé’;i ;(A) con
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gr, (o) = a es “pegada” al complejo (X4)<,, de forma que para todas las caras v4 € Xg*) de

o 4 correspondientes a células criticas v € X(EB :

(A) se tiene que gr, (v) <4 gr, (0).

Los puntos 1y 3 del enunciado son también consecuencias inmediatas de la construc-
cién inductiva del complejo de Morse, pues para cada elemento a € A*) que es una célula
critica “pegamos” una célula de la misma dimensién, mientras que si a es una arista del

emparejamiento no anadimos ninguna célula.

No efectuaremos las pruebas de los apartados 2 y 4 por necesitar resultados més especi-
ficos de teoria de homotopia. El lector interesado puede encontrar esbozadas estas partes
en [OWO07, Teorema 4.2.14]. O

Hemos dotado tanto al CW-complejo original como al de Morse construido en la de-
finicién 3.29 de nuevas graduaciones. Ahora lo que nos interesa es ver la compatibilidad
de los resultados con la graduacién original que tuviera el CW-complejo (en particular la
(N, A)-graduacion de que dotamos a los CW-complejos soporte de resoluciones en el ca-
pitulo anterior).

Definicion 3.31 Sean X un CW-complejo, A un emparejamiento aciclico sobre X, P un
conjunto parcialmente ordenado y gr : X**) — P una P-graduacién de X. Se dice que A
es homogéneo con respecto a la P-graduacion si para todo 7 — o € A se tiene que gr(7) =
gr(o).

La siguiente proposicion, que no demostraremos (aunque no es dificil hacerlo sin mas
que utilizar las definiciones) explica por qué llamamos a gr, : X**) — A®™ la graduacion
A-universal de X.

Proposicion 3.32 Sean X un CW-complejo, A un emparejamiento aciclico sobre X, P un
conjunto parcialmente ordenadoy gr : X**) — P una P-graduacién de X. Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

1. Aeshomogéneo respecto de la P-graduacion.

2. Lagraduacién A-universalde X, gr , : X*) — A™), es compatible con la P-graduacién
gr: X" — P, es decir, existe una aplicacién g : A*) — P entre conjuntos parcial-
mente ordenados que conserva el orden tal que el siguiente diagrama conmuta.

A

>/
g
gr

X P

Y el siguiente lema asegura que podemos evitar la hip6tesis de finitud sobre el CW-
complejo si su graduacién es compacta eligiendo un emparejamiento aciclico adecuado.
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Lema3.33 Sean X un CW-complejo, P un conjunto parcialmente ordenado, gr: X**) — P
una P-graduaciéon compacta de X y A un emparejamiento aciclico sobre X homogéneo
respecto de la P-graduacion. Entonces A es propio.

Demostracién. Ala vista del diagrama anterior se deduce que si gr: X®*) — P es una gra-
duacién compacta también lo es la graduacion A-universal de X, gr , : X*) — A™, con lo
que A serd propio por definicion. O

El siguiente teorema atina los resultados anteriores para garantizar que la Teoria de
Morse Discreta y en particular el complejo de Morse que hemos construido es compatible
con las graduaciones sobre CW-complejos y por lo tanto aplicable a los que son soporte de
resoluciones celulares (o mas generalmente de complejos de médulos celulares).

Teorema 3.34 Sean X un CW-complejo, P un conjunto parcialmente ordenado, una P-
graduacién compacta de X gr: X®*) — P y un emparejamiento aciclico A sobre X homo-
géneo respecto de la P-graduacién. Entonces la P-graduacién gr : X*) — P induce una
P-graduacion compacta del complejo de Morse X4, gr : XX‘) — Py la equivalencia de
Morse H (A) : X — X4 respeta estas dos P-graduaciones, es decir:

1. Paratodo p € Py todo i € N las i-células de (X4)<, estan en correspondencia biyec-
tiva con las i-células A-criticas de X<,

2. Para todo p € P la restriccion H (A)<p = H(A)|x_, es una equivalencia homotépica
H(A)<p: X<p — (Xa)<p -

Demostracion parcial. Considérese el siguiente diagrama conmutativo:
gl‘/v

X,(q*) = X(*) (A) « > X(*)

crit

A

p

La composicion de las aplicaciones de la fila inferior es la P-graduacion inducida sobre el
complejo de Morse, gr : X/({*) — P, que conserva el orden pues factoriza en gr = gogr,,
donde gr, : Xz(q*) — A™ esla A" -graduacién canénica de X, (nétese que estamos deno-
tando igual a graduaciones distintas, ya que estas ultimas a las que nos hemos referido no
son las mismas que aparecen en el diagrama).

Para probar 1 solo hay que tener en cuenta que
Xﬁp = U XﬁAll ’

acA™
gla)=p
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mientras que
(XA)ﬁp = U (XA)ﬁAa .

acA™
gla=p

Para probar 2 se necesitan las mismas técnicas que en la demostracion de los aparta-
dos 2 y 4 del teorema 3.30, por lo que de nuevo remitimos al lector interesado a [OW07,
Corolario 4.2.18]. O

3.3 MINIMALIZACION DE RESOLUCIONES CELULARES

Si las dos secciones anteriores son centrales en la memoria puesto que en ellas presen-
tamos la Teoria de Morse Discreta y vimos c6mo se podia aplicar a los CW-complejos gra-
duados que manejamos en el capitulo anterior, esta, pese a su brevedad, no es en absoluto
menos importante, pues justifica el objetivo de todo el trabajo, resumido en el titulo. Y es
que tenemos que asegurarnos de que si partimos de una resolucion celular y aplicamos al
CW-complejo graduado que la soporta esta técnica, el complejo de Morse resultante (que
también es graduado) soporta un nueva resolucion, evidentemente mds cerca de la mini-
mal que la de partida pues tiene menos células, y no simplemente un complejo de médulos
celular. Es decir, que no se pierde la exactitud del complejo, o bien, en la version topologi-
ca, que los sub CW-complejos “de nivel” del complejo de Morse son todos aciclicos, como
lo eran los del CW-complejo original. Las referencias para esta primera parte de la seccion
son [BW02, Seccion 2] y [OW07, Seccion 4.3].

En primer lugar necesitaremos el siguiente lema que relaciona la homologia de los sub
CW-complejos de un cierto nivel con la de la banda del mismo grado del complejo de mé6-
dulos celular correspondiente.

Lema 3.35 Sean A un semigrupo afin, X un CW-complejo (N”, A)-graduado y Cir el com-
plejo de modulos celular (en el anillo k[x;,...,x,]) cuyo soporte es X. Entonces para todo

i eNytodo a € N" se tiene que, como k-espacios vectoriales, H; ((C}g(r)a) = H; (X<a; k) -

Demostracién. Elresultado se deduce del hecho de que, fijado & € N”, una i-célulao € X%
da lugar a un elemento x* 8( homogéneo de grado a en grado homolégico i si y solo si
gr(o) X a. O

Este lema permite relacionar las homologias del complejo de médulos soportado por
un CW-complejo graduado y el soportado por el correspondiente complejo de Morse para
un emparejamiento aciclico que conserve las graduaciones (es decir, homogéneo) sobre
dicho CW-complejo.

Proposicion 3.36 Sean A un semigrupo afin, X un CW-complejo (N, A)-graduado, A un
emparejamiento aciclico homogéneo sobre X y Cir el complejo de mé6dulos celular (en el
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anillo k [x1, ..., Xx,]) cuyo soporte es X. Entonces (X, gr) (la graduacion es la del enunciado
del teorema 3.34) es soporte de un complejo de médulos multigraduado C?;A que cumple

que H; (C?A) = H; (C¥) paratodo i € N.

Demostracién. Por lema anterior H; ((C?;A)a) = H; ((Xa)<a; k) y H; ((C?g)a) = H; (X<a; k).

Ahora bien, el teorema 3.34 implica que H; (X<q; k) = H; ((X A)=as k), pues la equivalencia
homotdépica implica igualdad en la homologia. O

Y finalmente el resultado anunciado, que se corresponde con el teorema 1.3 de [BW02]
y con el teorema 4.3.1 de [OWO07].

Teorema 3.37 Sean R = k[A] un anillo de semigrupo afin, subanillo de S = k[xy,..., x;]
y M un R-médulo multigraduado. Supéngase que (X, gr) es un CW-complejo compacta-
mente (N, A)-graduado que soporta una resolucién celular .’F)g(r de M. Entonces para cual-
quier emparejamiento aciclico homogéneo A de X el correspondiente complejo de Morse
(N", A)-graduado (X , gr) (la graduacidn es la inducida, descrita en el teorema 3.34) soporta
una resoluciéon celular F ;g(rA de M.

Demostracién. Como Fy es una resolucion de M se tiene que H; (Fg ) = 0 para todo i = 1
y Hy (T;g(r) = M. Por la proposicion anterior X, soporta un complejo de médulos celular

C?;A con H; (C%) = H;(F¥)=0paratodo i =1y Hy (C%) = Hy(F%) = M, y por lo tanto
es la resolucién celular buscada. O

Evidentemente este teorema serd cierto en particular para ideales monomiales.

Como una primera aplicacion de la Teoria de Morse Discreta que acababan de demos-
trar, a través de este teorema, que era valida para minimizar resoluciones celulares, Batzies
y Welker, en [BW02, Seccién 3] obtienen la resolucion de Lyubeznik a partir de la de Taylor,
encontrando un emparejamiendo aciclico homogéneo adecuado sobre el CW-complejo de
Taylor. El algoritmo del capitulo 4 puede adaptarse para encontrar también un empareja-
miento aciclico yhomogéneo sobre el CW-complejo de Taylor de forma que el complejo de
Morse obtenido es el CW-complejo de Lyubeznik. Dicho capitulo puede entenderse, en su
conjunto, como un ejemplo de la teoria expuesta en este, lo que explica la ausencia de ellos
aqui.

3.3.1 Las diferenciales de Morse

En esta subseccién daremos, sin demostracion, una expresion de las diferenciales del
complejo de cadenas celular asociado al complejo de Morse correspondiente a un empa-
rejamiento aciclico sobre un CW-complejo, pues resultan necesarias para calcular las di-
ferenciales del complejo de médulos al que este sirva como soporte (tras graduarlo). En
[For98, Secciones 7 y 8] Forman present6é un complejo de mdédulos libres tal que el mo6-
dulo en un cierto grado homoldégico tiene una base en correspondencia biyectiva con las
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células criticas del CW-complejo de ese mismo indice (para una cierta funcién de Morse
discreta, pues él trabajaba en esos términos) y su homologia coincide con la homologia
del CW-complejo subyacente. En el teorema 8.10, da una férmula para las diferenciales de
dicho complejo de médulos. En [OW07, Seccion 4.4] se prueba que dicho complejo de mé6-
dulos coincide con el complejo de cadenas celular del complejo de Morse correspondiente
al emparejamiento aciclico asociado a la funcién de Morse discreta, con lo que la férmu-
la proporciona las diferenciales de este complejo de cadenas celular, que son las que se
utilizan para obtener las de la resoluciéon minimalizada (ver definicién 2.33). Aqui nos limi-
taremos a presentar la férmula, para los resultados que la respaldan remitimos al lector a
las referencias que acabamos de indicar.

Definicion 3.38 Sean X un CW-complejo, A un emparejamiento aciclico propio sobre él
y X4 el complejo de Morse correspondiente. Considérese el complejo de cadenas celular
asociado a X (ver definicién 2.24)

A aﬁ A A

_ 01 051 01 0
CXp=..—Chp(Xn) —Cp1(Xp) — ... — Co(X4) =0,

sedenotapor | : ]4aloscoeficientes de las diferenciales, es decir (sin especificar el grado
homolégico)
04 (1) = Z [0:T]4s0.
gex(

A
dim(7)=dim(o)+1

1. Dadaso e X, o' e X

crit

(A), se define

I's(0,0')={y:yesuncaminoenG{deoao'}.

2. Dadaso e X™, o' e X

ot (A) condim (0) =dim (0') yy € I'4(0,0") el camino

O=002>T, 0> =0} 12T —0r=0

(nétese que dim (o' j) = dim (0), dim(7;) =dim(0)+1y7; —~0j- € Aparaj=1,...,k),
se fija

k
m(y):= D [Tl 1 loi: T4,
i=1
donde [0 : 7] es el nimero de incidencia de o y T (ver definicién 2.24).

Entonces los coeficientes de las diferenciales del complejo de cadenas celular asociado
al complejo de Morse vienen dados por el siguiente teorema.

Teorema 3.39 Sean X un CW-complejo, A un emparejamiento aciclico propio sobre ély
X4 el complejo de Morse correspondiente. Sean 0,7 € Xé’;i [(A)yoatac X,(q*) las células
correspondientes del complejo de Morse. Entonces

[Oa:Tala= > lc:11 ), m(y).
cex® Y€l A(6,0)
dim(7)=dim(¢)+1



3.4. TEORIA DE MORSE DISCRETA ALGEBRAICA 105

3.4 TEORIA DE MORSE DISCRETA ALGEBRAICA

Alo largo de este capitulo hemos ido exponiendo la Teoria de Morse Discreta en un 4m-
bito cada vez mds general con el objetivo de aplicarla a las resoluciones celulares, aunque
no hemos logrado hacerla extensiva a cualquier tipo de resolucion celular (por ejemplo, no
hemos conseguido prescindir totalmente de la condicién de regularidad de algunas caras
del CW-complejo soporte respecto de otras). En esta secciébn vamos a presentar una ver-
sién puramente algebraica de estas técnicas, llamada Teoria de Morse Discreta Algebraica
por Jollenbeck y Welker, que prescinde por completo de la parte topolégica y trabaja direc-
tamente sobre los elementos de las bases de los mddulos libres de las resoluciones, con lo
que consiguen no solo evitar la exigencia de regularidad a la que acabamos de referirnos,
sino hacer extensiva la técnica a resoluciones libres multigraduadas cualesquiera, sin la
exigencia de que sean celulares y por lo tanto a resoluciones libres de médulos sin una es-
tructura combinatoria tan marcada como los ideales monomiales que hemos considerado
en gran parte de la memoria, con lo que el rango de aplicabilidad es similar al del método
de las cancelaciones consecutivas, pese a que no lo es su eficacia para ejemplos concretos.

En esta seccidon pretendemos tan solo exponer los puntos bdsicos de esta teoria y po-
ner de relieve el paralelismo con la Teoria de Morse Discreta para resoluciones celulares
en términos de emparejamientos aciclicos que hemos desarrollado en las secciones prece-
dentes, en ningun caso hacer las demostraciones. La Teoria de Morse Discreta Algebraica
en los términos que vamos a presentarla fue desarrollada principalmente en [JW09], todos
los contenidos de la seccion pueden encontrarse en el capitulo 2 de dicha referencia, y la
prueba del teorema principal estd en su Apéndice B. Cabe destacar que, paralelamente a
Jollenbeck y Welker y de forma independiente, Emil Skéldberg desarroll6 una teoria préc-
ticamente idéntica en [Sk605], que desde entonces ha conseguido extender hasta hacerla
mads general que la que vamos a presentar.

Sean R, como en el capitulo 1, un cociente de S por un cierto ideal graduado y (C, d) un
complejo de R-médulos por la izquierda

d; d; d
C=-—Ciy—=C—Ci1——C —C—0.
Se elige una base X de cada médulo libre, de forma que C; = @ Rc, y se define
cex®
X™ = U X%, Este conjunto, al que nos referiremos en un abuso del lenguaje como la

base deie(lz\lomplejo de modulos, es, claramente, el andlogo al conjunto de células del CW-
complejo soporte de la resolucién en el caso celular, mientras que los X son los analogos
a los conjuntos de células de una cierta dimension de X ) (la notacién, aunque excesiva,
trata de imitar el caso celular). Para completar el paralelismo, escribimos las diferenciales
d;:C; — C;_1, i € N en términos de la base como

dic)= )Y [c:c]c,

c'eXti-1
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yllamamos a [¢’: ¢ el nimero de incidencia de ¢’y c.

Dado el complejo de médulos C y la base X™*) se puede construir un grafo orientado y
pesado Gy (C) = (X =) E X(*)), cuyo conjunto de vértices es precisamente la base del com-
plejo y las aristas pesadas (con pesos los numeros de incidencia correspondientes) vienen
dadas por la regla

(c,c',[c': c]) € Ext < paraalginieNsetienequece X, c'e X" Vy[c':c] #0.

En ocasiones obviamos el peso de una arista y escribimos simplemente ¢ — ¢’ € Ex para
referirnos a que (¢, ¢, [¢': ¢]) € Exe.

Definamos ahora los anédlogos a los emparejamientos aciclicos, que denominaremos
de igual forma.

Definicion 3.40 Un subconjunto finito de aristas A ¢ Ex se dice que es un empareja-
miento aciclico (sobre el complejo C o simplemente sobre su base X *)) si satisface las tres
condiciones siguientes:

1. Cada vértice c € X aparece a lo sumo en una arista a € A (ya sea como salida o
como llegada).

2. Paratodaarista (c,c’,[¢": c]) € A, el peso [¢": ¢| € R es una unidad en R.
3. El grafo GQ(*) C) = (X(*),E)’?(*]), donde

-1

E;?(*) = (Ex(*] \A) U {(C,yc»m) : (C, C,, [C, : C]) € A}

no tiene ciclos (orientados).

Estas condiciones son totalmente anédlogas a las que debia cumplir un emparejamiento
aciclico sobre un CW-complejo. La primera es la que nos asegura que es efectivamente un
emparejamiento, mientras que la tercera impone que sea aciclico. La tinica novedosa es la
segunda, pero no es mds que una condicion para poder cambiar el sentido de las aristas,
pues el peso debe ser invertido y cambiado de signo para que la teoria funcione bien. De
hecho en [JWO09] no exigen que el anillo sea conmutativo, por lo que deben introducir la
hipétesis adicional de que los pesos de las aristas del emparejamiento estén en el centro
del anillo.

El paralelismo con el caso celular se extiende también a las siguientes definiciones.

Definicion 3.41 Utilizando las notaciones anteriores, donde A es un emparejamiento aci-
clico sobre la base X*) de un complejo de R-mdédulos libres C,

1. Se dice que c € X™*) es critico respecto de A si no aparece en ninguna arista a € A (ya
sea como salida o como llegada) y se denota por

X(i)

crit

(A):= {c e XV ces critico respecto de A}
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al conjunto de elementos de la base de grado homolégico i criticos y

X(*)

crit

(4= U X7,
ieN

(4) .

2. Se escribe simplemente ¢’ < ¢ sice X, ce XU~V paraun cierto i = 1 y [c’ : c] #0.

3. Dados ¢,c’ € X se denota el conjunto de los caminos en G;m (C)de cac por

Tale d):= {y:yes un camino en G, (C) decac'} :

4. Elpeso m(y) de un camino y = (¢; — --- — ¢x) € I' 4 (c1, ¢k) estd dado por

k-1
m(y):= [l mlci—cin),

i=1

donde
-1 _ .
— sic<c’,
m(C—>C’)= [c":c]
[¢":c] sic'<c.
5. Sedenotapor My (c,¢'):= ¥ m(y)alasuma de los pesos de todos los caminos
YET a(c,c’)
decac.

Ahora podemos definir un complejo de mddulos libres que serd el analogo al comple-
jo de modulos celular soportado por el complejo de Morse asociado a un CW-complejo
graduado y un emparejamiento aciclico sobre él.

Definicion 3.42 Siguiendo la notacion anterior, se define el complejo de R-mddulos libres
(C4,d?), que recibe el nombre de complejo de Morse de C respecto de A, cuyos médulos
vienen dados, para i € N, por

Cl= @D ke

(1)
CEXcrit(A)

y las diferencales d* : C* — C#* | parai=1por

dlf4 (c) = Z Ma(c,c')c".
¢ex I
Notese que en esta definicion se llama complejo de Morse a un complejo de médulos
libres, mientras que en la defincion 3.29 del caso celular se llamaaba asi a un CW-complejo
celular. El andlogo al teorema de Morse es el siguiente.

Teorema 3.43 Con la notacién precedente, C* es un complejo de médulos libres que cum-
ple que H; (C4) = H; (C).
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Este teorema, enunciado con mas generalidad en [JW09, Teorema 2.2] y demostrado en
el Apéndice B de dicha referencia, se puede aplicar a resoluciones sobre un determinado
R-médulo para obtener otras mds préoximas a la minimal. El resto del capitulo 2 de [JW09]
lo dedican a imponer condiciones bajo las cuales este teorema puede extenderse al caso de
emparejamientos aciclicos infinitos, con lo que consiguen salvar esa pequeiia limitacion
de la teoria que hemos expuesto.

Cabe destacar que, aun restringiéndonos al caso de resoluciones celulares, en el que
la Teoria de Morse Discreta Algebraica parece ser una simple reescritura de la que hemos
dado en las secciones precedentes, la supresion de las hipotesis de regularidad que no pu-
dimos esquivar en aquel caso (las de la definicién de emparejamiento aciclico 3.15) per-
mite iterar el procedimiento, es decir, partiendo de un CW-complejo y un emparejamiento
aciclico sobre él se obtiene el complejo de Morse correspondiente y ahora se puede buscar
sobre él un nuevo emparejamiento aciclico adecuado para obtener el complejo de Morse
asociado y asi sucesivamente. Esto no podia hacerse con la teoria celular, pues nada garan-
tiza que el complejo de Morse correspondiente a un CW-complejo y un emparejamiento
sobre él sea regular o al menos que satisfaga las hip6tesis de regularidad minimas para re-
petir el procedimiento. Por ello la Teoria de Morse Discreta Algebraica sera ttil en el algorit-
mo que daremos en el capitulo 4. Este importante avance supone que, como ya habiamos
anunciado, la Teoria de Morse Discreta Algebraica tiene el mismo rango de aplicacién que
el método de las cancelaciones consecutivas. Mds detalles sobre la relacion entre ambos
métodos y la inspiracion de la Teoria de Morse Discreta Algebraica pueden encontrarse en
[JW09, Capitulo 1].



CAPITULO

EL METODO DE LA PODA

Tras definir los objetos de estudio, tanto algebraicos como topolégicos, en los capitulos
1y 2, en el capitulo 3 estudiamos la Teoria de Morse Discreta como método de minima-
lizacién de resoluciones celulares (e incluso no celulares), que era el objetivo central de
esta memoria y el que resume su titulo. No obstante, esta memoria quedaria incompleta
si termindramos en este punto, habiendo expuesto, probablemente en mds péaginas de las
recomendables, una teoria puramente abstracta, con las limitaciones que hemos ido indi-
cando al exponerla y sin un solo ejemplo practico, al margen del que hemos indicado que
se puede encontrar en [BW02, Seccién 3] en el cual a partir de una resolucién ya conocida,
la de Taylor, obtienen otra también conocida, la de Lyubeznik, lo que no supone una gran
ganancia teniendo en cuenta que ya hay un método algoritmico algebraico que produce el
mismo resultado.

Sirva entonces este capitulo postrero como colofén y motivacion, lo primero porque se
presenta un método de minimalizacion de la resolucién de Taylor por medio de la Teoria
de Morse Discreta, lo segundo porque encarna el objetivo del trabajo.

El método que se expone, tan reciente que aiin no ha sido publicado (un preprint es
[AFG17]) ha sido bautizado por sus creadores, Josep Alvarez Montaner, Oscar Ferndndez-
Ramos y Philippe Gimenez, tutor de este Trabajo de Fin de Master, como poda (traduc-
cion literal de inglés pruning) de resoluciones, por ello nos referimos a él como método de
la poda. Este no consiste mds que en, partiendo del complejo simplicial de Taylor de un
ideal monomial, dar un algoritmo que construya un emparejamiento aciclico homogéneo
adecuado y la teoria del capitulo precedente asegura que el complejo de Morse correspon-
diente soporta una resolucion mdés proxima a la minimal que la de Taylor. Por lo que ya
sabemos, dicho complejo de Morse estd formado por (células homeomorfas a) las células
criticas del complejo original para el emparejamiento, con lo que el resultado es similar a
eliminar las no criticas del complejo de Taylor, es decir, “podarlo” para quedarnos con la
parte esencial, de ahi el nombre de la técnica.

109
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El capfitulo esté estructurado en tres secciones: en la primera se presenta el algoritmo
de poda estdandar, que proporciona el emparejamiento aciclico mds grande (es decir, que
abarca mayor numero de aristas) que se ha podido conseguir con esta idea; en la segunda
se plantean dos variantes del algoritmo que proporcionan subemparejamientos aciclicos
adecuados para que el complejo de Morse correspondiente sea simplicial o, més concre-
tamente, el de Lyubeznik, y para terminar el capitulo y la memoria en la seccion 4.3 se
aplican los algoritmos anteriores a un ejemplo concreto para el que se obtienen resultados
particularmente buenos.

La referencia para todo el capitulo es, como ya hemos indicado, el preprint [AFG17,
Secciones 3 y 4].

4.1 EL ALGORITMO DE PODA GENERAL

El algoritmo que se presenta a continuacion, que permite obtener un emparejamien-
to aciclico sobre el CW-complejo de Taylor asociado a un ideal monomial de forma que el
complejo de Morse correspondiente soporte una resolucion mas préxima a la minimal que
la de Taylor, estd inspirado en el procedimiento mediante el cual en [BW02] obtuvieron el
complejo de Lyubeznik partiendo del de Taylor por medio de la Teoria de Morse Discreta
que acababan de introducir en ese mismo articulo. Sin embargo, y como ya hemos ade-
lantado, el emparejamiento que proporciona este algoritmo es mejor, en el sentido de que
la resolucion final es, en general, més préxima a la minimal que la de Lyubeznik. Conviene
advertir de que el lenguaje que que aqui emplearemos en la descripcion del algoritmo es un
poco distinto, aunque totalmente equivalente, al utilizado en [AFG17] puesto que alli prefi-
rieron formalizar el concepto de “poda de una arista”, mientras que aqui, mas en linea con
la terminologia del capitulo precedente, diremos que la incluimos en el emparejamiento y
exigimos que ninguna otra que contenga alguno de sus vértices pueda formar parte de este
(para que sea verdaderamente un emparejamiento).

Siguiendo la notacion de los capitulos precedentes, sea S = k[xy, ..., X;] y consideremos
un ideal monomial I = (m;,...,m,) c S. Ladefinicién 2.42 nos proporciona la construccién
del complejo simplicial de Taylor graduado (A7, gr), y este dalugar a la resolucién de Taylor
T1, que estd, en general, lejos de ser minimal.

Con la numeracion de los monomios generadores del ideal hemos establecido un or-
den sobre dicho conjunto de generadores. Ahora necesitaremos establecer un orden total
sobre A%) que extienda al orden parcial (recordemos que la contencién de caras lo dota de
una estructura de conjunto parcialmente ordenado, ver definicion 2.5) y que sea compa-
tible con la dimensién de las caras (esto es, una cara d-dimensional serd siempre menor,
segun este orden, que una cara d + 1-dimensional) y a igualdad de dimension, compatible
con el orden anterior sobre el conjunto de generadores (es decir, si tenemos dos caras d-

dimensionales distintas o = {mg,,...,mg,} y o’ = {mai,...,mgé}, tales que i € {1,...,d} es
el menor natural para el que m,, # m,, entonces si o; < 0; como naturales debera ser la
L
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cara 0 menor que la cara ¢’ segtin nuestro nuevo orden). En lo que sigue denotaremos a
este orden mediante <, mientras que seguiremos usando < para el orden parcial (y para el
orden sobre los naturales).

Considérese el grafo del complejo simplicial de Taylor G, = (A%),EATI ), el siguiente
algoritmo proporciona un subconjunto de E, A7, que resulta ser un emparejamiento aciclico
y homogéneo, con lo que aplicando el teorema 3.37 se deduce lo que queremos.

Algoritmo 4.1 (de poda general) Con la notacion anterior, el algoritmo de poda general es
el siguiente.
ENTRADA: El conjunto de aristas Ep.- .
Ap=9;
para j desde 1 hasta r, con paso 1
para¢7€A%)con mj¢o,siguiendo el orden =
si gro)=gr(ou{m;})y ni ¢ ni ou{m;} aparecen en
ninguna arista de Ap (como salida o llegada)
entonces
Ap:ApU{O'U{mj}—’O'};
fin si;
fin para;
fin para;

DEVOLVER: Ap.

El siguiente teorema garantiza la eficacia del algoritmo.

Teorema 4.2 El conjunto Ap c Ex, que se obtiene como salida del algoritmo 4.1 es un
emparejamiento aciclico homogéneo sobre A;.

Esquema de la demostracion: Por el propio disefio del algoritmo es evidente que el con-
junto de aristas Ap c Epp, esun emparejamiento y que es homogéneo. La comprobaciéon
de que es aciclico es, en cambio, muy técnica, por lo que remitimos al lector interesado
al preprint [AFG17]. La estrategia es simple: partiendo de un hipotético ciclo en el grafo

G‘Aq;’_l = (A%*.I), Eﬁ% ) se trata de ver primero que todas sus células tienen el mismo grado (lo
cual no es dificil) y después utilizar esto para probar que todas las aristas invertidas del ci-
clo se incluyen en el emparejamiento en el mismo paso (que es la parte verdaderamente
técnica), y como la célula de partida de la primera arista y la de llegada de la Gltima coin-
ciden (por ser un ciclo) en realidad el ciclo consiste en ir y volver por una misma arista, lo
que no es posible en Gﬁ% . O

Ahora, sin més que aplicar el teorema 3.37, se deduce que el algoritmo es realmente
efectivo para minimalizar en cierta medida la resoluciéon de Taylor, como recoge el siguien-
te corolario. Conviene advertir que, en general, la resoluciéon obtenida no serd la minimal,
aunque no podiamos aspirar a ello teniendo en cuenta que existen ideales monomiales
cuya resolucién minimal no es celular, como ya hemos indicado.



112 CAPITULO 4. EL METODO DE LA PODA

Corolario 4.3 Sea S = k[xy,...,x,], I = (my,...,m;) c S un ideal monomial y R = k[A]
el anillo de semigrupo afin correspondiente. Sea Ap < Enr, el emparejamiento aciclico
homogéneo que proporciona el algoritmo 4.1. Entonces el correspondiente complejo de

Morse (N, A)-graduado ((AT]) Ap? gr) soporta una resolucion celular .7:(52 ) de I.
Ti) ap

Notese que hemos tenido que establecer un orden (total) en el conjunto de monomios
generadores del médulo. Esto provoca que, como ocurria con la resolucion de Lyubeznik,

la resolucién F& también dependa del orden elegido.
(7).,

Sin embargo, el algoritmo tiene un aspecto muy positivo, ya que incluso aunque to-
memos un sistema no minimal de generadores monomiales del mé6dulo la resolucion ob-
tenida es la misma, es decir, conseguimos podar ese exceso de informaciéon y por lo tanto
podemos despreocuparnos de si el sistema de generadores monomiales que consideramos
es minimal y de su célculo en el caso de que no lo sea. Esto se resume en el siguiente lema.

Lema4.4 Sean S=kl[xy,...,Xpl, [ =(my,...,m;)  Sunideal monomial y {m;,,...,m; } el
sistema minimal de monomios generadores asociado, con 1 < i},<... < ig < r. Sean Ar;,
y A7, los complejos simpliciales de Taylor asociados (nétese que A7, es un subcomplejo
simplicial de A, y la graduacion del subcomplejo coincide con la inducida por el otro,
por lo que las denotaremos igual), y sean A}, c E A, Y A, cE ATy los emparejamientos aci-
clicos obtenidos aplicando el algoritmo 4.1 en cada caso. Entonces existe un isomorfismo

de CW-complejos N"-graduados ((ATIS) a8 ,gr) = ((ATn) ar ,gr), con lo que en particular las
P P
resoluciones del corolario anterior coinciden en ambos casos.

Demostracion. Sea m;j ¢ {m;,,...,m;} con 1 < j < r, tenemos que comprobar que todos
los vértices o del grafo asociado GAT,r con m; € o han sido podados, es decir, estdn en
alguna arista de AJ,.

Considérese el subconjunto de monomios generadores minimales que dividen a m;,

{mih reees M, } c {mi1 eeo mis}, numerados de acuerdo con el orden elegido en el conjunto
de monomios. Sea un vértice o con m; € 0, se abren dos posibilidades:

= Si {mih,...,m,-jl} ¢ o entonces existe h € {1,...,1} con m;; €0y puesto que gr(o) =
gr (0 U {mijh }) la arista o U {ml-jh} — o sera incluida en AJ’D en el paso ij, sini o ni
ou {m,-jh} eran vértices de ninguna otra arista que ya hubiera sido incluida previa-
mente en Aj,. Si o es vértice de alguna otra arista que ya estuviera antes en A}, en-
tonces hemos terminado. Si, por el contrario, es o U {mi jh} el que ya aparece como
extremo de una arista de A},, puede aparecer como vértice de llegada o de salida.
En el primer caso tenemos una arista (0’ ] {mijh} Uimyl —ou {m,-].h }) € A}, pero
en ese caso también o U {m;} — o habria sido afiadida a AI’J en el paso k (pues si
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o U {my} fuera vértice de una arista ya afiadida en un paso previo, también lo seria
ou {mijh } U{my} ylaaristacu {mijh} u{mi} —ouU {mijh } no podria estar en A;).

En el otro caso la arista que ya estd en A}, es o U {m,-jh} —oUu {mijh} ~ {my}, donde
k # ij,. Pero razonando como antes se deduce que la arista ¢ — o ~ {my} también
debe estar en A},.

= Si {mih,...,mijl} c o entonces gr (o) = gr(o~{m;}), yla arista 0 — o ~ {m;} serd
incluida en A}, en el paso j salvo si alguna otra arista que tenga a 0 0 a 0 ~ {m;}
como extremo ya estaba en ese paso en Aj}. Si es o el vértice por el que pasa otra
arista de A}, hemos terminado. Si es o ~ {m} entonces un andlisis completamente
analogo al del caso anterior nos permite concluir que también o serd extremo de una
arista que ya estd en Aj,.

O

Una apreciacion relevante es que en ningin momento del algoritmo ni de las demostra-
ciones hemos utilizado que el CW-complejo de partida sea el de Taylor. En realidad pode-
mos partir de cualquier otro CW-complejo cuyas caras sean (o estén en correspondencia
biyectiva con) elementos del conjunto de partes de un sistema de generadores formado
por monomios del ideal monomial (en virtud del lema anterior ni siquiera pedimos que
sea minimal), con la contencion entre caras determinada por la contenciéon de dichos ele-
mentos. Es decir, exigimos que los CW-complejos sean “rigidos” como los simpliciales (en
el sentido de que todas las caras vienen determinadas por sus vértices, como ocurre con
los simplices), pero no que sean “completos” como estos. Estas son las exigencias com-
binatorias minimas, aunque otra cuestion son las condiciones topologicas de regularidad
que debe verificar para que sea aplicable la Teoria de Morse Discreta.

4.2 VARIANTES DEL ALGORITMO DE PODA

El algoritmo de poda general que presentamos en la seccién anterior tiene varias limi-
taciones, pero modificdndolo convenientemente podemos superar algunas de ellas. A esto
dedicaremos esta seccion, cuya primera subseccion, mads precisa, se corresponde con las
secciones 3.2y 3.3 de [AFG17], mientras que la segunda tiene un caracter mas especulativo,
y estd inspirada en parte por la seccion 3.4 de la misma referencia.

4.2.1 Poda simplicial

Uno de los aspectos que mds nos han preocupado sobre la Teoria de Morse Discreta du-
rante el capitulo 3 es que el complejo de Morse correspondiente a un determinado empa-
rejamiento aciclico (o funcién de Morse discreta) sobre un CW-complejo no es, en general,
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regular, pese a todas las hipétesis de regularidad que impongamos sobre el CW-complejo.
De cara a aplicar la Teoria de Morse Discreta esto dej6 de ser demasiado preocupante tras
la aparicion de la Teoria de Morse Discreta Algebraica, pero puede haber otros motivos por
los que nos interese que la resolucion (el CW-complejo que la soporta, en realidad) tenga
una mayor regularidad, o sea de hecho simplicial. Para lograr la conservacién de la regu-
laridad necesitaremos imponer restricciones sobre el emparejamiento aciclico, y esto es lo
que nos proponemos en esta subseccion: conseguir que la resolucion obtenida tras la poda
sea, de hecho, simplicial, que es una aspiracién asumible teniendo en cuenta que nuestro
complejo de partida era simplicial (evidentemente no podemos esperar el milagro de ganar
estructura) pero era el “peor” (en cuanto a su nimero de caras) de ese tipo que podiamos
considerar, con lo que es razonable que nos conformemos con obtener otro mejor que so-
porte la misma resolucién manteniendo el cardcter simplicial.

El siguiente algoritmo es una version convenientemente modificada del algoritmo 4.1
de forma que solo poda las caras que no impiden que el complejo resultante sea simplicial.

Algoritmo 4.5 (de poda simplicial) Con la misma notacién que en el algoritmo 4.1, el
algoritmo de poda simplicial es el siguiente.

ENTRADA: El conjunto de aristas E - .

As=9®;
para j desde 1 hasta r, con paso 1
paratjeA%)con mj¢o0,siguiendo el orden =
si gr(o)=gr(cu{m;}),ni 0 ni ou{m;} aparecen en
ninguna arista de Ag (como salida o llegada) y al
acabar el paso j todas las caras T>0 son extremos
de alguna arista de As entonces
AS:A3U{O'U{mj}—>O'};
fin si;
fin para;
fin para;

DEVOLVER: Ag.

Se tiene que Ag < Ap, es un subemparejamiento y por lo tanto también serd aciclico
(por el lema 3.17) y homogéneo. Evidentemente la nueva condicién que imponemos ase-
gura que el complejo de Morse correspondiente va a seguir siendo simplicial (pues parti-
mos de uno simplicial), y es igualmente vélido el andlogo al corolario 4.3.

Nétese que podria ocurrir que una arista o U {m;} — o sea incluida en Ap en el paso
J del algoritmo 4.1, pero no en Ag en ese mismo paso del algoritmo 4.5 porque es cara de
algtin simplice del complejo que atin no ha sido podado. Sin embargo, es posible (aunque
no seguro) que dicho simplice sea podado en un paso posterior y eso permitiria (si no hu-
biera ningtn otro simplice que lo impidiera) que o U {m;} — o fuera incluida en Ag por
el algoritmo 4.5. Pues bien, como el complejo de Morse obtenido es simplicial, es del tipo
admitido como entrada del algoritmo de poda (tanto el general como el simplicial) tal y
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como razonamos al final de la seccién previa y podemos aplicarle de nuevo este algoritmo
4.5y asi sucesivamente hasta que el emparejamiento devuelto sea vacio.

Ya indicamos en la seccién 4.1 que el algoritmo de poda fue inspirado por la forma de
obtener el complejo de Luybeznik a partir del de Taylor encontrando un emparejamiento
aciclico adecuado que se lleva a cabo en [BW02, Seccion 3]. El algoritmo de poda puede
adaptarse para obtener este emparejamiento de la forma siguiente.

Algoritmo 4.6 (de poda de Lyubeznik) Con la misma notacién que en el algoritmo 4.1, el
algoritmo de poda de Lyubeznik es el siguiente.

ENTRADA: El conjunto de aristas Ep - .

AL=9;
para j desde 1 hasta r, con paso 1
para Uemﬂ# con m;¢o0 Vi<j,siguiendo el orden =
si gr(o)=gr(ou{m;})y ni ¢ ni ou{m;} aparecen en
ninguna arista de A; (como salida o llegada)
entonces
AL:ALU{O'U{mj}—’O'},'
fin si;
fin para;
fin para;

DEVOLVER: Aj.

De nuevo Ay es un subemparejamiento de Ap, aciclico por el lema 3.17 y homogéneo,

con lo que es aplicable el anédlogo al corolario 4.3. La prueba de que la resolucion .7-'(gAr )
Ti)a
es la de Lyubeznik es la misma que la del articulo [BWO02]. '

Ya sabemos que la resolucién de Lyubeznik es simplicial y de hecho la poda de este tl-
timo algoritmo conserva dicha propiedad. Entonces tenemos las relaciones de contencién
Ar € As € Ap, y queda claro que la poda simplicial y la general no son més que extensiones
de la de Lyubeznik, en las que vamos prescindiendo de las condiciones que nos aseguran
una determinada estructura en el complejo de Morse asociado para quedarnos solo con la
que garantiza que es efectivamente soporte de una resolucion, es decir, que el empareja-
miento es aciclico.

4.2.2 Por qué la poda no es perfectay qué podemos hacer para mejorarla

Ya hemos dicho que el complejo de Morse asociado al emparejamiento sobre el com-
plejo simplicial de Taylor obtenido de la aplicacion del algoritmo 4.1 no soporta, en general,
una resolucién minimal. En la subseccion anterior, al tratar el algoritmo de poda simplicial,
vimos que una estrategia para lograr mejores resultados era iterar la aplicacion del algo-
ritmo, lo que en aquel caso era posible por ser el complejo de Morse correspondiente al
emparejamiento proporcionado por el algoritmo 4.5 simplicial. Para el algoritmo 4.1 esto
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no ocurre asi, si bien el complejo de Morse si es del tipo admisible como entrada sin més
que identificar sus células con las células de Ay; criticas para el emparejamiento Ap. Sin
embargo, aun a pesar de que el CW-complejo es “rigido” (en el sentido que ya explicamos
al discutir qué CW-complejos eran aptos para aplicarles el algoritmo) y por lo tanto satis-
face las exigencias combinatorias, no es necesariamente regular, con lo que no podemos
aplicarle la Teoria de Morse Discreta. La idea l6gica es entonces aplicar la Teoria de Morse
Discreta Algebraica, que nos permite eludir esta hip6tesis.

Tras lo visto en la seccién 3.4 sabemos que podemos considerar las células de nuestro
CW-complejo X (ya sea el de Taylor o un complejo de Morse obtenido aplicando el algorit-
mo de poda) como la base del complejo de mo6dulos (la resoluciéon en nuestro caso), y que
las aristas del grafo (X*), Ex) son pesadas. En este contexto, las aristas de un empareja-
miento tienen que tener pesos invertibles en el anillo correspondiente. Pero esto ocurre,
pues los pesos de las aristas no son mds que los nimeros de incidencia de las células que
unen, luego son elementos del cuerpo k, que serdn invertibles (en el anillo S = k[xy, ..., x,])
siempre que sean no nulos y ya sabemos que el namero de incidencia entre una célula y
una cara suya siempre es no nulo. El teorema 4.2 es vélido también para estos empareja-
mientos y demuestra que el que proporciona el algoritmo 4.1 en este contexto més general
es aciclico, luego por medio de la Teoria de Morse Discreta Algebraica se deduce que es cier-
to el andlogo al corolario 4.3 atin en el caso de que el CW-complejo de partida sea “rigido”
pero no regular. Entonces podemos aplicar iterativamente el algoritmo 4.1.

La idea de la poda puede ser generalizada en varios sentidos. En primer lugar, nos he-
mos restringido al caso de ideales monomiales con un sistema finito de generadores forma-
do por monomios, pero el complejo simplicial de Taylor definido en 2.42 era valido incluso
para m6dulos monomiales co-Artinianos (y la estructura combinatoria de tales mdédulos es
suficientemente fuerte para se sea vdlido todo lo expuesto en los dos capitulos preceden-
tes), aunque en este caso el sistema minimal de generadores no tenia por qué ser finito. En
la seccién 3.2 explicamos algunas condiciones bajo las cuales la Teoria de Morse Discreta
puede aplicarse a CW-complejos no finitos, y en [JW09, Capitulo 2] se imponen condicio-
nes bajo las cuales podemos considerar emparejamientos aciclicos infinitos en el marco de
la Teoria de Morse Discreta Algebraica.

Una variante mucho mds evidente consiste en partir, en lugar del complejo simplicial
de Taylor, de otro que tenga la propiedad de “rigidez” pero sea mds “pequefio”. Una posibi-
lidad, aunque no la tinica, es el complejo simplicial de Lyubeznik, aunque tiene la desven-
taja de que depende del orden elegido en el sistema minimal de monomios generadores
del modulo y ademds no es tan sencillo de construir como el de Taylor.

Otra modificacion obvia después de lo que hemos visto consiste en buscar podas par-
ciales, es decir, subemparejamientos del emparejamiento Ap obtenido con el algoritmo
4.1, como ya hicimos con la poda simplicial y la de Lyubeznik. Con ello podemos conseguir
que los correspondientes complejos de Morse tengan una cierta estructura que beneficie a
nuestros intereses, lo que puede resultar particularmente interesante si aplicamos la Teoria
de Morse Discreta Algebraica.

Estas son solo algunas de las posibilidades de extension que ofrece el método de la
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poda incluso en la etapa embrionaria en la que ahora se encuentra, por lo que con total
seguridad muchas otras surgirdn en el futuro.

4.3 LA PODA EN PRACTICA

En esta ultima seccion pondremos en prdctica los algoritmos anteriores en un ejemplo
particularmente sencillo pero que sirve de ejemplo de aplicaciéon no solo del método de la
poda, sino de la Teoria de Morse Discreta aplicada a la minimalizacién de resoluciones ce-
lulares que presentamos en el capitulo 3. Para evitar aburrir al lector con cuentas veremos
el efecto de la poda sobre los mé6dulos de la resolucion, olviddndonos de las diferenciales,
que sin embargo sabemos calcular después de la subseccion 3.3.1. De este modo podemos
comparar el antes y el después simplemente a través de los diagramas de Betti, que refle-
jardn como se reduce el namero de células de cada dimension (aunque no nos muestran
los grados de estas, que equivalen a los multigrados de los generadores, y por lo tanto no
podemos hacer el seguimiento de las que desaparecen simplemente con ellos).

En primer lugar introduciremos unos ideales monomiales muy interesantes desde el
punto de vista combinatorio, pues se definen a partir de grafos.

Definicion 4.7 (Ideal de aristas de un grafo) Dado un grafo G = (V, E) con n vértices, se
considera el anillo de polinomios en n indeterminadas S = k[xy, ..., X,]. Es posible estable-
cer una correspondencia biyectiva entre las indeterminadas xy, ..., x, y los vértices de V.
Entonces se define el ideal de aristas de G como el ideal monomial de sistema monomial
de generadores {x;x; : (x;, x;) € E}, y lo denotamos por I (G).

En algunas referencias llaman a estos ideales simplemente ideales de grafo, o asociados
al grafo.

El ejemplo sobre el que aplicaremos el método de la poda serd el ideal asociado al 5-
camino, es decir, el grafo siguiente:

X1 X2 X3 X4 X5

El ideal de aristas asociado es entonces I = (X1 Xy, X2 X3, X3X4, X4 X5) < k[X1, X2, X3, X4, X5]
y su resolucion de Taylor, (prescindiendo de las matrices diferenciales) es la siguiente:
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§(-(1,1,1,0,0))

2]
§(=(1,1,1,1,0)) §$(-(1,1,1,1,0)) §(=(1,1,0,0,0))
® 2] 57
S(-1,1,1,L,D) S$(-(1,1,0,1,1)) §(-(0,1,1,0,0))
0 —$§(-10,1L,1L,1L,1)) — S — S — @ — I — 0,
§(=(1,1,1,1,1)) §(=(0,1,1,1,0)) §(-(0,0,1,1,0))
@ 2] S
§(=(0,1,1,1,1)) §(-(0,1,1,1,1)) §(-(0,0,0,1,1))
S?)

§(=(0,0,1,1,1))

de donde se deduce que el diagrama de Betti es este:

(4 6 4 1
214 3 2 1
3/0 3 20

En primer lugar tenemos que construir el grafo del complejo de Taylor, GAT, = (A%), E AT, ) ,
con los vértices etiquetados con los grados de las células correspondientes (en naranja).

{x1x2, X2 X3, X3X4, X4 X5}

{x1x2, X2 X3, X3 X4} {x1 22, X2X3, X4 X5} {x1x2, X3X4, X4 X5} {x23, X3 X4, X4 X5}

AT S N

{x1x2, X2 x3} {x1x2, X3x4} {x1X2, X4 X5} {x2x3, X3x4} {x2x3, X4 x5} {X3X4, X4 X5}

\ o T X/

{x1x2} {x2x3} {x3x4} {x4x5}

Y podemos empezar con el algoritmo. De hecho, aplicaremos simultdneamente los tres
que hemos propuesto, el 4.1 (poda general), el 4.5 (poda simplicial) y el 4.6 (poda de Lyu-
beznik). Comencemos fijando Ap = @, As= @y AL = @.

Se estudian las aristas coloreadas en el siguiente grafo:
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{x1X2, X2 X3, X3 X4, X4 X5}

{x1%2, X2 X3, X3X4} {x1X2, X2 X3, X4 X5} {xX1x2, X3X4, X4 X5} {x2X3, X3X4, X4 X5}
{x1 X2, x2x3} {x12x2, X3X4} {x1 22, X4 x5} {x2x3, X3 x4} {X2x3, X4 X5} {x3x4, X4 x5}
{x1 202} {x2x3} {x3204} {xq x5}

Para ninguna de las aristas coloreadas coinciden los grados de (las células correspon-
dientes a) sus extremos, por lo que no afladimos aristas a ninguno de los conjuntos, y por
lotanto Ap =@, As=@yAL=@.

Se estudian las aristas coloreadas en el siguiente grafo:

{x1X2, X2 X3, X3X4, X4 X5}

SN\ T

{x1X2, X2X3, X3 X4} {x1X2, X2 X3, X4 X5} {X1X2, X3X4, X4 X5} {X2X3, X3X4, X4 X5}
{x1x2, X X3} {x122, X3 X4} {x1x2, x4 x5} {x2x3, X34} {x2x3, X4 X5} {x3x4, X4 x5}
m

Para las aristas coloreadas en azul coinciden los grados de los extremos y como no com-
parten ninguno de dichos extremos, siguiendo el algoritmo 4.1 las afhadiremos al empareja-
mientoy Ap = {{x1X2, X2X3, X3Xa} — {X1%2, X3Xa}, {X1 X2, X2 X3, X3.X4, X4 X5} — {X1 X2, X3X4, X4 X5} }.

Ademas, {x] X2, X3X4, X4 X5} solo es cara de {x] X2, X2 X3, X3X4, X4 X5}, y 1as tinicas células de
las que {x1x2, x3x4} €s cara son {xj X, X2 X3, X3X4}, {X1 X2, X3X4, X4 X5} Y {X1 X2, X2X3, X3X4, X4 X5},
y todas ellas aparecen en aristas del emparejamiento al acabar este paso. Se deduce que
ambas aristas serdn incluidas segtn el algoritmo de poda simplicial 4.5, por lo que también
As = {{x1X2, X2X3, X3 X4} — {X1X2, X3Xa},{X1 X2, X2 X3, X3 X4, X4 X5} — {X1 X2, X3X4, X4 X5} }.

Sin embargo, x; x2 € {x1X2, X3X4} y también x; x» € {x] X2, X3X4, X4 X5}, con lo que ninguna
de las aristas serd afiadida a Ay segtn el algoritmo 4.6 y por lo tanto A; = @.

Paso j = 3|Se estudian las aristas coloreadas en el siguiente grafo, en el que, por como-
didad en las comprobaciones, ya hemos invertido las aristas previamente incluidas en los
emparejamientos.
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{X1X2, X2 X3, X3 X4, X4 X5}

— / N\ T

{x1X2, X2 X3, X3 X4} {x1X2, X2 X3, X4 X5} {x1 22, X3X4, X4 X5} {xX2x3, X3 X4, X4 X5}
{x122, X2 %3} {x1x2, X3 x4} {xX1x2, X4 X5} {x23, X3 x4} {XZX3,JC4X5} {X3X4, X4 X5}
{x1x2} {x2x3} {x3x4} {X4X5}

Solo coinciden los grados de los extremos en la arista morada y en la verde. Sin embargo,
la arista morada tiene un extremo comun con una arista que ya estaba en Ap y en Ag, y
X1X2, X2X3 € {X] X2, X2X3, X4 X5} con lo que tampoco puede ser incluida en A;.

La arista verde, en cambio, si puede ser incluida en Ap, pero no en Ag (de ahi que la
hayamos marcado en verde y no en azul), pues {x»x3, x4 X5} es cara de {x) X2, X2 X3, X4 X5} Y
esta célula no aparece en ninguna arista del emparejamiento al terminar el paso j = 3.
Ademas x; x3 € {x1 X2, X2X3, X4X5} con lo que tampoco podemos afiadirla a A;. Entonces

Ap = {{x1X2, X2X3, X3X4} — {X1 X, X3Xa}, {X1 X2, XpX3, X3X4, X4 X5} — {X1 X2, X3X4, X4 X5},

{XX3, X3X4, Xa X5} — {X2X3, X4 X5} },

Ag = {{x1X2, X3, X3X4} — {X1X2, X3Xa}, {X1 X2, X2 X3, X3X4, X4 X5} — {X1 X2, X3X4, X4 X5} }

yAL=9.
Paso j = 4|Se estudian las aristas coloreadas en el siguiente grafo, en el que, por como-

didad en las comprobaciones, ya hemos invertido las aristas previamente incluidas en los
emparejamientos respetando el codigo de colores.

{X1X2, X2 X3, X3 X4, X4 X5}

{x1x2, X2 X3, X3 X4} {x1x2, X2 X3, X4 X5} {x1 22, X3X4, X4 X5} {x23, X3 X4, X4 X5}
{x122, X2 %3} {x1x2, X3 x4} {xX1x2, X4 X5} {x223, X3 x4} {szC3,X4x5} {X3X4, X4 X5}

N\

{x1x2} {x2x3} {x3x4} {X4X5}
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Se observa que para ninguna de las aristas coloreadas coinciden los grados de sus ex-
tremos, con lo que los emparejamientos serdn los mismos que en el paso anterior.

En este momento el algoritmo (de hecho los tres que estamos aplicando simultdnea-
mente) termina y devuelve los siguientes emparejamientos (aciclicos y homogéneos):

Ap = {{x1x2, X2X3, X3Xa} — {X1X2, X3 X4}, {X1X2, X2 X3, X3X4, X4 X5} — {X1 X2, X3X4, X4 X5},

{X2X3, X3 X4, X4 X5} — {X2X3, X4 X5} },
As = {{x1X2, X2X3, X3 X4} — {X1X2, X3Xa},{X1 X2, X2 X3, X3X4, X4 X5} — {X] X2, X3 X4, X4 X5} }
Ar=¢.

Entonces para la poda general el grafo G’Aq;’_ = (A(;i),E ) es el siguiente, en el que he-
1
mos marcado las células criticas en rojo:

{x1X2, X2 X3, X3X4, X4 X5}

— O\ T

{x1X2, X2 X3, X3X4} {X1X2, X2 X3, X4 X5} {Xx1X2, X3X4, X4 X5} {X2X3, X3X4, X4 X5}

//W\\

{x1 X2, X2 x3} {x1X2, X3X4} {x1x2, X4 x5} {x2x3, X3x4} {x2x3, X4 X5} {xX3x4, X4 x5}

{xy 200}

El grafo podado (es decir, el grafo del complejo de Morse correspondiente al empareja-
miento Ap, que, dado que hemos distribuido las células por dimensiones, refleja bien los
cambios en el complejo simplicial) es el que se puede ver a continuacién:

{x1X2, X2 X3, X4 X5}

—

{x1x2, X2 x3} {x1X2, X4 X5} {x2x3, X3x4} {X3X4, X4 X5}

{x1 X2} {x2x3}
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Y esta serd la resoluciéon que soporta (de nuevo prescindiremos de las diferenciales), y
su diagrama de Betti:

$(-(1,1,1,0,0)) S(-(1,1,0,0,0))
D D
$(-(1,1,0,1,1)) $(-(0,1,1,0,0))
0 — S(-(1,1,1,1,1)) — ® — ® — I — 0,
$(-(0,1,1,1,0)) $(-(0,0,1,1,0))
D D
$(-(0,0,1,1,1)) $(-(0,0,0,1,1))
4 4 1
214 30
3/0 1 1

Es fécil ver que la resolucion es minimal (pues no coinciden los grados de células unidas
por una arista, y se aplica la proposicion 2.38). De hecho en [AFG17, Seccién 5], y més
concretamente en los ejemplos 5.8 y 5.9 se prueba que el método de la poda proporciona
siempre resoluciones minimales para ideales asociados a caminos y a ciclos.

Para la poda simplicial procedemos andlogamente, primero calculamos el grafo G =
ATy

(A(*) EAS ), con las células criticas marcadas en rojo.

{X1X2, X2 X3, X3X4, X4 X5}

{x1x2, X2 X3, X3 X4} {x12x2, X2 X3, X4 X5} {x1x2, X3X4, X4 X5} {x2x3, X3X4, X4 X5}

NI T P

{x1x2, X2 x3} {x1x2, x3x4} {x1 X2, X4x5} {X2X3, X3X4} {x2X3, X4 X5} {x3x4, X4 x5}

\ Vo e X/

{x1 22} {x2x3} {x3x4}

A continuacién mostramos el grafo podado:
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{x1X2, X2 X3, X4 X5} {X2X3, X3X4, X4 X5}
{x1x2, X2 x3} {x1x2, X4 x5} {x2x3, X3x4} {x2x3, X4x5} {X3X4, X4 X5}
m N . N

Y finalmente la resolucion y el diagrama de Betti correspondiente:

S(_ (1v 1) l)OvO))

&>, S(-(,1,0,0,0))
S(-(1,1,0,1,1)) D
S(-(1,1,1,1,1)) b S$(-(0,1,1,0,0))
0 — S — §(-(0,1,1,1,0) — Y — I — 0,
S(-(0,1,1,1,1)) D S$(-(0,0,1,1,0)
S(-(0,1,1,1,1)) D
é S$(-(0,0,0,1,1))

S(_ (0;07 1! 1; 1))

2
3

S B
N WO,

2
1
1

En este caso no es minimal ya que no es la misma que la anterior, que si lo era (aunque
también puede razonarse con la proposicion 2.38, ya que {x»x3, X3X4, X4 X5} ¥ {X2X3, X4 X5}
tienen el mismo grado). Sin embargo es la resolucién simplicial mas pequefia que podemos
encontrar, pues el ideal asociado al 5-camino no admite una resolucién simplicial, segiin
se puede razonar utilizando un argumento similar al de [Jac04, Seccién 3.2]. Es por ello que
no tiene sentido aplicar de nuevo el algoritmo 4.5.

En el caso de la poda de Lyubeznik, como A; = @ el complejo de Taylor coincide con el
de Luybeznik (para el orden elegido en los generadores), y por lo tanto coincidirdn también
las resoluciones y los diagramas de Betti, y no hemos ganado nada.

En ejemplos més grandes se puede ver mejor la diferencia entre los tres tipos de poda, y
a su vez entre las resoluciones que estas proporcionany la de Taylor de partida. En [AFG17,
Ejemplo 4.8] pueden encontrarse los diagramas de Betti de la resolucion de Lyubeznik y
la obtenida tras aplicar el algoritmo 4.1 (de poda general) de un ideal con 9 monomios
generadores en el anillo de polinomios con 7 indeterminadas, siendo la segunda minimal.
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