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1. INTRODUCCION

Los Elementos de Euclides constituyen una exposicion excelente del método axiomatico en
Matematicas y, mas concretamente, en Geometria. Aunque el método axiomatico ha permitido
la fundamentacién de toda la Matematica y es el paradigma en el que se desarrolla la
Matematica actual, el nivel de abstraccién que requiere presenta enormes dificultades para su
introduccién en la ensefianza de la Geometria en la etapa secundaria. En esta etapa educativa
se da por sentado que la Geometria Euclidea se corresponde con el mundo fisico tridimensional,
y el objetivo de la ensefianza no es tanto demostrar cuanto "convencer" y mostrar las relaciones
entre los diferentes conceptos geométricos. Ahora bien, algunos libros de texto de la etapa de
educacién secundaria, especialmente de la E.S.O., siguen presentando notables deficiencias en
la exposicion de la Geometria: son frecuentes las definiciones circulares, algunas definiciones no
son precisas, cuando algunos razonamientos se apoyan en dibujos se elige la posicion mas
favorable de las figuras eludiendo los casos complicados, etc. Estas mismas deficiencias fueron
también detectadas en los libros de texto rusos y americanos (véanse los libros de A.l. Fetisov y
J.M. Lee).

Tras los preliminares histdricos y los referentes teéricos desarrollados en las secciones 2 y 3,
dedicamos la seccidén 4 a resaltar la importancia de la Geometria en el contexto global de las
matematicas y en el de su ensefianza. En la seccidn 5, tras exponer los sistemas axiomaticos de
Hilbert (1899) y Birkhoff (1930), que solo son abordables en la ensefianza universitaria, se
describen los postulados del School Mathematics Study Group (SMSG) los cuales suponen un
intento de fundamentar la Geometria elemental sin acudir a un método axiomatico estricto.

A principios de los afos 60 del siglo pasado, la SMSG pretendié una reforma curricular de las
matematicas en la ensefianza primaria y secundaria de Estados Unidos que, en gran medida, no
llegd a ser implementada con éxito por el rechazo de los docentes, pero el conjunto de
postulados para la Geometria Euclidea fue muy bien recibido y sigue siendo muy utilizado en
Estados Unidos y Canadd. La SMSG nos proporciona un conjunto de axiomas razonablemente
completo, pedagdgicamente sdélido y (esto es lo mas importante) accesible a los estudiantes,
permitiendo que estos se introduzcan en el estudio formal de la geometria. Para lograr estos
objetivos, se optd por sacrificar la independencia, ya que los conjuntos de axiomas
independientes requieren la demostracion, a veces dificil, de un gran nimero de teoremas
preliminares (que suelen ser intuitivamente obvios) antes de llegar a las demostraciones de los
teoremas principales.

Dedicamos la seccion 6 a justificar la conveniencia e importancia de que aparezcan en la E.S.O.;
asi como en la etapa de Bachillerato, unos minimos rudimentos de Geometria. En la seccion 7
se describe el contenido actual del bloque de Geometria en la educacidn secundaria de la
Comunidad de Castilla y Ledn. Finalmente, en la seccion 8 presentamos una propuesta
didactica para el curso 32 de la E.S.O.
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2. CONTEXTO
2.1 HISTORIA DE LAS MATEMATICAS

El nacimiento de la Matematica en la historia humana esta estrechamente relacionado con el
desarrollo del concepto de numero, proceso que ocurri6 de manera muy gradual en las
comunidades humanas primitivas. Aunque disponian de una cierta capacidad de estimar
tamafios y magnitudes, no poseian inicialmente una nocién de nimero.

Mucho antes de los primeros registros escritos, hay dibujos que indican algun conocimiento de
matematicas elementales y de la medida del tiempo basada en las estrellas. Hay evidencias de
gue las mujeres inventaron una forma de llevar la cuenta de su ciclo menstrual, de 28 a 30
marcas en un hueso o piedra. También los cazadores y pastores empleaban los conceptos
de uno, dos y muchos, asi como la idea de ninguno o cero, cuando hablaban de manadas de
animales.

Con el avance en la complejidad de la estructura social, los problemas a resolver se hicieron
mas dificiles y ya no bastaba, como en las comunidades primitivas, con solo contar un pequeno
numero de objetos, sino que llegd a ser crucial contar conjuntos cada vez mayores, medir el
tiempo, operar con fechas o posibilitar el calculo de equivalencias para el trueque. Es el
momento en que surgen los nombres y simbolos numéricos. Asi, por ejemplo:

- En Egipto, V milenio a.C., ya se representaban pictdricamente disefios espaciales
geométricos.

- Los monumentos megaliticos en Inglaterra y Escocia, del Il milenio a. C., incorporan
ideas geométricas tales como circulos, elipses y ternas pitagoricas en su disefio

- En la India, las primeras matemadticas conocidas datan del 3000-2600 a. C., esta
civilizacion desarrolld: un sistema de medidas y pesas uniforme que usaba el sistema
decimal, una avanzada tecnologia con ladrillos para representar razones, calles
dispuestas en perfectos angulos rectos y una serie de formas geométricas y disefios,
incluyendo cuboides, barriles, conos, cilindrosy disefios de circulos y tridngulos
concéntricos y secantes. Los instrumentos matematicos empleados incluian una exacta
regla decimal.

Entre los textos matematicos mas antiguos se encuentran:

- El papiro de MoscU, que data del Imperio Medio de Egipto, hacia el 2000-1800 a. C.

- Elpapiro de Rhind (hacia 1650a.C.), también egipcio, que es un manual de
instrucciones en aritmética y geometria. Proporciona férmulas para calcular dreas y
métodos para la multiplicacidn, divisién y trabajo con fracciones.

- El papiro de Berlin (hacia 1300 a. C.), que muestra cédmo los antiguos egipcios ya
podian resolver una ecuacién cuadratica.


https://es.wikipedia.org/wiki/Megal%C3%ADtico
https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%ADrculo
https://es.wikipedia.org/wiki/Elipse
https://es.wikipedia.org/wiki/Terna_pitag%C3%B3rica
https://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_numeraci%C3%B3n_decimal
https://es.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_numeraci%C3%B3n_decimal
https://es.wikipedia.org/wiki/Ladrillo
https://es.wikipedia.org/wiki/Raz%C3%B3n_aritm%C3%A9tica
https://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81ngulo_recto
https://es.wikipedia.org/wiki/Cuboide
https://es.wikipedia.org/wiki/Barril
https://es.wikipedia.org/wiki/Cono_(geometr%C3%ADa)
https://es.wikipedia.org/wiki/Cilindro
https://es.wikipedia.org/wiki/Papiro_de_Mosc%C3%BA
https://es.wikipedia.org/wiki/Imperio_Medio_de_Egipto
https://es.wikipedia.org/wiki/Papiro_de_Rhind
https://es.wikipedia.org/wiki/Papiros_de_Berl%C3%ADn
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_cuadr%C3%A1tica
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En estos textos se menciona el teorema de Pitagoras, que
parece ser el mas antiguo y extendido desarrollo matematico
después de la aritmética basica.

Las matemadticas egipcias y babildnicas fueron ampliamente . b
desarrolladas por la Matemadtica helénica, es decir, la
matematica en la Grecia Antigua, desde 600 a.C. hasta 300 d.C. C

Las matematicas griegas comenzaron con Tales y Pitagoras. La
primera demostracién formal del Teorema de Pitagoras estd

realizada por los pitagdricos.

Los matematicos griegos usaron la ldgica para deducir conclusiones, o teoremas, a partir de
definiciones y de axiomas. La idea de las matematicas como un entramado de teoremas
sustentados en axiomas estd explicita en “Los Elementos” de Euclides (hacia el 300 a. C.). En
Los Elementos de Euclides se abordan todos los problemas fundamentales de la Matematica a
través de un lenguaje geométrico.

Muchos textos griegos y arabes de matematicas fueron traducidos al latin, lo que llevé a un
posterior desarrollo de las matematicas en la Edad Media.

La Matematica en el islam medieval, a su vez, desarrollé y extendio los resultados conocidos
por las civilizaciones anteriores. Es de destacar que, a finales del siglo XI, Omar
Khayyam escribid “Discusiones sobre las dificultades en Euclides”, un libro sobre los defectos
en los Elementos de Euclides, especialmente el postulado de las paralelas, y establecid los
fundamentos de la geometria analitica y la geometria no euclidea. También fue el primero en
encontrar la solucidon geométrica a la ecuacién cubica.

En el siglo XIV hay un fuerte desarrollo en el area de las matematicas que daria lugar, usando
un lenguaje cinematico, a la base de la "ley de la caida de los cuerpos", de Galileo.

Hasta fines del siglo XVI, la resolucion de problemas matematicos continda siendo una
cuestion retdrica. El calculo simbdélico aparecerd a finales del siglo XVI.

La principal aportacién a la Matematica, en estos siglos del Renacimiento, fue la introduccién
de los polinomios. En este periodo el dlgebra, que desde los Elementos de Euclides se habia
estudiado desde un punto de vista geométrico, se independiza de la geometria y se convierte
en una rama auténoma dentro de la Matematica.

En los siglos XVII y XVIII (periodo de revolucién cientifica), las matematicas se inclinan sobre
aspectos fisicos y técnicos. Newton y Leibniz crean el calculo infinitesimal, con lo que se
inaugura la era del analisis matemadtico, la derivada, la integracién y las ecuaciones
diferenciales (no obstante, la formulacidn precisa del concepto de limite no se produjo hasta el
siglo XIX con Cauchy).


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pit%C3%A1goras
https://es.wikipedia.org/wiki/Aritm%C3%A9tica
https://es.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Mileto
https://es.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%A1goras
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema
https://es.wikipedia.org/wiki/Axioma
https://es.wikipedia.org/wiki/Edad_Media
https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_en_el_islam_medieval
https://es.wikipedia.org/wiki/Omar_Khayyam
https://es.wikipedia.org/wiki/Omar_Khayyam
https://es.wikipedia.org/wiki/Elementos_de_Euclides
https://es.wikipedia.org/wiki/Postulado_de_las_paralelas
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_anal%C3%ADtica
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_no_eucl%C3%ADdea
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_c%C3%BAbica
https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1lculo_simb%C3%B3lico
https://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra
https://es.wikipedia.org/wiki/Elementos
https://es.wikipedia.org/wiki/Euclides
https://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
https://es.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_von_Leibniz
https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1lculo_infinitesimal
https://es.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lisis_Matem%C3%A1tico
https://es.wikipedia.org/wiki/Cauchy
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El siglo XVIII estd dominado por la figura de Leonhard Euler y por
sus impresionantes aportaciones en todas las ramas de las
matemadticas.

El siglo XIX (La Matematica moderna) es una época muy rica y
fecunda para las matematicas. Aparecen nuevas teorias nuevas y
se completan trabajos comenzados anteriormente en los que
domina el rigor (las matematicas se vuelven mas abstractas). En

este siglo, el estudio de las matematicas se convierte en una
profesion de vanguardia. El nimero de profesionales no deja de crecer y las matematicas
adquieren una importancia nunca antes vista. Las aplicaciones se desarrollan rdpidamente en
amplios dominios, haciendo creer que la ciencia todo lo puede. El dominio de la fisica, ciencia
experimental por excelencia, se ve completamente invadido por las matematicas: el calor, la
electricidad, el magnetismo, la mecdnica de fluidos, la resistencia de materiales y la elasticidad,
la cinética quimica, son todas matematizadas.

En este siglo se desarrollan dos formas de geometria no euclidiana, en las que el postulado de
las paralelas de la geometria euclidea ya no es valido. El matematico ruso Nikolai Ivanovich
Lobachevsky y su rival, el matematico hdngaro Janos Bolyai, independientemente definen y
estudian la geometria hiperbdlica. La geometria eliptica fue desarrollada mas tarde por el
matematico aleman Bernhard Riemann (Geometria de Riemann).

La Matematica en siglo XX y hasta la actualidad. En un discurso en 1900 frente al Congreso
Internacional de Matematicos, David Hilbert propuso una lista de 23 problemas matematicos.
Esta lista, que toca varias dreas de las matematicas, atrajo la atencidon de muchos matematicos
del siglo XX. En 2011, diez de esos problemas habian sido resueltos, siete parcialmente
resueltos y dos permanecian aun abiertos; los cuatro restantes estan formulados de manera
muy vaga para decidir si han sido resueltos o no.

Un grupo de matematicos franceses, incluyendo Jean Dieudonné y André Weil, publican bajo
el pseuddénimo «Nicolas Bourbaki», con intencién de exponer la totalidad del conocimiento
matematico como un todo riguroso y coherente. El resultado de varias docenas de volimenes,
reunidos en Elementos de Matematica, ha tenido una influencia decisiva en la educacion
matematica universitaria del siglo XX, fundamentalmente en los paises occidentales.

La aparicion del ordenador permitié trabajar con cantidades cada vez mas grandes de datos,
surgiendo dreas como por ejemplo lateoria de la computabilidad de Alan Turing. La
computacion y la tecnologia de las comunicaciones llevan a una importancia creciente los
conceptos de las matematicas discretas y la expansién de la combinatoria, incluyendo la teoria
de grafos.

En resumen, en este Ultimo siglo, los descubrimientos matemadticos han ido creciendo
exponencialmente hasta el dia de hoy, este crecimiento estd ayudado por la muchas
publicaciones y las excelentes revistas de matematicas, tanto en formato tradicional (impresas
en papel) como electrénico.


https://es.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_no_euclidiana
https://es.wikipedia.org/wiki/Postulado_de_las_paralelas
https://es.wikipedia.org/wiki/Postulado_de_las_paralelas
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_eucl%C3%ADdea
https://es.wikipedia.org/wiki/Nikolai_Ivanovich_Lobachevsky
https://es.wikipedia.org/wiki/Nikolai_Ivanovich_Lobachevsky
https://es.wikipedia.org/wiki/J%C3%A1nos_Bolyai
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_hiperb%C3%B3lica
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_el%C3%ADptica
https://es.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_de_Riemann
https://es.wikipedia.org/wiki/Congreso_Internacional_de_Matem%C3%A1ticos
https://es.wikipedia.org/wiki/Congreso_Internacional_de_Matem%C3%A1ticos
https://es.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
https://es.wikipedia.org/wiki/Problemas_de_Hilbert
https://es.wikipedia.org/wiki/Jean_Dieudonn%C3%A9
https://es.wikipedia.org/wiki/Andr%C3%A9_Weil
https://es.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki
https://es.wikipedia.org/wiki/Elementos_de_matem%C3%A1tica
https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_la_computabilidad
https://es.wikipedia.org/wiki/Alan_Turing
https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1ticas_discretas
https://es.wikipedia.org/wiki/Combinatoria
https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_grafos
https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_grafos
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard_Euler.jpg
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2.2 INCORPORACION DE LA HISTORIA Y LOS FUNDAMENTOS DE LAS MATEMATICAS
AL AULA

Incorporar la Historia de la Matematica en el aula de educacidn secundaria tiene una gran
importancia. Es conveniente que los alumnos descubran la evolucién de las matematicas a
través de la historia, cdmo han surgido las diferentes teorias y conceptos matematicos y cdmo
se relacionan entre ellos, asi como quiénes han iniciado y formalizado dichas teorias.

Las matematicas para muchos alumnos son solo una sucesién de definiciones, propiedades,
operaciones y formulas que hay que aprender. El desconocimiento de su historia contribuye a
que los alumnos piensen que es una materia en la que todo ha sido ya descubierto. Si a la
necesidad de razonamiento abstracto que las matemadticas exigen afiadimos la falta de
conocimiento de su historia, de cdmo han surgido y evolucionado los conceptos, obtenemos
como resultado que muchos jévenes encuentren esta materia no solo ardua, sino también
incomprensible. Muchos alumnos ven las matematicas como un gran “recetario” para resolver
los ejercicios.

Los profesores no solo han de poner énfasis en los célculos y procedimientos de resolucion de
problemas sino también han de dar a conocer el origen de los objetos matematicos que se
estudian, utilizando para ello una metodologia adecuada para su presentacion en el aula.

Al alumno no solo se le debe dar la vision de lo pasado como la ruta que permitio llegar a lo
nuevo, sino que se le han de presentar explicaciones de los contextos en los que se
desarrollaron algunos de los conceptos matematicos que se ensefian, los problemas que se
intentaron y se intentan solucionar en cada momento y los cambios conceptuales que algunos
supusieron, de forma que la Matematica resulte una ciencia viva, no solo deductiva sino
también inductiva, compartiendo algunos de los métodos de las ciencias experimentales.

En la actualidad son muchos los autores que creen en la conveniencia de recuperar la historia
en la Didactica de cualquier ciencia, en nuestro caso de la Matematica.

Como sefiala Barona (1994): “En el campo de la Historia de la Ciencia, la relevancia histodrica de
los hechos y de los acontecimientos no estd sélo en funcion del criterio del historiador, sino que
ademds es la propia evolucion de la ciencia la que establece su propia forma de seleccion de lo
que es relevante y lo que no lo es, de lo que debe permanecer y de lo que debe ser
abandonado”.

Santald (1994) insiste también en la importancia de incorporar la Historia de la Matematica al
aula, para el acercamiento de algunos estudiantes que se veran atraidos por este enfoque.

Kazim (1980), citado por Santal6 (1994), da algunos elementos para incorporar la Historia de la
Matematica en la ensefianza media (secundaria):

1. Poner ejemplos de casos en que la Matematica ha progresado gracias a la idea de
generalizar resultados conocidos. Hacer observar que casi todos los grandes
descubrimientos tienen sus precursores.

2. Existencia de problemas que se enuncian facilmente y que, sin embargo, todavia no
han podido ser resueltos.
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3. Poner de manifiesto la lenta evolucidon de los conceptos de las distintas clases de
numeros (naturales, enteros, racionales, irracionales, reales, complejos) y sus
métodos de calculo. Exponer las discusiones que se originan y las dificultades que
aparecen cada vez que se introduce un nuevo concepto, generalmente de manera
oscura, hasta su paulatina clarificacidn y aceptacidn generalizada.

4. Dar ejemplos de resultados que nacieron como puramente tedricos y que luego
resultaron de mucho interés practico.

5. Importancia de un simbolismo adecuado para el progreso de la matematica.
6. Existencia de grandes matematicos con otras profesiones.

7. Conocimiento de otras civilizaciones y de sus formas de calcular, sus tipos de
construcciones arquitectdnicas, su arte, su escritura, etc.

8. Conocer pugnas, controversias y otros estados de desacuerdos entre cientificos y
matematicos, intereses personales de los cientificos, de las instituciones y modos de
divulgar la ciencia.

9. Aparicion de grupos de investigadores en Historia de la Matematica.

Otro autor que trabaja esta linea es Fauvel (1991), quien da once puntos u orientaciones para
con los alumnos, que son: “mencionar anécdotas matemdticas del pasado, presentar
introducciones historicas de los conceptos que son nuevos para los alumnos, fomentar en los
alumnos la comprension de los problemas histdricos cuya solucion ha dado lugar a los distintos
conceptos que aparecen en clase, impartir lecciones de Historia de la Matemdtica, idear
ejercicios utilizando textos matemdticos del pasado, fomentar la creacion de pdsteres,
exposiciones u otros proyectos con un tema histdrico, realizar proyectos en torno a una
actividad matemdtica local del pasado, usar ejemplos del pasado para ilustrar técnicas o
métodos, explorar errores del pasado para ayudar a comprender y resolver dificultades de
aprendizaje, idear aproximaciones pedagdgicas al topico de acuerdo con su desarrollo histdérico
y, por ultimo, idear el orden y estructura de los temas dentro del programa de acuerdo con su
desarrollo histérico”.

Por su parte, Maz (2003) da algunas razones acerca de la conveniencia de la utilizacién de la
Historia de la Matematica en las clases:

1. Ayuda e incrementa la motivacidn para el aprendizaje.

2. Muestra el aspecto humano de las matematicas.

3. Cambia en los alumnos su percepcion de las matematicas.

4. Ayuda al desarrollo de un acercamiento multicultural.

5. Provee la posibilidad de un trabajo interdisciplinar.

6. Ayuda a ordenar la presentacién de los temas en el curriculo.

7. Ayuda ala comprension de los conceptos, estudiando como fueron desarrolldndose.
8. Los alumnos se sienten mas atraidos para la realizacién de los problemas.

7
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2.3 LA VISION DEL DOCENTE

La educacién es arte y ciencia que requiere de conocimiento, intuiciéon y afecto. Cuando un
docente pretende ensefiar debe crear las condiciones adecuadas para que se produzca el
aprendizaje, sin olvidar la atencidn a la diversidad, es decir, a la singularidad de cada alumno.
Debe tener muy en cuenta que cada alumno tiene un ritmo concreto de aprendizaje, unas
preferencias personales y una manera propia de asimilar los conocimientos.

Miguel de Guzman asegura que, "Ensefiar bien consiste en conseguir que los estudiantes
quieran aprender y de hecho aprendan".

Las preguntas que cualquier docente debe hacerse son:

- ¢Valoro y doy a conocer el lugar importante de la Matematica en todos los niveles del
sistema educativo debido a su papel de herramienta universal y a su importancia en la
formacidn intelectual de los alumnos?

- éCOmo construir un curriculum de actividades capaces de mezclar y unificar
experiencia y conocimiento, juego y aprendizaje, educacién e instruccién, respetando
las motivaciones propias del alumno y tratando de que aprenda un lenguaje simbdlico
que le permita lograr su educacion matemdtica actual y prepararse para una
educacion futura?

- ¢éPreparo un ambiente favorable para que nuestros alumnos tengan experiencias
matematicas? ¢Qué hago para motivar a los alumnos? ¢Busco hacer comprender
claramente las metas cercanas y lejanas de un desarrollo tedrico? ¢Cémo los ayudo a
razonar frente a un tema? éTengo en cuenta el hecho de que cada persona razona
frente a un tema segun la significacion que el mismo tiene para ella?

- La mayoria de los estudiantes reniega de las matematicas, éa qué se debe?

Los estudiantes muchas veces ven las matematicas como una materia rigida e impenetrable
debido a sus contenidos abstractos y a su lenguaje propio.

Una de las innovaciones mas significativas de las ultimas décadas en la ensefianza de las
matematicas consiste en el creciente interés de los investigadores por la incorporacién de un
enfoque histdrico en la Educacién Matematica. Si bien las opiniones pueden diferir acerca de la
metodologia en la que la Historia se introduce en la ensefianza, en la comunidad de
investigacion en educacidn existe un consenso acerca de la importancia de la Historia para el
proceso educativo.

El docente debe utilizar la historia como una herramienta auxiliar para lograr objetivos tales
como:

- Hacer patente la forma peculiar de aparecer las ideas en matematicas;

- Enmarcar temporalmente y espacialmente las grandes ideas, problemas, junto con su
motivacién, precedentes;

- Sefalar los problemas abiertos de cada época, su evolucidn, la situacién en la que se
encuentran actualmente;

- Apuntar las conexiones histéricas de la Matematica con otras ciencias, en cuya
interaccion han surgido tradicionalmente gran cantidad de ideas importantes.
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Ahora bien, es evidente que no solo se debe aplicar esta mejora en la docencia, existen
muchas otras herramientas Utiles en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Por ejemplo, otra mejora importante es reconocer que los avances tecnoldgicos, si resultan
utiles, deben ser adoptados para fines educativos. Los docentes deben tener un papel
protagonista en el proceso de la transformacién de la educaciéon y en el descubrimiento
constante de nuevas formas de ensefiar. La utilizacién de las Tecnologias de la Informacion y
Comunicacion (TICs) es esencial en la blisqueda de estas nuevas formas, puesto que se trata de
instrumentos facilitadores y motivadores del aprendizaje y permite considerar la singularidad
del alumno en su ascenso cognoscitivo. Incorporar estos recursos implica adoptar, adaptar e
integrar las nuevas herramientas al trabajo cotidiano, a fin de tornarlo mas eficaz y productivo
atendiendo al progreso y a las transformaciones sociales. La introduccion del ordenador como
recurso didactico debe ser abordado desde una perspectiva educativa global.

3. REFERENTES TEORICOS: EL PROCESO DE ENSENANZA-
APRENDIZAIJE

Es necesario que el alumno, en el proceso de su educacidn, reciba una formacién integral. El
modelo de ensefianza-aprendizaje se ha de sustentar en los cuatro pilares de la educacién:
aprender a hacer, aprender a convivir, aprender a aprender y aprender a ser (tal y como
apunta Jackes Delors en su articulo "La Educacidn encierra un tesoro").

El proceso de ensenanza-aprendizaje se concibe pues como el espacio en el cual el principal
protagonista es el alumno y el profesor cumple una funcién de facilitador de los procesos de
aprendizaje. Son los alumnos quienes construyen el conocimiento a partir de leer, investigar,
de aportar sus experiencias y reflexionar sobre ellas asi como de intercambiar sus puntos de
vista con sus companieros y con el profesor. En este espacio, se pretende que el alumno tome
un papel activo en su proceso de aprendizaje, que disfrute con él y que se comprometa a
seguir aprendiendo a lo largo de toda su vida. Por lo tanto, se ha de considerar al estudiante
como protagonista ya que la parte fundamental de su aprendizaje se da a través del hacer, del
practicar, de aplicar en la vida real lo que se aprende en el aula.

Se concibe el aprendizaje no sélo como un fin en si mismo, sino como una herramienta. El
aprendizaje debe ser en la vida, de por vida y para la vida. En este sentido, mucho del
aprendizaje debe desarrollarse en escenarios reales, atendiendo a situaciones reales, sin
olvidar que la comprensién y la atencién de los problemas mas complejos requieren un trabajo
interdisciplinar.

Los conceptos ensefianza y aprendizaje estan estrechamente relacionados, tanto que en
muchos casos son considerados equivalentes. Cuando hablamos de aprendizaje hacemos
referencia a lo que se aprende y a cdmo se aprende, mientras que la ensefianza se centra en
los procesos utilizados por un agente externo al alumno para que el aprendizaje se produzca.

Debemos acudir al ambito de las Ciencias de la Educacidn, mas concretamente a la Psicologia y
a la Pedagogia, para analizar los procesos de ensefanza-aprendizaje.
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3.1 AMBITO DE LA PSICOLOGIA
Teorias del aprendizaje: el conductismo y el constructivismo.

La Psicologia del Desarrollo estudia el desarrollo humano, es decir, los cambios que se
producen en el individuo y las caracteristicas que permanecen estables, y dentro de ella
podemos encontrar dos teorias del aprendizaje, el conductismo y el constructivismo.

El conductismo defiende que los cambios que se producen en la conducta de un individuo son
debidos al aprendizaje y no tiene en cuenta los procesos cognitivos. EIl hombre se presenta
como un organismo pasivo, que Unicamente reacciona a los estimulos del entorno. Aunque
uno de sus representantes mas conocidos es Paulov, con su condicionamiento clasico, es
importante destacar el condicionamiento instrumental u operante de Skinner, quien afirma
qgue la conducta depende de las consecuencias que ésta provoca y estd orientada a la
consecucién de un resultado. Es interesante por la teoria de reforzadores que implementa
(refuerzos/castigos positivos/negativos), y se utiliza en el aula de una manera mas o menos
consciente.

El constructivismo entiende que las modificaciones de las conductas son provocadas por
cambios en el conocimiento y en la capacidad intelectual de la persona. Tienen en cuenta los
procesos cognitivos y consideran al hombre como un organismo activo, protagonista de la
construccién de su conocimiento como resultado de la interaccion y elaboracién de la
informacidn que recibe del entorno. Dentro de esta teoria podemos destacar algunos autores
importantes como:

- Piaget, padre del constructivismo, quien preconiza que el origen de la inteligencia esta
en la accion;

- Vygotski, se centra en el papel del medio e interaccidn social como elementos clave en
la construccion de la inteligencia. Segun este autor el desarrollo cognitivo es biolégico
en sus origenes pero socio-cultural en su configuracién y desarrollo;

- Ausubel, precursor de lo que se conoce como "aprendizaje significativo". Defiende Ila
importancia de "aprender a aprender" y que el alumno sea auténomo y capaz de
autorregularse con el apoyo de la figura del profesor como mediador, siendo
consciente de sus propios procesos cognitivos (metacognicion).

Es importante destacar que actualmente en el ambito de la educaciéon el conductismo es una
teoria que ha sido superada y dejada atras, habiéndose implantado y aceptado el paradigma
constructivista de manera general. Hoy en dia esta teoria estd presente en la mayor parte de
los docentes, en las leyes de educacidn y en las metodologias, recursos y actividades realizados
en las aulas de secundaria.

Segln el paradigma constructivista la inteligencia es un conjunto integrado de estrategias,
habilidades y automatismos que el individuo utiliza para la resolucién de problemas y para la
creacién de nuevas cuestiones, modelos y problemas. Entiende también que existe una
"inteligencia bioldgica", constituida por lo que se denominan "los correlatos biolégicos de la
inteligencia", que es innata y por tanto no puede desarrollarse o mejorarse. Sin embargo, la
inteligencia biolégica por si sola no sirve de nada al individuo, ya que es meramente una
inteligencia potencial.

10
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Los principales componentes del paradigma constructivista son los siguientes:

1. Procesos de ensefianza:

Enseiiar es ayudar a aprender.

La diversificacidn de las tareas, recursos, agrupamientos, etc. favorece el aprendizaje.
La ensefianza ha de centrarse en el alumno, en el conocimiento y en la comunidad.
La mediacidn contextual, personal y social facilitan el aprendizaje significativo.

En la ensefianza, lo cognitivo es importante, pero también lo afectivo, social y motriz.

2. Procesos de aprendizaje:

Aprender significativamente es construir significados compartidos mediante la
interaccién del conocimiento previo, la informacién nueva y la actividad mental.

Todo conocimiento se construye a partir de uno anterior. El conocimiento previo es el
factor que mas influye en el aprendizaje.

El conocimiento previo condiciona el funcionamiento de los procesos cognitivos.

El aprendizaje situado resulta muy eficaz.

3. El profesor:

El profesor se concibe como un mediador y un modelo de aprendizaje.

El profesor debe ayudar al alumno a automatizar los conocimientos bdsicos, ya que
esto es imprescindible para el desarrollo de la inteligencia y de la creatividad.

El profesor siempre ayuda a aprender (simultdneamente) dos tipos de conocimiento
en los alumnos: conocimientos escolares y estrategias, habilidades y automatismos.

4. El alumno:

Cabe

La actividad mental del alumno es imprescindible para aprender.

Los factores motivacionales dirigen el aprendizaje.

El autoconocimiento y la autorregulacidon del aprendizaje por parte del alumno son
esenciales para el desarrollo de su autonomia personal.

La memoria es imprescindible para construir el conocimiento.

mencionar también dos importantes teorias del aprendizaje enmarcadas dentro del

paradigma constructivista:

Teoria del aprendizaje significativo. Seguln esta teoria, el aprendizaje significativo es

simultdneamente un proceso y un producto. Como proceso consta de cinco
operaciones mentales (inclusién, diferenciacion progresiva, combinacién,
reconciliacion integradora y consolidacidn) las cuales se dan en orden. Como producto
esta condicionado por los conocimientos previos, la predisposicién del alumno a
aprender, la presencia de contenidos potencialmente significativos y el
comportamiento del profesor en el aula.

Teoria genética del aprendizaje. Esta teoria entiende que el aprendizaje se produce a

partir de la secuencia ordenada de 4 grupos de operaciones mentales (construir
esquemas de la realidad sensoriales, construir esquemas de la realidad icdnicos o
verbales, construir esquemas de conocimiento concretos y por ultimo construir
esquemas de conocimiento abstractos).

11
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El desarrollo cognitivo y la personalidad del adolescente

No debemos olvidar que los alumnos con los que vamos a trabajar (pertenecientes a los cursos
de la E.S.O. y Bachillerato) se encuentran en plena adolescencia, etapa en la que se producen
cambios en multiples facetas de su vida: fisicos, sociales, emocionales, cognitivos, etc.

El adolescente comienza a conformar el pensamiento social y a desarrollar aspectos clave en
su personalidad como la autoestima, la autoimagen, la identidad personal, la empatia o la
capacidad de juicio moral. Ademas, empieza también a desarrollar procesos metacognitivos y
las denominadas funciones ejecutivas (actualizacidn, inhibicion, flexibilidad, planificacion y
toma de decisiones). Sin embargo, quiza los cambios mas significativos se produzcan en la
esfera cognoscitiva, es decir, en lo que concierne a la inteligencia. El adolescente entrara en la
etapa de desarrollo del pensamiento formal, lo que se traduce en que ird adquiriendo nuevas

habilidades cognitivas, entre las cuales destacan las siguientes:

1. Capacidad de pensamiento abstracto. El adolescente comienza a ser capaz de realizar
razonamientos sin necesidad de contar con referentes de la realidad.

2. Capacidad de formular hipdtesis, utilizacion del método hipotético-deductivo para

evaluar alternativas.

Capacidad para concebir lo posible, entendiendo la realidad como una opcién mas.

Uso de la combinatoria, organizando todos los elementos.

Uso de la logica proposicional y desarrollo del lenguaje complejo.

o vk w

Desarrollo de la memoria.

En cuanto a la personalidad, los rasgos cognitivos que predominan en el adolescente son el
idealismo, la tendencia a discutir y cuestionar los puntos de vista, la duda, la indecisidn y el
egocentrismo, entendiéndose a si mismo como el centro de atencién, ser Unico y a salvo de
todo riesgo.

Es esencial que el docente tenga en cuenta todos estos cambios asi como las caracteristicas
propias de esta etapa, a fin de lograr que el proceso de ensefianza y aprendizaje sea lo mas
adecuado y efectivo posible, es decir, que los alumnos realicen aprendizajes significativos. Para
ello es esencial que comprenda, respete y apoye a los alumnos en esta etapa. Ademas, el
docente tiene también la labor, como educador, de supervisar a los alumnos para evitar
problemas y conductas de riesgo. Para los propios adolescentes, gestionar los cambios propios
de esta etapa no resulta facil, y en muchas ocasiones pueden darse situaciones y problemas
complejos y graves como agresividad, ansiedad, trastornos depresivos, trastornos alimenticios,
consumo de drogas, acoso escolar o incluso el suicidio. El profesor debe estar muy atento a
cualquier signo de de alarma y actuar de inmediato para evitar y frenar cualquier problema.

Factores intrapersonales e interpersonales del proceso de enseilanza-aprendizaje
Podemos clasificar las variables personales que influyen en el aprendizaje del alumno en:

- Cognicién: donde estarian incluidas sus capacidades y sus conocimientos previos.
- Conacion: el uso que hace de sus capacidades.
- Afecto: teniendo en cuenta la motivacidn, la emocion y la personalidad.

12
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La unidn de las tres variables da como resultado unas determinadas estrategias de aprendizaje
gue influyen directamente en el rendimiento escolar del alumno.

|ll

La motivacidn es el “motor” que mueve toda conducta. Es la que inicia, mantiene y orienta el
comportamiento. Ayuda a fomentar la eficacia, las metas de aprendizaje y la emocién. No
podemos obviar la importancia de la inteligencia emocional, entendiéndola como la capacidad
de reconocer nuestros propios sentimientos y los de los demds, de motivarnos y manejar
adecuadamente las relaciones con los demds y con nosotros mismo. Este término es muy

amplio y engloba otros ingredientes.

Atencion a la diversidad

A la hora de enfrentarse al trabajo diario, el docente debe ser consciente de la amplia
diversidad existente en el aula, lo cual aflade una gran dificultad a la hora de conseguir que la
totalidad de los alumnos realicen aprendizajes significativos. Pero esto no debe ser motivo de
frustracién por parte del profesor, quien debe actuar bajo los principios de calidad, equidad,
flexibilidad y no discriminacidn. Para ello, el sistema educativo ha desarrollado las medidas de
atencién a la diversidad, que son aquellas actuaciones educativas dirigidas a dar respuesta a
distintas situaciones de aprendizaje, siempre desde un punto de vista inclusivo y de no
diferenciacion.

Dentro de las diferentes situaciones especiales se ha de prestar especial atencién a:

- La alta capacidad intelectual: superdotacion o talentos.

- Alumnos con necesidades educativas especiales (ACNEE), que son aquellos que por un
periodo o toda su vida requieren apoyos y atenciones educativas especificas a causa
de una discapacidad, enfermedad o trastorno grave de conducta. Dentro de este grupo
se encuentra el trastorno de déficit de atencién con hiperactividad (TDAH) y los
trastornos del espectro autista (TEA), con alteraciones en la interaccion social, la
comunicacién y el comportamiento.

- Alumnos que sin presentar una necesidad educativa especial tienen un ritmo de
aprendizaje mas lento.

3.2 AMBITO DE LA PEDAGOGIA

La Didactica

Las Ciencias de la Educacion definen la Didactica como la disciplina cientifica, técnica y
tecnoldgica de la educacion en los procesos de ensefianza-aprendizaje que tiene lugar en
contextos diversos y a lo largo de la vida. Su finalidad es garantizar una educacidn y formacion
de calidad para todos los estudiantes, es decir, alcanzar una formacién integral a través del
desarrollo de capacidades (poder hacer) para adquirir competencias (saber hacer) y facultades
(ser).

Las capacidades son aquellas aptitudes que posee el individuo con un alto componente
bioldgico o genético, que definen un potencial y dan lugar a una gran diversidad. Mediante la

13
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intervencién socioeducativa podemos aplicar procedimientos que, mediante la practica,
transformen esas capacidades en habilidades o destrezas, en otras palabras, pasamos del

|II

“poder hacer” al “saber hacer”. Si ademds somos capaces de introducir el componente de la
autorregulacion, estamos disefiando estrategias que dan lugar a competencias, lo que significa
ser capaz de tomar decisiones de forma consciente en el momento oportuno para resolver un

problema.

No debemos olvidar que la educacion empieza en la familia y continda en el ambiente
sociocultural, y que la formacién se lleva a cabo en la escuela. Sin embargo, todo ellos forman
parte del contexto educativo del alumno.

Las Competencias

No existe una Unica definicion de competencia puesto que, si bien es un concepto que se
utilizaba con frecuencia en el mundo laboral, su aplicacién al ambito de la educacién es
relativamente nueva. Pero realizando una sintesis de las definiciones que dan diferentes
organismos como la OCDE, la Comunidad Europea o el informe PISA, podemos decir que se
entiende por competencia el conjunto complejo e integrado de recursos personales (tales
como conocimientos, habilidades, actitudes, experiencias, comportamientos, valores, etc) que
un individuo posee para resolver de forma eficaz problemas o situaciones que se pueden
plantear en contextos diversos y relevantes a lo largo de toda su vida. Su puesta en practica
requiere:

- Saber (conocimientos tedrico-conceptuales especificos).
- Saber hacer (procedimientos, habilidades, actitudes, destrezas).
- Saber convivir (principios, habitos, normas, costumbres y valores).

Por todo lo expuesto, se considera esencial que un individuo adquiera, a través del proceso
educativo, una serie de competencias basicas que le permitan desenvolverse de manera digna
y eficaz en el contexto actual. Pero las competencias no solo definen los fines de la educacién,
sino que ademas constituyen una guia para la propia ensefanza y funcionan como parametros
de evaluacion.

El modelo educativo basado en competencias fue introducido con la Ley Organica de
Educacion (LOE). En él se definen ocho competencias bdésicas:

- Competencia en comunicacion lingliistica.

- Competencia matematica.

- Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico.
- Tratamiento de la informacién y competencia digital.

- Competencia social y ciudadana.

- Competencia en expresién cultural y artistica.

- Competencia para aprender a aprender.

- Autonomia e iniciativa personal.

Estas competencias bdsicas parten de un enfoque general de la educacidon y es por ello que se
constituyen como elementos transversales dentro del proceso educativo, es decir, la misma
competencia se debe desarrollar, en mayor o menor medida, mediante aportaciones
complementarias de las distintas materias del curriculo.

14



Madster en Educacidon Secundaria. TFM. UVa. Curso 2016-17 Elena Dominguez Campillo

Componentes didacticos de los procesos de ensefianza-aprendizaje

Segun el modelo de Biggs, existen tres componentes principales en el modelo de ensefianza-
aprendizaje. La interaccidon entre todos estos componentes didacticos da lugar a dicho modelo.

- Prondstico: el profesor es el gestor clave del proceso, el estudiante es el agente central
del proceso y el contexto corresponde con la entrada de influencias.

- Proceso: estrategias o actividades llevadas a cabo para la consecucidn de los
resultados.

- Producto: Resultados.

La Educacion

Podemos definir educacidon como el proceso permanente a través del cual cada persona puede
llegar a dirigir con sentido su propia vida y alcanzar su plena realizacidn, considerando los
cuatro pilares de conocimiento (planteados por Jackes Delors en "La Educacion encierra un
tesoro"): aprender a conocer, a hacer, a convivir y a ser.

Anteriormente hemos identificado al profesor como el gestor clave del proceso educativo, por
lo que sus rasgos personales mas significativos deberian ser:

- Objetividad, en términos de credibilidad, coherencia y justicia.
— Sensibilidad, con empatia y flexibilidad.
- Entusiasmo, tanto por la materia como por la propia docencia.

Y en cuanto a las cualidades referentes a su actuacion docente:

- Claridad en la exposicion.

— Organizacién y orden.

- Variedad de métodos, recursos y tareas.

- Capacidad de adaptarse al ritmo de aprendizaje de los alumnos.
- Manejo adecuado de los niveles de abstraccién.

- Utilizacién de la evaluacidn para comprobar y no para sancionar.

La Programacion Didactica

A la hora de realizar la programacion didactica hay que tener en cuenta: E/ Disefio Curricular
Base (ley de educacion a nivel estatal y de comunidad auténoma), el Proyecto Educativo del
Centro (disefiado por el Consejo Escolar) y la Programacion Diddctica del Departamento
(realizada a nivel de claustro y equipo docente).

Con la Programacion Did4ctica el profesor gestiona el proceso de ensefanza-aprendizaje, en el
qgue se definen los objetivos didacticos, contenidos, competencias, metodologia, recursos,
actividades y criterios de evaluacion.

Como consecuencia, las caracteristicas que debemos exigirle a una buena programacion son:

- Coherencia y secuencia, conformando una unidad fundamental.

- Flexibilidad para introducir mejoras o modificaciones sin romper esa unidad.
- Objetividad y realismo.

- Precisién y claridad.
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3.3 PROCESO DE ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS EN SECUNDARIA

Desde una perspectiva curricular, las matematicas contribuyen a la formalizacién de las
ciencias tanto experimentales como sociales y nos ayudan a entender el mundo que nos
rodea, por lo que forman parte de nuestra cultura.

En cuanto al proceso de ensefianza de esta materia, debe realizarse de forma intuitiva y
buscando paulatinamente el rigor matematico, sirviéndose del uso racional de la tecnologia y
recursos disponibles y de las posibilidades de las diferentes metodologias, con el fin de que el
aprendizaje sea también inductivo y fomente el desarrollo auténomo de los alumnos y su
interés y entusiasmo por las Matematicas.

El curriculo de matematicas publicado en el BOCYL se estructura en cinco blogues:

- Procesos, métodos y actitudes en matematicas. Este bloque estd constituido por
cuatro grandes ejes: la resolucion de problemas; el planteamiento y ejecucién de
investigaciones matematicas relacionadas con los cuatro bloques; el enfoque
modelizador e interpretativo que la matematica confiere a la realidad; el conocimiento
de la propia capacidad y el desarrollo de una actitud positiva y responsable para
enfrentarse a los retos, las ciencias y la Matematica; y, finalmente, la capacitacién para
aplicar y utilizar los diferentes medios tecnolégicos, especialmente informaticos.

- Numeros y Algebra. Propone el estudio de los diferentes conjuntos de nimeros, sus
operaciones y propiedades, y la utilizacion del lenguaje algebraico para expresar de
manera simbdlica propiedades o relaciones, para transformar e intercambiar
informacidn y para resolver problemas relacionados con la vida diaria.

- Geometria. Comprende figuras y objetos, definiciones, resultados y férmulas, vy
favorece la comprensidn espacial de formas y estructuras geométricas mediante la
descripcién, clasificacidn, analisis de propiedades, relaciones y transformaciones.

- Funciones. Establece relaciones entre variables y las expresa mediante el lenguaje
habitual, tablas, graficas y ecuaciones y establece modelos matematicos que permiten
describir, interpretar, predecir y explicar fenémenos econémicos, sociales o naturales.

- Estadistica y probabilidad. Con él se pretende que el alumnado sea capaz de realizar
un andlisis critico de la informacién estadistica que aparece en los medios de
comunicacion. Ademas, es necesaria también la comprension de los problemas de la
vida cotidiana relacionados con los fendmenos aleatorios, sus reglas y la cuantificacién
de su incertidumbre.

El curriculo de matematicas ha de desarrollarse de forma global, atendiendo a las conexiones
internas de la materia. También se debe considerar el caracter progresivo en el tratamiento de
todos los elementos del propio curriculo, tratamiento en espiral que amplia a lo largo de la
etapa los contenidos que se necesitan, para facilitar su asimilacién y su profundizacién. Los dos
ultimos cursos de la E.S.O. asi como los cursos de Bachillerato tienen dos posibilidades de
eleccién: ensefianzas académicas (ofrecen la posibilidad de fortalecer tanto los aspectos
tedricos como las aplicaciones practicas en contextos reales) y ensefianzas aplicadas (se
centran en las aplicaciones précticas de los problemas en situaciones de la vida cotidiana).
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Con la ensefianza de las Matematicas se persiguen los siguientes objetivos:
- Aplicar adecuadamente herramientas matematicas a situaciones de la vida cotidiana.

- Dotar a los alumnos de capacidades y estrategias para la resolucidén de cualquier tipo
de problema de indole matemitica.

- Integrar las matematicas dentro de la cultura del alumno, desde un punto de vista
histérico, y apreciando su papel en el desarrollo de la sociedad actual. Asi mismo,
dotarle de herramientas para apreciar el uso de las matematicas en el arte.

- Incorporar las matematicas, su modo de expresién y su razonamiento al lenguaje y
modo de argumentacién de la persona, para conseguir dotarle de un pensamiento
critico y reflexivo.

- Dotar al alumno del manejo de recursos informaticos en el ambito de las matematicas,
como calculadoras y programas informaticos para la resolucion de problemas.

Las matematicas contribuyen a la adquisicidon de todas las competencias bdsicas:

- Competencia matematica. Todos los contenidos de la materia estan orientados a
potenciar y desarrollar en los alumnos el razonamiento matematico, mediante la
aplicacidn de diferentes destrezas, actitudes y argumentacion matematica.

- Competencia en conocimiento e interaccidn con el mundo fisico. El aprendizaje de las
matematicas contribuye al desarrollo de habilidades para desenvolverse en diferentes
ambitos de la vida asi como areas de conocimiento y analizar fendmenos y elementos
de la realidad. Ello se consigue a través del estudio de relaciones y estructuras
geométricas, el desarrollo de la vision espacial, el andlisis probabilistico, etc. La
modelizacién constituye otro referente en esta misma direccion.

— Tratamiento de la informacién y competencia digital. Esta competencia consiste en
disponer de habilidades para buscar, obtener, procesar y comunicar la informacion, asi
como transformarla en conocimiento. En la ensefianza de las matematicas es posible
incorporar herramientas tecnoldgicas para la comprensién de conceptos, la
elaboracion de modelos, la resolucién de problemas o la representaciéon grafica de los
mismos, lo permitird al alumno aprender a tratar y procesar la informacion.

- Competencia en comunicacion linglistica. Esta competencia se trabaja en especial
durante la resolucién de problemas ya que es necesario que el alumno sepa expresar,
tanto de forma oral como escrita, el proceso realizado y los razonamientos seguidos a
fin de formalizar el pensamiento. Es imprescindible que aprenda a expresarse
correctamente mediante el lenguaje matematico, el cual destaca por su precisién y por
su gran capacidad para transmitir conjeturas gracias a un |Iéxico propio.

- Competencia social y ciudadana. El conocimiento matematico aporta a los alumnos la
capacidad de andlisis objetivo de la realidad asi como criterios cientificos para poder
tomar decisiones adecuadas y fundadas. Ademads, las matematicas fomentan el
sentido critico y reflexivo debido a que los problemas no tienen un Unico método de
resolucion y los alumnos deben, por tanto, valorar e investigar la forma de afrontarlos.
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Competencia en expresion cultural y artistica. La materia de matematicas contribuye
al desarrollo de esta competencia puesto que el propio conocimiento matematico
forma parte de la expresion universal de la cultura, sin embargo, existen campos
particulares, como el de la Geometria, que tienen una relacién mas directa con el
mundo del arte. El conocimiento de conceptos y recursos geométricos ayudara al
alumno (en el presente y en el futuro) a cultivar la sensibilidad y el gusto estético por
las formas y a aplicar estos conocimientos a diferentes campos artisticos.

Competencia para aprender a aprender. Esta competencia consiste en la disposicion
de habilidades para iniciarse en el aprendizaje y ser capaz de continuar aprendiendo
de manera cada vez mas eficaz y auténoma. Tanto las explicaciones como los ejercicios
de matemadticas estan orientados hacia la perseverancia y el esfuerzo para abordar
situaciones de creciente complejidad, la sistematizacién y el pensamiento critico.

Autonomia e iniciativa personal. A través de la materia de matematicas se desarrolla
esta competencia puesto que los procesos de resolucion de problemas ayudan al
alumno a aprender a planificar estrategias, asumir retos, convivir con la incertidumbre
y a tomar decisiones.

La evaluacidn de las matematicas forma parte de

su didactica. El concepto de evaluacién varia Aprendlza]e

desde ser considerada como una mera valoracién
numérica de los logros académicos (método
cuantitativo), hasta ser considerada una

Mejoramiento de
los aprendizajes

herramienta que ademads de calificar al alumno

informa de los puntos fuertes y débiles del m

proceso de ensefanza-aprendizaje en la que este

ha de apoyarse (método cualitativo).

Asi, en la perspectiva actual, la evaluaciéon deja de centrarse Unicamente en la valoracién

académica del alumno, y fija cada vez mds su atencidn en las interacciones que ocurren en el

aula, convirtiéndose a su vez en una herramienta de reflexion sobre el propio proceso de

ensefianza-aprendizaje. La evaluacidn pasa a ser un eje regulador del proceso educativo, por lo

gue es necesario que todo el equipo del centro se involucre activamente para adaptar el

proceso a las necesidades que van dictando los resultados de la propia evaluacion.

De acuerdo con este concepto de evaluacion, podemos definir las siguientes funciones de la

evaluacion matematica:

Funcidn social. La evaluacion puede realizar una clasificacion social, ya que supone el
reconocimiento de haber adquirido una serie de habilidades y conocimientos.

Funcidn pedagdgica. La evaluacion regula y controla el aprendizaje del alumno y sus
interacciones con el procedimiento educativo utilizado, y es una herramienta muy (util
para guiar el proceso pedagdgico utilizado por el profesor.

Funcidn profesional. Debe servir para identificar habilidades, regular el proceso o para
intervenir en la planificacién promoviendo mejoras e influyendo en las decisiones.
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Los medios TIC son recursos tecnolégicos para la ensefianza de las matematicas que sirven de
apoyo al profesor y favorecen muy notablemente el aprendizaje de los alumnos a todos los
niveles. En el campo de la matematica destacan los siguientes:

- Cabri Géometre Il Plus: Es un software de geometria dindmica de facil manipulacién y
de rapido aprendizaje, que permite a los estudiantes visualizar, descubrir, conjeturar y
comprobar propiedades que se deseen trabajar.

- GeoGebra: Es un software gratuito y de cddigo abierto de matematicas dindmicas para
todos los niveles educativos, que reline geometria, algebra, hoja de calculo, gréficos,
estadistica y calculo en un solo programa facil de usar. Su gran utilidad radica en el
hecho de que estda especialmente disefiado para la ensefianza secundaria.

- Descartes: Herramienta para crear objetos interactivos, disefiada especialmente para
las matematicas, aunque aplicable también a otros temas y asignaturas. Ademds de
trabajar en geometria, se pueden crear graficos de algebra, estadistica o funciones.

- Wiris: Aplicacion online que permite construir y resolver expresiones algebraicas.

Aparte de estas aplicaciones especificas, es conveniente hacer uso de las calculadoras,
pantallas digitales u ordenadores.

ENSENANZA METODOLOGIA APRENDIZAJE

Trabajo en grupo

Usade las TIC Fimalidad

TOMA DE
DECISIONES

MATEMATICAS

Dezarrollar Contribuyen a las

competencias a competencias
traves de | basicas

-l‘l CONTENIDOS
' v v v ‘

NUMEROS ALGEBRA GEOMETRIA FUNCIONES ESTADISTICA
- Conjuntos de - Usodesimbolos - Calculo de - Interpretary - Analizar de forma
ndmeros Y EXpresiones superficies y predecir critica situaciones
- Dperaciones y para resclver volumenes fendmenos de reales y sacar
propiedades problemas - Clasificary diversos tipos conclusiones
- Célculo mental razonar sobre - Maodelizar - Estudios
formas situaciones reales  fendmenos
geometricas aleatorios sencillos

i

RESOLUCION DE PROBLEMAS [«

Crientado a
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4. LA GEOMETRIA EN LAS MATEMATICAS DE SECUNDARIA

4.1 IMPORTANCIA DE LA GEOMETRIA DENTRO DE LAS MATEMATICAS

La Geometria es probablemente la parte mas antigua de las matematicas, formada en un
principio por un conjunto de conocimientos prdacticos para satisfacer la necesidad de medir
longitudes, areas y volumenes. Posteriormente, también las necesidades cartograficas y
astrondmicas impulsan los descubrimientos geométricos. “Los Elementos” de Euclides
exponen toda la Geometria y Aritmética de su tiempo, se utiliza en ellos un sistema axiomatico
(basado en cinco postulados o axiomas) que ha perdurado hasta el siglo XIX en la ensefianza de
la Geometria. Los trece volimenes de “Los Elementos” son considerados como una de las
mayores aportaciones de la cultura occidental. Descartes, mediante la introducciéon de
coordenadas, establece una indisoluble relacién entre Algebra y Geometria, dando lugar a la
Geometria Analitica. Las aportaciones de Euler, Gauss y Riemann nos llevaran al nacimiento de
la Topologia y la Geometria Diferencial.

Los tres problemas geométricos de la Antigliedad

Platén propuso para las construcciones geométricas el uso solo de la regla y del compas, al
considerarlos instrumentos divinos ya que permitian la construccién con precisidon, mientras
que otro tipo de curvas introducidas con instrumentos mecdnicos no permitian tal precision.

La geometria griega fracasd ante estos tres problemas:

- Duplicaciéon del cubo (utilizando solo regla y compas): ¢ COmo determinar el lado de un

cubo, cuyo volumen fuese exactamente el doble del volumen de otro cubo dado?

- Triseccién del dngulo: ¢ Cémo dividir un dngulo, utilizando solo regla y compas, en tres

angulos iguales?

- Cuadratura del circulo (utilizando solo regla y compas): ¢Cémo determinar el lado de

un cuadrado cuya area sea la de un circulo dado?

Estos tres problemas geométricos, no resueltos por la geometria griega, habrian de esperar a
que el avance del Algebra permitiera una respuesta definitiva: ninguna de las tres
construcciones es posible en general usando sélo regla y compas.

La Geometria en la Edad Media

Durante los siguientes siglos la Matematica avanza de la mano de hindues y arabes
en Trigonometria (por su relacién con la Astronomia ) y Algebra (introduccién del cero), pero
en Geometria apenas se conocen nuevas aportaciones. En Occidente, a pesar de que la
Geometria es una de las siete Artes liberales (encuadrada en el Quadrivium), las escuelas y
universidades se limitan a ensefiar "Los Elementos", y no hay nuevas aportaciones.

La Geometria en el Renacimiento: Geometria Proyectiva

Es en el Renacimiento cuando las nuevas necesidades de representaciéon del arte y de la
técnica empujan a ciertos humanistas a estudiar propiedades geométricas para obtener
nuevos instrumentos que les permitan representar la realidad. Tras descubrir la perspectiva y
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la seccidn, sientan las bases formales en las que cimentar la Geometria Proyectiva, cuyos
principios fundamentales aparecen de la mano de Desargues en el siglo XVII. Esta nueva
geometria de Desargues fue estudiada ampliamente por Pascal, pero, debido al interés
suscitado por la Geometria Analitica de Descartes, no alcanzé gran difusion hasta la llegada
de Gaspard Monge (principios del siglo XIX) en primer lugar y sobre todo de Poncelet.

La Geometria Cartesiana

La Geometria en la Edad Moderna lleva la impronta de Descartes, quien con su geometria
analitica propone un nuevo método de resolver problemas geométricos y, por extension, de
investigar en geometria.

El nuevo método aborda la geometria utilizando ecuaciones )
algebraicas. Tras la introduccion de coordenadas cartesianas
en el plano, los puntos se corresponden con pares de
numeros reales, y las relaciones entre los puntos se

traducen por ecuaciones entre sus coordenadas. Se cambian 4 3 2
laregla y el compas clasicos por expresiones numéricas

relacionadas por ecuaciones algebraicas. 3l

Persiste una cierta controversia sobre la verdadera paternidad de este método. Lo cierto es
que se publica por primera vez como "Geometria Analitica", apéndice al "Discurso del
Método", de Descartes, si bien se sabe que Pierre de Fermat conocia y utilizaba el método
antes de su publicacidon por Descartes. Aunque Omar Khayyam ya en el siglo XI utilizara un
método muy parecido para determinar ciertas intersecciones entre curvas, es imposible que
alguno de los citados matematicos franceses tuviera acceso a su obra.

Lo novedoso de la Geometria Analitica es que permite representar figuras geométricas
mediante férmulas del tipo f(x, y) = 0, donde f representa una funcién. En particular, las rectas
pueden expresarse como ecuaciones polinédmicas de grado 1y las circunferencias y el resto de
conicas como ecuaciones polinédmicas de grado 2. Esto convierte toda la Geometria griega en
el estudio de las relaciones que existen entre polinomios de grados 1y 2. El método sintético
da paso al algebraico: estudio de los objetos geométricos como representaciones en el espacio
del conjunto de raices de polinomios.

Tras el desarrollo del Algebra Moderna y de la Légica Matematica entre finales del siglo XIX y
principios del siglo XX, la Geometria de los griegos puede desprenderse de sus axiomasy
estudiarse directamente usando la axiomatica de la Teoria de Conjuntos, como el resto de la
Matematica.

La Geometria Algebraica y la Geometria Diferencial

El método algebraico en Geometria se vio posibilitado por el avance en Algebra que tuvo lugar
durante el siglo XVI: la resolucién de las ecuaciones de grado 32 y 42, Esto permitié generalizar
la Geometria, al estudiar curvas que no vienen dadas por polinomios de segundo grado, y que
no pueden construirse con regla y compas. Pero este método, que terminara constituyendo
una disciplina propia, la Geometria Algebraica, tardard aun mucho en salir de unas pocas
nociones iniciales, pues habra de esperar al desarrollo de la Teoria de Anillosy del Algebra
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Conmutativa en el siglo XX. Téngase en cuenta que la imposibilidad de resolver por radicales la
ecuacion general de quinto grado no fue descubierta hasta el siglo XIX

El método algebraico tiene otra generalizacién natural, que es la de considerar una curva no
como una ecuacion polindmica, sino como una ecuacion f(x,y) = 0 en la que el polinomio es
ahora sustituido por una funcion f de dos variables, o bien f(x,y,z) = 0 cuando lo generalizamos
a tres variables. Vemos una curva como el conjunto de ceros de una funcidn diferenciable de
dos variables, y una superficie curva como el conjunto de ceros de una funcién diferenciable
de tres variables. La relaciéon entre el Andlisis Matematicoy la Geometria se hace asi
estrechisima desde incluso los origenes del mismo. Las ideas geométricas no solo fueron la
base de los instrumentos iniciales del Calculo Infinitesimal, sino que fueron en gran medida su
inspiracién.

La principal aportacion de Gauss a la geometria es la creacién de la geometria diferencial, es
Gauss quien introduce la nocion fundamental de curvatura de una superficie y muestra el
paralelismo entre las rectas del plano y las geodésicas de una superficie: si tenemos dos
puntos sobre una superficie, el camino mas corto entre esos dos puntos sin salirnos de la
superficie es un segmento de geodésica. Existen superficies en las que los tridngulos formados
por geodésicas miden mas de la medida de dos angulos rectos, y otras en las que mide menos.
Esto, esencialmente, es contradecir el V postulado de Euclides. Estas consideraciones
mostraron a Gauss la existencia de geometrias no euclideas, pero nunca publicd esos
resultados. Sdélo vieron la luz cuando Bolyai publicé su geometria no euclidea. Son Bolyai
y Lobatchevsky quienes, de manera independiente y simultdneamente publican cada uno una
geometria distinta en la que no se verifica el V postulado de Euclides.

4.2 LA DIDACTICA DE LA GEOMETRIA

Piaget asi como otros psicélogos y pedagogos, en la década de los sesenta, tienen una
influencia directa en la comunidad escolar en cuanto a la geometria que debia formar parte de
la Ensefanza Secundaria, habiéndose alcanzando en estos momentos un cierto consenso:

- La geometria sintética en la ensefianza obligatoria (Primaria y E.S.0.).

- La geometria analitica en la post-obligatoria (Bachillerato).

La geometria sintética, propia del modelo «euclidiano», esta basada en una axiomatica mas o
menos explicita, mientras que la geometria analitica, propia del modelo «cartesiano», se
sustenta en las técnicas del algebra, cuya axiomatica suele quedar mas implicita.

Luis Antonio Santaldé afirma que, por lo que respecta a la ensefianza de la geometria, se ha
caido repetidamente en el error de pensar que los fundamentos de una ciencia, por el hecho
de partir de cero, son la parte mas facil y simple de la misma y que, por tanto, deben ser el
punto de partida para su estudio. Afirma también que, como es imposible una construccion
impecable y rigurosa de la geometria sin salirse del nivel elemental y sin rebasar la capacidad
de aprendizaje de los alumnos, en torno a 1980 se optd por suprimir la geometria o trasladarla
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al algebra lineal, con la consiguiente pérdida total de sus caracteristicas de belleza y armonia
que la habian acompafiado desde la antigliedad.

Para Santald, la geometria en el sentido clasico tiene mucho que ofrecer como gimnasia
razonadora y como depésito de ejemplos que ayuden a comprender el mundo, la Matematica
y las ciencias naturales.

Es indudable que la “belleza” y la “utilidad” de la geometria es una parte importante de la
cultura del hombre, no es facil encontrar contextos en los que la geometria no aparezca de
forma directa o indirecta. Actividades tan variadas como la ingenieria, el deporte o la
arquitectura se sirven de la utilizacién de procedimientos geométricos.

También la geometria basa su importancia en cuanto a ser formadora de la “visién espacial y
del razonamiento l6gico”. Pocos son quienes discuten su trascendencia tanto en estudios
posteriores de cualquier ciencia como en el desarrollo de habilidades cotidianas. No es casual
que la geometria fuese ya en la antigua Grecia una rama importante del saber (incluso antes).

La geometria ha sido durante siglos uno de los pilares de la formaciéon académica desde
edades tempranas y aunque, como ya se ha dicho, en el siglo pasado perdié paulatinamente
presencia en los planes de estudio, afortunadamente, los actuales curriculos de matematicas
de todos los niveles educativos confieren a la geometria la importancia que nunca debid
perder.

En los objetivos generales del curriculo del area de geometria, publicados por en el BOCyL, se
apunta:

"Aplicar los conocimientos geométricos para comprender y explicar formas y relaciones
espaciales que se presentan en la realidad del espacio fisico que nos rodea, en el campo de la
tecnologia y en las distintas formas de expresion artistica".

EI NCTM en los Principios y Estandares para la Educacién Matematica afirma:

"La Geometria ofrece medios para describir, analizar y comprender el mundo, y ver la belleza
en sus estructuras"

Estos argumentos difieren muy poco de las afirmaciones ya expresadas por Galileo:

"El Universo estd escrito en el lenguaje de las matemdticas y sus caracteres son tridngulos,
circulos y otras figuras geométricas, sin las cuales es humanamente imposible entender una
sola de sus palabras. Sin ese lenguaje, navegamos en un oscuro laberinto".

En la actualidad disponemos de una herramienta auxiliar extraordinaria, el ordenador, para el
aprendizaje de la geometria. Los programas de geometria dindmica han demostrado en las dos
Ultimas décadas su capacidad de ayuda al usuario para adquirir destrezas en uno de los
campos mas creativos de las matematicas.
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Pero, ¢{la ensefianza de la Geometria responde a estas demandas?

En el estudio Evaluacidon de la Educaciéon Secundaria Obligatoria 2000, desarrollado por el
I.N.C.E. (Instituto Nacional de Calidad y Evaluacidn) y las Comunidades Autonomas, se pone de
manifiesto el escaso progreso en el aprendizaje de la geometria de nuestros alumnos.

Nos hacemos las siguientes preguntas:

- ¢éEstamos ensefando a nuestros alumnos una geometria adecuada?

- (Es suficiente que nuestros alumnos calculen longitudes, dreas y volumenes de figuras
geométricas a partir de unos datos, despejando la magnitud desconocida de una
expresion algebraica que relaciona objetos geométricos?

- ¢Es mas importante calcular el drea de un tridngulo rectangulo o construir el tridngulo
rectangulo a partir de una circunferencia?

- ¢éQué geometria debemos ensefiar?

— ¢Pueden nuestros alumnos estudiar geometria analitica en el segundo ciclo de
educacion secundaria obligatoria y en el bachillerato sin conocimientos sdlidos de
geometria sintética (axiomatica)?

En el siguiente apartado analizaremos los fundamentos de la geometria para asi, poder sacar
conclusiones y hacer, posteriormente, una propuesta didactica que introduciremos en el aula
de uno de los cursos de la E.S.O., donde el alumno podrd apreciar la geometria desde un punto
de vista axiomatico.

5. BREVE ESTUDIO DE LOS FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA

5.1 INTRODUCCION HISTORICA

La palabra "Geometria" proviene del griego, concretamente de los vocablos geo (tierra) y
metreim (medir), por lo que su significado se traduce como "medida de la tierra", lo cual
literalmente implica que esta rama de las matemadticas se centra en la medida de los objetos
terrestres. Como ya hemos comentado anteriormente, la geometria tiene sus inicios en la
medida prdctica necesaria para la agricultura de la civilizacidon babildnica y egipcia. Estas dos
culturas eran conocidas por sus grandes avances en ingenieria, los cuales les permitian prever
y controlar inundaciones, disefiar avanzados sistemas de riego y la construccién de grandes
edificios y estructuras. Buena parte de la geometria egipcia y babildnica estaba, no obstante,
restringida Unicamente al calculo de medidas de segmentos, dreas y volUmenes. Los resultados
gue obtenian, normalmente a partir de una secuencia de instrucciones aritméticas, eran
hallados de manera empirica y en muchos casos eran incorrectos. Por ejemplo, los egipcios
utilizaban la siguiente formula: A = 1/4 (a + ¢) (b + d) para calcular el area de cualquier
cuadrildtero cuya medida de lados sucesivos es a, b, c y d. Esta expresion es correcta para el
caso de los rectangulos, pero no para los cuadriladteros en general. No fue hasta la primera
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mitad del siglo VI a.C. cuando los matematicos comenzaron a cuestionarse si estos resultados
obtenidos de manera empirica eran ciertos. Es en este momento cuando se produce un
profundo cambio en la manera en la que la geometria es concebida, ya que los matematicos
griegos introducen la abstraccion, la deduccién ldgica y las demostraciones en la geometria. Se
comienza a dar importancia a que los resultados estén basados en razonamientos ldgicos
efectuados a partir de unos principios generales, lo que hace que sean exactos, verdaderos e
incuestionables, en lugar de simplemente aproximados. Esta nueva forma de entender y
trabajar con la geometria hace que esta de un salto desde el campo de la experiencia practica
diaria a ser una ciencia que estudia entidades abstractas.

El desarrollo de la geometria moderna, como toda la Matematica en general, ha seguido un
camino puramente formal, elaborandose a partir de sistemas axiomaticos, los cuales sientan

las bases para poder formular teoremas y llegar a resultados exactos, utilizando un
razonamiento estrictamente légico. Es por ello que las recientes investigaciones y desarrollos
en el estudio de la geometria tienen poco o nada que ver con sus origenes histéricos. De
hecho, el estudio contemporaneo de la geometria no requiere necesariamente tomar medidas
reales de objetos y ni siquiera esta restringida a la tierra.

5.2 METODO AXIOMATICO, SISTEMAS AXIOMATICOS Y MODELOS

Método axiomatico

Es fundamental comprender en qué consiste el método axiomdtico para entender los
fundamentos de la geometria, pero su importancia va mas alld, ya que no solo es utilizado en
el desarrollo de la geometria, sino, como acabamos de decir, de toda la matematica moderna.
El método axiomatico es un procedimiento mediante el cual es posible demostrar o probar que
los resultados (teoremas, etc.) obtenidos a través de la experimentacion, observacion, método
de prueba y error o incluso mediante la intuicién, realmente son correctos. Este método, pues,
tiene como objeto aumentar la claridad y certeza de los conceptos aceptados de una
determinada ciencia y crear asi una base sélida para la misma.

El método axiomatico se basa en la formulacidn de un conjunto de axiomas o postulados,
relacionados entre si de manera deductiva, que funcionan como hipdtesis o condiciones de
partida para un determinado sistema, llamado sistema axiomatico.

Sistema axiomatico

La estructura de un sistema axiomatico esta establecida por las siguientes partes del mismo:

términos primitivos, términos definidos, axiomas o postulados, demostraciones, teoremas,
reglas de inferencia y lenguaje.

- Términos primitivos o indefinidos. Se trata de ciertos términos que no se definen sino

gue se asumen como palabras clave del sistema, debido a la imposibilidad de definir
todos los conceptos sin caer en redundancias. Ademas, de hacer esto, acabariamos
con una secuencia interminable de definiciones. En geometria, los términos "linea" o
"punto" suelen considerarse términos primitivos.
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- Términos definidos. Algunos términos del sistema axiomatico si que se definen. El

objetivo es partir de un nimero reducido de términos primitivos y posteriormente
definir otras palabras utilizando los términos primitivos asi como otros términos ya
definidos. El propésito de las definiciones no es sdlo facilitar el entendimiento de los
enunciados y aportar claridad, sino acortarlos.

- Axiomas o postulados. Los axiomas son enunciados que son aceptados sin

demostracién y se asumen, por tanto, como verdades absolutas del sistema
axiomatico. Todas las suposiciones relevantes deben estar basadas en los axiomas y las
Unicas propiedades de los términos primitivos que pueden ser utilizadas en las
demostraciones son aquellas que se encuentran de forma explicita en los axiomas
(nunca otras propiedades o hechos obtenidos a partir de la intuicién o la experiencia).
Los axiomas constituyen el punto de partida de cualquier demostracién, por lo que son
el nucleo y parte mds importante del sistema axiomatico.

- Demostraciones. En un sistema axiomatico, la demostracion de un resultado especifico

es simplemente una secuencia de enunciados, cada uno de los cuales se deduce de
manera légica de los anteriores, y que nos lleva de una afirmacion que se sabe que es
verdadera a otra que es la que inicialmente queriamos probar. A esta Ultima
afirmacién verdadera, por tanto, se le llama teorema.

- Teoremas. Constituyen la ultima de las proposiciones de un proceso deductivo, por
ello, es una verdad dentro del sistema que puede ser demostrada a partir de los
axiomas del mismo.

- Reglas de inferencia. Para que una demostracidn sea convincente y correcta es

necesario establecer unas reglas basicas para determinar cuando un enunciado se
deduce légicamente de otro.

- Lenguaje. Para que los axiomas, demostraciones y teoremas puedan ser comprendidos
por todo el que los lea, debe estar definido un lenguaje. Este lenguaje puede ser
formal, en el que cada enunciado es una cadena finita de signos en el alfabeto del
lenguaje formal, o puede ser informal, en el que los enunciados se expresan mediante
la lengua natural formalizada.

Todo sistema axiomatico debe ajustarse y cumplir lo siguiente:

- Todo sistema axiomdtico contiene un conjunto de términos técnicos que son
deliberadamente elegidos como términos primitivos del sistema y que estan sujetos a
la interpretacién del lector.

- Todos los demas términos técnicos del sistema estan definidos en ultima instancia por
medio de los términos primitivos.

- Todo sistema axiomatico contiene un conjunto de enunciados que, al igual que ocurre
con los términos primitivos, se decide que no necesiten ser demostrados. Estos son los
axiomas del sistema axiomatico.

- Todas las demas proposiciones del sistema deben ser consecuencias légicas de los
axiomas. Estos enunciados derivados son llamados teoremas del sistema axiomatico.
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Modelos

En un sistema axiomatico, tal como se ha descrito, los términos primitivos no tienen por si
mismos ningun significado, exceptuando aquello que estd explicitamente definido en los
axiomas. Estos términos, por tanto, podrian ser interpretados de cualquier forma, siempre que
se mantenga la coherencia con los axiomas. Una interpretacidén de un sistema axiomatico es
una manera particular de dar significado a los términos primitivos del mismo, y es llamada
"modelo para el sistema axiomatico" cuando se cumple que los axiomas son enunciados

correctos (verdaderos) para esa interpretacion. Debido a que todos los teoremas del sistema
estan deducidos de forma ldgica a partir de los axiomas, sabemos que, si los axiomas son
verdaderos para un determinado modelo, automaticamente todos los teoremas seran también
correctos para ese modelo.

Se dice que un enunciado o proposicidn en un sistema axiomatico es independiente de los
axiomas si es imposible tanto probar que es cierta como probar que es falsa siguiendo un
proceso de deduccidn légica a partir de los axiomas. Una buena forma de mostrar si una
proposicién es independiente de los axiomas es encontrar un modelo para ese sistema en el
que la proposicion sea cierta y otro modelo en el que sea falsa. Como se mostrard mas
adelante, esta es exactamente la forma en la que se suele mostrar que el quinto postulado de
Euclides es independiente del resto de postulados de Euclides.

Un sistema axiomatico se considera consistente si ninguna contradiccidon logica puede
derivarse de sus axiomas (propiedad deseable para todo sistema axiomatico). Los modelos
resultan muy Utiles en este aspecto ya que se cumple que si existe al menos un modelo para
un sistema axiomatico determinado, entonces ese sistema es consistente, lo que quiere decir
gue sus axiomas son consistentes. La existencia de un modelo para la geometria euclidiana y,
por lo tanto, la consistencia de los postulados de Euclides se dio por sentado hasta el siglo XIX,
momento en el cual comienzan a plantearse cuestiones acerca de la consistencia y existencia
de modelos.

5.3 LA GEOMETRIA EUCLIDEA Y LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

El proceso de introducir la logica en la geometria (comentado anteriormente) aparentemente
comenzd con Tales de Mileto, hacia el afio 600 a.C. y culmind con el trabajo de Euclides de
Alejandria en torno al afio 300 a.C. Euclides es el gedmetra griego mas famoso, tanto que su
nombre es conocido universalmente y asociado con la geometria que se estudia en las
escuelas hoy en dia. La mayoria de las ideas incluidas en lo que normalmente denominamos
"Geometria Euclidea" probablemente no proceden realmente de Euclides, sin embargo, la gran
contribucion de Euclides fue el hecho de organizar y exponer los conocimientos geométricos
de la Grecia cldsica de una forma légica y coherente. Los resultados de Euclides fueron
publicados en un tratado compuesto por trece libros conocido como Los Elementos, cuya
importancia y trascendencia ha sido enorme, pues han establecido la guia para el desarrollo de
la geometria durante los siguientes dos milenios.

Los Elementos de Euclides estan organizados a partir de reglas ldgicas estrictas. Cada uno de
los libros de Euclides comienza con una rigurosa lista de definiciones de los términos técnicos
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qgue seran usados posteriormente en el libro. En el "Libro I" se establecen, después de las
definiciones, cinco "postulados" asi como cinco "nociones comunes" (que equivaldrian a los
axiomas). Tanto los postulados como las nociones comunes son afirmaciones muy basicas y
sencillas obtenidas a partir de la percepcion y la experiencia préctica, evidentes para cualquier
persona, y son aceptados sin demostracidn. Euclides sabia que es imposible demostrarlo todo
Yy que era necesario asumir algunas nociones como ciertas, por ello traté de ser muy claro en
relacidon a exactamente qué conceptos estaba asumiendo.

Postulados de "Los Elementos"” de Euclides

- Dos puntos cualesquiera determinan un segmento de recta.

- Unsegmento de recta se puede extender indefinidamente en una linea recta.

Se puede trazar una circunferencia con un centro y un radio cualquiera.

('ad\o

- Todos los dangulos rectos son iguales entre si.

1]

- (Postulado de las paralelas). Si una linea recta corta a otras dos, de tal manera que la
suma de los dos angulos interiores del mismo lado sea menor que dos rectos, las otras
dos rectas se cortan, al prolongarlas, por el lado en el que estan los angulos menores
que dos rectos.
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De los cinco postulados planteados por Euclides, el quinto (postulado de las paralelas) resulta
ser el mds controvertido y complicado de todos, dando lugar a lo largo de la historia a grandes
discusiones y debates. Se ha demostrado que es el Unico que es independiente del resto, lo
que quiere decir que es posible la construcciéon de geometrias que cumplen todos los
postulados de Euclides excepto el quinto.

Nociones comunes de "Los Elementos" de Euclides
- Varias cosas que son iguales a otra cosa son también iguales entre si.
- Siacosas iguales se afiaden cosas iguales, los totales también son iguales.
- Siacosas iguales se les substraen cosas iguales, los totales también son iguales.
- Varias cosas que coinciden con otra cosa son iguales a la otra cosa.

- Eltodo es mayor que la parte.

Una vez establecidos los puntos de partida (definiciones, postulados y nociones comunes), en
Los Elementos, Euclides desarrolla toda una secuencia de deducciones o demostraciones
partiendo de los mismos, para llegar a distintos teoremas y finalmente constituir lo que hoy
conocemos como "Geometria Euclidea".

Gedmetras mas recientes, tales como David Hilbert o G.D.Birkhoff, han desarrollado diferentes

aproximaciones a la Geometria Euclidea a partir de grupos de axiomas distintos a los de
Euclides, asi como diferentes definiciones y una mejor y mas precisa aplicacidn de las reglas de
la l6gica. A continuacidn, se estudiaran algunos de estos sistemas axiomaticos, que no son mas
que diferentes formas de construir la Geometria Euclidea.

Cabe mencionar también que otros matematicos han construido geometrias no euclideas, lo

cual es posible solo porque, en estas geometrias, se asumen postulados que contradicen
algunos de los postulados de Euclides. De igual manera, en este tipo de sistemas geométricos
se incluyen teoremas que contradicen algunos de los demostrados por Euclides.

5.4 SISTEMAS AXIOMATICOS PARA LA GEOMETRIA EUCLIDEA

5.4.1 INTRODUCCION

La lucha de dos mil afios para comprender el lugar del quinto postulado de Euclides dentro de
los fundamentos de la geometria dio lugar a algo mds que al descubrimiento de que el quinto
postulado es independiente de los otros; también condujo a una nueva vision de lo que un
sistema axiomatico debe incluir. Mientras que Euclides se daba por satisfecho con
simplemente establecer como axiomas algunos enunciados clave, actualmente se demanda
que los axiomas de un sistema axiomatico especifiquen todo aquello que se deduce de los
términos primitivos del sistema. Esto significa que un tratamiento axiomatico moderno de la
geometria debe partir de un conjunto mucho mas extenso de axiomas comparados con los de
Euclides. Actualmente no existe un consenso sobre cudles y cdmo deben ser formulados los
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axiomas para la geometria plana y es por ello que conviven varios sistemas axiomaticos
diferentes, planteados por distintos matematicos.

Es ampliamente conocido el hecho de que los postulados de Euclides no contienen todas las
suposiciones necesarias, pero surge entonces la pregunta siguiente: équé debe ser afadido
para completar las suposiciones que faltan en el sistema Euclidiano? Existen
fundamentalmente dos maneras de dar respuesta a esta cuestién, es decir, dos formas
distintas de conseguir incluir en el sistema todas las hipdtesis adicionales necesarias para
construir la geometria de manera correcta. La primera de ellas consiste en establecer axiomas
que completen todas las suposiciones en términos puramente geométricos. Existen dos
matematicos que han desarrollado sistemas axiomaticos de esta manera: David Hilbert (1899)
y Oswald Veblen (1904). De estos dos sistemas es mucho mas conocido el de Hilbert. El
segundo método se origind con G. D. Birhoff en torno al afio 1930, el planteamiento de este
matematico es basar los axiomas de la geometria en el conocimiento previo sobre el sistema
de numeros reales. Este tipo de geometria construida sobre los nimeros reales es denominada
"geometria métrica" ya que los niumeros reales son utilizados para tomar medidas de ciertos
elementos geométricos.

5.4.2 AXIOMAS DE HILBERT

Introduccién y contexto histérico

Durante el siglo XIX resultd evidente para los matematicos interesados en geometria que no
existia un Unico sistema axiomatico que diese lugar a un modelo geométrico universal.
Ademads, se llegd al consenso de que la validez de un sistema geométrico dependia
exclusivamente de la consistencia, independencia e integridad del conjunto de axiomas sobre
el que esta construido. Es cierto que se sabia que diferentes conjuntos de axiomas podian dar
lugar a modelos diferentes, pero el estudio de la geometria dejoé de estar restringido por la
nocién de que el modelo resultante debia encajar con el modelo euclidiano.

Sin embargo, como el modelo geométrico euclidiano era, con mucho, el mas intuitivo y el que
contaba con una base histdrica mds amplia, varios matematicos asumieron la tarea de
construir un conjunto de axiomas que diera lugar a los teoremas de Euclides y que ademas
cumpliera los requerimientos modernos en cuanto a rigor matematico. De entre estos trabajos
el mds conocido es "Grundlagen der Geometrie" (los fundamentos de la geometria), publicado
en el afio 1899 por David Hilbert, posiblemente el matematico mds destacado de la época.

Realmente, "Grundlagen der Geometrie" formd parte de un extenso trabajo en el cual Hilbert
pretendia concluir que los sistemas axiomaticos matemadticos, tales como la Geometria
Euclidea, podian establecerse para las diversas ramas de las matematicas de tal manera que
fueran consistentes, independientes y completos. Kurt Godel demostré en 1931 que esta meta
era imposible. No obstante, la presentaciéon de la Geometria Euclidea que realizd Hilbert
supuso un importante paso hacia adelante en la historia de las matematicas, y particularmente
de la Geometria, ya que esta exenta de los defectos presentes en "Los Elementos" de Euclides.
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Hilbert conocia muy bien las exigencias de la axiomatica moderna y fue capaz de establecer un
conjunto muy simple de términos indefinidos a partir de los cuales podian definirse todos los
términos necesarios para construir la geometria euclidea plana.

Términos indefinidos del sistema axiomatico de Hilbert

- Punto.

- Recta.

- Plano.

- Estar sobre (nocion de incidencia de punto a linea).
- Estar entre (relacion relativa a tres puntos distintos).
- Congruencia (relacién de equivalencia).

Con estas sencillas nociones bdsicas, Hilbert fue capaz de definir los distintos conjuntos de
puntos, asi como relaciones entre objetos geométricos, tales como lineas paralelas vy
perpendiculares. Una vez establecidas las definiciones precisas de los objetos geométricos y de
las relaciones geométricas entre ellos, Hilbert procedid a componer los axiomas que darian
lugar a los teoremas de Euclides.

Algunas definiciones de objetos geométricos dadas por Hilbert

A continuacidn se mostraran, a modo de ejemplo, algunas definiciones de objetos geométricos
dentro del sistema axiomatico de Hilbert:

- Definicion de Segmento de linea AB. Dados dos puntos Ay B distintos, el segmento de
linea AB es el conjunto de todos los puntos que estan entre Ay B. Los puntos Ay B se
conocen como los extremos del segmento (para Hilbert los extremos del segmento no
pertenecen al segmento).

- Definicion de semirrecta o rayo KTB Dados dos puntos A y B distintos, la semirrecta /-\_ﬁ
es el conjunto de todos los puntos del segmento AB y los puntos C tales que B esté
entre Ay C. Decimos que la semirrecta "emana de A" o que A es el punto de origen de
la semirrecta.

— Definicién de an qu_)BAC. Dados tres puntos A, B y C distintos, el dngulo BAC es el par
de semirrectas (AB, AC) que emanan de un mismo punto A, al que llamamos vértice del
angulo, y no son opuestas.

- Definicion de tridngulo ABC. Dados tres puntos A, B y C distintos no alineados, el

tridngulo ABC es el conjunto de puntos definido por la unién de los segmentos AB, BC y
CA, los cuales son llamados lados del triangulo, mientras que los puntos A, B y C son
llamados vértices.

- Definicién de circunferencia S(0,0A). Dados un punto O y un segmento OA, la
circunferencia S (0,0A) es el conjunto de puntos P tales que OP = OA (el segmento OP
es congruente con el segmento OA).
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Algunas definiciones de relaciones geométricas dadas por Hilbert

De igual manera, se expondran también algunas definiciones de relaciones geométricas dadas
por Hilbert para su sistema axiomatico:

- Definicidn de "estar del mismo lado de una recta": Sea m una recta y sean Ay B dos
puntos que no estan sobre m, decimos que "A y B estdn del mismo lado de m" si, o
bien A y B son el mismo punto (A=B), o bien A y B son puntos distintos (A#B) y el
segmento AB no corta a m (no tiene puntos en comidn con m). En caso contrario,
decimos que "A y B no estdn del mismo lado de m".

T
- Definicidn de "interior de un angulo". Un punto D estd en el interior de un angulo CAB
si D esta del mismo lado de la recta AC que B y si D y C estan del mismo lado de la
A=
recta AB.

Axiomas del Sistema Axiomatico de Hilbert

A continuacion se enunciaran los axiomas definidos por Hilbert, agrupados en 5 grandes
bloques, asi como algunos de los teoremas y postulados que de ellos se deducen.

|. Axiomas de incidencia

e L.1. "Por cada par de puntos distintos A, B, existe una unica recta m tal que A 'y B estén
sobre m".

e 1.2, "Cada recta contiene al menos dos puntos distintos."

e 1.3, "Existen al menos tres puntos que no estdn sobre la misma recta."”

Estos axiomas determinan lo que se conoce como "geometria de incidencia". Si a estos
axiomas le afiadimos el axioma de las paralelas (que se enunciara mas adelante) podemos
construir la llamada "geometria afin".

El primer postulado de Euclides se enuncia como "Dos puntos cualesquiera determinan un
segmento de recta". Si lo contrastamos con el axioma I.1 vemos que el sentido general es el
mismo, pero con la diferencia de que Hilbert afiade el concepto de unicidad. Hilbert no sdlo
postula la existencia de una recta entre dos puntos distintos, sino que también postula la
unicidad de la misma (Realmente Euclides pretendia llegar a esa misma idea, pero falla al
realizar los postulados).

Debido a que el conjunto de axiomas de Hilbert pretende proporcionar la base de la geometria
euclidea tradicional, debemos esperar que todas nuestras ideas intuitivas acerca de la
geometria plana sean validas en su sistema axiomatico. Por ejemplo, supongamos que my q
son rectas. ¢Es posible que m y g se corten en mds de un punto? La mayoria de nosotros
responderia "no, las rectas no pueden intersecarse en mas de un punto". Sin embargo, no
existe un axioma que prohiba explicitamente que esto suceda. Debe, entonces, existir un
teorema que incluya esta propiedad.

32



Madster en Educacidon Secundaria. TFM. UVa. Curso 2016-17 Elena Dominguez Campillo

e Teorema 1: "Dos rectas distintas no pueden intersecarse en mds de un punto".

Demostracidn: Procederemos indirectamente y asumiremos lo contrario. Supongamos que
dos rectas distintas, m y g, se intersecan en dos puntos distintos, A y B. Bajo esta hipotesis, Ay
B son puntos distintos por los que pasan dos rectas distintas, lo cual contradice el axioma I.1,
en el que se explicita que solo puede existir una Unica recta. Como el axioma I.1 es cierto,
entonces el enunciado del que partimos es falso, es decir, que dos rectas distintas no pueden
intersecarse en mas de un punto.

A continuacién pasamos a demostrar el siguiente teorema, que también se interpreta como
una idea intuitiva de la geometria plana

e Teorema 2: "Si se verifican los axiomas 1.1, 1.2 y 1.3, entonces existen al menos tres
rectas no concurrentes".

Demostracidon: Tomamos A, B y C puntos distintos y no alineados. Conociendo .1 (por cada par
de puntos distintos pasa una Unica recta) y aplicandolo a los puntos dados tenemos que:

- Los puntos A y B definen la Unica recta m.
- Los puntos Ay C definen la Unica recta n.
- Los puntos B y C definen la Unica recta |.

Debido a que 1.3 es cierto (por ser un axioma) sabemos que existen al menos 3 puntos no
alineados. Si dos de las rectas m, n y | fueran iguales, entonces los puntos A, B y C estarian
alineados, por tanto concluimos que las rectas m, ny | son tres rectas distintas.

Por otro lado, conociendo el Teorema 1 sabemos que dos rectas distintas se intersecan en un
Unico punto. Supongamos que las tres rectas fuesen concurrentes, tendrian que tener un unico
punto en comun. m y n tienen el punto A en comun, por lo que este punto deberia ser, a la
fuerza, el punto de interseccidn de las tres rectas. La recta | y la recta m tienen el punto B en
comun, por lo que este punto tendria que ser también el punto de interseccién. Llegamos asi a
una contradiccién, ya que A y B son puntos distintos, por lo que podemos concluir que la
suposicién de partida es falsa y que las tres rectas no pueden ser concurrentes.

Mientras que los axiomas de incidencia de Hilbert son faciles de comprender, algunos del resto
de sus axiomas (y las implicaciones que pueden deducirse de ellos) son menos evidentes.

Il. Axiomas de orden o de la nocién "estar entre"

En primer lugar se debe especificar que escribiremos [A,B,C]para denotar que B es un punto
que estd entre Ay B.

e 1. "Si A, By C son puntos distintos y tenemos que [A,B,C], entonces A, By C estdn
sobre la misma recta y se tiene también [C,B,A] ".
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e 1I.2. "Por cada dos puntos A y C distintos, existe al menos un punto B que esté sobre la
recta AC tal que [A,C,B]."

e 1.3. "Dados A, B y C puntos distintos sobre una recta, uno y solo uno estd entre los
otros dos"

e 11.4. "Dados A, By C puntos distintos no alineados y m recta que no contiene a ninguno
de los tres puntos, si m contiene un punto del segmento AB entonces también contiene
un punto del segmento AC o del segmento BC"

e |I. 5. "Dada una recta m y tres puntos distintos A, B 'y C que no estdn sobre la recta m,
se deben verificar los siguientes enunciados:

- SiAy Bestdn del mismo lado de m y By C estdn del mismo lado de m, entonces
Ay C también estdn del mismo lado de m.

- SiAvy B no estdn del mismo lado de my By C tampoco estdn del mismo lado de
m, entonces Ay C si que estdn del mismo lado de m."

De este grupo de axiomas podemos extraer dos consecuencias, que se enuncian como
proposiciones:

e Proposicion 1: Una recta divide el plano en dos lados, es decir, dada una recta m, en el
conjunto de todos los puntos del plano exceptuando los puntos que estan sobre la
recta se pueden diferenciar exactamente dos lados.

e Proposicion 2: Un punto divide a una recta en dos lados, es decir, dada una rectamy
un punto A que estd sobre m, existen dos puntos B y C distintos tales que [B,A,C]. Se
> > > >
cumple que ABUAC=myAB n AC = {A}.

El propdsito de este grupo de axiomas es dar sentido a la nocidn o idea de "estar entre". Como
el término "estar entre" es uno de los términos indefinidos del sistema axiomatico, solamente
los axiomas pueden garantizar que los puntos se comportan en esta geometria de una forma
consecuente con nuestra idea intuitiva de "estar entre". Aunque al principio no parece tan
obvio, las relaciones que se crean a partir de este grupo de axiomas son consistentes con la
manera en la que esperamos que se comporte esta geometria (es decir, coincide con la
manera en la que se comporta la geometria en el mundo fisico).

e Teorema 3: "Dados dos puntos A y B distintos, existe un tercer punto C sobre la recta
AB tal que [A,C,B]".

Demostracidn: El enunciado de este teorema no es exactamente el mismo que el del axioma
II.2 (aunque a primera vista puede parecerlo), pero también se trata de una propiedad que
suponemos que debe ser cierta. Para demostrar el teorema, comenzamos partiendo de un
segmento cualquiera AB.

- Por el axioma 1.3 sabemos que existe un tercer punto D que no esta alineado
j <>
con Ay B (es decir, no esta sobre la recta AB).
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- Por el axioma II.2 podemos fijar un punto distinto E tal que [A,D,E].

- Por el axioma I.1 sabemos que existe una Unica recta que pasa por los puntos E
y B.

- Por el axioma II.2 podemos fijar un punto F tal que [E,B,F].

- Ahora consideramos los 3 puntos no alineados A, E y B y la Unica recta que
pasa por Dy F. Por el axioma 1.4 sabemos que si la rectaﬁ contiene un punto
del segmento A_E(el punto D) entonces debe contener también un punto del
segmento EB o del segmento AB. Como las rectasﬁ ygse cortan en el punto
F y no se pueden cortar en un segundo punto de EB (por el teorema 1)
eentonces existe un punto C en el segmento AB que es interseccién de la recta
DF y dicho segmento. Como el segmento AB contiene a todos los puntos que
estan entre Ay B, en efecto tenemos que [A,C,B].

I1l. Axiomas de congruencia de segmentos

e lll.1."La congruencia de segmentos es una relacion de equivalencia y por ello cumple
las siguientes propiedades:

-  Propiedad reflexiva. AB=AB
- Propiedad simétrica. Si AB = CD entonces CD = AB
- Propiedad transitiva. Si AB = CFy CD = ET, entonces AB = EF ".

. III.2.“Dados_A; y B puntos distintos y A' y B' otros puntos distintos, entonces en la
semirrecta A'B' existe un tnico punto C'tal que AC=A'C'".

e 1I1.3."Si tenemos que [A,B,C]y [A",B',C'], siAB=A'B'y BC = B'C' entonces ACZA'C'".

IV. Axiomas de congruencia de angulos

e |V.1."La congruencia de dngulos es una relacion de equivalencia y por ello cumple las
siguientes propiedades:

- Propiedad reflexiva. a= a

—  Propiedad simétrica. Si o = 8 entonces 8 = a

- Propiedad transitiva. Sia =68y 8 = y, entonces o = y
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T 9
e |V.2."Dados A, By C puntos distintos, ABC dngulo, A'y B’ otrﬁs\puntﬁs\distintos y A'B'
semirrecta, entonces existe una semirrecta A'C' unica tal que A'B'C' = ABC"

Para poder enunciar siguiente axioma (criterio SAS) es necesario definir con anterioridad la
congruencia de triangulos.

_ _

- Definicién de E\g%ongruentes. Un tridngulo ABC es congruente con otro A'B'C'

(y denotamos ABC = A'B'C') si la correspondencia que enviaAen A',BenB'yCen C'es

tal que los Iados Y angulos correspondlentes son congruentes De esta manera, se

T~

T
cumple que: AB = A'B',AC=A'C',CB=C'B',BAC= BAC' ACB=A'C'B',CBA= CBA'

e |V.3. Criterio SAS. “Dados A ByC puntos distintos y A', B' 'y C C' otros puntos distintos,
T
de manera queAB A'B BAC B'A'C’ yAC A'C’ entonces ABC A'B'C' !

Euclides contempla el criterio SAS como un teorema, sin embargo, la demostracién que realiza
de dicho teorema no se considera valida debido a que asume la capacidad de aplicar
transformaciones a figuras en el plano (esta capacidad se puede establecer formalmente pero
Euclides la asume sin probarla). Aunque el uso de las transformaciones es razonable, cualquier
demostracidon que haga uso de esta técnica viola las reglas de la axiomatica formal a menos
que se establezcan postulados (o teoremas) que justifiquen hacerlo. Varios gedmetras
legitimaron esta técnica formalmente postulando la existencia de transformaciones
geométricas, y ello les permite utilizar imagenes de figuras geométricas en la demostracion de
un gran numero de teoremas. Hilbert decidié seguir otro camino y no introducir en su sistema
axiomatico el concepto de transformacién geométrica.

Hilbert reconocié que al menos una parte del criterio SAS para los tridngulos es realmente
independiente del resto de postulados euclidianos tradicionales. En consecuencia, concluyé
gue era necesario incluir como axioma un postulado que hiciese referencia a la congruencia de
triangulos y decidié que fuese el criterio SAS por ser la condicién mas obvia. El resto de las
condiciones de congruencia son derivadas de los axiomas como teoremas.

V. Axioma de las paralelas

e Axioma de las paralelas. "Dada una recta m y un punto P que no estd sobre m, existe
una unica recta que pasa por Py que no corta a m",

VI. Axiomas de continuidad

e Axioma de Arquimedes. "Dados AB y CD segmentos, con C diferente de D, entonces
existe un numero n tal que n copias de CD colocadas de forma contigua al punto A, a lo
largo de la semirrecta Ei exceden al punto B ".

e Postulado de completitud. "No es posible afiadir al sistema un conjunto de puntos con
su orden y relaciones de congruencia que preserve las relaciones existentes entre los
elementos originales del sistema asi como las propiedades fundamentales de orden y
congruencia que se deducen de los axiomas."
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5.4.3 AXIOMAS DE BIRKHOFF

Introduccién y contexto histérico

En el apartado anterior se desarrollé el conjunto de axiomas de Hilbert, quién fue capaz de
desarrollar un sistema riguroso para la geometria euclidiana siendo muy meticuloso en el
desarrollo légico de los teoremas. El precio que Hilbert tuvo que pagar por el gran rigor fue un
conjunto de axiomas considerablemente mds amplio que el de Euclides asi como la necesidad
de realizar demostraciones relativamente complicadas para una serie de conclusiones
intuitivamente obvias.

Pocos afos después de publicarse la obra de Hilbert, en el afio 1932, un matematico
estadounidense, G. D. Birkhoff, desarrollé otro sistema axiomatico para la geometria euclidea
de gran importancia. Dado que el trabajo de Birkhoff, al igual que el de Hilbert, fue construido
para ser consistente con la geometria de Euclides, no aportd nuevos resultados en términos de
teoremas. Por el contrario, su interés reside en el enfoque radicalmente diferente del que este
sistema parte para el desarrollo de la geometria. El conjunto de axiomas de Birkhoff es mucho
mas pequeio que el de Hilbert (incluso mas pequefio en nimero que el de Euclides).

Términos indefinidos del sistema axiomatico de Birkhoff

- Punto.

- Recta.

- Distancia.
- Angulo.

Desarrollo del sistema axiomatico de Birkhoff

Siguiendo el texto “Curso de Geometria Basica” de P. Buser y A. Costa, se va a exponer a
continuacién un sistema axiomatico matematicamente correcto para la geometria euclidiana

IM

plana. Se hara uso del “axioma de la regla graduada”. Este axioma, debido a G.D. Birkhoff,
permite trasladar con facilidad a cada recta las propiedades del conjunto de los nimeros
reales. Nos limitaremos a una simple introduccidn, el desarrollo completo puede verse en el

texto antes mencionado.

Trabajaremos con un conjunto P al que llamaremos plano y una aplicaciéon d: P x P > R
llamada distancia. Los elementos del plano se llamaran puntos. Las propiedades que
caracterizan P y d seran las que se deduzcan de los axiomas que introduciremos a
continuacién. Pretendemos que el conjunto P sea una representacion matemadtica de una hoja
de papel o una pizarra que se extiende sin limites.

e Axioma P1: "El plano (P, d) es un espacio métrico, es decir, P es un conjunto no vacio y
se verifican las siguientes condiciones para todo X, Y, Z pertenecientes a P:
1)d(X,Y)>0siXzY,yd(X, X)=0;
2)d(X, ) =d(Y, X);
3)d(X, Y)<d(X, Z) +d(Z Y)."
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Definicion (Segmentos y puntos alineados): Sean A, B dos puntos del plano P. Se llama
segmento de extremos Ay B, y se denota por [A, B] al conjunto siguiente:

[A,B]={X€E€P:d(A X)+d(X,B)=d(A, B) }.
La distancia d(A, B) se llama longitud del segmento [A, B].

Se dice que tres puntos de P estan alineados si uno de ellos esta situado (es decir, pertenece)
sobre el segmento determinado por los otros dos. Se prueba facilmente que [A, A] ={ A}y que
[A, B] = [B, A].

Definicion (Rectas): Un subconjunto r del plano P se llama recta si satisface las condiciones
siguientes:

(i) r contiene al menos dos puntos distintos;
(ii) toda terna de puntos distintos A, B, C de r estan alineados;
(iii) todo punto de P que esté alineado con dos puntos distintos de r ha de estarenrr.

Aunque utilizaremos habitualmente el lenguaje de la teoria de conjuntos, con frecuencia
daremos preferencia (y ya lo hemos hecho sin advertirlo previamente) al lenguaje tradicional
en Geometria, asi, en lugar de decir que el punto A pertenece a la recta r, preferiremos decir
que "la recta r pasa por A".

e Axioma P2: " (i) P contiene al menos tres puntos no alineados;
(ii) Por dos puntos distintos de P pasa una tnica recta."

Si Ay B son dos puntos distintos de P, denotaremos por 1,45 la Unica recta de P que pasa por A
y B.

Definicion (Rectas que se cortan y rectas paralelas): Diremos que dos rectas del plano se
cortan si tienen exactamente un punto en comun. Dos rectas que son iguales o que no tienen
ningun punto en comun se llaman paralelas. Si r y s son rectas paralelas, escribiremos r | | s.

e Teorema: Dos rectas del plano o se cortan o son paralelas.

Demostracion: Supongamos que las rectas r y s no son paralelas. Luego r y s no son iguales y
no tienen interseccion vacia. La interseccion de r y s ha de reducirse a un punto, pues si la
interseccién tuviese al menos dos puntos A, B, entonces, en virtud del axioma P2(ii),
concluiriamos que r =145 =s, en contradiccion con lo supuesto.

e Axioma P3. Axioma de la regla graduada: "Para cada recta r del plano P existe una
aplicacion biyectiva p: r - R tal que [p(X) - p(Y)| = d(X, Y), para todo par de puntos X, Y
der."

Teorema: Sean Ay B dos puntos distintos de una recta r. Existe un Unico punto M en r tal que
d(M, A) = d(M, B); ademds M pertenece al segmento [A, B]. El punto M se llama el punto
medio de [A, B] y escribiremos M = medio [A, B].
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Demostracion: Sea p: r - R una biyeccion dada por el Axioma P3. Sea a = p(A), b = p(B) y, para
un punto genérico X de r, escribamos t = p(X). Observemos que a # b, yaque A By p es una
aplicacion biyectiva. Ciertamente d(X, A) = d(X, B) siy solo si |t -a| =|t-b]|. Veamos que esto
ultimo equivale a que t =#. Es inmediato que |t - a| =|t-b]| sit =asz. Para probar lo
reciproco, elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad |t - a] =|t - b]| v, tras
simplificar, obtenemos -2at + a? = -2bt + b2, de donde, 2t(b-a)= b? - a?. Dividiendo ahora por

. +b . -
b - a, concluimos que t =aT. Esto demuestra que la Unica posibilidad para M es que

).

a+b

M=p~(
Ampliamos la definicidon de punto medio de un segmento, definiendo medio [A, A] = A.

Definicion (Semirrecta): Sea r una recta y P un punto de r. Sea p: r > R una biyeccion dada por
el Axioma P3. Los conjuntos

{Qer:p(Q)>p((P)} y{QETr:p(Q)<p(P)}

se llaman semirrectas en r determinadas por P. Diremos que dos puntos A y B de la recta r
estan del mismo lado con respecto a P si pertenecen a la misma semirrecta determinada por
P, en caso de pertenecer a distintas semirrectas se dice que estan en lados contrarios.

La definicién anterior precisa alguna matizacidon. Podriamos tener la tentaciéon de introducir
una "orientacion" en las semirrectas, es decir, de definir como semirrecta derecha al primero
de los subconjuntos anteriores y como semirrecta izquierda al segundo, pero eso seria
incorrecto ya que no seria independiente de la biyeccion elegida. Basta observar que si ¢ =
p(P), entonces la aplicacidn p'(X) = c - p(X) sigue cumpliendo lo exigido por el Axioma P3, pero
invierte la "orientacion', es decir, transforma la semirrecta derecha con relacién a p en la
semirrecta izquierda con relacién a p'. Ahora bien, el que dos puntos estén del mismo lado o
en lados contrarios con respecto a P es independiente de la biyeccion p dada por el Axioma P3.
De hecho, puede probarse sin dificultad que dos puntos distintos X e Y de una recta r estan en
lados contrarios con respecto a P siy solosi P € [X, Y]y P no pertenecea{X,Y}.

e Axioma P4. Axioma de separacién: "Para cada recta r de P hay dos subconjuntos H?,
H? que verifican las condiciones siguientes:

(1) HH UH?=P-1;
(2)X, Y€ H! implica que [X, Y] estd contenido en HE, parai=1,2 ytodoX,Y€EP.
(3)X€ H, Y € H?implica que [X, Y] cortaar, paratodo X, Y €P."

Puede probarse con facilidad que los conjuntos H', H? estan Unicamente determinados por r
(salvo la numeracion). Se les llama semiplanos determinados (o separados) por r. La recta r se
llama el borde de H'y H?. Diremos que dos puntos P, Q estdn del mismo lado de r si
pertenecen al mismo semiplano determinado por r y diremos que estan en lados contrarios si
cada uno pertenece a un semiplano distinto de los dos determinados por r.
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Definicién (Triangulo): Sean P, Q, R tres puntos no alineados. Diremos que los segmentos [P,
QJ, [Q, R]y [R, P] forman el triangulo A{P, Q, R} y dichos segmentos son denominados lados del
triangulo. Se dice que los puntos P, Q, R son los vértices del triangulo A{P, Q, R}. Se dice que un
vértice y un lado de un tridngulo son opuestos si el vértice no es extremo del lado. Asi, P es el
vértice opuesto al lado [R, Q] y el lado [R, Q] es el opuesto al vértice P.

e Teorema: Dado un tridngulo A{P, Q, R} y una recta r, si la recta r corta al lado [P, Q]
entonces r corta también a uno de los otros dos lados [Q, R] o [R, P].

Demostracidn.- Razonemos por reduccién al absurdo, es decir, supongamos que r no corta ni a
[Q, R] nia [R, P]. Entonces Q y R estan en el mismo semiplano H! de los dos determinados por
r, y lo mismo sucede con Ry P. Por lo tanto, P y Q pertenecen ambos a H' y [P, Q] no cortaar,
lo que es contradictorio.

Definicion (Isometria): Una isometria de P es una biyeccion g: P - P que conserva las
distancias, es decir, tal que d(g(X), g(Y)) = d(X, Y), para todo X, Y € P. Denotaremos por Isom(P)
el conjunto de todas las isometrias de P.

Puede probarse facilmente que las isometrias conservan las rectas, la alineacion, etc.

Cuando estamos clasificando figuras geométricas en una hoja de papel queremos saber
cuando dos figuras han de considerarse iguales. En relacidn con los textos de ensefianza rusos
(y creemos que también es trasladable a los textos espafioles), A.l. Fetisov expone en [“Acerca
de la demostracion en geometria”, MIR 1980] la siguiente trampa expositiva: decimos que dos
figuras geométricas son iguales (o equivalentes) si, podemos mover (sin deformar, es decir,
permaneciendo invariable) una de ellas hasta hacerla coincidir con la segunda de tal modo que
ambas figuras coincidan en todas sus partes. A primera vista, esta definicion de igualdad
parece totalmente comprensible, pero, si se analiza atentamente, no es dificil descubrir en ella
un circulo vicioso. En efecto, para determinar la igualdad de las figuras tenemos que hacerlas
coincidir una con otra, y para hacerlas coincidir tenemos que trasladar una de las figuras,
permaneciendo esta invariable durante el proceso de traslado. Pero, iqué significa
“permanecer invariable”? Esto quiere decir que la figura, durante todo el tiempo, sigue siendo
igual a cierta imagen inicial suya. Asi, resulta que el concepto de “igualdad” lo determinamos
por medio del traslado de una “figura invariable”, y el concepto de “figura invariable” por
medio del concepto de “igualdad”. Para evitar estos circulos viciosos introducimos los axiomas
relativos a isometrias.

e Axioma P5 (Axioma de movilidad): "Si A;, A, € Py B;, B, € P son dos pares de puntos
verificando d(A,, A,) = d(B,, B,), entonces existe una isometria g € Isom(P) tal que
9(A1) = By, g(A;) = By."

Definicion (Figuras congruentes): Dos figuras o conjuntos de puntos F;y F, se dicen
congruentes o equivalentes si existe una isometria g € Isom(P) tal que g( F,)=F, .

El axioma P5 nos garantiza que un segmento [A;, 4,] es congruente con otro [B;, B,] siy solo
sid(Aq, Az) = d(By, By).
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El siguiente axioma es la formalizacion de lo que sucede cuando reflejamos el plano de una
hoja de papel en un espejo colocado perpendicularmente a la mesa donde estd dicha hoja.
Serd una isometria que deja invariantes los puntos en que el espejo toca al papel y tendra
también la siguiente propiedad: si una figura reflejada se refleja de nuevo en el espejo
obtenemos la figura de partida.

Axioma P6 (Axioma de la reflexion): "Para cada recta r en P, existe una isometria o € Isom(P)
verificand:

(1) o(X)=XsiysolosiXE€ r, para todo X € P;
(2) oo o =id(aplicacion identidad)."

Una isometria como la del axioma P6 se llama reflexion de eje r (o simetria axial).

Axioma P7 (Axioma de las paralelas): "Para cada recta r y cada punto P del plano, existe una
Unica recta paralela a r pasando por P."

El axioma P7 aparece también en los “Elementos” de Euclides aunque con una formulacién
distinta. Como ya hemos mencionado, descubrir si este axioma era independiente del resto de
axiomas de la geometria euclidea se convirti6 en uno de los problemas mas famosos e
importantes de la Geometria. La Geometria Hiperbdlica, descubierta en el siglo XIX por Bolyai y
Lovachevski (trabajando independientemente el uno del otro) muestra que el axioma de las
paralelas es independiente de los restantes axiomas, pues en esta geometria (que satisface los
restantes axiomas) hay infinitas rectas paralelas a una recta dada pasando por un punto
exterior a tal recta.

5.4.4 POSTULADOS DE LA SMSG

Introduccion y contexto histérico

Los dos conjuntos de axiomas estudiados anteriormente desarrollan la Geometria Euclidea
partiendo de dos enfoques muy diferentes. El sistema axiomatico de Hilbert establece la base
de lo que podriamos llamar un enfoque sintético de la geometria, ya que los axiomas
proporcionan las caracteristicas cualitativas de los elementos geométricos (puntos, rectas,...)
necesarias para deducir todas las proposiciones y teoremas de "Los elementos" de Euclides de
manera sintética. Por el contrario, el conjunto de axiomas de Birkhoff tiene una naturaleza
mas analitica, ya que sus postulados nos permiten relacionar términos como punto, recta o
angulo con cantidades numéricas gracias a la correspondencia uno a uno entre ellos y los
numeros reales. Pero a pesar de partir de visiones distintas, los dos conjuntos de axiomas
conducen al mismo cuerpo de teoremas, los cuales constituyen la Geometria Euclidea.

A principios de los afios 60 se cred otro sistema axiomatico para la Geometria Euclidea por un
grupo de matematicos y profesores de matematicas estadounidenses, quienes trabajaban para
el grupo conocido como la SMSG (School Mathematics Study Group). Este grupo fue, en parte,
creado para abordar el fracaso que se percibia en Estados Unidos a la hora de competir en las
areas de ciencia y matematicas con paises del resto del mundo (especialmente con la Unién

41



Madster en Educacidon Secundaria. TFM. UVa. Curso 2016-17 Elena Dominguez Campillo

Soviética). A finales de la década de 1950, en plena Guerra Fria, la Unidn Soviética comenzé a
mostrar signos de superioridad tecnolégica frente a Estados Unidos. Fue por ello que el
Congreso creé la NSF (National Science Foundation), a través de la cual dedicé fondos
sustanciales a la meta de mejorar la ensefianza de matematicas y ciencias en Estados Unidos.
El proyecto fue bautizado con el nombre de "School Mathematics Study Group", o SMSG, y su
objetivo era realizar una reforma curricular en la asignatura de matematicas en la ensefianza
primaria y secundaria, o lo que es lo mismo, definir una "nueva matematica" para el pais.

Dirigida por el matematico Edward G. Begle, la SMSG desarrollé ejemplos de libros de texto
para la ensefianza que fueron probados durante los primeros afios de los afios 60 en escuelas
de todo el pais. Pero mientras que buena parte de la nueva matematica fue blanco de criticas y
no llegd a ser implementada con éxito, el conjunto de postulados de la SMSG para la
Geometria Euclidea fue muy bien recibido. Este ha sobrevivido, practicamente intacto, hasta el
presente y ha sido y es muy utilizado en la ensefianza (sobre todo secundaria pero también
universitaria) en paises como Estados Unidos y Canada.

La intencién de los autores de la SMSG era proporcionar un conjunto de axiomas que fuera (en
la medida de lo posible) completo y pedagdgicamente sdlido, y que al mismo tiempo fuera
accesible a los estudiantes, permitiendo que éstos se introduzcan en el estudio formal de la
geometria. Para lograr el segundo de estos objetivos, los autores de SMSG decidieron sacrificar
la independencia. La razén de esta decisidn fue que los conjuntos de axiomas independientes
requieren la demostracion, a veces dificil, de un gran nimero de teoremas preliminares (que
resultan ciertos de manera obvia) antes de llegar a las demostraciones de los teoremas
principales. El tiempo y el esfuerzo necesarios para realizar este "comienzo" en el modelo de
Hilbert nos permite un buen ejercicio en la aplicacion de la légica formal, sin embargo no le
aportan al estudiante ninguna nueva visién de la geometria.

Debido al hecho de que el conjunto de postulados de la SMSG no es independiente, algunos de
los postulados resultan redundantes, ya que asumen mads de lo que es absolutamente
necesario y ello hace que puedan demostrarse utilizando los otros. Esta es una debilidad del
sistema axiomatico, pero es contrarrestada por la facilidad y rapidez con la que se puede pasar
a resultados significativos e importantes utilizando el conjunto de postulados de la SMSG.

Términos indefinidos del sistema axiomatico de la SMSG

- Punto.

- Recta.

- Plano.

- Estar sobre.

- Distancia (medida de longitud).
- Medida de angulo.

- Area.

- Volumen.
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Conjunto de postulados de la SMSG

A continuacién se presentaran los postulados (axiomas) de la SMSG, asi como las relaciones
entre los mismos y los axiomas de Hilbert y Birkhoff.

Axioma de incidencia

e Postulado 1. “"Dados dos puntos distintos, existe unicamente una recta que contiene a
ambos puntos.”

Axiomas de medida de rectas

e Postulado 2. Postulado de la distancia. "A cada par de puntos distintos le corresponde
un unico numero positivo. "

El Unico nimero positivo estipulado por el Postulado 2 para cada par de puntos Ay B es
precisamente la distancia entre A y B, d (A, B). Esta relacion se hace mas explicita en el
Postulado 3.

e Postulado 3. Postulado de la regla. "Los puntos de una recta estdn en correspondencia
uno a uno con los numeros reales tal que:

a. A cada punto le corresponde un unico numero real llamado coordenada del
punto.

b. A cada numero real le corresponde un tnico punto de la recta.
La distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia de las
coordenadas de dichos puntos. "

Este postulado en realidad es una revisién o correccién del postulado de Birkhoff relativo a la
medida de rectas. Los puntos (a) y (b) establecen la correspondencia uno a uno mientras que
el punto (c) aporta el significado de distancia en coherencia con lo que planteaba Birkhoff.

Mediante el uso de las propiedades que el postulado 3 establece para las coordenadas de dos
puntos cualesquiera, Ay B, podemos demostrar que d (A, B) es Unica, por lo que el Postulado 2
se puede demostrar a partir del Postulado 3. Sin embargo, la demostracion de esta afirmacion
no es de naturaleza geométrica, y es por ello que la SMSG decide postularlo como verdad
antes que demostrarlo. Otra consecuencia del postulado 3 seria el principio de Arquimedes

e Postulado 4. Postulado de la colocacion de la regla. "Dados dos puntos Py Q de una
recta, el sistema de coordenadas (es decir, la correspondencia uno a uno entre los
puntos de la recta y los numeros reales) puede ser elegido de tal manera que la
coordenada de P sea cero y la coordenada de Q sea positiva."

El Postulado 4 tampoco es independiente, ya que puede ser demostrado a partir de los
postulados 2 y 3.
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Axiomas de relaciones espaciales

Los postulados siguientes, del 5 al 8, son axiomas referentes a las relaciones en el espacio, y
por tanto se ocupan de construir la geometria en tres dimensiones. Este trabajo se centra en el
estudio de la geometria plana, pero aun asi se expondran a continuacion dichos postulados
con el fin de dar una idea global del sistema axiomdtico establecido por la SMSG.

e Postulado 5. "Todo plano contiene al menos tres puntos no alineados. El espacio
contiene al menos cuatro puntos no coplanarios."

e Postulado 6. "Si dos puntos estdn contenidos en un plano, entonces la recta que
contiene a esos dos puntos estd contenida en el mismo plano."

e Postulado 7. "Tres puntos cualesquiera estdn contenidos en al menos un plano. Tres
puntos no alineados estdn contenidos en un unico plano."

e Postulado 8. "Si dos planos se intersecan, la interseccion es una recta."”

Axiomas de separacidn

e Postulado 9. Postulado de la separacion de planos. "Dados una recta y un plano que
la contiene, los puntos del plano que no estdn sobre la recta forman dos conjuntos
tales que:

a. Cada uno de los conjuntos es convexo.
b. Si P estd en un conjuntoy Q estd en el otro, el segmento PQ corta a la recta.”

e Postulado 10. Postulado de la separacion de espacios. "Los puntos del espacio que no
estdn contenidos en un plano dado forman dos conjuntos tal que:

a. Cada uno de los conjuntos es convexo.
b. SiPestd en un conjunto y Q estd en el otro, el segmento PQ corta al plano.”

Estos dos postulados siguen el mismo razonamiento, con la diferencia de que el 9 se refiere a
la geometria plana y el 10 a la geometria espacial.

Al enunciarse el postulado 9 se presupone como conocido la definicion de conjunto convexo,
gue es la siguiente:

- Definicidn de conjunto convexo. Un conjunto A es convexo si V P,Q € A, entonces el
segmento PQ estd en A.

El postulado 9 juega el mismo rol en el sistema de la SMSG que el axioma II.5 (axioma de
Pasch) en el sistema de Hilbert. A partir del postulado 9 podemos demostrar el axioma de
Pasch como un teorema, y viceversa. Si bien puede parecer paraddjico demostrar el axioma de
Pasch, por ser un axioma, realmente la distincién entre axiomas y teoremas es una cuestion de
eleccién.

44



Madster en Educacidon Secundaria. TFM. UVa. Curso 2016-17 Elena Dominguez Campillo

Axiomas de medida de dngulos

e Postulado 11. Postulado de la medida de angulos. "A cada dngulo le corresponde un
numero real entre 0y 180."

e Postulado 12. Postulado de la construccion de angulos. "Sea AB una semirrecta en el
borde del semiplano H. Para cada nimero r entre 0° y 180%existe una unica semirrecta
—
A_$con Pen H tal que m PAB=r."

. Postulado 13. Postulado/dila suma de angulos “"Dado un punto D en el interior del
dngulo BAC entonces m BAC=m BAD +m DAC "

e Postulado 14. Postulado de los angulos suplementarios. "Si dos dngulos forman una
recta, entonces son suplementarios."

Al enunciarse el postulado 13 se presupone como conocida la definicién de "interior de un
angulo", la cual aceptamos que es la misma que la que se da en el sistema de Hilbert.

El Postulado 13 se puede demostrar mediante el 11 y el 12, pero la SMSG lo ha elegido como
axioma debido a que su enunciado resulta intuitivamente obvio mientras que su demostracion
no lo es. De manera similar, el postulado 14, que es practicamente una definicidn, ha sido
incluido a fin de eliminar la demostracidn tediosa de un resultado obvio.

Axioma de congruencia

e Postulado 15. Postulados SAS. "Dada una correspondencia entre dos triangulos (o
entre un tridngulo y el mismo). Si dos lados y el adngulo que forman del primer triangulo
son congruentes con los elementos correspondientes del sequndo tridngulo, entonces
la correspondencia es una congruencia."

Si comparamos este postulado con el axioma de Hilbert sobre el criterio SAS de congruencia de
triangulos, podemos ver que el postulado aporta mas informacion de la que es absolutamente
necesaria. Esto es asi porque, una vez mas, los autores de SMSG decidieron elegir Ila
conveniencia sacrificando independencia.

Los 15 postulados enumerados hasta ahora constituyen la base de lo que se conoce como
geometria neutra. Estos 15 postulados pueden utilizarse tanto para construir la geometria
euclidea como la hiperbdlica, ya que ninguno de ellos implica suposiciones relativas al
paralelismo.

Axioma de paralelismo

e Postulado 16. Postulado de las paralelas. "Por un punto externo a una recta dada
pasa al menos una recta paralela a dicha recta.”

Este es el postulado que caracteriza a la geometria euclidea. Es posible reemplazar este
postulado por otro distinto y de esta manera construir la geometria hiperbdlica
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Axiomas de medida de area y volumen

Postulado 17. "A cada region poligonal le corresponde un unico numero real positivo
llamado drea."

Postulado 18. "Si dos tridngulos son congruentes, entonces las dos regiones
correspondientes a dichos tridngulos tienen el mismo drea."

Postulado 19. "Supongamos que la region R es la union de dos regiones R;y R,. Si Ry y
R, se intersecan al menos en un numero finito de puntos, entonces el drea de R es la
suma de las dreas de R1y R,."

Postulado 20. "E/ drea de un rectdngulo es igual al producto de la longitud de su base y
la longitud de su altura.”

Postulado 21. "El/ volumen de un paralelepipedo es igual al producto de la longitud de
su altura y el drea de su base."

Postulado 22. Principio de Cavalieri. "Dados dos sdlidos y un plano, si para todo plano
que corta a ambos sdlidos y es paralelo al plano dado, las dos intersecciones
determinan regiones de igual drea, entonces los dos sdlidos tienen el mismo volumen."

Ningun postulado de este ultimo grupo es absolutamente necesario para el desarrollo de la

geometria euclidea o de geometrias no euclideas.

5.5 CONCLUSION

En los puntos anteriores se han desarrollado los siguientes cuatro sistemas axiomaticos que

dan lugar al mismo conjunto de teoremas: los teoremas establecidos por Euclides.

1.

"Los Elementos", de Euclides. La primitiva exposicion de principios (postulados) que
definieron la disciplina conocida como geometria, hace mas de 2000 afios.

"Grundlagen der Geometrie", de Hilbert. Un moderno (1899) tratamiento de la
geometria euclidea que es fiel al espiritu del trabajo de Euclides y que ademas utiliza
un sistema axiomatico aceptable bajo los estdndares actuales.

"A Set of Postulates for Plane Geometry (Based on Scale and Protactor)”, de Birkhoff.
Un segundo esfuerzo de construir la geometria euclidea que se asienta sobre una firme
base cuya pieza central es la medida.

"Geometry", del School Mathematics Study Group. Un conjunto de postulados
orientados a la pedagogia que combina caracteristicas de los sistemas de Hilbert y
Birkhoff de tal forma que permite un desarrollo eficiente y sencillo de la geometria
euclidea (pero sacrificando la independencia de los postulados).

A lo largo de los afios se han desarrollado otros conjuntos de axiomas para la geometria

euclidea, pero los enumerados anteriormente son quiza los mas significativos desde un punto

de vista histérico y matematico.
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6. ¢DEBEN APARECER LOS FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA
EN LA E.S.O?

Los Fundamentos de la Geometria se basan en la definicién de un conjunto de axiomas con los
gue se construyen y demuestran todos los conceptos geométricos.

El estudio axiomatico tiene la ventaja de ser sélido en sus bases pero, como hemos visto
anteriormente, tiene el problema de un avance lento y dificultoso, y por otra parte, es casi
imposible trasmitir al alumno de secundaria la necesidad de fundamentar razonamientos que
para él son evidentes a partir de un dibujo. Este estudio, pues, solo puede hacerse en el
ambito de la Universidad pero no en el nivel de educacién secundaria y, menos aun, en la
E.S.O.

Es indudable que la geometria analitica, con el uso de coordenadas, ofrece un método
potentisimo al poder reducir a nimeros los objetos y sus posiciones, pero:

ées necesario conocer primero los problemas geométricos y su motivacion, y observar su
dificultad antes de reducirlos a ecuaciones?

Entendemos que si, pero solo en determinadas ocasiones, el objetivo de ello seria que los
alumnos:

- Aprendan a razonar geométricamente (para modelar los objetos geométricos bastara
con papel, [apiz, regla, compas,...).

- Tengan claro que en ocasiones argumentos propios de la geometria axiomatica
(geometria “sintética”) resuelven problemas, dificiles con el enfoque analitico, o los
simplifican enormemente.

— Sean conscientes de que los razonamientos algebraicos son abstractos y, a veces, no
facilmente visualizables. Un razonamiento de geometria sintética ofrece con
frecuencia una mayor comprensién geométrica que ayuda a entender nuestro espacio
tridimensional (o de dos dimensiones en el caso del plano). Por ejemplo, aunque se
puede determinar a través de rangos de matrices cudl es la interseccidon de dos planos
no paralelos, el alumno ya ha visto geométricamente que esa interseccidon es una
recta.

Asi pues, es necesario que nos planteemos como podemos introducir en secundaria cierto
rigor en las explicaciones, demostraciones y justificaciones geométricas. No se debe explicar a
los alumnos qué es un sistema axiomatico formal pero si podemos introducir ciertos puntos de
partida como los que plantea la SMSG, consideramos que si no lo hiciésemos no seria una clase
de matematicas.

La demostracidn es uno de los elementos que caracteriza a las matematicas y que la diferencia
de otras ciencias. Esto hace que aprender a demostrar haya sido siempre, desde antiguo, uno
de los principales objetivos de la ensefianza de las matematicas superiores. Durante la segunda
mitad del siglo XX, se ha pasado por épocas de posturas extremas, tanto a favor como en
contra de la demostracidén en ensefianza secundaria, hasta llegar a la situacion actual en la que
hay un consenso internacionalmente mayoritario entre profesores de matematicas sobre Ila
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necesidad de que los estudiantes terminen la enseifanza obligatoria habiendo comprendido la
importancia y necesidad de la demostracion en matematicas y habiendo desarrollado
habilidades de razonamiento deductivo, dejando el aprendizaje de la demostracidon formal
para el bachillerato y la universidad. (Recogido en el Noveno Simposio de la Sociedad Espafiola
de Educacién Matematica SEIEM).

Es necesario, por lo tanto, profundizar en la tarea de lograr que los alumnos de la ensefianza
obligatoria practiquen y entiendan las matematicas y, en especial, el razonamiento deductivo
matematico como herramienta de razonamiento riguroso que les sera util en cualquier
contexto docente, familiar, laboral, etc.

El docente tiene la mision de dejar claro que una demostracién es una secuencia de
argumentos deductivos (definiciones y teoremas) que deben ser expresados mediante el
lenguaje de las matematicas. En el lenguaje matematico, como en cualquier otro lenguaje, las
formas de expresion son importantes, y los profesores deben prestar atencion a que los
estudiantes se expresen con la correcciéon adecuada a sus posibilidades. Los profesores deben
mantener el equilibrio entre permitir a sus alumnos usar un vocabulario intuitivo, que les
resulta mas facil y préximo, y el progresivo aprendizaje de los términos matematicos correctos.

Es posible plantear en todos los niveles educativos actividades de geometria que ayuden a los
alumnos a desarrollar sus habilidades de razonamiento matematico.

El modelo de aprendizaje de Van Hiele, en concreto lo referente a los niveles de razonamiento,

es un instrumento que ha demostrado ser muy Util en esta tarea, especialmente en el contexto
de la geometria. Estos cinco niveles de razonamiento son: reconocimiento o visualizacidn,
analisis, ordenacion o clasificacién, deduccion formal, rigor.

Estos niveles se diferencian progresivamente por el grado de abstraccién que requieren los
razonamientos a él asociados. Cada nivel superior exige un razonamiento mas complejo que el
anterior. Por ello, mientras no se produzcan los aprendizajes relativos a un nivel, no pueden
adquirirse los aprendizajes correspondientes al siguiente nivel. Los aprendizajes asociados a
cada nivel, (conceptos, procedimientos y consecuente desarrollo de un lenguaje especifico,...)
generan capacidades que mejoran el razonamiento del individuo y que permiten aprendizajes
mas completos (del siguiente nivel).

A continuacidn se describen estos cinco niveles de razonamiento (de forma muy sintética)
aplicados al contexto de la geometria.

- Nivel 1. Reconocimiento: El razonamiento es puramente visual y fisico. Los elementos
o partes de una figura geométrica que se identifican (por ej., lados o vértices de un
poligono) no tienen caracter matemadtico, sino que se perciben Unicamente como
elementos fisicos. Los razonamientos de los alumnos se basaran en descripciones de
caracteristicas fisicas de las figuras u objetos geométricos. Por tanto, en este nivel no
se debe esperar que los estudiantes desarrollen razonamientos matemdticos, ni se les
debe pedir todavia realizar demostraciones, pero si que expliquen sus respuestas.

— Nivel 2. Analisis: Es el inicio del razonamiento matematico. En este nivel las figuras
geométricas, sus elementos y sus propiedades ya tienen cardcter matematico. Los
razonamientos de los estudiantes son inductivos, pues se basan en la observacion o
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manipulacién de ejemplos concretos, a partir de los cuales se generalizan propiedades
matematicas. Las demostraciones son de tipo empirico, es decir, no son verdaderas
demostraciones sino comprobaciones de que la conjetura se verifica en una cantidad
pequena de ejemplos.

- Nivel 3. Clasificacidn: Es el inicio del razonamiento matematico légico-deductivo. Los
estudiantes de este nivel aprenden a diferenciar los elementos de un enunciado
(hipdtesis y tesis) y entienden el concepto de dependencia légica de una propiedad
respecto de otra. Sus razonamientos y demostraciones, aunque deductivos, tienen un
cardacter informal, lo cual se refleja, por una parte, en su necesidad de apoyarse en la
manipulacion de un ejemplo concreto que les guia en la creacidn de la demostracién y,
por otra parte, en su incapacidad para escribir demostraciones formales y usar la
simbologia matematica formal.

- Nivel 4. Deduccién formal: En este nivel se comprende la ventaja y la importancia del
razonamiento ldgico-deductivo formal sobre las formas de razonamiento tipicas de los
niveles anteriores. Los estudiantes ya pueden entender la estructura de un sistema
axiomatico y el papel de cada elemento (términos no definidos, axiomas, definiciones,
teoremas). Son capaces de realizar razonamientos totalmente abstractos, desligados
de cualquier ayuda concreta o referencia a la realidad y basados sélo en la
manipulacién de las definiciones o teoremas aceptados de acuerdo con las reglas de la
I6gica formal, asi como de escribir demostraciones formales.

- Nivel 5. Rigor: Representa el nivel maximo de rigor y abstracciéon en el razonamiento
matematico. Su caracteristica diferenciadora del nivel anterior es la capacidad para
trabajar en sistemas axiomaticos diferentes y para comprender que la veracidad o
falsedad de una afirmacion matematica no es absoluta, sino que depende del
“mundo” en el que nos encontremos. Conlleva también aceptar como ciertas
demostraciones contrarias a la intuicién y sentido comun, si el argumento es vdlido.
Ademas, el estudiante es capaz de comprender las propiedades de que puede gozar un
sistema deductivo, como la consistencia, la independencia y la completitud de los
postulados.

En una ensefianza de las matematicas de calidad, en la que los estudiantes desempefien
un papel activo y participativo, un objetivo razonable de aprendizaje de las destrezas de
razonamiento y demostracion es que los estudiantes inicien la adquisicion del segundo
nivel de razonamiento al comienzo del ciclo superior de Primaria, que en la E.S.O,,
completen la adquisicidn de este nivel de razonamiento e inicien la adquisicién del tercero,
de manera que un estudiante tipico termine la E.S.O. siendo capaz de realizar
razonamientos y demostraciones deductivos abstractos informales. Por ultimo, todos los
estudiantes de Bachillerato deberian completar la adquisicion del tercer nivel de
razonamiento y los de las especialidades cientificas iniciar la toma de contacto con el
cuarto nivel de razonamiento.

Lo definido anteriormente son los minimos, pero el profesor debe tratar siempre de que
cada alumno en concreto alcance el maximo nivel de razonamiento posible, de acuerdo
con sus posibilidades y capacidades.
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7. CONTENIDOS DE GEOMETRIA EN LA ETAPA SECUNDARIA

Una vez analizados los fundamentos de la geometria y conocido el hecho de que no se pueden
introducir en el aula en su totalidad sino sélo parcialmente, es necesario analizar cémo se
introducen los conceptos geométricos actualmente en los diferentes cursos de la educacién
secundaria (obligatoria y bachillerato) antes de plantear cualquier propuesta.

Con fecha de 8 de mayo de 2015, el BOCYL (Boletin Oficial de Castilla y Ledn) establece el
curriculo y regula la implantacidn, evaluacidon y desarrollo de la educacidén secundaria
obligatoria en la Comunidad de Castilla y Ledn, dentro del marco de la Ley Orgdnica para la
mejora de la calidad educativa (LOMCE). Por cursos, los contenidos del bloque de Geometria
son los siguientes:

Primer curso de E.S.O.

- Elementos basicos de la geometria del plano (punto, segmento, recta, dngulo, etc.)

- Relaciones de paralelismo y perpendicularidad.

- Construcciones elementales con regla y compas.

- Descripcidn, construccion, clasificacidon y propiedades caracteristicas de figuras planas
elementales: tridngulos, cuadrilateros, poligonos regulares y circunferencias.

— Caélculo de areas y perimetros de las figuras planas elementales.

- Elndmeron.

Segundo curso de E.S.O.

- Semejanza. El Teorema de Tales. Razén de semejanza. Escalas. Aplicaciones. Tridngulos
rectangulos. El Teorema de Pitdgoras.

- Elementos basicos de la geometria del espacio: punto, recta, plano.

- Angulos diedros.

— Descripcidn y propiedades caracteristicas de los cuerpos geométricos elementales:
cubo, prisma, pirdmide, paralelepipedos, poliedros, cono, cilindro y esfera. Célculo de
areas laterales de los cuerpos geométricos.

— Calculo de volumenes. Unidades de volumenes y de capacidad.

Tercer curso de E.S.O.

- Geometria del plano: Descripcion y propiedades elementales de las figuras planas
(angulos de un poligono, figuras semejantes, Teoremas de Tales y de Pitagoras,...)

— Traslaciones, giros y simetrias en el plano.

- Figuras y cuerpos geométricos: descripcion y propiedades elementales de los cuerpos
geométricos.

- Elcilindroy el cono.

- Algunos movimientos en el espacio.

- Poliedros regulares.

- Célculo de 4areas y volumenes: cubo, prisma, pirdamide, pirdmide truncada,
paralelepipedos, cilindro y cono.

- Laesfera. El globo terraqueo.
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Cuarto curso de E.S.O. (opcién A)

- Figuras semejantes. Razon de semejanza. Teorema de Tales.

- Razones trigonométricas. Resolucion de tridngulos rectangulos.

- Iniciacidn a la geometria analitica plana: puntos y coordenadas. Rectas y ecuaciones.
- Resolucién grafica de sistemas de ecuaciones.

Primer curso de Bachillerato (modalidad de tecnologia)

- Ampliacion del concepto de angulo. Razones trigonométricas de un angulo cualquiera.
Funciones trigonométricas. Resolucidn de ecuaciones trigonométricas.

- Resolucién de triangulos rectangulos. Teoremas del seno y del coseno. Resolucion de
triangulos.

- Numeros complejos. Forma binédmica, trigonométrica y polar.

- Vectores en el plano. Bases. Producto escalar de vectores. Ortogonalidad.

- Ecuaciones de la recta. Incidencia, paralelismo y perpendicularidad. Calculo de
distancias entre puntos y rectas.

- Lugares geométricos del plano. Circunferencia, elipse, hipérbola y parabola.

Segundo curso de Bachillerato (modalidad de tecnologia)

- Vectores en el espacio tridimensional. Operaciones y bases. Producto escalar.
Ortogonalidad y bases ortonormales. Producto vectorial y producto mixto.

- Sistema de referencia. Coordenadas de puntos. Obtencién e interpretacién de las
ecuaciones de rectas y planos a partir de un sistema de referencia ortonormal.

— Resolucién de problemas de incidencia, paralelismo y perpendicularidad entre rectas y
planos.

- Resolucién de problemas métricos relacionados con el calculo de angulos, distancias,
areas y volumenes.

- Esferay elipsoide.

Centrandonos solo en los contenidos de geometria en la E.S.0., volvemos a reiterar que se
configuran (como en el resto de los contenidos de las matematicas en esta etapa) en sentido
ciclico (de espiral) de manera que en cada curso coexisten nuevos contenidos tratados a modo
de introduccién con otros que afianzan y complementan los del curso anterior, con ampliacién
del campo de trabajo, del nivel de informacién y de precision.

Al finalizar la etapa de la Educacién Secundaria Obligatoria, segin establece la LOMCE, los
alumnos han de saber:

1. Reconocer y describir figuras planas, sus elementos y propiedades caracteristicas que
permiten clasificarlas, identificar situaciones, describir el contexto fisico, y abordar problemas
de la vida cotidiana.

2. Utilizar estrategias, herramientas tecnoldgicas y técnicas simples de la geometria analitica
plana para la resolucion de problemas de perimetros, dreas y angulos de figuras planas. Utilizar
el lenguaje matematico adecuado para expresar los procedimientos seguidos en la resolucién
de los problemas geométricos.
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3. Reconocer el significado aritmético del Teorema de Pitdgoras (cuadrados de numeros,
ternas pitagodricas) y el significado geométrico (areas de cuadrados construidos sobre los
lados), y emplearlo para resolver problemas geométricos.

4. Analizar e identificar figuras semejantes, calculando la escala o razén de semejanza y la
razon entre longitudes, dreas y volumenes de cuerpos semejantes.

5. Analizar distintos cuerpos geométricos (cubos, ortoedros, prismas, piramides, cilindros,
conos y esferas) e identificar sus elementos caracteristicos (vértices, aristas, caras, desarrollos
planos, secciones al cortar con planos, cuerpos obtenidos mediante secciones, simetrias, etc.).

6. Resolver problemas que conlleven el cdlculo de longitudes, superficies y volumenes del
mundo fisico, utilizando propiedades, regularidades y relaciones de los poliedros.

8. PROPUESTA DIDACTICA (32 CURSO DE LA E.S.O.)

8.1 JUSTIFICACION

Nos centraremos en el temario de Geometria del curso 32 de la E.S.0., que comprende los
bloques siguientes:

- Geometria del plano.
- Movimientos en el plano: Traslaciones, giros y simetrias.
- Figuras y cuerpos geométricos en el espacio.

Estos bloques se corresponden, por ejemplo, con las lecciones 11, 12 y 13 de las 16 del temario
del libro Matematicas de 32 de ESO, editorial SM, de los autores José Vizmanos, Maximo
Anzola, Serafin Mansilla y M.Paz Bujanda.

Los libros de texto de secundaria que se han manejado para la realizacidn de este trabajo se
apoyan en imagenes para que los alumnos rapidamente lleguen a visualizar los conceptos
geométricos, pero siempre queda la duda de si sabran los alumnos comprender dichos
conceptos si se introducen modificaciones en dichas imagenes. La respuesta a esta pregunta
no se conoce, puesto que no se ha realizado una investigacién al respecto, pero existe un gran
peligro de que esto suceda cuando los conceptos geométricos se sustentan Unica y
exclusivamente en ejemplos visuales.

Por esta razdn, se hace necesario el hecho de introducir en la etapa de secundaria obligatoria
algo de rigor en las demostraciones geométricas, de esta manera el alumno no se quedard solo
con el ejemplo puntual, sino que se acostumbrard a plantearse otras situaciones y a razonar
como resolverlas. También resulta importante hacer ver al alumno que con unos axiomas o
puntos de partida, se construye la "geometria".

Quedara claro en este proyecto que la introduccion de la geometria en la etapa de la E.S.O,
basandonos en una axiomatica, es muy poco deseable y ademds imposible por multiples
razones: el tiempo, la capacidad de abstraccidon de los alumnos a esas edades, la importancia
de mantener el interés de todos los alumnos por lo que se explica, etc.
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Ahora bien, en esta parte haremos una propuesta, para cada uno de los bloques, acerca de
como podriamos introducir un cierto rigor en el razonamiento apoyandonos en la geometria
sintética. De esta manera, se ha elegido un concepto geométrico de cada uno de los tres
bloques de Geometria presentes en el temario de 32 de la E.S.O. para desarrollarlo a modo de
ejemplo:

- Bloque 1: Geometria del plano. (Teoremas de Tales y Pitagoras)
- Bloque 2: Movimientos en el plano: Traslaciones, giros y simetrias. (Introduccion)
- Bloque 3: Figuras y cuerpos geométricos en el espacio. (Los poliedros)

8.2: CONTENIDOS, OBJETIVOS Y METODOLOGIA

8.2.1 GEOMETRIA DEL PLANO

EL TEOREMA DE TALES

Se cuenta que Thales de Mileto (s.IV a.C.) calculé la altura
de una piramide comparando su sombra con la que <
proyectaba una estaca clavada verticalmente en el suelo. ] e

Teorema de Tales

"Sea un tridngulo PAB y sean A’ un punto del segmento PA, y B’ un punto del segmento PB tales

. PA’” _ PB’
que las rectas r4.5-y 145 Son paralelas. Entonces se tiene: TR
B
s
P A A
Demostracion (utilizando la axiomdatica de Birkhoff, pg.37)
Sea C el punto del plano que hace que PABC sea un c B
paralelogramo. Para un ndimero natural n mayor que 1, / /
Cis:
dividimos el lado [P,A] en n segmentos de igual longitud “l MB"H l
Ck B

tomando P=A,, 41, 45,...,A, = A. Repetimos este proceso
con el lado [P,C], P=C,, C;,Cs,...,C, = C. Para k=0,1,...,n
introducimos las rectas a; paralelas rp pasando A4 y

también las rectas c; paralelas a rp4 pasando por Cj. Asi el ]
P AcA" Awi A

paralelogramo PABC se divide en n? paralelogramos mas

pequefios (ver figura). Si Py =ax n ¢, los puntos Ay, Axy1, Pues1y P forman un
. PA PC

paralelogramo, y se tiene que Pyy1yPr = — Py, Pris1 = - Llamamos By = Py,

teniendo en cuenta que la reflexion central op, es una isometria (pg.40) del plano, y también

el axioma de las paralelas (pg.41), se deduce que ....,Bg,By41,.- €stdn alineados, estdn en [P,B],
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son equidistantes y que ByBy,1 = %, k=0,...,n-1, de donde I%k = % (1). En efecto, cada

k
una de las razones es - Hemos demostrado es teorema para el caso en que A’ es de la forma
Ap.

Para el caso general si A’ estd en [Ag, Ag+1], la recta a’=14p-es paralela a ax y a agyq. Por

PA PA" _ PA 1 . . PB PA" _ PB 1
kgt gk ~ ademds por (1) se tiene, —= < — < —% - Y dado que

tanto: =
PA PA PA PB PA PB

PB PB" 1 PA" _ PB’ 1
BB = —,setieneque: ——-< —<
kZk+1 n’ aue e TR = PAa~ P8 ' n

Y como es valido para todo niumero natural n, queda demostrado el teorema.
Observacion:

Como se ha mencionado anteriormente, este tipo de demostraciones formales (basadas, en
este caso, en los axiomas de Birkhoff) no son adecuadas para realizarse con alumnos de
educacioén secundaria.

Razonamiento para realizar en el curso de 32 de la E.S.O.

- Partimos de que el alumno conoce ya que la suma de los dngulos interiores de un
tridngulo es 180¢2.

- Daremos la siguiente definicién de tridngulos semejantes: Dos tridngulos son

semejantes si tienen los dngulos correspondientes iguales.

- Se enunciara el Teorema de Tales de la siguiente manera: "Toda recta paralela a un

lado de un tridngulo y que corta a los otros dos lados, determina un tridngulo mds
pequefio que es semejante al triadngulo original."

B C

— Serealizara la siguiente demostracion del teorema de Tales:

Trazando la recta perpendicular al lado BC que pasa
por A conseguimos los tridngulos rectdngulos ADB y
AD’B’ que tienen un angulo en comun y otro recto, asi
pues el tercer angulo ha de coincidir en ambos
triangulos ya que la suma de los angulos interiores de
un tridngulo es 1802. Por lo tanto B y B’ son iguales.

La perpendicular anterior determina también los
triangulos rectangulos ADC y AD’C’. Razonando como

en el caso anterior vemos que 6 = §’. Como el dngulo a

es comun a ambos tridngulos, queda probado que los
triangulos son semejantes.
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De la relacion de semejanza entre tridngulos se deduce la proporcionalidad entre sus

AB _AC _ BC
AB'  AC'  B'C’

varias rectas paralelas, los segmentos determinados en una de las rectas AB y BC son
~ AB
Asi: =

proporcionales a los segmentos correspondientes en la otra A’B’y B’C’.
BC ,,
A'Br o

También podemos deducir lo siguiente: "Si dos rectas cualesquiera r y s se cortan por
BICr’

\

‘l
Demostracién del enunciado anterior:

OB/
0OA

Si llamamos O al punto de corte de las rectas r y s, entonces son semejantes los
triangulos OAA’ y OBB’, y también OAA’ y OCC’, de donde:
0B
o 8 _
0Ar
oc
o ¢ _

— , ycomo OB=0A+AB y OB’=0A’+A’'B’, se tiene, —
ocr
04

_ AIBr

oA~

o, Y como OC=0A+AB+BCy OC’'=0A’+A’B’+B’C/, se tiene,
AB+BC __ AIBI+BiIC/

0OA

oAr’
AB BC AIBr
, 0 bien — 4+ — =
OAr 0OA O0A

BICr

0Ar
Con las dos igualdades anteriores deducimos que —

0Ar’
__AIBr BC _ BICI
oa oar Y oa” oar
BC
De donde obtenemos que = .
AIB1 BrCr

Propuesta diddactica para realizar en el aula
1.

Para calcular directamente:

Calcular la altura de la estatua con los datos que aparecen en la siguiente figura.

1,6 m
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2. Pararazonar:

Sean ry s dos rectas que se cortan en P.

AA'" 2
Si AA’=10cm, —=—-y =
BB’ 3

e Cual o cuales de las siguientes afirmaciones son

AA' 1
cc 2

verdaderas:

PA _ AA’ AC _ A'C’ PB _ AA’ BB’ _ 3 C/ \C'

PC CC’ AB AB ’ PA BB’ CC 4 / \
- El 4rea del tridngulo PAA’ es 30 cm?, de entre las , s

siguientes, ¢cudl es el area del trapecio AA’B’B?

30cm? , 37'50 cm?, 45’50 cm? , 28 cm?, 7025 cm? o 80 cm?.

3. Para aplicar:

Tomemos regla, cartabdn y compds, y propongamos a los alumnos que dividan un

segmento AB en n partes iguales (por ejemplo, n=5).

Sélo tendrdn que trazar una recta que pase por un
extremo del segmento, por ejemplo, A (y que no
contenga a B) y con el compds determinar 5
segmentos de igual longitud. Si C es el extremo
final, unimos C con B y trazamos rectas paralelas
al segmento BC por cada uno de los extremos.

TEOREMA SOBRE TRIANGULOS, CIRCUNFERENCIAS Y ANGULOS INSCRITOS.

Teorema: "Sea B un punto de la circunferencia de didmetro no nulo ACy centro O, entonces el
triangulo ABC es un tridngulo rectdngulo, siendo el dngulo ABC de 90°."

Demostracion: Los tridngulos AOB y BOC son isdsceles porque en ambos hay dos lados que

coinciden con el radio de la circunferencia.

Como la suma de los dngulos del tridngulo ABC es 1809 : 2a+23=1809, o bien, a+B=902

Con lo que queda demostrado el teorema.
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Consecuencias de este teorema:

1.- La circunferencia circunscrita a todo triangulo rectangulo siempre tiene radio igual a la
mitad de la hipotenusa.

2.- En todo triangulo rectangulo la longitud de la mediana correspondiente a la hipotenusa es
siempre la mitad de la misma.

3.- Vamos a trazar las dos tangentes a una circunferencia que pasan por un punto P exterior a
la misma. Sea k la circunferencia en cuestion. Para encontrar el punto T de tangencia y asi
poder obtener la recta t (tangente a k que pasa por P), razonamos de la siguiente forma:

/'

- Elradior de la circunferencia k es perpendicular a la tangente a k en el punto T, por lo
que concluimos que el angulo OTP es necesariamente recto.

- Lo anterior implica que el tridngulo OTP es rectangulo. Por lo tanto, es inscribible en
una circunferencia cuyo radio tiene de longitud la mitad de la longitud de la
hipotenusa OP.

- Entonces, llamando H al punto medio de la hipotenusa OP y haciendo centro en el
mismo, podemos dibujar una segunda circunferencia auxiliar que serd la que
circunscribe al triangulo OTP.

- Esta ultima circunferencia se intersecard con la circunferencia k en dos puntos Ty T',
que son justamente los puntos de tangencia de las dos rectas tangentes a k pasando
por el puntoP. Ahora, ya determinados los puntosTyT', basta trazar las
rectas TP y T'P (rojas en la figura) para tener resuelto el problema.

Propuesta didactica para realizar en el aula

Se propondra a los alumnos que, distribuidos en grupos de tres, dibujen en una hoja de papel
una circunferencia de radio 3 cm y centro el origen de coordenadas de un sistema de ejes
cartesianos.

A continuacién, un alumno del grupo considerara el punto P=(5,2), otro el punto Q=(-4,3), y el
tercero el punto R=(4,-4).

Ahora tendrdn que trazar las dos rectan tangentes a la circunferencia que pasan por P, Qo R,
segun el punto que les haya correspondido.

Una vez finalizado se intercambiaran los dibujos y serdn criticos con lo observado en ellos,
poniendo de manifiesto los posibles errores.
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EL TEOREMA DE PITAGORAS

Teorema de Pitdgoras: "En un triangulo rectdngulo, el cuadrado B

de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los C D

cuadrados de las longitudes de los catetos, es decir, a>+b? = c2."

m

2y

Demostraciéon del Teorema de Pitagoras:

Dado el tridngulo rectdngulo ABC con hipotenusa AB, si trazamos la altura CD sobre la
hipotenusa, se obtienen dos parejas de tridngulos semejantes.

ACD es semejante a ABC, por tener ambos dos angulos iguales, el de 902 y el del vértice A, por
lo tanto, AD/AC = AC/AB, de donde, (AC)?=AD-AB.

CBD es semejante a ABC, , por tener ambos dos angulos iguales, el de 902 y el del vértice B,
por lo tanto, BD/CB = CB/AB, de donde, (CB)?= BD- AB.

Sumando obtenemos: (AC)? + (CB)? = AD-AB + BD- AB = (AD+DB)- AB =AB-AB=(4B)?, es

decir, a?+b?=c?.

Reciproco del teorema de Pitdgoras: "Si en un tridngulo se satisface la igualdad a?+b? = c?,

entonces el trigngulo es rectdangulo.”
¢éSeria el alumno capaz de razonar por si solo como se hace la demostracién?

Algunas demostraciones visuales del teorema de Pitagoras

Aparte de la demostracién anterior y otras diversas demostraciones formales del teorema de
Pitdgoras, existen mdultiples demostraciones intuitivas (pruebas visuales) que permiten
justificar la validez del teorema. Algunas de ellas son clasicas en la historia de la Matematica y
se sustentan en argumentos geométricos, otras se apoyan en argumentos algebraicos y otras
son vdlidas para tridngulos especiales. Estas pruebas visuales son muy Utiles ya que permiten
un acercamiento intuitivo al teorema.

Se exponen a continuacién algunas de esas pruebas visuales, presentadas por matematicos
notables en diferentes épocas de la historia.

Pitagoras Euclides Bhaskara

_
e 9 9
a |T ~ a +b=¢
IJ /\

T;o\

[
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Problemas, juegos y curiosidades relacionados con el teorema de Pitdgoras

Es importante resaltar en el aula la importancia del teorema de Pitagoras aplicandolo a
diferentes situaciones de la vida cotidiana. Una vez que los alumnos comprendan el teorema y
sepan aplicarlo como se indica en la propuesta didactica, tiene interés mostrar una serie de
juegos y curiosidades relacionados con dicho teorema, ya que a través de ellas daremos la
posibilidad a los estudiantes de que investiguen, razonen y adquieran el conocimiento de
nuevos conceptos mediante tareas que les resulten interesantes o motivadoras.

- Comprobacion del teorema pesando. Tomamos un cartén de cierto grosor en el que

hemos dibujado un tridngulo rectangulo y los correspondientes cuadrados sobre la
hipotenusa y los catetos. Una vez recortados, colocamos en un platillo de una balanza
el cuadrado de la hipotenusa y en el otro los dos cuadrados de los catetos. La balanza
quedara equilibrada.

— Ternas pitagdricas. Llamamos terna pitagdrica a tres numeros a, b y ¢ que cumplen la
igualdad a?+b%=c?. Por ejemplo: (3, 4, 5); (5,12,13); (8,15,17); (12,35,37); ..
Los alumnos pueden averiguar (consultando en Internet) qué ternas pitagdricas eran

conocidas por los pueblos egipcios, babildnicos, hindus, etc. Es facil ver que si (a, b, c)
es una terna pitagodrica, entonces (ka, kb, kc) también lo es, si K es un entero positivo.

- Cuadrados magicos pitagdricos. Un cuadrado magico

es una cuadricula (o matriz cuadrada) de numeros
naturales en la que la suma de los elementos de
cualquier fila, columna o diagonal vale lo mismo.

Dibujemos un tridngulo rectdngulo y sobre sus catetos

los cuadrados magicos C1 y C2, y sobre la hipotenusa

el cuadrado magico H (véase la figura de al lado).

El alumno comprobarda que la suma de todos los

numeros de C1 y C2 nos da la suma de todos los
numeros de H.

- Curiosidad pitagérica

Partiendo de un tridngulo rectangulo T (el rayado),
construimos la figura de al lado. Se demuestra que:

1) dreade C; +dreade C3;=area de C,.
2)dreade T; =dreade T, =4reade T;.
3)dreade Z; =d4reade Z, =dreade Z3; =5-dreadeT.

Y muchas mas propiedades de dreas, paralelismos,
angulos, proporcionalidad, etc. que se pueden
descubrir observando la figura.
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Propuesta didactica para realizar en el aula

1. Paracalcular directamente:

En la figura el valor de x es:

- 15/13
- 30/13 5
- 50/13 h
- 25/13
12
2. Pararazonar:
M
En el trapecio OPMN se han determinado tres X
triangulos. A partir de la figura se puede N
deducir que a?+b? = c2. [o
a
éCon cudl o cudles de los siguientes
procedimientos es posible llegar a esta o b a “p

conclusién?

a) Expresar el area del trapecio como suma de las areas de los tres triangulos.

b) Expresar el area del trapecio como suma del 4rea de un rectangulo mas el area
de un tridngulo rectangulo.

c) Determinar el perimetro del trapecio y expresar x en términos de ay b.

(O Solamente a).
(O Solamente b).

(O Solamente c).

(O Solamente a) y b).
(O Solamente b) y c).

(O Solamente a) y c).

Oa), b)yc). (O Ninguno.

3. Para aplicar y manipular

— Dibujar y recortar 4 tridngulos rectangulos cuyos catetos midan 4y 3 cm.
- Con los 4 tridangulos conformar las siguientes figuras y reflexionar sobre el valor del
drea sombreada y el area en blanco.

— Dibujar un tridngulo rectangulo cualquiera y trazar su altura sobre la hipotenusa.
— Con papel cebolla recortar los dos triangulos que se generan al trazar la altura y
comprobar que son semejantes (constatando que sus angulos son iguales).
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8.2.2 MOVIMIENTOS EN EL PLANO: TRASLACIONES, GIROS Y SIMETRIAS

Como ya hemos dicho, las traslaciones, giros y simetrias forman parte del temario de la
asignatura de Matematicas de 32 de E.S.O. Con los siguientes contenidos:

- Elementos de un vector: mdédulo, direcciéon y sentido.
- Coordenadas de un vector en el plano.

- Traslaciones.

- Giros.

- Concepto de simetria axial.

- Busqueda de ejes de simetria en figuras.

Los alumnos de este nivel ya tienen un criterio formado para conocer “a ojo” cudndo dos
figuras dibujadas sobre el papel son congruentes. Desde el punto de vista geométrico
podemos pensar que si son iguales hemos pasado de una a otra mediante una aplicacién del
plano en si mismo que conserva las distancias (isometria), de aqui surge la idea de
movimiento: transformacion que aplica cada figura en otra figura igual con la propiedad de
conservar la distancia entre puntos.

Los objetivos del tema son que los alumnos conozcan qué es una transformaciéon geométrica y
sus elementos invariantes, asi como que sepan diferenciar los distintos tipos de movimientos
en el plano, distinguiendo entre congruencia y semejanza.

Traslaciones | Direccién, mddulo y sentido

Movimientos Giros Centro de giro y angulo de giro

Simetrias Axial (eje de simetria) y Central (centro de simetria)

* la simetria con deslizamiento es un movimiento del plano que no estd incluido en el
programa de 32 de E.S.O.

Resulta muy interesante comenzar este tema con una leccidon que nos permita presentarlo de
una forma atractiva. Asi, los alumnos descubrirdn relaciones geométricas a las que, aun siendo
previamente conocidas, no les habian prestado interés desde el punto de vista matematico.

De esta manera, al terminar esta leccién, el alumno estard mas motivado para el estudio
analitico de los movimientos.

Libro de espejos: Utilizacion del libro de espejos para generar
poligonos regulares y obtener la figura simétrica de otra.

Procedimientos y actitudes | Disefio artistico: Apreciar la utilidad de los movimientos
geométricos para el disefio de formas y objetos.

Estudio de la naturaleza: Presentar la belleza que encierran las
distintas formas de la naturaleza.
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Metodologia (introduccion de los conceptos y aplicacidon de los mismos en el laboratorio)

A lo largo de la historia todas las culturas han utilizado figuras geométricas como elementos
decorativos, no solo en sus manifestaciones artisticas y arquitectdnicas, sino incluso en sus
utiles domésticos.

Hoy en dia, si salimos a la calle, la presencia de la geometria estd en todos los lados vy, a
menudo, no aparece solo una figura geométrica, sino una repeticidon de una o varias de ellas
que se mueven a lo largo del plano.

™
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s
i

i

Todos tenemos clara la idea de lo que se traslada (barco), gira (noria), es simétrico (mariposa)
o se deforma (nubes). Para definir los movimientos no hace falta ninglin concepto matematico
nuevo ya que palabras como giro, translacién, simetria y reflexion estdn en nuestro lenguaje y
la mente las asocia rapidamente.

La traslacion:

Es el movimiento mas sencillo. Estd presente en muchos
elementos decorativos. Consiste en usar una figura trasladandola

en una misma direccién y sentido.

El giro:

Hoy en dia todos sabemos que la Tierra gira y, iqué seria de
nuestra civilizacién si careciera de la rueda? Un giro es un
movimiento, es decir, es una transformacién que mantiene la
forma y el tamafio del objeto. Sélo se necesita un punto alrededor Sentidoy ngulo

de rotacién

del cual se ha de girar y un angulo de giro. 700
. ’ C;trode
La simetria: rotacién N >

Esta nocion ha estado asociada en todas las culturas con el

equilibrio y la armonia. A nuestro alrededor descubrimos

Eje de
simetria

infinidad de objetos que son simétricos respecto de un eje:
mariposa, letras o nuestro propio cuerpo. Si nos colocamos un "\ /
espejo siguiendo nuestro eje de simetria veremos que se

/1
N

reproduce exactamente igual.

La idea de simetria esta asociada a los espejos, ya que la imagen reflejada en ellos es simétrica
respecto a la original. También un espejo es una herramienta muy Util para comprobar si una
figura es simétrica respecto a un eje, ya que si colocamos un espejo siguiendo el eje de la
figura y el espejo la reproduce exactamente igual, podemos afirmar que la figura es simétrica y
obtener el eje de simetria.
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Con frecuencia nos encontramos en la naturaleza formas que combinan la simetria y el giro, es
decir, que tienen simetria de giro (por ejemplo, la estrella de mar) dandonos una sensacion de

equilibrio y de regularidad.

Hay figuras que giradas un determinado angulo se transforman en si mismas:

- El cuadrado es una figura que, si la giramos un angulo de 909, 1802, 2702 o 3609, se
transforma en si misma, diremos que tiene una simetria de giro de orden 4.

- Eltridngulo equilatero tiene simetria de giro de orden 3.

- Engeneral un poligono regular de n lados tiene una simetria de giro de orden n.

Ejemplos: los frisos y los mosaicos

Frisos

Un friso se obtiene mediante traslaciones
constantes de una misma figura en una
direccion, es decir, trasladando

repetitivamente una misma figura a una
distancia fija.

Encontramos frisos siempre que aparece un movimiento a intervalos en una misma direccién

como:
- Motivos decorativos.
— Escaleras mecanicas.
- Cintas transportadoras.
- Cardiogramas.
Mosaicos

Un mosaico rellena todo el plano mediante una misma forma o motivo fundamental.

i
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Si utilizamos baldosas con la forma de un poligono regular, se comprueba que solo se puede

conseguir un mosaico con:

- Tridngulos equildteros. Ya que por ser sus angulos de 602 es posible hacer confluir en

cada vértice un total de 6 triangulos haciendo que el dngulo total sea de 3609.

- Cuadrados. Ya que por ser sus angulos de 902 es posible hacer confluir en cada vértice

un total de 4 cuadrados haciendo que el angulo total sea de 3609.
- Hexagonos. Ya que por ser sus angulos de 1202 es posible hacer confluir en cada
vértice un total de 3 hexdgonos haciendo que el dngulo total sea de 3609.

NN
NG N NG NP
NN
I N N,

Ningun otro poligono regular tiene angulos que sean divisores de 3609, luego es imposible

realizar un mosaico utilizando un poligono regular que sea distinto de un tridngulo, cuadrado o

hexdgono. Ahora bien, combinando diferentes poligonos regulares hay mas opciones.

A los mosaicos que combinan
varios poligonos regulares se les
llama semi-regulares.

Aunque puede parecer que se
pueden construir muchos, la
respuesta es que son pocas las
combinaciones.

En la siguiente figura lateral se
muestran los Unicos 8 modelos
posibles.

Sin embargo, combinando otro
tipo de figuras, la variaciéon es
inmensa.

A lo largo de la historia los
humanos han creado, y seguimos
creando, nuevas combinaciones
de figuras para realizar mosaicos
bellisimos. Como, por ejemplo, los
realizados en la mezquita de
Cérdoba y en la Alhambra de
Granada por grandes artistas
musulmanes.
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Propuesta didactica para realizar en el laboratorio
Se necesitara el siguiente material:

- Tiras de papel de 60 cm de longitud y 10 cm de ancho.

- Tijerasy regla.

- Pliegos con los poligonos regulares: Tridngulo, cuadrado, pentagono y hexagono.

- Libro de espejos: consiste en la unidn de 2 laminas de espejos rectangulares con una

cinta adhesiva en el borde, de manera que las superficies reflectantes queden hacia el
interior del libro y procurando que éste abra y cierre con facilidad (con la posibilidad
de abrirlo formando cualquier angulo). Con esta herramienta:
e El alumno visualizara facilmente los ejes de simetria.
e Podra obtener formas geométricas y generar imagenes virtuales.
e Ademads, podrd observar las regularidades de muchas figuras, que le
ayudara a introducirse en el “mundo de los mosaicos”.

Construccion de frisos:

Cada alumno tomara unas tijeras y una tira de papel que plegara en “acordedén”. Una vez
plegada realizara los recortes que crea convenientes para que al desplegada la tira pueda
visualizar un friso mas o menos artistico.

A continuacién, localizard las traslaciones y la medida del vector de traslacién. Localizara
también las posibles simetrias asi como el eje de simetria.

Construccion de mosaicos:

Se le proporcionara a cada alumno un libro de espejos con el que hard la siguiente
investigacion:

— Dibujara un segmento en una hoja de papel y con dicho segmento tendrd que generar
poligonos regulares. Una vez conseguido, toda la clase reflexionara sobre cudl debe ser
el dngulo de apertura del espejo para obtener cada uno de los poligonos.

— Ahora el alumno ha de ser capaz de construir un poligono estrellado (por ejemplo, con
6 puntas).

- A continuacién, con rotuladores de colores formara un dibujo (garabato) no muy
complicado, y observara la belleza de la simetria de muchos disefios (incluida la de los
seres vivos).

- Parafinalizar, el alumno recortard los poligonos e ira colocandolos sucesivamente en el
libro de espejos para observar los siguientes mosaicos:

e El determinado por el triangulo (concurren 6 tridngulos en cada vértice).
e El determinado por el cuadrado (concurren 4 cuadrados en cada vértice).
e El determinado por el hexagono (concurren 3 hexagonos en cada vértice).
e (iQué pasa con el pentagono?

Actividad final:

Como actividad final se propone a los alumnos que confeccionen un mosaico semi-regular
ayudados por los poligonos regulares (todos ellos con el mismo lado) que han recortado y
visualicen en él los tres movimientos.
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8.2.3 FIGURAS Y CUERPOS GEOMETRICOS

Los contenidos de este bloque tematico son:

- Poliedros.

- Prismas y piramides.

- Cuerpos redondos.

- Simetrias en poliedros y cuerpos redondos.

- Cobnicas.

- Areas y volumenes de poliedros, cilindros y conos.
- Laesfera.

Nuestro objetivo es hacer una propuesta didactica para introducir los poliedros, por ser las
figuras que en el espacio desempefian un papel muy parecido a los poligonos en el plano.
Entre los poliedros, los regulares o cuerpos platénicos son, sin duda, los mas relevantes.
Vienen a ser como los poligonos regulares pero con una dimension mas. Al contrario de lo que
sucede en el plano, donde hay poligonos regulares de cualquier nimero de lados, en el espacio
solo hay 5 poliedros regulares:

Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

El estudio de los cuerpos platénicos estd contenido en el ultimo tomo de los Elementos de
Euclides como el punto cumbre de la Geometria de su tiempo. Se atribuye su descubrimiento a
Pitdgoras y a Taeto (contemporaneo de Platdon). Es muy interesante leer el didlogo de Timeo
(360 a.C.) donde Platdn da a los sdlidos platénicos una importancia filoséfica fabulosa.

Estudio de los poliedros

Definicién 1: "Un poliedro £, es un conjunto finito de poligonos {C}.} en el espacio, los poligonos
de P se llaman caras del poliedro. Los vértices de los poligonos de P se llaman vértices del

poliedro, y los lados de los poligonos, lados o aristas del poliedro. Para que P sea un poliedro se
deben verificar las condiciones:

- Dos caras de un poliedro o bien no se cortan o bien tienen un unico vértice en comun, o
bien tienen exactamente un lado en comun, en este ultimo caso se dice que las caras
son adyacentes.

- Cada arista del poliedro es un lado de exactamente dos poligonos de P.

- Las caras de un poligono que comparten exactamente un vértice en comun V se pueden
ordenar en una sucesion Cy, ..., C,. de modo que las caras C; y C; ., son adyacentes y el
lado en comun tiene por extremo V' y lo mismo ocurre con C, y C;.

- Dadas dos caras Cy C’ de un poliedro existe una sucesion finita de caras de £: Cy, ..., C,
de modo que C; y C; 4 son adyacentesy C=C; y C.=C"."
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Definicién 2: "Un poliedro P se llama convexo si toda recta que no estd contenida en ninguno
de los planos que contienen a las caras del poliedro, corta como mucho en dos puntos a las

caras. En caso contrario diremos que es concavo."

Teorema de Euler: "Sea P un poliedro convexo con, C caras, A aristas y V vértices, entonces:

C+V=A+2."

Definicién 3: "Un poliedro convexo se dice que es regular si tiene todas las caras “congruentes
o iguales a un mismo poligono regular y cada vértice estd en un mismo numero de caras.
Decimos que un poliedro regular tiene tipo {n,m} si sus caras son poligonos regulares con n

lados y en cada vértice exactamente m caras."

Teorema: "Todo poliedro regular tiene uno de los cinco posibles tipos:

{33} (34}, {4,3}, 3,5}y {5,3}."

El nimero de caras, aristas y vértices viene dado por la siguiente tabla:

(triangulos)

Tipo | N2 de caras N2 de aristas | N2 de vértices | Poliedro
{33} | 4 6 4
(triangulos)
Tetraedro
(3,4} | 8 12 6
triangul
(tridngulos) Octaedro ‘
{43} | 6 12 8
(cuadrados) Cubo L
{3,5} | 20 30 12 Vim, |
. R -
(pentagonos) Dodecaedro \&
{53} | 12 30 20 AN

Icosaedro 'A‘NVJ

Simetria de los sélidos platdnicos

Los solidos platénicos tienen todos los tipos de simetrias que existen en el espacio, es decir,

respecto a un punto, respecto a un eje y respecto a un plano.

Simetria puntual: Para cada uno de los 5 sdlidos existe un punto, que es siempre el
punto central del poliedro que es el centro de simetria en la simetria puntual.

Simetria axial: Todos los sdlidos tienen ademas varios ejes de simetria. Para cada
poliedro la cantidad varia; pero en todos ellos el eje de simetria pasa por el centro de

simetria.

Simetria de plano: De nuevo todos los sdlidos platdnicos presentan simetrias respecto
a planos, en las que los planos de simetria contienen al centro de simetria, y a

combinaciones de los ejes de simetria.
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Observacion:
En el curso de 32 de la E.S.O podemos “traducir” la definicion formal de poliedro por la
siguiente:

"Un poliedro es un cuerpo geomeétrico limitado por cuatro o mds poligonos planos. Hay
poliedros céncavos y convexos como se muestra la figura."

Poliedro convexo Poliedro concavo

Propuesta didactica para realizar en el aula

1) ¢Alguna de estas dos esculturas es un poliedro? En caso afirmativo, ées cdncavo o
convexo?

- Clasificalos en céncavos y convexos.

- Paralos poliedros cédncavos, comprueba que se verifica el teorema de Euler.
- Nombra para cada uno de ellos un objeto de la vida real que se asemeje.

3) Comprueba si se cumple el teorema de Euler en los siguientes poliedros céncavos:

==

P
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4) éPor qué solo hay 5 poliedros regulares?

Comenzaremos a dar respuesta a esta cuestion para hacer al alumno mas facil su
entendimiento.

Para que un poliedro sea regular, todas sus caras han de ser el mismo poligono regular y los
angulos han de ser iguales también. Sabemos que existen sélo 5 poliedros regulares, lo que
trataremos de hacer es comprobar si pueden existir otros poliedros regulares, partiendo de los
poligonos regulares (tridngulos, rectdngulos, pentdgonos, etc.)

Empezaremos por los triangulos equildteros. Como su dngulo interior es de 602, podemos
agrupar 3, 4, 5 o 6 tridngulos equilateros alrededor de un vértice, tal como muestra la
siguiente figura.

VARV

De esta forma obtenemos el tetraedro, el octaedro y el icosaedro. En el caso de la derecha, el
angulo que forman es de 3602, una circunferencia completa, y no podremos formar poliedro.

Una vez explicado lo anterior se planteara al alumno:

- Investiga con cuadrados

- Investiga con pentagonos.

- ¢Por qué no puede haber poliedros regulares con hexagonos?
- ¢Y con otros poligonos?

5) Investiga acerca de los solidos de Kepler-Poinsot.

69



Madster en Educacidon Secundaria. TFM. UVa. Curso 2016-17 Elena Dominguez Campillo

9. BIBLIOGRAFIA

Libros:

Articulos:

Barrantes Lépez, M., “La Geometria y la formacién del profesorado en Primaria y
Secundaria”. Universidad de Extremadura, 1998.

Buser, P.y Costa, A. F., “Curso de Geometria Bdsica”. Sanz y Torres, 2010.
Castelnuovo, E., “ Didactica de la matematica moderna”. Trillas,1990.
Fetisov, A. I., “Acerca de la demostracion en Geometria”. Mir, 1980.

Lee, J. M., “Axiomatic Geometry”. American Mathematical Society.

Marina, J.A., Pellicer, C. y Manso, J. "Libro Blanco de la profesién docente y su
entorno escolar". Version 1.3., Diciembre 2015.

Sanz, |., “Matematicas y su didactica Il. Geometria y medida”. Universidad del Pais
Vasco, 2004.

Venema, G. A., “Fundations of Geometry”. Pearson, 2012.

Wallace, E. y West, S., "Roads to Geometry". Pearson, 2004.

Alegria, P., “Las demostraciones geométricas”.

Aprendizaje de la Geometria de la Sociedad Espafiola de Investigacidn en
Educacion matematica (S.E.l.E.M.). Razonamiento deductivo y demostraciones.

Barrantes, M., Balletbo, I., Fernandez, M., “Ensefiar geometria en secundaria”.
Cohen, "Axiomatic Geometry ". Lecture notes, 2015.

Delors, J., "La Educacién encierra un tesoro". Informe para la UNESCO de la
Comisidn Internacional sobre la Educacidn para el Siglo Veintiuno. México, 1996.

Fouz, F., “Modelo de Van Hiele para la didactica de la Geometria”. Universidad del
Pais Vasco.

Garcia Lépez, A., “Problemas geométricos: Una visidn sintética y analitica”.
Universidad Politécnica de Madrid.

Gascon, J., “Geometria sintética en la ESO y analitica en el Bachillerato. ¢Dos
mundos completamente separados?" Suma 39.

Meneses Benitez, G., “El proceso de ensefianza- aprendizaje: el acto didactico”.
Universitat Rovira i Virgili.

Quesada, C., “Los sdlidos platdnicos: Historia, Propiedades y Arte”.

Rangel Luengas, S., “El teorema de Pitdgoras y el teorema de Thales. Instrumento
de evaluacién desde de las Pruebas Saber”. Universidad Nacional de Colombia.

70



Madster en Educacidon Secundaria. TFM. UVa. Curso 2016-17 Elena Dominguez Campillo

Paginas Web:
- Profesor en linea.
- Wikipedia.

- Monografias: "Propuesta Didactica Constructivista para la Ensefianza de la
Geometria"
http://www.monografias.com/trabajos109/propuesta-didactica-constructivista-
ensenanza-geometria/propuesta-didactica-constructivista-ensenanza-
geometriad.shtml#freferencia

- Universidad Complutense de Madrid: Catedra Miguel de Guzman.
http://www.mat.ucm.es/catedramdeguzman/drupal/migueldeguzman/legado/hist
oria

- http://espaciodegeometriasagrada.com/los-5-solidos-platonicos/

- http://www.roberprof.com/tag/hilbert/

71



