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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo titulado “Comparativa historica del examen de pro-
blemas en la prueba selectiva al cuerpo de profesores de secundaria en Casti-
lla y Leén.” tiene dos objetivos estrechamente relacionados con la educacion.

Nuestro primer propoésito serd responder a la necesidad por parte de los
futuros opositores de prepararse para la prueba oposicién de la mejor for-
ma posible. El mayor obstaculo que encuentran estos en su camino es la
parte de problemas de la primera prueba. Sin duda alguna en dicha parte
es en donde realmente se decide quién consigue acceder a las plazas (como
dato, menos del 2% supera esta primera prueba). En consecuencia, el pri-
mer objetivo de nuestro trabajo serd hallanar el camino al futuro opositor
para preparar dicha parte. Dado que los problemas son siempre relativos al
temario, con la intencién de dar una idea aproximada sobre cudles son los
tipos de problemas que aparecen con mayor frecuencia, los hemos clasificado
por temas. También presentamos los problemas de las Gltimas convocato-
rias hasta el ano 2000 resueltos. Para la resolucién de la mayoria de ellos
nos hemos basado en los libros de la academia Deimos. En varias ocasiones
hemos utilizado el programa de representacion GeoGebra para ilustrar los
razonamientos graficamente. En los casos en los que hemos proporcionado
una resolucion adicional o simplemente no aparecian resueltos en la biblio-
grafia aparece convenientemente aclarado.

El segundo objetivo es establecer una comparativa de los problemas a
lo largo del tiempo para poder responder al topico de que los exdmenes son
cada dia més faciles. Lo que haremos serd analizar cualitativamente cada
convocatoria hasta el afio 2000, afio en el que el Gobierno de Espana trans-
fiere todas las competencias en educacion a la Junta de Castilla y Leon. En
dicho analisis tendremos en consideracion el contexto social y legislativo en el
que tuvo lugar la prueba especificado los cambios importantes que ha habido
en cuanto a la regulacién legal. Hemos decidido ordenar las convocatorias en



orden cronoldgico inverso puesto que es como mejor se percibe el cambio. La
conclusién a la que llegaremos es a que, efectivamente en cuanto a contenidos
los exdmenes son mas féiciles, pero lo que realmente esta sucediendo es un
cambio de direccién a valorar otros aspectos més relacionados con aprender
a pensar.



Capitulo 2

Clasificacion de los problemas
por temas

En este capitulo describiremos primero la prueba de la fase de con-
curso oposicién, para después centrarnos en la parte de problemas con el
objetivo de buscar un criterio para catalogar los problemas que han apare-
cido en las distintas convocatorias pasadas.

La fase de concurso oposicién tiene dos pruebas, de caracter eliminatorio
y a su vez con dos partes cada una:

A) Primera prueba: prueba de conocimientos especificos de la especiali-
dad. Consta de dos partes valoradas conjuntamente.

A.1) Parte practica: resolucion de problemas relativos a conceptos y
procedimientos relacionados con el temario.

A.2) Parte escrita: desarrollo por escrito de un tema elegido por cada
aspirante de entre los extraidos al azar por el tribunal.

B) Segunda prueba: prueba de aptitud pedagogica. Consta de dos partes
valoradas conjuntamente.

B.1) Presentacion y defensa de una programacion didactica personal
y de acuerdo con el curriculo vigente en Castilla y Lebén en el
momento de publicacién de la convocatoria.

B.2) Presentacion y exposicion oral de una unidad didéctica escogida
por cada aspirante de entre las extraidas por el tribunal.

Como nota, nos hemos basado en la prueba de 2015 dado que, aunque no
todas las convocatorias sean iguales, es esperable que la futura convocatoria
de 2018 sea muy similar a la de 2015. No obstante entraremos en detalle
con las particularidades del contexto legislativo de cada convocatoria en sus



correspondientes capitulos.

Nuestro siguiente objetivo seré catalogar los problemas de oposiciéon que
han aparecido hasta ahora por bloques teméticos. Lo haremos de la siguiente
manera: aunque cada convocatoria tenga una regulacién legal distinta, una
constante a lo largo de todas ellas es que se especifica que los problemas serdn
siempre relativos al temario de la parte escrita. Aprovecharemos esto para
clasificar cada problema a través de los temas con los que esté relacionado.

Toda la documentacion legal referente al temario de oposicion esta dispo-
nible en el portal de educacién de la Junta de Castilla y Leén. Es destacable
que el temario fue publicado en el B.O.E. de 21 de Septiembre de 1.993 y si-
gue vigente desde entonces. Hubo intentos de cambiarlo en el afio 2012, pero
la ley salié a tan sélo 6 meses de que se celebrara la prueba de oposicidn,
ademas hubo cambio de gobierno y dicha ley quedé derogada. Los titulos de
los 71 temas aparecen listados a continuacién:

1. Nameros naturales. Sistemas de numeracién.

2. Fundamentos y aplicaciones de la teoria de grafos. Diagramas en
arbol.

. Técnicas de recuento. Combinatoria.

. Ntimeros enteros. Divisibilidad. Ntmeros primos. Congruencia.
. Ndmeros racionales.

. Ntumeros reales. Topologia de la recta real.

. Aproximacién de ntumeros. Errores. Notacion cientifica.
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. Sucesiones. Término general y forma recurrente. Progresiones arit-
méticas y geométricas. Aplicaciones.

9. Numeros complejos. Aplicaciones geométricas.

10. Sucesivas ampliaciones del concepto de ntamero. Evolucién histérica
y problemas que resuelve cada una.

11. Conceptos bésicos de la teoria de conjuntos. Estructuras algebrai-
cas.

12. Espacios vectoriales. Variedades lineales. Aplicaciones entre espa-
cios vectoriales. Teorema de isomorfia.

13. Polinomios. Operaciones. Féormula de Newton. Divisibilidad de po-
liniomios. Fracciones algebraicas.



14. Ecuaciones. Resoluciéon de ecuaciones. Aproximacion numérica de
raices.

15. Ecuaciones diofanticas.

16. Discusién y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. Teorema
de Rouche. Regla de Cramer. Método de Gauss-Jordan.

17. Programacion lineal. Aplicaciones.

18. Matrices. Algebra de matrices. Aplicaciones al campo de las Cien-
cias Sociales y de la Naturaleza.

19. Determinantes. Propiedades. Aplicacién al calculo del rango de una
matriz.

20. El lenguaje algebraico. Simbolos y ntimeros. Importancia de su
desarrollo y problemas que resuelve. Evolucién histérica del algebra.

21. Funciones reales de variable real. Funciones elementales; situaciones
reales en las que aparecen. Composiciéon de funciones.

22. Funciones exponenciales y logaritmicas. Situaciones reales en las
que aparecen.

23. Funciones circulares e hiperboélicas y sus reciprocas. Situaciones
reales en las que aparecen.

24. Funciones dadas en forma de tabla. Interpolacién polinémica. In-
terpolacién y extrapolaciéon de datos.

25. Limites de funciones. Continuidad y discontinuidades. Teorema de
Bolzano. Ramas infinitas.

26. Derivada de una funcién en un punto. Funcién derivada. Derivadas
sucesivas. Aplicaciones.

27. Desarrollo de una funcién en serie de potencias. Teorema de Taylor.
Aplicaciones al estudio local de funciones.

28. Estudio global de funciones. Aplicaciones a la representacion grafica
de funciones.

29. El problema del célculo del area. Integral definida.

30. Primitiva de una funcién. Célculo de algunas primitivas. Aplicacio-
nes de la integral al calculo de magnitudes geométricas.

31. Integracién numérica. Métodos y aplicaciones.



32. Aplicacion del estudio de funciones a la interpretacion y resoluciéon
de problemas de la Economia, las Ciencias Sociales y la Naturaleza.

33. Evolucion histoérica del calculo diferencial.

34. Analisis y formalizacién de los conceptos geométricos intuitivos:
incidencia, paralelismo, perpendicularidad, dngulo, etc.

35. Las magnitudes y su medida. Fundamentacién de los conceptos
relacionados con ellas.

36. Proporciones notables. La razon aurea. Aplicaciones.

37. La relacion de semejanza en el plano. Consecuencias. Teorema de
Thales. Razones trigonométricas.

38. Trigonometria plana. Resoluciéon de tridngulos. Aplicaciones.
39. Geometria del triangulo.

40. Geometria de la circunferencia. Angulos en la circunferencia. Po-
tencia de un punto a una circunferencia.

41. Movimientos en el plano. Composiciéon de movimientos. Aplicacién
al estudio de las teselaciones del plano. Frisos y mosaicos.

42. Homotecia y semejanza en el plano.

43. Proyecciones en el plano. Mapas. Planisferios terrestres: principales
sistemas de representacion.

44. Semejanza y movimientos en el espacio.
45. Poliedros. Teorema de Euler. Sélidos platénicos y arquimedianos.

46. Distintas coordenadas para describir el plano o el espacio. Ecuacio-
nes de curvas y superficies.

47. Generaciéon de curvas como envolventes.

48. Espirales y hélices. Presencia en la Naturaleza, en el Arte y en la
Técnica.

49. Superficies de revoluciéon. Cuadricas. Superficies regladas. Presencia
en la Naturaleza, en el Arte y en la Técnica.

50. Introduccién a las geometrias no euclideas. Geometria esférica.

51. Sistemas de referencia en el plano y en el espacio. Ecuaciones de la
recta y del plano. Relaciones afines.



52. Producto escalar de vectores. Producto vectorial y producto mixto.
Aplicaciones a la resolucion de problemas fisicos y geométricos.

53. Relaciones métricas: perpendicularidad, distancias, &ngulos, areas,
volimenes, etc...

54. Las cénicas como secciones planas de una superficie conica. Estudio
analitico. Presencia en la Naturaleza, el Arte y la Técnica.

55. La Geometria fractal. Nociones basicas.
56. Evolucion historica de la geometria.

57. Usos de la Estadistica: Estadistica descriptiva y Estadistica infe-
rencial. Métodos basicos y aplicaciones de cada una de ellas.

58. Poblacién y muestra. Condiciones de representatividad de una
muestra. Tipos de muestreo. Tamano de una muestra.

59. Técnicas de obtencion y representacion de datos. Tablas y graficas
estadisticas. Tendenciosidad y errores mas comunes.

60. Parametros estadisticos. Célculo, significado y propiedades.

61. Desigualdad de Tchebyschev. Coeficiente de variaciéon. Variable nor-
malizada. Aplicacién al andlisis, interpretacion y comparacion de datos
estadisticos.

62. Series estadisticas bidimensionales. Coeficiente de variacién. Varia-
ble normalizada. Aplicacién al anélisis, interpretacion y comparacion
de datos estadisticos.

63. Frecuencia y probabilidad. Leyes del azar. Espacio probabilistico.

64. Probabilidad compuesta. Probabilidad condicionada. Probabilidad
total. Teorema de Bayes.

65. Distribuciones de probabilidad de variables discreta. Caracteristicas
y tratamiento. Las distribuciones binomial y de Poisson. Aplicaciones.

66. Distribuciones de probabilidad de variable continua. Caracteristicas
y tratamiento. La distribucién normal. Aplicaciones.

67. Inferencia estadistica. Tests de hipotesis.

68. Aplicaciones de la Estadistica y el Calculo de Probabilidades del
estudio y toma de decisiones en problemas de las Ciencias Sociales y
de la Naturaleza. Evolucién historica.



69. La resolucién de problemas en Matematicas. Estrategias. Impor-
tancia historica.

70. Logica proposicional. Ejemplos y aplicaciones al razonamiento ma-
tematico.

71. La controversia sobre los fundamentos de la Matemética. Las limi-
taciones internas de los sistemas formales.

Con vistas a clasificar los temas consideramos distribuirlos en cinco blo-
ques tematicos: nimeros y sucesiones, algebra, calculo infinitesimal y pro-
babilidad. Consideraremos sélamente aquellos temas que tienen incidencia
sobre los problemas que han aparecido hasta ahora. Dentro de cada bloque
separaremos también los temas que son fundamentales y de uso constante
de aquellos que aparecen en algun problema ocasionalmente.

= Nameros y sucesiones.

Temas principales: divisivilidad (tema 4) y sucesiones (tema 8).

Temas secundarios: 2, 3, 5y 9.

Algebra.

Temas principales: polinomios (tema 13).

Temas secundarios: 12, 14, 15 y 18.

Calculo infinitesimal.

Temas principales: derivada (tema 26), integral definida (tema 29)
Temas secundarios: 21, 22, 25, 28 y 30.

Geometria.

Temas principales: coordenadas (tema 46) y conicas (tema 54).
Temas secundarios: 34, 37, 38, 39, 42, 46, 51 y 53.

Probabilidad.

Temas principales: leyes de probabilidad (tema 64).

Temas secundarios: 60 y 63.



Vemos que los temas clasificados son asequibles desde el nivel de las
matematicas de primero o de segundo de cualquier carrera de ciencias. No
obstante aunque en concreto los temas marcados como principales son todos
relativos a conceptos que ya se ven en bachillerato, los problemas tienen un
nivel mucho mas elevado que los que se resuelven en secundaria.

La clasificacién anterior nos serd de utilidad para que el lector pueda
coger una perspectiva global de cada convocatoria sin necesidad de entrar en
todos los detalles de la resolucién de cada uno de los cuatro problemas de la
convocatoria. De hecho, lo que haremos serd dar por un lado el enunciado
de los problemas y su clasificacién y, por el otro, en un apartado diferente la
resolucién a la convocatoria.

FEn cualquier caso lo anterior nos da una idea aproximada de cuédles son
los temas mas importantes, al menos de cara a poder resolver el tipo de
problemas que suelen aparecer en la parte préctica.
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Capitulo 3

Convocatoria del ano 2015

La convocatoria del ano 2015 fue muy numerosa. Durante estos afos re-
cientes, a causa de la crisis econémica de la que Espana se ha visto afectada,
el Estado no permitia méas que la reposiciéon del diez por ciento de los funcio-
narios jubilados. Para ilustrar la situacién mediante datos estadisticos, no se
han convocado oposiciones desde el afio 2010 y se han ofertado s6lamente 45
plazas totales en la especialidad de matematicas. En contraste, en las ultimas
cuatro convocatorias antes que la de 2015 se abrian convocatorias cada dos
anos, con una oferta de aproximadamente entre 60 y 80 plazas.

Para dar una idea del nivel de demanda que hubo en el ano 2015 con

respecto, por ejemplo de 2010, podemos atender a la ratio de opositores -
plaza en la especialidad de matematicas: 32,02 opositores compitiendo por
cada plaza frente a los 11,4 que hubo en 2010, casi el triple.
Como aclaracién, en la ratio opositores-plaza del ano 2015 se ha incluido el
turno 2, (plazas reservadas para discapacitados) para evitar exageraciones
innecesarias de los datos. No obstante, la diferencia no es demasiado signifi-
cativa (34.68 frente a los 32.02 con los que se ha argumentado).

Los datos anteriores han sido extraidos de los servicios web que ofrecen
los sindicatos ANPE y CSIF asi como del Centro de Estudios CEDE (acade-
mia que ofrece clases de preparacion para las oposiciones). Todos los enlaces
aparecen convenientemente catalogados en la webgrafia.

3.1. Contexto legislativo de la prueba.

Se adjunta a continuacién un compendio de extractos de los documentos
oficiales que regulan el contexto legislativo del proceso selectivo asi como las
condiciones concretas del proceso. Todos los documentos han sido obtenidos
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del Portal de Educacion de la Junta de Castilla y Ledn y el enlace en el que
aparecen publicados estd disponible en la webgrafia.

Como anotacién fundamentalmente aparecen los apartados y subapar-
tados relacionados con nuestros propésitos, principalmente aquellos que re-
gulan directamente la parte practica de la primera prueba (los problemas).
Teniendo presente que la nota en la primera prueba depende no sélo de la
parte practica, sino también de la parte escrita (la exposicion del tema),
también aparecen los apartados referentes a esta otra parte.

s Convocatoria ano 2015. BOCYL

La Resolucién de 7 de abril de 2015, de la Viceconsejeria de Funciéon
Publica y Modernizacién, por la que se convocan procedimientos se-
lectivos de ingreso y acceso a los cuerpos de profesores de ensenanza
secundaria.

7.— Sistemas de seleccion.

7.1.1. Contenido genérico. De conformidad con el articulo 18 del Real
Decreto 276,/2007, de 23 de febrero, la fase de oposicion versara sobre
la posesion de los conocimientos de la especialidad a la que se opta,
la aptitud pedagégica y el dominio de las técnicas necesarias para el
ejercicio de la docencia.

Asimismo, se valorara la exposicion clara, ordenada y coherente de es-
tos conocimientos, la precisién terminolédgica, la riqueza de léxico, la
sintaxis fluida y sin incorrecciones, asi como la debida correccién orto-
grafica en la escritura.

7.1.2. Pruebas de la fase de oposicion. La fase de oposicidon constara
de dos pruebas que tendran cardcter eliminatorio. Cada una de ellas
estara dividida en dos partes.

a) Primera prueba: Prueba de conocimientos especificos de la espe-
cialidad. Esta primera prueba tendra por objeto la demostracién
de conocimientos especificos de la especialidad a la que opta, ne-
cesarios para impartir la docencia y constara de dos partes que
seran valoradas conjuntamente:

— Primera parte: En todas las especialidades se incluird una
prueba practica cuyas caracteristicas y contenidos se ajusta-
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ran a lo dispuesto en el Anexo XV y permitiran comprobar
que los aspirantes poseen la formacion cientifica y el domi-
nio de las técnicas de trabajo precisas para impartir las dreas
propias de la especialidad a la que opten.

— Segunda parte: Consistird en el desarrollo por escrito de un
tema elegido por el aspirante de entre un ntimero de temas,
extraidos al azar por el tribunal, proporcional al nimero total
de temas del temario de cada especialidad.

b) Segunda prueba: Prueba de aptitud pedagogica.

El tiempo asignado para la realizacién de la prueba serd establecido
por la comisién de seleccién y puesto en conocimiento de los aspirantes
por los respectivos tribunales.

Esta primera prueba se valorara de cero a diez puntos, con aproxima-
cion hasta diezmilésimas. La primera parte de la prueba se calificara
con un méximo de cuatro puntos y la segunda con un maximo de seis.

Para la superacion de esta prueba, los aspirantes deberan alcanzar una
puntuacién minima en cada una de las partes, igual al 25 por 100 de
la puntuacién asignada a cada una de ellas y una puntuacién total,
resultado de sumar las puntuaciones correspondientes a las dos partes,
igual o superior a cinco puntos.

Caracteristicas por especialidad: Anexo XV BOCYL.
CARACTERISTICAS DE LA PRUEBA PRACTICA.

Cuerpo de Profesores de Ensenanza Secundaria Matemaéticas: La prue-
ba consistird en la resoluciéon de problemas y ejercicios en los que se
planteen cuestiones relativas a la aplicacién y utilizacién de los con-
ceptos y los procedimientos relacionados con el temario, asi como a la
utilizacién de distintas estrategias para su resolucién.

Criterios de evaluacioén.

Estos criterios de evaluacion fueron publicados por la Direccion Provin-
cial de salamanca, localidad en la que se celebré el concurso a oposicién

13



en torno a una semana antes de la prueba. Se adjuntan las conside-
raciones generales a todos los grupos y las especificas al turno libre,
que es el turno de acceso estandar. Es destacable que es en la primera
convocatoria en Castilla y Leon en la que dichos criterios se hacen de
conocimiento publico entre los opositores.

ESPECIALIDAD MATEMATICAS. CONSIDERACIONES GE-
NERALES.

En aquellas pruebas que se deban realizar por escrito, las inco-
rrecciones ortograficas restaran puntuacion en la calificacién que
se obtenga segln los siguientes criterios:

1-. Falta ortograficas

2-. Tildes sin colocar o mal colocadas.

3-. El uso arbitrario y/o ausencia de signos de puntuacion.

CRITERIOS EXPOSICION ORAL DE UN TEMA DE LA ES-
PECIALIDAD. TURNO LIBRE.

- Estructura: indice, justificacién, introduccién, desarrollo, con-
clusioén.

- Contenidos: adecuacion al tema (desarrollo de todos los epigrafes
del tema, relacionédndolos entre sf y con un tratamiento equilibra-
do entre ellos), argumentos, grado de precision y rigor cientifico,
profundizacién y ejemplificacion.

- Expresion: fluidez en la redaccién, uso de lenguaje técnico, sin
divagaciones.

- Presentacion: letra legible, limpieza y claridad, formato.

CRITERIOS DE LA PARTE PRACTICA.

- Presentar los problemas con una estructura clara, organizada,
secuenciada y coherente en el desarrollo teérico-préctico.

- Desarrollar los problemas de forma rigurosa, con correccién en
los célculos, justificando convenientemente el proceso de resolu-
cién y argumentando la relacién teoérico - practica.

s Criterios de actuacion

De forma similar a los criterios de evaluacion, por primera vez (al me-
nos en Castilla y Leon) fueron publicados por la Direccién Provincial
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de Salamanca alrededor de una semana antes de la prueba.

CRITERIOS DE ACTUACION ANTE LOS TRIBUNALES: PRIME-
RA PRUEBA-PARTE PRACTICA.

1-.

10-.

Copiar o utilizar audifonos no terapéuticos, “pinganillos”; etc.,
conlleva la exclusién inmediata del proceso selectivo.

. Entrar en contacto con otros aspirantes por cualquier medio una

vez comenzada la prueba, conlleva la expulsién inmediata del pro-
ceso selectivo.

. Los moviles tienen que estar apagados (ni siquiera en modo silen-

cio o vibracién) y guardados, nunca encima de la mesa.

. No se permite llevar relojes Smartwatch.

. Se escribird dnicamente en color azul o negro. No typex ni ta-

chaduras. Si hay que realizar enmiendas, éstas se acotan entre
paréntesis y con raya horizontal sobre el escrito.

. Se permitira el uso de CALCULADORAS NO PROGRAMA-

BLES (que no admitan memoria para texto y representaciones
graficas).

. Se permite utilizar el siguiente material: 1apiz, goma, regla, escua-

dra, cartabén, trasportador y compés.

. Solo se corregirdn aquellas representaciones gréficas o dibujos que

estén pasados a tinta.

. Los aspirantes podran llevar agua, en envase de plastico y sin eti-

queta.

La retirada del opositor a instancias de los miembros del tribunal
por no cumplir con los criterios publicados supone la exclusién
del proceso selectivo.

15



3.2. Examen del ano 2015.

Como se ha comentado al inicio de la seccién, el nivel de demanda de
las plazas ofertadas fue altamente elevado. Ademas, ésta era una situacion
evidentemente previsible por la administracion, por lo que parece l6gico pen-
sar que fuera tenido en cuenta en la elaboracién de las pruebas del proceso
selectivo. De hecho, el grueso de la criba se produce en ésta primera prueba
formada por la parte practica (los problemas) y la parte escrita (el tema):
de los 1422 candidatos iniciales resultaron seleccionados sélamente 57 pa-
ra continuar con la segunda prueba (defensa de la programacion y de la
unidad didactica). En conclusion parece esperable que la parte de problemas
fuera dificil para permitir seleccionar entre un ntmero tan alto de opositores.

Los problemas, que se presentan resueltos a continuacién en esta misma
seccién, son asequibles uno por uno sin mayor preparacién que los conoci-
mientos que se adquieren completando el grado en matematicas. No obstante,
sin preparacion especifica me parece dificil ser capaz de resolver mas de uno
en un tiempo limitado de dos horas. Para hacernos a la idea de los resulta-
dos en la parte practica, de las 57 personas que superaron la primera prueba
obtuvieron los siguientes resultados:

33 exadmenes entre el 5y el 6

- 13 exdmenes entre el 6 y el 7
- 6 exdmenes entre el 7y el 8
- b exdmenes entre el 8 y el 9

ningin examen por encima del 9

Como comentario final, en mi opinién los problemas son muy originales
e interesantes. Me parece remarcable el hecho de que haga falta creatividad,
imaginacién y capacidad de interpretaciéon para resolverlos. Ademéas no son
muy laboriosos en términos de cuentas. Como anadido cubren cuatro de las
ramas més importantes de las matematicas: algebra, andlisis matemaético,
geometria y probabilidad.
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3.2.1. Enunciado ano 2015

Adjuntamos el enunciado que se les entregd a los opositores junto con
la clasificacién del bloque al que pertenece y los temas con los que esta
relacionado.

Problema n° 1.

Sea T la transformacion lineal del espacio tridimensional R® que cumple las
siquientes condiciones (referidas a la base candnica de R3):

» La restriccion de T al subespacio U definido por la ecuacion x+y—z = 0
es una homotecia de razon 4.

= T transforma el subespacio V definido por las ecuaciones implicitas

v — 3z+4y+32=0
|l z+y+2=0

en st mismo.
- T(‘?; 0; 1):(6.}_6;8)

Determine la matriz de la transformacion T.

Clasificacion.

Bloque tematico: Algebra
Temas relacionados:

- Aplicaciones entre espacios vectoriales. (Tema 12)

- Algebra de Matrices. (Tema 18)

Problema n° 2.

Halle la parte entera de la suma

=+ Lty ]
CV1IoV2 VB V106

Clasificacién.

Bloque temético: Célculo infinitesimal
Temas relacionados:

- Integral definida. (Tema 29)

- Aplicaciones de la integral al célculo de magnitudes geométricas. (Te-
ma 30)
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Problema n°® 3.

En el espacio afin euclideo usual R3 se consideran la circunferencia C y la
recta v definidas por las sigutentes ecuaciones

2 2 _ _
- ety =1 - y=20

= Haulle el lugar geométrico S que determinan las rectas que se apoyan
en la circunferencia C y en la recta v y son paralelas al plano x = 0.

= Calcule el volumen del sdlido que delimitan la superficie S del apartado
anterior y el plano z = 0.

Clasificacién.

Bloque tematico: Geometria.
Temas relacionados:

- Coordenadas para describir el espacio. (Tema 46)

- Aplicaciones de la integral al célculo de magnitudes geométricas. (Te-
ma 30)

Problema n° 4.

En una circunferencia se eligen 3 puntos al azar y de manera independiente.
Calcule la probabilidad de que los 3 puntos estén situados en un mismo arco
de menos de w/2 radianes.

Clasificacién.

Bloque temaético: Probabilidad
Temas relacionados:

- Leyes del azar. Espacio probabilistico. (Tema 63)
- Probabilidad compuesta. Probabilidad condicionada. (Tema 63)

- Aplicaciones de la integral al célculo de magnitudes geométricas. (Te-
ma 30)
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3.2.2. Resolucion.

A continuacion se adjunta la resoluciéon de la convocatoria. Los enuncia-
dos no son literales, se encuentran algo resumidos por comodidad.
Los procedimientos que se usan en las resoluciones son relativamente estan-
dares (teorema del valor medio, integrales por secciones, cambios de coor-
denadas, etc). No obstante hay que tener los conceptos muy claros y estan
aplicados muchas veces de forma muy imaginativa. Como comentario, en los
problemas 2 y 4 se propone a mayores una resolucién diferente a la de la
bibliografia

Problema n° 1.

Sea T : R? — R3 lineal que cumple:

» La restriccion de T al subespacio U : x +y — z = 0 es una homotecia
de razon 4.

= T transforma
v — 3z+4y+32=0
|l z+y+2=0

en st mismo.
u T(‘?; 0; 1):(6:_6;8)

Determine la matriz de la transformacion T.

Resolucion. Usaremos dos de las tres condiciones para determinar las ima-
genes de tres vectores linealmente independientes de R?® y asi obtener la
matriz en la base que forman dichos vectores. Posteriormente usaremos las
férmulas de cambio de base para obtener la matriz de T" en la base canéni-
ca. Finalmente comprobaremos que la condicién restante también se verifica.

El subespacio U :  + y — 2z = 0 queda generado por el conjunto de
vectores {(—1,1,0),(1,0,1)} y por la segunda condicién sabemos que

T(-1,1,0) = (—4,4,0) y que T'(1,0,1) = (4,0, 4).

Por la posiciones de los ceros vemos que el vector (3,0, —1) de la tercera con-
dicién serd linealmente independiente con estos otros dos. Para cerciorarnos
calculamos el determinante:

-1 1 0
1 0 1|=4
0 -1

19



En consecuencia sabemos que el conjunto B formado por estos tres vec-
tores forman una base de R? y conocemos la matriz de la aplicaciéon T’ con
base de partida B y base de llegada la canénica. La llamamos My

-4 4 6
Mr=14 0 -6
0 4 8

Lo tnico que nos queda es multiplicar a Mt por la derecha por la matriz
de cambio C de la base canoénica a la base B. Dicha matriz C es la solucién

al sistema matricial

1 0 3
I={0 1 0|-C
1 -1 -1

Para hallar la matriz C calculamos la inversa de la amtriz anterior

1 ‘11040
01 0 = (s
1 11 -1

Finalmente nos queda que la matriz M de la aplicacién T en la base
canoénica es

1 5 =3 3
6 6 2

No obstante nos damos cuenta de que el enunciado del problema tiene
un poco de trampa porque nos han dado dos condiciones que determinan
totalmente el endomorfismo. Tenemos pues que comprobar que el endomor-
fismo asociado a la matriz 1" que hemos obtenido también verifica la segunda
condiciéon. Obtenemos las ecuaciones paramétricas de V resolviendo (por re-
duccion) el sistema:

v — Br+4y+32=0
_{ t+y+z=0
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Vemos que se trata del subespacio engendrado por el vector 7 = (1,1, —2)
y, dado que
T(1,1,-2) = (-2, —2,4) = 27,

concluimos que también se cumple la condicién segunda.

Problema n® 2.
Halle la parte entera de la suma

Resolucion. Probaremos primero la siguiente desigualdad, valida para cada
k € N, con vistas a acotar cada sumando:

\/klﬁ <2Wk+1-2Vk < \}E (3.1)

Aplicamos el teorema de los incrementos finitos de Lagrange a la funcién
f(z) = 2y/z en cada intervalo [k, k+ 1] con k € N. Deducimos que para cada
k € N existe un ¢ € (k,k+ 1) tal que

fk+1) = (k) = f'(cx)

es decir
WET1-2Vh= .
\/@
Como para cada k € N se cumple que k < ¢ < k+ 1 y la funcién
f(z) = 1/4/z es monotona estrictamente decreciente concluimos la cadena

de desigualdades 3.1 que buscabamos.

Sea pues n = 105. Vemos que hemos escogido el término de en medio de
la desigualdad 3.1 de forma que cuando sumemos término a término la suma
sea telescopica:

-1

3

1 n—1
2 o <2;<\/k+ —\/E).

Por lo que deducimos que la suma S del problema cumple que S < 2y/n— 1.
A continuacion hacemos lo similar con la parte derecha de la desigualdad
inicial y obtenemos que:

S (VEET-VE) <3
2;( [ k)<;\/%
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De esto deducimos que 2 (\/n +1- 1) < S. Unimos las dos desigualdades
que hemos obtenido y se deduce que

2vVn+1-2<S<2y/n—1.

Con lo que, teniendo en cuenta que n = 105, vemos que la parte entera de
la suma S es 1998 puesto que 1998 < .S < 1999.

Resolucion. Otra posible forma de resolverlo diferente a la planteada en la
bibliografia utilizando la definiciéon de integral de la funcion f definida como

x) = —.
f)= o
Consideramos primero la integral de Riemann de la funcién f entre 1 y 106
y su suma inferior en la particién P = {a:o =1,2,..., 106}, que es precisa-
mente S — 1.

(1
(¥

1

€T

f@) =

B

Se obtiene la siguiente desigualdad:
10° 4
S<1+ / —.
1 Ve

Por otro lado consideramos la integral de Riemann de f entre 1y 10° y
la suma superior en la particién P = {:co =1,2,...,100 + 1}, que es justa-
mente S.
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[

1
4

flz) =

S

1 2 w100 10° + 1

Se obtiene la siguiente desigualdad:

106 1
— < S.
v

Operando, conjuntamente de las dos acotaciones se deduce que
2000 — 2 < § <2000 —1

y, efectivamente, la parte entera de S es 1998.
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Problema n°® 3.

En el espacio afin euclideo R se consideran:

24 42=1 =
C:{x ty r:{y 0

= Halle el lugar geométrico S que determinan las rectas que se apoyan
en la circunferencia C y en la recta v y son paralelas al plano x = 0.

» Calcule el volumen del sdlido que delimitan la superficie S del apartado
anterior y el plano z = 0.

Resolucion. Plantearemos el problema parametrizando el lugar geométrico
S que se nos pide y utilizando el concepto de integral para calcular el volumen
que se nos pide.

= La superficie S pedida en el primer apartado es la unién de las rectas
r(s,t) que pasan por un punto genérico P(s) de la recta r y por un
punto genérico Q(t) = (cos(t), sen(t),0) de la circunferencia C. En con-
secuencia el vector director U(s,t) de cada recta r(s,t) deberd cumplir
ser de la forma

U(s,t) = (cos(t) — s,sen(t), —1).

Ademas, al tener que ser paralelo al plano OY Z debera ser perpen-
dicula al vector normal del plano, el (1,0,0) por lo que su producto
escalar tiene que ser nulo:

0 = (cos(t) — s,sen(t),—1) - (1,0,0) = cos(t) — s.

Recopilando tenemos que el vector director de cada recta dependera
solamente de t y serd de la forma

(s, t) = vU(t) = (0,sen(t),—1).

La recta genérica r(t) pasara ademés por el punto P(t) = (cos(t),sen(t),0).
En consecuencia, para t € [0,27] y o € R la superficie S queda definida
por las ecuaciones paramétricas

x = cos(t)
S=<¢ vy =(1+a)sen(t)
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Como observacion, puesto que por lugar geométrico usualmente sole-
mos esperar las ecuaciones implicitas, si queremos dar una solucién
més completa al ejercicio podemos eliminar los parametros a y ¢ para
llegar a la siguientes ecuacién:

Sy =(1-2)2%1—2?).

Para el segundo apartado vemos que, seccionando para un x = k nos
quedan triangulos de altura 1 y cuya base es perpendicular al eje 0X
y apoya en la circunferencia contenida en el plano X0Y de radio 1 y
centrada en el origen. Por lo tanto la base de dichos tridngulos medira

21 — k2.

Ve
[

P=(k0,1)
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En consecuencia el volumen V pedido es la integral
1
Vz/ V1 — k2dk.
-1

Con el cambio de variable k = cos(t) y usando la formula del angulo
doble nos queda que

s 1 1 s
V= /0 sen(t)%dt = 3 [t - 2sen(2t)} = g

0

Problema n° 4.

En una circunferencia se eligen 3 puntos al azar y de manera independiente.
Calcule la probabilidad de que los 3 puntos estén situados en un mismo arco
de menos de w/2 radianes.

Resolucion. Una de las formas de resoverlo en la bibliografia, muy imagi-
nativa y que de hecho responde al problema mas general en el que se eligen
n puntos al azar y se pregunta por la probabilidad P de que los puntos estén
situados en un arco de menos de « radianes es la siguiente:

Denominaremos como Py, Ps, ..., P, alos n puntos, identificados por su
arco respecto de un punto que tomamos como arco cero. Los ordenaremos
en sentido antihorario. Primero nos damos cuenta de que si consideramos
uno de ellos, por ejemplo el P, como el inicio del arco de « radianes la
probabilidad p; de que los otros n — 1 restantes estén en dicho arco es equi-
valente a la interseccién de los sucesos 0 < Po—P; < ..., 0< P,— P < a.
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Dado que dichos sucesos son independientes y equiprobables la probabili-
dad de la interseccién, p; se calculara como el producto de las probabilidades

anteriores, que es «/27:
o \n—1
n=(z)

Ahora bien, definimos como p1,ps, ..., p, a las probabilidades de que los
n puntos elegidos puedan situarse en un mismo arco de a radianes empezando
por el punto P, Ps, ..., P, respectivamente. Entonces la probabilidad pedida
por el enunciado serd la suma de dichas probabilidades:

No obstante todas estés probabilidades valen lo mismo y consecuentemente

tenemos que
a\n—1
P=n <—) .
2T

Resolucion. Se propone la siguiente solucion alternativa a la bibliografia
que no usa practicamente nada méas que la regla de Laplace, casos favora-
bles divido por el nimero de casos totales. La idea sera identificar los casos
totales con la medida de toda la circunferencia (2), elevada al cubo y los
favorables con la medida del subconjunto de los puntos que estan situados
en el conjunto descrito por el enunciado.
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Primero nos damos cuenta de que es indiferente cual sea el primer punto
elegido y podemos considerarlo como el punto 0. En consecuencia los casos
totales tendran un area asociada de 472. De forma similar identificaremos
el segundo punto elegido por la medida del arco que lo separa del primer
punto, entre —m y m, asignandole signo positivo si est4d por encima del punto
0 vy negativo si esta por debajo.

Calculemos pues el area asociada a los casos favorables. Supongamos que
el segundo punto es z € [0,7/2], es decir es favorable y ademéas esta por
encima del 0.. En este caso (en el que el segundo punto x es positivo) la
medida del area asociada a los casos favorables es:

w/2
/ T —xdr = §772.
0 8

0

El caso de que el segundo punto caiga por debajo del punto 0 es simétrico
y tiene la misma probabilidad. En consecuencia la medida asociada a los casos
favorables es
3 o
Zﬂ' .
Como el total de los casos tiene un area de 472 nos queda que la probabilidad
es

NI
3

2
3
P = = —.

o
3
no
—
(@)
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Capitulo 4

Convocatorias transitorias de
2010 y 2008

Durante estos afios se produjo una orden de convocatoria transitoria, con
intencién de facilitar el acceso al funcionariado para personal docente interi-
no. Como consecuencia las condiciones del examen fueron menos exigentes.
FEn lo que respecta a nuestros intereses no hubo parte practica y se dio la
facilidad de elegir entre 5 temas cuando hasta entonces se podia elegir sola-
mente entre 2 temas.

4.1. Contexto legislativo.

De igual forma que en la convocatoria de 2015, se adjuntan los extractos
de la normativa correspondiente a estos anos.

= Convocatoria ano 2010. BOCYL

Orden ADM/501/2010, de 21 de abril, por la que se convocan proce-
dimientos selectivos de ingreso y acceso a los cuerpos de profesores de
ensenanza secundaria, asfi como procedimientos para la adquisicién de
nuevas especialidades por los funcionarios de los mencionados cuerpos.

Séptima.- Sistemas de seleccidn.

7.1. Fase de oposicion en los procedimientos selectivos de ingreso libre
y reserva de discapacidad acreditada.

7.1.1. De conformidad con el articulo 58 del Real Decreto 276,/2007,
de 23 de febrero, la fase de oposicién versard sobre los contenidos de
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la especialidad correspondiente, la aptitud pedagogica y el dominio de
las técnicas necesarias para el ejercicio de la docencia.

7.1.2. Prueba de la fase de oposicion. La valoracién de estos conoci-
mientos se llevard a cabo a través de la realizacién por el aspirante
ante el Tribunal de una tnica prueba estructurada en dos partes, que
no tendran caracter eliminatorio, ajustandose a lo que se indica a con-
tinuacion:

Parte A): Tendra por objeto la demostracion de conocimientos
especificos necesarios para impartir la docencia. Consistira en el
desarrollo por escrito de un tema elegido por el aspirante, de entre
un namero de temas extraidos al azar por el Tribunal, proporcio-
nal al numero total de temas del temario de cada especialidad,
atendiendo a los siguientes criterios:

- En aquellas especialidades que tengan un niimero superior a 50
temas, debera elegirse entre cinco temas.

Para la realizacion de esta parte A de la prueba, los aspirantes
dispondrén de dos horas.

Parte B): Tendra por objeto la comprobacion de la aptitud peda-
gbgica del aspirante y su dominio de las técnicas necesarias para
el ejercicio docente.

B.1) Presentacion de una programacion didactica.

B.2) Preparacion y exposicion de una unidad didactica.

» Real Decreto 276/2007. Articulo 58

Real Decreto 276,/2007, de 23 de febrero, por el que se aprueba el Re-
glamento de ingreso, accesos y adquisicién de nuevas especialidades
en los cuerpos docentes a que se refiere la Ley Organica 2/2006, de 3
de mayo, de Educaciéon, y se regula el régimen transitorio de ingreso
a que se refiere la disposicion transitoria decimoséptima de la citada ley.

Articulo 58. Sistema selectivo.

Durante los anos de implantacion de la Ley Organica 2/2006, de 3 de
mayo, de Educacién, que conforme a la disposicién adicional primera
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serd de cinco anos, el ingreso a la funcién publica docente se realizara
mediante un procedimiento selectivo en el que, en la fase de concurso se
valoraran la formacién académica y, de forma preferente, la experien-
cia docente previa en los centros publicos de la misma etapa educativa,
hasta los limites legales permitidos. La fase de oposicion, que tendra
una sola prueba, versari sobre los contenidos de la especialidad que
corresponda, la aptitud pedagogica y el dominio de las técnicas nece-
sarias para el ejercicio de la docencia.
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Capitulo 5

Primeras convocatorias
ordinarias por la Junta de CyL

En el ano 2000 el Gobierno de Espaiia transfiere todas las competencias
en educacion a la Junta de Cagtilla y Leén. Hasta entonces dichas compe-
tencias corrfan a cargo del Ministerio de Educaciéon y Ciencia (MEC). En
particular la Junta pasa a ser la responsable del proceso de selecciéon de
personal docente. Durante estos afios hubo cierta normalidad y estabilidad,
convocatorias cada dos anos y con una oferta de plazas buena, especialmente
en las dos tltimas convocatorias. Como resefia, en el afio 2004 el ntimero de
plazas ofertadas es notablemente alto, ano en el que la convocatoria a opo-
sicién coincide aproximadamente con las elecciones generales.

Se adjuntan a continuacién los nimeros concretos, que pueden ser encon-
trados en la web del Centro de estudios CeDe:

Convocatoria del ano 2006 oferta de 59 plazas

- Convocatoria del anio 2004 oferta de 82 plazas

Convocatoria del ano 2002 oferta de 11 plazas

Convocatoria del ano 2000 oferta de 24 plazas

Respecto a la dificultad de los problemas de la parte préctica a lo largo
de estos afios es similar a la de los que vimos en el afio 2015, en mi opinién la
cuestion fundamental es la limitacion del tiempo. No obstante, como veremos
a continuacién en las secciones de resolucién de cada una de las convocatorias,
si que se percibe cierta diferencia en la naturaleza de los problemas a lo largo
del tiempo. En esto entraremos en més detalle en el capitulo de conclusiones.
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5.1. Contexto legislativo.

Las ordenes que regulan los procedimientos selectivos de estos afios son
practicamente idénticas entre si y muy parecidas a la del ano 2015. Para que
no resulte repetitivo se adjunta so6lamente la de 2006. En este caso, al ser
una orden més antigua no se encuentra en la web de la Junta, estd extraida
del historial comleto del BOCYL.

s Convocatoria ano 2006. BOCYL

ORDEN PAT/519/2006, de 29 de marzo, por la que se convocan pro-
cedimientos selectivos de ingreso y accesos a los Cuerpos de Profesores
de Ensenanza Secundaria.

Séptima.— Sistemas de seleccion.

7.1. Fase de oposiciéon en los procedimientos selectivos de ingreso libre
y reserva de personas con discapacidad.

7.1.1. La valoraciéon de las pruebas a que se refiere el articulo 21 del
Real Decreto 334/2004, de 27 de febrero, por el que se aprueba el Re-
glamento de ingreso, accesos v adquisicién de nuevas especialidades en
los Cuerpos Docentes que imparten las ensefianzas escolares del sis-
tema educativo y en el Cuerpo de Inspectores de Educaciéon, versara
sobre los conocimientos especificos de los candidatos, necesarios para
impartir docencia, su aptitud pedagdgica y su dominio de las técnicas
para el ejercicio docente.

7.1.2. La valoracion de estos conocimientos se llevara a cabo a través de
la realizacién por el aspirante ante el Tribunal de las siguientes pruebas.

a) La primera prueba— Prueba de conocimientos especificos.

Esta primera prueba tendra por objeto la demostraciéon de conoci-
mientos especificos necesarios para impartir la docencia y constaré
de dos partes que seran valoradas conjuntamente:

- Primera parte: en todas las especialidades, se incluird una
prueba practica consistente en la realizacién de una serie de
ejercicios que ajustandose a lo dispuesto en el Anexo VI a) y
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b), permitan comprobar que los candidatos poseen una forma-
cién cientifica y un dominio de las técnicas de trabajo precisas
para impartir las dreas, asignaturas o médulos propios de la
especialidad a la que opten.

El tiempo asignado para la realizacién de la prueba serd es-
tablecido por la Comisién de Selecciéon, en aquellos casos en
los que no venga determinado en la convocatoria y puesto en
conocimiento de los aspirantes por los respectivos Tribunales.

- Segqunda parte: consistird en el desarrollo por escrito de un
tema elegido por el aspirante de entre dos extraidos al azar
por el Tribunal de los correspondientes al temario de la es-
pecialidad. Los aspirantes dispondran de dos horas para la
realizacion de esta segunda parte.

Esta primera prueba se valorara de cero a diez puntos, con aproxi-
macion hasta diezmilésimas. Para el resto de especialidades, (nota:
matematicas se incluye aqui) de la primera parte de la prueba se
calificard con un méximo de cuatro puntos y la segunda con un
maximo de seis.

Para la superacion de esta prueba, los aspirantes deberan alcanzar
una puntuacién minima en cada una de las partes, igual al 25 por
100 de la puntuacién asignada a cada una de ellas y una puntua-
cion total, resultado de sumar las puntuaciones correspondientes
a las dos partes, igual o superior a cinco puntos.

b) Segunda prueba.— Prueba de Aptitud Pedagogica.

A) La programacion didactica de caracter personal
B) La unidad didactica.

= ANEXO VI b)
CUERPO DE PROFESORES DE ENSENANZA SECUNDARIA
Caracteristicas de la prueba practica

Matematicas.

Resoluciéon de problemas en los que se planteen cuestiones relativas
a la aplicacién y utilizacién de los conceptos y procedimientos corres-
pondientes y a la utilizacion de distintas estrategias para su resolucion.
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5.2. Examen ano 2006.

Como comentarios, la temética de los problemas es bastante variada. No
obstante, excepto el 1 que tiene algun detalle bastante ingenioso, en general
los problemas son bastante técnicos y la dificultad principal reside en las
manipulaciones y cuentas. Especialmente los problemas 2 y 3.

Problema n° 1.

Sean p y q dos nimeros naturales tales que:

1 1 1

b LI +
273 4 1318 ' 1319°

1
q_l

Demuestre que p es divisible por 1979.

Clasificacién.

Bloque tematico: Nameros y sucesiones.
Temas relacionados:

- Nuameros enteros. Divisibilidad. (Tema 4)

- Sucesiones. Progresiones aritméticas y geométricas. (Tema 8)

Problema n° 2.

Responda razonadamente a las siguientes cuestiones independientes.

= Determine el lugar geométrico de los puntos de contacto de las tan-
gentes trazadas por el punto P = (—6,0) a las elipses centradas en el
origen y que tienen por semiejes a variable y b = 3.

» Resuelva la ecuacion 223 — 922 + 32z + 75 = 0 sabiendo que admite
una solucion compleja de mddulo 5.

Clasificacién.

Bloque tematico: Geometria y algebra.
Temas relacionados:

- Ecuaciones de curvas y superficies. (Tema 46)
- Divisibilidad de polinomios. (Tema 13)

- Nameros complejos. (Tema 9)
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Problema n°® 3.

Sea {fn} la sucesion de funciones dada por:

nr — 1
(1+ zlog(n)) (1 + naz?log(n))

fn:

, para z € [0,1].

Calcule
1 1
Ii 1i
Jin [y [ im g,
explicando la aparente contradiccion del resultado.

Clasificacion.

Bloque tematico: Célculo infinitesimal.
Temas relacionados:

- Calculo de primitivas. (Tema 30)

- Limites de funciones. (Tema 25)

Problema n° 4.

Un aficionado utiliza el siguiente sistema para pronosticar el tiempo atmos-
férico. Clasifica cada dia como seco o mojado y supone que la probabilidad de
que el tiempo atmosférico de cualquier dia sea igual al precedente estd dada
por p, siendo 0 < p < 1. Representamos por Py la probabilidad de que el
tiempo sea seco durante el 1 de enero de 1900 y por P, la probabilidad de
que sea seco el n - ésimo dia.

= FEzprese P, en funcion de Py y de p.
»  Calcule lim,_ .o P, e interprete el resultado.

Clasificacién.

Bloque temético: Probabilidad.
Temas relacionados:

- Frecuencia y probabilidad. Espacio probabilistico. (Tema 63)

- Probabilidad compuesta. Probabilidad condicionada. Probabilidad to-
tal. (Tema 64)
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5.2.1. Resolucioén.

Como comentario, excepto el problema 1 que requiere de bastante inge-
nio, la dificultad principal del resto son las manipulaciones. En concreto para
el problema 2 hace falta conocer (o deducir en el momento) la ecuacion de las
tangentes a una elipse por un punto exterior y para el 3 es necesario calcular
una primitiva bastante rara. Como comentario adicional, el problema 3 no
se encontraba resuelto en la bibliografia.

Problema n° 1.

Sean p y q dos nimeros naturales tales que:

1 1 1

b SR +
273 4 1318 ' 1319°

1
q_l

Demuestre que p es divisible por 1979.

Resolucion. Lo primero que hacemos es agrupar los sumandos positivos
juntos por un lado y los negativos por otro, viendo que podemos sacar factor
comun 1/2:

P 1+1+ n 1 1 1+1+ +1

g \1 3 1319 2\1 2 659 )
Vemos que, de acuerdo con la manipulacién anterior, serd de utilidad sumar
y restar la siguiente expresién

1+1+ N 11 1+1+ N 1
2 4 1318 2 \1 2 659 )

Como es de suponer, le sumamos dicha cantidad a los términos positivos y
se la restamos a los negativos para poder agrupar. Nos queda que:

p_(l, 1,11 1N 2/11 1
g \1 2 3 1318 1319 2\1 2 659 )’
cancelamos ahora los términos iguales para obtener que

N S U S
660 661 1318  1319°

SRS

A continuacién nos damos cuenta de que el la suma del denominador del
primer término con el del iltimo es igual a la suma del denominador del
segundo con el del pentdltimo y asi sucesivamente. Agrupando con paréntesis:

L [ i Y (e
g \660 ' 1319 661 ' 1318 989 ' 990 )
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Podemos juntar a denominador comiuin, buscando hacer algo similar a cuando
se prueba la formula de la suma de progresiones aritméticas:

P 1979 1979 1979

¢ 660-1319 661-1318 T 989-990"

FEn resumen obtenemos que:

P 1979n

¢ 660-661---1319°

Para deducir que, efectivamente, p es miltiplo de 1979 vemos que
1979 -n-q=660-661---1319-p

y se cumple que v1979 < 90 < 660, por lo que ninguno de los ntimeros de
la derecha puede ser divisor de 1979.

Problema n° 2.

n Determine el lugar geométrico de los puntos de contacto de las tan-
gentes trazaadas por el punto P = (—6,0) a las elipses centradas en el
origen y que tienen por semiejes a variable y b= 3.

» Resuelva la ecuacion 223 — 922 + 322 + 75 = 0 sabiendo que admite
una solucion compleja de maodulo 5.

Resolucion. Este segundo problema tiene bastante carga de manipulacién
de férmulas. Se daran las lineas generales sin entrar en demasiado detalle en
las cuentas, sobre todo para el primer apartado.

= Utilizaremos la ecuacién de las rectas tangentes a una elipse por un
punto. No presentaremos el razonamiento de dicha ecuacién, es parte
del tema de teorfa correspondiente y excede nuestros propoésitos.
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/
.
%

Sea la elipse E dada por las ecuaciones

y sea un punto exterior P = (xp,yo) entonces la ecuacion conjunta de
las dos tangentes a la elipse E por el punto P es:

zTo  YYo 2 _(2* 5, Yo
(@) = <c12+b2_1> ((12+l)2_1 '
Teniendo esto presente, para el caso particular en el que P = (—6,0) las

elipses de semieje b = 3, la ecuacién conjunta de las tangentes queda,
dependiendo de a:

—6x 2 z2 oy 36
— =1 =(=+=-1)(—=-1).
() =G5 G

Manipulando y agrupando términos convenientemente, no queda la
siguiente ecuacién

9(z+6)* = (36 — a?) y*.

A continuacion debemos calcular los puntos de contacto de las rectas
tangentes con cada elipse, dependiendo de a. Para ello simplemente
tenemos que intersecar sus ecuaciones. Por ejemplo despejando y? en
la ecuacién conjunta de las rectas y sustituyéndolo en la ecuacion de
la elipse. Queda

22 9(x+6)°

= + m =1, recordamos que 0 < a < 6.
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Simplificando obtenemos que a?> = —6z. Finalmente, para hallar la

ecuacion del lugar geométrico pedido, tenemos que sustituir a® por
—6z en la ecuacion de la elipse (que recordemos que originalmente
dependia de a): , )

S )

—6x 9
Nos damos cuenta de que la ecuacién resultante corresponde a una
parabola. En consecuencia, recordando que 0 < a < 6 y que —6x =
a vemos que el lugar geométrico pedido no es toda la pardabola sino

solamente los z € [—6,0). Es decir

3
y? = 3 (x +6), para x € [—6,0).
Nuestro tnico dato es que el siguiente polinomio de coeficientes reales

tiene al menos un cero de maédulo 5
P(x) = 223 — 92 + 322 + 75.

Lo primero que se puede hacer es comprobar si los valores x = 5 y
x = —5 son dicho cero. No se da tal situacién y en consecuencia las
raices de modulo 5 del polinomio P(z) tendran que ser complejas. Por
ser P(x) de grado tres sabemos que por el teorema fundamental del
algebra que P(z) tendra tres raices y por ser todos sus coeficientes
reales, dos tendran que ser conjugadas y la tercera raiz tendra que ser
real.

Sean pues las raices de la forma a+bi, a—bi, c cumpliendo que |a+bi| =
la — bi| = 5, es decir que a® + b* = 25. Por la férmula de Cardano
correspondiente al término independiente tenemos que

. . —75 —75
(a+bl)(afbl)cz T — C = m
Con lo que ¢ = —3/2. Por otro lado, por la formula de Cardano corres-
pondiente al término 23 tenemos que

9 9
(a+bi)+(a—bi)+c:§ = 2a—|—c:§.

De las dos féormulas de Cardano y del hecho que a? + b* = 25 con-
juntamente se obtiene un sistema del cual facilmente deducimos que
¢ = —=3/2, a = 3y b= +4. Consecuentemente las soluciones a la
ecuacién son el conjunto:

{o-

N W

,a::3:|:4i}.
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Problema n°® 3.

Sea {fn} la sucesion de funciones dada por:

nr — 1
(1+ zlog(n)) (1 + naz?log(n))

, para z € [0,1].

fn:

Calcule . .
g [ [ i g

explicando la aparente contradiccion del resultado.

Resolucion. La resolucién de este problema tiene cuentas bastante largas,
sobre todo en el calculo de una primitiva de la funcién f. Se darén las pautas
v los pasos clave para hacer dichas cuentas sin entrar en mayor detalle.

Vemos primero que las funciones f,, son continuas dado que para z € [0, 1]
y n € N, los factores del denominador no se anulan. En consecuencia las f,
son integrables y podremos hacer uso del teorema fundamental del Calculo
Integral para poder calcular .
|t
0

Para calcular una primitiva de f,, hacemos el cambio de variable
u = 1/(log(z) + 1) obteniendo que

-1 u(—n —log(n)) +n "
] 2= ey | s 7

En la integral anterior el numerador es igual a la derivada del denomina-
dor, salvo factor constante y finalmente obtenemos que para n € N y para
x € [0, 1] se cumple que:

1 o r?nlog(n) + 1
/fn ~ 3log(m) <(9€ log(n) + 1)2> e

Calculemos pues el limite usando las propiedades basicas de los logarit-
mos y la comparacion habitual de infinitudes:
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L 1 nlog(n) + 1
it n = Ii 1 -0
A J, = | Sl %8 (<1og<n> T 1>2> }

Mt [ log(n) log(log(n)) _ 210g(10g(n))] (5.1)
n—oo | 2log(n) 21og(n) 2log(n)
1

Calculemos ahora la integral del limite. Para ello calculamos primero el
limite puntual de la sucesion de funciones f,,. Vemos que, para cada x € (0, 1]
se tiene que:

Para calcular la integral del limite un punto no va a tener relevancia pero
vemos que el z = 0 sucede que:

lim f,(0) = —% = 1.

n—oo 1

En conclusién vemos que

1
; dim g <o

Por tanto la contradiccién aparente es que la integral del limite no coin-
cide con el limite de las integrales aun habiendo convergencia puntual. No
obstante esto no deberia realmente extranar puesto que la condicién necesa-
ria para que ambas coincidan es la convergencia uniforme, condicién mucho
maés fuerte que la mera convergencia puntual.
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Problema n° 4.

Un aficionado clasifica cada dia como seco o mojado y supone que la proba-
bilidad de que el tiempo atmosférico de cualquier dia sea igual ol precedente
estd dada por p, siendo 0 < p < 1. Representamos por Py la probabilidad de
que el tiempo sea seco un dia y por P, la probabilidad de que sea seco eln -
ésimo dia.

= Frprese P, en funcidn de Py y de p

= Calcule lim,_, P, e interprete el resultado.

Resolucion. Llamamos A,, al suceso: hace seco el n - ésimo dia. Conse-
cuentemente A, es el suceso: hizo mojado el n - ésimo dia. Del enunciado
se desprende que tendremos que expresar mediante una ley de recurrencia la
probabilidad P(A,,), teniendo en cuenta el dato de que conocemos la proba-
bilidad del tiempo de un dia, condicionada por el tiempo del dia anterior.

Primero, como P(A) = P(A)P(B) + P(A)P(B), por la ley de la proba-
bilidad total, vemos que se cumple la siguiente igualdad:
P(A,) = P(A,_1)P(An/An_1) + P(A,_1)P (An/fin_l) .
Ahora, como deciamos al principio, en el enunciado nos dicen que
P(An/An1)=p y P(AJA1)=1-p,
con lo que nos queda que
Py, =P(Ap) = P(Ap—1)p+ (1 = P(Ap1)) (1 —p) = 2p—1)Pr1 + 1 —p.
Asi pues:
P=02p-1)P +1—p
Po=2p-1)R+1-p=2p-1)°P+2p-1)(1-p)+1-p
Pi=2p—1)Ps+1—-p=2p—1°*P +(2p—1)>*1-p)
+(@2p-1)A-p)+1-p

De este modo vemos que la expresion que se pide para el primer apartado
es:

By=(2p-1)""'Pit(l-p) [(2p - D" 2+ 2p - )"+ + (20— 1) + 1]

Para la segunda parte del ejercicio simplemente basta observar que

0 <2p—1 <1, por lo que el primer sumando 1im,, ,,(2p — 1) 'P; = 0. El
resto de sumandos forman parte de una progresion geométrica de razén con
moédulo menor que 1 cuya suma conocemos. Nos queda pues

1 1 1

e P Ty

(5.2)

lim P, =0+ (1 —p)
n—oo
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5.3. Examen ano 2004.

Como comentario, el examen es muy completo: toca todas las ramas y
tiene problemas de todo tipo: problemas complicados en cuanto a las mani-
pulaciones, problemas que requieren de capacidad de interpretacion e ingenio
y problemas relativos a cuestiones habituales de matematicas de universidad.

Problema n°® 1.

Encontrar todos los nimeros naturales x,y, z mayores que cero que cumplen
1+273Y = 22,

Clasificacién.

Bloque tematico: Numeros y sucesiones.
Temas relacionados:

- Numeros enteros. Divisibilidad. (Tema 4).

Problema n° 2.

En el plano nos dan una recta v y tres circunferencias tangentes a r y ex-
teriormente tangentes entre si (cada una de ellas tangente a las otras dos).
Probar que el tridngulo que tiene por vértices los centros de las circunferen-
ctas es obtusdngulo.

Clasificacién.

Bloque tematico: Geometria.
Temas relacionados:

- Trigonometria plana. (Tema 38)

- Resolucién de triangulos. Aplicaciones. (Tema 39)
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Problema n°® 3.

Resuelva las siguientes cuestiones independientes entre si:
s Hallar el siguiente limaite:

i 2t 32 (n+1)"
oo n2 | 10 * 21 L nn—1

»  Demostrar que si todas las normales a una curva suficientemente requ-
lar pasan por un punto fijo, dicha curva estd contenida (como conjunto
de puntos) en una circunferencia.

Clasificacién.

Bloque tematico: Célculo infinitesimal y geometria.
Temas relacionados:

- Limites de funciones. (Tema 25)

- Ecuaciones de curvas y superficies (Tema 46)

Problema n° 4.

Tres personas A, B y C' lanzan sucesivamente y en ese orden un dado. Gana
el primeo que saque un seis.

» s Cudles son sus respectivas probabilidades de ganar?

»  Clalcular la probabilidad de que el juego termine en el décimo lanza-
miento y la persona C' saque siempre la suma de lo que acaban de sacar
los jugadores A y B en las tiradas anteriores.

Clasificacién.

Bloque temaético: Probabilidad.
Temas relacionados:

- Frecuencia y probabilidad. Espacio probabilistico. (Tema 63)

- Probabilidad compuesta. Probabilidad condicionada. Probabilidad to-
tal. (Tema 64)

45



5.3.1. Resolucion

El problema 1 requiere cierto ingenio e imaginacién. El segundo problema
es complicado en cuanto a las manipulaciones de féormulas (muchas y largas).
El tercer y cuarto problema son bastante tipo, aunque es necesario conocer
el criterio de Stolz para cierto apartado.

Problema n° 1.
Encontrar todos los naturales x,y, z no nulos que cumplen
14273V = 22
Resolucion. Manipulamos para obtener una resta de cuadrados:
273V =22 — 1= (2 —1)(z+1).

Como el enunciado dice que = > 0, se deduce que (z —1)(z+ 1) es par y por
lo tanto ambos factores lo son. En consecuencia z —1 =2k y 2+ 1 =2k 42
para algun k£ € N. Despejando, de esto se deduce que

27723V = k(k +1).
Los ntimeros k y k£ + 1 son primos entre s{ por ser consecutivos por lo que
hay dos opciones posibles

» k=3Yyk+1=2""2 En este caso vemos que se tiene que cumplir la
siguiente relacion

YV =k=2"2_1=1+244+.--4 273

Como las condiciones del problema estableces que y > 0 vemos que

1+24+4+---+2%3 tiene que ser multiplo de 3 y consecuentemente

x — 3 tiene que ser impar ya que 2 = —1 mdd 3
¥=1-14+1-1+--+(-1)"" méd 3.

Como consecuencia de lo anterior, z — 2 es par y sera de la forma

x — 2 = 2n y obteniéndose nuevamente una diferencia de cuadrados:

¥ =k=2""—-1=(2"4+1)(2" - 1).

Dado que las unicas dos potencias de 3 que difieren s6lamente en 2
unidades son (2" +1) =3y (2" —1) = 1 vemos que, para esta primera
opcién, necesariamente y = 1. Recordamos que

¥ =972 _1,

Por lo que x = 4 en esta opcién y, finalmente sustituyendo en la expre-
sion del enunciado 22 = 1+ 2% -3 = 49 vemos que z = 7. Por lo tanto
nos queda la solucién

=4 y=1 z=T1.
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» k=2""2y k+1=3Y La relacién que se tiene que cumplir en este
otro caso es

272 = =3 —1=2(1+3+9+---+3V71).

Necesariamente se tiene que cumplir que x > 2 puesto que k(k + 1) es
par y se tiene que
27723V = k(k +1).

En consecuencia vemos que para el segundo caso se tiene que
1+34+9+---+3Y! es una potencia no negativa de 2. Si resulta que
es 29 es decir, x = 3 entonces y = 1y 22 =14 23.3 = 25 con lo que
z = 5. Con lo que otra posible solucién es

Finalmente, en el caso en que por el contrario « > 3 entonces el niimero
14+3+9+4+---+ 3! es par. Al ser dicho namero una suma de y
potencias de 3 (impares) necesariamente y tendra que ser par, es decir,
de la forma y = 2m. Nuevamente volvemos a conseguir una diferencia
de cuadrados:

De forma similar al primer caso, las tnicas dos potencias de 2 que difie-
ren en dos unidades son (3™ 4+ 1) =4y (3™ — 1) = 2. Inmediatamente
se deduce que y = 2 y que z = 17 dado que 2% = 1 + 2532 = 289. Nos
queda pues la tercera posible solucion
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Problema n°® 2.

En el plano nos dan una recta v y tres circunferencias tangentes a r y ex-
teriormente tangentes entre si (cada una de ellas tangente a las otras dos).
Probar que el tridngulo que tiene por vértices los centros de las circunferen-
cias es obtusdngulo.

0

Resolucion. La resolucién contiene manipulaciones bastante largas, en las
que no se entrard en detalle. Lo que haremos ser4 probar que el angulo
asociado a la circunferencia pequena Coq, al que llamaremos «, es obtuso. Si
llamamos también 71,79 y r3 a los radios de cada una de las circunferencias,
por el teorema del coseno nos queda que

(7“1 -+ 7’3)2 = (7‘1 + 7’2)2 + (7’2 + 7"3)2 — 2(7‘1 + 7’2)(7’2 + 7’3) cos(a).
Al desrrollar y cancelar términos queda que
r1r3(1 + cos(a)) = ro(r1 + 12 + 73)(1 — cos(w)).

Dado que a € [0, 7] (puesto que es el angulo de un tridngulo), equivalente-
mente podemos probar que cos(a) < 0. Gracias a la igualdad anterior, en la
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que todos los factores son positivos porque |cos(a)| < 1, vemos que bastara
con probar que
r17r3 > 1ro(r1 412 +73).

Ahora bien, vemos que si Pi, P, y P3 son respectivamente los puntos de
tangencia entre las circunferencias C',Ce v C3 con la recta r, se cumple la
siguiente igualdad

PPy, + PoPy = P Ps.

Pues bien la manipulacién consiste en expresar dicha igualdad mediante el
teorema de pitdgoras en términos de los radios y elevandola posteriormente
al cuadrado se llega a que

1”2(1"1 +7r3+ 2\/7"17"3) =7r173.

De esto se deduce que la desigualdad que queremos probar para resolver el
problema es equivalente a la siguiente

7“2(7“1 +7r3+ 2\/7"17”3) > TQ(Tl +ro + 7”3).

Dividiendo por 79 y restando r; + r3 a ambos lados nos queda que basta con
probar que

2./r11r3 > T9.
Lo cual es cierto puesto que basta multiplicar entre si las desigualdades

0< e <yr1y0</ra <3
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Problema n° 3.

Hallar el siguiente limite:

28 3, )"

s et

nnfl

Demostrar que si todas las normales a una curva suficientemente re-
gular pasan por un punto fijo, dicha curva estd contenida en una cir-
cunferencia.

Resolucion. Las dos cuestiones son totalmente independientes y las
resolveremos por separado.

Por la apariencia del limite del enunciado, al que llamamos L (supo-
niendo que existe, en un abuso de la notacion) es esperable que vayamos
a poder simplificarlo bastante con el criterio de Stolz, cuyo criterio ad-
juntamos a continuacion:

Criterio de Stolz: Sean {an},~; ¥ {bn},,~; dos sucesiones de nimeros
reales. Sea la segunda estrictamente monoénota y divergente y sean
ambas tales que existe el limite

11 Gp41 — Qn
n—00 byy1 — by ‘

Entonces se verifica que

’ a ’ a 1—a
lim -2 = lfm -2t =
z—o00 by, T—00 bn-i-l — by,

Dado que la sucesién de término general 1/n? es estrictamente mono-
tona divergente hacia +oo, calculamos el limite del criterio de Stolz.
Todos los términos del numerador excepto uno van a simplificarse:

! [(n+2)”“} _ . on+l [(n+2)”+1]

L=l _
e (n+1)m | b 2n+1 |(n+ 1)nH

n—oo (n + 1)2 —n2

Ahora bien, nos damos cuenta de que el limite de la expresion entre
corchetes es en realidad el ntimero e:

1,(n+%H1 m (ML, 1 ntl
1m -————7 = 11mn = €.
n—00 (n —+ 1)”"‘1 n—oo \ n 4+ 1 n+1 €
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Como el limite del producto es igual al producto de los limites cuando
ambos existen gracias al criterio de Stolz podemos concluir que

e 2 |10 T ol -1 | T o
Para la segunda cuestion, sea I = [0,1] y sea o : I — R? dada por

a(t) = (z(t),y(t)) una parametrizacion de una curva que cumple las
condiciones del enunciado. Sea P = (a, b) el punto fijo en el que conflu-
ven las normales. Entonces se cumple que los vectores o (t) y a(t) — P
son perpendiculares para todo t € I. Consecuentemente su producto
escalar es nulo:

0= (2'(t),y' (1)) (x(t) — a,y(t) = b) = 2" () (x(t) — @) + 3/ () (y(t) — D).

Operando los paréntesis y multiplicando toda la igualdad por 2 nos
queda que

0=22'(t)z(t) — 22/ (t)a + v ()y(t) — ¥/ (t)b = 0 para cada t € I.

Integramos (una de las condiciones que nos dan es que la curva es
suficientemente regular) y resulta que

0= 22(t) +y2(t) — 2ax(t) — 2by(t).
Completando cuadrados hemos obtenido que
a? 4+ b% = (x(t) — a)?® + (y(t) — b)°.

Efectivamente todos los puntos de la curva satisfacen estar en la cir-
cunferencia con centro en P y radio a® + b%.

0

a'(t)

a(t)
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Problema n° 4.

Tres personas A, B y C lanzan sucesivamente y en ese orden un dado. Gana
el primeo que saque un seis.

= ;Cudles son sus respectivas probabilidades de ganar?

»  Clalcular la probabilidad de que el juego termine en el décimo lanza-
miento y la persona C' saque siempre la suma de lo que acaban de sacar
los jugadores A y B en las tiradas anteriores.

Resolucion. Interpretaremos el enunciado como un espacio probabilistico
para calcular lo que se con pide en cada apartado

= Empecemos por la probabilidad de que gane el jugador A.

Denotamos como P4 a la probabilidad de que gane A.
Denotamos por A, al suceso: gana el jugador A en la tirada n -
ésima.

Sabemos que A sblo puede ganar en las tiradas que son de la forma
3n + 1, puesto que es el primero en tirar. Ademas podemos calcular
facilmente la probabilidad de que A gane en una de dichas tiradas,
puesto que cada tirada es un suceso independiente:

5\%" 1
P(A3n+1)=(6> "B

Consecuentemente
[e’s) o] 3n
1 5 1 1 36
P4 = P(A - _. 2 - -2
A nZ:O ( 3n+1) 6 7;) <6> 6 1— (5/6)3 91

De forma completamente paralela y con la misma notacién calculamos
Pp. En este caso habra que sumar las probabilidades de los sucesos
B3y 2 puesto que B s6lo puede ganar en las tiradas de la forma 3n 4 2.
Nos queda que

1 /)" 5 30
Pp=-- 2 = 2. Py="
P76 Z<6) 6“7 01

Por dtimo la probabilidad de que gane el jugardor C' sera
Po =1— P4 — Pp puesto que la probabilidad de que no gane ninguno
€s cero.
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= Sea S el suceso descrito por el enunciado. Nos damos cuenta de que el
resultado en las primeras 9 tiradas son sucesos que estan condiciona-
dos en tres grupos de tres, siendo los grupos independientes entre si.
Ademas el resultado de la ultima tirada es independiente de las demés.
Como los tres grupos son equiprobables simplemente usaremos las re-
glas de la probabilidad condicionada para calcular la probabilidad de
que, por ejemplo el primer grupo, cumpla las condiciones del suceso S
y lo elevaremos al cubo. Denotaremos por T4, Tp vy T¢ al resultado de
cada una de las tres tiradas del primer grupo.
Primero, para que se pueda cumplir que T4 + T = T, vemos que
necesariamente

Ty €{1,2,3,4}.

Ahora, una vez fijado T4 los valores que puede tomar T para que se
cumplan las condiciones dadas por el enunciado sélo son admisibles los
5 — T4 resultados cuya suma es menor que 6, es decir,

TBE{l,Q...,5—TA}.

Finalmente T¢ sélo admite un resultado posible, T4 + Ts.
En consecuencia la probabilidad de uno de estos grupos de tres perte-
nezca a S seréd

4
Y IP(Ta=k)-P(Tg €{1,2...,5 - k}) - P(Tc = Ta + Tp)].
k=1

Como se supone que el dado no esta trucado la probabilidad anterior
queda como la siguiente

Por lo tanto, teniendo en cuenta que en la décima tirada la probabilidad
de que el jugador saque un seis es 1/6 nos queda finalmente que
501

P = 1086
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5.4. Examen ano 2002.

Como comentario general el examen estd redactado de una forma un
tanto intrincada y confusa. Los problemas tienen una dificultad muy dispar.
Nuevamente se tocan todos los bloques teméticos y cabe destacar que el ter-
cer problema est4 ambientado en la mecénica clasica.

Problema n° 1.

El grafo de la figura representa el juego siguiente: Las apuestas se hacen so-
bre el lanzamiento de una moneda de Laplace. Inicio con un millén de euros
y apuesto, st no acierto tengo cero euros y paro de jugar, si acierto tengo
dos millones y sigo jugando. Apuesto, si no acierto tengo cero euros y dejo
de jugar, si acierto tengo cuatro millones y sigo jugando. Apuesto, si acierto
tengo cinco millones gano y finaliza el juego, si no acierto tengo tres millones
y sigo jugando. Apuesto, si no acierto tengo un millén y sigo jugando y si
acterto tengo cinco millones, gano y finaliza el juego. Cada posible transcur-
so del juego corresponde a un camino que conmienza en 1 y termina en el
borde {0,5}.

~
wt

Calcular la probabilidad de ganar los cinco millones, la esperanza y la va-
rianza de la variable N que da la duracion del juego (nimero de apuestas).

Clasificacion.

Bloque temético: Probabilidad.
Temas relacionados:

- Distribuciones de probabilidad de variables discreta. (Tema 65)

- Técnicas de recuento. Combinatoria. (Tema 3)
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Problema n°® 2.

Sea f la funcion real de variable real dada mediante

: VT
Estudiar las asintotas y la monotonia de f y dibujar aprorimadamente su
grifica.

flz) =

Clasificacion.

Bloque temético: Calculo infinitesimal.
Temas relacionados:

- Estudio global de funciones. Aplicaciones a la representaciéon gréfica
de funciones (Tema 28)

- Primitiva de una funciéon. Calculo de algunas primitivas. (Tema 30)

- Funciones reales de variable real. (Tema 21)

Problema n° 3.

Un disco de radio v rueda sin deslizamiento sobre la recta y = 0 dando
una vuelta completa. Inicialmente su centro estd en O = (0,—r), y el punto
P =(0,0) genera una curva C. Admitiendo que al dejar caer una bola situada
en un punto de la superficie de un cuenco cuya seccion tiene la forma de C,
rueda sobre ella y se rige por la ley de caida libre v? = 2gh, donde g es la
aceleracion de la gravedad y v es la velocidad de la bola en el punto que se
encuentra a una diferencia de altura h respecto del punto de donde se soltd,
hallar el tiempo que tarda la bola en llegar al fondo del cuenco.

Clasificacién.

Bloque tematico: Célculo infinitesimal y geometria.
Temas relacionados:

- Limites de funciones. (Tema 25)
- Ecuaciones de curvas y superficies (Tema 46)

- Aplicacién del estudio de funciones a la resoluciéon de problemas de la
Naturaleza. (Tema 32)
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Problema n° 4.

Demostrar que si tres nimeros x,y y z cumplen que
(xy +yz +22)° = wyz(z +y + 2)°,
entonces estdn en progresicn geométrica.

Clasificacién.

Bloque tematico: Nameros y algebra.
Temas relacionados:

- Polinomios. Operaciones. Divisibilidad de poliniomios. (Tema 13)

- Sucesiones. Progresiones aritméticas y geométricas. (Tema 8)

5.4.1. Resoluciéon

Como comentarios, los dos primeros problemas son claramente mas senci-
llos y relativos a cuestiones habituales de la probabilidad y la representacién
de funciones. Los dos ultimos, sin embargo son bastante duros, cargados de
detalles técnicos manipulaciones poco evidentes o requieren de “idea feliz”.
Como 1ltima observacion para el problema 4 se aportan dos posibles resolu-
ciones, una més rudimentaria y la otra un poco mas imaginativa. En ambos
casos es necesario conocer cierta caracterizacion de las progresiones geomé-
tricas.

Problema n°® 1.

El grafo de la figura representa un juego de apuestas. Cada nidmero repre-
senta los millones de euros que tengo. Gano o pierdo segin una moneda de
Laplace. Empiezo en el 1 y solamente puedo acabar en el borde {0,5}.
Calcular la probabilidad de ganar los cinco millones, la esperanza y la
varianza de la vartable N que da el nimero de apuestas que dura el juego.
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Resolucion. Lo primero en lo que nos fijamos es en que si el apostante en
la cuarta apusta el juego todavia no ha acabado, el juego esta exactamente
en la misma situacién que antes de comenzar. En consecuencia vemos que
el juego puede ser ganado sélamente en alguna de las apuestas de la forma
4n —1 o 4n. Si denotamos por G, al suceso: el apostante gana el juego en la
n - ésima apuesta, la probabilidad p de que el jugador gane los cinco millones

€S
00

p= Z P(Gan-1) + p(Gan)] .

Ademads conocemos dichas probabilidades porque la moneda es de Laplace
(v se supone que es justa):

[ 00 _

14n71 14n 3 1 An—1 1

p—z[z ) }_22<2> ~ 5
n=1 n=1

Sea N la variable que indica el ntimero de apuestas que suceden hasta
que termina el juego. El juego podemos representarlo de forma grafica de la
siguiente manera:
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Vemos que puede acabar (ganando o perdiendo el apostante, es indife-
rente) en cualquier turno y que

1

p(N =mn) = <

n
2) , paran € N.

En consecuencia la esperanza sera:

E(N) :ni::ln-p(N:n) :gn<;>n

Pese a que es una serie aritmético geométrica y conocemos su suma, podemos
calcularla con métodos analiticos. Aprovechamos que conocemos la suma de
la serie cuyo término general es x™:

> X

g x"zl .
— X

n=1

Como es derivable dentro de su radio de convergencia, |z| < 1, derivando
ambos términos y multiplicando por z deducimos que

> i
n-z"=-———;.
2= oy

En resumidas cuentas podemos calcular la esperanza

E(N)=> n-p(N=n)=2
n=1

Como es habitual, para calcular la varianza calculamos primero E(N?). De-
rivando otra vez en la expresién anterior:

1+=x

E(N?) = Zn2p(N =n)= xm
n=1
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Usando este calculo previo podemos calcular la varianza:

S 1/2(1+1/2

o(N) = E(N%) — E(N)* = 012y 4=2.

Problema n° 2.

Estudiar las asintotas y la monotonia de f : R — R y dibujar aproximada-

mente su grdfica.

=] Jarest

Resolucion. Por comodidad, sea g(t) la funcién bajo el signo integral:

1
V24T

Al ser z*+124+1 > 0, tenemos que g(x) es continua y en particular integrable
en cualquier intervalo de R. Como consecuencia f(x) esté bien definida y es
continua. Para facilitar el estudio de las asintotas y de la monotonia veremos
primero que f es una funcién impar, tiene simetria respecto del origen de
coordenadas.

g(t) =

f( ) /Qx dt —2z —du

—x) = - = _— =
. VP41 —z Vut+u?+1

Donde para efectuar los calculos no hemos hecho nada mas que el cambio de

variable u = —z. En particular f(0) = 0 y hemos reducido el problema al
intervalo [0, o0].

—f(@).

Para el estudio de las asintotas (ya hemos visto que no hay asintotas
verticales puesto que f es continua) se hace la siguiente acotacion:

20t 1% 1

Tomando limites nos queda que
, .1
0< lim f(z) < lim — =0.
T—00 z—00 20

De modo que la recta y = 0 es una asintota horizontal en 4oo.
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Para el estudio de la monotonia el teorema fundamental del célculo in-
tegral nos garantiza que, por ser la funcién integrando g continua, nuestra
funcién f es derivable en todo R y su derivada es
B 2 2

Viezt + 422 +1 Vot + 22 +1

f'(x)

Nos interesan los z en los que f'(x) = 0. Para esto juntamos las fracciones
de la expresién anterior y nos fijamos en el numerador:

fl@)=0s2Vat+22+1— V162 + 422+ 1 =0« —122* + 3 =0.

Donde en la ultima equivalencia no hemos hecho més que multiplicar por el
conjugado de la diferencia de raices para simplificarlo y operar. Dado que
el denominador serd el producto de dos factores positivos el signo de f'(z)
vendra determinado por el signo de —12z* + 3 = 3(1 — 42%). Nos queda
V2 )

2
f'(x) >0para0 <z < \g, [ es creciente en [(), 5

2 2
f'(x) <0 para z > \2[, f es decreciente en ({7 oo) .

La simetria respecto del origen nos da inmediatamente el comportamiento
en el intervalo (—o0,0).

e
wt
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Problema n°® 3.

Consideremos el cicloide C' cuyo punto inicial es el P = (0,0) y cuya cir-
cunferencia de giro tiene centro en O = (0, —r). Dejamos caer una bola en
un cuenco cuya seccion tiene la forma de C. Consideramos que se rige por
la ley de caida libre v? = 2gh (sin deslizamiento) donde v es la velocidad de
la bola en el punto que se encuentra a una diferencia de altura h respecto del
punto de donde se soltd. Hallar el tiempo que tarda la bola en llegar al fondo
del cuenco.

Resolucion. Lo que se nos estd diciendo en la primera oracién es que la
curva, C' es un cicloide. En el caso particular en que el punto inicial es el
P =(0,0) y la circunferencia de radio r se desplaza por debajo de la recta
y = 0, la parametrizaciéon més habitual es la siguiente:

o :[0,27] = R?, u s r(u — sen(u), cos(u) — 1).

Para entender dicha parametrizacién nos damos cuenta de que simplemente
se trata de interpretar de forma adecuada. Partimos del punto P y despla-
zamos la circunferencia en un angulo de u radianes dejando dicho punto
transformado en el P’

Veamos las coordenadas: el centro avanzara r-u unidades de distancia hacia
la derecha. En consecuencia la coordenada de la x para P’ seré r-u—r sen(u)
(puesto que el punto P gira con la circunferencia). Por otro lado la coorde-
nada de la y serd cos(u) — r.

=

Vemos que la dificultad principal del problema reside en que en v? = 2gh
lo que nos dice es que si s(t) el es espacio recorrido en funcion del tiempo
tenemos que

s'(t)? = 2gh(t).
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Necesitamos relacionar la altura h(t) con el espacio recorrido s(t) para obte-
ner una ecuacion diferencial con la que podamos trabajar. Para esto usamos
la parametrizacion que tenemos. La altura h(u) que tiene el movil en el punto
afu) es

h(u) = r(1 — cos(u)) = 2r (1 ~ cos (;‘)2) |

Por otro lado, haciendo los célculos pertinentes, la distancia s(u) recorrida
por el movil en el punto a(u) es

sor= [l [“son () a1 o (£)).

De las dos igualdades conjuntamente obtenemos que

Nos damos cuenta de que, aunque hemos utilizado la parametrizacién en
radianes, la igualdad obtenida relaciona la altura que el moévil tiene en un
punto con la distancia que lleva recorrida hasta ese punto. En consecuencia

nos queda que
t)?
(02 =29 (st — SO
(07 =29 (500 - °)

Con vistas a obtener una ecuacion diferencial no homogénea de segundo
orden derivamos a ambos lados y dividimos por 2s'(¢) (podemos porque la
velocidad no se anula). La ecuacion resultante es

g

s"(t) + ES@) =g.

La solucion para las condiciones iniciales s(0) = s'(0) = 0 es

s(t) = r (1 cos \/47> .

La expresion anterior nos relaciona el espacio que lleva recorrido el movil,
con el tiempo transcurrido t. Como lo que nos piden es el tiempo que tarda
el movil en llegar al fondo del cuenco lo que haremos es calcular el espacio
recorrido en dicho momento. Recordamos que que la parametrizaciéon del
cicloide era

a(u) = r(u —sen(u), cos(u) — 1),

con lo que la segunda componente tiene un minimo en u = 7 (que sera el
fondo del cuenco). Consecuentemente el espacio recorrido en dicho momento
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sera s(m) = 4r y obtenemos que el tiempo 7" en el que el movil llega al fondo

del cuenco cumple
g
dr =4r (1 — = -
r r ( oS 4r>

Finalmente, despejando concluimos que la bola tarda un tiempo 7' = 7+/7/g
en llegar al fondo del cuenco.

Problema n° 4.
Demostrar que si tres numeros x,y y z cumplen que
(xy +yz + mz)3 =zyz(z+y+ 2)3,

entonces estdn en progresion geométrica.

Resolucion. Nos damos cuenta de que los factores de la expresién son pre-
cisamente los coeficientes de las formulas de Cardano. Apartemos primero
un caso trivial: si alguno de los tres nameros x,y o z fuera nulo entonces se
tendria que

zy+yz+2xz=0.

Fn dicho caso al menos dos de los tres niimeros seran nulos y tendremos que
x,y v z estdn en progresiéon geométrica de razoéon 0.

Vayamos con el caso general en el que z, y y z son no nulos: por comodidad
con la notacion usual de las formulas de Cardano llamamos

a=z+y+z, b=zy+yz+ xz, c = xYz.

Con esta nueva notacion la hipotesis queda reescrita como que b = ca® y
ademas notamos que z,y, z son las raices del polinomio

P(t) =t3 — at®> + bt — c.

Analicemos primero el caso en el que a = 0. Vemos que por lo primero b = 0
y €n consecuencia se tiene que

0=P(y) =y" —c=yy* — z2).

Como hemos supuesto que z,y,z son no nulos obtenemos que 32 = zz.
Despejando z = y - y/z y vemos que tenemos la progresion

_ Y Yy
z, y=x-—, 2=y -,
T T

de razoén y/x.
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Para el segundo caso, cuando a # 0 vemos primero que si

3
b = ca®, es decir ¢ = <b> .

a

Manipulando convenientemente en la expresion de P(t) nos queda que

P(t) =5 — at® + bt — <Z>3 = <t— Z) <t2—|—2t+ (2)2—@) .

Teniendo en cuenta que x,y, z son las raices de P(t), vemos que necesaria-
mente una de ellas serd b/a. Supongamos que es y (para los otros dos casos
el razonamiento seria idéntico), entoncess zyz = ¢ = (b/a)® y por lo tanto:

2
Yz <b> 9
rz=""—= (-] =y
y a

De nuevo por el razonamiento del caso primero, esto significa que estan en
progresion geomeétrica de razon y/z.

Resolucion. Otra posible forma de resolverlo es usar el siguiente resultado:

Tres ntimeros x,y y 2z estan en progresién geométrica si, y solo si, se da
alguna de estas tres igualdades:

2 —yz=0 > —22=0 22—ay=0,
es decir, el producto de dos de ellos coincide con el cuadrado del tercero.

Notamos ademés que esta segunda condicién podemos expresarla como
que
(2? —y2)(y* — 22)(2* — xy) = 0.

De este modo si consideramos los polinomios
F(z,y,2) = (z° —y2)(y* — 22) (2" — zy)

G(x,y,2) = (zy +yz + :Uz)3 =zyz(x +y+ 2)3

el problema trata de comprobar que si una terna (x,y, z) cumple que
F(x,y,z) = 0 entonces también se sigue que G(x,y, z) = 0. Se puede hacer
de varias formas, la mas rudimentaria siendo simplemente operar y ver que,
de hecho, ambos polinomios coinciden.
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5.5. Examen ano 2000.

Para esta convocatoria nuevamente aparecen problemas de todo tipo:
algunos habituales, otros bastante ingeniosos o realmente duros. Como co-
mentario, el enunciado de este examen es bastante conciso y con bastante
carga del bloque de édlgebra (dos problemas enteros).

Problema n° 1.

Dos jugadores A y B juegan, alternativamente, partidas. Gana el juego el
primer jugador que consigue ganar una partida. La probabilidad de que gane
A sus partidas es p1, y la probabilidad de que B gane las suyas es pa, con
pa > p1. Para compensar su ventaja, B deja que A juegue la primera partida.
s Qué relacion deben cumplir p1 y p2 para que el juego sea justo, esto es, para
que A y B tengan la misma probabilidad de ganar el juego?

Bloque temético: Probabilidad.
Temas relacionados:

- Distribuciones de probabilidad de variables discreta. (Tema 65)
- Técnicas de recuento. Combinatoria. (Tema 3)

- Funciones reales de variable real. (Tema 21)

Problema n°® 2.

Hallar las condiciones que tienen que cumplir los coeficientes de las ecuacio-
nes
B 4pz+q =0, 24 pz+qg=0

para que los afijos de las soluciones de cada una de dichas ecuaciones formen
tridngulos semejantes.

Clasificacién.

Bloque tematico: Algebra y geometria.
Temas relacionados:

- Polinomios. (Tema 13)
- Homotecia y semejanza en el plano. (Tema 42)

- Nameros complejos. Aplicaciones geométricas. (Tema 9)
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Problema n°® 3.

Partiendo de un valor cualquiera xo € R, se construye la sucecion (xy)
mediante la formula
Tn = csen(zp—1) + k

donde 0 < ¢ < 1 y k es una constante real cualquiera. Demostrar que la
sucesion (x,) es convergente.

Clasificacién.

Bloque tematico: Célculo infinitesimal.
Temas relacionados:

- Funciones reales de variable real. (Tema 21)

- Limites de funciones. (Tema 25)

Problema n° 4.

Se dan un foco F y dos puntos de una hipérbola. Se pide el lugar geométrico
del sequndo foco de las hipérbolas que tienen comunes tres puntos dados.

Clasificacién.

Bloque tematico: Algebra.
Temas relacionados:

- Ecuaciones. Resolucion de ecuaciones. (Tema 14)

- Sucesiones. Progresiones aritméticas y geométricas. (Tema 8)
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5.5.1. Resolucion

Nuevamente la resolucién de los problemas 1 y 3 es bastante tipo con
procedimientos habituales de la probabilidad y del calculo (en concreto las
sucesiones de Cauchy). Sin embargo el problema nimero 2 es muy duro, con
bastantes detalles técnicos y realmente largo. El dltimo problema requiere
ingenio y buena capacidad de interpretacion, no obstante si se encauza bien
no resulta demasiado complicado.

Problema n° 1.

Dos jugadores A y B juegan, alternativamente, partidas. Gana el juego el
primer jugador que consigue ganar una partida. La probabilidad de que gane
A sus partidas es p1, y la probabilidad de que B gane las suyas es pa, con
p2 > p1. Para compensar su ventaja, B deja que A juegue la primera partida.
s Qué relacion deben cumplir p1 y p2 para que el juego sea justo, esto es, para
que A y B tengan la misma probabilidad de ganar el juego?

Resolucion. Denotamos por P4 vy por Pp a las probabilidades que tienen
respectivamente A y B de ganar el juego (no una partida concreta). Para
que el juego sea justo tiene que cumplirse que P4 = Pp. Para calcular Py
y Pp se tendra en cuenta la siguiente consideraciéon: si A y B juegan una
partida sin haber ganado ninguno de ellos, volvemos a estar en la situacién
inicial en la que no se habia jugado todavia ninguna partida.

Calculemos pues la probabilidad P4. El jugador A gana: en la primera
tirada con probabilidad p; o, en el caso en que pierde y también pierde B en
su primera partida, con la probabilidad que tenfa inicialmente. Esto es

Pa=p1+ (1 —=p1)(1 —p2)Pa,
que despejando queda

[P
P1+ P2 — P1p2

Para calcular la probabilidad Pp procedemos de forma similar. El juga-
dor B gana: cuando A ha perdido en la primera partida, con probabilidad
p2 o cuando ninguno de los dos gana en la primera partida, con la misma
probabilidad que tenia inicialmente. Queda

Pg = (1 —p1)[p2 + (1 —p2)Pp],
que, tras despejar queda que

(1 —p1)p2

Pp= ————=—
p1 + P2 — P1p2
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Nos queda pues igualar las expresiones de P4 y de Pp para determinar
la relacién que tiene que haber para que el juego sea justo. Nos queda que

b1

P2 =
1—m

Se adjunta la funcién anterior representando p; en el eje de abscisas y
p2 en el de ordenadas. Vemos que, como era de suponer y como nos decia el
enunciado, efectivamente siempre se tiene que ps > p1.

[

P2 , = 1
P 1—m

Problema n°® 2.

Hallar las condiciones que tienen que cumplir los coeficientes de las ecuacio-
nes
2 4+pz+q =0, P4 przt+g=0

para que los afijos de las soluciones de cada una de dichas ecuaciones formen
tridngulos semejantes.

Resolucion. La resolucion de este problema es bastante larga porque pri-
mero hay que indagar sobre una condicién necesaria y luego probar que dicha
condicion es, de hecho suficiente. Ademads resulta algo técnica porque ambas
partes requieren del siguiente resultado:
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Las soluciones de los afijos de la ecuacion compleja 2> 4pz+¢q = 0, siendo
p,q € C estan alineados si, y s6lo si

3 3

pE]Ry

q2

27
gq=0 o <-7

q

Nos vamos a cefiir estrictamente a lo que pide el problema, que es dar una
condicién necesaria. Con esto en mente nos interesa s6lo probar el reciproco
del resultado anterior.

La implicacién de izquierda a derecha seria 1til para obtener la condicién
necesaria.

Supongamos pues que se cumple lo anterior. Primero si ¢ = 0 entonces
la ecuacién nos queda

2B 4pr=2(224+p) =0

cuyas soluciones son z = 0 y dos numeros complejos z = =+,/p, que son
opuestos. En consecuencia los afijos estdn alineados. Sino, es decir, en el

caso de que

3 27
q#0 'y %ER < ——
q q 4

i

[\

Lo que haremos sera transformar la ecuacién 22 + pz + ¢ = 0 por una
semejanza Z = az, obteniendo la ecuacién equivalente 2% + pa®z + ga® = 0,
siendo a = p/q (recordemos que el caso ¢ = 0 ya estaba tratado). Como
vemos la ecuacion semejante seréd de coeficientes reales

y gracias a la otra hipoétesis su discriminante es

3
A = 4(pa?)® 4 27(qa®)? = (422 + 27) (qa®)? < 0.

Por lo tanto la ecuacién semejante tiene soluciones reales, por tanto alineadas
y, en consecuencia, también estaran alineadas las soluciones de la ecuacién
original.

Volviendo con el problema que nos preocupa: la condicién suficiente que
buscamos es

3 3 3 3
P1 D2 b1 ba 27
Qe #0 vy S—==¢R o =S==%5>-——
@B i % 4
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Como nota, para indagar sobre ella como condicién necesaria lo que harfa-
mos seria darnos cuenta de que ambas ecuaciones tienen nulo el coeficiente
del término cuadrético y por tanto las ecuaciones de Cardano nos dicen que
la suma de los afijos de las soluciones es 0. Por tanto ambos tridngulos tienen
por baricentro al (0,0) y, de ser semejantes, la semejanza seré de hecho una
homotecia.

Veamos pues que dicha condiciéon es suficiente. Lo primero es que por el
resultado del principio los afijos no estan alineados, podemos suponer que al
menos forman dos tridngulos. Para la demostracién distinguiremos los dos
siguientes casos

= Cuando p; o p2 es cero. En realidad vemos que por la condicién, serdn
nulos ambos. Las ecuaciones quedan reducidas a

Z3+Q1:O7 23+Q2:7O

Como q1, g2 # 0 los afijos correspondientes a sus raices ctibicas forman
triangulos equilatéros, es decir, equivalentes.

= Cuando ni p; ni pa son cero. En este caso veremos que las ecuaciones
son semejantes por la homotecia

P1-q2
p2-q1
Una vez normalizada, la primera ecuacion queda transformada en

w = az, siendo a =

w? +p1a2w + q1a3 =0.

Por como hemos escogido a y por la hipétesis p3/¢? = p3/q3 vemos
que dicha ecuacién es de hecho igual a la segunda 23 + poz + g2 = O:

3., .2 3. .2 3.3 3.3
p1a2:pl'QQ:p2'Q1:p2 qa3:p1'q2:p1'q2:q2
Y ‘ ‘

p3-ai  p3edt pai pia

En conclusién los tridngulos que forman los afijos son semejantes por-
que podemos transformar una ecuacién en la otra por una homotecia.
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Problema n°® 3.

Partiendo de un wvalor cualquiera xo € R, se construye la sucecion (xy)
mediante la formula
Ty = csen(Tp_1) + k

donde 0 < ¢ < 1 y k es una constante real cualquiera. Demostrar que la
sucesion (x,) es convergente.

Resolucion. No podemos indagar sobre ningiin punto fijo porque no sabe-
mos despejar en
x = csen(x) + k.

En consecuencia lo que haremos serd utilizar la convergencia de Cauchy.
Empezamos por acotar la distancia entre dos términos consecutivos

|Xpn—1 — xn| = c|sen(x,) — sen(x,—1)|.

Como es de proceder habitual en este tipo de situaciones, usamos el teorema
del valor medio aplicado al intervalo de extremos x, y x,—1 para obtener
que

|sen(zn) — sen(zp—1)| = | cos(vn)||zn — zp-1l,

para cierto valor v, perteneciente al interior de dicho intervalo. Realmente
el valor 1, no nos importa, lo tinico importante es que |cos(¢,)| < 1y, en
consecuencia,

|Tn—1 — zn| < clzn — 2n-1].

Podemos reiterar el razonamiento anterior sucesivamente en los intervalos
que tienen por extremos x; v x;—1 con ¢ = 1,2...,n — 1 para llegar a la
conclusiéon de que

|zp—1 — xn| < |1 — x0].

De esta forma hemos acotado la distancia de dos términos consecutivos cua-
lesquiera x,, Tn4+1 en términos de la distancia entre los dos primeros

xo vy x1- Nos falta acotar la distancia entre dos términos cualesquiera x, y
Tp4k. Primero vemos que

[Trike — Tn| < |Tpgk — Togk—1| + [Tnsk—1 — Tpgr—2| + -+ |Tng1 — T4l
Usando la acotacién anterior nos queda que
Tk — x| < (P71 PR )|y — ol

Para finalizar vemos que tenemos la suma de unos cuantos términos que estan
en progresion geométrica de razén 0 < ¢ < 1. Podemos acotar considerando
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la suma de la sucesién completa, puesto que todos sus términos son positivos.
Nos queda que

‘1'1 - $0| nj)oo 0.

[Tt — Tn| < 1—c

Por lo tanto la sucesion (x,,) es convergente por ser de Cauchy.

Problema n° 4.

Se dan un foco F y dos puntos de una hipérbola. Se pide el lugar geométrico
del sequndo foco de las hipérbolas que tienen comunes tres puntos dados.

Resolucion. Sean Ay B los dos puntos de la hipérbola y sea F” el segundo
foco de la misma. Sabemos que se verificara que

IFB— F'B|=|FA—F'A| = k.

Separaremos en los dos siguientes casos posibles que resultan al deshacernos
del valor absoluto:

= Fl caso en el que A y B estan situadas en la misma rama. Tenemos
que
FA—-FA=FB - F'B=+k.

Manipulando nos queda que
FFA-F'B=FA—FB.

En consecuencia F’ recorre una rama de hipérbola cuyos focos son
Ay By constante |[FFA — FB].

0

~—

o
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= El caso en el que A v B estan situadas en ramas diferentes. Tenemos
que
FA-FA=—(FB—-FB) = +k.

Manipulando nos queda que

F'A+FB=FA+ FB.

En consecuencia F’ recorre una elipse cuyos focos son A y B y cons-
tante |FA+ FB].
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Capitulo 6

Conclusiones

Un tépico muy extendido, con origenes muy antiguos y muy presente en
la actualidad es si el nivel de la ensefianza y los estudios han decaido con
respecto a la generacién anterior o no. Dicho tépico estd especialmente pre-
sente en las pruebas de oposicion, json o no més dificiles que las de hace 20
anos? La conclusién que aqui presentamos para ambos casos es que, aunque
el nivel de conocimientos haya decaido, es fruto de un cambio de direccién y
también se ha mejorado en otros aspectos. Para argumentarlo, primero esta-
bleceremos la comparativa entre los problemas de las primeras convocatorias
tras la salida del MEC con los de las convocatorias més recientes. Segundo,
presentaremos fragmentos de un extenso e interesante articulo de periodico
publicado en el Mundo que habla sobre el tépico, en concreto particularizado
a las pruebas de acceso a la universidad.

6.1. Comparativa de los problemas de oposicién a
lo largo del tiempo.

Dado que la tinica convocatoria realmente reciente es la de 2015, el estu-
dio quedard un poco sesgado a esos cuatro problemas pero, en mi opinién es
suficiente para ilustrar el tema.

La tendencia que se percibe es una preferencia por problemas en los que
hace falta dominar la comprension significativa del temario. Hace falta com-
prender los temas como teoria que estudia como se relacionan unos conceptos,
en vez de comprenderlos como conjunto de resultados y procedimientos que
han de ser aplicados de forma més o menos enrevesada.

Como ejemplo claro tenemos el problema 1 de 2015, en el que lo que se
busca es ver si el opositor comprende y maneja el concepto de base y de
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espacio vectorial y si tiene clara la relacion existente entre matrices y aplica-
ciones lineales. En contraposicién con las convocatorias més antiguas, como
el problema 2 de 2006, en el que hay que saberse la ecuaciéon de las tangentes
a una elipse por un punto exterior (o deducirla a mano) y trabajar con ella,
o como el segundo apartado del 3 del ano 2004, en el que hay que recordar
el criterio de Stolz y hacer ciertas manipulaciones para buscar el nimero e.

En mi opinién en la convocatoria de 2015 también prima més la capacidad
de interpretacién geométrica y la vision espacial. Esto lo vemos comparando
el problema 3 del afio 2015 con, por ejemplo, el 3 del ano 2006. En el primero
hay que ser capaz de interpretar en términos de coordenadas las propiedades
geométricas de las que habla el enunciado. También es necesario visualizar
la figura del enunciado para poder escoger bien las secciones con las que
calcular el volumen.

En contraposicion en el 3 del afio 2006 la mayor dificultad reside en cal-
cular una primitiva mediante un cambio de variable bastante rebuscado y
conocer el resultado que nos dice cudndo se pueden conmutar la integral con
el limite de una sucesion de funciones.

Finalmente, otro aspecto clave es el ingenio y la creatividad, claramente
mayor en la dltima convocatoria. Lo vemos en los problemas 2 y 4 de esta
dltima convocatoria. Son problemas cuya dificultad reside en encontrar un
marco tedrico con el que describir matematicamente la realidad del problema,
sin apenas carga de manipulaciones o cuentas. Dichos problemas admiten va-
rias soluciones, de hecho, para ambos se han dado dos resoluciones diferentes.
Ademés el marco tedrico es simple: conceptos como el de integral definida,
teorema del valor medio y regla de Laplace.

De forma totalmente opuesta a muchos de los problemas de las con-
vocatorias antiguas, como el 4 de 2002 en el que es necesario saberse una
caracterizacion algo avanzada de las progresiones geométricas o el problema
2 de los afios 2004, 2002 y 2000 en los que la dificultad principal reside en la
gran cantidad de manipulaciones y cuentas que hay que desenvolver.

6.2. Conclusiones sobre el tépico.

La conclusién que presentamos es que, efectivamente, el nivel de conteni-
dos de los problemas ha bajado, el examen es menos duro. No obstante, esta
visién no describe la realidad de la situacién por completo. Los problemas de
la ultima convocatoria cubren estas otras cualidades ya mencionadas: capa-
cidad de interpretacion, creatividad y comprension significativa o global de
los temas. Mientras que el opositor de hace 20 afios lo que tenfa que hacer era
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memorizar los temas y hacer problemas extensivamente, el opositor del dia
de hoy tiene que centrarse mas en comprender y reflexionar sobre los temas,
al menos aquellos que tienen una relacién maés directa con la resolucién de
los problemas.

6.2.1. ;Son los exdmenes de ahora mas faciles que los de
antes?

En un articulo de periédico de tirada nacional publicado en El Mundo a
fecha de 31/05/2016 por la periodista Olga R. Sanmartin expone la siguiente
reflexion:

“ Un padre de 48 anos ve cdmo su hija de 18 prepara la Prueba de Acceso a
la Uniwversidad (PAU). La chica es lista, aprende con facilidad. Sin embargo,
el padre no puede dejar de reflexionar sobre las cosas que sabia él a su edad.
sLas capitales de Furopa? ;Los rios de Espania? ;Los nombres en latin de
todos los drboles? A cambio, ella sabe mucho mds inglés. Y se maneja con
naturalidad con las nuevas tecnologias. Y siempre trata de averiguar el porqué
de las cosas...

El padre recuerda como era él a la misma edad y se plantea: sha bajado o
ha subido el nivel? Esa sensacidn le ha acompanado durante todo el proceso
de formacion de su hija. La pregunta se la hacen, también, muchas familias
que estos dias preparan la PAU. ;Es menos exigente la educacion de nuestros
hijos que la de nuestros padres? ”

A continuacién en el articulo se reflexiona extensamente sobre el tema.
Muchas de estas reflexiones resultan extremadamente interesantes con el ob-
jetivo de argumentar la conclusiéon de que aunque a dia de hoy el nivel de
conocimientos sea menor que el de antes, la calidad del aprendizaje es me-
jor porque éste es mucho mas significativo. Ademéas la prueba de acceso a
la universidad tiene un contexto muy paralelo a la prueba oposicién y nos
servird para finalizar la conclusién del trabajo.

En general, los profesores opinan que los exdmenes de ahora son «més
sencillos». No obstante estudios recientes estiman que el nivel de escolari-
zacion de la poblacién en Espainia se ha duplicado en tan sélo medio siglo.
Esto es muy importante: la educaciéon de hace décadas era mas selectiva y
probablemente mas selecta, pero sélo unos pocos podian acceder a ella. El
nuevo modelo busca integrar a todos y es dificil mantener esa excelencia que
antes disfrutaba una minoria reducida.

Es de especial interés la opinién que tienen los editores de libros de texto
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al respecto: «Es dificil comparary porque antes los manuales eran mas «en-
ciclopédicos» y «memorfsticos» y ahora su propdsito es «ensefiar a pensary.

Por dltimo, otro posible punto de vista es el mantenido por la maestra
de Primaria Carmen Guaita: En los dltimos afios ha habido un cambio tec-
nolégico enorme que ha impactado en la vida de la gente. Hace 20 anos, un
universitario situaba perfectamente en el mapa las capitales de Europa y a lo
mejor ahora no. A lo mejor el nivel de conocimientos memorizados es menor,
pero el acceso al conocimiento es mayor. ; Cé6mo podemos decir que un estu-
diante tiene peor nivel que antes si conocen los sistemas de comunicacién e
informacién mucho mejor que su profesor?».

Como vemos todas las reflexiones sacadas del articulo estdn estrecha-
mente relacionadas con las conclusiones a las que habiamos llegado nosotros.
La idea esencial que hay detras es la misma, lo que estd sucediendo en la
actualidad es un cambio de direccién hacia un aprendizaje més significativo.
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