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INTRODUCCION

7

Esta tesis esta dedicada fundamentalmente a la apli-
cacién de la idea gauge a la gravedad y se estudian las di-
versas teorias a que da lugar., Siempre se ha considerado la
ligadura de metricidad, i.e., que se verifique el teorema de
Ricei.

En general, la aplicacidén de la idea gauge conduce a
teorias alternativas macroscdépicas a la teoria de Einstein-

Hilbert y a posibles teorias microscépicas de gravedad.

Entre las razones que nos han llevado a estudiar es-

te tipo de teorias se encuentran:

1) La primera y mds obvia es que si en el futuro se
encontrase que la teoria de Einstein-Hilbert estd en desa-
cuerdo con los experimentos, las nuevas teorias estrian pre-

paradas para sustituirla,

2) En segundo lugar, las teorias alternativas pueden

sugerir nuevas vias de "testar" a las teorias de gravedad.

3) En tercer lugar, aunque la teoria de Einstein-
Hilbert es la mds bella y sencilla, las teorias alternativas
pueden proporcionar una unificacidn més.estética con ias
teorias de las interacciones electromagnética, débil y fuer-

te, las cuales son descritas mediante la idea gauge.

4) Finalmente, las teorias alternativas pueden condu-
cir a una unificacién de la gravedad y de la mecdnica cuénti-

ca, i.e., conducir a la teoria cuédntica de gravedad.
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Para ver las motivaciones que conducen al estudio de
la teoria gauge de gravedad y para que la memoria fuese lo
mds completa posible, se ha considerado conveniente exponer
en los capitulos A y B un resumen critico de las teorias
métricas, y de las teorias con torsidén gravitatorias y de

su cuantificacidén covariante.

En el capitulo C se ha expuesto el método general de
idea gauge usando el formalismo diferencial mediante formas

diferenciales.

En el capitulo D se aplica el método gauge a gravedad
usando el formalismo mis parecido posible al aplicado a las
interacciones internas (Yang-Mills) pero teniendo en cuenta

las particularidades que presenta la gravitacién,

La teoria de gravedad, con la ligadura de métricidad,
debe ser construida imponiendo invariancia Lorentz Local y
covariancia bajo difeomorfismos. Debe ser la teoria gauge
del campo de Poincaré(é6 de Sitter) rota, utilizando campos

n.__. " - . .
de Higgs a una teoria invariante local Lorentz.

Esto se ha realizado en la seccidén 8. usando el for-
malismo de fibrados. Considerando el formalismo variacional

no ha sido posible introducir la condicién de rompimiento.

Por este motivo y dado que se obtienen al final las
mismas ecuaciones de campo e identidades,se ha expuesto el
formalismo variacional de una teoria gauge del grupo de tras-
laciones en la seccién 4, en la seccibén 5, se ha expuesto
el formalismo variacional de la teoria gauge del grupo de
Lorentz general y en la seccidén 6 la teoria gauge del grupo
de Lorentz imponiendo la ligadura de torsién nula. En la

seccidén 7 se discute la teoria obtenida en las secciones 5

v 6 y la teoria gauge del grupo de Poincaré(sin romper).

En la seccidén 9 se estudian los limites de la teoria

del grupo de Poincaré roto.

En la seccidén 10 se estudia el Lagrangiano gravitato-
rio mds general de la teoria gauge Poincaré rota, asi como
diversos Lagrangianos especificos que han aparecido en la

literatura,

Por tltimo, en las secciones 11,12 y 13 se conectan
este tipo de teorias con los tests tedéricos y experimentales.
Para ello, se expone un resumen de ellos en la seccién 11,
se explicitan en componentes las ecuaciones de campo obteni-
das del Lagrangiano general en la seccién fz ¥y por lo.llti-
mo en la seccién 13 se estudia la viabilidad de diversos
Lagrangianos comparandolos con los tests tedricos y experi-

mentales.

Finalmente, para que la memoria sea lo mds autoconte-
nida posible se ha incluido cuatro apéndices. El primero ver-
sa sobre la notacidén en componentes que se ha utilizado en
la memoria y un resumen de las geometrias métrico-afines,
el segundo sobre la notacién en formas diferenciales, el ter-
cero es un resumen de cdlculo variacional y el cuarto un re-
sumen del formalismo de fibrados. Todos estos tépicos se han

utilizado frecuentemente en la memoria.



CAPITULO A

RESUMEN CRITICO DE LAS TEORIAS METRICAS Y
DE SU CUANTIFICACION

1) LA TEORIA DE EINSTEIN-HILBERT

i) Formulacién Einsteniana o Intuitiva

Es bien conocido,que A. Einstein,originalmente,par-
tiendo de los principios de equivalencia (débil y fuerte)y
de covariancia general (aunque este dltimo no tenga mucho
contenido en su formulacidén habitual), generalizé la teoria
de Newton de gravitacién, no en su forma original,como teo-
ria de particulas puntuales (aunque posteriormente generali-
zara a la ley de las geodésicas,la ley de movimiento newto-
niana ), sino en la formulacidn de Lagrange-Laplace-Poisson,

i.e., como teoria de campo (cuando los cuerpos son extensos
y.no rigidos ),basada en la ecuacién de Poisson en la presen

cia de fuentes (masas) del campo gravitatorio.
AY = 4nG o At - (o)

La generalizacién™intuitiva" al caso de campos gravi-
tatorios fuertes, no estidticos y para materia relativista de
esta ecuacidén, constituyé el trabajo fundamental de Einstein

durante mas de ocho afios,

En esta generalizacién de la teoria Newtoniana,el es-
pacio~tiempo "curvo"” Newtonianeo, era reemplazado por el ET
pseudoriemanniano. El dnico potencial gravitatorio newtonia-

no \P,era sustituido por el nuevo potencial tensorial 3&'(6

componentes no triviales) que a la vez era la métrica del

—(M ,g) l atematicamente,V, es una

4 4

variedad diferenciable puramente métrica, es decir, esta,

ET pseudo-riemanniano V

la métrica determina completamente la estructura afin, la

1
conexién Christoffel-levi-givita {nék} y por tanto la
curvatura Riemann-Christoffel R‘;QL y sus contracciones ,

el tensor de R1c01—Chrlstoffel R y el escalar de curva-

‘3

tura Riemann-Chistoffel R.

’ Mientras que en la teoria newtoniana los efectos gra-
vitacionales estaban determinados por una ley de fuerza de
accién a distancia instantdnea (en realidad el gradiente de
la magnitud de la fuerza), en la teorig de Einstein lo era
por la curvatura del ET, pseudoriemanniano. En resumen,en
su cuarta comunicacién de Noviembre de 1915 a la Academia
Prusiana de Ciencias, el dia 25, Einstein generalizé la
ecuacién diferencial lineal de 22 orden en ‘f de Poisson ,

a las 10 ecuaciones diferenciales no-lineales de 22 orden en
345 ~ "

G;_j:R' 5% ._.811,8 T
7 Re (A1

Ry = S“Q (Tig -4 95T).

i
donde & = Gt\/z es la longitud de Planck y T, ., es el ten-
¥ ij
sor de energia momento simétrico de la materia y de los

campos no gravitatorios (radiacién). Por ejemplo en el caso
materia .
Tij— TlJ - -7 4 estas 10 ecuaciones suplementadas con una
. 3 * :
ecuacidén de estado determimnan las 10 incognitas,6 componen-—

tes de gij , tres componentes de la cuadrivelocidad de la




.

materia (u‘u.-_:'.t1 ) vy la presién de esta (o su densidad).
Desde el punto de vista relativista general ortodoxo el uni-
verso comprende al espacio-tiempo (gravedad) geometrizado y
por otra parte,a los campos materiales y (o) particulas,
Tij en la versién Einsteniana era definido fenomenologica-
mente, en sus palabras, era la parte de madera de las ecua-
ciones de campo, en contraposicién con la parte de mirmol

que era la geometria. Recordemos que su significado es
. B 4
‘1_ Tg(. Tg(.

Sl T -8
4T Ty

Qi:iVWA.

T, B =~ densidad de flujo de momento “4p=1,2.3.

T, P

‘R“é = densidad de momento/c

]

densidad de flujo de energia X C

PFA@ - densidad de energia

Las ecuaciones Newtonianas de conservacidén de la ma-
sa y de Euler,son generalizadas a las "leyes de conserva-

PR -
cién de energia-momento

V.TH=o (A143)

Las cuales,son una consecuencia de las identidades de Bianchi,
~N ~ L,

que implican que V«. G4 =0 (A1 &)

Consecuentemente se puede decir que la teoria de Einstein

de 1915,posee "leyes de conservacidén NSther",automaticamente.

Las 10 ecuaciones (1) debido a las identidades de
Bianchi no determinan las 10 componentes de gij . Esto signi-

ficaria que no solo obtendriamos la geometria sino que fija-~

ria las coordenadas en las cuales la geometria se expresa.
Son realmente 6 ecuaciones neéas,las que determinan a la
métrica gii , Ya que esta tiene 4 grados de libertad corres-
pondientes a realizar transformaciones generales de coorde-

nadas.

En Relatividad General,el campo gravitatorio se iden-
tifica con la curvatura de Riemann-Christoffel,de 20 compo-

nentes debido a las propiedades de simetria

~ ~ ~
P\E'tfﬂk(. = R*‘j[“’.—j = R'{.jkﬁ. Al-(5)
~ ~

RL';KQ = ngid : A4 - (€)
Riggee1 =0 At - (3)

B SO v - ]
1) Si RL&KQ = 0 (20 condiciones), el espacio-tiempo
es "llano". Esta es la situacidén en ausencia de gravedad,

i.e., a distancia infinita de todos los campos materiales

masivos y de radiacidn. i o A
= - :

Z)Si‘K ii =0 (10 condiciones). Son las ecuacio-
nes en una regién "vacia", i.e., sin contener materia é ra-
diacién pero "cerca" de estas formas de energia. En este ca-
50 las componentes de tensor de curvatura Riemann-Christoffel
distintas de cero,constituyen el tensor de Weyl que deberia
ser identificado, por tanto,con el campo gravitatorio en el
"yacio" (Recientemente Penrose (34) ha sugerido identificar
su cuadrado con la entropfa gravitatoria) y es precisamen-

te la parte del tensor de Riemann responsable de las fuer-

zas de marea.




3) Si R=0 (1 condicién), Esta es la situacién en
una regidén donde no existen campos materiales masivos (ener-
gia ligada) pero conteniendo campos electromagneticos (ener-

gia libre) 6 de color.

Hoy es bien conocido que el principio de covariancia
general esta desprovisto del significado fisico que Einstein
crefa que poseia una generalizacién del principio de relati-
vidad (especial), y que la ecuacidén de Newton se puede for-
milar tensorialmente como R4, =ANGP . Sin embargo,las di-
ferencias fundamentales entre las dos teorias son las si-

guientes

a) En teoria Newtoniana el espacio-tiempo "curvo'
tiene una métrica que es degenerada ( gii gik==8ik no se
verifica) y por tanto la conexién no se puede obtener a
partir de ella (no es métrica), como ocurre en el espacio-
tiempo pseudo-Riemanniano. Ademds, por tanto no se verifica

la identidad de Bianchi y por tanto (6) debe ser introduci-

do "a fortiori".

b) En teorfa Newtoniana no existe radiacién gravita-

cional, mientras que la teoria Einsteniana la predice.

ii) Formulacién de Hilbert

Como es bien sabido,Einstein en el verano de 1915
comenté a David Hilbert las dificultades que poseia en
aquel momento sobre la teoria de gravedad . Hilbert, que era
de la opinidn de que“la fisicé es demasiado diffcil para
los f{sico§; obtuvo "axiomaticamente™ a partir de el prin-

cipio de minima accién,tomando como "Lagrangiano™ a la

curvatura escalar, las mismas ecuaciones,y su comunicacién
a la Academia de Ciencias de éattingen fue en cinco dias

anterior a la de Einstein.

En resumen la formulacidén Lagrangiana es la siguiente

Partiendo de la integral de accién de gravedad y materia,

A(Q) = %J (L6 +Em) d*y A1-(3)
dcMh
Donde G es una subvariedad compacta del espacio pseudorfﬁa—
niano'y donde 566 yf,m son densidades escalares de peso 1

i.e.,é&;: Leq-g y tomando como LG_(Lagrangiano gravitatorio)

2 ~
lo(3.29,93)= =S 2E, R m-()

i,e.,, el mas simple invariante escalar construido en V4.

Imponiendo’ SA(C)-':O bajo variaciones de gij,se obtiene

las ecuaciones de campo, (s es la signatura de la métrica).

hzc =4 o .. .

Bnk= 4 5V—E£§“~‘=5£__‘f = - 8fm _ s\fg 4 T4 m-tro)
= 8y 5943 >

Como g ; ©s simétrico tambien lo son E*J y T*

4 B4 = Re G4 =AzT{5 (A1-14)

Que son las mismas ecuaciones que Einstein obtuvo con su
método intuitivo, la principal diferencia, (ademds del
método) es que en la formulacidn de Hilbert)Tij es defini-
do a través del Lagrangiano de materia Lm . Por tanto si

Lm es un escalar y si la ecuaciones de los campos materiales
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son satisfechas, entonces el '"teorema de Ndther" implica
2l .-
V;T" =0 At-(43)

Por tanto no es necesario tener en cuenta a las iden-—
tidades de Bianchi, para obtener este resultado, como ocurria
en la formmlacién Einsteniana. Es mas,Hilbert no cayé en la
cuenta de que esto se debia a las identidades de Bianchi.
(quizds porque dando la vuelta a su famosa frase, las mate-
midticas eran demasiado diffciles para los matemdticos). Como
es sabido Einstein al principio no tuvo demasiada simpatia
hacia el método variacional, en sus palabras: "No me gusta
la formulacién.de Hilbert. Es innecesariamente especializa-
da y complicada., No es honesta (Gaussiana) en su proyecto
y refleja la pretensién de un superman camufldndose bajo la

técnica".Carta4¥Ehrenfest en Karl Seelig)A. Einstein,

Posteriormente la teoria de Einstein-Hilbert de 1915
fue modificada, en el contexto de teorias métricas, por mu-
chos autores comenzando por el mismo Einstein (1917) f por
A, Eddington (1924), reemplazando las ecuaciones de campo
(1) por ~

E“ = T,l A‘i-U‘(-)'

4
n?

Donde E, ij es una funcién de la métrica g i3 y de sus deriva-

das hasta cierto orden y donde ademds E 1 satisface la

identidad
)

V,EY¥ =0 Al-(15)

Las ecuaciones de campo Al1-(14) y la identidad A1-(15),im-

plican automaticamente las-leyes de conservacién A1-(13).
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Por ejemplo, Einstein (1917), con la introduccidén de la cte.
cosmolégica en su empefio de Que el universo fuese estdtico

5'{; -s./\.g : SWQZT

; A1-(16)

3
Ecuaciones que son de hecho, debido al teorema de Cartan-
Lovelock, las ecuaciones de campo de 22 orden en gij mas
generales, El Lagrangiano gravitatorio de (1§) es
o7
Le=—2e A -5 he R A1-(1%)
32 16w

En cosmologiarA“(o significa atraccidén "césmica" mientras
que A>0 significa repulsién césmica.
Hay sugestiones por las que 'jtﬂlj debe ser identificada.
con la energia momento debida a fluctuaciones cuédnticas del

vacio (Zel'dovich (1968).

La teoria de Einstein-Hilbert ha estado en la linea
de fuego durante mas de 60 afios y constituye la teoria mis
aceptada como teoria clésica de gravitacidn. Fundamental—
mente han sido testadas las ecuaeiones en el vacio R =0
a partir de las cuales se obtienen diversas soluc1ones
exactas entre ellas la solucidn exterior de Schwarzschild
(1915),Wey1 (1917),en‘el caso de simetria esférica y campo
estdtico,apropiada para la descripcién del campo gravitato-
rio solar donde los tests experimentales han sido en su ma-
yoria realizados. El principal de ellos y que no estaba expli-
cado mediante la teoria de Newton, es el corrimiento del
perihelio del Mercurio predicho por Le Verrier. Este es el
test mas importante de la teoria de Einstein~Hilbert,ya que

en él1 se manifiestan los aspectos no-lineales de la teoria
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(el campo gravitatorio posee energia y es por tanto fuente
de si mismo). Sin embargo, medidas recientes de Hill HA et
al (1982) de la desviacién respecto de la esfericidad del
Sol,han puesto de manifiesto una discrepancia de la teoria
de Einstein,con respecto a este test,del 1,7%. Por tanto,
aunque a nivel cldsico es la mejor teoria que todavia posee-
mos,otras alternativas, como la teoria de Moffat (1979),1la
cual si estd de acuerdo coﬁ este Ultimo experimento, mere-
cen mis estudio,La teoria de Brans-Dicke en la que ademds
de gij existe otro potencial escalar (P » gravitatorio,
tambien permite ajustando el parametro libre @ = 45,62
explicar este dato, pero otro experimento el de atraso del
tiempo,necesita W > 500, Por lo tanto tampoco da cuenta

de este experimento la teorfia de Brans-Dicke.

2) TEORIAS DEL TIPO EDDINGTON-WEYL

Tomando, asimismo, como arena geométrica un espacio de
pSeudo~Riemann, pero baséndoge en que el método variacional |
de Hilbert solo imponia que la densidad Lagrangiana fuera

una densidad escalar, A, Eddington (1924) considera los La-

grangianos
Le = Rij R™ A2 -(4)
o~ ~ ¢
Le = R;'ikg_ Rk A2 -(2)

¥ deriva a partir de ellos las correspondientes ecuaciones

- 13 -

de campo, que a diferencia de las de Hilbert-Einstein son

¢
= . Ny
de 42 orden en g, .

Mas tarde C. Lanczos (1938) y H.A. Buchdahl (1948)
(y Weyl (1919), pero considerando un espacio-tiempo no-—
métrico de Weyl) toman esos Lagrangianos y ademas el siguien—

te ~ A

Le= RR A2-(3)

El Lagrangiano mds general cuadrdtico en curvatura
Rigmaﬁn serd por tanto una combinacién lineal de (4 ) (2)
v ( 3). Pero Lanczos tambien demostré,que solamente :dos
entre estos tres escalares son independientes. Esto sigue
como consecuencia necesaria del teorema de Euler-Gauf-Bonnet

ya que

es un invariante topoldégico, relacionado con la caracteris-

tica de Euler-Poincaré€.

Por lo tanto la accidén mas general cuadritica en

los tensores de curvatura Riemann es
N A ~9 ~2
Lo =« (RyzRM=L R )-\-%R A245)

;3“'“”' 19 N e G U 5‘;5 (\¢ q%_,fkﬂ’
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a la cual se la denomina accién Weyl-Eddington, mientras
que el término que multiplica a X ,es el Lagrangiano de

Weyl y que es precisamente el tensor de Weyl al cuadrado.

P, Havas (1977),ha demostrado que cualquier solucién
con Tiﬂ = 0 de las ecuaciones de Einstein-Hilbert es también
una solucién de las ecuaciones de Eddington 6 Lanczos, sin
embargo no verifican el teorema de Birkhoff y cuando T{a # 0
no se obtiene la ecuacidén de Newton-Poisson en el limite no
relativista y campo débil y estético. Este tipo de teorias

a nivel cldsico deben ser desechadas, si se admite la abso-

luta validez de la ley de Newton en el macrocosmos.

3) RESUMEN DE LA CUANTIFICACION DE LAS TEORIAS METRICAS

Ordinariamente las teorias fisicas proporcionan una
distincién clara entre los fenomenos fisicos y la "arenal
geométrica en la cual estos "tienen lugar", Por ejemplo, en
electrodindmica, la arena e§~el espacio—tiempo de Minkowski
y el fenémeno el campo de Maxwell-Faraday, en mecédnica cla-
sica la arena es el espacio fdsico (o el de configuracién)
y el fenémeno las trayectorias dindmicas de las particulas.
En Relatividad General esta distincidén no tiene ya lugar,
ya que,al mismo tiempo,la métrica de la arena pseudorieman-
niana es el potencial gravitatorio. Esta fundamental dife-
rencia,asi como la no-linealidad de la teoria, tienen como
consecuencia que los métodos de cuantificacién empleados
usualmente, el canénico, el covariante, el de la integral

de camino, el axiomdtico,tengan grandes dificultades al

- 15 -

intentarlos aplicar a la gravedad.

f
Ademids del método a elégir,existen diferentes opi-

niones en cuanto a cual es el comportamiento del campo gra-

vitatorio a distancias del orden de la longitud de Planck

e = 10"33 cm , que es la dimensién natural asociada a la
gravedad,

1) En primer lugar historicamente, Landau (1955)
basdndose en la idea de que los efectos de la interaccidn
gravitatoria pueden superar a los efecpos electromagneticos
(postériormente la idea se extendid a las interaciones
débil y fuerte) a esa energia tan alta,gen§6jQuQUiééscutoff
alrededor de la masa de Planck h5}i§£q que las integrales
divergentes que aparecen en teoria cuidntica de campos fuesen

realmente finitas.

2) Mediante otro punto de vista las fluctuaciones cuén-

ticas del campo gravitatorio estidn fuertemente acopladas a
la escala de Planck y aumenta su acoplamiiento a medida que
aumente todavia mas la energia. A escalas mds pequefias que
la longitud de Planck, las fluctuaciones cuédnticas de la
geometria son grandes y dominan completamente al resto de
la fisica,ademds las fluctuaciones cuédnticas de la topologia
del ET pueden ser importantes y la geometria del ET se hace
mas y mas complicada a pequefias distancias. Esta es la idea
mantenida inicialmente por J.A., Wheeler (1974),con su cons-—
trupcién del superespaciq(es el punto de vista del gedhetra
pur; ya que solo el con@inuo espacio~temporal tiene una reali-
dad independiente y las particulas son solo excitones geo-

metrodindmicos) y cuyos directos herederos son el ET espuma
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de S. Hawking (1979), 6 el ET red de G. t'Hooft (1979).

En la aproximacién de Hawking,que utiliza el método
de la integral funcional,se supone que la accidén de Einstein-

Hilbert es la accidén cudntica correcta a todas las escalas.

3) E1 tercer punto de vista supone que la dindmica

de la geometria del ET es la mids simple posible a distancias
mds pequefias que la Planck, i.e., es invariante de escala
(6 mas aun,conforme). De esta forma la longitud de Planck

no es ni un cutoff. ni una escala‘en la cual las fluctuacio-
nes cudnticas de la métrica se convierten en fuertes, como
sefilalan los dos anteriores puntos de vista, sino que es un
punto de separacién entre la dindmica a grandes escalas, la
cual esta descrita por la teoria de Einstein-Hilbert y la
dindmica a distancias muy cortas,kla cual seria invariante de
escala (6 mds aun,conforme) y la relacién entre ambas seria
analoga a la existente entre la teoria de Fermi de las in-

teracciones débiles y la teoria de Weinberg-Salam., Este pum-

to de vista se denomina gravedad inducida, S. Adler (1985),
ya que la gravedad es inducida por las fluctuaciones de la

materia cuantificada y es por tanto una puesta al dfa de las

ideas de Sakharov (1968), para quien, gravedad ,era una teoria

de campo obtenida a partir de las interacciones de las par-
ticulas elementales (sin embargo,él introducia el cut-off).
Sin embargo,hasta que no tengamos un método y una idea se-
gura de la cuantificacién de la gravedad, debemos conformarnos
con los resultados obtenidos por los métodos usuales. Entre
el que midsha sido

estos es el covariante

desarrollado, y un resumen - - - o - g A e
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de los resultados obtenidos es el siguiente.(t'Hooft (1974”.
i )
1) La teoria de Einstein-Hilbert tanto en caso de

gravedad pura como el gravedad con materia respeta la uni-
tariedad de la matriz S. El problema surge respecto de la
..=0
1]
y con_A_= 0 no es renormalizable a partir de 1 ciclo cerrado,

renormalizacién ya que Relatividad General pura, i.e., T

con materia cualquiera que sea esta,la situacién es peor,ya

que ni siquiera es renormalizable a 1-Loop.

Considerando a /L # 0 se empeora la renormalizabili-
dad,ya que el término JA.gij actua como el tensor energia

momento del vacio mecano-cudntico.

2) Modificando el Lagrangiano de Einstein-Hilbe£t,
tomando ademds del término lineal en la curvatura escalar,
términos cuadréticos del tipo Eddington-Weyl en un ET pseudo-
riemanniano.K.S. Stelle (1977) intentd obtener una teoria
cudntica unitaria y renormalizable, El1 resultado obtenido
considerando el Lagrangiano gravitatorio

~ ~ o~ o o~
Le= -SELZR'- « Ri;R™ + 8 R>
| 16Trd A3-(4)

fue,que la correspondiente teoria cudntica era renormaliza-
ble pero no unitaria,ya que al ser las ecuaciones de campo
de cuarto orden, en este caso aparecen polos fantasmas en

los propagadores.

(Técnicamente la teoria es unitaria,si tiene polos
de multiplicidad uno, con residuos positivos en las masas
reales, de los propagadores sanwicheados entre fuentes, las

cuales satisfacen solo las ligaduras que son consecuencia
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de las ecuaciones de campo).

Una via posible de resolver el problema de la unita-
riedad y renormalizabilidad de la teoria cudntica de grave-
dad,es generalizar la estructura geométrica del ET incluyen-
do torsidn, la cual tomarid como fuente material al spin mecano-
cudntico. A esta idea estdn dedicados los capitulos siguien-

tes.

En el resto de esta memoria adoptaremos el punto de
vista mds conservador de considerar clisico al campo gravi-
tatorio,mientras que las fuentes son campos c-niimero. Es
decir adoptaremos un punto de vista semiclisico, en el que
la gravedad es tratada como un campo clésico extérno, esta
es la 6ptica favorecida por TWB., Kibble (1981)en DW. Sciama
(1982), sin embargo creemos que este solo es un paso en el

medio del camino, al revés que Kibble.

4) FUENTES CON MASA Y SPIN EN TEORTAS METRICAS

Despues de la discusién anterior,se puede pensar que
la construccién de una teoria cldsica de gravedad tal que
su correspondiente teoria cudntica (utilizando el método
covariante) sea unitaria y renormalizable,requiera la gene-
ralizacién geométrica a un espacio no-riemanniano. Ademés
en presencia de campos masivos fermidnicos, la utilizacidn
del tensor energia-impulso métrico (y simétrico) puede ser
ambigua y la identidad A 1-(3)" " , puede ya no ser apro-
piada, En vez de ella ;se pueden usar las "leyes de conserva-

cién" equivalentes de energia momento
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~/

. ‘ -,
V;t;‘:li Sk4_£ R Kje A4-(1)

.

y de momento angular

~
K_ N .. AL'-(2>
t,L es el tensor de energia-impulso candénico (asimétrico)
K .
y Sij.

definidos o bien fenomenologicamente & en términos de la

el tensor de spin candénico los cuales pueden ser

densidad Lagrangiana material, En el primer caso

¥ ¥ LdhiK=d,. .4
Sﬂ?. SN‘I Q("P,-B'= 4,2(3

r S;qj“} S Al -(3)

de.ﬁ= densidad de flujo de spin

SQF§==densidad de flujo de energia de momento dipolar/h
ﬁggq?= densidad de spin x €

EiiLf'= densidad de energia de momento dipolar

y mediante el formalismo Lagrangiano, é&“L= k,an,

-3 k{__d"' = L. AL ~(4)
' Sh¥%; {u &
PK

_shugh ko Blm Ak-(5)
o S)lqpk& k"(q
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donde los,indices griegos denotan un sistema de referencia
no coordenado (anholdnomo) y los indices latinos un sistema
coordenado como se venia haciendo. ’ﬁ?{ es la tetrada defi-
nida como g ;= l"wd l\gp 0\'0‘3 . (Para campos fermidnicos
la variable de graviifé es la tetrada en vez de la métrica).
Las leyes de conservacién A4(d) y M{2) son vdlidas solamente
para teorias métricas. Integrando A#u) en un tubo de univer-

so se obtiene la clisica ecuacién de Mathisson~Papapetrou.

El tensor de energia-momento métrico puede ser ex-
presado en término de tia: v Si'J:k,por medio del método de

Belinfante (1940),Rosenfeld (1940) de simetrizacidn
. . N - k-. k..
T4 = t%-%vk (S4*4 S¥ 4 8k3+)
=t _ g gktd) A4-(6)

~7

.

La identidad %&Tzézolaunque en principio es vdlida en
presencia de spin, no contiene tanta informacién como las
ecuaciones A4dD) y A42). Por tanto, olvidando que T;d apa-
rece en la ecuaciones de Einstein-Hilbert y que por ello

se le considera como el verdadero tensor de energia-momento,
podemos pensar que es realmente tij el verdadero tensor ener-

gia-impulso ya que contiene mds informacién.

En este caso jcomo habria que modificar a las ecua-

ciones de la RG para poder tener a tij como fuente material?.

Las nuevas ecuaciones serian del tipo
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Eij = b’ A4-(3)

Donde Ei' seria una funcidén de la métrica y de sus deriva-
das hasti un cierto orden, Naturalmente Eij no puede ser
simétrico ni tener divergencia nula. Lo primero implicaria
que tij es simétrico lo cual, via 4{) conduciria a una con-
servacién separada del spin y del momento angular orbital.
Lo segundo, via A4-{l) impondria restricciones arbitrarias

en la curvatura y la densidad de spin. El problema que exis-
te con una ecuacién como f4{¥),es que no hay forma de obte-
ner "leyes de conservacidén" del tipo A4-(d) y M4d2). Quizds,
esto seria posible introduciendo ™ad hoc" una segunda ecua-:
cién de campo.en la que apareciese Si ,k como fuente, del

tipo siguiente

Cij% = 85" A4 - (8)

Donde, C, .k seria una funcién de la métrica y de sus deri-
ij-
vadas hasta cierto orden.

Requiriendo que Ei v Cij satisfagan identidades de

la forma

; 4 F )
.t = %Ck; RL’<3% A4-(9)

%kc::k: E{_‘ - E AA'("O)
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entonces las ecuaciones de campo A4{P y A4{8) implicarian

directamente las leyes A4{1) y A4-UP).

Definiendo por analogia con {4-Y§)

~ .

. e a ‘e
E4 = EGH_T,c 08 au-()
Las ecuaciones 4-(6), 4<411), 4{¥) y 4-(8) implicarian

o~ ., .

£ =T A4-(12)
Mientras que 4-{9) y 44I0) implicarian la identidad

~

V‘L E'4 =0 A4 - (13)
Sin embargo ocurre otra vez que 4-({5) no contiene tanta in-

formacién como las ecuaciones 4-(¥) y 4-B). Como antes, es

fdcil construir dos tensores EJ," y C:LJ K satisfaciendo 4—(_?)
y 4410 .

A partir de cualquier densidad Lagrangiana gravita-—

toria escalar con la dependencia funcional
fo =T ([R5 4%k, 2ed Xgu b) Aa-um)

E.4 v C]:_J:K se definen como

shitz 3o = 2he M5
ShY, g
a ﬂ"(?k% R Lo
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A4-(16)

(
chich¥osde | e e
) 2 k- %]qukk k"(a ‘B{O(Pkk bbq_ )ldﬁk%

Se puede demostrar facilmente que Ej‘_ y ClJ": satisfacen las
identidades 4<{9) y 40 y por lo tanto las ecuaciones de
campo 4-(¥) y 4-(8) satisfacen las "leyes de conservacién!

44)) y 4-{2) automaticamente.

Sin embargo, desgraciadamente todavia existe un pro-
blema con las ecuaciones de cémpo 4—(4) y 4-(8), el problema
es fundamental ya que no pueden ser derivadas a partir de
un principio variacional m&trico , E-ste sSeria del tipo
atribuido erroneamente a Palatini y en realidad debido a
Einstein (1925), al que denominaremos de aqui‘en adelante
de primer orden (ya que se varian independientemente la
tetrada y la conexién) & de tipo Einstein-Palatini. La de-
mostracidén de esta asercidén es sencilla, Las ecuaciones 4—(?)

y4-(8) no pueden ser derivadas a partir de

SAG) =5 L J‘ (Le+Lm) hdby =0 Aa(¥)
CeMh
con LG' = LG'(_LLO(,‘ ;))dF;Kk,b‘Q KQ(BKE‘) -

A4y-Ug)
- X .
Ltm. ~ L"M (kr\. ) iBK &,@ l’a‘é—} Al - (H)
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. R . . % = 4
bajo variaciones independientes de h i % ,1 ﬁk}

puesto que

ﬂdng‘ 5 h 90 (Gysy +8y5g- G"szg)
A4-(20)

S A Kk o - .
A4 - (21)

Donde

La conexidén mixta {cgﬁk& se expresa por tanto en términos
de la tetrada y de sus derivadas y por lo tanto su variacidn
no es independiente de la variacién de by&m Yy por consiguien

te las ecuaciones de campo no pueden ser obtenidas,

Por lo tanto,para teorias métricas el principio varia-
cional de Einstein-Palatini no es viable, cuando se conside-
ran fuentes cuyo Lagrangiano depende de la conexién (mixta),

y2 que esta es dependiente de la métrica.

La dependencia del Lagrangiano material en la cone-
xién es una caracteristica de los campos masivos fermidnicos
(con spin semimpar) ., Para este tipo de fuentes hay por tan—

to dos alternativas.

1) Considerar vdlidas las ecuaciones de Einstein-
Hilbert y olvidarnos de las ecuaciones 4-(3) y 4-(8). Esto
significa tomar como vdlido para estos campos el principio
variacional de Hilbert (de segundo orden) y que la geometria

es pseudoriemanniana.

2) Tomar como v4dlidos para este tipo de campos las
ecuaciones 4-(}) y 4-(8) y adoptar por tanto el principio va-

riacional de Palatini-Einstein. En este caso la teoria gra-
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vitatoria ya no es de tipo métrico sino de tipo métrico-afin,
i.e., la tetrada y la conexidéd (mixta) son en principio in-
dependientes. Este punto de vista implica generalizar la es-
tructura geométrica del ET permitiendo que sea no-riemanniana.
Ejemplos de este tipo son las geometrias de Weyl y‘de Cartan.
Los autores que proponen este segundo punto de vista toman
como arena geométrica la geometria de Cartan y relacionan la

torsién (la segunda curvatura de este espacio) con el spin
sisﬁ

' En el capitulo siguiente se analizaridn las teorias de
tipo metrico-afin Cartan, aqui solamente cabe sefialar que

J. Kijowski (1978),ha demostrado la equivalencia entre este

tipo de teorias m€trico-afin y las teorias de tipo puramen-

te afin,en las que la udnica variable independiente gravi-

tatoria es la conexidén y la tetrada (6 la métrica para ma-

teria bosdnica) es una variable derivada.

Finalmente,K exponemos mids explicitamente la asercién
anterior de que la tetrada es la variable gravitatoria natu-
PR S A4 . .
ral para campos fermidnicos y no la métrica (que lo es solo

para campes bosénicos).

Tomemos como ejemplo de campo material femibmnico, al

electrén. La ecuacién de Dirac en presencia de gravedad es

CAYDT amE =0T AM(22)

donde D{i’“:?{? - n ".1!'

mixta , Yt = ‘»\}&"6“ ; ¥* son las matrices de Dirac usua-

v [& la conexidn

les en un sistema localmente Lorentziano, que dan lugar al

41gebra de Clifford.
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El Lagrangiano material del electrén es

Loz h (AT TIDY + mPY)  A4-(23)

donde ﬂ? es el adjunto de Dirac.

En este caso y suponiendo que es aplicable el prin-

cipio variacional de Hilbert, i.e., f1

la tetrada,no de la métrica. Por tanto la definicidén usual

es dependiente de

del tensor energia momento simétrico y mtrico (ver A,'],-UO))
no es apropiada, '

€ N4 - 4 4
ohm Ay = -8 [RT @ g, My
A4-(24)

ya que ﬂ:;' no es un funcional de la métrica (10 componen-
tes) sino de la tetrada (16 componentes). Con lo que sino
se impone simetria a esta (debido a las transformaciones
de Lorentz locales) las ecuaciones de campo son 16 y no 10

como en la teoria de Einstein-Hilbert.
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5) CONCLUSIONES DE ESTE CAPITULO

r
L

RG, la teoria gravitatoria de Einstein-Hilbert es,
por ahora,(pese al discutido experimento de Hill et al (1982)
la mejor teoria clédsica que poseemos. Su cuantificacién to-
davia no se ha logrado, pese a los diferentes métodos que

se utilizan en este problema.

Es mds a nivel semicldsico,cuando se considera al
campo gravitatorio como un campo externo clédsico, pero las
fuentés son campos c-numero, €uando estos son campos fer-
midnicos,la teoria se ﬁuede formular en un espacio métrico-

afin, en particular de tipo Cartan, cuando .se adopta el

principio variacional de Einstein-Palatini.

Si se adopta este punto de vista,es 1la presencia de
spin la que obliga a conceder mds grados de libertad a la
geometria, permitiendo que la conexidén tenga torsidn. En el
préximo capitulo se expondrid un resumen critico de este tipo

de teorias. . »

Finalmente, hay que sefialar que lo que esta fuera de
duda,es que en el caso de fuentes fermidnicas la variables
gravitatorias son la tetrada y ia conexién (mixta), bien in-
dependientes 6 no, pero que la métrica gij no es la varia-

ble gravitatoria correspondiente a campos fermidnicos .
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CAPITULO B

TEORTAS GRAVITATORIAS CON TORSION

1) INTRODUCCION

Historicamente, Cartan (1922),fué el primero en intro-
ducir 1la nocién geométrica de ‘torsidén. Este enriquecimiento
de la estructura geométrica fue utilizado posteriormente,in-
tentando describir el elégtromagnetismo,en las"viejas“teo-
rias unitariasiver Tonnelathuando las tnicas interacciones
conocidas eran la gravitatoria y la electromagnética. In-
cluso el mismo Einstein trabajé en esta linea fracasada.
Posteriormente,Sciama y Kibble,IMP (1961) trabajando en la
formulacién mediante teoria gauge de la gravedad ,intentando
considerar como grupo gauge al grupo de Poincaré,volvieron
a resucitar a la torsién, relaciondndola con el spin en-
trinseco de las particulés elementaleé. Es decir,la teoria
es puramente gravitatoria,mediante el dltimo punto de vista,

. ay° , . .

Mientras’la curvatura esta ligada a la rotacidn que
experimenta un vector al ser transportado paralelamente a
lo largo de una curva cerrada o de un paralelogramo. La no-
cién de torsién esta ligada a la traslacibén, o dicho de
otra forma,al rompimiento del paralelogramo formado (cuando
solo existe curvatura) por dos vectores y por sus transla-

dados paralelamente.

Si consideramos a la torsidén como un operador actuando

en dos vectores u y v, i.e.,
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T (w ) =V, v -Uyu -[wv]  Bi-(4)

Donde [u,ﬁ] es el corchete de Lie, visualmente

?Lbaa)‘

(&%)

Nétese que incluso aunque los vectores u y v conmuten, el para-

lelogramo esta roto, i.e., la torsiedén es distinta de cero.

. Posteriormente a Kibble y Seiama, A. Trautman:
y col, y F. Hehl (1973-74) y col,, desarrollaron el formalismo
geométrico clésico, i.e., usando sisfemas de referencia coor-
denados con cdlculos en formas © en componentes tensoriales,
respectivamente, de la teoria de Einstein-Cartan , La idea ri-
ginal’tomando el como Lagrangiano la curvatura escalar Cartan,
de redacionar al spin con la torsién,provenia del siguiente
argumento heur{stico, Trautman (1973)¢ "En relatividad Espe-
cial el grupo de isometr{:as del espacio-tiempo Minkowskiano
es el grupo cinemdtico de Poincaré (la parte conexa ortocrona
propia). El dlgebra de Lie de este grupo posee dos invariantes
los cuales son interpretados como la masa y el spin de las

particulas elementales. El grupo de Poincaré tiene la estructu-—

+ o
ra Ir0(3.1): 0’(3-“@-‘-4 ; i.e., es el producto semidirecto del
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grupo de Lorentz y del grupo de traslaciones. lLa masa surge
por tanto como el invariante relacionado con la parte trasla-

cional y el spin con la parte rotacional Lorentz".

En teoria clédsica de campos, la masa se corresponde con
el tensor energia-momento candnico mientras que el spin corres-
ponde al tensor de spin canénico. En la teoria de Einstein-
Hilbert ocurre que existe una relacién dindmica entre el tensor
energia-momento y tensor de curvatura (a través del tensor de
Einstein). Luego, si la teoria de gravedad es considerada como
una generalizacién de la Relatividad Especial, tendrd que (
existir asimismo una relacidén dindmica entre el tensor de spin
y alguna entidad geométrica., Si consideramos a esta como 1la
torsidn, €enemos la posibilidad de acoplar la torsién con el

tensor de spin candnico.

Ndtese,que con el anterior argumento, que est4 en la ba-
se de la teoria de Einstein-Cartan,se estin acoplando las fuen-

tes a la geometria justamente al contrario de como deberia ser,

es decir, el spin que esta relaqionado en términos clédsicos con
la rotacién se acopla a la torsidén que como hemos visto denota
una traslacidn, cuando en realidad debe estar acoplado a la
curvatura (aunque no Riemann como veremos), ya que esta, estd
relacionada con la rotacién, al hacer "girar" a un vector tras-

ladado paralelamente.

Todo esto serd discutido mds ampliamente al tratar la

gravedad mediante teoria gauge.

Por ahora, efectuaremos un resumen de la teoria de

Einstein~Cartan en su aspecto clésico.

2) GEOMETRIA DE CARTAN
(

La teoria de Einstein-Cartan,como se ha dicho,necesita
una geometria no-Riemanniana del tipo Cartan, toma igual que
GR como modelo de espacio-tiempo el par constituido por
una variedad diferenciable M4 dimensional, de clase C*® |,
conexa y Hausdorff, junto con una métrica Lorentziana g
(de signatura * 2 ); i.e., el par (M,g). La condicidén de
separabilidad junto con la existencig de una métrica Lorentz,

implica que M es paracompacta.

Sin embargo,en el momento que tratamos de comparar
objetos geométricos dados en dos puntos diferentes de una
variedad, estamos requiriendo mds informacién que la que puede
dar por si sola la estructura métrica de una variedad. Necesi-
tamos conocer la estructura afin, i.e.,, debemos saber como
transportar paralelamente, por ejemplo un vector, a lo largo
de alguna curva en la variedad de base. Esto es equivalente
a definir el operador derivada covariante i] (que se supone
lineal), i.e., una conexién , el cual actua sobre un objeto
goemétrico A de la siguiente forma. Sea P ()) una curva para-

metrizada por A y W un vector tangente a ella en el punto

Po = P( )\o) » Entonces

VA= (VA uYy= DA
AN {a s largo de PO

s L.WL A-O‘O'*"E)l:mnsp Pamle\am‘ a Ay~ A.()O)

E0 <

82 -(4),
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Los componentes de la conexidén Y , son los coefi-
cientes de la conexién,que,en una base coordenada,se definen

como

-— | y ‘L o . 2 -(2
% B‘l ot H: BI B ( )
6 bien las 1-formas de conexidn

NPT S B2-(3)
Vo, = w2

| 1
En la geometria de Riemann dk —4 %6K son

los simbolos de Christoffel-Levi-Civita
i 1_y alt(m 5o )
{AK}'izﬂ (25 Foie % ie ngdk\) B2-(4)

que son obtenidos totalmente a través de derivadas primeras de
la métrica y son simétricos, es decir,son 40 componentes. Es-

to es una consecuericia necesaria y suficiente de que:

i) La conexién sea métrica, i.e., se verifique el teo-
rema de Ricci 6 condicién de metricidad
.. = B2 ~(5)
Vg3 =0
y ii) La conexién sea simétrica, i.e., la torsién sea ce-

ro.

Cartan generalizé la geometria de Riemann introducien-
do la torsién, i.e., no imponiendo la simetria de la conexién.
En este caso la conexién Cartan asimétrica se puede descompo-

ner en una parte simétrica y otra antisimétrica

La parte antisimétrica es precisamente la torsién (salvo el %
en nuestra notaciénm).

. . ~

Qa.[‘ = Q'L = f\ _1“1 ! 82-(2)
¥{J kg = K9

Tensor que debido a la antisimetria en los/g?s ultimos indices

tiene %4 componentes. La conexidén Cartan Fldk, puede ser ex-~

presada a través de la conexién Christoffel-Levi-Civita y del

tensor de contorsidén siendo este dltimo una combinacidén lineal

del tensor de torsién. Deduzcamos esta relacién. La conexidn

Cartan exhibe por tanto 64 componentes.

El teorema de Ricci en un espacio de Cartan nos dice,

trabajando en componentes Y en una base coordenada,que

N

donde

AN A » .
g =g 2. ¢-- .
Vbﬁdk‘ "?mk"r‘j«i dak ~ L ki‘a{ga B2 (el

Donde ahora, al contrario que en un espacio de Riemann el or-
6
- g 1 .
den de indices en P 6‘( es importante, Tomamos la conven-—

cién de que el indice de diferenciacidén sea el dltimo.
Permutando indices tendremos

2..
V“%"'D"?ﬂa . 314 i Gie=0 B2
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2 S A B _ )
Vig'kiz ﬂ.gk;\--[‘ K4 g’u -T i gkt_o 32-(12)

Yy
B2 ~(10) + B82-(1) « B2-(12) implica
ﬁ\e ﬁ'z.‘
(%9 gy % qui) = ([ i+ T )9t

A

+ (T - Pt ) g + (0 - T gee=0

multiplicando por _“iﬂ(mj a toda la expresién ,obtenemos

_L ’Wla ’b, R "a. A (f\fm‘.. .,f-]'“\-'
) (_4.34& '*Bkga‘.j‘ gﬂki)" g L ¥ m)"’
/\Q. : ﬁsa . A'Q:: /\Q.. i _
5 =T ik)jmdgi.t +-‘»?:(l’ ;=T jt)g 19a
=0 : B2- (14)

Usando la definicién BZ-(FQ de los componentes coordenados
de la conexidén Christoffel-Levi-Civita, y de la torsién

32-(%) obtendremos @ Partir de B2-(14) que
Bm i
m L hR as
{a& 2(P d\c“’r K1)+

2. : ) -
Q5 ™ G Ve I G =©

B2 -(15)
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Teniendo en cuenta por BZ-C}) y BZ-(X)'que
N A "IN ™. .
A (pm LU ) —pm: . )
i([‘ 1\("'-[1 K1 —T .u.("j'lz'Q ki B2 (16)
sustituyendo B2-~(46) en B2- (A5) ,obtenemos finalmente

,f\'mék S B P WL L

La desviacién de una conexidén no-Riemanniana respecto a la
conexidén Christoffel-Levi-Civita define un nuevo tensor, el

tensor de defecto, que en un espacio de Cartan es del tipo
" Ao A - A' oy
Ty A v, _ . {l}
L
:D[- B2.-(48)
31K
Al contrario que el tensor de torsidén es antisimétrico en los
dos primeros indices.

En la literatura es .costumbre, ‘instaurada por Schouten
LN
(f95%4), considerar el tensor de contorsién }( 4k aque es el

negativo de tensor de defecto aqui considerado

K™y =4 Qi + Qikn + Qki7)
. 82-(49)

Por tanto
=MW K =T b D 8220

En este punto hay que hacer notar que debido a la an-
tisimetria del tensor de cortorsién en el primer par de indi-

ces se obtiene la relacién
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AN 4
PLQK) (I K K B2-(24)

Por tanto

/\.
[m,é )u,KE _K (3K)+_LQ3K 82-(22)

A2
Notese asimismo,que debido a que la conexidén Cartan es asy-

métrica, las componentes del tensor de Curvatura Cartan defi-

nido en una base coordenada SO0

N R B2-(23) |
A . R m
Rje = 23k [“'\5\6] +2 Mok L 141¢1 |

tendrdn menos simetrias que los componentes de la curvatura
Riemann, para ser especifico,debido a la condicién de metri-
cidad seguirdn siendo antisimétricos en el primer par de in-

dices, i.e., no existe curvatura de homotecia, =0,

Ao oos
R 14K
pero ya no simétricos,bajo el.cambio del primer par de indices
por el segundo,debido a que la conexidn posee torsién. Ademis,

el tensor de Ricci-Cartan seré aslmétrlco asi como el tensor
Pd

A.
de Einstein-Cartan , G 3 = R"'ﬂ s 0 g‘-j

, AL o
La dnica contraccién esencial de R‘ jKe. seguird

siendo,como en el caso Riemanniano,el tensor de Ricci

I K PR oL,
RlJ R 1-Kj pero ahora es as¢métrico (16 componentes) - .
Si se desarrolla la expresién B2-(23),empleando la

notacién
Tii i
=2 Ak}
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Rue= 2 (T - Kyz) 2 (M- K0)+
+(ﬁ mic = k)( %=X ﬂ(’-)
= (I =K ) (F =K gk

B2-(24)
Agrupando términos se obtiene

.

Al Bli 1 ..
.R«.':',Kg = dl(?. -Ekkjg +BQ 4k =
' V. i
- 'l~ , m ARE L. - m..

B2-(25)

En un 51stema de coordenadas geodésicas, localmente
en un punto e,
p 1’1 k =0 ¥y por tanto

B SRV KN 4 KL
Rj\a:dee" k& 42+ 9 ;{k""

+K.Lmk m“ ]<1m€, K‘
82—(26)
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El tensor de Ricci-Cartan

/\a_... A rv L..
R:)"[C =Rﬂ‘g: ) -9 K Q-\—B{K
L'- m.. t‘ . m .
‘( K 44 "K-mQK 4
B2-(2%)
La curvatura escalar Cartan
A 3 A o t" v i
.R.-_'?j ij- =R - j’l % K +RK 40 T
L" m -4 a2y . B
4'}<-nnh }C. 4 ? - %n\a }an‘“

Notese a partir de R2- (25) por eJemplo que la identi-

s R [ kt] =0

ya que no se verifica en un espacio de Cartan y las identida-

dad cfclica de un espacio de Riemann

des de Bianchi son asimismo modificadas. No sbundamos mds acer-
ca de la geometria de Cartan +Lo hasta ahora expuesto es
suficiente para discutir la teoria de Einstein-Cartan de gra-—

vedad:( ver tambien apéndice 1),

3) LA TEORIA DE EINSTEIN-CARTAN

Para una exposicién mds detallada,ver Hehl (1976) y
A, Trautman (1975), el primero usa fundamentalmente cidlculos '
en componentes coordenados como estoy usando hasta ahora, pero
con diferentes convenciones que las que yo estoy usando, el

segundo usa parcialmente formas diferenciales.,
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Hehl, Trautman y colaboradores,toman como densidad
Lagrangiana gravitatoria, en analogia con la teoria de Einstein-
Hilbert, la densidad curvaturg escalar Cartan, mientras que
para el Lagrangiano material partiendo de Lagrangiano de re-
latividad especial Lm(§ l’ai,ﬂl’) aplicando"acoplamiento

P * . 2 .
minimo pero con la conexién Cartan i.e.,
~
3 » o=V

obtienen Lm(§,%@ |%\) . Segin Hehl y col. este acopla-

miento minimo deberia ser aplicado a todos los campos mate-
riales, para ellos,no importa que é sea un campo material
tensorial o-spinorial (i.e., bosdnico o fermidnico). Sin embar-
go,no debe ser aplicado a campos gauge, es decir, estos "no
sienten”™ la torsidén, Intentos de hacerlo con el campo de
Maxwell o de Yang-Mills conducirdn a inconsistencias como ve-

remos.

En mi opinién solo materia fermidénica puede necesitar
a la torsidén y ademds requiere la formulacién en sistemas no

coordenados (no holdnémos) localmente lorentzianos,

Notese que la teori; de Einstein-Cartan es una teoria .
semi-semicldsica , es decir,en ella se consideran como fuen-
tes,campo materiales c-nimero. Es pues,en principio,una teo-
ria microscdpica que considera entre las fuentes la densidad

spin de las particulas elementales.

Aplicando el "principio de Einstein-Palatini genera-

lizado, a la accién

A(C) = 'IEJ (£G+£m) &
GeM,
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.o, )
con la dependecia fu.n01onal

Le=-°5 1‘" <2 R V4 = -fe(g.Bg,Q o) B3-(0)
Lm = éﬁm(ﬁcbgﬁ, Q,§,2d)

Variando la accién respecto de g y P independiente-

mente (método de Trautmann) & respecto de g y K 6 mejor ya
que K= K(g,Q), respecto de g v Q (m8todo de Hehl) se obtie-
nen las ecuaciones de Einstein-Cartan variando é se obtienen
las ecuaciones de movimiento de la materia: 5£m/5§ =0

El método de Trautmann no es apropiado ya que f no es in-
dependiente totalmente de la métrica y debe ser variada dentro
del subconjunto de conexiones que son compatibles con la mé-
trica, sin embargo, considerando (g,K) 6 mejor g v R como

variables gravitatorias este problema es obviado,

Variando la métrica, (ver por ejemplo Hehl et al (1976))

s . . R4 in"
se obtiene la ecuacién g 'Einstein”,

Donde G-% es el tensor de Einstein-Cartan y'tij el tensor

de energia momento candénico,

i . . . - "
- Variando la torsién,se obtiene la ecuacién de "Cartan',

rggEsy e

Donde T fla,"'QK +28 Ea.&egjt Y SK"Q el
tensor de spin candénico.

Hay que hacer notar que el spin se acopla a la contor-

sién ]Ck“ ¥y no a la torsién &Kdg , es decir,
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»

C Ska _ S€m 83-(3
g Pt T )
.. (« SK e i
3K
Otro punto importante para sefialar,es que la ecuacién de
Cartan B83- (2) es trivial en el sentido de que sl Q:,—O %Q
La tersidén estd,por tanto, conectada algebraicamente con sus
fuentes no diferencialmente, S decir la torsifén no se propa-
ga en el vacio de spin,no es dindmica. En este caso se obtie-
ne como limite Relatividad general ya que el tensor candnico
de energia momento (:4,4 coincide con T“Q el S_imétrif?
i i
si- S jlt‘o'
Debido a la trivialidad de la torsién,podemos dar la

vuelta a la ecuacién 33'(2) obteniendo

83- (4)

Sustituyendo esta expresidén de la torsidén en la de las compo-

nentes Fle la conexién Cartan B2- U?’) obtendremos
A : 2 i . .
Lo 2L _AnlPghs Qo g
i =1es -4 (S + 84 .+‘34K
1 L
-3 K33 +jg'k S )
83-(5)

Sustituyendo esta expresidén en la ecuacién BS"(i) )

tras un cdlculo laborioso se obtiene

=0




~ 42 -

-~ P 2
}2" 4 ~. 5{ = 2 Q
dy R o=

-t'%KLS{a‘ '.‘+Sk{5+ i “)+

@@)"' [2 S 5% +

+ZS‘3'<3 et Sixe S'j i +

+Z,:3'(Sk€m Stk g, g
£ Suem Sume)]

* B3- ()
V.=V, +Qkk1_ B3- (%)

Recordando la férmula AA"LGJ del procedimiento de

{:;j -+

con

Belinfante-Rosenfeld de simetrizacién y generalizdndqia al

caso de torsién obtenemos
LJ -4 % R - 8’“421’ B3-(3)
+(47c 0 : 13
(%)KZS’LQKS.,?HS s*
+S£ke S'?'K)

‘ké,

(Sxemgem gx§+ gkemskmeﬂ

Donde ‘l;j es el tensor energia momento simétrico, fuente

en la teoria de Einstein-Hilbert. Se observa que las ecuaciones
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de Einstein-Cartan corresponden a la ecuacién de Einstein-
Hilbert con la fuente modificapa por los efectos del spin

de las particulas elementales. De esta forma la métrica del
espacio-tiempo de Cartan depende no solo de la distribucién
de energia momento, sino también ,de la distribuqién del spin.
Dicho de otra forma,no solo existe la interaccién gravitato-
ria masa-masa atractiva de la teoria de Einstein-Hilbert sino

es
también una interaccidn gravitatoria spin-spin que?atractiva

en el caso de spines paralelos, como en el experimento de Happer

(1977).

, Aparte de la "equivalencia" ingenua entre las teorias
de Einstein-Hilbert y de Einstein-Cartan que se ha efectuado
anteriormente es posible demostrar con toda generalidad, JM,

Nester (1977), su equivalencia.

Hay que tener en cuenta que las teorias de Einstein-

Hilbert y de Einstein-Cartan son experimentalmente indistin-

guibles a nivel macroscdpico,ya que los efectos de los spines;,

cuando se consideran muchas particulas,se cancelan entre si,

mientras que el efecto gravitatorio de la masa es aditivo.

En cuanto a la cosmologia basada en-la teoria de
Einstein—Cartgn quiza merezca la pena resaltar que en los
primeros trabajos, A. Trautman (1973), B. Kuchowicz (1976)
se consiguieron modelos de universo del tipo Friedmann-
Robertson-Walker cerrados {(tipo Bianchi IX), sin singulari-
dad inicial, ya que se viola la 32 condicidén de los teoremas
de Hawking-Penrose (la condicién energética) al sustituir en
ella el tensor Tij ,por el tensor que aparece en
r.h.s. de B3-(8) , debido al caracter repulsivo de la
interaccidén spin-spin (Sggglelos). Pero en otras ocasiones,
como en los modelos de tipo Bianchi Y (abiertos) la tor-

sién M"aumentaba" la singularidad. (ver JM. Nester y J.
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Isenberg (1977)).

Las leyes de conservacién de la teoria de Einstein-
Hilbert son generalizadas »(Los indices con as ( A )son deriva-

dos con la conexién Christoffel (Cartan) respectivamente)
,l“ 'Ggr : Qlﬂj N < : E\<é (;Z. é :
‘75'&, - EZ E; }z-kg .J -+ k.'g
B3-(9)

Vg Sk%_—_ 2 'CLKQ] = {:KQ- {:ek
3 -(40)

Ver A. Trautman (1972) y P.Yasskin y W, Stoeger (1980).

Lo que hay que sefialar respecto\dé 33"(QJ ) es

que’originalmente,Cartan imponia erroneamente

Lo que gonduce a una ligadura algebraica entre la curvatura y

la torsién. En la Teoria de Einstein-Cartan esto se corrige

a través de la férmula 53-(3) . El primer término en 1la

ecuacidn 53-(Q) da lugar a las ecuaciones de movimiento

anidlogas a las de Mathisson-Papapetrou , salvo que la curvatura
es Cartan, mientras que el ultimo término es especifico de la

teoria de Einstein-Cartan,

Para concluir, la diferencia fundamental entre la teo-
ria de Einstein-Hilbert y la de EC se puede observar a partir

de la ecuacidén quasi-Einsteniana de EC B3-(&) , en forma

(é) =t +dvS+8%= T+ g? 83-(4)

concisa
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Es decir el término E; es la dnica diferencia entre las dos

teorias y este término solo es relevante cuando
t

densidad de energia a) (densidad de spin)

Por tanto sold'Uéhsidades de materia muy altas como las posi-
= 1054 A% /cm3
(ver EW. Hehl,Bvon der Heyde,D. Kerlick (1974)),Kerlick (1973)

bles en el universo primitivo del orden de €

(1975),1as predicciones de la teoria de EC y de EH serén dife-
rentes, mientras que en situaciones mds "normales" como es~
trellas de neutrones etc. los efectos del spin de las particulas
elementales constituyentes,es completamente despreciable . Se-
gin la teoria EC los efectos del spin a través de la torsidn
solo son apreciables "dentro" de la materia, fuera la teoria

de Einstein seria vdlida.

4) TEORTAS CON TORSION DINAMTCA

Como se ha dicho en la teoria EC la torsién no es di-
nidmica ya que estéd liggda algebraicamente con su fuente, la
densidad de spin. Esto es debido a escoger como Lagrangiano
gravitatorio la curvatura escalar Cartan , f6rmula BZ-(ZB)
va que esta no posee términos cuadridticos en -b}< , Los térmi-
nos lineales que aparecen constituyen una diferencial exacta

que no influye en las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Extendiendo este Lagrangiano 33-(0) ] podrfamos
afiadir a los escalares cuadrdticos en contorsidén que aparecen

en él ,a los que denominaremos Kly K2.

~ 3 . ma - 1 A -
K= X5 KM, 5 K =KK™,
B4-(0)
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otro posible escalar Ké
e L
K3 = Kta Kmq,a Bq"(i)

~ Ademds,dado que ya nd®Serifica la identidad ciclica
R" t'jke.] = OO que implica ftjkt R{d'k‘_: 0 en un espacio

Riemann, En un espacio de Cartan el pseudo-escalar
. N
Pd.: éq'dke' R&jke #_ (@] 84‘(2)

Donde e{dk@ es la densidad pseudotensorial de Levi-Civita-
Kronecker. Inclusién de este término en el Lagrangiano conduqe

a una teoria (ver R. Hojman y col. (1980)) cuyos efectos violan
la paridad a nivel grayvitatorio y no,é no totalmente,a nivel

de interaccién débil, (efecto Cronin), como usuaimente son ex-
plicados. El Lagrangiano Bll-(2) se descompone empleando la

expresién de la curvatura Cartan en
..e/\ ) m.- N
_ . 3 m-- . <k
=2 guwl ,,Kime K 5k"'5k(5(jk Kije)
B4-(3)

El dltimo término es una divergencia pura otra vez, y
por lo tanto no contribuye a las ecuaciones de campo (ignoran-
do los efectos de superficie que pueden surgir al aplicar el

principio variacional en una subvariedad compacta). Ademds del

que aparece en BA -(3) ,Ti
(1% | . m- -
Existen otras tres posibilidades

= €4K," Kije 8409 ,
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Ty= 4% K o - K™ s B4~ (6)
f
Ty = 9% Ko K{ém 84~ (F)

Sin embargo,existen las siguientes relaciones entre ellos

AT, +4Ty +T3 =0 B4 -(3)
Q'T'i -+ TQ/ ‘\'T4 =0 B4 - (9)

Esto hace que solo 2 entre los 'ru sean independientes,que
junto con los tres K-(-' hacen el total de 5 escalares qué&So-

drian afiadir al Lagrangiano lineal de Einstein-Cartan.

Sin embargo, respecto de la trivialidad de la torsién,na-
da cambiaria con este Lagrangiano general de 5 pardmetros, ya
que las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenidas bajo variaciones

de la contorsién, en el vacio se obtendria

S;EG' =0 34‘(40)
§ K%
Es decir,una ecuacidén algebraica para K . Por tanto la dnica

forma de hacer la contorsién 6 lo que es lo mismo la torsidn

dindmica es incluir en el Lagrangiano gravitatorio términos
cuadrdticos en derivadas de la contorsién (o torsién), el mi-
mero total posible de ellos seria dieciseis,como puede obtener-
se a partir del trabajo de M. Horak y D. Krupka (1978). Permi-
tiendo intervenir a Eidke , todavia (aun mis) se incremen-
taria el mimero de posibles términos en el Lagrangiano (ver
A.J. Pucell (1978)), y cada uno en principio con una diferente

constante de acoplamiento,
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Una via todavia mds complicada para hacer propagar la
torsidn,es la usada por F.A. Kaempffer (1978),introduciendo

un tensor antisimetrico EE%j y haciendo

) K &éu = Vk SJsz B4-Q4)
SR @" -7, cF‘ B4~(12)

A n om .
“b) KLJK = VK §La + étjim K ((Yl ‘ g : n)
B4-(13)

Otra posibilidad consiste en introducir de un potencial
escalar fel taplon ,que aparece en la parte vectorial de la tor-

sién S. Hojman et al (1978-79) ;al que denotamos como L_P .

¢.- —(61 "Sié \-e”() BA.([A.)

L"
Ig. 3 .

Mediante esta forma especifica de 1la torsién,es posible aco-

plar el campe electromagnético (y cualquier campo gauge) a la

conexidn Cartan sin romper su invariancia gauge, Sin embargo,

las teorfas del tipo taploq,estén en contradiccidén con el

experimento de E8tvos-Dicke-Braginskv del principio de equiva-

lencia débil)como ha demostrado W.T. Ni (1979).

Ctros intentos en esta via,pero tomando a la torsién so-

1o como su parte vector-axial
Q%% =4 7%t BA-(46)

como han hecho V. de Sabbata y M. Gasperini (1981-a) (1981—b)}

lo que lleva consigo .una modificacién de las ecuaciones de
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que
Maxwell, en presencia de esa torsidén especificg} parece que no

esta en desacuerdo con el experimento de ¥Stvos., Sin embargo,

. . . 1
es una idea demasiado complicada,

Mi opinidn es que no se debe acoplar la torsién a los

campos gauge y la forma mids correcta de hacer la torsién dind-

mica y a la vez la mds sencilla,es tomando Lagrangianos cuadréi-

ticos en curvatura Cartan y sus contracciones. Es decir, con-

siderar una generalizacidn de tipo Eddington-lanczos-Weyl,pero

esta vez de la teoria de Einstein-Cartan.

, Ademds ,veremos que esti en la base de la teoria gauge,
tomar ese tipo de Lagrangianos para otros campos (electromag-

nético ,fuerte).

En principio,el Lagrangiano con torsién dindmica mas

general es,teniendo en cuenta las simetrias de la curvatura
Cartan,

AN

Le~ (Q 2vea ¢3R“3+<‘3 i RIC,

VS
) K2
% c4R ke_RLK"\-CSRﬁj\(QR ‘4+

4 C ’Ri.jka Rbkji) ;4-(44)

Debido a la generalizacidén del teorema de GauP-Bonnet

(ver Nieh JMP. (1982) a la geometria de Cartan.

El escalar
A .
E - E’Lj“P 5!’16’3 R13 RO@’SS -

= w4 (B2 AR&JR“ R‘JKQR 3)
1 B4-(13)




- 50 -

tiene una integral
gE \/ZE\ d“g, 84 - [44)

que es un invariante topoldégico relacionado con la caracte-
ristica de Euler-Poincaré en espacios de Cartan. (Ndtese el

orden de los indices).

Por tanto, como invariante topoldgico que es, esta in-
tegral (que fisicamente seria la accién) es invariante bajo
variaciones de la métrica y de la conexidén y por tanto cual-
quier miltiplo de E no tiene influencia sobre las ecuaciones
de Euler-Lagrange. Luego al menos uno de los parémetros Cl,
C3’ C_ es arbitrario. De esta forma,el Lagrangiano mis ge-

5

neral con torsidén dindmica es de 5 pardmetros, que comparado

con el anilisis anterior )16 paridmetros (sin considerar E)
es ya una gran simplificacién. (Mas adelante todavia serd mas

simplificado).

5) CUANTIFICACION COVARTIANTE DE LAS TEORIAS CON TORSION

En primer lugar,existe una gran diferencia entre.la-
teoria de Einstein-Cartan y las teorfias en las que la tor-
5ién es dindmica s En la primera , la torsién es cero en el vacio
de spin y en la que,por tanto los pequefios efectos del spin
solamente se demuestran dentro de la materia, mientras que en
las segundas,la ecuacién donde aparece la torsién es una ecua-
cién diferencial, no algebraica como en el primer caso y por

tanto,la torsidn se puede propagar en el vacio.

El comportamiento de la teoria EC bajo cuantificacién

perturbativa es exactamente el mismo que para RG,la teoria es
unitaria pero no renormalizable, y ni siquiera la matriz S

es finita en la capa, es decir, cuando se imponen las ecuaciones
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de movimiento de los campos materiales,mis alld de l-~ciclo
cerrado, El1 comportamiento cudntico de teorias métricas con

torsidén dindmica es mejor,

p
Este tema ha sido tratado fundamentalmente por D.E.

Neville (1978) (1980-a) (1980-b).

D.E. Neville,usando teorias con torsién dindmica ha de-
mostrado que existen Lagrangianos particulares que dan lugar
a teorias unitarias pero no renormalizables contando potencias

¥y a la inversa.

En los ultimos articulos publicados sobre el tema por

E. Sezgin y P. NieuwenhUizen (1980), E. Sezgin (1981),

Se consideran casos méas gene?ales con diversas teorias
que son unitarias pero no renormaliiables, sin embargo su
comportamiento ultravioleta puede ser mejor)ygugo existe un
teorema andlogo al de Grisaru—Zakrpara la teoria de EH 6 de

EC y por tanto la matriz S puede ser finita a cualquier orden

en la teoria pertur-bativa. Por lo tanto, esto al menos abre

la puerta a considerar como mejores,las teorias micréscopicas

+ con torsién dindmica, respecto de las teorias EH 6
EC. , |
(E1 teorema de Grisaru-Zak (1980) demuestra que, en la teoria
de Einstein-Hilbert (EH) 1a_he1icidad no se conserva,Ante-
riormente, Grisaru,van Nieuwenhuizen y Wé?ggLian demostrado

que/si la teoria EH conservase la helicidad,entonces la ma-

triz S serfa finita a niveles de ciclos elevados.)



CAPITULO C

TEORIA GAUGE GENERAL

1) MOTIVACION

En los prdximos capitulos se presenta la formulacidn
mediante teoria gauge de las interacciones internas y su apli-
cacién (y generalizacién) a gravedad. Peré antes,hay que expli-
car cual es el motivo de intentar conseguir una formulacidn
mediante teoria gauge de la gravedad. Aparte de la motivacién
estética de que toda la fisica se pueda construir mediante

el mismo formalismo, la motivacibén especifica hay que encontrar-

la en lo ya parcialmente resefiado sobre los intentos de cuan-

tificacién covariante de la gravedad. Estos intentos conducen

al "desastre " de que la teoria de Einstein-Hilbert (lineali-

zada) no puede dar lugar a una teoria cuantica unitaria y re-

normalizable como vimos.

Las posibles respuestas a este desastre son como ya se

ha visto parcialmente, las siguientes

1) El1 tratamiento semiclasico (Kibble 1981) es el dnico

posible. La teoria de gravedad cudntica no es posible.

2) Modifiquese el Lagrangiano pero no la geometria

pseudo-riemanniana.

~
a) Afiadiendo "ad hoc" a R,términos cuadrdticos en cur-

vatura,Stelle(1977),Havas(1977).

b) Gravedad inducida. Sakharov(1968), Zee (1979) y
Adler (1982). Sin embargo,la teoria es renormalizable pero no

unitaria.
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3) Modifiquese la geometria (introduciendo torsién) pero

no el Lagrangijano. Esta es la teoria de-Einstein Cartan.
Sin embargo, la teoria cudntica covariante es del mismo tipo

que la de RG,

4) Adéptese la Idea Gauge para describir a la gravedad.

Estamos en buena compafiia,ya que el electromagnétismo se descri-
be mediante teoria gauge basada en el grupo 1}(1) , la inte-
raccién fuerte basada en SU(3) , 1a unificacién debil-electro-
magnetica estd construida como la teoria gauge (mds rompimiento
espontéineo de la simetria) del grupo SU(2)® V(i) , los mo-
delos de unificacidn electro-débil-fuerte estdn formulados como
teoria gauge (méds rompimiento espontdneo-de la simetria) de los
grupos SU15) ,S0(10), E¢,dependiendo del modelo. Y todas estas
teorias formuladas primitivémente como teorias semiclésicas)
admiten una buena cuantificacidén covariante. En general este

procedimiiento conducird a modificar la Accidén y la geometria.

5) Supersimetria mas idea gauge igualaSuper ravedad. las
g

teorias supergravitatorias poseen, incluso sin modificar a la

geometria,mejor comportamiento ultravioleta en general,

La- conclusidn de lo anteriormente resefiado es que si
se insiste en formular la teoria de gravedad cudntica, quedan

al menos cuatro posibilidades:

a) Desarréllese otro formalismo diferente del covariante.

Por ejemplo,el candnico,

b) Acbéplese la teoria de Einstein-Hilbert de gravedad
pura)al conjunto campos materiales correctos., Sin embargo, este
procedimiento no puede realizarse de otra forma que por tanteo

y hasta ahora no ha dado resultado.

¢) Acoplese la teoria de Einstein-Hilbert de gravedad
pura (norenormalizable)no a materfa descrita por buenas teorias

cudnticas ( QED, QCD/etc) sino a materia descrita por teorias
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a su vez,no renormalizables (por ejemplo el modelo ¢ -no li-

neal, Duff-Goldthorpe (1981)).

d) Adoptese el punto de vista 4 anterior y construyase

la teoria gauge de gravedad (6 biegesupergravedad).

Aqui adoptaremos este cuarto punto de vista, aunque co-
mo se verd el procedimiento no es univoco y decir cual es la
teoria gauge de gravedad es bastante diffcil,ya que existirdn

diversas posibilidades.

2) INTRODUCCION

La teoria de campo gauge es un apelativo que en mi opi-
nidén no es muy afortunado, (la traduccién castellana de la pa;
labra inglesa es,medida?ogggala, la sudamericana,aforo. La
m"traduccién castellana del término ruso,gradiente,es,contraste
(vease Teoria Clésica de Campos (1973 Ed. Revertd). Las razo-
nes histéricas de tal nombre tienen las raices en la palabra
Eich-Invarianz que H. Weyl empledé primero en su teoria unitaria
de la gravitacién y del electromagnétismo y que despues no cambid
cuando en 192¢ demostré que el electromagnetismo Maxwelliano se

puede obtener mediante teoria gauge.

Hoy,el mejor apelativo seria el de teoria de campos de

conexién 6 de fase.

La teoria de campo gauge,es dicho en pocas palabras, un
método para obtener las ecuaciones de campo clésicas (1as cua-
les son sometidas posteriormente a cuantificacién)de una in-—
teraccidén,a partir del caso libre. El método es directo en el
caso de interacciones de infinito alcance mediadas por particu-
las virtuales no masivas,(electromagnetismo)y afiadiendo al mé-
todo gauge algdn mecanisSmo que permita dar masa a las particulas

mediadoras, bien,el mecanismo de Higgs, bien,correcciones
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radiativas, bien,rompimiento dindmico de simetria, obtener la
teoria de unificacién débil-electromagnetica, Weinberg-Salam,
por ejemplo. Es mids, permiten obtener teorias de unificacidmn

i
electro-débil-nuclear.

El tema fundamental de este trabajo es la descripcidén de
la interaccidén gravitatoria aplicando la idea gauge, bien en su
forma "ortodoxa, i.e., como son descritas el resto de inte-
racciones, bien con modificaciones especificas del esquema gau-
ge para dar cuentas de las especiales caracter{sticas de la gra-
vedad. Esto serd tratado en el siguiente capitulo. En este se
exponevel esquema gauge "ortodoxo" del tipo Yang-Mills.

:Pero,que significa teoria gauge?.

El fin dltimo de cualquier teoria fisica es hacer pre-
dicciones sobré magnitudes observables. Ciertas teorias,poseen
ambigliedades estructurales consistentes en que las funciones
que describen los estados de un determinado sistema fisico,no
estdn univocamente determinados. Si ios observables predichos
por un sistema fisico dado,son invariantes bajo cambios 6
transformaciones permitidos por la estructura de la teoria ,
entonces esos cambios son fisicamenté irrelevantes. En este ca-

so se dice que la teoria fisica tiene "libertad de gauge'.

3) EL NACIMIENTO DE LA IDEA GAUGE

H. Weyl en (1918) (vease Space-Time-Matter, Dover(1950)
en su intento de teoria unitaria de la gravitacidén y del electro-
magnetismo,introdujo el concepto de cambio de escala. La
longitud de un vector era modificada cuando era desplazado pa-
ralelamente. No solo,pues,variaba su direccidén como es propio

en un espacio de Riemann

,Sino también su magnitud.
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Antes de Einstein,la labor del fisico seguia la siguien-
te linea metodolégica: experimentos =) ecuaciones de la in-
teraccién =» simetria (invariancia). Despues de Einstein
este esquema fue invertido, es pues lawsimetria la que dicta
la interaccién”. Con esta idea, Weyl pensé que,ya que segun
Einstein la "invariancia bajo transformaciones generales de
coordenadas™ daba lugar a las ecuaciones de la gravedad, enton-
ces una nueva invariancia geométrica afiadida,daria lugar a la
descripcidn "unificada del electromagnetismo, su propuesta

era la "invariancia de escala"("Eich Invarianz"). En resumen

(vease C.N. Yang (1971)) 5 @
T G-

escala 4 i+ QL&XL
ca:lmpo material @(X") é (-_Y") +br§ &X‘
campo material escalado [l i(}(i) § + @;—l»‘&)@dx 4

El intento de Weyl se cifraba considerar que el poten-
cial electromagnético era el vector FB{ « Sin embargo, el in-
tento no prosperdé por la obje-cidn de Einstein (1923))de que
la teoria de Weyl en el caso del campo electréstatico conducia
a que los 4tomos de hidrdégeno no tendrian un espectro caracte-
ristico. Esta obje-cidn hoy,no tiene tanta importancia ya que
la fisica atémica es descrita mediante teoria cuédntica y el
intento de Weyl era puramente cldsico., Mis objecciones pueden
ser encontradas en la correspondencia Einstein-Besso,Ed.

Hermann, (1979).

Pese a que la teoria fisica habia fracasado, Weyl habia
conseguido describir una generalizacidn geométrica del espacio
de Riemann, el espacio de Weyl. En este ,la conexién es simé-

trica pero no métrica y la no metricidad es especifica

Vigaj = B9 . c3-(4)
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En 1925 la estructura de la mecdnica cudntica se empieza
a construir y en ella el cuadri-momento clidsico de una particu-
la libre Pi es considerado cemo el operador —‘L'h.'a_,'_ s ¥

para una particula cargada 1la prescripcidén es (A, el poten-
i
cial e.m) -2 A y =i (O + 18 A, C3-(2)
¢t o Re !

V. Fock (1927). Meses después,London F. (1927) resalté la simi-
litud de esta expresidén,con la obtenida por Weyl en su teoria
unitaria. En efecto comparando C3-(0) y €3-(4)la identificacién

de Weyl , ‘fi——» L. , mno es correcta, sino que la que lo es

: i A €3-(3)
B“ + . —."B' + — A
i+ A e
Lo importante es que aparece la "i . Es decir que en vez del

cambio de escala de Weyl
exp (g dot) v 44 Ppdxt C3-(4)

se considera un cambio de fase de
: -yt 12 A . Adxt c3-(5)
exp 28 A dxt v 4+ 22 A dx
P e ™ e

En 1929, Weyl estudid la invariancia bajo este cambio
de fase, esto conduce a construir la teoria de Maxwell, En
electrodinémica existen dos transformacioneé de gauge, i.e.,
que las ecuaciones del EM,son'invariantes cuando se efectuan
esos cambios
e=h=Cc=4 @(‘X) ——+§‘(X) = e'L)\ @(?() c3-(é)

N=cle !
siendo § el campo escalar complejo correspondiente al electrdén

(considerando la electrodindmica escalar).

y

A )— A..,;LX)'—‘-A-ZCX) -0, T(¥) ¢3-(%)
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Siendo T(X) una funcién escalar.

Las transformaciones CS-(6) ComE bigien Bl Ernpo T
paramétrico 1}{4 abeliano

3: Cik e éieq' E’U(i)

Normalizando, q= 1, y G es un pardmetro constante., La
ecuacidén CB-(é) es una transformacién global ya que O = ce .
Como el observable fisico no es la fase sino , que

es la densidad local de probabilidad, Weyl observé que era posi-

ble hacer esta transformacién localmente ,e‘—'e(}() g

La eleccidén arbitraria de la fase del electrén en cada punto
del espacio-tiempo era permitida por la estructura de la mecd-
nica cuédntica. Es mds,en este caso 6(><] = t(_)() ,es8 decir, se
producia un acoplamiento de § con AL , una interaccién

entre el electrén y el campo fotdnico,

Mediante el método Lagrangiano,(ya que este es un esca-
lar Poincaré, en vez del Hamiltoniano que no lo es)'es posible
obtener mediante un método preciso partiendo de electrén libre
descrito por el Lagrangiano relativista especial Lm (é ;B§))
obtener las ecuaciones del campo electromagnético. La genera-
lizacidén al caso de transformaciones de fase realizadas por
grupos no abelianos fue sugerida por 0. Klein (1938) y fue

construida por Y"ang—Milis (1954) v por R. Shaw (1955).

El esquema general de la teoria gauge fue realizado
por R, Utiyama (1956).Siendo la idea gauge,en mi opinién,la
idea mids fructifera de la fisica tedérica en las dltimas dé-
cadas, el hacer un resumen de su aplicacién a campos internos,
estd fuera de este trabajo por razones de espacio-tiempo. En
la literatura citada al final se encuentra una seleccidén de la

bibliografia.

4) ESTRUCTURA DEL METODO GAUGE
P

En esta seccidén solo se expondrid un resumen del método
general de la idea gauge. Este método puede ser realizado uti-

lizando tres formalismos :

1) E1l diferencial, utilizando como base al potencial

vector -A. .

2) El integral, tomando como base al factor de fase,

exp(.%.: SA; dyi) .

la teoria "a la Mandelstam" (1962).

Wu, Yang (1975) , y realizando

3) E1 global, usando como herramienta matemdtica el
lenguaje de fibrados. De esta forma la teoria gauge tiene una

perfecta y sencilla formulacién geométrica (ver apéndice 3).

En este trabajo se utilizari preferentemente el forma-

lismo diferencial, usando componentes (como es usual en la 1li-

teratura fisica) y usando formas diferenciales (ver apéndice 2),

lo cual es innovador,.

i) Invarianza Gauge Global

Dado un campo iibre §QFP (,M‘., E ) como

una Péh forma sobre el espacio-tiempo de Minkowski M9 y
con valores en un espacio vectorial € 6 spinorial S .
El campo libre @ describe un determinado sistema fisico sin

interaccién.

Para obtener las ecuaciones de campo, i.e., de movimien-
to. de este campo libre,se construye,como es usual en teoria de
campos el Lagrangiano 4-forma L (_@,Cl&) 61174 (MAlR) , con

valores en R y con dependencia funcional como es usual en fisica
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en § ¥y su derivada exterior primera alé , Ya que de esta
forma las ecuaciones de campo son de segundo orden,obtenidas
a partir del principio variacional a través de la integral de
Accidn

AC) = | L(@4q8) c4-(0)

CcM4

Siendo ch una subvariedad compacta de Minkowski. Una va-
riacién de los campos § a§‘=§+5§ ,tal que, S&]ac:o, bajo
la acciédn de un grupo de Lie G, conduce a una variacidén del

Lagragiano y por lo tanto de la accién siguiente

5A(C)=§L@+S§.dé+o\8é) -L(@.48)= 5L

C4-(4)
Por tanto,si el Lagrangiano del campo § libre es invariante
en C bajo la accidén del grupo de Lie G, tambien lo serd la

accién y reciprocamente

SL=o en CcM* & SAC)=0  ca-(2)

Las expresiones anteriores son formulaciones equivalentes del

principio de minima accién.

Des;arrollando SA (C) =0 obtenemos’

sAC) = (5L = ([s L 4+ 6dg ~ 2L
J J B 09 2487 (4

Donde % A" es el producto exterior o cufia (wedge) y "d" la

derivada exterior, (ver apéndice 2),

Aplicando la férmula (ver apéndice 2)

d(TAY) = a3 AL + )P A AT  c4ela)
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ya que , Sd :d S por ser las variaciones internas, obte-

nemos la siguiente expresién

' P oL

s AL V= SdF Al 1453 Ad2L  ca-(5)
4(5¢ zo@) ¢ 348 343

Despejando de esta férmula el primer término del lado derecho

y sustituyendo la expresién resultante en c4 -(3) , obten-

dremos

SAC )cj 8 [ 2L -eafd 2]+ a(sEn 2]

Ch4-(¢)
El dltimo término del lado derecho, al ser una derivada exterior

puede ser integrado aplicando el teorema de Stokes, obtenemos

BL — oL -
Ld (58 Awé __53 Y "S5 C4-(3)

obtenemos a través de C‘l—(’:‘) la conservacién global de la
corriente asociada al campo é libre

*4 o c4-(8)
jBC 3 - e § 30@

A partir de C4-(6) se obtiene por consiguiente

5A(G)=LS§. A[% -(—’A)l’c!%d c4-(9)

S5i la accidén es estacionaria bajo las variaciones 85
8A(C)=0 = ¥EL=0 C4-(40)

siendo \EEL las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
del campo @
%¥gL - oL Q-/l)P d oL 2L — ca-(44)
3@ %dé
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La ecuacién &4-(6)

con esta definicidén se puede expresar
en la forma equivalente

5A(C) :j [53 A*EL + d%j] =0 c4-(12)

Mt
que implica
A% = -3 A¥EL C4-(43)

Mbédulo las ecuaciones del campo§ ,*EL=O,obtenemos la comnservacién
local de la corriente

4 =0 C4-(44)

EJEMPLOS

1) Campo de Maxwell libre 6 campo de Proca (SFUI\=4—J

Con dx G‘F,l (_MA. RA) base coordenada ortonormal
y A.e F,i (MA. A.LUU.)% R) (_nétese que se absorbe la i), el

potencial electromagnético. El Lagrangiano del campo de Maxwell

libre es la 4-forma LM(AX,AA) =_&2_ dA A*G\.A = _’SiFA.kF

v el de Proca

Lpldx,A,dh) = L AAA%A+ m2 An*A
donde F‘.l dA sFZ‘SMAuR),es la intensidad de campo. ’ ¢4 '(15)

La variacién del Lagrangiano de Maxwell libre es
SL-':%_éF/\*F +-*§FAS*F =
=8FA*F = SdA /\*F —
:a(SAA*F)—\- SA AO\*F C4"(d,6)

por tanto siguiendo los pasos de la exposicién general anterior

¥E| - oL _ A*F

cq-(13)
A
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verificandose que al"/%A =0 ¥y que 'BL/BdAz*F . De forma

similar se efectua para el campo de Proca.

2) Campo escalar neutral masivo (espin O)

El Lagrangiano es

L ::*i(dé A*dE + m*PA¥d ) c4-(19)

La variacién de este,serd

5L = 549 Af&é + m23pa*d
= A58 A%dF ] - 53 a[d¥dd - v 23]

c4-(20)

Las ecuaciones de Euler Lagrange Berin
«EL = BL —wlxd —dxd§  ca-(2)
135
verificdndose BL/E@ - W\Z-k§ Y bLk&@ :*A§

3) Campo de Dirac del electrén (espin 1/2)

. _g?-é':ﬁ) (MA.S)/.donde S es un espaciq espinorial

El Lagrangiano es

L(o\xl"‘flol'ﬁk"‘)=§2-k"~l’ A ALY AP AxYY)
e wn'{{;,\«? cy~(22)

donde "G:T},’Q‘ » ©; €s una base y son las matrices de

Dirac usuales i= 1,2,3,4. , 1_.? sefiala el adjunto de Dirac

como es usual,

-—

La variacidén del Lagrangiano conduce por un procedimiento

andlogo a los dos casos anteriores a que las ecuaciones de Euler-
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Lagrange son

*E | =% =2V AXY Am*{ c4-(23)
5

«FL = 0L =1 Y adP +m¥d  culay
>y
en componentes
EL = i_“}, Y +my CA4~(25)

‘E‘L =—"L'7f:"1),»1 +m1} ca(26)

y verificdndose que

3L =4 MTA*X +me¢"4]" C4-(2¥)
2

AL i Jaxy CH-(29)
2

- _‘IL_ *Y AOL_‘P = m’k‘l}) (4-(29)
2

= _zz_ xyY ¢4 -(30)

El mismo procedimiento se podria emplear para el campo de

Rarita-Schwinger del gravitino (espfn 2/2) )

con “2’ ede_(MA,S)
LCO{X (.-(‘Pr &q)) =-’-7'i({]”— AXS—K A o\'\\* -

-0\'!? AYSY A‘z'P)’ % P AYSY ,\'X,O}’
C4-(34)
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5 AO 243
donde ﬁ& :.’X 'Zfi K K como es usual. Sin embargo como en
este trabajo no se va a tratar directamente con supergravedad/

no explicitaremos su variacién@ .

Si explicitamos algo todo lo anterior tendremos lo siguiente:

Las variaciones infinitesimales de § bajo el grupo de

Lie G,tomarin la expresidn
$5=0"T,3 =09 C4-(33)

a partir de la expresidén finita de transformaciones de fase

é es una p-forma de tipo (Q,E) ,(Q.G—*A“t(E))
(notacién 3§ = e(g)é )
@l =[%P eaTa,-l $ = q 3 C4-(34)

donde TQ’, a= ly..,y d=dim G son los generadores del 4lgebra
' a

de Lie de G (ALG) en la representacidén de § y 07 son para-

metros infinitesimales del grupo, cénstante‘s. La accidén global

de G que hemos estudiado 8 es solo posible cuando Oa’:.- a‘fes .

Llevando la expresién C4-(33) a CHAL) esta to-
mard la forma
_ b _pfasl d(ed ask )=
¢ =0 C4-(35)

Aplicando la férmula C4 -Ui)/ obtendremos de una forma aniloga

a lo ya efectuado, la expresidén siguiente

sAQ) = (fg2 3L _og? AL TaB A (TdAdl
= oA [ - o A2 AT
C CA-(3¢)
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La corriente*j. (9) del campo § libre se expresari como
*§=8% *Ja ]
*ia=Tad A2 C4-(3Y)
= Q g=_
con Ja 'aolé

Por tanto la ecuacién CA4 -(13) tomarid la expresién
d¥) = A0 A ¥, «6%d¥)q =
= -52T, I AXEL c4-(38)

y como por ahora G‘x: cfe % d@az 0] esto implicard que

e = —Ta TA*EL C4-(39)

a‘—

médulo, las ecuaciones del campo § libre XEL= 0 obtenemos
d*‘a.__‘o a=4,..., dim G 64‘(40)

i.e., las ecuaciones de conservacidn locales de las corrientes

‘Kda’ , bajo transformaciones globales de §

ii) Invariancia Gauge Local

- Al tomar @a:‘:.otﬂ en' la variacidén infinitesimal &6
de CA-(33) fisicamente se ha efectuado la transformacidn
de @ s globalmente, i.e., para todo punto del ET es la misma
transformacién y por tanto,independientemente de cual fuese

ese punto especifico.

El campo § en diversas épocas y lugares se transforma
de la misma manera. Sin embargo, dado que la fase no es ningin
observable fisico podemos exigir, dado que la estructura de la
teoria lo permite, que las transformaciones de fase sean locales
i.e., que la transformacién de fase sea dependiente del ET.
Matematicamente esto significa que los parémetros Qas.ct'e pa-

san a ser funciones Qa: 9_0. QX) .
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Las transformaciones infinitesimales del campo §) seridn

por tanto

5,5=0°0 Tad c4-44)

La exigencia de invariancia de la accién (6 lo que es
lo mismo, del Lagrangiano) bajo estas transformaciones locales,
es lo que denominaremos invariancia gauge local, Ello exigir4,
en el caso de que las corrientes externas no sean cero , como
vamos a ver a continuacidn, la introduccidén de un nuevo campo

(gauge) A. en interaccién con el § libre inicialmente.

PROGRAMA DE UTIYAMA

Metodologicamente,la idea gauge se desarrolla en los

siguientes pasos

1) ;Que tipo de campo de interaccidn A hay que intro-

ducir para mantener la invarianza local gauge de la accidn?

2) ;Cual es la expresién de la interaccidén entre el

campo A ye]éampo originalmente libre ?,

3:)5Cual es la ley de transformacidn del campo de inte-~

raccién bajo el grupo gauge G (X} ?

4) ¢Como obtenemos el nuevo Lagrangiano invariante bajo

G(®),a partir del Lagrangiano libre L(¢:d¢) ?
5) :Cuales son las ecuaciones de campo del campo A libre?

El método gauge asi expuesto fue introducido original-
mente por Utiyama. Algunos de estos puntos en realidad se po-
drian subdividir, pero como esquema general es vdlido Y por eso

lo seguiremos a continuacién. Comenzemos por el primer punto,
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PUNTO 1

1) 5i 0:0(x) debido a que 9(X) :G%x)Ta la ecuacién

de conservacidén local d*j =’0,toma la expresién

d¥j = 8%(x) d*ja « dO%(x) A’K/Ja =0 &

& A¥ja=o0 y *ja=0 Va  C4-(42)

Si queremos®conservar!la ecuacién de conservacidn
bajo transformaciones gauge (6 de fase) locales obtenemos que
todas las corrientes se anulan, con lo que no hay nada que
conservar, mientras que si k(ja'-f-o , el Lagrangiano L(¢, dd))
del campo libre perderid su invariancia y habremos arruinado al

principio variacional,
La raiz del problema consiste en que si ©=8(X)
8§, = AT =dond A 8ad = dF W) A Tad + 0t To 48
c4-(43)

a — .
La aparicién del término ‘inhomogeneo de (X) A 1a§ 6

*dicho de otra forma,el que la derivada exterior &.§ no sea
covariante bajo variaciones locales SL jes lo que causa los

problemas arriba comentados.

El problema se soluciona pasando de la invariancia glo-

bal, a una invariancia local (i.e., invariancia bajo trans-
formaciones gauge locales) & de segundo tipo,en la notacién de
Pauli, Ello se consigue introduciendo d= dim G nuevos campos Ao:
como nuevas variables auxiliares en la dependencia funcional
del Lagrangiano. Con ello se considera el nuevo Lagrangiano

(ya no libre) L. :L|(§ (&§ ,_A.q') , como base del principio

variacional,
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Los campos exteriores A% son denominados usualmente
en la literatura, potenciales gauge (en lenguaje de fibrados
constituyen la conexidén de un fibrado principal). Las varia-
cionesS‘fxa' 5 compensardn los términos no deseados en los
que aparece al@a'#:O , al imponer la invariancia de

bajo la accién local de G, i.e., bajo G (¥ , i.e.

1
5, L'= 5,8 A*EL + &%) SLAQA%LE& =
=6%6aTad AXEL + 02(x) X)L +
arya %Kil 4§ A% A QL - C4- (k)
+d0% () A Kiq + DA o o
Ademds como los c{&a son independientes para VO. =1...
O\:WY\G' ) ello implica que los potenciales gauge A% deben S

variar indegendientemente)para poder eliminar separadamente

cada término.

Hay que notar por otra parte que si las corrientes son

nulas es posible construir Lagrangianos con invariancia local
gauge sin introducir campos gauge externos La'. La introduccidén
de estos solo es necesaria si ademds de invariancia local gauge
se impone el requerimiento de que las corrientes extérnas no

sean nulas.

La posibilidad mis sencilla (procedimento minimo), para

conseguir la invariancia local.de la accidén es tomar

“jo=Tada2k £ 3L 4 5ATE a6y
24 A CA-(45 -46)

Con lo que obtenemos la expresidén local analoga a la global

ch-(12) .
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PUNTO 2 y 3

Notese que debido a CQ-(Q-S"#C)
Ll(@t"*@/Aa) = L@)(d@) + AQJ/\*j‘q, ca-(4%)

¥ que por tanto en vista de la ecuacién C4-(44) en la que
no aparece el término l
a, 5 x;l a5 (2L ) ca-(43)
A TaN SL da' = A P———

: L bACL
ello implica que

SL%% =02, "0 1 C4-(49)

ML
Es decir' *da tiene que ser gavariante bajo la accidén del

grupo gauge(local) G(X) .

Por la expresién CA- (46) la respuestg matemdtica al
primer punto del programa de Utiyama es clara dado que las

SQC\X) son funciones, i.,e., o-formas , los potenciales

gauge son 1-formas Aa GE_(_M4, R) ]

A partir de la ecuacién C4-(45) podemos realizar el
punto 2 del programa de Utiyama obteniendo la expresién del
acoplamiento entre § y A% | Para ello definamos (ver apén
dice 2) Al\i ':AQA.TQ.Q C4{50) . Donde AG.Fi (,MA, ALG‘),
es una 1-forma valuada en el algebra de Lie de G (notacién
AND =0, (AAS | @ tALE 2 End(E) . 4 partir de CA-(5D)
obtenemos
T, 8 = 2(ArS) ch-(54)

QA%
Teniendo en cuenta la ecuacién CL\-U}S) obtendremos
1 |
2L — 2(AAD) L BL C4- (52)
QA% DA% 2dd

Cﬁ-(SZ) se verifica si y solo si

ol - 2L c4~(53)
23~ (And)
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Esta dltima identidad nos dice que dch v A/\(If solo pueden apa-
recer en L’(Cbli(b, A) a través de la combinacidn

D =d¢ # And C4-154)

a la que denominaremos derivada G-covariante exterior de

ya que su transformacién es homogénea ,
sD§=oDF , d8)=9D% -

al contrario que d§,como vimos en CQ-U{-S) . Probemos

CQ—(‘S’S}, que efectivamente D¢ se transforma covariante-
$.08 = 5.4¢ + 5 (Ard) = c4-(5¢)
— 0dd +AOAS + 5 AAD + AA oo
como ANBP = EA(B] AD G’AA§ CA-(B?‘)

obtendremos cuando A es interpretada como una 1-forma valuada

mente

en el algebra de Lie de G (ver apéndice 2).

SLD§ =5 (&§ -\-Al\§)-+ LSLA +d8 + [A(Sj )/\éF =
= OD@-\-(ELA +df8 +EA,9])/\§ (4-15%)

Por tanto, para que D§ sea covariante,se tendrd que verifi-

/

car que la ley de transformacién gauge local de A infinitesimal
SLh=-d0-[A8]=-D0 cA-(89)
la transformacién finita es}A.: g A(j'i - Clﬂ-ﬂ‘&: AdGA - 0\0“ ‘6-1

salvo el término inhomogeneo -dﬁ.a"\ se transforma eomo una
1-forma de tipo CMGfALG') P en componentes toma la ex-

presidn mds usual

gLAQ: -A6*- ¢f-abc Ab 5% = -po c4-(60)
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a través de S-LA: SAaTa_
vy (TaTo]l= {SauTe

c c
5 ab =¥ Cab] , son las constantes de estructura del grupo

DO =D0* T,

!

C
G al que consideramos en general no_abeliano, i.e., :f ab':f: D.

La eleccidén inicial SLAQ-;-O{G'a'para la transformacidn
del potencial gauge se ha visto que no es la general (no es
valida para el caso no abeliano) sino que es la transformacidn
mds simple correspondiente a que G sea abeliano, Sin embargo, eso
no podia saberse a ese nivel porque no estabamos preparados a
mirar a A% como las componentes de la 1-forma A Gﬁ (M4, ALG'}
La necesidad de esto dltimo solo se impuso al establecer la for—
mula ;4'(55) ; con lo que en consecuencia aparece el corche-
te "no'abeliano! EA, G] en la férmula C4~(5-1") . Ello

también necesita considerar en el tratamiento,no a las compo-

nentes *d‘a_ sino a *j E-Fé (Mb  ALG).

Mediante las £érmulas c4-(54) & C4-[54) se llevan

a cabo los puntos 2 y 3 del programa de Utiyama.

PUNTO 4

Debido a 1a ley de transformacién local gauge C4-[5 )
de A bajo G (,X) ;, estos pueden ser transformados a cero lo—-
calmente, en cuyo caso | L‘(§,d§, AQ) y el 1i'bre

L(@, d@) coinciden. En general debido al acoplamiento
minimo CA-I5Y)

L'(®4$,A)= L(3,DD) ca-(é4)

Notese la desaparicién de la prima y por tanto L tiene la misma

forma que el libre, Este Lagrangiano

L& D§) =L (348) +L,_, c4-(62)
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sintetiza pues el Lagrangiano libre del campo y el de inte-

racciodn.

Notese,que la realizacign del punto 4 del programa de

Utiyama consiste simplemente en la receta siguiente. Pdrtase
del caso libre con L(ét d@) sustitiuyase Jé-? DQ y obtenemos
el Lagrangiano invariante bajo G(x) | L(@, D@)

Ademds,vemos que la expresién CH-{59) de transfor-

macién A ) solo coincide con la expresién Cq"(aé) que

intuitivamente habiamos considerado primero, solo en el caso de

que G sea abeliano.

' Mediante un mecanismo de feed back,podemos generalizar
la expresién (4 -(46) para el caso general de que G no sea

abeliano
5L'(3.48,8)= 5,3 A¥EL'+ %L+ A6 A,
+ AT A K]q =0 ca-(£3)

a \b.C.
Sustituyendo SLAQ‘: - a.ea' o~ :£ bCA G ,L.(’. CCQ-'éO)

y cambiando indices mudos ,se obtiene:

5. L' (3idd A)= 5.3 A*EL £ |
+ 6% 4 —3 baA *jc =
=59 ~*EL +6%D*j, =0

ca-(64)

-~

Esto implica que las tdentidades que se verifican médulo 1las

ecuaciones de campo ¥e1'= O,son de la forma

D%y, = &*'_\,2 abAb *j. =0 ca- (63
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vimos que la corriente material ya no se conserva debilmente

como ocurre en la teoria abeliana.Bs una 3-forma del tipo (AAG_’ALG‘)

Es decir,un campo no abeliano con potencial gauge A
contribuye a la corriente. La nueva ley de conservacién gene-
raliza la ley de conservacidén de la corriente global y abeliana
d *j:o , en la que solamente contribuye el campo inicial
pero no el campo gauge exterior. Fisicamente esto significaré
que el campo electromdgnetico representado por el campo de fo-
tén necesitarid una teoria gauge abeliana,ya el fotdén no estd
cargado electrica (6 magnéticamente) ,mientras que la interaccién
de color representada por el campo de gludn, se formalizard me-
diante una teoria no abeliana ya que el gludén esta coloreado,

i.2., posee la carga especf{fica del campo.
Las variaciones bajo el grupo gauge G(X) de la expre-

sién sintetica L (§ §) del Lagrangiano campo libre y de

su interaccidén con el campo exterior, serdn, ya que BL —’BL

'bo\<1> 2D
SLL@(DCI): éLé ’\-aL +5LD§ ABL c4-(68)

D3

Dénde ]é sefiala,que § contenido en :bf a través de AA@,

no varia, variando solo el § "indepen&iente" . A través

C4-(56) se obtlene

5.L(B,D3) =5 A%EL + 62 D¥jg=0
Ca-(6%)

_=nPn2L .
w¢ (~4) DBD& c4-(63)

Donde

*EL =

que es igual a la expresién ""*EL, obtenida a partir de
L' (@td§/A;) ¥ que las ecuaciones de campo son covariantes
bajo G(x].
xgl o %g =0k _eofddl 4oL ADP e
2% W  dd -

_75_
Ya que ?_L—:@_\ 'Ob(b
2 Pl oP édqﬁ
=L | _ (=4 3(PrA
_%.3] (~4) NM) %kb
o L A
o ;é——-[ ~OFA /\_3;[[B C4-~(30)

A'/\(i7 ‘—Q‘i)fd?AA y %%:‘O.

PUNTO 5 : 6 Lagrangiano cinético de los campos exteriores

Los can-lpos gauge A% , necesitan, interpretados como
campos fisicos,un principio de accidén para si mismos, mediante
el cual se puedan obtener sus propias ecuaciones de campo, con-
siderados como campos libres. Si estas ecuaciones de campo, co-
mo es usual,se suponen ecuaciones diferenciales de segundo or-

a

den como mdximo, la dependencia del Lagrangiano de A serd

Ly (h, A% dA%) €F, (MAR)  casi)

Donde la base h EFi (M4. QQ) 6 de forma equivalente sus compo-
nentes k‘eﬂ (_MI‘IQ) , aparecen explicitamente en Ly , ya que:
no se pueden sumergir en la notacidén de A (lo contrario de @
ver CH4-(10)), (necesitamos una base 1-forma, para
construir un Lagrangiano 4—forma). Sin embargo ,la dependencia
explicita en las coordenadas sigue estando prohibida por la

homogeneidad del ET,.

Por supuesto L‘A tiene que ser invariante SL LA =0
bajo el grupo gauge G(x . Esto restringe la expresién funcio-

nal de L'A considerablemente. Vedmoslo

oL LL =5 h ’\?’_L_'l",l + D A /\’BL;\ ..\.%Lo\Aa' ?LA =0
hin > A2 2d A%
c4-(¥2)
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h significa que los componentes ‘\"CFI(MA.nR)

. 2 y . .
necesarios para construir A :-_A b he no varian, i.e., las

1-formas Aa" son las variables independientes.
)
“t=2e
2h th

Remodelando C4- (‘42.) convenientemente,se obtiene

sl = sth axb 5 A arELA L A B A" A'BLA ]:

C4-(F3) La energia-momento canénico del

campo A.

Donde L SL | CA G4)
? P L A
ELA ‘.51@‘ a d ﬁ\a SA> c4-(315)

. . a., °
Que son las ecuaciones de campo para A, Como SLLL':-GI‘\"—'G YGL "l,}

donde Ya, son los generadores de ALG en la representacidn
proporcionada por h y como SLA = —DG , obtenemos

I N ' 1 a ?L'
5, Ly =8 Yo ha%Ey - DO AXEW' -~ D[ DO A%AA}]

de donde Ca*(?é)
L ola T =
oL LA = QQ[YO.L’& A““:A + DD = A&]
e D@aA[*E(_A'Q_ _Dola =0 c&(¥

A

Por consiguiente

¥ ELA' =D %LA -d BLA 4 A ADLA c4-(18)
2af T ke ada
D*EW, = —Mah ) A by c4-(34)

Comparando las dos expresiones obtenidas c4-(45) ¥
Cl{" ('?2) de las ecuaciones de campo para el potencial gauge A,

obtenemos

ola — A A 2la ¢4-(30)

A 2d A
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Ademds como

A =4 D(ArA) c4-(34)
2 DA
y por tanto | 2
ola - o 2la c4-(32)
2dA (ANA)
con ello
A~y AR A DA ca -(33)

AR T 2 DA% fammcu

Por consiguiente A y dA aparecen en la dependencia funcional de

L, en la forma compacta , LAUA A dA) —_— LA (L\.F) c4-(3a

donde F _ dA J—(AI\A) — DAO' c4- (.3‘5)
F' es precisarﬁente la intensidad de campo gauge 6,en términos
geométricos ,la curvatura del campo gauge cuyo potencial es A,

Entonces se verificard que referidos al nuevo Lagrangiano

«flA = 5la(h®) - pRLA(KT) GL~(36)
TA 2dA

*t, _-_'IBLA(L\.\F)) c4-05)

D*ELA 4 = —Nah ) A%l C4-(33)

La fé6rmula C4 -(:XSj es la mds general, correspondiente al caso

en el gque el grupo G no sea abeliano.

En el caso particular de que G sea abéliano se obtiene

a a c

{hc=0
Matematicamente por la expresién Cl(s-fSS') IF65CM4;ALG)
es una 2-forma valuada en el 4dlgebra de Lie de G}ya que
A e :Fa_(MA, AL@) vy F es de tipo (AAGIA-LG-)
Puesto que F)la intensidad de campo,es geometricamente una
curvatura,tiene que verificar la identidad de Bianchi )

BPF=o CA{a0)

)
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Por otra parte} podemos obtener F,aplicando dos veces la

derivada covariante exterior D a un campo §€ T—"; (M4' E)
DDF = 4 DI+ ArDd =
=4 (A +And)+ A A (o@ +AAd) =
=ddd + 4 (AA@)—\— Andd + AAAAD
CA-(CM)
o\clq) :O’ por el lema de Poincaré
d(AA¢) dhnd —Andd  G4-(22)
AnArD = AZAAD "TaT, = LA [Ta Ty ©
Por tanto ; C4 (QS)
DDI = dAnd +LAAAIAG iy
DD$ = Frd cA-(95)
Expresién que operativamente se leerd,DD=F y que,en lenguaje

de componentes,nos dice que el conmutador de las derivadas co-

variantes es la curvatura gauge.
Analogamente y teniendo en cuenta que D&= -3 A
DDO =[F 8] = -DSA ca~(3¢)
Y como tambien se verifica que (G:@QTQ_ et (M41ALG))
8.F = 5L (dA) 35, (4 ArA) = |
= S (AA) L (SLA A A LAATA)
donde CA-(F7)
BAAA = GASA AP [Ta T0]
=4 A A A ) [Ty Tl
= A A SAT [T, Ta] = AASLA
" (c4-93)
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Por tanto

-
Y comparando esta expresidén con la C4 —(Qé), obtenemos que F
se transforma bajo las transformaciones de gauge locales infi-

nitesimales de forma homogénea.(al contrario que .A.)

5. F =[6F] C4-400)

En componentes

BF) s 4% O°FF C4-(101)

en forma finita Pl = gF 3"; AAGF es una 2-forma de tipo (Aolc, ,ALG)
Esta transformacidén de F bajo G,se reduce en el caso de que G

sea abeliano a KAAG- =1 = F‘_—_F)
CBLF)Q::O C4-(102)

En la literatura fisica) respecto a la transformacién QA.-@_OL)
de F/ se dice que F se transforma covariantemente,mientras que
C4-('io2) nos dice que F es un invariante. Calculemos el va-

lor de DF,

Para objetos que como F se transforman covariantemente
' - . . 3 « . 2
F = gFg 4 , i.e., son del tipo (Adg , ALG) la derivada covarian-

te viene definida como

DF = dF+AAF —[-4P FA A = AF + CAAF]
ca{1o3)

como el grado de F es 2, obtenemos la jidentidad de Bianchi

DF:O\F-\' AAF-F,\A -
= (B +JANA) + A n (QATLANA) -
—~{dA ~LArA) AR =0 c4-(04)

Por otra parte combinando las ecuaciones C4~(86) ¥y

c4-( 823) tendremos que

Yh A%k, = -Dp 2la ca{los)
>dA .
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Aplicando la férmula CA-(QQ obtendremos

Yh A%k, = -F A %};\Z c4-U0¢)

y teniendo en cuenta,que,como hemos visto,

da ?ola
24A F

Obtendremos
/\"(l:A = D* ‘P A _?.A )

De la férmula anterior se deduce que, cuando Y =0 , €es

decir, cuando el grupo G se representa trivialmente en R4 P

(1a representacidén h es trivial),entonces

D¥ELA =90 > { Fo A BLA = C4-(408)

Si el grupo de Lie G es semisimple,se toma como métrica

del algebra ‘3, a la métrica Killing-Cartan, definida por el

producto escalar siguiente

¥4 x%y —R
¥ (X, \()-..,h.(x q) ca4109)

; o . -

donde X:. a&x en nuestra notacidn es la representacién
. -~

adjunta del dlgebra al que (ver apendice C) X Z =EX[Z:[ /E j

es el corchete de Lie,

Si el grupo ademds de semisimple es compacto entonces la
métrica de Killing-Cartan es definida positiva y no degenerada,

Esta en componentes tendrid la expresién siguiente

L4 ; = c4(140
£ be -J( Chcl ) Yea = § o 1700 = Vi) {140)
Incluso si B’cd es singular (degenerada), i.e., si el grupo
no es semisimple ,todav:'.a puede ser usada para bajar indices del
4lgebra (no para subirlos). A través de \(Cd se construye con

Fabe = Yad :"d be -y

toda generalidad
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Y :Fabc = J-[abc:l ) son completamente antisimétricos para
cualquier grupo de Lie/en virtud de (110) y de las identidades

de Bianchi d
a/ £

(No’tese que siempre es posible escogerﬂl;ma métrica en el Algebra
de Lie si la representacién adjunta X del 4dlgebra es equiva-

lente a su inversa traspuesta hX'i
~Kyh o tR4 ca~(443)

, Y se toma como métrica en general)

Al ser las constantes de estructura completamente anti-
simétricas de la expresién CA——QDB)/ se deduce que
2La *FX ca -(444)
—_— J
?Fa

Por lo tanto en y solo en el casg en que G se represente tri-
vialmente en Rl\ (i.e., Y h = O), el Lagrangiano del campo
exterior con potencial gauge _A_ es necesariamente del tipo

Yang-Mills, es decir, cuadrdtico en las intensidades del campo

L\,Mz—l tr G? A*F) ~—LX(F *F)
C4-(1s)

El caso \f@h :#.O/ ocurriréd en el.caso de simetri

gauge A

externas y ,como veremos en un capitulo posterior, permitird que

el Lagrangiano del campo gravitatorio pueda ser lineal en cur-

en la literatura.

Tomando el Lagrangiano total L = Lm (§ ;Dé ) -+ LA(}hF)

las ecuaciones del campo exterior A son,en el caso no-abeliano

tomando como L (h,F) al lagrangiano de Yang-Mills -C4-(115)

*‘ELA ~ola aola —3la - _8lm cafus)
BA“ wdhr SAx &A%
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A .
d*F, = "T 4%, ca-tuy)

siendo

A
*Ja = {abCAcA*Fb C4-(13)

donde *JA- ='aLA Ca~ (’HQ)
x a.

’bA *' _BLM

es la corriente del campo A y 4«."}‘,&?\

es la corriente externa. Se - V€ que estas ecuaciones también

admiten la expresidn

D¥E = %4, C4 - (120)
que junto con las identidades de Bianchi

DFe=0 Ch-(124)

constituyen las ecuaciones de Yang-Mills,

A
En el caso abeliano,como F=dA y '::l a = (@) , obtendre-

mos las ecuaciones de Maxwell ya que D¥F= d¥F
— *) ca-(122
A *F = *)q )

La diferencia fundamental entre las ecuaciones de Yang-Mills
v la de Maxwell consiste en que las primeras son no-lineales y

las segundas son lineales,

Ello se corresponderid fisicamente con el pecho de que
en las interacciones descritas por las ecuaciones de Yang-Mills,
por ejemplo, cromodindmica, el campo A,(en este caso, el campo
gluénico) posee la caracteristica de la interaccidn, (en este
caso carga de color)y por lo tanto contribuye a su propia fuen-
te, i.e.,'* =|':. (& y ¥p1a éon no lineales. Al contrario, en
el caso del electromagnetismo Maxwelliano/ el fotén, el campo

gauge A, no posee la caracterfstica de la interaccic’m,(en este

A oo
caso, la carga eléctrica)y por tanto ":r =0 y la_s ecuaciones
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de campo del campo electromagnético XELA. y son lineales.

5) RESUMEN DEL METODO GAUGE

Ya se han visto los pasos fundamentales que conlleva la
utilizacidn del método gauge,y en los cuales se han definido
los potenciales y la intensidad de los campos gauge exteriores,
los cuales se necesitan para restaurar la invariancia local

del principio de minima accién.,

.Los tipos fundamentales de objetos que se han utilizado
han sido el grupo gauge G, los campos §€ FP (:M‘l-' E) ; EZI-
donde E(S) es un espacio vectorial(é spinorial) sobre el cual
G actua mediante una representacidn :G > A’M«k E y
los potenciales gauge AQE(MA,A’LG—) ) a partir de los
cuales obtenemos las intensidades del campo gauge ¥E:E (MA,'ALG')

Respecto a los G-campos § hay que sefialar que son mds
generales que los usualmente utilizados y denominados campos
materiales,ya que,tipos particulares de campos 5 , son el
campo "rH“ .de asignacién de coordenadas ,'\jE_I; (M4' Rl\) vy la
base he-‘l—:d_ (Mq', Q[‘) . Ello permitird aplicar el formalismo an-
terior no solo a simetrias internas tipo Yang-Mills sino también
a simetrias externas y por tanto describir a la interaccién

gravitatoria mediante el método gauge.

Por otra parte los campos exteriores introducidos para
restaurar la invariancia local (i.e., dependiente del espacio—
tiempo) bajo G de la accién,de una manera minima, estdn ca-
racterizados por los potenciales gauge A% y por la intensidad
F& (aunque su exacta caracterizacidén esté realizada por el

factor de fase segin vimos).
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Los potenciales gauge A, tienen las siguientes propieda-

des fundamentales:
i) Son 1-formas Aq € Fi (M4‘, R) , a=4,.., ImG.

ii) Deben ser independientes, i.e., necesitamos d= dim G
diferentes A% para compensar los diferentes términos del tipo

DO% |, como hemos visto.

iii) Los A? se transforman de una manera inhomogenea

bajo su grupo gauge G y son por tanto componentes de 1-forma va-—

luada en el 4lgebra de Lie de G A( g AQXAG'E C_M4, A'LG-)

iv) Pueden ser transformados localmente de manera que

ge anulen escogiendo convenientemente la transformacidn.

v) Se acoplan a los G-campos a través de la derivada

covariante que realiza precisamente un acoplamiento minimo
D({) = d.<[> <+ A’f\¢
lm

vi) Las corrientes *ja"-&—d' tienen que obedecer ciertas
identidades ver C4,C6'S') , debido a la invariancia gauge
local de

vii) Su propio Lagrangiano cinético LA 5 los incluye en
su dependencia funcional solo a través de la dependencia en
las intensidades de campo gauge F a':DAa' son las compo-

nentes de una 2-formas de tipo (,A,AG,AL.S-) .

viii) Sus correspondientes ecuaciones de campo *ELA
tienen que obedecer ciertas identidades CA}- —,i dO'r')
debido a la invariancia gauge local de LA(L\“F)

Hasta ahora no se ha introducido la constante de aco-

plamiento de la interaccién entre los campos § y los po-
tenciales gauge. Si denominamos a esta k, las expresiones mas

fundamentales tomardn la forma

Vg —ad + kA A3 c54)

sk = -To cs(2)
=K¥ A 5 c5-(3)
T odh+xREAR CE-(4)

Y el Lagrangiano total serd de la forma segin hemos visto
AURE B X T 5 (5
L(h3 30, F) =L (BBE) + Ly (W F) 5=
Y las ecuaciones de campo tomaq las expresiones

Sl o = XEL, =
—sﬁ?‘ A |
5L *0 _dlm _ _Bla - —*E(A

5 Fo= o = -5l - <A,
K Y Gy (59

y donde

PP %: 0 ¢5-(¢)

n
4 c5-(3)

a

i
P
o1
o
>
N I%

-4
E
"
x
X
O,
)

Si se efectua el desacoplo 6 limite de no-interaccién de QS
con A, i,e., K—» O s conducird aplicandolo a las férmulas

base anteriores a las expresiones siguientes

eV
Do = d¢ c5-(2)
d8 =0 c5(40)
N~
DD¢ =ddd =0 c5-(44)
~ ~
F =4dA €5 -(12)
"~
*3, =0 c5-(43)
Las dos primeras ecuaciones sefialan que hemos recuperado la
accidn global de G sobre los campos ahora libres @ / ademds

la corriente asociada a § se anula, segin la dltima ecuacién.

Ademés} K= O conduce a que también poseemos una invariancia
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local abeliana y el campo A es un campo libre y lineal,

Utilizando el método denominado "técnica de acoplamiento
N8ther" es posible mediante un proceso iterativo en K cons-
truir a partir de los campos § libre y A libre y lineal, las
ecuaciones de Yang-Mills no-lineales y con corrientes externas.

(veése)ﬁar ejemplo,S., Deser (1970)).

Por otra parte si efectuamos un cambio de escala en los

potenciales gauge A de la forma siguiente

kR <A €5-(44)

es decir, absorbiendo la constante de acoplamiento en A ., Esto

~
conduce a el cambio K F= F , y las férmulas base quedardn en

D = ad + Arg C5- (i5)
EA=-D6 cs -(46)
DD = Fagd c5 -(19
F = dA+LANA (5 -(43)

la forma

En este caso el Lagrangiano tendrd la expresidn
L =Llm($ D) ~ AE& La (W, F)  ¢5-49)

Aparece por tanto K"e como un factor del Lagrangiano de los
campos exteriores A, siendo £ el grado polinomial de LA

respecto de F,

En el limite de constante de acoplamiento infinita K->oo
— 4

(esclavitud infrarroja,si la teoria es asintoticamente libre)

se tendrid que
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Lka,T:) =0 c5-(20)
L(h$,D$F) o> L BDO) crot2y

La accidn en este caso posee una invariancia "mayor™ que la
invariancia local gauge y la teorfa es renormalizable (ver

S. Kaptanoglu (1982)).
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CAPITULO D

TEORIA GAUGE DE GRAVITACION

1) INTRODUCCION

i) Propésito y Filosofia

El propésito al considerar la idea gauge como método
para construir la teoria de gravedad,es que esta sea aplica-

ble al mundo microscdpico,

Naturalmente a nivel macroscépico la gravedad es dé-—
bil y atractiva y a través de la interpretacién de los obje-
tos astrofisicos como particulas clédsicas,podemos obtener pre-
dicciones a través de GR 6 de sus aproximaciones Newtoniana
6 post-(post,..) newtoniana, Sin embargo a nivel microscépico
el idnico experimento realizado, es el COW (Colella, Overhauser,

Werner (1978)), en el cual un neutrén sujeto al campo gravi-
tatorio terrestre,es descrito,no coﬁo una particula clésica,
sino como un campo Qndulatorio material @(}C) ya que el .po—
tencial gravitatorio no se acopla directamente a la masa del
neutrén como ocurre en el mundo macroscépico, sino al campo
y solo despues de efectuar la aproximacidén semiclasica se
obtiene la trayectoria cl4sica, Por tanto la teorfa que se
elaborard va a ser "clédsica", pero no en el sentido usual, ya
que no describiremos a un sistema fisico elemental mediante
la trayectoria que una particula puntual realiza en el espacio-
tiempo)sino que 2 ese sistema fisico elemental le asociamos
un campo clidsico material EE(X) , @l que posteriormente se
pueda someter a cuantificacidn segin las reglas usuales en la

teoria gauge. Para ello intentaremos seguir en la descripcidn
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de la interaccidn gravitatoria, el método gauge empleado para
describir las interacciones electromagnética, debil y fuerte

Yy que en su parte estructural ha sido desarrollado en el ca-

]
i

pitulo anterior.

La filosofia de la descripcidén mediante teoria gauge
de la gravedad es pues la misma que la empleada en las des-
cripciones mediante teoria de campos de la gravedad efectuadas
por Thirring (19 5¢9), Weinberg (1972) y otros. Partir del es-
pacio tiempo Minkowskiano,e introducir en é1 la interaccién
gravitatoria)lo cual conduce a que al mismo tiempo el espacio-
tiempo Minkowskiano se ha transformado en otro tipo diferente

de espacio-tiempo en el sentido geométrico de la palabra.

Otro punto importante de la filosofia con que se ha
efectuado este trabajo,es intentar que la teoria gravitétoria
aplicable a nivel macroscépico difiera lo menos posible de la
teoria de Eingtein—Hilbert,que por ahora y despues de casi se-
tenta afios,es la mejor teoria de gravedad que poseemos a nivel

macroscépico,

Realmente el proceso histérico que siguid Einstein en
la elaboracidén de la teoria de gravedad, és completamente ani-
logo al que se sigue en la idea gauge aplicando el método
Yang~Mills, ya que,primero investigé el comportamiento de la
materia y de la geometria del espacio-tiempo sin gravedad.

En este contexto los sistemas inerciales de referencia juegan
el principal papel ya que permiten construir la Relatividad

Especial.

Considerd posteriormente sistemas de referencia no-
inerciales y explotdé el hecho de que debido al principio de
equivalencia las fuerzas inerciales tienen la estructura de
pseudo-fuerzas gravitacionales. Si por fin se relajan las
ligaduras globales de la geometria del espacio~tiempo para

que "localmente" la Relatividad Especial sea védlida, nos
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vemos conducidos inexorablemente a obtener la teoria de gra-

vedad, En el método gauge la idea es andloga, a partir de in-
variancias globales y introduciendo potenciales gauge obtene-
mos invariancias locales que describen a una determinada in-

teraccidn,

ii) Métodos v Formalismos

Entre la gran cantidad de trabajos que han aparecido
sobre teoria gauge de gravedad,se pueden distinguir fundamen-

talmente tres métodos.

En el primero se parte de un determinado grupo global
considerado al mismo tiempo como grupo de transformaciones
de coordenadas (pasivas) vy como grupo interno actuando sobre

los campos materiales mediante transformaciones pasivas. El

grupo local final es el grupo fisico que contiene difeomor-
fismos y transformaciones internas actuando sobre los campos

materiales. |

R. Utiyama (1956) fue el primero que intenté este pro-
grama utilizando el grupo de Lorentz 0{3,1,R), y posteriormen-
te utilizando a su recubridor SL(2C) para introducir espino-

res de una forma natural,lord (1971) y Carmeli (1974).

Posteriormente Kibble (1961) utilizé el grupo de
Poincaré (P). Generalizaciones a grupos mis generales fueron
realizadas por Bregman (1973) y Charap y Tait (1975) utili-
zando el grupo de Weyl (w ) , Kasuya (1975) y Agnese-

Calvini (1975) usando el grupo conforme (C).

Utilizando el grupo de traslaciones como grupo de
transformacidén de coordenadas se encuentran los trabajos de
Feynman (1963) y posteriormente,Hayashi y Nakano (1967) ¥y

Hayashi-Shirafuji (1979). Denominaremos a este método el

método Utiyama.

En el segundo método se usan las traslaciones como

transformaciones activas de los campos materiales. De esa for-

ma, Hehl y col. (1976) (1980-;—b) usando el grupo de Poincaré
como grupo global,llegan a un grupo funcional (no de Lie) como
grupo local, Este método conduce directamente a la aproximacidn
denominada variedad de grupo,éh lJa que los campos materiales

estan definidos en el grupo y no en el espacio-tiempo. (ver

también Neleman Y, Regge T. (1978)).

Generalizaciones a GA(4,R) intentando unificar gravedad
con la interaccidén fuerte han sido realizadas dentro de este
dltimo esquema por Hehl y Sijacki (1979) y Ne'eman, Sijacki
(1979) e introduciendo las ideas de Salam y Strathdee (1978),
con la interaccidén fuerte construida a partir de otra métrica

fii , por Pascual (1980).

Denominaremos a este segundo método, el método de

Hehl-von der Heyde.
.

Finalmente mediante un tercer método, al que denominare-

mos Yang-Mills, se realiza la teoria gauge de gravedad conside-

rando a los grupos de transformaciones como puramente internas,

actuando sobre coordenadas internas en un espacio de Minkowski
interno y asimismo sobre los campos materiales internamente.
De esta forma se construye la teoria invariante Lorentz como
teoria gauge de Poincaré, rota por los campos de Higgs que son
las coordenadas internas., Sobre este método han trabajado

Ivanov y Niederle (1982))usando el formalismo diferencial,
Resumiendo hay fundamentalmente tres métodos:

1) Utiyama
2) Hehl-von der Heyde
.3) Yang-Mills
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Ademés existen tres formalismos matemdticos para llevarlos a

cabo, como ya vimos:

1) Diferencial. Bien trabajando en componentes &

mediante formas diferenciales.,

2) Integral
3) Fibrados

El formalismo diferencial ha sido el utilizado prefe-
rentemente en la literatura fisica, El formalismo integral ex-
ceptuando a Yang (1974) con su pretendida teoria gauge de
GLCA.R)}(en realidad de 0(3,1,R)}no ha sido casi usado en la

literatura referida a gravedad.

El formalismo de fibrados ha sido usado por Trautman
(1970) usando el fibrado 094 M v Cho (1976) usando el fibrado
de traslaciones (i.e., considerando al fibrado tangente como

un fibrado principal).

Hay que sefialar que la teoria de la variedad de grupo,
no tiene una buena formulacidén mediante los fibrados princi-
pales usuales y,o0 bien.hay que introducir para su descripcidén
los fibrados "suaves" como hace Ne'eman (1980) 6 bien hay que
afiadir otro: fibrado a los usuales en teorias Yang-Mills como
son el fibrado de las conexiones y su fibrado asociado, como

ha realizado Perez-Rendén t1980).

En este trabajo se usari preferentemente el formalismo
diferencial tomando principios variacionales. Utilizando el
método Yang-Mills es posible realizar el esquema gauge usando

fibrados.

Ademds de la eleccién del método y el formalismo existe
otra eleecién que es de fundamental importancia la del grupo

de Lie de partida.
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Tomaremos en primer lugar,el més simple, T , traslacio-

: 4
nes para ir sucesivamente generalizando el grupo gauge. Al ir
generalizando el grupo,veremos que la geometria correspondien-

1

te serid también mds general.

2) DIFERENCIAS CON LAS TEORIAS INTERNAS USUALES

Para finalizar hay que hacer notar las dos fundamenta-
les diferencias que existen entre la teoria gauge de gravedad

v la de simetrias internas.

a) En primer lugar el grupo de Lie de partida va a
ser un grupo no-compacto (en teorias internas siempre es
compacto y casi siempre semisimple,salvo en la teoria

de Weinberg-Salam)

b) En segundo lugar y esta es la diferencia més impor-
" g . ue
tante. En teorias 1nternas,el campo exterior gauge A%s una
conexidén ,es lo Unico que se necesita , $i la gravedad es un

campo gauge , mecesitamos no solamente, en la interpretacidn

usual, una conexién del ET sino tambien una métrica (o tetrada

para campos espinoriales).

Por consiguiente la teoria gravitatoria es,en principio,

mas complicada que las teorias Yang-Mills internas usuales.

Por vltimo,hay que sefialar que, la teoria de gravitacidén
tiene que ser construida finalmente en el fibrado 03 M, es de-
cir, debe ser invariante Lorgntz localmente y covariante bajo
difeomorfismos, independiente de cual sea el método utilizado,

si se verifica Dg, .= 0,
1]

Siempre se considerarid en este trabajo la ligadura

(Dgij= 0) de que la conexidén sea compatible con la métrica.
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Naturalmente ;si el grupo interno es el grupo de Weyl
la geometria serd de Weyl, si el grupo interno es el conforme
la geometria serd Weyl 6 Weyl-Cartan y si el grupo interno es
GA(4 ,R) (roto a GL( 4,R))la geometria serd metrico-afin ge-
neral. Pero es dificil dar sentido fisico a las nuevas corrien-
tes materiales (de dilatacidém y hipermomento) que se necesitan

en ese tipo de teorias microscdpicas de gravedad.

3) TRANSFORMACIONES INTERNAS Y EXTERNAS

Trataremos de distinguir los papeles que juegan las
interpretaciones activa y pa51va de una transformacidén infini-
tesimal determinada., Sea un campo i GFP(M E) v sea S la

variacidén total de ese campo bajo una determinada transforma-

§¢d=753'-¢ =73 -t +123-9

- . p3-(4)
siendo t£ ‘.Tz(_m KM“!) ——>T(5 (MAJ
el pull-back 6 imagen reciproca del difeomorfismo
Ty M MA . D3-(2)
Y —r Toly)

' !
‘Zt(ﬂ) es el "flujo" de un determinado campo vectorial X

cidn

Teniendo en cuenta la expresidén de la derivada de Lie se ve-
rifica

WE-F — AKX )P = € (FEX') {1’3 L)%
D3 ~(3)

Sé :Eé "[‘Q.(X)é D3 -(4)

§ sefiala la variacién interna y ‘Q(X) la variacidén ex-

y por tanto

terna, ( £ es la derivada de Lie, ver apéndice 2).
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El mismo tratamiento se puede efectuar si consideramos

una asignacién de coordenadas AT (M4,Rr4)
By =Thy -y = THY Ty ATy -y
=8y +Chy-y D3-(5)
siendo T(x)=X'EM! y TRy =Yl

Al actuar 8’3, sobre un punto )(eM4 se obtiene

by fx) = y'(x') -y () =
=y (x) =y ) +y () -4 )
= -gv\}(x‘)-i- C*%(x) .-«jfLX) p3-(%)

ya que

Ty (¥ = Y () = 4 (x) D3-(%)

Lo anterior se puede ver mds graficamente

Misy x 5 x'=7(%)

Y

R 3 3y __.-7 Y4 (x') 2oy'x)  D3-0)

donde &Bc 4) (0 = Ct*«é -Y4) &) = 4] - Y4 () D3-(9)
Por tanto a la variacién total § 1la podemos expresar como

5=8+%5¢ 3-(40)

Donde SC' sefiala la variacién bajo difeomorfismos yeg

la variacién interna bajo un grupo de Lie G. La primera varia-
cidn es activa,ya que pasamos de un punto a otro de M y la

segunda Basiva)ya que simplemente se efectua un cambio de

nombre a un mismo punto de M
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La interrelacidén entre transformaciones de coordenadas
activas (difeomorfismos) y pasivas (reparametrizaciones) sig-
nifica que si trabajamos en el espacio de Minkowski, al estar
este modelado sobre R4 , no se puede distinguir si se ha
efectuado una transformacidén activa 6 pasiva, ya que efectuado
un difeomorfismo siempre existe una reparametrizacién que lo

compensa.
%«3:83—\— UX)«&zo = 63}:6‘: =Xt Dp3-@4e)
Sin embargo, en general, se puede pensar en considerar a

Diff M"/ siendo G un grupo de Lie interno.

como variacidén infinitesimal bajo G&

La transformacién serd activa si 2= ’Q,()() y

pasiva si 8 :S .
Entonces por ejemplo si efectuamos traslaciones globa-

les activas y no efectuamos las pasivas de "y" obtendremos

?}"& =0 =de = ngézdte D3-(42) |
6’}} =0 ;

Y por tanto bajo estas

8¢=0 : D3-(43)
5@ = gti = QLX)@ = eL{(BL)é

Para traslaciones pasivas,obtendriamos
6'&:8:0@. , §¢ =0 D3-(44)

9% § no soporta una representacién

de T, (el grupo interno de traslaciones).

De la misma forma,si consideramos transformaciones de i
Lorentz globales en M4 y§€FP (MA,E) siendo E un espacio de

representacién del grupo de Lorentz 1la variacidén pasiva de

seré =i _ i . D3- (15
§& =4 84X,; % )
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con GLJ—_- G’D'A] = cte ¥y )(4‘- los generadores del grupo de
Lorentz en la representacidn . La variacién activa de "y"
bajo el grupo de Lorentz serd Ds-(ié)
- T Ay
S,y =409 Y., eon (Ve y) = 8¢
Zyr 7 4 4 4 4 44 ’30'
Y{a- la representacién usual del grupo de Lorentz en R“
Asociado a esta transformacidén activa estd el campo vectorial
Cee
X:'X.‘"B,( con Xo(z%quifgup ¥y por tanto

. Con lo que la variacidn

X =4 6% (Y330 ~ %3y )

total de § seré
5 = £04[Xiy -0 (4:9 - gjai)]é D3-U43)

A partir de un principio variacional y considerando
variaciones activas, i.e., difeomorfismos, se obtienen las
diferentes leyes de conservacidn a través del teorema de

N3ther usual (ver apéndice 3 ).

4) TEORTIA GAUGE DE T4

i)  El método

Como se ha dicho,dtilizando el cdlculo de Cartan, consi-
derenios primero, pa.rtiendo de un espacio de Minkowski,la in-
variancia global bajo traslaciones del Lagrangiano 4-forma
de los campos materiales libres (sin interaccién), Lm('g.di},fi,d&)
suponiendo como es usual, dependencia hasta la l-derivada
exterior, para obtener ecuaciones de campo de 2-orden. Donde
ye_Fo (M4,R4)es la asignacién de coordenadas,c\y GFl(M4,R4) es
una base coordenada ortonormal y §€FF(M4,E4) son los campos
materiales, que soportan una representacién de un grupo de Lie
G a los que consideramos, en forma general, como r £4 formas

sobre un espacio vectorial E (o espinorial S).
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Bajo traslaciones globales las variaciones internas,

w_ M

de’y'y § son, ya que G ==T4

8T1..C‘1§ =0 y Squ y = & =cle D4-(4,2)
Consideremos ST‘,G como una transformacidén pasivas.

Lo segundo implica STAG A-g =doe=0 s (T4G

significa, T, global), Tanto "y" como "dy" se consideran como

4

T4 campos en un sentido generalizado de este concepto, donde
Ry #11‘4 y por tanto T4 actua con la representacidén usual

¥y no por la adjunta,lo que seria trivial
al ser abeliano,como seria el caso si considerasemos R4= ALT4.

Como el Lagrangiano es invariante bajo la accidn infinitesi-

mal de T4 obtendremos
Srgbm =0 en Cem D4 -(3)

4

Es decir la accidén es estacionaria (C&M  es una subvariedad

compacta de Minkowski). Por otra parte

- dLlm Aolm _
faln=0 > gy Gyt inedy A g =0
. d  va-(4)
l.} significa que "y" en'dy no varia.
_ Como bajo una traslacién global STHG&}-: 0, D4-(4)
‘- implica que al-m/%glﬁ—_'(), i.e., las funciones coordenadas "y"
no deben de aparecer en el Lagrangiano debido a la homogenei-

dad del ET. Por tanto L =1L_ (dy,8,d¥).

Demos ahora el paso crucial siguiendo la idea gauge y
hagamos locales las traslaciones, i.e., &= 6(X), (dependien-

tes del origen).
Como ahora SL&‘J =d&=#0, tendremos que
SrLbm=0adn ) £aeaOm Lo Dhs)

(T4L significa traslaciones locales) .
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Para restaurar la invariancia se introduce el potencial gauge
(conexit;n ), beTL (W,ALTA=R"), valuado en el algebra de Lie
de T4. El nuevo Lagrangiano tendrd la forma L'(d'g,,éml&, b)
y supongamos que STAL L:“ =0 _DA-'(G)
v S Ay ndbm 45 badlm
oL bm =0y A ?%@- 3—%— orL ‘&’-\%—a—q'\' LAY
Para que la condicidén de homogeneidad se siga verificando ,ten-
dremos que introducir las condiciones de acoplamiento minimo

a la interaccidén exterior introducida por b, mediante las cua-

les se verifica ST“LL'M =0 D4-(7-8)
[
*4 e TE N 1Y y  oyl=-idy=-do
2dYy b
Donde *2‘ es la corriente dual (en este caso la energia-momen-
to) y la segunda condicidn es la ley de variacidén tipica del
potencial gauge en teorias abelianas, tcomo en este caso el

grupo T4).

La condicién DL\—(:F) nos dice ademds que " b" solo

aparece en el Lagrangiano a través de la derivada covariante

exterior D%’ , definida como

h=Dy =dy+bay = dy+b p4-(2)
R = Dy = doy¥ B y)® = anmo“‘
Que es efectivamente covariante por la condicidén D4 -(8)

puesto que STAL\‘:'STALDE =0 que es lo andlogo para el caso
local de 1la ley de transformacién de "dy" global: 8746 dg:o

Notese que ‘Dé =d§+b/\§=d§ ya que & Ct) =0 DA'(iO)

La dependencia del Lagrangiano material serd ahora la siguien-—

Lmbdy 8,4 b) = Lm (=Dy,§,d3)
D4-~(44)

A través de " B! se "puede" pensar que se ha introducido 1la

te

"Gravedad" acoplada al Lagrangiano libre. Por supuesto ! b
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es un ortodoxo potencial gauge ya que verifica las condiciones
siguientes:

a) Puede ser transformado a cero por transformaciones
gauge.,
b} Bajo la accién local del grupo gauge se transforman

de manera inhomogénea, vease DA-(§)

¢) Es una l-forma con valores en el &lgebra de Lie del

grupo, en nuestro caso, R4.

. 4
d) Las cuatro componentes ‘a son independientes, ya
que para compensar los 4 términos o\&“, mediante D&4-(%)

se necesitan cuatro componentes distintas.

La clase de equivalencia de tetradas relacionadas por

trasformacioneés de Lorentz constantes van a constituir una
consvantes

base de teleparalelismo Cartan a la que denominaremos Ehj

La clase de equivalencia de tetradas relacionadas por

trasformaciones de Lorentz locales definen una métrica g

Lorentziana.

La sentencia de que la teoria gauge de T4 conduce a un
espacio de teleparalelismovCartan (’ﬁ= O)} no es més que
una interpretacidén ya que tambien se puede pensar que lo tnico
que se ha efectuado es el cambio de una base coordenada por

una base no coordenada,

S5in embargo como la conexién no-holdnoma se puede con-
siderar por la férmula D&4-{) que es igual a cero, es po-
sible como hace W. Thirring (1982) interpretar el espacio obte-
nido como un espacio flat Cartan (teleparalelismo), el cual
posee torsidén pero no curvatura Cartan,ya que su conex.ién ho-
1énoma (ver apéndice 4 ) es en componentes Fﬁk- 1';( 33 lq,.ko(
y la torsidn es @d dk si.e,, es igual al objeto de no-

holonomia cambiado de signo . En componentes coordenadas la
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torsidén es @Nz .'L Qo( Kj' dgd A d“\j ke Da ‘(12)
QY g = h: 51:3 k.q D4 ~ [ 43)

Y referida a una base no—holdnoma
Rl = -G ¢, D4 -44)
(£ B
Donde G Y% son las componentes del objeto de no-holonomia

G¥=dh® = 4 G ¢ hPAWY  Du-1s5)

Mediante esta interpretacién de la teoria gauge de T4 es po-~

sible formular la teoria de Einstein-Hilbert ,si ademds se impo-

ne la invariancia Lorentz local del Lagrangiano. Para ello no

hace falta mls que proseguir el esquema gauge construyendo el
Lagrangiano del campo gravitatorio libre, i.e., la dinémica
de la tetrada "l ". La teoria gauge nos dice que debe tener la

dependencia siguiente
J 1
Ly, = Ly (dy, b, db) DA-(46)

Por tanto su variacidn STAL serd

b

= 46 /\li 31—1’ Q L‘E]-— 0 o 154-(44)
: }d«j

gﬂd- LT4 S’\'L;L‘Q"é'y A B;T -\-Sr b /\BLT +6r db /\BLT _

Ya que Brﬂdb=0,por ser c\.\o =ah. D4 -UUg)

Por tanto y en analogia con lo efectuado en teoria gauge in-

terna la dependencia del Lagrangiano serd
Ly, =Ly (hidh) = L+ (h,G) 04 -(47)

Ademéds la "intensidad T " serd G = d‘f\,: OUD donde
G‘ C:-‘FDVQMA, RA) ) es el objeto de no-holonoma de h
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Para la expresién explicita de LT_ existen varias
posibilidades, la mas general serdn las combinaciones linea-
les de los tres invariantes WeitzenbSck y un término cosmé-

|

logico

= Ah¥ A ®Kdhy D4~(20)
Lz g ahinh, A¥(AWAbg) a0
l..3 = dWAhP /\*(o\L\#/\ "\o() DA (22)
by =4 WX axhy=¢ D4 -(23)

Donde é es la 4-forma de volumen.

El Lagrangi-ano "gravitatorio” mds general serd,por
tanto,una combinacién lineal de los cuatro L
. 4 .
LT(L\,‘G): Z a;l; pa-(24)
1=4
Veamos ahora si algin tipo de combinacidén especifica concuerda

con el Lagrangiano-de Einstein-Hilbert referido a la tetrada.

ii) Relatividad general como teoria T

El Lagrangiano de Einstein-Hilbert toma en términos de

los L', la expresidn
Plgy ==L dh¥ahP a*(digah) +
+J4 o“r\d/\ ‘AN A *(Gu\ﬁl\ L\B) - Cl(ho( A*OUAQ()
D4y-(25)

. t
Que en funcién de los Ly. s seré

Rlgy=-4 (L-1,) A (hg axdhY) =
r\)

2_/'\

1
2
* Da-(26)

2
7U

Il
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2

(donde ‘Q, =31 Q , G constante gravitatoria de Newton y
o~ .

€= 1) vy R la curvatura escalar pseudoriemanniana y € 1a

4-forma de volumen.

Por tanto, salvo una forma exacta y que no influye con
las condiciones apropiadas de contorno en las ecuaciones de
campo, se ha encontrado que un Lagrangiano especifico obteni-
do a través de la teoria Yang-Mills de T4qB8rmite obtener las
mismas ecuaciones de campo que en Relatividad General para la
parte gravitatoria pura. En ese sentido se puede decir que ge

obtiene Relatividad General a partir de la teoria gauge en

sentido interno del grupo de traslaciones T

by
Por supuesto,otras combinaciones de los L son posi-
bles y serdn descutidas mids adelante las cuales serédn teorias

puramente tetrddicas en el ET Weitzenbdck.
Tomando componentes, obtendremos

G¥=4G gy W7 (WY =hPAl)

D4-(23)

los tres invariantes de Weitzenbdck son
W =GP Guyy € D4 -(23)
W =G Gy € py-(29)
Wy =G%; G5 P € = GGTe D4~(30)

La relacién entre los L; y los W; es
Wy=2ly L= 4 Wy e
= N = DR-~(32
'Vgl::Li-ELz_'-? Li{‘ é;—vvz %5W$J2 )

W = L,\- Ls L3= ﬁi‘\/\]}‘ —WB :DL*‘(B)
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Los L; tienen la expresidén en componentes siguiente

L4-:$260<T6 *BT ¢ D4 -(34)
L2_3_ 6["@\’] 6[: P}'] du~35)

.-
(G v8 :GB) Ls = J— (Gq.?x GdBU-Q Gd 6"()5 d4-~(34)

Por tanto el Lagrangiano de Einstein-Hilbert toma en términos de

Blgy= -4 (AW +505 = W3) - & (o 454U
Q 1icitad 4 ) D4-(3%)
£ Len =" ( Gloqwéo@x +1 GO(PKG%OQS
-Go‘o@ Ghjxﬁ )8 - d(hg A%Xdh ) D4-(33)

Se puede tomar por tanto como Lagrangiano efectivo de
la teoria gauge de T4 el Lagrangiano de Einstein-Hilbert ya
que su expresidn referida a una base no-holdénoma es una €sSpe-—

cial ¢omb@n§§i6ﬁ cuadritica del objeto de no holonomia.

Hay que hacer notar que ese Lagrangiano es invariante
bajo rotaciones Lorentz locales de la tetrada h , i.e., bajo

transformaciones 04-(39)

W — KG00hF | A AR [ A e0BY

Por tanto,visto de esta forma el Lagrangiano de EH es invarian-
ta bajo transformaciones generales de coordenadas (en sentido
pasivo) y bajo el grupo de Lorentz local 0(3,1) de transfor—

maciones de la tetrada.
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iii) Ecuaciones de campo de la teoria gauge T

4

Si ahora despues de haber discutido la parte '"gravita-

toria" tenemos en cuenta la materia, el Lagrangiano total ©8
L(hdh ,&,d3) = ‘é‘i Lt (hedh) + Lin (ho3/,dd) D4-(40)

E1l factor J/Q2 aparece fuera del Lagrangiano LT'/ va
que se puede efectuar una transformacidén de escala en"h”y“dh",
de andloga forma a como se discutié en la exposicidén general

de la teoria Yang-Mills.

A partir del Lagrangiano D4 -(QO)I(absorbiendo la 1)las
ecuaciones de campo seran, para la materia i
Slm _ o o *ELg = 2m _(A)P d%bm  pa-(ay)
X3 ?2d »dg
Para el campo exterior
o K[ - -’é_Lm.\ = Blr _ gl a4
oh 2h Sh

En la segunda ecuacién se observa un acoplamiento de

la geometria "KELT— y de la materia , '*E

’

Ky —sly - ol L4 dbr Da- (43)
Ly SIL Sk 2dk '

Definiendo - 'BLT'/BL‘ se observa que las ecua-

ciones de campo se pueden poner en una forma tipo Yang-Mills

(no Maxwelliana) definiendo

-l D4 -(ak4)
" dh

como la intensidad del campo gravitatorio , se obtienen

Q¥E "‘)CT L%t DA -(4)
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Muy recientemente W. Thirring ha expuesto el punto de
vista que ya expresdé en su libro“A Course of Mathematical Physics?
Springe;, Wien (1978) Vol, 2 ,en un articulo aparecido en
Dynamical Sistems and Microphysics (1952),Academic Press ,que
acabb de recibir, expone lés mismas ecuaciones de campo DA*(4€D,
tomando como LT :'L.E}+ Yy llega a decir que "son una via al-

ternativa de escribir a las ecuaciones de Einstein'.

Con el Lagrangiano de Einstein-Hilbert !-E}+ estas
ecuaciones toman una forma mas explicita,teniendo en cuenta que

en este caso

*F o= 2l = o kP A% (Al ahra) + 4 ho A% (@RPANg)

3 dh DA- w;)
£ =il A A2 ilhe) )dg aslm -4 (ha)Lm
A ' il . DA-(4%)

- ’LU‘\ ) Al«? A*FP - rt(mx) LT D4-(43)

*{:TO( es . (base natur‘al) el pseudo-tensor de Landau-

Lifshitz (vease la expresién 25- apéndice 3 de-la 3-

forma de energia-momento).

Por supuesto,a nosotros nos parece que en contra de la
afirmacién de Thirring, la teoria de Einstein-Hilbert estd mu-
cho mejor expresada (y mis sencillamente) en su expresidn

habitual.

iv) Ejemplos de teorias gravitatorias alternativas que

se pueden obtener mediante la teoria gauge de T

4

En 1la literatura,se han considerado diversos Lagran-
gianos alternativos al de RG, Lagrangianos que producen teo-

rias alternativas de gravedad, los cuales pueden ser vistos

resultantes de la teoria gauge T4 (interpretada a la Thirring)
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pero sin exigir 1la invariance Lorentz local que posee el

Lagrangiano de RG, o mejor,a través del limite de feleparale—

lismo de la teoria Poincaré rota (ver seccién'D-S)

a) La teoria Hayward-Holland (1979-1981)

Es el Lagrangiano mis simple y es andlogo al Lagran-

giano de Maxwell
ad -
Law= 5 6 A*Gu =-S A a*dhy=
LZ

- -3 Gl G e D4-(49)
zQ? v .
Pese a la analogia Maxwelliana, Holland (1981) tomando
a la fuente completamente determinada por las "intensidades
de campo" &u!’ es capaz de consﬁruin una teoria no-lineal de

gravedad ﬁacroscépica debido a que tKE&F#O y demostrar que

la teoria posee el limite newtoniano y como solucién en el
caso estidtico y de simetria esférica a la solucidén exterior

de Schwarzschid,

b) La teoria de Mgller (19783)

En el dltimo gran trabajo antes de su muerte,Mgller
(1978) construyé, con el &nimo d8"fa teoria de gravedad no
predijese singularidades, una teoria macrgrdépica de gravedad,
que también se puede obtener dentro del esquema gauge de T4.
En la teoria &e Mgller, la métrica pierde su caridcter de va-
riable gravitatoria en favor de la tetrada h y segin el de-

sarrollo de este autor juegan un papel preponderante los

coeficientes ’BkaK definidos como
b4 (50
n.gk "‘ vk "‘“a— )
o~

siendo QVK la derivada covariante Livi-Civita-Christoffel

y verificandose

T

0¥y =h% Ay "= )1;&} TEC!
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-

siendo l&é los coef1c1entes de la conexidén de un espacio
Weitzenbdck 6 de teleparalellsmo T referidos a un sistema

4

. K., .
coordenado. En un ET,T4, los coeflclentgs R 4¢ Juegan el
papel de tensor defecto {(ver apendice 4 ). Mientras que re-

feridos a una base no coordenada de un ET pseudo-Riemanniano

son denominados coeficientes de rotacién Ricci.(vease H, Meyer

(1982)).

El Lagrangiano de Mgller es el siguiente
& 3p
LM" [0/4‘\5 50( T 7&585“65?*“3\6‘&3&?;& ]g
D4
donde ;= --L, °(2_:>\ .0(5_ (4 2-)*) / L ( )\—0)"L {62)

| D4~(53)

Como
Y op =% (Gup G +Qp5x ) b4- (54)
Y \Sgsoe =’-|i(eocp6 +Qpot® +Gapx) =-2L(’GuSp'GpBJGS.zg)

se verifica

Vopu = ~ Vs 4-(55)

En términos de Gyé* el Lagrangiano de Mdller es
=S AN By, l—\é W-G & }
222 {& )G"(?X G « XG

dy-(56)

Se puede observar por tanto que si >\=o =»> GR. Por lo tanto

esta teoria tiene que ser desechada en cuanto que no cumple

el 4nimo original de Mgller, la no prediccidn de singularida-
des, ya que en el caso X-—"‘-O se reduce a la teoria de
Einstein-Hilbert y por tanto tiene la misma prediccién respecto

de las singularidades.
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c¢) La teoria de Hehl-Ne'eman-Nitsch-Von der Heyde (1978)

El Lagrangiano del candidato altermativo a RG como

L3

teoria macroscépica favorecido por Hehl et al. (1978) es =2
2 « * - Ly _
s I-HN?'Vz j?-_o\b\ IN AN (dkp/\\,\u) = ==
= LW - LWy = B
- dBT _ .
= (4GP Qupy -4 G 67 ) € Da-ts)

Comparandolo con el Lagrangiano de Elnsteln—Hllbert vemos que

se verifica la relacidén LEH LEH . d (_l'\o( /\*OUAMJ

S=-4 * _
Ly = fzitz (Ly-L2) = 312 Lg +Lu-Nty D4-(68)

Bajo el grupo de Loréntz)G “-PT se puede descomponer,

en las componentes irreducibles siguientes (ver M, Hamermesh

1962)
Qopy = Gtxgﬂ T LN Gyl -
L axial - L——— vectorial—L )
+2 (GQupr - Gy =" v T3
L’——ﬁ—gbehsmd A _
Gopy = AGo(gx —+-V6°% + Téoquy D4 -(59)
Vemos por tanto que el Lagrangiano de HNQV y-el'de

Einstein-Hilbert difieren en el cuadrado de la parte axial.

. . (¥ la forma exacta) . .
Este término hacenque a diferencia del Lagrangiano de

HN v . no sea inva-

Einstein-Hilbert, el Lagrangiano de
riante bajo rotaciones Lorentz locales, solamente es inva-

riante Lorentz global.

Nitsch (1980) demostré que todas las soluciones con
simetria esferica de la teoria de Einstein-Hilbert son también
soluciones de esta teoria, y por tanto esta posee la. solu-

cidn de Schwarzschild .« Ademds se ha demostrado
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sucesivamente que)EijHNZVcoinciden en lg aproximacién lineal
(Hehl, ﬁitsch{ Yen, gen Heyde, 1980) 1i7e., hasta 32 orden de
desarrollo de las tetradas en % (aproximacidén lenta), coin-
ciden hasta 42 orden (L.L. Smalley; 1980)y due debido al vector
axial GE“BU difieren en 52 orden ( J. Nitsch, F.W. Hehl
1980), ( ver tambien Nitsch (1980) y Schweizer et al(1979-80)).

Pese a todo ello,pensamos que no se debe considerar

a esta teoria como una alternativa (macroscdpica) a RG, de

acuerdo con la filosofia bisica de que la materia escalar no
debe detectar torsidn,aunque sea Weitzenbc‘ick}y esto es preci-

samente lo que sucede con la teoria de Nitsch-Hehl.

d) La teoria de Hayashi-Shirafuji (1979)

Esta teoria a la que sus autores han denominado "Nueva
Relatividad General" deriva de el Lagrangiano gravitatorio

siguiente

LHS:_Q%ZR& +(ey Qi Q4" 4 DA-(60)

T Ao id
+C2V@léKv®\Aék+ ¢ A&iék Qta,K )E

donde T,V,A denotan la parte tensorial, vectorial y axial de

la torsién de teleparalelismo Cartan, respectivamente,

A esta teoria sus autores la consideran, al revés que

los anteriores, microscépica. Segin Hayashi-Shirafuji (1979)

esta teoria esta de acuerdo con todos los experimentos rea-
lizados en gravitacién. Sin embargo,la misma critica efectua-

. rd 2
da arriba para la teorfa HNV (Hehl-Ne'eman-Nitsch-Von der Heyde)

sigue siendo vidlida para la teorfa de Hayashi-Shirafuji.
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5) TEORTA GAUGE DE 0(3,1,R) GENERAL

i) E1l método
a) Introduccién

Consideremos al grupo de Lorentz como grupo interno
actuando por tanto sobre los indicés no-holonomos (Lorentz)
y partamos del Lagrangiano invariante Lorentz globalmente

dado por la teoria gauge de grupo T4

L(h,dh,$.48) = L (ho§,dg) + Ly (h.dh)  05-14)

La tetrada "l " como hemos visto es heTy (M,Rk) y consi-
deremosla en su aspecto de campo Lorentz,al ser R4 el espacio
de representacién usual de 0(3.1.R),J}2 transformacién infini-

tesimal es

(x .
St = 08 (Yo h) = BTl E7 g =
- G“é, WP 25-(2)

Asimismo los campos Lorentz (con espin) §€:’¥P (M‘\.E 0’5)
soportan una representacién Q'. 0(3,1,R) —>» GL(E). Por tanto

su transformacién infinitesimal serd en sentido pasivo
= o -
528 = 4 p%F X ® D5-(3)

Donde Q"(ﬁ son los pardmetros del grupo de Lorentz y \fg(rP,Xo(?
son los generadores en las representaciones de h y de § ,

respectivamente.

Naturalmente si §6TP (MA,S)’ donde S es un espacio

espinorial, habrfa que considerar el homomorfismo recubridor
A : SL(2,C) —3 0(3,1,R) y la diferencial A /

Ay AL SLQRC) — ALOL(314.R) D5-~(4)
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obteniendo una base natural del 4lgebra de Lie de SL(2,C),
AL SL(Z C) en la forma

-4 i
X°<.B = A—‘K X,x$ D5-(5)

Por tanto,el formalismo a desarrollar es completamente inde-

pendiente de que los campos 5 sean E-valuados 6 S-valuados.

b) Invariancia Lorentz global

La invariancia de L bajo la accidén global del grupo

de Loratz conduce a la identidad

- SRRV AREL, ~Bad a%ELg = A[SaRA 2L,
Spd AL T D5-(6)
+ p.‘b A'bdd)]

siguiendo un proceso andlogo al ya expuesto en el caso ge-

¥

neral de un grupo G cualesqu:.era, siendo *ELQ‘ y EL#, las

ecuaciones de Euler-Lagrange de h y @ respectivamente,

% oL = olin 5 Lr 5-~(%)
ELO‘_ Sh¥ 3 hetdy, S h
:'Q_L_m__]_{_'BLT _\_d(’bl:r)
¥ ¥ ho DA
PRI YR W )
*elz- ¥+ KELT, = =%y FE 4+ 4¥E, bS-(q)

Obtenida sustituyendo D4 — (42 ~ 43-45) ¥

*EL¢ _ B%' . ("A.)F d"bl_m SLM D5-(40)

g 8¢
Sustituyendo D5-(2) y D5-(3) en la identidad P5-(6)

obtenemos
ngé /\*ELCP = L'\o( A*ELﬁ - Lb /\‘*ELO( -+
+d,[k°(/\*F Iﬂ,gl\'kFo( -
Ok D5-(44)
0 hTml

;
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Y sustituyendo la expresidn DE—(Cl) obtenemos
Xap® AXELg = - ho A%bg +hp A *LY,
-— o\ X A -_b_L_. DS'-(_:].Z)
[Xpd ~ 2% ¢]
0 = hg A"‘ELT.g —-L\.B /\"‘ELTO( +
+ a[‘ﬁ,{ A*Fg —\'\.3 /\*Fc(j M‘(i?’)

Separando la parte material de la geométrica y siendo

*ET, = sly ~ _x{T, 4 4F, D5 -(44)
Th

Las ecuaciones D5-(42) y DE-(43) expresan la invarian-
cia-global de lm y Ly bajo 0 (3,1,R) y de las cuales 5 -(44)

es una consecuencia trivial,

Con lo que médulo las ecuaciones de Euler-Lagrange

*ELtP =*EL°( = 0 se verificard la ley de conservacidén débil

A*] =0 D5 - (45)
donde * an = ;*Sb@ -+ “:.]T B . D5 —(46)
Yo¥ge = olm =-2h F

Sp=-Xat AT M el

Como sabemos la invariancia local bajo 0(3,1,R) se
puede conseguir en el caso trivial sin necesidad de intro-
ducir potenciales gauge si la corriente "‘j% es cero con

lo que se obtendria

_*So(?—_-)(b@(i) /\% = 2 hto( A*Fﬁj ‘_--:i'r"(.?

D5-(43)
Y de la ecuacidn :Dg-('ii) se obtendria

XapP A*Elg = 2 hiy /\*ELﬁ] p5-(14)
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Sin embargo para tratar el caso no triwvial (*jo(g%O)
v restaurar la 1nvarlanc1a bajo transformac:n.ones de Lorentz
locales es necesario 1ntr~oduc:.r- un campo exterior como vere-
mos en la siguiente subseccidén y en analogia con el procedi-

miento general.

¢) Invariancia Lorentz local

Haciendo a los parémetros Od? ,fun}ciones @NB Q<) ¥y
siguiendo pasé a paso el método gauge ya explicitado en el
caso general de un grupo de Lie G cualesquiera (no—abeliano),
lo aplicamos al caso particular del grupo de Lorentz 0(3,1,R)

con las siguientes '"correspondencias"

6% () — O%B (x) A%, &xB D5-{20)
£ - :m xB¥d _qltp[go:pén go(p Tg]

AR, : . . .
Donde ?’ es el potencial gauge que restaura la invariancia

A F 4
Lorentz local,matematicamente serd una conexién, WE 1(_M , ALCX3,1_)
son l1-formas valuadas en el &lgebra de Lie del grupo de lorentz
v cuya ley de transformacidén bajo el grupo de Lorentz local

(RL) seré A XY 7
A .
S 0% = = ¥ - X T - Py 0" = -De*P
A A =
SpLw = -ad8 —[w,8] = —DE D5-(24)
Donde "%" representa a la derivada covariante Lorentz. En

N N
principio los 6-potenciales (.Odf (componentes de (U ) son

independientes de la tetrada h como requiere ortodoxamente el

método gauge ¥y por tanto representan 6 verdaderos grados de

libertad. (_U bt L OJD($ X,(_a

Los potenciales exterlores U.)d? restauran la invariancia del |
Lagrangiano inicial bajo transformaciones Lorentz locales,

si en este se sustituyen las derivadas exteriores de los campos
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Lorentz h ¥y § por las derivadas covariantes exteriores
: ~ ~
L (h,dk,&dg) — L (h,Dh ,$, D)  D5-(2)

Donde de esta forma ya se ha introducido la interaccién entre
§ v a y entre h y C.) en el Lagrangiano. La derivada cova-
riante exterior estd definida en la forma siguiente en forma
compacta

® =’]\)h = dh + D5-(23)

o ah
DI =di« Dad D5-(24)

y en componentes

@Y = DR*= ah¥+ &Y AkB D5-(25)
D§ =dd + J?:uu“? A X@@ D5 {26)

@ serd la torsidén de un espacio de Cartan y serd distin-
ta de cero ya que no se ha exigido como hizo Utiyama (1956),
que los potenciales exteriores,"a priori",no tengan torsién,@
serd la intensidad de campo traslacional covariante Lorentz y
la ley de transformacidn de las derlvadas covarlantes ?)h

¥y D§ es efectivamente covariante i
A N o A
o Dh = 8Dk 5y D¢ = 6D
4 en componentes

A N _
5I2L DI = 90(. $‘D WP . P5-(29)
N
SRLDE_E = Az' oxp X% ) D5-(30)

D5 -(2})
05-(23)
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N A
ii) Invariancias de L(h,Dh,E,DQ

PARTE 1@
—_— T

Este Lagr‘angiano L(h,?)h,i,’f)i) en el que ya se ha rea-
lizado el acoplo }ninimo con 1la interaccién exterior introdu-
cida por 63 , tiene como antecesor previo el Lagragiano
L' (h,dh,i,dé,&)) en el cual todavia no se ha introducido el

acoplo minimo
L(hDh3,08) = L' (hidh,8,d3, &) ©5-00

Bajo variacione_s de @ se obtienen las ecﬁaciones de
Euler-LagranjeEL _ BLI (,_A_]P o\ BL, _ D‘S’—(32)
PTR T d4d
L | —-4f D 2L_ D5 -(33)

Lb 4 »dd

n
Donde como siempre l¢ significa que no varia § en D E

Bajo variaciones de la tetrada "h" se obtienen
¥EL, =3l | Ld 3L o AL L arE, 05-34
h¥ih T Ak N
-1 2L = % + D¥F, »5-3Y
aw\ N Dzow T

En donde

_# = 2L(h,Dh g DY)
=
.k R
= 2 (18, D8)] 2l (b Dh)] -
2h h dr I

T -
_¥ ET( - *tx D5-(36)

i

- 117 -

™ T
Y *Eo( ! *JCO( tienen las siguientes expresiones (compd-

rese con D4 - Uﬂ-) DA Ul'%))
¥ = i) Lm (8 BE) —ilha) & £ 210 {‘#

— 1(ha) D§ A BL% D5 -(3%)

A
(Notese la aparicidén en el dltimo término de D§ “y la barra )¢

S

en el tercer termlno) ¥
—*T = i(ha) Ly (b Dh) - ilhe) @PA*F,  05-(3%)

La 3-forma de energia-momento "mixta" DE-(}G)/ tiene

la expresidn

-Jebo( = A(h«) L Chy Dh ® b@) - W) B *Fﬁ

—i(h® AEL[ - i(ho)D3 Asﬁ D5-(39)

Esta 3-forma *{',‘,( esta relacionada con la pseudo-energia

momento por la expresidén(compdrese D’S—(,34) ¥y ])'5-(3&'))

B LA D5-(49)

Por otra parte la invariancia. local bajo 0(3,1,R) nos
permite escribir, teniendo en cuenta la ecuacidn ¢4 -(35)

y la ecuacién C4-(64) » del formalismo ‘general .
AS
* ~ L%y D5 -(44
4 qué /\'*Equ = h[o( A E"Bj 3 D j“ )
Donde *jﬂﬁ tiene la expresidén (vease b - ('16) )

*j _Xwﬁ A BL¢ -2 hw A*Fy D5-(42)

Utilizando la derivada covariante Lorentz y realizando
un proced:.m:n.ento andlogo al que conduce a la formula (‘5@) del
apendice 3 ) se obtiene que la covariancia bajo Diff (M )

implica que ( ver apéndice 7/)
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. ~ % P. I ¥

A(ha) DE A¥ELy + -4) i(ha)@ AD¥ELy =

= Bt 40 DRP AR, - i) DV
DS -(43)

™
Donde QG-'FZ (.M.A,AL 0(3‘4.)) es la intensidad de campo
gauge de los potenciales gauge &&F&(M“, Al O(:3,4,))
~

!2 sera la 2-forma de curvatura Cartan definida como

ﬁ=0\(/b+-lz-({\0/\a) =.-/]\)cT) D5 -(44)

6 en forma matricial,en componentes

B = ahed 4 % ABTRDO

| D5 ~(45)
Relacionadas a_través de 1la expregién
N N g

- Q=8 =4 0*P D5- (46

~§l —-J:l y;xﬁ %Z-(l )(X?S )

y donde

ﬁd$: O\IU\)dg -+-\z- r’(? xS €T (./).\J 1o é\) lexl D5-(4Y)

Sustituyendo la expresién de las constantes de estructura del

élgebfa de Lie de - grupo de Lo;entz,se obtiene
M N N
Q5 = AQB L, (SR AGIB LR A )
N Ab(‘ N h N . /\& _
=A@ +4 (w _PLALOT*@-\-UJ?F./\Q) H)=

Q%% = A5 + s A W 1P D5-(43)

~N —
vonde (B = F, (M4 R)
Por otra parte,la curvatura Cartan al ser la intensi-

dad de campo gauge del grupo de Lorentz local,verifica que

Su ley de transformacidén infinitesimal, baonO(3,1,R) es

SRLﬁ-= [g,ﬁ] D5-(49)
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6 en componentes
1

SRLfl"‘P: e"_‘;; 4%t BB.{, ﬁ"“ D5-(5D)

es decir se transforma bajo la representacidén adjunta de
0(3,1,R), en analogia con lo yva visto en el formalismo gauge
general y asimismo A A
DR =0 DS5-(54)
se verifica la identidad de Bianchi.

Por otra parte la identidad de Bianchi para la inten-
sidad de campo traslacional covariante Lofentz, i.e., la

torsién Cartan,tiene la expresién

’]3@ = DAk D5-(52)

PARTE 22

Consideremos ahora la expresidén de L(h:Bh,I,%b) de
forma mis explicita ; a
~ A .
L-(LL)ﬁSL»,§§|I>§i) = L'ﬂ.(}tl§E|I)§§) 'Fl:r (LL\I>}L)‘S (53)
D .

Sabemos que las 3-corrientes correspondientes tienen

la siguiente descomposicién (vease D5-(46) ¥ DS-(36))

*\:o( =*‘:m°< +*£T°< . D5-(54)
*lap= - *Sup+ *¥4p 15-(55)
Donde
T 2lm (h @ "\__)\ 55-(56)
2h h
%7 = 2Llr(h/Dh) | Ds-(5%)
*T T 3h h

olm  _y F A 2bm  D5-(53),
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*jT = BLT ==-2 l’L[« A% 8] p5-1(59)

% S oap

De la invariancia local Llorentz y covariancia bajo di-
feomorfismos de L v L1- se obtienen 4 ecuaciones. Teniendo
en cuenta,en primer lugar,las expresiones D53{42) que la

invariancia Lorentz local de Ln1

A ~
xdpé ~ *_Ean = -2hx A*l‘.wé] +D* Su$ D3-(60)

y la covariancia bajo Diff M4 proporciona la ecuacidn

Aha) DB A*ELg + EP i(hg) & AD*ELy =
. N
- DR, — d(ha) O A%ED <1 i) RS

(ver apéndice 3] DS - (Gi)

Por otra parte, teniendo en cuenta la expresién

la invariancia local Lorentz de Lt ,nos dice que
A xg (T D5-£2
D*jd.p=2.ht°(:\ EL’?’] _
y la covariancia bajo dlfeomorflsmos de L ' conduce a
0 T %7
DHE, =-ihy) BP A RE ~ 4 L@\d)_(ﬁ SEI
Ds' (63)
N -
¥ T — T % D5-(64
ELT, = - *{T, + D*F, (64)

Donde
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iii) El Lagrangiano del campo exterior 0(3,1,R)

Como sabemos por el método general Yang-Mills el Lagran-
~
giano 4-forma de los campos «) libres tiene la dependencia

funcional siguiente

v la dependencia explfcita
Lg(k\ﬁ) d5 - (66)

Y la invariancia local 0(3,1,R) proporciona las identidades

(comp4rese con el método general C4- (?q))

*FIR = 5lp = *Z«' Pl
&
,]\) "‘ELRQ(P= C2huA¥ tk?] D5-(63)
"Top= 2k e
N
M, = %L% = a(ha) Lg - 4 (hy Q! ’\%Z"PX
N D5-(30)

Y la infi?iéncia bajo Diff M4 conduce a (ver apéndlce a?
HOMIGLLIN N L% FERTOMICIIN
D5 ()

iv) Ecuaciones de campo generales

El Lagrangiano total de la teoria gauge de 0(3,1,R)

tendri la expre31on

Ly = Ln (0, &,D8) + Ly (h®) + Lg (h, 0) 5w

Agrupemos ahora la parte puramente geométrica (gravita-

toria) en
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LG(L"(@! ﬁ) = LTU‘-«®) ‘\'LQ(_L\(ﬁ) D5-(33)

E1 Lagranglano total seri

Lree = bm Che @ D8) + Lg (b, ®, a) DS5-(34)

A partir de este Lagrangiano obtendremos tres ecua-
\

. N
ciones de campo variando § l’\, 4 w

5]..%;,1; -0 & i’éE[_e’> L,, ?DSE\‘; =0 D5-(15)

&

S%—L—Tt =0 & *EI = Sgll_f‘:f — -2‘;{\ = ¥, 05-(16)

Btk _ o o3 ¥CA, =86 - -3lm _xg . 05-(H)
) ST AL S

3

Donde *EId significa ecuacidén de Einstein (variacidn res-
pecto de h) y )‘CANP significa ecuacidén de Cartan (variacién
con respecto de a) ). Es una teoria metrico-afin 6 mejor te-
tradica-afin - ya que variamos independientemente la tetrada
y la conexién,.(Principio de Einstein-Palatini 46 de primer

orden).

Desarrollando estas ecuaciones obtenemos que .
e _ ¥ T R -
Ely =*E0, - *t, D5-(#3)

Veanse ecuaciones DS'-(14.) vy DS‘(?O)
Y que

* CAO(P =% 31;(? 'y * ELR D5-(19)

Veanse ecuaciones D5-(59) vy D5~ (6F)
) y
Y explicitamente las ecuaciones de campo de Einstein toman

la forma
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wcr  _2lr| WA (R \iolkk M pz-(s0)
Bl w\ A b‘ﬁk"‘) N o

6 agrupando términos

*EI = 'D BLG) }Lé _;*{—_m D5-(34)
ol (’b®°‘ T )

Y las de Qagtan la expre51on

—% D5-(82)
Bclu) “?’ SQ@

Yon 2la e — * -(83
CAo(g =02 L“tﬁ A g_@___wj D _(fﬂﬁ SNB | D5 )

Recordemos las expresiones de las fuentes que aparecen

en ellas
2lm DS- (34
"'*{ch: -._-’co(-B *hB = -_\.\0( ( )

EQQ es el tensor canénico de energia—momento de la materia

*5@'_ ’S“PN hY = de@A?;LT% 5 -(35)

&@ es el tensor canbénico de espin de la materia.

Las ecuaciones de campo DS—(%&} v D5-(83) son las
mismas que las de écuaciones de Hehl-Ne'eman- van der Heyde
(1980) obtenidas a partir de la teoria gauge del grupo de

Poincaré fisico (lorentz mas difeomorfismos).

Se observa que tienen basicamente la estructura de las
ecuaciones de Yang-Mills excepto por los términos aLG/B\n_d
y ZktP l\ﬁb LG/‘b@“‘J que son las 3-formas Ide energia-momento
y de es\pin del campo gravitatorio, La expresién expl:fcita .de

la 3-forma de energia-momento gravitatoria es, sumando las
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ecuaciones DS-(}%} y Dg'(?'O) , la siguiente

2'£iid\-n(kx)l.c,—¢(h«)®$ e, -
h
- 4 il Q) QFF A 3L6  psgse)
2P

Y efectuando el producto interno

s | < alhe) g + QP 1T A 2s -
ah“\ Ik N 3 >®F
P [ $ _
-47R wpk ,\Lte?‘ D5-(8)
2L
Natur'almente para obtener la expresidén completamente

exglicita de estas ecuaciones,se necesita tomar un determina-

do Lagrangiano gravitatorio LGI cuya eleccidén no esta determi-

nada en absoluto por el método gauge. La discusidén de las
diversas posibilidades de Lagrangianos U4 gravitatorios

asi como de las ecuaciones de campo especificas en cada caso

¥ su relacidn con los tests experimentales y teoricos son obje-

to de capitulos posteriores.

v) Identidades N3ther

a) Se obtienen dos expresiones que son consecuencia

de la invariancia local Lorentz de L total. En la primera

DE-CGO) se obtuve la siguiente expresidén de la invariancia

Lorentz local de L
. A
*|M -(3
deéA*ELd,:-Zl’l[o(AEP]"FD*So(B Ds('g)
8i imponemos las ecuaciones de campo de la materia,se obtiene

Dxsg=2hwa®lly 7 o509
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La secunda es la suma de las ecuaciones .D’::-'(GZ) v 35-(6%)

es decir,la invariancia Lor_entz local de .L_G nos dice que
N
* - * D5-(40
JZ-. D CA,(@- htx N EIBj )

4

b) Por otra parte,la covariancia bajo Diff M~ del

Lagrangiano total conduce a las ecuaciones siguientes. En
primer lugar la covariancia bajo difeomorfismos de Lm impli-

caba (ver D5-(64) ) que
() DF A¥ELg + 1P i) A D*ELcl;
= -DEm = Ak ®F A ~ 41k MReLIN S v
D5~ (a4)

De la que imponiendo las ecuaciones de campo de la materia
V‘EL(?:O , Se obtiene la siguiente ley cie conservacion /
débil. UP
m
B = = 1lh) OP A MY - L1 (had (L TA™Sp
D5-(92)

y en componentes sustituyendo las expresiones de la torsién

Y ST

Cartan

y de la curvatura Ca.r‘tan
' ~
Ao L R0 WAk s

se obtiene 2 partir de D5(92) A
FK. .. '6 » ‘?
™ _ Boo X o+ LR ]rl.»\s
/b {.’0( = @ LY "\ AN ? 5 ?a&
DS- (qs)
Donde *{d es la 3-forma de energia~momento candnico de la

materia es (ver D5-(37 )
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Fe= 1 L (h @38 ) - il 8 2 2 -
~ 1 (ha) D3 A ?;LT?‘@ D5-(9€)

4

En segundo lugar la covariancia bajo Diff M  del La-

grangiano gravitatorio_LGl conduce a la expresién

DL g ==ilhe) ®YAET -4 4(h) Q1IN A*CA Gy
D5-(4%)

que en componentes toma la expresidn 2 $

A Y. ? *op Y
D*El, = Qg kBA*EIX -4 R”yus N A Ag 5
D5-(a8

6) LA TEORTA GAUGE DE 0(3,1,R) CON TORSION NULA

Considerando otra vez a 0(3,1,R) como grupo interno °
pero imponiendo ademds la ligadura de que la torsién Cartan
sea nula, se reproduce el tratamiento de Utiyama (1956-1980)
(6 de Carmeli (|9%4) ,usando el grupo SL(2,C» del campo gravi-
tatorio. Este tratamiento conduce a Relatividad general como
teoria gauge del grupo 0(3,1,R),pero posee unas caracterfs-—
ticas que son diferentes a la ya expuesta teoria gauge de T4.
El tratamiento es completamente andlogo al efectuado en

el anterior capitulo.

Se considera a la tetrada heﬁ (Ml‘vRI(J y al campo
material §6?P CMA,E"JS),como campos Lorentz (con espin)
sujetos a las ley?s de transformacién D5(2) ¥d8-(3)

Se parte asimismo del Lagrangiano iAvariante Lorentz global-
mente

L(hdh,§,d8) = Lm (h .48 )+ L, (h )
D6+ (4)
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y que verifica por tanto las identidades D5-(41) y DS-(42-13)

Imponiendo que los pardmetros CfQ del grupo de Lorentz,
sean funciones GgF(X) la vnica forma (si las corrientes no
son nulas) de restaurar la invariancia (local) del Lagrangiano
consiste, como ya se ha hecho repetidamente, en introducir po-
tenciales gauge ekteriores (conexiones). En este caso particu-

lar como se ha impuesto "a priori" que la conexidén no tiene
com a

torsidén, los potenciales exteriores serdn la conexidén de

Christoffel-Levi-Civita necesariamente, matematicamente seri

B e Fa (MY ALOBAR) |, D=4 5% Xup  con
f(\:)o(g e-{_—A(Ml;‘R) y ngeAL 0(3‘112)

transformacidén infinitesimal bajo transformaciones de Lorentz

. Cuya ley de

locales (RL) es
SRL(‘:"XF — -do%k - wo( ? E eb{’(
= -DO%B con 0B = wtxﬂ DG-(2)

] .
Donde "D" es la derivada covariante Lorentz bajo torsién nula

Sty = ~46 ~Lw 6] = ~De D6 -(3)

Para: incorporar la interaccién exterior en el Lagran-
giano material libre inicialmente habra que sustituir a la
diferencial exterior o\é por la diferencial exterior cova-

riante Lorentz bajo torsién nula

BE =4d +h Ad D6-4)

Analogamente para la tetrada se verificarad que

'f)'h,:dk-u"é/\h =0 b6-(5)

que es precisamente la condicién impuesta a priori, i.e.,

torsidén nula.
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J
La intensidad de campo gauge sera Qng_ (M.4 p
0(3,1,R)),1a 2-forma de curvatura Riemann-Christoffel

o~ -~
Q=D& = dd +L Bl D6 -(6)

La teoria gauge del grupo de Lorentz bajo torsién nula

conduce geometricamente a un espacio pseudo-riemannianoc y
L

por tanto como veremos a Relatividad General si escogemos co-

mo Lagrangiano gauge de 0(3,1,R) a Lagrangiano de Einstein-

Hilbert.

Pero veamos antes cuales son las caracteristicas es-

pecificas de esta particular forma de gaugear al grupo de
Lorentz.
~ ~
En primer lugar los 6 potenciales gauge w*f = wt“Bj

son compuestos 6 dependientes ya que se pueden expresar en

términos de la tetrada h,ya que D§-(5) implica que D6 -(F)

By AN O U E UL L W
S AR AW = ~ & TR L WTIRX pe-B)

-~ Y
donde w"Pd - mj“/ son los coeficientes Ricci de rota-
cién, i.e., la expresién completamente anholonoma de la co-

nexién Christoffel-Levi-Civita,

De las dos ecuaciones anteriores se deduce qué
Coatp _ A [ (WP) AWK —L(‘nf’(J ALP _\_h A L(W‘)LUn.ﬁ L\KJ
P6{(4)

Por tanto la conexidén de Levi-Civita es un pofencial gauge

compuesto, y no verifica por tanto la condicién 2 de inde-

~——

pendencia (Capitulo C) que debian verificar los potenciales

gauge ortodoxos.
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El Lagrangiano invariante Lorentz localmente se cons-
truye como siempre efectuando las sustituciones d(i) Dé
v dh - DL\. =0 en el Lagrangiano material global y
afiadiendo el Lagrangiano cinééico gravitatorio de los poten-

~
ciales dindmicos W . Tendrd por tanto la expresién siguien-

Lo (8 38) = L (0 BE) +Lg (0. 2)

D¢ -(40)

Donde ) es la curvatura 2-forma Riemann-Christoffel

te

s
Notese que hemos tomado el término LT U’"‘Dk =’0):0
igual a cero, aunque en general existe la posibilidad de con-
siderarlo igual al termlno cosmélogico Lq _4. l’\d *koL

ya que este no depende de Dh—

Como sabemos el término LR U\-c-n-) no tiene su ex-
presién explicita determinado por el esquema gauge y en gene-
ral serd una combinacién cuadrdtica en curvaturas (Riemann-
Christoffel, Ricci, escalar) del tipo de los que aparecen en

las teorias Eddlngton—Weyl

Sln embargo es posible tomar para LR U"‘- t-Q'J la ex-

presién del Lagrangiano de Einstein—Hilbert,' i.e., en contra

de lo gue aparece usualmente en la literatura, el Lagrangiano
gravitaﬁorio de la teoria gauge del grupo de Lorentz no estd
"forzado" a ser cuadrdtico en curvatura,como ocurrfa necesa-

riamente en la teoria gauge de simetrias intermas,

Esto se puede ver facilmente si aplicamos a la teoria

0(3,1,R) la férmula C‘q-('loq')) que tenia la expresién

pn b A% = D*ELA. = V)P AR
' DE-(11)




- 130 -

Hagamos las correspondientes sustituciones

G-0B3.4R) : A* — %P 6 -(42-13)

F® = ﬁdg Yq, - \{dﬁ =\{[o(p] DG-(#4-15)

FELA & - *Sup = ¥ Sy D6 ~(t6)

Como ahora 0(3,1,R) ya no se representa trivialmente
. . 4 ‘ h_%i_ 4 hs

(como ocurria con G interno) en R’ ya que \hab ] —-SKP
Lo andlogo de la férmula Dg-({{) es en el caso de 0(3,1,R)

1 DXSeg = 2 hrg =t D6 (1F)

es la corriente de
= i{:"; - an/ahpl-h

Observamos por tanto que al no realizarse trivialmen-

ponde ¥ Sup = sle [8 &3

espin de los campos gauge., Y

te 0(3,1,R) en R4} como sucedia con los grupos G de sime-
trias internas, el Lagrangiano del campo gauge no necesita
ser cuadrdtico en las intensidades gauge (en este caso cur-
vatura Riemanniana) y por tanto el Lagrangiano lineal en la
curvatura escalar Riemann-Christoffel es un perfecto Lagran-~

giano gravitatorio desde el bunto de vista del esquema gauge. ' |

En conclusidn tomando como potencial gauge del grupo
de Lorentz a la conexién Christoffel-Levi-Civita, se obser-

van las caracterf{sticas siguientes:

a) Se supone arbitrariamente que la torsién de la

conexidén es nula,., Ligadura arbitraria.

b) La conexién Christoffel-Levi-Civita es compuesta,
(se obtiene a partir de la tetrada) y por lo tanto al no ser

independiente, no es un ortodoxo potencial gauge.

c)‘§9 puede obtener Relatividad General a partir de la |

teoria gauge de 0(3,1,R) con la ligadura de torsién nula ya
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que el Lagrangiano gravitatorio puede tomar la expresién de

Einstein-Hilbert.

d) El Lagrangiano gravitatorio toma en general la ex-

presién siguiente en componehﬁes
Le(hy Q) = “i (%R-Jcazll + 0 R@R“—'ﬁ+
+ Qg R‘,(Wg Rd@fﬁ) D6-(43)

En general es un Lagrangiano de cuatro pardmetros ai v
entonces debido al teorema de Euler-Gauf-Bonnet serd de tres
Barémetros yva que en este caso un pardmetro aQ*CIQ,Ch+, es

dependiente d€ los otros dos.

Por tanto en general la teoria de 0(3,1,R) con torsién
nula da lugar a las teorias'gravitétorias del tipo Eddington-
Weyl en general pero en particular y esto es lo verdadera-
mente interesante conduce a RG y de una forma mis natural que
la teoria gauge 42_24, ya que el espacio geométrico es pseu-
do-riemanniano V en la teoria 0(3,1,R) y WeitzenbSck en

4

la teoria T4 (con la interpretacién de Thirring).

7) DISCUSION GENERAL DE LA TEORIA GAUGE DE :0(3,1) y IO(3,1)

i) - 0(3,1,R)

Al superponer la teoria gauge del grupo de Lorentz a
la del grupo de traslaciones,hemos realizado la teoria gauge
de © - 0(3,1,R). :Que gmc%%eria st gaugeidsemos a T4® 0(3,1,R)?

Recordemos que la intensidad de campo de la teoria

gauge T4 es objeto de no-holonomia

o dLF = Al heF, (M4 ALT, %R

GeT (M, AT
D¥-14)

 —_—
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Y 1a de la teoria gauge de 0(3,1,R) la curvatura Cartan
IAS n ol AR o
N = X + 0y AWT 3 D¥(2)

Donde (/.\\) € tﬂ. QM4, A‘LO(B J»U
D ey (M4, ALOG.Y)

Y que la torsién Cartan @ definida como

@ = dh*+ &%y, WP DY -(3)
!

Es la versidén covariante Lorentz de las intensidades T4, G.
Por construccién, la transformacidén de la tetrada h

bajo T4$ 0(3,1,R) es infinitesimalmente la siguiente

~ by N
Srimony = OF(Xgh]¥ +4 0% (g h)™ 0F-M)

Es decir, se considera que Jn :k°‘X.< toma valores en_&:"

considerado como parte del 4lgebra de Lie de T4 8L .Y
> ~
por tanto XB v X‘xb son los generadores de la represen-

tacidn adjunta del 4lgebra de T4® 0(3,1,R) definida como

ad ALTy + AL 0(3.4) — GL (ALT, +AL 0(3.4)
X — K cadX

Y tal qﬁe ad (2()\{ :LX\\'j ’

Por consiguiente la expresién DY ‘C4) desarrollada es

ol T
Sranh” = OF ¥ X:T7hT +4 0 [Xsg fxﬂoqht@)

y por tanto como

[ X$ :Xelj =0 por ser T4 abeliano
y EX‘XPIXQ’] -0 por ser T4&0(3,1,R) pro-

ducto directo . Se obtiene que

. o (¢
Srg 0By =0 e

] . 4 .
Sin embargo, considerando a R’ como el espacio de representacién

usual de 0(3, 1),la ley es la D5-(2), 8 0(3_1) Jn_“:@ag L\ﬁ -

D3 (5)
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Por otra parte,las transformaciones del potencial tras-
laciones b GF4 (ML', A‘LTu) ’ y del potencial Lorentz
~
weF (M4, ALo(3Y)

son bajo T, y 0(3,1,R)

recordamos que infinitesimalmente

4 S ¥ = - A6 Sab” =0 D%-(2)
AN
Nap - § p*8 = -D &P
br 0P =0 R 03-(2)

Por tanto bajo T4 @ 0(3,1,R) estas transformaciones toman

la expresién

& Te0(.4) B = —de* D*(10)
graofa,i) Cox® = _’15 5%B "~ D¥-(44)

ii) I0(3,1,R)

Si se hubiera considerado al grupo de Poincaré,I 0(3,1,R)=
= O(3,1,R)OT4, se tendria que las funciones serian 8:(8N| S«B)
A A
los potenciales gauge CO:(E“,CU“F) e.Fq (MA,A-LI 0(3.1)) y las
leyes de transformacidn infinitesimal de estos serian bajo trans-

formaciones locales Poincaré (P) . i
« Ny - « - DY (42
Bp b” = —de¥ -y 834031913 )

Sp 0Pc - D™ = —dv*B (¥ 6TP_G&P 67

DF-U3)
Ya que en este caso, separadamente se verifica
o . .
STL b™ = —-0[@0(—- (),)"(B 8B DY -(44)
X X -
Sk = &5 LP b3 -(15)
Sy OB =D 3-(16)
B 0% = D DA U
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El campo material se transformaria en la forma siguiente
n$=0 St = 4 6%F (<) Xp §

y por tanto

D¥-(43)

_ B p¥-(19)
SpLd = é &% () X@@

La derivada covariante seria
N A
D§ = OHD + WA dp

~ N\
Y la in:ensidad de campo gauge seria _ﬁ - (_ﬂ"(' Q&B)
dondeée ﬂe"{:g_ M‘\ AlLT O(a.i}J

AL* + co - AL

Notese que Q_ )

potencial gauge de traslaciones b y no a través de la tetrada

DF-(20)

A A Ay AN
08 - A0r® ¢ w* WP

¥ p3-(21,22)
D?‘uﬁ)/viene definida a través del

hjcomo lo hace la torsién Cartan. N

A través de la teoria gauge de I 0(3,1,R),se llegaria
por tanto,a realizar el método sobre un espacio-tiempo de
Cartan, pero la "torsién" procederia de "b" y no de la tetra-

da i ht o

Sin embargo en la literatura se interpreta usualmente
a "b" como la tetrada (ver por ejemplo M, Kaku, P. Tov;'send,
P. Van Nieuwenhuizen 1977a-1977b), papel que realmente posee
"h" y para hacer contacto con Relatividad General se impone
la ligadura de que @a(_; O 1lo cual conduce a las mismas
férmulas que las obtenidas en el capitulo de teoria gauge
de 0(3,1,R) con torsién nula, pero con la fundamental dife-

rencia de que se usa "b", en el papel de la tetrada "h"

Este procedimiento conduce a contradicciones ya que

la"torsiénuy curvatura Poincaré se transforman bajo tras-—
laciones locales en la forma
SO =

_ :r\f‘i5 ob DF-(23)
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S'm_ﬁo@ =0 D1 -(24)

La expresién D¥=(23) se obtiene directamente ya que
At AT A
S’T‘L*O“ = STLLAL) + g Abf) =
= 3qu AL + & 0% Ala +w

:ASTLL)D( AN A8¢Llc3°<

_ A b=
D3 -(25)

Y sustituyen‘do la exp,roesién Dq—-(l“) se obtiene
A [ .
So O = — AdO*_ A (B¥; 88) +
L ALY A (-AOP QP BT ) =

= _(AB%)OP 4 B AKDF
W— L,\\)qé, I\GJB;,» 0¥ =

= - 0% 0t m
Y en cuanto a la expresién DI -~ (24)

STLQO‘$ =2rLd w“B + Or (% ,\w"a):o =
A 0% -(2%)
Ya que B_,_LOJO(B =0 '

b3 -(26)

Por consiguien_te, en vista de la transformacidén bajo
traslaciones locales de la“torsién“ _O.d construida a partir
de b, la ligadura ﬁdzo no es covariante bajo ellas y por
tanto la conexién Lorentz ’(:)"(B no se transforma como

5‘”_({,\0«3 =0, a menos que se modifique la: ecuacidn
| Di_u_ﬂ) , i.e., la ley de traqsformacién de b
laciones,que es lo que hacen (Kaku et al 1977-a-1977b).

bajo tras-~

dnica posibilidad de mantener la ley de transformacidn

D:F-(il‘) y conseguir que la ligadura _Q_d:O'sea covariante
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gauge, es "romper" el crupo de Poincaré a través de realiza-

ciones no lineales de este en el espacio afin Minkowskiano
I’/’ 0(3,1,R) (Una bisqueda bibliogrifica sefiala que este
dltimo procedimiento ha sido utilizado en E.A. Ivanov, J.

Niederle (1982)).

Hemos intentado formular a través del formalismo La-

grangiano esta dltima aproximacidn al problema, es decir, for-
mular la teoria gauge del grupo de Poincaré como simetria in-

terna y despues romper la simetria gsauge Poincaré a la Lorentz,

sin embargo el desarrollo -en el formalismo Lagrangiano de esta

dltima condicidén es muy complicado. Por ello se ha considerado

la teoria gauge de 0(3,1,R) en el modo desarrollado en los

.

anteriores capitulos y que constituye otra aproximacidén distinta

a las antes comentadas,

iii) Criticas al esquema O0-(3,1,R).

El procedimiento empleado en los anteriores capitulos,
construyendo la teoria gauge de 0*(3;1;R)’)no es del todo

natural por los siguieéntes motivos:

a) La construccién efectuada de la teoria 0(3,1,R)
es "mixta", ya que primitivamente al surgir de la teoria
gauge de T4 la tetrada l‘\.e-Fi (M4, RA' ) i.e,, esta va-

luada en R# consideradc como dlgebra de Lie de T

4’ pero pos-
teriormente al "superponer" la teoria gauge de 0(3,1,R),R4

es considerado como el espacio de representacidén usual del

grupo de lorentz, obteniendose como potencial gauge Lorentz

la conexidén lineal Cartan,

b) Al gaugear T43 0(3,1,R) interpretando la teoria

T "a la Thirring" se necesitan introducir dos constantes

4
de acoplo que en principio tendrian que ser distintas.
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Naturalmente que ambas se pueden tomar iguales wazd hoc" y co=
mo lahéonsﬁante de Newton de gravitacién,

De esta forma ,en el caso mas’simple de lagrangiano lineal en
curwatura, el lagrangiano gravitatorio seria:

L Sﬁ S/ﬁ DY -(23)
¢ iz o

que en el caso de torsién nula daria lugar a
o~

le = -%211 7% -(29)

Ya que el primer término se anularia por provenir de la teo-

ria gauge de T,k .

4

De esta manera, tomando "ad hoc"™ las mismas constan-
tes de acoplo en este caso simple se podrian obtener la teofia
de gravedad macrocépica tanto de la teoria gauge de T4 interpre-
tada "a la Thirring" , como de la teoria gauge de 0(3,1,R) con
torsién nula. Sin embargo nos parece que desde el punto de
vista de la teoria gauge tomar la misma constante de acopla-

miento para dos grupos locales distintos no es natural. Esto

se soluciona considerando que la teoria T 6K es trivial.

4

c) La teoria gauge de O (3,1,R) es también mixta en
el sentidod;he para obtener la teoria gauge de T4 se conside-
ran traslaciones en el sentido de transformaciones de coorde-
nadas, mientras que posteriormente al gaugear 0(3,1,R) se
consideran transformaciones Lorentz no como transformaciones
de coordenadas sino como transformaciones de la tetrada y de
los campos materiales . La teoria finalmente es invariante lo-

cal Lorentz y covariante bajo Diff (M4) , como sSe necesita pa-

ra obtener las apropiadas leyes N6ther y ecuaciones de campo.
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d) Segin el esquema|‘efectuadb ;‘al localizar las
traslaciones obtenemos el primer elemento dindmico de grave-
dad 1la tetrada,(lo mismo se obtendr;a al localizar cualquier
grupo considerado como transformaciones de coordenadas, por
ejemplo Poincaré) mientras que al localizar las transformacio-
nes Lorentz de la tetrada se obtiene el segundo elemento di-
ndmico la conexidn Eb R } como subproducto una métrica Lorentz
como clase de equivalencia de tetradas relacionadas por transfor-
macioneéofg%ggtg,La teoria'se puede considerar'como una teoria
gauge del grupo de Lorentz,construida mediante fibrados,en

ortonormales

D?(M))el fibrado Lorentz de las referenc:.as lineales construi-

do sobre la variedad M dotada de una métrica Lorentz g.

Despues de estas criticas al esquema efectuado anterior-
mente, vamos a exponer en la siguiente seccidn en términos de
fibrados (ya que mediante el formalismo Lagrangiano es muy
complicade) el esquema gauge en el que se realiza la teoria
Poincaré internamente y posteriormente ,debido a la presencia
de un campo de Higgs, se obtiene finalmente la teoria de gra-
vedad como una teoria interna Poincaré "rota implicitamente

a una teoria interna Lorentz.

Por otra parte,algunoé autores como Hehl y col (1980),
Neteman y col. (1979) han tomado como potenciales gauge de
traslaciones .a; la tetrada,pero traslaciones en el sentido
activo, i.e., difeomorfismos. Con lo que su teoria se separa
totalmente del esquema gauge Yang-Mills que aqui se ha apli-
cado a gravedad, Las variaciones de la tetrada y de la co-
nexidén que ellos uti%izan no son internas,sino que en rea-

lidad son derivadas de Lie.

La teoria efectuada de esta forma conduce a una de
teoria gauge de gravedad del grupo de Poincaré fisico,i.e.,
Lorentz mds Difeomorfismos., Por ello el "grupo local Poincaré"

que ellos obtienen no es ya un grupo de Lie sino un grupo
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funcional, cuyas "constantes de estructura" son la curvatura
y la %orsi?n Cartan, Sin embargo,sé puede llegar a las mismas
ecuaciones de campo que ellos obtienen,utilizando el método
gauge mds parecido al de las feorias internas,que es el que

se ha desarrollado en el capitulo siguiente,

Finalmente hay que sefialar que el esquema de Hehl-
Ne'eman no admite una interpretacién natural en términos de

fibrados.

8) LA TEORIA GAUGE POINCARE ROTA
i) Construccidn

Como la teoria gauge de gravedad tiene que surgir como
una teoria invariante Lorentz y covariante bajo difeomorfis-
mos,la teorfia final debe ser construida en C)%'M el fibra-

do de las referencias lineales orfonormales {ver apéndice 4).

La via mds acertada, en mi opinién, de realizarla

es como una teorla qq_ge Poincaré rota (rota en el sentido del

teorema de nggs de simetrias internas). Los campos de Higgs
van a ser los campos B que se han utilizado como coordena-
das(internas) al efectuar la teoria gauge de T4. Ello es po-~

sible usando el formalismo de fibrados (Apéndice 4).

Partamos del Lagrangiano relativista especial material

2§, 2 §)et p-10)

e
Sobre el espacio de Minkowski (M = R trl ) donde § d §

- donde @ es una O-forma de tipo e sobre Liel fibrado

principal con grupo de estructura 0(3,1,R)) y donde o’

es la seccién holdnoma




s M — L Dg-(2)

donde ZX es un sistema de coordenadas Lorentz global sobre M.

En coordenadas arbitrarias K" sobre M, se puede escri-
bir a Lm como (ver Utiyama 1956).
o N d g " ol4
' X)L %8 ) dek (32
p3-(3)
Consideremos que Lm es invariante bajo transformaciones del

grupo de Poincaré globales (i.e., constantes),
2y B ()Y, 2 -t Bt
% . gn — e(A_.L) 5 A t) € Poincare

Dg-(S)

donde U‘J‘-.-.G'. A- es la seccibén "rotadade LJy e es la repre-
sentacién del grupo de Lorentz (6 de su recubridor SL(2,C)

bajo la cual § se transforma.

Mientras es £4cil considerar a las transformaciones
de Lorentz ‘como transformaciones internas y permiten un pro-
cedimiento gauge natural (ver Utiyama 1956), es menos obvio,
como ya se ha visto en los anteriores capitulos tratar con
las traslaciones internas y sin embargo para construir la

teoria gauge del grupo de Poincaré es necesario introducirlas.

Desde el punto de vista de fibrados esto se consigue
N
pasando del fibrado L. al P (el fibrado principal, con grupo

de estructura Poincaré). De esta forma se puede asociar con

el Lagrangiano Dg-(%)’ el Lagrangiano afin (ver Hennig-Nitsch

(1981))

Do (3,43, 45) =B (B Joed ]2 038 ek (2l

D38-(6)
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A
Donde @ es ahora una seccién de P via la inmersién candéni-

ca,(ver Kobayashi, Nomizu (1963))

o«: Le> /ﬁ p3-(#)

determinada por la seccidén nula del fibrado -tangente. E1 campo
A

material § se extiende trivialmente a P y debe por tanto

ser invariante bajo L traslaciones internas, mientras que Y&

5 oo (iardy g4 -

eFo(P,R"),es de tipo (id,RY), R*2 10(3,1,R) / 0(3,1,R)

Bajo la accién por la derecha de I0(3,1,R) (grupo

N
estructural) sobre P se obtiene (ver apéndice 4)

A N\ .
R¥Am ¥ =A%) ] yP -t pg-(3)
?l*(m) § =¢hg o

La invariancia de L bajo transformaciones globales
. m ¢

o . o
Poincaré implica la invariancia de Lm bajo transformaciones

globales Poincaré internas.

Al aplicar el truco gauge, para restaurar la invarian-

cia de/I}m bajo transformaciones de I0(31)locales internas

habrd que efectuar los acoplos minimos siguientes

dd — D D2 -(40)

VAN 4

d'g — Dy DE-(44)
verificdndose A A

D$ =dd + W Ad 28-(12)

N A n

¢ SRETE NN G -4

Dy = dy¥ + Wiy +b D3-(43)

6 es la derivada covariante exterior con respecto a una cone-

xién afin generalizada ( ©  conexién dé"Cartan",ver Kobayashi

Nomizu,1963)
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A ~

b=\ _P D3 - (44)

El Lagrangiano material invariante localmente tendri

la expresién

T =/_l\_m (5,55,’5&’) D3 - (45)

A
Por otra parte,las componentes de Dy deben ser linealmente in-

dependientes

Tango (6’3—) zdim M. =4 D3-(16)

de
ya que es la condicidn de existencia de la forma soldadum so-

bre L (ver Giachetti, Ricci,Sorace 1981).

A

Bajo la reduccidn ol) podemos descomponer a (O mediante

el pull-back ¥
~/
28T 03019,

m N
ALOB4) ALT,

o
Donde (ver Kobayashi-Nomizu 1963), (U es una conexién sobre L.

P
y b es una 1-forma tensorial de tipo (ad,ﬂI4) sobre L y tiene

A
(\ngzoc*b =" o Dg-(43)
0 O

la expresidén

donde b es una l-forma de tipo(id,Rg) sobre el fibrado Lorentz L,

Si e es la forma candénica del fibrado de las referencias
lineales ortonormales ()i} M,existe un isomorfismo de fi-$Bra-

dos tal que

Br L —p(L) c 03 Do)
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Y b = P* 8 Dg'CZO)
Asimis¢? teniendo en cuenta la ley de transformacidn
de Y € Fo ( P ' R"-\".’ 10(3,.\.) /OGJ)) bajo la accién por
la derecha de IO(3,1,R) sobrell} (ver ‘D%—(S]) .
5 % K‘?) _ (A t)-i ¥ pg-(24)

(AME)\ 4 o 4 4

Existe un gauge en el que se verifica
-(2
Y por tanto

o(*’]\)g =b DE-(23)

Y por consiguiente la condicién 'D%-(AG) es equivalente a

‘T‘C{V\ﬂ'o b = O\lm M_ =4 DX—(24)

Con este esquema se pueden construir todas las formas diferen-
N A A
ciales sobre P en términos de &) y Dy. Por ejemplo la forma

de curvatura de

A VS
ol + )
B 9% bu D3-(25)
o 1 O
A 'f)_d' LA ‘A A A .
gy E.ﬂ. — AW+ WAW D¥-(26) -
es L - Ik
; D= oo w ; = .
Qg = Awly + Wig ALy " De-(29-28)
Sin embargo como ya se ha visto en el capitulo de la

o
discusién de la teoria Poincaré, () no es invariante bajo

N
traslaciones, por lo que la curvatura y la torsidén sobre P
vienen definidas a través de las expresiones

-6-0(@ = Aﬁ'ﬁ‘%éﬁ '1\),31; AD 4’ D3-(29)

O = L@ g Dyt ADyT  2EEO)
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N
A través de una seccién (local) U>de P se obtendrin

los mismos objetos en M y

k4

es la tetrada,

La anterior construccién de la teoria en la cual Myn

actua como un campo de Higgs,nos parece la mas acertada,ya

que partiendo de la invariancia interna Poincaré local se obtie-

ne una teoria con invariancia interna Lorentz local.

De esta forma dl grupo de Poincaré es el grupo gauge

de la gravitacién(construida en un espacio de Cartan) de una
manera mis apropiada que la efectuada en los anteriores capi-

tulos.

Sin embargo las ecuaciones de campo e identidades son

las mismas que las yva obtenidas anteriormente en los capitu-

los anteriores ya que hemos llegado a ellas imponiendo inva-

riancia Lorentz local y covariancia bajo difeomorfismos.

Finalmente hay que notar que a través

(o p-4)* P3-(32)

. : W
toda la teoria se puede construir en ()3JVL y a través de d

en M,
ii) Limites
La teoria gauge de Poincaré rota admite dos limites
1)C>::O_ La torsidén es cero, con lo cual la conexidén en
~ :
0% M, w = (B“)’* w esta univocamente determinada. La

base M es un espacio pseudo-Riemanniano.

N
2)_{1:-0 La curvatura Cartan se anula. En base al teo-

rema de conexidén de curvatura nula (apéndice 4 ) existe una

s

seccidén local de Oq'M

¥ Dy=h Dg-(34)
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J  MOU — DIM.

D3~ (33
X — (x,hs) )

o’
tal que W = c*w=0 D¥-(34)

En estas secciones locales la torsidén y el objeto de

no~holonomia de h coinciden saivo un signo
g’ a’
®=d48 =dh

La geometria de M es pues de un espacio Weitzenb8ck 6

de teleparalelismo Cartan.,

A este espacio tambien se llega interpretando'a la
Thirring" la teoria del grupo de traslacioneé T ,como hemos

visto,

iii) Ecuaciones de campo e identidades

Hemos denominado esta forma de construir la teoria de
Poincaré rota porque partiendo de la invariéncia interna’
Poincaré global (y covariancia bajo difeomorfismos) se llega
finalmente a una teoria invariante local Lorentz (y covarian-—

te bajo difeos).

Las ecuaciones de campo son por tanto las DSU-(ﬁd)

y DE‘{%B) a las que denominamos de Einstein y Cartan respecti-

vamente sobre M

* N[ 3e ols _ #=L™
EIO( = 5—-@—;( -+ T\fa = ko( DZ—(s’S)

S
¢cA, D[P VLo hadle = %S
ROV T M
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Las identidades obtenidas imponiendo la invariancia Lorentz
\

local y la covariancia bajo difeomorfismos de Lg eran Dg-(qt))

DS -(41) n
D*Chyp =2 hix ~ *Elgy 2~ (3%)

N X - DB 1D #rp Y
* = P % -4

DXEL, = Qup WP AXEL, —4R% s K A"CAY

3 -(3%)

Finalmente, las identidades que se obtienen imponien-

do invariancia local Lorentz y covariancia bajo difeomorfismos

de L eran DS—(_%@) Y D5 - fQS)
%*st =2 L’LD,( /\ktv;] D%-C3Q)

. AY
DY = Qg WAt -5 R

DY -(40)

5 . .
B § h ’\*SUF

En las ecuaciones de campo D3-(35) y'Dﬁ—(36) son
vdlidas independientemente de cual sea la forma especifica de
Lagrangiano gravitatorio que se elija. Esta eleccidén no esta
determinada por el método gauge.En una seccidén posterior se
exponen todos los Lagrangianos posibles de la teoria gauge
de 10(3,1,R) rota,covariante bajo diféomorfismos é invariante

local 0(3,1,R).

iv) ' Comentarios sobre las ecuaciones de campo generales

a) Como ya se ha comentado las ecuaciones Di-(3§) v
'D$—(3£) son andlogas a las ecuaciones de Yang-Mills excepto
por los términos bLG/a[,\O( y ZH[P Azl&/b@'“aque Hehl (1980)
y Hehl y col. (1980)interpretan como las 3-formas de energia-
ﬁomento y de espin del éamﬁo graviﬁatorio. En estASecuaciones
de campo el espin de los campos materiales es la fuente de‘la
curvatura y la energia-momento la fuente de la torsiém (al re-

vés que en la teoria Einsteiniana),
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) que
Por ello estos autores sugieren ya que el espin es nulo

en el mundo macroscépico entonces también seri nula la curva-

tura Cartan., Con lo cual toman un espacio de teleparalelismo

como_arena geométrica macroscépica. Sin embargo,el hacer cero

el espIn,no fuerza en las ecuaciones de campo a que la curva-

tura sea cero,

-

Es mas, si_ hacemos el gspin y la curvatura Cartan si-
mult neamente cero en las ecuaciones de campo llegamos a una
== N

contradiccidén ya que entonces la torsién y la energia-momento

deben ser cero.

Veamos usando las ecuaciones de campo

(2L ool wp ()

]) __Ji_ -+ <) = k D3
&?}@d “0\0“ ~

N 'BL(, h /\bl-& = %

Plszwe)™ TP Rem 7
X% D3-(39)

En la segunda ecuaciédn
N i X .
*ig=Dgzo 3 @F=0 P40
Y en la primera ecuacidn

O%=0 ¥y =0 DE-(44)

Por tanto/en contra de la opinidén de Hehl, una teoria

de teleparaleliémo sclo puede describir a la gravedad macros-
cdpica,Si su Lagrangiano da las mismas:ecuaciones que las de
Relatividag GeneFai, pero en este caso es mas econémico tra-

bajar desde el principio en un éspacio A semiriemanniano, es

decir imponer la ligadura ® =VO , de torsidén nula.
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b) *Sc,(?:O -E1 espin es cero D3-(42)

En este caso la ecuacién D3-(39) requiere que el ten-

sor de energia-momento candénico sea simétrico.
\ 1

t« «p = tpx D3-(43)
y la ecuacién D%-{4Q) queda reducida a

Dres = Qg KT A™bg  pE-(44)

Y pasando a la derivada covariante exterior Levi-Civita-

christoffel se obtiene
B, _—_(&&;\} —KPO'Q})W’ /f’cB DZ-(43)
y como_ C;?cb& =:2.k:P(;xuj

se obtiene que

(ver apéndice 4 )

m

By = (2 KB - KBy | WA, 03-(46)
= -kP i BE A«{% =0 D%-(4¥)

ya que k:(‘w)*.-'o

v Dli=o0 = Vj’c*é - DE-(43)

que es la ley de conservacién de Relatividad General,

Por lo tanto las ecuaciones de movimiento para materia
sin espin no son influenciadas por la torsién. Esto sugiere o-
tra vez que @T‘:@ , s el limite macroscépico de la teoria

Poincaré y no el limite de teleparalelismo.

"Solo los campos de Dirac de espin #&_ "sienten" la
parte totalmente antisimétrica de la torsién Gltqbajlyrlos

campos Yang-Mills (electromagnétlco, fuerte) tampoco "sienten"

tor51on Esta sentencia constltuye la filosofia bésica en la

interpretacién de Hehl y col.,sin embargo,veremos que tambien

s& pueden describir mediante Relatividad Genmeral,
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9) LIMITES DE LA TEORIA POINCARE ROTA
i) Introduccién

Vamos a considerar dos limites del espacio de Cartan.
H ’

El primer limite consiste en un espacio V pseudo-riemanniano

-4

al cual se puede llegar por dos métodos, El primero consiste

en aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange
(Lanczos) al Lagrangiano gravitatorio y el segundo consiste
en anular la torsién en las ecuaciones de campo. Hehl y col.

(1980-a-b). '

El segundo limite consiste en obtener a partir del es-

pacio de Cartan un espacio de teleparalelismo Cartan. En este

limite los dos métodos anteriores coinciden (kopczynski,1982)
y ademds existe otro posible método que consiste en tomar la
torsién en la forma Gﬁ:&lkﬁ v la curvatura Cartan cero en

el Lagrangiano gravitatorio,

El segundo limite ha sido el favorecido por Hehl f col.
(1980-a-b, 1981) para describir a la gravedad macroscépica.

Por el contrario nosotros pensamos que es el realmente el

primer limite el tnico que puede describir a la interaccién

gravitatoria en el macrocosmos sin conducir a contradicciones.
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ii) Ligadura de torsién nula (V4)

a) Método de los multiplicadores de lagrange (Lanczos)

(A941)
El Lagrangiano gravitatorio tendrid la expresién en M
-y \ o Mm% A - ' ¥
LQ U\'O(|® ,ﬁp IXA\ = LG,("\, ® 'QB )+ >\°(/\® .
D9-(1

es una 2-forma, que constituye el multiplicador

donde Ai

de Lagrange.

Las ecuaciones de campo toman la expresidn

®°‘= 0 (espaclo Vi), D9-(2)
‘ Ny
*ET, =M% + D p9-(3)
*CA\%:*&@ -2 X[D(Ah?] gk
con )‘o( — %\Q(P\‘S *hﬁv tat‘les que >\°('PX e’ >\ O(E?X]

teniendo en cuenta que DY=(5) |
*CA‘o(g :de *®T | D9—(6)
*ELy = Eop *h? o
*Sup = Sopy XN B
L I N = |,p ) D9-(9)

la dltima ecuacién de campo toma la expresidn
7

D9-(10)

2 Mugly = Capy — Sepy
y por tanto

>‘°<P3’ = 42' (Cdpt N CXO($ b C\amx

D9-(11)

- SO(FK = S\'O(ﬁ +SPUO()
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Si sustituimos esta ecuacidn de /\O(Py en la ecuacidn

de campo D%-(SA-) / teniendo en cuenta W'(‘SO) ,Se obtiene
1

. ~
*Eld :*‘T,o( +12‘ VP(C(Xab' +C}g{p —CBYO()*h’B

" D9-(12)
nde KM _¥M ¥ ¥ B
donde TPD( = Ed -A?—_v¥ (_S‘O(B'(—\- SX‘,(? “Sg‘sx) \‘L D9-(13)
-KTD( es la 3-forma de energia-momento simétrico, que

es’la fuente en Relatividad General.

A
-~ ' :
Tomando como Le ne HZRE’ ) CO(PT se anula
y las ecuaciones D%- (60) son las ecuaciones de Relatividad

General en un espacio V,, semi-riemanniano.

4

b) Torsién nula en las ecuaciones de campo.

Es importante hacer notar que todos los trabajos que a-
parecen en la literatura no efectuan este tratamiento para el
limite de @:O , Sino que simplemente imponen ® =0 en las

ecuaciones de campo.

Por ejemplo,Hehl y col. (1980-1981) para obtener Rela-

tividad General,parten del Lagrangiano de Einstein-Cartan y

"de sus correspondientes ecuaciones de campo que en componen—

tes (vease Capitulo B , 6 seccién D-{2 ) son las siguientes

A )
Lot gnl? - D9-(14)
AT M. RC. ) -
. B
la ecuacidén de Einstein ( G, Lol es el tensor de Einstein

un espacio de Cartan)

g 5clpy . L L3 memces)
Q' + &Lyt = SR () e

la ecuacidén de Cartan.

x
Hehl y col., imponen (S"Bd . =O) densidad de espin

cero como limite macroscdpico, ello implica por la ecuacidn

1

de Cartan que la torsidén es cero y por lo tanto la ecuacién
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de Elnsteln se reduce a las ecuaciones de Einstein-Hilbert
(Relat1v1dad General) con Etd 1-44 el tensor energia-
momento canénico igual al métrico. Esto sucede por llevar al
limite que los campos con espfn "sienten" torsién necesaria-

mente.

iii) Ligadura de curvatura Cartan nula (T )

4

Existen dos formas de efectuarlo:

1) Dentro del esquema de la teoria Poincaré rota, la
teoria de teleparalelismo debe ser basada en el Lagrangiano

4-forma siguiente , (Kopczynski 1982)
. ‘ A
L= LG +l..m = ]-G + )\o(P A QB +Lm ~,D9_(1§)

donde )\q¥ son las 2-formas que constituyen los multiplica-—

dores de Lagrange.

Las ecuaciones de campo toman la expresidn

.:C\lda = Les‘aaw'r'“) =, 7D9<(17)

KET! = %™ D9-(18)
~N

* CA‘oqa,: kng = D>‘°‘3 D9-(19)

Con las identidades D%'(}*) y 3%-&33) se demuestra que

la dltima ecuacidén es localmente equivalente a

n 1
¥ A _* — -
D (XCA'wp - *Sxp) =0 9-(20)
La cual es la parte antisimétrica de D9-(}8)‘

D9-(18)

Por tanto la unica ecuacién de la teoria es la
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2) Como segundo método, a esta ecuacidn se puede lle-

gar mas directamente tomando secciones locales de Cx{ﬂi tales
P
que w=0%w=0 D9-(21)

o o .=
por tanto @ =d0 = dh D9—(22‘)
y variando respecto de h,se obtiene la ecuacién bg‘(éﬁ)

Esta es la forma que se ha utilizado al exponer la teoria
1

gauge de T,, interpretdndola "4 la Thirring", (Einstein (1928))

4

Sin embargo,el procedimiento empleado por Baekler (1980)

de efectuar el limite de teleparalelismo imponiendo X —» O

en la ecuacién de campo de Cartan,nos parece totalmente in-

gconsistente.

Exhibiendo las constantes de acoplamiento ~€2'3 Q(z

la primera la longitud de Planck al cuadrado y la segunda

una constante de acoplo adimensional, las ecuaciones de campo

Di—(34) ¥y 'DZ-(S?J toman la forma

> ®% 0

N(ola ), hygadle =o{%S,
b 'bﬁdb Q [13 ®W -'59-'42.4)

Baekler (1980) toma -0 como limite de teleparalelismo lo
que implica que dP::O , obviando aparentemente la con-
tradiccién ldégica que se habia encontrado en las ecuaciones
de campo en los comenta‘lrios,‘ (’KSQ{Q =?1;B <0 é ®°{=0 .."—>
v:|'..a ecuaciép de Eins‘tein S K EM“ :O) .

Sin embargo ,o(-yo no tiene ningdn septidq,ya que
aparece solo en los Lagrangianos cuadraticPs en curvatura que

en ese caso "domlnarlan" a los cuadrétlcos en tor516n (tele-~

paralellsmo) cuya constante de acoplo es A/Q;
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10)  LAGRANGIANOS GRAVITATORIOS “Ug

i) Lagrangiano gravitatorio general

E1l Lagranglano grav1tator10 tendré la dependenc1a ex—

plicita Slgu:.ente LG (k @ Q)
Loy (hd D, 0,8) = Ln(h @ D)+ L (8. {1)

D10-(1)

El Lagrangiano 4-forma gravitatorio invariante Lorentz
local general polinomial,es una combinacién lineal del tér-
mino lineal de la teoria Einstein-Cartan, mds terminos cua-
driticos en curvatura Cartan y en torsién, (Seria también in-
teresante considerar en la teoria Poincaré los Lagrangianos

no-polinémicos que Kerner (1982 ) usa en un espacio de Riemann)
A 6, 3
=L 4 7 anCn + 2, bnTw D10-(2)
Nz Nz

donde h[_ es el término lineal en curvatura escalar Cartan
y CN y TN son los términos cuadriticos en curvatura Cartan

y en torsién.

=0 3 3 *kB DAO-(3)

Los posibles términos cuadréticos en curvatura Cartan

son

CA = "&E)qp /\.)“!\'\0(B ) A * (ﬁ‘lfs aY *KTB ) DlO-(‘l)
sz“ﬁo'(,;, /\.*Llu(5 N *(ﬁBT /\* h'BS) Dlo-(g)

oL ﬁ% A % D Dlo-(6)
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Cy = -0y a*hay A (QPAkgT) o)
C = _@ldﬁ A*L\XB)/\‘K(&TS AXh*B) Di0-(3)
Ce =-(hy A*ﬁw)/\*(hﬁ,\_xﬁwﬂ 210-(3)

Y sustituyendo la expresién
Aot 4 DB 17,0 Dlo-(40

se obtienen

. A K
Cy = R ¢ D10-(44)

~

: A0 ¢ D10 -(42)

BUBBD ¢ DIO-(18)

- B DEx DJo-(14)
Cu-— ’Q"KS Fl }; &
Cs= Ruprs R¥3xB ¢ Dlo-({5)
Ce = ’,‘{aws BAYPS ¢ 10 -(46)
De los seis términos cuadrdticos en curvatura Cartan,

solamente hay cinco independientes,ya que la variacién de la

forma de Euler en P que relaciona a C‘.L ( CZ\_ ,\j CB

RN
EQ) = = ,tzeiak'l 0.4 A Q%= DI0-(4¥)

= (4 R2- 2 R RIS R T%Rm?)

ie‘rt?'

no tiene influencia sobre las ecuaciones de campo.

i
Por otra parte los términos cuadridticos en torsién
\

son 6 bien la generalizacién de los invariantes Weinzenbdck
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Ty = @%A* 0y = 4 Qupy QP ¢ DI0-(43)
Ty = B A% By - @ aho A* (@BPahg)=
= QO\?,K Q o 3 ' D A0 -(14)

Tg =@ A*0y @AW /\*(@B Ax)=
':QO(;% Q’Béf&: =Q Qe vlo(20)

T, = @%a*®y =4 Qi QXET ¢ D 10-(24)

TQ'_ =1 @* \\,,( A *(®PA""E) 3 QTP‘?ﬂ th?ﬂg DIO -(22)

T, = @ KR *(@gaha)= L(QXN@’P’G R P e

Debilitando la invariancia local de 0(3,1,R) a la

D10-(23)

) 7
componente conexa §$0(3,1,R),son tambien posibles términos
que violan la paridad. Aunque no los consideraremos en el

Lagrangiano general estos son los siguientes:

8
V& @}D(/\\I\‘,(/\.*(\'\:E *Oﬁ)_‘d‘QYé‘ d¥ E&Xﬁj (U')
'\rz @ @o( = /\)n NN -(—orma exacta (25)
Vo = Eagys D1 *m L e R P RE e 0o
V= Eopyd R Rwﬁ?‘& DI0-(2%)
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_ N i N\ . . é;- 5
n A xS
\fg: ¢ oS Rocfov RUS e DI0-(24)

A :
‘\I:r,: €xpws Qe R?,,;S.\/E PR

Ademéds,en un espacio de dimensién 4 Se tienen 2 polinomios

de Pontragln

Pﬁ/ [Q) - = L Q DlO—(Bl)
P (Q)=k C& Qﬁ ﬁ“@f&) b10-(3L)

en el caso de la teoria gauge del grupo de Lorentz,como la

arena geométrica es un espa01o de Cartan ,5e obtiene

.?)._ =0 = PA./ () -O | | plo-(32)
Pi(-Q) = —X_i_cl ’\-Q-ch:
39_18 Eops RrWdP R Dlo-(33)

Sin embargo a P1 Cfi) le ocurre lo mismo que a la forma de

Euler, i.e., no contribuye a las ecuaciones de campo,
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ii) Diversos Lagrangianos especificos

Como el término lineal en curvatura Cartan tiene la

expresiodn

e fganit R s

nJ ) i
¥ ﬂo‘g_ﬂa‘ -D Kx +K°(Y /\KTB blO-(%S)
ya que [JQ '%_(,0 B 1{ B donde K*P es la 1-forma de

contorsién, entonces se verifica

2 LEC =ZLEH + k"(b’ /\\(Kp A%RXB _ d (.ko(p /\*}\O‘?)
= LEH +®%A P *(@p Ahe) —

—-L® A‘I\Q(A*(_®P/\L\P)—\—Cl(2[ﬁa(/\ ®°‘)
: DIb-(36)

' 10-(3%)
2 LEC R-& '\"T_,L —T3 - T2 4 forma exacta

Por consiguiente tambien podemos considerar a RE., el
Lagrangiano de Einstein-Hilbert como un término méds. De esta,
forma son posibles las siguientes teorias gravitatorias; ya

aparecidas en la literatura.

1) La teoria de Einstein-Cartan (1973)

Su Lagrangiano gravitatorio es como ya se ha visto

- =S Q #|XB _ _5 % DlO-
LEC - 202 °($/\ h === XR 0 (3%)
con f&gn& fh:c:ﬁ

2) La teoria de Yang (1974) ,\& A
/\N" . e -
LY— *_Clog _J_ ?‘(5 Ro(

Obtenida a traves de una teoria gauge de 0(3 4) DAO/—(QQ)
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3) La teoria Fairchild (1977).

~ Nx N
=2 ap A P Ll PA* Lo

s D ) g,
=3 REe +2-1;2 R>P chpﬁ DI0-(40)

4) La teoria de Hehl-Ne'eman-Nitsch-Von der Heyde
(1978) (1980).

Lanzy = £ @,\%l\*(@g’/\k -\—.L Qo( * 3:

= Q- 20 et Rﬁ”‘
< dotay)

5) La teoria de Wallner (1980).

Llw=Lley- L = - s _Qo( A%hE _
" (‘iiz Q“‘ﬁ i« LAy

6) La teoria "Yang-Mills" (Ldpez 1977).

DIO-42)

Segun el esquema gauge de simetrias internas, el La-
grangiano deberia sef cuadrdtico siempre en las intensidades
de campo. Este requerimiento_se ha‘visto que no es necesario
en el caso de graﬁedad Pero si formuldsemos el Lagrangiano
mas anélogo con las teorias Yang-Mills 1nternas este serfa

del tlpo siguiente
AN-1
=500, T L, AP A* D=

BY D
p\cx\a‘cﬁ ¢
D10-(43)

Lym

== LY + L D
ZEZQ? @d@fe Zv(ZR
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6) Diversas teorias unitarias.

A continuacién se exponen varios Lagrangianos gravita-
torios los cuales segun se ha demostrado en la literatura son
unltarlos (libres de fantasmas ¥ taquiones) y se espera que
sean renormalizables. Para demostrar su unitariedad se han

utilizado métodos perturbativos sobre el ET Minkowskiano.

Con esta prevencién los Lagrangianos unitarios son
ademds del Lagrangiano de Einstein-Hilbert y el de Einstein-

Cartan, los siguientes.

6-1) La teoria de Neville (1980)
Ly __g} At xg rerS *c‘

—4
con ;sz?o R"‘ P ) Dlo-(44)

6-2) La familia de Sezgin-Van Nieuwenhuizen (1980),

a) La primer teoria de 5 pardmetros LISV
A
Use= ShRe + & Ry (RPTO_ 2R WEnp
+ zROVG’%E ) & -
, d
ZQI b (RUYE - 51 Qe (SF2077¢
+—- pvqa R - Re) e plo-{43)

b) La segunda teoria de 4 pardmetros L Y,

ngv Pt LN -.2%2 O QQ(P_G. (QO(BU 42 QBTK)

Ty Iéoqarb Resp peo=ls)
1’4
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|
!
Siendo LN el Lagrangiano de Neville,

c) LIE\:J [a, @qm) A b &qp-s & +
A C Qo( Qo(__l —+ DAI0-(4d)
1 d op /é'r&xp)

el (4 RoqaR - Roqa‘o'ﬁ

Donde los pardmetros en todas estas teorias satisfacen cier-

-

tas ligaduras que no se han expuesto por brevedad.
6-3) La familia de Sezgin (1981). |

Sezgin (1981), demostré que las ligaduras impuestas para
obtener las teorias unitarias anteriores eran demasiado res-
trictivas y que existian mas Lagrangianos unitarios. El1 mis
favorecido en este trabajo en relacién con la renormaliza- '

bilidad es el Lagrangiano siguiente
le -—SR 31 RCP]RUXP]E""
+ %‘az Raprs P
R« gd
R™P%
DA0-(43)

+ (",434‘\?2) ﬁ RK&@& -\-4(64 q2) b(? ¥§
X D(

con gd/e(’).?o .Y ﬂz arbitrario.

7) Otro candidato mis.

Otro Lagrangiano que ha sido propuesto en base a cri-
terios de"simplicidad: Pascual (1982))es el Lagrangiano si-

guiente

Lp= -S Re +4 IaZRdBR B4 aaR,(wg Red
* Qg Ro(aua RM’PE]

Que es muy parecido al Lagrangiano anterior de Sezgin.

DAO-(49)
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Despues de lo ya discutido se puede pensar que el limi-

te macréscogico de este tipolde teorias se puede efectuar to-
[] ' A ' ‘

mando pfimerow of » o0 en el Lagrangiano , (al revés gué
Baekler (1980) ya que si la parte de gravedad mieroscépica

tiene el mismo comportamiento que QCD , como suponen Hehl b
col. (1980-a-b),este seria el limite de baja energia. Poste-
riormente se impondria al Lagrangiano restante R + Q2 da 1i-
gadura de torsién nula, con lo cual se obtendria Relatividad
General univocamente como limite macroscopico.

Alternativamente se puede introducir la ligadura de tor-
sién nula ‘ : en - el Lagrangiano,lo cual como se ha
visfo conduce a una teoria métrica macroscépica,que sometida
a los tests tebricos y experimentales tendria que proporcio-

3
nar univocamente Relatividad Generals Ya que los términos de

Eddington-Weyl-Lanczos no poseen un buen limite newtoniano.

11) CRITERIOS QUE DEBE VERIFICAR EL LAGRANGIANO GRAVITARORIO
i) Introduccidn

Hemos visto que,formulando la interaccidn éravitacio—
nal dentro del esquema gauge, el Lagrangiano gravitatorio no
queda determinado univocamente por la teoria,sino que existe
una gran vafiedad de posibles teorias que son"alternativas'a

la teorfa de Einstein en su limite macroscdpico., Cada uno de

ellos conduce a un tipo diferente de ecuaciones de campo,

En el presente capitulo se discuten los criterios 6 tests
tedricos y experimentales que debe satisfacer una teoria de
gravedad, Estos criterios conducen a una reduccién del conjun-

| ' 1

to de los Ma priori® posibles Lagrangianos (6 densidades La-

grangianas) del campo gravitatorio,
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Los criterios que debe verificar una teoria microscdé-
pica de gravedad para que en el limite macroscépico sea vali-

da son al menos los 51gu1entes-

1) Todos los criterios que vimos verificaba: Relati-

vidad General. Con respecto a la densidad Lagransiana signi-

fican que esta debe ser una densidad escalar (invariante).

Con el respecto a las ecuaciones de campo sefialaban que matema-

ticamente deben ser ecuaciones diferenciales en derivadas par-

ciales de orden no superior al segundo en las variables de campo.

2) Las ecuaciones del campo gravitatorio y ciertas iden-
tidades verificadas por las variables gravitatorias deben ga-
rantizar que las variables materiales satisfacen automatica-

mente identidades del tipo N&ther, pero no otras adicionales.

3) La existencia de una buena formulacidn del problema
de Cauchy de los valores iniciales.

4) Limite newtoniano, i.e., acuerdo con los experimen-

tos verificados por la teoria de gravedad de Newton, en el ca-
so limite de caﬁpos gravitatorios debiles , pequefias velocida-

des y bajas presiones.

5) Acuerdo con los experimentos post-newtonianos y
post~post newtonianos (PN _yPPN): trayectorias curvas de los
rayos luminosos, atraso del tiempo, precesidén del girdscopo,

precesién del perihelio del Mercurio,

6) La existencia del teorema de Birkhoff, i.e., que

la solucidén exacta de las ecuaciones de campo en el vacio
en el caso de 51metr1a esferlca sea unlca y estdtica y coin-

cida con la de solu01on exterlor de Schwarzschlld

o

7) La existencia de soluciones cosmolégicas.
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) Por ultlmo, como también queremos que la teoria micros-
l [

céplca total sea un meJor candldato que la teoria de Einstein

como teorla cuéntlca de gravedad debemos exigir la existencia

de una teoria cuintica unitaria v renormalizable.
i \

Este 1iltimo punto es el mas dificil de satisfacer y has-
ta ahora y naturalmente dentro del fo;mallsmo covariante de
cuantificacidén no se ha probado que exista alguna teoria (al-
gin Lagrangiano) que lo verifique, ni siquiera utilizando teo-

rias supergravitatorias.

En adicién a los anteriores criterios tedricos y expe-
rimentales y debido al esquema gauge aplicado a gravedad ya
expuesto se puede establecer suposiciones estéticas de simpli-

cidad siguientes:

1) La primera suposicién va a representar un cambio fun-
damental respecto de RG, En esta la variable gravitatoria es
la métrica, utilizando el formalismo métrico usual de Hilbert.
Ahora y en razén a lo expuesto en teoria gauge de gravedad y

supondremos que el formalismo es tetrddico-afin, i.e., las

: A
variables gravitatorias son la-tetrada h vy la conexién W

Como ya se ha comentado,ello es necesario para des-

cribir la interaceidén gravitatoria de campos fermidnicos.

2) La segunda suposicién consiste en intentar alejarnos

lo menos posible de la teoria de Einstein-Hilbert. Es decir

la presencia explicita en el‘Lagrangiano de términos cuadri-
ticos en torsién sin que aparezca la curvatura escalar pseudo-
riemanniana serd considerado como una suposicidén en contra de
los criterios estetlcos y de 51mp11c1dad ademds de ser mas

' |

dificil "a prlorl" el limite newtoniano.

Sin embargo hay que tener cuidado con ser demasiado

simplista ya que el Lagrangiano 4-forma siguiente
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o N« -o N axh
s = -z—izR& +§(;<2Rd?n’8 Roc%x-' g DY)

suma del Lagrangiano de Einstein-Hilbert (1916) y del Lagran-
giano de Yang (1974), es por supuesto el mas simple de todos,
pero como veremos, conduce a una conservacién independiente
de espin y de momento angular orbital, Con lo cual debe_ser
completamente desechado como candidato a Lagrangiano gravi-

tacional.

Examinemos mids exhaustivamente los diversos criterios
que se han expuesto, comenzando por los criterios experimen-

tales.

ii) Criterios experimentales

1) Limite Newtoniano.

es . . R .
. Este el criterio mas importante que debe satisfacer
la teoria gravitatoria en el macroscosmos y se obtiene en

el caso limite en el quei)las velocidades son pequeiias

=i, =4 o~ 0e) Pi-(2)

vy 2) el campo gravitatoric es débil con potencial newtoniano

\p ~ 0(€2) Dii-(3)

donde £,=l0°5 para experimentos en el sistema solar.

3) Las densidades de momento y stress son pequefias

comparadas con la densidad de energia

) Tow | / Too~ 0(8) DU-(4)
| Twp) [ Too ~ 0(E2) DU-(5)
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Decir que una teoria de gravedad tlene buen limite
newtoniano, s1gn1flca que es p051ble asignar de una manera con-
sistente ordenes en & a cada uno de los componentes del campo
gravitatorio e identificar a una (6 mejor parte del desarro-—
1lo en £ de una) variable gravitat;ria con el potencial
newtoniano ? Y C)Qsz) . E1 1imite newtoniano debe ser
estudiado,naturalmente,de forma independiente para cada La-

grangiano candidato.

Cualquier Lagrangiano que posea como término el Lagran-
giano de Einstein-Hilbert o de Einstein-Cartan verificard por
tanto el limite newtoniano de forma directa. Este test permi-

te Lagrangianos del tlpo
L'G = 'R E + *-?.rmnnos cuale_gc,wem DM-(G)
ls = 2Q2 R € —+ térming cwalecguiem  DiL-(3)

Considerando como limite macrﬁscopico vélido/unicamente el

limite de torsidén nula,

2) Experimentos terrestres y en el sistema solar,

Estos experimentos pueden ser divididos en dos tipos:

a) Aquellos en los que el campo gravitatorio es esencial-
mente Newtoniano, por ejemplo, el desplazémiento hacia el ro-
jo gravitacional de las ondas luminosas o la unicidad de la
caida libre para cuerpos masivos. Estos experimentos serin
por tanto verificados por cualquier teoria que en su limite

macroscépico verifique el limite newtoniano.

b) Aquellos experimentos que miden los aspectos no-
Newtonianos del campo gravitatorio, por ejemplo, la curvatu-
ra de la luz ylatrgso del tiempo, la precesién del perihelio
de los planetas (en particular Mercurio) y de un giréscopo

en 6rhita terrestre.
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Resumiendo, los experiwentos hasta ahora realizados mi-

den la contribuciones newtonianas y post-newtonianas del Sol
1 t \ 1 .

y las contribuciones newtonianas de los planet?s.

Por lo tanto,una teoria gravitatoria es consistente
con respecto a todos los tests experimentales,si la tetrada
(6 1a métrica) en el sistema solar concuerda a orden post-
newtoniano con la solucidn exterior de Schwarzschild centrada
en el Sol,si exceptuamos las pequefias perturbaciones newtonia-
nas no esféricas debidas a los planetas. Por tanto cualquier
nueva teoria macroscopica de gravedad,si ha superado el test
de buen limite newtoniano, tambien verificari todos los expe-

rimentos que RG ha superado si

1) La nueva teoria verifica el teorema de Birkhoff,
i.e.,la teoria posee una dnica solucidén en el vacio con si-

metria esférica.

2) La tetrada (6 la métrica correspondiente) de esta
solucidén en el vacio con simetria esférica concuerda con la
solucidén exterior de Schwarzschild,hasta al menos el orden

post-newtoniano.

3) Esta solucidén en el vacio con simetria esférica,es

estable bajo perturbaciones no esferic¢amente simétricas.

Por otra parte,P. Yasskin y W, Stoeger (1980) han de-
mostrado que en un campo gravitatorio fijo, el comportamiento
de la luz y cuerpos test masivos cuya densidad de espin es
nula o con espin intrinseco neto (el espin integrado) nulo
los efectos de la torsién son nulos tambien y l#s écuaciones
de propagacidén de este tipo de cuerpos son exactamente las
mismas que en RG., De esta forma el experimento del girdscopo
de Schiff no seria un test de la existencia de torsién en el
ET, debida fal espin de las particulas elementales de un de-

terminado cuerpo. Las dUnicas posibilidades, apuntadas por
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Yasski? y Stoeger,de medir los efectos de la torsidm estén
fuera de la presente technologia,ya que seria necesario en el
caso 6ptimo estudiar sistemas con esp{n pero sin momento an-
gular orbital,tales como haces de particulas polarizadaslé

el He} superflui?o polarizado, En el caso‘de sistemas con
espin y momento angular orbital, seria necesario realizar
experimentos con un giroscopo de hierro magnetizado cuya
masa deberia al menos dé ser del orden de M = 8,5x108 gr.

Por supuestb, por ahora es imposible poner en orbita terres-

tre a un objeto de este tipo.

3) Observaciones cosmoldgicas.,

Ademds de superar los experimentos newtonianos y rela-
tivistas generales, una nueva teoria de gravedad debe ser
compatible con las observaciones cosmolégicas de que el Uni-
verso a gran escala es esencialmente isétropo y homogeneo
espacialmente y homogeneo en el tiempo, que se estd expandien-

‘ o
do ¥y que tiene una radiacién de fondo a 2,7 K,

Ademés,como ya se ha comentado,las teorias con tor-
sién, permiten en muchos casos evitar la singularidad inicial.
Sobre la cosmologia de la teoria Einstein-Cartan ver los
comentarios hechos en el capitulo de exposicién de esta teo-

ria,

Tomando Lagrangianos generales cuadrdticos en curva-
tura Cartan y en torsién Cartan, Minkevich (1980) ha demos-
trado que,en condiciones muy generales es posible evitar la
singularidad inicial. Hecho que no es posible con Lagrangianos
del tipo Eddington-Weyl cuadrdticos en la curvatura Riemann-

Christoffel,como han demostrado Macrae y Riegert (1981),
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iii) Criterios tedricos

a) Ecuaciones de campo de segundo orden

Al igual que RG imponemos que las ecuaciones de campo

de cualquier nueva teoria sean de segundo orden.

En las variables gravitatorias,la teoria dauge determi-
na que las variables gravitatorias sean k..L. y I?ﬁuk
Vamos a relacimar las teorfias que se obtienen tomando varia-
bles puramente holondémicas,como la métrica 3{3 v la
torsidn ®“"3 , con las teorlas que se obtienen tomande varia-
bles grav1tator1as mixtas como la tetrada h'(t y.la cone-

xién mixta P p; .

TEOREMA DE_SKINNER-GREGORASH (1976)

Tomando como varigbles gravitatorias a gij y Q..
(en vez de la torsidén se puede emplear K 6 X el defecto ),
Skinner y Gregorash (1976) y Aldersley (1977-a-b) demostra-
ron que las teorias de tipo métrico-afin Cartan en las cua-
les las ecuaciones de camp6 fuesen como mdximo de segundo
orden en gij v Qij entonces el Lagrangiano debia ser de;

tipo siguiente

A
g = «R ¢ +BE DAd-(3)

Es decir el Lagrangiano es el de Einstein-Cartan mis un posi-

ble término cosmologico.

TEOREMAS DE YASSKIN (1979)

A

Tomando como variables gravitatorias a hzd v f“%.
4

que es lo que resulta naturalmente del esquema gauge.

Yasskln (1979) ha probado teoremas que relacionan las teorias

obtenidas tomando como variables a g,. ¥y Q:: con las
ij J .
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obtenidas tomando como variables a

El primer teorema dice que
s Le=le (9, Nine) D44-(a)
~ r~
entonces LG = LG (‘L\?(.-Ll Pdp.‘_ lfaj P"(BL) DH-(io)

y por tanto las ecuaciones de campo obtenidas wvariando respecto

a "\lu v Pdél_ son reSpectlvamente

fa — !;(h“”r“ﬁl 2; I" ) Di4-(44)

e o
s g (s P )
Bi Di4-(12)
donde fG:h’LGI

El segundo teorema dice que

A‘ L N ..
Si LG; — L (%‘3 . IR*Q.KQ, ‘Q'l dk) Di‘l-('ﬁ)

’—.D

entonces LG - LG ( cb L'\NA_ )T‘dpl ’.-a d?L) ; .'Dii-[“{)

¥y por consiguiente las ecuaciones de campo tienen como orden

miximo 2 en las derivadas de ‘\:l T‘M?L )

Hay que hacer notar que existen mds Lagrangianos mixtos
que dan lugar a ecuaciones de campo de orden midximo 2 en las
variables h' v 7 /\r'dpk , que Lagrangianos holénomos que den
lugar a ecuaciones de campo de orden midximo 2 en las variables

- K
i3 ¥ %50
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b) Leyes de conservaci'on NBther.

Vamos a expresar,en términos de componentes lo desa-
rrollado en la secc:Lon 5 &Lu,) ,en términos de formas d:|_-

ferenc:.ales .

Tomando la densidad Lagrangiana material como ;Fm:l\l..m
entonces el tensor de energia-momento candnico t = " el
tensor de espin candnico SBO( vy las ecuaciones de Euler-

Lagrange de los campos materiales EL¢ estian definidas como

~chiyl = &m Di4-(45

Shte- = S )

_shoPit = 8dm DA - (46)
" st™g .

h = 8dm. 11 - (4%

ELg - D41 - (1%)

si Lm es un escalar y las ecuaciones ELC# = 0 se satisfacen

entonces vimos que tﬁ( -y Sd L satisfacfan las leyes de

conservacidén NGther

Vobit= 4 SR8 R w15 ay; o

V'L Spo(( = ‘E‘Bx - Jc°(5 =2 lct%x] D.M"“a\)

V'i, es mixta,
ver ecuaciones D%-(39) (38‘[40).

En esta subseccién se va a demostrar que estas leyes
de conservacidén pueden ser derivadas sin usar el formalismo

Lagrangiano para definir a ta-(" y S‘F.;(”'

Supongamos por tanto que t&‘: y Sﬁx{ estan defini-

dos fenomenologicamente.,
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Sabemos que las ecuaciones de la teoria métrico-afin
. v
Cartan vienen dadas por

Ex' = E;L D44 -(20)
CB.t=SP " DA4 -(24)

(Ver Capitulo B)

Y

81, suponemos que los tensores E;‘L‘ y CBdL verifican las

identidades

VBl =4 CRLO R+ 50 om)
Vi Gt = Epm ~Exp= 2 Eppg D44-(23)

Ver

Entonces Di{- (]8) y D#-(l4) son una consecuen01a de las ecuacio-

nes de campo D4i{-(20) y D4i-(24)

Notese que en el caso especial de RG

] e
'6'2"222

o
entonces donde Go'c‘; es el tensor

zzG“

v CF‘_ =0 ' Ddd - (24-25)

de Einstein-Christoffel

ya que si recordamos las definiciones de E;i y CB“"

Ze=hlg ,

shEgt =&t Ddd - (26)
§h;

shch b= 5’/%6 244 -(23)
2T
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Por tanto, en el caso especlal de la teoria de Einstein-

Hilbert las ecuaciones DH-{ZZ) y Dif- [23) toman la expre516n
V,;GN =0 G[%j =0 D4 -(23)

Habrid que preguntarse cuando se verifican en general
las ecuaciones 9“-(22} y DH-(23) y que como consecuencia
la teoria gravitatoria tengan leyes de conservacidn N&ther,

La respuesta viene dada por el siguiente teorema

3) TEOREMA DE YAsskInN (1979)

Si el Lagrangiano gravitatorio es una funcién escalar

con la dependenéia siguiente
~ ~
& - A o . B ald o .
LG:LG("‘-iIBdL‘-Ln pLybjP ﬁl.) D44 [2‘])

entonces las ecuaciones DH-(ZZ)Y D#-(23) se verifican. Por con-
siguiente, todos los Lagrangianos obtenidos de la teoria gau-—

ge verifican este teorema,pero hay que tener en cuenta que

existen Lagrangianos que verifican de forma inconsistente es-

tas ecuaciones-como el Lagrangiano siguiente obtenido como

caso posible mediante el método £3VU&°€-

 RoPE du-30)

~N
=-S5 4

El Lagrangiano M{-(30) que seria el mis sencillo de to-
dos los posibles Lagrangianos conduce a una conservacién se-

parada de espfn y momento angular orbital.

Ello es debido a que el tensor de Einstein es simétri-

co ya que se verifican




..A‘g... n 66
N, s Di4-(34)
B.- o2 4 B D41-(32)

Los cuales satisfacen M4-C22) yD"‘&g), pero en el caso espe-
c{fico,debido a la simetria de Eij 5 Er_taj =0 D'M.-(33)

ademis D11-(32) implica que V.(_ Ct‘a"' =0 Dd'i-f.a‘l)
Y por tanto usando las ecuaciones de campo D{4-(20) y D11-(21)

D14 -(35)
Di4-136)

se obtiene

VL So(p" =0 Y tLKP'] =0

Vemos finalmente que el Lagrangiano D#-(30)conduce a

una conservacidén separada de espin y de momento angular or-

bital y por tanto hay que desecharlo como candidato a La-

grangiano gravitatorio.

c) Inexistencia del problema de Cauchy.

La existencia de una buena formulacién del problema
de Cauchy para una determinada teoria gravitatoria, permite
que esta sea predictiva,i.e., si se conocen los valores
iniciales, se puede predecip que le ocurrird al sistema en

un determinado tiempo futuro. Para ello debe ocurrir que:

1) Debe ser posible dividir las ecuaciones de la teo-
.
ria en ecuaciones de ligadura (las cuales son satisfechas
por las variables de campo en cada instante de tiempo) y
en ecuaciones de evolucidn (que relacionan las vériablés

gravitatorias a diferentes tiempos),
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2) Las ecuaciones de evolucién deben garantizar que
si las ecuaciones de ligadura son satisfechas en un tiempo
. i . b
inicial, entonces estas son satisfechas en todos los instan-

tes de tiempo préximos.

3) Debe existir al menos una solucién de las ecuacio-
nes de ligadura, 6 de forma equivalente, debe existir al me-

nos una solucidén de la teoria total.
1}

La descomposicidén en ecuaciones de ligadura y de evolu-
cidén, permitiréd separar las variables gravitatorias y conocer
cuales son las variables que representan grados de libertad
dindmicos, Esto representard un primer paso en el proceso de

cuantificacidén mediante el método candnico.

Para que no.exista el problema de Cauchy,partiendo de

un Lagrangiano se necesita que este no posea derivadas de las

variables gravitatorias respecto del tiempo, superiores al

rimer orden.

d) Teoria cudntica.

A 1o largo de la memoria,se han ido exponiendo las'
caracter{sticas de diversas teorias gravitatorias,comenzando
por la tebrfa de Einstein-Hilbert,con respecto el método de
cuantificacién covariante es decir cuantificando la teoria
cldsica por métodosﬂperturbativos,que son actualmente los que

han sido mds desarrollados.

El uso de método gauge mds préximo al método Yang-Mills
de simetrias internas, fue debido fundamentalmente al hecho de
que es posible una buena teoria cudntica (unitaria y renor-
malizable) de la interac?ién electro—débil-nucleér, afia-
diendo al Lagrangiano cfésico Yang-Mills de estas teor;as él
Lagrangiano de fijar el gauge (de t'Hooft) y el Lagraﬁgiéno

de los fantasmas (de Fadeev-Popov). El Lagrangiano cudntico
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en las teorias de las interacciones "intermas" tiene la ex-
presién
{

cha(v\\’:ioo = Lc\ésiw "'Lji’aaw d qauge F L{anbumas

D11 -(34).

Sin embargo,aunque todavia no existe una buena teoria cuin-
]
tica de gravedad, entre los Lagrangianos,con torsién que

propagandose en el vacio:resultan de aplicar el método gauge,

existe una familia de Lagrangianos que Sezgin y Van Niwuwenhuizen

(1980) y posteriormente Sezgin (1981) han probado que son uni-
tarios,aunque el problema de la renormalizacién para esta fa-—
milia, todavia continua abierto, Esta familia esté expuesta en

la seccidén de ejemplos de teorias gravitatorias.

Sin embargo,hay que tener en cuenta que el formalismo
covariante puede no ser significativo respecto de la ‘teoria

no lineal ya que:

1) Sentencias sobre la teoria linealizada pueden no ser

ciertas en la teoria no-lineal.

2) La unitariedad de la matriz S en la teoria linea-
lizada,puede no tener ningdn sentido en la teoria no-lineal,
ya que como en ciertos espacios-tiempos curvos no se puede de-

. . B 4 . 3 o
finir a una particula,mucho menos se podrd definir 1la matriz S.

12) ECUACIONES DE CAMPO EXPLICITAS DEL LAGRANGIANO
GENERAL CON TORSION

En la seccién 8—£ll} se ha expuesto utiliza ndo for-
mas diferenciales las ecuaciones de campo en forma condensa-
da, v4dlidas para cualquier Lagrangiano gravitatorio., Vamos -
ahora a obtener estas ecuaciones de campo de forma explicita,

en componentes, para el Lagrangiano gravitatorio en un espacio

de Cartan més general.
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Este tiene la expresién en componentes

R ACLE RS-

o
+he (a« R Qy Ro(aR P a R‘*Yﬁ& Rdw
{6t ot% D¥8uB
& Ay Rgg RBO('*L' Az R°(9W% R +
T &g Rapx& Ro(“cg% )
- s‘;m:Q (&5 Q2 +b, s &
s by Q%5 Q¥ ¢ ® ) Diz-(1)

La densidad Lagranglana i% hJ~&
Donde-& 1{ G{ ; ¥y donde como ya se ha comentado uno de

los pardmetros Qy Quy .as es arbitrario en base al teorema

de Euler-Gauf-Bonnet.

Las ecuaciones de campo en el vacio a partir de esta

densidad Lagrangiana bajo variaciones arbitrarias de las va-

h .
riables gravitatorias ho_{’-l‘ v T‘?('«BAL , la tetrada y la cone-
xién mixta., Teniendo en cuenta que la dependencia de

es

de = £e (1 ki T 2 T%0) meeco

La variacién bajo 8k .L es

Sds :'bf.a. _'bé' &_ D12<(3)
S, WYy S5

v bajo 6?“-54_
st e e e
ST TG ¥y T

Determin%g la 12 ecuacidn
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Usando la regla de cadena obtenemos siendo Vj la derivada covariante mixta (Levi-Civita-
Nop. .. Christoffel para 1qd1ces hol6nomos ¥ r’°( (. para los indi-
S£G‘ — Bh L L h 'BLG g RQG’HX —+ ces no~holénomos).
gh& be BRQQ" r&V Bho‘{. Por tanto la ecuacién para ho,(i es
Q- o
ph2te W% 52k 28 s~ hl 2V (hiihyd 2k ) 4
R A IV DT ch N
2Q v 3 py 99N W, R v
5 G D12-(5) 0. .BL
AN - -,é"o( D12-(6) +2h Q ? Ge ) +
Rrs = by he® Ripy W
DNy, e
y como la torsi?n Cartan no-holdnoma se puede expresar (ver . +2k""b Rea‘ Vol B——,l;—6- . ."\" ho(t ‘-G‘:]
apendice 1) - : ' PBR q‘t—t\) '
& 3’6 - Yd = T‘xp'f G pn’ = D12-(7) | i
Determinemos ahora la se da ecuacidén de campo, usan-
- k j T\u - l’L X r‘xBK ' do la regla de la cad;na, se obf::ne ’
M V) vV fml N - ANop ...
'(%p By -8 & ) Rk 2nhm E:fi@ - h Bl;e. WMo
Calculando, teniendo en cuenta estas expresiones se h a T‘lﬂ(p& .bReo’,.U} FB T‘v?-‘.
obtiene : el
?'!\. _ T _ h'al.ﬁ ?Qw) =
= k "‘o{ D12-=(8) ‘Q
.Q "
R W _ 2 he RQ&)‘J;( D12-(9) _.'aé-[h @FL_@_.__ BR i&V D12-(13)
W = 2 Rec’}w 7y pest
}Qe P.V - 2 k‘.&i QQ \)0( D12-(10) Y teniendo en cuenta las expresiones de la curvatura y torsién
"ahb(L ' no-~holdnomas Cartan, se obtiene finalmente

Y o . sfa  _ o 3 ’bl_e o

—Bj l:lm 1“‘_5_. _'BQQEV =2hV; |h { by 3 2ole SR "‘[ i Kh hy ?DR v) = (14)
Qv Ay TR | PM e

D12-(11) +\“‘F" (.So( Eu qepnvd)‘aQQ
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Donde ‘ai es la derivada covariante mixta.

Variando el Lagrangiano material se obtenia

(tomamos ahora o-formas)

Sefm = —Sh lc;(*- D12-(15)
T |
Bfm — -sh SP D12-(16)
—_—
® sl <P
h EL4 = M~ 0 D12-(17)
P 5
Por tanto el_ principio de min_ima accidén conduce a
sde — _S£m;‘ ; D12-(18)
sh; S
s§dg Sfm D12-(19)

Sustituyendo L

en las expresiones D12-(12)y D12=(15)" se

G

obtiene para h°(4_ la ceuacién_de "Einstein
. o ~2 e . (
EKL:_B_E: (ciG"a‘\-CQG ')—3&/\-\/\«.-
<3n22 - :
~5 ""C Ay (RRL --L l’)o( R )
Artol?
V -
&S FIC 2a2 KRH rw« R R\.,\o( =5
8

—\--l- ‘n“ RPWQHMS -

KA v
-3 e as (R RO Ruppm g = R R‘Q‘“’)

+ ..
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Lol

. +s ke CX,_,_(QVV’ Rt }&Va( —QLF’ RW‘

+ Lt Ry )

A pwkX
-s Z:xlq (RWK}‘ RkA ¥ ”’"‘ RKW")

NP i
+S£_L§;2ag RK“‘FRKW«—R"T‘ - Rmrko('f'
LN ~
AL AR Rp)

_Akc bi (Y @o(’ta _ QK[.M,QKW(
*l-‘L L\o(L &k“ QKH\))

 An Qz
'l-"{i kol ! -QCXBK @.Bop‘ )

sy by (it vy 1
an Q‘T,s, CLht @0 )=
=t L

D12-(20)
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Ag .. ;
Mientras que para T‘ H se obtiene la ecuacidén de "Cartan' -

utilizando D12-~(14) y D12-(16)

B-L PY 7. iy 4]
G4 = = he PPV (hal b )
+s k BY . (D 1lig 4T

e 4T T (RN ) |
+ s he azwleV (R }\l"j.j-Rin%J])

Areo?

+s he g, U, RoBH
J".'ﬂ:o("ck5 vﬂ dA

R gy (DO (4] Pli- (- 4]
.‘_Szf;_zaq ’Vl 'VJ KR - L\K,—R_.(L\o(.)
+5 2_?‘5_26{5 Vj ﬁki 0115

v,

R BY 7. (B TiAl B-ti:
+5 AECO( ac M Vj (Rd o —Rx,oﬂ)
-Fe by MPQuLls

i LWI th.sj
~fic by P (@5 - Quust ]

A @ .
S e e
A 27 ol
=SB4

D12-(21)

- 183 -

Estas ecuaciones de campo en componentesg del Lagrangiano mis
general parecen y verdaderamente son muymcomplicadas, sobre

todo si las comparamos con ias de RG. Sin eAbargo vamos a es-—
tudiar los casos mds simples que son los que aparecen en la
literatura y que han sido expuestos en las seccioﬁes de ejemplos
de teorias gravitatorias t&+ . Para ello combiene recordar
siempre las propiedades de simetria de R dPTé Y Qqés

y que la derivada covariante mixta que se ha utilizado es
X i1 Lk TRyt
Vj\ﬂd :.’ad\no( +%.\<jg'h°( -[_' a} L-L@ =
= Nag o= Koy
.:--_ W(Q“kf\'Qukd &\{om.)

D12- (zz)

. N q'
EECETEDNTED ST -
= H"S Vk hot — W&Vj ha' D12-(23)

13)  VIABILIDAD DE LOS LAGRANGIANOS GRAVITATORIOS
CON TORSION

Vaﬁos a examinar si determinados Lagrangianos espe-
ciales,obtenidos como casos particulareé del Lagrangiano
general, verifican los criterios tedricos y experimentales ,
Naturalmente que todos los Lagrangianos considerados no
verificarardn todos los tests,pero es interesante ver que

tests han conseguido superar cada uno de ellos.

Primero discutimos aspectos generales del Lagrangiano

general y de sus ecuaciones de campo.
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Comparacién con los tests
)

1) En primer lugar hay que hacer notar que las ecua-
1
ciones de campo derivadas del Lagrangiano general son linea-
i . . .

. Ax..
les en las segundas derivadas de h 4 y de [ P Lue-

go siempre se verifica el primer criterio tedrico ya que no

son nunca de orden superior al segundo en las derivadas parcia-

(A YV
les de las variables gravitatoriasllé“ y r BL -
Ademés si, cif b1= b2= b3= 0, i.e., se anulan los tér-
minos de curvatura escalar Riemann-Christoffel y los cuadri-

of

ticos en torsidn, no hay derivadas segundas de h g mien-

)
tras que, si a, = 0, i=1,.,,6,i.e., se anulan los términos

cuadriticos en curvatura Cartan y sus contracciones, en las

ecuaciones de campo no aparecen derivadas sesundas de la co-

~
nexidn r1qPi . Por tanto cuando los términos cuadriticos en
curvatura Cartan son nulos en el Lagrangiano, la torsién no
se propaga, como ya ocurria mds simplemente en la teoria de

Einstein-Cartan.

2) Respecto al criterio tedrico 2, de existencia

de i-dentidades NSther, hay que sefialar que de acuerdo con el

teorema que se expuso en esa seccidn, se observa que las ecua-
ciones de campo obtenidas a partir del Lagrangiano general
verificaban las ecuaciones Di{-(22) y D{{-(23) para E&ﬁ y
fi&#} . Como ya vimos con un ejemplo,eso no implicaba que
se verificasen las identidades N3ther, para ello era necesa-

rio que el tensor Eg}, no fuese simétrico.

Notese a partir de las ecuaciones de campo generales

que unicamente producen términos simétricos en ellas 1los

términos en el Lagrangiano general con coeficientes Ci 3. Qgﬁq

§3:

y la curvatura Cartan cuadritica,

correspondientes a la curvatura escalar Riemann-Christoffel
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Por lo tanto cualquier Lagrangiano verificard las iden-

5

tidades N6ther si contiene al menos un término distinto de
C2 v a3 r ™ [1\)_
3) Respecto al primer y mids importante criterio expe-

rimental, el de la obtencién del limite newtoniano hay que

sefialar que los Unicos términos en los que aparezca la lon-

gitud de Planck -EZ = SK /c3 . son los cruciales res-

pecto de este problema, i.e., los términos con coeficientes
gl,_gz,_pi, i=1,2,3. Por ejemplo, el Lagrangiano de Hehl

y col,, C =C,=0, a,=0 i=1,2,4,5,6, b =1, b,=-2, a,=1

proporciona en el limite de campo débil, un iotenciai newtonia-
no proviniente de la especial combinacidén de los términos
cuadraticos en torsién y mds un potencial del tipo <Xf‘kﬁf2
del tipo de confinamiento de quarks,proviniente de la par-

te cuadrdtica en curvatura Cartan. Sin embargo, para noso-

tros no es conveniente tomar la parte macroscédpica con tér-

minos de torsidén al cuadrado,por las razones ya expresadas.

N 94
A
Por tanto,cualquier Lagrangiano del tipo 7{2 R +2J€<2R

A
(donde R2 es cualquier combinacién de las curvaturas Cartan)

al efectuar el limite macroscépico o - o0 e’ imponiendo

torsidén igual O,daria lugar a Relatividad General.

4) Cada solucién de las ecuaciones de Einstein-Hilbert

/N
Riy =0
Q%«=0 D43-(4)

en el vacio

o)
Rij = &

es una solucién de las ecuaciones de campo en el vacio
‘ i .
(t..=0 , 87, =0) y con torsidén nula (Ql_ = 0) obtenidas a
ij jk ] (Aw0) jk
partir del Lagrangiano general. Por lo tanto,en el vacio,

en ausencia de torsidm, cualquier Lagrangiano proporciona

una teoria equivalente a la de Einstein-Hilbert.
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cual la solucién de Schwarzschild es siempre una solucién.
L )

Esta asercidn ha sido objeto del trabajo de Debney, et

al (1978),en el caso particular del Lagraﬁgiano de Fairchild,
: . .

Sin embargo,a partir de las ecuaciones explicitas de campo se

ve directamente que se verifica en general .

5) Sin embargo,aunque la solucidén de Schwarzschild
es siempre una solucidén no todos los Lagrangianos particﬁla—

res verifican el teorema de Birkhoff. En lé literatura han

aparecido bastantes trabajos dedicados a este problema

-
Neville (1980), Ramaswamy et al (1979), Rawch et al (1981-
1982-a-b).

Neville (1980) y Ramaswamy (1979) consideran lo que

denominan teorema de Birkhoff dé&bil

simetria 0(3) < % solucién de Schwarzschild ¥

ET asintoticamente flat torsidén =0

probando que este teorema lo veriflican todos los Lagrangianos
. n a2 . n2
del tipo R + R (siendo R” cualquier combinacién cuadréitica

en curvatura Cartan 6 sus contracciones).

Mientras que Rauch et al (1981-1982-b) consideran teo-

rema de Birkhoff fuerte 6 usual,

Simetria §0(3) =$ solucidén de Schwarzschild
probando que solo existen dos Lagrangianos especificos que
i

1o verifican

Lt

Ln

-}ﬁ -Pa’ﬁz
-Xﬁ-»fi (4a+b +3N) Qid“ Q%L
+£(-Za.+—b -3X) Qije Q@ ke 4

+J§(-a+2.c -30) Q5 Q5T
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con la restriccién , ) abc # O,
I

Sin embargo,esto no es para nosotros nada mis que un
problema académico,ya que una teoria que se supone microscd-
pica no debe verificar el teorema de Birkhoff necesariamen-

te,aunque si lo debe hacer el limite macroscépico.

Hay que sefialar, que esos dos tipos de teorema de
Birkhoff solo puedenaparecer en este tipo de teorias tetradico-

afines,ya que en una teoria métrica no hay distincién entre

simetria () (3) vy S0(3).

Es curioso sefialar que en el contexto de teorias me-—
tricas,unicamente Relatividad General satisface el teorema

de Birkhoff (ver H. Goenner (1970), P. Havas (1977).

6) Sin imponer que la torsidén sea cero, se han obte=-
nido otros tipos de soluciones exactas en el vacio (tij= o,
Sijk= 0) con simetrfa esférica 0(3) en los trabajos de
Baekler (1981), Baekler, Hehl y Mielke (1982), Benn et al
(1981-82) y con simetria cilfndrica por J.D. Mc Crea (1982).

Actualmente, el grupo de Colonia esta dedicado funda-
mentalmente, empleando programas de ordenador como REDUCE y
ORTOCARTAN, a obtener solucioﬁes exactas de las ecuaciones de
campo generales en el vacio. Para nosotros, otra vez, esto

solo constituye un problema académico.

7) Soluciones cosmoldégicas imponiendo ‘el principio
cosmolégico, han sido estudiadas por A.V, Minkevich (1980) y
F. Mit ller-Hoissen (1982) y en otras referencias de estos

trabajos,cuande la torsién es dinémica,

Imponiendo isotropia e homogeneidad vy S*éu 0.
existen dos casos, en uno se obtienen las mismas ecuaciones
de Friedmann suplementadas por otra ecuacién en la que a-

parece la torsién (que en este caso solo tiene una componente
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estricta no nula). En este reciente trabajo de MUller-Hoissen,

se demuestra»que si las sbluciones cosmoldgicas no tienen
singularidad métrica,tienen singularidad en la torsién. Por
lo tanto,en este respecto,nada se mejora respecto a Relati-

vidad General,

8) Utilizando la teoria linealizada, diversos Lagran-
gianos especificos obtenidos por Sezgin y Van Nieuwenhuizen
(1980) y Sezgin (1981) son como ya se vidé unitarios sin
embargo,aunque el problema de la renormalizabilidad sigue
abierto,es posible que ninguna teoria de este tipo sea uni-
taria y renormalizable a la vez, Por lo tanto tampoco en este

respecto nada se mejora respecto a Relatividad General,

ii) Conclusién del apartado

A pesar de nuestras esperanzas,se ha visto que las
teorias construidas en un espacio de Cartan no ofrecen real-
mente otra alternativa macroscdpica a la Relatividad General
y como teorias microscépicas tienen al menos tantos proble-
'mas como Relatividad General, con la diferencia de que son |

bastante mas complicadas.

Sin embargo quizds en este ditimo sentido es todavia
vdlido proseguir su estudio en el futuro como una de las
vias posibles hacia la teoria de grave&ad cudntica, genera-
lizando, por ejemplo,la teoria Poincaré rota a la teorfa de
Sitter 6 conforme 6 GA[‘{-Q) vy adoptando por tanto geometrias

mds generales,
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Adoptando el punto de vista de que interaccidén gravi-
tatoria a energias superiores es una teoria gauge,mientras
que a bajas energias es una teoriaﬁ&ndﬁepo}&ﬁcaobtenida a
través del rompimiento de la simetria, creemos que realmente
es el grupo de Sitter,el mds cualificado entre las ante-
riores posibles generalizaciones, La razén es doble. En pri-
mer lugar, se realizaria una perfecta analogia con el modelo &
no lineal mecdnico estadistico. Este,a alta energia es la
teoria gauge de O0(N) (lease 0(5) para de Sitter euclideanizado)
mientras que a baja energia, despues del rompimiento de O(N),
es invariante bajo 0(N-1) (lease 0(4) para el grupo de Lorentz
euclidéo). En segundo lugar,la constante cosmolégica (6 el
tensor energia-momento del vacio mecanocudntico) surgiria de

manera completamente natural en la teoria gauge de Sitter rota.
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APENDICE 1

NOTACION EN COMPONENTES <y GEOMETRIAS METRICO-AFINES

1) Métrica.

En primer lugar como nuestro espacio-tiempo ET es una
variedad Lorentziana 4 dimensional , para tener en cuenta las
dos convenciones, la tipo temporal y la tipo espacial, tomamos

en general la métrica de Minkowski como
Nop = Aicu} £s.~S,-8,+s) @)

donde s= +1 para la convencidén temporal y s= -1 para la espa-
cial. El resto de las convenciones de signo y de las posicio-

nes de los indices son las de Misner, Thorne y Wheeler, (1973).

En general, salvo en los casos en los que se explicite
lo contrariof los indices latinos i,j,k,l...denotan una base
coordenada u holénoma, t=-.4,2,3 ,4 .

Cdd L wmel,, AAR)=8y ()
oX1t
Mientras que indices griegos denotan una base arbitraria no-

holdénoma

ha = het Dy, Wahdxd (3)

ol
La base vectorial h L Y la base de 1-formas h son asimis-
mo duales. Por lo tanto las mitrices h&1 y hg i son in-
versas

Roahd =83 5 itk =67 (4)
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Las componentes coordenadas de la métrica estan rela-

cionadas con las componentes en una base arbitraria por las

Bzl Ay 5 dushitlel gy )

férmulas

siempre supondremos que es simétrico , 6c"a-] =0
Comparando (5) con las férmulas(4) se obtiene
"3 = B: g4 . h® —q¥P idq,. (6
had=fh i RN =P Rl [8)

Tomando el determinante de la ecuacién (5-AQ) se obtiene
IETO TN
donde _ = Cg)
%J=Mg%\j g:ALtﬁXﬁ (ab)
. 1)
hedeb b = (dok hyi)t ()

Suponiendo que la base coordenada rai esté orientada,el ele-

mento de volumen es
€ = '—z‘LZ‘l‘:(jk'e O\Xi/\a\)(’:‘/\obck./_\otxe (o)
=\F dhe @

donde 8,(‘31(0_ es el tensor completamente antisimétrico con

Eotz3 = \} -3 (12)

Si la base no-holénoma qu esta orientada, entonces
_.\[ ~ 3
hvo N-3 = V-3 h @3)

Y por consiguiente el elemento de volumen puede ser escrito

como
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. JULNARS
E‘Q!Z}E"(B?s’ﬁk/\k /\L\ /\L\ =
=\[§' hiah*aliaht =
=\‘—§ l‘L o\"x C’“’")
Si la base no-holdénoma ha( es ortorrormal y orientada enton-
goq} = W\"‘B = o\a{aﬁ és, +S, +S, +s) 5)
0 &
g=-14 ; Vg= h
y por comnsiguiente el elemento de volumen puede ser escrito

£=htahiabhlah? :ko\l*xl W6)

ces

como

Para una base arbitraria, h"o( las funciones conmta-

dor G T“- estdn definidas como
[hp el =G i oo @9

Qo = W5 Ut ki -hi¥ Bl )
=hyd by (ah®y 230 k) = & ]
¢

Las funciones conmutador, G‘(«é_,:‘ se denominan tambien objeto
de no-holonomia ya que miden "la cantidad" por la cual la

base h oy no es una base coordenada (u holénoma),

2) Conexiones.

Para una derivada covariante arbitraria V s los coe-
-
ficientes de la conexidn rm(BT en una base arbitraria hy

estan definidos como
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Vi he= Ty by 4a)

En particular, los componentes coordenados de los coe-

ficientes de conexidn r :]‘K serén
ka Ba = rm{;p( Di (20)

Las relaciones entre los componentes coordenados y no-

holénomos de una conexidn es
o I Y . of .k <L
D«?’T = W& ‘n,?,j k-‘k rll{)k + W hgt l\p @*)
D = hat W R T +hit 2 W) @2)

Si h“ es or-tonormal)entonces los coeficientes de conexidén no-
¥ .-
holdnomos sSe denominan coeficientes Ricci de rotacidn TNIBK :3 p'g
.. (- 1
que se corresponden con los coeficientes Tltvjk =11éjk% de

una conexidén Christoffel-Levi-Civita en una base coordenada.

Tambien es dtil introducir los componentes mixtos de

conexidén Fdﬁk los cuales estin definidos como

.V'akhap = P”EK he (23)

Y que estdn relacionados con rdfb’( Y r”/i\k por las

6rmilas
r dg{f = hi* ™ok @4)
D = hoy Iy (25
DYoo = hat by Tk + b 2h; (26)
= R R T+ W5 gt (2%)
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El tensor de torsidén Q de la conexidn V es el operador
QXN) =Y -V X - IXN] @)

donde X,Y son campos vectoriales. 0 bien considerado como una

-4

2-forma referida a una base h

&< DR = dh* + g ahf =
=1 1 WA WY 22)

X -
Donde CO b =T 3\4 &Xk es la 1-forma de conexidn.

Qe = @“‘cg@ = (Q ke, \m) =
=~ T - 6 p
=2 Mgy - 6"y
= Wpd Mg W M
+hpd hek (o3 WY - WG) Go

Y sus componentes en una base coordenada son

]

85y = QMpjug = A (Q (33,8 =
:;r' KS—-\—”' :2.[”1_-.,(31 =
= bt (W P =W Mg

Bj L\,d kK - Bk k&é ) (3'&)
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Las componentes mixtas de la torsién estin definidas como
& =W (A48 =
=“"°(i ( Pi Kg - Y‘idk) =
=W, FM'UA - \mP,é r‘d%k —+
+ 9 hy - \f\“d a2)

Si Q= 0 la conexidn V se dendmina libre de torsidén 6 conexidn

simétrica lo que se observa directamente en la férmula

En una base arbitraria h o la derivada covariante de

la métrica Vﬁ es en componentes
' S S..
ng%:‘wg«g“_‘ d‘S%Sp"T' pY Joib (33)
En particular los componentes en una base coordenada son
— £ g..
Vediy= gy ~Tacdy ~T ke BY

Y si la base ho( es ortonormal

Vgdig= - T on@Sﬁ -1t Ay Jo8 %)

Los componentes mixtos de V% estdn definidos como

Y Gop = Ok Jop ™ 358 - Pgﬁk Gos  (36)

Y si h o es ortomormal
)
Vk Qoy =~ r‘s«k %b‘p - % Jud %)

Si V =0 s i.e., si se verifica el llamado teo-
rema de Ricci, entonces la conexidén es métrica 6 compatible con
la métrica. A Vﬂ:O se la suele denominar condicién de metri-

cidad.
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Si existe una 1-forma N 3 N‘( L\X:: Nk OLXK tal

que

Vs dop = — Ny 9ug @0
Cle)
Ve §u3=- Ny 344

Entonces la conexidén se denomina compatible Weyl & semi-métrica.
La condicién (40) se denomina condicién de compatibilidad de
Weyl y a la 1-forma se le denomina potencial de Weyl ,ya que
este lo identificé con el potencial' electromagnético en un ET

de Weyl.

En general V“'g'ik = = NiéK CZ('J-)

siendo N"‘i“ =N‘L(ﬂk) (40 componentes) el tensor de no-
metricidad ‘parcial » que mide la cantidad en la que conexidn no

preserva la métrica durante un transporte paralelo.
Nigk = Nig 0 + Niju (42)
donde Ni = N.{Q_R' y N
4

tiene traza nula

Nijx

La expresién mis general €0 un espacio métrico-afin
de los coeficientes de conexién |’°‘ p\f en una base arbi-
traria h o , viene dada en funcidén de las derivadas parciales

de las componentes de la métrica l'\ 3 ﬂ BT 7 del objeto de

% .-
no holonomfa GEF"‘ :680( G RY » de la torsién
Q;E"- gb’o( @‘ T y de la derivada covariante de la
métrica ngpx mediante la siguiente expresién
MA

e =49 Uy 45y + My 95p s Iy )
+425 ﬁu% (Gpsy *6y5p —Gvpy)
+12.—’3°‘(b (&98‘6 —+ Qma -Qspy)

~L 4°0 (Vg gy + V35 — Vs Ip)
43)
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Esta férmula se obtiene sustituyendo la ecuaci/én 60) para &
y la ecuacidén (35) para Vg- en la derecha de (24) . Né-
tese que con las convenciones que hemos tomado todos los indi-
ces seguen la misma regla en tod‘as las lineas y que los sig-

nos son todos iguales +,salvo el dltimo que es -~ .

Si imponemos la condicidén de metricidad Vg =0 v
de torsidén nula Q=O , existe una unica conexidén que verifica
esos requirimientos, la conexidén Christoffel-Levi-Civita, cuyos

coeficientes de conexidén son en una base arbitraria hgy

p\f ~°\ } 4—3 (kp%sx"kx@s@ Mggﬂ

"'Lﬂ“S(G'pSv +Gysp - G5py)
@4)

Nétese el simbolo &J sobre l-‘ significa semi-Riemanniana y
que ‘SQ(BK} la mayoria de los autores solo lo utilizan cuan-
do la base es coordenada. Nosotros también lo usamos para una

base arbtraria.

La condicién de metricidad Vg:o (vease 33 ) impli-

h‘o’}w:g@ gﬂm} a ?;pﬁ& Y % #S)
Y la condicién de torsién nula Q=0 (vease 30 ) dice que
S5 = Yot ~ 1§ @o)

| 5 . &
Por consiguiente en una base ortc:gormal ’ Nr‘o(p'eg = %dB ‘;. pb«

ca que

es antisimetrico en o ¥ 'B ’ FD{%‘E’ = r\[@]f
¥y por otra parte,en u.na. base coordenada d’uk‘es
simétrico en j y k, dk_% K.\" F (jK)

La coleccidén de términos

; 1 o%%g
{G}pt"jz__% ( PSU-‘-GKSF GSPK) (47)
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"mide la cantidad" por la cual la base hot no es una base
coordenada, y serd l.lan;ado el "simbolo de no holonomial para

poder distinguirlo del "objeto" de no-holonomia G

La ecuacidn CA#_) puede ser invertida para obtener
Cor <h6 K -1 EE¥
Por otra parte la coleccidén de términos

hat¥ =4 qxd(h W -h
1hg % =43%® (he sy +hy S5p bﬁmrgqq)

"mide la cantidad" por la cual la base h ¢ no es una base

ortonormal (6 "la cantidad" por la cual los componentes

de la métrica no son constantes). Por tanto llamaremos a
&)\g qu’BK el simbolo de anormalidad, mientras que \\%ﬂﬁ}r

serid denominado el objeto de anormalidad.

La ecuacidn (44) puede ser invertida para obtener
hy Gup = 4hg Yopy + 1hg T puy e}

Combinando las ecuaciones (4@ , (AY) ¥ (_AQJ obte-

nemos que el sfimbolo de Christoffel-Levi-Civita tiene la ex-
~ = : A

1N N o . o o .« G4
M= m}—’lhﬁ 15*«""'\6}%8 (54)

Es la suma .del simbolo de no-holonomia y del de anormalidad.
MAe(
La diferencia entre la conexidén general r‘ pg‘ v

presion

la conexién Christoffel-Levi-Civita [' «rﬂ' es €1 tensor

defecto MA
D'y = I -1t =
=1 9% (Qpsy + Qutp - Q 5p%)
‘12 %"‘5 (VB‘}SY +V153513 -Yo ﬁw) (52)
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61 cusl se pusde descomponsr en 1l suns
D = - Ky - M py (53)

siendo
X5 =54 (s + Qs - @ SP"()ea)

el tensor de contorsidn,

T Moy =4 92 (pgev+Vrdsp—Vaev)
(55)

el tensor de no-metricidad absoluto.

£as ecuaciones (53_) ' (54) Yy (55) se resuelven pa-
ra obtener
of .- .. . ol - ol
Qlap = dex:'k b‘p‘:D 132 -D gy 69
Y Vs dup = Mopy + Mo = =Dupy = Dpuy (5%)

Las ecuaciones (54) (EQ) N (_53]’ miestran que la conexidén
lineal mas general dada por la f£6rmula (44,) puede ser escri-

ta como mp
Py = 45 b+ D5p =
P BY RY T (53)
o, . &63«.. o{.. & ..

'%35’5‘6 < pY K. BY 'M‘B“‘

A esta conexién la denominamos conexidén metrica-afin y es

conexidén lineal mAs general,
En una base coordenada vendrid dada por la expresién

Pl =45 + Diji = )

-

= 1og 5 - Kk - M4y (60)

Una conexidén compatible con la métrica Vﬁ: DApero
con torsidén arbitraria,se denomina Conexidn Cartan F“bf

en la cual
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o ..

(69
X‘pbv = ‘de-& = -ko(PY (6‘2’)

Una conexidén de torsidn cero y semi-métrica se denomina

conexién de Weyl , ‘Fxﬁ'b' y satisface
de,o,:o = qug:‘=0
W
V.,(%W :"Nd%pﬁ I
v .
D oy = -W¥y = ﬂi(NB%.ﬁNXS -N'g.;) @

(63)

M5y = W5 €W

Una conexién compatible Weyl (semi-métrica) pero con tor-

sién arbitraria,se denominard conexién Weyl-Cartan Pdﬁ‘b" y

verificari we
Vo( gp'zf - - No( %ph’ CéG)
. e > e
By = -Kpx—W gy 6
WO/ .o .
Donde en p“ ' significa que el tensor de no-metricidad

es el especifico de la conexién We'yl, dado por la férmula (_65_)

3) Curvatura,

MA

La curvatura metrico-afin R de la conexidn

general dada por la férmula C43) es el operador
A :
_,?f ('X\\{) p :MR b( \\{)42 = VXVYZ 'VYVX Z. - V[X‘\DZ (68)

Donde X,Y,Z son campos vectoriales y t J el conmutador.
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También se la puede considerar como la 2-forma(ver apén-

_’_‘&,( d_ Rct 6 N kS (69)

MAo:

dice 2)

=d.L:J°"'

o x’\wfp (%0)

Sus componentes en una base arbitraria h o s Son

Mﬂ

-"\,K[‘ S—h&r‘ PU -+
My .. MBe . «.. Me. £.. W .
+1 9:5[1 és'weappws‘st BE
(#4)

En particular, sus componentes coordenadas son

Pf
ij" &X (R@k ) )_—:
MA: MR MA",MA .
UM - Pl T e
‘ MA | maL o MR
=2 B[k r‘mle] +2 T' m[k\'r j.le-]
Donde [_ ] significa antisimetrizacidn.
Los componentes mixtos estarin definidos como
P\ ?’Kg = l'\ (R (BKlle h—ﬁ)
MA
=% [ e ﬁwP"‘ +
MA MA . MA . MA .
+[10(-- l—-E- _Fdéahgpl(_ GB)
MA

A z~:
=2 3 T1+ 2 10 M opig
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i = 5 G E _ .
Por contraccidén en 12 y 32 indices de tensor de curva Y los componentes mixtos serdn

tura general,obtenemos el tensor de curvatura Ricci metrico-afin 00

(asimétrico) " ' bK‘Q, bkk ﬁ?.‘i Bel) Bk& -+ (80)
R s R pv _‘ G + Xebh pz% - ecHspk(S

Contrayendo el 12 y 29 indices,obtenemos el tensor de curvatura
de homotecia MA La curvatura Ricci~Christoffel (simétricq) (10 compo-
YRR 75 o o i
et nentes) es la idnica contraccidén, ya que ahora la curvatura de
Rys = R g4 (36)
homotecia es cero y serd

A o
Y mediante la contraccidén del tensor de Ricci obtenemos la cur- T
£25E5 Fl %?{5 C34)

vatura escalar general

Ma MA . Y la curvatura escalar Christoffel es
R:ﬂpSRBE =R39 (#¢) s
Y la curvatura de Einstein—Christoffel (10 componentes)

& Mﬁ i ?{' (3#)
= - 17 N Y
*B < 2- 8""5 (\GJO(B = ng - zg»c(P R (85J

Expresiones analogas se obtendrian para la curvatura

@2)

El tensor de Einstein (asimétrico) metrico-afin seri

La curvatura Riemann-Christoffel obtenida con la conexidn
Christoffel-Levi-Civita ﬁ] tendrd como componentes en una ba- Weyl-Cartan y la curvatura Cartan aunque por supuesto las

se arbitraria hy simetrfas (6 asimetrfas) de los componentes tensoriales(y su

meg ] \'\3% 136% kgg ?’Y} -+ (:"3) nimero por tanto)sérian distintas.

(; Podemos resumir en un esquema general los espacios
+)\ éxﬁ'{ Pbk ‘x 86&{ ﬁﬁlg [1 EE% tiempos ET que se pueden considerar en general, asi como sus

relaciones,en el siguiente cuadro. Hay que hacer la salvedad
Y en una base coordenada sus componentes son de que no se han considerado las geometrias puramente afines

y que se han considerado las geometrfas métricas,como un caso

PN
R QKQ, = Bkjl ’JQ'?K 792,)( jkk = particular de las métrico-afines.

mn.kk.( 4&‘5 {«nd’%mgk% S

=2 chlr‘ 7 +2 T miky L g1e]
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MA
weTrRICO-AFIN (g, [ )(_MAJ
N=o

WEYL-CARTAN (_WQ)
Qy trN=o

WETL (‘W) cartay (Ug)
A A
\ / \.:_O. =0
PSEUDO-RIEMANN (VL, TELEPARALELISMO
?2: =0 globalmente CARTAN ¢
di=0 WEITZENBOCK '!2‘

ESQUEMA GENERAL DE GEOMETRIAS METRICO-AFINES
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APENDICE 2

NOTACION EN
FORMAS DIFERENCTALES ALTERNADAS

Este apéndice no es una exposicién sistemdtica del
tema ya que existen excelentes monografias(por ejemplo,
Choquet-Bruhat Y et al (1977), Thirring W. (1978), Von Westenholz
C. (1981)), vy art:’.culos(por ejemplo, Trautman A. (1973), Thirring
W. y Wallner R,P. (1978)), sobre é1, Lo que se expone aqui es so-
lamente una introduccién al calculo de Cartan,ya que este ha
sido extensamente utilizado en la memoria, A1l contrario que en

el resto de ésta,en este apéndice las bases coordenadas llevan

fndices griegos },L,\), = v las no-holdnomas latinos i,j,k.

1) Algebra exterior.

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R,dim V= n.
Una 4lgebra asociativa -A.(_V) , con las leyes de adicidén +
y de producto exterior A sobre R se denomina Algebra exterior

é algebra de GraPmann sobre V,cuando verifica
o AWV)31eR 4 ANV @
1) weV =2 oAU =0 (2)
ii1) dam .A.CV) =2" (3)

St U’\.{};,i’ n ©S una base de V entonces
<4,.,

Welanl ; hi, by =hi ahipa.. < ahy e AN) B

Y debido a ii), h”"""‘? =hi,.. il con i,<£z<..<£P

es decir hh "P es completamente antisimétrice. -
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Por otr'a parte
Ve A(V) = = o<o+Z oA by, Apl )

donde 0(0 0(1" "'PeR

Los elementos h.(q,, LP] generan un subespacio lineal

de J\_W) AP W) ; de los p-vectores exteriores (nétese
que A_o(.\l):R v A'i(\/):v ) tal que
n
Considerando el espacio dual V* _6 L V—-’ ' llnealj'
del espacio V, se denomina A,(V*)al algebra exterior sobre.\/*

De la misma manera los subespacios lineales 'A'P (_\J*) contienen

a todas)la:svg-formas sobre V, asimismo .A (V*) = R pero
A‘(V* = K - ¥ (;’)
AV ‘ﬁoj\? (V¥)

Tanto A\V) como _[\_&V*) tienen estructura de dlgebra gra-

duada bajo el producto exterior 8 cufia 6 de GraBmann "..A‘

A NN APLY) = APTRY) ()
¥piaelon] /P+qén,

2) p-vectores y p-formas sobre M~

Sea Mn una variedad n-dimensional localmente homomorfa
a Rn diferenciable y sean T M™ y Tp')'E M los espacios vecto-
riales tangentes y cotangentes en p € M con bases 4;).15'
{h'! , i=l...n,respectivamente.

Definiendo el producto exterior A como

hi,,.,ac,, = kiq AMZA LA h.;P-.— P-\ hﬁ‘@ L3 kiPJ

hi-tp = hua hl2aa AP = pf Hiig . @ hied
@.10)
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Donde (R sefiala el producto tensorial y los corchetes comple-

ta antisimetrizacidn,

-(P]

tal que

Z L— i) ’?.(r .0-' Cii)
p o‘ez g

Donde 2P es el grupo de permutaciones de p elementos.

Con la ayuda de el producto exterior PN podemos

construir el 8lgebra exterior sobre el espacio vectorial Tyg M

6 sobre su dual T*m

los espacios de p-vectores y p-formas (exteriores) en m € M

n
sobre TM M

L\“’!A

Mh

s i.e., las 8lgebras graduadas

A (T M™) = _OAP (T M™) a2)

P

A(TXMA) = e /\ (T*. M") (13)
siendo /\‘> (,T N\h)

y T* m"

Y /\P (.T'W\ MV\) respectivamente

h

respectivamente.,

Siendo A (T M“) - Ao(—rv: M“) :R y h (24 LF'

Apl

Por tanto

las bases de AP ¥y AP respectivamente,

N X = XAy, = 'dp‘)Xu"&? hiy g @

(T*M P = wy,. uln“ Ap - Lw;,.. LPH“'“LP (45)

con Xq'“

es en ambos casos

bre 'i‘L"ltz( .

"LPE-R

- <1

F'

Y CUi‘ 'LP < R . E1 n? de componentes

135

. Ahora se pueden definir los campos

La barra vertical significa suma so-

p-vectoriales y los campos p-formas en un entorno Ve MT\

de 1la.

siguiente.

manera.
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FPOMY) = X m —» A (TM") [ me M Qo)
o (M) :{w: m —s ‘AP (™ M) [m eMt (49

Suponiendo que son de clase C.oo R '—FF(M}") y —'FP (-MY\)

constituyen los espacios de campos vectoriales de orden p y de
campos de formas de grado p, ambos tienen estructura algebraica

de médulo sobre el anillo de funciones EO (MV\) = Cw(Man)

Y de submodulo de ‘%P (M“] y EP (Mn) siendo estos los

médulos sobre E-o(_Mh) de los campos tensoriales p contravarian-

tes y p covariantes, respectivamente

B =T m — &P T.M" / Cc® meM"t (3)
'€p(M“] :.{V . m _—‘)@PT",‘EMV‘ /C”,fmeMn} (49)

v n
De forma andloga los campos tensoriales mixtos de tipo Es (_M )

estaridn definidos como
Zi(M) =z Mim —e T M e TAIM | @)

Estos campos tensoriales de tipo 63 Mh) pueden ser inter-
pretados como O-formas de tipo (.-é S LS) donde ES es la

representacidntensorial mixta y

=R'e @ Rha(R"'e -S-.®(12“)* (24)
Asimismo puede construir las algebras exteriores sobre Mn
FIM1) = @ FP (M) 22)

PR = 8 F (M) (23)
Nétese que para p= 1 j\('l‘ \1"}*- T M ,éT m" ¥y por tante
(M M= E’ (M") v analogamente F (M“)—% M)
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A través del producto exterior A : FPX‘Fq' -~ FP+q'
v analogamente para campos de formas, F (MM) y F¥* M" ) ad-
quieren la estructura de £lgebra graduada sobre R.

sean XeFP  vyeF} , ReF, Pé-Fa

los productos exteriores siguientes verifican

(X'\\/)(ki""i?i(’““ip+ﬁ) (p'“i]' X Etiedp y ot Lpg]

plg! (2w
("('\P.) (h'la 4 ’~p+1; z1:+q) %ﬁ—i)—d[h Ap Pip+1-°-ip+qj
con X/\\{ el FP+Q' 3 u(/\P (=3 T-P.{.q_ ya que (25)
A(X\\{):XA\! (26)
A(%\B) = &/AB (2%)

Como F (M") y F¥ (MM ) tienen estructura de 4lgebra graduada

se verifican las siguientes propiedades
i) A es asociativa

ii) A es bilineal
idi) X AY = Q_i)ngY,\X ¥Xe FF V\fqu' (ZX)
ang = (AP pax  VoeF, Vpefq (29)

En el caso particular CUGIP H Jce:Fo = COO(MH R)
Frw=fw (30)

g de Kronecker generalizada.

i) Las bases {}11} G-Fi y U\.ll' &E don duales,i.e.,

se verifica
h¥ (hi) = 8% (30
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ii) En el caso general i

iy LP}GFPY )Il"h tP}eE)
se verifica . .
hu...l.P (hk, kp) - g‘l’: -~L: (32‘)

A - P
donde s es el tensor de Kronecker generalizado '
tensor de permutacién y se verifican
o @3
gki-¥ke _p! 5"4 g SlKakel g% 7P

ie . tp . LP] [£4..2p]" " ta tip (34)

verificandose K " (3_)
. \ A =)
N’L‘..‘LP': %i‘ ..iPP dlk4-”krl

para o(e‘{-—P y analogamente para X&FF

Asimismo se verifican
(XAY)"-bora = %"‘ prg xtKa-kely Kpa: vl iz
Kp+q
.o _SK. .-k
{O( Aﬁ)"""’?*ﬂ “%i ] _‘;:3 O(]K|..KP\ P\k?+1 l(P.\.ﬁ(
iig) (3%)
Y teniendo en cuenta (34) para S & P £n
1'P s 144- Jsl (M-—-P +S) B‘iﬂ‘ --":P-g (33)
" Kp.s Ja.4g S Ka..Kp-s

y si p=s

I‘Ln 'LPl — L’n) - (3‘3)

y Si pql L) - .~
feoneg 4o ds| _ (tar—tn-s (4o
Ka--Kn-s Ju--4s Ka- -Kn-s

y por tanto

B‘i/gwip =B'iﬂ"£p le-M‘ jn[ (44)
KA,-l(P Kb"kp :‘jp-\-i"'jn
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iv) si XeF! y weﬁ se verifica
o«(X) = x; Xt eT, (42)

Que es el producto escalar {X|X P = D(CX)
En el caso general YeFP . Pe [:P

<INy = BOY) =Byi, 0, Yo tr e, “3)

Este producto generaliza a su vez, en el caso en que el
vector y la forma sean de distinto grado al producto interior

6 contraccién.

4) Derivacién y antiderivacién.

sean 0:F(M™) = F(Mh) 5 O%:F5(M")— F¥(M")

dos operadores en F(M“) y F* (_Mh) respectiva-
mente de grado S , tales que
¥p D: FP(M") —> FPES(M") G4
¥p 0% Fp (M) — Foas (M) (45)
0 y 0¥ se denominan derivaciones de grado S, si.
0(XAY) = OXAY + XAOY “%e)

O*(auxp) :O*o!/\ﬁ .+'c(/\O*P (4%)

0 y O¥ se denominan antiderivaciones de grado § , si

0 (XaY) = OXAY + (-4)PX A OY “z)
0*( xAg) :Cfou\la + P A OFp (49)

YXeF? YYeFd | VueF, | ¥peFy
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5) Producto interno a través de vectores.

Como un caso especial de antiderivacién con s= -1 y
a la vez como una generalizacidn del producto escalar se defi-
ne el producto interno o interior é contraccién 6 derivada
interior, Sea Xe F1 y e F-P su producto
> Id

interno denotado por 1 o J es
(X, w)— iX)w =W = Xiw

Si verifica

i)(',()() es una antiderivaciénenF* MM ) de grado s= -1 @3)
ii) L(X):E:O V{eFo (44)
}z h‘!k base de F1 (‘IY)

i11) < (X) hi = X1

Entre las propiedades que verifica se cuentan las si-

¢;L(x) (4w+39)=»_{1‘.(><)w +9¢() 6 4¢)
VXe F1, we FP ( QG‘FQ ) »£.3e’Fo' (43)

9) L(X) (wA8) =i(X)wAl +(-0P w ALX)E  (47)

3)L(X)L(R) (waB) =4 (X)iX) A8 +wa1X)i(X)O (49)

. ‘e,
Ya que el operador l(,X]o(()t) es una derivacién que aniquila

fefo v we®y  por  (44) v(45)
por tanto
«X)ea (¥ =0 (50)
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‘l) VCU G-FP
Lo = Wig, g <lha) WP
= Wi iy, g 2P

= Gy Wedgp hiaetp 6D

5) wi=i(hy)w
Y en general , S<£ P
Wiy s = Llhig) ilhigy) - ilhy)w  62)
Para s= p obtenemos los componentes de W eI:P

Por otra parte definiendo
i(hil..,&s):— iU’L{‘)o. S i.U’L,is) (53)
obtenemos V Ze FS
i(2) = 2l i(h, . ds) (54)

y para W€ FP .
o) para $vp (55)

L(Z)w= {Zli‘..l\.gl Qi‘..ig S£P (5¢)

S
El coperador generalizado / Ze€ F

S \ 5%
no es para s > 1 ni una antiderivacidén ni una derivacidn,

por ejemplo para s= 2
L(Z) (wnb) = 4(Z) A b + FOA’i(Z.) o+ &9
+(=4)P¥ 2 12wy, A 8,,*2

para ZeFl ,we'FP ,GG'FQ
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¢) YweFp ,thitcF'  1hiteT

A partir de la propiedad anterior obtenemos que

= (Pﬁ‘i‘mis AW,

: (54)

sl
Que para s= 1 toma la expresidn

w:% W adlhy) w (60)
Esta propiedad es facilmente demostrable ya que

ce Ltaeedp _
=;Jé-'[(40'\‘..LPhA P—"

&N O, WA
e’ P ;-') w’L‘.is]'lS{-{--CPl h P:
= (E'S]-l h:“‘ls N w’f,( .-fg -
Pf

= CP’S)!SJ h’“'ig/\wlixuis) (64)
p!

7) Producto interno a través de formas.

Analogamente a la anterior definicidén del producto
interno a través de vectores se define el producto interno

a través de formas de la siguiente manera

i:Fx¥FP —FPL ©2)
(w})() --)Q(L&),X):'lwx =CUJX

Con las caracteristicas siguientes

i) t(w) es una antiderivacién en F(M" ) de grado (63)

Sz=-4

iii) 1(w) Ha:w;_ 5}-\,;9 pase de F (€S)
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De manera andloga se verifica,por ejemplopara CDEFS 157/2

aunque en este caso ya no sea una antiderivacidn,que

L(LU): wl"lA--‘csl -.L(I’L'fl"i's) (56)

VXeFP oy (Fs)'i hlais] A XHts e

y para s= 1

he A i (ki) X 63)

7) Derivda exterior.

Una antiderivacién“d“ en F*(Mn ) de grado s= +1 se

denomina derivada exterior ' (64)
d:Fp (MY — ?+1(M“) Ypelon-1]
cuando verifica
1)dod=da? =0 (30)
2) df es la diferencial de £ ¢ F, (34)

3) su "accién" es local, es decir (42)

w=0eF (UMM 3 dw=dD eTpy, (VEM) ()

Entre las propiedades se encuentran las siguientes

1) lineal d (W+B) = dw + A8 (14)
2) a(wAB) = dwAB+ ()P wAdd [VYweFp,  (35)
Sea \,X\U) una carta de Mn, las bases coordenadas holéno-
mas son ) _ l_ c .F‘ (‘.-'.6)
e = Op AxH

hl"" = &X © € -1'-',1 (14)
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Las bases coordenadas denotan vectores tangentes uni-
tarios a las curvas coordenadas, para ellas utilizaremos siempre
indices griegos r*-\\l.) . Como por definicién h’_‘_y }LH' son

duales se verifica dXH(B‘}) = SH") .
Entonces V o E'FP

ke _
Ax = o\o(““._P_F\Aa\XH*A.-,Ao\X P= (3%)

= Do [pa ppl AxP A dxa . A AxHP (39)
2 xY

Mientras que en una base cualesquiera se obtiene a par-

tir de (gq), la férmuila general YV w GT‘P
doo =L AR x vy £ (0T (P)E e tsh A day, g 30)

En general la base serd no-coordenada 6§ no holdénoma,

para las cuales utilizaremos indices latinos y se verificard
que d,kl#'-o Yy K :
[hihi] = -G 5 @)

siendo Gk,i'é' =G t'\véj los coeficientes de no-holonomia, [ 7J

significa antisimetrizacién y
Aht = -%_ G’&ék ht AhX 82)

A través del teorema de Poincaré o\o\W:O , de obtiene la
identidad de Jacobi

34 G ] = G4y Gy (@)

4) VCUG?P l S‘éP se verifica en general
; RN
dw =§15 O\héAwé-\-(—L)g(Z) h! Sl/\olwi‘_is (34)
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y en una base holdénoma Ou\.fh:O

dw =GO8 (R)ERIPP A dwy, g (88

La deduccidén de la férmula (8“‘) es directa, a partir

de 1a (89) se obtiene
A% = Usyi Jdhedsh A wg,ig +
+ (-8 h‘i‘”igl/\o\wi,..is S‘ =
- (Psyi dhd A hlizedsl A wsi, g +
FEOS B i\ A dwi, . iy (86)
Y como 0y = KPS-}J'J. Wiz -isl A Wiy, . is (33)

se obtiene finalmente (84)

8) Derivada de Lie de formas.

El operador lineal derivada de Lie en FX (M™) es una

derivacién de grado s= 0,dado el vector XGF" vy w e—FP
LX) = Fp (") — Fp (M)
LX) =i (X) dw +d1(X) w

- (33) -

Entre sus propiedades estdn las siguientes:

1) Al ser una derivacién de grado s= O

L) (wa8) =LX)wAl +wAlX)E 39)

verifica la regla de Leibniz

2) Al verificarse L(X) ] (.(,X) =0 implicardn

A o A = 0
LX) d =4 L) G
LX) £(X) = 4 (X) LX) @y

que
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NDAAX) = 2L +dfailx) /el 2)
4) Sean X\\l € F1
A)ALY) = ALY L) + 4 (IX,\V]) @3)

IxyI)=C[e00, 0] W

donde [ 7] es el conmtador.

59 LX) Lo Ny =l w, Y7 +L{w, &, ¥y @)
donde <w'\/> e q_w\/ N ‘fXY - [X‘\{]
Y weF, |, XY eF?

9) Operador estrella de Hodge.

Sea M™ orientable, i.e., existe una n-forma no nula
€ < Fn M"),es decir,el grado de la forma de orienta-
cién £ es el mismo que la dimensidn de M", Como utilizamos
M orientable, las p-formas W que utilizamos son siempre de
paridad par (i.e., no utilizamos formas de Rham) que son aque-
llas cuyas componentes Bajo una transformacidén de coordenadas

se transforman en bases coordenadas como

v
w =W, 4 OX” X P ©e)
P....H U‘- ')JP 'bz"(.‘ B._x__ HP

A través de 8 & Fn (Mn) y del producto interno se construye

el operador lineal estrella 6 de Hodge,en la forma siguiente
. I n

@¥
X —*XX=iX€:=w

Y en componentes

w;

o ylkekpl
= Xl

43)

K““"P‘;""’C"‘P
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donde E*‘_‘Lh('w\\:’i(_lr\,l"[’n)g \W‘?O QQQ)

Voo, a2 0 7 XWakrl g (100

Luego 3 es inyectiva y dado que F? M)y F“'P (M ) finito
dimensionales y de la misma dimensidén, ¥ es también "sobre",

es un isomorfismo,
Entre sus propiedades se encuentran las siguientes:

1) Sea

€=£RA..M /49‘%/4?70

Para ’E\GFH (MV\)

N N . =
*e =il€)E =k =dv F0 Wou)
Por tanto %4 = =M == % vy teniendo en cuenta la

expresién (32_)

. A B 402
EQA-LV\:{ %‘i‘.-fi—n ( )
Nio ia= f. L

glo-dnz K 34 00 . (403)

Z)V X&FP , V(.UG-FP se verifica que
wAXX =dw X7 & (do4)

va que
wa*X = waiXe = Xl A w i g,
= xl'im-ipl wél“%/\é ={w, X7 & (A05)

Ademds de 3K se puede definir el operador inverso de

Hodge

%L = i{ (-4)p =P 2 (406)
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N
siendo ¥

(M“] :E*“‘P(Mrs) (4o%)

W —> Kws 10»)&

el operador lineal

10) CAalculo de Cartan en variedades semiriemannianas,

Sea la base Qh{} c Fl (A/Lh) entonces
=34 hie hi (408)
con g“J e:‘:; \9[4\,‘1 gegz(_M”) se denomina métrica

semiriemanniana si verifica
1) 343 = 3(13) , es simétrica (AOQ)
2) aldt ﬂ""d == 0 , no degenerada Qiio)

3) Es de tipo (s,r) S+ r=n Ciii)

s es el indice que es la dimensidn del mdximo subespacio de

o™ VX ST M e verstrase. 4040 - 1e

signatura esta definida como la diferencia $-Y" 6 como T=S |
Donde la funcién gid eE ta.mbién se podria definir a través ’
7 hxE — ¥

W ond)— gy @2)

Donde son las componentes de jCEzLMn) respecto de 1la

base { hq} -F4 (.Mh)

La métrica g proporciona por tanto un isomorfismo entre

del producto escalar

l1-vectores y 1-formas

q: FLMP) — F, (W) (13
X )

X* —> Xk: 9ui Xi Wia)
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y en componentes

X:Xilﬁ:l \ ﬂ(.xa ) = Xk l’lK =w (“15)

Asimismo las bases duales estln relacionadas en la forma
l'\*i = 3{$ hd C416)
La métrica g al ser un isomorfismo permite "identificar!"
a Xe F1 y W :3 (X, )&F4 . Esto tendrd las siguien-
tes consiecuencias respecto al producto interno, la derivada

i(X) = ilw) = 3(g3(X,)) Gd
LX) = Rlw)= R (X)) (113)

pero aungue

X)X =L, X =[x X]=0 (419)

Lw)w =[2Xg]X +o (420)

Por otra parte también se podrian haber definido g
Yy gﬁ} dado que el producto escalar es un caso particular de

producto interno como
L RxF — T
(WP W) — g'ié
i F'xF' — 5
(hi, hy) — 34& () hj . 3;3 (122)

En el caso particular en el que las bases sean las na-

(MW gid G2

turales 6 coordenadas 6 holénomas (notacién de indices en grie-

go) obtenemos

9= @H" dxMedxY = SHV dpe ®dy (423)
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oq s 4
Sin=4,y s =+1, la variedad hiperbélica (M ,g) dotada de

la métrica semiriemanniana g Lorentziana.

Si(Mn,g) esta orientado y lg‘ = det gij entonces la

orientacidn es el elemento de volumen métrico

& =\codlgl bt (424)

En el caso de que la bhase sea ortonormal
G =033kt ahi
Nij = diag (-4, S o444 (423

por tanto det /Vl.\3 :(—L}S Y € :hd vneM cuyos

componentes son dado € AL-.n = 1
i Ay - A .
gle-tn =(-4)° 5 L -Ax:‘n ';'("'i)s €ip.in  (426)

y el-™m _ (yt\i‘“ Nl/\in g m det ,V[ib{.i)s (42:1-)

"""'A"Y\ -

Y en una base general toma la forma
o
&, in= NP\l &iin )

Comparando esta expresién con las (AOZ) v @03) vemos que

2 = [yl K=(=48 (429)

Por otra parté en variedades métricas semiriemannianas
(M,g) ocurre que rP ") 2 Fp(Mn) debido a la estructura g,
podemos por tanto en este caso construir el operador estrella
de Hodge ¥ en la siguiente manera
%: Fp (M) — Fonop (M") (430)
W —€wz= i(w)é (434)
¥ow es la forma adjunta de W

con el operador inverso definido como ‘

-l _ ei)'P(’Y\'P)‘ES « (432 |
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Vv

recordando lo visto en QOG) para el caso general, y también

para (M,g) se verifica

¥ o % =—_Q—A)P(“‘P) e n',olFP (433)
Entre sus propiedades se encuentran las siguientes
1) %4 :-€ * & = (-4)3 U34)

2) ¥Yuelp Vpe g
1) %B =% (B AX) @35)

W) ¢ ke te o et il bl gy, 7
= é'(‘l -:qu.“@ﬂ-"ﬂl [ﬂ 1—,$+2,--ih poennd
=% ht-1gK (136)

‘L(N)*P = X4, ) ’i-UniP) - i(h{q-fép =
:Nli‘~-'{zP‘ *(P A l’l{‘ ’ '&‘P) = *(P/\o() @3?’)

N AARR = (= d)PLe+) #1()B 439)
 'Teniendo en cuenta (433) 4 2.)(435) |
K (MAB) = COPTD % (xp ax) =P H L) exp =
o = PP S ()
o(AMB = CA)PCA)+AIN) 4 (pan-0) (4-P) i ()5 =
= (M) % (0P (439)

Y LA¥B = B AKK 49
de 3) c<on P:%
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Con la operacién estrella se obtienen las siguiente

ditiles expresiones, si n= 4

%4 -¢ (449

* ¢ =gl (442)

*hig = H(piawd) = €44 (143)
hiék *(h H’,\kf Elék (A44)

* e = k(AW AREARE) = €79%C (44)

Y aplicando la férmula (&33) , se obtienen

#€ = (4)° @ue)

= ()
ki) 2(- 03 hiahd =4) h (43)
*eiik = WA hInhY = Wik (149)

*gigke _ (NS Kad At (- 1)S RELS (450)

y se verifican

é;gk hﬂa;éke s
4 ---\'l /\&'MK | (452)
€; = _a.hﬁ /\813 (453)
= 44 L‘L’i /\E{ (454)
asi como las siguientes expresiones
W ALijue = %_' gmt ¢ E’Ed‘{l (455)
WA Eijk = B 5 m (45%)
WA g, €47 (45%)

HMAE-L-B e (45%)
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A través de ¥ y d se construye el operador

A Ty (M") —->;;‘_P+1(M“) (A59)
‘v‘we:{:? en bases |} cF? {L\_.IICF

dxkw = dh* /\*(w/\l\,k) -\-Ld,@.w gl) AR

-+ L(h’)olc,ghz. AplK g ],\qz tP (A60)
c\*‘l/\““"’P:d‘aKA* hh-*lpk_ %d%\g\A*hi"'cP @ol)
v d¥hidp = M AN i + LA Blgla%hi, iy (462)

Y sus correspondientes expresiones en bases holdénomas

ya que

A través de %k y d¥ se construye el operador adjunto

de "d" llamado también coderivada exterior, construyendo pri-

S COMS g dx T > Fpoy (Y

mero

Nétese que gb % =0

Por dltimo a través de "6" y "d" se construye el opera-

dor de Laplace-Beltrami
A=(243)%= 48434 - F-F  €63)

Los operadores A} < , d permiten clasificar a las

p-formas
C'UPG:FP es arménica si AW =0 Q-GG)
es cerrada si Aw =D (46%)
es co-cerrada si 2w=0 (46%)
es exacta si wP-_: O\BP_, (169)
es co-exacta si  Wpz SGPH. (430)
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Finalmente hay que sefialar diferentes teoremas relati-

vos a estos tipos especificos de formas.

El Lema de Poincaré

a0
$%=0

su inverso, Toda forma cerrada es exacta localmente,i.e.,

Toda forma (co) exacta es (co) cerrada, ya que ;

exacta en una carta de M y exacta globalmente si la topolo-
gfia es trivial, i,e., sin agujeros, o dicho de otra forma si

todos sus periodos son cero (teorema de Rham), esto significa
n
que SCA =0 YceM

4 lo que es lo mismo que todas las curvas C son triviales

es decir hométopicas a un punto.

Los conjuntos de p-formas cerradas y de p~formas exactas
sobre M contituyen grupos Abelianos (con la suma como operacién

interna).

Como cualquier p-forma exacta es una p-forma cerrada,
el grupo de p-forma exacta es un subgrupo del grupo de p-formas
cerradas. E1l grupo cociente de ambos grupos gz grupo de coho-
mologia de Rham p~dimensional, el cual es isomorfo a los gru-

pos de cohomologia ordinariamente definidos en topoiogia.

La dimensién del p-grupo de cohomologia es p-mimero de
Betti de una variedad, si esta es compacta este nimero es fi-

nito,

Para terminar esta parte sintetizemos el teorema de

Hodge.

El teorema de Hodge

si M” es compacto y sin borde cualquier p-forma puede

ser descompuesta como
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i.e., en la suma de una forma exacta, una coexacta y una
arménica.

Los operadores d,?,_ﬁ/ ¥ , verifican las siguientes

propiedades
4) GL: (—d,)m(PM) +1+S % 8* ‘ @._,_2)
2) §§ =0 (473)
3 A xS =0xd =0 (434)
4) 5% = 4)P%d , %3 (4P dx (435)
B) A S % = %34 % AT =S¥ U+6)
6 Ax = %A (433)
HAA=Ad , sA =A% U#3)

11) Formas diferenciales valuadas en un espacio vectorial,

Hasta ahora se ha expuesto sucintamente el cdlculo de
Cartan para p-formas sobre Mp valuadas en el cuerpo R 5
V) e‘l'P (_M“) E:{:P (W\n, R) s ahora pasamos a generalizar este

concepto al de p~formas sobre M® valuadas en un espacio vecto-

rial E, a las que denotaremos como § Ctrp (,M“,E):‘FP(_MV‘).E

Analogamente a como se pueden definir los elementos de
531;n AAP (a través de- un isomorfismo) como aplummummultlllnea—

>< 'yr;h\n -— Fl

les de

[

n
definimos los elementos de GDT:n AA. « E como aplicaciones multi-
lineales de >§Tm MY\ > E . Ello conduce a utilizar la no-

tacidn para el espacio de p-formas valuadas en E siguiente

(M E)=F (MY R).E =FMh).E U



- 228 -

Por tanto cualquier §6rp (Mh, E) tendrd la expresién
§ =(.§i;- -9 §n)=éA EA @30)
[T (M"R) | m=dimE | 1Ea}base de E

De esta forma,el producto interno y la derivada exterior

de p-formas E valuadas tendrid la expresidén siguiente

Vet (M E) 1) =4(X) &*.Ep 434)
¥Xe P! dd = dP*. E, (482)

Sin embargo para definir el producto cufia o exterior de
§€."-Fp (M“.E) y de é'e:FP(’Mh,E'),habré que tener

en cuenta la existencia de producto de vectores en los di-

ferentes espacios vectoriales E, El 6 en su producto catesiano

EXE! . Las definiciones de §/\§l serdn diferentes y depende-~

ran de que tipo de espacios vectoriales son E y E ! . Como ejemplo

veamos los siguientes casos:
1) E'=R 3y we-'r_P(M".E'-_-P) , §€Fq(MhuE)
onoste case T (M R) x Ty (MNE) = Fpea(M"E)
wAad = wa O Ep 33)

2) Sea El '% A’LG vy E un espacio de representa-

cién de G entonces V A eT:P CMY] A'LG) v
V¢ € ‘F-q (MhtE) se verifica

A HIMN y) ng (M\E) — ﬁ’*g‘ (M“.E)
ARG = ARAX b < AN ARXLE, sl

donde x(l son los generadores de ‘9 en la representacién §
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" 3) E =E vy E % A—LG es el 4lgebra de Lie de un

grupo de Lie G, entonces VAQ .‘Fp [M A—LG)

VBeTq (M", ALS)

AND = ATARY. (Yo X ] = KB @d Xa) Xy,

@zs)
v en lugar de las férmulas (2%) v CZQ) ahora se verifica
AAB =(=4)P¥™ BAA (436)

donde AN 4'—? CM” A’LS Xﬁ (,M“ A’L§) —_ :FP-(- (,Mn A’LS)
v por tanto AAA =l=O " A € "h‘(Mn A'LG)
4) Sea E:E’: G-(_ C‘TY! 1 R,) ) se define entonces

/\'\P ‘a través de la multiplicacidén matricial en
Glin (Q.) / ' VCPG-‘FP [N-h,GLQ“&)Y —(PGFP(_MH: G'L(TVHR))

12) Diferenciacidn.

Frecuentemente en los principios variacionales se ha

s . el
usado 1la dlferen01a01on"cqn respecto a p—formasltke—rp B /a§

Por ejemplo si el Lagrangiano es L :LC+) :d) su

variacidén es

SL=5¢ - 5#5!\56: %5; { (133)

En general si. L(_f[? 'é'-'R‘; P((b) EFS , ¢ e—:FP entonces

E o)
¢ "t-rP \{ r_a_{%%q:_

y verifica

SLAP) =6L AP +LABP =
_SC})A’?@ AP+ Ladd /\F%P“-'—

=8¢ A /\P 0P LA BP] (A38)
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Y como s(LAP) _ 8¢ /\% (LAP) (139)

se obtiene comparando las dos idltimas expresiones que

2 (LAP) =L AP 4(~4)PTLARP Qo)
WP( o ¢
VieR , ¥oeTp.

13) G-Variedades.
1) Definic=idén

G-Variedades son los espacios donde se realizan grupos

de Lie G.

Sea G un grupo de Lie y M una variedad de clase co® s
sea e Q- 'b"qu: E

de G en E a través del grupo de Difeomorfismos de E . Al

una realizacidén (homomorfismo)

triplete (E,S,Q ) . 6 bien solamente a E se le denomina

G—variedad.

2) Proposiciones.

i) Realizaciones por la izquierda y por la derecha.

Una realizacidén se dice por la izquierda et(por- la dere-

cha eD ) cuando se verifican

prlab) = €x(@). pr(b) Vabe§q @a4)
0y (a.b) = €5 (b) 2p(a) (492)
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ii) Representacién lineal es

Q:G —GGL(:E) , donde G'L(,E) es el grupo de

transformaciones lineales del espacio vectorial E .e es
la representacién de G en E a través de G’L(E)

pra —=[e@lp =t ~dimE (193)
cada representacidn e de G se corresponde con una represen—
tacién del 4dlgebra de Lie de G ) ALG:& - TQG

a través de la transformacidén lineal

0 : Al — 6UE)
R s X =X (444)

iii) Cualquier grupo de Lie se autorealiza a través de

0:G6G—> W G

mediante traslaciones por la

izquierda 6 por la derecha v a‘be G

P1(a).b = ab = ar(b) | @ao)
ep(a).b = b.a = ap (b) (126)

Los tripletes (G,G,I), (G,G,D) se denominan variedades
principales y son por tanto un tipo especifico de G~-variedadesi

Las variedades principales con grupos de Lie vistos como

G-variedades . e(ﬂ\) es un automorfismo de & . Yae& ‘el
conjunto de automorfismo de G, A’L{tG, es el mismo,un grupo
de lLie.

Tomando la diferencial tangencial, e(a).x: Ac(.e —QAL&
(ALG 4lgebra de Lie de G) es un automorfismo de ALG .
Mediante -Q(a] — QK(-Q) ‘v‘a ee se construye una re-
presentacién de Awk@ en ALG a través de GL (ALG)

Auk G —> GL(ALS) (49%)
Q (a’} —_— Q (a) %
el grupo de

automorfismos internos (por la izquierda) de G, se definen como
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VaeG (@ =0z (@efplat) = areast W)
6 Q*(a).b;(_a;.ao‘i)b: aba-! 4 a9)

Como Q_\.(a_b}: {.\.(a) €+UO) , entonces -e_', es una reali-
zacién por la izquierda de G en G a través del grupo de auto-

morfismos internos de G

o .G = Aut-mt (G) (2ov)
El homomorfismo de grupos definido como

Ad - 6 — GL (ALg)
a — Ad(a) =er(a)k (204)

es la representacidén adjunta (por la izquierda) de G, El tri-

plete (ALG,G,Ad) es también por tanto una G-variedad.

La diferencial lineal de Ad, Ad¥é= ad es la represen~

tacidén adjunta (por la izquierda) del 4lgebra de Lie de G, ALG

Adg = ad - ALE — ALl (AlG)
X — a&.()() :& + (202)

tal que OLA-Q()\{ - S\<\f - t)(t\f] ’ | VX~Y€ ALQ
. (203)

Para A & FP (M1 ,AlE) Be F: (ML ALG ) como ocurria en el

ejemplo 3 del anterior apéndice, tendremos
AAR = A%A BP. XaX, = APABY ad (X)X  (20%)

vy por tanto en la notacién habitual

ANB = A*ABP . [Xa X,] = TAB] (205)
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Con lo que

ArA 40 o6)

Y asimismo se verificard para ¢ ﬁ'q‘_f (MnaEJ

[AB] ACiJ = (AAB\)/\(}) = AnBad+ )9+ BAA,\({> (209

,u.i,) Sea e el elemento neutro del grupo de Lie G.

Las siguientes definiciones siguen ;

G actua efectivamente en [ & { QCaL) ({‘(J) :‘V‘/WGE =>a:= e}
G actua libremente en E’@)S a#ele (G‘U 4‘-0’}'

G actua transitivamente en E@{VU,VIGE 3056/
| =
i0) | vz plalv §
Se donomina orbita de <& E bajo G a

orbglv) =hv'eE [Faeh [v's @) o} (20%)

G actua transitivamente en orbitac_’(fv-) V'\]‘éE v existe

una relacién de equivalencia en O'TL)G (‘U‘)
[v]:llv'eE‘lo‘leiaeG [.v'.: e(a),o—} (209)
Por [qf] denotamos la clase de equivalencia con re-

presentante canénico
El espacio de las érbitas E/G =I)Wb6 ("U‘) ['UGES' (2"0)
es el espacio cociente de E bajo G.

La aplicacién sobre

ovbg 1 E — £/4
v —s ocbg ()= 0] @
es la proyeccién candnica.
4r)  sea A&k y €.6.0) una G-variedad,
definamos e G - E

a » HMa)= Q(G)U' (2\2)
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es inyectiva (sobre) cuando G actua en E (libremente) tran-

sitivamente.

Por convencién escribamos

)= (@) .W) = v la) 3

v(@= plad) (W) = p(a¢)wr

Q:ED 213
ps@p 24

4)'5,) La realizacién .e: G —=» Diff E induce el homomor-

fismo de dlgebras de Lie siguiente

X — eﬁX:X

(21s)

siendo Are¢ E , la aplicacidn A G — E/su diferencial tan-

gencial (6 lineal) es

Wy Te@ —TE

(216)

X{ d v-*xe__:XoU

- -~
sean X € ALG y XeAL Diff E, y L£y4 X=X

entonces se verifica

815CXJIWJ = &f*»()(e)

Xe€ Tt Qv ALG
(21F)
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APENDICE 3 '

FORMALISMO GENERAL DEL PRINCIPIO VARTACIONAL

1) Dada la accién general, donde C c Mh‘ es un

compacto y L el Lagrangiano 4-forma. _

A =[ , L(Ydy, & dd) @

Ce M
La variacidén total bajo G @ Diff M~ se efectua de la siguiente
‘.

forma

sA :& Ly 4y, 9" 4¢"] - j LL};«‘*&W@)

<)
S ¥ ! (e, dory wxd Aed') - L (y.dy ¢,49)

= SLSL @

Y como SP(.:OQBL:O separando la variacidn externa de la interna,

glLo & dL+0XL =0 )
Y con la identidad de Cartan Q(,X) = A.i.(_X)-{—';-\X)A
sl=0 & &L +diL =0 (4)

Ya que L es una 4-forma en un espacio 4-dim y por tanto dL:’O

se obtiene

Si £ :—'*'\L es el Lagrangiano O-forma se verifica

dic) L = % (£X) =Q£X°(_)l°(e (g)'

donde 8 es la 4-forma de volumen.

Sin embargo (3) es demasiado fuerte y es suﬁiciente
el requerimiento
Sl = A "KP (G)
con la condicidén de que para SA.S - = 85\43?—0

S «P = o (3

Aplicando la regla de variacién se obtiene

5L =%y AL +5dy AL +3<[JA?L -+ (8)
oYy 2 T
+SA¢A L
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sL = 5%[3[- ‘}—F
+6<f>A['°L - Wo\i]-ﬁ

Loyl [-w@»AL =A5«P @)

B&S 2d¢ -

donde significa que el "y" de"dy" no varia.

ly

De la anterior expresidén se obt:.ene la identidad

SHAXELy = Sy AT -dxt - "'E u] _
._-cl[ 33 A%t + 5 AB_CIR _-SkPj | ({0)

Donde N son las ecuaciones de Euler-Lagrange de é
v #hz - “‘*l e Ty (MARY) 44)
dy
s L oLy ey, 0 dd) " £ by M 2

dond &
nde S=d |y, .otp] A A .. AdyEP e T, - 42)
Sea h= dy base coordenada y L oes el Lagrangiano o-forma usual

en componentes.

La variacién del Lagrangiano 4-forma serd

oL 2L | . s ol
SL =54 A 3\*&’\%[{" datl 4

ol (43)
—l-gdct) A 'gc_i-'Cﬁ

T 8h s 8 ) N E A ) UY)

ll\, significa que las "h'" de d} no varian,
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5L =5y a2t +sm{'at\+1cm¢ N

oh ; o 483
rilhdg a2e |+

3 W4 % A QL 4 §(dd) Raepr 1
+ 4) ;. .o(P] 'b(# 4) {“l"a(pﬂl /\_o.a_(#.)

Por otra parte la variacién del Lagrangiano en la forma

oy ly

L :*& :& é (_ € elemento de volumen )
sxf =% L +e 88 (46)
como 5& = SL\, /\‘iUx) '3 (ﬂ-)
obtenemos .
§4¢& = Sl At(W)*f +ed8 (43)

Por otra parte 5‘6 es

¥4 =3y A'%%Lj +S¢m

L
%l 2d .. & N &9

+8(49) oy gt | 7?(_3@,

- Xp-+4

introduciendo esta expresidén en la anterior se obtiene

L= §¢€ =sh ~ill)*E J’S%NBLl + (20)

S =28 # ¢
+ (ble(‘ w(p\,a(#% MP*' 2 (d )l«‘.-o(‘,{'l\b@¢)°{4.°(f,+l

Por otra parte

‘Ab(a--d\, A’BL —_ ¥ %‘e G-E'_ (Zl)

6 lo que es lo mismo
DL - %&e *LL(;(L- 'dP (2.2)
% Pl
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De la misma forma se obtiene Ll
oy o .. Xoti
AP DED) b Kpes) P

Comparando las expresiones QS’) y (2.'0) de la variacién OL

se obtiene que
~ - ‘ L 4)
= 2h) =it L-ilW AL _itn)ag A0k @
2hly 4) > cﬁ vdg
la cual es la expresién de 3-forma energia-impulso candnico

6 sustituyendo Q UAJ = '{Ufﬂ o\, =+ Cl ’{U/L)

= i(hL- LU/\)<{3ABL ~ilh)add Aol (2B

ol —ﬂh 9 2dg

Sustituyendo la expresidén de las ecuaciones de Euler—

Lagrange se obtiene

Srp AL -i( ¢ A el - C1)F w{: ’a’?’ by

—1(h) deb A qS (26)

Sustituyendo la identidad homotdpica de la derivada de Lie

~¥E 3L -3l § A*EL = L) A ?‘;L +
+a &hﬁ;/\_%_(- Filhgh A & ?,.,_ Q¥

Agrupando términos

_¥L il - ¢ '\%’i@s" (W AREly +
ihgaol ) (@)
P dlta] ¢

Campo de Maxwell L - L(dg ,AA,) = A_z—-dA /\*AA (26')

con ?i-.=0 '\’Sd,A (30)
A ! &A
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El tensor energia momento candnico es
£ - N
S WL - fl(\n“) JA AKXAA (3L

Ya que de la expresidn (25) solo contribuyen el

primer y dltimo término.Sustituyendo la expresién del Lagran-

giano ) F:M obtenemos Rk

e o L[TAEEA) - () FArE] G2
expresidén que es invariante de gauge kA- %A‘: A —A@) y simétrica

Al contrario que lo que se usualmente se denomina tensor
energfia-momento "canénico" (en realidad pseudo-candénico) rela-

cionado con el anterior mediante la expresién
oL 4
X ek AAT A% F 33)
el cual no es obviamente simétrico.

Esta situacidn como veremos no se verifica en gravedad
en la que el tensor energia momento andlogo de CS'Z) no es

simétrico.

La razén de habér obtenido como tensor energia momento
el tensor simétrico hay que buscarla en haber trabajado con for-
mas y no en componentes, i.e., haber tratado al potencial electro-
magnetico como una 1-forma valuada en R (absorbiendo la unidad
imaginaria) en vez de haber usado sus componentes 4’_‘ i.e., una

O-forma, R4 valuada.

Si hubieramos usado la formulacidén en componentes obten-

driamos en vez de la expresidn QF) la expresién del tensor
pseudo-candénico

\
e 2| )y ol @y

e Zb‘dm.«[,
=L (b ops W) =LNGAS) 09
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como éx# = d.¢ 8 - odPl A ‘(\D(A . °<P com l’)o(‘_pl_)(,d (36)

entonces > L‘ B cbci(b 'a L _ )’IO(A o(? --BL_l (3:9
Sy Pl at, " dd >d9
#0(1. ,O(P G“l'o (_MA) RAS _\,_ _®Rll) (33)

es una O-forma y L =1L se

Y como #("(l Pl

obtiene &) .. P
¥ ‘aL‘ \ = Ailh, ) L - ¢h )‘blaq <>€PIA‘n “p,%_&l?,

20
=10hd) L~ Ll A,fﬁ#— 39

Cuando se verifican las ecuaciones de campo *EL?: (0]
vemos que *{: (el candénico, obtenido a través de formas) y
*-‘Pc (el pseudo-candnico obtenido usando componentes) di-

fieren en una forma exacta.

Leyes de conservacidén débiles

Se.a el Lagrangiano 4-forma con dependencia eplfcita
L= L(}S a.\j ,# d,d)) donde "J%‘l‘o \MZ* QZ‘) es una
asignacién de coordenadas y ...K(:F~ bL ] la 3-forma

de energia momento candnica -~

entonces se verifica que

i () A A¥Ely + (4P A () b A d*ELg =

= -dxh- 2L Lﬂ”\ (o)
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Demostracién .

Sea XE?'L
AL =209y A &+ dy 2 2 Sy T

+2) 4 A @L_ 4 R0 Ad Ag—jé

=1y I 3&:/\;&1.}-{—

'al__-
cUg (25 -0 d C@]Jr

"VO\IQ(X"Q \oj\-\rUXft)l\ —_(
= di(L+i) dl = diL &1)
w)qj A EL_ \ = —XPaky = - *E) 4D

3 k!
reordenando [ caL
3100 L = 0004 A*ELy + X drby +X W\H

+AD-%0 4 N2 T @)

I

Sustituyendo la expresién (25) para “'t'D{J se obtiene -

AL = 209 & A*Ely — XM [-d*h "F-‘i‘l'l .
+AiL-aTeodd a2 Ty
LA A e - &(t(x J9A*EL)

En el segundo miembro.
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El 52 térmno es cero obviamente ololto , el 42 ¥
el tiltimo se compensan, y el primer miembro se compensa con
el tercer término del segundo,con lo que se obtendrd la ex-

pxr*[i arb, - 2L | T =00 b A*Hy —
Bﬂf*\g] 4 L‘lO()cb ,\‘kﬂ',d)j

=i(>()0‘£§/\¥a.¢ -+
+(-4P il A d*Elg @3)

Esta tUltima expresidén coincide con la expresidn (40) que

querfamos demostrar,

Definicidn : Ecuaciones de conservacidén débiles.

Sea L = L(H,A,Jﬁ, Cb t d_d)) con el criterio débil del
principio de minima accidén se obtiene sbs &_S"(P v
teniendo en cuenta $#P . ’i(X)L —ES &?5 se obtienen
directamente a partir de (J,o) y de (45‘) , imponiendo

las ecuaciones de campo del campo *‘E(,Kp =0 que

7

a[inn«@ﬁm}ﬁ -4 ]=0 @)

- ‘*“‘%}L = %H (4%)

A las cuales en el lenguaje de Trautman ({330 ) denominaremos

leyes de conservacién débiles, i.e., médulo las ecuaciones de

campo .,

De la ecuacién (LH') se obtiene como corriente la
3-forma energia momento y de la ecuacidn (46) la corriente
3-forma

wl=3ut L, 13 AL _ 5dxP &43)
4= K ¢ vdd
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Ecuaciones Q{O) Y (45}

en sistemas no-holénomos

Si se hubieran considerado sistemas no holénomos ortonor-
« ..
males 'h, ':’r‘- d,'ljx como bases/SJ.guJ.endo un proceso completa-—
mente analogo se obtienen en vez de la identidad de N&ther

o) la identidad

'
-ECID/\'*EL(b SHN A-B}jf*i —-6L'\ *'E,,(
ATsd A2l _d5=+P 4a)
T4l 2dg J .

(50)

con -‘K o(—;_._

S
Y en vez de @5) la identidad
Alha) d A%ELg + (-1 3(hald A ok*tw =

= _daby +ilha) dWP axby - ilh <)y A%i j(é‘i)

Las ecuaciones de conservacidn débiles tienen por tanto

la expresidén en sistemas no-coordenados

- Aty 1 (hg) AP A%ty = i(ha) dyt A - (B2)

Bgt
A[’z?d) A”:L 0\5&?] Thyn*ty = —51\,’ N 1 (53)

71&

|
Expresiones que naturalmente se convierten en (A G) y (4:9
al sustituir h® —» O\'E)’
|
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Comentarios. que difiere de la usual en la presencia de las derivadas

En diversos casos particulares se pueden obtener inte- exteriorescovariantes D,en vez de la presencia de las deriva-

resantes consecuencias a partir de la identidad de N8ther das exteriores d.

i) Sea CPG:E QM4,RJ —‘% ’i(k)¢ =0 v la ecua-
cidén de conservacidén débil (52.) es equivalente a las ecua- -

ciones de campo *El{f =0 siempre que 1(!«4) al,ci) t# o) Lb() D4> = ’i (.X) DD¢ +7> {(,X) Dd) _ b
ii) Sea ¢e¥i (M‘f,’Q) en este caso (52_) es equi- =1 (,X) (T:Ad)) = D L()() 43"" DD 1 (,X)Cb

valente a las ecuaciones de campo ¥ = siempre que & . ’
= 5
deb [dR)igl+0 v AXEy=o it - 2 () Fad + DLOJ )

Ejemplo : q; > A c ﬁ ('MIP’ uu) % p) el potencial

electromagnético (Donde se ha utilizado la férmula (43) del apéndice 2 y
3
L = ‘_ dA /\-KdA 1 *ELA: d*dA é d. ELA-’-D que F = DD),
Se obtienen resultados andlogos a l.os obtenidos en las férmulas

ELA ELA L‘\d = *Ck* CiA €-1’4 ®B4) y (25) v que para L (h.é, be) resultan ser
Alha) dA A%EL =i (h)T AYEl, = Tag LL?E =0 ilha) D A%Ely +(-4)P Alha)d A DXEly =
SHP=0 ¥ cuande deb Fyg <+ 0 =D *by +ilhg DhParby ~i(ha) F¥ A%, G0
(ie. B.B+0)

Efectuando el mismg proceso que el efectuado anterior-

mente y teniendo en cuenta que

L digt ' Y donde la 3-forma de energia-momento candnico (ver férmula

(25) ) toma la expresién

COVARTANCIA BAJO DIFEOMORFISMOS DE L Umd) 134)) ‘BL\ LOA _ LL\'\ K‘ Cb A oL 'ZJL ) =
~ = &

De la misma forma se ha tratado la covariancia de una Fb\ﬂ,
accién general del campo 4) libre bajo difeomorfismos conside- —_1 (_l'\d\] DC[) A Ehl_. (S':f-}
rando la derivada de Lie oQ_Q_X) , se puede efectuar ahora un
tratamiento analogo cuando el Lagrangiano es el de los campos

libres mds la interaccidén con el campo exterior A i.e., En la expresién (56) Dl'\B os
L Ck‘¢‘ Dé) . En este caso definimos una derivada /

de Lie covariante bajo G local en la forma :bh = d\‘/\,-\" A’ /\‘/‘L = 0U’L+ Aq-/\\{a,‘/\, (SX)
LX) =DiX) =2 () D (64) :
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donde IVaL son los generadores de G en la representacién
de h., Si G se representa en R4 trivialmente,entonces se ve-
rifica ‘{a:l) Va > ])h = C“r] . Por otra parte de la
expresidn (5‘) se obtiene modulo las ecuaciones de Euler-

Lagrange “(EL?-_- o, la ley de conservacién débil

Do =i DaP axky = i (W) FOA%3q G
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APENDICE 4

FIBRADOS

1) Geometria de las teorias gauge

Lo que sigue es un pequefio resumen de la formulacidn
mds intrinseca y global de las teorias gauge de simetrias in-
ternas, esquema que se puede aplicar, a gravedad teniendo en
cuenta las caracteristicas especificas de esta interaccidn,
como se efectua en el capitulo D . Aqui solo se expondrdn
las principales definiciones de forma que lo expuesto en el
capitulo D-3 , Sea lo mds autocontenido posible. Una expo-
sicidén mids detallada se puede encontrar en gran cantidad de
textos,entre ellos,Kobayashi et al (1963) y en la literatura
fisica , Daniel et al (1980), Trautman (1970), Dreschler et al

(1977), Yasskin (1979).

La estructura matemdtica fundamental de una teoria gauge
es un G-fibrado principal (diferenciable) cuyos objetos fun-

damentales son:

P v M G R
espacio Proyeccidn espacio Grupo de Accidén por 1la
fibrado fibrada base Lie con derecha de G sobre
P M C (variedad C*®) 41gebra P, (libre y transi-
ALG tiva sobre las fi-
bras de P)

M, la variedad base es el espacio de Minkowski (qul)
en las teorias intermas mientras que debe poseer una métrica

Lorentz g en el caso de gravedad.
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12 Definicién : Fibrado principal

1) E1 grupo de Lie G (al que tomaremos finito-dimensional)

actua libremente (y diferenciablemente) sobre P por la derecha

Pxg — P
(p-g4) — Rgp=pq

Vgeg VYpeP (W

2) La variedad diferenciable ( c®) M,es el espacio co-
ciente bajo la relacidén de equivalencia introducida por la
accién de G , M :P/ N y la proyeccidn candnica w:P->M es

o0

C por lo que G es transitivo (simplemente) sobre la

fibra TUA(X). /xeM.. (2)
3) P es lo:calmente trivial, i.e.,VXGM BUCM [T(."{U)

es isomorfo con Ux 6
difeomorfismo J : Tl'i(U') -Ux§ IVFGT\:%UJ se verifica

we T (p) = (ip), v (p))
donde frl'.TL"‘ (U) —> G satisface ryl(P%‘ = W\(_P)ﬂ (3)
C¥pen-' (V)
Nq4eq

en el sentido de que existe un

228 Definicidén : Fibra

Cada fibra T(-""(X) es una subvariedad cerrada de P

y d:ifeomor-fa aG . si PGTL"(_X) = rel(x)= &P% IV—QGSS’ (4)

32 Definicién : Seccidn

Se denomina seccidén (local) a la aplicacidn diferencial

N & MU —P / mc’:«“ALU (5)

S (pseudo—tens:..rial) de tipo (Q,E)
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En la literatura fisica a las secciones se las denomina
"gauges", De un gauge a otro se puede pasar a través de las

funciones de transicién

Ty () = Mgy (e My (p)

Si todas las funciones de transicidn verifican ﬁPV Lx): € ,
siendo e el elemento neutro de G,entonces existe un difeomorfis-

mo de Pen M G, i.e., P es trivial y admite una seccidén global.

Actuando G por la izquierda sobre un espacio vectorial

E en la representacidn e . Se llama a § forma de grado v
sobre P ,cuando se ve-

rifica (equivariante bajo P)
Rad=¢land )

Esta definicidén se verifica en general cuando el grupo actua

por la. izquierda sobre una variedad F,

Sea T P (P) el espacio tangente al fibrado principal P
u '
en el punto p e P y sea ver Tr (p )l el subespacio de TP(P)

que consiste en todos los vectores tangentes en p @ la fibra
que pasa por é&l. ver‘TP (P) =‘ Z’P €TP? /T(.g (Ep):D S- . (%)

Una conexidn en P consiste en asignar VPGP un subespacio

hor TP(P) CT P (P) que verifique
1) Tp(P) = ver To(P) & hor T,(P) “)
1) hor Tpqa (P) = Rqx horTo(P) Ygeq (O
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tenh R‘l*ﬂ;’ (p) "’TP (P) la inducida por R6 .Esta propie-

dad nos dice que la eleccién de hor T (P) es invariante por G
1i1) het Tp(P) e C%® &)

Otra forma de definir una conexidén en P, es como 1-forma

sobre P de tipo (ad, ALG) y cuel'i (P, A—LG) que ve-
rifique ademds que ZCA) Jw = A (:'(2)

, en términos mds intrinsecos

wz=3" ver
donde AGALG N Z A’L6 ~>£(,P)

i es un homomorfismo del &dlgebra de Lie de G en el dlgebra

de Lie de los campos vectoriales sobre P,

Los campos vectoriales Z(A) son todos verticales

é'(q( Z(_A) =O) y se verifica que dim NrTP['P) = dim ALG

El campo vectorial fundamental Z. (A) esta generado por

la accién (por la derecha) de G en P en la forma

2 (4) \P: :%k (QQKP (bR P\)\t-—o VpeP  (U3)

* * E1 potencial gauge bajo una seccidén local GJ, es el

pull-back 6 imagen inversa de W pof O)
a’ .y
w =¥ (44)

Un cambio de seccién (transformacién gauge)-
¥ (x) = (X} g(x) “s)

el potencial gauge se transforma como

& = 40 & q(x) + I (9 Aglx) 4e)
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62 Definicidén : Derivada exterior covariante en P

_— o e o e — — e — . e w—

La definicidén m&s intrinseca esta dada por
D = hero A - C/:F)

Para una « -forma § esto significa que

qu -~ Z',f.\.i e'R,CP)
DI (24, - Zysy) =49 Chovty, - - -,)%r Zeyy) UD

Y para una O-forma é se verifica que
D& (2) = dé (hor2) =d (2- ver Z] =
= aH; (Z) — o(cl? (verz) =
=dd(g) -dd (T ow(2))
=dd(2) - S (w®@)P “4)

Si § es de tipo (_e_‘ E) se obtiene

2e2), = & (3 Repien D) oo™
= ﬁ((’ (oxp (- tA) 8(p)) | =
= - LAY B

Y por consiguiente de ({q)
D= dd +p, (w0)d 20)
donde ¥ : ALE = End E

En general si @ es una Y -forma (tensorial, i.e., ho-
rizontal) sobre P de tipo (Q,E) ) D¢ es una T/ del
mismo tipo (,elE) . I
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La forma § en P de tipo (elE) se transforma bajo

un cambio de seccidén local en la forma

- o
$=p (g0 20 (24)

_ donde %Z _—_O”‘Eé
v o' )= 7(x)e %b()

Alternativamente los campos materiales se pueden consi-
derar como secciones (locales) de un fibrado asociado a P con
fibra estandar E . Veamos para ello sucintamente la defini-

cién de este fibrado asociado

A - — == e wam e e e — —

Sea P el fibrado principal y E en general una variedad

sobre la cual G actua diferenciablemente por la izquierda en

(9.8)e GXE — g€ ek (22)

la forma

Sea el producto PXE sobre el que hacemos actuar G por

la derecha en la forma

Vge6
(p-€)4 = (pg . 0(g¢) vpeP @3)
Veek
Definimos a . como fibrado asociado a P con fibra tipica E

como el espacio cociente
. 24
A=PxE = PxE/, @4)

bajo la relacién de equivalencia

(p.8) v (peg , 0lg4)¢) (29)
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La estructura de fibrado de -FL viene inducida por 1la
de P. La aplicacién PYX.E->»M induce una proyeccidén T‘LA '.-H.."‘M
tal que "L';‘l (_X) es la fibra de F. sobre.”. X,

El esquema general es

G — P =M @0
ey ~ Nid
E/ﬂf%m

—

Los campos fisicos materiales se les puede considerar
-~ .
como secciones de H | 4) , 6 como 4) : R—?E . Naturalmente
si E no es trivial se pueden considerar como aplicaciones lo-
cales ‘PE CP ° 0') ‘* M =»E pero no como aplicaciones globales

(Ver a este.respecto el interesante trabajo de del Olmo,por

ejemplo).

82 Definicidén : Redugeidn

Un homomorfismo (isomorfismo) entre dos fibrados princi-
pales (9: N, M, G, 0 ): (P,: n'
(biyectiva) :

, M', G‘, °') es una aplicacién
k: P — P'. ‘ (2;2

junto con un homomorfismo (isomorfismo) de los grupos estructu-

h: & =6 (28)

rales

tales que

k(Poﬁ):k(moLﬂg) igiEPCM)

si M:Ml vy G =G ! se le denomina homomorfismo (isomorfismo)

fuerte, St h=1d , kMZ’id. . o B0)
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Si G es un subgrupo de G' , se dice que el grupo de es-—

tructura G' es reducible a G,si hay (P,¥ , M, G,» ) un fi-

' tal que

brado principal y un homomorfismo K: P —P
es una inmersidén inyectiva 4 kM:fd ¥ k(pog) :k(P\o 3,
Ype B | ¥qed

@R

2) E1 Fibrado de las bases lineales

Un ejemplo estandar de fibrado principal lo constitu-
ye el fibrado L(M) con grupo de estructura GL (n,R), de las

bases lineales de una variedad M, n-dimensional,

Cada punto de L(M) es del tipo

P=(he) =0x, hy,. ihn) (32)

donde h ¢ son n-vectores linealmente independientes que consti-
tuyen una base de TX(M) . Dos bases en el punto X & M estin

relacionadas mediante un elemento de GL(n,R).

La accién por 1la derecha de GL(n,R) sobre L(M) esta

dada por ({(\ kfo(‘>° 3’ = ('x,; (Spc( »L?))

‘v’ge GL(’Y\(Q)
(3%

La proyeccidén fibrada es

(O L(M) — M
(_b(, ko{) — X (34)

-

Un sistema local de coordenadas X' sobre Uc M da

lugar a una seccién holénoma (coordenada) de L (M)

¢: U — LW
x — (x3¢) (35)

- 255 -

Una seccidén(local) de L(M) que no se pueda escribir de

esa forma se denomina no-holénoma (ver apéndice 1), . = ' ~.7:

|

Cada base no holénoma hix en cada punto (& M, induce a

partir de sistema de coordenada X! de M un sistema de coorde-
N - )
nadas (X%, h1g ) sobre TU! (U) .

Si X«b es una base candénica del AL GL(n,R)i.e.,, con

elementos
(X¥5Y s = 5% a‘; (36)

Los campos vectoriales fundamentales sobre Tt‘d (U) son,

aplicando la férmula Q%)

Z(X"‘B\ o\\ (.x't k’l [—Q)(FU:XOI I)]Ta)':

= L\} (XO(BB S BL\\

=hi, 2 ST (3%)

La conexidén (lineal) - 1-forma W sobre L(M) tiene la expresién
- ¥, X P
W= w B X = (33)
y.en el sistema de coordenadas de L (M)

w¥y = hyt (T dxd +dW4g) (39)
3 i ? P

(Comparese con el apéndice 1)

Mediante una seccién holdénoma U'/ se obtiene

Gk, = ok = w“ o\X?‘ (40)
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Es obvio que mediante CAG) , los simbolos r‘ ,{J’ ’
se transforman como los coeficientes de una conexién en M bajo

un cambio de coordenadas .

La 1-forma candnica sobre L(M) esta definida a través de

o = W, Tp(LiM) =R"
p= (¢ hy) * 7 (4d)

donde N_.K 'TP (L(M)\ -—> TXM
h : R" "‘"Tng;,)L‘M-) .

9 es independiente de la conexidén de L (M) asimismo,g es tenso-

4?2)

rial (horinzontal) de tipo (id,R™) sobre 'L(M) aunque no lo es

0\8 Y Qd-: hu;ld)(:“ en coordenadas de L(M),

La torsidén de la conexién W sobre L(M) esta definida

en la forma

®¥=D 0% =AD"+ W A OP %3)
=L Q% oPalT (44)

: &
Ver a este respecto apéndices 1 y 2) @ es una 2-forma de
. l '
tipo CE 5 ’D")
Mientras que la 2-forma de curvatura sobre L(M)

‘Sl.'= S:f{$ )<$‘x <¥*Sj
¥ _Q°(B= o\(,t)wp-\-ou"'i3 A m?é =_?L_. R"(Bb,g SN @S (46)

Verificandose las identidades de Bianchi siguientes

'folb-—o 'DC'D"e—_«Q"(;B/\G]3 (41)
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Conexiones de Curvatura nula

Sobre conexiones de curvatura nula existe un importante

teorema, el cual se da a continuacién.

TEOREMA

Las siguientes sentencias son equivalentes dado un G-

fibrado P

1) N=o0 @4
2) CX\\{j es horizontal, \V‘X\\{ campos vecto-— (42)

riales horizontales.

3) Existe una seccién local O de P / UJ*CU =0 (43)

DEMOSTRACION

pr— 2 ,Yer también , Trautman (1970)

Por definicidén al ser ﬂ tensorial (i.e,, horizontal)
QXY = dw (her X, her V) =
=4 (or X co (hory) = hor¥ e (horX )

= w([hov)(\hor\f]))=
=-W ([\nof)('kai-\/]) =-W ([X\\l])

2) = 3) Aplicado el teorema de Frobenius,ver Sternberg (1964)

'3)-’}4.) i T*w =0 = O‘“QZO y como L) es tensorial éQ-‘-O.
[
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CONCLUSTONES

Los resultados fundamentales que se han obtenido a lo

largo de la memoria son los siguientes:

1) En primer lugar se ha efectuado un resumen critico
de las teorias gravitatorias métricas y de su cuantificacién

por los métodos usuales.

2) Se ha observado que,si los campos materiales poseen

espin,la variable gravitatoria debe ser la tetrada,

3) Adoptando el formalismo métrico-afin, el espin ne-

cesita a la torsiénm.

4) Se ha efectuado un resumen de las teorias con tor-
sidn algebraica y con torsién dindmica y su cuantificacién

covariante.

5) Se ha efectuado una exposicién, usando formas dife-
renciales, del esquema general de las teorias gauge internas

mediante el formalismo Lagrangiano.

fibgghgmnque la teoria gravitatoria debe ser construida
en un isomorfo a una G-estructura (subfibrado de LgM), se ha
usado el formalismo variacional para construir la teoria gauge
de grupo de traslaciones que interpretada "a la Thirring"
proporciona un espacio de teleparalelismo Cartan. Y se estu-

dian diversas teorias en este espacio.

7) Se expone en que sentido se puede decir que Rela-
tividad General es la teoria gauge de grupo de traslaciones

mis invariancia Lorentz local.

8) Se construye la teoria gauge del grupo de Lorentz
usando el formalismo Lagrangiano observado que conduce,en

general ,a un espacio de Cartan y con la torsién nula a un
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espacio pseudo~riemanniano.

9) Se expone en que sentido Relatividad General es la

teoria gauge del grupo de Lorentz.

10) Se estudian las diferencias entre la teoria gauge
del grupo de Lorentz y de Poincaré y se formulan criticas al

método usado.

(en nuestra opiniém)
11) Se construye el esquema gauge mas apropiado para

describi? a la gravedad. Usando el formalismo de fibrados,se
demuestra que lo que es mds consistente geometricamente,es

construir la teoria gauge interna Poincaré rota a una teoria
con invariancia local Lorentz y covariante bajo difeomorfis-

mos.

12) Se comentan las posibles inconsistencias de las

ecuaciones de campo generales.

13) Se estudian dos posibles limites de la teoria,demos-
trando.,sis%ompe la ligadura entre torsién y espin, que el
espaci&ypseudo—riemanniano es la verdadera arena macroscdpica
vy no,como opinan otros autores,un espacio de teleparalelismo

Cartan,

14) Se estudia el Lagrangiano gravitatorio mds general
y se exponen los principales tests tedéricos y experimentales

a los que debe someterse.

15) Se estudian la viabilidad de diversas teorias gra-
vitatorias, concluyendo que Relatividad General es la unica

teoria macroscdpica viable,

16) Se apuntan diversas generalizaciones de la teoria
H
gauge Poincaré rota y en particular la preferencia por la

teoria de Sitter,
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