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Introduccion

El objetivo de este trabajo es el estudio de los métodos Runge-Kutta-
Nystrom para la integracién numérica de sistemas de ecuaciones diferencia-
les ordinarias de segundo orden. Dentro del Grado en Matemadticas, en la
asignatura obligatoria del tercer curso, Ampliacion de Andlisis Numérico,
estudiamos una muy breve introduccion a la resolucién numérica de siste-
mas diferenciales de primer orden mediante métodos Runge-Kutta y méto-
dos lineales multipaso. Dichos conocimientos son ampliados en la asignatura
optativa de cuarto curso, Solucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales.
El trabajo de Fin de Grado que presentamos se apoya en los conocimientos
adquiridos en estas asignaturas, pero desarrolla una teoria especifica para
el tratamiento numérico de ecuaciones diferenciales de segundo orden, que
es completamente nueva para el alumno.

En el primer capitulo, se ha hecho un estudio detallado de los métodos
Runge-Kutta-Nystrom que incluye la construccién de las correspondientes
condiciones de orden, el analisis de la estabilidad lineal, asi como la estima-
cién del error local y la implementacién eficiente del cambio de paso durante
la integracion.

En el segundo capitulo, se han utilizado métodos de la familia estudiada
en el Capitulo 1 para la integracién numérica del problema de Kepler. Este
problema es uno de los problemas test que se han utilizado desde los anos
70 del siglo XX para analizar y comparar la eficiencia de diferentes integra-
dores de ecuaciones diferenciales cuando se implementan con paso variable.
Hemos analizado la eficiencia de dos métodos de 6rdenes 4 y 6, respectiva-
mente, que se han implementado tanto con paso fijo como con paso variable.

En el primer apéndice incluimos los programas que hemos implementado
en Matlab, con los que se han obtenido los resultados y graficas que hemos
presentado y analizado en el Capitulo 2. Incluimos también los programas
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usados para estudiar la estabilidad del método de orden 4.

En el segundo apéndice hemos incluido una caracterizacién alternativa
de la regién de estabilidad absoluta de un método Runge-Kutta-Nystrom.

Por dltimo, me gustaria agradecer a mi tutora, la Dra. Mari Paz Calvo
Cabrero, por su dedicacion, su tiempo y su paciencia en la elaboracién de
este Trabajo de Fin de Grado. Ademas, quisiera dar las gracias también a
mi familia por su apoyo incondicional durante todo este tiempo.

Valladolid a 12 de Marzo de 2018



Capitulo 1

Métodos
Runge-Kutta-Nystrom (RKN)

1.1. Definicion

Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden:

y'(t) =£(y (1)),
y(to) = Yo, (1.1)
y'(to) = vo,

con yo, vo € IR” y f: IR? — IR” suficientemente regular y siendo y(t) =
(y*(t),...,yP(t))T. Dadas aproximaciones y, y vy a la solucién de (1.1) y
a su derivada en tiempo t = t,, se puede calcular una aproximacion a la
solucién de (1.1) en tiempo t,.; = t, + h aplicando un método Runge-
Kutta-Nystrom de s etapas del siguiente modo

ki = f(yn+hyve+h*Y agk;), 1<i<s, (1.2)
j=1
Yot = Yo t+hva +h2Y Bk, (1.3)
=1
Vpr1 = Vn+hzbzk17 (14)
=1

donde v = [y1,....,%]", b = [by,....,b]", B = [B1, ... B]" v @ = ()5,
son los coeficientes que definen el método, y que se pueden representar en
el tablero de Butcher asociado al método como
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En el caso de que « sea una matriz estrictamente triangular inferior se dice
que estamos ante un método explicito (en caso contrario se habla de método
implicito) y se puede reescribir como

ki = f(yn+hmnmva),

i—1
ki = f(yn+h’szn+h2ZOéwkj>, 2§Z§S,

J=1

yn+1 = Y + hvn + h2 Z B’Lkla

1=1

Vpr1 = Vp +h Z bzkz
=1

Notemos que la ecuacién diferencial mas general y”(t) = f(¢,y(t)), con
f: IR x IR” — IR suficientemente regular, se puede expresar como (1.1)
definiendo Y = (y7,t)T y F = (f1,0)7 y teniendo en cuenta que

v = ) = [ 0] < revion

Por otro lado, podemos representar el sistema diferencial de segundo orden
(1.1) como un sistema diferencial de primer orden en IR*”

v = [30) = [0 | = rovi) 15)

introduciendo Y = (y7,y") Ty F = (y'7, £(y)")7, y (1.5) se puede resolver
numéricamente aplicando un método Runge-Kutta con coeficientes b =

(b1, .., b)T vy A= (aij)i j—1- Las ecuaciones para avanzar un paso de longitud
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h partiendo de y(t9) = yo, ¥' (o) = vo son

ki = V0+hZa¢jk;, 1§Z§S, (16)
j=1

ki = fly,+h) agk), 1<i<s, (L.7)
j=1

yi = Yo—f'hzbiki, (1.8)
=1

Vi = V0+h2bzk; (19)
=1

Si sustituimos (1.6) en (1.7) y (1.8) obtenemos
k; = f (yO + hZaij (VO + hZaﬂk;>>
Jj=1 =1
= f (}"0 +h (Z aij) Vo + h2 Z (Z aijajl> k;) s (110)
j=1

j=1 =1

yi = y0+hzbi <V0+hzaijk;>
=1 j=1
= Yo + h (i bl) Vo + h2 i bl&l]k;

i=1 ij=1

j=1 i=1

de lo que deducimos que la aplicaciéon de un método Runge-Kutta a (1.5)
no es otra cosa que la aplicacion del método Runge-Kutta-Nystrom con

coeficientes v; = Z Qij, 04 = Z aija;y B = Z ba;; a (1.1), y donde se
i=1

j=1 j=1

S
ha tenido en cuenta que g b; = 1 (condicién necesaria y suficiente para la
i=1
consistencia de un método Runge Kutta). Notamos que k; no es necesaria,
y que bastaria renombrar k; como k;.
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El formato (1.2)—(1.4) correspondiente a un método Runge-Kutta-Nystrom
con coeficientes v, b,  y « arbitrarios es, por tanto, mas general que el
que se obtiene al aplicar un método Runge-Kutta al sistema de primer
orden asociado (1.5), lo que justifica el estudio de los métodos Runge-Kutta-
Nystrom.

1.2. Condiciones de orden

En esta seccién obtendremos condiciones sobre los coeficientes de un
método Runge-Kutta-Nystrom aplicado al sistema (1.1) que aseguran que
el error local, visto como funciéon de h es de un orden dado. Obtendremos
dichas condiciones comparando los desarrollos de Taylor en ¢y de la solucion
exacta de (1.1) y de la solucién numérica calculada mediante (1.2)—(1.4) con
n = 0.

Definicién 1.2.1. Un método Runge-Kutta-Nystrom tiene orden p, si pa-
ra todo problema de sequndo orden (1.1) con f suficientemente reqular se
cumple que

y(to+h) —y1 = O(W"™), v(tg+h) —vi = O(RPHY), (1.12)

siendo y(to + h), v(to + h) la solucion exacta y su derivada en to+h e yy,
v1 la solucion numerica tras un paso de longitud h.

Igual que sucede en el caso de los métodos Runge-Kutta, el hecho de
que el error tras un paso (1.12) sea O(hP™') se traduce en que el error
global (error cometido después de varios pasos) se comporta Unicamente
como O(hP?) cuando h tiende a 0 (Ver [5, pag. 285]).

Si y(t) es la solucién exacta de (1.1), notamos que v(t) = y’'(¢), y deno-
tamos por y' y v! la I-ésima componente de y y v respectivamente. Cal-
cularemos primero las derivadas respecto de t de y!. La segunda derivada
estd dada por (1.1) y es:

Ly = Lol f ) (113)
Derivando repetidamente esta expresion obtenemos:
d? 0 f I
%yf = Z (1.14)
d* - or
dt4y - Z 0yJ8y Z a_ (1.15)
JK=1 J=
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D

dSy _ Z UJUKUL+ Z 62f1 f UK
dt® J,K,L=1 8yJ3yKay J,K=1 ayjﬁy
D
82]0[
Py + 2
J, K= 18 J@ K J,K= 1ayjay
affafJ
1.1

Las derivadas sucesivas se pueden construir anadlogamente, aunque la conti-
nuacién del proceso se vuelve cada vez mas compleja (la siguiente derivada
tendria 16 sumandos). Ademé&s podemos ver que algunos términos aparecen
repetidos (como el segundo, el tercero y el cuarto sumandos de la derivada
quinta). Por esta razén introducimos una herramienta gréfica, los drboles
especiales de Nystrom o los SN-drboles con raiz, que va a permitir una
representacion mas compacta de las derivadas sucesivas de y’.

Arboles y diferenciales elementales

Un érbol especial de Nystrom con raiz (SN-arbol con raiz) de orden
q es un grafo conexo y sin ciclos con g vértices (que pueden ser gruesos o
finos) y un cierto nimero de lados conectando cada vértice (hijo) con un
unico vértice del nivel inferior (padre), de tal forma que en el primer nivel
hay un tnico nodo que debe ser grueso (raiz del arbol), y se cumple ademés
que cada nodo grueso solo puede tener hijos finos y que cada nodo fino
puede tener a lo més un hijo que ha de ser grueso. A las aristas del grafo
las llamaremos ramas. Al drbol con un tnico vértice (que ha de ser grueso)
lo denotaremos por 7 y cualquier SN-arbol con raiz ¢ con ¢ vértices, ¢ > 1,
se puede representar como se muestra en la Figura 1.1 y también con la
notaciéon t = [r;ty, ta, ..., t,]. Dicha notacién indica que la raiz tiene r hijos
finos finales (que no tienen hijos) y m nietos gruesos unidos a ella través
de m vértices finos. Estos m vértices gruesos seran raices de SN-arboles
con raiz que denotaremos por tq,...,t,,. Naturalmente, r = 0 o m = 0 son
situaciones posibles. Si r = 0, escribiremos simplemente [t,t,...,ty,] y al
arbol 7 con un tnico nodo lo denotaremos también por [0].

Pasamos ahora a definir algunas de las funciones asociadas a los SN-
arboles con raiz que vamos a necesitar mas adelante.
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t1 tm

Figura 1.1: Representacién del S N-drbol con raiz general t=[r;t1,to, ... tm].

Definicién 1.2.2. El orden de un SN-drbol con raiz, que denotaremos por
p(t), es el nimero de vértices del SN-drbol con raiz. Por tanto, p(T) = 1,
y para un SN-drbol con raiz general t = [rty, ..., t,] como el de la Figura
1.1,

m

p(t) =7+ 1+ (p(t) +1).

k=1

Definicién 1.2.3. La diferencial elemental asociada a un SN -drbol con raiz

t se denota por F(t)(y) vy, para un drbol general t = [r;ty, ..., ty] como el
de la Figura 1.1, se define del siguiente modo:
o f(y)
I _ St
F(t)(y) = Z Byt - Oy OyEs - yom © v

J1sersdr K1y Ko
PR () (y) - FE () (y),

teniendo en cuenta que F1(7)(y) = fl(y), donde el superindice I denota la
I-ésima componente.

En el sumatorio anterior se puede identificar cada término v’ con cada

hijo fino final de la rafz y cada términoF%i(¢;)(y) con cada uno de los SN-
arboles con raiz t;, que tienen como raiz a los nietos gruesos de la raiz de
t. Observamos, por tanto, que el sumatorio estd extendido a los hijos finos
finales de la raiz y a sus nietos gruesos.
Como los subarboles t4,...,t,, tienen menos nodos que el arbol original t,
esta definicién permite calcular recursivamente las diferenciales elementales
de todos los arboles de un orden dado.

Ahora que hemos definido las diferenciales elementales asociadas a los
S N-arboles con raiz estamos en condiciones de poder obtener las sucesivas
derivadas respecto del tiempo de la solucién y(t) como combinacién lineal
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de estas diferenciales elementales. Para ello, vamos a derivar, en primer
lugar, las diferenciales elementales con la ayuda de los arboles asociados.
Usaremos la regla de Leibniz para concluir que la derivacion respecto del
tiempo de una diferencial elemental da lugar a una suma de diferenciales
elementales de S N-arboles con raiz con un nodo mas.

Dada la diferencial elemental

arerfI(y)
Pow= Y T
J1 ey e Koo Ko ay 1... a’y ray 1... 8y m

FRU(t)(y) - R () (y),

asociada a un SN-drbol con raiz general t = [r;ty,...,t,] como el de la
Figura 1.1, podemos derivar siguiendo las siguientes reglas:
ar+m f[ (Y)

e En el caso de derivar en el término (aso-

ale e 8erayK1 PN ame
ciado a la raiz de t) con respecto al tiempo, se obtiene

ar-{—m—l—lfl J 7
1.,.. s r+1
Z ayjl “ e aeraer+1ayKl .« .. ame v v v

Jseis ey Jrg1, K1 s Kom
CFR (t)(y) - FE () (y),

que se puede interpretar como la diferencial elemental asociada al
SN-arbol con raiz t' = [r + 1;4,...,t,] que se obtiene a partir de ¢
anadiendo un nuevo hijo fino final a la raiz de ¢ (ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Representacion del SN-arbol con raiz ¢ = [r+ 1;ty,. ..ty

e También podemos derivar en un término v”:. Sin pérdida de generali-
dad derivamos en el término v”' con respecto al tiempo, y se obtiene
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el término f/'. Renombrando el indice J; como K,,,; y teniendo en
cuenta que fEm+1(y) = FEm+1(7)(y) obtenemos

Jr

..’U

Z 8r+mfI(Y) UJ2 .

ayJQ “ e 8yJT8yK1 [N ameﬁme+1

PR () (y) PR (8 (y) -+ F (1) (7).

que se puede interpretar como la diferencial elemental asociada al SN-
arbol con raiz t” = [r — 1;[0],¢1, ..., ¢, que se obtiene a partir de ¢
anadiendo un nuevo hijo grueso a uno de los hijos finos finales de la
rafz (ver Figura 1.3).

J2:-~~:JT,K17~--’Kvam+1

Figura 1.3: Representacién del SN-drbol con raiz t” = [r—1; [0], t1, ..., tm].

e Por tltimo, podemos derivar en un término F%i(¢;)(y) con respecto
al tiempo. Por el cardcter recursivo de la definicién de diferencial ele-
mental podemos calcular del mismo modo expuesto anteriormente la
derivada de EF'%i(t;)(y) puesto que el orden de t; siempre es menor
que el orden de t, se obtendran diferenciales elementales asociadas a
SN-érboles con raiz t" = [r;t1,...,%;,...,tm] que se obtienen de ¢
reemplazando t; por SN-arboles con raiz ¢; construidos a partir de ¢;
de manera andloga a como se han obtenido t, t” y t"" a partir de .

Teniendo en cuenta que cada derivacion aumenta el orden de los S N-arboles
con raiz en una unidad y que la definicion de diferencial elemental permite
calcular recursivamente las diferenciales elementales de todos los arboles de
un orden dado, podemos escribir las derivadas de la solucién exacta de la
siguiente forma

Teorema 1.2.1. La solucion exacta de (1.1) satisface:

yO= Y aFty)= ) FOW) (1.17)

tESNTq,1 tELSNTq,1
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donde SNT,_1 es el conjunto de los SN-drboles con raiz de orden q — 1,
LSNT, 1 es el conjunto de los SN-drboles etiquetados con raiz de orden
q— 1 y a(t) son coeficientes enteros no negativos.

Demostracion. Probaremos el resultado por induccién sobre g > 2.
Para ¢ = 2, se cumple el resultado porque

St = 11y) = F'r)(y).

Suponemos ahora que se cumple y(@ = Z a(t)F(t)(y), con a(t) entero
teSNT,

no negativo, y probaremos el resultado para ¢ + 1.

Cada uno de los términos que aparece en el sumatorio anterior esta asociado
a un SN-arbol con raiz ¢t general como el de la Figura 1.1 con ¢ — 1 nodos.
Acabamos de ver que la derivada de la diferencial elemental asociada a
un SN-arbol con raiz ¢t es combinacién lineal, con coeficientes enteros no
negativos, de diferenciales elementales F()(y), donde t € SNT, (tiene ¢
nodos) se obtiene a partir de ¢, de la misma forma que se han construido
t',t" y t"” en el razonamiento previo al teorema. Se concluye entonces que

Y= 3 a@PAY),

donde «(t) son coeficientes enteros no negativos. De hecho, aunque no lo
probaremos en este trabajo, a(t) es el nimero de etiquetados mondétonos
del SN-drbol con raiz ¢t (Ver [5, pag. 288]). Esto nos permite establecer la
segunda igualdad de (1.17) en la que el sumatorio estd extendido a todos
los SN-arboles etiquetados con raiz. ]

Trataremos ahora de obtener una expresién similar a la del teorema
anterior, pero, en este caso, para la soluciéon nimerica calculada mediante
(1.2)-(1.4). Para ello, escribimos k; = f(g;) y reescribimos las ecuaciones
(1.2)—(1.4) como

g = Yo+ hyvo+h® Z aijf(gj)> (1.18)
Jj=1
yi = Yot+hvo+h?> Bif(g,), (1.19)
=1

vi = vot+h) bif(g), (1.20)
=1
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Derivaremos en primer lugar la expresion g; respecto de h y dicha derivada
serd evaluada en h = 0. Como tenemos que derivar expresiones del tipo
h*p(h) v he(h), usaremos la férmula de Leibniz para la derivada g-ésima
del producto, que aplicandola a nuestro caso nos da

(hp(h) V[h=o = a(p(R))“ ]z, (1.21)
(h*o() V=0 = ala — 1)(p(h))" " |0 (1.22)

Calcularemos ahora las derivadas de g/ en h = 0 (el superindice I denota
la I-ésima componente del vector)

d
%(gf)lh:o = vy,

dciﬂ(g@)!h 0o = Qzaijfl(gj>|h:0 ZQZaiij(yO),

d3
dhs(gl)’h 0o - GZOCZth fI g] ’h 0—6Zamza Wi YO 7] 0
7j=1

_ w (o
= 6(; zm) (; ayJ(yo) 0)~

Ahora bien, nos damos cuenta de que a partir de esta derivada, las deri-
vadas sucesivas son méas costosas de calcular y por ello, nos vemos motivados
a encontrar una forma general para calcular la derivada g-ésima de g;. Por
la similitud que g; guarda con y; y v; también encontraremos una forma
general para calcular las derivadas de éstas ultimas, pero para ello necesi-
tamos definir dos nuevas funciones asociadas a los SN-arboles con raiz y
enunciar un resultado que se va a utilizar mas adelante.

Definicion 1.2.4. El peso elemental asociado a la etapa i-ésima del método
y a un SN-drbol con raiz general t = [r;ty, ... t,] como el de la Figura 1.1,
se denota por ®;(t) y se calcula como

S

Di(t) =i - Z ity Ppy (1) - - - ik, Py (B),

ki, skm=1
teniendo en cuenta que ®;(7) = 1 (1T denota el inico SN-drbol con raiz
con un nodo), y donde ki, ..., k, son indices asociados a las raices de los

arboles t1,...,t, yr es el numero de hijos finos finales de la raiz.
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Definicién 1.2.5. La funcion densidad asociada a un SN-drbol con raiz
general t = [rity,... t,| como el de la Figura 1.1, que denotaremos por
v(t), se define mediante

partiendo de y(1) = 1, donde T denota el unico SN-drbol con raiz con un
nodo y m es el numero de nietos gruesos de la raiz de t.

Lema 1.2.1. (Formula de Faa di Bruno) [5, pdg. 150] Para q > 1 se tiene
que

" f(g) K1\(51) Ko\ (6m)
(f! =) Z R 8me(g YO (gHm ) (O

UELSq Ki,...

donde para cada w € LS,, m es el nimero de ramas que parten de la raiz
Yy 01, ..,0, denotan el numero de nodos de cada una de esas ramas con lo
que ¢ = 14+ 8 + -+ 8. (LS, representa a los drboles con q nodos sin
ramificaciones excepto en la raiz).

Utilizando las funciones asociadas a los SN-arboles con raiz y el Lema
1.2.1 estamos ahora en condiciones de enunciar el siguiente teorema que
ofrece una expresién para la solucién numérica similar a la del Teorema
1.2.1 para la solucion exacta.

Teorema 1.2.2. Los vectores g; en (1.18) satisfacen
datt
e = @) Y Zam (B)yo)- (1.23)

te LSNT,

Demostracion. Demostraremos el resultado aplicando un proceso de induc-
cion sobre ¢ > 1.

d? :
Si ¢ = 1, tenemos que W(Qfﬂh:o = 2Zaijfl(yo). Teniendo en cuenta

o
que y(7) =1, ®;(1) = 1y que F (7)(y) = f!(y), se cumple el resultado

d2
th (gl |h 0 — 27 Za’u )(yO)
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Suponemos ahora que se cumple

d
e heo=a Y Zaw )(y0).

teLSNT, 1

y probaremos el resultado para g + 1.
g+1

Vamos a calcular —— s, ————(g1)|n=0. Usaremos para ello la férmula (1.22) y la
féormula de Faa di Bruno
dat1

dhat1

s dq_l
(91)lh=0 = (g + 1)qzaijm(fl (85)) ln=0
j=1
= (¢+ 1)20%]'(]‘
j=1

Z Z arerfI(gj) | .
ayjl PPN aerayKl e ame h=0

LSq J1yeosdr K1y
(gl - (gl ) (gF )0 e (gl ) [z

Por (1.18), ( Vnzo = vy’ Ademds K; hace referencia a la raiz del SN-
arbol con ralz t; para el que tenemos que p(t;) < ¢. Por la naturaleza
recursiva de las definiciones y evaluando en h = 0 obtenemos que

dq+1 s s
gl = (g +1) Z; @ijq
]:

3 3 . 9" f(yo)
T3y By Oy - - - OyFn

LS Jl ----- J7 Kl ----- 7n

01 Z Y(th) Z ity Py (1) F5 (1) (yo) - - -

t€LSNTs, k=1
O Y Z Ul Pl () F () (370)-
tmELSNTs, 1 km—1

Dado w € LSy, t1 € LSNT5,_1, ..., t,, € LSNT;,, 1 se puede considerar

m
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t € LSNT, como el de la Figura 1.1 para el que
() = q-01-y(ta) - Om - Y(tm),

i) = 7 D P (t) ., P, (),

y se concluye entonces que

d(H-l

dhat1 (gz )|h 0— (q +1 Z Z az] (YO)

tELSNTq

]

Como consecuencia de la semejanza entre g; e y; y v; obtenemos el
siguiente teorema

Teorema 1.2.3. La solucion numérica y, y vy dada por (1.18)-(1.20) sa-
tisface

;Zq(m'ho =a ) W(t)Z&@i(t)F(t)(yO), (1.24)

teLSNT, 1

%(wﬂho = Z ~(t) Zbiq)i(t)F(t)(YO). (1.25)

teLSNT,_1

Demostracion. Para la primera igualdad basta comparar

g = Yo+ yhvo+h? Z a;;f(g;),

J=1

con
yi = Yo+hvo+h’ Zﬁif(g
i=1

para darnos cuenta que es suficiente sustituir en (1.23) o;; por 3; y el suma-
torio en j por el sumatorio en i para obtener el resultado buscado (1.24).
Para el segundo caso, aplicaremos la férmula (1.21) para derivar vy

dhq Vi)|h=o = qu dha— 1 g;)) [n=o,
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que comparandolo con la derivada (q + 1)-ésima de g/ después de aplicar la
férmula de derivacién (1.22)

()lhmo = (a+ Da’ Y oy (7 ((2)) oo

=1

dq+1
dhatl

nos permite, como en el caso anterior, sustituir en (1.23) «;; por b;, el
sumatorio en j por el sumatorio en ¢ y dividir por ¢ + 1 para obtener el
resultado buscado (1.25). O

Estamos ya en disposicién de obtener finalmente las condiciones de orden
de los métodos Runge-Kutta-Nystrom igualando los desarrollos de Taylor
de la solucién exacta y numérica obtenidos en esta seccion.

Teorema 1.2.4. Un método Runge-Kutta-Nystrom (1.2)-(1.4) para (1.1)
tiene orden q > 2 si para cada SN-drbol con raiz t con p(t) < qg—1 se
verifica

® 1
2080 = (1.26)

y para cada SN-drbol con raiz t con p(t) < q se verifica

Zbicbi(t) = % (1.27)

Nota 1.1. Para tener orden 1 es suficiente pedir que Zbi =1.
i=1

Nota 1.2. Aunque no se demostrard en este trabajo, se cumple que las
condiciones (1.26) y (1.27) son también necesarias (Ver [1, Pag. 32-37]).

Condiciones de orden hasta orden 5

Teniendo en cuenta (1.28) y (1.29), y apoyandonos en las Tablas 1.1y
1.2, donde se han representado los SN-arboles con raiz de orden menor o
igual que 5, escribimos a continuacién las correspondientes condiciones de
orden.

e Orden 1: Zb" = 1.
i=1
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e Orden 2: Ademas de la condicién anterior debe cumplirse
- 1 - 1
b — — R
Z %= 3 Z Pi=3
i=1 i=1
e Orden 3: Ademas de las 3 condiciones anteriores debe cumplirse

Zbﬂ? = é> Z bia; = é, Zﬁz‘%‘ = é
i=1 =1

3,j=1

e Orden 4: Ademas de las 6 condiciones anteriores debe cumplirse

S 1 s 1 . 1
; biv; = 1 Z bivicuj = ]’ Z bicij; = o’

1,j=1 4,j=1

. 1 . 1
;Bﬂ? ~ 19 Z Bicvij = o

ij=1

e Orden 5: Ademas de las 11 condiciones anteriores debe cumplirse

S 1 s 1 . 1
;bﬂ? ~ 5 Z biviou; = 10’ Z bicvijouy, = 0

i,j=1 6,j=1

- 1 - 1 - 1
Z biviaujyy = 30 Z biOéij’Y? = 60’ Z bicvijo, = 120
ij=1 ij=1 ij,k=1

- 1 - 1 - 1
;ﬁﬁ? Nk Z Bivicij = 10° Z Bicujv; = 120°

i,j=1 i,j=1
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t (@) F(t)(y) P;(t)
t1 ° 1 fI 1
[0]
D
to \ 2 Za—fj d Yi
= Y
[1]
D 02 f!
t \/ 3 v/o V2
3 Mzﬂ Dy’ oYK
2]
< D 6 T s
t4 [ 6 Za—;jjfj Zaij
J=1 j=1
[[0]
83 I
ts \‘/ 4 Z @yJay];({?y vl %3
JK,L=1
3]
D 82 I s
e <./ 8 angny" K i ) o
JK=1 j=1
[1; [0]]
8]” 8f‘] >
tr Z 24 Z ay? DYk Z%”Yj
JK=1 j=1
[(1]]

Tabla 1.1: SN-arboles con raiz y diferenciales elementales hasta orden 4
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t () F(t)(y) Di(t)
\// anI
ts \ 5 Z ER NN UJUKULUM o
JK D=1 Y oYYy
[4]
ty </ 10 Z vaKvL o Z Qi
JK,L=1 8yJ6yK8y j=1
[2; [0]]
D
anI
t <> 2
10 0 2 ayJay ];1 0 Qi
[[0], [
D s
a?f] afJ
tn </ 30 %’Z@iﬂj
JK,L=1 Oy’ dy* 83/ j=1
[1; [1]]
2/ ~ o P 2
tlg 60 JI; 1 ay] 8yK8y ;Oﬁjﬁyj
[[21]
é ~ Of O s
t13 120 Z 8_yJ8y_Kf Z Qi Qe
JK=1 k=1

Tabla 1.2: SN-arboles con raiz y diferenciales elementales de orden 5
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Enunciaremos ahora algunos resultados que son 1tiles a la hora de redu-
cir el nimero de condiciones de orden que hay que imponer en la construc-
cién de métodos Runge-Kutta-Nystrom cuando sus coeficientes satisfacen
ciertas relaciones, llamadas habitualmente condiciones simplificadoras.

Lema 1.2.2. Si los coeficientes del método RKN satisfacen

y para cada SN-drbol con raiz t con p(t) < q se cumple (1.27), entonces se
cumple (1.26) para cada SN -drbol con raizt con p(t) < q— 1.

Demostracion. Seat un SN-arbol de orden p(t) < ¢—1y sea t el SN-drbol
con rafz de orden p(t) + 1 que se obtiene afiadiendo un hijo fino final a la
raiz de t. Por la construccién de t y por la Definicién 1.2.4 tenemos que

D;(t) = 7 Pi(t),
y por la Definicién 1.2.5 tenemos que

~ ~7()

(@) = o0 = ol0) + 1) (&)

t)

2

s
—~
~—

Teniendo en cuenta estas dos igualdades y la hip6tesis (1.28), obtenemos
> Bii(t) = Zb (1= )i Zb i(t) = D birui(t)
i=1 =1
- Z b Z by (f) = — — ——
) (1)

(p(t) +1) —p(t) _ 1
(p() +)y(t)  (L+p())y(t)

En consecuencia, la condicién de orden (1.26) asociada al arbol ¢ se satisface
automaticamente. En las igualdades anteriores hemos utilizado que tanto ¢

como ¢ son SN-4rboles con raiz de orden < ¢ para los que se cumple, por
tanto, (1.27). O
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Lema 1.2.3. Sean t y u dos SN-drboles con raiz de orden q, como los de
la Figura 1.4, donde se supone que las partes que estdn dentro de la elipse
deben ser idénticas en los dos drboles. St se cumple

s 2
}:%f:%,¢:1wq& (1.29)
j=1

entonces las condiciones de orden asociadas a t y u son equivalentes.

t U

Figura 1.4: Representacién gréfica de los arboles asociados al Lema 1.2.3 (¢
en la izquierda y u en la derecha).

Demostracion. Sea t el SN-drbol con raiz de orden ¢ — 2 que representa a
la parte comtun de ¢ y u. Por el caracter recurrente de la Definicién 1.2.4 y
por (1.29) obtenemos que

2

%0 =00 an=0dF v B =0,
k=1

siendo 7 el indice del vértice grueso que esta dentro de la parte comun de ¢
y u en el que se produce la diferencia entre t y v y del que derivan los dos
vértices que estan fuera de esta parte comun, y siendo k el vértice grueso
final de t que esta fuera de la parte comin de ¢t y u (Ver Figura 1.4). Tenemos
entonces que

Por otro lado, por el caracter recurrente de la Definicién 1.2.5 tenemos que

YO =) -2y ) = ().

Esto implica

1 = s
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y, por tanto,
D;(t)y(t) = Pi(u)v(w),

1 1
de donde deducimos que ®;(t) = i equivalente a ®;(u) = ) y basta
Y(u
considerar sélo una de dichas condiciones de orden.

Como consecuencia del Lema 1.2.3 las condiciones de orden de los arboles
ts, tg y t1o de la Tabla 1.2 son equivalentes y lo mismo sucede con las
condiciones de orden de los arboles t15 y ti3, pasando de 6 condiciones
asociadas a SN-drboles con raiz de orden 5 a solamente 3.

Contando el niimero de condiciones de orden

Veamos ahora cuantas condiciones de orden son necesarias a medida
que aumenta el 6rden del método [1, Pag 41]. Vamos a denotar por my el
nimero de SN-arboles con raiz distintos de orden N, N = 1,2, .... Es claro
que m; = 1 Cada uno de estos my SN-arboles con raiz estara formado por
la raiz y partiendo de ella habra j; + ja + - - - + ji nodos finos de los que j;
son nodos finos finales, de j, parten j, SNN-arboles con raiz de 1 nodo, de js
parten j3 SN-arboles con raiz de 2 nodos, ..., de ji parten jp SN-arboles
con raiz de k — 1 nodos de modo que j; +2js + - - -+ kjr = N — 1. Notamos
ahora que para k > 1, los j; SN-arboles de k — 1 nodos se pueden escoger

de _
<mk1 + Jk — 1)
Jk

formas diferentes (hay una sola manera de elegir los j, SN-drboles con raiz
con un nodo). Entonces la formula que nos permite calcular recursivamente
my es

myq+ 7o — 1 me_1+ 7. — 1
my = E ( ! .j2 ) ( . . I )> (1.30)
. . ; J2 Jk
1422+ +kjr=N—1

junto con m; = 1. Podemos definir la funcién generatriz M de my como la
serie formal de potencias

M(z) = ZmNzN, (1.31)

que a la vista del nimero de SN-arboles con raiz de las Tablas 1.1 y 1.2
tiene la forma

M(z)=z+22+223 +321 +62° +---.
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Teniendo en cuenta [4, pdg 363] que para r,m < 1
- @@ = ; z
(1 —zr)m ; J

y la relacién (1.30) se concluye que

(1 — Z)(l — 22)m1 ce (1 — Zk)mk—l el

M(z) = (1.32)

Tomando logaritmos en (1.32) se tiene

i (MEY o () i () e () &
" z - 1—2 it 1— 22 =1t 1 — 2k ’

esto es,

In (@) = —In(l—2) —miln(l — 2*) — - —my_yIn(l — z) — - - -

Como consecuencia del desarrollo en serie de la funcién logaritmo obtenemos
n

que In(1—2z") = —Z :
n

, de donde deducimos que

n=1
n| —— — JE— m JR— o« M _ J—
< n=1 n lnzl n ) lnzl n

= Z% (L4 maz" + mez® + -+ my 20" )
1

n

(1+ M(z")).

I
NE
S| %

n=1

Tomando exponenciales obtenemos
ok
M(z)=z-exp (z(l—l—M(z))+-~+?(1+l\/[(zk)) —i—) ,

y por tanto, es posible escribir el producto infinito en (1.32) en términos de
una exponencial, que permite también el cdlculo recursivo de my.

En la Tabla 1.3 aparecen los valores de my para N < 9. Observamos
que para obtener un método RKN general de orden 4 hay que imponer
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N 12 3 45 6 7 8 9
11 2 3 6 10 20 36 72

mpy

Tabla 1.3: Valores de my para N < 9.

(1+14+2+4+3)+(1+1+2) =7+4 = 11 condiciones de orden, mientras que
para métodos RKN que satisfacen (1.28) es suficiente imponer 7 condiciones
de orden (las asociadas a los SN-arboles con raiz de la Tabla 1.1). Por otro
lado, si ademds de (1.28) se satisface (1.29) observamos que las condiciones
de orden de t3 y t4 son equivalentes y lo mismo sucede con las condiciones
de orden para t5 y tg. Se concluye entonces que si se cumplen (1.28) y (1.29)
es suficiente imponer 5 condiciones de orden para obtener métodos de orden
4. También observamos en la Tabla 1.3 que para obtener un método RKN
general de orden 6 hay que imponer (1+1+243+6+10)+(14+1+4243+6) =
23 4+ 13 = 36 condiciones de orden, mientras que para métodos RKN que
satisfacen (1.28) es suficiente imponer 23 condiciones de orden. Aunque en
la memoria no se han incluido los 10 SN-arboles con raiz de orden 6, se
puede comprobar que si se cumplen (1.28) y (1.29) es suficiente imponer
5 condiciones de orden asociadas a SN-arboles con raiz con 6 nodos, que
junto con las 3 condiciones para arboles de orden 5 y las 5 condiciones
para arboles de orden menor o igual que 4 dan un total de 13 condiciones
de orden que hay que imponer para obtener un método RKN de orden 6.
Esto implica una reduccién importante del niimero de condiciones de orden,
pasando de 36 condiciones de orden para un método general de orden 6, a
sélo 13 si el método cumple (1.28) y (1.29).

1.3. Estabilidad lineal

La estabilidad lineal de un método Runge-Kutta-Nystrom es investigada
mediante la ecuacion test escalar

Y = —wly, w >0, (1.33)

cuya solucién exacta, y(t) = Acos(wt + 6), con A y 6 dependiendo de las
condiciones iniciales, es oscilatoria [2]. La aplicacién de un método Runge-
Kutta-Nystrom de s etapas con coeficientes «, b, 3, y a a la integracion
numérica de (1.33) da lugar a

Unt1 = Yo+ hon —BOPBTY, (1.34)
Upp1 = Up— hw’bTY,, (1.35)
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con Y, el vector de etapas intermedias del método, que se puede escribir
como
Y, = yne + hv,y — hw?aY,,

donde e es el vector de IR® cuyas componentes son todas iguales a 1. Des-
pejamos Y,, de la ecuacion anterior del siguiente modo
Y, = (I+h°w%a) (yme + hvyy),
y llamando z = —h?w? tenemos que
Y, = (I—za) (yne+ hvy). (1.36)

La matriz (I — za) es siempre invertible en nuestro caso, pues estamos tra-
bajando con métodos explicitos y por tanto, « es estrictamente triangular
inferior.

Estamos ahora en condiciones de calcular la matriz de estabilidad del méto-
do, M(z), que es la que satisface

{ym-l] = M(2) [y"], n=0,12..

hvn—i—l hvn
Para hacer el cdlculo de M(z) llevaremos (1.36) a (1.34) para obtener
Ynt1 = Yn + hvp, — h20?B7Y,
= Yo+ hv, + 287 (I - 2a) " (yne + hv,y)
= (14287 - za)te)y, + (14 287 (1 — za) 'y)ho,.
Del mismo modo, reemplazando Y,, por (1.36) en (1.35) tenemos
hvny1 = h(v, — ho’b’Y))
= hv, — B2 (I — za) H(yne + hv,y))
= hv, + 2b" (I — za)  (yne + hv,7v))
(zb"(I — za)'e)yn + (1 + 2b" ((I — za) ') ho,.
Por tanto,

(142871 —za)te 142871 — za) 'y

M(z) = b1 —za) e 1+ 2bT(1 —za) ty (1.37)

El efecto de amortiguacién de M (z) esté caracterizado por su radio espec-
tral, p(M(z)). Ademds, como M (z) es una matriz 2 X 2, los autovalores de
M (z) son las raices de la ecuacién caracteristica

= S(z)pu+ P(z) =0, (1.38)
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donde S(z) es la traza de la matriz de estabilidad y P(z) su determinante,
es decir,

S(z) = 24287 - za)te +bT(I — za)™ly),
P(z) = 14281 - z20)'e+b (I —za)" (v —e)+
2(BT(I — za) ") (eb” (I — za) ™ty — 4bT(I — za)'e)).

Definimos ahora algunas propiedades de estabilidad y periodicidad de M(z).

Definicién 1.3.1. La region de estabilidad absoluta de un método Runge-
Kutta-Nystrom esta definida por el conjunto

{z<0:p(M(2)) < 1}. (1.39)

Si la region de estabilidad absoluta es (—o0,0) se dice que el método Runge-
Kutta-Nystrom es A-estable.

Como se puede ver en el Apéndice B, la regién de estabilidad absoluta
(1.39) se puede definir alternativamente reemplazando (1.39) por

{z:2<0,|P(2)| < 1,|5(2)| < P(z) + 1}. (1.40)

Los métodos A-estables amortiguan el error pero generan soluciones numéri-
cas para (1.33) que espiralan hacia el origen (Ver Figura 1.8) en lugar de
generar soluciones periddicas como la solucién exacta de (1.33).

Hemos estudiado la regién de estabilidad del método RKN4(3)4FM presen-
tado en [3], y utilizado en los experimentos numéricos del Capitulo 2. En
la Figura 1.5 se han representado los moédulos de los dos autovalores, p;
y pe, de M(z) para una red equiespaciada de centésima en centésima de
valores z € (—16,0). Observamos que para z > —9 hay una tnica linea que
corresponde a un par de autovalores complejos conjugados. Para z < —9 se
observan dos autovalores reales distintos que se mantienen con moédulo < 1
hasta llegar a —14.25, luego obtenemos una regién de estabilidad absoluta
(—14.25,0) y por tanto, no es un método A-estable. En la Figura 1.6 se
han representado los médulos de la traza y el determinante de M(z), el
discriminante de (1.38) y P(z) + 1 para los mismos valores de z conside-
rados en la Figura 1.5. Observamos que para z = 14.25, deja de cumplirse
|S(2)| < P(z) + 1, una de las condiciones necesarias segin (1.40). También
notamos que el discriminante de (1.38), S(2)? — 4P(z), es negativo desde 0
hasta —9, punto en el que los autovalores pasan de ser complejos conjugados
a un par de autovalores reales distintos, concordando con lo que habiamos
observado en la Figura 1.5.
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1.6
14r
12
1
Wl V
0.6 [
04r y= 1
[y
02 1,
p(M(2))
0
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Figura 1.5: Regién de estabilidad del método RKN4(3)4FM, utilizando
(1.39)

6
Pl
5T IS()|
y=1
4t P@) +1

S@)?-4P@) |

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

Figura 1.6: Regién de estabilidad del método RKN4(3)4FM, utilizando
(1.42)
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1.2 T T T T T T T

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

[P@)I

-0.2 IS(2)] b
y=1

0.4 P@+1
S(2)? - 4P(z)

_06 1 1 1 1 1 1 1
-16 -15.5 -15 -14.5 -14 -13.5 -13 -12.5 -12

Figura 1.7: Detalle y ampliacion de la Figura 1.6

La Figura 1.7 es una ampliaciéon del rectangulo punteado de la Figura
1.6. En ella se aprecia con claridad que la condicién |S(z)| < P(z) + 1 de
(1.40) deja de cumplirse en el punto 14.25, aunque si se cumple todavia la
condicién |P(z)| < 1. Por otro lado, en la Figura 1.8 hemos representado
la solucién numérica para la ecuacién test (1.35) con w = 10 generada con
longitud de paso h = 0.2 (h?w? = —4). Se han numerado las 10 primeras
aproximaciones calculadas y las 10 iltimas, de modo que se pueda apreciar
que efectivamente la soluciéon numérica calculada con este método espirala
hacia el origen.

Definicién 1.3.2. La region de periodicidad de un método Runge-Kutta-
Nystrom estd definida por el conjunto

{2 <0:p(M(2)) =1,[S(2)]> — 4P(z) < 0}. (1.41)

Si la region de periodicidad es (—o0,0) se dice que el método Runge-Kutta-
Nystrom es P-estable.

Para z en el dominio de periodicidad, los autovalores de M (z) son un par
de complejos conjugados de médulo unidad, por lo que la solucion numérica
es periodica tal y como lo es la solucién exacta. Hemos estudiado la regién
de periodicidad del método RKN4(3)4FM y como se puede ver en la Figura
1.5 la region de periodicidad de este método es vacia.
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Figura 1.8: Espiralado hacia el origen al aplicar el método con la funcién
test.

1.4. Estimacién del error local y cambio de
paso

Para la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias es con-
veniente usar paso variable, h,,, para avanzar pasos pequenos donde la so-
luciéon cambia rapidamente o pasos mas grandes si la solucién varia mas
lentamente. Para decidir cudl es la longitud del paso de integracion mas
adecuada en cada momento, es preciso estimar de algiin modo el error que
se esta cometiendo en la integraciéon numérica. Dicha estimacion se puede
llevar a cabo mediante el uso de los llamados pares encajados de métodos
Runge-Kutta-Nystrom.

Un par encajado de métodos Runge-Kutta-Nystrom consiste en dos
métodos de 6rdenes p y p (con p > p) que comparten las mismas eva-
luaciones de funcién

ki - f(Yn + haniVn + hizaijkj)a 1 S ? S S.

=1
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En el modo de extrapolacion local, en la integraciéon numérica cada paso
avanza con el método de orden mas alto p

=1
Vp+t1 = Vp + hn Z blk“ (143)
=1

thrl = tn_'_hn;

y el método auxiliar de orden p

}A’n_H = Vn —|— thn + hi Z szz, (144)
=1
Vor1 = Vot+ha Y bk, (1.45)
=1

tn+1 = tn+hn7

se usa solamente para construir el estimador del error local (el error come-
tido por el método tras un tnico paso de integracién)

Eni1 =maz(||yn+1 — Yntilloos [[Vasr — Vinilloo)- (1.46)

Veamos que yni1 — Yni1 V Vael — Vpa1 son estimaciones de los errores
locales cometidos por el método de orden p. Para ello denotamos por y(t)
la solucién exacta de y”(t) = f(y(t)) con condiciones iniciales y(t,) =y, e
y'(tn) = v,,. Teniendo en cuenta que p < p,

Yor1 = Ynr1 = You1 =Yt +hn) = (Fnp1 — (it + hn))
Y(tn +hn) = Fng1 + O(RET),
Varl — Vst = Va1 — Y (bn + hn) — (Vo = Y (En + ha))
= y,(tn + hn) — Vo1 + O(hffl)v

para h,, pequeno, de donde concluimos que, salvo términos O(hP™), E, 1,
es el error local cometido por el método de orden bajo. Por otro lado, como

y(tn‘i_hn) —yn+1 — Clhg+1+0(h£+2) O(hﬁ+1>7
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con C; y Cy constantes, y para h, pequeno O(h?™!) es despreciable frente
a O(hET!), de estas igualdades obtenemos que

Yn+1 — yn-i—l = O(h:z-’_l)a Vi1 — Vn-i—l = O(h?z—i_l)’

y, en consecuencia, E, 1 ~ Ch?™! siendo C' una constante.

Por otro lado, si la tolerancia TOL representa el maximo error local
permitido, la longitud de paso 6ptima h,,: para avanzar un paso desde %,
generando un error local igual a la tolerancia deberia satisfacer TOL =
Chf;l. Compararemos el méximo error local permitido, TOL, con el error
local estimado, F, 1, para encontrar una forma de ajustar la longitud del
paso de integracion. De la igualdad

TOL (hopt > P

En+1 hn
se deduce
1
TOL\ p+1
hopt = hn | 5— )P 0.
vt (EnJrl)

Esto nos permite ajustar la longitud del paso de integracion del siguiente
modo
1

TOI\7 11
hopt = 0.9h, <—) p+1 (1.47)
En+1

siendo 0.9 un factor de sequridad que se introduce para evitar en la medida
de lo posible que se produzcan rechazos.

Si al intentar avanzar un paso de longitud h,, desde t, a t, 1 se observa
que F,.1 <TOL, entonces se acepta dicho paso y se calcula para avanzar
el paso siguiente h,1 = hyy dado por (1.47). Si, por el contrario, E, 1 >
TOL, entonces el paso que se ha intentado para avanzar de t, a t,,; se
rechaza, se calcula una nueva longitud de paso h, = hyy con (1.47) y se
repiten los cdlculos (1.42)—(1.46) con el nuevo h,,.

Notamos que en la practica no es necesario calcular la aproximacion de
orden p, puesto que solamente son necesarias las diferencias

S
Yni1 — Yni1 = h Z(ﬁz — Bi)ki, (1.48)

i=1

Vp+1 — \A,nJrl = hn Z(bl — l;z>kza (149)
i=1
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que nos permiten hallar el error estimado y pueden ser calculadas como
combinacion lineal de las evaluaciones de funcién k;, 1 < i < s, con los
coeficientes apropiados 3; — B; y b; — b;, 1 < i < s.



Capitulo

Integracion numeérica del
problema de Kepler

En esta seccion presentamos los resultados numéricos que se han obte-
nido al integrar con dos métodos Runge-Kutta-Nystrom de érdenes 4 y 6,
respectivamente, el conocido problema de Kepler. Ambos métodos se han
implementado en Matlab tanto con paso fijo como con paso variable. En el
Apéndice A se incluyen las correspondientes funciones.

2.1. Descripcion del problema

El problema considerado para ilustrar el comportamiento de los métodos
Runge-Kutta-Nystrom estudiados en este trabajo es el problema de Kepler.
Dicho problema describe el movimiento en un plano de un punto material
que es atraido hacia el origen con una fuerza inversamente proporcional al
cuadrado de su distancia al origen. En particular, podriamos pensar en un
satélite que orbita alrededor de la Tierra.

Las ecuaciones del movimiento, cuando se formulan como un sistema
diferencial de segundo orden, son

T

X”(t) _ _xl(t) _xQ(t) . . (21)

<\/x1 +x2()2> <\/w1 2 4 2ot )

En nuestro estudio vamos a considerar condiciones iniciales de la forma

x(0) = (1—e,0)7, x’(O)z(O, ”6), (2.2)

1—e
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donde e es un pardametro (0 < e < 1).

Las soluciones de (2.1)—(2.2) corresponden a érbitas periédicas de perio-
do 27 que en el plano (1, x2) describen elipses de excentricidad e y semieje
mayor 1. A medida que va siendo mayor el valor de la excentricidad, se
hace més necesario el uso de pasos variables en la integraciéon numérica del
problema porque a lo largo de la solucion las velocidades varian enorme-
mente. De hecho, el problema de Kepler es uno de los problemas test que
se han utilizado desde los anos 70 del siglo pasado de manera sistematica
para analizar el buen comportamiento de los estimadores del error y de las
implementaciones con paso variable de las distintas familias de integradores
numeéricos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2.2. Métodos utilizados

En los experimentos numéricos hemos utilizado los dos pares encajados
de métodos Runge-Kutta-Nystrom de 6rdenes 4 y 6, respectivamente, que
se construyen en [3], atendiendo a criterios que garantizan una buena es-
timacion de los errores locales y una eficiente implementacién del cambio
de paso. En ambos casos el método de orden mayor satisface la hipdtesis
simplificadora (1.28). Ademaés, los dos métodos también satisfacen la pro-
piedad conocida como FSAL (first same as last) esto es, la ultima etapa de
cada paso coincide con la primera etapa del paso siguiente, es decir,

Cszl, 5‘9:0, asj:ﬁja jzl,...,S—l.

De este modo se ahorra una evaluacion de funcién por cada paso aceptado.

El primer método considerado es un método de 4 etapas y de orden 4,
con un método encajado de orden 3 para la estimacion del error local, y
cuyos coeficientes son los que se muestran en la Tabla 2.2. Al igual que en
3], nos referiremos a él como RKN4(3)4FM. La notacién 4(3)4 se refiere
a p(p)s, donde p denota el orden del método con el que vamos a hacer la
integracion, p se refiere al orden del método con el que se estima el error
local y s es el nimero de etapas del método. La letra F hace mencion al
hecho de que el método de orden alto satisface la propiedad FSAL y la letra
M refleja que los coeficientes del método se han elegido para minimizar el
término dominante del error local.

Se trata de un método que cumple la condicién (1.29) y en el que el
método de orden 4 cumple también la condicién (1.28). Por tanto, para
hallar los coeficientes de dicho método, sus autores tuvieron que resolver 10
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0
1] 1
13
71 7 119
10| 7000 500
IR R
14 27 189
1 8 25
S0 1 37 1m0
y | L8205
‘114 81 567 54
~ | =T 67 3 -1
%1 %0 0 20 20
| 1B - a1
21 27 189 3

Tabla 2.1: Coeficientes del método RKN4(3)4FM.

ecuaciones de orden (5 para v, 3 para vy 2 para y). La estimacion del error
local y el cambio de paso se han llevado a cabo como se indica en la Seccién
ldcons=4,p=4yp=3.

El segundo método que hemos considerado, es un método de 6 etapas
y de orden 6, con un método encajado de orden 4 para la estimacion del
error local, cuyos coeficientes son los que se muestran en la Tabla 2.2. Nos
referiremos a él, como en [3], por RKN6(4)6FM, puesto que p =6, p =4y
s = 6, el método de orden 6 satisface la propiedad FSAL y sus coeficientes
se obtuvieron minimizando los términos O(h") del error local. Notamos que
en este caso el orden del método con el que avanza la integracién es dos
unidades mayor que el orden del método que se utiliza para estimar el error
local.

En este caso, se cumplen las condiciones (1.28) y (1.29) tanto para el
método de orden 6 como para el de orden 4, por lo que los autores de [3]
tuvieron que resolver 18 ecuaciones de orden (13 para v y 5 para v) para
hallar los coeficientes de este método. De nuevo, la estimacién del error local
y el cambio de paso se han realizado como se indica en la Seccién 1.4 con
s=6,p=6yp=4.
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0

1 1
10| 200

3 -1 1
10 | 2200 22

7| 637 ~7 7
10| 6600 110 33

17 | 225437 —30073 65569  —9367
25 | 1968750 281250 281250 984375

o5 s s 62
2142 116 1368 168 28101
1349 7873 192199 521683  —16

% | 157500 50000 900000 2100000 125

, | 1349 7873 27457 521683 -2 1

“ | 157500 45000 90000 630000 5 12

X 151 5 385 55 —6250

ST 116 1368 168 28101

; 151 25 275 275  —78125

12142 522 684 252 112404 12

Tabla 2.2: Coeficientes del método RKN6(4)6FM.

2.3. Resultados numeéricos

Presentamos en esta seccién los resultados numéricos que se han obteni-
do cuando el problema de Kepler (2.1)—(2.2) se ha integrado numéricamente
con los dos métodos Runge-Kutta-Nystrom descritos en la Seccion 2.2, utili-
zando tanto paso fijo como paso variable. Se han considerado excentricidades
e=0.3,0.5y 0.7, y el tiempo de integracién ha sido T'= 30 x 27 (es decir,
30 periodos).

En la implementacion de paso fijo se han utilizado longitudes de paso h =
21 /K, K = 2% 5 < k < 11, y para la implementacién de paso variable las
tolerancias consideradas han sido TOL = 1075, K = 4,5,6,7,8,9. En todos
los experimentos se han medido los errores al final de la integracion donde,
por la periodicidad de la solucién, se sabe que x(7) = x(0) y x'(T") = x/(0).
Se han medido errores tanto en la soluciéon como en su derivada, utilizando
para ello la norma euclidea de IR*.



2.3. RESULTADOS NUMERICOS 39

Se han representado tres tipos de graficas para visualizar los resultados
obtenidos, todas ellas en escala doblemente logaritmica, es decir, en el eje
de las x se representa el logaritmo del valor en lugar del propio valor y en
el eje de las y ocurre lo mismo. Usamos este tipo de graficas porque, como
se explica mas adelante, permiten visualizar mas facilmente algunas de las
caracteristicas de los métodos considerados, mediante la pendiente de las
lineas que unen los datos representados. En todas las gréaficas, para los da-
tos obtenidos con la implementacion de paso fijo utilizamos trazo continuo,
mientras que para los generados con paso variable usamos el trazo discon-
tinuo. Del mismo modo, representamos los resultados correspondientes al
método de orden 4 en color azul y marcando los puntos representativos con
circulos y los obtenidos con el método de orden 6 en color rojo y marcando
los puntos representativos con .

Paso fijoe=03

—©— Orden 4
—%— Orden 6

1041

1081

Error

1081

10-10

h

Figura 2.1: Graficas referentes al paso fijo que representan el error frente a
la longitud de paso con exc = 0.3.

Las gréficas incluidas en las Figuras 2.1 — 2.3 contienen los resultados
obtenidos con paso fijo para excentricidades 0.3 (Figura 2.1), 0.5 (Figura
2.2) y 0.7 (Figura 2.3), respectivamente. En ellas, se ha representado el
error frente a la longitud de paso de integracién utilizado (en realidad, el
logaritmo de ambos), para intentar visualizar graficamente el orden de cada
método. Si trabajamos con un método de orden p, el error global E (visto
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Paso fijo e = 0.5

1021
—©6— Orden 4
—¥— Orden 6
1041
5 10°1
wm
1081
10—10 -
102 102 10 10°

h

Figura 2.2: Graficas referentes al paso fijo que representan el error frente a
la longitud de paso con exc = 0.5.

como funcién de h) se comporta cuando h tiende a 0 como E =~ ChP.
Tomando logaritmos es claro que log(E) ~ log(C) + p - log(h), y al utilizar
en las graficas la escala doblemente logaritmica, representando log(E) frente
a log(h), esperamos ver una linea recta de pendiente p.

En las tres graficas observamos que la pendiente de las lineas rojas es
aproximadamente 7 cuando esperariamos solo pendiente 6, por tratarse de
un método de orden p = 6. Analogamente, vemos que la pendiente de las
lineas azules en lugar de ser 4, como corresponderia a un método de orden
p = 4, es préxima a 5. La explicacién hay que buscarla en [1] donde se
establece que para el problema de Kepler integrado con un método de un
paso de orden p, el error tras N periodos se comporta como

N2

—_NO(hP+1) + O(h"+?). (2.3)

NO(W?) + =

Esto implica que fijado N, (en nuestro caso N = 30) el error visto como
funcién de h se puede comportar como O(hP*1) si el segundo sumando de
(2.3) es mayor que el primero, o como O(hP), si el segundo sumando de
(2.3) es menor que el primero. Esto justifica que las pendientes de las co-
rrespondientes lineas cuando se representa en escala doblemente locaritmica
el error frente a h sea p + 1 en lugar de p, o una combinacién de ambas.
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Paso fijo e =0.7

—©— Orden 4
—%— Orden 6

1021

1041

Error

Figura 2.3: Graficas referentes al paso fijo que representan el error frente a
la longitud de paso con exc = 0.7.

En las Figuras 2.1, 2.2 y 2.3 hemos representado tnicamente datos co-
rrespondientes a errores inferiores a 107!, En el caso del método de orden
4 esto implica que el paso mas grande representado para excentricidad 0.3
es h = 27 /32, mientras que para excentricidades 0.5 y 0.7 ha sido necesario
empezar con h = 2w /128 y h = 27 /256, respectivamente, para conseguir un
error del mismo tamano.

Con el método de orden 6, para excentricidad 0.3 el mayor paso utilizado
es h = 2w /32, mientras que para excentricidad 0.5 necesitamos h = 27 /64
y para la excentricidad 0.7 h = 27/128, para conseguir un error por debajo
del 10 %. Se observa que a medida que aumenta la excentricidad de la érbita
aumenta también la dificultad de la integraciéon de este problema, un hecho
que ya anunciabamos en la Seccién 2.1.

Comparando ahora para cada excentricidad los resultados obtenidos con
el método de orden 4 y el de orden 6 vemos que para el mismo h, los errores
con el método de orden 6 son menores que con el método de orden 4, como
corresponde al comportamiento cuando h tiende a 0 de O(hS) frente a O(h?).

Las graficas incluidas en las Figuras 2.4 — 2.6 contienen los resultados
obtenidos con ambos métodos, implementados con paso variable, para las
mismas excentricidades 0.3, 0.5 y 0.7. Como se ha indicado anteriormente,
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Paso variable e = 0.3
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10-6 E P s/ 7
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108
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Tolerancia

Figura 2.4: Graficas referentes al paso variable que representan el error frente
a la tolerancia con exc = 0.3.

en cada grafica la linea azul corresponde al método de orden 4 y la roja al
método de orden 6. Se ha representado ahora el error frente a la tolerancia
utilizada (en realidad, el logaritmo de ambos) para intentar observar si el
error global obtenido es proporcional a dicha tolerancia. Si asf fuese se espe-
rarian lineas de pendiente 1 en escala doblemente logaritmica puesto que si
E =~ C-TOL, tomando logaritmos obtenemos log(E) ~ log(C)+1log(TOL).
No obstante, como en la implementaciéon de paso variable considerada hop
se elige estimando el error local, de modo que TOL = hﬁ;@l, y el error global
se comporta como F = maz hP . lo que se espera es I =~ C-TOLP/®+Y) v en

consecuencia, log(E) ~ log(C) + (p/(p+ 1)) - log(TOL). Esto corresponde
a una recta de pendiente p/(p + 1) que en el caso del método de orden 4

6
tomaria el valor 1, pero que para el método de orden 6 tomaria el valor 5

Sin embargo, las pendientes observadas en las Figura 2.4-2.6 estdan mas cer-

ca de 2 (azul) y = (rojo), lo que corresponde a

con el hecho ya observado en las Figuras 2.1 — 2.3 de que el error global
para este problema se est4 comportando como O(h?™!) en vez del esperado
O(hP).

De nuevo se han representado solamente datos correspondientes a errores

~

1
T que esta de acuerdo
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Paso variable e = 0.5
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Figura 2.5: Gréficas referentes al paso variable que representan el error frente

a la tolerancia con exc = 0.5.

Paso variable e =0.7
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Figura 2.6: Graficas referentes al paso variable que representan el error frente

a la tolerancia con exc = 0.7.
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inferiores a 10~!. Para ambos métodos observamos que para excentricida-
des 0.3 y 0.5 la mayor tolerancia utilizada es TOL = 10~*, mientras que
para excentricidad 0.7 ha sido necesario empezar con TOL = 107°, para
conseguir un error inferior al 10 %.

Igual que hicimos con la implementacién de paso fijo, si comparamos
para cada excentricidad los resultados obtenidos con el método de orden
4 y con el de orden 6, en este caso, vemos que para una misma tolerancia
los errores con el método de orden 4 son menores ligeramente que con el
método de orden 6.

. e=0.3
102F X §
\
\
104} i
S
£ 108f .
g 10
108 n T
—&— Paso fijo, orden 4
—%— Paso fijo, orden 6
— © — Paso variable, orden 4
— % — Paso variable, orden 6
10710 ' '
10° 10* 10° 108

Numero de evaluaciones

Figura 2.7: Graficas de eficiencia que representan error frente al nimero de
evaluaciones de funcién con exc = 0.3.

Por ultimo, hemos representado en las Figuras 2.7, 2.8, 2.9 las graficas
de eficiencia, error frente a nimero de evaluaciones del lado derecho de (2.1)
para ver cual de las 4 implementaciones consideradas es la més eficiente, es
decir, para un mismo error, necesita un menor nuimero de evaluaciones de
funcion. En este caso, representamos conjuntamente los datos obtenidos con
paso fijo y con paso variable. En las Figuras 2.7 — 2.9 observamos que las
lineas que corresponden al método de orden 4 tienen pendiente —5 y que
las que hacen referencia al método de orden 6 tienen pendiente —7, que esta
de acuerdo con (2.3) y con el hecho de que el nimero de evaluaciones de
funcién es proporcional al nimero de pasos dados y, por tanto, inversamente
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Figura 2.8: Graficas de eficiencia que representan error frente al nimero de
evaluaciones de funcién con exc = 0.5.
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Figura 2.9: Graficas de eficiencia que representan error frente al nimero de
evaluaciones de funcién con exc = 0.7.



46 CAPITULO 2. INTEGRACION DEL PROBLEMA DE KEPLER

proporcional a la longitud del paso de integracion h. Notamos que para la
excentricidad méas baja la eficiencia de paso variable y de paso fijo es muy
similar, pero a medida que la excentricidad va aumentando se puede ver
claramente como las implementaciones de paso variable son mas eficientes
que las de paso fijo.

Para excentricidad 0.3, tanto para el método de orden 4 como para el
método de orden 6, hay poca diferencia entre la implementacion de paso
fijo y la de paso variable aunque es un poco mas eficiente esta ultima pues
para obtener un error dado requiere un niimero de evaluaciones ligeramente
menor. Sin embargo, en la Figura 2.9 observamos que con excentricidad 0.7
la implementacion de paso variable es claramente mas eficiente que la de
paso fijo. Por ejemplo, para obtener un error de tamaiio 10~7 el método de
orden 4 implementado con paso fijo requiere 368.644 evaluaciones de funcién
mientras que implementado con paso variable la misma precision se consigue
con 88.792 evaluaciones. El costo computacional medido en ntimero de eva-
luaciones de funciéon se divide por mas de 4 al utilizar pasos variables para
este valor alto de la excentricidad. Para excentricidad 0.5, aunque la ven-
taja de pasar de paso fijo a variable no es tan grande, también observamos
que, por ejemplo, para obtener un error de tamafio 10~7 con el método de
orden 4 la implementacion de paso fijo requiere aproximadamente el doble
de evaluaciones de funcién que la de paso variable.

Un comentario analogo se puede hacer cuando se comparan las dos im-
plementaciones del método de orden 6. Para excentricidad 0.3 no se aprecia
gran diferencia a la hora de implementar paso fijo o paso variable, pero
cuando se trabaja con excentricidad 0.7, para obtener un error de tamano
1077, se necesitan 23.346 evaluaciones de funcién en paso variable, mientras
que para el paso fijo se multiplica por méas de 3 el nimero de evaluaciones,
siendo 76.801 las utilizadas.

Si tratamos ahora de identificar cual de las 4 implementaciones conside-
radas es la mas eficiente, veremos que en todos los casos corresponde a la
implementacion de paso variable del método de orden 6.
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Apéndice A
Programas de Matlab

En este Apéndice mostramos el cédigo de los programas de Matlab que
hemos realizado para la implementacion de los métodos de paso fijo y va-
riable asi como del estudio de la estabilidad absoluta y la periodicidad.

A.1. Implementaciéon de paso fijo

En la funcién metodo calculamos la aproximacién a la solucion con paso
fijo. Es una funcion general que sirve para integrar cualquier sistema di-
ferencial de segundo orden de la forma (1.1), no sélo para el problema de
Kepler.

function [tt,yy,vv,neval] = metodo (t0,tF,y0,v0,h,fun,ind);

t0 y tF son el tiempo inicial y el final

y0 y v0 son las condiciones iniciales

h es la longitud de paso de integracion

fun es el nombre de la funcion que evalua el lado derecho
del sistema de segundo orden

ind es para elegir cual de los dos metodos queremos usar

o° o° o o° o° o

t = t0;
y = y0;
v = v0;
tt = [t];
yy = [y'l;
vv = [v'];

% Cargamos los coeficientes del metodo elegido
[A, ¢, b, bb, e, ee, s, p, phl=coeficientes (ind);
d = length(y0);

k = zeros(d,s);
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k(:,1) = fun(t,y); % primera etapa
neval = 1;
h2 = hxh;
while t<tF
if t+h>tF
h=tF-t;
h2 = hxh;
end
for i = 2:s; % calculamos el resto de las etapas del metodo
k(:,1) = fun(t + c(i)+*h, v + c(i)*hxv + h2xkxA(i,:)");

neval=neval+l;

y =y + hxv + h2xkxbb;
v = v + hxkxb;

t=t+h;
k(:,1) = k(:,s); % Propiedad FSAL
tt=[tt; t];
vy=lyy; yv'l;
vv=[vv; Vv'];
end
end

En la funcién metodokepler calculamos la aproximacion a la solucién
de (2.1)—(2.2) con paso fijo para diferentes longitudes de paso llamando a
la funcién metodo. También dibujamos el error frente a la longitud de paso
y el error frente al nimero de evaluaciones.

function [error,hh,neval] = metodokepler (e,N,K,nrep, ind);

e es la excentricidad de la orbita

N es el numero de periodos durante los que vamos a integrar

K es tal que la longitud de paso inicial es 2*pi/K

nrep es el numero de veces que se divide por dos el paso inicial
ind es para indicar el metodo que queremos usar

o® o° o° o o

t0 = 0; tF = 2«Nxpi; % tiempo inicial y final

yO0 [1-e; 0]; % condicion inicial

v0 = [0; sqgrt((l+e)/(1-e))]; % condicion inicial para la derivada
h = 2+pi/K; % longitud de paso utilizado en la primera integracion
hh = zeros (1, nrep);

neval = zeros(l, nrep);

for i=l:nrep;
[t, vy, v, neval(i)]=metodo(t0, tF, y0, v0, h, Q@kepler, ind);
% llamada a la funcion del metodo de paso fijo.
n = length(t);
error (i) = norm([y(n,:)"',v(n,:)"]1-[y0,v0]);
hh (i) = h;
h = h/2;
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end

figure (1)

loglog (hh,error, "o-")

xlabel ('h'")

ylabel ("Error')

figure (2)

loglog (neval,error, 'o-")

xlabel ('Numero de evaluaciones')
ylabel ('Error'")

end

A.2. Implementacién con paso variable

En la funcién metodovar calculamos la aproximaciéon a la solucion con
paso variable. Al igual que la funciéon metodo, esta funcién es una funcién ge-
neral que sirve para integrar con paso variable cualquier sistema diferencial
de segundo orden de la forma (1.1).

function [tt,yy,vv,nev] = metodovar(t0,tF,vy0,v0,tol, fun,ind);

t0 y tF son el tiempo inicial y el final

y0 y v0O son las condiciones iniciales

tol es la tolerancia utilizada

fun es el nombre de la funcion que evalua el lado derecho
del sistema de segundo orden

ind es para elegir cual de los dos metodos queremos usar

o0 o° o° o° o oe

t = t0;

y = yO0;

v = v0;

tt = [t];

vy = [y'];

vv = [v'];

[A, ¢, b, bb, e, ee, s, p, ph] = coeficientes(ind);
d = length(y0);

k = zeros(d,s);

k(:,1) = fun(t,y); % primera etapa

neval = 1; % numero de evaluaciones

h=tol” (1/(ph+1)); % longitud de paso inicial
h2 = hxh;

nstep = 0; % numero de pasos dados

nreject = 0; % numero de pasos rechazados
nev = zeros(1l,3);

while t<tF
nstep = nstep + 1;
if t+h>tF
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h = tF-t;
h2 = hxh;
end
for 1 = 2:s; % resto de etapas
k(:,1) = fun(t + c(i)*h, v + c(i)+*h*xv + h2xk*xA(i,:)");
neval = neval+l;
end
errory = h2xkxee;
errorv = hxkxe;
error = norm([errory;errorv]);

if error < tol
y =y + h*xv + h2xkxbb;

v = v + hxk*b;

t = t+h;

k(:,1) = k(:,s8); % Propiedad FSAL
tt = [tt; t];

[
vy = [yy; yv'l;
vv = [vv; v'];

h = 0.9+hx (tol/error)” (1/ (ph+1));

h2 = hxh;
else
nreject = nreject + 1;
h = 0.9%h« (tol/error) " (1/ (ph+1l));
h2 hxh;
end
end
nev = [neval nreject nstep];
end

En la funciéon metodokeplervar calculamos la aproximacién a la solu-
cién de (2.1)—(2.2) con paso variable para diferentes tolerancias llamando a
la funcién metodovar. Dibujamos también el error frente a la tolerancia y
el error frente al nimero de evaluaciones.

function [error,toler,neval]=metodokeplervar(e,N,toll, nexp,ind);
e es la excentricidad de la orbita

N es el numero de periodos durante los que vamos a integrar
toll es la tolerancia utilizada en la primera integracion

nexp es el numero de veces que se divide la tolerancia por diez
ind es para indicar el tipo de metodo gque queremos usar

o° o° o° o° oP°

t0 = 0; tF = 2«Nxpi; % tiempo inicial y final

y0 = [l-e; 0]; % condicion inicial

v0 = [0; sqrt((l+e)/(1l-e))]; % condicion inicial para la derivada
tol = toll; % tolerancia utilizada en la primera integracion

nev = zeros (nexp,3);

toler = zeros (l,nexp);
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for i=l:nexp;
[t,y,v,nev (i, :)] = metodovar(t0,tF,y0,v0,tol, @kepler,ind);
=t (2:end)-t(l:end-1); % longitudes de paso utilizadas
n = length(t);

error (i) = norm([y(n,:)"',v(n,:)"]-[y0,v0]);
toler (i) = tol;
tol = tol/10;
end
figure (1)
loglog(toler,error, 'o—")
xlabel ('Tolerancia')
ylabel ("Error')
figure (2)
loglog(nev(:,1l),error, 'o-")
xlabel ('Numero de evaluaciones')
ylabel ("Error')
neval = nev(:,1)"';
end

A.3. Estabilidad del método RKN4(3)4FM

En la funcién estabilidadil estudiamos la regién de estabilidad abso-
luta del método Runge-Kutta-Nystrom de orden 4 y dibujamos las gréaficas
de las Figuras 1.5, 1.6 y 1.7.

function estabilidadl (ind)
c, b, bb, e, ee, s, p, phl=coeficientes (ind);

[

z [-16:0.01:0];

r = length(z);

x = zeros(1l,2);

e = ones(s,1);

e2 = ones(r,1);

bb = bb';

b =Db';

for i=1l:r

v = eye(s) — z(1)x*A;

x = [v\e v\c];

% matriz de estabilidad

M = [1l+z (i) *bb*x(:,1) 1+z (i) +*bb*x(:,2);
z (1) *b*x(:,1) 1l4+z (i) *xbxx(:,2)];

S(i) = trace(M);

P(i) = det (M);

Q(i) = S(i)"2 - 4% P(i); % discriminante
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rr(:,1) = abs(eig(M));

rho (i) = max(abs(eig(M))); % radio espectral de M
end

figure (1)

clf

plot(z,e2,'k',z,rr(l,:),'r"',z,xrr(2,:),'c',z,rho, 'g")
axis([-16 0 0 1.6])
legend('y = 1','|\mu,l\','|\mu,2\','\rho(M(z))')
legend('Location', "southeast')
legend ('boxoff")
limite = e2'+P;
figure (2)
clf
plot(z,abs(P),z,abs(S),z,e2,z, limite, z, Q)
legend (' |P(z)|"',"|S(z)]|",'y = 1','P(z) + 1' , 'S(z) 2 - 4P(z)")
axis([-16 0 -4 6])
legend ('Location', 'northeast')

legend ('boxoff")

hold on

% Dibujo de caja de zoom
plot([-16,-12],[-0.6,-0.61,"'k:",[-16,-12]1,([1.2,1.2],"'k:")
plot ([-12,-121,[-0.6,1.2], 'k:")
end

En la funcién estabilidad2 dibujamos la grafica de la Figura 1.8.

function estabilidad2 (ind)
[A, ¢, b, bb, e, ee, s, p, phl=coeficientes (ind);
X = zeros(l,2);

bb = bb';

b =Db'";

rr = zeros(2,1);
e = ones(s,1);
maxx = 50;

omega = 10;

h = 0.2;
z=—(h"2xomega”2) ;
yo = 1;

hv0 = h;

y(1) = y0;

hv (1) = hv0;
AUX=[y (1); hv(1)];

v = eye(s) — z*A;

x = [v\e v\c];

M = [l+z+*bb*x(:,1) 1l+z*xbb*x(:,2); z*b*x(:,1) l+zxb*xx(:,2)];
for j = l:maxx

AUX = M*AUX;
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y(j+1) = AUX (1, :);

hv (j+1) = AUX(2,:);
end

vv = hv/h;

hold on
plot (y,vv,'0o")
for § = 1:10
text (y(3)+0.02,vv (3)+0.02,num2str (j))

end
for j = maxx-11:maxx
text (y(j)+0.02,vv(3)+0.02, num2str (j))
end
end

A.4. Otras funciones auxiliares

En la funcién coeficientes guardamos los coeficientes de los diferentes
métodos Runge-Kutta-Nystrom utilizados.

function [A, ¢, b, bb, e, ee, s, p, ph] = coeficientes(ind);
switch (ind)
case 1 % RKN4 (3)4FM

A = [0 00 0; 1/32 0 0 0;
7/1000 119/500 0 0; 1/14 8/27 25/189 0];
c = [0; 1/4; 7/10; 11;
b = [1/14; 32/81; 250/567; 5/54];
bb = [1/14; 8/27; 25/189; 0];
bh = [13/21; -20/27; 275/189; -1/3]1;
bbh = [-7/150; 67/150; 3/20; -1/201;
s = 4;
p = 4;
ph = 3;
case 2 % RKNG (4) 6FM
A = [0 0 0 0 0 0y

1/200 0 0 0 O O;
-1/2200 1/22 0 0 0 0;
637/6600 -7/110 7/33 0 0 O;
225437/1968750 -30073/281250 65569/281250 -9367/984375 0 0;
151/2142 5/116 385/1368 55/168 —-6250/28101 01];
= [0; 1/10; 3/10; 7/10; 17/25; 11;
b = [151/2142; 25/522; 275/684; 275/252; -78125/112404; 1/12];
bb = [151/2142; 5/116; 385/1368; 55/168; -6250/28101; 01;
bh = [1349/157500; 7873/45000; 27457/90000;
521683/630000; -2/5; 1/121;
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bbh = [1349/157500; 7873/50000; 192199/900000;
521683/2100000; -16/125; 07;
s = 6;
p = 6;
ph = 4;

ee = bb - bbh;
e = b - bh;

En la funcién kepler evaluamos el lado derecho de (2.1) que corresponde
a la formulacién del problema de Kepler como sistema de segundo orden.

function f = kepler(t,y);
r=(sqrt(y (1) »y (1) +y (2) *y (2))) "3;
f=[-y(1)/r; -y(2)/r]; % Problema de Kepler
end



Apéndice B

Caracterizacion de la regién de
estabilidad absoluta

En este Apéndice demostraremos la equivalencia entre (1.39) y (1.40).
Como M (z) es una matriz 2 x 2, los autovalores de M (z) son las raices py,
1o de la ecuacion caracteristica

p? —bp+c=0,

donde b = P(2) y ¢ = S(z), siendo P(z) el determinante de M (z) y S(z) su
traza. Demostraremos que para b, c € IR

il <1 i=12<=|c/<1l y [b<1l+cg,
teniendo en cuenta que
M1+ p2 = ¢, p1 + p2 = b. (B.1)

Demostracion. Vamos a demostrar cada una de las dos implicaciones.

=] Supongamos en primer lugar que |u;| <1 i=1,2.

Como se cumple que py - pa = ¢ entonces |c| < 1.

Para la segunda condicién separaremos la demostracion en tres casos
dependiendo de la naturaleza de las raices p; y po.

e Si /11 v pe son un par de raices complejas conjugadas, es decir, p; =
a+ify pe = a—1if, con f # 0, entonces usando (B.1), obtenemos
queb=2ayc=a?+p3?<1.

Ahora bien,

l+e=1+a?+=(1-a)’+2a+p*>2a=0b

o7
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Anélogamente,
—(l+e)=-1-a*-p=—-(1+a) ’+2a— 3 <2a=5b
Teniendo en cuenta lo anterior podemos concluir que |b] < 1+ c.

e Si 1y y pe son una raiz real doble, es decir, 1 = pus = «, entonces,
usando (B.1), obtenemos que b = 2a y ¢ = a? < 1.

Ahora bien,
l+c=1+a’=(1-0a)*+2a>2a=0
Del mismo modo,
—(14+c)=—-1-a*=—(1+a)*+2a<2a=1b
Luego se concluye que [b] < 1+ c.

e Si 1 v po son dos raices reales diferentes, es decir, iy = a'y pus = 0,
con a # f3, por (B.1), obtenemos ¢ = af y b = a+f3, como |al, || < 1
entonces tenemos que (o« — 1), (8 — 1) < 0y por tanto,

(a=DB-1)=af—a—-F+1>0

l+af>a+p
l+c>b

Anélogamente,
—(a+1)B+)=—-af—a—-F—-1<0
—l—-af<a+p
—1—c<b
Concluimos entonces que [b] < 1+ c.
<] Partimos ahora de que |¢| <1 y [b|<1l+4+¢, b,celR.

Del mismo modo, separaremos la demostracién en tres casos dependien-
do de la naturaleza de las raices py y po.

e Sip1 y pe son un par de raices complejas conjugadas, es decir, |ui| =
|| y teniendo en cuenta (B.1), obtenemos que |u1|* = ¢ < 1.
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e Si iy y pe son una raiz real doble, es decir, p; = o, entonces por
causa de (B.1), uf = ¢, || = |u2| = Ve < 1.

1
e Si i1y po son dos raices reales diferentes, es decir, u; = §(b+ Vb2 — 4e)

1
Y o = §(b — V/b? — 4c). Luego,

1
|l < 510l +[Vb? — 4el.
Como b* —4c < (1+¢)* —4e <14 ¢* —2c = (1 — ¢)?, tenemos que
1 1
5\b| + [V —4c] < 5((1 +o)+(1—¢)=1

Por tanto, |u;| <1, i=1,2.






