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Introduccion

Inicialmente, el objetivo de este Trabajo Fin de Grado era examinar diferentes
demostraciones del Teorema Fundamental del Algebra, y completarlo con el
estudio de la continuidad de las raices de un polinomio en funcién de sus coefi-
cientes siguiendo la exposicién de [CG]. Sin embargo, una vez que comenzamos
a trabajar con el articulo citado, observamos que su comprensién requeria mu-
cho mas esfuerzo del inicialmente previsto, debido a que en muchas ocasiones,
y a lo largo de todo el articulo, los autores solo dan pistas al lector de cémo se
deberia llevar a cabo la prueba de determinadas afirmaciones. Es por ello que
decidimos cambiar el enfoque del trabajo y centrarnos en la correcta compren-
sion del articulo, explicando con detalle aquellas demostraciones para las que
los autores solo dan pistas, y limitandonos a incluir solo dos demostraciones
del Teorema Fundamental del Algebra, una de ellas en forma muy resumida
ya que es la que, con caracter general, se ve en el Grado de Matematicas.

Puesto que nuestro objetivo principal pasé a ser el articulo [CG], vamos a
resumir ahora la idea, ciertamente ingeniosa, que desarrollan los autores. Que-
remos no obstante advertir que la demostracién tradicional de este resultado
se basa en el Teorema de Rouché (véase [GJ]). La demostracion de [CG] es més
bien de naturaleza topoldgica, y guarda cierta semejanza con la expuesta en
[HM 1]. Planteado el teorema a resolver, surge el problema de la ordenacién de
las raices, es por ello que Cucker y Gonzalez introducen la relacion de equiva-
lencia dada por el grupo simétrico S,,. A continuacion, el problema pasa a ser
la prueba de que una funcién, construida a partir de dicha relacién de equiva-
lencia, es un homeomorfismo. La comprobacién de que su inversa es continua
es dificil de probar directamente, y por ello buscan una extensiéon suya definida
en un espacio compacto y con llegada en un espacio de Hausdorff, asi bastara
con ver que es una biyeccién continua para concluir que es un homeomorfismo.

El primer capitulo es de naturaleza técnica o auxiliar, en él incluimos las
demostraciones de resultados que necesitamos posteriormente. En particular,
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vemos en qué condiciones el producto de dos aplicaciones cociente es una apli-
cacién cociente. Después vemos la descomposicion candnica de una aplicacién
continua, prestando especial interés a las condiciones que garantizan que las
restricciones de ciertas aplicaciones cociente son también aplicaciones cocien-
te. Ademds, recordamos la definicién del espacio proyectivo P"(C) y probamos
propiedades que necesitamos en el capitulo 2.

El segundo capitulo es el capitulo central de esta memoria, y en él llevamos
a cabo la prueba de la continuidad de las raices de un polinomio en funcién
de sus coeficientes siguiendo [CGJ. Para ello necesitamos ver C" inmerso en
P*(C), y hacer uso tanto de los polinomios simétricos elementales como de
propiedades del espacio proyectivo probadas en el capitulo anterior.

Por 1ltimo, en el apéndice exponemos las dos demostraciones del Teorema
Fundamental del Algebra que se suelen estudiar en el Grado de Matematicas.
La primera de ellas se estudia en la asignatura de Variable Compleja, y esta
basada en el Teorema de Liouville. La segunda se basa en el estudio del grado
de una aplicacién continua de S! en S! y, a veces, se ve en la asignatura de
Topologia.

En general no incluimos las demostraciones que suelen formar parte de las
asignaturas del Grado de Matematicas pero, en ocasiones, recordamos las de-
finiciones de ciertos conceptos.

Para simplificar, cuando no hay lugar a confusién, omitimos con frecuencia
el simbolo de composicion de aplicaciones, asi como numerosos paréntesis.



Capitulo 1

Topologia del espacio proyectivo
complejo

El objetivo de este primer capitulo es el de hacer un repaso de ciertas nociones
de Topologia General. En particular, de la topologia cociente y del espacio
proyectivo complejo, incluyendo las demostraciones de varias propiedades que
necesitaremos en el capitulo 2, que es el capitulo central de esta memoria.

Primero recordamos el concepto de aplicacion cociente y vemos bajo qué con-
diciones el producto de dos aplicaciones cociente es una aplicacién cociente.

Después hablamos de la descomposicion candnica de una aplicacién continua,
poniendo énfasis en la descomposicién candnica de la restriccién de una apli-
cacion de paso al cociente y viendo qué condiciones se tienen que dar para
poder identificar un subespacio de un espacio cociente con el cociente de un
subespacio del espacio en cuestion.

Por 1ltimo, hacemos un breve repaso de lo que es el espacio proyectivo comple-
jo y sus cartas afines, y demostramos algunas de sus propiedades topologicas

como la compacidad y la concidién de Hausdorff.

La bibliograffa usada en este capitulo es [GH| y [Mul].
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1.1. Primeras nociones

Comenzaremos enunciando brevemente algunos de los conceptos que iremos
usando a lo largo de esta memoria.

Definicién 1.1.1. Sean Xe Y espacios topologicos y sea q : X — Y una
aplicacion sobreyectiva. La aplicacion q se dice que es una aplicacion co-

ciente si los abiertos de Y son evactamente los subconjuntos U de 'Y tales que
q Y (U) es abierto de X .

Definicién 1.1.2. Sea X un conjunto y sea R una relacion de equivalencia en
X. Se dice que un subconjunto A de X es saturado (para R) si para todo a € A
y para todo x € X tal que xRa, se verifica que x € A, es decir, si A es union
de clases de equivalencia. Obsérvese que, si denotamos por p: X — X/R la

aplicacion de paso al cociente, entonces A es saturado (para R) si, y solo si,
A=p~'p(A).

Recordemos que toda aplicacién continua y sobreyectiva que, ademas, sea
abierta o cerrada, es una aplicacién cociente.

A continuacién enunciaremos uno de los teoremas mas importantes en el es-
tudio de los espacios cociente, y trata de cémo definir aplicaciones continuas
sobre un espacio cociente. Este resultado, asi como el siguiente, se prueba siem-
pre en la asignatura de Topologia de segundo curso.

Teorema 1.1.1. Sea q : X — Y una aplicacion cociente. Sea Z un espacio
topologico y sea g : X — Z wuna aplicacion que es constante sobre cada
conjunto ¢ *({y}), para todo y € Y. Entonces, se tiene que, g induce una
aplicacion f :Y — Z tal que foq = g. La aplicacion inducida f es continua
si, y solo si, g es continua. Ademds [ es una aplicacion cociente si, y solo si,
g es una aplicacion cociente.

X

Q

X

Definicién 1.1.3. Se dice que un espacio es localmente compacto si cada
punto posee un entorno compacto. Obsérvese que no exigimos que el espacio
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sea de Hausdorff.

Compactificacion de Alexandroff.
Sea X un espacio topologico que es de Hausdorff, localmente compacto y

no compacto, y sea Y otro espacio topoldgico. Llamamos compactificacion
de Alexandroff de X a Y si:

X CY y la topologia de X es la de subespacio de Y.

Y es compacto y de Hausdorff.
YV=XU{p}p¢X.

X es denso en Y, es decir, p no es un punto aislado.

Proposicién 1.1.1. (Unicidad de la compactificacion de Alexandroff).
Sea X un espacio de Hausdorff y localmente compacto que no es compacto. Si
Y e Y’ son dos compactificaciones de Alexandroff de X, entonces existe un
unico homeomorfismo f:Y — Y’ tal que f|x = id.

Tanto la existencia como la unicidad de la compactificacion de Alexandroff se
ven siempre en la asignatura de Topologia de segundo curso.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Tychonoff). El producto finito de espacios
compactos es compacto.

Aunque el resultado anterior es cierto para cualquier producto de espacios
compactos, hay anos en los que en la asignatura de Topologia de segundo cur-
so solo se ha probado esta version restringida, que es suficiente para nuestras
necesidades.

Necesitaremos después un resultado sobre aplicaciones cociente que vamos a
probar haciendo uso del Lema del tubo, que también se prueba en segundo
curso.

Lema 1.1.1. (Lema del tubo). Consideremos el espacio producto X XY,
donde Y es compacto y sea xog € X. Si N es un subconjunto abierto de X xY
que contiene a la recta {xo} X Y, entonces N contiene algin tubo W x Y
alrededor de {xo} x Y, donde W es un entorno de xy en X.

Queremos llamar la atencién sobre el hecho de que el producto de dos aplica-
ciones cociente puede no ser una aplicacion cociente. En teoria de homotopia
se usa con frecuencia el siguiente resultado: Si ¢ : X — Y es una aplicacién
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cociente, entonces ¢ X id : X x [0,1] — Y x [0, 1] también es una aplicacién
cociente. Con vistas al capitulo 2, necesitamos mejorar este resultado.

Teorema 1.1.3. Sea ¢ : A — B una aplicacion cociente y C un espacio de
Hausdorff localmente compacto, entonces q X id : A x C' — B x C' también
es una aplicacion cociente.

Demostracion. Tenemos que probar que dado un U C B x C', U es abierto si,
y solo si, V = (q x id)"*(U) es abierto de A x C.

Como ¢ es aplicacion cociente entonces es continua y, por tanto, ¢ X id también
es continua, asi pues, el hecho de que U es abierto en B x C' implica que V es
abierto de A x C.

Para concluir bastara probar que si V es abierto en A x C' entonces U es
abierto en B x C. Supongamos pues que V es abierto en A x C. Probaremos
que U es abierto en B x C viendo que es entorno de cada uno de sus puntos.

Sea (b,c) € U. Elijamos (a,c) € V tal que g(a) = b, lo cual es posible ya
que ¢ es sobreyectiva por ser una aplicacién cociente.

Como V' es abierto y (a,c) € V, entonces existen abiertos H; y Hy de A
y C, respectivamente, tal que a € Hy, ¢ € Hy y (a,¢) € Hy x Hy C V.
Luego existe K, entorno compacto de ¢ contenido en Hs, de tal forma que
H, x K C Hy x Hy, C V. Por lo tanto, en particular, {a} x K C V.

Sea W = {z €A : {z} x K CV}. Ahora observamos en primer lugar que
W ={zeA: {q(z)} x K CU}. Es claro que a € W. Veamos que W es
un entorno abierto de a. Por el Lema del tubo (1.1.1) sabemos que existe un
entorno abierto de a, H, tal que H x K C V. Luego H C W, de donde se sigue
que W es un entorno abierto de a.

Ademis ¢~ (q(W)) = W, ya que si a € ¢~ (q(1W)) entonces q(a) = q(w € W),
luego q(w) x K C U, por lo tanto, g(a) x K C U, lo que implica que a € W.

Asi pues, ¢(W) es abierto por ser ¢ aplicacién cociente. Y, por tanto, tene-
mos que ¢(W) x K es un entorno de (b,c) contenido en U, con lo que se
concluye que U es abierto.
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Corolario 1.1.1. Seanp: A — B yq: C — D aplicaciones cociente. St B
y C' son espacios de Hausdorff localmente compactos, p x ¢ : A x C' — B x C
es también una aplicacion cociente.

Demostracion. Basta observar que p X g coincide con la composicion

AxC P By o4 By p.

Por tanto, gracias al Teorema (1.1.3), p X g es aplicacién cociente por ser com-
posicion de dos aplicaciones cociente.

1.2. Descomposicion candnica de una aplica-
cién continua

Sea f : X — Y una aplicacién continua. La aplicacién f induce en X la
siguiente relacién de equivalencia: 1 Rxy si f(x1) = f(x2). Se tiene entonces
el siguiente diagrama conmutativo:

Y

(

donde p : X — X/R es la aplicacién de paso al cociente, j es la inclusién y
h(p(z)) = f(x). Es obvio que p y j son continuas. También es inmediato que
h es biyectiva.

X/R—>f

Por otra parte, h es continua si, y solo si, j o h es continua. A su vez, jo h es
continua si, y solo si, (joh)op es continua, y esta iltima aplicacién es continua
ya que es f. Luego h es continua.

Recordemos que si ¢ : X — Y es una aplicacién cociente, entonces ¢(X) =Y
y la biyeccion continua A es un homeomorfismo. En este caso, en el diagrama

X% .y

|

X/R > q(X)
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podemos suprimir la esquina inferior derecha.

Asi pues, una aplicacion cociente es esencialmente una aplicacién de paso al
cociente, pues ¢ solo se diferencia de p en el homeomorfismo h.

Sea X un espacio topoldgico, R una relacion de equivalencia en X, A C X
ei: A< X lainclusion. Realizamos la descomposicién candnica de la aplica-
cién continua p o 7, y obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

At o x P X/R (1.1)
A/Ra i p(JA)

donde h(pa(a)) = p(a).

La relacién de equivalencia R que teniamos en X induce una relacion de equi-
valencia Ry en A C X.

Dado un elemento en X/R podemos considerar su antecedente en X ya que p
es sobre (por ser aplicacién cociente), pero, en general, no podemos garantizar
la existencia de un antecedente en A, razén por la cual, en general, p(A) es
subespacio de X/R no igual a X/R.

En general, h es solo una biyeccién continua, pues la restriccién de una apli-
cacion cociente puede no ser una aplicacion cociente.

Con frecuencia nos va a interesar que esta aplicacién h sea un homeomorfismo.
A continuacién veremos algunos resultados que nos proporcionaran condicio-
nes suficientes para poder garantizar que h sea un homeomorfismo.

El primero de estos es uno de los resultados més utilizados en topologia.

Proposicién 1.2.1. Sea f: X — Y una aplicacion continua y biyectiva. Si
X es compacto e Y es Hausdorff entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Probaremos que f es una aplicacion cerrada. Sea C' un cerrado
de X. Puesto que X es compacto, C' también es compacto. Como f es conti-
nua, f(C) también es compacto. Ademds, Y es de Hausdorff y f(C') C Y, con
lo que concluimos que f(C) es un cerrado de Y.
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Teorema 1.2.1. (Restriccion de una aplicacion cociente). Sean X eY
espacios topoldgicos, q : X — Y una aplicacion cociente y sea A un subespacio
de X que es saturado con respecto a q, es decir, A = q~1q(A). Consideramos
la descomposicion candnica ql4 = johopa. Entonces, h es un homeomorfismo
en cualquiera de las dos situaciones siguientes:

(a) Si A es un abierto o un cerrado en X.

(b) Siq es una aplicacion abierta o una aplicacion cerrada.

Demostracion. Consideramos el diagrama que representa la descomposicion
canénica de la aplicacién g|4 = g o i

At . x 1.y

A/Ra q(A)

= Suponemos que A es abierto.
Veamos que h es una aplicacién abierta.

Sea U un abierto de A/R4. Observemos que ¢(A) es un abierto de Y,
ya que A es un abierto saturado con respecto a ¢. Asi pues, probar que
h(U) es un abierto de q(A) equivale a probar que h(U) es un abierto de
Y, y esto ultimo equivale a probar que ¢~ (h(U)) es un abierto de X.

Veamos que ¢ '(h(U)) = p,'(U). Sabemos que p,'(U) es un abierto
de Ay, por tanto, abierto de X (pues A es un abierto de X). Teniendo
en cuenta que pa es sobreyectiva:

¢ (MU)) = ¢ ' (jMU))

-1

q ' (jhpa(p (U))
q (qi(py'(U)))
q g (U)).

A su vez, veamos que ¢ 1q(p;'(U)) = p;'(U). Nos basta probar que
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ya que, la otra contencién se verifica siempre.

Sea x € ¢~'q(p,'(U)). Luego q(z) = g(a € p;'(U)), donde p;'(U) C A,
y A saturado con respecto a ¢, por tanto, x € A.

Entonces, ¢(z) = ¢(a), con z,a € A, por tanto, pa(z) = pa(a), don-
de, pa(a) € U, lo cual implica que x € p,*(U).

Suponemos que A es cerrado.
Veamos que h es una aplicacion cerrada.

Sea F' un cerrado de A/R4. Observemos que g(A) es un cerrado de Y,
ya que A es un cerrado saturado con respecto a q. Asi pues, probar que
h(F) es un cerrado de ¢(A) equivale a probar que h(F') es un cerrado de
Y, y esto ultimo equivale a probar que ¢~ ' (h(F)) es un cerrado de X.

Veamos que ¢ (h(F)) = p,;*(F). Sabemos que p,*(F) es un cerrado
de Ay, por tanto, cerrado de X (pues A es ahora cerrado de X). A
partir de ahora, se procede de manera analoga al caso A abierto.

Suponemos que ¢ es una aplicacién abierta.
Veamos que h es una aplicacion abierta.

Sea U un abierto de A/R4. Luego p,'(U) es un abierto de A, asf que
p1(U) = ANV, siendo V un abierto de X.

A continuacién probaremos que h(U) es un abierto de ¢(A) viendo que
h(U) = q(A)Ng(V). Sabemos que ¢(V') es un abierto de Y por ser ¢ una
aplicacion abierta.

Veamos que ¢(A) Nq(V) = q(AN V). Nos basta probar que
q(A)Ng(V) S q(AnV),

ya que la otra contencién se verifica siempre.

Sea y € q(A) Nq(V). Luego y = q(a € A), y = q(v € V). Entonces
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q(v) € q(A) y, por tanto, v € ¢ 'q(A) = A (ya que A es saturado con
respecto a ¢). Luego v € ANV. De donde, y = q(v) € g(ANV).
Finalmente,

q(ANV) = q(p3"(U)) = qi(p3"(U) = jhpa(p" (U)) = hpa(p (U)) = h(U),

donde el iltimo paso esta garantizado por ser p4 sobreyectiva.

= Suponemos que ¢ es una aplicacién cerrada.
Veamos que h es una aplicacion cerrada.

Sea F un cerrado de A/R4. Luego p,*(F) es un cerrado de A, asf que
i (F) = ANT, siendo T un cerrado de X.

A continuacién probaremos que h(F') es un cerrado de g(A) viendo que
h(F) = q(A) N q(F), donde sabemos que, ¢(F’) es un cerrado de Y por
ser ¢ una aplicacién cerrada.

Ahora, andlogamente al caso en que q era aplicacién abierta, verifica-
mos que

q(A)Nq(F) =q(ANF),

por ser A saturado respecto de q.
Finalmente, como en el caso anterior, llegamos a que
q(ANF) = h(F),

por ser pu sobreyectiva.

]

Observacion. La aplicacion h del teorema precedente es un homeomorfismo
si, y solo si, la restriccién g4 : A — ¢(A) es una aplicacién cociente. Esta
es la razén por la que en algunos textos (véase [Mu]) el resultado anterior se
enuncia en términos de restriccion de una aplicacién cociente.
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1.3. Propiedades topoldégicas de P"(C)

En esta seccion recordaremos lo que es el espacio proyectivo complejo y sus
cartas afines, ademés de demostrar algunas de sus propiedades topoldgicas.

Sea R larelacién de equivalencia sobre C" ™1\ {0}, donde 0 = (0,...,0) € C"*1,
tal que, para todo z, y en C"*1, xRy si, y solo si, existe un A € C con X\ # 0
y tal que =z = \y.

Ademsds, <x> = {Ax : A € C\ {0}} denotard la clase de equivalencia de z .

Llamaremos espacio proyectivo complejo al espacio cociente (C"™\ {0})/R, y
lo denotaremos con P"(C). A su vez, llamamos i-ésima carta afin de P*(C) al
conjunto

U, = {<£C0, Lo, Ip> € ]P)n((C) N 7é 0}
Es claro que P*"(C) = Uy U- - - UU,. Asociada a cada U; se tiene una biyeccién

dada por ¢;(y1, .- Yn) = <Y1,---,Yi-1, L, Ys, - - ., yp,> (hablando estrictamen-
te, la carta afin es el par (U;, ¢;)). Su inversa estd dada por

_ i Ti—1 Tijy1 Xz
g0i1(<:c0,...,:cn>):(x—i,..., ;Z , Z ,...,I—j)

Veamos a continuacién que las cartas afines U; son conjuntos abiertos y densos
de P*(C):

Proposicién 1.3.1. Los conjuntos U; son abiertos de P"(C).

Demostracion. Razonaremos para Uy, pero podemos generalizar la prueba pa-
ra todo ¢ sin dificultad.

El conjunto (C \ {0}) x C" es un abierto de C"*! contenido en C™*!\ {0}
y, por tanto, un abierto de C"*!\ {0}. Ademds, (C\ {0}) x C™ es saturado
para R ya que si tenemos un elemento con primera coordenada no nula, al
multiplicarlo por un A no nulo, la primera coordenada va a seguir siendo no
nula.

Al considerar la aplicacién de paso al cociente p : C"™'\ {0} — P"(C)
observamos que p((C\ {0}) x C™) = Uy, con lo que se concluye la prueba ya
que hemos probado que Uy es imagen de un abierto saturado por la aplicacién



1.3. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE PV (C) 17

p de paso al cociente.

Proposicién 1.3.2. Los conjuntos U; son densos en P"(C).
Demostracién. Sea V un abierto no vacio de P*(C). Veamos que V N U; # (.

Sea p : C"™1\ {0} — P*(C) la aplicacién de paso al cociente, y suponga-
mos que x = (g, ..., z,) € p~ (V). Como p~ (V) es un abierto de C"*!\ {0},
existe € > 0 tal que B(z,€) C p~ (V).

Si z; # 0, entonces © = (xg,...,7,) € p 2 (V) Np 1 (U;) = p 2 (V NU,),
luego p(z) € VNU;.

Si z; = 0, entonces z = (vo,...,%i—1, 5, Tit1,...,T,) € B(w,e) C pH(V).
Luego z € p 1 (V) Np ! (U;). Asi que p(z) € VNU,.

O

A continuacion, veremos algunas otras propiedades topoldgicas del espacio pro-
yectivo complejo que necesitamos para el desarrollo de esta memoria. Mas en
particular, para la posterior prueba de la continuidad de las raices de polino-
mios en funcién de sus coeficientes.

Proposicién 1.3.3. (Inmersion de C" en P"(C)). La carta afin
C" = Uy

(X1, ..y ) — <Lymq,. .., 2>
es un homeomorfismo.

Demostracién. Sean p : C"1\ {0} — P"*(C) la aplicacién de paso al cociente,
i: (C\{0})xC" < C"™\ {0} la inclusién y R’ la restriccién a (C\ {0}) x C"
de la relacién R que define P*(C) a partir de C"™' \ {0}. Consideremos la
descomposicion canodnica de la aplicacion continua p o i:

(C\ {0}) x Cr——C" 1\ {0} —* P(C) (1.2)

/| !

(C\{0}) xC")/ R : p((C\ {0}) x C")
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donde h(p'(a)) = p(a).

Es un diagrama del tipo (1.1) que construimos en la seccién anterior, solo
que esta vez, tratamos en particular el caso del espacio proyectivo complejo,
que es el que nos sirve para probar el homeomorfismo que deseamos ver.

Empezaremos observando que

p((C\{0}) x C") ={<l,2q,...,2,> : (21,...,2,) € C"}.

Por lo tanto, Uy = p((C \ {0}) x C"), donde Uy, como hemos dicho anterior-
mente, es la 0-ésima carta afin del espacio proyectivo complejo.

Para probar que la aplicacién ¢y es un homeomorfismo, debemos probar que
es continua, biyectiva y que su inversa también es continua.

Empecemos viendo que g es una aplicacién continua. Sea k : Uy — P*(C) la
inclusion. La aplicaciéon ¢y es continua si, y solo si, k o ¢y es continua, y esta
ultima aplicacién podemos escribirla como la composicion

C" — C*\ {0} — P*(C)
(X1, .y xp) — (Lxq, o xy) — <L 2y, .. x>

donde la primera aplicacién es continua ya que tiene componentes continuas
(la primera componente es constante y la segunda es esencialmente la identi-
dad), y la segunda aplicacién es la que anteriormente hemos denotado por p,
y es la aplicacion de paso al cociente por la relacién R y, por tanto, también
es continua.

La biyectividad es trivial, ya que es evidente que elementos distintos del do-
minio tienen imagenes distintas, con lo que tendriamos la inyectividad, y todo
elemento de la imagen tiene claramente un antecedente, luego también es so-
breyectiva.

Por tdltimo nos quedaria probar que la aplicacién f, inversa de ¢y, es con-
tinua.

filUy —sC"

<lyxy,...,x,> v+ (T1,...,2,)
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Para ello primero vamos a escribir f como composicién de otras dos apli-
caciones y, seguido, veremos que cada una de ellas es continua.

Uy 25 ((C\ {0}) x C")/R - ¢
<lLzy,...,x,>r— <l,z1,...,2,> — (21,...,2,)

La aplicacién h~! serd continua si probamos que h es un homeomorfismo.
Como ya hemos comentado, (C\ {0}) x C" es un abierto de C"*1\ {0}, sa-
turado con respecto a p, luego, usando el Teorema (1.2.1) aplicado a nuestro
diagrama (1.2), se concluye que h es un homeomorfismo.

Para poder concluir que f es continua, nos falta probar la continuidad de
g.

Podemos escribir la aplicacion g de la siguiente manera
g: ((C\{0}) xC")/R — C"
<N X1, Ty > > (T, ..., )
con A # 0.

Dicha aplicacién se obtiene pasando al cociente m : (C\ {0}) x C* — C"
(que es la proyeccién segunda, y es constante en cada clase de equivalencia):

(C\{0}) xC"

o

(C\{o}) xC)/R

donde R’ es la restricciéon a (C\ {0}) x C™ de la relacién R que define P"(C)
a partir de C"**\ {0}. Ahora, aplicando el Teorema (1.1.1), concluimos que g
también ha de ser continua. Luego f es continua.

CTL

Proposicién 1.3.4. P*(C) es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Como venimos haciendo en esta seccién, denotaremos por
<r> = <xp,...,T,> a la clase de equivalencia de x = (xo,...,z,) por la

relacién R tal que P"(C) = (C"™'\ {0})/R.
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Sean <x> # <y>. Veamos que <z> e <y> pueden separarse por abiertos
saturados disjuntos.

Para ello, vamos a comenzar viendo que existen indices i, j tales que (z;,z;) e
(vi,y;) son linealmente independientes.

Razonemos por reduccion al absurdo. Suponemos pues que no existe tal pareja
de indices.

Fijemos ¢ tal que z; # 0. De acuerdo con nuestra suposicion, (z;,z;) e (v;,y;)
son linealmente dependientes para todo j.

Entonces

(?Jz‘,y0> = /\0(%‘,960)
(yia?Jl) = )\1(%‘,961)

(yiayn) = )\n(xzaxn)

De donde, igualando las primeras componentes, tenemos que:

Yi = AoTi
Yi = N
Y = An;

Lo cual, a su vez, implica (recordemos que x; # 0) que :

N = &
A= 2
Ay = &

Por tanto, tenemos que \g =\ =--- =\, = \.

Ahora, igualando las segundas componentes, obtenemos:

Yo = Ao
Yy = An

Yn = )\xn
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Es decir, <xq,...,r,> = <yo, ..., Yn>, con lo que llegamos a una contradic-
cion.

Por lo tanto, existen indices ¢, j tales que x;y; — x;u; # 0 o, equivalentemente,
|y — x5y:] > 0.

Vamos a definir ahora dos abiertos saturados disjuntos V' y W tales que x € V,
y € W. Sean

V=_{z=(20,-..,2) : |5z — zz;| <|zy: — 2y}

W =A{z=(20,--.,2) © |zj@; — zixj| > |29 — ziy;| }

El conjunto V' es abierto ya que las funciones
(20, -+, 2n) —> |2i@ — 215,

(205 - -+, 2n) —> |25 — 2]

son ambas continuas. Y analogamente ocurre con W.

Es claro que V' y W son saturados y disjuntos. Finalmente, x € V' ya que
0 = [zjz; — miwy| < |zjy — zay;l.

Anélogamente, tenemos que y € W.

]

Lema 1.3.1. P*(C) = §*"*'/R’, donde ahora R es la restriccion a S** de
la relacion que define P*(C) como espacio cociente de C"1\ {0}.

Demostracion. Al igual que en la Proposicién (1.3.3), necesitamos construir
un diagrama del tipo (1.1). Luego consideremos el siguiente diagrama

§2ntlc_ t, ntl \ {O}p—>P”(C)
P J

g2n+1 / R h p(S2n+1)

donde h(p'(a)) = p(a).

Como vimos en la segunda seccién de este capitulo, h es biyeccién continua.
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Ademds, como S?"*! es compacto, entonces sabemos que S /R también lo
es. Por otro lado, p(S***!) es de Hausdorff por ser un subespacio de P*(C),
que hemos probado que es de Hausdorff en la Proposicién (1.3.4). Entonces,
en aplicacién de la Proposicién (1.2.1), h es un homeomorfismo.

Ahora bien, para ver que P"(C) = S**1 /R’ nos faltarfa probar que p(S?"*!)
es igual a P"(C). Para ello tendremos que ver que todo elemento de P*(C) estd
en p(S?r+1).

Primero vamos a ver que toda clase de equivalencia en P"(C) corta a S?**!:
Sea (20, ..., 2,) € C"™\ {0}. Veamos que la clase <z, ..., 2,> corta a S**1.

Tenemos:
S = {(20, ..., 20) € C" i 20?4+ -+ + |20]? = 1},
<205y 2n> = { AN (20,-..,2,) © A€ C\ {0}}.
Siguiendo a [GH], escribiremos abreviadamente:

2= (20, ,20), <2>=<20,..., 2> ¥ |2]? = |20|> + - + |za|%

Para probar que <z> N S**! £ (), debemos ver que la ecuacién en A

1= 2 (1.3)
tiene alguna solucién.
Ahora bien:
1=z
<~
1= AP
<~

Al = V1/]z?

Vemos pues que todos los A que satisfacen la ecuacién (1.3) forman una cir-
cunferencia en C. Es decir, hay tantos puntos en <z> N S?"*! como puntos
hay en una circunferencia. Luego <z> N S?"+1 =£ ().

Por tltimo, basta pasar al cociente por R y hacer su imagen por h para
recuperar la clase de equivalencia por R del espacio P"(C), ya que por cons-
truccién habiamos definido h(p'(a)) = p(a).
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Proposicién 1.3.5. P"(C) es un espacio compacto.

Demostracion. Para probar que P"(C) es compacto, basta observar por el Le-
ma (1.3.1) que P*(C) es homeomorfo a S*"*!'/R' donde R’ es la restriccién
a S*"*1 de la relacién que define P"(C) como espacio cociente de C"™\ {0}.
Entonces, P"(C) es compacto por ser homeomorfo a un cociente de un espacio
compacto.

Proposicién 1.3.6. P}(C) = §2.

Demostracion. La Proposicién (1.3.3) nos da la identificaciéon de C con el con-
junto Uy C P!(C). Luego, podemos ver C como un subespacio denso de P!(C),
gracias a la Proposicién (1.3.2).

Por otra parte, sabemos que P!(C) = Uy U <0,1> = C U <0,1> y como
hemos probado que P'(C) es compacto (Proposicién (1.3.5)) y de Hausdorff
(Proposicién (1.3.4)), entonces P'(C) es una compactificacién de Alexandroff

de C.

Como S? es también una compactificacién de Alexandroff de C = R?, bas-
ta aplicar el resultado de la unicidad de la compactificacion de Alexandroff
(Proposicién (1.1.1)) para concluir que, efectivamente, P!(C) = S2.






Capitulo 2

La continuidad de las raices de
un polinomio

El objetivo principal de esta memoria, y en concreto de este capitulo, es en-
tender y detallar la prueba expuesta en [CG] de la continuidad de las raices
de un polinomio en funcién de los coeficientes.

Primero exponemos el resultado preciso y comentamos la dificultad que pre-
senta su correcta comprension. Damos a continuaciéon un resultado equivalente
usando la relacién de equivalencia dada por la acciéon del grupo simétrico S,,.

Después extendemos este nuevo resultado a espacios proyectivos. Para ello,
consideramos C" inmerso en P"(C), y definimos extensiones de los polinomios
simétricos elementales.

Por ultimo, realizamos la prueba de este resultado extendido, apoyandonos
en propiedades topolégicas de los espacios proyectivos y de las aplicaciones

cociente.

La bibliografia usada es [CG], [Mu] y [Sa].

25
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2.1. Enunciado del teorema. Resultado equi-
valente

Sea P(x) = 2™ +a;z" ! ++ - +a, un polinomio ménico complejo. El Teorema
Fundamental del Algebra prueba que existen &, ..., &, pertenecientes a C ta-
les que P(z) = [[;<;<, (z — &). Hemos repetido cada raiz tantas veces como
indique su multiplicidad.

Si variamos los coeficientes aq, ..., a,, €l sistema de raices &, ..., &, también
variarda. Veamos cémo es esa variacion:

Teorema 2.1.1. Sea P(z) = z" + a12™ ' + -+ + a,, un polinomio mdnico
complejo, y sean &1,...,&, sus raices. Dado € € R, € > 0, existe un 6 € R,
§ > 0, tal que, para todo polinomio mdnico Q(z) = x™ + byz" ' + -+ + by, si
|bj —aj| < 6 para 1 < j < n, entonces existen (i, ...,(, pertenecientes a C
tales que Q(x) = ngign (x—G)yl|¢—¢&l<eparal <j<n.

La mayoria de las demostraciones de este teorema se basan en el Teorema de
Rouché, sin embargo, en este articulo, los autores dan una demostracién alter-
nativa usando los polinomios simétricos y espacios proyectivos.

Una de las dificultades que alberga este teorema reside en la correcta compren-
sién de su enunciado. Es por ello, que nos parece oportuno dar un enunciado
menos técnico pero que puede servir de aclaracion al lector.

De manera coloquial, podemos decir que, cuando en un polinomio se modi-
fican un poco los coeficientes, hay una ordenacion de las nuevas raices que se
distancian poco de las que teniamos previamente.

Lo que haremos a continuacién sera buscar un resultado equivalente al del teo-

rema precedente. Asi, una vez probemos este nuevo resultado, quedara probado
el Teorema (2.1.1), que, como venimos diciendo, es nuestro objetivo principal.

2.1.1. Polinomios simétricos elementales

Recordemos la relacion existente entre las raices y los coeficientes del polino-
mio 2" + a;2" ' + -+ - 4 a, € Clz].

Dadas n variables z, ..., x,, llamamos polinomios simétricos elementales en
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las variables x1,...,z, a los polinomios o;(z1,...,x,) € Zlzy,...,x,]|, para
1 <4 < n, definidos por

oi(T1,...,xy) = (—1)ink1 C X,

donde {ki,...,k;} varfa en todas las posibles elecciones de i elementos del
conjunto {1,...,n}.

Obsérvese que hemos modificado el signo habitual de los polinomios simétri-
cos elementales para conseguir que, si &i,...,&, son las raices del polinomio
" + a ™t + - - + ay, se verifique que:

"t e da, =" o (€, )T T o6, ).

2.1.2. Definicion de la aplicacion o

Identificaremos el polinomio P(z) con el punto (ay,...,a,) € C"* formado por
sus coeficientes, asi consideraremos P(z) como un punto de C". Nos gustaria
poder hacer lo mismo con el sistema de raices &;,...,&,. Sin embargo, nos

encontramos con el problema que ya hemos dejado entrever previamente, la
ordenacion. Permutaciones de las & nos dan el mismo sistema de raices. Es
por ello que vamos a introducir la siguiente relacién de equivalencia en C":

(&1, .-, &0) ~ (C1y o5 Cn)

si, y solo si, existe una permutacién p del grupo simétrico S, tal que (; = &,(;),
para 1 < j < n.Y denotaremos por Cg  al espacio cociente obtenido a partir
de C™ por esta relacién de equivalencia. A su vez, denotaremos por [&1, ..., &,]

a la clase de equivalencia de (£, ...,&,).

Sea p € S,. Sabemos que p induce un homeomorfismo f, : C* — C" da-
do por
f:C"—C"

(@1, ) > (Tp(1), -+ Tp(n))
Para facilitar la notacion, identificaremos cada permutacion p con el homeo-
morfismo f, que induce.

Consideramos ahora la aplicacién
T:C"—C"

sym

(a1, ... an) — [&1,. .., &)



28 CAPITULO 2. LA CONTINUIDAD DE LAS RAICES

Esta aplicacién es biyectiva ya que dos polinomios ménicos son iguales si tie-

nen el mismo sistema de raices, y toda n-upla (&3,...,&,) en C" determina un
polinémio ménico z" + o1 (&1, ..., &))"+ +0,(&1, . .., &) cuyas raices son
517 s 7571-

Entonces, la inversa de la aplicacién 7 estard bien definida y vendra dada
por

c:C* —C"

sym

[517---7£n] — (Ul<§17-"7£n)7"'70-n(£17”'7§n>>

2.1.3. Teorema equivalente

Ahora ya podemos reescribir el Teorema (2.1.1). Recordemos que hemos do-

tado a Cg,,, de la topologia cociente. Veremos a continuaciéon que el Teorema

(2.1.1) equivale a:
Teorema 2.1.2. La aplicacion o es un homeomorfismo.

Proposicién 2.1.1. El Teorema (2.1.1) y el Teorema (2.1.2) son equivalentes.
Demostracion. Veamos la doble implicacion.

Supongamos que se satisface el Teorema (2.1.1) y veamos que se verifica el
Teorema (2.1.2).

Como o es claramente continua, ya que sus componentes son continuas por
ser polinomios en las &;, nos bastara con ver que 7 es continua en cada uno de
los puntos de C™.

Sea (ai,...,a,) € C". De acuerdo con la definicién de 7, tenemos que

T(a17 cee 7an) = [517 s 75”]7
donde [¢1, ..., &,] es la clase de equivalencia de las raices del polinomio ménico
de grado n cuyos coeficientes son (ay, ..., a,).

Sea V un entorno abierto de [£1, ..., &,] v sea p la aplicacién de paso al cociente
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cCr—C”

sym*

Asf pues, p~1(V) es un entorno abierto de (&1,...,&,).

Como en C" tenemos la topologia producto, podemos tomar un abierto U;
de cada factor, tal que & € Uj, para 1 < j <n,y Uy x --- x U, C p~ (V).
Ademas, para cada j, podemos tomar una bola abierta centrada en §; y de ra-
dio €; > 0 que esté contenida en U;. Finalmente, si € = min;<;<,, €;, tendremos

que (51" .- 7€n> € B(§176> X X B<§n7€) gp—l(v>.

Como estamos suponiendo que se verifica el Teorema (2.1.1), existe § > 0
tal que si |b; —a;| < 0 para 1 < j < n, entonces las raices ((i,...,¢,) del
polinomio " + by2" ' 4 --- 4+ b,, con un determinado orden, verifican que
| —&| <eparal <j<n.

A continuacién definimos W = B(a;,0) X --- x B(ay,0), que es un entorno
abierto de (ay,...,a,). La tesis del Teorema (2.1.1) se traduce de la siguiente
forma: Si (by,...,b,) € W, entonces ((1,...,¢,) € p~ (V). Y, en consecuencia,

(b1, ..., b)) = [C1,-..,Cu] € V. Por tanto, hemos terminado la prueba de que
T es continua en el punto (ay,...,a,).

Supongamos que se satisface el Teorema (2.1.2) y veamos que se verifica el
Teorema (2.1.1).

Partimos del polinomio ménico 2" +a;2" '+ - -+a,, cuyas raices son &1, . . . , &,.

Sea ¢ > 0. Consideramos el abierto U = B(&1,€) X -+ x B(&,,€), y sea V
el saturado de U. Luego V' = J g p(U), donde estamos identificando p con
el homeomorfismo inducido f, : C* — C".

Sea p : C" — Cf,,, la aplicacién de paso al cociente. Por la definicién dada

de U, tenemos que (&1,...,&,) € U C V. Luego, [&1,...,&)] € p(V), que es

abierto de Cf,,, ya que V' es saturado. Asf que, p(V) es un entorno abierto de

&1y 60 = T(ag, ... a,).

Como estamos suponiendo que ¢ es homeomorfismo, entonces 7 (que es la

inversa de o) es continua en el punto (ai,...,a,). Luego existe § > 0 tal
que si |b; —aj| < 0, para 1 < j < n, entonces 7(by,...,b,) € p(V), es de-
cir, si ((1,...,(,) son las rafces de 2" + bz ! + .-+ + b, se verifica que

(Corn Gl € (V).
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Ahora bien,

[C1, - Ga] € p(V)
<~
(Cty.. 5 G) €p Hp(V)) =V, pues V es saturado.
<~
(C1,...,Cn) € p(U), para un cierto p € S,,.
<~
p G, Gn) €U
<~
(Cr1ys - -+ Cr(ny) € U, siendo = p~1.
<~

Crijy — & <€, paral < j <n.

Con lo que hemos llegado a que se verifica el Teorema (2.1.1).

2.2. Extension de ¢ a un espacio proyectivo

La idea de esta seccién no es otra que probar un resultado equivalente al Teore-
ma (2.1.2) para una extensiéon o* de o que también sera biyectiva y que estara
definida en un espacio compacto que contiene a Cg . Para hacerlo, usaremos
espacios proyectivos complejos.

Siguiendo con la notacién ya introducida en la Seccién 1.3, el punto de P"(C)
cuya clase de equivalencia contiene a (zg, ..., T,) es <o, ..., Tp>.
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2.2.1. Inmersién de C" en P"(C)

Consideramos la inmersién

CcC" — P*(C)

(X1, ..y ) — <Lyxq, ..., x>

que, como probamos en la Proposicién (1.3.3), establece un homeomorfismo
entre C™ y su imagen U.

Ahora, podemos extender la correspondencia entre los polinomios ménicos de
grado n y los puntos de C". Para ello, diremos que dos polinomios no nulos
P(x) = apz" + a1z ' + -+ + a, y Q(x) = bpx™ + bya™ ! + -+ + b, son ho-
motéticos, cuando existe un A € C\ {0}, tal que b; = Aa; para 0 < j < n.
Esto es equivalente a decir que P(x) y Q(x) tienen el mismo grado y el mismo
sistema de raices. Asociamos el punto <ay,...,a,> a la clase de homotecia
del polinomio agz™ + a;z" ! + - -+ a,. Un punto <ay, ..., a,> de P*(C) per-
tenece entonces a C" si, y solo si, los elementos de la correspondiente clase de
homotecia son polinomios de grado exactamente n (recordemos que estamos
viendo C™ inmerso en P"(C) gracias a la carta afin ¢y).

2.2.2. Definicién de la aplicacion o*

Para preparar la definicion de o*, definimos extensiones de los polinomios
simétricos elementares,

o ((C*)" —C (2.1)
((z1,21)5 ooy (2, Tn)) —> 217+ znai(j—ll, e j—:)

Es facil comprobar, usando la definiciéon de o;, que

U?((Z’l, ml)v B (Zn? xn)) = (_1)i Z Thy " Tk Rhiqr * " " Rk (2'2)

donde {ki,...,k;} varfa en todas las posibles elecciones de i elementos del
conjunto {1,...,n} y {kir1,...,k,} son los elementos restantes.

Entonces, o es un polinomio homogéneo en las variables zy, ..., 2,, 21, . . . , Tn,

de grado total n, que satisface

0?(()\12’1, A1),y (AnZns AnTn)) = Ap - - )\nazh((zl, 1),y (20, 20)). (2.3)
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Comprobamos la propiedad precedente directamente usando la definicién de
ol dada en (2.1):

AT A,
af(()\lzl, A1)y ey (AnZn, AnZn)) = Apzg - - )\nznai(ﬁ, . )\nzn)
:)\1"')\7121“'2”0@'(&,---,ﬁ)

21 Zn

=)\ - )\naf((zl,xl), ey (Zny ).

Gracias a la Propiedad (2.3), podemos definir
o' (PY(C))" — P"(C) (2.4)

(<21, 21>, .oy <2, Ty>) > <00 (), ..., 000, ... >

» Vg
donde, dentro de los paréntesis que hemos dejado vacios para no sobrecargar
la notacién, irfa

h
(<Zlax1>a"-><zn>$n>) y 0—0(<Zlax1>7'~-7<zn,$n>):Zl"‘Zn.

Como los o7 son simétricos, 0" induce una aplicacién definida en (P'(C))z,,,
(el cociente de (P'(C))™ por la accién del grupo simétrico S,), que vamos a
denotar por

o* 1 (PY(C))", —s P"(C)

sym

2.3. La prueba de que ¢* es un homeomorfismo

Como mencionamos al comienzo de la seccién anterior, si conseguimos probar
)

que o* es un homeomorfismo habremos probado el Teorema (2.1.2), pues ve-

remos que o* es una extension de o.

Para ello vamos a necesitar previamente un par de resultados que demos-
traremos a continuacion.

Lema 2.3.1. Sean <1,&>,...,<1,&>,<0,1>,...,<0,1> n puntos de P! (C),
los primeros r de ellos pertenecientes a C C PY(C). Si

o ([<1,&6>,...,<1,&>,<0,1>,...,<0,1>]) = <ag, ..., a,>,

entonces ag = +++ =ap_p_1 =0, @p_r #0, y ap_,x" + -+ a,_1T + a, tiene
(&1,...,&) como sistema de raices.
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Demostracion. Consideremos

(z1.91) = (La1) )

(Zrayr) - (17137*)
(ZT+17yT+1) = (

(zn,9n) = (0,1) J

Hay n — r pares que tienen nula la componente z, luego solo hay r pares que
no tienen nula la componente z.

Para favorecer una mejor comprensiéon de la prueba del lema, separaremos
la misma en distintos casos:

Casol: i<n—r-—1
Por la Propiedad (2.2),

Ozh((zbyl)’ SRR (Zm yn)) = (_1)i Zykl C Yk ki T Rl

donde {ki,...,k;} varfa en todas las posibles elecciones de i elementos del
conjunto {1,...,n} y {ki1,...,k,} son los elementos restantes.
Al elegir un subconjunto {ky,...,k;} de i elementos de {1,...,n}, su com-

plementario tiene n — ¢ elementos.

Como n — ¢ > r, y solo hay r pares que no tienen nula la componente z,
concluimos que, en este caso, cada uno de los sumandos

Yky """ YkiRhipq " Rhen

es nulo y, por tanto,

O-zh((zlv yl)a SRR (Zn,yn)) = 0.

Caso 2: i=n—r
Razonando como en el caso anterior, todos los sumandos

Yky * " Yk Rhigr =" Pkn
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seran nulos, excepto cuando {k;1, ..., k,} = {1,...,r}, en cuyo caso tendremos
{ki,...,ki}={r+1,...,n}y, por lo tanto,

Yky * Yk Rhipr " Pkn

Luego,
o ((z1:91), -+ (2 gn)) = (=1) = (=1)"7" = (=1)"*".

Caso 3: i=n

UZ((Zhyl)?"‘?(Zn?yn)) = (_1>ny1yn

= (=1)zy e,
= (~1)™(=1)or(z1,. .., 1,)

= (=)o (x1,...,2,).
Caso4: i=n-—1

02—1((217 Yi)s -5 (ZnsYn)) = (_1>n_1 Z;L:1 Y1+ Yj—1Z5Yj41 " " YUn
= (D)"Y v Y1z Y
= (D)"Y v Y
= (_1)n—1 Z§:1w1 C LT Ty

= (=) Y=oy (z1,...,2,)

= (_1)71-}—7“0.7'71(1.1’ c. ,Z'r).
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Caso 5: i =n —2 (suponemos i < j sin pérdida de generalidad).

O-Z—Q((zla yl)a sy (Zna yn))
= (=) 2 Y et iy Y1 Vi 21 Y1251 Y

= (_1)1172 Z{i,j}g{17...,r},i7éj Y1 Yi1Yiv1 - Yj—1Yji+1 0 Yr

= (_1)n_2 Z{i,j}g{l,,,,7r},i7éj L1 Xi—1Tip1 " Lj—1Lj41 " Ly
= (_1)71—2(_1)7‘—1—20.7“72(1.1’ . ,xr)

= (=1)"""0,_o(x1,...,2,).

Caso 6: n —r <i (esdecir,n —i <r).

U?(('Zl? yl)? BRI (Zm yn)) = <_1)Z Z{kiﬂ,...,kr}g{l,...,r} Yky " Yk Rk " " kg

= (-1 Z{ki+17...,kr}g{1,...,r} Ykr " Yk

En cada producto yg, - - - yx, podemos suprimir el factor y, si k; € {1,...,7},
pues para todos ellos y, = 1. Asi pues, solo nos quedan aquellos suman-
dos yk, ... Yk, en los que el complementario de {ki,...,k;}, con respecto a
{1,...,n}, estd contenido en {1,...,r}.

Ademas, en cada uno de esos productos hemos podido suprimir los factores
Yk, para los que k; & {1,...,7}.

Luego, los sumandos que nos quedan son los que se obtienen al variar {k;;1, ..., k,}
entre los posibles subconjuntos de {1,...,r} y quedarnos con su complemen-
tario en {1,...,r}.

Tenemos pues, que si A C {1,...,r} y |A| = n — i, entonces
(—1)’ Zje{l,...,r}\A, [Ty, = (=1 ZJG{L---J}\A, [Tz
= (=11 Dg (21,2,

= (—1)T+n0'i_(n_,,~)(l'1, ce ,iCT>.

Por lo tanto, para este tltimo caso,

Uzh((zla yl)a SR (zn7 yn)) = (_1)r+n0—i7(nfr) ($1, s ,1'7«)-
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Gracias al estudio por separado de cada uno de los casos anteriores podemos
concluir que

o (L,21), ..., (L), (0,1),...,(0,1))

0 si 1<i<n—r—1
=< (=1 si i=n-—r (2.5)
(=) oy (@1, ..., 2) sl n—r+1<i<n

Ahora bien, la hipotesis del lema nos decia que:

o ([<1,&6>,...,<1,&>,<0,1>,...,<0,1>]) = <ag, . .., a,>.

Y por otra parte, usando la propia definicién de o* y (2.5), tenemos que
o ([<1,&>,...,<1,&>,<0,1>,...,<0,1>])

=<03(); - 0n 10, om0, 00 n 05, 00 (>

=<0,...,0, (=)™ (=1)""o1(&1, -, &), -, (=)0 (&1, -1, 60)>

:<O7"'707170—].(517"‘757‘)7"'70—7'(517“‘7€T>>'

Notemos que en la primera igualdad, dentro de los paréntesis que hemos dejado
vacios para no sobrecargar la notacion, iria

(<1,&>,...,<1,&>,<0,1>,...,<0,1>).

Luego,
aOZ"':an—r—lzoa an—r?’éo

y, ademds, existe un A\ € C\ {0} tal que,

-1
an—’r‘xr + an—r-‘,—lxr + o F a1+ ay

=Az" o1&, 6)T T A o (& &) oL 6))
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De donde, a,_, # 0 y las raices de a,_ 2" + ap_rp12" L+ -+ ap_17 + a, son

ST

]

n

Corolario 2.3.1. La aplicacion o™ es biyectiva, y su restriccion a Cg,,,

da la biyeccion o : C* ~—— C™.

sym

nos

Demostracion. Primero veremos que es inyectiva y sobreyectiva, después exa-
minaremos su restriccion.

= Inyectividad:

Al trabajar con elementos de (P'(C))?,,,, tomaremos representantes co-

mo en el Lema (2.3.1), es decir, colocaremos primero los elementos de
P}(C) de la forma <1,&> (pares que pertenecen a C C P*(C)), y después
los pares de la forma <0, 1>.

Supongamos que

o' ([<1,&>,...,<1,&>,<0,1>,...,<0,1>]) (2.6)

=o"([<l,(1>, ..., <1,(:>,<0,1>,...,<0,1>])  (2.7)

Si (2.6) es igual a <ag,...,a,>y (2.7) es igual a <by, ..., b,>, tenemos
que (ag, ..., a,) = A(bg,...,b,) con A € C\ {0}.

Por el Lema (2.3.1) , sabemos que

aOZ"':an—r—IZO

ap_r # 0

ap_rx” + -+ +a, tiene (&, ...,& ) como raices.

bp=-=bys1=0

bp_s #0

bp_sx®+ -+ +0b, tiene ((1,...,(s) como raices.
Como a,,_, es el primer coeficiente no nulo de (ay, ..., ay), b,_s €l primer
coeficiente no nulo de (by, ..., b,),y (ag,...,a,) = A(b, ..., b,), entonces

r=Ss.
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Ademas (ap_r, ..., a,) = Mbu_r, ..., by), por lo que los polinomios
"+ + Ay + ap

bn—r'rr + -+ bn—lx + bn

tienen las mismas raices, es decir, (&1,...,&,) = ({1, ..., () salvo el or-
den.
Por lo tanto, los antecedentes coinciden.

Sobreyectividad:

Consideremos <ay, . .., a,> € P*(C), luego el polinomio

apx™ + ayz™ ! + -+ + a, no es idénticamente nulo. Sea r su grado y
&1, ..., & sus raices.

Ahora consideramos <1,&;>,...,<1,£>,<0,1>,...,<0,1> de P}(C).

Gracias al Lema (2.3.1), se verifica que

o ([<1,&>,...,<1,&>,<0,1>,...,<0,1>]) = <ag, . .., a,>.

La restriccién de o* a C?  coincide con o

sym

Consideramos C C P!(C) gracias a la inmersién
C — P'(C)
z— <1, z>

Asi pues, identificaremos z con <1, z>.

De igual modo, podemos considerar C* C (P!(C))". Ahora, al pasar
al cociente, tendremos C?,,, € (P*(C))%,,, va que la relacién de equiva-

lencia que define C7,,,, no es otra que la inducida por (P*(C))?%,,,, debido
a que dos elementos estan relacionados si, y solo si, coinciden salvo per-

mutacion.

Por lo tanto, o*([&1,...,&)]) = o*([<1,&>, ..., <1,&,>]), debido a la
identificacién anterior.

Supongamos que o*([<1,&>,...,<1,§,>]) = <ag, ..., a,>. Queremos
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ver que también o ([&y, ..., &) = <ag, ..., a,>.

Por el Lema (2.3.1), tenemos que ag # 0y que el polinomio agz™+- - -+a,

tiene (&1, ...,&,) como raices, que también son las raices del polinomio
a a
Pt e T I
ag ap
Luego,
a a
<ag,...,ap> = <l,—, ..., >
Qg Qo
aq (07%
= (=)
agp ag
- (0—0(617 7571)7'- 70n(€1> agn))
= o([&,- .-, &)
]

Teorema 2.3.1. La aplicacion o* : (P'(C))z,,, — P*(C) es un homeomor-
fismo.

Demostracion. Para esta prueba vamos a hacer uso de la Proposicién (1.2.1)
que nos va a garantizar que ¢* es un homeomorfismo bajo unas determinadas
hipétesis. La primera de ellas, que es la biyectividad de ¢*, nos viene dada por
el Corolario (2.3.1). Ademads, necesitaremos probar que ¢* es continua, que
(PY(C))n,,,, es compacto y que P"(C) es un espacio de Hausdorff.

sym

= El espacio (P'(C))Z,,, es compacto.
Como vimos en la Proposicién (1.3.6), P!(C) es homeomorfo a S?, que
es compacto.

Ahora, aplicando el Teorema de Tychonoff (1.1.2) llegamos a que (P!(C))"

es compacto. Para concluir que (P'(C))%,,, es compacto, basta tener en

cuenta que el cociente de un compacto es compacto.
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» El espacio P*(C) es de Hausdorff.

Esta prueba ya la hemos realizado en la Proposicién (1.3.4).

La aplicacion ¢* es continua.

Primero observemos que, para probar la continuidad de la aplicacién
o*, nos basta con ver que o” es continua, pues o* es el paso al cociente
de 0" de acuerdo con el siguiente diagrama (véase el Teorema (1.1.1)):

(P'(C))" ~=—P"(C)

,

(PHC)),

sym

Recordamos la definicién de la aplicacién o

o (PY(C))" — P™(C)

(<21, 21>, .oy <2p, Ty>) > <o (), ..., 00(), ... >
donde
O'Zh : ((CQ))" —C (2.8)
((Zla xl)v SRR (men)) — (—l)i kal C Tk Rk Rk,

Es claro que cada o es una aplicacién continua, ya que es una funcién
polinémica.

Ahora construimos el siguiente diagrama:

ez e

(PH(C))"

donde tanto p como ¢ : C*\ {0} — P!(C) son las aplicaciones de paso
al cociente.

Antes de continuar, justificaremos el hecho de que podemos construir
este diagrama:
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Por un lado, debemos comprobar que, dado un ((z1, x1), - . ., (2n, T»)) per-
teneciente a (C?\ {0})", su imagen por (o, ...,0") estd en C"™\ {0}.
Es decir, tenemos que ver que se verifica que

oM(z1,21), ..., (2n,7,)) # 0, para todo i.
Como ((21,21),- -, (2n, Zn)) € (C*\ {0})" esto significa que
(zi,2;) #0, para todo i. (2.10)

Supongamos que zj,, ..., 2, # 0y 2, = -+ = 2, = 0. Entonces, por
(2.10), tenemos que xy, , = - - =, 7# 0. Luego en (2.8) nos queda que

i+1

O-Zh((zlv 1'1), ) (Zn>$n)) = (_1)i$ki+1 C Tk, Rkt Ry 7é 0.
Por otro lado, la aplicacién p o (af, ..., o) se puede factorizar a través

de ¢" gracias a la Propiedad (2.3):

af((/\lzl, A1)y (AnZn, AnTn)) = A - )\nafl((zl, 1),y (20, Tn)).

Una vez tenemos perfectamente justificada la construccion del diagrama
(2.9), seguimos con nuestro objetivo que es probar que o” es continua.

Para ello, lo primero que vamos a hacer es comprobar que

¢": (C*\ {0}y — (PY(C))"

es una aplicacion cociente.

Sabemos que ¢ : C?\ {0} — P!(C) es una aplicacién cociente, ya
que es la aplicacién de paso al cociente. Ademéds, P*(C) y C*\ {0} son
espacios localmente compactos y de Haudorft:

La prueba de que P*(C) es un espacio de Hausdorff y compacto ya la
hemos realizado en la Proposicion (1.3.4) y en el la Proposicién (1.3.5)
respectivamente. Por otra parte, C?\ {0} es un espacio localmente com-
pacto v de Hausdorff ya que es abierto de C?, que es localmente compacto
y de Hausdorff.

Por lo tanto, el Corolario (1.1.1) nos garantiza que ¢" es una aplica-
cién cociente.
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Volviendo a nuestro diagrama (2.9), y usando de nuevo el Teorema
(1.1.1), tenemos que o” serd continua si, y solo si, 0" o ¢" es continua.

Ahora bien, o"og™ = po(ol,...,o"), y esta dltima aplicacién es continua
por ser composicién de continuas (la aplicacién p es continua por ser la
aplicacién de paso al cociente y, por su parte, (o, ...,0") es continua

ya que todas sus componentes lo son).

Por lo tanto, hemos probado que la aplicacién ¢* es una biyecciéon continua
con salida de un espacio compacto y llegada en uno de Hausdorff, luego es un
homeomorfismo.



Apéndice A

Dos demostraciones del

Teorema Fundamental del
Algebra

En este apéndice exponemos dos de las numerosas pruebas que existen del
Teorema Fundamental del Algebra.

La primera de ellas estda basada en el Teorema de Liouville y, por tanto, en
las propiedades de las funciones holomorfas. Es la prueba que, con caracter
general, se ve en la asignatura de Variable Compleja.

Por su parte, la segunda de las demostraciones, tiene caracter topoldgico y
se basa en el concepto de grado de una aplicacién continua de S' en S*. Hace
uso, por lo tanto, de técnicas de teoria de homotopia.

Detallo mas la segunda demostracién, ya que yo no la habia estudiado con
anterioridad a la realizacion de esta memoria.

El objetivo de este apéndice es dar las dos demostraciones del Teorema Fun-

damental del Algebra que, normalmente, se ven en el Grado de Matematicas.
Otras demostraciones se pueden ver en [FR].

43
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A.1. Demostracion basada en el Teorema de
Liouville

Como ya hemos adelantado en la introduccion, esta prueba estd basada en
propiedades de las funciones holomorfas. Es por ello que, antes que desarrollar
esta demostracion del Teorema Fundamental del Algebra, recordaremos algu-
nas definiciones bésicas y enunciaremos el Teorema de Liouville (resultado en
el que se basa la prueba).

Nuestra demostracién no pretende ser otra cosa que un resumen de la prueba
que se ve en la asignatura de Variable Compleja.

Definicién A.1.1. Sean U un subconjunto abierto de C, f : U — C una
funcion y zy un punto de U. Se dice que f es derivable en zy si existe el limite

lim f(2) = f(20) . f(z0+h) — f(20)
a h

z—20 zZ— 2y h—0

e C.

El limite anterior se denomina derivada de f en zg.

Se dice que la funcion f es holomorfa en el punto zy si existe un disco
B(zo,7) C U tal que f es derivable en cada punto de B(zo,7). Se dice que f es
holomorfa en U si es holomorfa en cada punto de U, es decir, si es derivable
en cada punto de U.

Definicién A.1.2. Sean A un subconjunto abierto de C y f una funcion com-
pleja definida en A. Se dice que f es analitica en un punto zy € A si existen un
nimero 0 > 0 tal que B(zy,0) C A, y una serie de potencias Y - an(z — 2o)"
convergente en B(zp,0), tales que

f(z) = Z&n(z — 29)", para cada z € B(z,0).
n=0

Se dice que f es analitica en A si es analitica en cada punto de A. Las fun-
ciones analiticas en todo el plano complejo se denominan funciones enteras.

Teorema A.1.1. (Teorema de Liouville)
Sea [ : C — C una funcion entera. Si f es acotada, es decir, si existe M > 0
con |f(2)| < M para cada z € C, entonces f es constante.
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Ahora ya estamos en condiciones de probar el Teorema Fundamental del Alge—
bra:

Teorema A.1.2. (Teorema Fundamental del Algebra)
Sea P(z) = ap+ a1z + - -+ a,2" un polinomio de grado n > 1 con coeficientes
complejos. Entonces P tiene raices en C.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Para ello, supongamos
que P(z) #0, Vz € C.

Entonces, podemos definir f(z) = 1/P(z). Ademds, f(z) es cociente de fun-
ciones holomorfas y, por tanto, es una funcién holomorfa en todo C, es decir,
es una funcién entera.

Veamos que lim,|, |P(2)| = oco. Para z # 0, podemos escribir P(z) de la
siguiente manera:
(p—1 Ap—2 Qo

+E ),
22 z”)

P(z) = z"(a, +

luego, tomando valores absolutos, tenemos que

QAp Gy a
S )

P(2)| = |2"||an
P(2)] = [l + = o

Ahora, como

LI 0, cuando |z| — oo,
n—k
tenemos:
P
lim 1P@)] = |a,| # 0.
|z]—o0 |ZW1

Por tanto, lim,|_, |P(2)| = 00, luego lim.| | f(2)| = 0.

Concluimos que f es acotada y, por el Teorema de Liouville (A.1.1), como
f es entera y acotada, entonces f es constante. Esto, a su vez, implica que P
es constante. Llegamos asi a una contradiccion, ya que ningin polinomio de
grado mayor o igual que 1 es constante. Luego P tiene raices en C.
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A.2. Demostracion basada en el concepto de

grado de una aplicacién continua de S!
en S!

Esta segunda prueba del Teorema Fundamental del Algebra estd basada en el
estudio de homotopias, levantamientos y grado de una aplicacién continua.

Antes de comenzar con la demostracién, daremos algunas definiciones bésicas
y algunos resultados respecto a la existencia y unicidad de los levantamientos,
ya sea de caminos o de homotopias, asi como el lema fundamental de construc-
ciéon de homotopias. No demostraremos estos resultados ya que se ven siempre
en la asignatura de Topologia del Grado de Matematicas.

Con frecuencia denotaremos por I el intervalo [0, 1] C R.

Definicién A.2.1. (Homotopia de aplicaciones). Sean f,g Y — X
dos aplicaciones continuas que coinciden en un subespacio A de Y. Diremos
que f y g son homdtopas relativamente a A, y escribiremos f ~ g rel A, si
existe una aplicacion continua F :'Y x [ — X tal que

(1) F(y,0) = f(y), para todo y € Y.
(2) F(y,1) = g(y), para todoy € Y.
(3) F(a,t) = f(a) = g(a), para todo a € A, t € I.

Decimos que F' es una homotopia entre f y g.

Si A # () diremos simplemente que las aplicaciones f y g son hométopas, y
escribiremos f ~ ¢. Si queremos hacer alusion a la aplicacién F', escribiremos
F:f~grelA,oF: f~gsi A=1{.

Notemos que toda aplicacién continua F' : Y x I — X es una homotopia
entre las aplicaciones f(y) = F(y,0) y g(y) = F(y,1).

Lema A.2.1. (Lema fundamental de construccion de homotopias).
Sea X CR" y sean f,g:Y — X dos aplicaciones continuas tales que, para
cada y € Y, el segmento que une f(y) con g(y) estd contenido en X. Enton-
ces, las aplicaciones f y g son homdotopas relativamente al conjunto de puntos
donde coinciden. (La homotopia F viene dada por F(y,t) = (1—t)f(y)+tg(y)).
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Definicién A.2.2. (Camino). Sea X un espacio topoldgico y sean z,y € X.
Un camino en X que va de x a y es una aplicacion continua

v:[0,1] — X

tal que v(0) = x y y(1) = y. También diremos que el camino v comienza en x
y termina en y, o que T es el punto inicial e y es el punto final de 7.

Definicién A.2.3. (Levantamiento de un camino). Sea vy un camino y
¢ : R — St la aplicacion definida por ¢(t) = cos 2wt + isen 27t. Llamamos
levantamiento del camino v a cualquier aplicacion continua v : I — R
tal que ¢ oy =y, es decir, que haga conmutativo el siguiente diagrama:

Jk
1
Teorema A.2.1. Sea v un camino en S' con v(0) = zy. Fijamos ty € R tal

que ¢(to) = zo. Existe un tinico camino 4 en R tal que 4(0) =tg y oy =7,
es decir, el camino v tiene un unico levantamiento que comienza en tg.

Sean vy o caminos en X . De acuerdo con la definicién general, una homotopia
entre v y ¢ es una aplicacién continua

F:IxI—X
(s,t) — F(s,t)
tal que F'(s,0) = v(s), F(s,1) = o(s), paratodo s € I. Escribiremos F': v ~ 0.

Definicién A.2.4. (Levantamiento de una homotopia). Sea F' una ho-
motopia de I x I en S'. Llamamos levantamiento de la homotopia F a
cualquier aplicacion continua F:IxI—Rtal que ¢ o F= F, es decir, que
hace conmutativo el siguiente diagrama:

)

1
]X_[F—>S

Teorema A.2.2. Sean v y o dos caminos en S' que comienzan en zy Yy Sea
F : v ~o rel{0,1}. Fijamos ty € R tal que ¢(ty) = 2. Sean ¢ y & los uni-
cos levantamientos de v y o, respectivamente, que comienzan en ty. Entonces,



48 APENDICE A. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

existe un inico levantamiento F - I x I — R tal que F: 4 ~ & rel{0,1}.

Sea f : S' — S! una aplicaccién continua. El grado de la aplicacién f corres-
pondera a la idea intuitiva de nimero de veces que la imagen de f envuelve a
S!. Asi, el grado de la aplicacién f(z) = 2% serd 2, mientras que el grado de
f(z) =1/z =% serda —1.

Preparemos ahora la definicién rigurosa. Consideremos el diagrama conmu-

tativo
R

1 1
1 Bl S f S

donde f es un levantamiento de la aplicaciéon fo@|; (recordemos que habiamos
definido ¢ : R — S! mediante ¢(t) = cos 27t + i sen 27t).

Daremos a continuacion la definicién del concepto de grado y probaremos las
propiedades que usaremos en esta demostracion del Teorema Fundamental del

Algebra.

Definicién A.2.5. (Grado de una aplicacién continua de S' en S').
Sea f una aplicacién continua de St en S'. Denominamos grado de f, y lo
denotamos por grd(f), al nimero

grd(f) = f(1) — £(0),

donde f es un levantamiento de f o ¢|;.

Tengamos en cuenta que la aplicacién ¢(t) = cos 2wt + i sen 27t es un homo-
morfismo del grupo aditivo (R, +) en el grupo multiplicativo (S',), y que su
nucleo es Z.

Proposiciéon A.2.1. El grd(f) es un nimero entero.

Demostracion. Tenemos que,

e L oUW f !
S(axd(f)) = 6(f(1) = F0) = 75 ; ;

De aqui se sigue que f(1) — f(0) € Z.
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Proposicién A.2.2. El grd(f) estd bien definido, es decir, no depende del
levantamiento f.

Demostracion. Supongamos que h es otro levantamiento de f o ¢|;, entonces

o(f(1) _ fo(1))
o(h(t)) — f(6(1))

entonces f(t) — h(t) es un ntimero entero, lo cual implica que f(t) — h(t) es
constante (por ser una aplicacién continuAa de I, que es un espacio conexo,
en Z, que es un espacio discreto). Luego f(1) — h(1) = f(0) — h(0), es decir,

~

(1) = f(0) = h(1) = h(0).

o(f(t) —h(t) = =1,

Proposicién A.2.3. Si f ~ g entonces grd(f) = grd(g).

Demostracion. Suponemos f ~ g. Existe entonces una homotopia F' de S* x [
en S' tal que F(2,0) = f(2) y F(z,1) = g(z), para todo z € S'.

Consideramos ahora el diagrama

R

/V
1 1
I x[——=S X[F_)S

Bl xid

Observemos que F'(z,0) es un levantamiento de f o ¢|;:

A

¢(F(2,0)) = F(olr x id)(z,0) = F(¢(2),0) = f(¢(2)),

y, andlogamente, F(z, 1) es un levantamiento de g o ¢|;.

Por lo tanto, grd(f) = F/(1,0)—F(0,0) y grd(g) = F(1,1)—F(0,1), y tenemos
que

(0,t)) = ¢(F(1,1)) _ F(o(1,1)) _ F(1,t) .
T G(E(0,)  F((0,0)  F(Lt)

Entonces F'(1,t) — F(0,t) es un nimero entero, lo cual implica que la aplica-
cién F(1,t)—F(0,t) es constante (por ser de nuevo una aplicacién continua del
espacio conexo I, en el espacio discreto Z). Concluimos que Ia (1,0) — F (0,0)
es igual a F(1,1) — F(0,1).

>
(@n)]

gb(ﬁ(l, t) -
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Proposicién A.2.4. grd(f - g) = grd(f) + grd(g). Notemos que “-” denota
la multiplicacion de nimeros complejos, es decir, (f - g)(z) = f(2)g(2).

Demostracién. Observemos que f + § es un levantamiento de (f-g)oo|r:

6o (f+) = (0f)-(69) = (Fodl)-(godlr) = (f-g) ol

Entonces

grd(f-g9) = (f+9)1)—(f+9)(0)

Corolario A.2.1. grd(g) = grd(f) — grd(g).

Demostracion. Es consecuencia directa de la proposicién anterior. Puesto que
toda funcion constante tiene grado 0, tenemos:

0= grd(1) = grd(g - ;}) = grd(g) + grd(é),

1
luego grd(—) = —grd(g), por lo tanto,
g

grd<§> — grd(f - §> — grd(f) — grd(g).

Corolario A.2.2. Si f ~ cte, entonces grd(f) = 0.

Demostracion. Esto serd consecuencia de la Proposiciéon (A.2.3) ya que si
f =~ cte, entonces grd(f) = grd(cte) = 0.
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Lema A.2.2. Si f : X — S! es una aplicacion continua y no es sobreyectiva,
entonces f =~ cte.

Demostracién. Supongamos que f : X — S! es continua y no es sobreyec-
tiva, es decir, existe un punto P perteneciente a S! tal que —P no esté en la
imagen de f.

Consideramos ahora las aplicaciones
X - slce LR2\ {0} L—S!,

donde cp es la aplicacion constantemente igual a P, ¢ la aplicacién inclusion y
x

r la aplicacién que envia a cada x en H
x

Ahora, por el lema fundamental de construcciéon de homotopias sabemos que
1ocp ~io f.Luego roiocp >~ roio f, donde notamos que r oi = id. Asi
que cp >~ f.

[]

Finalmente, estamos en condiciones de demostrar el Teorema Fundamental del
Algebra mediante las nociones y resultados comentados en esta seccion:

Teorema A.2.3. (Teorema Fundamental del Algebra)
Sea P(z) = ap + a1z + -+ + a,2", con a, = 1, un polinomio de grado n > 1
con coeficientes complejos. Entonces P tiene raices en C.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que P(z)
es distinto de 0, para todo z € C.

Consideremos ahora la aplicaciéon continua
F:S'%x[0,00) — S

P(rz)
(2,7) — |P(rz)

|
Sea f, : S' — S! la aplicacién definida por f,.(z) = F(z,r).

Entonces, por un lado, tenemos que fo(z) = F(2,0) = —— = o _ cte,
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luego grd(fo) =
Y, por otra parte, veremos que, para r suficientemente grande, se verifica

que grd(f,) = n, y veremos también que F' induce una homotopia fy ~ f,.
Llegando asi a contradiccion.

Sea R > max( Y27 |a;],1). Para |2| = 1 tenemos:

n—1 n—1 n—1
ai(R2)'| < ) lal(R) < R"' Y o < R =|(R2)"],
i=0 i=0 i=0
entonces
‘Z’L 0 a; RZ) 1
Ahora bien,
P(Rz) P(Rz) — (Rz)" Zl 0 aZ Rz)
- 1 == < 17
(Rz)" (Rz)"
Rz) . ]
por lo tanto, (R2) tiene parte real mayor que 0. Asi que
z n

P(Rz)
(Rz)"

(Rz2)"
P(Rz)

 P(R2) (R fal)
|P(Rz)| (Rz)" 2"

también tiene parte real mayor que 0.

Luego la aplicacion
St — st
_, Ir(?)

ZTL

no es sobreyectiva y, de acuerdo con el lema precedente, es hométopa a

fr(2)

fr(2)

una constante. Por el Corolario (A.2.2), grd( ) = 0. Por ultimo, gracias

al Corolario (A.2.1),

0 = grd(fr) — grd(z"),
y grd(z") = n, ya que la aplicacién que manda ¢ en nt es un levantamiento de
la aplicacion

t — cos 27t + i sen 27t.
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Asi que grd(fr) = n.
Finalmente consideramos la aplicacién
H:S'xI—s

(z,t) — F(z, Rt)

y vemos que H(z,0) = fo vy H(z,1) = fg. Por tanto, H establece una homo-
topia entre fy v frg.

Como hemos visto que f; era constante, basta aplicar la Proposiciéon (A.2.3)
para concluir que 0 = grd(fy) = grd(fr) = n, con lo que llegamos a una con-
tradiccion.
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