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RESUMEN

Actualmente, el concepto de limite en el bachillerato abarca mas de las dos terceras
partes del tiempo de clase y de los alumnos en la ensenianza del calculo. En este trabajo
nos cuestionamos acerca del verdadero propésito de introducir los limites en este nivel
y, si el “producto final” en la comprensién de la derivada podria lograrse de una mejor
manera, sin introducir los limites o al menos, haciéndolo mas tarde. Para dar respuesta
a tales interrogantes, indagamos acerca de los procedimientos algebraicos y geométricos
utilizados en el pasado para calcular la recta tangente y las asintotas en una curva
racional adaptandolos al lenguaje geométrico y algebraico, asi como al uso de CAS en
la ensenanza. Como conclusién podemos decir que los limites ocultaron la comprension
de las derivadas, asi como, el sistema de coordenadas cartesianas ocultaba la
comprension de las cénicas. También se hace una aproximacién a algunas funciones

trascendentales a través del calculo visual.

Palabras clave: Didactica del célculo; Educacién Secundaria; Historia de la

Matemaéatica; Sistemas de Céalculo Simbdlico; Céalculo visual.

ABSTRACT

Nowadays the concept of limit in certain advanced secondary school courses covers
more than two thirds of the classroom and student time when learning calculus. In this
work we inquire ourselves what is the real purpose for introducing limits in this type of
courses and, if the "final product" of understanding the derivative could be
accomplished better without introducing limits or at least doing it later. In order to
accomplished this we explore the geometric and algebraic procedures used in the past
for computing the tangent line and asymptotes to a (rational) curve and adapt them to
the geometric and algebraic language as well as to the use of CAS in teaching. As a
conclusion we may say that limits buried the understanding of derivatives and
asymptotes as it was also that Cartesian coordinate system buried the understanding of
conics. Also an approach to some transcendental function is done through visual

calculus.

Keywords: Calculus Education; Upper Secondary Education; History of Mathematics;
Symbolic Computer System; Visual Calculus.
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INTRODUCCION

Desde mis anos infantiles he amado el estudio. Desde que me
persuadieron de que estudiando se podrian adquirir unos
conocitmientos claros y seguros de lo que es util a la vida, el

estudio fue mi ocupacion favorita.
René Descartes.

Rachel Crowell presenta en un articulo publicado el 5 de junio del presente ano en la
pagina web de la Sociedad Mateméatica Americana (AMS), a modo de réplica de las
ideas plasmadas en (Sparks, 2018), evidencias de los enormes problemas subyacentes a
la ensenanza-aprendizaje del calculo de acuerdo con un informe® del Consejo Nacional
de Profesores de Mateméaticas (NCTM) y de la Asociacién Americana de Mateméticas
(MAA). En particular, se estan empezando a plantear cuestiones relacionadas con la

utilidad de los cursos actuales de calculo en el bachillerato.

El uso omnipresente de datos en todo, desde la fisica y las finanzas hasta la politica y
la educacién, estd ayudando a crear un impulso para un nuevo camino en las
matematicas de la escuela secundaria. Muchos expertos ain estan debatiendo acerca de
la mejor manera de integrar un nuevo enfoque en un curriculo de la escuela secundaria
que se supone completo. Segtin David Bressoud (profesor de matematicas en Macalester
College y ex presidente de la Asociacion Matematica de América, que ha examinado la
evolucién de estudios de célculo) el calculo se consider6 como un curso de educacién
superior, principalmente para aquellos interesados en las matemaéticas, la fisica u otras
ciencias puras, y luego eso comenzé a cambiar cuando los reformadores escolares se
aferraron al calculo como un ejemplo temprano de un curso riguroso, preparatorio para
la universidad. Los expertos estdn analizando posibles rutas a seguir para superar las

enormes deficiencias en el aprendizaje del calculo en estos niveles.

Desde cualquiera de los dos puntos de vista que se exponen en los articulos de dichas
autoras, resulta ser una tarea compleja sacar conclusiones sobre el papel que desempeiia
el calculo del bachillerato en la preparacion de los estudiantes para los cursos
universitarios, tanto dentro como fuera de las matematicas. Surgen incluso
interrogantes relacionados con los estudiantes que luchan para comprender el célculo:
jestd su dificultad de comprension estrechamente vinculada con el momento de su

aprendizaje o la forma en que se presentan los conceptos? Si el momento es el problema

! The Role of Calculus in the Transition from High School to College Mathematics. Report of
the workshop held at the MAA Carriage House Washington, DC, March 17-19, 2016.
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retrasar la introduccién al célculo podria ser la solucién, pero si el enfoque es el

problema, cambiar el tiempo no lo resuelve.

Esta ultima acotacién es el eje en torno al cual se desarrolla el presente trabajo, el

enfoque de la ensenanza-aprendizaje del calculo en el bachillerato.

En el avance del trabajo se muestran evidencias de las dificultades inherentes a la
comprensién de conceptos propios del célculo y, en particular de la nocién de limite (ya
que no es un problema exclusivo de la educaciéon americana). La literatura ya ha puesto
de relieve que, también futuros profesores de Educaciéon Secundaria muestran carencias

en la comprensién de conceptos relacionados con dicho concepto.

Desafortunadamente, el céalculo puede resumir un poco muchos de los aspectos que
estan fallando en la Educacion Matematica. En su gran mayoria, tanto los libros de
texto como lo que se plasma a través de las evaluaciones de acceso a la universidad dan
cuenta de lecciones que se imparten con ejemplos artificiales, pruebas arcanas y
memorizacién que llegan a desviar el camino de la intuiciéon y del entusiasmo de los

discentes.

La dificultad en el estudio del célculo parece radicar en su misma naturaleza. El calculo
nace en el interior de una época conocida como modernidad. El trabajo de Descartes es,
para muchos, el hito que marca el inicio de esta nueva era en la que florecié el
pensamiento que, basado en la razon, profundizé y enriquecié la filosofia, la ciencia y
las matemdaticas. Con una profunda confianza en la razén humana, Descartes se
propuso hallar un método que le permitiera construir un conocimiento basado en la
razon y la ciencia en reemplazo del que habia dominado la época anterior basado en la
fe ciega en los dogmas de la Iglesia. La filosofia sigue un orden y en este es importante
establecer la existencia, o no, de los entes sobre los que pretende reflexionar. Descartes
acude a la duda sobre nuestra percepciéon ya que los sentidos son falibles y pueden
comunicarnos falsas sensaciones. Ademas lo que consideramos la realidad puede no ser
mas que un sueno o el fruto de una alucinaciéon. Sin embargo, esta misma duda que
parece haberlo arrinconado proporcioné a Descartes una certeza irrefutable: si dudaba
era porque existia. Certeza que se resume en su famoso cogito, ergo sum. Filésofos
posteriores, de la misma linea de Descartes, como Hume, hacian caer en cuenta de que
hechos como el que siempre hemos presenciado que una piedra al ser dejada en libertad
cae hacia el centro de la tierra, no es garantia de que la proxima vez ocurrird lo mismo,
ya que no conocemos la razén por la cual la piedra ha tenido este comportamiento y

por lo tanto podria modificarlo alguna vez.

En este ambiente hace su aparicién el calculo infinitesimal cuya base era un concepto

primitivo de limite (que posteriormente fue establecido de manera rigurosa) que dejaba
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muchos flancos vulnerables a los ataques de espiritus alertas que no estaban dispuestos
a pasar por alto inconsistencias conceptuales de ningin tipo. Son famosas las objeciones
que hizo el obispo anglicano Berkeley a las debilidades de estos primeros procesos de
célculo. En palabras de Carl Boyer: “La descripcion que hace Berkeley del método de
las fluxiones es totalmente correcta y sus criticas estan bien fundamentadas. En ellas
hacia notar que al calcular o bien las fluxiones o las razones de las diferenciales, los
matematicos suponen en primer lugar que se les da ciertos incrementos no nulos a las
variables, para eliminarlos més tarde suponiéndolos iguales a cero. Explicado el calculo
de esta manera le parecia a Berkeley simplemente un juego de compensacion de errores,
y asi «en virtud de un doble error se llega, aunque no a la ciencia, si a la verdad».
Berkeley condena incluso la explicacién de Newton de las fluxiones en términos de las
razones primeras y ultimas negando la posibilidad de una velocidad literalmente
«instantanea» en la que los incrementos de la distancia y el tiempo se han desvanecido

para dejar en su lugar el cociente sin sentido 0/0.” (Boyer, 1959)

Como ya mencionamos, posteriormente el concepto de limite fue establecido de manera
rigurosa. Con esto se dio tranquilidad a los mateméticos profesionales, pero las
dificultades didacticas continuaron. Una razén para ello puede ser el hecho de que este
concepto implica que cierta distancia “puede hacerse tan pequena como se quiera”, lo
que da la idea de un comportamiento dindmico, no estatico. Sabemos que 2 + 2 = 4.
Eso es una certeza. Pero que la pendiente de una recta tangente se obtenga como un
limite cuyo valor es 4 puede dar a entender que dicha pendiente se “acerca a 4 tanto

como se quiera”, pero no es claro que ese valor sea, exactamente, 4.

En matemaéticas existe el concepto de “economia de pensamiento” (una especie de
navaja de Ockham) segin el cual se debe privilegiar el concepto que mdas hechos
explica. Por otra parte, si a una persona sélo se le presenta una herramienta trata de
utilizarla siempre (si sélo tengo un martillo todos los problemas son clavos). En este
orden de ideas, el concepto de limite sirvié para resolver una gran cantidad de
problemas nuevos, asi como otros que ya habian sido resueltos con métodos que no lo
empleaban, y en tal virtud, su estudio se impuso sobre el de otras ideas que habian
funcionado pero que no tuvieron la generalidad de este. Este hecho ha tenido una
consecuencia no muy positiva en el estudio del calculo, ya que si por un lado los limites
constituyen una base solida para este estudio, también posee, para muchos estudiantes,
un alto grado de “oscuridad”. Este trabajo rescata algunos de estos métodos con los que
se obtuvieron resultados propios del calculo pero con herramientas puramente
algebraicas. jCuales son los beneficios de este enfoque? En principio entrar en contacto
con ideas diferentes a las que son propias del calculo con las que se resuelven problemas
inherentes a este, y que poseen, sin embargo, una claridad meridiana. Ademas, el

obtener por métodos diferentes, unos que emplean limites y otros que no lo hacen, los
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mismos resultados, hace que quienes no han sido convencidos por los argumentos que
sustentan el calculo, aumenten de esta manera su confianza en los procedimientos

propios de este.

Por otra parte también se incluyen procedimientos que, si bien usan limites, lo hacen
con un enfoque diferente al que usualmente se suele trabajar. O se presentan resultados,
como son las derivadas de las funciones seno y coseno desde un punto de vista que

explota el hecho de que la derivada representa la velocidad instantanea.

El objetivo del estudio de las matemaéticas no es el adquirir destrezas en la aplicacion
de unos procedimientos algoritmicos de los que ya se conoce su efectividad, sino
desarrollar habilidades que nos permitan modelar y resolver problemas con los cuales
nunca antes nos hayamos enfrentado. Por lo tanto, ademas del estudio clasico del
célculo, que nos introduce en un mundo conceptual rico y versatil, el contacto con
trabajos de esta naturaleza nos pone en contacto con ideas y métodos de alto valor

como herramientas de ingenio y, ademas, con una belleza propia.

En un tipico curso introductorio de calculo (en Espana, este curso se imparte en el
penultimo curso de la escuela secundaria justo antes de acceder a la universidad), la
cantidad de tiempo dedicado al aprendizaje de limites es agotador para los estudiantes.
Se les ensefian los "trucos' del célculo de limites (desde limites de sucesiones hasta
limites de funciones) y cuando uno le pregunta al profesor la respuesta habitual para

hacerlo es similar a "... somos matemadticos y necesitamos una definicién [definiciéon de
derivada como un limite] para desarrollar nuestro material ... "Como es el caso en todo
el mundo, la mayoria de estos estudiantes eligen este curso para cumplir con algunos
requisitos universitarios para estudios técnicos y, por lo tanto, se sienten realmente
frustrados incluso enojados cuando, al final del curso, la mayoria de las derivadas que
utilizan se computan usando una tabla bastante pequena que deben aprender, es decir,
sin limites. Notese también que, entre aquellos estudiantes que finalmente ingresan a
los estudios enfocados en STEM? en la universidad, el concepto de linea tangente no se

entiende con éxito, tanto a nivel mateméatico como grafico. Vincent, LaRue, Sealey, &
Engelke (2015)

Los documentos de (Grabiner, 1983), (McAndrew, 2010), (Suzuki, 2005) y (Sangwin,
2011) nos dieron una visién histérica del desarrollo del concepto de "recta tangente" y
también se puede construir un concepto de derivada sin limite al menos para funciones
algebraicas. Las ideas de este documento tienen una gran influencia en el subtitulo del
articulo de Grabiner: "Primero se utilizé la derivada, luego se descubrié, se explord y se

desarrolld, y solo entonces, se definié". Se debe tener en cuenta que la mayoria de los

2 Acrénimo de los términos en inglés Science, Technology, Engineering and Mathematics.
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objetos utilizados en matematicas siguen la misma descripcién y muchas veces cuando
llegamos a una definicion formal perdemos algunas “perlas” bonitas que fueron
construidas en el pasado, como ejemplo mencionamos en abstracto que también en el
sistema de coordenadas cartesianas estd enterrada la comprensiéon de las cénicas, ;como
pueden saber nuestros alumnos que una pardbola es algo mas que un polinomio de

grado dos?

Este "enfoque de retrospectiva' no es nuevo en la ensefianza de las matematicas, Klein
propuso un ordenamiento genético para la ensenanza, véase, por ejemplo, Schubring
(2011), a diferencia de la ensenanza formal sistematica tradicional. Se debe tener en
cuenta que su concepcién de la genética estd mas cerca de lo que uno puede reclamar
como evolucién natural del campo conceptual. Desafortunadamente muchas veces este
tipo de procedimiento ha sido descrito como falta de rigor sin tener en cuenta que en
muchas de estas situaciones los objetos utilizados y las soluciones a los problemas
planteados eran completamente correctos para aquellos objetos que querian estudiar.
Cuando el calculo se presenta por primera vez a los estudiantes, la mayoria de los
cursos fomenta una comprensién clara del lenguaje épsilon-delta y, por lo tanto, de
limites que no es la forma natural en que el concepto ha evolucionado a lo largo de la

historia.

La educacién matematica también ha sufrido su propia inercia. De acuerdo con las
investigaciones de (Nardi & Steward, 2003), (Stacey, 2010), y (Ball & McDiarmid,
1990), el enfoque procedimental en el que se ensenian las mateméticas en el bachillerato
estd afectando los niveles de conocimiento y las practicas de ensenanza de los futuros
profesores de educacién secundaria. Ante tal perspectiva, O’mehara (2017), hace
evidente la necesidad de que estos futuros profesores adopten un nuevo conjunto de
estrategias de ensefianza que quizds no hayan visto antes. Esta propuesta, va en la
misma linea que sugiere el uso de definiciones de comprensién matematica mas alld de
la “maestria en la manipulacién de procedimientos simbdlicos” (Schoenfeld, 1988).
Quizas, una de estas posibles estrategias a las que hace referencia O’mehara es
implementar este “enfoque de retrospectiva” que permita a los futuros profesores
construir una base conceptual para la comprensién y, que es el objeto de esta

investigacion.

En particular, la importancia adscrita a la visualizacion y su influencia en el
pensamiento matematico de los estudiantes ha conectado con nuestro interés de hacer

las matematicas avanzadas* mas accesibles a través de la intuiciéon. Esta investigaciéon

8 Traduccién propia "mastering symbol manipulation procedures'.
4 Matematicas propias del nivel universitario, o que requieren procesos de pensamiento méas
complejos (Tall, 1991).
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tiene como intencién potenciar la comprensién de conceptos matemaéticos propios de la
linea. del pensamiento avanzado con dos aspectos fundamentales que centran nuestro

foco de atencién: la visualizacion y una propuesta de mejora de la ensenanza.

Nuestro trabajo es fundamentalmente una declaracion de intenciones que pretende
aportar a la mejora de la ensefianza-aprendizaje del calculo. La nocion de doble
contacto requiere que el discente tenga en su haber cognitivo un elemento basico de la
educacion secundaria: si un polinomio f tiene un cero en a entonces f(x) = q(x)(x — a)
en donde g también es otro polinomio. En este sentido, partimos de aprendizajes

basicos que luego consideramos generaran otros nuevos, pero de manera significativa.
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EL CONCEPTO DE LIMITE EN EL
BACHILLERATO

En este capitulo se presentan los resultados de algunas investigaciones que justifican la
necesidad de plantear nuevas propuestas curriculares en la ensefianza del calculo. Se
enuncian los objetivos tanto generales como especificos del trabajo, asi como, aspectos a

tener en cuenta en el contexto que nos ocupa.
Justificacion y objetivos del trabajo

La literatura especializada (Artigue, 1995, 2001; Bajracharya & Thompson, 2014;
Barjracharya, 2012; Jones, 2013; Orton, 1983; Rasslan & Tall, 2002; Sealey, 2006; Tall,
1992; Thomas & Hong, 1996) y nuestra experiencia evidencian que la mayoria de los
estudiantes no poseen una comprensién conceptual de la integral definida, de nociones
que le subyacen, ni de como interactdan o, en el mejor de los casos, su comprension se
reduce al desarrollo de habilidades procedimentales, en palabras de Skemp, poseen una

comprension instrumental y no relacional®.

El bajo rendimiento de los estudiantes en los cursos de célculo® también ha sido objeto
de estudio. Por ejemplo, (Turégano, 1998) localizé las causas subyacentes de tales
resultados en los terrenos epistemoldgico, didactico y psicolégico. En su trabajo
Turégano (1993, 1998, 2007), después de caracterizar la complejidad del concepto de
integral definida establecié una secuencia curricular del calculo y un enfoque de la
integracién, desde su perspectiva, coherentes con la génesis historica de ambos. Segin
la autora, su propuesta pasa por comenzar la teoria de la integracion independiente de

la diferenciaciéon y como primera introduccién al concepto de limite.

Los estudios sobre obstaculos y dificultades muestran que, en sintesis, estas causas
pueden atribuirse a los conflictos cognitivos, obstaculos epistemologicos o el uso de un
lenguaje matematico que requiere minimizar la ambigiiedad del lenguaje natural.
Respecto de las dificultades, Gonzalez-Martin & Camacho-Machin (2005) consideran
que existen cuatro elementos basicos como generadores de éstas en el curriculo de
matematicas: las habilidades necesarias para desarrollar capacidades matematicas que

definen la competencia de un alumno en matematicas, la necesidad de contenidos

5 Véase por ejemplo (Skemp, 1978) para las nociones de comprensién instrumental y relacional.
¢ Una de las razones por las cuales los estudiantes tienen dificultades en aprender un objeto en
calculo es la deficiencia en el entendimiento conceptual. De acuerdo con un estudio de
Aspinwall & Miller (1997), los estudiantes efectian los célculos de forma mecdnica,
desarrollando escasamente el conocimiento conceptual.
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anteriores, el nivel de abstracciéon y la naturaleza légica de las matemaéticas escolares.
Estas dificultades se relacionan y forman redes en las que se refuerzan, concretandose

en la practica en forma de obstaculos y manifestdndose en forma de errores.

Son justamente los tres dltimos elementos senalados por Gonzalez-Martin & Camacho-
Machin los que han motivado el desarrollo de este trabajo. Los avances que ha tenido
la investigaciéon en educacién matemaéatica muestran la urgencia de realizar cambios en

la ensefianza de las matemaéticas en general y del célculo, en particular.

Seguin Skemp (1978) entender algo significa asimilarlo en un esquema apropiado. Ya sea
un concepto, un grupo de conceptos, o un simbolo, se deben asimilar en un esquema
adecuado. Lo que significa formar conexiones entre ideas, hechos o procedimientos, que
son en general aceptados. Un concepto se construye a partir de datos recogidos, y
luego se relaciona con otros conceptos para crear otro concepto méas complejo. La obra
de Skemp distingue entre el conocimiento y la comprensién, y contempla dos categorias
de comprensién, la relacional y la instrumental. La primera de ellas se refiere a la
relevancia que tiene tanto el saber “qué se hace” como el “porqué se hace”. La
comprension instrumental va mas encaminada a las “reglas sin razones”. Mediante la
comprension instrumental se accede de forma rapida a las respuestas de manera que
tiende a promover una recompensa inmediata. Por su parte, la comprensién relacional
proporciona una base para realizar una transferencia de aprendizajes mas eficiente, de

tal forma que se facilite el crecimiento de la comprensién.

Es precisamente esa comprensién relacional la que se pretende desarrollar con la
propuesta curricular que se propone en el presente trabajo. Una comprension que va
ligada a las conexiones histéricas de los conceptos propios del calculo, en particular los
que se tratan en Bachillerato. Nuestra propuesta estd encaminada a trabajar a partir de
un esquema relacional, coherente con el conocimiento de contenidos previos, con el

nivel de abstraccién y la naturaleza légica de las matematicas escolares.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, el presente trabajo, fin de master,
pretende dar una alternativa curricular en la ensenanza del calculo en el bachillerato,
que elimine la ensefianza mecanica o, en palabras de Skemp, que no se quede en la
mera comprension instrumental. Una ensefianza que deje de estar embebida por la
ejecucion de procedimientos o “reglas sin razén” (de nuevo en palabras de Skemp) que
en la mayoria de los casos son asumidas y, desafortunadamente, valuadas de forma

holistica como el propio conocimiento.
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Objetivos generales

1. Estudiar algunos métodos para la construccién de elementos propios del célculo,

previos a la formalizacion del concepto de limite.

2. Presentar una secuencia curricular que trascienda a la realidad del aula en sus
alumnos de bachillerato, y que permita a los profesores de educacién secundaria

tener la oportunidad de:

— “Hacer mateméticas” (Holm & Kajander, 2012; Toumasis, 1992).
— Pensar y razonar matematicamente (Schoenfeld, 1988, 2000, 2009).
— Conocer un nuevo marco de referencia curricular (Hopper, 1999; Kennedy, 1999;

Toumasis, 1992).
Objetivos especificos

1. Considerar las pautas del marco legislativo y curricular.

2. Presentar notas histéricas del desarrollo de algunos conceptos propios del célculo.

3. Estudiar en la literatura la construcciéon de los conceptos que nos permitan cubrir
temas propios del bloque de andlisis, sin que sea necesario introducir el concepto de
limite.

4. Estudiar la integracion de todos los contenidos en una secuencia que incluya el uso

de las TICs en el aula.
Algunos aspectos de la ensenanza del calculo en Espana

La Ley General de Educacién del ano 1970 (Jefatura del Estado, 2013) es un hito
normativo para la historia del sistema educativo espanol. Esta ley, es la primera que en
el siglo XX regula y estructura todo el sistema educativo espafiol. Desde entonces,
Espania ha sufrido muchos cambios en educacién, como dan cuenta de ello las siete
leyes educativas que se han ido aprobando hasta el momento. Pese a los diversos
cambios que se han suscitado, en lo referente a los contenidos relacionados con el

calculo, no se ha evidenciado ninguno significativo.

En el ano 2013, el Gobierno promulga la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para
la mejora de la calidad educativa (Jefatura del Estado, 2013) implantada desde el curso
2015-2016. La primera concrecién del curriculo de Bachillerato para esta nueva
legislacion se encuentra en el Real Decreto 1105/201/, de 26 de diciembre, por el que
se establece el curriculo bdsico de la FEducacion Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato (Ministerio de Educacién, 2015) publicado a principios de enero de 2015.

El Bachillerato constituye una etapa de la Educaciéon Secundaria de caracter no
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obligatoria y se estructura en dos cursos para que, salvo excepciones, los alumnos
realicen estos estudios entre los 16 y los 18 anos. Como novedad respecto de las
concreciones curriculares precedentes, se incorporé un bloque transversal en todas las
asignaturas de Matemaéticas denominado Procesos, métodos y actitudes hacia las
matemdticas (Tabla 1 y Tabla 2) que se articula sobre procesos propios del quehacer
matematico: la resolucién de problemas, proyectos de investigacion matematica, la
matematizacién y modelizacién, las actitudes adecuadas para desarrollar el trabajo

cientifico y la utilizaciéon de medios tecnolégicos.

Las modalidades de ensefianza de las Mateméaticas para esta etapa son dos:
Matemaéticas Orientadas a las Ensenanzas Académicas (Ciencias), o bien Matematicas
Orientadas a las Ensenianzas Aplicadas (CCSS). Los programas son muy precisos en
términos de contenido, pero los profesores deben determinar la metodologia. Al
respecto, los documentos oficiales senalan: “En el actual proceso de inclusiéon de las
competencias como elemento esencial del curriculo, es preciso sefialar que cualquiera de
las metodologias seleccionadas por los docentes para favorecer el desarrollo
competencial de los alumnos y alumnas debe ajustarse al nivel competencial inicial de
estos”. Con lo cual, las metodologias deben procurar la adquisicién de competencias
pero no da pautas ni lineas de actuacién al profesorado, para que lleven a cabo dicha
tarea. Desafortunadamente, el caracter propedéutico del nivel escolar que consideramos,
hace que los profesores tengan poco margen para desarrollar su creatividad y disenar
itinerarios didacticos para la ensenanza del calculo, y, a menudo parece que el debate
de la educacién matemaética sobre los problemas de aprendizaje de este tema no ha

influido en la practica del aula.

Tabla 1. Bloques de contenido de Ciencias

Bloques de contenidos

Matematicas I Ciencias Matematicas II Ciencias
Procesos, métodos y actitudes hacia las matematicas
Aritmética y Algebra Algebra
Trigonometria y ntimeros complejos Geometria
Geometria Analitica Plana Analisis
Analisis Probabilidad
Estadistica
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Tabla 2. Bloques de contenido de CCSS

Bloques de contenidos
Matematicas CCSS I Matematicas CCSS II
Procesos, métodos y actitudes hacia las matematicas

Aritmética y Algebra Algebra
Anélisis Anélisis
Estadistica y probabilidad Estadistica y probabilidad

La cantidad de tiempo dedicado al aprendizaje de los conceptos relacionados con los
limites es de més de una tercera parte del total del curso. En el caso de las

Matematicas II de Ciencias, més del 70% del curso.

Usualmente se aborda el concepto de limite a partir de una definicién ingenua
(aproximarnos “tanto como queramos”) sin introducir el concepto. Posteriormente se
consideran ejemplos concretos y se elabora una tabla de valores en la cual se muestra
la “aproximacion” al limite de la funciéon cuando se varian adecuadamente los valores
del dominio. El paso a seguir suele ser estudiar el concepto de limite en el infinito con
un soporte grafico. Luego, se presenta la definicién métrica, y, en el mejor de los casos,
se hace alguna explicacién que més bien consiste en intentar “traducir” del lenguaje
simbdlico al lenguaje cotidiano. Tan pronto se ha presentado la definicién formal de
limite, inmediatamente se da el salto al cédlculo de limites de manera puramente

algebraica.

En un estudio exhaustivo relacionado con la evolucién histérica de la demostracion en
torno al concepto de limite en los libros de texto (Conejo, 2015) evidencia cémo en
algunas editoriales se ha aumentado el niimero de resultados en torno a este concepto
y, sin embargo, las justificaciones no. Senala la autora, igualmente editoriales en las
cuales ha aumentado el numero de resultados no justificados y, en muchos casos, en los

que se justifican, pero no se observa continuidad.

Segun (Zamora, 2014), en su estudio sobre el curriculo, en el proceso de evaluacién de
las competencias matematicas implicitas en los enunciados propuestos en las
distintas Pruebas de Acceso a Estudios Universitarios (PAEU) desde 1995 a 2009,
los contenidos del examen de matematicas han bajado en extension y la dificultad
de las pruebas estd en una linea regresiva. No aumenta el nivel de exigencia de los
centros educativos, sino que, en cierto modo, se busca el éxito en las pruebas
independientemente de la formacion. Las pruebas que se presentan en los examenes
de la PAEU se basan en conocimientos procedimentales, se construyen de forma

artesanal por un grupo de “expertos” y, en teoria, tienen en cuenta los resultados
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de anos anteriores. Para Zamora (2014), “mayoritariamente, en las pruebas que se han
propuesto se concede total importancia a los problemas de solucién tnica e inmediata,
enfatizan en la mecanizacion de algoritmos y procedimientos y dan escasa importancia
al pensamiento y al razonamiento matematico”. Especificamente en lo que se refiere al
concepto de limite en las pruebas de los 15 anos estudiados aparecen 25 enunciados. 21
de estos enunciados estan asociados a la utilizaciéon de la regla de L’Hé6pital. Los cuatro
restantes, son ejercicios de reproduccion del conocimiento estudiado, reconocimiento de
equivalentes, ejecucion de problemas rutinarios, aplicacién de destrezas técnicas y de
algoritmos habituales, manejo de expresiones y férmulas establecidas y realizacion de

calculos.

En cuanto al anélisis de los enunciados de los problemas que se plantean, la autora
senala evidencias que muestran por una parte, que tanto los enunciados como las
cuestiones propuestas suscitan el planteamiento de situaciones de aprendizaje
orientados a técnicas y operaciones, centradas en la ejecucién de tareas que, en su
mayoria plantean aspectos matematicos, escasamente en contextos reales, mediante
enfoques rutinarios que no favorecen a la formacién de las competencias matematicas
avanzadas. Se incide en ejecutar procedimientos y técnicas de calculo y pocas veces se
da la oportunidad para que los alumnos deduzcan o comprueben. En cuanto a las
preguntas tedricas “aparecen fugazmente”. Por otra parte, observa la escasa exigencia
de un razonamiento légico-formal, de argumentaciéon o demostracion. A pesar de que en
los Decretos 70/2002, del 23de mayo (BOCYL 29 de mayo 2002) y 42/2008, de 5 de
junio (BOCYL 11 de junio 2008), por los que ese establece el Curriculo de Bachillerato
de Castilla y Leén (CBCyL) manifiestan como objetivos a alcanzar: utilizar estrategias
representativas de la investigacion cientifica y los procedimientos propios de las
matematicas, como son plantear y resolver problemas, formular y contrastar hipétesis,
justificar procedimientos utilizando un vocabulario especifico de notaciones y términos
matematicos que les permita comunicarse con eficacia y precisién, expresandose
correctamente de forma oral, escrita y/o grafica, en situaciones susceptibles de ser
tratadas matematicamente, con argumentaciones razonadas y demostraciones rigurosas.
Es decir, estos objetivos no se tienen en cuenta en el diseno de las propuestas de

problemas y ejercicios de las PAEU.

Aunque las evidencias se han descrito con respecto a las PAEU, en el nuevo formato de
pruebas de acceso a la universidad, denominada prueba de Evaluacién de Bachillerato
para el Acceso a la Universidad (EBAU) se ha comprobado que en cuanto a las
matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas el formato no ha cambiado en

ninguno de los aspectos que se han mencionado.
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Desde distintos aspectos hemos senalado el fomento de un enfoque de la ensenanza
centrado en las habilidades procedimentales en lugar de las habilidades conceptuales en
el aula. Por una parte, la camisa de fuerza que supone el curriculo establecido. En
segundo lugar, la influencia de los libros de texto que incrementan el uso de “reglas sin
razén”. Por 1ltimo, el caracter propedéutico del Bachillerato, que esta convirtiendo el
examen de acceso a la universidad en un mero tramite que consiste en poner una

puntuaciéon para distribuir a los alumnos en los estudios universitarios.

El presente trabajo es un intento por encauzar el enfoque que se ha venido instaurando
en la ensefianza del cdlculo. Plantear una propuesta que permita estudiar temas propios
del bloque de anélisis (asintotas, derivadas, recta tangente) del curriculo de
Bachillerato pudiendo asi dar un enfoque constructivista y globalizador a la ensenanza
de las Matematicas en esta etapa. Dado el caracter tedrico del trabajo y teniendo en
cuenta que es una primera aproximacién queda pendiente su contraste en el aula con

posibles grupos de control.





usuario
Cuadro de texto


Docere calculus, ;quo venis? ;quo vadis?

MARCOS TEORICO Y METODOLOGICO

El objetivo de este capitulo es mostrar los aspectos y resultados de investigaciones
relevantes para este estudio. Se han revisado las aportaciones en torno a las dificultades
y obstaculos que tienen los estudiantes para comprender en general conceptos
relacionados con el cdlculo y en particular, con el concepto de limite. Por otra parte, se
sefialan algunas investigaciones que sugieren aproximaciones a la ensefianza de
conceptos propios del cédlculo con enfoques distintos al tradicional. Se establece la
metodologia, la justificacién del trabajo, los objetivos de investigaciéon, y por tltimo,
una breve aproximacién a la visualizaciéon en Educacién Matemaéatica y al uso de

Sistemas de Célculo Simbdlico (SCS)7 en dicho contexto.
La ensenanza del calculo

En un estudio temprano Orton (1983) evidencié dificultades que tienen algunos
estudiantes con el aprendizaje del céalculo. En su trabajo utilizé el sistema de
clasificacién de errores® de (Donaldson, 1963) con estudiantes britanicos, 60 de
bachillerato y 50 universitarios, para determinar el grado de comprensién, los errores
comunes y las dificultades relacionados con procesos infinitos (sucesiones, limites,
sumas y aprozimaciones) que ellos tenian. Por su parte, Artigue (1995) sefiala algunos
resultados de diferentes investigadores (Cornu, 1991; Schneider, 1991; Sierpinska, 1985)
que evidencian algunas dificultades en el aprendizaje de conceptos propios del cédlculo y
las clasifica en tres tipos: las que subyacen a complejidad de los objetos béasicos del
célculo, las que tienen que ver con la conceptualizacién y formalizacién de la nocién de

limite y las vinculadas a la ruptura élgebra/célculo.

En la literatura se ha constatado ampliamente la deficiencia del conocimiento
matematico general, que tienen los estudiantes al iniciar sus estudios universitarios
(Crowther, Thompson, & Cullingford, 1997; Gill, O’'Donoghue, Faulkner, & Hannigan,
2010; Hourigan & O’Donoghue, 2007; O’Meara, Fitzmaurice, & Johnson, 2017) y del
cédlculo, en particular (Artigue, 1995, 2001; Bajracharya & Thompson, 2014;
Barjracharya, 2012; Jones, 2013; Orton, 1983; Rasslan & Tall, 2002; Sealey, 2006; Tall,
1992; Thomas & Hong, 1996). En una investigacién temprana Schwarzenberger y Tall
(1978) senalaron que un gran ntmero de estudiantes destacados en mateméticas que
seguian estudios en la universidad asumian que si s, — s, entonces s, nunca seria igual
a s. Aqui la imagen conceptual, que incluye el hecho de que s, # s, no forma parte de

la definicién conceptual, y ella sobrevive a ésta, pese a la instruccién prolongada de las

" Acrénimo correspondiente a Symbolic Computer System en inglés.
8 HEstructurales, operativos y arbitrarios.

1

J

=




Docere calculus, ;quo venis? squo vadis?

matematicas formales. En un seminario impartido por Tall y dirigido a futuros
profesores de matematicas, cuatro estudiantes interesados insistian en que s, nunca es

igual a s.

Segin Orton (1983), los estudiantes no dimensionan el alcance que subyace a los
procesos de paso al limite en mateméaticas. Orton reflexiona ademas acerca de las
reacciones que tienen los profesores frente a las dificultades relacionadas con la
comprensiéon de la integral como limite de una suma, y distingue entre aquellos que
asumen un curriculo que omita tépicos que exijan el uso de procesos de paso al limite,
los que introducen la integral como una primitiva y, por ultimo, los que tratan de
mejorar la comprensién del concepto de limite y sus fundamentos algebraicos con la
esperanza de que los estudiantes sean capaces de enfrentar los retos que tendran en su
encuentro con el calculo infinitesimal. Asimismo, Tall (1980c y 2001) encuentra que las
ideas de limites e infinito, suelen considerarse conjuntamente, y a la vez referirse a

paradigmas distintos y opuestos.

De acuerdo con Cornu (1981 y 1983), los estudiantes tienen una idea de la palabra
“limite” que proviene de la vida cotidiana; en el lenguaje habitual es evocado con
distintos significados y, en la mayoria de ocasiones con significados que difieren del
matematico. El estudiante, que trae asumido el concepto de limite a través de modelos
espontaneos entra en conflicto cuando le es ensefiado el modelo matemdtico, que sera en
adelante el protagonista de muchos de los conceptos a desarrollar en el curso de
andlisis. Estos dos modelos cohabitaran en las ideas del alumno, derivaran mezclas que
daran lugar a adaptaciones denominadas modelos propios. De hecho, hay estudiantes
que tiene distintas ideas sobre un mismo concepto, que pueden resultar (y con
frecuencia) mateméaticamente incorrectas. Para Cornu, la mayor parte de los errores
que cometen los estudiantes cuando se enfrentan a un problema son efectos logicos

derivados de las ideas inherentes a sus modelos propios.
En relacién al término “limite” y a la expresién “tender a” Cornu senala:

e Respecto a la expresiéon “tender a”, los alumnos tienen las siguientes concepciones:
aproximarse, aproximarse sin llegar, aproximarse hasta que alcanza, semejanza (sin

variacién como en la expresion “este azul tiende a violeta”).

e Respecto al limite aparecen: limite inmévil alcanzable, punto al que uno se acerca
sin alcanzarlo, punto al que uno se acerca y alcanza, maximo o minimo, limite
inferior o superior, intervalo, lo que viene “inmediatamente después” de lo que se

puede alcanzar, restriccién, fin.

Fernandez (2015) en su estudio con alumnos de Bachillerato, realiza un anélisis

conceptual de los términos asociados al concepto de limite finito de una funcién en un
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punto, los significados de los estudiantes, las definiciones personales, la estructura
conceptual y los razonamientos que utilizaban a partir de sus definiciones. Otra vez se
corroboraron las enormes dificultades asociadas a este concepto y se confirman los

significados ya senalados por Cornu.

En su trabajo Williams (citado en Blazquez, 1999) de acuerdo con los modelos
recopilados del trabajo de Cornu sugiere que los estudiantes establecen y dan sentido a
las nociones informales del concepto de limite a través de extensiones metaféricas de las
experiencias fisicas (e.g., moverse a través de un camino, aproximarse a una pared, o
dibujar una gréafica que se vaya acercando a una asintota). Williams concluye que las
concepciones dindmicas y la de limite como valor inalcanzable coexisten con la
definicién formal, lo que significa que los alumnos describen su comprensién sobre el
limite en términos de dos o méas modelos informales y que aceptan diferentes

descripciones de limites como validas.

Sierra, Gonzélez, y Loépez (1998) sefialan que existe una identificacion de las
concepciones histéricas con las concepciones de los alumnos, y recalcan que de las
respuestas analizadas evidencian otras concepciones como la geométrico-grafica.
Encontraron igualmente, que tras la introduccion formal del concepto, la concepcion
numérica estatica predomina sobre la dindmica, contrariamente a lo que suele suceder
inicialmente, seguramente por el célculo algoritmico de limites, que se trabaja al
margen del concepto de aproximacién y se desarrolla en el contexto puramente
algebraico. Que es el que en ultima instancia prevalece en el desarrollo de las
actividades que subyacen a las unidades didacticas relacionadas con el tema en el nivel

del bachillerato en Espana.
Un cambio de enfoque

Como se puede observar, las dificultades que subyacen al aprendizaje del concepto de
limite no son nuevas. Es apenas logico vislumbrar que comprender la definicion formal
del concepto de limite es sumamente complejo ya que, de acuerdo con las concepciones
de limite desde las perspectiva de criterios de justificacién histérica de Sierra, Gonzéalez,
y Loépez (1998) la formalizaciéon del concepto estda relacionada con el proceso de

aritmetizacion del analisis que se da en la segunda mitad del siglo XIX.

La formalizacién del concepto de limite supuso un enorme salto no sélo a nivel
temporal, sino también en lo que se refiere a los niveles de abstraccion requeridos para
su comprension. Por ello, se han planteado diversas propuestas para abordar los
conceptos de célculo sin tener que acudir al concepto de limite (McAndrew, 2010;
Range, 2014; Sangwin, 2011; Schubring, 2011; Suzuki, 2005; Vinsonhaler, 2016).
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Una propuesta que se ha planteado en torno a la conceptualizaciéon del limite, y que
surge de un andlisis sobre el aprendizaje de los alumnos se encuentra en un estudio
realizado por Blazquez, Ortega, Gatica, & Benegas (2006). Los autores definen el
concepto de limite a partir de la nocién de aproximaciéon o6ptima. En este estudio se
evidencian ademés algunos problemas que tienen los alummnos al enfrentarse con la
conceptualizacién métrica de limite, ya que “su formalismo les impide entender el
significado y se enfrentan a mayores obstaculos al interpretar las desigualdades de los

valores absolutos” (p.204).

Las dificultades en el aprendizaje de las matematicas también se han evidenciado en los
estudiantes que se preparan para ser profesores de ensenanza secundaria. De acuerdo
con las investigaciones de Nardi & Stewart (2003), Stacey (2010), y Ball & Mc
Diarmid (1990), el enfoque procedimental en el que se ensefian las matematicas en el
bachillerato estd afectando los niveles de conocimiento y las préacticas de ensenanza de
los futuros profesores de educacién secundaria. Ante tal perspectiva, O’Meara et al.
(2017), hacen evidente la necesidad de que estos futuros profesores adopten un nuevo
conjunto de estrategias de ensefianza que quizas no hayan visto antes. Esta propuesta,
va en la misma linea que sugiere el uso de definiciones de comprensién matemética mas

alld de "dominar los procedimientos y la manipulacién simbdélica" Schoenfeld (1988).

La propuesta presentada por Blazquez plantea rasgos caracteristicos facilitadores del
aprendizaje de la primera conceptualizaciéon de limite para mejorar su comprension,
esta podria ser una de estas posibles estrategias a las que hacen referencia O’Meara et
al. (2017). Otra podria ser implementar este “enfoque de retrospectiva” que
presentamos y que esperamos permita a futuros profesores construir una base

conceptual para la comprensién y, que es el objeto de esta investigacion.

En concordancia con la visién ideal que tiene Gémez (2007, p.30) de como se deberian
disenar y llevar a la préactica actividades de ensefianza y aprendizaje hemos planteado
en el siguiente apartado la metodologia que sustenta el desarrollo de nuestra propuesta

didactica.
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Un procedimiento para organizar la ensenanza de las

Matematicas

Este descriptor que se ha tomado como punto de partida para detallar la metodologia
es el que aparece en la tesis doctoral de Gémez (2007) para denominar lo que define
como andlisis diddctico. No encontramos mejor manera de concretar el disefio
metodoldgico que hemos seguido en la elaboracion del presente trabajo. Como senala el
autor, el andlisis didactico se ubica en un nivel local del curriculo y se centra en el
procedimiento en virtud del cual el profesor planifica, lleva a la practica y evalia una
unidad de programacién y actuacién docente constituida por un conjunto de
actividades que se desarrollan en un tiempo determinado para la consecucién de unos

objetivos especificos, una hora de clase o una porcién de clase.

El andlisis didéctico segin Rico & Fernandez-Cano (2013) es un método que ofrece un
modo de entender y abordar el trabajo de investigacién. Igualmente senalan que el
andlisis conceptual, desde la perspectiva de las Ciencias de la Educacién, es una
herramienta metodolégica que permite controlar la complejidad semantica, seleccionar
las opciones idoneas y disponer del aparato tedrico adecuado para una investigacion
educativa. Igualmente, en Educacién Matematica el andlisis de contenido se ha venido
utilizando como un método para establecer y estudiar la diversidad de significados
escolares de los conceptos y procedimientos de las matematicas que aparecen en un
texto (discurso del profesor, textos escolares y producciones escolares). Es desde este
contexto de la educacion matematica que se ha planteado la metodologia del anélisis

didactico para el desarrollo de la secuencia curricular que se ha disefiado.

La aproximacién al andlisis didactico (Luis Rico & Fernandez-Cano, 2013) desde la
Didactica de la matematica se contempla como un procedimiento ciclico con cinco
componentes: andlisis conceptual, andlisis de contenido matemaético escolar, andlisis
cognitivo, andlisis de instruccién y andlisis evaluativo, que segin los autores acontecen
de modo completo o parcial, transcurren de manera diacrénica o sincronica y sostienen
una dialéctica de andlisis-sintesis. Los distintos anélisis propios del ciclo, conciernen a
los distintos organizadores curriculares que se analizan en los contenidos de las
matematicas escolares en los programas de formacién inicial de profesores de secundaria

(L. Rico et al., 1997).

En el presente estudio, particularmente se consideran las cuatro primeras componentes
de dicho ciclo. Para su desarrollo, se han tenido en cuenta los rasgos relevantes de la
conceptualizacién del andlisis didactico. Dada la naturaleza y la finalidad del presente
estudio, no se desarrollan de manera profusa las categorias ni funciones en las que se

sustenta el método.
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Aunque de alguna manera el trabajo engloba todos los rasgos relevantes de la
conceptualizacion del andlisis didactico en mayor o menor medida, pensamos que

destacan los siguientes:

— Profundizar sobre los conceptos, usar técnicas de escrutinio para conseguir precisién

y dominio en su descripcion y empleo.

— Complementar los procesos de andlisis con los de sintesis, segin su finalidad

educativa para organizar, secuenciar informacién y tomar decisiones.

— Trabajar desde unas dimensiones curriculares sobre las cuales erige sus componentes

y elabora unas categorias que sustentan y renuevan el discurso matematico escolar.
La visualizaciéon en Educacién Matematica

El recorrido que ha tenido la investigaciéon en visualizacién desde sus inicios en la
década de los 80 se puede estudiar con profusion en dos documentos que presentan el
estado de la cuestién: (Ferndndez, 2013) y (Presmeg, 2006). El alcance del presente
trabajo en este sentido no es el de destacar la importancia de la visualizacién, que ya se
ha hecho evidente en muchos estudios en general, y en el ambito del analisis en
particular (Guzméan, 1996, 2002; Zimmerman & Cunningham, 1991) sino, el palabras de
Miguel de Guzman, ¢ tratar de transmitir no solamente la estructura formal y légica
del quehacer matematico en este campo en particular, sino también, y seguramente con
mucho mas énfasis, estos aspectos estratégicos e intuitivos, que, por otra parte, son
probablemente mucho mas dificiles de hacer explicitos y asimilables para los
estudiantes, precisamente por encontrarse muchas veces situados en los sustratos

menos conscientes de la propia actividad del experto” (Guzmén, 1996, p.35).

Decidimos plantear la propuesta, teniendo en cuenta el rol de la visualizacién en la
educacion matematica, ya que la consideramos fundamental en nuestro “quehacer
matematico”. Hemos situado el trabajo tomando esencialmente como punto de
referencia los trabajos de Guzman (1996, 2001, 2002) y de otros autores que han puesto
en un primer plano la visualizacién en la ensenanza de las matematicas ( Fernéndez,
2013; Gonzéalez-Martin & Camacho, 2004; Kidron & Tall, 2015; Presmeg, 2006;

Zimmerman & Cunningham, 1991).

“ver” las matematicas no es una cuestion reciente. Desde la ultima

La necesidad de
década del siglo pasado Guzman (1996) apostaba por reivindicar la visualizaciéon de
conceptos y destrezas del andlisis: “las ideas, conceptos y métodos de las matematicas
presentan una gran riqueza de contenidos visuales, representables intuitivamente,

geométricamente, cuya utilizacién resulta muy provechosa, tanto en las tareas de
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presentacién y manejo de tales conceptos y métodos como en la manipulacién con ellos

para la resolucién de los problemas de campo” (p.16).

El abandono injustificado al que se ha enfrentado la geometria intuitiva en los
programas curriculares actuales debido a la corriente que acompafié la matemética
moderna debe contrarrestarse, segiin Guzméan (2001), recuperando el contenido espacial
e intuitivo en toda la matematica, ya no solamente en lo que tiene que ver con la
geometria. Siendo coherentes con esta perspectiva, el desarrollo que se hace de la
tangente a una curva en un punto se puede visualizar geométricamente utilizando el
software de GeoGebra para luego establecer su desarrollo algebraico. El alumno puede
visualizar ampliamente el objeto de estudio a partir de su construccién. En este caso, el
GeoGebra como software de matematicas dinamicas lo hemos utilizado para facilitar,

desde el punto de vista geométrico, la idea de punto de doble contacto.

En cuanto a la presentacion que se hace de la derivada del seno y del coseno, el enfoque
que se presenta sigue las ideas de la geometria dindmica. En el seminario de Innovacion
Docente? el profesor Ortega puso de manifiesto la importancia de las pruebas visuales
y el potencial que éstas entrafiaban en la ensefianza de las matematicas en secundaria.
En este mismo sentido se ha querido destacar la importancia del calculo visual en el

desarrollo del tema.

Los Sistemas de Calculo Simbdlico en la Educacién

Matematica

Se trata, en primer lugar, de ponernos en contacto con la realidad
matematizable que ha dado lugar a los conceptos matemdticos que queremos
explorar con mnuestros alumnos. Para ello deberiamos conocer a fondo el
contexto historico que enmarca estos conceptos adecuadamente. sPor qué
razones la comunidad matemdtica se ocupdé con ahinco en un cierto momento
de este tema y lo hizo el verdadero centro de su exploracion tal vez por un
periodo de siglos? Es extraordinariamente itil tratar de mirar la situacion con
la que ellos se enfrentaron con la mirada perpleja con que la contemplaron
inictalmente. La vision del tema que se nos brinda en muchos de nuestros libros
de texto se parece en demasiadas ocasiones a una novela policiaca que aparece
ya destripada desde el principio por haber comenzado contando el final.

Contada de otra forma mds razonable podria ser verdaderamente apasionante.

(Guzmaén, 2001, p.11)

% En el contexto del Master de Profesor de Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato,

Formacién Profesional y Ensenanzas de Idiomas de la Universidad de Valladolid (MUPES) del
curso 2017/2018.
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No se puede ser indiferente a los enormes cambios que la revolucién tecnoldégica ha
supuesto en la sociedad actual. Ya desde principios del siglo XXI, Guzméan advertia la
necesidad de atender a los nuevos instrumentos proporcionados por los avances
tecnoldgicos en lo que tenia que ver con la ensenanza de las matematicas. La revolucion
digital en realidad, ha supuesto cambios no sélo en la vida cotidiana, también la

educacién esté sufriendo transformaciones progresivas.

El propio Guzman manifestaba su “presentimiento” de los drésticos cambios y reformas
que se presentarian no solo en la forma de ensefiar y de aprender matemaéticas sino
también, en los propios contenidos. Por ello remarcaba, dada la inminente
transformacién que se avecinaba, la necesidad de poner el acento en la comprension de
los procesos matematicos mas bien que en la ejecucion de ciertas rutinas que en nuestra
situaciéon actual ocupan gran parte de la energia de los alumnos, con el consiguiente

sentimiento de esterilidad del tiempo que en ello emplean.

El uso de los ordenadores en el aula no sélo va a posibilitar tener un medio con el cual
facilitar el aprendizaje sino que al mismo tiempo exige por parte del profesor disenar
propuestas de ensenanza coherentes con dicho aprendizaje. Para ello, como bien
remarca Guzman (2001), debemos conocer a fondo el contexto histérico que enmarca
estos conceptos adecuadamente. Como se puede intuir, la creatividad y el conocimiento
juegan un papel importante en el disefio y uso de actividades que requieran la

implementacion de Sistemas de Célculo Simbdlico.

La propuesta que se ha hecho para introducir la nocién de tangente a una curva ha
puesto el acento en la comprensién de los procesos matematicos, el coste operativo que
supone el método lo hemos presupuestado y, en concordancia con las ideas de Guzman,
después de modelizar, al trabajar con estructuras matematicas que son reconocibles
para los estudiantes, el uso de un SCS resultaria mas que natural en el entorno digital

que se movilizan.

La idea principal es poner delante de los estudiantes las situaciones-problema que
dieron lugar a la formacién de las ideas que pretendemos trabajar. Cuando se les
permite visualizar la construccién y estimulamos en ellos la biisqueda y descubrimiento
progresivo de estructuras matematicas sencillas con el sustrato cognitivo que traen
consigo, quizds sea mas plausible que comprendan en el futuro conceptos maés

abstractos y artificiales como es del limite.
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UNA MIRADA RETROSPECTIVA

En esta secciéon se hace una breve exposicion de descubrimientos pasados para
estudiar las herramientas con las que otrora los matematicos hicieron frente a los
problemas relacionados con diversos conceptos propios del calculo. El céalculo
diferencial se desarroll6 en el siglo XVII al resolver problemas fundamentales
relacionados con la velocidad y su problema geométrico equivalente de encontrar
tangentes a curvas generales. Las tangentes a curvas simples especiales se habian
considerado en la antigiiedad, sin embargo, sus construcciones solo fueron posibles
con la introduccién de coordenadas, las cuales abrieron la posibilidad de utilizar

herramientas algebraicas y analiticas en la descripcién de propiedades geométricas.

El camino a seguir para trabajar un célculo desde nuestro enfoque empieza con
Descartes. Se expondra su método para hallar tangentes, su vinculo con la
velocidad variable y todas las reglas estandar de “diferenciacion” a partir de
métodos algebraicos elementales propios del nivel escolar que se contempla en este

estudio.

La discusién se va a restringir a funciones algebraicas familiares (i.e. polinémicas,
racionales, raices de funciones y sus combinaciones elementales) y, posteriormente
discutiremos acerca de las exponenciales, trigonométricas y otras funciones mas

generales. Si f es algebraica, en adelante lo notaremos: f € A.
La idea de punto de doble contacto

La idea que subyace al concepto de recta tangente es la de punto de doble contacto. Lo
habitual, cuando se le pregunta a un alumno acerca de la definicién de la recta
tangente desde un punto de vista intuitivo, es que respondan cosas como “..es la recta
que nunca toca a la grafica pero se acerca a ella cada vez mas...o...es la recta que toca a
la funcién una sola vez..” Este error, aun cuando se restrinja la respuesta a una
aproximaciéon local es la causa de muchos de los problemas subyacentes a la
comprensiéon del concepto de derivada como los sefialan Vincent, LaRue, Sealey, &
Engelke (2015). Parece paraddjico que uno de los primeros acercamientos formales a
este problema, el método de Descartes (ver Grabiner (1983) para una descripcién de tal
método en términos de la matemdtica moderna) explota el punto de doble contacto a
una curva. La idea de Descartes de buscar la circunferencia con centro en el eje x y que

localmente toque tnicamente una vez a la curva, es puramente geométrica (Figura 1).
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(a)

Figura 1. El método de Descartes.

El método de Descartes consiste en encontrar una circunferencia tangente a una curva
' en algin punto P (vea la Figura la). Si se considera una circunferencia con centro C
sobre algun eje de referencia a conveniencia (se puede pensar en el eje x, aunque en la
practica con cualquier recta completamente definida funciona) y que ademés pase por
P, esta circunferencia puede pasar por otro punto sobre la curva cercano a P, digamos,
el punto D. En efecto, esta circunferencia no es tangente a I'. Pero por otra parte, si P
es el uUnico punto de contacto entre la circunferencia y la curva, entonces la
circunferencia serd tangente a la curva (vea la Figura 1b). Por lo tanto, el objetivo es
sencillo: encontrar C de tal forma que la circunferencia con centro C y radio r = CP

corte a la curva en un solo punto, P.

El doble contacto es claro desde un punto de vista intuitivo. El método de Descartes
incluso puede formalizarse facilmente cuando se establece como un sistema algebraico
de ecuaciones polinomiales para algunas curvas faciles como elipses, parabolas... Hudde
y Sluse, de una manera inteligente, extendieron esta nocién de funciones definidas por
polinomios y funciones racionales utilizando nuevamente una doble factorizacion en
una propiedad puntual dando una generalizaciéon de lo que hoy se conoce actualmente
como diferenciacién formal en geometria algebraica. Range (2014) relaciona esta idea de
doble punto con continuidad y estd implicita en el concepto de diferenciabilidad dado

por Carathéodory, mas adelante detallaremos esto brevemente.

.Y las funciones trascendentes? Parece que la mayoria de la maquinaria de los limites
es necesaria una vez que presentamos las funciones sin(x), cos(x) y exp(x) . Tanto el
seno como el coseno pueden derivarse casi por un razonamiento geométrico, véase, por
ejemplo, (Sridharma, 1999). En su demostracion, el autor hace uso de los limites, pero
el formalismo de su lenguaje podria evitarse utilizando simplemente que la tangente es
el caso extremo de la secante (de nuevo surge la idea del punto doble ya que dos puntos

se colapsan en uno). Acerca de exp(x) el problema principal es cémo introducir la

9
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funcién en general y podria ser parte de otros estudios; de hecho, una opcién puede ser
definirla como la funcién cuya pendiente de la tangente en un punto es la misma que el
valor de la funcién en ese punto para, superar de esta manera los obstaculos que
existen con las diferentes funciones que satisfacen esta condicién, exp(0) = 1.
Volveremos sobre esto mas adelante. De todos modos, una vez que introducimos estas
tres funciones trascendentales, el conjunto de funciones disponibles ya no estd mas
cerca de las operaciones deseadas (suma, composicién e inversa) como en el caso de las
funciones racionales (nétese que la raiz n-ésima también puede derivarse del método de
Descartes) entonces uno tiene que moverse hacia el concepto de limite o ser valiente

para moverse a infinitesimales como lo propone (Vinsonhaler, 2016).

Uno podria tener la tentaciéon de decir que uno puede considerar la expansién en serie
de las funciones trascendentes (esa es la idea de los geémetras algebraicos cuando
avanzan desde las funciones racionales), pero esto va mucho més alld de un primer
acercamiento a un moédulo de calculo y de hecho hace las tres funciones necesitaban

mas sombrias a primera vista.

Para motivar el concepto de doble contacto desde el método de Descartes, a los
discentes se les puede mostrar explicitamente a través de variados ejemplos, cudl es el
comportamiento de estas circunferencias para que usen heuristicas propias para hallar
el centro correcto, C, o lo que en términos de Lockhart (2009) significaria crear
patrones imaginarios. Posteriormente con la orientacién del profesor y la presentacion
del método podran elaborar la sintesis del concepto de doble contacto. A modo de
ejemplo (se pueden plantear diversos ejemplos, de acuerdo con las caracteristicas del

grupo) hemos elaborado dos animaciones (Figuras 2 y 3):

Figura 2. Método de Descartes. Para una animaciéon pulsar aqui Animacién 1.
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Figura 3. Doble Contacto. Para una animacién pulsar aqui: Animacién 2.

El doble contacto para la tangente

Algebraicamente, cualquier punto comin a la curva y a la circunferencia corresponde a
una solucién del sistema de ecuaciones que representan a la curva y a la circunferencia.
Si hay dos intersecciones distintas, el sistema tendrda dos soluciones distintas, por lo
tanto, para que la circunferencia y la curva sean tangentes y tengan un tinico punto en
comiin, el sistema debe tener un cero de orden 2, correspondiente al punto comun P, en

otras palabras, que P sea un punto de doble contacto (o de contacto de orden 2).

La definicién de recta tangente que presenta Range (2016) va en concordancia con esta

idea:

Definicién 1. Una tangente a una curva en el punto P es una recta que interseca a la
curva en un punto con multiplicidad mayor o igual a dos, es decir, cualquier pequena
rotacion de la recta en torno a P generard al menos otro punto de interseccion distinto

de P. (p.b)
Se presenta un ejemplo del método, escrito en lenguaje moderno:
Ejemplo 1:

Supongamos que I' es la curva y =+/x, y que P es el punto (a? a). Tracemos la
circunferencia que pasa por el punto (a? a) con radio r y centrada en el eje x en el
punto C(h,0). Los valores a determinar son h y 7, con la condicion de que P sea un

punto de doble contacto. La ecuacion de la circunferencia es:
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(x —h)?+y%?=r? (1)

Expandiendo la ecuacién e igualando a cero:

x?2—2hx+h*+y*—1r2=0 (2)

Los puntos de interseccién de la circunferencia y la curva corresponden a la solucién del

sistema de ecuaciones:
{xZ—th+h2+y2—r2=0 3)
y =vx

Eliminando utilizando la sustitucién y = Vx se tiene:

x>+ A -2n)x+(*2-7r*)=0 (4)

Para que P(a?a) sea punto de doble contacto y, el tnico comin a la curva y la

circunferencia, se debe cumplir:

x?>+ (1 =2h)x + (h? —1r?) = (x — a?®)? (5)

Expandiendo el miembro de la derecha y comparando los coeficientes, tenemos que:

1—2h = —2a? (6)

Con lo cual, h = a® + 1/2. Por lo tanto la circunferencia con centro (a? + 1/2,0) sera

tangente a la grafica de la curva y = vx en el punto (a2, a).

El método de Descartes reduce el problema de las tangentes a encontrar el centro de la
circunferencia tangente a la curva. En la actualidad, este problema se resuelve
encontrando la pendiente de la recta tangente, mediante derivacion. Esta claro, desde el
punto de vista de la geometria euclidiana, que los dos métodos estan relacionados. Toda

recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de
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tangencia. En este caso, el radio PC esta contenido en una recta cuya pendiente es —2a;
por lo tanto, la tangente a la curva I' que pasa por P es 1/2a. Esto, de hecho coincide
con lo que se obtiene utilizando la derivada, la diferencia radica en que aqui se han
utilizado esencialmente propiedades algebraicas y geométricas de las ecuaciones y de las

curvas, respectivamente.

El método funciona para todas las formas cuadraticas, y, en palabras de Suzuki (2005)
es “muy elegante” . Desde el punto de vista didactico se puede decir que se establecen
aprendizajes significativos. Se construye el concepto con herramientas conceptuales que
yva han trabajado suficientemente los alumnos y, desde la configuracion de Skemp
(1978), se puede senalar que se construye el concepto a partir de esquemas que

permiten a los alumnos lograr una comprension relacional.

Los avances de Descartes se vieron limitados por las dificultades para resolver sistemas
de ecuaciones que excluian a las curvas mas simples. Por ejemplo, si se quiere encontrar
la tangente a la curva y = x3, de manera andloga a la anterior, el lector se puede
percatar de que resulta un sistema de cuatro ecuaciones polinomiales con cuatro
incognitas'’, lo cual aunque no supone dificultad alguna para estudiantes de estos
niveles, el coste operativo que requiere el proceso es significativo. En la actualidad esto
se puede simplificar abordado el problema desde un punto de vista analitico o,
mediante el uso del ordenador. Esto, en el contexto de las exigencias curriculares
actuales, daria una oportunidad realista a la integraciéon de las TICs en el aula de

matematicas en el Bachillerato.

La dificultad que subyace al método de Descartes radica, esencialmente, en encontrar
que la solucién del sistema de ecuaciones que determinan las dos curvas (la
circunferencia y la curva I') sea un punto de doble contacto (que es ademads, el punto de
tangencia). Para solventar esta dificultad es conveniente tener un algoritmo eficiente
para detectar raices dobles de polinomios, ya que, sin lugar a dudas, disminuiria
significativamente el coste operativo del método de Descartes. Aplicar el método de
Descartes a una curva y = f(x), en donde f(x) es un polinomio de grado n, supone

resolver un sistema polinomial de 2n ecuaciones con 2n incégnitas.

Esto se solventa hoy dia facil y eficientemente con un SCS. Basta introducir los datos
de manera adecuada y seguir los pasos del método para encontrar el centro de la
circunferencia, y de esta manera la pendiente de la normal a la curva que nos lleva a la

de su tangente.

1 Ya que en este caso hay que agregar un polinomio ménico de grado 4 para igualar cada

miembro de la ecuacién asi: x® + x% — 2xh + h? —r? = (x — a)?(x* + mx3 + nx? + px + q).

28




Docere calculus, ;quo venis? ;quo vadis?

Ejemplo 2. Aunque con nuestros estudiantes hablaremos basicamente de funciones,

para mantener el lenguaje del método, hallaremos el centro de la circunferencia

2
tangente a la curva y = Z_ | con la idea de doble contacto y utilizando el software de

x—1"
Mathematica. Un programa muy intuitivo y que da un amplio margen para trabajar el
calculo simbdlico. Al igual que en el ejemplo anterior, necesitamos resolver el sistema de

ecuaciones:

(x—h)2+y% =72
x? (7)
x—1

y:

Sustituyendo y en la primera ecuacién tenemos:

2
(x — h)? + <xx_2 1) =2 (8)

Para x + 1, reduciendo queda:

(x—h)?*x—-1D*+x*—r?(x—-1)?=0 9)

2
Como se requiere un doble contacto en P (a, %), el miembro de la izquierda de (9)

debe tener un cero de orden 2. Es decir debe ser de la forma (x —a)?(4x? + Bx + C) ya

que es de orden 4.

Llamando adecuadamente:

fx)=(x—h)?(x—1)2%+x*—r?(x —1)?

g(x) = (x — a)*(4x? + Bx + () (10)

Para que P sea de doble contacto basta resolver el sistema de ecuaciones polinomiales
que se generan cuando los coeficientes de f(x) — g(x) sean cero, teniendo en cuenta que
lo que se quiere es hallar el valor de h en términos de a, en el Mathematica se
introducen de manera muy sencilla todas estas restricciones como aparece en la Figura

2.

Aunque hemos dado de manera muy detallada los pasos a seguir, desde el sistema (7)
en adelante, a los alumnos se les va mostrando cada paso con el software, y, ellos
mismos van a hacer sus propios célculos. Estos no requieren mas de 5 minutos desde el
mismo momento en que han declarado f y g. En el anexo 1, presentamos el método

utilizando otro software que alternativo, SAGE que es un software libre.
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Esto se puede observar en la soluciéon que presentamos en la figura 4, en donde se ha

encontrado el centro C(h,0) de la circunferencia, y con el propio programa, la pendiente

de la normal y en consecuencia la de la tangente cuyos resultados son:

h_a(—1+3a—5a2+2a3)
~ —-1+3a-—3a%+ad

(11)

Ya teniendo la coordenada del centro de la circunferencia C(h,0) y el punto de

2
contacto P (a, ﬁ), hallamos la pendiente de la normal a la curva:

(—1+ a)?

MO T ae

y, de manera automatica, la pendiente de la tangente:

(=2+a)a

™ Erar

Que es la derivada de la curva en a.

Descartes_MNormal_Short.nb ™ - fram Math ca 11.2

fix]l = (x-h)*2% (x-1)"2 + X4 -r"2% (x-1)"2

e et (m1ex) et s (—1ex)? (-hex)?

glx] = (x-a)"2=#% (x"2%«A+x%xB+ ()
s (masx)? [CeBxs A

pop= pIxl = F[x1 - glx]

et m1ex et s m1ex) P mhex i o (masx) P (0 Bu s AN

Expand [f[x] - g[x]11]

et C-h?-rP-a’Bx+2alx-2hx-2h'x-2r k=% -a Ax -

2aBx’ -Cx +ahx® s hi s -

s [-a®Ceh?-r?, —a'Be2aC-2h-2h 207,

1-a’A+2aB-C+4h=h’-r%, -2:2a8-B-2h, 2-4]

Fchive Edicion Insertar Formate Celda Graficos Evaluacion Paletas Ventana Ayuda

2aBr’ -0 cah b Pt — 2w 2 2aA —BY - 2had s 2t - At
n[14]= CoeF‘FicientList[—alC+h"—r‘l—a"Ex+23[x—2hx—2h"x+2r‘1x+x1—azﬁx"+

¥ o2x +2aAX -BX -2hx + 2% —ax, x|

7= Eliminate[{@ == -a®C+h®-r?, @==-a’B+2aC-2h-2h"+2r7,
@==1-a’A:2aB-C:4h+h’-r’,@==-2+2aA-B-2h,0==2-A}, {A, B, C, r}]
a(-1+3a-5a"+2a") ‘a(-1+3a-5a"+2a’) | a’
h= H C[ 3 G|j P |a,
~1+3a-3a’:a’ beamd+3a-3a+a’ ) a-1
(-1+a)? .
n[a] = - ——— "pendiente de la normal a la curva en P™
(-2+a)a

Figura 4. Método de Descartes con Mathematica. Un ejemplo.
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Investigando las propiedades de las ecuaciones polindmicas con raices dobles, el
neerlandés Johannes Hudde hizo un importante descubrimiento. La clave de método de
Hudde para encontrar raices de multiplicidad mayor que 1 radica en la habilidad para
encontrar el maximo comun divisor (MCD) de dos polinomios. El trabajo de Hudde
aparece en la segunda edicién latina de la Geometria de Descartes en 1659 (Suzuki,
2005). Su propuesta es una variacién del algoritmo de Euclides, pero su interés se
focalizaba en los restos cuando se dividian los polinomios; en lugar de hacer la divisién,

hallaba el resto modulo el divisor.

Como sélo estaba interesado en el resto cuando los polinomios se dividen, Hudde, en
lugar de realizar la division, encontraba el médulo restante como divisor. El valor de
encontrar el MCD se pone de manifiesto en la décima regla de Hudde, que se refiere a

la reduccién de ecuaciones con dos o més raices iguales:

Si la ecuacion propuesta tiene dos raices iguales, se puede multiplicar por cualquier
progresion aritmética que se quiera: es decir, [multiplicar] el primer término de la
ecuacion por el primer término de la progresion; el sequndo término de la ecuacion
por el sequndo término de la progresion, y asi sucesivamente; y se establece el
producto que resulta igual a 0. Luego, con las dos ecuaciones que ha encontrado, se
usa el método explicado anteriormente para encontrar su divisor comiun mds
grande; y divide la ecuacion original por la cantidad tantas veces como sea posible.

(Descartes, 1657 en Suzuki, 2005)

TEOREMA DE HUDDE: Sea f(x) = Y¥_oaxx* , y sea {b;} r—o Una progresion
aritmética. St x =1 es un cero de f(x) con multiplicidad mayor que 1, entonces x =1

serd un cero de g(x) = Yi—obrarx®.

El polinomio g(x) se conoce como polinomio de Hudde. Hudde ademés advirtié que si
f(x) tiene un cero en x = a de multiplicidad n, entonces un polinomio de Hudde

generado de f(x) tendrd un cero x = a de multiplicidad n — 1.

El valor del método es indiscutible: si el polinomio original tiene términos con
coeficiente 0 (términos faltantes que se suelen notar con * ), la secuencia aritmética se

puede construir para aprovechar la ausencia de estos términos.
Ejemplo 3:

Se tiene que x = 3 es un cero de orden 2 de x3 —5x% + 3x + 9, veremos que x = 3 es
un cero del polinomio de Hudde g(x) = Yi_,brarx® (tenga en cuenta que este

. . . . . 4
polinomio no es tunico). En este caso, la progresién que escogimos es {by} k=0 =

{=k}_,-
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x> — 5x% 4+ 3x + 9
0 -1 -2 -3
(14)
gx) = 5x? — 6x - 27

En efecto, se puede verificar que x = 3 es cero de g(x). El método de Hudde simplifica

de manera significativa el método de las tangentes de Descartes.

Si la progresiéon aritmética que se elige es la natural {k} ,’;0 se puede notar en el

lenguaje moderno que:
9(x) = xf'(x)

Lo que nos permite interpretar, en términos actuales que, si a es un cero de

multiplicidad 2 de f(x) entonces también sera cero de f'(x).

Nos detenemos aqui para insistir en lo que ya hemos sefialado anteriormente en cuanto
al uso de las TICs. Cabe destacar que el método de Hudde es implementable en
cualquier SCS con lo cual, después de que los alumnos entiendan el método, a partir de
ejemplos sencillos, pueden hallar los puntos de doble contacto utilizando estos sistemas
de algebra computacional. De hecho, esto les permitiria desarrollar las competencias
bésicas en ciencia y tecnologia, pero no desde la mera utilizaciéon del ordenador como
herramienta para calcular sino que se les muestra céomo se construye el algoritmo y a
partir de ahi su aplicacién. Por ello, la preocupacion por la complejidad que puedan
suscitar las cuentas que van resultando queda salvada con la implementacién del SCS
(Figura 5). Cabe igualmente senalar que las dificultades no son intrinsecas de este
método, también sucede con la derivada via limite. En este caso hemos hecho un
programa en Octave para calcular la derivada de la funcién y = f(x) = xP/9 con p y q
naturales, g # 0. Como Anexo 2, damos el cédigo del programa que disefiamos. Asi que
basta descargar este software que es libre para practicar con distintos valores un caso

particular del método de Hudde.
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Ventana de comandos

Este programa emplea el metodo de Descartes para calcular la
derivada de la funcion y = x*(p/q)

Introduzca los valores de p y .

P =2
g = 3

Punto (a®*3, a”*2)
Sistema:

3 = xP2
Yy = m(x-a”3)+a"2

Sistema despues de sustituir una ecuacion en la otra.

6 2 3 V4 2 \ 211 3 Vi 2 \
- a*m - a *m*\- 2*a + 2*y/ + m*y - \-a + y/

Sucesion de Hudde: 3 2 1 0

Polinomio de Hudde:
2 3 2 / 3 N
S%m Yy -~ 2%y + y¥\~ 2% *m & 2% J

Dividiendo por y:
3 2 2 2
- Z*a 'km + 2*& + 3*m *y = Z*Y

Sustituyendo y = a”2:
4 2 3
3*a *m - 2%*a *m

Despejando m =

[ 0]

Figura 5. Ejemplo del Método de Hudde compilado en Octave.
Ejemplo 4:

Encontrar la tangente a y =x3 en x =a con el método de Descartes, requiere

encontrar un punto de doble contacto para la ecuacién:

x6+x%2—2hx+ (h*—1%) =0 (15)



Docere calculus, ;quo venis? jquo vadis?

Como senalamos anteriormente, en principio, esto implicaba resolver un sistema
polinomial de 4 ecuaciones con 4 incégnitas. Con el algoritmo de Hudde, si la ecuacion
(15) tiene un punto de doble contacto en x = a, entonces cualquier polinomio de Hudde

asociado al polinomio f(x) = x® + x? — 2hx + (h? — r?) tendrd a x = a como cero.

Utilizando la sucesién aritmética natural {0,1,2,3, ...}

x6  x * *  x%2  —2hx (h? —1?)
6 5 3 2 1 0
(16)
g(x) = 6x° + 2x? — 2hx

Si f(x) tiene una cero de orden 2 en x = a, entonces el polinomio de Hudde g(x),
asociado a f(x) tiene también un cero en x =a. Con lo cual, se debe cumplir que
6a® + 2a? —2ah = 0, es decir, h = a+ 3a®. De manera aniloga a la del ejemplo 1,
tenemos que la pendiente de la recta normal a y = x3 en (a, a®) es —1/3a?, y la de la

tangente es 3a?.

Descartes descubrié posteriormente una forma de simplificar su método a partir de la
caracterizaciéon geométrica de Apolonio para construir tangentes a parabolas. La
construccién de Apolonio para hallar la tangente a una parabola (ver Figura 6) en un
punto P, consistia en identificar un punto Q sobre el eje de la parabola, cuya distancia
al vértice V, de la pardbola fuese igual que la proyeccién de P sobre el eje de la
parabola. Es decir, encontrar Q, tal que VQ = RQ = d, con RQ la proyeccién de P sobre

el eje de la parabola. Hallado Q, se tiene que la tangente a la parabola en P, es la recta

que pasa por P y Q.

Con el método inicial que se fundamenta en la idea punto de doble contacto para hallar
tangentes, y teniendo en mente el resultado geométrico de Apolonio, se puede construir
la tangente a la parabola de nuevo desde un punto de vista algebraico. Se situa el
vértice V de la parabola en el origen 0(0,0) de un sistema cartesiano y se escoge el eje
de la parabola sobre el eje positivo de las ordenadas, (eje y). La ecuacién de la pardbola
es entonces de la forma y = Ax? para algtin 1 >0 que depende de la distancia del
vértice al foco. Fijando un punto P(a, b) sobre la pardbola, sabemos que cualquier recta
no vertical que pase por P tiene como ecuaciéon y = m(x —a) + b. Las abscisas de los

puntos de interseccién con la parabola son las soluciones de

Ax2—=b-m(x—a)=0 (17)
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Figura 6. Método de Apolonio para construir tangentes a una parabola.

Sustituyendo b = Aa?, ya que P(a,b) esté sobre la parabola, se tiene:

AMx+a)x—a)—-m(x—a)=[Ax+a)—m](x—a)=0 (18)

La ecuacién (18) tiene como soluciones x = a y x = m/A — a. Por tanto, (a,b) serd un
punto de contacto de orden 2 con la recta de pendiente m si a =m/A1—a, o lo que es

lo mismo, m = 21a.

Descartes extendi6 esta idea a otras curvas sustituyendo la circunferencia por la recta
tangente y utilizando implicitamente la idea de pendiente (como la razén entre los

lados de tridngulos semejantes).

Generalizando, y en términos modernos: La ecuacién de una recta que interseca a la
curva f(x,y) =0 en (a,b) es y=b+m(x—a), en donde m es un pardmetro

desconocido. Para que la recta dada sea tangente, el sistema:

{f(x,y)=0
y=mkx—-—a)+b

Debe tener un punto de doble contacto en x = a (segtn sea el caso, en y = b).
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Ejemplo 5:

Para encontrar la tangente a y = x3 en (a,a®) el sistema de ecuaciones

— 3
y=x
2
{yzm(x—a)+a3 (20)
Se reduce a la ecuacién
x3—mx+ma—a®=0 (21)

a. Solucién de la ecuacion (21) sin el algoritmo de Hudde:

Para que la recta sea tangente x = a debe ser un punto de doble contacto, lo que
significa que (x —a)? es un factor del polinomio x3 — mx + ma — a3; si llamamos al

otro factor x — v, podemos escribir

{x3—mx+ma—a3 = (x—a)(x-v) (22)
= x3— W+ 2a)x?+ (a? + 2av)x — a®v
Comparando los coeficientes tenemos el sistema
v+2a = 0
2 -
a‘+ 2av = m (23)
—a’v = ma-a®

Resolviendo el sistema (23) tenemos que m = 3a?. De hecho, es la misma respuesta que
tendriamos derivando y = x3, a diferencia, de que en este caso se ha hecho sin el

concepto de limite.

b. Solucién de la ecuacién (24) utilizando el método de Hudde:

* —mx + ma-ad

3 2 1 0
(24)
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Como x = a es un punto de doble contacto, de acuerdo con el método de Hudde, x = a

es cero de g(x), es decir 3a® —ma = 0. Por tanto, m = 3a?.

Los dos métodos de Descartes permiten encontrar tangentes a cualquier curva

algebraica, incluso, cuando las curvas estan definidas implicitamente.

Hasta aqui, se han estudiado los dos métodos de Descartes para hallar tangentes a una
curva en un punto dado. Se han mostrado ademads distintas formas de utilizar estos
métodos evidenciando las bondades del método de Hudde para encontrar raices dobles

de un polinomio.

Utilizando el método de Descartes y el algoritmo de Hudde, se hallara soluciéon de lo
que en términos de Zamora (2014) es una cuestién propuesta en las Pruebas de Acceso

a la Universidad en Castilla y Ledn en la convocatoria de junio de 2008.
Ejemplo 6:

Determinar el valor de A para que la recta tangente a la funcion f(x) = x3+ Ax en el

punto x = 0 sea perpendicular a la recta y +x = —3.

Solucion:

Con el método de Descartes tendriamos el sistemas:

y=x3+Ax
{ : (25)
y=m(x—a)+a’+a
Sustituyendo:
x* + x + (A-m)x + am—a®—-2a=0 (26)

Utilizando el algoritmo de Hudde se multiplica la ecuacién por la progresiéon aritmética

natural:

x* + x 4+ (A-m)x + (am—a®—1a)=0
3 2 1 0 =0

3x3 + A-m)x =0
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La condicién de perpendicularidad con la recta y + x = —3 implica que m = 1, y, como
x = a es un punto de doble contacto, este punto debe satisfacer la ecuacion de Hudde:

3a3 + @A-1a =0 (28)

Simplificando:

aBa’+1-1)=0 (29)

Despejando en el segundo factor de (29) 2 =1—3a? ya que x =a = 0, se tiene que
A=1

Desde el comienzo podiamos sustituir m = 1, pero, a efectos didacticos, preferimos

hacerlo al final.

Hasta aqui, se han utilizado técnicas naturales para hallar tangentes a una curva. Los
alumnos podran asumir las etapas de generalizacién y sintesis, en el sentido de
Sierpinska (1994) para comprender el concepto de derivada desde un marco puramente

constructivista.

A partir de las idea de doble contacto, aunque ya tenemos técnicas naturales muy
constructivas, somos conscientes, como ya lo hemos mencionado, del coste operativo.
Aunque con las herramientas de las que disponemos actualmente esto no representaria
ningiin problema, vamos a ir un paso mas adelante para quienes puedan ain considerar
que esto no es asi, opten por un método algebraico menos exigente a la hora de hacer

calculos.

El método al que nos referimos es el expuesto por Range (2016) en el cual, partiendo de
las tangentes a las gréaficas de funciones polinémicas, amplia el calculo diferencial a
funciones algebraicas. Utilizando solamente herramientas algebraicas. Por una parte el
autor define un lema de factorizacién para polinomios y relaciona este concepto con la
multiplicidad de los ceros. A partir de ahi con esas herramientas generaliza en forma
natural y sistematica a todas las funciones que se pueden construir a partir de
polinomios aplicando las operaciones algebraicas estandar, incluyendo la composicién y

tomando inversas, un nimero finito de veces.

La idea esencial de Range radica en la factorizacién algebraica que se presenta en el

lema 7.1 (p.32) y que enunciamos a continuacion:
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Lema 7.1 (Lema de Factorizacién.) Si f€A y a estdi en el dominio de f,

entonces existe q € A definido sobre el dominio de f tal que

f) = fa) = q(x)(x — a), (30)

el factor g es una funcién algebraica definida sobre el dominio de f y el valor g(a) de q
en a es la pendiente de la recta que interseca a la grafica de f en un tnico punto
(a,f(a)) cuyo orden de contacto es mayor que uno. Es decir, el valor q(a) es la
derivada D(f)(a) de f en a. Se debe tener en cuenta que los valores criticos de una
funciéon f deben excluirse del dominio de su inversa. La condicién f'(a) #0 es
necesaria para garantizar una apropiada factorizacion, por tanto para ser derivable en
el punto b = f(a). La funcién g en principio se puede calcular explicitamente, y, lo més

importante esta bien definida en a por una férmula algebraica unificada.

A partir del resultado de la factorizacién, se generaliza la nocién de multiplicidad de un
cero a al caso de una funcién f € A. La sucesiva aplicacion del lema de factorizacion
en este tipo de funciones implica el siguiente resultado que es, la version algebraica de

la definicion 1:

Definicién 2. Dada f € A y la factorizacion (30), entonces

f) = [f(@ +mlx —a)] = (q(@) —m)(x — a) + k() (x — a)? (31)
para alguna otra k € A, definida sobre el dominio de f.

Geométricamente, esto significa que la recta descrita por la funcién lineal y = m(x — a)
intersecta a la grafica de y = f(x) en (a, f(a)) con multiplicidad al menos dos si y solo
si m = q(a). Por tanto, la recta dada por y = f(a) + q(a)(x — a) es la tangente a la
grafica de f en (a,f(a)). Esto muestra que la funciéon f € A es algebraicamente
diferenciable en a, con derivada D(f)(a) = f'(a) = q(a), en donde q esta definida por
(30). Ya se atisba la proximidad de la diferencial, eso estableceria que en el caso de
una variable derivabilidad equivaldria a diferenciabilidad (cosa que no ocurre en varias

variables).

Para demostrar algunas reglas de diferenciacién como la de la potencia, linealidad,
inversa, producto y cociente se utilizan Unicamente factorizaciones y combinaciones
algebraicas (apropiadas) de las funciones y factores que surgen. Si las funciones que se
trabajan estan en A, sus combinaciones resultan ser también funciones algebraicas. Es
decir, todas las reglas de diferenciacion establecidas a partir del lema de factorizacion
resultan ser validas para funciones algebraicas en todos los puntos del domino de la

respectiva funcién.
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De manera anéloga a la tradicional, todas las férmulas de diferenciacién estandar se
verifican de modo directo. En particular, se puede destacar que la deduccién de la regla
de la cadena (vista usualmente como la mas profunda y compleja en la diferenciacion),

con este enfoque resulta ser méas sencilla.

Vamos a hallar a partir de un ejemplo, la derivada utilizando el lema de factorizacion
de Range. A efectos de comparar los distintos métodos que involucran el doble

contacto, hallaremos la derivada del mismo ejemplo anterior f(x) = x3 + Ax con 1 € R.
Ejemplo 7: Hallar la derivada de f(x) = x3 + Ax.

Utilizando el lema de factorizacion, debemos hallar q(x) tal que

fG) = fla) = q(x)(x — a) (32)

Hallamos el valor de f(x) — f(a), asi:

f@)—fl@)=x3+2x—a3—Aa
=x3-a®+ix - la (33)
=(x*+ax+a’?+D)(x—a)

Con lo cual, qg(x) = x? + ax + a? + 1 y, para cualquier a € Domf, q(a) = 3a? + A, esto
es, D(f)(a) =3a?+ A.

Como mencionamos anteriormente, este método para hallar la derivada a partir del
doble contacto tiene un coste operativo menor, sin embargo, nuestra intencién en el
desarrollo del tema para los alumnos es que el tiempo se dedique a la comprension del
concepto y no que se pierdan en calculos y operaciones que a dia de hoy y con las
herramientas que se tienen a mano, les van a permitir ver el todo del concepto desde la

génesis de la idea Descartes.

Teniendo esto en mente, y, observando que para hallar la derivada algebraicamente en
el tipo de funciones que estamos trabajando, el desarrollo del tema en el aula se
apoyara en cualquier SCS, en este caso, hemos trabajado con Mathematica. Elaboramos
los ejemplos con algunas de las funciones algebraicas que aparecen en las PAEU desde
1995 a 2009, cuyas cuentas con lapiz y papel en realidad no resultan complejas. Los

propios alumnos se percataran de ello y, seguramente su inquietud les llevara a
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plantear derivadas de funciones méas complejas ya que tienen a mano una

herramienta que hace todas las cuentas por ellos.

X
P

2_
Ejemplo 8: Hallar la derivada de f(x) = iz_

Al programa se le introduce la funcién y se ejecuta la factorizaciéon de la expresion
f(x) — f(a) de tal forma que al suprimir el factor (x — a) el otro factor se declara como
q(x). A partir de ahi, hallando g(a) se tiene la derivada de la funciéon en cualquier

a € Dom f. (Véase Figura 7).

PaU_P27_Denvadanb * - m Mathematica

Archive Edicién  Insertar Formato Celda Graficos  Evaluacién  Paletas Ventana Ayuda

flx 1= {({x"2-%)/(»x"2-4)}
flal

Factor[f[x] - f[a]]

a-x) (4-da-4xw-ax)]

(-2+a) {(2+a) (-2+x) [(2+x)

L

d-d4a-4x+ax

b1 = ("2 -4) "2

4-4a-4x+ax

[-4:x2)?
qla]
4-8a<a’
i—4.g2)2
DF [x] 4_Bx+x®

K] = ———;

(* - 2)*

i 11 11 63

Ejemploen: P (3, f(3)};m=-—; y=-—x+ —
25 25 25

11 63
Plot[{i-'[x], —— X+ —}, {xy -2Pi, 2Pi}, PlotLegends » "Expressiu:uns"]
25 25

25

// - — f(x)
I : L-1yx+ 2

el

Figura 7. Ejemplo 8 de derivada con el lema de factorizacion usando Mathematica.
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%3

Ejemplo 9: Hallar la derivada de f(x) = i (

Figura 8)

[ PAU_PBO.nb - Wolfram 112

Archivo Edicion  Insertar Formato Celda Graficos  Ewvaluacian  Paletas  Ventana

aEs Flx_ ] = (x”3) f (x*2+1)

;7= Factor[f[x] - f[al]

[a—x] :az—ax—xz—azxzj

{az+ax+x2+azxz}
nign= x ] =
A S T ) (1)

EE—EK—KE—EEKE

== qlal
) 3a:at
- = l_az':z
33+t
DF[x] =
{1+:n¢1:|.1

1
Ejemploen: P {1, £ (1}); m=1; y=x- -
2

1
n[16]:= Plot[«[-F[x], X — 5}, {#3 -2 2}, PlotLegends »+ “Expressin:lns“]

— f(x)

T
—
ka

T
P ) =

Figura 8. Ejemplo 9 de derivada con el lema de factorizacion usando Mathematica.
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Al igual que en el ejemplo anterior se ha encontrado la derivada de la funcién dada con

el lema de factorizacién.

Ejemplo 10: Utilizando el lema de factorizacion, se hallard el valor de la derivada de

la funcion ﬁ en x = a, siendo f(x) derivable en a, y f(a) # 0.

Solucion:

Como f es derivable en x = a, segin la definicién 2, consideremos a q(x) el factor

racional apropiado que satisface f(x) — f(a) = q(x)(x — a), es decir que, q(a) = f'(a).

11 _f@-fG)_ —90x-a)
f) fl@  fOf(a) fef(a)

(26)
_ 9w
T Tfeor@ " T
De esta factorizacion se deduce la regla de la reciproca:
(1) (@ = — @ __ f'@
f f@f(a) [f (@)]?
(27)

o2

Con la nocién de punto de doble contacto de Descartes y los métodos de simplificacion
de Hudde, se pueden deducir las reglas de diferenciacién de funciones algebraicas
(McAndrew, 2010; Range, 2016). Un estudio profuso del tema, y el uso de herramientas
tecnolégicas adecuadas proporcionaran a los alumnos de Bachillerato una oportunidad

de lograr aprendizajes significativos relacionados con el concepto de tangente.

Aunque el anterior ejemplo se ha resuelto utilizando un método algebraico a partir del
lema de factorizacion. Con esta nocién de derivada y las consecuentes reglas de
derivacién ya demostradas a partir de la idea de doble contacto, se espera que el
alumno resuelva el problema exactamente con el mismo conocimiento procedimental

aunque no relacional, en el sentido de Skemp (1978), al finalizar el curso.
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Relacion entre la tangente trigonométrica y la pendiente de la

recta tangente

La definicién estandar de tangente es la recta que “adopta” la pendiente de la curva en
un punto P sobre la curva. Desde el enfoque del doble contacto, la recta tangente es la
que “adopta” la tangencia a la curva y a la circunferencia de referencia, es decir, esta
idea no esta lejos de la perspectiva estandar. Por otra parte, la pendiente de una recta
se asocia a la tangente trigonométrica, asi que, utilizando la construccion geométrica
que se ha tomado como punto de partida (ver Figura 9), se puede apreciar la relacién

entre la pendiente de la tangente y la pendiente de la curva:

Figura 9. Relacién entre tangente trigonométrica y pendiente de la tangente.

En el caso del ejemplo 1, la pendiente m de la recta tangente a la curva y = vx en el
punto P(a?,a) resulté ser m = 1/2a. Por otra parte se encontré que h = a? + 1/2. Al
1/2 _ 1

hacer los respectivos calculos de la tangente del angulo a, tenemos que tana = T

De lo anterior, cabe senalar que los alumnos pueden vislumbrar la conexién entre la
tangente trigonométrica y la pendiente de la recta tangente a una curva de una manera
muy natural y en total conexién con la definicion de tangente que se ha dado
(Definicién 1).

Se puede vincular posteriormente con la definicion de derivada que se ha presentado
(Definicién 2) y de manera natural se conecta la pendiente de la recta tangente a la

grafica de una funcién algebraica f(x) en x = a con la derivada de f en a.
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Tangentes y subtangentes: un problema exponencial

Desafortunadamente, las funciones algebraicas y las técnicas algebraicas que hemos
estudiado como un preludio del célculo tienen bastantes limitaciones en la aplicacién de
muchos fenémenos fundamentales de la vida real que se explican a través de las
funciones exponenciales, trigonométricas o logaritmicas. En el camino recorrido para
profundizar en la comprension de estas cuestiones, algunas mentes crearon nuevas
funciones y extraordinarios conceptos que van mucho mas alld de las herramientas
algebraicas consideradas hasta ahora, y que -en sus raices- requieren una extension
sofisticada del concepto de ntmero que deriva en el constructo de los ntimeros reales.
Desde nuestra perspectiva, los alumnos debieran iniciarse en el calculo diferencial
cuando se quiere ir mas alld de las funciones algebraicas, es decir cuando se requiere
trabajar con funciones trascendentes. En particular, una funcién no algebraica es la

funcién exponencial.

A través de la técnica de diferenciacion algebraica no se han podido considerar estas
funciones asi que, para trabajar su derivada, plantearemos un enfoque que evoca las

ideas de Apolonio.

En los libros de texto de Educacién Secundaria que hemos revisado!' se introduce el
concepto de funcién exponencial a partir de su expresiéon funcional y, salvo la base que
se toma (2 o e por ejemplo), o los valores que se introducen en una tabla de a lo més
10 valores, para ver el comportamiento de la funcién, no difieren en méas aspectos. A
partir de ello generalizan el comportamiento, dominio, recorrido, grafica y un par de
aplicaciones (todo ello en dos péginas). Inmediatamente se introduce la funcién
logaritmica, también a partir de valores que se encuentran utilizando la calculadora con
la funcién ya implementada. Cuando ya se han calculado los “suficientes valores” para
ver la regularidad y se ha hecho la respectiva grafica en el plano cartesiano, se senala al
logaritmo como la funcién inversa de la exponencial, a partir de los datos que arrojan
las respectivas abscisas y ordenadas de cada una de ella y, se ratifica con la simetria de

las dos curvas con respecto a la recta y = x.

Quizas, en la caracterizaciéon de la funcién exponencial estd la respuesta al problema

que ha supuesto hallar algebraicamente la derivada de esta funcién en un punto dado.

Cuando Descartes y Fermat comienzan a aplicar la geometria analitica, redefinen
conceptos antiguos, que ya habia trabajado Apolonio por ejemplo, adaptiandolos a su
nueva geometria. Conceptos como los de subtangente y subnormal sobre los que

posteriormente Leibniz planted algunas cuestiones.

1 Anaya, Santillana, Vicens-Vives, SM y Edelvives de 4° de la ESO opcién B.
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Si L es la recta tangente a la curva Ten el punto P(a,b), y (x7,0) es la abscisa al origen
de dicha recta, la subtangente se define como el segmento de recta entre los puntos
(x7,0) v (a,0), es decir la proyeccién del segmento cuyos extremos son el punto de
tangencia y el punto de corte de la tangente con el eje x (véase la Figura 10). De
manera analoga, la subnormal es el segmento de recta entre el punto donde la recta
normal corta al eje x, (xy,0), v el punto (a,0); en otras palabras, la proyecciéon del
segmento cuyos extremos son el punto de tangencia y el punto de corte de la normal

con el eje x.

\\_( Ly U]

/ 1_/ Subtangente Subnormal ‘\\
\
N

N

Figura 10. Subtangente y subnormal.

Las curvas exponenciales fueron introducidas en 1684 cuando Leibniz (1646-1716)
plante6é el problema de encontrar todas las curvas con subtangentes constantes. La
solucién a tal problema son las curvas exponenciales. Es decir, para una constante

b # 0, se verifica que:

£(x) = keb

para alguna constante k # 0, si y sélo si la subtangente de la curva es constante.

(z, eh)
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Figura 11. Subtangentes de funciones exponenciales.
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A partir de la nocién de subtangente, s(x), se puede caracterizar a las funciones
exponenciales. Esta construcciéon se puede hacer de manera muy visual utilizando
software que ya estd al alcance tanto de los estudiantes como de los propios profesores

(véase la Figura 11).

Sin embargo, dicho lo anterior, si en el cuarto curso de Educacién Secundaria no se
define la funcién exponencial como lo hizo Leibniz, y, la nocién de recta tangente se
trabaja posteriormente en 1° de Bachillerato, entonces, ;cémo “allanar el terreno” para

poder caracterizar la funcién exponencial de esta forma?

La propuesta es basicamente definir la funcion exponencial después de que se haya
trabajado el concepto de limite. Como mencionamos anteriormente, pareciera que la
funcién exponencial estuviese puesta “con calzador” y sin conexién en los libros de
texto. Su tratamiento en el avance de los cursos se ve muy alejado de su contexto de

aplicacién.

Si se pretende plantear la funcién exponencial ya desde los elementos del célculo
diferencial, nos parece oportuno hacer alusién a la conexién que, por lo menos en las
funciones algebraicas se puede establecer entre la tangente desde el doble contacto y la
tangente desde el punto de vista del cédlculo diferencial. Este apunte se esboza en el

siguiente apartado.
Tangentes y diferenciabilidad

La existencia de la recta tangente y la diferenciabilidad de una funcién es, en las
aproximaciones formales por definicidn, la misma nocién. Los alumnos después de
enfrentarse al concepto de limite inminentemente se encontraran con tal aproximacion.
Este no es el caso de la nocién que hemos dado de recta tangente. La conexién con la

derivada en este sentido es la expondremos a continuacion.

Si ya tenemos la definicion de recta tangente desde el doble contacto jcémo enlazar

esta definicion con la diferenciabilidad de la funcién en el punto de doble contacto?

Por una parte, la forma de “diferenciabilidad” que se ha definido (30) y en la cual la
factorizacion juega un papel fundamental, se sigue que si f es diferenciable en a
entonces su dervada f'(a) = q(a) es una buena aproximaciéon por los valores de q(x)
cuando x #a y x - a, esto es, por la razén de cambio [f(x)— f(a)]/(x —a) para
x #a. En particular se puede observar la equivalencia de esta definicién con la
estindar en términos de cociente de diferencias. Aunque la definicién de

diferenciabilidad que se ha planteado se conoce y se ha usado ocasionalmente por
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muchos autores desde hace varios anos, atin no ha sido difundida ampliamente. Segin
Range (2016), desde su conocimiento, el primero en introducirla fue Carathéodory
(1873-1950) en su texto céasico Funktionentheorie (1950) y ha sido utilizada en muchos
textos de andlisis real y complejo germanos desde mediados de los 60’s. Sin embargo,
desde la traduccién al inglés de esta obra en 1956, el primer texto de habla inglesa que
utiliza esta formulacion se publica hasta 1996. En diversos libros que posteriormente se
publicaron y que hacen uso de la formulacién de Carathéodory estd probada la
equivalencia entre la diferenciabilidad de la definicién (30) y la dada via cociente de

diferencias.

Por otra parte, en el trabajo de Bivens (1986) se encuentra un teorema que también da
la respuesta a tal cuestién. Aunque el autor introduce el concepto de tangente desde un
punto de vista geométrico y analitico y, como el mismo autor afirma “motivaria la
conceptualizacién de la derivada en la forma usual”, la parte que nos interesa resaltar
es la conexién que él hace entre el concepto de tangente a una funcién en un punto P
de la grafica y la pendiente de dicha tangente. Tenemos claro que Bivens establece la
tangente como la recta que “mas se parece” a la curva en el punto, y que se explica de
manera profusa. En el mismo articulo Bivens establece la relacién entre la derivada y la
recta tangente a partir de un teorema con el cual luego se hace la conexiéon que

mencionamos anteriormente.

Pensamos que esta perspectiva de “mejor aproximacion” pretende concretar la idea de
Newton en el libro I, Seccion I, Lema I de los Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (1689): “Las cantidades, y las razones de cantidades que en cualquier
tiempo finito tienden continuamente a la igualdad, y antes de terminar ese tiempo se
aproximan una a otra més que ninguna diferencia dada, acaban haciéndose en ultima

instancia iguales” Fragmento tomado de Saiz (2004, p.109).

Segun seniala el autor: “es una aproximacién natural que posteriormente se podra
conectar con fluidez con la derivada”. Para Bivens, la nocién de “maximo parecido”
significa que la recta tangente en un punto es la mejor aproximacién lineal a la curva
en ese punto. Segun senala Bivens, su enfoque es intuitivo, y contempla aspectos
geométricos y analiticos. Sin embargo, nosotros ya hemos planteado un acercamiento
geométrico y algebraico de la recta tangente desde la nocion de punto de doble

contacto.

Cualquiera de las dos perspectivas establece igualmente la derivada como la pendiente
de la recta tangente a un punto P de la grafica de una funciéon algebraica, asi que,

desde la nuestra, queremos senalar la conexién entre la existencia de la recta tangente y
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la diferenciabilidad de la funcién (con la aproximacién usual via limite) que se expone a

los alumnos después de que han tenido contacto con el concepto de limite.
Para ello, recurrimos al enunciado del Teorema 1 de Bivens (p.139):

Teorema 1. La grifica de una funcion y = f(x) tiene una recta tangente L en

P = (a,f(a)) siy solo si f'(a) existe y es igual a la pendiente de L.
La demostracién de este teorema se encuentra en la misma referencia.

Este enfoque ensefia a la recta tangente como un objeto geométrico en si mismo, e

independiente de la derivada en el sentido del célculo diferencial.

Teniendo ya en mente la introducciéon del célculo infinitesimal a partir del concepto de
limite y la conexién con la recta tangente, la subtangente y la derivada, se puede dar

la caracterizacién de funcién exponencial que dio Leibniz.

En adelante, la conexién entre la pendiente de la recta tangente y la derivada en una

funcién exponencial seria evidente, y la posterior conexién con la derivada también.

De hecho se tiene que si la subtangente s(x) es constante en las funciones
exponenciales, los propios alumnos pueden observar que la pendiente de esa tangente

coincide con la derivada y, que esta dada por:
f(x)

f'(x) = S0 (28)

El doble contacto para extremos

El trabajo de Hudde es uno de esos casos en los que ciertos recursos algoritmicos
preceden a la definicién de conceptos que hoy conocemos como su fundamento. En lo
que se refiere a los maximos y minimos, en su trabajo Hudde incluye una prueba
puramente algebraica y, rigurosa para los estdndares modernos y contemporaneos de
que su método puede usarse para encontrar valores extremos (Suzuki, 2005). Todos los
métodos de Hudde estdn basados en su teorema y ninguno de ellos hace o requiere
apelar a los limites. De acuerdo con lo que se ha sefialado hasta el momento, ciertas
transformaciones de funciones algebraicas han permitido evidenciar y emplear lo que
hoy conocemos como funcién derivada antes de que ésta fuese introducida de la manera

estandar.

Para hallar valores extremos Hudde empieza su prueba considerando un polinomio P(x)

que es el producto de dos polinomios. Uno de tercer grado: x3 + px? + gx + r y uno de
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segundo grado con un cero de orden 2 x? —2xy +y? (en donde x =y es el cero de

orden 2). Por lo tanto, los ceros de P(x) satisfacen:

P(x) = (x% — 2xy + y?)x3
+ (x% — 2xy + y?)px?
+ (x? — 2xy + y?)qx (29)
+ (X2 =2xy +y*)r=20

En donde por conveniencia se designa el polinomio  (x? —2xy +y?) como el

“coeficiente” de los términos del polinomio ctbico.

Se puede observar que los términos x2, —2xy, e y? de los coeficientes corresponden a
términos de grado descendente en P(x); por tanto, cuando un polinomio de Hudde se
forma a partir de él, los coeficientes se multiplicaran por términos sucesivos en la

sucesion aritmética a, a + b,a + 2b, para que resulte:

ax? — (a + b)2yx + (a + 2b)y?, (30)

Si x =y, este coeficiente sera

ay? — (a + b)2y? + (a + 2b)y?, (31)

El cual es exactamente cero. Por tanto, todos los coeficientes del polinomio de Hudde
seran cero cuando x =y, con lo cual, x =y serd un cero del polinomio de Hudde. De
manera analoga, se puede probar para polinomios de por lo menos quinto grado. Al
hacer la extensiéon para polinomios de cualquier grado (Marin, 2007), de manera

similar, se esperaria que dicho procedimiento quede suficientemente claro.

Geométricamente, la aplicacién del teorema de Hudde para encontrar el valor extremo
de una funcién polinémica es evidente: Suponiendo que f(x) tiene un valor extremo en
x =a, con f(a) =Z. Entonces, f(x) —Z tendrd un cero de orden 2 en x =a, vy, el
correspondiente polinomio de Hudde tendrd un cero en x = a. Podria pensarse que el
método requiere conocer el valor del extremo Z para encontrar el valor extremo, sin
embargo, si f(x) es una funcién polinémica, la sucesién aritmética puede elegirse a
conveniencia, de tal forma que el término constante (y por lo tanto Z) quede
multiplicado por 0. Por ejemplo, para encontrar los valores extremos del polinomio
4x3 — 21x% + 18x — 254, supongamos conocido el valor extremo y, que dicho valor es

Z y esto ocurre cuando x = a; por tanto, el polinomio 4x3 —21x2 + 18x — 254 — Z

J

=

0
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tendrd un cero de orden 2 en x = a. Al multiplicar por la sucesién aritmética que

termina en cero, se elimina el valor de Z:

4x3 — 21x2 4+ 18x 254-—-Z7
3 2 1 0
(32)
glx) =12x3 — 42x*? + 18x

En este proceso de eliminacién se puede reconocer el polinomio de Hudde g(x) como
x -+ f'(x). Hudde no dio detalles pero presumiblemente se pueden localizar los valores
extremos hallando los ceros de g(x). A la ecuaciéon g(x) = 0 se del denomina ecuacién
de Hudde. Desde el principio se ha asumido que x = a es un cero de orden 2 del
polinomio original, asi, por el teorema de Hudde, x = a es también soluciéon de la
ecuacion de Hudde, es decir, x = a es solucién de 12x3 —42x% + 18x = 0. Como las
soluciones de esta ecuacién son x =0, x =3 y x = 1/2, al menos una de ellas debe
coincidir con el cero de orden 2 del polinomio original para el valor apropiado de Z;
segtin corresponda, se debe realizar el respectivo cdlculo para verificar cudl (si lo hay)
corresponde de hecho a un extremo. En este caso, en x =1/2 se tiene un méiximo
local, en x = 3 se encuentra un minimo local y, en x = 0, en la época contemporinea se

diria que es un punto extrano, y, en términos modernos que es un punto de inflexién.

En la ultima parte del trabajo de Hudde en la Geometria de Descartes aplicd su
método a extremos restringidos ampliando el método a funciones definidas
implicitamente, con lo cual, todas las funciones algebraicas pueden ser tratadas

utilizando sus métodos (Suzuki, 2005).

Una aproximacion natural a las derivadas del seno y el

coseno

En el seminario de Innovacién Docente que se ha mencionado anteriormente!?, también
senalé el profesor Ortega la importancia de mostrarles a los alumnos en estos niveles la
relacién entre la representacion de las funciones seno y coseno y la representacién del
seno y el coseno en la circunferencia goniométrica. En palabras del propio profesor, se
debe “establecer la relacién que guardan, ya que, parece que cuando lo estudiamos en el
instituto son cosas totalmente distintas y en muchas ocasiones con una explicacion

grafica todo cobra sentido”.

Teniendo en cuenta este enfoque didactico para el desarrollo de las funciones seno y
coseno dado por el profesor Ortega, la toma de contacto que ya han realizado los

alumnos con la geometria analitica y las aplicaciones a la fisica, la perspectiva que

12 En el contexto del MUPES.
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planteamos para que los alumnos vean de forma natural la derivada del seno y el
coseno, que parte de estos constructos, como bien senala el titulo de este apartado,
vendrd de forma mnatural. Los estudiantes no necesitan asumir conceptos nuevos ni
mover algin tipo de maquinaria cognitiva especial para poder acceder a la nocién de
derivada de estas funciones desde el enfoque visual que expondremos a continuacién y

que se basa en el articulo de Palais (2001).

Las funciones seno y coseno aparecen de manera natural en el estudio de la geometria
de los tridngulos. Ademads su d&mbito de influencia se extiende por muchos campos de la
matematica y la fisica. Sirven para modelar, entre otros, el movimiento armoénico
simple y el comportamiento de circuitos eléctricos. Sin embargo, su definicion es
bastante sencilla: si se tiene una circunferencia de radio 1, centrada en el origen del
plano cartesiano, las funciones seno y coseno de un angulo 6 se obtienen de la siguiente
manera: se considera un rayo que parte del origen y que forma un angulo 8 medido en
el sentido contrario al de las agujas del reloj, con el semieje positivo de las x. Este rayo
interseca la circunferencia mencionada en un punto P, la abscisa y la ordenada del

punto P son precisamente el coseno y el seno del déngulo 6 (Figura 12).

P = (cos(8), sin(6)) ¥

Figura 12. Definicion del seno y el coseno en la circunferencia goniométrica.

La determinaciéon clasica de las derivadas del seno y del coseno se inicia con el calculo
del limite:
sen(x)

x=0 X 1 (33)
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Este calculo emplea una construccién geométrica y el teorema del “emparedado”. Las
formulas de area involucradas se valen del hecho de que el dngulo z esté medido en
radianes. Por lo tanto el limite, asi como sus consecuencias: las derivadas de las
funciones seno y coseno (y por lo tanto, las de las demas funciones trigonométricas) son
validas solo cuando los dngulos son medidos en radianes. Este enfoque resulta “poco
natural” y rodea de un manto de confusién, para muchos estudiantes, la comprension

de los resultados obtenidos.

El enfoque aqui presentado sigue las ideas de la geometria dindmica. Considera puntos
en movimiento y velocidades. Como las coordenadas de un punto pueden ser
visualizadas como proyecciones sobre los respectivos ejes, podemos visualizar los
movimientos simultaneos de un punto que gira sobre la circunferencia de radio 1 y los
de los puntos proyeccién sobre los ejes x e y que representan, respectivamente, el coseno
y el seno del angulo correspondiente. Se puede observar un par de instantaneas del

movimiento en la Figura 13.

Figura 13. Punto que gira sobre la circunferencia. Para una animacién pulsar aqui
Animacién 3.

Los hechos de que el seno sea la ordenada del punto P, y que coincida el dngulo 8 con
el arco recorrido por el punto P, desde el punto (0, 1) hasta su posicién actual, pueden

ser ilustrados mediante la animacién cuya instantanea esta en la Figura 14.

J

=

3
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5 @
a=330° o E

5

Figura 14. Construccion dela funcién seno. Para una animacién pulsar aqui:
Animacién 4.

El coseno, al ser la abscisa de P, se mide en el eje x, es decir es una medida horizontal.
Para poder visualizar su grafica de manera andloga a como se hizo con el seno es

. . , s . . .
necesario rotar los ejes un angulo de S en el sentido contrario al de las manecillas del

reloj. Véase en la Figura 15 dos momentos de la animacién.

= 134°
° 5=3%"

(N T
R, S |

_/\-‘

Figura 15. Construccion de la funcién coseno. Para una animacién pulsar aqui:

Animacion 5.
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Ahora visualizamos de manera simultdnea las dos animaciones anteriores (Figura 16).

55

Figura 16. Construcciéon simultanea del seno y coseno. Para animacién pulsar aqui:
Animacién 6.

Para obtener, en cada punto, una recta con pendiente igual a coseno de 6, se emplea un
punto que esté una (1) unidad a la izquierda del punto que representa a 6, y se une con

el punto cuya altura es coseno de 6. Ver Figura 17.

8=120°

; ™~

Figura 17. Construcciéon de rectas con pendiente cos 8. Pulsar aqui: Animacion 7.

Finalmente trazamos una recta paralela a la anterior que pase por el punto
correspondiente pero ahora en la gréafica del seno (Figura 18), se evidencia que la recta

con pendiente coseno es tangente a la curva y = sen(x).
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0 =305
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Figura 18. La recta con pendiente coseno es tangente a y = sin(x) . Pulsar aqui:
Animacién 8.

Por tdltimo, la forma natural de ver las derivadas de seno y coseno desde un punto de
vista dindmico considera la parametrizacién de un punto que se mueve sobre la

circunferencia de radio 1. (Figura 19).

P = (C05(9)1 hiIl(G)) P

-1

Figura 19. Movimiento de un punto sobre la circunferencia goniométrica.
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La parametrizacion correspondiente es x = cos(6) e y = sen(8). Como el punto siempre

estd a la misma distancia del centro su vector de velocidad no tiene componente en la

direccion del radio, por lo tanto es perpendicular a este. Ademaés, al coincidir el angulo,

que es el pardmetro, y el arco que es la trayectoria seguida por el punto la velocidad es

1. Asi que, el vector velocidad es tangente a la circunferencia y tiene norma 1. Si lo

. T s
trasladamos paralelo al origen vemos que presenta un desfase de 5 en relacién al

angulo 6. (Véase Figura 20).

a=120"

™

I
/

a
\

Figura 20. Vector velocidad. Para una animaciéon pulsar aqui: Animacién 9.

Por lo tanto, las componentes del vector velocidad serian (cos (9 +g),sen (9 +§))

Pero, seglin se evidencia en la Figura 21,

(cos(6 + m™/2) + sin(6 + w/2))

(cos(6) + sin(0))

Figura 21. Componentes del vector velocidad.
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se tiene,
cos (9 + E) = —sen(6) (34)
2
sin (9 + E) = cos(0) (35)
2

Con lo cual, (cos(f))' = —sen(8) y (sin(0))’ = cos(H).

Para terminar, se puede visualizar en un mismo eje tanto la grafica de la curva
y = sen(f) como la de su derivada (Figura 22), que, como mencionamos anteriormente

evidencia que la recta con pendiente coseno es tangente a la curva y = sen(x).

N

6 =185

Figura 22. Curva y = sen(0) y su derivada. Para una animacién pulsar aqui:
Animacién 10.
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Las asintotas: una evidencia de los “limites” de lo

algebraico

Como se mencioné antes, la idea de un curso de nociones propias del calculo sin
recurrir al concepto de limite no es nueva, ya se ha demostrado en (McAndrew, 2010;
Sangwin, 2011; Suzuki, 2005). En esta seccién sin embargo, en nuestro intento por
plantear una visién global a la vez que constructivista, y, teniendo como referente la
competencia profesional del docente de matemaéticas desde los elementos de concrecién
en el modelo del “Conocimiento matematico para la ensefianza” (Hill, Ball, & Schilling,
2008), MKT (Mathematical knowledge for teaching), queremos plantear una propuesta
de ensenanza de las asintotas que pensamos, cubre las distintas componentes de dicho

marco de referencia.

Nuestro objetivo no es profundizar en la parte teérica de dicho marco, sino mas bien
exponer una propuesta que consideramos tiene en cuenta las distintas categorias que

contempla dicho modelo.

En este apartado partimos de la necesidad de introducir las ideas de lo infinitamente
pequeno e indefinidamente pequeno que dan lugar al adjetivo de infinitesimal del
cédlculo de Leibniz y Newton. En Saiz (2004) se encuentran de manera bastante
detallada muchas de las polémicas que se levantaron en torno a los controvertidos
conceptos de lo infinito y lo infinitamente pequenio. Discusiones, cartas entre
matematicos ilustres y posturas a favor y en contra de tales ideas primitivas. Gran
parte de la dificultad residia en la ausencia del concepto de limite, que impedia
establecer el concepto de convergencia y divergencia o, concretamente de infinitésimo e
infinito. Segin senala Saiz, fue d’Alembert (1717-1783) quien, aparte de que ante una
fundamentacion tan oscura del nuevo calculo aconsejaba a sus alumnos: “persistid y os
llegara la fe”, avanzé mas en este problema. Apunta igualmente el autor que, fue el
propio d’Alembert, quien dio una correcta aproximacién de la definicién actual del

limite.

Desde nuestro quehacer como profesores como hemos senalado en la parte de los
antecedentes las enormes dificultades que subyacen a la comprensiéon de conceptos
propios del calculo. Somos conscientes a la luz de las evidencias, que si tales nociones
han suscitado tanta controversia y han tenido en sus desarrollos tanto detractores como
defensores desde el conocimiento de las matematicas puras es de esperarse que, para los
niveles en los que se introducen dichas nociones surjan de forma téacita dificultades de
comprension. Como un apunte curioso, a este respecto, Saiz habla de cuatro
matematicos que cita Bails, de los cuales afirma (al referirse a las nociones de lo infinito

y lo infinitamente pequeno) “su aportaciéon al esclarecimiento de dichos conceptos es

J

=

9
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nula”. Un indicio méas de la gran dificultad que supone el trabajar con los fundamentos

del célculo infinitesimal.

Cuando estudiamos la forma en que se presenta en los libros de texto de bachillerato el
concepto de asintota, nos encontramos basicamente con tres enunciados que mas all4 de
plantear una explicacién, ya sea geométrica, algebraica, analitica (o con una posible
combinacion de ellas), tan s6lo da la definiciéon en términos del limite. De comprensién
relacional con los conceptos que previamente se han estudiado, no encontramos
evidencia mas alla del calculo de limites y de secuencias de ejercicios que, a modo de
ejemplo muestran los pasos que se han de seguir para hallar tales asintotas. Pensamos
que dadas las definiciones a partir de los limites, el docente juega un papel muy
importante a la hora de explicar por qué las asintotas se definen de ese modo, o, por lo
menos conectar con los conceptos previos relacionados con los elementos que

intervienen en su definicién.

En un intento por aportar una perspectiva de la ensenanza de las asintotas en conexion
con los conocimientos previos establecidos en el curriculo oficial, planteamos una
primera propuesta de ensefianza del concepto de asintota desde el curriculo y desde el

enfoque de doble contacto que hemos planteado.

Aunque pensidbamos que solo se contemplaba “el conocimiento en el horizonte” del
MKT, para una segunda propuesta de la ensenanza del concepto de asintota, hemos
vislumbrado que en realidad aborda, en cierto modo, todas las dimensiones de dicho
marco. Esta segunda iniciativa viene motivada por varias razones. Una de ellas es la
que tiene que ver con el desarrollo epistemoldgico del concepto de asintota desde la
aparicion del calculo diferencial. Pese a que L’Hopital (1661-1704) ni siquiera da una
definicién de asintota, como dice en su Analyse des infiniment petit “uso el calculo
diferencial para encontrar las tangentes a cualquier curva” (Citado en Saiz, 2004, p.
504) y, tampoco concede demasiada importancia a la definicion del concepto de
asintota, halla asintotas a ciertas curvas utilizando la nocién de subtangente. Su
formacién Leibniziana de manos de Jean Bernoulli le influencié para hacer sus calculos

. .z . . 4 . d dx ,
apoyandose en el tridngulo diferencial y en términos de ﬁ Y & Bézout en su Cours de

mathématiques siguié el método establecido por L’Hopital con una novedad, que es, el
que con la notacién actual y el conocimiento de la derivacién implicita queremos
exponer desde una perspectiva didactica y relacional. Otra razon es la que tiene que ver
con el conocimiento en el horizonte, es “la conciencia de como los temas matemaéticos
estan relacionados en todo el trayecto curricular en donde las mateméticas estan
incluidas” (Loewenberg Ball, Thames, & Phelps, 2008, p.400). Los alumnos en el
curriculo ven tangentes a funciones y desde esta base la nocién se puede aplicar a

ciertas curvas de manera natural. Segin estd establecido el curriculo oficial, los
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alumnos ven asintotas a funciones antes que a curvas (si es que alcanzan a verlas) vy,
esto no es acorde con la episteme del concepto, sin embargo, consideramos que este es
uno de esos ejemplos en los que una secuencia curricular no necesariamente debe
desarrollarse en funcién de la gnoseologia del concepto. Una motivacién mas que hemos
de afiadir es que aunque el tema de derivacién implicita no estd contemplado en la
LOMCE algunos institutos destacados como el IES Marqués de Lozoya de Segovia lo
mantienen en su proyecto curricular. Cabe anotar que el tema estaba incluido LOGSE
y quizas parte del profesorado es consciente de la necesidad de no excluirlo del
curriculo institucional. Igualmente queremos subrayar que, en el Bachillerato
internacional (BI) la derivacién implicita es un tema que se incluye en la programacién

curricular.
Primer enfoque: un traje hecho a la medida del curriculo

Como se ha mencionado anteriormente, esta etapa educativa tiene un caracter
propedéutico, eso se manifiesta no sélo en los formatos que presentan los libros de texto
sino muchos de los profesores en ejercicio, quienes manifiestan que deben dedicar
mucho tiempo en preparar a los alumnos para los temas propios de la EBAU. Esto, a

nuestro modo de ver “boicotea” de alguna forma la esencia del aprendizaje significativo.

Para la realizacién de las dos propuestas para hallar asintotas estudiamos, segin el
curriculo oficial, los temas previos relacionados, en algunos libros de texto de distintas
editoriales y el desarrollo historico del concepto de asintota desde la aparicion del

calculo diferencial.

Estudiamos igualmente todos los ejercicios de las PAEU desde 1995 a 2009, en los que
piden a los alumnos hallar las asintotas de funciones, en total de 15 (Zamora, 2014).
Siete de ellos tenian que ver con funciones racionales, 5 con funciones exponenciales de
base e y los restantes con funciones logaritmicas (todas con el logaritmo natural). En
el desarrollo de tales ejercicios, basta “recordar” los procedimientos que se deben seguir
segun la definiciéon de asintota que, como ya mencionamos, se da en los textos. Es un
proceso que mas bien parece algoritmico, como bien se puede evidenciar en los
procedimientos para dar solucién a cada ejercicio resuelto en los libros de texto. No
cuestionamos el que en iltimas, haya que seguir tales procedimientos sino todo el
tratamiento que se da al concepto desde su propia definicién. Somos conscientes que
después de presentar nuestro planteamiento también se sigue una secuencia de
procesos, pero la idea es que los alumnos los desarrollen con un predmbulo que les

permita relacionar tales procedimientos con una idea clara del concepto que trabajan.

Sabemos que los problemas de tangentes y cuadraturas eran los que dominaban en la

época de Barrow (1630-1677), ocupan un lugar destacado en sus Lectiones geometicae
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(1670). Barrow explica un método para hallar tangentes “que es practicamente idéntico
al que se usa en el célculo diferencial” (Boyer, 1999) y es, basicamente idéntico al de
Fermat, a diferencia de que en él aparecen dos cantidades (en términos modernos Ax
y Ay) en lugar de una (E en el caso de Femat). Segin Boyer, de los matematicos que
participaron en el preludio del calculo diferencial, ninguno se aproximé tanto como

Barrow al nuevo andlisis que estaba al caer.

Pero jpor qué hablamos del método de las tangentes de Barrow si ya hemos presentado
el método de Descartes? La respuesta reside en que Barrow determina la subtangente y
a partir de ella la tangente. En tultimas, lo que queremos destacar, es que desde las
diversas construcciones de la tangente que tienen en cuenta la nocién de subtangente se

puede entender mejor a posteriori (desde nuestro enfoque) la nocién de asintota.

La propuesta se va a plantear para funciones algebraicas. Esto lo hacemos teniendo en
mente dos aspectos fundamentalmente. El primero de ellos es el que tiene que ver con
la contextualizacién desde la perspectiva del marco del MKT, las dimensiones que
hacen referencia al conocimiento comun del contenido, el conocimiento del horizonte
matematico, el conocimiento del contenido y los estudiantes, el conocimiento de la
ensenanza del contenido y el conocimiento curricular. El segundo tiene que ver tanto
con el caracter propedéutico del nivel y de nuevo con la tltima dimensién que hemos
mencionado. Es evidente por el estudio profuso que ha realizado la profesora Zamora
(2014) que se debe trabajar mas el conocimiento relacional. Somos conscientes de que
la amplitud de temas y los estandares que se deben cumplir dejan poco margen a
profundizar en ciertas ideas, y es precisamente por ello que pensamos que nuestra
propuesta es sencilla, y, por el caracter de conexion que se hace tanto con los
conocimientos previos como con la visualizacién del método, los alumnos de alguna

manera podran hacer sus propias conexiones entre conceptos y los procesos.

Los griegos ya daban significado a la palabra “asintota” (Acvumtwtot = no caer juntos)
aunque era mas amplio que el actual, pues se referian a cualquier linea que no se puede
tocar en cualquier direccién que se presente. Apolonio, en Las Cénicas, restringe el
sentido de recta que se aproxima cada vez mas a la hipérbola, tendiendo la distancia a
cero. Podemos repasar los significados de Euler, las tres de d’Alembert, y algunas otras

realmente interesantes, pero no es el objeto de nuestro estudio.

La propuesta didactica comienza exponiéndoles a los alumnos la definicién de asintota
que guarda cierta relacién con una definicion que da Castel en su libro Mathematique
universelle abrégée (1758) : “Una asintota es imaginada como una tangente que alcanza
a la curva en el infinito, es decir, infinitamente lejos, o si se quiere no la alcanza, pero

se aproxima siempre, como una tangente a la que no le falta mas que el tultimo punto
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de contacto” (citado en Saiz, 2004). (Figura 23). En esta parte nos centraremos en la
perspectiva de Ricatti ante esta situaciéon. Ricatti parte de lo que sucede con la
pendiente de la recta tangente a la curva en el infinito, siendo las asintotas las rectas
con tal pendiente pero que tengan finita una de las coordenadas en el origen. Aunque
también tendremos en cuenta lo que sucede con la pendiente de la tangente en el
infinito, no lo haremos del mismo modo que lo hizo Ricatti, que es, bastante similar al
actual (Saiz, 2004).

Figura 23. Interpretacién de asintota segiin Castel. Para una animaciéon pulsar aqui:
Animacién 11.

A partir de aqui, damos por sentado que los alumnos han tenido contacto con el
concepto de limite, e igualmente, haciendo la equivalencia que mencionamos
anteriormente entre la tangente desde el doble contacto, la derivada y la pendiente de
la recta a la grafica de una funcién en un punto dado en el Teorema 1, tienen las
nociones que subyacen a nuestro planteamiento. También se tiene en cuenta que
pueden hallar la ecuacién de una recta teniendo la pendiente y un punto de la recta. No
haremos referencia a las asintotas verticales y en este nivel nos parece pertinente la

definicién usual:

“La recta x = k es una asintota vertical de la funcion y = f(x) sii alguno de los limites

laterales de la funcion en x =k es infinito”
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Figura 24. Método para hallar tangentes de Bézout.

Nuestra definicion para funciones algebraicas, viene inspirada por la definicién de
Bézout, que, en resumen, estudia lo que sucede con la subtangente y la ordenada al
origen cuando la tangente se va “tirando” hacia el infinito. En términos actuales,
consiste en calcular las coordenadas en el origen de la recta tangente en el infinito, si es
finito alguno de los limites AC = limy_ AT y AR =lim,_ AK . (véase Figura 24 y

para ver animacién pulsar en Animacién 12).

Segun Bézout : “Una curva tiene una asintota rectilinea cuando la tangente ‘tirada’
desde el extremo de algin ramo infinito de la curva encuentra al eje de abscisas u

ordenadas a una distancia finita del origen”

En el caso del nivel en lugar de curva, se adapta la definicion, a la grdfica de la
funcion. Aunque el profesor puede puntualizar a los alumnos que esto se puede
generalizar por ejemplo a curvas que ya han trabajado, como las hipérbolas, y les puede
mostrar otros ejemplos que seguramente les permitirdn ver, como hemos sefnialado

anteriormente, el horizonte del contenido.

Nuestra idea en esencia es que los alumnos hallen las asintotas horizontales u oblicuas a
partir de su pendiente y su ordenada al origen. Desde este enfoque, si m(x) = f'(x) es
la pendiente de la recta tangente en cualquier punto sobre la curva, entonces, la

pendiente de la asintota de la curva estara dada por el

m= lim m(x)
x—+oo
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y la ordenada al origen, n, la encontramos en el punto en el cual la diferencial coincide

con la funcioén, es decir, estard dada por

n= lim [f(x) -~ ma]

Es un cambio sutil con respecto a la definicién usual que se suele dar para el célculo de
las asintotas, pero no se estan utilizando més que los elementos que ya son familiares

al alumno: la pendiente de la recta tangente y la ordenada al origen.

Sin hacer ninguna secuencia de casos previos, haciendo lectura de los posibles
resultados, si los dos limites existen y m # 0. La funcién tendra una asintota oblicua, y
si m = 0 la asintota sera horizontal. En el caso de no existir ninguno de los limites, la

curva no tendré asintotas horizontales ni oblicuas.

Cabe anotar, que para funciones trascendentes no oscilantes este método también
funciona; con él, hemos resuelto los 15 ejercicios propuestos en las PAEU desde 1995 a
2009. Pensamos que es una manera natural de dar el salto a las asintotas en estos
niveles, mas aun cuando son este tipo de funciones en las que se plantean usualmente

hallar las asintotas tanto en los libros de texto como en las pruebas de selectividad.

Cuando ya los alumnos tienen estructuras mas formales relacionadas con las funciones
trascendentes oscilantes, se les puede plantear la definicién de asintota desde el enfoque

tradicional. Damos a continuacién u ejemplo del método.

Ejemplo 10: Halla las asintotas de la funcion f(x) = Vx? — 2x.

x—1
m=lim f'(x) = lim ——=1
x—>oof x—>001/x2 — 2x (36)

n= ;i_)rgj[f(x) —mx] = ;Lrgo (\/xz —2x —x) =-1

Las asintotas son oblicuas, una de ellas la recta y =x —1. Cuando x - —o0, con el
proceso andalogo resulta la otra asintota oblicua y = —x+ 1, que mostramos en la

Figura 13.
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Figura 25. Grafica y asintotas del ejemplo 10.

Ejemplo 11: Ejercicio de las PAEU. Halla las asintotas de la funcion f(x) = g2x~x%,

m=lim f'(x) = lime®***(2-2x) =0
X—>00 X—>00

n= J}i_)rrolo[f(x) —mx] = )}i_)ngo(ezx‘xz -0)=0 (37)

La asintota es horizontal y es la recta y = 0. Se puede ver en la figura 14.

Figura 26. Grafica de la funcién del ejemplo 11 sacado de las PAEU.

Podemos observar que aunque esta no es una funciéon algebraica es trascendente no

oscilante, y, como mencionamos anteriormente, el método funciona.
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Muchos procesos naturales se pueden describir mediante una funcién que describe la
evolucion temporal desde unos niveles bajos al inicio hasta acercarse a un climax
después de transcurrido cierto tiempo. Una funcién que permite observar este
comportamiento y que se les puede ensefiar como una buena aplicaciéon a la vida real a

los alumnos es la funcion sigmoide, cuya grafica presentamos en la figura 15.

La funcién sigmoide estd dada por f(x) = y estudiaremos su comportamiento

1
1+e™*
asintético con el mismo método que venimos trabajando:

m= 11m (x)=lm——==0
xX— f X—00 (1 + _x)z (38)

-~ )

n xl_)rglo[f(x) mx] = im (7 e
Cuando x — oo, tenemos como asintota horizontal la recta y = 1.

e—x

= llm f'(x) = — =0

—> w (14 eX)2
= Jm{rG) —ma] = lim (5o —0) =0

Cuando x = —oo, tenemos como asintota horizontal la recta y = 0.

-X

]

Figura 27. Sigmoide con sus asintotas.

Este es otro ejemplo de funcién que no es algebraica, y siendo trascendente es no

oscilante. Como hemos insistido previamente, este método es pertinente para el tipo de
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funciones que usualmente se trabaja en el curriculo y que, pensamos cubren
satisfactoriamente los estdndares de aprendizaje y competencias marcadas a nivel

oficial.
Segundo enfoque: Atencion a la diversidad con la mirada puesta en el MKT

Siguiendo con la perspectiva de Bézout, y con la notacién propia de la derivacion
implicita seguiremos la definiciéon pero ya no desde el punto de partida de Riccati (con
la mirada puesta en la pendiente de la recta tangente) sino desde el calculo de las
coordenadas en el origen de la recta tangente en el infinito, un enfoque que nos ha
parecido muy intuitivo y cuyo camino fue marcado por L’Hépital. Aunque ya lo
mencionamos anteriormente a manera introductoria, en términos actuales, la idea es
calcular las coordenadas en el origen de la recta tangente en el infinito, si es finito
alguno de los limites AC = lim,_,,, AT y AR = lim,_,, AK . (de nuevo véase Figura 12).
En caso de existir uno sélo de los limites, se tendra una recta paralela al eje horizontal,

si los dos existen, la asintota sera oblicua.
En la notacién actual, Z—z =f'(x)siy =f(x).

Pero aqui ya estamos bajo el supuesto que los alumnos han trabajado derivacion

. ;- .z d dx
implicita y que saben hallar dada la ecuaciéon de una curva tanto é como -y se les

ha enseniado su relacion.

Pues bien, partiendo del hecho de que ya saben hallar la ordenada al origen de la

asintota de una funcién mediante el limite:

n=_lim [f(x) —mx]

Utilizando la notaciéon de L’Hopital pero para curvas, se tendria:

= Jim [y

T T "

igualmente, para hallar la abscisa al origen de la asintota a la curva, llamandola t como
lo hizo Bézout:

t = lim
Xx—+oo

[ dx
x — —.

dy y
Asi, las coordenadas de las respectivas ordenada y abscisa al origen de las asintotas a
las curvas estan dadas por (0,n) y (t,0) en caso de que estas existan. Como ya hemos
mencionado anteriormente, caso de existir uno sélo de los limites, se tendra una recta

paralela al eje x, si los dos existen, la asintota sera oblicua.
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Debemos tener en cuenta, que no en todas las curvas se pueden expresar los limites en
términos de x, sin embargo, las que se plantean en estos niveles (e inclusive otras que

van un poco mas alla) si que se pueden dar explicitamente en dicha variable.

A los alumnos se les debe insistir en que lo que se pretende es hallar dos puntos de la
asintota para luego hallar su ecuacién. Los casos de la existencia o no de los limites

también se les puede plantear de manera muy visual, pero profundizaremos en ello.

Hemos encontrado un caso especial, en el cual, los dos limites coinciden y son cero.
Esto en efecto, significa que se trata de una asintota oblicua que pasa por el origen. Al

tener un solo punto, en este caso, basta calcular el limite de la pendiente de la tangente

en el infinito con los dos puntos, (0, y— Z—i . x) y (x - Z—; "y, 0). Esto es, hallar:

d
O
m= lim | ————
N
X dy y

Veremos lo sencillo que resulta aplicar el método para hallar asintotas en curvas que en

muchos casos, parecian estar fuera del alcance de los alumnos.

Ejemplo 12: Se puede plantear el mismo ejercicio del ejemplo 10, para que ellos

analicen los resultados y comparen sus resultados. Halla las asintotas de la funcion

y = f(x) = Vx2? = 2x.
La funcién se puede dar de manera implicita como y? = x2 — 2x, con y > 0.

Vamos a hallar los cortes de las asintotas con el método de Bézout:

—00 dx
t xl ( dx ) 1 (40)

Vemos que cuando x = o0, los puntos de corte con los ejes son (0,—1) y (1,0), con estos
dos puntos los alumnos ya pueden hallar la ecuacién de la asintota. De igual forma se
halla la asintota cuando x — —oo y vemos en los dos casos coinciden con el resultado

del ejemplo 10.
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. , ., x24+1 x%+1
Ejemplo 13: Halla las asintotas de la funcién f(x) = — Tenemos que y = —— con
lo cual

d
m = lim (y——y-x> =0
x—00 dx
1 ( dx 0 (41)
t= 1l —_— =
tim (2 Z57)

Vemos que cuando x — oo, el punto de corte con los ejes es el mismo (0,0). Este es el

caso que mencionamos anteriormente, por tanto, basta hallar:

d
N i
m= lim| — =1
| T dx
b dy y

Por tanto, la asintota pasa por el punto (0,0) y tiene pendiente 1, con lo cual, es la

rectay = x.

Con este método los alumnos pueden hallar asintotas de un gran ntimero de curvas, no
solo de funciones, como mencionamos anteriormente, por ejemplo hemos hallado por el
método las asintotas de la sigmoide inclusive. Lo haremos pero ya con las

simplificaciones en los célculos:

Ejemplo 14: Halla las asintotas de la funcién f(x) = Tenemos que y =

1+e™* ° 1+e™% "’
con lo cual:
: dy .
m = lim (y——-x) =lim(1+e¥—x)=o0
e*(1+e*—x) (42)

= i )= 1
t_xl—>I£10<x_E y)_ xggo (1+ex)2 -

Como existir uno sélo de los limites, se tendra una recta paralela a alguno de los ejes,
en este caso, al eje x y la asintota es horizontal y estda dada por la ecuacion y = 1. De
igual modo, al calcular los limites cuando x = —oo, resultara igualmente la otra asintota

horizontal y = 0.
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Secuencia de la propuesta

A lo largo del trabajo se han planteado diversos enfoques constructivos para abordar
conceptos propios del calculo. Destacamos que en todos los casos utilizamos un SCS
como herramienta de apoyo a la docencia. Nuestra propuesta en esencia plantea a modo

de declaracion de intenciones adoptar la siguiente secuencia curricular:
Antes del limite:

— Definicién de tangente a partir del método de Descartes.
— Meétodo de Hudde para hallar puntos de doble contacto y extremos.
— Lema de factorizacion para hallar la derivada desde el punto de vista algebraico.

— Caélculo visual para la determinacién de la derivada de las funciones seno y coseno.
Después del limite:

— Hallar asintotas horizontales y oblicuas a partir de la nocién de subtangente, con la

definicion de Bézout desde dos enfoques:

0 A partir de la pendiente de la recta (Versién Riccati)
0 A partir de los puntos de la ordena y la abscisa al origen de la asintota
(Bézout)

— Plantear la definicion de funciéon exponencial caracterizandola a partir de la

subtangente como lo plante6é Leibniz.





usuario
Cuadro de texto
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CONCLUSIONES

Al iniciar un trabajo se tienen algunas ideas, un material, un plan de trabajo. Sin
embargo, en el desarrollo del trabajo en si, se producen cambios en la perspectiva a
medida que se va profundizando en la apropiacién tanto de los conceptos, los

procedimientos, asi como de las ideas ajenas.

El empleo de software para trabajar aquellos procedimientos que, por su extension, se
vuelven tediosos y el encontrar en el articulo de Miguel de Guzméan la frase “Aunque
parece bastante obvio que el sabor de la matemdtica del futuro serd bastante diferente
del actual por razon de la presencia del ordenador, ain no se ve bien claro como esto
va a plasmarse en los contenidos de la enserianza primaria y secundaria” (Guzman,
2001). Hace que se sienta que se estd formando parte activa de ese proceso de
modernizacién de la matematica. El trabajo con el ordenador en aquellas partes de la
matematica que podemos llamar clésicas es, en ocasiones, un tanto mecanico, ya que
muchos de estos procedimientos ya se encuentran automatizados como es el caso, por
ejemplo, del calculo de derivadas o integrales. Sin embargo, cuando estas mismas
herramientas se emplean para facilitar calculos como los que requieren el método de
Descartes o el de Hudde, se hace necesaria una participacién més activa, ya que estos
procesos, poco conocidos, no se encuentran automatizados y por lo tanto se requiere un

trabajo que podemos llamar “de bajo nivel”.

El poder transmitir estas mismas inquietudes y necesidades de construccién a los

estudiantes hace que el proceso sea sumamente enriquecedor.

Desde un punto de vista didactico, hay una enorme recompensa al llevar a cabo
procedimientos que si bien resultan pobres en el sentido de su relativa poca capacidad
de generalizacién son, en compensacion, ricos en las posibilidades de comprensién,
debido a su estructura mas sencilla. Es probable que en el pasado se haya abandonado
el trabajo sobre estos métodos en razén a la desproporciéon entre el ingente trabajo de
calculos mecanicos requeridos en ocasiones, frente a los escasos problemas en los que se
pueden aplicar. Este panorama cambia al hacer su aparicién la tecnologia. En este caso
el trabajo engloba tres aspectos: en primer lugar el abordaje de los aspectos tedéricos que
son, en general, mas sencillos que los del contenido clasico. En segundo lugar el que
tiene que ver con la implementacién de estos procesos (de manera total o parcial) en los
diferentes SCS y, por ultimo, el que provee de una base nueva como punto de apoyo de

los resultados mas clasicos.

Aclaramos el parrafo anterior refiriendo sus elementos al caso particular de la obtencion

de la recta tangente a una curva mediante los puntos de doble contacto. Este problema
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se resuelve de manera clasica calculando la derivada y evaluandola en el punto en
cuestién. Los SCS hacen este cdlculo de forma automéatica. En cambio, al emplear el
método de Descartes, es necesario construir un polinomio adecuado que equilibre los
grados de los polinomios a izquierda y derecha del igual. Las ecuaciones resultantes
pueden ser resueltas empleando el SCS. Se obtienen las coordenadas del centro de la
circunferencia tangente, se puede graficar esta y obtener la recta tangente como la
perpendicular al radio en el punto de tangencia. Hay mas trabajo para hacer pero a la
vez se fijan mas las ideas involucradas. El empleo de construcciones mas complejas en
el graficador del SCS hace que se vaya consiguiendo mayor destreza en su manejo. Por
iltimo, se hace un trabajo en un nivel de transicién entre el dlgebra y el cédlculo en el
que, con recursos de aquella se resuelven problemas propios de este. Esto se constituye
en un transito mas suave y natural de un nivel al otro, ya que se comienza con la
manipulacién de algunos objetos propios del calculo pero empleando exclusivamente las
familiares herramientas del algebra, apoyandose, cuando los célculos se tornen tediosos,
en un SCS que ayuda a que lo complejo de los calculos no ensombrezca la sencillez del

método.

Gauss dijo, refiriéndose a su mania de cubrir los pasos intermedios que le habian
permitido lograr algunos de sus formidables resultados, que “el arquitecto retira los
andamios, una vez construido el edificio” aqui hemos intentado lo contrario, reconstruir
algunos andamios buscando que el trabajo matemaéatico sea més enriquecedor y por lo
tanto esté mas en consonancia con su misiéon de facultar a quien lo ejerce para resolver

problemas que requieren una alta dosis de ingenio.

La LOMCE en su Decreto (Ministerio de Educacién, 2015) establece unos contenidos
béasicos de aprendizaje, que hemos abordado desde un enfoque distinto al que
tradicionalmente se plantea en el curriculo y, por ende en los libros de texto de

Matematicas para el Bachillerato.

La historia que empieza con el antiguo problema de hallar las tangentes en su evolucion
ha conducido a la construccién de herramientas mateméticas muy potentes que han

permitido un amplio espectro de aplicaciones en su largo recorrido.

Estudiando una primera aproximacién algebraica al problema de las tangentes desde la
idea seminal de doble contacto que dio Descartes, se ha presentado una propuesta para
abordar el concepto de derivada en funciones algebraicas para que los alumnos puedan
entender y practicar las férmulas de diferenciacion antes de enfrentarse al concepto de
limite. Desde nuestra perspectiva, esta es una aproximacion elemental que facilita la
posterior introduccién del célculo diferencial. La definicién de derivada que se ha dado

y que es puramente algebraica se puede conectar posteriormente de una manera natural
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con la idea de la derivada como el “limite” de un cociente de diferencias utilizando el
lema de factorizacién (30). Un estudio mds profuso de cémo seguir por este camino de
tal forma que se logre ampliar a funciones méas generales, como las exponenciales,

trigonométricas y otras funciones trascendentales, se encuentra en Range (2016).

Los estudiantes pueden aprender todas las reglas de derivaciéon y algunas aplicaciones
estandar en un contexto que les es familiar y prescindiendo de conceptos nuevos y
abstractos que subyacen al concepto de limite y que supone la propia comprensiéon de

dicho concepto.

Aunque no se hace la demostracion en el documento, la regla de la cadena, es decir la
mas importante de las férmulas de diferenciacién, se puede deducir de una manera
completamente natural y elemental y se puede demostrar previamente a la regla del
cociente y del producto. Esto, en el contexto de ensenanza-aprendizaje, acerca mucho a
los alumnos a adquirir un aprendizaje significativo desde el propio concepto de
derivacién y, desde el enfoque competencial del curriculo a potenciar habilidades para

la adquisiciéon de conceptos mas abstractos.

Estudiar la derivada desde el doble contacto abre una via de acceso a tépicos propios
del analisis que involucran funciones reales. La versién de Carathéodory de
diferenciabilidad se puede usar de forma m&s amplia en los textos de calculo y anélisis.
Es una generalizacién natural del método de punto doble contacto, y permite realizar

pruebas simples de teoremas estandar del calculo tradicional.

A lo largo del documento se ha hecho evidente la forma en que, a cada paso conceptual
se avanzoé incorporando sistemas de calculo simbdlico que, mas alld de ser uno mas de
los estimulos tecnolégicos a los que estan expuestos los estudiantes en su vida cotidiana,
ha supuesto una herramienta que les permite evidenciar cudl es en verdad la funcion
principal de la tecnologia en el mundo real, no sélo en el aula. Aqui ya estan
trabajando en un contexto STEM, un nuevo enfoque del proceso de ensefianza-

aprendizaje de Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matematicas de manera integrada.

Gracias a las implementaciones que hemos disenado la competencia aprender a
aprender se trabaja de manera profusa con los discentes, ya que, ellos no sélo seran
receptores de informacién sino que se planteardn nuevas formas de abordar y resolver
problemas que otrora estaban fuera del alcance de todo aquel que no estuviese ligado

asiduamente al estudio de la Matemaética.

Los investigadores en Educacion Matemaética en general conocen la importancia que
tiene la visualizacion en la ensefianza-aprendizaje de la Matematica. Por ello, y siendo

conscientes de que en el curriculo se ven muchos conceptos desligados tanto de los
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conocimientos previos como de los interdisciplinares, hemos hecho una adaptaciéon de la
propuesta de la derivada del coseno y del seno de Palais (2001), utilizando el calculo
visual. En este caso, los conceptos previos a los que nos referimos son aquellos que

tienen que ver con la geometria analitica, y, la interdisciplinariedad, con la fisica.

El presentar una propuesta de definicion asintota alternativa a la que tradicionalmente
se muestra en los libros de texto, no es mas que una perspectiva propia de la coherencia
que debe existir entre los conocimientos previos de los estudiantes y los nuevos. Esta es,
desde nuestro punto de vista un enfoque que les afianzara conceptos y les permitira un
aprendizaje significativo desde la idea inicial de subtangente. Al igual que en los
conceptos previos, las animaciones que hemos disenado les permitird a los discentes
[43 b

ver” el concepto y de alguna manera entender el porqué de algunos procesos que en

muchas ocasiones realizan, en términos de Skemp, sin un conocimiento relacional.

Para atender a la diversidad, nos decantamos por presentar en un lenguaje actual, la
propuesta de asintota de Bézout, un método que viene de la idea precursora de
L’Hépital. Subyace a este método el concepto basico de hallar la ecuacién de una recta
teniendo dos de sus puntos. Tras de si nuevamente la idea del comportamiento de la
subtangente cuando el punto de tangencia se “tira” hacia el infinito. Aqui ya, con la
idea previa de ordenada al origen en la asintota para funciones, el aparataje que trae
consigo el concepto de limite y la nocién de derivacién implicita, para los discentes sera
una manera natural de ver las asintotas a curvas y, seguramente veran “con otros ojos”
la ecuacién de las asintotas a hipérbolas que se asumen por “acto de fe” cuando

trabajan previamente las cénicas como lugares geométricos a partir de 3° de la ESO.

El mundo de los “limites” nos fuerza a considerar el concepto de niimero mas alld de lo
que les es “familiar” a los estudiantes pero se debe allanar el terreno, una buena opcién
es mostrarles primero resultados a partir de su bagaje cognitivo de forma
constructivista para luego ampliar el horizonte a terrenos, que nada tienen que ver con
la intuiciéon. Por ejemplo, jqué de natural tiene la base “natural” e para funciones
exponenciales? Es por ello que nuestra secuencia propone introducir el concepto de
funciéon exponencial después de que se ha trabajado el concepto de limite desde la
caracterizacion que dio Leibniz. En este sentido resaltamos la coherencia con los

conocimientos previos del alumno.
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ANEXOS

2
Procedimiento para hallar la derivada de y =% con el método de Descartes

utilizando el Sistema de Calculo Simbdlico de SAGE. En el cuerpo del trabajo se
expuso la solucién del mismo ejercicio con Mathematica.

Cédigo en Octave para calcular la derivada de la funcién y = f(x) = xP/? con p y gq
naturales (q # 0), mediante el método de Hudde. Al compilar sélo se introducen los
valores de p y q el programa arroja el polinomio de Hudde y la derivada.
Animacién 1: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra del método de
Descartes.

Animaciéon 2: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de la
interpretacién de doble contacto.

Animacién 3: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de las proyecciones
sibre los ejes de un punto que se mueve sobre la circunferencia goniométrica.
Animacién 4: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de la construccién
de la funcién seno a partir de la circunferencia goniométrica.

Animacién 5: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de la construccién
de la funcién coseno a partir de la circunferencia goniométrica.

Animacién 6: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para visualizar
simultdneamente las animaciones 4 y 5.

Animacién 7: Video PM4 de animacion elaborada en Geogebra para visualizar en
cada punto, la recta con pendiente igual al coseno.

Animacién 8: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para visualizar que
a recta con pendiente coseno es tangente a la curva y = sin(x).

Animacién 9: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para visualizar el
vector tangente a la circunferencia de radio 1 y su relacién con la velocidad.
Animaciéon 10: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para visualizar
simultdneamente la funcién y = sin(x) y su derivada.

Animacién 11: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para visualizar la
nocion de asintota desde la definicion de Castel.

Animacion 12: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para visualizar la

nocion de asintota desde la definicién de Bézout.



Anexo 1:

2
Procedimiento para hallar la derivada de y = xle con el método de Descartes utilizando el Sistema de Célculo Simbodlico de SAGE. En el cuerpo

del trabajo se expuso la solucién del mismo ejercicio con Mathematica.

a,r,h,A,B,C= SR.var('a,r,h,A,B,C")
f(x)=(x-h)"2%(x-1)"2+x"4-r"2%(x-1)"2
f.expand()
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g(x)=((x-a) " 2% (x"2*¥A+x*B+C))
g.expand()

A 9 2 9 7 3 2 2
x = Aa*x? =2 Aac® + Ax* +Batx—2 Bax® + Bx’ + Ca* —2 Cax + Cx?

p(x)=f-g
p.expand()

Y 2 4 ) 2 T 2 ) 3 3 v P b b, 9 2.2 2 2
X —Aatxi 424’ — At —Batx+2Baxt +hixi =it —Bx — 2t 123t —Cat 2 Car—2 x4 2ty —Ox At =2 A Rt -t = 2 4+ x

‘ p.coefficients(x)

[[x = —Ca*+h*—rt x0],[x> —Ba*+2Ca-2h*+2¢" -2hx e 1].[x = —Aa*+2Ba+h* —r* —C+4h+1.x 2], [x > 24a-B-2h-2x—3].[x» —A+2.x > 4]]

R.<a,r,h,A,B,C> = QQ[]
J=ideal(-C#*a™2 + h™2 - r~2,-B¥a™2 + 2%(C*a - 2%h"2 + 2%p~2 - 2%h, -A¥a®2 + 2%B*a + h*2 - r*2 - C + 4%h + 1,2%A%a - B - 2%h - 2,-A+2 )

J1=J.elimination_ideal([A,B,C,r])
J1

—3ah—a+nQa,r.h,AB.C]

H(h)}=J1.gen(0)
H.collect(h)

h »—)2&4—5a3—3a3—(a3—3a2+3a— Dh—a

iz 3 2
a-3a+3a—q
e ——.0)

(@33 @23 a-1) vpor Q= (5!: ﬁ) en el punto 0

Por lo tanto la tangente es la recta perpendicular a la que pasa por P = (h, U) = (




Anexo 2.
Cé6digo en Octave para calcular la derivada de la funcién y = f(x) = xP/4 con p y q naturales (q # 0),

mediante el método de Hudde. Al compilar sélo se introducen los valores de p vy q el programa arroja el
polinomio de Hudde y la derivada.

Editor

Archivo Editar Ver Depurar Ejecutar Ayuda

i mEE B AR B QL o0 Y "
Doblecontacto.m %
2 clc
2 clear all
3 syms xamyACTrs
4 clc
5 printf{ [ t 3 1 i i 3 ¥
6 disp( - );
7  p=input( )i
8 g=input( )i
9 printf("\nf /9, p)
18 C=0;
11 disp("Ssi )
12 printf( .4, P)
13 printf( f ,q.p)
14 r=y-a’p,;
15 s=m*a’g;
16 Ffor i=1 : p+1
17 C=C+nchoosek(p,i-1)*rM{p-(1-1))*sr(1i-1);
18 endfor
19 C=m"p*yhq-C;
28  printf( t i
21 [isp(C);

22 c=symZpoly(C,y);
23 s=size(c)(Z);

24 [—for i=s:-1:1

25 H(i)}=s5-i;

26 endfor

27 printf( ¥
28 disp(H);

29 C=0;

30 [|for i=i:s

31? c{i)y=c(i)*(s-1});

32 C=C+c(i)*y"(s-1);

33 endfor

34 printf( ]
35 disp(C)

26 C=0;

37 Jfor i=i:s-1

38 C=C+c(i)*y"(s-1-1);

39 endfor

48 printf( )
41 disp(C)

42 C=subs(C,y,a™p);

43 printf( tit Pl
44 disp(C)

45 printf( ]

46 s=sclve(C==0,m);

47 disp(s)

48
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Anexo 3. Animacién 1: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra del

método de Descartes.

Anexo 4. Animacién 2: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de la

interpretacion de doble contacto.

Anexo 5. Animacién 3: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de las
proyecciones sibre los ejes de un punto que se mueve sobre la circunferencia

goniomeétrica.

Anexo 6. Animacién 4: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de la

construccion de la funcién seno a partir de la circunferencia goniométrica.

Anexo 7. Animacién 5: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra de la

construccion de la funcién coseno a partir de la circunferencia goniométrica.

Anexo 8. Animacién 6: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para

visualizar simultdneamente las animaciones 4 y 5.



Anexo 9. Animacién 7: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para

visualizar en cada punto, la recta con pendiente igual al coseno.

Anexo 10. Animacién 8: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para

visualizar que a recta con pendiente coseno es tangente a la curva y = sin(x).

Anexo 11. Animacién 9: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para

visualizar el vector tangente a la circunferencia de radio 1 y su relacion con la

velocidad.

Anexo 12. Animacién 10: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para

visualizar simultdneamente la funcién y = sin(x) y su derivada.

Anexo 13. Animacién 11: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para

visualizar la nocién de asintota desde la definicion de Castel.

Anexo 14. Animacién 12: Video PM4 de animacién elaborada en Geogebra para

visualizar la nocién de asintota desde la definicién de Bézout.
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