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Introduccion

La presente memoria se debe a la realizaciéon de un trabajo de fin de Grado
en Matematicas y consiste, como indica su titulo, en una introduccién a la
Teoria de las Sicigias, centrada en ideales y médulos graduados finitamente
generados sobre el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo.

El resultado central sera el famoso Teorema de las Sicigias, de David
Hilbert, el cual forma parte de los tres grandes teoremas del Algebra Con-
mutativa demostrados por Hilbert a finales del siglo XIX: el de las Sicigias,
el de la Base y el de los Ceros. Todos ellos son teoremas fundamentales que
tienen multiples aplicaciones en Geometria Algebraica, Teoria de Ntimeros o
Combinatoria, entre otras ramas de las matematicas.

En el primer capitulo de la memoria introduciremos las nociones basicas
que necesitaremos mas adelante, como anillos, médulos y complejos gradua-
dos, e introduciremos los conceptos centrales del proyecto, que son las re-
soluciones libres graduadas, las sicigias y los invariantes de las resoluciones
libres minimales graduadas, ademas de enunciar al final el Teorema de las
Sicigias. En el segundo capitulo daremos una demostracion de dicho teo-
rema utilizando herramientas del Algebra Homolégica, basicamente algunas
propiedades del funtor Tor y el complejo de Koszul. En el tercer capitulo
daremos una demostraciéon constructiva basada en las bases de Groebner.
Finalmente, en el cuarto capitulo estudiaremos algunas consecuencias del
Teorema de las Sicigias, sobre todo en lo que refiere a la funcion de Hilbert,
que fue lo que motivé en su primer momento el estudio de las sicigias.
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Capitulo 1

Resoluciones Libres y Sicigias

El problema que se nos plantea cuando tenemos un ideal I del anillo de
polinomios k[x1, ..., z,] es conocer su estructura. Ya sabemos que [ estara fini-
tamente generado, pues k[z1, ..., ,] es un anillo noetheriano por el Teorema
de la Base de Hilbert (ver [AM, 7.5] o [CLO1, Chapter 2]). Si dichos gene-
radores fueran libres, ya conocerifamos cémo es I, pues seria isomorfo (como
modulo) a una potencia finita del anillo de polinomios, y habriamos acabado.
Sin embargo, si consideramos al menos dos generadores, esto no ocurrird y di-
chos generadores tendran unas relaciones lineales (con coeficientes polindmi-
cos, claro) que complicardn este estudio (por ejemplo, fg —gf =0si fyg
estan entre los generadores).

Es entonces donde entran en juego las sicigias, que seran las relaciones
(lineales) entre dichos generadores (primeras sicigias), las relaciones entre los
generadores de estas primeras sicigias (segundas sicigias), etcétera. Lo que
viene a decir el Teorema de las Sicigias es que este proceso terminard en
algin momento, es decir, que llegaremos a un modulo de sicigias que serd un
modulo libre y las sicigias de una base suya constituirdan el médulo 0.

Por otro lado, nos interesaran aquellos ideales que heredan la estructura
graduada de k[z1, ..., z,], pues en ellos el proceso descrito arriba se traslada
a cada componente homogénea del ideal, que serd un k-espacio vectorial,
y nos permitira hallar la dimension sobre k£ de cada una de ellas, lo que
determinara la funcién de Hilbert, que definiremos mas adelante. En el tltimo
capitulo veremos que esto ya supone una gran cantidad de informacion.

Los conceptos y resultados que se utilizardn en este capitulo (y bésica-
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mente en toda la memoria) son los bésicos de Algebra Conmutativa, y se
pueden encontrar en las referencias de la bibliografia. Practicamente todos
ellos se pueden encontrar en [AM], que quizd sea el libro mas elemental de
entre los citados, aunque una referencia mas completa es [Eis1]. Por tanto, no
entraremos en dichos detalles para no extender innecesariamente la memoria.

Notacién. La notacién que usaremos a lo largo de toda la memoria sera la
siguiente:

N=1{0,1,2,3,...},
k serd un cuerpo,

S el anillo de polinomios k[zy, ..., x,] (el contexto nos dird cual es n, el
nimero de indeterminadas),

a = (ay,...,ay,) los elementos de N,

la| = a1 + ...+ ay,

x* =7 - 20" los monomios de S,
f=>Aux" serd un polinomio genérico de S,

Rad(/) y ann(/) denotaran el radical y el anulador del ideal I, respecti-
vamente,

R sera un anillo graduado, aunque normalmente serda un cociente de S
por un ideal homogéneo,

m serd el ideal maximal homogéneo de S, es decir, m = (z1,...,x,), ¥
rank(M) serd el rango de un R-mdédulo libre M.

Ademas, normalmente los elementos de R™ se escribiran en negrita.

1.1. Anillos graduados

La principal propiedad del anillo de polinomios que nos va a interesar
es que es graduado, es decir, que sera suma directa de grupos, cumpliendo
cierta propiedad con el producto. Concretamente,
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Definicién 1.1. Sea R un anillo. Diremos que es graduado si existen sub-
grupos {R; }ien de R tales que

1. R =@,y Ri (como grupos), y
2. RZRJ C Ri+j7 Vi,j € N.

R; se denomina componente homogénea i-ésima de R y a sus elemen-
tos, f, elementos homogéneos o formas de grado i de R, y escribiremos

deg(f) = i.

Si f € R, se escribe de forma tnica como f =) ficon f; € Ry fi =0
salvo para una cantidad finita. Decimos entonces que f; es la componente
homogénea i-ésima de f y definimos su grado como deg(f) = max{i/f; #

0}.

Observemos que de RyRy C Ry se deduce que Ry en realidad es un sub-
anillo de R, y de RygR; C R; se deduce que cada R; es un Ry-moddulo, y la
suma directa es suma directa de Ry-modulos.

Por otro lado, podriamos haber definido un anillo graduado de la misma
forma, pero utilizando un monoide (conmutativo) cualquiera que no tenga
por qué ser N (ver [Eisl, Section 1.5]), y se seguiria cumpliendo que Ry
es un subanillo de R, los R; son Rg-moédulos y la suma directa es suma
directa de Ryp-mddulos (donde 0 es el neutro del monoide). En nuestro caso,
utilizaremos N, pero no habria ningtin problema en considerar Z, sélo que
raramente necesitaremos considerar grados negativos.

En cuanto al anillo S = k[zy, ..., 2,], tenemos una graduacién natural,
aunque hay otras formas de graduarlo (ver [DFX, Seccién 3.12]):

Definicién 1.2. Dado un monomio x* € S, decimos que tiene grado deg(x®)
= |a]. Si f =) Ax* € S, decimos que tiene grado deg(f) = méx{|a|/ o #
0}, v decimos que es homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo
grado.

Definimos en S la graduacion estandar por:

Si ={f € S/f es homogéneo con deg(f) =1i}.

Es claro entonces que la graduacion estandar es realmente una graduacion
en S, pues la propiedad S;S; C S;1; equivale a |a + | = |a| + |5].
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Observacion 1.3. No hay que confundir el grado de un polinomio f =
dAax® € 5, deg(f) = méax{|a|/A\a # 0}, con su multigrado respec-
to a un orden monomial, que definiremos més adelante como mdeg(f) =

max{a/\, # 0}.

Ahora lo que nos interesara sera ver cuando un ideal de un anillo graduado
hereda esta propiedad:

Proposicién 1.4. Sea I un ideal de un anillo graduado R = @, R;. Son
equivalentes:

1. Si f € 1, entonces toda componente homogénea de f estd en I.
2. I =&,y 1i (como grupos), donde I; = I N R;.
3. I estd generado por sus elementos homogéneos.

4. I tiene un sistema de generadores homogéneos.

A todo ideal que cumpla estas propiedades se le denomina ideal homogéneo
o graduado de R, y a I; se le denomina componente homogénea i-ésima
de I.

Demostracion. Primero, las implicaciones 1 = 2, 2 = 3y 3 = 4 son
triviales. Veamos la implicaciéon 4 = 1: Dado f € I, por hipdtesis, se puede
escribir como f =" ;a;jgj, donde los g; son generadores homogéneos de I y
los a; elementos homogéneos de RR. Basta agrupar los a;g; del mismo grado
para ver que cada componente de f esta en I. O

Ademas, cumplen las siguientes propiedades:

Proposicién 1.5. Sean R un anillo graduado e I un ideal homogéneo de R.
Entonces:

1. Rad(I) es homogéneo.
2. ann(I) es homogéneo.

3. Si I es finitamente generado, podemos tomar un sistema de generadores
homogéneos finito.



1.1. ANILLOS GRADUADOS 11

4. 1 es primo si, y solo si, para todos f,g € R homogéneos con fg € I se
cumple que f €1 6 g€ I.

Demostracion. 1. Sea f = f1 + ... + f. € Rad({) con f; homogéneo y
deg(fi;) < deg(fi+1). Entonces existe un n € N con f" € I. Por ser [
homogéneo, cada componente de ™ estd en I, y por ser f{* la de menor
grado, se tiene que f* € I, es decir, f; € Rad(I). Por induccién, como
f—fi=fa+ ...+ fr € Rad(]), llegamos a que cada f; estd en Rad([l),
por lo que este es homogéneo.

2. Sea f = fi+...+ f. € ann(I) con f; homogéneo y deg(f;) < deg(fi+1),
y sea g € I homogéneo. Entonces, 0 = fg = fig+...+ frg, y deg(fig) <
deg(fi11g9). Por tanto, f;g = 0 para cada i, es decir, f; € ann([) para
cada i, por lo que ann(/) es homogéneo.

3. Basta tomar las componentes homogéneas de los elementos de un sis-
tema de generadores finito.

4. Laimplicacién hacia la derecha es trivial, veamos la otra. Sean f,g € R
con fgel, f=f+..+f,9=g +..+gs con f; homogéneo y
deg(fi) < deg(fi+1), e igual para las g;. Supongamos que fi, ..., fj_1,
g1, G—1 € I, pero fj, g ¢ I, para ciertos j, k. Entonces (f — fi —
o= fim)lg—91 — . — gk—1) = figr + ... € I, y como I es homogéneo
y [jgr es la componente de menor grado, deducimos que f;gr € I.
Pero fi,gx ¢ I, por lo que llegamos a una contradiccién. Por tanto,
fi,..,fr €l yentonces f€l, éq,...,9s € 1 yentonces g € I.

]

Observacién 1.6. Con la graduaciéon estandar, es claro que todo ideal mono-
mial de S es homogéneo, pero no al revés. Por tanto, los resultados que ob-
tendremos se aplican como caso particular a los ideales monomiales, que son
muy importantes en Algebra Conmutativa.

Por otra parte, también los cocientes heredaran la graduacion:

Proposicion 1.7. Sea [ un ideal homogéneo del anillo graduado R. En-
tonces:

1. R, C I,;.
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2. RII = @,.n(R/1); = @,cn(Ri/L;) (como grupos), donde (R/I); =
Ri/I; y (R/1);(R/I); C (R/I)i+;. Es decir, R/I adquiere de forma

natural una graduacion a partir de la de R.

3. La biyeccion entre los ideales de R que contienen a I y los ideales de
R/I se restringe a los ideales homogéneos.

Demostracion. 1. Inmediato de I; C R;.

2. Como I; C R; y son grupos conmutativos, podemos considerar el grupo
R;/I;. Ahora, es bien conocido que @, . Ri/ B,cn i = P,en(Ri/ ).
Para obtener el resultado, basta tomar como (R/I); la contraimagen
por dicho isomorfismo de R;/I;.

3. Resulta sencillo usando sistemas de generadores homogéneos.
O

En el resto de la memoria tomaremos como R un anillo graduado de la
forma S/I, con I un ideal propio homogéneo de S, considerando en S la
graduacion estdndar y en R la obtenida en la proposicion 1.7. Observemos
que S = S/0 y 0 es un ideal homogéneo de S, por lo que S entra dentro de
los anillos graduados de la forma R = S/1.

Por comodidad de notacién, denotaremos también por m al ideal m/[
de R = S/I (nétese que si I es un ideal propio homogéneo de S, entonces
I Cm).

En realidad, las propiedades que iremos usando de estos anillos seran
las siguientes, por lo que muchos de los resultados que veremos se podran
generalizar a anillos graduados que cumplan alguna de estas propiedades:

Proposicién 1.8. Sea R =S/ con la graduacion estindar. Entonces:

1. R es un anillo noetheriano y por tanto, cada ideal homogéneo tiene un
sistema de generadores homogéneos finito.

2. Ry & k vy, por tanto, todo R; es un k-espacio vectorial (ademds, de
dimension finita).

3. @~ Ri = m, que es un ideal homogéneo maximal de R. De hecho, es
mdximo entre los ideales homogéneos propios.
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4. R = Ro G m.

Demostracion. 1. Por el teorema de la base de Hilbert, S es noetheriano, y
como los ideales de R son los cocientes de los ideales de S' que contienen
a I, se deduce que también estan finitamente generados.

2. Sale de que Ry = Sy/ly = k/Iy = k, donde el primer isomorfismo en
realidad es un isomorfismo de anillos, y el segundo isomorfismo sale de
que Iy =1NSy=1Nk=0, por ser I un ideal propio.

3. Se deduce de que S = Sy @ (P,-; i) = k & m. Que sea maximo entre
los ideales homogéneos se deduce de que todo ideal homogéneo propio
de S estd contenido en m y de que la biyeccién entre ideales de S que
contienen a [ e ideales de R se restringe a ideales homogéneos.

4. Inmediato de 3.

1.2. Mobdulos graduados

Como vimos en la seccién anterior, no sélo los anillos se pueden graduar,
sino que sus ideales también. Como la nocién de ideal de un anillo R se
generaliza a la nocién de R-médulo, cabe esperar que los médulos también
se puedan graduar, y que dicha graduacion guarde relacion con la del anillo.
Recordemos que estamos tomando R = S/I con I homogéneo y S con su
graduacion estandar.

Definicion 1.9. Sea M un R-moédulo. Diremos que estd graduado si existen
subgrupos {M;}ieny de M tales que

1. M =@,y M; (como grupos), y
2. RiM; C M;y;, Vi, j € N.
M; se denomina componente homogénea i-ésima de M y a sus elementos,

m, elementos homogéneos o formas de grado i de M, y escribiremos
deg(m) = 1.
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Si m € M, se escribe de forma tnica como m = ). m,; con m; € M; y
m; = 0 salvo para una cantidad finita. Decimos entonces que m; es la com-
ponente homogénea i-ésima de m y definimos su grado como deg(m) =

max{i/m; # 0}.

De nuevo, de RyoM; C M; se deduce que M; es un Ry-modulo, y como
Ry = k, en realidad, cada M; es un k-espacio vectorial y la suma directa es
suma directa de k-espacios vectoriales.

Y como ocurria con ideales, se tiene que:

Proposiciéon 1.10. St M es un R-mddulo graduado, entonces admite un
sistema de generadores homogéneos, que serd finito st M es finitamente ge-
nerado.

Por otro lado, podemos cambiar la graduacién de un modulo graduado
M, simplemente desplazando sus grados, lo cual resultara de gran utilidad
en lo que veremos posteriormente.

Definicién 1.11. Dada la graduacién M = @, M;, definimos la gradua-
cién de M desplazada o trasladada (shifted en inglés) como M (p), donde
M (p); = M;1p. A p € Z se le denomina desfase (shift en inglés).

Normalmente nos interesaremos por desplazamientos de la forma M (—p),
con p > 0. Observemos que M (—p), = My, es decir, si p > 0, los elementos
homogéneos de M (—p) tienen grados que van desde p “hasta co”. Y como
estamos considerando las graduaciones en N (grados no negativos), no surgen
incoherencias si p > 0.

Ejemplo 1.12. El ejemplo de médulo graduado que mas usaremos, y que se
obtiene a partir de R mediante desplazamientos, sera el mdédulo libre M =
R(—p1)®...® R(—p,) (suma directa de R-mé6dulos). Su graduacién se define
sobre la base canénicade R", {ey,...,e.},cone; = (0,...,0,1,0,...,0), donde
el 1 esta en la posiciéon i-ésima:

Definimos deg(e;) = p; o, de forma equivalente,

M; ={m = quej/qj es homogéneo y deg(q;) =i —p,} =
j=1

= Rip(e1) ... ® Rip, (),
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donde la suma directa es suma directa de k-espacios vectoriales, y donde
R;_,,(e;) denota al k-espacio vectorial formado por productos de un elemento
de R;_,, por e;.

Por otro lado, también nos interesara considerar subméddulos gradua-
dos, cocientes graduados, homomorfismos graduados, sus nucleos, etc. To-
das estas cuestiones las abordamos ahora de forma concisa. Omitimos las
demostraciones de las dos siguientes proposiciones, por ser similares a las de
las proposiciones 1.4 y 1.7, respectivamente.

Proposiciéon 1.13. Sea N un submdodulo de un R-mddulo graduado M =
B, cn M;. Son equivalentes:

1. Sin € N, entonces toda componente homogénea de n estd en N.
2. N =@,y Ni (como grupos), donde N; = N N M;.
3. N estd generado por sus elementos homogéneos.

4. N tiene un sistema de generadores homogéneos.

A todo submoddulo que cumpla estas propiedades se le denomina submaddulo

homogéneo o graduado de M, y es un modulo graduado con la graduacion
heredada de M, N = @@,y Ni.

Proposicion 1.14. Sea N un submodulo homogéneo del R-mddulo graduado
M. Entonces:

I

1. M/N = @,cn(M/N); =2 @,on(M;/N;) (como grupos), donde (M /N );
M;/N; y Ri(M/N); C (M/N);+;. Es decir, M/N adquiere de forma
natural una graduacion a partir de la de M.

2. La biyeccion entre los submaodulos de M que contienen a N y los submodu-
los de M/N se restringe a los submaddulos homogéneos.

Definicién 1.15. Decimos que un homomorfismo ¢ : M — N entre R-
modulos graduados es graduado de grado 7, 6 simplemente de grado 1,
si lleva elementos homogéneos en homogéneos y deg(é(m)) = i + deg(m),
para todo elemento homogéneo fuera de ker(¢). Si ¢ tiene grado 0, diremos
simplemente que ¢ es graduado. El conjunto de homomorfismos de grado ¢
de M en N lo denotaremos por Hom;(M, N).
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En [Pee, 2.7] se ve que, aunque en general es @, . Hom;(M,N) C
Hom(M, N), si M es finitamente generado entonces se da la igualdad, es
decir, Hom(M, N) también es un R-mddulo graduado.

Ahora, una propiedad inmediata de los homomorfismos graduados es que
sus nucleos, imagenes y contucleos son homogéneos:

Proposicién 1.16. Si¢ : M — N es un homomorfismo graduado, entonces
ker(¢) y Im(¢p) son submddulos homogéneos de M y N, respectivamente, y
Coker(¢) es un R-mddulo graduado.

Y para finalizar la seccién, daremos unos resultados que seran fundamen-
tales en el resto de los capitulos, y que en particular, nos dan una prueba de
que si M es graduado y libre, entonces tiene una base formada por elementos
homogéneos, lo que quiere decir que las graduaciones de R"™ son todas de la
forma R(—p1) ® -+ @ R(—py).

Para ello, usaremos una version graduada del lema de Nakayama, que no
es un caso particular de [AM, 2.6, 2.7] (nétese que m no estd contenido en el
radical de Jacobson de S). Sin embargo, esta versién tiene una demostracién
mas sencilla.

Lema 1.17 (de Nakayama). Sean J un ideal propio homogéneo de R y M
un R-mddulo graduado finitamente generado. Se cumple que:

1. Si M = JM, entonces M = 0.

2. SiM = JM+N, donde N es un submddulo homogéneo de M, entonces
M = N.

Demostracion. Basta ver 1, pues para 2 tomamos M/N. Si M # 0, tomamos
m un generador homogéneo de grado minimo sobre M, entonces m € JM,
y como los elementos homogéneos de J tienen grado positivo, llegamos a la
contradiccién deg(m) > deg(m). O

Teorema 1.18. Sean M un R-mddulo graduado finitamente generado y M =
M/mM, que es un k-espacio vectorial de dimension p, finita. Se cumple que:

1. Si {my,...,/m,} es una base de M, con m; un elemento homogéneo
de M, entonces {my,...,my,} es un sistema minimal de generadores
homogéneos de M .
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2. Todo sistema minimal de generadores homogéneos de M se obtiene
como en 1.

3. Todo sistema minimal de generadores homogéneos de M tiene p ele-

mentos, y de los cuales, dimy(M;) tienen grado i.

Demostracion. 1. Se tiene que M = mM + (my, ..., m,,), por lo que, por el
lema de Nakayama, M = (my, ..., m,). Si {my, ..., m,} no fuera minimal,
tendriamos m; = Z#j a;m;, y pasando al cociente, m; = Zi# a;m;,
lo que es absurdo.

2. Si {mq,...,m,} es un sistema minimal de generadores homogéneos de
M, entonces claramente {7y, ...,m,} genera M. Si no fueran una base,
habria un sistema de generadores estrictamente contenido, que al pasar
a M como en 1, formarian un sistema de generadores de M estricta-
mente contenido en {my,...,m,}, lo que es una contradiccién.

3. Inmediato de 1 y 2.

Finalmente, obtenemos el resultado que habiamos anticipado:

Teorema 1.19. Sean M un R-mddulo graduado libre finitamente generado y
{ma, ..., ms} un sistema minimal de generadores homogéneos. Entonces forma
una base de M y, en particular, la aplicacion ¢ : R(—p1) ® -+ ® R(—ps) —
M, tal que p(e;) = m;, es un isomorfismo de grado 0.

Demostracion. Sea ¢ : R® — M tal que p(e;) = m;, y sea N = ker(p). Por
el teorema anterior, se deduce que N C mR*, pues {my, ..., M} es una base
del k-espacio vectorial M/mM, donde s = dimy(M/mM) = rank(M).

Ahora, M = R*/N, por lo que existen g1, ..., gs € R® tales que {g;,...,g,}
forma una base del R-médulo R*/N. Por tanto, R® = (gi,...,8s) + N =
(g1, ...,8s) + mR*, por lo que, por el lema de Nakayama, se deduce que R® =

<g1a "'7gs>-

Por otro lado, (g1, ...,gs) N N = 0, pues si tomamos ay, ...,as € R tales
que a1g1+...+asgs € N, entonces a8+ ... +asg8s = 0 en el R-médulo R*/N,
de donde se deduce que a; = ... = a; = 0. Por tanto, R® = (g, ...,8s) ® N,
lo que implica que N = 0, es decir, ker(¢) = 0, {m4,...,m} es una base de
M y ¢, el isomorfismo buscado. ]
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1.3. Complejos graduados

El proceso que decribimos al principio del capitulo sobre las sicigias se
traducira en una resolucion libre sobre el ideal en el que estamos interesados.
Por ello necesitamos introducir las resoluciones libres, que son en particular
complejos de modulos. Y como queremos realizar el proceso de forma gra-
duada, tenemos que introducir los complejos graduados de mddulos. Pero
para ver la motivacién de todo esto, comenzaremos con la nocién de sicigias
y presentacion de un modulo asociados a un sistema de generadores.

Definicién 1.20. Sea M un R-moédulo con generadores fi, ..., fs € M. De-
finimos las sicigias del sistema de generadores F' = {fi, ..., fs} como todo
elemento (ay, ..., as) € R* tal que a1 f1+...+asfs = 0. Denominamos médulo
de sicigias de F' al R-médulo

Sic(f1,. fs) = {(a1,...,as) € R°Jayf1 + ... + asfs = 0}.

Observemos que realmente Sic(f1, ..., fs) es un R-mddulo, de hecho, es un
submoédulo de R?. Para verlo, definimos la aplicacion € : R® — M tal que
e(e;) = fi, para i = 1,..., s. Entonces, se cumple que Sic(f1, ..., fs) = ker(e).

Por otra parte, si M es graduado y fi, ..., fs son homogéneos con deg(f;) =
a;, entonces € : R(—ay) ®...® R(—as) — M tiene grado 0y Sic(fi, ..., fs) es
un modulo graduado. En ese caso tenemos, por tanto, sicigias graduadas.

Las sicigias son entonces las relaciones lineales con coeficientes en R de los
generadores de un R-mdédulo. Se puede sospechar, por tanto, que juegan un
papel importante en la estructura de un moédulo, como habiamos comentado
al comienzo del capitulo. Esto viene dado por la nociéon de presentacion:

Definicién 1.21. Sea M un R-mdédulo con generadores fi,..., fs € M. Se
denomina presentacién de M respecto al sistema F' = {fi,..., fs} a todo
homomorfismo ¢ : R' — R® tal que, si € : R® — M es la aplicacién
anterior, es decir, €(e;) = f;, entonces la siguiente sucesion

RS R M—0
es exacta, es decir, Im(yp) = ker(e) = Sic(f1, ..., fs)- A la matriz A de ¢ en
las bases candnicas se le denomina matriz de la presentacion.

Si M es graduado y los f1, ..., fs son homogéneos, llamamos presentacion
graduada de M respecto a F' a toda presentacion de grado 0 de la forma
©:R(=b)®..® R(=b;) — R(—a1) ® ... & R(—ay).
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Observemos ahora que dar una presentacién de M respecto a F' consiste
en dar unos generadores G = {gy,...,g} del médulo Sic(fy, ..., fs), ya que
entonces obtenemos una presentacién ¢ : R — R® dada por ¢(e;) = g;.
Reciprocamente, dada una presentacién ¢ : R' — R*, de la condicién
Im(p) = ker(e) = Sic(f1,..., fs) se deduce que {¢(e1),...,p(e;)} es un sis-
tema de generadores de Sic(fi, ..., fs). De hecho, las columnas de la matriz
de la presentacién, A, generan el médulo de sicigias.

Ahora ya podemos afirmar que los generadores de un médulo junto con
sus sicigias (en resumen, una presentacion de dicho médulo) determinan com-
pletamente su estructura:

Proposicién 1.22. Sean M y N dos R-mddulos generados por F = { f1, ..., fs}
y G = {q1,...,9s}, respectivamente, tales que ¢ : R® — R® es una pre-
sentacion de ambos respecto a F' y a G. Entonces M = N. En el caso gra-
duado el isomorfismo es de grado 0.

Demostracion. Basta observar que M = R*/Sic(f1,..., fs) = R*/Im(yp)
R?/Sic(g, ..., gs) = N.

Ol

Antes de continuar, podemos preguntarnos qué relacién hay entre los

modulos Sic(f1, ..., ft) v Sic(g1, ..., gs), donde { f1, ..., fi} v {g1, .., gs} son ge-
neradores de un mismo moédulo M:

Definicién 1.23. Decimos que dos R-médulos M y N son equivalentes si
existen R-moédulos libres L y L' talesque M @ L= N @ L'.

Proposicién 1.24. Sean M y N dos R-mddulos generados por F' = { f1, ..., fi}
y G = {g1,...,9s}, respectivamente. Si M y N son equivalentes, entonces
Sic(f1, ..., ft) v Sic(gy, ..., gs) son equivalentes. Esto ocurre en particular si
M = N.

Demostracion. Observemos que basta considerar el caso en el que M = N.
Es decir, basta ver que si F' = {f1,..., fi} v G = {91, ..., gs} son generadores
de M, entonces Sic(fi, ..., f;) y Sic(gi, ..., gs) son equivalentes.

Definimos el homomorfismo € : R — M tal que e(e;) = f;,si 1 <i <
t,y e(ejr) = gj, si 1 < j < s. Definimos también 7 : R"** — M tal que
ne:) = fi,sil<i<t ynlej)=0si1<j<s.
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Por otra parte, si g; = Z;l a;;f;, con a;; € R, entonces definimos ¢ :
R — R tal que p(e;) = e;, 81 1 <i <ty plejey) = D5, aije; + €jur,
si 1 < j < s. Tenemos entonces el diagrama conmutativo siguiente, donde es
sencillo comprobar que ¢ es un isomorfismo, ya que lleva la base canénica en
otra base:

Rt*s i> Rtts
€l In
M M

Por lo tanto, tomando los nticleos de € y 71, obtenemos que
Sic(fl? ceey ft: g1, -+ gs) = Sic(fla ceey ft) & RS-

De la misma forma, obtenemos que Sic(fi, ..., ft, g1, ---, gs) = Sic(gy, ..., gs)D
R!, y se concluye el resultado. O

Ahora, dados unos generadores F' = {fi, ..., fs} de M y una presentacién
¢ R — R, yavimos que G = {g1,...q:} = {¢(e1),...,(e;)} son unos
generadores de Sic(fy, ..., fs). Podemos ahora considerar una presentacién
Y 1 R* — R' de Sic(fy,..., fs) respecto al sistema G. Esto nos da una
sucesion de homomorfismos:

RS RS RS M — 0,

que verifica que Im(v)) = ker(y), Im(p) = ker(e) y € es sobreyectiva, es decir,
Im(e) = ker(0) en el diagrama.

Vemos que podemos iterar este proceso indefinidamente o hasta llegar
al médulo cero. Este era el proceso descrito al comienzo del capitulo, y que
motiva el estudio de complejos de modulos, que empezamos a continuacién.
Como el anillo que consideraremos en toda la secciéon siempre sera el mismo,
R, escribiremos “médulo” en vez de “R-médulo”.

Definicién 1.25. Un complejo de médulos F 6 (F,d) es una sucesién
de médulos {F;}icz junto con homomorfismos d; : F; — F;_;, llamados
diferenciales de F', tales que d;,_1d; = 0:

F=. o FE, "™ p %p
Diremos que es un complejo por la izquierda si F; = 0, Vi < 0. Lo

llamaremos complejo sobre un modulo M si es un complejo por la izquierda
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y existe un homomorfismo € : Fy, — M tal que ed; = 0 (a € se le llama
aumento).

Finalmente, diremos que es un complejo graduado si cada F; es gradua-
do y cada d; tiene grado 0 (igualmente, un complejo sobre M es gruaduado
si ademas de ser un complejo graduado, el aumento tiene grado 0).

En general se dice que F; es la componente de grado homolégico 7 de
F, y en el caso graduado, como F; = @jeN F; ;, se dice que F;; tiene grado
homolégico i y grado interno j. Como en el caso de modulos gradua-
dos, definimos el complejo desplazado o trasladado (en grado homolégico)
F(p), como aquel obtenido a partir de F mediante F'(p); = Fp4;.

Como la condicién d;d; 11 = 0 es equivalente a Im(d;+1) C ker(d;), tenemos
las siguientes definiciones naturales:

Definicién 1.26. Llamamos i-ésimo modulo de homologia del complejo
F a Hz = HZ(F) = ker(di)/Im(dHl) También se definen ZZ = Zl(F) =
ker(d;), B; = B;(F) = Im(d;+1), como los médulos de ciclos y bordes,
respectivamente. Diremos que F es exacto o aciclico (resp. en F;) si H; = 0,
para cada ¢ (resp. para dicho 7).

Por lo visto en la seccién 1.2, si la diferencial d es graduada, los médulos
de homologia estdn graduados mediante la féormula H; = €., H;;, con
Hi; = Zi;/Bij;.

Por otro lado, como hemos construido nuevos objetos, que son los com-

plejos y los complejos graduados, necesitaremos definir los morfismos entre
estos objetos y sus subobjetos:

jez

Definicién 1.27. Dados dos complejos (F,d) y (G, d), un homomorfismo
de complejos, ¢ : F — G, es una sucesion de homomorfismos ; : F; —
G tales que

wi—1d; = O0ip;

para cada ¢ € Z. Si F y G son graduados, diremos que ¢ es graduado de
grado ¢ € 7Z si cada ; tiene grado ¢ (el mismo para todo 7).

Teniendo en cuenta el siguiente diagrama (el cual siempre hay que tener
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presente cuando tratamos con homomorfismos de complejos),

F: .— F %% ., .
i | Lwia
G: ... — Gz i) Gi—l — ...

se observa que ¢; lleva ciclos en ciclos y bordes en bordes, por lo que se
puede comprobar facilmente que estd bien definida y es homomorfismo, la
aplicacién

Hi(p) : Hi(F) — Hy(G) : [ — @i(f),
donde si ¢ tenia grado ¢, entonces H;(y) tiene grado g.

En cuanto a los subcomplejos:

Definicién 1.28. Decimos que (G, ) es un subcomplejo de (F,d) si G; C
F;, y las inclusiones z; forman un homomorfismo de complejos (en otras pa-
labras, si 0 es la restriccién de d a G).

Ahora bien, si F es graduado, observemos que podemos construir los
subcomplejos (como k-espacios vectoriales, no R-médulos) F;, cuyo k-espacio
vectorial en grado homoldgico 7 es F; ;, y cuya diferencial d; ; es la restriccién
de d; al grado interno j. Ademds, como F; = @,y Fij v di = D ey dis
tenemos que F estd graduado en el sentido de que F = @ jeN F;.

JjeN

A F; lo llamaremos componente homogénea o graduada de grado j
de F. Claramente, por ser H; = P,y Hi; = @,y Hi(F;), F serd exacto si,
y solo si, cada F; es exacto.

Finalmente, la tltima nocién que nos interesara sobre complejos sera la
de homotopia:

Definicién 1.29. Decimos que dos homomorfismos de complejos ¢, :
(F,d) — (G,0) son hométopos, y se escribe ¢ ~ 1, si existen homo-
morfismos h; : F; — G, tales que ¢; — ¢; = Oip1h; + hi_1d;, i € Z. A la
familia de homomorfismos h; se le denomina homotopia.

Hay que tener siempre en cuenta el siguiente diagrama:

d;
o — Fy — F — F, — ..

hi Lo =i hi

0;
e — Gi—i—l —+1> GZ — Gi—l — ...
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Cuando F, G, ¢ y v son graduados (¢ y ¢ del mismo grado c), si ¢ ~ 1)
mediante una homotopia h, dicha A no tiene por qué ser graduada, pero
si podemos extraer de ella otra homotopia h’ entre ¢ y 1 que si estara gra-
duada, de la siguiente forma:

Definimos h; : @jGN FZL'J‘ — @jEN Gi,j CcOomo h; = ZjeN(pi,jJrChiq’i,j)’
donde g; ; : Fij — @ ;cn Fij es la inmersion j-ésima, y pij : D,y Gij —
G, ; es la proyeccion j-ésima. Entonces claramente h; es un homomorfismo
de grado ¢, y se puede comprobar facilmente que ¢; — ¥; = 0;11h; + h_,d;.

Dos propiedades importantes de las homotopias son las siguientes:

Proposicién 1.30. Si ¢ ~ v, entonces H;(v) = H;(¢), para cada i € 7.

Demostracion. H;(p) — H;(¢)) = Hi(p — ) = H;j(Oiy1hi + hi—1d;) = 0. La
tltima igualdad se debe a que, si x € ker(d;), entonces h;_1d;(x) = 0y
Oit1hi(x) € Im(d;14), es decir, 9;41h;(z) = 0. O

Corolario 1.31. SiId : F — F es homdtopa al homomorfismo 0, entonces
F es exacto.

1.4. Resoluciones libres graduadas

De entre todos los complejos, nos interesaran los que son complejos sobre
un moédulo M, que ademas estén formados por modulos libres y sean exactos.
Con mas precision:

Definicién 1.32. Llamamos resolucién libre sobre un médulo (finitamente

generado) M a un complejo por la izquierda (F,d) (F; = 0si ¢ < 0), tal que
cada F; es un modulo libre finitamente generado y el complejo

d; d; d
o —F B F S, — .. —F-5F-SM-—0

es exacto (en particular, € es sobreyectivo y M = Fy/Im(dy)).

Si ademés F;, M, d; y € son graduados (con d; y € de grado 0), entonces
se llama resolucién libre graduada de M.

Cuando tengamos un modulo finitamente generado, siempre podremos
construir una resolucién libre, y si es graduado, podemos construir la reso-
lucién de forma graduada. Recogemos este hecho en la siguiente proposicion,
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cuya demostracién hay que tener en cuenta como un “algoritmo” para hallar
resoluciones libres (no da un procedimiento del todo explicito, pero casi):

Teorema 1.33. Si M es un modulo finitamente generado, entonces admite
una resolucion libre. Si ademds M es graduado, se puede construir dicha
resolucion de forma graduada.

Demostracion. Basta ver el caso graduado, pues el caso general es igual pero
sin tener en cuenta la graduacion. Lo realizaremos por induccion en ¢ € N:

Para i = 0: Escogemos generadores homogéneos de M, M = (my, ..., m,),
con deg(m;) = a;. Definimos Fy = R(—a;) ® ... ® R(—a,) y € : Fy — M
utilizando la base candnica graduada de Fy: €(e;) = m;. Claramente € es un
homomorfismo graduado de grado 0 y sobreyectivo (es decir, Fp — M — 0
es una sucesién exacta).

Para ¢ > 1: Tenemos definidos Fy, ..., F;_1 v €,dy, ...,d;_1. Como F;_; es
un médulo noetheriano (R"™ es noetheriano, ver [AM, 6.4]), tenemos que
ker(d;_1) es un médulo graduado finitamente generado. Escogemos genera-
dores homogéneos suyos, ker(d;_1) = (fi,...,f), donde deg(f;) = b;. Defini-
mos F; = R(—b1)®...®&R(—bs) y d; : F; — ker(d;_1) utilizando igualmente la
base: d;(e;) = f;. De nuevo, d; es un homomorfismo graduado sobreyectivo,
y extendiéndolo a d; : F; — F;_1, tenemos que F; — F,_1 — F; 5 es
exacta (pues por construcciéon, Im(d;) = ker(d;_)). O

Podemos recordar el paso i-ésimo mediante el siguiente diagrama:

F; — Fy —= F,.

N
ker(di,l)

En dicho proceso, si los generadores de M nos vienen dados, lo que debe-
mos hacer para hallar generadores (homogéneos en el caso graduado) de
cada mddulo ker(d;), es resolver los sistemas de ecuaciones lineales (en R)
d;(f) = 0, donde d; estard dada por una matriz (ya que es una aplicacién
lineal entre médulos libres).

Observemos que lo que estamos haciendo al construir una resolucién libre
de M es justo lo que habiamos descrito al principio: dados unos generadores
(homogéneos en el caso graduado) de M, hallamos ker(e), que es el médulo
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de sus “relaciones”, es decir, de sus sicigias, y vamos hallando las relaciones
entre los generadores de cada ker(d;), sucesivamente.

En general, no podremos garantizar que siempre terminemos el proceso.
Como ya hemos comentado, lo que garantizara el Teorema de las Sicigias de
Hilbert sera que hay una resolucién libre que si que termina, y que, de hecho,
es mas “pequena’ que el resto de resoluciones libres. Es lo que se denomina
resolucién libre minimal graduada, que definimos ahora (en la definicién y los
dos lemas siguientes, hacemos la consideracién e =dy, d_1 =0y M = F_1):

Definicién 1.34. Sean M un R-moédulo graduado finitamente generado y
F una resolucién libre graduada sobre M. Decimos que F es minimal si,
dada una base {f1,..., fs} de F;,; formada por elementos homogéneos, las
imagenes d;1(f1), ..., dit1(fs) € F;, forman un sistema de generadores mini-
mal de ker(d;) C Fj, para cada i > —1.

Lo primero que debemos hacer es comprobar que esta definicion es correc-
ta, es decir, que no depende de la base de F;; escogida. Esto nos lo garantiza
el siguiente lema:

Lema 1.35. Sean M y N dos R-mddulos graduados y ¢ : M — N un
homomorfismo graduado, donde M es libre y finitamente generado. Sean
{fi, [} y{g1, .., g+ } dos bases de M formadas por elementos homogéneos.
Si {o(f1)y -, 0(fr)} es un sistema de generadores minimal de Im(p), en-
tonces {p(g1), ..., 0(gr)} también lo es.

Demostracion. Supongamos que {¢(g1), ..., ©(g-)} no es minimal. Podemos
suponer entonces que existen by, ..., b._1 € R tales que ¢(g,) = Z::_ll bip(gi),
y sean a;; € R, con 1 <i,7 <7, tales que f; = Z;Zl a; ;g;-

En notacién matricial (usando la notacién obvia, m = (mq,...,m,) y
e(m) = (p(my), ..., p(m,.)), donde my, ...,m, € M), si escribimos

b= (bl,‘..,br_h—l)7 A= (CLZ‘J‘) y C:I:)AA_1

(A es invertible), entonces b = cA y c¢ia1, + ... + ¢a,, = —1. Por tanto,
existe un ¢; cuya componente homogénea de grado 0 es no nula.

Como los ¢(f1), ..., o(f) son homogéneos, tomando las componentes ho-
mogéneas de menor grado en la expresion

0=b-¢(g) =cA-p(g)=c- o),
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obtenemos una combinacién lineal de ¢(f1), ..., (f,) con un coeficiente no
nulo que estd en k = Ry (la componente de grado 0 de ¢;) y podemos poner
©(f;) como combinacién lineal del resto, por lo que {¢(f1),...,o(f)} no es
minimal, en contradiccién con el enunciado. O

Y ahora, tenemos la siguiente caracterizacion, que serd la que nos intere-
sard en muchos casos:

Lema 1.36. Una resolucion libre graduada F de M (finitamente genera-
do) es minimal si, y solo si, ker(d;) = di11(Fiy1) C mF;, para cada © € N
(recordemos que m = (x1, ..., T,) ).

Demostracion. Supongamos que para un cierto ¢ > —1, existe un elemento
homogéneo g € ker(d;; 1) que no estd en mF;,q, por lo que es de la forma
g= fr—z#r q; fj, donde los ¢; son homogéneos y { fi, ..., f,} una base de Fj;,
formada por elementos homogéneos. Entonces, di1(f;) = >_,., ¢;di+1(f;), es
decir, los elementos d;41(f;) no forman un sistema minimal de generadores
homogéneos de ker(d;).

Reciprocamente, supongamos que para cierto ¢ > —1, los d;1(f;) for-
man un sistema de generadores homogéneos de ker(d;), pero no minimal,
donde {f1, ..., f+} es como antes. Entonces, podemos suponer que d;1(f,) =

, id;1(f;). Por tanto, f = f, — > . i f: esta en ker(d;,1), pero no en
j#r GGi+1\J jr 43 J i +1), P
mFiH. ]

Como comentamos antes, las resoluciones libres minimales graduadas
seran las mas “pequenas” entre todas las resoluciones libres graduadas de
un moédulo graduado M. En particular, esto supondra que, salvo isomorfis-
mo de complejos, s6lo habra una resolucion libre minimal graduada. Esto es
lo que detallamos con mas precision en la siguiente definicion y el siguiente
teorema:

Definicién 1.37. Llamamos complejo trivial corto (graduado) a todo

aquel de la forma 0 — R(—p) 1, R(—=p) — 0, p > 0. Y llamamos
complejo trivial a todo aquel que sea suma directa de complejos triviales
cortos, donde la suma directa de complejos {(Fy,dy)}aca se define como el
complejo F tal que F; = @ o4 Fui, ¥y di = P cad

acA Yay-

Teorema 1.38 (de unicidad de la resolucién minimal). Sea M un R-
modulo graduado finitamente generado:
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1. Si F es una resolucion libre minimal graduada de M, y G es otra
resolucion libre graduada de M (minimal o no), entonces existe un
complejo trivial T tal que G = F @& T (donde el isomorfismo es de
grado 0).

2. Dos resoluciones libres minimales graduadas de M son isomorfas y
ademds mediante un isomorfismo de grado 0.

Demostracion. El apartado 2 se deduce inmediatamente del 1, el cual no
demostraremos aqui por ser la demostracién larga y técnica. Ver [Pee, Section
9], que a su vez requiere [Pee, Section 6]. ]

Por tanto, para cada R-mddulo graduado M finitamente generado, por
1.33 existe una resolucién libre minimal graduada de M, y por 1.38, ésta es
Unica. Ademads, por cémo se ha definido, nos da una descripciéon de “cémo
es la estructura” del médulo M sin ninguna informacién “extra”, ya que lo
que hacemos en cada paso ¢ de la resolucion es tomar un sistema minimal de
generadores homogéneos del médulo de relaciones o sicigias i-ésimas.

Antes de pasar a la siguiente seccién, hacemos una observacién sencilla
pero que tendra importancia en capitulos posteriores:

Proposicién 1.39. Sea [ un ideal de R. Entonces,

di di d
i —F "B S, — . —F-5SE-51-—0

es una resolucion libre sobre I si, y solo si,

s B M N B -SR-—R/I—0

es una resolucion libre sobre R/1, donde el ultimo homomorfismo es el paso
al cociente.

En el caso graduado, con las graduaciones estindar en R, I y R/I, una
resolucion es minimal graduada si, y solo si, lo es la otra.

Demostracion. Es consecuencia directa de que Im(e) = I y el ntcleo del paso
al cociente también es I. O
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1.5. Sicigias e invariantes

Aunque ya hayamos definido las sicigias de un sistema de generadores de
un R-modulo, un caso especial seran las de un sistema minimal de generadores
homogéneos. La ventaja de este caso particular serd que dichos médulos de
sicigias vienen dados por la resolucion libre minimal graduada del médu-
lo, por definiciéon. Definiremos también algunos invariantes y, al final de la
seccion, para concluir el capitulo, enunciamos el Teorema de las Sicigias de
Hilbert.

A lo largo de esta seccion, M serd un R-moédulo graduado finitamente
generado y F su resoluciéon libre minimal graduada.

Definicién 1.40. Llamamos i-ésimo moédulo de sicigias de M al submodu-
lo Sic;(M) = ker(d;—1) = Im(d;) C F;_1, para i > 0. Se define también
Sico(M) = M. Se llaman simplemente sicigias i-ésimas a los elementos de
Sic;(M) C Fi_;.

Lo primero que hay que tener en cuenta es que, segun el convenio de
indices que hemos adoptado, Sic;(M) es un submédulo de F; 1, y no de F;.

Por otro lado, tenemos el siguiente par de propiedades inmediatas de las
sicigias:

Lema 1.41. 1. .. — F; diny F -5 Sic;(M) — 0 es la resolucion
libre minimal graduada de Sic;(M).

Ahora pasamos a definir los invariantes de las resoluciones libres gradua-
das de M:
Definicién 1.42. Se definen:

1. Ntimeros de Betti: De M sobre R son los niimeros b¥(M) = rank(F;).

2. Nimeros de Betti graduados: De M sobre R son los numeros
bt (M) = ¢;p, donde F; = @ o R(=p)“» (b',(M) < oo pues F; es
finitamente generado).

3. Dimensién proyectiva: De M sobre R es dpg(M) = max{i € N/bf*(M)
# 0}.
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Si el contexto nos dice cudl es el anillo R, pondremos simplemente b;(M),

Observacién 1.43. Para resoluciones libres cualesquiera de M, G, se suele
definir su longitud como long(G) = mix{i € N/G; # 0}. Por tanto, en
particular, dpp(M) = long(F). Igualmente, podriamos haber definido sus
nimeros de Betti como rank(G;), y andlogamente la versién graduada.

Observacién 1.44. También hay que tener en cuenta que, si i > 0,
b (M) =) bl (M).
p=0

Una propiedad interesante de los niimeros de Betti graduados es la si-
guiente:

Proposicién 1.45. Sea ¢ = min; deg(m;), donde my,...,m, es un sistema
minimal de generadores homogéneos de M (por 1.18, dicho ¢ no depende del
sistema minimal elegido). Entonces, bfp(M) =0, siempre que p < i+ c.

Demostracion. Lo haremos por induccién en i (grado homoldgico).

Para i = 0: Como €(e;) = m;, estd claro que deg(e;) = deg(m;), por lo
que Fj no tiene elementos de grado menor que ¢, es decir, bgp(M ) =0, si
p<ec.

Suponiendo que se cumple para ¢ > 0, vedmoslo para ¢ + 1: Por ser la
resolucion minimal, tenemos que los d;;1(e;) forman un sistema minimal de
generadores homogéneos de ker(d;) C mF;. Por tanto, como los elementos
homogéneos de F; tienen grado p > ¢ + ¢, entonces los e; tienen grados
p > 1+ 1+ c. Esdecir, F;;1 no tiene elementos de gradop <it+1+c¢. 0O

Observacién 1.46. Se suele denotar por min(M) al nimero ¢ de la proposi-
cién anterior, es decir, min(M) = min; deg(m;), y también se define max(M)
= méx; deg(m;). Como antes, ni max(M) ni min(M) dependen del sistema
minimal de generadores homogéneos, por 1.18. Por tanto, la proposicién an-
terior se puede escribir como bf%,(M) = 0, Vp < i+ min(M).

Finalmente, enunciamos el Teorema de las Sicigias de Hilbert. Damos
primero la versién no graduada y después la graduada:
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Teorema 1.47 (De las Sicigias de Hilbert). Tomando S = k[xy, ..., x,],
todo S-maodulo finitamente generado M admite una resolucion libre finita de
longitud a lo sumo n.

Teorema 1.48 (De las Sicigias de Hilbert, versién graduada). Toman-

do S = k[xq,...,x,], y M un S-mddulo graduado finitamente generado, se
verifica que
dpg(M) < n.



Capitulo 2

Una demostracion homoldgica
del Teorema de las Sicigias

En este segundo capitulo daremos una demostraciéon del Teorema de las
Sicigias utilizando herramientas de Algebra Homoldgica.

Una de ellas sera el funtor Tor (en lenguaje homoldgico, sera el funtor
derivado del funtor “tensorizar”, aunque no entraremos en detalles sobre
esto), que nos permitira considerar una resolucion libre minimal graduada del
modulo k£ = S/m sobre S (o del ideal m, por 1.39), en lugar de una resolucién
libre minimal graduada del médulo en cuestion que estamos considerando.

Seguidamente, construiremos dicha resolucion libre minimal graduada de
k sobre S, que serd el complejo de Koszul sobre x4, ..., x,,. Utilizaremos que
los nimeros de Betti se pueden escribir en términos de Tor, y como podremos
considerar el complejo de Koszul, obtendremos como cota superior de dpg la
dimension proyectiva de k sobre S, que serd n. Esto concluira la demostracion
del teorema.

Para el desarrollo de este capitulo, necesitaremos unos preliminares de
Algebra Homolégica, que iremos desarrollando en cada seccién. Algunos no
los demostraremos, por brevedad, pero se pueden encontrar en cualquier libro
sobre el tema, por ejemplo, en [Wei).

31
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2.1. El homomorfismo conector

Un hecho crucial en Algebra Homoldbgica es que una sucesion exacta corta
de complejos da lugar a una sucesion exacta larga de médulos, mediante los
modulos de homologia y un homomorfismo especial, llamado homomorfis-
mo conector. Todo ello vendra dado por el famoso lema de la serpiente.
Para nuestros propdsitos, no necesitaremos considerar el caso graduado en
esta seccion.

Definicién 2.1. Una sucesién exacta corta (de mddulos o de complejos)
sera un complejo exacto de la forma

0—A-B %50 —o.

Aunque no lo hayamos hecho, claramente podemos considerar complejos
de complejos y decir cuando estos son exactos, de la misma forma que con
modulos. Basta definir el niicleo e imagen de un homomorfismo de complejos
como el complejo formado por los niicleos e imagenes de cada homomorfismo
de médulos (con diferenciales las restricciones de las diferenciales correspon-
dientes).

Segin esto, observemos que una sucesion de complejos 0 — F NEIN

F' 25 F” — 0 es exacta corta si, y sélo si, cada sucesién 0 —» F, LN
F! 2% F' — 0 es exacta corta.

Lema 2.2 (de la serpiente). Dado un diagrama conmutativo de R-mddulos
de la forma siguiente, con las filas exactas,

A — B — (C — 0

Lf Ly Lh

0o — A — B — (),

existe un homomorfismo 7 : ker(h) — Coker(f) tal que la siguiente sucesion
es exacta:

ker(f) — ker(g) — ker(h) — Coker(f) — Coker(g) — Coker(h)

(los otros homomorfismos de este diagrama son las restricciones y pasos al
cociente de los homomorfismos de las filas en el primer diagrama).
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Demostracion. Daremos la definicién de 7. Escogemos x € ker(h), por la
exactitud de la primera fila, existe y € B contraimagen de x. Se tiene que la
imagen de g(y) en C’ es 0, y por exactitud de la segunda fila, existe z € A’
contraimagen de ¢g(y). Definimos 7(z) = Z.

La comprobacion de que 7 esta bien definida, es homomorfismo, y la suce-
sion citada es exacta es lo que se suele denominar una “caceria de diagramas”,
solo requiere seguir el diagrama. Omitimos los detalles por brevedad. Con-
viene tener en mente el diagrama siguiente:

ker(f) — ker(9q) —  ker(h)
\J 3 1
A — B — C — 0
! 1 1
0 — A — B — '
\ 3 3
Coker(f) — Coker(g) — Coker(h).

]

Teorema 2.3 (Sucesién exacta larga de homologia). Dada una sucesion
exacta corta de complejos

0—F-LF -5 —0,
existen homomorfismos 7; : H(F") — H;_1(F) tales que la siguiente suce-
sion de modulos es exacta:

i

e Hi (F") 75 1, 0) %) ey 9 g, 0y 7 |, (F) —
A 1 se le denomina homomorfismo conector.

Demostracion. Vamos a utilizar la notacion de la definicion 1.26 y aplicare-
mos el lema de la serpiente dos veces. Consideramos primero, para cada i, el
diagrama siguiente
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De donde deducimos, por el lema, que las filas del siguiente diagrama son
exactas para cada :

/B < F/Bj 5 F//B — 0
\L d l/ d l/ d"
0 — Z, Loz, L oz
pues la segunda fila es la sucesién de nicleos de d;_4, d;_; y d!_; (donde
ademads f; es inyectiva, Vi), y la primera fila es la sucesién de contcleos de d;,
d; y d! (donde ademés g; es sobreyectiva, V7). De nuevo, aplicando el lema,
obtenemos la sucesién exacta

H(F) "9 gry M9 g ey T g (F)

Y basta unir cada una de estas sucesiones.

o g @) Y g @,

Por otro lado, ahora 7; viene dado de la siguiente forma:

Cogemos la clase T € H;(F"), existe un y € F] con g(y) = z. Se tiene que
g(d'(y)) = 0y, por tanto, existe un z € F;_; tal que f(z) = d'(y). Finalmente,
se tiene que d(z) = 0 y se define 7;(Z) = Z. El siguiente diagrama puede
ayudar a visualizarlo:

2 ' — 0

<

0o — F L F

(2

\Ld \Ld/ \Ld//
0 — F, L F, % F', — 0
\l/d \l/d/ \l/d//

0 — Fo 5 F., % F', — 0.
También podriamos haber definido asi los homomorfismos conectores 7;
y haber demostrado directamente el teorema, sin pasar por el lema de la
serpiente. En realidad, estariamos haciendo lo mismo. O]

Un corolario inmediato, que es una de las primeras consecuencias funda-
mentales del teorema, es el siguiente:

Corolario 2.4. Dada una sucesion ezxacta corta de complejos como en el
teorema antertor, si dos son exactos, el otro también lo es.

Observemos que si lo que nos interesa es mirar la exactitud de una reso-
lucién, no nos importa tanto considerar homomorfismos graduados, pues lo
que nos interesa es saber cuando los médulos de homologia se anulan.
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2.2. El funtor Tor

En esta seccién introduciremos de la forma mas elemental posible el funtor
Tor. Para ello, haremos uso de algunas propiedades del producto tensorial,
las cuales no demostraremos (se pueden consultar en [AM, Capitulo 2] o
cualquier libro de Algebra Conmutativa).

Empezamos con un lema que nos sera de utilidad:
Lema 2.5 (de elevacién). Sean M y N dos R-mddulos, f : M — N un

homomorfismo, y sean (F,d) y (G, 0) resoluciones libres sobre M y N con
aumentos € y n, respectivamente (ver la definicion 1.25). Entonces:

1. Existe un homomorfismo de complejos ¢ : ¥ — G que extiende a f,
es decir, tal que fe = nypy.

2. Siv: F — G es otro que cumple lo mismo, entonces p ~ .

Ademds, si M, N, F, G son graduados y f, 1 son graduados de grado q, ¢
y la homotopia se pueden elegir de grado q.

Demostracion. Como se verd a lo largo de la demostracién, no es necesario
que M y N sean finitamente generados, ni que el complejo F sea exacto, ni
que los G; sean libres. Lo haremos por induccién en el grado homolégico.

1. Para v = 0: Tengamos presente el diagrama:

s R R S M — 0
iSOO if
o1

— G 35 GG L N — 0.

Tomamos una base de Fy, {my, ..., m,} (graduada en el caso graduado),
y contraimégenes n; € Gy de f(e(m;)) a través de n (n es sobreyecti-
va). Definimos entonces ¢g(m;) = n; y extendemos ¢y por linealidad.
Claramente, nyy = fe, y en el caso graduado, ¢ tiene grado ¢ si f
tiene grado q.
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Para ¢ > 1: Supongamos que tenemos definidos ¢y, ..., ¢;—1 como en el
enunciado. Tengamos de nuevo presente el diagrama:

d;

— I = Fi Fig  —
1o dvi L via
— Gy i) G Oy Gi_o —

Tomamos de nuevo una base de F;, {m,...,m} (graduada en el caso
graduado). Se cumple que

3i—190i—1dz‘(mj) = Soi—2di—1di<mj> =0,

por lo que ¢;_1d;(m;) € ker(0;_1). Por exactitud, existe n; € G; tal que
0;(n;) = pi—1d;(m;). Definimos entonces ¢;(m;) = n; y extendemos ¢;
por linealidad. Como antes, se verifica que @, _1d; = 0;;, y en el caso
graduado, ¢; tiene grado ¢ si f, ¢, ..., p;—1 tienen grado q.

. Observemos que basta considerar el caso f = 0y ¢ = 0, ya que en

el caso general, ¢ — 1 y 0 elevan al homomorfismo 0 y encontrar una
homotopia entre ¢ y ¥ es lo mismo que entre ¢ — ¢ y 0.

Para ¢ = 0: Ahora el diagrama que consideramos es:

s R R S M - 0
v ho Lo 0 L0

e 6 N — o

Volvemos a tomar la base {my,...,m,} de Fy. Como miy(m;) = 0, por
exactitud, existe x; € Gy tal que 0;(x;) = 1o(m;). Definimos entonces
ho(m;) = z; y extendemos hg por linealidad. Se verifica que 1y = 01hg
y que hg tiene grado ¢ en el caso graduado.

Para ¢ > 1: Supongamos que tenemos definidos hy, ..., h;_1. Considera-
mos el diagrama:

— Fpn ™R S R, —
\L d}i-‘rl )/ h’l \l/ ¢Z \/ hi—l \L QZ]’i—l
— Gi+1 % Gz i) Gi,1 —

Tomamos de nuevo la base {my,...,ms} de F;. Como

0; (Vi — hi—ad;)(my) = (io1 — Oihi—1 — hi—ad;—1)d;(m;) = 0,
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entonces por exactitud, existe z; € Gy tal que O0iy1(x;) = (¢Y; —
hi—1d;)(m;). Definimos entonces h;(m;) = x; y extendemos h; por li-
nealidad. Se verifica que ¥; = 0;,1h; + h;_1d; y que h; tiene grado ¢ en
el caso graduado.

O

El siguiente corolario inmediato es lo que nos interesard mas adelante
para definir Tor. Veamos la similitud con el teorema 1.38. En aquel caso
obteniamos que todas las resoluciones libres minimales graduadas de un
moédulo graduado (finitamente generado) son isomorfas. Ahora vemos que
lo mismo ocurre para todas las resoluciones libre de un médulo (finitamente
generado) M, pero sélo en los médulos de homologia.

Corolario 2.6. Sean F y G dos resoluciones libres de un R-maodulo M.
Entonces existen homomorfismos de complejos p : F — G yv : G — F
que extienden a la identidad en M y tales que Y ~ Idg y o ~ Idg. En el
caso graduado, p, ¥ y las homotopias se pueden definir graduadas de grado

0.

Ahora, utilizando la propiedad universal del producto tensorial, definire-
mos productos tensoriales de homomorfismos y veremos que de esta forma
podremos formar un complejo mediante productos tensoriales, que serd lo que
utilizaremos para definir Tor. Incluimos antes, por completitud, la propiedad
universal del producto tensorial, que se puede consultar en [AM, 2.12]:

Teorema 2.7. Dados R-mddulos My, ..., M,., existe un R-modulo M| ® ... ®
M, y una aplicacion multilineal @ : My X ... x M, — M; ® ... ® M, tales
que:

1. Para todo R-mddulo N y toda aplicacidn multilineal f : My X ... X
M, — N, eziste un unico homomorfismo f: M1 ® ... @ M, — N tal

que f = f ®.

2. 81T es otro R-modulo junto con una aplicacion multilineal t : My X
o X M, — T que cumplen la propiedad 1, entonces existe un unico
isomorfismo ® : My ® ... @ M, — T tal que & Q) =t.

Lema 2.8. Dados homomorfismos de R-modulos f: M — P yg: N —
Q, existe un unico homomorfismo, que denotaremos por f @ g: M @ N —»
P®Q, tal que (f ® g)(m®@n) = f(m)® g(n) para todos m € M, n € N.
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Demostracion. Definimos la aplicacién bilineal f xg: M x N — P®(Q) dada
por (f x g)(m,n) = f(m) ® g(n). Por la propiedad universal del producto
tensorial, existe un tnico homomorfismo f ® g: M @ N — P ® @ tal que
(f®@g)(m®n)= f(m)® g(n) para todos m € M, n € N. O

Observacién 2.9. Si M y N son R-moédulos graduados, entonces M @ N es
graduado por la graduacién

(M@ N = (M@ Ny),

pues M @ N = P, ;(M; ® N;) (ver [AM, 2.14]). Si ademds estamos en la
situacion del lema anterior y P, @), f y g también son graduados con fy g de
grados q1 y gq, respectivamente, entonces f ® g también es un homomorfismo
de grado ¢, + ¢o.

Lema 2.10. Sean M y N dos R-mddulos, y sea (F,d) un complejo sobre
M con aumento €. Entonces las aplicaciones d; @ Id : F; @ N — F;_1 @ N
(i > 0) forman el siguiente complejo:

FON =...— F,oN P8 poN S oN — . — RoN — 0

sobre M @ N con aumento € ® Id.

Si ademas M, N y (F,d) son graduados (con aumento € graduado), en-
tonces F @ N también es graduado con aumento € ® Id de grado 0.

Demostracion. Es inmediato, pues los f ® n, donde f € F;, n € N, generan
F; ® N,y se verifica que

(dimy ®1d)(d; ® 1) (f @ n) = (di1di(f) ®n=0®n = 0.

El caso graduado es consecuencia de la observacion anterior. O]

Lema 2.11. Sean M y N dos R-mddulos. Si (F,d) y (G, ) son dos resolu-
ciones libres de M, entonces existen homomorfismos de complejos p : F —
G yv: G — F que extienden a la identidad en M 1y tales que

W eI (p®Id) ~Idpey ¥ (¢ ®1d)(¢ ®1d) ~ Idgey-

Siademds M, N, (F,d) y (G, 0) son graduados, las homotopias se pueden
elegir graduadas.
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Demostracion. Por 2.6, obtenemos dichos ¢ : ¥ — Gy v : G — F
tales que Yy ~ Idg yv ¢y ~ Idg. Ahora basta considerar sus productos
tensoriales, y los de las homotopias respectivas, con Id : N — N. El caso
graduado vuelve a ser consecuencia de la observacion anterior. ]

Estos dos tltimos lemas nos garantizan que la siguiente definicion es con-
sistente, salvo isomorfismo:

Definicién 2.12. Dados M y N dos R-médulos y (F, d) una resolucién libre
de M, definimos Tor*(M, N) = H;(F ® N) para i > 0. Cuando el contex-
to nos indique cual es el anillo R que estamos considerando, escribiremos
simplemente Tor;(M, N).

Si M y N son graduados, entonces TorZR(M , N) también es graduado, y
pondremos Tor? (M, N) = @, Tori (M, N),.

peEN

Las propiedades basicas de Tor que seran de interés para nuestros propositos
son las siguientes:

Proposicién 2.13. Sean M y N dos R-modulos. Entonces:

1. Torf(M,N)~ M ® N.
2. Torf (M, N) = Tor(N, M), para todo i > 0.
Demostracion. 1. Del hecho de que — ®zr N es un funtor exacto por la
derecha (ver [AM, 2.18]), obtenemos que la sucesién

FoN S poNMpyeN —0

es exacta, de donde se deduce que Tor (M, N) = Hy(FQN) = M & N.

2. Omitimos la demostracién de esta propiedad. Una demostracion, que
hace uso de resultados que no hemos expuesto aqui, puede encontrarse

en [Wei, 2.7].
O
Por otra parte, el principal motivo para introducir el funtor Tor es su

estrecha relacion con los nimeros de Betti, lo que serd fundamental en la
demostracion del Teorema de las Sicigias:
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Proposicion 2.14. Sea M un R-mddulo graduado finitamente generado.
Entonces:

1. bE(M) = dimg(Torf (M, k)), donde consideramos a k como R-mddu-
lo dado por k = R/m, y a Tor(M,k) como k-espacio vectorial por
restriccion de escalares.

2. b (M) = dimy,(Torf (M, k),), donde hacemos la misma consideracion
que en 1.

Demostracion. 1. Sea (F,d) la resolucion libre minimal graduada de M.
Suponiendo que F; = R*M) tenemos que F; @ k = RM) @p k =
kb(M) Por ser F minimal, se tiene que Im(d;) C mF,_;, por lo que,
para todos f € F; y a € k, existen ¢ € my g € F,_; tales que
di(f)®a=qg®a=g®qa=g®0=0 (recordemos que k = R/m).

Por tanto, d; ® Id = 0 y Tor(M, k) = Hy(F ®@p k) = k¥ de donde
se deduce el resultado.

2. Se razona igual que antes, utilizando las componentes graduadas de la
resolucion libre minimal graduada F de M.

O

2.3. Preliminares de Algebra Multilineal

Para definir el complejo de Koszul, que sera la tltima herramienta que
utilizaremos para esta demostracién del Teorema de las Sicigias, necesitamos
unas nociones sobre Algebra Multilineal. Se derivan de forma sistematica
de las propiedades bésicas del producto tensorial. En [AM] se encuentran
las propiedades del producto tensorial, pero no del producto exterior ni del
simétrico, y en [Eisl| se dedica un apéndice a esta materia, pero en el que
rapidamente se pasa a cuestiones mas avanzadas. Por eso damos una breve
introduccién en esta seccion.

Nuestro objetivo sera construir tres R-algebras a partir de un R-moédulo
M, una de ellas no conmutativa, otra anticonmutativa, y otra conmutativa.
De ellas la que nos interesara sera la anticonmutativa (damos las tres por
analogia y completitud). Recordemos que una R-algebra es un anillo B que
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es un R-mdédulo de forma que el producto en B y el producto por escalares
en R conmutan (a(bc) = (ab)e = b(ac) si b,c € By a € R). Recordemos
también que dar en un anillo B una estructura de R-moédulo es lo mismo que
definir un homomorfismo de anillos f : R — B.

Empezamos con las definiciones basicas:

Definicién 2.15. Sea M un R-médulo y r € N. Se define su potencia
tensorial r-ésima como el R-médulo @ (M) = M @ ... @ M, r veces, si
> 2. Definimos también @' (M) = M y Q" (M) = R.

Definicién 2.16. Sea M un R-médulo y r > 2. Definimos los submédulos
de ®" (M) siguientes:

A, = {mi®..0m;®...0m;R...m,+m®...0m;®...0m;R...am, /my, € M}),
B, = ({m®...0m;R...0m;®...0m,—m®...0m;&...0m;&...Qm, /my, € M}).

Definimos ahora la potencia exterior y la potencia simétrica r-ésima
de M, respectivamente, como los cocientes

r s T

AM) = Q(M)/A, y S (M) =R)(M)/B,,
para r > 1, donde 4; = B; = 0. Como antes, \°(M) = S°(M) = R.

Ademas, si myq, ..., m, € M, escribiremos:
miA...Am,=m &..m, + A,,

mo.om-=m Q..0m, + B,.

Ahora, a la propiedad universal del producto tensorial (2.7), que ya
conociamos, tenemos que anadir las propiedades universales de las poten-
cias exterior y simétrica. Ambas se deducen de la del producto tensorial.
Incluimos las tres en la siguiente proposicién (denotamos siempre por S, al
grupo de permutaciones de r elementos):

Proposicion 2.17. Dado un R-mddulo M yr € N, r > 1, se verifica:

1. La aplicacion A\ : M™ — N (M) : (mq,...,m,) — mq A ... A m, es
multilineal alternada, y para todo R-modulo N y toda aplicacion multi-
lineal alternada f : M X ... x M — N, existe un unico homomorfismo

fi N (M) — N tal que f = f\.
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2. La aplicacion ) : M™ — S"(M) : (my,....my) —> m1 © ... ® m, €s
multilineal simétrica, y para todo R-mddulo N y toda aplicacion multi-
lineal simétrica f: M x ... x M — N, existe un unico homomorfismo

f:S" (M) — N tal que f = f (.

Ademas, cualquier otro R-moddulo P con una aplicacion t : M x ... x M —
P r-multilineal alternada (respectivamente simétrica) que cumpla la misma
propiedad, es isomorfo a N\ (M) (respectivamente a S™(M)) mediante un
isomorfismo que hace factorizar a /\ a través de t (respectivamente () ).

Demostracion. 1. Claramente A es multilineal, y si 7 € S, es la trans-
posicién 7 = (i, 7),

/\(mT(l), M) =M ® .M ® ..M @ ... @m, + A, =

— e @ QMR . M D .. @my + Ay = —/\(ml, ),

por lo que es alternada para las transposiciones. Como éstas generan
a todo el grupo S, y el indice de una permutacion es la paridad del
numero de transposiciones que lo generan, entonces /\ es alternada.

Ahora, por ser f multilineal, existe F' : @ (M) — N tal que f =
F .Y por ser f alternada, se tiene que A, C ker(F), ya que F se anula
en los generadores de A, que hemos dado en la definicién. Por tanto, por
la propiedad universal del médulo cociente, existe un homomorfismo

f: N (M) — N tal que F = fp, donde p: @ (M) — A" (M) es el

paso al cociente. Como A = p @), tenemos que f = F Q) = fA.

Por 1iltimo, la unicidad es obvia de la condicién f = f A.

2. La demostracion es andloga al caso de la potencia exterior.

La unicidad salvo isomorfismo de estos R-mdédulos se demuestra de la
forma usual cuando estamos ante propiedades universales. O

Y ahora pasamos a definir los R-mddulos que acabaran siendo las R-
algebras citadas al comienzo de la seccién. Aunque atn no hemos definido en
ellos su operacién interna, las denominamos “dlgebras” de antemano.

Definicion 2.18. Dado un R-médulo M, definimos su:
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1. Algebra Tensorial: Es el R-médulo ®(M) = D, (X" (M)).
2. Algebra Exterior: Es el R-médulo \(M) = B, (A (M)).
3. Algebra Simétrica: Es el R-médulo S(M) = P, n(S"(M)).

Y ahora definimos sus operaciones internas, lo cual haremos en dos pasos:

Lema 2.19. Sea M un R-mddulo. Entonces, para todos r,s € N, r,s > 1,
existen unas unicas aplicaciones bilineales:

1. Q R (M)xQ (M) — (M) tal que (M1 ®...0m,, 11 @...®
ns) =M R...Q0M, N1 X ... Adng, para todos My, ..., My, Ny, ...,ng € M.

2. N N (M) N\ (M) — N (M) tal que A(miA...Amy, nyA...Ang) =

mi A ... ANm. Any A ... \ng, para todos My, ..., My, N, ...,Ns € M.

3. (O :S"(M)xS*(M) — S"™5(M) tal que O)(M1®...0mM,, N1 O...ON,) =

m©...0m,On © ... O ng, para todos my,...,my, Ny, ...,ng € M.

Para r = 0, s € N, dichas aplicaciones bilineales las definimos como el
producto por escalares en R.

Demostracion. En los tres casos se procede de la misma manera, utilizando
la propiedad universal correspondiente. Por eso, haremos sélo el caso del
producto tensorial:

Fijamos un n = n; ® ... ® ngy € @°(M). Definimos la aplicacién ¢, :
M" — @ (M) por @, (m1,...,m,) = M1 ®...0m, @1 ®...0n,. Claramente
es multilineal, por lo que existe una tnica ¢, : @' (M) — @ (M) tal

que ¢, @ = ¢n.

Fijamos ahoram =Y. m! ® ... @ m%. € Q" (M). Definimos la aplicacién
wm t MF— ®T+S(M) POT Yy (N1, 0 1) = Py.n, (M) = D5 (M] ® ... ®
m:®n; ®...Qng). Es sencillo comprobar que es multilineal, por lo que existe
una tinica U, : @°(M) — Q' (M) tal que U,, @ = 1.

Finalmente, la aplicacién & : Q" (M) x ®°(M) — Q" "*(M) definida
por @(m,n) = W,,(n) es la aplicacién bilineal buscada, ya que su expresién
viene dada de la siguiente manera:

® (Z m®..m, Zn]l ®..® ni) = Z(mi@...@mi@n{@...@ng).
( J

.3
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Por ltimo, por ser ésta su expresion sobre unos generadores de K" (M) x
X’ (M), entonces debe ser la tinica que lo cumple. O

De ahora en adelante, escribiremos m ® n para @(m,n), st m € Q" (M),
n € Q°(M). Igualmente para Ay ©.

Si nos fijamos, lo que acabamos de hacer es definir una operacién interna
en @Q(M), en AN(M) y en S(M) definida sélo para los elementos de las po-
tencias, tal que conmuta con el producto por escalares en R y es distributiva
con respecto a la suma (que es lo que quiere decir el hecho de ser bilineal).
Ahora lo tnico que nos queda es extenderla por linealidad a todo el algebra:

Lema 2.20. Sea M un R-mddulo. Entonces:

1. La operacion @ : Q(M)* — Q(M) definida por @ (3=, mi, 35, n;) =
Zz}j m; @ n;, junto con la suma y producto por escalares, hacen que
QR(M) sea una dlgebra unitaria (no conmutativa) sobre R.

2. La operacion N\ : N(M)? — A\(M) definida por \(32,mi, 5 ;n;) =
Zi,j m; A nj, junto con la suma y producto por escalares, hacen que
N(M) sea una dlgebra anticonmutativa (m An = —n Am, si m,n €
M = N(M);) y unitaria sobre R.

3. La operacion O : S(M)? — S(M) definida por (O(32,mi, >, 1;) =
Zi,j m; @ nj;, junto con la suma y producto por escalares, hacen que
S(M) sea una dlgebra conmutativa y unitaria sobre R.

Ademds, estas dlgebras estin graduadas (como anillos, segin la definicion
1.1) por la suma directa que las definen.

Demostracion. La existencia de dichas operaciones, que vuelven a ser apli-
caciones bilineales, se debe a la propiedad universal de la suma directa de
modulos (se realiza en dos pasos, como en el lema anterior). De la propia
expresion se deduce la asociatividad de dicha operacion, y de la bilinealidad
se deducen la propiedad distributiva respecto de la suma y la conmutatividad
con respecto al producto por escalares.

Por otro lado, 1 € R C @(M) es la unidad, ya que habfamos definido
a ®m = am, para todos a € R, m € Q" (M) (e igualmente para A y ®).
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La no conmutatividad, anticonmutatividad y conmutatividad, respecti-
vamente, de estas operaciones es un ejercicio rutinario que se deduce de la
expresion que tienen.

Finalmente, el hecho de que estén graduadas es obvio de que, por defini-
cién, Q" (M) Q° (M) c @ (M), e igualmente para A y ©. O

Por fin tenemos las algebras que habiamos anunciado. Ahora, veremos
qué ocurre cuando M es un R-moédulo libre. El siguiente resultado, en el caso
del producto tensorial se puede encontrar en [AM, 2.14], y en el caso general,
en [Eisl, A2.3.1].

Proposicion 2.21. Sea M un R-mddulo libre finitamente generado, de base
{e1,...,eq}, ysear € N, r > 1. Entonces:

1. Q" (M) es libre de base {e;,®...®e;, /1 <'i; < q}. Por tanto, rank(@)" (M))
= q’f‘.

2. N' (M) es libre de base {e;, A ... Ne;, [1 <y <iy < .. <14, <q}. Por
tanto, rank(A\"(M)) = (?). Observemos que en este caso, \'(M) =0
sir > q.

3. S"(M) es libre de base {e;;, ® ... ®¢e; /1 < iy < iy < ... <14, < q}. Por
tanto, rank(S"(M)) = (7" 1*7).

T

Demostracion. La primera propiedad se deduce de que (@,.; M;) ® N =
P, (M; ® N). Como consecuencia se deducen las respectivas propiedades
para el algebra exterior y el algebra simétrica.

Por ejemplo, para el dlgebra exterior, claramente {e;, A ... Ae;, /1 < iy <
iy < ... <1, < q} generan \"(M). Para la independencia lineal, introducimos
el homomorfismo A : Q" (M) — Q" (M) tal que

Ay @ ... @m,) = Y ind(0) (o) @ ... ® Mo(r),

UGST

que esta bien definido gracias a la propiedad universal del producto tensorial,
pues A Q) es multilineal. Ademas, es sencillo comprobar que es alternada, por
lo que A, C ker(A). Ahora, si existen a;, ;. € R, 1 <i; <iy < ..<i, <gq,
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tales que Zik<ik+1 iy i (€, Ao Ae;) =0, es decir, >
..®e; ) € A, entonces

Qi y.sip (€i1 &

1 <ik+1

O = A Z ailv--wir(eil ® ® eir) = Z bjl?"'7j7’ (ejl ® ® ejr)7
Ji

1 <ig41

donde bj, ., = Fa; ;. st (J1,-,Jr) = (ie@1)s - G0()) Para algin o € S,.
Por independencia lineal de los e;, ® ... ® e;,, tenemos que los bj,  j son
nulos, y por tanto, también los a;, ;. . O

Podriamos ir mas lejos y ver que, tomando M = R", lo que estamos
haciendo es volver a construir el anillo de polinomios sobre R en n indeter-
minadas, que seria S(R"), al que podriamos denominar algebra libre conmu-
tativa sobre R. También estariamos obteniendo una &lgebra libre no conmu-
tativa sobre R, que serfa @(R"). Tanto Q)(R") como A(R"™) tienen ciertas
propiedades en comin con R[zy,...,z,] = S(R™), pero no entraremos en los
detalles.

2.4. El complejo de Koszul

En esta seccién culminaremos la prueba del Teorema de las Sicigias de
Hilbert utilizando propiedades de Algebra Homolégica. Utilizaremos el com-
plejo de Koszul, que se define utilizando el dlgebra exterior A (R?) definida en
la seccion anterior. Otra nocion clave sera la de sucesion regular de elementos
de un anillo.

Definicién 2.22. Sea M un R-modulo. Se dice que f € R es un divisor de
cero en M si existe m € M no nulo tal que fm = 0.

Definicién 2.23. Sea M un R-méduloy fi, ..., f; € R. Se dice que la sucesién
(f1, - [) es M-regular si:

L. (fi,..., fo) M # M 6, equivalentemente, M/(f1, ..., f;) M # 0.

2. fi no es un divisor de cero en M/{fy,..., fi-1)M,si 1 <i<gq.

(El caso i = 1 quiere decir que f; no es un divisor de cero en M.)
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En lo que sigue, pondremos f = (fi,..., f;) para denotar una sucesién
(en otras palabras, una g-upla) en R, que en principio no tiene por qué ser
regular para algin R-médulo M.

Definicién 2.24. Se llama complejo de Koszul sobre f al complejo (K(f), d),
donde K(f); = K; = \'(RY), i € N, y cuya diferencial d estd definida en la
base canénica {ey, ...,e,} de R? de la siguiente forma:
di(ej, Ao Nej) =D (=171 f (e, A NEj A Aey,),
p=1

sil<ji1 <jo<..<Jj;<gq,ydonde ej, quiere decir que omitimos e;, .

Proposicién 2.25. El complejo de Koszul realmente es un complejo, es de-

cz'r, di—ldi = O, Vi € N.
Demostracion. Primero, se tiene que

di,ldi(ejl/\.../\eji) = Z gp75(ej1 /\/\EJ\P/\/\EJ\S/\/\eJZ)
1<p<s<i

Si nos fijamos, al quitar primero e;, y después e;,, obtenemos el coeficiente
(—1)prst+l [i,f3., v si quitamos primero e;, y después e;,, obtenemos el coefi-
ciente (—1)PT5t2f; f; . Por tanto, g, = (—1)PTstf; fi + (=1)PHP2f, f; =
0. O

Ya que A'(R?Y) = 0 si i > ¢, observamos que el complejo de Koszul
adquiere la siguiente forma:

Kf) = 0— K, -5 K,y — ... — K| -5 Ky — 0.

Definicién 2.26. Dado un R-moédulo M, definimos el complejo de Koszul
sobre f asociado a M como el complejo K(f; M) = K(f)® M, con diferenciales
d; ® Id, como hicimos en la seccién 2.2.

Hasta aqui tenemos, por un lado, una sucesion de elementos de R que
acabaremos considerando regular sobre cierto médulo, y un complejo cons-
truido a partir de dicha sucesion, utilizando las nociones de Algebra Multi-
lineal que vimos en la seccion anterior. Lo que haremos ahora sera ver como
todo esto se combina para proporcionarnos una resolucion de k sobre S.

Pero antes, necesitamos algunos lemas técnicos:
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Lema 2.27. Si1 < j; < js < .. <j; <p<q, entonces
d(ej, A...\Nej, Ney) =d(ej A...Nej) Ne,+ (=1)' f,(ej A... \ej,).
Demostracion. Por la definicion de la diferencial,

dlej, N...\Nej, Ney) =

(2:(—1)8+1fjsej1 A NELA LA eji) Aep+ (=1)F2f(ej, A... Nej) =

s=1
dlej, A...Nej) Ne,+ (=1) f(e, A... Aej,).
0

Lema 2.28. Sean f = (f1,..., fo-1) y £ = (f1,..., fou1, f,) sucesiones en R.
Entonces la sucesion de complejos siguiente es exacta:

0 — K(f) -2 K(f) - Kf)(—1) — 0,

donde, si 1 < i < q, K(f); = K(f); @ (K(f);_1 A e,), o es la inmersion
candnica y B es la “proyeccion” B(m + (n A e,)) = n.

Demostracién. Es inmediato comprobar que K(f); = K(f); ® (K(f);_1 A e,),
basta tomar la expresién de un elemento de K(f); en la base {e;, A...Ae;, /1 <
J1 < J2 < ... < Ji < q}. Ahora bien, cuando tengamos un complejo de la
forma F = G ® H, la sucesion 0 — G — F — H — 0, donde estamos
considerando la inmersion de G en F y la proyeccion de F en H, siempre
es exacta corta. Aunque la aplicacion 5 no sea exactamente una proyeccién
canénica, casi lo es (de hecho es la proyeccién candénica compuesta con el
isomorfismo n A e, — n). O

Corolario 2.29. En la situacion del lema anterior, tenemos la sucesion exac-
ta larga:

H;(B)

o — H(KE) M () 9 B (KE) S He (KE) — ..

donde T; es el homomorfismo conector, que en este caso estd dado por la
expresion T;(m) = (—1)"*! f,m.
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Demostracion. La existencia de la sucesion exacta larga en los modulos de
homologia es el teorema 2.3. Veamos la expresion de 7; siguiendo la de-
mostracion de 2.3:

Sea m € H; 1(K(f)), cojamos n = m A e, € K(f);. Por tanto, por el
lema 2.27, d(n) = d(m A e,) = d(m) Ae, + (=) fym = (=1 fm =
@;—1((—1)"*! f,m). Teniendo en cuenta la demostraciéon de 2.3, tenemos que
7i(m) = (1) fym. =

Y ahora veamos el resultado clave que relaciona el complejo de Koszul
con las sucesiones regulares, donde también escribiremos f = (fi, ..., f,):

Teorema 2.30. Sea M un R-mddulo graduado finitamente generado y no
nulo. Sea £ = (fi,..., fy) una sucesion de elementos homogéneos de R de
grados positivos. Entonces, se verifica que Ho(K(f; M)) = M/fM y que las
siguientes propiedades son equivalentes:

1. Hi(K(f; M)) =0 para i > 0.
2. Hi(K(f; M)) =0.

3. f es M-reqular.

Demostracion. Lo primero, K1 ® M — Ky ® M — 0 es en realidad
RIT® M — R® M — 0, donde la aplicacién de la izquierda esta da-
da en los productos tensoriales por (ai, ...,ag) @ m +— (3 7_, a,f,) @ m. Es
decir, siempre se verifica que Hyo(K(f; M)) = M /fM. Obsevamos que estamos

utilizando el isomorfismo de R@ M en M dado por a®m = 1® (am) — am.
Veamos que 3 implica 1: Lo probamos por inducciéon en ¢ > 1.

Para ¢ = 1, es facil convencerse, a partir de R ® M = M, de que lo que
tenemos es el complejo 0 — M — M — 0, cuya aplicacion es multiplicar
por fi. Por la regularidad de la sucesién (f1), f1 no es divisor de cero en M,
por lo que H(K(f); M) = {m € M/fym =0} = 0.

_ Supongamos que 1 se verifica para ¢ — 1, y veamoslo para ¢ > 2. Ponemos
f=(fi,....fi-1) vy K = K(f; M). Por 2.29, tenemos la sucesion exacta si-
guiente:

H(K) — H(K(EM) — H(EK) 2% Hy(K)

0 M/tM M/EM.
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Por tanto, como f, no es divisor de cero en M /fM, debe ser H, (K(f; M)) = 0.

Para ¢ > 1, usamos también 2.29, y obtenemos la sucesion exacta siguien-
te: o o
I I

0 0.
De donde claramente se deduce que H;(K(f; M)) = 0.
Es trivial ver que 1 implica 2. Veamos ahora que 2 implica 3:

Primero veremos que M/fM # 0. Si no fuera asi, serfa M = fM =
mM, ya que los f; tienen grados positivos. Aplicando el lema de Nakayama,
tenemos que entonces M = 0, en contra de nuestra hipétesis de que M es no
nulo.

Ahora veamos la otra condiciéon de sucesién M-regular, la cual haremos
por induccion en gq.

Para ¢ = 1, como vimos antes, el complejo tiene la forma 0 — M —
M — 0, cuya aplicacién es multiplicar por f;. La hip6tesis (la propiedad 2)
nos dice que dicha aplicacion tiene nicleo nulo, es decir, f; no es divisor de
cero en M, es decir, (f;) es M-regular.

Supongamos que 3 se verifica para ¢ — 1, y veamoslo para g > 2. Tenemos
la sucesion exacta:

H(K) 258 1, (K) — Hi(K(£ M) = 0.
De donde H,(K) = (f,)H1(K) = mH,(K), de nuevo por tener f, grado

positivo, y de nuevo por el lema de Nakayama, H;(K) = 0. Por tanto, por
hipétesis de induccién, f = (fi, ..., f,_1) es M-regular. Gracias a esto, lo tinico
que nos falta ver para que f sea M-regular es que f,; no sea divisor de cero en
M /M. Pero esto se deduce de que, de nuevo por 2.29, tenemos la sucesién
exacta:
HKEM) — H(E) 5 Hy(K)
I I I

0 M/tM M/EM.
O

Antes de dar la resolucién libre minimal graduada de k sobre S, damos
como corolario del teorema un par de propiedades interesantes:
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Corolario 2.31. Sea M un R-mddulo graduado finitamente generado y no
nulo, y £ = (f1,..., fy) una sucesion M-reqular de elementos homogéneos de
R de grados positivos. Entonces:

1. Toda permutacion de los elementos fi, ..., fq también es M -regular.

2. Si existen mq,...,mqy € M tales que fimq + ...+ fymy = 0, entonces
my,...,mqg € £M.

Demostracion. 1. Dada f, = (foq1); - fotg)), cOn 0 € Sy, se tiene que
(K(f,; M),d ® 1d) tiene la misma homologia que (K(f;M),d ® Id),
por lo que aplicando alguna de las equivalencias del teorema anterior,
obtenemos el resultado (para mas detalles, ver [Pee]).

2. Tenemos que
(d1®1d)(e1®m1+...+eq®mq) :f1®m1+...+fq®mq:

Por tanto, por ser (K(f; M), d ® Id) exacto, se tiene que

eL@m+...+e,@my=ds (Z(ei Nej) @ mu) =

,J
_ZeT (fsnrs) E RTRFM = (R® M),

de donde se deduce que e; ® m; € R® M, es decir, m; € fM.

Finalmente, damos la resolucién libre minimal graduada de k sobre S:

Teorema 2.32. Considerando k = S/m como S-mddulo graduado, con m =
(X1, ..., ), setiene que K(xq,...,z,) es su resolucion libre minimal graduada
sobre S, donde en K; definimos la graduacion dada por deg(e;, A...Ae;,) = i.

Demostracion. Claramente, (1, ...,x,) es S-regular. Aplicamos entonces el
teorema 2.30 a K((x1,...,x,);5), y obtenemos que el complejo siguiente es
exacto:

0— K0S "N K, 05— .. > KoS" 505N res — o,
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donde € : S — k es la aplicacién de paso al cociente. Como M ®g S = M
para todo médulo M, donde el isomorfismo se define como m ® a = (am) ®
1 — am, tenemos una resolucion libre de k sobre S dada simplemente por
K(zq,...,x,):

0— K, 5 Ky — . — K1 -2 8~k — 0.

Dicha resolucién es graduada, ya que por cémo hemos definido la gradua-
cion de K;, es inmediato comprobar que d; es graduada de grado 0.

Finalmente, Im(d;y1) = d;11(K;11) C (21, ..., 2,) K, por la definicién de
d;, por lo que la resolucion es minimal. O

Observemos que la graduaciéon que hemos definido en K es R(—i)(?>. En
particular, obtenemos los nimeros de Betti y la dimensién proyectiva de k
sobre 5,

20 = (1) v v =

Observemos también que, por la proposicién 1.39, también hemos obtenido
la resolucién libre minimal graduada del ideal m, que es:

d d
0— K, — Ky — ... — K; —m—0.

Ahora, finalmente, obtenemos la demostracion del Teorema de las Sicigias
de Hilbert:

Teorema 2.33 (De las Sicigias de Hilbert, versiéon graduada). Toman-
do S = kl[zy,...,z,], y M un S-mddulo graduado finitamente generado, se
verifica que

dpg(M) < n.

Demostracién. Primero, por 2.14, tenemos que b (M) = dimy(Tor? (M, k)).
Segundo, por 2.13, tenemos que dimy,(Tor; (M, k)) = dimy,(Tor? (k, M)).

Ahora bien, por el teorema anterior, como K(xy,...,z,) es la resolucién
libre minimal graduada de k sobre S, por la definicion de Tor, se tiene que
Tor? (k, M) = H;(K(x1,...,2,) ® M). Pero K; = 0, si i > n, por lo que
Tor? (k, M) = 0 para i > n. Es decir, b (M) = 0 para i > n, como querfamos
demostrar. O]



Capitulo 3

Una demostracion constructiva
del Teorema de las Sicigias

En este tercer capitulo daremos una prueba del Teorema de las Sicigias
de Hilbert en la que, en contraste con la demostracion anterior, se hace una
construccién explicita de una resolucion libre cuya longitud serd a lo sumo
n, como indica el teorema. Ademads, veremos también la demostracion del
teorema en su version no graduada.

Dicha demostracion se debe a Schreyer y hace uso de las bases de Groeb-
ner, que son una herramienta fundamental en el Algebra Computacional.
Aunque se puede desarrollar dicha teoria primero para ideales y después
para médulos, como se hace en [CLO1] y [CLOZ2], nosotros comenzaremos
directamente con médulos. Para no extendernos demasiado, omitiremos al-
gunas demostraciones, que se pueden encontrar en los libros anteriores. Otras
buenas referencias para todo el capitulo son [Eis1, Chapter 15] y [EH].

3.1. Modbdulos monomiales

Esta primera seccion es un preambulo para introducir los ideales y modu-
los monomiales, que son una clase de ideales y médulos homogéneos espe-
cial que juega un papel muy importante en Algebra Conmutativa (son ho-
mogéneos para graduaciones del tipo 1.12). Una razén es que permiten ge-
neralizar el algoritmo de divisién euclidea de k[x] al anillo S = k[z1, ..., z,]

93
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y al médulo S™, a pesar de que S no sea un dominio euclideo si n > 2. Sin
embargo, dicho algoritmo existird gracias a que también tenemos monomios
tanto en S como en S™.

A lo largo de este capitulo, consideraremos siempre el anillo R = S, y
de hecho, todos los S-médulos que consideraremos seran submaédulos de S™
para algin m.

Definicién 3.1. Definimos los monomios de S™ como los elementos de la
forma m = x%e;, con a € N™. Decimos que n = xgej divide a m = x%e;,
y escribimos n|m, si i = j y x?|x?, es decir, 8, < ag, para k = 1,...,n. Se
define en ese caso el cociente de m por n como m/n =x*# € S.

Por otro, lado, dados m y n como antes, se definen su:

1. Maximo comim divisor: Es mcd(m,n) = x%e; si i = j, donde
e = min(ay, B), y med(m,n) =0 si i # j.

2. Minimo comtim multiplo: Es mem(m,n) = x°

Or = méx(ay, Bk), y mem(m,n) = 0 si ¢ # j.

e; si © = j, donde

Antes de continuar, observemos que, al igual que ocurre en S, todo ele-
mento de S™ se puede escribir como una combinacién lineal de monomios,
f = > c.x“e;,, donde ¢, € k. De hecho, como en S, los monomios de S™
forman una base como k-espacio vectorial.

Por otro lado, para poder extender el algoritmo de divisién de k[z], nece-
sitamos ordenar monomios (observemos que en k[z| la propia graduacién da
un orden total en el conjunto de monomios, lo que no ocurre en k[z1, ..., z,]).

Definicién 3.2. Un orden monomial en S™ es una relacién de orden <
en el conjunto de monomios de S™ tal que:

1. Es total,
2. si n < m, entonces x“n < x*m, para todo a € N”, y

3. es un buen orden, es decir, todo conjunto de monomios admite uno
minimo.

Observacion 3.3. En el caso m = 1, es decir, si consideramos monomios de
S = k[z1, ..., x,], dar un orden monomial equivale a dar un orden en N" que
verifique 1 y 3 de la definicién anterior, pero cambiando la propiedad 2 por:
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Si 8 < «, entonces 5+ v < a + 7, para todo v € N".

Antes de continuar, veamos unos ejemplos de érdenes monomiales, alguno
de los cuales usaremos mas adelante:

Ejemplo 3.4. En S tenemos los siguientes 6rdenes monomiales, definidos en

N™:

1. Lexicografico: 6 LEX, definido por a >, S si, y solo si, la compo-
nente no nula mas a la izquierda de a — 3 es positiva. Lo que hacemos
cuando consideramos este orden es mirar qué monomio tiene mayor
grado en 1, en caso de empate, miramos zs, etc.

2. Lexicografico graduado: 6 GRLEX, definido por a >y, 3 si, y sélo
si, o] > |B] 6, si |a| = ||, entonces o >, B. En este caso, miramos
primero el grado del monomio segin la graduacion estandar de S, y en
caso de empate, recurrimos al orden LEX.

3. Lexicografico graduado inverso: 6 GREVLEX, definido por o > grepies
B si, y solo si, |a| > |B] 6, si |a] = |B], entonces la componente no nula
mas a la derecha de a — [ es negativa. En este caso, de nuevo miramos
los grados, y en caso de empate, miramos qué monomio tiene menor
grado en x,,, después en x,,_1, etc. Observemos que un orden lexicografi-
co inverso no graduado no nos proporcionaria un orden monomial, ya
que no es un buen orden. La graduacién evita esto.

En todos estos casos estamos tomando las indeterminadas en el orden z; >
ZTo > ... > x,, pero podriamos definir igualmente los 6rdenes correspondien-
tes tomando otra ordenacién de las indeterminadas. Si no se especifica lo
contrario, siempre supondremos que x; > Ty > ... > T,,.

Por otro lado, 6rdenes monomiales en S inducen érdenes monomiales en
S™ de las dos formas siguientes:

Ejemplo 3.5. Dado un orden monomial < en S, podemos definir sus exten-
siones a 6rdenes monomiales en S™:

1. Extension TOP: Esta definido por x“e; >rop xBej si x® > x? 6, en
caso de que a = (3, i < j. Lo que hacemos es ordenar primero mirando
monomios en S y después la posicién de dicho monomio en la m-upla.
De ahi que su nombre provenga del inglés “term over position”.
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2. Extension POT: Esta definido por x“e; > por gﬁej sii < j 6, en caso
de que i = j, x® > x”. Ahora, en cambio, miramos primero la posicién
del monomio en la m-upla y después su orden segin <. En este caso,
su nombre proviene del inglés “position over term”.

Como ocurria en S, ahora las extensiones TOP y POT dependen del orden
que demos a la base candnica de S™. En este caso hemos considerado que
e > ey > ... > ey, es decir, e; > e; si i < j. Pero podriamos considerar otro
orden. De nuevo, si no especificamos lo contrario, asumiremos que el orden
de la base canonica sera este.

Un orden monomial nos permite, ademés de dar un algoritmo de division,
ordenar los monomios que componen un elemento de S™. Esto nos permite
dar las siguientes definiciones:

Definicién 3.6. Sea f € S™ y < un orden monomial, donde f = ). ¢;m;
(¢; € k), los m; son monomios y m; = méax; m;. Se definen:

1. El multigrado de f como mdeg(f) = mdeg(m;), donde mdeg(x“e;) =
a.

2. El término inicial (o monomio inicial) de f como in(f) = ¢;m;.

Podrfamos hacer como en [CLO1] y [CLO2]| y distinguir entre término
inicial, monomio inicial y coeficiente inicial. Como resulta muy pesado, con-
sideramos sélo lo que hemos definido por término inicial, que consideraremos
también como monomio.

Observemos que en el caso m = 1, es decir, en el anillo de polinomios
S, definiendo el orden monomial como un orden en N, obtenemos que

mdeg(f) = max{a/c, # 0}, donde f =" cox*.

A continuaciéon pasamos a enunciar el algoritmo de divisién en S™, que
es una extensién natural de la divisién euclidea para k[z]. No daremos la
demostracion de que el algoritmo termina, basicamente resulta de las propie-
dades de los 6rdenes monomiales (ver [CLO1, Chapter 2, Section 3]).

Teorema 3.7. Fijado un orden monomial < en S™, para todo f € S™ y toda
s-upla (lista ordenada) F = (f1,...,f;) de elementos de S™, existen ay, ..., as €
S yre S tales que

f=a.fi + ...+ af +r,
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donde r = 0 ¢ ningin monomio de r es divisible por ninguno de los in(f;).

Algorithm 1 Algoritmo de Division

Require: f, F' = (f},....f)

Ensure: a4, ...,a,,1
a;:=0,..,a,:=0,r:=0,p:=f
while p # 0 do

=1
division = false
while 7 < s and division = false do
if in(f;)|in(p) then
a; := a; + in(p)/in(f;)
p:= p — (in(p)/in(f))f
division = true
else
1:=1+1
end if
end while
if division = false then
r:=r+in(p), p:=p — in(p)
end if
end while

Basicamente, lo que vamos haciendo es ordenar los monomios de f e in-
tentar dividir cada uno por los monomios iniciales de fi, ..., fs, en ese orden
(por eso pedimos que la lista F' sea ordenada). Si el monomio se puede dividir
por un in(f;), dicho cociente lo guardamos en a; y a f le restamos el cociente
multiplicado por f;. Y si no se puede dividir, guardamos dicho monomio en
el resto, r, y lo quitamos de f.

La segunda propiedad del orden monomial nos garantiza que el grado de
f va descendiendo en cada paso, y la tercera propiedad, el buen orden, nos
garantiza que el algoritmo termina, ya que en todo conjunto bien ordenado,
una sucesion descendente se estabiliza.

Observemos que tanto el resto, r, como los coeficientes, a4, ..., as, depen-
den tanto del orden monomial elegido (ya que depende de cémo ordenemos
los monomios de fy de fi,....f;) y del orden de los f; elegido. Por tanto,
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no hay unicidad en el resto y los coeficientes, al contrario que en la divisién
euclidea en k[z].

Por otro lado, a continuacién pasamos a trabajar por fin con ideales y
modulos monomiales, que en particular son ideales homogéneos (utilizando
graduaciones del tipo S™ = S(—p1) @ ... B S(—pm))-

Definicién 3.8. Sea M C S™ un submoddulo. Decimos que es monomial si
esta generado por monomios.

Un par de propiedades interesantes de los médulos monomiales son las
siguientes:

Lema 3.9. Sea M C S™ un submdodulo monomial generado por monomios
{n;}icr, y sea m € S™ un monomio. Entonces, m € M si, y solo si, n;|m
para algin j € I.

Demostracion. Por un lado, si m € M, entonces m = ). g;n;, con g; € S.
Como cada término de la derecha es divisible por un n; y el conjunto de
monomios de S™ forman una base como k-espacio vectorial, se deduce que
alguno de los n; divide a m. El reciproco del lema es trivial. O]

Lema 3.10. Sea M C S™ un submddulo monomial y £ € S™. Son equiva-
lentes:

1. fe M.
2. Todo término de £ estd en M.

3. f=7>, cm;, donde ¢; € k y los m; son monomios de M.

Demostracion. Claramente 2 implica 3 y 3 implica 1. Veamos que 1 implica 2.
Por estar M generado por monomios, f es combinacién lineal (con coeficientes
en S) de monomios de M. Ahora bien, expandiendo los polinomios de S de
dicha combinacion lineal, obtenemos una combinacion lineal con coeficientes
en k de monomios de M, de donde se deduce 2. O

Y obtenemos como corolario el siguiente resultado, similar a 1.18:

Corolario 3.11. Sea M C S™ un submddulo monomial. Entonces existe un
unico sistema minimal de generadores formado por monomios.
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Demostracion. Si tenemos dos sistemas de generadores formados por mono-
mios, por 3.9, los elementos de uno dividen a los del otro, por lo que por
minimalidad, deben coincidir. O

A continuacién, obtenemos un refinamiento del teorema de la base de
Hilbert, del cual se puede deducir facilmente dicho teorema (cuando el anillo
de polinomios es sobre un cuerpo k). Lo que nos dice es que todo médu-
lo monomial admite un sistema de generadores finito pero formado por
monomios, que ademas se pueden extraer de un sistema dado.

Teorema 3.12 (Lema de Dickson). Sea M C S™ un submddulo monomial
generado por monomios {m;}ic;. Entonces, existen ji,...,js € I tales que
n;,...,nj, generan M.

Demostracion. Veamoslo primero para m = 1, es decir, en S = k[xy, ..., ],
y lo haremos por induccién en n. Para n = 1 es bien conocido que k[z] es un
dominio de ideales principales, de donde se deduce el resultado.

Supongamos que es cierto para n > 1, y veamos que se cumple para
n+1. Pongamos S = k[z1, ..., ,,,y] y x*y" para los monomios de S, y nuestro
submoédulo serd el ideal 1.

Sea J = ({x%/3r tal que x*y" € I}), ideal de k[z1, ..., x,]. Por hipétesis

e ’ a<s>>

de induccién, existen oM, ..., a(®) € N" tales que J = (x*,...,x*"). Sea r

el maximo de los r; tales que ga(i)y” el

Para cada 0 < k < r — 1, sea Jp = ({x*/x*y* € [I}), de nuevo un

ideal de k[xy, ..., z,|. Por tanto, de nuevo existen oz,(:), . a,&s’“) € N™ tales que

Je = (x| xer),

Ahora es sencillo comprobar que [ esté generado por los siguientes monomios:

al) g ONS oM oK)
Xy, X Yy XRY F

X% YR 0<k<r-—1.

Por tultimo, en el caso general de un submédulo monomial M de S™,
hacemos lo siguiente. Se verifica que M = (M N (e1)) @ ... B (M N (en)).
Ahora bien, M N (e;) = I;{e;), con I; C S un ideal monomial. Como cada I,

esta finitamente generado, se concluye que M también.

Para tomar los monomios entre los generadores dados, por el lema 3.9,
cada uno de los monomios anteriores es dividido por uno de los monomios
del sistema de generadores dado. O
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Un corolario importante es el siguiente:

Corolario 3.13. Sea < un orden en el conjunto de monomios de S™ que
verifica las propiedades 1 y 2 de la definicion 3.2. Entonces, < es un buen
orden si, y solo si, xX*m > m para todo o € N" y todo monomio m de S™.

Demostracion. Supongamos que x“m < m, para ciertos a y m . Entonces,
recursivamente, obtenemos la sucesién m > x*m > x**m > x>*m > ... que
no se estabiliza, por lo que < no es un buen orden.

Supongamos ahora que x*m > m para todo a € N” y todo monomio
m de S™. Sea {n;};cr un conjunto de monomios de S™. Consideremos M =
({n;}icr), médulo monomial. Por el lema de Dickson, existen ji,...,js € [
tales que M = (n;,, ..., n;,). Cojamos j tal que n; es el minimo de {n;,, ..., n;, }.
Ahora, cogiendo un ¢ € I cualquiera, por el lema 3.9, n; es dividido por algun
n;, . Por tanto, n; < n;, < n;, de donde se deduce que {n; };c; tiene minimo,
n;, por lo que el orden es un buen orden. O

Observacion 3.14. En el caso m = 1, es decir, en S, podemos sustituir la
condicién “x*m > m para todo a € N" y todo monomio m de S” por “a >0
para todo a € N™”, considerando el orden en N".

3.2. Bases de Groebner

Las bases de Groebner son una herramienta decisiva en Algebra Conmu-
tativa para multitud de problemas computacionales, ya que dan respuestas
constructivas. El primer ejemplo que surge es el problema de saber si, dado
un ideal I C S, un elemento f € S pertenece o no a dicho ideal. Una base de
Groebner de dicho ideal constituird a posteriori un sistema de generadores
suyo que permitira, de forma algoritmica, contestar a esta pregunta.

Aunque lo expongamos de forma separada, esta seccién es una continua-
cion natural de la seccién anterior. La clave de las bases de Groebner es que
relacionan un ideal cualquiera con otro que es monomial y aprovechan las
propiedades de este:

Definiciéon 3.15. Dado un subconjunto A C S™, definimos su conjun-
to de monomios iniciales como in(A) = {in(f)/f € A}, y su ideal de
monomios iniciales como (in(A)).
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El lema de Dickson proporciona de inmediato el siguiente resultado:

Proposicion 3.16. Sea M C S™ un submddulo. Entonces, existen fy, ..., f; €
M tales que (in(M)) = (in(f}), ..., in(f)).

Ademas, obtenemos lo siguiente:

Proposicion 3.17. Sean M C S™ un submdodulo y fi,....f; € M tales que
(in(M)) = (in(fy), ..., in(f;)). Entonces, M = (f;, ....£).

Demostracion. Sea f € M y dividdmoslo segtin el algoritmo de division 3.7
por F' = (fi, ..., f;). Entonces, podemos escribir f = a;f; +... + af; +r, donde
r = 0 ¢ ningin monomio suyo es divisible por ningtn in(f;).

Si siempre ocurre lo primero, f € (f;,....f), Vf € M, por lo que M C
(f1,...,fs) y como la otra contencién es obvia, habriamos acabado. Si ocurriese

lo contrario, vemos que r = f — a;f; — ... — a,f; € M, por lo que in(r) €
(in(fy), ..., in(f;)). Por el lema 3.9, llegamos a la contradiccién de que algin
in(f;) divide a in(r). O

Si nos fijamos, juntando las dos proposiciones anteriores obtenemos de
inmediato el Teorema de la Base de Hilbert para el anillo noetheriano £, y
también obtenemos de inmediato que S™ es un S-mdédulo noetheriano.

A continuacion pasamos a trabajar ya con bases de Groebner:

Definicién 3.18. Sea M C S™ un submodulo, g;,...,g, € M y < un orden
monomial. Decimos que G = {gy,...,g,} es una base de Groebner de M
para el orden < si (in(M)) = (in(g,), ..., in(g,))-

La ultima proposicién nos dice, por tanto, que una base de Groebner de
un submodulo de S™ es, en particular, un sistema de generadores suyo. La
siguiente proposicion es otra interpretacion del lema de Dickson:

Proposicion 3.19. Todo submddulo M C S™ admite una base de Groebner.

Veamos ahora una propiedad clave de estas bases, que ademas resuelve
el problema planteado al principio sobre si un elemento pertenece o no a un
modulo:

Teorema 3.20. Sean M C S™ un submddulo, G = {g1, ..., gs} una base de
Groebner suya y f € S™. Entonces, existe un unicor € S™ que cumple:
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1. r =0 ¢ ningun monomio suyo es divisible por ningun in(g;).

2. Existe un g € M tal que f =g +r.

En particular, r es el resto de la division de f por (g1, ...,8s) sin importar el
orden de estos.

Demostracion. La existencia se deduce del propio algoritmo de division 3.7.
Ahora supongamos que existen r,r’ € S™ y g, g’ € M tales que f=g+r =
g’ +r' y cumpliendo 1. Entonces, r — ' = g’ — g € M, por lo que, si no
es nulo, cada monomio de r — 1’ es divisible por algiin g;. Como ninguno
monomio de r ni de r’ cumple esto, deducimos que debe ser r —r’ = 0, de
donde obtenemos la unicidad. O]

Corolario 3.21. En la situacion del teorema anterior, £ € M si, y solo si,
r=0.

Finalmente, pasamos a dar algunas definiciones y el criterio y el algoritmo
de Buchberger, que nos permitiran saber si un sistema de generadores dado
es una base de Groebner, cémo construir una a partir de él si no lo es y como
obtener una base que sea Unica en cierto sentido que definiremos al final.

Definicién 3.22. Dados elementos f, f, ..., f; € S, denotaremos al resto de
la divisién de f por F' = (fy, ..., f;) mediante .

Por otro lado, dados dos elementos f,g € S™, definimos su S-vector
(S-polinomio si estamos en S) como

S8~ 5’ m@®

donde m = mem(in(f), in(g)).

Los S-vectores seran la clave para saber si un sistema de generadores
es una base de Groebner y para construir una. Aunque no damos la de-
mostracién de los dos siguientes teoremas (para ideales pueden encontrarse
en [CLO1, Chapter 2, sections 6 and 7|, aunque no hay problemas para
adaptar las demostraciones para mddulos), diremos que se basan en el hecho
de que en un S-vector tomamos los monomios de los dos elementos elegidos
salvo sus monomios iniciales.
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Teorema 3.23 (Criterio de Buchberger). Sea M C S™ un submddulo y
G ={g1,...,gs} un sistema de generadores suyo. Entonces, G es una base de

Groebner de M si, y solo si, S(gi,g;) =0,s11<i<j<s.
Teorema 3.24 (Algoritmo de Buchberger). Sea M C S™ un submddulo

y F = {f,....f} un sistema de generadores suyo. La salida del siguiente
algoritmo proporciona una base de Groebner de M.

Algorithm 2 Algoritmo de Buchberger
Require: F' = {f,...,f}
Ensure: G = {g;,...,g,}

G =F
repeat
G =G
for {p,q} C G’{p # qdo
S:=5(p,q)
if S # 0 then
G:=GU{S}
end if
end for
until G = G’

Y ahora veremos que, exigiendo algunas condiciones mas a las bases de
Groebner, obtenemos una que sera tnica:

Definicién 3.25. Sea M C S™ un submédulo y G = {gy,...,g,} una base
de Groebner suya formada por elementos ménicos, es decir, tales que el coe-
ficiente de in(g;) es 1, para 1 <i < s. Decimos que G es:

1. Minimal: Si in(g,) ¢ (in(g,), ..., in(g,), ... in(g,)), para 1 < i < s.
Es decir, si {in(g;),...,in(g,)} es sistema de generadores minimal de
(in(M)).

2. Reducida: Si ningtin monomio de g; estd en (in(g,), ..., 1;\@1), ...,in(g,)),
para 1 <17 <s.

Observamos que, en particular, las bases de Groebner reducidas son mini-
males. Lo importante es que un médulo dado M C S™ tendra una tnica base
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de Groebner reducida, que ademas se puede obtener de forma algoritmica,
como veremos en la demostraciéon del siguiente teorema:

Teorema 3.26. Sea M C S™ un submodulo. Entonces, admite una unica
base de Groebner reducida para un orden monomial dado.

Demostracion. Veamos primero la existencia: Tomamos una base de Groeb-
ner cualquiera G = {gy, ..., g, } de M. Primero, es inmediato comprobar que si

vamos quitando aquellos g, tales que in(g;) € (in(g;), ..., 1/n\(gl), .., in(gy))
hasta que no quede ninguno con esta propiedad, obtenemos una base minimal.
Podemos suponer entonces que G = {g,...,g,} es una base de Groebner
minimal.

A continuacién, tomamos g, = g% &} y G’ = {g],...,g.}. Por las
propiedades del algoritmo de divisién y por ser G minimal, obtenemos que
G’ ya es reducida.

Veamos ahora la unicidad: Sean G = {gy,...,8,} v G’ = {g},...,g;} dos
bases de Groebner reducidas. Observamos primero que in(G) = in(G’) por
3.11, ya que por ser reducidas, in(G) e in(G’) son sistemas minimales de
generadores del mismo ideal monomial.

Pero por otra parte, si in(g) = in(g’), entonces g = g’, ya que en ca-
so de no ser nulo, ningin monomio de g — g’ seria divisible por alguno de
los in(G) = in(G’), por ser dichas bases reducidas. Esto concluye la de-
mostracion. O

3.3. El Teorema de Schreyer y las sicigias

En esta ultima seccién del capitulo 3 veremos como las bases de Groebner
nos proporcionan la demostracion constructiva del Teorema de las Sicigias
de Hilbert que estamos buscando. La idea se debe al matematico Frank-
Olaf Schreyer y la clave estd en definir un orden monomial, llamado orden
de Schreyer, que va cambiando en cada mddulo de sicigias de la resolucion
libre que estemos considerando. Una vez vistas las propiedades de este orden
monomial, el Teorema de las Sicigias serd sencillo de demostrar.

Como la mayor parte del tiempo estaremos considerando dos bases cano-
nicas, una en S™ y otra en S”, denotaremos la primera por {ey,...,e,,} v la
segunda por {e], ..., €

ey Gy
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Definicién 3.27. Sea M C S™ un submddulo y sea G = {g,...,g,} una
base de Groebner suya respecto de un orden monomial dado <. Definimos el
orden de Schreyer en S” respecto de G de la siguiente forma:

in(x"g;) > in(x"g;)
x“e] >g x’e; 6
in(x"g,) = in(x"g;) ¢ i</

Proposicién 3.28. El orden de Schreyer definido antes es un orden mono-
maal en S”.

Demostracion. Lo primero, por como estd definido, es un orden total debido
a que el orden < era un orden total.

Por otro lado, sean x“e}, x” e} € S" dos monomios tales que x*€; <¢ xP e,
y sea v € N. Supongamos que in(x*g;) < in(x’g;), entonces in(x**'g;) <
in(x"*7g;), por lo que x**7e] <¢ x**7e). La otra posibilidad es que in(x*g;) =
in(x? g;) e i < j, de donde resulta inmediato que x**7e; <¢ gﬁﬂeg.

Finalmente, para ver que es un buen orden aplicamos el corolario 3.13. [

A continuacién demostraremos el teorema de Schreyer cuando M C S™
es un submédulo monomial. Observemos antes que cualquier sistema de ge-
neradores de M formado por monomios es una base de Groebner suya.

Lema 3.29. Sea M C S™ un submaodulo monomial generado por los monomios
{my,...,m,}, y sean m;; = mem(m;, m;) y

Entonces, {0;;/1 < i < j <r} es una base de Groebner de Sic(my, ..., m,)
para el orden de Schreyer inducido por G = {my,...,m,}.

Demostracion. Primero veamos que los 0;; generan Sic(my, ..., m, ), donde es
. . A

obvio que o4 € Sic(my,...,m,). Pongamos m; = x%e;, y sea (ai,...,a,) €

Sic(my, ..., m,), es decir,

aimi + ... + a,m, = fie; + ... + fpe, =0,
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donde f; es la suma de los a;x* correspondientes a e;. Como cada f; = 0,
por aliviar la notacién, podemos suponer que todos los m; se corresponden

: r (o7 B
al mismo e; y por tanto, > %_; a;x*% = 0.

Por tanto, (ay, ..., a,) es suma de elementos de la forma (¢;x*~*, ..., ¢,x*%7),
donde ¢; € ky Y, ¢ = 0. Observemos ademds que no importa que o — o
tenga una componente negativa si ¢; = 0. Si suponemos que ¢; = ... = ¢j_; =
0y ¢; # 0, entonces:

(Clza_aly LR C’r‘XOC_OCT.) -

=¢j41(0,...,0, =x*74 x*7%*+ 0, ..., 0)+...4¢(0,...,0, —=x*74,0,...,0,x*7%")

y por otro lado,
aA—Q; a—Q a—o; a—Q /
(0,..,0,—x*7%,0,...,0,x*7",0,...,0) = —x""Ye, +x" "] = —x"0,

para cierto v € N", si ¢; # 0, de donde deducimos que los 0;; son generadores.

Ahora veamos que forman una base de Groebner para <g. Como se
verifica que (m;;/m;)m; = (m;;/m;)m;, tenemos que, si ¢ < j, entonces
in(0;;) = (m,;/m;)e; para el orden <g.

Por otra parte, si suponemos que ¢; = ... = ¢;—1 = 0y ¢; # 0, el monomio
inicial de un elemento de la forma

aq

(Clza_ PRERE) C’I‘Xa_ar)

es x*~%e/;. Por lo tanto, el monomio inicial de un (ay, ..., a,) € Sic(my, ..., m,)
serda un multiplo de algin in(o;;) = (m;;/m;)e;. O

Si nos fijamos, lo que hemos hecho es tomar los S-vectores de los m;
para formar a partir de ellos unos generadores del médulo de sicigias. Esto
sera lo que haremos a continuacion en modulos que no tienen por qué ser
monomiales.

Lema 3.30. Sea M C S™ un submddulo y G = {g1,...,8-} una base de
Groebner suya. Entonces, existen a;, € S tales que S(8i,8;) = Y p_ @ijkEh-
donde ademds, in(a;;rgr) < in(S(g:, g;))-

Demostracion. La existencia de los a;, € S se deduce del algoritmo de di-
visién en S™ y del criterio de Buchberger. El hecho de que in(a;jxg;) <
in(S(g;, 8;)) es consecuencia de las propiedades del algoritmo de divisién. [
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Notacién. En las condiciones anteriores, denotamos a;; = (a;j1, ..., @ijr) ¥

mg; m;; r
Sij = e, — e.—a; €S
Y in(g) " in(gy) 7 Y ’

donde m;; = mem(in(g;), in(g;)).

Si nos fijamos, lo que acabamos de definir es una generalizacién de los o
para el caso no monomial. Esto es asi porque el S-vector de dos monomios
es obviamente nulo y, por tanto, los a;;; de la divisién son obviamente nulos
en ese caso.

Ahora llegamos ya al Teorema de Schreyer, que es la generalizacién que
habiamos anunciado del lema 3.29 anterior:

Teorema 3.31 (de Schreyer). Sea M € S™ un submddulo y G = {gy, ..., &}
una base de Groebner suya. Entonces, {s;j/1 < i < j < r} es una base
de Groebner de Sic(gy, ..., &) para el orden de Schreyer inducido por G =

{g17 "'7g"“}'

Demostracién. Como hicimos con o;;, observamos que in(s;;) = (m;;/in(g;))e;,
si ¢ < j, por el mismo razonamiento que en 3.29, usando en este caso
que in(ayxgy) < in(S(g;,g;)). Ahora escribimos o;; = (my;/in(g;))e; —
(m;;/in(g;))e, que son los 0;; anteriores con respecto a m; = in(g;). Por lo
tanto, de 3.29 deducimos que:

(in(Sic(in(g,), .- in(g,)))) = (in(oy)) = (in(sy)) C (in(Sic(gy, -, 8,)))-

Por otro lado, sea b € Sic(gy, ..., g,). Entonces, tomando los mayores mono-
mios en b1g; + ... + b,.g, = 0, obtenemos que b; in(g, ) + ... + b} in(g;,) = 0,
donde 1 <y < ...<iyu <ry b;j es un término de b;;. Es decir, b, e, + ... +
b, e;, € Sic(in(g,), ..., in(g,)).

Ahora, como in(b) = bj €] para el orden <¢, deducimos que in(b) €
(in(Sic(in(g;), ..., in(g,)))), por lo que obtenemos la otra contencién, es de-
cir:

(in(Sic(gy, - 8,))) = (in(Sic(in(g,), -, in(g,)))) = (in(s;)),

lo que demuestra que {s;;/1 < i < j < r} es una base de Groebner de
Sic(gy, .., 8,)- O
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Observacion 3.32. Dentro de la demostracién anterior hemos obtenido que:

(in(Sic(in(g), .-, in(g,)))) = (in(Sic(gy, -, &,))),

lo cual implica que Sic(in(g,), ..., in(g,)) = 0 si, y sélo si, Sic(gy, ..., g,) = 0.

Lo que hemos conseguido hasta ahora, con el Teorema de Schreyer, es
obtener unos generadores del médulo de sicigias de una base de Groebner,
que ademas forman también una base de Groebner, respecto al orden de
Schreyer. Lo que haremos ahora sera ver cémo podemos obtener generadores
de las sicigias de un sistema de generadores cualquiera a partir de las sicigias
de una base de Groebner. Un primer resultado al respecto seria 1.24.

Por su sencillez, omitimos las demostraciones de los resultados siguientes
para no alargarnos:

Lema 3.33. Sea M C S™ un submodulo, y sean fy,....f. € S™ y g1,....,8 €
S™ dos sistemas de generadores suyos. Escribamos F = (fi,...f.) y G =
(81, ..., 8) como matrices cuyas columnas son los vectores f; y g;, respectiva-
mente. Entonces existen matrices A y B con coeficientes en S, de tamanos
r Xt ytxr, respectivamente, tales que G = FA y F = GB, y que verifican:

1. As € Sic(fy, ..., ) sis € Sic(gy, ..., &)-

2. Las columnas de I — AB estdn en Sic(fy, ..., f.).

Ademds observemos que, si G es una base de Groebner de M, entonces pode-
mos hallar B mediante el algoritmo de division.

Lema 3.34. En las mismas condiciones,

1. Si G = {g1,...,8:} es una base de Groebner, s;; = (m;;/in(g;))e; —
(my;/in(g;))e) y Si son las columnas de I — AB, entonces

{As;,S/1<i<j<t1<I1<r}
generan Sic(fy, ..., £,).

2. En general (si G es una base de Groebner o no), si D es una matriz de
presentacion de M respecto de {gi, ..., 8}, entonces las columnas de la
matriz concatenada (AD|I — AB) generan Sic(fy, ..., f,.).
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Finalmente, llegamos al Teorema de las Sicigias de Hilbert, para el cual
necesitamos un par de lemas previos:

Lema 3.35. Sea M un S-mddulo cualquiera, (F,d) una resolucion libre suya
y N € N. Entonces, ker(dy_1) es libre si F; = 0 parai > N. Reciprocamente,
si ker(dy_1) es libre, entonces M admite una resolucion libre (G, 0) tal que
G;i=0si1>N.

Demostracion. Si F; = 0 para ¢ > N, entonces dy es inyectiva, y por tanto,
Fy = Im(dy) = ker(dy-1), de donde se deduce el resultado. Reciproca-
mente, si ker(dy_1) es libre, basta sustituir Fy por Im(dy) para obtener una
resolucion libre como en el enunciado. ]

Lema 3.36. Sea M C S™ un submddulo y G = {g1,...,&-} una base de
Groebner suya que verifica: si in(g;) y in(g;) contienen el mismo vector e
ei < j, entonces (in(g;)/in(e;)) >, (in(g;)/in(e;)). Si0 < ¢ < n —1
Y T1,...,Tq no aparecen en in(G), entonces xi,...,T441 no aparecen en los
in(s;;), para el orden de Schreyer.

Demostracion. Sabemos que, si s;; = (m;;/in(g;))e; — (m;;/in(g;))e; — ay;,
entonces in(s;;) = (my;/in(g;))e; sii < j. Como m;; = 0si g; y g; contienen
a distintos e;, supongamos que contienen al mismo.

Entonces, por la hipétesis del enunciado, m;; = x"e;, con 7, = 0, si

_ _ . . _ o . _ c s — (L /
k=1,...,4,¥ Yijg+1 = Qig+1, si in(g;) = x¥e;. Por tanto, in(s;;) = x"¥~ %],
pero en X4 ~% no aparecen Iy, ..., Tq, Tg41- O]

Observacién 3.37. Una base de Groebner cualquiera siempre se puede re-
ordenar de forma que cumpla la hipdtesis del lema anterior. Basta agrupar
los elementos que contienen al mismo vector de la base candénica y ordenarlos
segun el enunciado del lema.

A continuacion, primero veremos la demostracion del Teorema de las Sici-
gias de Hilbert en su version no graduada, que aiin no habiamos demostrado:

Teorema 3.38 (De las Sicigias de Hilbert). Tomando S = k[xy, ..., x,],
todo S-maodulo finitamente generado M admite una resolucion libre finita de
longitud a lo sumo n.
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Demostracion. Como habiamos anunciado, haremos una demostracién cons-
tructiva. Primero, tomamos unos generadores de M y consideramos la apli-
cacion dy : Fy — M, con Fy = R’ que lleve la base candnica en dichos gene-
radores. Obtenemos una base de Groebner de Fj, que sabemos que podemos
obtenerla reducida y cumpliendo la hipdtesis del lema. La denotamos por Gy
y construimos a partir de ella una presentacién de M:

J REINY H RN N}

Ahora, por el Teorema de Schreyer obtenemos una base de Groebner G,
de ker(d;) = Sic(Gy), que por el lema anterior ademds cumple que x; no
aparece en in(Gy). De nuevo podemos hacer que sea reducida y cumpliendo
la hipotesis del lema anterior. Construimos el siguiente paso en la resolucién:

F2 %y — FO M — 0.

Vemos que podemos iterar el proceso, donde en cada ker(d;) C F; obtene-
mos una base de Groebner G; cumpliendo lo anterior, y donde en in(G;) no
aparecen i, ..., r;11. Llegamos as{ hasta ker(d,,_,) C F,_1,

Fn1—>Fn2—> —>F1—>F0 M — 0,

donde en in(G,_1) no aparecen xy, ..., z,_1. Veamos que entonces G,_; de
hecho es una base de Sic(G,_2) = ker(d,—1), es decir, sus elementos son
libres. En ese caso, definiendo F,, = Sic(G,—2) = ker(d,_1) v d, la inclusién,
ya obtenemos, como vimos en el lema 3.35, una resolucién libre de M de
longitud n.

Para ello, utilizamos la observacion 3.32, gracias a la cual basta ver que
los elementos de in(G,,_1) son libres. Ahora bien, como dichos términos ini-
ciales estan en k[x,]? para cierto ¢ € N, si no fueran libres, no formarian un
sistema minimal de generadores, lo cual contradice que G,,_; sea una base
de Groebner reducida. m

Lo que haremos a continuacion sera modificar dicha prueba para obtener
el teorema en su version graduada. Para ello, necesitamos un lema previo que
relaciona bases de Groebner con los médulos homogéneos:

Lema 3.39. Consideremos una graduacion del tipo S™ = S(—p1) @ ... ®
S(—=pm). Entonces, un submddulo M C S™ es homogéneo si, y solo si, su
base de Groebner reducida G estd formada por elementos homogéneos (fijado
siempre un orden monomial <).
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Demostracion. Obviamente, si G contiene s6lo elementos homogéneos, en-
tonces M es homogéneo. Reciprocamente, si M es homogéneo, tomemos
{f1,....,£f;} unos generadores homogéneos suyos, y utilicemos el algoritmo
de Buchberger para obtener una base de Groebner a partir de ellos, G =
{g1,...,8,}. Los S-vectores de los f; tienen la forma:

ml-j mz-j

S 1) = in(fi)fi B in(fj)fj’

donde m;; = mem(in(f;), in(f;)). Con la graduacién que estamos consideran-
do, los monomios son homogéneos. Por tanto, observamos que los S-vectores
también son homogéneos, ya que, salvo que sean nulos por cancelaciones o
por la caracteristica de k, obtenemos que:

deg (llzzlfjl)f,) = deg(m;;) — deg(f;) + deg(f;) = deg(m;;) =

m. .
= deg(m;;) — deg(f;) + deg(f;) = de Y £ .
slmy) — deg(F) + dog(t) = deg ({202
Por tanto, los restos de los S-vectores que se obtienen en el algoritmo de
Buchberger también son homogéneos, por las propiedades del algoritmo de
divisién. Ademaés, al reducir la base, como sélo estamos quitando monomios,
obtenemos que la base reducida G esta formada por elementos homogéneos.

]

Teorema 3.40 (De las Sicigias de Hilbert, versiéon graduada). Toman-
do S = k[xy,...,x,], y M un S-mddulo graduado finitamente generado, se
verifica que

dpg(M) < n.

Demostracion. La demostraciéon es esencialmente la misma que en el caso no
graduado. La tnica diferencia es que, como el médulo de sicigias de un sistema
de generadores homogéneos es homogéneo (como vimos en el comienzo de la
seccién 1.3), en cada paso obtenemos una base de Groebner reducida de un
modulo homogéneo, que por el lema anterior, estda formada por elementos
homogéneos. Por tanto, la resoluciéon libre que obtenemos es una resolucién
graduada de longitud a lo sumo n. Como la resolucién libre minimal graduada
es la de menor longitud, llegamos a que tiene longitud a lo sumo n. ]
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Capitulo 4

La Funcion de Hilbert

Llegados a este punto, nos podemos preguntar cudl era la motivaciéon de
Hilbert para hacer todo este estudio de las sicigias y de las resoluciones libres
de un médulo graduado, y por qué resulta clave su Teorema de las Sicigias.
La respuesta es la funcién de Hilbert, que tiene multiples aplicaciones, de
las cuales mencionaremos al final, y como conclusién, algunas relativas a la
Geometria Algebraica.

Este capitulo tiene una estructura diferente a los anteriores. Para em-
pezar, es claramente mas corto, y no esta dividido en secciones. La razén es
que resulta como conclusiéon y aplicaciéon de todo lo visto en los tres capitulos
anteriores. Extendernos en dichas aplicaciones nos llevaria a comenzar otro
proyecto entero, pues a partir de aqui, el estudio de resoluciones, funciones
de Hilbert, invariantes, etc. diverge en multiples ramas del Algebra Conmu-
tativa, cada una de las cuales tiene como base tedrica lo expuesto en estos
capitulos.

Empezamos con algunas definiciones, donde haremos la misma conside-
raciéon que en capitulos anteriores, tomando R como un anillo graduado,
cociente de S por un ideal homogéneo. Observemos que si M es un R-médulo
graduado cuya graduacién estda dada por M = @, M;, y es finitamente
generado como R-modulo, entonces cada M; es un k-espacio vectorial de
dimensién finita.

Definicién 4.1. Sea M un R-moddulo graduado finitamente generado. Defi-
nimos:

73
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1. Funcién de Hilbert: de M es la funciéon Hilby; : N — Z definida
por Hilby (i) = dimy(M;).

2. Serie de Hilbert: es la funcién generatriz de la sucesién dimy(M;), es
decir, es la serie Hy,(t) = > 57 dimy (M)t € Z[[t]].

(De aqui en adelante, como la dimension la tomamos siempre sobre el cuerpo
k, escribiremos dim en lugar de dimy.)

Nuestro objetivo (y el de Hilbert) es probar que la funcién de Hilbert de
un S-moédulo graduado (finitamente generado) es en realidad un polinomio, a
partir de un cierto niimero natural. Para ello, veremos antes las propiedades
de “aditividad” y “desfase” de la serie y la funcién de Hilbert:

Lema 4.2. Sean U, V., W, Vi, ..., V, varios k-espacios vectoriales.

1. Si0 —U —V — W — 0 es exacta, entonces
dim(V) = dim(U) + dim(W).

2. 50—V, — Vo, — ... — V., —> 0 es exacta, entonces
> (—1)'dim(V;) = 0.

=0

Demostracion. Lo primero es inmediato teniendo en cuenta que la exactitud
de dicha sucesion de espacios vectoriales equivale a que V= U & W. Lo
segundo es consecuencia directa de lo primero, teniendo en cuenta que en el
siguiente diagrama las columnas son exactas y la imagen de una aplicacién
es el nicleo de la siguiente:

0 0 0
1 4 4
0 ker(f2) ker(0)
1
0o — LN — 0

o+ o+ N+



5

Para funciones de la forma A\ : C' —> Z que parten de una coleccion de
R-médulos C| las condiciones 1 y 2 anteriores son equivalentes (sustituyendo
dim por A), y en caso de cumplirse, se dice que A es una funcién aditiva.
Para més informacién sobre esto, ver [AM, pégina 27]. Lo que nos interesa
a nosotros es el siguiente corolario:

Corolario 4.3. Sean M, M', M" y Ny, ..., N, varios R-mddulos graduados
finitamente generados.

1. Si0 — M — M — M" — 0 es exacta, entonces
Hps () = Hpp () + Hpgn (2).

2. 5%0— Ny — ... — N, — 0 es exacta, entonces

r

S (= 1) Hy, (1) = 0.

1=0

Por otro lado, ya podemos obtener las series de Hilbert mas sencillas, que
son las siguientes:

Proposicién 4.4. Si R = S/I y M es un R-mddulo graduado finitamente
generado, se verifica:

1. HM(_p)(t) =tPHy;, sip > 0.

’ Hs(t) = ——— y Hﬂbs<z'>=<”“‘1).

3. Hp(t) = He(t) — H;(t).

Demostracion. 1 es inmediato y 3 es un caso particular del corolario anterior.
Para 2, es sencillo comprobar que dim(S;) = ("J’E_l), ya que es el nimero
de monomios de grado ¢, que se corresponde con el cardinal del conjunto
{a € N*/|a| = i}. Por tanto,

Hg(t) = i ("+Z N 1)#’.
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Para ver que dicha serie es (1 — ¢)™" (dentro del cuerpo Z((t))), podemos
razonar por induccién derivando series. Para n = 1 el resultado es bien
conocido, (1 —¢)~t = >~ t'. Supongamos ahora que es cierto para algin
n > 1y vedmoslo para n + 1. Escribamos f,(t) = Y52, ("*7")#". Entonces,
utilizando ambas expresiones de f,,, por hipdtesis de induccion:

n B (n4+i—-1)!, > ')'
(1—t)”+1_ Inl ZZ il(n —1)! t B Z 1In! t=nfu(t),

de donde se deduce el resultado. O

El resultado que afirma que la funcién de Hilbert de un S-médulo gra-
duado finitamente generado es un polinomio, a partir de cierto natural, es
consecuencia del teorema siguiente. Aunque lo que buscaba Hilbert era su
consecuencia, este teorema se suele denominar en la literatura como Teorema

de Hilbert:

Teorema 4.5 (de Hilbert). Sea M un R-mddulo graduado finitamente
generado y (F, d) una resolucion libre graduada suya tal que: Para todo p > 0,
existe un N, € N tal que ¢;, = 0, si i > Ny, donde F; = P, R(—p)“.

Entonces: N
Ha(t) = Ha(t) ) (Z(—niqp) .

p=0 =0

Demostracion. Vamos a dividir la demostracién en dos casos:

Caso 1: Si la resolucion tiene longitud finita N, entonces por el ultimo

corolario:
N

Ha(t) =Y (=1)Hp, (1)

1=0

Ahora bien,

Z(chdlm i p>t = Hg(?) ch ,
7=0

p=0

de donde se deduce el resultado, ya que en este caso particular podemos
tomar N, = N, para todo p > 0.
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Caso 2: Veamos el caso general. Si fijamos un grado j > 0, observamos
que existira un 7o > 0 tal que F;; = 0, si 7 > 4p, por la condicién que hemos
impuesto a la resolucion. Por tanto, obtenemos la sucesion exacta siguiente:

0— Fio,j — .. — FlJ — F()’j — Mj — 0.

Por tanto, tenemos que

10 10

dim(M;) = Y (=1)'dim(F;) = ) (=1)' (Z Cip dim(Rj—p)> :

=0 i=

que es una expresién analoga a la del caso anterior. De ella se deduce el
resultado. ]

Antes de ver las consecuencias de este teorema, podriamos pensar en
qué situaciones podemos obtener una resolucion que cumpla las hipétesis
anteriores. Como hemos visto en el caso 1, si la resolucion es finita, entonces
lo cumple. Por el Teorema de las Sicigias, sabemos que si R = S, entonces
podemos obtener una resolucion finita. Para el caso general, la resolucién
libre minimal graduada también nos sirve, debido a la proposicion 1.45.

Y a continuacion veamos el resultado que estabamos buscando. Observe-
mos antes que, en el caso R = S, en el teorema anterior obtenemos un
polinomio f € Z[t] tal que:

f(t)

Halt) = 7=

Despejando, vemos que es unico. Ahora, si lo dividimos por su factor irre-
ducible (1—t) elevado a la potencia maxima, y llamamos h € Z[t] al cociente,
obtenemos que:

donde 0 < d <n,y h(l) #0.
Corolario 4.6. En la situacion descrita antes (R = S), se verifica que:
1. Eziste un dnico polinomio HP (i) € Q[i| tal que existe un N € N

a partir del cual Hilbys(i) = HPy (7). De hecho, lo verifica para todo
i > deg(h).
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deg(h)
—1
2. HP (1) Z h; ( i J) , donde h; es el coeficiente que acom-

pana a t’ en h.
3. deg(HPy,) = d — 1.

4. FEl coeficiente principal de HPy; es

Al polinomio HPy, se le denomina polinomio de Hilbert de M, a h(1),
multiplicidad de M, y a d, dimension de Krull de M.

Demostracion. En la expresion que habiamos obtenido antes, tenemos que:
e (i =1
Zdlm = (ho 4+ Myt + .. +ht);( o )t,

donde r = deg(h). Si ¢ > r, observamos que:
, , , n+i—1 n+i—r—1
Hilby (i) = dim(M;) = ho+ ...+ " b

y, por tanto, nuestro polinomio HP,; sera:

1 —r—1
HPM(i):(n::il )h0+...+<n+;_z )hr,

que es la expresion en 2. Para terminar de probar 1, si otro polinomio coin-
cidiera con este en todo nimero natural a partir de uno dado, su diferencia
tendria infinitas raices, por lo que deben ser iguales.

Por otro lado, tenemos que:

d—1+i—7\  (d=14i—7)--(G—-j+1) I
hj( d—1 >_h‘ (d—1)! - (d-

«d—1
i

donde los puntos suspensivos indican términos de menor grado en ¢. De ahi se
obtiene 3 y 4 sumando en j. O]
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Este corolario podria deducirse también directamente de la aditividad de
la funcién dimy, utilizando una resolucién finita. Sin embargo, el teorema
4.5 abre las puertas a estudiar resoluciones infinitas, tema que genera una
gran actividad investigadora en la actualidad, como podemos observar en un
articulo reciente de Eisenbud y Peeva, titulado “Matrix Factorizations for
Complete Intersections and Minimal Free Resolutions”, [EP].

Finalmente, veamos una aplicacion de estos resultados a la Geometria
Algebraica.

Tomando P como el espacio proyectivo de dimensién n sobre k, es decir,
P" = P(k™*1), podemos definir conjuntos algebraicos como conjuntos de ceros
de polinomios, al igual que se hace en el espacio afin. Sin embargo, en el
caso proyectivo, necesitamos considerar polinomios homogéneos para que el
concepto de “cero” de dichos polinomios no dependa del representante del
punto.

Mas concretamente, denotemos por [zg, 1, ..., £,] € P" alos puntos de P,
donde (g, ..., x,) € k"™ — {0} es un representante suyo. Si f € k[zo, ..., T,,]
es un polinomio cualquiera y A € k*, entonces [z, ..., z,] = [Azg, ..., Az,
pero no tiene por qué verificarse que:

flzoy.yxn) =0 = f(Azg,...,\x,) = 0.

Sin embargo, si f es homogéneo, se verifica que
FAzo, oy M) = A9 f (2, . 2y),

por lo que en este caso si que se cumple la implicacion anterior. Por lo tanto, si
tenemos un ideal homogéneo I C klxo, ..., z,], v f1,-.., fr € I son generadores
homogéneos suyos, entonces podemos definir la variedad proyectiva asociada
a [ como:

V() =A{[xo, z1, ..., xp] € P/ fi(xg,...,xn) =0, i=1,....,1},
donde es sencillo comprobar que dicho conjunto no depende del sistema de

generadores homogéneos elegido.

Dichas variedades proyectivas tienen asociados dos niimeros, su dimen-
sién y su grado. Sobre la dimensién, se puede probar que existe una proyec-
tividad que lleva V(1) en V(2,,41, ..., ), y que dicho m es independiente de
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la proyectividad escogida, al cual se le denomina dimensién de V(7). Sobre
el grado, se define como el maximo nimero de puntos de V(I) que pueden
cortar a un subespacio proyectivo de dimensién n — d, con d la dimensién de

V(I).

Lo importante es que, si S = k[xg,...,x,], h es el polinomio anterior
correspondiente a S/I y ¢ € k es el coeficiente principal de HPg/;, entonces
se puede demostrar que:

1. La dimensién de V() es d — 1 = deg(HPg);).
2. El grado de V([) es h(1) = c(deg(HPg/)!).

De hecho, estas son las definiciones que se dan en [CLO1]. Observemos
también que no sélo hemos encontrado una definicion alternativa de dichos
conceptos, sino que todo lo expuesto en estos capitulos proporciona un méto-
do constructivo para hallarlos, ya que el polinomio de Hilbert se halla a partir
de la serie de Hilbert, segin el dltimo corolario, y ésta se puede hallar a par-
tir de la resolucién libre minimal graduada de S/I, la cual podemos hallar
utilizando bases de Groebner, segin el capitulo 3.

A partir de aqui, se puede hacer un estudio de las relaciones que hay entre
la Geometria Algebraica y la Teoria de las Sicigias. Una referencia importante
serfa [Eis2|, donde el objeto central de todo el libro es precisamente estudiar
los aspectos geométricos de las sicigias. De hecho, el primer capitulo repasa
los conceptos vistos en esta memoria, viendo que la funcién de Hilbert es
un polinomio a partir de cierto natural (pagina 4), y viendo la informacién
geométrica que encierra.
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