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Introduccion

Este trabajo surge con la intencién de completar y ampliar la materia impartida en la asignatu-
ra de “Curvas Algebraicas’, situada dentro del Grado en Matematicas, con la intencién de presen-
tar el concepto de género de una curva algebraica. Muy pronto, a la vista de los conceptos que hay
que introducir para llegar a la definiciéon de género de una curva, adquiere también el objetivo de
desarrollar una introduccién a la Geometria Algebraica, presentando los objetos habituales en una
primera aproximacion a este campo, las variedades algebraicas y las aplicaciones que relacionan
estos objetos, los morfismos de variedades. A partir de los morfismos, se tienen la presentacion y
estudio de los conceptos de aplicacion racional y aplicacién birracional. En este trabajo nos hemos
limitado a la definicién de género en el caso de curvas regulares, ya que hacerlo en el caso general
nos obligaba al estudio de la desingularizacién de curvas, lo cual ampliaria més de lo conveniente
su extension.

Con el punto de vista de una introducciéon a la Geometria Algebraica, y para potenciar el as-
pecto geométrico y reducir las situaciones patolégicas, trabajamos siempre con un cuerpo alge-
braicamente cerrado y de caracteristica cero, aunque en algunas ocasiones recalcaremos en el
enunciado de algun resultado estas propiedades para resaltar que ese resultado en concreto no
seria cierto en otro caso. Organizamos el trabajo dividiéndolo en tres capitulos.

En el primero de los capitulos hemos realizado un resumen de algunas de las nociones de los
resultados estudiados durante la citada asignatura de “Curvas Algebraicas”, todos ellos genera-
lizados a cualquier dimensién. De este modo, introducimos las nociones de variedades afines y
proyectivas en un espacio n-dimensional asi como algunas de sus propiedades y enunciamos el
Teorema de los Ceros de Hilbert tanto en su version afin como proyectiva. En estas secciones no he-
mos incluido demostraciones pues casi todas ellas han sido realizadas en las clases impartidas por
el profesor responsable de la asignatura. Si hemos introducido demostraciones en las dos tltimas
secciones, en las que nos centramos en los conceptos de funciones racionales, que no fueron es-
tudiados con tanto detalle en su momento, y de variedades en su definicion general como abierto
de una variedad proyectiva. Con la presentacion de estas variedades concluimos el capitulo.

El segundo capitulo gira en torno a los morfismos entre variedades. Empezamos con su defini-
cion y después damos dos ejemplos de morfismos entre variedades, las aplicaciones polinémicas
entre variedades afines y las aplicaciones regulares entre variedades, que nos seran muy ttiles a la
hora de desarrollar la tltima seccion de este capitulo en la que tratamos la nocién de dimension
de una variedad. Para esto, nos servird de especial ayuda la aplicacién regular conocida como el
embebimiento de Veronese. En este capitulo afiadimos también la aplicaciones racionales y birra-
cionales que se construyen a partir de morfismos y que nos hardan falta para el altimo capitulo del
trabajo.

En el tercer y dltimo capitulo tratamos con uno de los temas mencionados en la asignatura
de “Curvas algebraicas” pero que no se llegaron a estudiar en profundidad por falta de tiempo.
Para ello, nos centramos en las variedades de dimension uno regulares, las curvas regulares, y
definimos el concepto de género de una curva regular a través del Teorema de Riemann. Para ello,
damos unos resultados de curvas planas e introducimos el concepto de divisor de una curva, de
divisor asociado a una funcién racional y de equivalencias lineal de divisores.



Aunque el trabajo se centra en la Geometria Algebraica, ha sido necesario introducir resultado
propios de otras ramas que no se han estudiado en el grado. Estos resultados se han recogido en
dos apéndices al final del trabajo. En el primero de ellos tenemos los relacionados con el Algebra
Conmutativa, es decir, relacionados con anillos, ideales y médulos. El segundo gira en torno a las
extensiones de cuerpos, concretamente, en torno a las extensiones trascendentes y las bases de
trascendencia.



Capitulo 1

Variedades algebraicas

1.1. Variedades afines

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica 0. Denotamos por k[xy,.., x,] al
anillo de polinomios en rn variables sobre k, y por A" al producto cartesiano de n copias de k, un
espacio afin

Definicién 1 Dado S c k[X;, ..., X;], definimos V (S) como el conjunto de puntos p = (xy, ..., x,) € A"
tales que f(xy,...,xp) =0 para todo f € S.

Definicién 2 Si X c A" decimos que X es un conjunto algebraico si existe S c k[ X, ..., X;] tal que
V(S)=X.

Propiedades de los conjuntos algebraicos:

1. Si S< R entonces V(S) > V(R).

2. Si I es el ideal generado por el conjunto S c k[Xj,..., X1, V(S) = V(I§).

3. V(k[Xy,..., X)) = @.

4. V(0)=A"

5. Si{ly}qea esunafamilia cualquiera de ideales de polinomios, entonces V(Ugealy) = NgeaV(Uy).
6. Si I, J son ideales del anillo de polinomios, V(InJ)=V{]) = V(I)u V(]).

7. V(I) = V(Rad(I)) donde Rad(I) representa al ideal radical del ideal I.

Nota: A la vista de las propiedades 5 y 6, los conjuntos algebraicos son los cerrados de una
topologia sobre A”. A esta topologia se la conoce como topologia de Zariski.

Nota: Si S={f, ..., f;} en vez de escribir V (S), escribimos V (fi, ..., f;). Si r=1, decimos que V (f)
son los ceros del polinomio f.

Definicién 3 Definimos el ideal del conjunto X < A", y lo representamos por 1(X), como el conjunto
de polinomios f € k[X;, ..., X,,] que verifican f(xy, ..., x,) = 0 para todo punto (xy, ..., X,) € X.

Nota: Con esta definicion es obvio que el ideal de un conjunto es un ideal.

Propiedades:



1. I(©) = k[Xy,..., Xyl

2. Si k es infinito, I(A™) = {0}

3. Si X cY entonces I(X) > I(Y)
4. XcVU(X))

5. ScI(V(9))

6. Si X es algebraico, X = V(I(X))
7. 1(X) = I(V(I(X)))

8. I(X) esradical

Proposiciéon 1 Todo conjunto algebraico V tiene un conjunto finito de polinomios fi, ..., fr de modo
queV =V(f1,..., fr).

Definicion 4 V < A} decimos que es un conjunto algebraico irreducible si para todo par de con-
juntos algebraicos V1, V, c AZ talqueV = V1 UV, severificaqueV =V, 0V = V.

Definicion 5 Llamamos variedades afines a los conjuntos algebraicos irreducibles.
Proposiciéon 2 Un conjunto algebraico V es irreducible si y solo si I(V) es un ideal primo.
Demostracion: Ver [2], capitulo 1, seccién 5.

Teorema 1 (de los ceros de Hilbert) Sea I c k[Xy,..., X;] un ideal cualquiera. Entonces, si k es al-
gebraicamente cerrado, I(V (1)) = Rad(I).

Demostracion: Ver [2], capitulo 1, seccién 7.

Del resultado anterior es inmediato deducir que toda familia de conjuntos algebraicos afines
tiene un elemento minimal, puesto que si I c J son dos ideales, entonces V' (J) < V(I) y viceversa,
se invierten las contenciones.

Teorema 2 Sea V un conjunto algebraico de A". Entonces, existen V1, ..., Vi, variedades afines tales
queV =V1U..UVy, yV; ¢ V; para cada par de i, j. Ademds, estos V; son tinicos.

Demostracion: Ver [2], capitulo 1, seccion 5.

Definicion 6 Sea V un conjunto algebraico y sean V1, ..., Vy, las tinicas variedades afines tales que
V=WVU..uV, yV; ¢V, para cada par dei, j. Llamaremos a esas variedades afines las componen-
tes irreducibles de V.

Proposiciéon 3 Sean I, ] c k[X;,..., X;] dos ideales. Entonces, I y ] son comaximales si y solamente
siVIDnV()) =@.

Demostracion: Supongamos que I y J son comaximales. Entonces, si existiera p € V(I) n V(J)
entonces, para todo polinomio f € I, f(p) = 0 y para todo polinomio g € J, g(p) = 0. Entonces, si
h € k[Xj, ..., X;;] es un polinomio cualquiera, existirdn f' € I'y g’ € J con h = f'+ g’, pero entonces
h(p) = f'(p)+ g'(p) =0, de lo que deducimos que p € V (k[ X3, ..., X;]) = &, lo cual es absurdo.

Supongamos que V(I) NV (J) = V(IUJ) = @. Entonces, todo ideal que contenga a Iy J, en
particular I + J coincidird con el anillo k[ X, ..., Xj,].
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k[Xi,... X .
Definicion 7 Sea X un conjunto algebraico. Llamamos al cociente A(X) = # anillo de

coordenadas de X.

Nota: Si V una variedad afin, entonces I(V) es un ideal primo y, por tanto, el anillo de coorde-
nadas es un dominio.

Nota: al anillo de coordenadas también se le conoce como dlgebra de coordenadas

Sea A un conjunto cualquiera, denotamos por J(A4, k) a todas las funciones definidas en A con
llegada en k. El conjunto J(A, k) tiene estructura de anillo con la suma y producto de funciones
habitual.

Definicion 8 Si X es un conjunto algebraico, decimos que una funcion f € J(X, k) es una funciéon
polinémica si existe un polinomio P € k[ X3, ..., X;;] tal que f (x1, ..., x,) = P(x1, ..., X,,) para cada pun-
to (x1,...,xn) € X.

El conjunto de funciones polinémicas constituye un subanillo de /(X k). Denotaremos a ese
anillo por F(X).

Dos polinomios P, Q dan lugar a la misma funcién polinémica siy s6lo si P — Q € I(X).

Si consideramos el homeomorfismo k[Xj,..., X;;] — F(X), que relaciona cada polinomio con
su correspondiente funcion restringida a V, tenemos un homeomorfismo de anillos sobreyectivo
cuyo nucleo es el ideal 1(X), con lo que el anillo de coordenadas A(X) es isomorfo a F(X).

En adelante interpretaremos a los elementos de A(X) como funciones polinémicas o como
clases de equivalencia de un cociente segin nos convenga.

Proposicion 4 Sea I un ideal de k[Xy, ..., X,] y sea n : k[ Xy,..., X;] — M la aplicacion de
paso al cociente. Entonces:

(1) laimagen por & de todo ideal ] de k[ X3, ..., X;;] que contenga a I es un ideal de M yla

Xl

contraimagen de cualquier ideal J' de KXy Xnl o6 un ideal de k[X1, ..., Xy que contienea .

(2) existe una biyeccion entre los ideales de k[ X;, ..., X;;] que contienen a I y los de M Esta
biyeccion estd inducida por 7.

(3) si] esunideal de fx,,] y ] su correspondiente ideal de k[ X, ..., X,,]. Entonces, J' es radical,
primo o maximal si y solamente si ] lo es.

(4) existe una biyeccion entre los subconjuntos algebraicos de V(1) y los ideales radicales de ===

algebraico de V (I).

(5) si]esunidealdek(Xy,..., X;,] degeneracion finitay J' es su correspondiente ideal de ===,
entonces, J' también es de generacion finita.

(6) M es noetheriano.

Demostracion: (1) ambas afirmaciones son inmediatas.

(2) la biyeccion es la dada por 7 en (1).

(3) Sean F, G € k[Xj,..., X;;]. Para ver la parte de ideales radical basta con darse cuenta de que,
F" € Jsiysolosi F'+1=(F+I)" € J' par cualquier r. Para la parte de ideales primos, hay que fijarse
enque FG € Jsiysolamentesi (F+1)(G+1) = FG+I € J'. Y parala parte de ideales maximales basta
con fijarse en que F no es una unidad en k[Xj, ..., X,;] siy solamente si F+ I no lo es en M



(4) Si J es un ideal radical de k[Xj,..., X;] que contiene a I, entonces V(J) < V(I) es un sub-
conjunto algebraico. Ademds, si J es radical, por (3) tenemos que su correspondiente ideal J’ en
M también lo es. Entonces, juntando (2) y el teorema de los ceros de Hilbert concluimos.

(5) Sea J = (Fy, ..., Fs) con F; € k[ X3, ..., X;;] unos generadores. Entonces, es inmediato el ver que
J=F +1,..,Fs+ 1.

(6) Inmediato aplicando (5).

1.2. Variedades proyectivas

Consideramos ahora el espacio proyectivo P”, al que nos referiremos simplemente como P”,
con coordenadas homogéneas (Xp; ...; X,).

Definicion 9 Un ideal ] c k[ Xy, ..., X,,] decimos que eshomogéneo si tiene una base de generadores
formada por polinomios homogéneos.

Proposicion 5 Un ideal ] c k[ Xy, ..., X,] es homogéneo si y sélo si para todo F = Z?:o F; €], con
gr(F;) =i homogéneos, se tiene F; € ].

Demostracion: Ver [2], capitulo 4, seccion 2.

Nota: puesto que los puntos de P" no tienen una expresion tnica si no que si p € P" es un
punto con p = (x3;...;Xn), Y A € k, A # 0, también podemos escribir p = (1x3;...; 1x,), en general,
no tiene sentido hablar de los ceros de un polinomio F € k[Xj, ..., X;;], solamente en los casos en los
que F sea un polinomio homogéneo de grado g tendré sentido, pues si F(xy, ..., X,) = 0, entonces
F(Axy,..,Ax,) = A8F(xo,..., x;) = 0.

Proposiciéon 6 Sea J un ideal homogéneo y sean Fy,...,F; y Gy, ..., G, dos conjuntos de generadores
de ] formadas por polinomios homogéneos. Entonces, se tiene

{peP":Fi(p)=0,i=1,..,st={geP":Gj(q) =0,j=1,..,1}.

Demostracion: Basta con demostrar una contencion pues la otra es analoga.
Sea p e {p e P": Fi(p) = 0 para todo i = 1,...,s}. Como para todo j = 1,..,r tenemos que el
polinomio G; € (Fj,..., Fy), podemos escribir G; = H{Fl + ...+ H!Fy, para ciertos polinomios H’,

k=1,..,5. Luego G;(p) = H (p)Fi(p) + ...+ H (p) F5(p) = 0.
Definicion 10 Sea J c k[Xy, ..., X;,] un ideal homogéneo y Fy, ..., Fs un conjunto de generadores ho-

mogéneos de J. Denotamos por Vi, (J) = {p € P" : F;(p) = 0 para todo i = 1,..., s}. A este conjunto lo
llamaremos conunto de ceros del ideal.

Definicién 11 Decimos que un conjunto X < P" es un conjunto algebraico proyectivo si existe un
ideal homogéneo ] tal que Vi,(J) = X.

Definicion 12 Sea F € k[X;, ..., X;,] un polinomio cualquiera. Podemos escribir F = Fy +...+ F; don-
de cada F; es un polinomio homogéneo de grado i. Entonces, definimos el conjunto Vy,(F) como

Vh(F) = Vh(Fl))Fd)

Lemal Dado un ideal homogéneo J < k[Xy, ..., Xy, se verifica que V},(]) = @ siy solamente si existe
un entero s > 0 tal que J contiene al ideal I; formado por todos los polinomios homogéneos de grado
S.



Demostracion: Ver [5], capitulo 1, seccion 4, subseccion 1.

Nota: Con la notacion del apartado anterior, fijfémonos que si Iy = (1) < J, entonces V;,(J) = @,
e I;c J paratodo s > 0.

Nota: Los conjuntos algebraicos proyectivos cumplen propiedades similares a las de los con-
juntos algebracicos. Mds concretamente, cumplen las mismas propiedades enunciadas tras la de-
finicién 2 (cambiando el espacio afin por el proyectivo y k[Xj, ..., X;] por k[ Xy, ..., X;]) a excepcion
de la 3, como se ha podido ver en el lema 1.

Nota Los conjuntos algebraicos proyectivos son los cerrados de una topologia en P” llamada
topologia de Zariski.

Definicién 13 Sea X < P". Definimos el ideal de X como el ideal generado por los polinomios ho-
mogéneos que se anulan en todo punto de X y tal que denotaremos por Ij,(X).

Proposicion 7 Sea X cP". I,(X) es un ideal homogéneo.

Nota: El ideal I, (X) cumple propiedades similares a las de los ideales 1(Y) generados por un
jununto Y < A", Concretamente, cumplen las propiedades 2 a 8 segiin estan enunciadas tras la
definicién 3, cambiando k[Xj, ..., X;] por k[Xy, ..., X,,] y €l espacio afin por el proyectivo.

Definicion 14 Sea F € k[ Xy, ..., X;;] un polinomio homogéneo no nulo. Llamaremos hipersuperficie
deP" a Vy,(F). Diremos que la hipersuperficie es de grado m cuando m = gr(F). A las hipersupeor-
ficies de grado 1 las llamaremos hiperplanos.

Teorema 3 (Teorema de los ceros de Hilbert proyectivo:) Sea k algebraicamente cerrado J € k[ Xy, ...

un ideal homogéneo. Entonces:
1. Vu(J) = @ siy solamente si I < ] para algtin s > 0.

2. siVi,() 2@, I,(V,())) = Rad()).
Demostracion: Ver [2], capitulo 4, seccién 2.

Definicion 15 Diremos que un conjunto algebraico pruoyectivo es irreducible cuando no es unién
de dos conjuntos algebraicos proyectivos propios.

Proposiciéon 8 Los conjuntos algebraicos proyectivos son irreducibles siy solo si su ideal es primo.

Demostracion: La prueba de este resultado sigue los mismos pasos que el resultado homologo
en el espacio afin.

Definicion 16 Llamamos variedades proyectivas a los conjuntos algebraicos proyectivos irreduci-
bles.

Proposicion 9 Sea R una familia de conjuntos algebraicos proyectivos deP". Entonces, R posee un
elemento minimal.

Teorema 4 Sea W un conjunto algebraico proyectivo deP". Entonces, existen Wy, ..., W,,, variedades
proyectivas tales que W = W1 U...UWy, yW; ¢ V; para cada par de i, j. Ademds, estos W; son tinicos.

Demostracion: la demostracion sigue los mismos pasos que la del teorema 2.



Definicion 17 Sea W un conjunto algebraico proyectivo, y sean Wy, ..., Wy, las tinicas variedades
proyectivas tales que W = W1 U...UWy, y V; ¢ W para cada par dei, j. Llamaremos a esas variedades
proyectivas las componentes irreducibles de W.

El anillo de coordenadas para una variedad proyectiva W se define igual que el de variedades

k[ Xo,... X . . .
afines, como el anillo Ay, (W) = %. Sin embargo, no podemos definir las funciones po-
h

linébmicas igual que en el caso afin, pues como ya dijimos, si P € k[Xjy,..., X;] y A € k es no nulo,
(X0; .3 Xn) = (Axp;...; Axy) € P, en general no se cumple P(xy, ..., x;) = P(A1xy, ..., Axy). Es decir, no
tiene sentido hablar de la evaluacién de un polinomio en el espacio proyectivo. Sélo los elementos
constantes de Ay, (W) se pueden considerar funciones (constantes).

Nota: al igual que en el caso afin, el anillo de coordenadas de una variedad proyectiva también
es noetheriano. Para verlo basta con aplicar la porposicion 26

1.3. Laclausura proyectiva

En las dos secciones anteriores hemos dado dos definiciones de variedad segin el espacio
ambiente en el que trabajamos. Vamos a ver ahora una forma de relacionar variedades afines con
proyectivas.

Identificaremos a A}’ con la carta Xy # 0. Siguiendo esta identificacion, a cualquier elemento
p = (x1,...,X,) € A" lo representaremos de igual manera, por p = (1; x1;...; X,) € P", cuando traba-
jemos en el espacio proyectivo. Se hard lo mismo con subconjuntos.

Sea f € k[ Xy, ..., X,] es un polinomio cualquiera, f se puede escribir como f = fy+...+ fz, donde
cada f; son polinomios homogéneos de grado i y donde d = gr(f). Podemos “homogeneizar”
f de manera que obtenemos un polinomio homogéneo f* € k[Xy, ..., X;] que viene dado por la
expresion

Fr=X¢fo+ o+ Xofaor + fu.
El polinomio f* verifica que para cada punto (xy, ..., x,) € A", f(x1,...,x) = f* (1, x1, ..., X5). NOtese
que Xp no divide a f*.

Recordemos que tiene sentido hablar de los ceros de un polinomio homogéneos, esto es cierto

en particular para los polinomios homogeneizados.

De igual manera, si F € k[Xj, ..., X;] es un polinomio cualquiera, podemos “deshomogeneizar-
lo”, obteniendo asi un polinomio F, € k[Xj, ..., X;;] que viene definido por F, (X, ..., X)) = F(1, X1, ..., Xp,).

Nota: La operacion que hemos definido como “deshomogeneizar” recibe este nombre porque
normalmente se define tinicamente para polinomios homogéneos. Y en este caso, la deshomoge-
neizacion y la homogeneizacion son operaciones inversas.

Proposicién 10 Sean f,g € k[Xy,..., Xu] Y F, G € k[ Xy, ..., X»] polinomios cualesquiera. Entonces:
@ (fF=f.
(2) SiF es homogéneo, Xg(F*)* =F donded = gr(F)—gr((F.)").
B) (FG).=F.G.y(fe*=f"g".
(4 (F+G)« =Fi+Gy(f+@)* = X[ "+ X 8" donder =gr(f+g)—gr(f)ys=gr(f+g)—gr(g.

Definicién 18 Sea I c k[X, ..., X;;] un ideal cualquiera. Llamamos ideal homogeneizado de I al
ideal generado por el conjunto {f* : f € I} al que representaremos por I*.
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Nota: el conjunto {f* : f € I} no es un ideal. Para verlo basta con darse cuenta de que todos
los elementos del conjunto son polinomios homogéneos pero que la suma de dos de ellos con
distinto grado no lo es, luego no puede estar en el conjunto.

Proposiciéon 11 Sea I c k[ Xy, ..., X;] un ideal y sea {fi, ..., f+} un conjunto de generadores de I. En-
tonces, I = (fi, ..., f;}")

Corolario 1 Sea I c k[X,..., X;] un ideal cualquiera. I* es un ideal homogéneo.

Proposicion 12 Sea ] < k[ Xy, ..., X,] un ideal homogéneo. Entonces, el conjunto {F, : F € J} es un
ideal.

Definicion 19 Sea J c k[ Xy, ..., X,] un ideal homogéneo. Llamamos ideal deshomogeneizado de J
alideal J, = {F,:F € J}.

Proposicién 13 Sea J c k[ Xy, ..., X,] un ideal homogéneo y sea {F,, ..., F,;} un conjunto de generado-
res homogéneos de J. Entonces J« = (Fi«,..., Fr«).

Lema2 (1) Seanl,Jck[Xy,...,X,], entonces(IN)*=I"n]J*.

(2) Sean I, ] c k[ Xy, ..., X,] ideales homogéneos, entonces (IN J), = L. N .

Demostracion:

(1) Como (In J)* es unideal, basta ver que si f € (INnJ) entonces f* € I* N J* para deducir que
(In))* <c(I*nJ*).Pero esto es evidente.

Por otro lado, sea F € I* n J*. Empecemos suponiendo F homogéneo. Existen polinomios
Hj, ..., H; de modo que podemos escribir F = Hyh{ +...+ Hshg donde hy, ..., hs es una base de ge-
neradores de J. En consecuencia, F. = Hy.h; +...+ Hg. hs € J. Siguiendo un razonamiento anélogo
se de deduce que F, € I. De esta forma, es evidente que F = X(‘)i (FH)*eInD*.

Supongamos ahora que F € I* N J* es un polinomio cualquiera. Para ciertos F; polinomios
homogéneos de grado i, podemos escribir F como F = Fy + ...+ F;. Como [* y J* son polino-
mios homogéneos, para cada i F; € I* n J* también. Y como hemos visto antes, esto implica que
F; € (INn])* conlo que es inmediato deducir Fe (In])*.

(2) Sea F € In J un polinomio. Es inmediato que F, € I, y F, € ], y por tanto F, pertenece a su
interseccion.

Sea ahora f € I, N J. un polinomio. Si encontramos un polinomio F € I n J tal que F, = f con-
cluiremos I. N J. c(INn]).. Existen Ge Iy H € J tales que G, = f = H,. Para ciertos G; polinomios
homogéneos de grado i, podemos escribir G = Gy + ... + G4. Como I es homogéneo, G; € I y, por
tanto, G;. = Xgl_i G; € I también. Consideramos G' = G| +... + Géi € I. Siguiendo el mismo razo-
namiento, construimos un polinomio H' € J. G’ y H' son polinomios homogéneos que cumplen
G, = G, = H, = H... Tenemos por lo tanto, G’ = Xéh (G)*yH' = XgZ(G;)*. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que d; > d», y en consecuencia G’ = Xgl_dz H' € (In]). G es el polinomio
que buscdbamaos.

Lema3 Sealc k[Xj,..., X,] unideal y F € k[Xy, ..., X;] un polinomio homogéneo. Entonces:
(1) FeI*siysélosiF, € 1.
(2) Sil esun ideal radical, I'" también lo es.

(3) Sil esun ideal primo, I* también lo es.
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Demostracion:
(O)SiFel* F,.e(I".=1.
SiF,el, (F)*eIl*. Luego F:Xg(F*)* erI*.

(2) Sea F € k[ Xy, ..., X;] un polinomio tal que existe m de modo que F" € I*. (F"™), = (F,)" €l
y como [ es radical, F, € I. Terminamos el razonamiento aplicano (1).

(3) sean F,G € k[Xy, ..., X,] tales que FG € I*. Denotamos por H = FG. Queremos ver que F o G
también son elementos de I*. Como H € I*, H, € I. Por ser V irreducible, I es primo y tendremos
F.e€loG,elyporlotanto, Fe I* o Ge I*, taly como queriamos.

Proposicion 14 Si H € k[ Xy, ...X,,] es homogéneo, entonces Vi,(H) N AZ = V(H,). En general, si ] es
un ideal homogéneo, Vi,(J) N A,’Z =V{s).

Demostracion: Sea P € Vi,(J)n A", P = (1; x1; ...; X5,) = (x1,..., X»). Entonces,
F(P)=F(,x1,.... xp) = Fs(x1,..., X5) = F4«(P) = 0.
Igualmente, si p € V(F,) c A", F.(x1,..., Xxp) = F(1, x1,..., X5) = 0.

Definicion 20 Dados V < A" y W < R". Denotamos por V* = Vi,(I(V)*) ya W, =V(J(W),). AV*
se le conoce como clausura proyectiva de V.

Lema4 (1) SeanV,W cP", entonces (VU W), =V, U W,

2) Sean V,W c A", entonces (VUW)* =V*UW?™.

Demostraciéon: Ambos resultados son inmediatos usando el lema 2.

Proposicion 15 Sean V < A" un conjunto algebraicoy W < P" un conjunto algebraico proyectivo.
Denotamos por Hy, al hiperplano del infinito. Entonces se cumple:

(D) (VH)e=V
(2) SiVesirreducible en A", V* también es irreducible en P"
(3) V* es el menor conjunto algebraico proyectivo que contienea V.

(4) Si V C A" es no vacio, entonces ninguna componente de V* estd contenida en ni contiene a
H..

(5) Sininguna componente de W contiene ni estd contenida en Hy,, entonces se cumple W, C A"
YW =W,

Demostracion:

(1) Tenemos que (V*),. = VI, (V,(I(V)*)),) = V((I(V)*),) por el lema anterior y el Teorema de
los ceros. Pero como (I(V)*). = I(V) se concluye lo deseado.

(2) Basta con ver que I, (V™) esirreducible. Pero como I(V) es primo, en virtud dellema 3 I(V)*
también lo es y ademas I;,(V*) = I;,(V,(I(V)*)) = I(V)* por el teorema de los cerros proyectivos,

concluyendo lo que queriamos.

(3) Denotaremos por V < P" ala inclusién de V < A",
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Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un conjunto algebraico proyec-
tivo W tal que V< W c V*. Veamos que W = V*,

Sea J =1(W) e I=1(V). Queremos ver que J c I*. Sea F € J un polinomio homogéneo de J ar-
bitrario. Consideramos f = F, la deshomogeneizaciéon de F. Como Vc W,, fely f* e I*. Como
F= Xg f*, concluimos que F € I, tal y como queriamos.

(4) Podemos suponer que V es irreducible en virtud del lema 4.

SiV*c Hy, entonces V= (V*), c(Hy)s =@

Si Hy, © V*, todo polinomio f* € I* verifica que f*(0, Xj, ..., Xp,) = 0, luego f* = X F para al-
gun polinomio F, absurdo.

(5) En virtud del lema 4 podemos suponer que W es irreducible.

Si W, = A" entonces para todo polinomio F € I,(W) F(1, xy,...,X;) = 0. Como se verifica que
(1, x1,...,x1] = [A4, Ax1,...,Ax,] para todo A € k no nulo, tenemos que como k es infinito todo poli-
nomio de J a de ser nulo, con lo que J =0y H,, <P = W, contra hipétesis.

Veamos ahora que (W,)* = W:

Sea Fi,..., Fs unos generadores homogéneos de Ij,(W), entonces (W,)* = Vj,((Ip(W).)*) es el
conjunto {p € P": (F;,)*(p) =0 Vi = 1,...,s}. Pero como los F; son homogéneos, F; = X(?" (Fis)™,
luego si p € (W,)* F;(p) =0 para todo i. Por lo tanto (W,)* c W.

Antes hemos demostrado (W,)* < W, lo que implica I,(W) < I(W,)*. Veamos la otra conten-
cion:

Sea f € I(W,), sivemos f* € I,(W), al ser I;,(W) un ideal, deduciremos I(W,)* < I;,(W).

Tenemos que I(W,) = I(V(I,(W),)) = Rad(I,(W),), luego existe m tal que f" € I(W).,. Por
tanto, existird ¢ tal que X;(f"™)* = X} (f*)™ € I,(W). Pero como W es irreducible, se cumple que
Xo € I(W) o f* € I,(W). Sin embargo, no puede ocurrir X, € I;,(W), pues Hy ¢ W, con lo que
deducimos lo deseado.

Nota: Hemos visto que si V c A", la clausura para la topologia de Zariski en P” coincide con
V*yquesi VcA” y W c P” son dos variedades afin y proyectiva respectivamente, entonces, V* 'y
W, también son dos variedades proyectiva y afin respectivamente. S6lo nos queda por ver lo que
ocurre con las componentes irreducibles de un conjunto algebraico.

Proposicion 16 Sea V un conjunto algebraico de A" cuyas componentes irreducibles son V1, ..., Vs.
Entonces, la clausura proyectiva de V, V*, es un conjunto algebraico proyectivo de P" con compo-
nentes irreducibles V", ..., V"

Demostracion: basta con juntar el lema 4 y el apartado 2 de la proposicién 15.

1.4. Funciones racionales

Para estudiar tanto las variedades afines como las proyectivas utilizaremos unos objetos, el
primero de ellos, el que definiremos en esta seccion, es el cuerpo de funciones racionales.

Definicién 21 Sea V una variedad afin y sea A(V) su anillo de coordenadas. Como ya se dijo, A(V)
es un dominio, luego se puede construir su cuerpo de fracciones al que denotaremos por k(V) y
al que llamaremos cuerpo de funciones racionales de V. A los elementos de k(V) los llamaremos
funciones racionales.

En el cuerpo de fracciones k(V) dos fracciones 7 y 7 definen la misma funcién racional si y
solo si ad = cd.

13



Si tenemos f € k(V) una funcién racional, podemos ver a f como una funcién definida en un
subconjunto de V con valores en k. La funcién f se puede considerar como tal en los punto pe V
tales que existan funciones a, b € A(V) con b(p) # 0y f = 7. Al conjunto de puntos en los que f
estd bien definida lo denotaremos por D(f).

Nota: las funciones a y b mencionadas antes no tienen por qué ser unicas. Evidentemente,
puede existe otra fraccién 5 con d(p) # 0, pero f = 7 solamente si ad = cb, y por tanto % = %,
con lo que f estd bien definida como funcién.

Definicion 22 Sea W una variedad proyectiva y sea A, (W) su anillo de coordenadas. Igual que en
el caso afin, Ap(W) es un dominio y se puede construir su cuerpo de fracciones al que denotaremos
por kp(W).

Al contrario que en el caso afin, no todos los elementos de kj,(W) son funciones. Si tomamos

dos polinomios homogéneos del mismo grado g, G, H € k[Xj, ..., X,], con H # 0, entonces F = %

si es una funcién definida en un subconjunto de W, ya que si p € W es un punto que no anu-
Glp) _ A8G(p) _ G(p)
H(Ap) ~ ASH(P) ~ H(p)
consecuencia, si H ¢ I,(W), la fraccién gﬁ’; ((%)) € ky (W) sirepresenta una funcién definida en un
subconjunto de W.

Aligual que en el caso afin, si tenemos F, G, F/, G’ € k[ Xy, ..., X;;] dos pares de polinomios homo-

géneos con gr(F) = gr(G)y gr(F') = gr(G), y G,G ¢ I,(W), entonces gﬁﬁ% gﬁ’;%; definen

la misma funcién en un punto p € W tal que G y G’ no se anulan en €él, solamente si FG' = F'G en

F+I,(W) ;.\ _ F'+I,(W)
I,(W), por lo tanto w(p) = G,”Z(W) (p).

A la vista de esto, tenemos que una funcién z como las descritas, estd univocamente definida
como funcién y que ademas el subconjunto de W en el que estd definidas es el abierto formado por
todos los puntos p € W en los que existe algin par de polinomios F, G € k[Xj, ..., X;;] homogéneos

y del mismo grado, de modo que z = gﬂz E% y G(p) # 0. A este abierto lo denotaremos por D(z).

la al polinomio H, entonces F(Ap) =

= F(p) para todo A € k no nulo. En

Definicion 23 Sea W una variedad proyectiva. A los elementos z € k(W) que se puedan escribir
como z = g:f’;%; donde F,G € k[Xy, ..., X,] son dos polinomios homogéneos del mismo grado con
G ¢ I;,(W) los llamaremos funciones racionales y al conjunto de las funciones racionales lo denota-

remos por k(W).

Si z € k(W), y expresamos z como g en todos los puntos de W en los que G no se anula, enton-

ces podemos expresar z~' como % en todos los puntos de W en los que F no se anula.

Proposicion 17 k(W) es un subcuerpo de kp(W).

Demostracion: Basta con ver que si z, w € k(W), con w # 0, entonces (z— w), (zw™ ') € k(W).
Sean F,G,F',G' € k[Xy, ..., X,] dos pares de polinomios homogéneos con grados gr(F) = gr(G) y

rno_ / ' _ F+n,w) o F+I,(W)
gr(F)=gr(G)yconG,G ¢ Ih,(W) tales que z = .o W= G, an-
FG'-G-F'+I,,(W)

Se verifica z— w = oL € k(W), pues al ser F, F', G, G' homogéneos, si FG' — GF' =0,
FG'— GF'y GG' son homogéneos y del mismo grado y GG’ ¢ I,(W), ysi FG'— GF' =0,0¢€ k(W).

1_ G+,(w)
= m € k(W), ytam—

€ k(W) pues FG' y GF' son homogéneos del mismo gradoy GF' ¢ I,(W).

Por otra parte, tenemos que F ¢ I,(W), pues w # 0, y por tanto w~

1 _ FG'+1,(W)

bién zw = m

Definicion 24 Dada z € k(V) una funcion racional de una variedad (afin o proyectiva) V, llama-
remos cero de de z a todo punto p € D(z) tal que z se anule en p como funcién de D(z) c V en k.
Llamaremos polo de z a todo punto p ¢ D(z).
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En lo que queda de seccién vamos a ilustrar la relacion existente entre el cuerpo de funciones
de una variedad afin y el de su clausura proyectiva.

Notacién: De aqui en adelante hasta el final de la seccién representaremos como F las clases
F+I(V).

Proposicion 18 SeanV € A" una variedad afiny F, G € k(X, ..., X»] polinomios tales queF =G en
A(V«). Entonces, F, = G, en A(V).

Deﬂostr_acio’n: Como F=Gen A(Vx), F—Ge I(V)*, esdecir (F—G), = Fx — G, € [(V) y por lo
tanto F,. = G4 en A(V), como queriamos.

Proposicion 19 SeanV e A" una variedad afiny f, g € k[Xy, ..., Xn] polinomios con gr(f) = gr(g)
y f =g en A(V). Entonces, f* = g* en A(V*).

Demostracion: Como 7_:§ en A(V), f—-gel(V),esdecir (f—g) =f"—-g"€I(V)" porser fy
g del mismo grado, luego f* = g* en A(V*), como queriamos.

Proposicion 20 Sea V € A" una variedad afin. Entonces, los cuerpos de funciones k(V) y k(V*)
son isomorfos. Ademads, las funciones de k(V) vienen dadas por las restricciones de las funciones de
k(V¥)YaV.

A

Demostracion: Consideramos la aplicaciéon ¢ : k(V*) — k(V) dada por (,b(%) ==

para toda

escritura valida % de un elemento de (V™).

¢ estd bien definida en virtud de la proposicién 18 y de que si tenemos dos escrituras z = % = %
de un elemento z € k(V*) entonces FE - HG € I(V)*, es decir, F.E. — H.G, € I(V), por lo tanto
Ey_FE H
(P(E)_G_*___(P( )enk(V) o
Veamos que ¢ es un morfismo: sean % E dos elementos de k(V™).
F_ F FG+GF'y _ F«Gi+G.F,
(/)(G )—(/)( el )= G.C G—+ —(/)( ) (/)( )
FFy_ gy EFy_ Felt _ o FL _ r,
4)(65) d)(@) G.G, G_*? (’b( )(’b(G’ o
Veamos ahora que ¢ es inyectiva: supongamos que (P(%) = ¢(%), eso implica que g= = %‘,
luego FG' — GF' € I(V)*, lo que implica que % = %

Por ultimo, s6lo nos queda ver que ¢ es sobreyectiva: Sean % € k(V), siendo fy g dos repre-

sentantes de f yg.Sea D = gr(f) yd = gr(g), si D = d tomaremos F = f* y G = Xé)‘dg*, en caso

contrario, tomaremos F = Xd‘Df* y G = g*, entonces ¢(E) = %
Veamos ahora que si 5 € k(V*), entonces = (/)( Jen V. Sea p = (p1,..., pn) € V, entonces

F(l P1;--- ypn) F* (P)
G(l Pl;--5Pn) G (]9)

Nota: Como k(V) y k(V*) son isomorfos a veces diremos que son iguales, de modo que un
elemento z € I'(V) < k(V) se puede representar de dos formas, como z = F + I(V) en el caso afin,

0 COmo z = ; d:II ((“//)), donde d = gr(F), en el caso proyectivo. Es inmediato comprobar que ambas
0

expresiones coinciden en todo punto de V.

F* (p) gb( )(p), como queriamos.

;P15 P) =
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1.5. Variedades

En esta seccién trabajaremos con la topologia de Zariski de P”.

A continuacién vamos a dar una definiciéon de variedad més amplia a las dos dadas en las
primeras secciones del capitulo.

Definicion 25 Llamaremos variedad a todo conjunto abierto X no vacio de alguna variedad pro-
yectiva V.

Nota: En ocasiones se toma como definicién de variedad una m4és general, en este caso a la
definicion que hemos dado aqui se le conoce como variedad cuasi-proyectivas.

Nota: Con esta definicion es claro que las variedades proyectivas son variedades pues basta
tomar X = V.

Nota: Las variedades afines también son variedades pues si V es una variedad afin, V* es una
variedad proyectiva y como A" es un abierto de P"y V = V*n A", V es un abierto de la variedad
proyectiva V*, es decir, una variedad

Proposicion 21 Sea V una variedad proyectivo. Entonces, toda variedad X c V es densaen V.

Demostacion: Si alguna variedad X no fuera densa en V existiria U un abierto no vacio de V
conUNX =@. LLamemos Z =V \Uy Z' =V\X, dos cerrados de X. Entonces, ZU Z' = V pues
siveVywve¢ ZuZ', entonces, ve Un X. Pero V es irreducible, luego Z =V o Z' =V, de lo que
deducimos que U = @ 0 X = @, contra hipotesis.

Definicion 26 Si U c X es un conjunto abierto, U serd también abierto de V, con lo que también
serd una variedad. Decimos que U es una subvariedad abierta de X.

Definicion 27 SiY < X es un subconjunto cualquiera, decimos que Y es irreducible si no es unién
de dos cerrados propios.

Proposicién 22 Si Y es un conjunto cerrado de X c V e Y es su clausuraenV, entoncesY = XN'Y.

Demostracion: Este es un resultado de topologia general.

Si F es un cerrado en V, F es un conjunto cerrado de P” por serlo V, es decir, un conjunto
algebraico.

Proposicion 23 Sean V una variedad proyectiva e Y un conjunto cerrado e irreducible en una va-
riedad X c V. Entonces, si Y esla clausuradeY enV, Y esirreducibleenV.

Demostracién: Razonaremos por reduccién al absurdo. Supondremos que Y no es irreducible
y veamos que entonces Y tampoco lo es. Si Y no es irreducible en V, existiran A y B, cerrados de
V,talesqueY = AUBYyA#Y,B#Y.

Tomamos A'= An Xy B'= Bn X, cerrados en X.

Veamos que Y = A’ U B': por la proposicién 22, sabemos que

Y=YNnX=(AUBNnX=(ANnX)UBnX)=AUB

tal y como queriamos.

Por ultimos, si vemos que A’ # Y y que B’ # Y llegaremos a la contradiccion deseado. Razona-
remos con A’, el razonamiento con B’ es analogo:

Si A=Y, enparticular, Y c A= AnXc Ac Y. Tendriamos, pues, un cerrado A cumpliendo
Y c AcY, delo que se deduce que A=Y, en contra de la hipétesis.

Puesto que Y es un abierto de Y, que es una variedad proyectiva, es una variedad y tiene sen-
tido la siguiente definicion.

16



Definicion 28 Un conjunto cerrado Y c X irreducible se dice que es una subvariedad cerrada de X.

Nota: Otra forma de ver que las variedades afines son variedades es teniendo en cuenta la
definicién anterior y que A" es un abierto de P”, pues es evidente que las variedades afines son
subvariedades cerradas de X = A", y por tanto variedades.

Proposicién 24 Las variedades son irreducibles.

Demostracién: Si X es una variedad, su clausura X serd una variedad proyectiva, luego irredu-
cible. Supongamos que X = Z U Z’ donde Z y Z’ son dos cerrados de X. Entonces, Z, Z' son dos
cerrados de X y ademds Z U Z' = X. Pero como X es irreducible, necesariamente Z = X 0 Z' = X,
de lo que se deduce que Z = X 0 Z' = X, luego X es irreducible.

Proposicion 25 Sea X una variedad y sea Y un cerrado de X. Entonces, Y es irreducible si y sola-
mente si el cerrado deP" Y es irreducible.

Demostracioén: Si Y es irreducible en X,y ZuU Z' =Y donde Z y Z' son dos cerrados de Y,
entonces ZNY y Z'n Y’ serdan dos cerrados de Y cuya union serd Y, podemos suponer entonces
que ZNY =Y, entonces ZNY = Z =Y y por tanto Y es irreducible.

Si ahora Y es irreducible y Z,Z' son dos cerrados de Y cuya unién coincide con Y, entonces
Y =ZuZ' conlo que podemos suponer que Y = Z.Entonces, ZNY =Z=Y y por tanto Y es
irreducible.

Definicion 29 Sea X una variedad. Ya vimos que X es una variedad proyectiva. Llamaremos cuerpo
de fracciones de X, k(X), a k(X).

Proposicién 26 Las funciones racional son continuas.

Demostracion: Sea z € k(X) una funcién racional de una variedad X. Entonces, z: D, — k
donde k = A se considera con la topologia de Zariski, y en este caso, los cerrados de k son el total,
el vacio y los conjuntos finitos. Queremos ver que la contraimagen de un cerrado por z es cerrado
de D,, y a vista de lo anterior, basta con probarlo para los conjuntos unipuntuales.

Ademds, si tenemos un recubrimiento de D, el ver que la contraimagen de un punto es un ce-
rrado de D, es equivalente a ver que lo es en cada uno de los abiertos del recubrimiento. Sabemos
que D, es la unién de los abiertos X \ V3, (G) donde g es una expresion que define a la funcién.
Trabajaremos, por tanto con este recubrimiento y trabajaremos con cada uno de sus abiertos.

Sea A € k cualquiera. Entonces, % = A si y solamente si F(p) - AG(p) = (F - AG)(p) =0, es
decir, si p € Vj,(F — AG). Luego la imagen de todo punto es un cerrado.

Asociado a las variedades tenemos lo que hemos llamado cuerpo de funciones racionales, va-
mos a definir ahora un segundo objeto que nos resultara de utilidad para el estudio de las varie-
dades.

Definicion 30 Sea X una variedad y sea p € X un punto cualquiera. Definimos el anillo local de X
y lo denotamos como O, (X) como el conjunto de funciones racionales de X definidas en p. Es decir,

Op(X) ={z€ k(X): pe D(2)}.

Nota: como k(X) = k(X) entendiendo que una funcién racional z tiene dominio D+(z) como
elemento de k(X) y dominio Dx(z) = D+(z)n X, también se tiene O, (X) = Oy (X) para todo punto
peXcX.
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Proposicion 27 Sea X una variedad cualquiera. Para todo punto p € X, el anillo local O,(X) es un
subanillo de k(X).

Demostracion: Sea p € X, es evidente que O, (X) < k(X).Sean I—g, g, € Op(X) cualesquiera, vea-
mos que el producto y la diferencia de dos elementos del anillo local da otro elemento del mismo:
Se verifica gg, = GG, Como G(p) 20y G'(p) 20, (GG)(p) =. Ademas, para el caso proyectivo,
gr(F)=gr(G) ygr(F) = gr(G"), luego gr(FF’) = gr(GG) Por tanto, G G, € 0,(X).

Setiene £ — £ = L9-L'C i FG' — GF' =0, £~ L = 0€ 0,,(X). Nuevamente (GG')(p) # 0. En el
caso proyectivo, si FG' — GF' =0, por ser F,G,F ] y G’ polinomios homogéneos, entonces tenemos
también que gr(FG' — GF') = gr(FG') = gr(F'G) = gr(GG').

Proposicion 28 El anillo local O,(X) de una variedad X en un punto p € X posee un unico maxi-
mal My, (X) ={z€ 0,(X) : z(p) = 0}.

Demostracion: Veamos que M, (X) es un ideal, y que todo elemento de O,(X) que no esté en
M), (X) es una unidad:

Empecemos viendo que M, (X) es un ideal. Sea z € M, (X) y w € O,(X), entonces xw(p) =0
luego zw € M, (X). Sean ahora z, w € M, (X), entonces (z+ w)(p) = z(p) + w(p) =0+0 =0, luego
z+ w € My(X). Es decir, M, (X) es un ideal.

Veamos que si z € Op(X), z ¢ M,(X), entonces z es una unidad. z(p) # 0, luego para cada par
F,G € A(X) tal que z se pueda representar como z = g, se tiene que F(p) = 0, con lo que z tiene

inverso y vendra determinado por las fracciones z7! = %

Nota: Es evidente que si X es un variedad y z € k(X) es una funcién racional, z estd definida
en un punto p € X siy solamente si z€ O,(X). Y p serd un cero de z si y solamente si z no es una
unidad de O, (X).

Nota: en dlgebra conmutativa se conoce como anillo local a todo anillo con un tnico ideal
maximal.

Proposicion 29 Sea X una variedad, entonces K(X) es el cuerpo de fracciones de O,(X) para todo
peX.

Demostracion: Sea -, un elemento del cuerpo de fracciones de O, (X) con z, w € Op(X) y w #0.
Como z, w € k(X), % =zw e k(X).

Sea ahora z € k(X) una funcién racional cualquiera. Existiran polinomios F,G homogéneos
F+IX)
G+I(X)

homogéneo de grado 1 tal que L(p) = 0, entonces L ¢ I(X). Llamaremos entonces z’ =

y del mismo grado tal que G ¢ I;,(X) y tal que z = Sea m = gr(F) y L # 0 un polinomio

F+I(X)
LM+1(X) y

w = LG +II( (}g) Las fracciones z' y w' son dos func1ones racionales de k(X) = k(X) que ademds estdn

definidas en p, luego z’, w’ € 0, (X) y, por tanto z = W es un elemento del cuerpo de fracciones de
0, (X).

Nota: aunque ya lo habiamos mencionado antes, la proposicién siguiente demuestra que D(z)
es un abierto.

Proposicion 30 Sea W una variedad proyectiva y sea z € k(W) una funcion racional cualquiera.
Entonces, el conjunto de polos de z es un subconjunto algebraico de W'.

Demostracién: Consideramos J el ideal generado por todos los G € k[Xj, ..., X,;] homogéneos
tales que G ¢ I,(W) y tales que exista F € k[Xp, ..., X;] homogéneo y del mismo grado que G cum-

pliendo z = % Veamos que el conjunto de polos de z viene dado por V().
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Sea p € V},(J), entonces todo par de polinomios F, G tales que cumplen los requisitos para po-
_ F+[,(W) _ . .
der expresar z como z = ¢ T, V) cumple que G(p) =0, es decir, p ¢ D(z), como queriamos.
De igual forma, si g € W es un punto tal que g ¢ D(z) no existen polinomios F, G homogéneos
del mismo grado con G ¢ I, (W) tales que z = F+1,(W) y que G(p) = 0. Por lo tanto, G(p) = 0 para

G+1,(W)
todo G € J, es decir, g € Vj(J).

Corolario 2 Sea X una variedad y sea z € k(X) una funcién racional cualquiera. Entonces, el con-
junto de polos de z es un cerrado de X.

Demostracién: Como k(X) = k(X), y el abierto de definicion de z € k(X) es Dx(z) = Dx(z) N X,
y en virtud de la proposicion 30 el conjunto de polos de z € k(X) es un cerrado V de X, el conjunto
de polos de z serd V' n X, un cerrado de X.

Proposicion 31 Sea V una variedad afin, entonces Npcy Op(V) = A(V).

Demostracion: Es inmediato comprobar que A(V) € Npey Oy (V).

Sea ahora z € N,y O, (V), entonces, para cada p € V, existen f,, g, € A(V) tales que z = g—i y

gp(p) 2 0. Sea G, € k[Xj, ..., X] un representante de gp. Consideramos el ideal I = ({Gp}pev). En
virtud del teorema de la base de Hilbert, existe {Gy, ..., Gs} un conjunto finito de generadores de
I. Podemos suponer que existen pj,...,, ps € V tales que G,, = G;, pues de no ser asi, al ser I una
familia finitamente generada, podriamos poner a g; como una combinacion finita de elementos
de {Gp}pev y tomariamos estos como generadores del ideal. Denotamos por f; a fj,.

Si g € V esun punto cualquiera delavariedad, G; = h1 Gy +...+ h;G; para ciertos h; € k[ X1, ..., X],
luego no puede ocurrir que para todo i G;(g) = 0, pues entonces G4(q) = 0. Es decir, U;—;
V cuando P(G;) representa los puntos de V donde no se anula G;.

Veamos ahora que V(I + I(V)) = @: si existiera g € V(I + I(V)), para todo polinomio f € I(V)
yparatodoi=1,..,s f(g) =0y G;(g) = 0. Sin embargo, U;-,. sD(G;) = V, luego paratodo pe V
existe i tal que G;(p) # 0. Con lo que g no puede existir.

Como V(I+1(V)) =@, setienequel € Rad(I+1(V)) conloque 1€ I+I(V), puessiJesunideal
cualquieray 1€ Rad(J]), 1" =1 € J para algn n. Por tanto, existen Hy, ..., Hs € k[xy, ..., X,,] tales que
1= ngl +...+ Hsgs-

Por ultimo, tenemos que

.....

.....

z=z(Hig +...+ Hygs + 1(V)) = ?Egl +ot ?Egs = fiH +...+ fyHs; € A(V),
1

N

tal y como queriamos.
Proposicion 32 Sea W una variedad proyectiva, entonces Npew Op(W) = k.

Demostracién: Es inmediato comprobar que k < Npew Op(W).

Sea ahora z € Npew Op(W). Como en la demostracion anterior, para cada p € W, existen po-

linomios F), G, € k[Xo, ..., X;,] tales que z = % y Gp(p) ¢ I(W). Consideramos también el

ideal J = ({Gplpew). Al igual que antes, virtud del teorema de la base de Hilbert, existe {Gy, ..., G}
un conjunto finito de generadores de J y suponer que existen pj,..., p; € V tales que Gy, = G;.
Denotaremos por F; a Fy,.

Siguiendo el mismo razonamiento que en la demostracion anterior, deducimos que para todo
p € W existe i tal que G;(p) =0, y de aqui deducimos que V;,(J + I,(W)) = @.

En virtud del lema 1, existe s > 0 tal que I < J + I,(W). Entonces, si tomamos P € I+ I,(W),
podemos escribir P = Gy Hy + ... + G¢H; + I;,(W). Por tanto, zP = F1 Hy + ... + F;G; + I,(W) que es
nuevamente un elemento de I+ I;,(W), es decir, zIs + I,(W) < I + I,(W), y reiterando el razona-
miento, tenemos que para todo entero q >0, z915+1,(W) < I;+I,(W). En particular, X € I, luego
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X_gzq € I;+ I,(W) c Ap(W). Como consecuencia inmediata, tenemos que A, (W)[z] es un subani-
llo de ﬁAh(W) ya que si Z?:o a;z' € Ap(W)|z], se verifica la igualdad a;z' = aifgziﬁ donde
ai,fgzi € Ap(W). Ademas, por definicién, ﬁAh (W) es un modulo de generacion finita del anillo
Ap (W), y como A,(W) es un anillo noetheriano en virtud del lema 26, aplicando la proposicion
81, concluimos que X ° A,(W) también es un médulo noetheriano y como Ay (W)[z] es un sub-
moadulo suyo, aplicando la proposicion 78, concluimos que A, (W)[z] es un médulo de A, (W) de
generacion finita.

Como Ay (W)[z] es de generacion finita, existen polinomios Py, ..., P, € Ap(W)[Y] de modo
que Ap(W)lz] = X7_, Pi(z) Ap(W). Es decir, si m es un entero mayor que el grado de P; como
polinomio en Y para todo i, 2™ € A, (W)[z] y existen elementos ay, ..., a, € Ap(W) cumpliendo

" = a1 P (z)+...+a,;Pr(z) = 0. Equivalentemente, el polinomio ¢(Y) = Y —a, P, (Y)—...—a, P, (Y)
es un polinomio moénico de A, (W) que se anula en z. Escribamos ¢(Y) = Y™ Y17 Ub; Y’ para cier-
tos b; € Ay (W)

Ahora bien, si escribimos z =

F+I,(W)
G+1,(W)

y b; = B; + I,(W) donde B; € k[Xy,..., X;], tenemos que Gm +Z’” 1Bl € Iy (W), y si multipli-
camos la expresion por G™, nos queda que F + ¥ 1B, Fig™ i e Ih(W), luego todas las par-
tes homogéneas de la expresion estaran en I, (W). En partlcular, si nos fijamos en la parte ho-
mogéneas de grado m, tenemos que F™ + Y 7 1BOF G™ ! € I,(W) donde B? representa la par-
te homogénea de grado 0 de B;, un elemento de k Sacando factor comtn a G, tenemos que

para F, G € k[ Xy, ... Xn] del mismo gradoycon G ¢ I (W)

Gm( +27 ! B? g,) € I(W)ycomo G ¢ I;,(W) G" tampoco lo estard, con lo que, necesariamen-

e, Gm +ym 1B?Gl € I(W), es decir, 2" + X" 1 BYz' = 0.
Hemos encontrado, por tanto, un pohnomlo con coeficientes en k en el que z se anula, es decir,
z es algebraico sobre k. Sin embargo, k es algebraicamente cerrado por hipétesis, con lo que z € k,

como queriamos.

Definicién 31 Llamaremos anillo de las funiciones regulares al anilloT'(X) Npex Op(X) y a sus ele-
mentos los llamaremos funciones regulares.

Nota: Si X es una variedad y U c X es una subvariedad abierta, como U es denso en X, U=X
y con ellos k(U) = k(X) y Oy (U) = Op(X) paratodo pe U < X.

El anillo de funciones regulares es el tltimo objeto que definiremos asociado a las variedades.
A continuacién daremos una serie de resultados asociados a estos objetos y que utilizaremos mas
adelante.

Proposicion 33 Sea X una variedad y sea z : X — k una funcién. Entonces, z es una funcion regu-
lar deT'(X) si y solamente si para todo punto p € X existe un abierto U c X que contiene a p y una
funcion regular w € T'(U) de modo que z = w como funciones definidas en U.

Demostracion: Supongamos que z es una funcion regular de I'(X). Entonces, basta con tomar
U=X.

Veamos ahora la otra implicacion. Sea p € X un punto cualquiera. Existird un abierto U, de
X que contiene a p y una funcion racional w), € I'(Uj) tal que z = w), en U. Existiran también
Fp, Gp € k[ Xo, ﬁ(n] polinomios homogéneos del mismo grado tal que G, no se anula en py tales
Fp+I,(Up)
Gp+1p(Uy)°

Sea g € X, g # p otro punto. Igual que antes existirdn un entorno abierto U, < X de ¢, una
funcién racional w, € I'(U,) con wy = zen U, y polinomios Fy, G4 € k[ X, ..., X;,] homogéneos, del
Fg+I,(Uy)
Ga+InUy)"

Sivemos que w, = w), tendremos que g € D(w),) y con ellos que X < D(w),) y que z = w), como
funciones definidas en todo X, es decir, z € I'(X).

que wy =

mismo grado con G4(q) 20y con W, =
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. - 7 = Fp+I(U,)  Fa+I,(Uy)
Teniendo en cuenta que U, = U, = X, para ver que 2 _L = 111
Gpt1nWy)  Gg+In(Uy)

FyGp — F G4 € I(X). Tenemos que el polinomio homogéneo F;G, — F,G, se anula en el abier-
to Uy, nU, N D(wy) N D(wy) de X ya que en este abierto wy, = z = wg. Como F;G, — F,G, es un
polinomio que se anula en un abierto denso de X, se anularé en todo X.

necesitamos ver

Lema5 Sean q,pi,..., ps € P" puntos cuales quiera. Existen, existe un polinomio homogéneo de
grado 1 en k[ Xy, ..., X,] que se anula en q pero no en py, ..., ps.

Demostracion: Supongamos que n = 1. Denotemos por g = (A; B) y por p; = (a;; b;). Buscamos
un polinomio L(Xp, X1) = 1o Xo+ A1 X tal que L(q) = AgA+ A1 B = 0. Como podemos suponer B # 0,
deducimos que 1, = —%xlo. Para que L(p;) # 0 para todo i necesitamos que Ay # —%f para todo
i=1,..,scon b; =0 pero como s < card(k) existe un elemento de k verificando esta ecuacion.

Razonemos ahora por induccion sobre la dimension del espacio proyectivo y supongamos que
el enunciado es cierto para puntos en P"~! y demostrémoslo en dimension 7:

Denotemos por g = (qo;...;qn) Y PO pi = (pé;...;pfl) para i = 1,...,,s. Como no puede ocurrir
qr =0 para todo k =0, ..., n podemos suponer que al menos ¢ = 0 para algin k < n de modo que
si denotamos por q' = (qo;...; Gn-1), ' # 0 y por tanto g’ € P!, De igual manera, denotamos por
pl = (pl;..;pl_,). Se verifica que p’; =0 siy solo si p; = (0;...;0; 1).

Empecemos suponiendo que p’ # 0 para todo i = 1,..,,s. Entonces, p',q},...,q; € P! luego,
por la hipétesis de induccidn, existird un polinomio homogéneo L € k[Xj, ..., X;,—1] < k[ X0, ..., Xn],
de grado 1 de modo que L(g") = L(q) = 0y tal que L(p}) = L(p;) # 0 para todo p = 1,..., s. El polino-
mio L es el polinomio que buscdbamos.

Supongamos ahora que para algin j p’j = 0, por ejemplo, j = s. Siguiendo el razonamiento
anterior, existe L un polinomio homogéneos y de grado 1 en k[ Xy, ..., X;;] de modo que L(q) =0y
L(p;))#0parai=1,..,s—1.

Sabemos que para alglin k < n g # 0. Consideremos ahora los puntos (q; gy), (0;1) € P!. Por
hipétesis de induccion, existird un polinomio homogéneo de grado 1 L' € k[ X, X,,] < k[Xo, ..., Xp],
verificando que L' (gx, g,) = L'(q) =0y L'(0,1) = L' (ps) 0.

Consideremos por ultimo el polinomio homogéneo de grado 1 L" = L+ AL’ € k[Xy, ..., X;,]. Este
polinomio se anula en g independientemente de A. Para que L (p;) # 0 hemos de exigir que A # 0
y para que L"(q;) # 0 para i = 1,...,s — 1 necesitamos que A = —% para todo i con L'(p;) = 0.
Pero estas son s condiciones sobre A, y como k es infinito, este A si que existe. Por tanto, L” es el
polinomio que buscdbamos.

Proposiciéon 34 Sea I c k[Xj,..., X,] unideal con V(I) = {p, ..., pm} un conjunto finito. Denotemos

[X3,. m Oi

por O; = Op, (A™). Existe un isomorfismo entre w y el producto cartesiano I, 15-.

Demostracion: Sea I; = I(p;), entonces I c I; para todo i. Denotemos por R = M y por
R; = I%ii. Entonces, podemos ver k[ X3, ..., X;] < O;, estainclusién induce un morfismo ¢; : R — R;
y a su vez, todos estos morfismos inducen otro ¢: R — I17" | R; que lleva cada elemento r € R ala
m-upla (¢, (r),...,pn(1)).

Por otra parte, en virtud del teorema de los ceros de Hilbert, Rad(I) = I({p1,..., pm}) = N2 I},
luego, en virtud de la proposicion 72 (m;?i I l-)d c [ para algun entero d.

Es evidente que para todo i V(I;) NV (Njxi1;) = {pit n{pj}j-i = @, luego, en virtud de la propo-
sicion 3 I; y Nj»;I; son comaximales, y aplicando la proposicion 71, tenemos que

AL I = (I = (hne.n D) e L.

En virtud del lema 5, podemos tomar F; € k[Xj, ..., X;;] con F;(p;) =1y F;(p;) =0 cuando j # i.
Notemos que Fl.d € I;i para todo j # i Definimos E; =1—(1 - Fl.d)d. Como Flfj divide a E;, E; € I;l si
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j # i. También se verificaque 1 -Y." | E; € mm Id c I pues Ei(p;) =1y E;(q;) =0si j #i. También
se verifica E; — E2 = E;(1- F)% € (mjilld)l c 1 ya que (N1 Ve (N7 1I]d) c I. De igual forma
EiEjeny Ifcl

Si denotamos por e; = E; + I € R, hemos probado las siguientes igualdades: el? =ej, ejej =0si
iijyzyilei =1.

Veamos que si G € k[Xj,..., X;] y G(p;) = 1 existe t € R tal que tg = e; donde g = G+ I. Para
ello tomamos H = 1—- Gy consideramos el polinomio (1 - H)(E; + HE; +... + HY1E,)= E; - HE;.
Como He I;, H*E;e Ipues HE I; YE; € I]‘.i para todo j # i, con lo que H?E; € m}"zll;.’l c I, y por
tanto g(e; + he; +..+ h® le;) = e;, como querfamos.

En general, si p = (p1, ..., pn) € A" es un punto cualquiera, O, (A)" es el conjunto de fracciones
% con BQ € k[Xj,..., X,] y tal que Q(p) = 0. Entonces, si para algin polinomio F € k[Xj,..., X,],
¢;(F+1)=0entonces, F+1 O =0, es decir, existen polinomio Hj, ..., H; que generan I y elementos
]‘&11 Ve, AS €0;conF=Y3 =1 M L Hy, e igualando denomlnadores tenemos que F = T donde T e A
pues Hk € [ paratodo k =1,...,s y G(p;) =0, pues como m € O;, M (p;) # 0 para todo k=1,..s
Entonce, FG= A€ l.

Veamos ahora que ¢ es un isomorfismo. Empecemos por ver que es inyectiva: si ¢p(f) = 0 para
algin f € R, existirad G; € k[ X3, ..., X;] con G;(p;) #0y con G;F € I donde F es un representante de
f. Existen, entonces, elementos t; € R con ¢;g; = e; donde g; = G; + I y por lo tanto,

f=1f=)eif=) tigif =0.

Veamos ahora que es sobreyectiva: como E;(p;) =1, ¢p(e;) es una unidad en R;, pues en R; las
unidades son las clases de polinomios que no se anulan en p;. También tenemos que

pile))pile;) = dileiej) =¢i(0) =0
sii# jyque¢;(e;) =0sii= j.Porlo tanto
pile) =) ¢pile) =pQ_ej) =) =1.

Tomemos z € I1; R;, que podremos escribir como z = (’g—ll +10y,..., ’g—:n” + 10y,). Existirdn polino-
mios Ty, ..., Ts € k[ X3, ..., X;] con T;S; + I = E; + I. Entonces, ﬁ +10; = A;T; + 10; siy solamente si

ASSH T _ALE A,’Ei—E
A g;Sle = Ai S‘;‘lEl = (sl-E,- ) € 10;, lo cual es cierto puess € R;yE;—E7€l.
Entonces,
(Y. AjTiEj+D =Y AjTjEj+10;= Y L7110, =
j=1 j=1 = Ei
_AITE

A;
+10;=A;T;+10; = 3, +10;

i i

y por tanto ([)(Z;?il T;AE;+ 1) = zy concluimos.

Corolario 3 Con la notacién de la proposicion 34, dim(==7=2) =¥, dim(75- IOl ).

Lema6 Sea V una variedad afin, p € V un punto cualquiera e I un ideal deT (V). Sea 7 € Op (V).
Entonces, 4 5 € 10, (V) siy solamente si existe un elemento t e T'(V) con t(p) #0 y con at € I

Demostracion: Si existe el elemento ¢ del enunciado, 7 = Z—; = at% ycomo t(p) #0,ately

77 € Op(V)

Si % € 10, (V), existirdn hy, ..., b € Iy 4 L. ,“S € Op(V) con & = sum?_ h; # y poniendo deno-
minadores comunes, tendremos que b N con rel y t(p) =0. Entonces, at = br el
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Proposicion 35 Sea V < A" una variedad afin. Sea I = 1(V) el ideal de V y p € V un punto, y

sea ] < k[(X,...,X,] un ideal que contiene a I. Llamemos J' a % c M Entonces, existe un

0p,A")  0,(V) _ 0,(A"
j70,An Y 70, Y T0,A"

isomorfismo entre es isomorfoa Op(V).

. 0,(A") . 0,(V) _
Demostracién: Si probamos que 70, (A €S isomorfo a T0,) basta con tomar J = I para ver

0,(AM)
que o,@m

isomorfo al anillo. 0, A -
p . p . . L3 n
Veamos ahora que 70,(AM €S isomorfo a 70,00 Definimos una aplicacion entre O,(A") y

Op(V . i
7O.7) 5 ( (&) que envie a cada elemento g € O,(A™) al elemento g:ﬁ‘% +J'0,(V). Veamos que el ni-
P

cleo de esta aplicacion es / Op(A"): si g:ﬁg e O, (V), envirtud del lema anterior, existe a € I'(V)

y con a(p) # 0 de modo que a(P + I(V)) € J', es decir, para algin polinomio A € k[Xj,..., X;,] con
A+ I(V) = a que no se anula en p, AP + I(V) € J', pero por definicién de J', esto s6lo ocurre si
AP € ] y, nuevamente por el lema anterior, esto ocurre si y solamente si g € JOp(A™)

y O, (V) son isomorfos, pues J' = 0y el cociente de un anillo por el ideal 0 es siembre
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Capitulo 2

Aplicaciones entre variedades

2.1. Morfismos entre variedades

En esta seccion se trabajard con la topologia de Zariskiy X e Y denotaran dos variedades cua-
lesquiera, salvo que se indique lo contrario.

En el capitulo anterior estudiamos las variedades, procedemos ahora a estudiar las aplicacio-
nes que relacionan dos variedades, los morfismos entre variedades.

Definicion 32 Una aplicacion ¢ : X — Y se dice que es un morfismo entre las variedades X e Y,
Si:

1. @ es continua.

2. Para toda subviariedad abierta U < Y, si denotamos por Z = ¢~ '(U) y f € T(U), entonces
fopeT(2).

Definicion 33 Un isomorfismo entre variedades es un morfismo biyectivo cuya inversa es también
un morfismo.

Proposicion 36 Sean X,Y dos variedades cuales quiera, y sea ¢ : X — Y un isomorfismo. Enton-
ces, ¢ induce isomorfismos de anillos entre k(X) y k(Y), entreI'(X) yI'(Y) y entre O(X) y Oy ) (Y).

Demostracion: Definamos la aplicacion ¢ : k(Y) — k(X) como ¢(z) = zo@ para todo z € k(Y).

La aplicacién ¢ estd bien definida y es un morfismo de anillos puessidle k, A =0,y z, w € k(Y)
son funciones racionales cuales quiera, tenemos @(z+w) = (z+w)o@ = zop+wop = P(2)+P(w)y
@P(Az) = (Az)op = A(zop) = Ap. Ademas es biyectiva, y su inversa viene dada por @‘1 (w) = wogo_1
para todo w € k(Y). Luego ¢ es un isomorfismo.

Para ver que los anillos O, (X) y Oy () (Y) son isomorfos nos fijamos en que O, (X) < k(X) y en
que Oy p) (Y) < k(Y). Por tanto, si ¢ se restringe a una biyeccion entre Oy ) (Y) y O, (X) concluire-
mos. Evidentemente esto es cierto, pues z € k(Y) estd bien definida en ¢(p) € Y siy solamente si
@(2) = zo@ € k(X) estd bien definidaen p € X.

Por ultimo, para ver que I'(X) y I'(Y) son isomorfos, nos fijamos en que I'(X) = NpexO0p(X) y
que I'(Y) = Ngey O4(Y) = NpexOpp) (Y) y como O, (X) y Oypp (Y) son isomorfos, se concluye lo
deseado.

Definicién 34 Una variedad isomorfa a una variedad afin (resp. variedad proyectiva) se llama va-
riedad afin (resp. variedad proyectiva).
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Con la anterior ya hemos dado dos definiciones de variedad afin (resp. proyectiva). Nos re-
feriremos a la definicién dada en la secciéon "Variedades afines" (resp. "Variedades proyectivas")
cuando digamos que “un conjunto X c A" es una variedad afin" (resp. “un conjunto X c P” es una
variedad proyectiva"). Si simplemente decimos que "X es una variedad afin (res. proyectiva) "nos
estemos refiriendo a la definicién dada en esta seccion.

Lema7 Sea Z unavariedady sea 7' ¢ Z una subvariedad (abierta o cerrada). Entonces, si a € I'(Z)
es una funcion regular de Z, la restriccion de a« a Z' es una funcion regular de Z'.

Demostracion: Si Z' es una subvariedad abierta. El que a € I'(Z) implica que a € k(Z) y que
Z < D(a), pero como Z' es abierto, k(Z) = k(Z') y Z' ¢ Z < D(a) y por tanto a € I (Z').

Supongamos que Z' < Z < A" son cerrados. Entonces existird A € k[ X7, ..., X,] cona = A+1(Z).
Llamemos = A+ I(Z'). Si vemos a y f como funciones, a(y) = A(y) = B(y) cuando y € Z' puesto
que I(Z) c I(Z'), luego a = B en Z', y por tanto la restricciéon de @ a Z’' es una funcién regular de
Z'

Supongamos por dltimo que Z es una variedad y Z' una subvariedad cerrada de Z. Llamemos
Zi=ZNAjy Zlf =7'n A; donde A; es una carta afin. Como Z; es abierto de Z, « € I'(Z;) y como
Z l’ c Z; es un cerrado de un afin, a e I'(Z lf). Entonces, para todo p € Z’ existe un abierto Z l’ que
contiene a p y tal que a € I'(Z;). Por tanto, basta con aplicar la proposicién 33.

Proposicién 37 Sean X,Y dos variedades, y sean X' c X e Y' € Y dos subvariedades (abiertas o
cerradas). Entonces la restriccion de cualquier morfismo ¢ : X — Y que cumplap(X')cY' a X'y
Y' es también un morfismo.

Demostracion: Este resultado es equivalente a dos casos particulares. Uno el caso X = X'y
otro el caso Y = Y’. Una vez demostrados estos dos casos tendremos que aplicando el primero de
ellos, ¢ : X — Y’ serd un morfismo y aplicando después el segundo, concluiremos lo deseado.
Empecemos viendo que ¢’ : X — Y’ cuando ¢(X) < Y’ es un morfismo.

La aplicacion ¢’ es evidentemente continua pues Y’ tiene la topologia de subespacio de Y.

Tomemos ahora U < Y’ un abierto, existird por tanto V < Y un abierto con U = VnY'. Sea

g € I'(U) una funcion regular. Existirdn entonces F, G polinomios homogéneos del mismo grado
F+I;,(U)

G L) Como U c V, G ¢ I(V), con lo que podemos definir la

con G ¢ I(U) de modo que g =

F+I,(V)
G+I,(V)
y por tanto, h=gen U.

Por otra parte, como ¢ es morfismo, sabemos que hog € 1"((,0_1 (V)), pero como tenemos que
@ 1(V)=¢" "1 (U)y g = hen U, concluimos que go ¢’ € I'(¢'~!(U)) como queriamos.

Hemos probado que ¢ : X — Y’ es un morfismo. Veamos ahora que larestriccion ¢ : X' — Y
también lo es.

La restriccion de ¢ es evidentemente continua pues X' tiene la topologia de subespacio de X.

Sea U un abierto de Y, y sea g € I'(U). Queremos ver que go¢" € I'(¢" 1 (U)).

Tenemos que g o ¢” coincide con la restriccién de go ¢ al cerrado de ¢~ 1(U), ¢ 1 (U) n X'
Denotemos por Z = ¢~} (U), por Z' = ¢~ 1 (U)n X' y por @ = gog. Concluimos lo deseado aplicando
ellema?7.

funcién racional h = .Entonces, h = g en el abierto Un D(G) de U, es decir, un denso de U,

Proposicion 38 Sean X,Y dos variedades y ¢ : X — Y una aplicacion. Si {Xa}qea ¥ {Yataca Son
dos recubrimientos por abiertos de X e Y respectivamente, tales que ¢(X,) < Y,. Entonces, ¢ es un
morfismo si y solamente si las restricciones de ¢, ¢o : Xo — Y, SOn morfismos.

Demostracion: Un resultado de topologia general es que ¢ es continua si y solamente si ¢, es
continua para todo a por ser {Xy}qe4 un recubrimiento de X.
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Supongamos que los ¢, son morfismos. Sea V un abierto de Y y tomemos V, = VnY,. Deno-
temos por Z = ¢ (V) = ¢ 1 (Ugea Vi) = Ugeadp™ 1 (V) un abierto de X. Denotemos por zq = ZN X,
abiertos de X.

Veamos que Z, < ¢~ (Vy):sea pe Za c X, ysea g = ¢(p) € Vo np(X) < V,. Entonces el punto
ped (@) cdp™ (V).

Sea g e (V) =T(UgeaVy) cT'(V,) paratodo a € A. Sabemos que go¢ restringido a X, coincide
con gody € F(gb‘l(Va)) y como Z, C (p_l(Va), tenemos que go ¢y € I'(Z,).

Denotamos por z = go¢ y por w, = god,. Entonces, tenemos Z una variedad, Z, abiertos que
recubren Z y w, funciones racionales de X, que coinciden con z en cada Z, < X,. Luego basta
con aplicar la proposicion 33 para concluir que z € I'(2).

Supongamos ahora que ¢ es un morfismo. Ver que las restricciones de ¢ a X e Y, son morfis-
mos es consecuencia inmediata de la proposicién 37.

Lema8 Sea A un anillo que ademds es un dominio, y sea K su cuerpo de fracciones. Sean P € A[X] y
Q € K[X] dos polinomios que verifican la igualdad P(X) = (aX—-1)Q(X) para algiin a € A. Entonces,
Q € A[X] también.

Demostraciéon: Podemos escribir P(X) = ?:0 al-Xi yQX) = Z?;OI bl-Xi donde a; € Ay b; € K.
Fijdandonos en la igualdad P(X) = (aX —1)Q(X) y fijdindonos en las partes homogéneas de ambos
lados tenemos las siguientes igualdades:

ap = by,

ay = abyg — by,

ap-1=aby——by-1,
an = abn_l.

Como by = ay, by € Ay podemos aplicar una induccién para i = 1,...,n — 1 a las expresiones
a; = ab;_1 — b; paraver que si b;_; € A, entonces b; = ab;_1 — a; € A. Por tanto, Q € A[X] también.

Proposicion 39 Sea V' una variedad afin, y f € I'(V) no nulo. Sea Vy = {p € V : f(p) = 0}, una
subvariedad abierta de V. Entonces.

(1) T(Vp) =T(N)[{]1={fr:geT(V), nez}

(2) Vy es una variedad afin.

Demostracion: (1) Veamos primero que I'(Vy) I“(V)[%]: sean z € I'(Vy) y F € k[Xq, ..., X] tal
que F = f + I(V). El conjunto de polos de z es V(J;), donde J, = {g € k[X},...,Xul : gz € A(V)}.
V(J,) c V(F), luego Rad(F) c Rad(];) en virtud del teorema de los ceros, es decir, para todo ele-
mento h € Rad(F) existe m tal que h™ € (J;), en particular, existe m tal que F" € J,. Por lo tanto,
FMmz = fMzeTl'(V)ysidenotamos por H = "z, tenemos que z = fﬂm el(V) [%] tal y como queria-
mos.

Veamos que F(V)[%] c I'(Vy): Es evidente que V¢ < V' y por tanto I'(V) < I'(V¢). Ademas, co-
mo se verifica que una fraccion % € I'(V¢) siy solo si para todo p € V tal que f(p) # 0 se tiene
también que h(p) = 0, es trivial que % € I'(Vy). Juntando ambas observaciones concluimos que

T(NF] =T (Vp).
(2) Tomemos F € k[Xj,...,X,] con F+ I(V) = f. Definimos el I' c k[X3,..., X, Xn+1] como el
ideal generado por I(V) y por X,+1F — 1. Definamos también V' = V(I'), una variedad afin de

An+1
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Consideremos ahora un morfismo de anillos ¢ : k[ Xy, ..., Xp+1] — ['(Vy) dado por ¢p(Xp+1) = 1
y por ¢(X;) = Xj+ I(V) para j = 1,..., n. La aplicacion ¢ esta bien definida en virtud del apartado
anterior. Ademads, ¢ es sobreyectiva pues cualquier elemento de I'(V’) se puede ver como un po-
linomio P = Zai% en F(V)[%], que serd la imagen por ¢ de Q = ZA,'X,"HI € k[X3,..., X;;+1] donde
a;=A;+1(V).

La aplicacion ¢ también verifica que Ker(¢p) = I': obviamente I' c Ker(¢) pues si g € I(V)
entonces ¢(g) e ['(V) es 0y también ¢p(X,, 1 F—1) = %f— 1 =0. Veamos que Ker(¢) c I'. Tomemos

P e K[Xj,..., Xp+1] un elemento del ntcleo de ¢, es decir, P(X; + I(V),..., X, + I(V), %) =0.
Podemos descomponer ¢ en dos aplicaciones a y § dadas por

a(R(Xy,..., Xp1)) = R(X1 + L(V), ..., Xp + [(V), Xppi1) € T(V)[X,, + 1]

para todo polinomio R € k[Xj, ..., X411, y por B(S(Xp+1)) = S(%) paratodo SeI'(V)[X;+:] de modo
que ¢ = Bo a. Tenemos entonces que P € Ker(¢) siy solamente si a(P) € Ker(f3).
De ¢(P) = 0 deducimos entonces que si a(P) # 0, & es un cero del polinomio a(P) € K(V) [ X111,

es decir, existe Q € K(V)[X},41] verificando a(P)(X,4+1) = (X411 — %)Q(X) y multiplicando por % al

segundo miembro de la igualdad, y aplicando el lema 8 concluimos que Q' = % eI'(V)[Xp+1], ypor
tanto a(P)(Xp+1) = KXp+1f —1DQ (Xpt1) € Xps1 f —1) cT(V) [ X1 ‘

Ahora, si a(P) = 0 significa que si escribimos P(Xj, ..., X;11) = ¥ P; (X1, ..., X;) X ., para ciertos
polinomios P; € k[Xj, ..., X;,], entonces P; € I(V) para todo i y, por lo tanto, P es un elemento de I'.
Ysia(P) € (X,+1f —1) entonces P € (X,+1F— 1),y por tanto en I'. Como queriamos.

La aplicacion ¢ induce entonces un isomorfismo de anillos cf) T(V) —TI( V).

Consideremos ahora la proyeccién de A”*! en A” a la que denotaremos por Pr. Veamos que
Pr(V') c Vy. Sea p = (x1,...,Xp+1) € V' un punto, entonces (x,..., Xp) € V'y Xp41F(x1,..., xX4) — 1 €5
nulo, es decir Pr(p) € V'y f(Pr(p)) #0, pues sino x,1f(Pr(p)) —1=-1=0. Es decir Pr(p) € Vy.
Aplicando la proposicién 37 concluimos que Pr induce un morfismo de variedades ¢ : V! — V.

El morfismo ¢ es una biyeccion pues si (X1, ..., X4+1) € Vy, entonces x,+1y f(x1,..., X) son no
nulos, pues si f(x1,...,x,) =0, f ¢ I', lo cual es absurdo puesto que f € I(V). Tenemos entonces
que ¢ 1(xy,..., x,) = (xl,...,xn,m) e V.Y si@(x,..., Xn+1) = @(J1, ..., yn+1) para dos puntos
cuales quiera (x1, ..., Xn+1), (V1,...» Yn+1) € V', necesariamente (x1, ..., Xn) = (¥1,..0, ¥n) ¥

xn+1F(xly-'-yxn) -1= xn+1F(J/1,---»J/n) -1= J/n+1F(J/1;~~-,J/n) - 1)

con lo que también x,11 = ¥n+1.

El morfismo ¢ induce un morfismo de anillos ¢ : I'(Vy) — T'(V'). Veamos que ¢ = ¢~1: Da-
do P e k[Xy,..., Xps1], (@op)(P+ 1) =p(P(X1+ I(V),... X, + I(V), mn. Tomando entonces
(X1, Xp+1) € V' un punto, (¢o@) (P+1') (X1, ..., Xps1) = P(X1, .0 Xy m) = P(x1,..., Xn+1) yaque
Xn+1f(x1,..., Xp) — 1 =0 para todo (xy, ..., Xp+1) € V'.

Veamoa ahora que ¢! es una aplicacién continua: Sea Z = V(g) n V' un cerrado de V' con
g€ klXi,..., Xni1], entonces (W) = V(FFG(X,,..., Xp, m)) N V¢, un cerrado de Vy.

Sivemos que ¢! es un morfismo, habremos visto que ¢ es un isomorfismo entre una variedad
afin V' y V; y habremos terminado. Para ver que ¢! es un morfismo, tenemos que ver que para
cada abierto U de V', y para cada g € I'(U), se cumple que go ¢~ € T'(¢p(U)).

Empecemos fijandonos que si h € T(V'), ho@™! = ¢(h). Lo cual es cierto si y solamente si
hog™'o@ = @(h) o puesto que ¢ es una biyeccion, pero hogp lop=hydh)op=Podoh=h.

Como g € I'(U), para cada p € U existirdn F),, G, € k[Xj, ..., X;+1] polinomios homogéneos del
mismo grado con G,(p) # 0 tal que, si vemos U como una subvariedad abierta de la variedad V’,

_ Fp+ [0
Gp+I,(0)

, en los puntos de V' que no anulen a G, pero como U es un abierto, es denso, luego
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U=V’ conloque Fp+1y 0, Gp+1y (U) e T(V"),pues V' es afin. Tiene sentido entonces considerar
- - PEp+I, (V")
P(Fp+ Ih(V’)),(p(Gp +I,(V) e ['(Vy) € k(Vy). Como k(Vy) esun ~cuerpo, m € k(Vy).
Tomando U, el abierto dado por los puntos g € Vy tales que ¢p(G, + I,(V'))(q) # 0, obviamente
PEp+1, (V") - -
WI};(V’)) eT(Up) y p(p) € Uy pues ¢(Gp + I (V) (@(p)) = Ppodpo Gy(p) = Gy(p) % 0.
1 _ QER+I, (V)

Ademas, gop™" = H(Gp+I, (V)

en Uy pues si g € Uy < Vy, tenemos las igualdades

GE,+ 1,V (Ep+ (V)o@ Fp+Iy(V)
Gy + [5(V") D= (Gp+ In(V)) ogp~! 7= Gp + In(V")

@ Hg)=gop (g

yaque Goo9 (q) = (Gp+ In(V) o™ (q) = P(Gp + In(V))(g) 20, yaque g € Up,.
Por lo tanto, concluimos lo deseado aplicando la proposicion 33.

Terminamos esta seccién con un resultado que necesitaremos mds adelante y unos lemas pre-
vios que necesitaremos para su demostracion.

Lema9 Sea V c A" una variedad afin y sean p, q puntos del espacio afin que no pertenecen aV.
Entonces, existe un polinomio F € k[X;, ..., X;,] que no se anula ni en p nien q peroconP € I(V).

Demostracion: Empecemos viendo que existe un polinomio Q € k[Xj,..., X;;] que se anula en
V pero no en q. De esta forma, si Q(p) # 0 tomaremos F = Q. En caso contrario, también existira
P e I(V) pero con P(p) #0, si P(q) =0 también, bastard con tomar F = P+ Q.

Si no existiera dicho polinomio Q, tendriamos que I(V) = I(V U {g}), pero entonces

V=VI(V)=VUVuigh)>Vuiqg}
lo cual es absurdo, pues g ¢ V.

Lema 10 Sea X una variedad y sean p, q € X dos puntos de la variedad distintos entre si. Entonces,
existe una subvariedad afin U c X que contiene tanto a p como a (.

Demostracién: Como X es un abierto yY esun cerrado, Z = X\ X esun cerrado que no contiene
a pnia g.Sea A cualquier carta de P” y tomemos V = XN Ay T = Zn A. Entonces, por el lema 9
tenemos que existe un polinomio P € I(T) pero que no se anula ni en p ni en g, y por lo tanto, P +
I(V) e T'(V) es una funcion regular, de lo que deducimos que, segtin la notacién de la proposiciéon
39, U=Vp,(v) es una variedad afin que contiene a p y a g y que ademds esta contenida en X por
ser un abierto de X.

Lema 11 Sea X una variedad, y sean p, q puntos distintos de X . Entonces, existe una funcion racio-
nal f € k(X) con f € 0,(X) N 04(X) y tal que f(p) =0, pero f(q) #0.

Demostracion: Podemos suponer que X < A” es una variedad afin, pues en virtud de la propo-
sicién 10 sabemos que existe una subvariedad afin V < X que es entorno de py g y tendremos que
k(V) = k(X) = k(X).

Sea pues, X ¢ A" una variedad afin. En virtud del lema 5 existe un polinomio homogéneo L de
grado 1 que se anule en p pero no en ¢g. Entonces, L¢ I(X)y f = L+ I(X) € k(X) es una funcién
racional. Obviamente f € O,(C)N O4(C)y f(p) =0 pero f(gq) # 0, como queriamos.

Lema 12 Sea ¢ : X — Y un morfismo entra las variedades X e Y. Supongamos que ¢(X) es denso

en Y. Entonces, el morfismo de anillos ¢ :T(Y) — T'(X) que induce ¢ entre estos anillos y que viene
dado por ¢(z) = zop para todo z€ T'(Y) es inyectivo.
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Demostracién: Sean z, w € T'(Y) dos funciones racionales. Supongamos que ¢(z) = ¢p(w), es
decir, si y € Im(¢) c Y se cumple que z(y) = w(y). Tenemos pues, que z y w son dos funciones

continuas definidas de Y en k y que coinciden en un denso de Y.

F+1;,(Y) _ P+, (Y)
G+Ip,(Y) Q+I,(Y)
Sabemos que es cierto en un denso de Y y como FQ— PG = 0 define un cerrado de Y que contiene
aun denso, es inmediato que z = w en todo Y.

Por otro lado, z = w en todo Y siysolosi FQ—-PG=0en Y cuando z =

Proposiciéon 40 Sea H!. el hiperplano del infinito deP" para la carta x,, # 0. Entonces:

(1) Laaplicacién i :P"' — H que envia un punto (xo;...; X,—1) € P! al punto (xo;...; X1;0)
es un isomorfismo.

2) SiV cP" es una variedad con V < H, entonces, V es isomorfa a alguna variedad deP"1.

(3) Toda variedad es isomorfa a alguna variedad V < P" para algiin n de modo que V no estd
contenida en ningtin hiperplano de P".

Demostracion:
(1) La aplicacion i es evidentemente biyectiva y tanto i como su inversa son continuas por

tratarse de la inclusion y su inversa la proyeccién. Sea U < HZ, un abierto, y g € I'(U) una fun-

cién regular, entonces, existirdn F,G € k[ Xy, ..., X;] con G(U) =0, gr(F) =gr(G) y g = Frln(Heg)

G+1,(HE) "
. . F(Xo,.0 Xn-1,0)+I,(P" 1) p 1
Es evidente, entonces, que goi = Ko X 0T, (PT) €8 una funcién regular de I'(i™" (U)) pues

F(Xo,.., Xn-1,0)y G(X, ..., X—1,0) son polinomios de k[Xj, ..., X,—1] del mismo grado, y G(X, ..., X;,-1,0)
no es nulo pues G ¢ I;,(H2).

Deigual forma,si V c P" ! esun abiertoy h € I'(V), existiran B, Q € k[ Xy, ..., X—1] < k[ Xo, ..., X5l
P+I,([P" 1) _ F+I(HY)
Q+I,(Pn1)" T G+IL(HE)’

con Q =0y gr(P) = gr(Q) que verifican h = Entonces, hoi™!
dentemente, una funcién regular en H’..

(2) Sea W = i~!(V) una variedad de P"~!. Aplicando la proposicién 37 es inmediato el ver que
V' y W son isomorfas.

(3) Sea H un hiperplano de P". Sivemos que H es isomorfo a H/?, aplicando (2) tendremos que
cualquier variedad contenida en H es isomorfa a otra de P”*"!. Iterando el razonamiento, si para
todo n la variedad esté contenida en algiin hiperplano de P", razonamos con n = 0 y concluimos
que la variedad es el vacio.

Veamos que H es isomorfo al hiperplano del infinito. El hiperplano H vendra dado por la anu-
lacién de un polinomio homogéneo de grado 1, L. Como L # 0, ha de aparecer alguna coordenada
X; en la expresion de L, supongamos que aparece X,. Consideremos la aplicacién P — P que
envia cada punto (xy;...; X,) al punto (L(xy, ..., X5); X1;...; X»). Esta aplicacion es evidentemente un
isomorfismo (un caso mds general se detallard en el lema 14) que se restringe a otro entre Hy H,
nuevamente por la proposicién 37, como queriamos.

que es, evi-

2.2, Aplicaciones polinémicas

Definicién 35 Sean V c A" y W < A" variedades afines. Una funcion ¢ : V — W se llama aplica-
cion polinémica si existen polinomios Ty, ..., Ty, € K[X1, ..., X;,] tales que para cada (xy, ..., x,) € A",
QX100 Xp) = (T1(X1, 000, X1),s ooy Tin (X1, .00, X))

Una aplicacion polinémica ¢ : V — W induce un homeomorfismo ¢ : J(W, k) — J(V, k) don-
de @(f) = foe.Como ¢ es polinémica, p(A(W)) c A(V), podemos restringir la aplicacién anterior
al homeomorfismo (que denotaremos igual) ¢ : A(W) — A(V).
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Proposicion 41 Sean V c A" y W < A™ variedades afines. Existe una biyeccion entre las aplicacio-
nes polinomicas ¢ : V. — W y los homeomorfismos ¢ : A(IW) — A(V). Toda aplicacion polinomica
@ es la restriccion de otra aplicacién polinémica de A" en A™.

Demostracion: Ya hemos visto como de una aplicacion polinémica ¢ : V. — W se obtiene otro
@ : A(W) — A(V).Veamos ahora como a partir de ¢ podemos contruir una aplicacién polinémica
Tz y que ademas T = ¢.

Sean T1,..., T, € k[Xj,..., X;] polinomios tales que T; = @(Y; + I(W)). Tenemos asi una aplica-
ci6n polinémica T = (Ty,..., Tp,) : A" — A™. Si vemos que T(V) ¢ W, tendremos la aplicacion
polinémica T = T |y que buscdbamos puessi pe V

Tp = (T1(p), ..., Tm(P)) = (@(YD)(P), ... (Y1) (p)) = @(p).

Para ver que T(V) c W primero vamos a ver que T(I(W)) c I(V): Sea P € k[Y1,..., ;] un po-
linomio, T(P) = PoT = P(Ty,..., Tyy) = P(@(Y1 + UW)),...,@(Y;, + [(W)))), como ¢ es un homeo-
morfismo, tenemos también la igualdad

T(P)= PP (Y1 +I(W),..., Vi + I(W)) = H(P + I(W)).

Ademas, si Pe I(W), P+ I(W) =0, luego T(P)=0, esdecir T < I(V).
Veamos por ultimos que T(V) c W:sea p € V, T(p) € W si y s6lo si para todo P € I(W)
P(T(p)) =0. Pero como T(I(W)) < I(V), P(T(p)) = T(P)(p) =0, tal y como queriamos.

Proposiciéon 42 Sean X e Y dos variedaes afines. Existe una biyeccion entre morfismosp: X — Y
y morfismos de anillos a : T(Y) — I'(X). Si X c A", Y c A", un morfismo de X en 'Y coincide con
una aplicacién polinémica.

Demostraciéon: Podemos suponer que X c A" e Y < A’ son variedades afines.

Ahora, dado un morfismo ¢ : X — Y, podemos construir una aplicacién ¢ : ['(Y) — I'(X)
definida como ¢(f) = f o ¢ para todo f € I'(Y). Veamos que ¢ es un morfismo de anillos. Sean
f,>8 €T'(Y) dos funciones cualesquiera. Entonces:

P(f+8) =(f+gop=Ffop+god=¢(f)+P(g).

¢(fg)=(fgodp=(fod)god)=P(f)p(g).

Ya vimos en la proposicién 41 que todo morfismo a : I'(Y) — I'(X) viene dada de forma tinica
por una aplicaciéon polinémica T, : X — Y que viene dada por T,(f) = (T4, ..., T)n) donde, para
cada i, T; = (Y; + I(Y)). Veamos que T = ¢

Seaaec Xyb=d¢(a) €Y. Entonces

T5(a) = (Y1 + 1(Y)), ., (Vi + I(V))) (@) =

= (M + 1Y) (@(@),..., Y + I(Y))(p(a) =
= (M + 1)), ... Vi + I(Y)) (D) = (by,...,bp) = D,

tal y como queriamos.

2.3. Aplicaciones regulares

Definicién 36 Sea X una variedad y sea ¢ : X — A" una aplicacién. Diremos que ¢ es una apli-
cacion regular entre la variedad X y un espacio afin si existen funciones regulares z,, ..., 2, € T'(X)
cond = (z1,...,2m)
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Definicion 37 Sean X,Y dos variedades, Y < P, y sea ¢ : X — Y una aplicacién. Diremos que
¢ es una aplicacion regular entre las variedades X e Y si para cada punto x € X existe un entorno
abierto U de x tal que alguna carta A; deP™ contenga a p(U) C Y e, identificando A; con el espacio
afin A", la restriccion ¢ : U — A; es una aplicacion regular entre la variedad U y un espacio afin.

En la definicion anterior fijamos una carta A; que contiene a f (x), pero este punto puede estar
contenido en otra carta A; de modo que para algtin otro entorno U’ c X, f: U' — A; también sea
una aplicacién regular. De esta forma, si f: U — A; viene dada por funciones regulares z, ..., 2,
se tiene que % es también una funcién regular paratodo k =1,...,m, k # j, k # i y también lo es %,

J ]

. . ! _ . _ (2. . i_ . Z_m L z e o2 .

con lo que podemos definir f: U Ajcomo f = T ) donde % estd en la posicion i
2

y 7% no aparece.

J

Si U c X esunasubvariedad abierta tal que f : U — Ay define una aplicacion regular, f vendra

. o Fi+1,(X
dada por funciones regulares zy, ..., z,;;. Podemos escribir z; = Eit 1Y) para F;,G; € k[ Xy, ..., X;n]

_ Gi+1n(X)
polinomios homogéneos del mismo grado y con G; ¢ I;(X). Igualando denominadores tenemos
que z; = % Entonces, tenemos que f = (G; Hy;...; Hy,) es una expresion para f: X — Y.
h

Si tenemos expresiones similares para f en otros abiertos U’ de X y en otras cartas A;, siguien-
do los mismos pasos que antes obtendriamos otras expresiones parala aplicacion f definida entre
X e Y. Necesitamos, pues, ver cudndo dos expresiones definidas entre X e Y dan lugar a la misma
aplicacion:

Proposicién 43 Dadas f,g: X — Y dos aplicaciones definidas por f(x) = (Fo(x);...; Fm(x)) y por
g(x) = (Go(x);...; G (x)) para todo punto x € X donde F;,G; € I'(X) definen la misma aplicacion
entre X eY, siy solamente si F;G; = F;G; en X para todo par de indices i, j.

Demostracion: Supongamos que [y g definen la misma aplicacién, entonces, para todo punto
x € X (Fo(%);...; Fp (%)) = (Go(x);...; G (X)), es decir F;(x) = AG;(x) paratodo i =0,...,my para algin

A € k no nulo, luego, ver que F;G; = F;G; en X es trivial.
G

Veamos ahora la otra implicacion. Se tiene que (F;...; Fp,) = (1; %;...; F—'(;’) v (Go;...; Gm) = (1; Cor oo

definido en los puntos de X donde Fj y Gy no se anulen respectivamente. Entonces, % = g—’g como
funciones regulares si y solo si Fi.Gy = FyGy en X, lo cual es cierto. Si en vez de mirar en la carta
Ap, miramos en cualquier otra carta A; tendremos que F;yG; = F;Gy en X también, luego, como f

y g coinciden en un cada carta de Y definen la misma aplicaciéon entre X e Y.

Alavista de lo anterior, también es posible definir funcién regular como en la siguiente defini-
cion.

Definicién 38 Sea X una variedad deP" y sea ¢ : X — P una aplicacion. Diremos que ¢ es una
aplicacion regular si para cada punto x € X existen Fy, ..., F;;, € k[ Xo, ..., X,] polinomios homogéneos
del mismo grado tales que para algtin i F;(x) # 0 y tales que ¢(x) = (Fy(X);...; F(X)).

Proposicién 44 Las aplicaciones regulares entre variedades son de hecho morfismos entre varieda-
des.

Demostracion: Sean X,Y dos variedades, y sea ¢ : X — Y una aplicacion regular entre va-
riedades. Como para todo x € X existe un entorno U, < X abierto de modo que para algun i
¢: U, — A; < A™ es una aplicacion regular, fijaindonos en que los U, recubren X y que los A;
recubren Y, si vemos que el enunciado es cierto para aplicaciones para el caso afin habremos
terminado.

Sea ¢ : X — A" una aplicacién regular. Empecemos suponiendo que X es una variedad afin.
Existen z,..., 2, € ['(X) tales que ¢ = (zy, ..., 2;»). Como X es afin, podemos escribir Z; = T; + I(X)
para algun polinomio T; € k[ X3, ..., X;].
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Sea U c A™ un abierto y sea g € I'(U), entonces, para todo punto p € U existen polinomios
EGek[Yy,.., Yyl cong = giﬁﬁzg y con G(p) #0.

Entonces, para todo punto x € ¢~} (U) existen polinomio F,G € k[Y3, ..., Y;,;] con G(¢(x)) # 0 ta-
les que F(Ty, ..., Tim), G(T1, cv., Tr) € KIX1, .., Xn] y g0 p(X) = Grreg=7205 - Luego gop € T(¢~! (V).

Si X es una variedad no necesariamente afin, las restricciones ¢; : XN A; — A" donde A; son
las cartas de P” son aplicaciones entre variedades afines y el espacio afin.

Como XN A; c X, se tiene que I'(X) cI'(X N A;), luego si ¢ es una aplicacion regular, ¢; tam-
bién lo es, y como hemos visto, esto implica que ¢; es un morfismo para todo i. Como los X N A;

recubren X, podemos aplicar la proposicion 38 para concluir que ¢ también es un morfismo.

A continuacién daremos dos ejemplos de aplicaciones regulares que nos serdn de utilidad mas
adelante:

Ejemplo 1: Proyeccién de centro un espacio lineal. Sea E c P" un espacio lineal de dimen-
sion d. E vendré dado por la anulaciéon de unos polinomios homogéneos de grado 1 Ly,...,L;,_4.
Definimos la proyeccién de centro el espacio lineal E como la proyeccién IT : P — P?*~4-1 que
viene dada por Il(p) = (L1(p);...; Ln—a(p)). Esta aplicacion es regular en P \ E ya que fuera de E no
se pueden anular todos los L; a la vez. En particular, si X es una variedad de P" disjunta de E, la
aplicacién restriccién de IT, IT: X — P"*~%~1 es una aplicacién regular.

Ejemplo 2: El embebimiento de Veronese. Consideremos todos los polinomios homogéneos
de grado m en k[Xjy, ..., X;;]. El conjunto de estos polinomios genera un espacio lineal de dimen-
sion (m;l") Consideremos ahora el espacio de hipersuperficies correspondientes a la anulacion de
estos polinomios de grado m. Como dos de estos polinomios F, G dan la misma hipersuperficie si
y solo si existe un elemento A € k tal que F = AG, podemos ver el espacio de hipersuperficies como
el espacio de puntos del espacio proyectivo P con N = (m,;") — 1. De esta forma, fijado un orden
para los (mnt”) monomios homogéneos de grado m que se pueden formar en k[Xj, ..., X,;], podre-

; : N noos._
mos representar las hipersuperficies por los puntos de P** de coordenadas vy, ;, con }_ izolj=m

donde una hipersuperficie se escribe como Zyl-o,m,inXé"...X,i", es decir, como la suma de todos los
posibles monomios de grado m multiplicados por sus correspondientes coordenadas. . .

Definimos ahorala aplicaciéon y,, : P" — PN definida como Ym(Uo, .y Un) = (Yiy,....ip, = u(’)"...ufq”)
ordenadas las coordenadas en PV segtin el orden prefijado. Esta aplicacién es una aplicacién re-
gular puesto que si para algun u = (u,..., u,) € P* y,,(u) = 0, necesariamente las coordenadas
Yo...,m,..0 = 0 donde m = i; para todo j =0,..., n, es decir, u;” = 0 para todo j, y esto implica que
u =0 € P" lo cual es absurdo. A esta aplicacion vy, la llamamos el m-ésimo embebimiento de
Veronese.

Vimos que las aplicaciones regulares son morfismos, luego, en particular, el embebimiento de
Veronese lo es. Vamos a ver a continuacién que es de hecho un isomorfismo en su imagen.

Consideremos S el conjunto de puntos y = (yi,,...i,) € PN que para todo k natural verifiquen
Vidoiher Y ik ik = Vb b Y kL si il1 + ..+ ilk = jl1 +..+ jlk, para l =0,..., n. Es inmediato com-
probar que los puntos de la imagen del embebimiento de Veronese cumple estas condiciones y
por tanto es un subconjunto de S. Denotemos por A4;,, ;. las cartas de pN que vienen dadas por
Yio,...in # 0y tomemos S;, i, = SNA;,,_i,. Veamos que S = Sp,,..,0U...USo,..,0,m,0,..,0Y-..US0,...0,m-
Por simplificar la notacién, representaremos las n-tplas (0,...,0,m,0,....,0) donde m esta en la
posicion f, por simplemente . Sea y € S, como y = (y;,,.,i,) # 0 para alguna n-upla (i, ..., i»)
Yig,.nin # 0, Yy COMO ig + ...+ iy, = m existird j con i; # 0. Consideremos entonces, el producto
de m copias de y;,,..;, al que denotaremos por I'. Entonces, como y € S, se cumple la igualdad
I'=(yo.-Y0)--(¥r-.¥1)-..(Yn---yn) donde los y; aparecen i; veces en el producto. Entonces, si cada
elemento y; que aparece en el producto fuera nulo, necesariamente y;,, . ;, =0, lo cual es absurdo.
Por tanto, todos los y; que aparecen son no nulos, en particular aquél con ¢ = j, conlo que y € S;.
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Definamos ahora aplicaciones regulares pr;: S; — P" donde

pri(y) = (Y1,,.,0,m-1,0,..,05Y0,1,0,...,0,m~1,0,...,0; = Y 3 -3 Y0,...,0,m—1,0,...,0,1)

Como estas aplicaciones son regulares, son morfismos que en virtud de la proposicion 38 pode-
mos extender a otro morfismo pr de S en P" si y solamente si para todo y € S; N Sy, se cumple
que pr(y) = pry(y). Para verlo, supongamos ¢ =0y t' = n por simplicidad y empecemos viendo
que si yo Y Y» no son nulos, entonces y,;-1,0...0,1 # 0. Como antes, consideremos el producto de
vecesy Yy, solamente una vez. Por tanto Ym-1,0,...,0,1 €S NO nulo. Entonces, si denotamos por u ja la
coordenada j-ésima de proypor vjalade pry, j =0,..., n, tenemos que ;Yo = VjYm-1,,..0,1 Para
todo j, y como Yo Y ¥Ym-1,,..,0,1 SOn constantes de k no nulas, concluimos que pry(y) = pr,(y).

Veamos, por ultimo, que pr = y,,! y deduciremos que el embebimiento de Veronese es un
isomorfismo con su imagen. Sea y € PV, supongamos que y € Sy, entonces

pry) = (Yo, Ym=1,1,0,..,05 s Y m—1,0,...,0,1) = (Uo;...; Up).

T —(T. . — 0 in L _ ~don 0 in
Ahora, vy, (U, ... un) =T = Tyy,...i, = Uy ...Up'), luego I';, i, = Yo Ym-110...0"Y m-1,0...0.1" Veamos
que L'y, i, = Yi,...i,- Como estamos trabajando en el espacio proyectivo PV, basta con ver que
Yio,... ,-n)/{)”_l =T, .i, paratoda n-upla (i, ..., i). Entonces, como y € S,

siysolamentesi ipm+iy(m—-1)+...+i,(m—-1) = i0+Z;.l=1 ijim—1)=m(m-1)+iyysii; =i para
j=1,...,n,lo cual es evidentemente cierto.

.....

que up =0, entonces pr(y) = (up;...: uy). Como uy =0,y =0y
pry) = pro(y) = W urul™ s unud™ Y = (ug; ... uy) € P

Definicion 39 Sea ¢ : X — P”" una aplicacién regular. El subconjunto de X x ¢p(X) dado por los
puntos (x,p(x)) se llama grafo de ¢ y lo denotaremos Graf (¢).

Lema 13 El grafo de una aplicacién regular es cerrado para la topologia producto de la topologia
de Zariski.

Demostracion: Sea i : P — P" la aplicacién regular identidad y consideremos la aplicaciéon
(¢, i) : X xP" — P xP" dado por (¢, i) (x, p) = (¢p(x), p). Graf(¢) es laimagen inversa de Gra f (i)
por la aplicacion (¢, i), luego si vemos que Graf (i) es cerrado concluiremos lo deseado.

Graf (i) viene dado por los pares (x, y) € P"* x P"* cumpliendo x = y, luego un cerrado.

Proposicién 45 La imagen de una variedad a través de una aplicacion regular es un conjunto ce-
rrado.

Demostracion: Sea ¢ : X — P" una aplicacion regular, sea Graf(¢) su grafo. Denotemos por
p: X xP" — P" ala proyeccién dada por p(x, y) = y. Es evidente que ¢(X) = p(Graf(¢)), luego
¢(X) es un cerrado.

Definicion 40 Sean V y W dos variedades afines de A" y A" respectivamente,y seap: V — W una
aplicacion regular. Diremos que ¢ es una aplicacion finita si ¢(V) es denso en W yI'(V) es entera
sobreT'(W).

Nota: en el lema 12 vimos que ¢ : I'(W) — I'(V) es inyectiva. Es de esta forma que vemos I'(W)
como I'(V)-mo6dulo y la condicion de que I'(V) sea entera sobre I'(IW) tiene sentido.
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Definicion 41 Sean X,Y dos variedades de P" y P'™™. Diremos que ¢ : X — Y es una aplicacién
finita si todo punto y € Y tiene un entorno abierto V que sea una variedad afin tal que U = ¢~ (V)
es a su vez una variedad afin y tal que la restriccion ¢ : U — V es una aplicacién finita entre
variedades afines.

Lema 14 Sea L € k[Xy,..., X;] un polinomio homogéneo de grado 1 y V una variedad. Sea U el
abierto deP" dado por los puntos que no anulan a L. Entonces, para toda funcién racional z € T'(V)
existe un polinomio G € k[ Xy, ..., X,] de grado d de modo que z = L—C;.

Demostracién: Tomemos parai=1,.,nL;=Y"_ 1! X; j polinomios homogénes de grado 1 de

j=0"j
modo quesi L= Z;Z:O l;.’X j lamatriz dada por los [ ; tiene determinante no nulo.

Definamos la aplicacion regular F : P — P que viene dada por F = (Ly;...; L,), donde Ly = L
Como F es biyectiva por la condicion de que el determinante de la matriz de elementos / ]’ sea no
nulo y como los L; son todos formas lineales tenemos que el inverso de F también vendra dado
por polinomios homogéneos de grado 1, es decir, otra aplicacion regular. De lo que concluimos
que F es un isomorfismo.

Tenemos que F(U) es la carta dada por la expresion yy = 0 donde yy es la primera coordenada
homogénea en la imagen de F, una carta afin a la que denotaremos por V = F(U). Entonces la
restriccion F: U — V es un isomorfismo entre variedades.

Sea z € I'(V), y denotemos por w = zo F~!. Como F induce un isomorfismo entre I'(U) y T'(V),
sabemos que w € I'(U) c k(U). Vimos que existe un polinomio H € k[Yj, ..., Y;] de grado d de
modo que w = % ya que Ih(ﬁ) = I;,(P") = 0. Entonces, woF = z = % = L—Gd e I'(V), como
queriamos. ’ ’

Teorema 5 Sea W una variedad proyectiva deP" disjunta de un espacio lineal E c P" de dimension
d. Entonces, la proyeccion de centro E I1: W — I1(W) define una aplicacién finita con su imagen.

Demostracion: Sean Ly, ..., L,_q las formas lineales que definen a E, ysea I1: W — P41 3

proyeccion de centro E definida para cada punto x € W como I1(x) = (L1 (X);...; L—q (X)) = (Y15 .- Vn—a),

un elemento de P"*~%~!, Si denotamos cada n— d — 1 cartas afines de P"~%~ ! definidas por y; # 0
por A;, definimos U; = I 1(A;)) N W. U; es un conjunto abierto de W, ya que la proyeccion es
continua, y un conjunto afin de A" en la carta x; # 0.

Como los U; recubren W, trataremos de ver que I1: U; — A; nI1(W) es una aplicacion finita

entre variedades afines: sea g € I'(U;), g serd de la forma g = G(X‘z;;ﬁz)(wg’(m en virtud del lema

14 donde G es un polinomio homogéneo de grado m. Consideremos 7 : W — P4 dada por
m(x) = (L{"(0); .. L7 (%); G(X)) = (2155 2n-a+1) € P". 7 es una aplicacion regular, pues el punto

(0;...;0) ¢ P" y, en virtud de la proposicién 45, n(W) es un cerrado de P"*~¢, es decir, un conjunto
algebraico, luego existen polinomios Fj, ..., Fs € k[Z1, ..., Z,—4+1] de modo que n (W) = V},(Fy, ..., Fy).

Ahora bien, como W es disjunto de E, los pohnomlos L; no se anulan alavezen W, con lo que
el punto (0;...;0;1) € P"4 no pertenece a 1(W). En consecuencia, el sistema de ecuaciones

Z1 = n-d=Fi1(Z1,... Zn—q1) = ... = F(Z1, .., Zy—g41) =

no tiene solucion, es decir, el conjunto algebraico Vh(Zl, yZn—d, F1,..., F5) cP" es el conjunto va-

cio, yenvirtud dellema 1, existe r > 0 tal que (77, ..., n d+1) c(Z1,.0r Zn-a, F1,..., F). En particular,

Z’; a41 € (4, ,, a,F1, ..., Fs), por lo tanto, existiran polinomios G],H;C € klZy,...,.Z,_q+1] tales
que Z’ Cdel = Z Z]- G]~+Zk:1 FiHy.Como en (W) Fy =0, aplicando un argumento sobre el gra-
do de la expresion anterior, concluimos que el polinomio ¢(2,..., Zn-a) =2 _ ., Z” d Zj G(r 2

se anula en 7 (W) cuando G;.r_l) represente a la parte homogénea de grado r — 1 de G;. Ademas,
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podemos ver al polinomio homogéneo ¢ como un polinomio en Z;_;.1, de grado r, y que es m6-

. a1e _ r—1 j .
nico, y p9demos re(?scrlblrlo como (/)(Zn_.dH) = Z_;;—d+1_ + Z]..:O Bj(Z, ..., Zn_d).Z(z—_cHl para c1ertqs
polinomios homogéneos B; de grado r— j. Por tltimo, si consideramos ¢o7 y dividimos a esta apli-
;A mr r r-1 m m i1 _ 4
cacion por L;”" tenemos que g +Z].:0 B;(L}", ""Ln—d)g]W =0en W,y como B; son homogé-
1

Bj(LY,...L™ )

neos de grado r—j, = BT, ..., 1, ...,L,T_d). Luego gr+Z;;(1) B;j(Y",..,1,.., Yn”zd)gj =0

en A; NII(W) es decir, gles entero sobre I'(A; NI1(W)) ya que B;(Y{", ..., 1, ...Yn”_’d) esta bien definida
en todos los puntos (Y;", ..., Yn"Zd) talesque Y; = L;(x), x€ W, con L;(x) = 1#0, teniendo en cuenta

quesiLi(x)z1, x'= ﬁ =xeWyquelL;(x)=1.

Proposicion 46 Sea X c P" una variedad y sean F, ..., Fs € k[Xy, ..., Xn] polinomios homogéneos
del mismo grado m de modo que para todo x € X existe i tal que F;(x) # 0. Entonces, la aplicacion
dada por ¢(x) = (Fy(x), ..., Fs(x)) es una aplicacion finita.

Demostracién: Consideremos el m-ésimo embebimiento de Vernose v, : P* — PV donde
N = (") — 1. Podemos ver los polinomios F; como formas lineales dentro de P de la siguiente

forma:si F=% ;a jX(:n ‘]’...X,'ln " es un polinomio homogéneo de grado m, entonces, Y m{c =my
F =% ajYm,,..,m, €s una forma lineal L en P". Representemos por L; las formas lineales corres-
pondientes a los polinomios F;.

Si denotamos porIl = (Ly;...;Ls) se verifica que ¢ = oy, pues si p = (xp; ...; X,) € P", entonces,

Ym(P) = YVig,.in = X ---Xp") Y POI tanto

..........

= (Fl (x())---’xl’l);---;LS(xO) ceey xn)) = (P(p)

y como Y, es un isomorfismo, basta con aplicar el teorema 5 para concluir lo deseado.

2.4. Aplicaciones racionalesy birracionales

Definicién 42 Si X e Y son dos variedades y Uy, U, son dos subvariedades abiertas de X, diremos
que dos morfismos f1: Uy — Y y f» : U, — Y son equivalentes si las restricciones de ambos morfis-
mos al abierto Uy N U, coinciden. Esta relacion es de equivalencia y llamaremos aplicacion racional
a cada clase de equivalencia.

Las aplicaciones racionales son aplicaciones entre variedades X e Y cuyos dominios de defi-
nicion son la unién de todas las subvariedades abiertas U c X tales que f: U — Y pertenece a la
clase de equivalencia.

En consecuencia, en toda aplicacion racional existe un morfismo f: U — Y definido en todo
el dominio de la aplicacion racional, la subvariedad U. En este caso, el resto de morfismos que
estdn en la misma clase de equivalencia que f son restricciones de f a alguna subvariedad abierta
de U. A la vista de esto, las aplicaciones racionales se pueden definir también como morfismos
entre variedades X e Y cuyo dominio de definicién sea una subvariedad a bierta de U no se puede
extender a otra subvariedad de X que congaa U.

Proposicion 47 Sea F: X — Y una aplicacion racional entre las variedades X e Y .Entonces:
(1) SiF(X)esdensoenY, F induce un morﬁsmol_?: k(YY) — k(X).

2) Sean p € X y q € Y dos puntos de modo que O,(X) domina a f(Oq(Y) < Op(X). Entonces,
peDF)yF(p)=q.
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Demostracion: (1) Sea F: U — V un morfismo que represente a F con U c X y V c Y abiertos
afines. Sabemos que F induce un morfismo F : I'(V) — I'(U) que es inyectivo como vimos en el
lema 12. Podemos, por tanto, extender F a k(V) y k(U) de la siguiente forma, si z € k(V), entonces

z= % con g,h e I'(V) y h =0, definimos, entonces F(z) = % que serd un elemento de k(U) pues

k(U) = Frac(T'(U)) y F(h) 20 al ser h = 0. Como k(V) = k(Y) y k(U) = k(X) necesitamos ver que
no depende de los abiertos afines que elijamos para definir el morfismo. Sea G : U’ — V' otro

morfismo que represente a f con U’ < X y V' c Y abiertos afines. Entonces, F(p) = G(p) para todo

punto p € Un U, por tanto, si z = % con P,Q polinomio del mismo grado y Q(p) # 0 para
h

PoF+1,(X) _ PoG+I;,(X)

! N .
GoF+1,00 = QoGe1, (0 1 U'nU, un denso de X, luego son iguales

pe FFL({UNU") cY, entonces
en todo X.
(2) Tomemos entornos afines V< Xy W c Y de p y q respectivamente. Podemos escribir

I'(W) como k[y1, ..., Vm]. Entonces, F(y;) € k(V), con lo que existen a;, b; € T'(V) y F(y;) = Z—j Como
YieTW) < 04(Y)y f(Oq(Y)) € Op(X), f(yi) = Z—; € Op(X) y por tanto b;(p) #0.

Tomemos b = by...b,,, entonces F(I'(W)) c F(V)[%] = I'(V) como en la proposicién 39. Te-
nemos entonces un morfismo F : (W) — T'(V},) que en virtud de la proposicién 42 induce un
morfismo f: V, — W. Como V}, es el conjunto de puntos de V que no se anulan en b, p € Uy, y
como este morfismo f es un representante de F, p € D(F).

Por otra parte, f(mq) < my, es decir, la imagen por F de toda funcién racional que se anule en
q se anula en p. Entonces, si F(p) = t # ¢, tomamos z es una funcién racional de k(Y) que se anula
en g pero no en ¢ty tendremos F(z)(p) = s(t) =0, lo cual es imposible. Por lo tanto, F(p) = q.

Proposicién 48 Sean X e Y dos variedades afines y sea F : X — Y una aplicacion racional cuya
imagen es densa en Y. Entonces, la aplicacion F :T(Y) — I'(X) que induce F no es inyectiva.

Demostracion: Como F(X) no es denso, existird un abierto U c Y con Un F(X) = @. Como U
es un abierto para la topologia de subespacio de Y, existirda V < A" un abiertoconU=VnY.

Como el complementario de un abierto es un cerrado, existiran polinomios Py, ..., Ps € k[ Y7, ...., Yy;]
con A™\V =V(Py,..., Ps). Como U es no vacio, Y ¢ V(Py,..., P), es decir, existird i con P; ¢ I(Y).
Es decir, p; = P+ I(Y) cT'(Y) es no nulo.

Por otra parte, como F(X)NnU =@, F(X)NnV =@, conlo que F(X) c V(Py,..., Ps) c V(P;), luego
I_J(pi) =0en X pese a que p; =0, luego F no puede ser inyectiva.

Nota: en la proposicion 38 vimos que morfismos que coinciden en la interseccién de sus abier-
tos de definicién podian extenderse a un morfismo definido en la unién de todos los abiertos.

Definicion 43 Una aplicacion racional f : X — Y diremos que es una aplicacion birracional si
para algtin abierto U c X y para algtin abierto V C Y existe un representante de f que sea un iso-
morfismoentreU y V.

Definicion 44 Dadas dos variedades X, Y, diremos que son birracionalmente equivalentes si existe
una aplicacion birracional entre ellas.

Proposiciéon 49 Sean X,Y dos variedades. X e Y son birracionalmente equivalentes siy solo si k(X)
y k(Y) son isomorfos.

Demostracion: Supongamos que X e Y son birracionalmente equivalentes. Existirdn U c X y
V c Y abiertos con k(U) y k(V) isomorfos. Concluimos lo deseado fijandonos en que k(U) = k(X)
yque k(V) = k(Y).

Supongamos ahora que k(X) y k(Y) son isomorfos. Entonces I'(X) son los polinomios k[ X3, ..., X;]
modulo el ideal I(X). Pongamos I'(X) = K[xy, ..., x;] donde x; = X; + I(X). Entonces, ¢(x;) = Z—;
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para a;, b; € I'(Y). Tomemos b = b;...b, € I'[Y], de esta forma, I'(Y}) = F(y)[%] y es evidente que
¢((X)) cT'(Yp), con la notacién de la proposicién 39. Como ¢ es un isomorfismo, existird tam-
bién d e I'(X) con ([)‘1 (['(Y)) cT'(Xy). Entonces, la restriccién de ¢ : F((Xd)¢-1(b)) — T ((Yp)p(a)) €8
un isomorfismo. Y en virtud de la proposicion 36 tenemos que los abiertos (Xg)g-1(3) ¥ (Yp)p(a) SON
isomorfos, y por tanto, ¢ es una aplicacion birracional.

Proposiciéon 50 Sea f : X — Y una aplicacién birracional entre las variedades X e Y. Entonces, la
imagende f esun densodeY .

Demostracién: Como f birracional existen U< X y V c Y en los que f define un isomorfismo,
entonces, laimagen de f contiene a f(U) c V, abierto de un abierto de Y, luego un abiertode Yy
por tanto denso en Y. Es decir, la imagen de f contiene un denso de Y, luego es densa.

2.5. Dimension de una variedad

Proposiciéon 51 Sea X una variedad deP" entonces k(X) : k es una extension de cuerpos con grado
de trascendencia finito.

Demostracién: Sabemos que (X). es una variedad afin y que k(X) = k(X) = K((X).). Es decir, .
k(X)= Frac(k[IX(l(’Tf") = Frac(k(Xy,.., X,]) = k(X3 ..., Xp,). Luego evidentemente k(X) : k(Xq,..., k(X))
es algebraica y por tanto el grado de trascendencia de la extension k(X) : k es como mucho n, es

decir, finito.

Definicion 45 Sea X una variedad. Definiremos la dimension de la variedad X como el grado de
trascendencia de la extension de cuerpos k(X) : k y lo denotaremos por dim(X).

Proposiciéon 52 La dimensién deP" como variedad es n.

Nota: En la demostracién de la proposiciéon 51 hemos visto que si X es una variedad de P"
entonces la dimension de X es dim(X) < n.

Definicion 46 Sea W un conjunto algebraico (afin o proyectivo). Definimos la dimension de W
como la mayor dimension de sus componentes irreducibles.

Nota: Sea U < X una subvariedad abierta de X, entonces dim(U) = dim(X) pues k(U) = k(X).

Teorema 6 Sean W yV dos conjuntos algebraicos proyectivos (resp. variedades) con W c V, enton-
cesdim(W) <dim(V). SiademdsV esirreducible, W es cerradoenV ydim(W) = dim(V) entonces
wW=V.

Demostracion: Supongamos que ambas afirmaciones son ciertas para W,V conjuntos alge-
braicos afines y consideremos los conjuntos algebraicos afines V, y W,. En el caso de que V, W
conjuntos algebraicos proyectivos, V' y W ya serdn cerrados en P” con lo que no hace falta tomar su
clausura, si es necesario en el caso en el que trabajemos con variedades, sin embargo, como V=V
y W = W cuando trabajamos con conjuntos algebraicos proyectivos las siguientes afirmaciones
serdn ciertas para ambos casos (algunas de ellas quizas triviales para conjuntos algebraicos).

Los conjuntos V.yW,se pueden ver como subvariedades abiertas de V'y W respectivamente,
luego k(V,) = k(V) = k(V) y k(W,) = k(W) = k(W). Por tanto, es evidente que dim(W) < dim(V)
y como si V es irreducible, V, también lo serd, tendremos también que V = (V,)* = (W,)*. Por
otra parte, W no tiene por qué coincidir con (W,)* al no ser W irreducible, pero si tenemos que

38



V = (W.,)* ¢ W, de lo que deducimos W = V. Entonces, V = W esta vez tomando la clausura de
W en V, pero como W es cerrado en V, concluimos que V =W.

Veamos ahora que el resultado es cierto para V, W conjuntos algebraicos afines. Como la di-
mension de V'y W es la mayor de las de sus componentes homogéneas, podemos suponer que V
y W son irreducibles. Sea m = dim(V), entonces, cualquier conjunto formado por m + 1 elemen-
tos de I'(V) c k(V) serd algebraicamente dependientes, y en particular, lo serd el formado por los
elementos x; = X; + I[(V), ..., Xm+1 = Xm+1 + (V) (podemos suponer m < n, si no prodriamos ver
W c V < P"*1) son algebraicamente dependientes, es decir, existe un polinomio P € k[T, ..., Ty +1]
tal que P(xy, ..., X;m+1) se anula en V, y como W c V, también se anula en W. Es decir, todo sub-
conjunto de m + 1 elementos y; = Xy + I(W),...,yn = X, + I(W) es algebraicamente dependietes
como elementos de k(W) = k(yy,..., ¥n). En el teorema 13 vimos que podemos tomar una base de
trascendencia a partir de los elementos y;,..., ¥, (esta base puede ser vacia si k(W) : k fuera una
extension algebraica), y hemos visto entonces, que esta base de trascendencia ha de tener a lo
sumo m elementos, y por tanto, dim(W) <m=dim(V).

Supongamos ahora que dim(V) = dim(W) = m. Existen, por tanto, m elementos de yi, ...,V
que son algebraicamente independientes como elementos de k(W) = k(yy, ..., Y»), pongamos yi, ..., Ym,
entonces, Xi, ..., X, son algebraicamente independientes como elementos de k(V) = k(x1,...,Xy),
pues si para algin P € k[Ty,..., T,l, P(xy,...,.X,) = 0 en V, también se anulard en W, es decir,
P(y1,...,¥n) =0, pero esto implica que P = 0.

Sea u € I'(V) con u # 0 pero con u = 0 en X. El conjunto {xi, ..., X, 4} es algebraicamente de-
pendiente pues {xi,..., X;;} es una base de trascendencia de k(V), por lo tanto, existe un polino-
mio a € k[xy,...,X;]1[U] no nulo que podemos suponer irreducible con a(xy, ..., X;;) (#) = 0. Como
a(xi,...,x;) es irreducible, si escribimos a(x;y, ..., x,)(U) = Z?f:o ax(xy,..., xm)U¥, necesariamente
ap(xy,...,x;m)esnonuloen Y.

Ahora bien, como u =0 en W, a(yy,...,ym) (W) = ap(y1,...,¥ym) = 0 en W. Pero xi,...,x, eran
algebraicamente independientes en W, luego ay = 0 en todo A” contra hipétesis.

Es decir, siueI'(V) estalque u=0en W, u =0 en V, y por tanto, I(W) c I(V), de lo que
deducimos V ¢ Wy concluimos V =W.

Lema 15 Sea ¢: X — Y una aplicacion finita entre variedades. Entonces, dim(X) = dim(Y).

Demostracion: podemos suponer que X e Y son variedades afines contenidas en A” y A™ res-
pectivamente. Como ¢ es una aplicacién regular, es un morfismo en virtud de la proposicién 44.
Ademis, ¢(X) es denso en Y, luego podemos aplicar el lema 12. Sea ¢ el morfismo de anillos in-
yectivo del lema.

Sea ahora z € k(Y) una funcién racional. Existirdn por tanto f,g € I'(Y) funciones regulares
con g # 0 de modo que z = ]é. Como ¢ es inyectiva g o¢ # 0 y por tanto, zo ¢ = g—i es una funcion
racional de k(X). Definimos asi una k(Y)-algebra que nos permite ver k(Y) c k(X). Veamos que
esta es en realidad una extension de cuerpos algebraica.

Siz= g como antes, sabemos que f, g € I'(X) son enteros sobre I'(Y) y por consiguiente, al-

gebraicos sobre k(Y) oI'(Y). Como f es algebraico sobre k(Y) también lo es su inverso % y como

el producto de dos elementos algebraicos también es algebraico, tenemos que g = z es algebraico

sobre k(Y) y por consiguiente, la extension es algebraica.
Hemos visto que la extension es algebraica, por tanto, ambos cuerpos tienen el mismo grado
de trascendencia sobre k, es decir, X e Y tienen la misma dimension

Teorema 7 Sea W una variedad proyectiva y sea F € k[ Xy, ..., X,] un polinomio homogéneo que no
es idénticamente nulo en W. Entonces, dim(Vy(F)n W) =dim(W) —1.

Demostracion: Empecemos fijdndonos en que para todo conjunto algebraico podemos encon-
trar un polinomio G # 0 del grado m que deseemos. Para ello basta con tomar un elemento del con-
junto algebraico y considerar una forma lineal L que no se anule en dicho punto y tomar G = L.
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Tenemos ahora F # 0 en W, denotaremos por Wr c W a Vj,(F) n W. En virtud del teorema 6
dim(Wr) < dim(W) por ser W irreducible. Tomamos W° = W, W' una componente irreducible
de Wr y Fy = F. Por el mismo resultado, di m(Wh) < dim(W?). Buscamos ahora F; del mismo
grado de F, tal que F, # en W'. Llamamos W? = V},,(F)nW'. dim(W?) < dim(W") por el teorema
6.

Iterando el razonamiento conseguimos una cadena de variedades proyectivas W’ y una suce-
si6n de polinomios F; verificando la cadena W% > W' 5 ... con W’ una componente irreducible
de Vy(Fi_) nWi-ly con dim(Wit) < dim(W).

En virtud del teorema 6 dim(W'*!) < dim(W"), luego si dim(W) = m, W™/ = @ para j >0
y para todo x € W existe i < m+ 1 tal que F;(x) # 0, pues de no ser asi, existiria x € wi para todo
i =0,..,mytomando F,, del mismo grado que los demds y que se anule en x y consideramos
W™+l = v, (F™) n W™ que no seria un conjunto vacio pues x € W1,

Consideramos ahora la aplicacién ¢ : W — P dada por ¢(x) = (Fo(x);...; Fn(x)). En virtud
de la proposicién 46 W — ¢(W) es una aplicacion finita, por lo tanto, en virtud del lema 15,
dim(X) = dim(p(W)) = my como ¢p(W) c P™ es un cerrado por la proposicién 45, es decir, un
conjunto algebraico, con lo que ¢p(W) =P™ en virtud del teorema 6.

Supongamos ahora que dim(Vy(F)) < m— 1, entonces W = @ y como antes Fy, ..., F;;—1 no
tienen ceros en comun en W, luego (0;...;0;1) ¢ ¢p(W), en contra de que ¢p(W) =P™.

Corolario 4 Si X es una variedad y F € k[Xy, ..., X;] un polinomio homogéneo que no es idéntica-
mente nulo en X. Entonces, dim(Vy,(F)nX) =dim(X) —1.

Demostracién: Sabemos  que X es una variedad proyectiva que contiene a X, y como F no es
nulo en X, no sera nuE) en X tampoco, y ademas dim(X) = dim()Q. Por otra parte, Vi(F)NnX es
un abierto de V(F)n X y por tanto dim(Vy(F)Nn X)) =dim(V(F)nX) =dim(X)-1=dim(X) - 1.

Corolario 5 Ladimension de una variedad proyectiva W se puede definir como el mdximo enterom
tal que tal que existe una cadena @ C Vi C ... C V,, C W de longitud m de subvariedades irreducibles
VicW.

Corolario 6 Sean Fy,...,F € k[ Xy, ..., X,,]. La dimension de Vy,(Fy, ..., Fs) es mayor o igual que n—s.

Corolario 7 Sea V},(F) con F € k[ Xy, ..., X,] un polinomio homogéneo no nulo, una hipersuperficie.
Entonces, dim(Vy(F)) =n-1.

Proposiciéon 53 Sea W una variedad proyectiva de dimensién 0. Entonces, W consta de un tinico
punto.

Demostracion: Como los puntos son variedades de dimensién 0, si W constara de mds de un
punto, tendriamos que para cualquier p € W {p} C W, conlo que dim(W) = 1.

Definicion 47 A las variedades proyectivas de dimension 1 las llamaremos curvas.

Proposiciéon 54 Sea C una curva y sea z € k(C), z ¢ k. Entonces k(C) es algebraico sobre el cuerpo
de fracciones de k[z], k(z).

Demostracion: Como el grado de trascendencia de la extension k(C) : k es 1, podemos tomar
t € k(C) tal que k(C) sea algebraico sobre k(f), entonces, z serd algebraico sobre k(?), es decir,
quitando denominadores, existe un polinomio P € k[Z, T] tal que P(z,t) = 0. Como k es alge-
braicamente cerrado, como el conjunto de elementos algebraicos de un cuerpo algebraicamente
cerrado es el propio cuerpo, tenemos que z no es algebraico sobre k y por tanto no puede existir
ningun polinomio de una variable con coeficientes en k que se anule en z, y por tanto, T aparece
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en P,y como P(z,t) = 0 deducimos que ¢ es algebraico sobre k(z). Ahora, como k(z, t) es el me-
nor cuerpo que contiene a k(z) ya ty t es algebraico sobre k(z), como el cuerpo de elementos
algebraicos de de k(x, t) sobre k(x) es un subcuerpo de k(x, f) que contiene a k(x) ha de ser el
propio k(z, 1), es decir, k(z, t) es algebraico sobre k(x). Por ultimos, teniendo en cuenta que k(C)
es algebraico sobre k(z, t) © k(t), concluimos que k(C) es algebraico sobre k(z).

Proposicion 55 Sean C y C' dos curvas y sea F : C — C' una aplicacién racional. Entonces:
(1) OF(C) esdensoenC' oF es constante.

(2) Si F no es constante, k(C) : F(k(C")) es una exension algebraica finita.

Demostracion: (1) Es evidente que si F es constante, F(C) no es denso.

Supongamos que C y C’ son curvas planas afines. Si F(C) no es denso, en virtud de la proposi-
cion 48, existe T € k[ Xy, X»] con t = T+ I(C") # 0 pero con 1_7(t) =0, esdecir, To F € I(C). Entonces,
F(C) c V(T)nC' y por tanto, dim(F(C)) < dim(V(T)n C') = 0 en virtud de el teorema 6 y del
teorema 7. Entonces, aplicando la proposicién 53, concluimos que F(C) es un conjunto finito.

Pongamos que F(C) = {pj,..., ps} € C’ con t = 2y consideremos lo abiertos Uy = C'\{pa, ..., ps} ¥
U; = C'\{p1, ..., pr—1}. Entonces, V; = F~1(Uy) son los puntos de C cuyaimagen es p; y V; = F1(U))
son los puntos de C cuya imagen es p; y como py, p; € F(C) ninguno de lo abiertos V; ni V; son
vacios, luego V) N V; = @ pero esto es imposible, pues un punto no puede tener dos imagenes.

Ahora que hemos visto el resultado par curvas planas afines, supongamos C y C’ curvas planas
proyectivas. Podemos ver F como un morfismo F : D(F) — C’ definido en un abierto D(F) c C.
Si F(C) no es denso en C’, existe un abierto afin U con p € U < D(F) c C. Tomemos ¢ € C con
F(q) = p. Entonce, g € F Y y F YU c D(f) < C, luego, por ser F un morfismo continuo y
U un abierto, F~1(U) es un abierto que contiene a q. Entonces, existird V un abierto afin con
g€V cF1(U). Ademas, F(V) c U.

Consideremos la restriccién F : V — U entre variedades afines. Como F(V) c F(C), F(V) no
puede ser denso en U, luego la restriccion de F ha de ser constante.

Por otra parte, el conjunto de puntos de D(F) que tienen a p por imagen es un cerrado de C que
contiene a V, puesto que g € V, F(q) = py F es constante en V, luego, por continuidad y porque
V es un abierto denso de C, el conjunto de puntos de D(F) cuya imagen es p ha de ser todo C, y
por tanto F es constante.

(2) Como F(C) es denso, podemos aplicar la proposiciéon 47 y deducimos que F induce un
morfismo F : k(C) — k(C'). Veamos que Fes inyectiva: si z € Ker(F), entonces para todo p € C,
z(F(p)) = 0 pues zo F = 0, es decir, z se anula en un denso de C’, luego z = 0 en todo C’ en virtud
de la proposicion 26.

Como F es inyectiva, k(C') es isomorfo a su imagen por F, luego el grado de trascendencia
de k(C) : k es el mismo que el de F(k(C") : k, es decir, 1, que es el mismo que el de k(X) : k.
Por tanto, si x € F(k(C")) es un elemento algebraicamente independiente sobre k, serd una base
de trascendencia, y como F(k(C") € k(C), x € k(C) serd también algebraicamente independiente
sobre k como elemento de k(C), luego también serd una base de trascendencia de k(C) sobre ky
por tanto, si y € k(C), x # y, y serd algebraico sobre k(x) c F(k(C')), luego también sera algebraico
sobre F(k(C")). Es decir, la extensién k(C) : F(k(C")) es algebraica.

Ahora bien, si pensamos en cualquier abierto afin de C, su cuerpo de fracciones coincidira con
el de C y tendremos que k(C) = Frac(w) = k(X1 +1,..., X, + I) para algun ideal I, luego
estd generado finitamente como k-algebra. Ademds, como k < F(k(C)) c k(C'), k(C) yla extensién
k(C): F(k(Ch) es algebraica, es inmediato que la extension es también finita.
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Capitulo 3

El género

3.1. Curvasy curvas planas

Proposicion 56 Sea C una cuervay k(C) su cuerpo de fracciones. Entonces, si k tiene caracteristica
0, existen x, y € k(C) con x ¢ k de modo que k(x,y) = k(C).

Demostracion: Como C tiene dimension 1, existe un elemento x € k(C), x ¢ k, tal que k : k(x)
es una extension algebraica. Basta, por tanto, con aplicar el teorema del elemento primitivo.

Definicién 48 A las curvas deP? las llamaremos curvas planas. Si la curva es una variedad afin la
llamaremos curva plana afin.

Proposiciéon 57 Toda curva plana es una hipersuperficie.

Demostracién: Sea C una curva plana, supongamos que C c A? es una variedad afin. Entonces,
I(C) # 0, pues si no C = A? tendria dimensién 2, entonces, existe F € I(C), F # 0. Si F fuera cons-
tante, seria una unidad en k[X1, X»], es decir I(C) = (1) y C = @. Como F no constante, podemos
escribir F = F;...F; donde F; son factores irreducibles de F. Ahora bien, como C es irreducible,
I(C) es primo,luego existird i con F; € 1(C).

Veamos que I(C) = (F;): evidentemente (F;) < I(C). Para ver la otra contencién supongamos
que existe G € I(C) pero con G ¢ (F;). Envirtud del teorema 7, V (F;) c A? tiene dimensién 1 y como
G ¢ (F;), G=0en V(F;) ypor tanto V(G, F) tiene dimensi6én 0. Sin embargo C c V(G, F), luego C
tiene dimension 0, contra hipétesis. Por tanto, I(C) = (F;), y C = V(F;) es una hipersuperficie de
AZ.

Supongamos ahora que C es una curva plan proyectiva. Entonces, consideremos C, la curva
plana proyectiva afin en una carta adecuada para que C, # @. Entonces C. = V(f) serd un hi-
persuperficie y como las curvas son irreducibles, C = (C,)* = V},(f*) serd una hipersuperficie de
P2

Definicion 49 Sea C una curva plana y sea H el polinomio que la define. Diremos que C es una
curva irreducible si el polinomio H lo es, es decir, cuando es un cerrado irreducible.

Proposicion 58 Toda cuerva es birracionalmente equivalente a una curva plana.

Demostracién: Sea C una curva en P" y sea k(C) su cuerpo de fracciones. En virtud de la pro-
posicién anterior, existirdn x, y € k(C) con k(C) = k(x, y).
Consideremos la aplicacién ¢ : k[ X, Y] — k[x, y] € k(C) y denotemos por I = Ker(¢p). El ideal

I es un ideal primo, luego V =V (I) c A2 es una variedad afin con T'(V) = M isomorfo a kl[x, y]
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puesto que ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto, K(V) = Frac(I'(V)) y k(C) = k(x, y) = Frac(k(x, h]) son
isomorfos, y como el cuerpo de fracciones de V* < P> cumple k(V) = k(V*), también se tienen
las igualdades dim(V*) = dim(V) = dim(C) = 1, es decir, V* es una curva plana. Aplicando la
proposicion 49 concluimos.

Definicion 50 Sea p € C un punto cualquiera. Diremos que p es un punto regular, simple o no
singular si O, (C) es un anillo de valoracion discreto.

Definicion 51 A fodo punto p € C que no es regular se le conoce como singular.
Definicion 52 A las curvas cuyos puntos son todos regulares se las llama curvas regulares.

Proposiciéon 59 Sea C una curva regular, y sea z € k(C) una funcién racional. Entonces, un punto
p€C esuncerodezsiysélosip esunpolodez.

Demostracion: Como C es una curva regular, O,(C) es un anillo de valoracion discreta cuyo
cuerpo de fracciones es k(C), y por lo tanto, existe f € O,(C) tal que z = vt" con v € O,(C) una
unidad y n un nimero entero. Es decir, n = 0 si y solamente si z € O,(C) y n < 0 si y solamente si
[,Ln =z1le O, (C). En consecuencia, si z no es una unidad, o bien z € O,(C) o bien z7le 0,(C).

Ahora bien, si p es un cero de z, significa que z € O,(C) no es una unidad, si y solamente si
z7le 0,(C), es decir, p es un polo de z 7L,

Proposiciéon 60 Sea C una curva regula. El conjunto de ceros de una funcion racional de C es un
subconjunto algebraico proyectivo de C.

Demostracion: Es inmediato juntando los resultados de las proposiciones 30 y 59.

Definicion 53 Dada z € k(C) y p un cero de z, llamaremos orden de z en p, y lo denotaremos por
ordy(z) al orden de z en O, (z). Si p es un polo de z, p serd un cero de z! y definimos el orden de z
en p como ordy(z) = —ordp(z_l).

Nota: La definicion de orden ord),(z) anterior corresponde con el orden que se puede definir
en k(C) como cuerpo de fracciones de O, (C) conlo que es compatible con el producto de elemen-
tos del cuerpo.

Teorema 8 Sea C una curvay sea A un anillo de valoracion discreta con k(C) ¢ A pero k c A. Sea
L = Frac(A) el cuerpo de fracciones de A. Supongamos que L contiene a k(C). Entonces, existe un
tinico punto p € C tal que A domina a O,(C).

Demostracion: Denotemos por m al maximal de A. Empecemos viendo que a lo sumo existe un
unico punto p con my, < m. Para ello, supongamos que existen dos puntos p, g € C distintos con
my, < my mgz < m. Entonces, en el lema 11 vimos que existe f € k(C) con f € my ycon f ¢ O4(C),
esdecir, L € O4(C). Luego, f € m, es decir, f no es unaunidad en A. Entonces ord(f) >0en Ly por

tanto ord(%) < 0. Sin embargo % € 04(C) € k(C) c L tiene orden ord(%) >0, lo cual es absurdo.

Veamos ahora que efectivamente existe el punto p del enunciado. En virtud de la proposicion
40 podemos suponer que CN A; # @ cuando A; es un carta afin de P” para todo i =0,..., n. Enton-
ces, Ap(C) = % = klxy, ..., xn] donde x; = X; + I,(C). Ademds, como CnN A; # @ tenemos que
x; #0 paratodo i.

Es claro que ;C—; € k(C), luego podemos ver el orden de estas funciones racionales dentro de L.
Tomemos N = maxi,j(ord(;c—;)). Supongamos que N = ord(%). Entonces, para i = 1,..., n se veri-
fica que ord(jg—é) = ord(i—é i—i) =N- ord(j—i) > 0. Por tanto, para i = 1,..., n las funciones racionales
% son de hecho elementos de A.
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Si tomamos C, la curva deshomogeneizada de C por la carta Aj, podemos identificar el anillo
I'(Cs) = A(C,) con k[, ..., 3] y como ¢ € A, es inmediato que I'(C,) < A. Tiene sentido,por tanto
considerar el ideal primo de I'(C,) J=T(C,) nm.

Consideremos la subvariedad V = V(J) de C,, como en la proposicion 4. Si V = C, tendriamos
que J = 0y todo elemento no nulo de I'(C,) es una unidad de A, pero entonces k(C) c A, contra
hipétesis.

Tenemos, por tanto, que V C C,, por un razonamiento con las dimensiones de ambas varieda-
des afines, deducimos que V' consta de un tnico punto p € V < C. Como m, =1(V) =1(V())) =]
concluimos que my, < my p es el punto que buscdbamos.

Corolario 8 Sean C una curva plana, C' unacurvay f : C' — C una aplicacion racional. Entonces,
f estd definida en todo punto regular de C'. Ademads, si C' es regular, f serd un morfismo.

Demostracién: en virtud de la proposicion 55, f(C') es denso en C o un punto. Si f(C’) es un
punto, entonces todo morfismo que represente a f se extiende a todos los puntos regulares de C’
facilmente.

Supongamos que f(C’) es denso en C, entonces, F: k(C) — k(C") induce una extensién de
cuerpos algebraica finita como vimos en la proposicién 55.

Sea p € C un punto simple y denotemos por R = O, (C’) y por L = k(C). Notemos que el cuerpo
L= Frac(R) y que k c R. Entonces, si k(C) € Rc L, como L: k(C) es algebraica finita, entonces R
es un cuerpo, lo cual no es cierto. Tenemos entonces que k(C) R, y el teorema 8 garantiza que
existe un tnico punto g € C de modo que R = O,(C’) domina a O,4(C), y aplicando la proposicién
47 concluimos que p pertenece al dominio de F.

3.2. Indice deinterseccion

Todas las dimensiones consideradas en esta seccién son las dimensiones de cocientes vistos
como k-espacios vectoriales.

Sea C una curva regular y F € k[Xp, X1, X2] un polinomio homogéneo. Vamos a definir para
cada p € C un numero my,(F) que sea nulo excepto para un numero finito de puntos.

En virtud de la proposicién 58 tenemos que existe C’ una curva plana birracionalmente equi-
valente a C. Llamemos ¢ : C — C’ a la aplicacion birracional y T : k(C") — k(C) el isomorfismo
de anillos que induce ¢ segtn la proposicién 49. Podemos suponer que C’ es una curva plana pro-
yectiva pues si no lo es basta componer ¢ con la inclusién i : C' — C’*, es inmediato comprobar
que i o ¢ serd también una aplicacion birracional. Como C es regular, en virtud de la proposicion 8
t estd definida en todo punto de C.

Supongamos que f(p) € C’' tiene su primera coordenada no nula, es decir, pertenece a la car-
ta Ap. Entonces, podemos ver F, € k(C.) = k(C’) deshomogeneizando con respecto a A, luego
T(F.) € k(C) y como C es regular, tenemos definido un orden en O,(C) que sabemos extender a
los elementos de k(C). Tomemos m,,(F) = ord, (T (Fy)).

Comprobemos que m, (F) no depende de la carta en la que hayamos visto a £(p). Si ¢(p) perte-
necieraa A;NA;y F.; y F.j sonlas dehomogeneizaciones de F respecto a A; y A; respectivamen-

_ F+L(C) _ F+LC) / .
te, entonces F,; = —Xl.d+lh(C’) wj = —X;’Hh(c’) si los vemos en k(C’), por lo tanto, si denotamos por
X i
ajj = %, se cumple que Fy;a = F,j, luego T(F.;)T(a) = T(F.;) y como ordy,(T(a)) = 0 pues
J

a es una unidad concluimos.
El ver que m,,(F) es nulo para casi todo punto de C lo veremos en la siguiente seccion.
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Definicién 54 Sean F, G polinomios de k[ X1, X»] y sea p € A?. Se define el indice de interseccién de
2
F y G (o de las curvas planas que definen su anulacién) en p como el niimero I,(F,G) = di m(%)

donde consideramos la dimension como k-espacio vectorial cociente.

Propiedades:

1. I,(F,G) es un entero no negativo cuando F y G se cortan en p. E I,,(F, G) = cosi F 'y G tienen
alguna componente homogénea en comun que se anule en p.

2. I,(F,G) = 0siy solamente si p ¢ F N G. El namero de interseccién depende sélo de las com-
ponentes irreducibles de F y G que pasen por p.

3. Si T es un cambio de coordenadas en el plano afin con T'(g) = p, entonces I, (F,G) = 14(T(F), T(G)).

4. I,(F,G) = I,(G, ).

5. I,(EG) = my(f)my(g). La igualdad se cumple siy solo si F y G no tienen tangenetes comu-
nes en p.

6. Si f=nfiyg=ngiyF;yG, representan las curvas resultantes de la anulaciéon de f; y g;
respectivamente, entonces I,(F,G) = Y; I, (F;, G;).

7. I,(F,G) = I,(F,G+ HF) cuando H € k[X}, X,].

Proposicién 61 El indice de interseccion es el tinico numero definido para todo par de curvas pla-
nas y todo punto p € A? que satisface las siete propiedades anteriores.

Demostracion: Ver [2], capitulo 3, seccion 3.

Nota: el indice de interseccién lo hemos definido para curvas planas afines, sin embargo, si
F, G € k[ Xy, X1, X2] son polinomios homogéneos que definen curvas planas proyectivas, entonces,
podemos considerar las deshomogeneizaciones F. y G, en las cartas Agp, A;, A2 que contengan al
punto p € P". Entonces, podemos ver a F y G dentro de Op(IPZ) si representamos a estos polino-
mios como X_ZF y X_(d;G donde X; # 0 es una carta que contiene a p y si consideramos las deshomo-

i i

. . 0, (P?) 0,(A?) .
eneizaciones F,, G, en esa misma carta, entonces P =2 =1,(F,,G,) cometiendo el
(£ G (Fx,Gy) p
dF y dG *y *
X. X.

abuso de notacion de identificar a un polinomio con su curva plana correspondiente. Como el in-
dice de interseccion solo depende del punto y de las componentes de las curvas que pasan por el
punto, I, (Fx, G.) no depende de la carta en la que veamos a F. y G, y por tanto podemos extender
la definicién de indice de interseccién al caso no afin también.

Lema 16 Sea I c k[Xy,...,X,] un ideal de modo que V(I) consta de un unico punto. Entonces,
dim(w) es finito.

Demostracion: sea V(I) = {p} con p = (py,..., pn), entonces Rad(I) = (X1 — p1,... Xn — Pn), €S
decir, para cada i = 1, .., n existe N; con (X; — p;)™i € I. Como p; € k, (T — p;)™i es un polinomio de
k[T] cuya clase en V se anula en X;. Por tanto, el cociente M estd generado como k-espacio
vectorial por las potencias de X; Xl‘.), Xy X;V"_l paratodo i =1,...,, ny por tanto, la dimensién de
| es finita.

Lema 17 Sea C una curva planay C' una curva regular. Sea f : C' — C una aplicacién birracional
no constante entre ambas curvas y sea G € k[Xy, Xy, X2] un polinomio homogéneo no nulo en C.
Entonces, para todo p € C N Vy,(G) existen abiertos afines U < C y V < C' tales que:
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1. Vi (G)nU = {p}.

2. paraalguna carta A; que contiene a p, la deshomogeneizacion g = G, con respecto a esa carta
cumple g eT'(U).

3. siqeC' yf(q) = p, entoncesqeV.

4. f(V)cU.

Demostracion: Empecemos fijandonos en que como C' es regular, f es un morfismo definido
en todo C’. Como V},(G) N C es un cerrado estrictamente contenido en C, ha de tener dimension 0,
es decir, es un conjunto finito. Pongamos V,(G) n C = {pog, p1, ..., ps} Yy como p € V;,(G) N C, supon-
gamos p = py.

Tomemos A= C\{pj,..., Ps, Poo} CON P, €l punto del infinito de una carta A; que fijamos y que
contenga a p. Entonces, A es una subvariedad abierta de C que contiene a p. Vimos, que entonces
existe U < A un abierto afin de A que contiene a p.

Obviamente V;,(G) N U = {p}, y ademads, como p, ¢ U, podemos ver g € I'(U), luego el abierto
U cumple las condiciones que pediamos.

Consideremos ahora B = f~!(U) c C' un abierto no necesariamente afin. El conjunto f~!(g) es
un cerrado de B contenido estrictamente en C’, luego, como antes, f -1 (q) =1{q1,..., qr}. Sabemos
que existe L € k[Xp, X1, X2] un polinomio homogéneo de grado 1 que no se anula en {qy, ..., gr}.
Entonces, S = C’'\ V5, (L) es un abierto afin de 6, pues, razonando como en el lema 14, existe un
isomorfismo ¢ de P? en si mismo que envia un punto cualquiera x al punto (L (x); L1 (x); L»(x))
donde Ly = Ly cuya restriccién da un isomorfismo entre la carta A y el conjunto de puntos de P?
que no anulan a L, y entonces gb(C) N Ap es una variedad afin cuya contraimagen coincide con S.

Como C' es un abierto de C’, B es un abierto de C’, y existen polinomio Fj, ..., F; € k[ Xy, X1, X2]
homogéneos con B = C'\ Vi(Fy, ..., Fy). También vimos que estos Fi, ..., F; generan funciones re-
gulares fi,..., f; € I'(S) donde f; = F . Como S es afin, S, también lo serd, y también lo serd
V= ("'(Sfl)fz )fz

Entonces, V es un abierto afin de puntos de S que no se anulan en Fi, ..., Fs, es decir es el abierto
V=BnSc f1(U),luego f(V)c Uy ademds, si g € X es tal que f(q) = p, entonces g = q; para
algtini=1,..,ry g€ f~'(U) pues p € U, por tanto, como L no se anula en g; para ningtin i, g € S
y también g € B. En consecuencia, g€ V.

Lema 18 Sean W c V dos espacios vectoriales y sea T : V — V una forma lineal inyectiva tal que

. .. . %4 w . |4 w
1?(W) cWw. .Supongamos. fiue la dimension de los cocientes 3 y 7y es finita. Entonces, 755 ¥ 7w
tienen la misma dimension.

Demostraciéon: Como % w Y Tom T(W) tienen dimension finita,
Viw w
dzm(—)— (—)—dzm(—)—dlm(—)
W) WIT(W) T(W)

también es finita. Esto garantiza que todos los cocientes que vamos a considerar a continuacién y
que estaran contenidos en —— tienen dimension finita, permitiéndonos realizar las operaciones
indicadas.

Definimos T’ : V — T(W) como T'(v) = T(v)+ T(W) otra forma lineal. Entonces, v € Ker(T") si
ysolosi T(v) c T(W),ycomo T es inyectiva esto ocurre si y solamente si veW.Como T(W)c W,

T(W)

la restriccion de esta biyeccion induce una forma lineal 7" : T(‘;V) — T(W) con Ker(T") = %
Como T" es una formalineal, dlm(m) =dimKer(T")+dim(Im(T")) = dlm(WHdim(%)

v

y por tanto dim(%) = dim(%) —dim(%) = dim(%) = dim(%).
T(W)
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Lema 19 En las condiciones del lema 17 f : k(C) — k(C") verifica que f(I'(U)) c ((V)) y ademds
la dimensién como k-espacio vectorial de ?(Fr((‘g)) es finita.

Demostracion: Como C' es regular, f es un morfismo definido en todo C' y como U y V son
abiertos con f(V) c U, es evidente que la restriccion f: V — U es un morfismo, y por definicion,
FTW) T (W) crv).

Como U y V son afines, existen yi,..,ym € I'(U) con I'(U) = k(y1,... yml Y k(U) = k(y1, .. Ym)-
Como el grado de trascendencia de k(C) : k es 1, existe j de modo que {y;} es una base de trascen-
dencia de k(C) sobre k. De igual modo, existen xi,...,x, € I'(V) de modo que I'(V) = k[x1,...,x,] ¥
k(V) =k(x1,...,x5). _ .

Como f es un morfismo e y; € I'(U), f(y;) e (V) c k(V). Si f(y;) no fuera trascendente sobre
k, existiria un polinomio P € k[T] no nulo con P(f(yj)) =0, pero P(?(yj)) = f(P(yj)) =0y como
f es una biyeccién entre k(C) y k(C)), y P(y;) € k(C), esto ocurre solo si P(y;) =0, pero entonces
P =0 contra hipétesis. Como f(y ;) es trascendente y el grado de trascendencia de k(V) : k es 1,
{7()/]-)} es una base de trascendencia Por tanto, cada x; ha de ser algebraico sobre k(y;), es decir,
existirdn polinomio P;(T) = ): eo @ ka no nulos con a;'c € k[?(y 7)1 que se anulan en x;.

Quitando denominadores en P;, obtenemos un polinomio S;(7T) = Z?f’;o ,B;'C T* con ,B;'C € kif(y il
no nulo y que se anula en x;. Viendo ;. € k[T], tenemos que si §.(0) = 0, podriamos dividir a S;
entre f (y;) y obtendriamos otro polinomio S; = f(y, que también se anularia en x;. Podemos

suponer, por tanto, que algin g k(O) 0.
Como x;, f(y;) € T(V), S; € T(V)[T] ¥ Si(x;) € T(V), y como FTW) cT(V), Si(x;) + FTU))

Iy i _ TV) i . F _ Ri
es un elemento de Ty’ , es decir, ,8 + f(F(U)) Oen = ) . Sin embargo, ,Bk + W) = ﬁk(O),

pues f (yj) € F(T(UY), es decir, B et F(T'(U)) son elementos del cuerpo k no todo ellos nulos. Por lo
tanto, 8;(x;) + FT W) = Lo fixf + FTW)) = £iL, BLO)(xf + FT W) = 0 donde las potencias
de x; correspondientes a los f3; (0) # 0 si aparecen. En particular, si x?" es la mayor potencia que
aparece, ﬁ;l_ tiene inverso en k, luego para, cada i = 1, ..., nn, tenemos un polinomio moénico de k[T]

- . L(V) k[xl ..... Xn] _ i r
cuya clase en f(I'(U)) se anula en x;. Por tanto T - e klx,+ fTWU)),..., xn+ f(F(U):l]

estd finitamente generado como k-espacio vectorial por las potencias las potencias de x;, x?, ey X1
para todo i, luego el cociente tiene dimension finita.

Lema 20 Sea X una variedad y U un abierto afin de X. Sea g € I'(U) una funcion regular tal que el
conjunto de plmtos de U que se anulan en g es el conjunto {py, ..., ps}, un conjunto finito. Entonces,

Op;0 \ _ ;. rw
dzm((g) )—dzm((g)r(U)).

Demostracion Como U es afin, I'(U) = M apara algun ideal I, y como g € I'(U), existird

P € k[X;,...,X,] con g = P+ I. Entonces, (gr)(rl(]l)]) = k[X(li;‘I'SX”] y como los ceros de g en U son los
O n
ceros de (B I), vimos en la proposicion 34 que 'C[X(IP—D I _ 1% y como en virtud de la
e Op, 0, (U) )
proposicion 35 (P,I)O,,l.(A”) = (g)Olp.(U)’ concluimos que
ru k[X1,..., X S O, (A™) S O,, (A™)
m(— D) _ i EEL o Xnl =Y dim(—2——) =Y dim(—2——).
(T (U) (D) = (BDOy,(AM" 5 (80, (U)

Lema 21 En las condiciones del lema 17, I,(V(G),C) = dim(=——-— Ty
(f(@nrv)
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frwy
f@fawy B
torial: como f es birracional, Im(f) es denso en C, luego f es un inyectiva y con ello un isomor-

frwy TU) \ _ kIX1,0Xa]
fismo en la imagen. Por tanto, dzm(f( )f(F(U))) m((g)r(U)) = =%

variedad afin contenida en A" ala que es isomorfa U y P es un polinomio de k[Xj, ..., X;,] cuya cla-
se en I'(U) es g. Ahora bien, los ceros del ideal (B, I) son los ceros de g en U, es decir, inicamente

Demostracion: Empecemos viendo que = tiene dimension finita como k-espacio vec-

donde I es el ideal de la

fowy X,] :
el punto p, y por tanto, dlm(f(g)f(r(u ) = dim(==§7=") es finito.

Llamemos ahora W' = f(I'(U)), V' =T (V) y T V' — V' a la forma lineal inyectiva dada por
T(a) = f (g)a. Entonces, acabamos de ver que T(W, tiene dimension finita y en el lema 19 vimos

que % también tiene dimension finita. Por lo tanto, podemos aplicar el lema 18 y concluimos que

V) y _ q: vV _ g AN Ji) = .
m=—=—=—)=dim=5=) =dim(=+=) =d ———=—).Y como f es un isomorfismo en
((f(g))F(V)) (r(v) (7w ((f(g))f(F(U))) ! 0,(U)

(V) L' ; raw p :
la imagen, dlm(—(f( ))F(V)) = dlm((g)F(U)) pero en el lema 20 vimos que @rw Y @0, tienen la

misma dimension, puesto que p es el tinico punto de U en el que g se anula, y en la proposiciéon 35

9, 9,(©) 9p(C) o5 isomorfo a 22
©0,0) ~ ®0,0 — @0,C. G i)

de k[Xp, X3, X2] que define a la curva plana C, luego sus dimensiones coinciden también, pero, por
definicion, la dimension de este tltimo espacio vectorial es el namero I,(V(G), C).

vimos que donde H es el polinomio homogéneo

04(C)

Lema 22 En las condicionesdellema 17, secumpledzm(f( )F(V) =2 gef- 1(p)dzm(m)yade-
04(C) \ _
mds dzm(f( 100G )= ord,(f(g)).

k[Xlr---vXn]
1

Demostraciéon: Como V es afin, I'(V) = apara algun ideal I. Como geT'(U) y f esun

morfismo por ser C regular, f(g) € I'(V), luego existird P € k[Xj, ..., X,] con fl@=P+1.

Tenemos que (f(g)vr)(V) =k [X(II;BX”] y COmo f(g) # 0 por ser f inyectivay g =0 en V, el conjunto

de puntos de C’ que son ceros de ?(g) es un cerrado de C’, luego tiene dimension 0, es decir,

es un conjunto finito. Supongamos que estos puntos son los py, ..., p;. Por lo tanto, aplicando la
KXy, Xnl _ppt O (A™)

proposicion 34,

2D i= 1(Pl)op An-
(A\Z)
Oy, (A?) Io ) Oy, (C) . ..
Por otra parte, ———: = —21 =2 en virtud de la proposicién 35, y por tanto
PATte B0, @ = Fg)0,,€) ()0, ) prop yP
L0t _On @ _ IM,cp _ 94 _ pues el tinico punto de U en el que se anula g es
FEIrW) =L @0y ) 9P Fgnogc)’

p y?(q) =0 siysilamente g(f(q)) =0, es decir si y solamente si f(gq) =

Ademds, como F(g) < T(V) € 0,(C), ordy(F(g)) = dim(=24

m) en virtud de la proposicion
8)Uq

75 tomando A= 04(C) ya= f(g).

Proposiciéon 62 Sea C una curva plana birracionalmente equivalente a una curva proyectiva irre-
ducible C' y p € P? un punto cualquiera. Representaremos por f a la aplicacién birracional y deno-
taremos por H al polinomio que define C'. Sea V;,(G) una curva plana que viene dada por la anu-
lacion de un polinomio no nulo G € k[Xy, X1, X2]. Entonces, I,,(C’, V(@) = quf-1(p) ordyg (?(G*))
donde G, es la deshomogeneizacion de G en una carta que contenga a p.

Demostraicon: si p ¢ Vi, (G)NC, sabemos que I,(V}(G), C) = 0. Por otra parte, si p ¢ C el conjun-
to de puntos g € C’ con f(q) = p es el vacio, pues Im(f) < C, conlo que 2 gef-1(p) OTdg (f(G.) =0

también, y si p ¢ V;,(G) pero si en C, entonces ?(G*)(q) # p para todo g € C' con f(q) = p, luego
ordy(f(Gy)) = 0 para todo g.
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Ir'(v) )

Sip € Vp(G)NC, tomamos U, V como en ellema 17y entonces, 3. ;¢ r-1(p) 0rdq(f(8)) = dim( Frw

en virtud del lema 22, pero esto es igual a I,,(V}(G), C) en virtud del lema 21.

Teorema 9 (de Bezout) Sean f, g € k[Xy, X1, X2] polinomios homogéneos que definen curvas pla-
nasF y G, respectivamente. Entonces, si f y g no tienen componentes homogéneas comunes, }_ pcpnc Ip(F, G)
coincide con el producto de los grados de f y g.

Demostracion: Ver [2], capitulo 5, seccién 3.

3.3. Divisores
En esta seccion trabajaremos con C una curva regular.

Definicion 55 Un 0-ciclo es una suma formal de puntos p € P", ¥ ,cpn npp, donde n, € P" y es no
nulo solo para un conjunto finito de puntos.

Definicion 56 Elgrado de un0-ciclo D=3} ,cpn npp es el niimero gr(D) =} np.

Proposicion 63 La relacion }. yepn npp = 3. pepn mpp siy solo si n, = my, para todo p € P" es una
relacion de orden en el conjunto de 0-ciclos.

Definicién 57 Un 0-cilco 3. ,epn np p se dice que es efectivo o positivo si n, = 0 para todo p € P".
Definicion 58 Llamamos divisor de C a un 0-ciclo }. ,epn npp tal que p € C.

Nota: Al conjunto de divisores de una curva C lo denotaremos por Div(C).

En la proposicién 30 vimos que los ceros y polos de una funcién racional z € k(C) es un sub-
conjunto algebraico proyectivo de C, pero como C es de dimension 1, los conjuntos de ceros y
de polos han de ser de dimensioén 0, es decir, finitos en virtud de la proposicién 53. Por tanto, si
z € k(C) solo habréa un nimero finito de puntos p de C de modo que ord,(z) # 0. Esta afirmacion
justifica la validez de la siguiente definicion:

Definicion 59 Sea z € k(C) una funcion racional. Definiremos el divisor de z, div(z) como el 0-ciclo
Zp€C nyp donde ny es el orden de z en p, ordy,(z).

El nimero m,, (F) definido en la seccién anterior es nulo para todos los puntos p € C salvo para
un ndamero finito pues los puntos de C’ que son ceros o polos de T(F) ya comentamos antes que
es un conjunto finito puesto que T(F) € k(C).

Definicion 60 Sea F € k[Xy, X1, X2] un polinomio homogéneo. Definimos el divisor de F de C a
través de la aplicacion birracional t : C — C' donde C' es una curva planay al que representaremos
pordiv:F como el 0-ciclo div;(F) = ZpEC my(F)p.

Proposicion 64 Sea F € k[ Xy, X1, X1] un polinomio homogéneo, denotaremos también por F a la
curva plana que define, t : C — C' una aplicacién birracional y C' una curva plana que viene dada
por la anulacién de un polinomio H € k[ Xy, X1, X2]. Entonces, el divisor de un polinomio tiene grado
gr(H)gr(F).

Demostracion: El grado del divisor div(F) = }. ,ec mp(F) es el nimero }_ ,cc my(F) y, en virtud
de la proposicién 62 ¥ ,ec my(F) = ¥ 4ecr I4(C', F) y aplicando el teorema de Bezout, concluimos
lo deseado.
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Definicion 61 Diremos que un 0-ciclo es un divisor principal de la curva C si es divisor de alguna
funcion racional de C.

Proposicion 65 Sea z € k(C), entonces div(z) es un divisor de grado 0.

Demostracion: en virtud de la proposicion 58, existe ¢ : C — C’ una aplicacién birracional y
C’ una curva plana que viene dada por un polinomio H € k[Xy, X1, X»]. Sea T : k(C') — k(C) el
isomorfismo que ¢ induce. Entonces, existirdn polinomios F,G € k[Xjp, X1, X2] del mismo grado

F+1,(C) N v z = T(EHREC) _ Tl I
con o < k(CYy z=T(g7 ) Como z=T(F+I(C)HT(G+1(C)), el orden de z en p es

ordy(z) = my,(F) — my(G), luego el grado del divisor de z sera

Y ordy(z) =) (my(F)—my(G) = gr(F)gr(H) - gr(G)gr(H)
peC peC

en virtud de la proposicion 64, y como gr(F) = gr(G) concluimos lo deseado.
Proposicion 66 Sea z € k(C) no nulo. Entonces, los siguiente enunciados son equivalentes:
(1) div(z) =0.
2) zek.
3) div(z) =0.

Demostracion: Si div(z) = 0, entonces z € O, (C) para todo p € C'y como vimos en la proposi-
cion 32, N0, (C) = k, luego z € k como queriamos.
Ver que (2) implica (3) y que (3) implica (1) es inmediato.

Definicién 62 Dados D, D' € Div(C), diremos que son linealmente equivalentes y lo denotaremos
por D = D' si existe una funcion racional z € k(C) tal que D = D + div(z).

Proposicién 67 Sean D,D', Dy, D, € Div(C). Entonces:
(1) Larelacién = definida antes es una relacion de equivalencia.
(2) D=0siysdlosiD es un divisor principal de C.
(3) Si D =D’ entonces gr(D) = gr(D’)
(4) SiD=D'yD, = D,, entonces D+ Dy =D+ D,.

(5) D = D' siy solamente si existen dos polinomios homogéneos de mismo grado F y F' tales que
D+div(F)=D"+div(F.

Demostracion: Del 1 al 4 son inmediatas.
(5) Basta tener en cuenta que % € k(C) y que toda funcién racional de k(C) se puede expresar
como una fraccion de polinomios homogéneos del mismo grado.

Definicion 63 Sea D € Div(C). Denotamos por L(D) al conjunto {0} U{z € k(C): div(z) + D = 0}.

Proposiciéon 68 Sean U c V c W tres espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Entonces, si di m(%)
es finita se verifica que dim(%) = dim(%) + dim(%).

Demostraicon: Este es un resultado general de dlgebra lineal.
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Proposicién 69 Sean D,D' € Div(C):
(1) L(D) es un espacio vectorial. Denotaremos por (D) a su dimension,
(2) SiD < D', entonces L(D) c L(D") ydim( L(D)) <gr(D'-D).
(3) L(0)=ky, sigr(D) <0, L(D) =
(4) L(D) es un espacio vectorial de dimension finita. Ademds, si gr(D) =0, [(D) < gr(D) + 1.

(5) Si D= D', entonces [(D) = (D).

Demostracion: (1) Para ver que L(D) es un espacio vectorial basta con darse cuenta de que si
z,7 € k(C), entonces div(z+z') =div(z) +div(z') yquesi A€ k, div(Az) = div(z).

(2) Ver que si D < D' L(D) c L(D') es inmediato.
Veamos ahora que dlm(ﬁ(%))) < gr(D'-D):como D < D', podemos escribir D' = D+ p; +...+ ps,
donde p; € C. Ademads, L(D) c L(D+ p;) € ... L(D+ p; +...+ ps), luego en virtud de la proposicion
68 es suficiente probar que dim(L(D + p)/L(D)) < 1 para cualquier p € C.

Sea r un parametro de uniformizacién de O,(C), y sea np el coeficiente de P en D. Definimos
¢ : L(D + p) — k por ¢(f) = (£"»*1 f)(p); como ¢ no es una unidad, necesariamente t(p) = 0, es
decir, ord,(t) >0y como ordy(f) = —np — 1, tenemos que

ordy(p(f) = ord(t"l’“f) =(np+Dordy(t)+ordy(f) =ny+1+ordy(f)=0

, luego tiene sentido hablar de la evaluacién de t"»*1 f en p, y con ello, ¢ estd bien definida.
Veamos que ¢ es una aplicacion lineal con Ker(¢p) = L(D): sean f,g € L(D + p) y sean a,b € k,
entonces ¢p(af + bg) = (1" (af + b)) (p) = a(t™*! f)(p) + b(t™ 1 g)(p) = ap(f) + bp(g), lue-
go es lineal. Sea ahora h € L(D), entonces ord,(h) + n, > 0, y como ord(t) > 0 tenemos que
ord(t"r*1h) = (np+1)ordy(t)+ordy(h) = ny+1+ord,(f)>1, conlo que ¢(p) se ha de anular en
p, de donde deducimos que L(D) c Ker (¢).

Para ver que Ker(¢) c L(D) basta ver que si z € Ker(¢), el orden de z, ord,(z) + ny = 0 para
todo punto g € C 'y con ng el coeficiente de g en D. Si g € C es distinto de p comprobar lo ante-
rior es inmediato. Para p, sabemos que (t”f’“z)(p) =0, es decir, el orden de "'z en p cumple
ordp(t"ﬂ“z) = ordp(t”ﬂ“) +ord,(z) = (ny + ord,(t) + ord,(z) > 0. Ahora bien, t € M,(C),el
maximal de O,(C), luego t(p) = 0, y por tanto ord,(t) > 0, con lo que ordy(z) + n, > —1 como
queriamos.

Porng tanto ¢ induce una aplicacién inyectiva ¢’ : % — k de lo que es inmediato que
(D+p)
mi (=7 D)p )< 1

(3) Usando la proposicion 66 es evidente que L(0) =

Sea ahora D un divisor de grado negativo. Si z € L(D), es una funcién racional no nula, entonces
gr(div(z)+ D) =gr(div(z))+ gr(D) = gr(D) =0, contra hipétesis.

(4) Sea n = gr(D). En virtud del apartado 3 podemos suponer que 7 = 0. Sea p € C un punto
cualquiera, denotaremos por D' =D — (n+1)p. gr(D') =gr(D)—(n—1)=-1>0, luego L(D") =0
tal y como vimos en el apartado 3. Entonces, aplicando el apartado 2,

))_gr(D D)Y=gr((n+1)p)=n+1=gr(D)+1.

(D) = dlm(L(D’)

(5) Si D = D/, entonces D = D' + div(w) para alguna funcién racional w € k(C). Definimos la
aplicacion ¢ : L(D') — L(D) dada por ¢(z) = zw para todo z € L(D'). ¢ estd bien definida, pues
si z€ L(D'), entonces div(z) + div(w) + D = 0. Si vemos que ¢ es una biyeccién, tendremos que
1(D) = (D). ¢ es lineal, pues si x, z son dos funciones racionales de L(D) y a, b € k constantes,
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tenemos que ¢(ax+ bz) = w(ax+ bz) = a(wx) + b(wz) = ap(x) + bdp(z), luego es una aplicacion
lineal, ademas si ¢(x) = ¢(z), como k(C) es un cuerpo, wx = wz implica que x = z. Sélo falta ver
que ¢ es sobreyectiva, para eso basta fijarse en que w tiene inversay que si y € L(D'), w™ 'y € L(D)

yque p(w™'y) = y.

Proposicion 70 Sean D y D' dos divisores de una misma curva tales que D < D', entonces, tenemos
que l(D") < 1(D)+ gr(D' - D).

Demostracion: 1(D") = 1(D") — (D) + (D) = dim(%) +1(D) < gr(D' - D) + (D) como hemos
visto en el segundo apartado de la proposicién 69.

Lema 23 Sea S c C un subconjunto,y D =3 ,ec hpp y D' dos divisores de C con D < D'. Si denota-
mos por Dg = ZpeS nppyalLs(D)=1{z€ L(D):div(z)s+ Ds = 0}, entonces Ls(D) c Ls(D") ysiSes

!
finito, entonces dim(LLSS((%))) = gr(D— Dy).

Demostracion: Ver que Lg(D) c Lg(D') es inmediato.

Para ver que dim(%) = gr(Dfg — Dg) fijémonos primero en que Ls(D) = L(Dg) y, por tanto se

verifica que di m(%) < gr(D§ — Ds) en virtud del apartado 2 de la proposicién 69. Para ver que
se tiene la igualdad razonaremos exactamente igual que en la demostracion de esa proposicion.
Supondremos que D’ = D + p, Fijémonos en que si p ¢ S entonces Dg = D’S, y consideraremos la
aplicacién ¢ : L(Ds + p) — k dada por ¢(f) = (£ f)(p).

Para ver que tenemos la igualdad, necesitamos que Ker(¢) = L(Ds) # L(Ds+ p), pues entonces
ILSS((DD/)) # 0, y su dimension habra de ser no nula, como queriamos. Si p ¢ S si que
ocurre que L(Dg) = L(D’S), pero también gr(Dig — Dg) =0, con lo que supondremos p € S.

Paraver que Ker(¢) # L(Ds+ p) necesitamos encontrar un elemento f € L(Ds+p) con ¢(f) =0,
es decir un elemento f € k(C) con ord,(f)+n,+1=0yordy(f)+nys=0paratodoge S, g+ pde
esta forma f € L(Ds+ p) y t"»*! f no se puede anular en p pues tiene orden 0, ya que ordy(t) =1
Como S es finito, para cada g € S, en virtud del lema 5 podemos encontrar un polinomio homo-
géneo de grado 1, L, que se anule en g, pero no en ningun otro punto de S, y otro polinomio
LyMgesLy”
LHZL?ES ng
anulaen S c C, L tampoco se anula en C, y como tanto el numerado como el denominador tienen
el mismo grado, f es el elemento de k(C) que buscdbamos.

necesariamente

homogéneo de grado 1, L, que no se anule en S. Consideraremos f = . Puesto que L no se

3.4. Elteorema de Riemann

Lema24 Seaze k(C),z¢ k. Seazy=0 el divisor de ceros de z y n el grado de la extension de cuerpos
[k(C) : k(2)]. Entonces:

(1) existe una constantet tal que l(Rzg) = Rn— T para todo R entero no negativo.

(2) zy es un divisore efectivo de grado n.

Demostracion:

(1) Sea S = {p € C: np > 0} donde zp = }_ yec npp. Como vimos en la proposicion 54 k(C) es
algebraico sobre k(z), luego, en virtud de la proposicién 82, podemos tomar una base vy,..., v,
de k(C) como k(z)-espacio vectorial formadz_l por elementos enteros sobre k(z), es decir, verifican

m; m;—1_m;j—1
v, ' +a

P +..+ a? = () para ciertos all € klz™1].
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Si p ¢ S, entonces ordp(a{) >0, pues a{ = Pl.j(z_l) con Pl.j € k[X]y ord,(z™') = —ord,(2z) = 0.
Si ademas ord,(v;) es negativo, tendremos que ordp(v;"") = m;ordy(v;) y también que

ordp(a{ v;ni_j) = ordp(a{) +(m; — jlord,(v))
y restando la primera expresion a la segunda obtenemos que
ordp(vlfn") - ordp(a{ v?qi_j) = jord,(v;) - ordp(a{) <0,

lo cual es imposible en virtud de la proposicién 74, viendo k(C) como el cuerpo de fracciones de
O,(C). En consecuencia ord,(v;) = 0 para todo punto p € S. Ademads, existe un entero ¢ > 0 tal que
div(v;)+tzg=0paratodoi=1,..,n,puessip ¢ Sord,(v;) =0y ordy,(zy) =0 conlo que cualquier
t valdria y si p € S, como S es finito pues el nimero de puntos tal que n, # 0 es finito, podemos
tomar ¢ lo suficientemente grande como para que ord,(v;) + tn, paratodo pe Sytodoi =1,..., n.

Veamos ahora que v;z~/ son elementos linealmente independientes sobre el k-espacio vecto-
rial L((R + t)zo) para todo entero no negativo R = j. Empecemos viendo que v;z~/ € L((R + 1) z).
Hay que ver que ord,(v;) — jord,(z) + (R+ t)n, >0, lo cual es cierto, pues si p € S, ord,(z) = npy
(R—j)ny>0,ysip¢S, ordy(z) <0, conlo que —jordy(z) > 0. Para ver que son linealmente con-
sideremos }_; bl]. v;z~/ = 0 una combinacién lineal nula de los elementos v;z~/, esta expresién
también la podemos escribir como }; P; (z7'v;) donde P; = 2 bli X/ € k[X), y como los v; son li-
nealmente independientes sobre k(z~!1, necesariamente P;(z™1) =0 para todo i. Sin embargo, z7J
j =0,..., R son linealmente independientes sobre k, pues de no serlo, P;(z"!) = 0 € k, demuestra
que z~ 1 es algebraico sobre k, pero como k es algebraicamente cerrado y z ¢ k esto no es posible,
con lo que, necesariamente, bl]. =0, tal y como queriamos.

Como existen n(R + 1) elementos linealmente independientes en L((R + t) zp), ha de cumplirse
I((R+ t)zp) = n(R+1). Obviamente (R + ) zp > Rz, luego

I((R+1t)z9) < l(Rzp) + gr(tzy) = l(Rzp) + tgr(zp),

es decir, [(Rzy) = I((R+1t)z9) —tgr(z9) = n(R+1)—tgr(zy) = Rn—1,tomando 7 = n—tgr(zp), como
queriamos.

(2) Sea m = gr(zp) y S ={p € C: np > 0}. En virtud de la proposicién 23, podemos tomar
wy,..., Wy € Lg(0) tales que wy,...,w;,, € Lﬁ(s_((go) sean una base. Veamos que wy, ..., w;, son ele-
mentos de k(C) linealmente independientes sobre k(z). Si no lo fueran, existirian elementos no
nulos fi,..., fs € k(z) tales que Y f;jw; = 0. Quitando denominadores, podemos suponer que pa-
ra todo i, f; € k[z] y podemos suponer que si f; = Z;'iio f]."zj, para algin i se cumple que foi #0,
pues sino Y fiw; = z). fi’ w; = 0y trabajariamos con los fl.’ en vez de con los f;. Escribiremos
fi = zh; +f0i donde h; = Z?ilfj"zj_l. Entonces Zw,-foi = —z) w;h; € Ls(—zp), pues si p € §,

ordy(—zp) = —nyp, ord,(—z) = ny, ord,(w;) = 0 por ser elementos de Lg(0), ordp(fj"zf) =jny,=0

y ordy(X wih;) = ordy(w;h;) = ordp(wifj"zj) > 0 par todo par de i, . Pero, entonces, ¥ fw; = 0
aunque no todos los foi =0, lo cual es absurdo.

Como hemos visto que existen m elementos de k(C) linealmente independientes sobre k(z),
tenemos que m < n.

Por otra parte, en el apartado anterior hemos visto que /(Rzp) = Rn — 1 para todo R positivo.
Pero también se cumple /(Rzy) < gr(Rzp) + 1 = Rm+ 1 en virtud de la proposicién 69 apartado
4,y por tanto m = n— % para todo R > 0, con lo que, tomando un R lo suficientemente grande,
concluimos que m = n.

Teorema 10 Dada una curva regular C, existe un entero no negativo g tal que l(D) 2 gr(D)+1—g
para todos los divisores D de C.
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Demostraicon: Denotaremos por G(D) = gr(D) + 1 — [(D). Queremos encontrar una constante
g tal que G(D) < g para todo divisor D.

En virtud de la proposicién 70, si D < D’, entonces G(D) < G(D').Sea z € k(C), z ¢ k, ysea 1 la
menor de las constantes que se mencionan en el lema 24. En virtud de ese mismo lema, se tiene
que G(Rzp) = gr(Rzp) +1—-1(Rzp) < gr(Rzp) +1+7—Rn=1+1,donde n = [k(C) : k(2)].

Como Rzy < (R+1)zy, G(Rzp) < G((R+1)zp) y como G(D) es un nimero enteroy 7 es el menor
entero tal que G(Rzy) <1 + 1, se verifica que para un R lo suficientemente grande G(Rzp) =7 + 1.

Sea g =7+ 1. g es un nimero entero y como G(0) =0, g = 0. En virtud de las proposiciones 67
y 69 se verifica que si D = D', entonces G(D) = G(D').

Veamos ahora que para todo divisor D existe otro divisor D’ tal que D = D' y D' < Rz, para
algan entero R > 0:Si zg = Y npp y D = } m, p, necesitamos una funcion racional w € k(C) tal que
my—ord,(w) < Rn), para algin Ry paratodo p.Sea T ={p e C: m, >0 ord(z" 1) <0y definamos
w = [Iper(z~" = z(p))™». w esta bien definido y ademds w € k(C) pues z~* — z(p) € k(C) para todo
p € T. Ademas, si ord,(w) = 0, entonces my, — ordy(w) =0 = ny, y si ord,(w) <0 entonces n, >0
y para algun r se verificara la desigualdad anterior. Como el conjunto de p € C tal que ord,(w) >0
es un conjunto finito, podemos tomar R como el mayor de los r anteriores y concluimos.

Definicion 64 A la menor de las constantes g mencionadas en el teorema de Riemann se la llama
el género de la curva C.
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Apéndice A: Anillos, modulos y dependencia
entera

Anillos e ideales

En este apéndice nos referiremos siempre a anillos conmutativos y unitarios.

Definicion 65 Sea A un anillo e I, ] dos ideales de A. Diremos que I y ] son ideales comaximales si
I+]=A.

Proposicion 71 Sean I y J dos ideales comaximales de un anillo A. Entonces:
(1) para todo n, m enteros, I" y J'" son comaximales.

) Sil,..., I < Asonideales con I; y Nj.ilj comaximales para todo i. Entonces
I¢n..ni=..1,)% = n...0Ly)°
para todo entero positivo d.

Demostracién: (1) Empecemos viendo que I y J”* son comaximales. Podemos escribir 1 = x+ y
conxeleye] entonces 1 =1" = (x+y)" =YL, arx¥y™=k_ Entonces,x*y™ ¥ e I para todo
k>0ey™eJ™ luego1=x"+y dondex' € Iey € J™. Seaae Aunelemento cualquiera. Podemos
escribir a=al = a(x'+ y') = ax’' + ay’ donde ax’ € I'y ay’ € J™, luego I y J” son comaximales.

Por tultimo, para ver que que I" y J™ son comaximales, llamamos J' = J”. Hemos visto que
J' e I son comaximales, luego repitiendo el razonamiento anterior es inmediato que Iy J' = J™
también lo son.

(2) Veamos que (I1N...N Im)d c If” N...N I,‘fl. Seaxe(I;n..Nn Im)d, entonces, podemos suponer
X = X1...Xxqg donde x; € I n...N I,;,. Entonces, x; € I; para todo j y todo i, luego x € Ilfj paratodo i,y
concluimos.

Veamos ahora que (Il...Im)d c(n..n Im)d. Sea x € (Il...Im)d. Entonces, podemos suponer
que x = x1...Xg donde x; € I...I), para todo i = 1,...,d, pero eso implica que x; € I; para todo j, es
decir, x; € 1 n...Nn I, de lo que es inmediato el que x € (I} N...N L),

Por ultimo, tomemos que ver que Ild N..nl ,‘fl c (I...I»)%. Para ello empecemos viendo el caso
d=1.

Si m = 2: podemos escribir 1 = x+ y donde x € I; e y € I,. Entonces, si a € I} N I,, podemos
escribira=al =a(x+y) =ax+aydonde ax,ayec I,,,luego ac I, I,.

Si m > 2: Podemos escribir 1 = x; +y; donde x; € I; e y; € Nj.;Ij paratodo i = 1,..., m. Entonces,
l1=x;+ n= 1x; + yi=nyn-t X1 (X2 + yg) = )1t )2X1 +X1X2 donde 1€ ﬂj¢1[j, J2x1 € ﬂjiZIj Yy con
x1x2 € I1 N I,. Como x1x2 = x1Xx21, podemos escribir 1 = suml."ilyi donde y € Njx;1;.

Sea ahoraae n}”:llj. Entonces, a = al™ ! =¥ ax;,...x;,,,. Se verifica que ax;,...x;, , € 1...In,
pues x;, estd en m—1delos m I}, elegido uno de ellos. Entonces, x;, estard en en al menos en m—2
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de los m —1 I; excluyendo el elegido para x;,, elegimos uno de ellos y repetimos el procedimiento
paracada i; j = 1,..., m—2. Entonces, x;,,_, estard en al menos uno de los dos I; atn no elegido y
si elegimos uno de ellos a estard en el ultimo I; que quede, puesto que a esta en todos ellos. Por
tanto, a€ I;...1,,.

Veamos que para todo m y todo d (Il...Im)d = If...I,‘f@. Si xe (Il...Im)d, entonces podemos
suponer x = Xx;...xXq donde x; € I;...I;, es decir, podemos suponer x; = ylly;” donde y{ € I;
para todo i y j. Entonces, reordenando, concluimos que x = H?ily{...yc]i € Ifi...l,‘fi. Si tomamos

y € Ild...I,‘fl, podemos suponer que y = y1...Yn, donde y; € I]‘.i. Podemos suponer por tanto que

Vi = y{ yé donde y{ € I; para todo j e i. Entonces, reordenando de nuevo, deducimos que
y= H?zlyjl....y}” € (I...I,;)@ como queriamos.

Veamos ahora el resultado para cualquier d y para m = 2. Queremos ver que If N Ig c (I1 L)“.
Llamemos J; = If y o= Izd, entonces, /1 y J» son comaximales por (1), luego estamos en el caso
d=1ym=2,ypor lo tanto Ifl N Izd =hnhclilh= I{ilg = (I; )% como vimos antes.

Por ultimo, razonamos por induccién sobre m. Supongamos que l?f T iDm ., C (I ...I,-m_l)d para
cualquier subconjunto de m — 1 ideales distinto de I, ..., I ;.

Vimos antes que (Iil...Iim_l)d c Il?f N...N Iz{jm,l c;n..n I,-m_l)d, luego todas estas son igualda-
des.

Veamos que Ifi y mjii,jiklj”.i son comaximales para todo i ytodo k # i. Como N ;I © Nz j2k1j,
y Njzil;j e I; son comaximales, es inmediato el ver que I; y Nj; j»,I; también son comaximales
para toda k y por tanto [ l?i V (Mjei jzid j)d son comaximales para todo k. Entonces, usando la hi-
potesis de induccién, vimos que (njiilj)d = mjiiI;.i = (Hjiilj)d. Por tanto, Il.d y (mjiilj)d = njiilf
son comaximales por (1).

Llamemos ahora J; = I]‘.i para todo j = 1,...,m y como hemos visto que J; y Nj»;J; son coma-
ximales para todo i, hemos reducido el problema al caso d = 1 que ya tratamos antes. Es decir
IEn..nld=nn.njmchodn=1%.1% = 1...I,)* y concluimos.

Proposiciéon 72 Sean I,] < A dos ideal es con I finitamente generado e I  Rad(]) donde Rad(])
representa el ideal radical de ]J. Entonces, existe un entero n no negativo con I" c J.

Demostracion: Sean xy,...,X;; € A con I = (x1,...,Xp). Como I < Rad(]), existen enteros posi-
: n;j m n —
tivos ny,...,ny, con x;' € J. Sea n = 3.7, n;. Sea ahora y € I", podemos suponer que y = y1...yn

donde y; € I. Entonces y; = Z;.Z"l ajxjcon aj € A, por lo tanto, y = Zi1+___+im=nail,_“,imxil...xi,’{l. Si
todo ij < nj, ¥ ij < n,luego para algin j, i; = ny por tanto aio,____imxil...x;’{‘ €eJyconello ye].

Definicion 66 Un anillo A se dice que es neotheriano si todo ideal estd finitamente generado.

Definicion 67 Sea B un anilloy A un subanillo de B de modo que ambos anillos son locales (poseen
un unico ideal maximal). Diremos que B domina a A si el maximal de A estd contenido en el de B

Nota: En particular, los dominios de ideales principales, y con ello los cuerpos, son noetheria-
nos.

Teorema 11 (de la base de Hilbert) : Si A es un anillo neotheriano, entonces A[X] también es un
anillo neotheriano.

Demostracion: Ver [2], capitulo 1, seccién 4.
Corolario 9 k[Xj,..., X;,] es un anillo noetheriano.

Lema 25 Sea A un anillo neotheriano y sea S una familia no vacia de ideales de A. Entonces, S
posee un elemento maximal.

Demostracion: Ver [2], capitulo 1, seccién 5.
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Anillos de valoracion discreta

Definicion 68 Se conoce como anillo de valoracion discreta a todo anillo que sea un dominio, neot-
heriano, local y cuyo maximal es un ideal principal.

Proposicion 73 Sea A un anillo que es un dominio. Son equivalentes:
(1) A es un anillo de valoracion discreta.

(2) Existe un elemento irreducible t € A tal que para todo x € A irreducible, x # 0, se puede escribir
de forma tinica como x = ut” con u € A una unidad y n un entero no negativo.

Demostacion: Sea A un anillo de valoracién discreta y sea M su maximal. Sea ¢ un generador
de M y sea x € A un elemento irreducible no nulo. x € M, luego existe x; € A tal que x = x; £. Si x1
es una unidad hemos terminado, si no, existird x, € A tal que x; = x2f y con ello x = x» t2. Tterando
el proceso, tenemos una sucesion xi, X»,... con x; = x;;+1£. Si para todo i x; no es una unidad,
tendremos entonces una cadena de ideales (x;) C (x2) C ... que, en virtud de el lema 25 tiene un
maximal, es decir, existe n tal que (x,) = (x,+1), por tanto, existe una unidad v tal que x,+1 = vxy,.
Esto implica que x, = x,+1f = vx,f y necesariamente 1 = v¢, pero f no es una unidad, luego ha de
ocurrir que para algin j x; = u sea una unidad. Con lo que x = ut/ como queriamos.

Para ver la unicidad, consideremeos u, v € A dos unidades y n,m dos enteros no negativos
con m = ny supongamos que ut" = vt", entonces (u— vt ")t" =0, es decir u = vt es una
unidad, luego u=vym=n.

Para ver la otra implicacion basta darse cuenta de que como todo elemento que no sea una
unidad se puede escribir como x = ut" con n =0, (t) es el conjunto de todos los elementos de A
que no son una unidad, luego es el inico maximal de A. Con esto hemos visto que A es un anillo
local cuyo maximal es principal. Para ver que es noehtherianos, veamos que todos los ideales de
A distintos del nulo han de ser de la forma (¢"*) con m = 0. Sea I c A un ideal, si I no es el total,
necesariamente I c (¢). Si a € I, sabemos que podemos escribir a = ut” para alguna unidad u y
para n > 0, luego I esta generado por potencias " tales que vt" € Iy n > 0. Tomamos m como el
minimo de los 1, m > 0 y tendremos que I = (t").

Definicion 69 Al elemento t de la proposicion 73 se le conoce como parametro de uniformizacion.

Definicion 70 A la potencia n del pardmetro de uniformizacion de la proposicion 73 se le conoce
como orden de x y lo denotaremos por ord(x). Este orden no depende del pardmetro de uniformiza-
cion escogido pues si tenemos s y t dos pardmetros de uniformizacion, (s) = (t) son el ideal maximal
del anillo local y por tanto s = vt con v una unidady si x = us" = uv"t" = wt" con w una unidad.

Esta escritura para los elementos de un anillo de valoracion discreta A se puede extender a los

de su cuerpo de fracciones, pues si denotamos por K a este cuerpo y 7 € K para ciertos a = ut"

n .
y b = vt elementos de A, entonces § = Iljt—tm = wt! con w una unidad y ! un entero no nece-

sariamente positivo. De esta forma, si un elemento x € K se escribe como x = wtt , entonces
-1 .
X r=w it

Proposicion 74 Sea A un anillo de valoracion discretay sea K su cuerpo de fracciones. Entonces
(1) six,ye Kyord(x) <ord(y) entonces ord(x+y) = ord(x).

2) sixy,...,xn € Kyexistei tal que ord(x;) < ord(x;) para todo j # i, entonces xi + ...+ X, #0
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Demostracion:

(1) Sea t un pardmetro de uniformizacién y sean u, v elementos irreducibles de K, entonces,
podemos escribir x = ut”" e y = vt con ord(x) = ny ord(y) = m nimeros enteros. Entonces
x+y=t"(u+vt"™"™).Si u+ vt " no fuera una unidad, existiria w € A tal que u+ vt " = wt"
conreZ, r>0,conloque u=at’conac Ay s un entero distinto de 0 pues min(r,m—n) >0 o0
u = 0. Absurdo pues u es una unidad.

(2) Como hemos visto en el apartado anterior, ord(}. x;) = ord(a;). Si ord(a;) > 0, entonces
> aj=#0.Siord(a;) =0, a; es una unidad pero como ord(}_;.; aj) >0, Y. aj # 0 pues es la suma de
una unidad y una no unidad. Si ord(a;) <0, entonces }_a; # 0.

Proposiciéon 75 Sea A un anillo de valoracion discretay m su ideal maximal. Sea k = % un cuerpo.

Entonces m",flril y % son espacios vectoriales sobre k que verifican:
(1) dim( n+1) =1 para todo n = 0.
2) dzm( ) = n para todo = 0.
(3) siae Ay(a) = m", entonces, ord(a) =

(4) ord(a) = dim(%) para todo a € A.

Demostracion: (1) Si h € ,,H, entonces escribimos h =at"+m" para algin ae€ Ay t un

parametro de umformlzamon Por otra parte, como k = , sibe Aexiste A € kcon b— Ay, € m.
Entonces, A14t"-h=A;—a)t"—(h—at") ycomo A,—a,tem, As—a)t",h—at" € m'+1 y por
tanto h = /1a "+ m”+1 Es decir el elemento "+ m"*! es un sistema de generadores del k-espacio
vectorial ,m ,luego dim(Z n+1) =1.

(2) Razonemos por induccién sobre n. Si n =0, io

gamos que dlm( =) = n. Sabemos % = % luego

= m =0, y claramente dzm( 5) = 0. Supon-

n

dzm(—)+dzm( ):n+1.

(3) Si t es un parametro de unifomizacién, (a) = = ()" =(t"),luego a = ut" con u € Auna
unidad, y por tanto, ord(a) =
(4) Consecuencia inmediata de (2) y (3).

Mdédulos y sucesiones exactas

Definicion 71 Dado un anillo conmutativo y unitario A, llamamos mdédulo de A a todo grupo abe-
liano M que verifique que para cada par de elementos n,m € M, cada par de elementos a,be Ay
para e € A el elemento unidad del anillo, se verifica:

a(x+y)=ax+ay,

(a+b)x=ax+ bx,
(ab)x = a(bx),

ex = X.
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Dos ejemplos inmediatos de A-md6dulos son el propio Ay en general cualquier ideal de A.

Dada un conjunto finito de A-médulos M; i = 1,..., n se define su suma directa 69;?: M; como
el conjunto de n-uplas (my, ..., m;) tales que m; € M;. Como ejemplo, tenemos la suma directa de
n copias de A visto como A-mdédulo. Denotaremos por A” a esta suma directa.

Definicion 72 Dados A un anillo y M, N dos A-médulos, decimos que una aplicacioén f : M — N
es un morfismo de A-maédulos, si para cada par de m,n € M y para cada a € A se verifica:

fim+n)=f(m)+ f(n)
flam) = af(m).

Si f es biyectiva y su inversa también es un morfismo de A-modulos, diremos que f es unisomorfis-
mo

Proposiciéon 76 Dado un morfismo f : M — N entre A-modulo, se tiene que el niicleo de la apli-
cacion Ker (f) ={xe M : f(M) = 0} es un submédulo de N y que si denotamos por Im(f) = f(M) la
imagen de f, existe un isomorfimos entre %(f) y Im(f).

Demostracion: Ver [1], capitulo 2.

Definicion 73 Dadas una sucesion de A-modulos M; y una sucesion de morfismos de A-médulos
fi : Mj_y — M; diremos que la sucesion

w— M1 — M, — ...

es exacta en M; si Im(f;) = Ker(fi+1) y diremos que la sucesion es exacta si lo es en cada A-modulo
M;.

Nota: Fijémonos que una sucesiéon 0 — My — M; — M, — 0 es exacta si y solamente si f;
. . . . . M,
es inyectiva, f, es sobreyectivay que fj induce un isomorfismo entre T Y M.

Definicion 74 Dados A un anillo y M un A-moédulo tal que para ciertos x; € M se puede escribir
M =Y x; A, decimos que los x; son unos generadores del médulo y si M tiene un conjunto de gene-
radores finito diremos que M es un médulo finitamente generado.

Proposiciéon 77 Dado M un médulo de un cierto anillos A se verifica que M es de generacion finita
si y solo si M es isomorfo al cociente de A" por algiin ideal para algiin entero n > 0.

Demostracion: Supongamos que M es de generacion finita, entonces, existirdn xi,...,x, € M
unos generadores del médulo. Definimos ahora el morfismo de A-médulos f : A” — M como
f(ay,...,an) = a1 x1+....+ a,x,. Como obviamente Im(f) = M, tenemos que M es isomorfo a #'zf).

Supongamos ahora que existe un isomorfismo de A-mddulos entre un cociente de A" y M.
Existe entonces un morfismo de A-médulos f: A” — M sobreyectivo. Si e; es el vector coordena-
do de A", los elementos ey, ..., e, generan A" y, por tanto, sus imédgenes generardn M, con lo que

las imégenes de los vectores coordenados forman un conjunto finito de generadores de M.
Definicion 75 Dado A un anillo, y M un A-mddulo, diremos que M es un modulo noetheriano si el
conjunto de sumbédulos de M tiene un maximal, equivalentemente, si Ny € N, C ... es una cadena

ascendente de A-mddulos con N; € M, entonces existe j tal que Nj = Nj.

Nota: Del lema 25 se deduce que A es un A-mé6dulo noetheriano de generacion finita.
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Proposiciéon 78 Dado A un anilloy M un A-médulo. M serd un médulo noetheriano siy solamente
si, todo submédulo de M es un A-médulo de generacion finita.

Demostracion: Supongamos que M es noetheriano. Sea N un submédulo de M y sea X el con-
junto de todos los sumbddulos de N de generacion finita como A-md6dulos. Como el conjunto 0 es
un A-médulo contenido en todos los demds A-modulos y es obviamente de generacion finita, X es
un subconjunto no vacio del conjunto de submdédulos de M, con lo que X tiene un elemento maxi-
mal al que denotaremos por Ny. Si N es distinto de Ny, existird x € N, x ¢ Ny y por tanto Ny + xA es
un submédulo de N de generacion finita que contiene a Ny, lo que es absurdo. En consecuencia,
N = Nj es de generacion finita.

Supongamos ahora que todo submdédulo de M es de generacion finita. Consideremos M; un
conjunto de submédulos de M tales que M, c M, < ... y consideremos N = UM;. N es un sub-
modulo de M vy, por tanto, existirdn xj,...,x, € N generadores de N como A-moédulo. Para cada
j=1,.., nexistird i; de modo que x; € M;;, conlo que si k > i; para todo j, tendremos que x; € My
para todo j y con ello, deducimos que N = M. y en consecuencia, My, = M} para todo, luego M
es noetheriano.

Proposiciéon 79 Dada una sucesién exacta de A-modulos 0 — My — M; — M; — 0 que viene
dada por fi_,: Mij_y — M; para i = 1,2. Se verifica que M es noetheriano si y solo si My y M, son
noetherianos.

Demostracion: Supongamos que M, es noetheriano. Si tenemos una cadena ascendente de
submodulos N; de M, y otra de submodulos le de M, a través de los morfismos fy y f1 ten-
dremos dos cadenas ascendentes fy(N;) y fl_1 (le) de submodulos de M;. Entonces, existird j tal
que fo(Nj-1) = fo(IN}) yfl‘l(N}_l) = fl‘l(N}). Como f es inyectiva tenemos que N;_; = Nj, luego
M, es noetheriano, y como f; es sobreyectiva, también tenemos que M; es noetheriano porque
N}, =Nj.

Supongamos ahora que My y M; son noetherianos. Sea N un submddulo de M;. Si vemos que
N es de generacion finita, en virtud de la proposicién 78 deduciremos que M, es noetheriano. Sea
n € N un elemento cualquiera. Como M; es noetheriano, existirdn al,...,a € fi(N) que generen
el médulo, es decir, para ciertos ay, ..., as € A, podemos escribir f(n) = ¥}_; a;a. Llamemos §; a
fl‘l(a i) € N, entonces, como f; es un morfismo de A-mddulos, es lineal para los elementos de A,
y por tanto, n — Zf.:l a;fi € Ker(f1) = Im(fp) por ser la sucesion exacta, es decir, existe m € M,
tal que fo(m) = n—3;_, a;B;. Ahora bien, M, también es noetheriano, luego existen elementos
Y1,-0Yr € fo_l(N) que generen el submoédulo. Como fy(m) € N, m € fo_l(N), con lo que existirdn
by,...,b, € Atalesque m = Z;:l n;y ;. De esta forma, se tiene que fo(m) = Z;:l bifoly)=n-%i_,,

es decir, n = 25:1 bjfoly ;) +X;_, aiBi, delo que deducimos que los 3; y los fy(y) general N.

Proposiciéon 80 Dados M,,..., M;, A-médulos noetherianos, entonces, ea?le,- también es noethe-
riano.

Demostracion: Consideremos la sucesiéon 0 — M — @i.cle,- — eai.:ll M; — 0 dada por la
inclusion iy y la proyeccion py. La inclusion es inyectiva y la proyeccion es sobreyectiva, y ademas
e;‘?lel' . . k_l . ., .

Tm() €S evidentemente, isomorfo a &, M;. En consecuencia, la sucesion anterior es exacta para
todo k = 2,..., n. Para concluir, aplicamos induccién sobre k y aplicamos la proposiciéon 79 para

deducir que para cada k, el A-md6dulo @leM i es noetheriano.

Proposiciéon 81 Dado un anillo noetheriano A, se verifica que todo A-médulo de generacion finita
es un modulo noetheriano.
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Demostracion: Como hemos mencionado antes, A es un A-md6dulo noetheriano, y de la pro-
posicién 80, deducimos que A” es noetheriano para todo entero n > 0. En virtud de la proposicion
77 existe un ideal I de A” de modo que M es isomorfo a A—n, en consecuencia, existe un morfismo
f : A" — M sobreyectivo. Recordemos que I es un A-mé6dulo y consideramos ahora la sucesion
de A-mo6dulos 0 — I — A" — M — 0 dada por la inclusién de I en A" y por f. Esta sucesion

es exacta, y de la proposicion 79 deducimos que M es noetheriano.
Lema 26 Sea A un anillo noetheriano, e I un ideal de A. Entonces, é es un anillo noetheriano.

Demostracion: Tenemos que la aplicacion del paso al cociente es sobreyectiva y la inclusiéon de
I en A es inyectiva. Luego la sucesion0 — [ — A — % — 0 es exacta y concluimos aplicando
la proposiciéon 79

Dependencia entera

Definicion 76 Sea B un anillo cualquieray sea A un subanillo de B. Diremos que un elementob € B
es entero sobre A si existen elementos ay, ..., a, € A que cumplen la igualdad " lya,b"+...+ay=0.

Definicion 77 Un anillo B es entero sobre un subanillo A c B si cada elemento de B es entero sobre
A.

Proposiciéon 82 Sea A un dominio con cuerpo de fracciones k. Sea k : K una extension algebraica
de cuerpos finita. Entonces, existe una base v, ..., v, de K como k-espacio vectorial formada por
elementos enteros sobre A.

Demostracion: Sea v € K algebraico sobre k. Entonces existe un polinomio P € k[X] tal que
P(v) = 0. Quitando denominadores en P tenemos que ag + a; v + ... + a, v"* = 0 para ciertos a; € A.
Si multiplicamos la expresion anterior por a’~! tenemos (aga’? 1)+ (a1 a’’ %) (anv) +...+ (@, v)" =0,
es decir, a, v es entero sobre A. Es decir, para todo elemento de K existe un elemento a € A tal que
av es entero sobre A.

Sea ahora wy,..., w, una base de K como k-espacio vectorial. Y sean v; = a; w; enteros sobre
A. Como ag; € k, vy, ..., v, sigue siendo una base de K, con lo que concluimos.
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Apéndice B: Extensiones de cuerpos

Extensiones algebraicas

Teorema 12 (del elemento primitivo) Sea K : L una extension algebraica finita de cuerpos con K
un cuerpo de caracteristica cero. Entonces, existe x € L de modo que L = K(x).

Demostraciéon: Como la extesnsion es finita, es finitamente generada, es decir, existen elemen-
tos xi,..., X5 € L algebraicos sobre K tales que K(xy, ..., X5) = L.

Supongamos que existen x, y € L algebraicos sobre K con L = K(x, y). Sean F y G dos polino-
mios moénicos irreducibles de K[X] con F(x) = 0y G(y). Sea L' el cuerpo de descomposicién de
FyG.En L' podemos escribir F =TI} | (X - x;) y G = H;”ZI(X —y;j) donde para algun i y algun j,
X =x;ey=yjcomo FyG sonmonicos e irreducibles, solo un i y un j lo verifican, supongamos
i=1=j.ComoL >Kyux,yclL concluimosque Lc L.

Sea A € K de modo que la expresién en L' > L A(x — x;) + (y — y;) # 0 para todo par de i, j con
i#z1lyj=1. Tomemos z=Ax+y, K'=K(z) c Ly HX) = GA(x— X)+y) = G(z— A1X) € K'[X].
H(x) = G(y) =0 pero H(x;) = GAA(x—x;)+y) ycomo A(x—x;)+y=y;paraj=1,.,m,sii=1
H(x;) # 0 para i = 1. En consecuencia, el ideal (H, F) = (X — x) € K'[X], ya que x es el tnico cero
que tienen en comun, pues de para algin X # x F(X) = H(X), X = x; para algun i > 1 por ser raiz
de F, pero H(x;) = G(A(x— x;) + y), que se anula si y solamente si A(x; — x) + (y; + y) =0, lo cual no
es posible. Por lo tanto, x € K’ y también y € K’, luego Lc K'.

Razonemos ahora por induccion sobre s. Supongamos que si L = K(xy, ..., Xs—1) existen A1, ..., As_1
de modo que L = K(Zf;% Aix;) y veamos que si L = K(xy,...,X;) existen A1;,...,A; de modo que
L= K(Zf:1 Aix;): sea L' = K(xy,.., xs—1), entonces, por hipétesis de induccién, existen aj, ..., &s—1
de modo que si w = Zf.;% a;x;, L' = K(w). Como w € K(x1,...., X5) Y X1, ..., Xs—1 € K(w) < K(w, x)
tenemos que K(xy, ..., Xs) = K(w, x5). Nuevamente, por hipétesis de induccion, existirdn 1,1, € K
de modo que L=KA;w+ Ayx5) = K(le.;% Aa;x;+ Asrxs).

Extensiones trascendentes y bases de trascendencia

Definicion 78 Sea k : K una extension de cuerpos. Diremos que un subconjunto S € K es algebrai-
camente independiete sobre k o que sus elementos lo son si cuando tengamos una expresion finita
del tipo ) ; allesx’™ =0 donde I es un multi-indice y aj € k, entonces, necesariamente a; =0 para
todo 1. A los conjuntos que no son algebraicamente independientes o a sus elementos los llamaremos
algebraicamente dependientes.

Nota: Un subconjunto de K formado por elementos enteros sobre k es obviamente algebrai-
camente dependiente.

Es posible ordenar los subconjuntos algebraicamente independentes de K sobre k de modo
que S < §'si Sc §'. Formamos asi cadenas ordenadas que tendrén algin elemento maximal.
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Definicion 79 Un subconjunto S c K algebraicamente independiente sobre k y maximal se llama
base de trascendencia de K sobre k.

Proposicion 83 Sea k : K una extension de cuerpos y sea S una base de trascendencia de K sobre k.
Entonces, la extension k(S) : K es algebraica.

Demostracion: Si la extension no fuera algebraica, existiria x € K trascendente sobre k(S). Es
decir, ningin polinomio P € k(S)[X] se anula en x, por lo tanto, si tuviéramos una expresion
Z?ZO(ZI]. a[ijESyij)xj =0, como le ajoyesyIfy € k(S) para todo j entonces, necesariamente
2 arllyes yliv = 0 para todo j, pero como los elementos de S son algebraicamente independien-
tes, aj; = 0 para todo I;.

Ahora bien, si vemos Z?ZO(Z I anHyesyIfy)xj no como un polinomio en x si no como una ex-

presién ¥ ; byx/+1I yes y’7, hemos visto que si cualquier expresion de este tipo se anula, necesaria-
mente by = 0, luego x es un elemento algebraicamente independiente pero que no es un elemento
de S, pues de serlo no seria trascendente. Sin embargo, S es maximal por hipétesis, luego este x no
puede existir.

Definicion 80 Sean k y K dos cuerpo, de modo que k : K es una extension de cuerpos. Se define el
grado de trascendencia como el menor entero n (puede ser infinito) tal que existen xi, ..., X, € K de
modo que K es algebraico sobre k(x, ..., Xp,).

Nota: el grado de trascendencia coincide por tanto con el menor de los cardinales de las bases
de trascendencia de K sobre k. Veremos en el teorema siguiente que en realidad todas las bases de
trascendencia tienen el mismo ntimero de elementos (finito o infinito).

Teorema 13 Sea k : K una extension de cuerpos. Entonces, todo par de bases de trascendencia de K
sobre k tienen el mismo cardinal. Ademds, si T < K es un tal que K = k(T), y S < T un subconjunto
de T algebraicamente independiente, existe una base de trascendencia B de modo queSc Bc T.

Demostracion: Para ver que dos bases de trascendencia siempre tienen el mismo cardinal, bas-
ta con ver que si existe una base de trascendencia con m elementos, todo subconjunto de K que
sea algebraicamente independiente sonbre k tendra cardinal como mucho m.

Sean xi,..., X;; los elementos de una base de trascendencia. Y tomemos wjy,..., w;, elementos
algebraicamente independientes. Como xy, ..., X;; son elementos de una base maximal, existe un
polinomio en m + 1 con coeficientes en k, f =0, de modo que f(wy, Xy, ..., X)) = 0. Ademads, nece-
sariamente w, ha de aparecer en f(w;, x3,..., X;) al igual que x; para algun i ya que xy, ..., X;; son
algebraicamente independientes y también lo es w,. Supongamos i = 1.

Podemos ver f como un polinomio en una variable con coeficientes en k(wy, X2, ..., X;;,), luego
x1 es algebraico sobre k(w1 x2, ..., Xm).

Sabemos que K es algebraico sobre k(xy, ..., x;), luego también sobre k(wy, x1,..., X;,). Tam-
bién sabemos que k(wy, x1, ..., X;;;) es algebraico sobre k(w;, xo, ..., X,,) por serlo x;. Por tanto, K es
algebraico sobre k(wy, x2, ..., Xi).

Supongamos que para r < n K es algebraico sobre k(wy,..., w;, Xr41,..., X;,) Razonemos por
induccion sobre r y veamos que K es algebraico sobre k(wy, ..., W11, Xr+2, s Xm).

Como K es algebraico sobre k(wy, ..., Wy, X;41, ..., Xm), €Xiste un polinomio f en m + 1 variables
con f(wrsy, Wy, ..., Wr, Xr41,--, Xm) = 0. Igual que antes, necesariamente w,,; ha de aparecer en
la expresion, asi como un x; para i = r + 1,..., m. Supongamos que i = r + 1. También esta vez
podemos ver a f como polinomio en una tnica variable en k(x,4+1, wy, ..., Wy, Xr+2, ..., Xp;) de lo que
deducimos que x,; es algebraico sobre k(wy,..., Wri1, Xr+2,..., Xm) ¥ cOmo antes, K es algebraico
sobre k(wq, ..., Wri1, Xr42, .00y Xm).
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Hemos probado, por lo tanto, que si n = m entonces K es algebraico sobre k(wy,..., w,,) y por
tanto si n > m existiria w;,+, de modo que wy, ..., Wy, W+ fueran algebraicamente independien-
tes, pero como wy,+1 € K, w41 es algebraico sobre k(w, ..., wy,), lo cual es absurdo.

Hemos probado, por tanto, que todo conjunto algebraicamente independiente ha de tener
cardinal a lo sumo m. De lo que es inmediato deducir que si existe una base de trascendencia con
cardinal finito, todas las bases de trascendencia tienen el mismo cardinal. Si no existiera ninguna
base con cardinal finito, entonces todas las bases son infinitas.

Veamos ahora que existe una base de trascendencia B de modo que S< Bc T. Sea L = k(S),
y R=T\S§, entonces K = L(R). Si la extension K : L no es algebraica, existe algun elemento de T
que no estd en S y que es trascendente sobre L. Consideramos entonces S’ el conjunto formado
por dicho elemento y por los elementos de S’ y repetimos el razonamiento hasta que la extension
K : L sea algebraica.

Supongamos que la extensién K : L es algebraica. Entonces, todo elemento w € K\ L es alge-
braico sobre L, es decir, no existen elementos de K algebraicamente independientes sobre k(S).
Es decir, S es la base B que buscabamos.
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