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Introduccion

La presente memoria tiene como objetivo desarrollar la teoria elemental
de los desarrollos asintéticos para funciones holomorfas en regiones sectoria-
les de la superficie de Riemann del logaritmo. Se presentaran las propiedades
fundamentales, tanto algebraicas como analiticas, de los desarrollos asinto-
ticos en el sentido clasico de H. Poincaré, y también de los denominados
desarrollos asintdticos de Gevrey. Finalmente, se analizard a modo de ejem-
plo la ecuacion diferencial de Euler, con el objetivo de poner de manifiesto
la forma en que esta teorfa proporciona un significado analitico a la solucion
formal de la ecuacion, aparentemente desprovista del mismo.

Los prerrequisitos para el desarrollo de esta materia son esencialmente los
contenidos en la asignatura de Variable Compleja, que se imparte en el tercer
curso del Grado en Matematicas de la Universidad de Valladolid. También se
har4 uso de resultados basicos de la teoria de espacios de normados cubiertos
en la asignatura de Introduccién a los Espacios de Funciones de cuarto curso,
como el teorema de Hahn-Banach.

Ademaés de incluir unos breves preliminares en los cuales se explicara como
se construye la superficie de Riemann del logaritmo, qué es un algebra y un
algebra de Banach y las principales propiedades de ellos, qué es el orden y
tipo de una funcién holomorfa y demostraremos la férmula de Stirling en el
plano complejo en sectores de la forma |arg(z)| < 7.

El primer capitulo se dedica al estudio de propiedades de regularidad
o crecimiento de funciones holomorfas, definidas en regiones sectoriales de
la superficie de Riemann del logaritmo y a valores en un espacio de Ba-
nach complejo. Puesto que algunas de las herramientas que necesitamos no
se contemplan habitualmente en las materias del Grado en Matematicas, se
han incluido en la memoria varios apéndices. El primero de ellos recoge unas
breves nociones que permiten definir y manejar la superficie de Riemann del
logaritmo. También se ha considerado necesario introducir, en un segundo
apéndice, una somera introduccion a las algebras de Banach, y en el tercero
un estudio de las funciones holomorfas a valores en un espacio de Banach
complejo, que es basicamente idéntico al caso de funciones complejas gracias



a la equivalencia entre holomorfia y holomorfia débil. Asi, después de definir
los sectores y regiones sectoriales, con vértice en el origen, en las que esta-
ran definidas las funciones que consideraremos, se estudian los conceptos de
acotacion, continuidad y diferenciablidad de las mismas en el origen, punto
singular de la frontera de dichas regiones, o la nocion de crecimiento expo-
nencial en el infinito. Con el fin de dar algtin ejemplo no evidente de funciéon
con crecimiento exponencial, en concreto la funcion de Mittag-Leffler, se ha
incluido en el tercer apéndice un estudio del orden y tipo exponencial para
funciones enteras, en particular las féormulas que permiten obtener ambos
valores a partir de los coeficientes de la serie de Taylor en el origen.

El segundo capitulo tendra por objetivo explicar el concepto de desarrollo
asintotico de una funcion f en el vértice de la region sectorial G' en la que
estd definida: las sumas parciales de orden N — 1, con N natural, de una
serie de potencias formal, denominada desarrollo asintotico de f, proporcio-
nan aproximaciones al valor de la funcién en los subsectores cerrados de G
con un control del error en términos de la potencia N-ésima de la variable,
generalizando lo que ocurre para las sumas parciales de la serie de Taylor
de una funcién analitica en un entorno de un punto. Tras obtener diferentes
caracterizaciones de la existencia de desarrollo asint6tico para una funcioén,
se define la aplicacién de Borel asintotica, que asocia a cada funciéon con
desarrollo la serie que lo proprciona, y se prueba que es un homomorfismo
de algebras diferenciales, es decir, las operaciones de suma, producto, de-
rivacion e integracion de funciones con desarrollo asintético se traducen en
la correspondiente operacion entre las series de potencias formales respecti-
vas. Asimismo, también se prueba el teorema de Borel-Ritt, que establece la
suprayectividad de la aplicacion de Borel asintotica en una region sectorial
arbitraria.

El concepto de desarrollo asintotico Gevrey de orden s > 0 se estudia
en el tercer capitulo, imponiendo ahora un control preciso de las acotaciones
para los restos N-ésimos en términos de, basicamente, la potencia de N! de
exponente s. De nuevo, las operaciones basicas respetan el desarrollo asin-
totico Gevrey. Por tdltimo, se estudia la suprayectividad de la aplicacién de
Borel, que se obtendra en el caso de que la amplitud de la region sectorial
G sea menor que s (teorema de Borel-Ritt-Gevrey), y la inyectividad de
la misma, vélida en regiones de amplitud mayor que sm radianes (resulta-
do conocido como el lema de Watson). Cabe mencionar que en numerosas
ocasiones las estimaciones realizadas se basan en la formula de Stirling, que
analiza el comportamiento asintotico en infinito de la funcion Gamma de
Euler. Se ha presentado en el cuarto y ultimo apéndice una prueba de dicha
formula para I'(x), x > 0, y se ha indicado sin demostraciéon la informacion
disponible en sectores del tipo arg(z) < m — ¢, con € > 0.



El cuarto y dltimo capitulo de esta memoria se dedica a ilustrar la aplica-
cion de las nociones previas al estudio de un ejemplo particular, proporciona-
do por la denominada ecuacién diferencial de Euler. Esta presenta un punto
singular en el origen, y admite una serie de potencias §(z) = Y >~ a,2",
centrada en cero y divergente (es decir, con radio de convergencia nulo), co-
mo solucion formal. No obstante, la ecuacion puede ser resuelta por métodos
elementales, que proporcionan una solucion y(z). Como veremos, (=) es pre-
cisamente el desarrollo asintotico Gevrey de orden 1 de la funcion y(z) en
el origen, y de hecho y(z) es la tnica funcion que admite ese desarrollo en
sectores de amplitud mayor que 7 bisecados por el eje real positivo, como
pone de relieve el lema de Watson.



Notaciéon y terminologia
Los simbolos y notaciones que utilizaremos en esta memoria seran:

R : superficie de Riemann del logaritmo.

G : Region sectorial de la superficie de Riemann del logaritmo.
E,F : espacios de Banach complejos.
H(G,E) : espacio de las funciones holomorfas en G y a valores en E.

E[[2]] : conjunto de las series de potencias formales en la variable z con
coeficientes en E.

f : desarrollo asintotico de f.

E{z} : conjunto de las series de potencias convergentes en la variable z
con coeficientes en E.

E[[z]]s : conjunto de las series de potencias formales de Gevrey de orden
s con coeficientes en E.

R(z) : parte real del ntumero complejo z.
Y

3(z) : parte imaginaria del nimero complejo z.

A(G,E) : espacio de las funciones f € H(G,E) que admiten un desa-
rrollo asintético f en G cuando z — 0.

L(E,TF) : espacio de los operadores lineales y continuos de E en F.
~v* : soporte de la curva 7.
H : conjunto de niimeros complejos con parte real positiva.

S(z,r) : circunferencia de centro z y radio r > 0, es decir, es el conjunto
{z€eC : |w—2z|=r}

f =4 g : equivalencia de las funciones f y g en el punto a, es decir, si
g no se anula en un entorno de a, se trata de que

lim £ )

=1.
z—a g(2)




Capitulo 1

Funciones en regiones sectoriales
de la superficie de Riemann del
logaritmo

Se dedica este primer capitulo a la introduccion de los conjuntos en los
que trabajaremos, y al estudio de propiedades de regularidad y crecimiento
de funciones holomorfas definidas en los mismos y con valores en un espacio
de Banach complejo.

1.1. Sectores y regiones sectoriales

En esta seccion describiremos los subconjuntos de la superficie de Rie-
mann del logaritmo en los que estaran definidas las funciones bajo estudio.

Definiciéon 1.1. Un sector de la superficie de Riemann del logaritmo sera
un conjunto de la forma:

S:S(d,a,p):{zeR 20 < |z < p, |d—arg(2)|<%},

siendo d un nimero real arbitrario, a, p € R, @ > 0, p > 0 o bien de la forma:

S = S(d,a,00) = S(d, ) = {z ER ¢ |2 >0, |d—arg(z)| < %}
Se suele referir a d como la direccion de biseccion o bisectriz del sector, a «
como la amplitud del sector y a p como el radio del sector.
Observemos que en la superficie de Riemann del logaritmo, el valor arg(z),
para cada z # 0, estd determinado de manera univoca; de ahi que la direccién
de biseccion del sector esta determinada de manera tnica.



En particular, si p = 0o (resp. p < oo) diremos que S es un sector no acotado
(resp. S es un sector acotado).

Notemos que no trabajaremos ni con sectores vacios ni con sectores de am-
plitud infinita.

Definicién 1.2. Llamaremos sector cerrado de la superficie de Riemann del
logaritmo a un conjunto de la forma:

S(d,a,p)Z{zeR D 0<|z] < p, |cl—arg(z)|§%}7

con un significado completamente idéntico para d y «, pero ahora p no puede
ser infinito, sino que tiene que ser un ndmero real positivo. Por esta razoén los
sectores cerrados siempre son sectores acotados y nunca contienen al origen;
de hecho, son cerrados en R, pero no lo es su proyeccion en C, puesto que el
sector S no contendra como elemento al origen.

Definicién 1.3. Sea S un sector de la superficie de Riemann del logaritmo.
Diremos que T" es un subsector propio y acolado de S si T es un sector y
ademéas T' C S; lo denotaremos por T' < S.

Observacion 1.4. En la definicion [L.3 la adherencia de T se entendera cal-
culada en R y nunca en C.

Definicién 1.5. Un dominio G en la superficie de Riemann del logaritmo
serd llamado una region sectorial si existen ntimeros reales d y a > 0 tales
que G C S(d,«) y también se cumple que, para cada 3, con 0 < § < «
siempre podemos encontrar un p > 0 para el cual S(d, 3, p) C G.

En este caso, o serd la amplitud de la region G y d serd la direccion de
biseccion de Gy escribiremos, frecuentemente, G(d, o) para una regioén con
direccion de biseccion d y amplitud a.

Observemos, sin embargo que ahora la notacion G(d, «) no tiene porqué tener
el significado de region no acotada, como lo seria para los sectores.
También, una regiéon sectorial no queda determinada de manera tinica por su
amplitud y su direccion de biseccion, pero estas seran las dos caracteristicas
esenciales para su estudio.

Como un ejemplo, mencionamos que el disco abierto centrado en un punto z
y de radio |z|, B(z0, |20]), es un region sectorial de amplitud 7 y su direccion
de biseccion sera arg(zg).



1.2. Funciones definidas en regiones sectoriales
y sus propiedades

Es interesante empezar clarificando la terminologia relativa a funciones
multi o univaluadas.

Definicién 1.6. Sea GG una region sectorial dada, E un espacio de Banach
complejo y sea f € H(G,E). Se dice que f es multivaluada o multiforme si
G tiene amplitud mayor que 27 radianes, y ocurre que la igualdad

f(z) = f(ze"™)
no se cumple para todo z € GG para el que tiene sentido su escritura.

Obsérvese que si z € R, z serd el par (|z],0), siendo 6 su argumento; se
entiende que ze*™ es el par (|z],0 + 27).

Si la funcion no es multivaluada, se dird que f es univaluada, e induce
entonces una funcion bien definida sobre la proyeccion de G sobre C \ {0}.

Observacién 1.7. Aunque todo el estudio que sigue se podria hacer para
E = C, el esfuerzo necesario para trabajar con funciones (resp. series de po-
tencias), a valores (resp. con coeficientes) en un espacio de Banach complejo
E es minimo, y permitird en algunos casos simplificar algunos razonamientos.

Nota: A partir de ahora, las definiciones que haremos acerca de acotaciéon
de una funciéon en el origen, o de continuidad y diferenciabilidad en el origen
las haremos imponiendo condiciones en cada subsector cerrado S de la regién
sectorial G donde la funcién esta definida, pero seria equivalente imponerlas
en cada subsector propio y acotado T' < G.

Definicién 1.8. Sea E un espacio de Banach complejo y G un regioén sectorial
de la superficie de Riemann del logaritmo. Diremos que una funcion

f € H(G,E) es acotada en el origen si, para cada subsector cerrado S de G,
existe una constante real positiva, ¢, dependiendo del subsector S, tal que
| f(2)|| < ¢ para todo z € S.

El que una funcién f sea acotada en el origen no implicara que esta funciéon

sea acotada en el corte de la region sectorial con un conjunto de la forma
{zeR:|z| <r}.
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Definicién 1.9. Sea E un espacio de Banach complejo y G una regiéon sec-
torial de R. Diremos que f € H(G,E) es continua en el origen si existe un
elemento de [, denotado por f(0), tal que para cada subsector cerrado S de
G,y cada € > 0, existe p > 0 tal que ||f(z) — f(0)|| < € para z € S con
1z| < p.

Observacién 1.10. La continuidad en el origen asegura la existencia de
limite cuando hay aproximacion a lo largo de curvas que se encuentren con-
tenidas en un subsector cerrado de G, mientras que el limite no tiene porqué
existir para curvas de caracter mas general contenidas en G.

De manera anéloga, la nocién de continuidad, resp. tener limite finito en el
infinito, siempre se entenderan en el sentido de la convergencia uniforme en
subsectores cerrados.

Prosigamos con la definiciéon de holomorfia de una funcién en el origen en
una region sectorial G.

Definicién 1.11. Sea E un espacio de Banach complejo y G una region
sectorial de R. Diremos que una funcion f € H(G,E) es holomorfa en el
origen si [ puede ser extendida de manera holomorfa a un sector S O G de
amplitud de mas de 27 radianes, y dicha extension es una funciéon univaluada
en Sy acotada en el origen.

El resultado conocido como Teorema de Riemann de las singularidades evi-
tables implica que si f es holomorfa en el origen en el sentido anterior, f
tiene un desarrollo en series de potencias convergente en el origen. (Esto es,
f podré ser escrita en un entorno de 0 como suma en serie de potencias
convergente centrada en el origen).

Definicién 1.12. Sea E un espacio de Banach complejo y G una region
sectorial de R. Diremos que f € H(G, E) es diferenciable en el origen si existe
un numero complejo, que denotaremos por f(0), para el cual el cociente:

f(z) = f(0)
~ Y
es continuo en el origen, en el sentido de la definicién y ese limite cuando
z — 0 en G sera denotado por f/(0) y se llamara la derivada de f en el
origen.

De acuerdo con la definicion se observa que si f es tal que su derivada
f' es continua en 0, también se ha denotado por f’(0) al valor lim, o f'(z)
(siguiendo subsectores cerrados de G). El siguiente resultado muestra que
esto no genera ninguna ambigiiedad.
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Lema 1.13. Sea E un espacio de Banach complejo y sea GG una regiéon sec-
torial. Dada f € H(G,E) son equivalentes:

1) f" es continua en el origen.
2) f es diferenciable en el origen.

Si se cumple cualquiera de las anteriores condiciones, el valor f/(0) definido
en coincide con lim, o f'(2) (siguiendo subsectores cerrados de G).

Demostraciéon: (1) = (2) Veamos, antes de nada, que la funcion f es
continua en 0.
Para cada subsector cerrado S de GG existe

lim f(z) = f'(0),

z—0

luego f' estd acotada en S (obsérvese que f’ es continua en el compacto
SN{zeR : |z| >¢},

para cada € > 0). Ahora bien, como todo sector de amplitud finita se puede
escribir como union finita de sectores convexos, podremos realizar la demos-
tracion de este resultado trabajando en cada uno de estos sectores convexos,
considerar la unién de todos ellos y concluir la demostraciéon con un argumen-
to estandar; por este motivo, sin pérdida de generalidad, se puede suponer
que S es un subsector cerrado, y convexo de G, es decir, de amplitud menor
o igual que 7 radianes. Si tenemos z,w € S,

flw) = f(z) = f(t) dt, (1.1)

[2,w]
donde la integral del lado derecho de la igualdad denota la integral a lo largo
del segmento que une los puntos z,w € S.
Si vemos que f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy,
acabamos, pues [E es un espacio de Banach en el que toda sucesion de Cauchy
converge. Pero si en tomamos normas y acotamos en S, obtendremos

1 (w) = FRI < |z = wmdx{|[f/ (D) = t€[zw]} < Cglz —wl,

donde Cg es una cota para ||f'|| en S.
Ahora, si tomamos una sucesion {w,,}>°_, de elementos de S de tal forma
que lim,,_,o w, = 0, podremos decir que {w, }°°, es de Cauchy, esto es, para
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todo e > 0, existe ng € NU{0} de tal forma que si m,n > ng |w, —w,,| < ¢.
Entonces, tenemos que la sucesion {f(w,,)}5o_, de elementos de E es de
Cauchy, para todo z € T, puesto que, por la desigualdad anterior, si

m,n > ng

1f (wm) = fwn)|| < Clwm —wn| <,

luego f transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy y el resul-
tado se concluye aplicando el criterio secuencial del limite.

Una vez probada la continuidad de f en el origen, tendremos que, para estu-
diar la diferenciabilidad de f en el origen, tenemos que estudiar la existencia
del limite en el origen de la funcion

f(z) = f(0)
= Y
donde f(0) = lim,_,o f(2) dado que f es continua en el origen. Pero sabemos
que, por ser f € H(G,E), y ser f'(0) =z [ f/(0) dz
S = SO) =1 =7 [ () = (0 du

Entonces, tomando normas y sabiendo que f’ es continua en el origen, tene-
mos que, para un p > 0 de tal forma que |z| < p, se tiene que

1) = FO)] <e.

Tomando ese mismo p, si u pertenece al segmento que une los puntos 0 y z,
tenemos que |u] < |z| < py con ello:

=)~ £(0) ~ F O
| = o) a
< [= el mix (/) ~ FO)] = we 0.4} <<,

= |27

donde, por [0, z] se denota al segmento que une los puntos 0y z.
(2) = (1)
Como f es diferenciable en el origen, se tiene que el limite cuando z — 0 de

f(z) - f(0)

existe y lo denotaremos por f’(0). Veremos que

ltm f'(2) = £(0).

z—0

13



Si denotamos ahora por h(z) a la funciéon

entonces, obtendremos, despejando

f(z) = f(0) + zf'(0) + zh(z), con limh(z) = 0.

z—0

Fijado un subsector cerrado T de G, podemos considerar un nuevo subsector
cerrado S de G de modo que T esté contenido en el interior de S. Entonces,
elegimos ¢ > 0 de modo que para todo z € T, B(z,¢|z|) € S y aplicando la
formula integral de Cauchy deducimos que

) = b f(w) w
) = o /|w—z|az| (w—z)? !
1 f(0) +wf'(0) + wh(w) w
2 /|w—z|az| (w — 2)? I

B , 1 wh(w)

Se ha usado que la funcion constante f(0) es holomorfa, de hecho, en todo
el plano complejo, y como su derivada es 0, tenemos

_ ORI,
0= /|w—z—a|z (w — 2)? o

Anélogamente, obtenemos que la integral

1 wf'(0)
2mi (w— 2)? w,

fw—2|=¢z]

es f/(0), puesto que la funcion g(w) = w es holomorfa, de hecho, en todo el
plano complejo y con ello, como su derivada es ¢'(w) = 1, obtenemos

1
1= — — 7 dw.

B 2m1 |w—2z|=¢|z| (’LU - Z)2

Tenemos entonces que

f'(z) = f'(0) = L wh(w)

27 ey (W0 — 2)?
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A continuacion, tomando normas, tenemos que

1£'(z) = £ 0)] < % méx {"L(”L”ft))” L we S(z,5|z])}

L2mele] tlwlh(w)] : w e S(z, ]2}

" 27 2|2

Ahora, del hecho de la desigualdad triangular
w] = w =z + 2] < fJw = z[ + [2] = [2|(1 + &), w € S(z,¢]2]),

obtenemos

1+e

elz|

cuando z — 0 en T, puesto que teniamos

I1f'(2) = f1O)I < |2l max{[|h(w)]| : w e S(z el2])} =0,

lim h(w) =0en S.

w—0
que era lo que se pretendia probar. 0

De manera trivial, la diferenciabilidad de una funcién en el origen implica

la continuidad en el origen de f, pero una funcién f puede ser diferenciable
en el origen sin ser holomorfa alli. Esto es, la holomorfia de una funcién f en
el vértice de G no es, por lo general, equivalente a la diferenciabilidad de f.
Pasaremos a describir cuando una funcion es de crecimiento exponencial de
orden a lo sumo k en un sector, siendo k£ > 0. Este concepto intervendré en
el teorema de Phragmén-Lindelof, expuesto en el apéndice C.

Definicion 1.14. Sea S = S5(d,«) un sector no acotado, f una funcion
holomorfa en S y a valores en un espacio de Banach complejo E, y sea k > 0.
Diremos que f es de crecimiento exponencial de orden a lo sumo k en S si
para cada ¢, cumpliendo 0 < ¢ < &, existen p, c1, ca > 0 tales que, para cada
zcon |z| > py |d—arg(z)] < ¢ se tiene que

1£(2)]| < crexp(eal2[").

Esta nocién se compara con el orden exponencial como sigue: si f es de
crecimiento exponencial de orden a lo sumo k, entonces es de orden exponen-
cial inferior a k£ o de orden igual a k y de tipo finito, y viceversa. El conjunto
de todas las funciones f, holomorfas y de crecimiento exponencial a lo sumo
k, serd denotado por A® (S, E).
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Ejemplo 1.15. Sea P(2) = a,2" + ap_12" '+ +as2* + a1z +ag, a, #0,
un polinomio con coeficientes complejos, y consideramos la funciéon

f(z) = exp(P(2)).
Puesto que se tiene la igualdad

P
im L)

2—00 Ay 2"

=1

Y

por definicion de limite, existe ro € N U {0} de tal forma que si |z| > ro,
P(z)

anz™

entonces

< 2.y con ello tendremos
|P(2)] < 2|an][2]",
Por lo tanto, obtendremos

[F ()] = exp(R(P(2))) < exp(|P(2)]) < exp(2[an||z["),

con lo que f es de crecimiento exponencial a lo sumo n = deg(P). De hecho,
se puede probar que f es de orden exponencial igual a n y tipo finito y
positivo.

Ejemplo 1.16. Como segundo ejemplo, mencionamos la funcion de
Mittag-Leffler, definida como

oo Zn
E.(z) = —, a> 0.
(2) ; T(1+an)
La funcion de Mittag-Leffler es una funcion entera, de orden k = é y tipo
T=1
Si reescribimos la funcion de Mittag-Leffler de la forma

Ea(z) = anzna
n=0
tendremos que, en virtud de la formula de Stirling

ﬁ =T'(1+ an) = anl'(an)

~ |V2r(an)*tze "

— e% In(27)4+naln(a)+naln n+% ln(a)+% In nfna,

16



donde por ~ denotamos el hecho de que las dos expresiones son asintotica-
mente equivalentes, cuando n — oo (es decir, el limite de su cociente cuando
n — oo es 1). Como

lm %1n(277) + anln(a) + nalnn + %ln(a) + %lnn — na
n—o0 nlnn

)

existe y es «, entonces también serd « su limite superior. En resumidas
cuentas, de acuerdo con lo probado en el apéndice C, hemos probado que el
orden exponencial de la funciéon es

1
k=—.
«
Por otra parte, como

lfm [n|fn|%]

n—00
— lim |:€ln n+(7% In 2r—nalna—naln nfé ln(oz)f% ln(n)+an)%
n—00
1 e
_ 6—(alna)a+1 =,
«

podemos concluir que también sera < su limite superior, y probamos asi que
(0%

el tipo exponencial verifica
e
Tek = —,
a

es decir, 7 = 1 (véase de nuevo el apéndice C).

1.2. Series de Potencias Formales

Dada una sucesion arbitraria (f,,)5°, de elementos del espacio de Banach
E, las series

fz)=>" faz"
n=0

son llamadas series de potencias formales (en la variable z); el término formal
enfatiza el hecho de que el radio de convergencia de estas series bien puede
ser igual a cero. En caso de que el radio de convergencia p sea mayor que 0
(posiblemente infinito), se dice que la serie converge.

~

Definicion 1.17. Si f(z) = > 7 fuz" es una serie de potencias para la
cual, para algunas constantes positivas, ¢, K y s > 0 tenemos:

[fnll < eK™T(1 + sn), (1.2)
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para cada n > 0, entonces diremos que f es una serie de potencias formal de
Gevrey de orden s, y escribimos E[[z]]s para el conjunto de todas estas series
de potencias formales.

Obsérvese que se tiene para s = 0 si y solo si la serie de potencias
converge; por tanto, E[[z]]o = E{z}; en efecto, si se da con s = 0, al
tenerse que

(1) :/ et dt =1,
0

tenemos que
||an < cK".

Entonces, si tomamos |z| < %, se tiene que
a2 | = [ fulll2]™ < e(K]2])",

lo cual dice que la serie de potencias

(o)
> "
n=0

converge absolutamente, y como E es un espacio de Banach, tendremos ga-
rantizada la convergencia de la serie.
Reciprocamente, si se tiene que la serie

oo
> fas"
n=0

tiene radio de convergencia p > 0 por el criterio de Hadamard

-1
0 <= (tmsw VIET)
n—oo
Esto dira, por definicion de limite superior, que dada una constante K > %,
existe ng € NU {0} de tal forma que
1
”fn”" < K7 n = no,

es decir,
[ fnll < K™,

para todo m > mg. Ahora, si escogemos una constante ¢ > 0 adecuada ten-
dremos garantizado el hecho de que

[fall < K™,
para todo n € NU {0}. Entonces se tendra (1.2) para s = 0, probando que
El[2]]o = E{z}.
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Capitulo 2

Desarrollos asintoticos

Se dedicara este capitulo a la presentacion del concepto de desarrollo asin-
totico, introducido por H. Poincaré a finales del siglo XIX. Se estudiara sus
principales propiedades algebraicas y analiticas, y se introducira la aplicacion
de Borel asintotica. Por dltimo, se probara que esta aplicacion es sobreyectiva
en cada sector prefijado de la superficie de Riemann del logaritmo, es decir,
una serie de potencias arbitraria es siempre el desarrollo asintético de una
funcion adecuada.

Definicion 2.1. Dada una region sectorial G, una funcion f € H(G,E)
vy una serie formal de potencias f(z) = Yoo o a2, diremos que f(2) es
el desarrollo asintdtico de f(z) en G cuando z — 0, si para cada nimero
natural N € NU {0} y cada subsector cerrado S de G existe una constante
c=c(N,S) > 0 tal que:

N-1
1f(z) =D "l S ez, 2 €5 (2.1)

n=0

La definiciéon que acabamos de dar se traduce en lo siguiente: el término

(s N) =27 (1) - NZ £,

llamado el resto de orden N del desarrollo asintético de f en G, es acotado en
el origen, para cada N > 0 (en el sentido de la definicion . Si esto ocurre,
escribiremos, para abreviar, f(z) ~ f(z) en (G, y cada vez que utilicemos
esta notacion, estaremos escribiendo: G es una region sectorial, f € H(G,E)
y f € E[[2]] es el desarrollo asintotico de f en G.
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Nota: Si N = 0, se debe entender que la suma parcial involucrada en la
definicion del resto de orden N del desarrollo asintotico de f en G es 0.

La siguiente proposicién estudiaré el comportamiento del resto de orden N
del desarrollo asintético de f en G:

Proposicién 2.2. Sea GG una region sectorial. Sea f una funciéon holomorfa
en G a valores en E y sea f(z) ~ f(z) en G para alguna serie de potencias

fz) = Yone o [n2™ € E[[2]]; entonces:

(a) Los restos de orden N del desarrollo asintotico de f en G son continuos
en el origen (en el sentido de la definicion [1.9), y ademas:

ri(z, N) = fn, §9z—>0, N > 0.

En particular, la serie de desarrollo asintotico de f en GG es tnica.

(b) Suponemos que la amplitud de G es mayor que 27 y f(z) una funcion
univaluada. Entonces f(z) es holomorfa en el origen, y f converge y
coincide con el desarrollo en series de potencias de f(z) en el origen.

Demostracion:

(a) Se tiene que, paracada N >0y z € G,

N

zri(z, N +1) = Z(Z_(N-i-l) <f(z) - anz”>> = —fn+re(z,N).

n=0

Si hacemos tender z a 0 al ser ¢¥(z) = zrg(z, N + 1) un producto
de funciones en G, una que tiende hacia cero y otra funcion que esta
acotada en el origen (en el sentido de la definicion , tendremos que
Y(2) — 0 cuando z — 0 siguiendo subsectores cerrados S de G. Asi
pues,

ri(z,N)— fxn =0, z—0,

y de aqui concluimos que
ri(z,N) = fn, S32—-0, N>0.
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De acuerdo con estas expresiones, los coeficientes de la serie del desa-
rrollo asintotico de f en G se pueden obtener, de forma recurrente,
como limites de 7;(z, N), lo que garantiza la unicidad de f, es decir,
de su desarrollo asintotico.

(b) Bajo nuestras hipotesis, f(z) es una funcion holomorfa y univaluada
en un disco punteado centrado en el origen, funcién que permanecerd
acotada en un entorno del origen de acuerdo con la definicion para
N = 0, y considerando un subsector propio y acotado de amplitud
mayor que 27. Por lo tanto, el origen es una singularidad evitable de f,
y sabemos que si f es holomorfa en todo un disco podra ser escrita como
desarrollo en serie de potencias alrededor del origen; ademaés, como los
desarrollos en series de potencias son, al mismo tiempo, un desarrollo
asintotico, utilizando (a) tendremos garantizado que f(z) converge y
es el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(z) en el punto 0. O

Lema 2.3. Sea E un espacio de Banach y G una regién sectorial. Sea
f € H(G,E). Entonces, para N > 1y cada par de puntos z, zp € G de modo
que el segmento [zo, 2] esté contenido en G, se tiene que

Demostracién: Este resultado se sigue al aplicar el principio de induccion.
Para N = 1, se verifica que

/ T P(w) dw = f(2) — f(z0),

por la regla de Barrow. Luego el resultado se sigue para N = 1.
Por hipétesis de induccion, vamos a suponer que el resultado se verifica para
un namero N € N:

f(")(zo)

o (z —2z0)".

ﬁ /Z(z — w)N—lf(N)(w) dw = f(z) —

A la integral del lado izquierdo de esta tdltima igualdad la denotaremos por
In. Entonces, veamos que se cumple que
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- N r0) (2
o [ ) aw = ) - 3 LA e

n=0

Entonces, integrando por partes Iy1, obtendremos que

1 /z(z B w)Nf(N—l-l)(w) dw

N/,
= % ((z —w)N M (w)r=z N/z(z — )V ) () dw>
B _%(Z — 20)N ") (20) + I,

y aplicando la hipotesis de induccién, se logra ver que

i G I w) d

N/
N-1
1 f® (2 n
- _ﬁ(z—ZO)Nf(N)(ZO)—{—f(Z)— n(' 0)(2_20) )
! — !
que es el resultado solicitado. O

El resultado siguiente establece diferentes caracterizaciones de la existencia
de desarrollo asintético para una funcién.

Proposiciéon 2.4. Sea f una funcién holomorfa en una regiéon sectorial G.
Entonces, los siguientes resultados son equivalentes:

(a) f admite un desarrollo asintético.

(b) La funcion f es indefinitamente diferenciable en el origen, es decir, fy
todas sus derivadas sucesivas son diferenciables en el origen.

(¢) Todas las derivadas f(™(z) son continuas en el origen.

(d) Para todo subsector ' < G, y para todo n € N U {0},

sup || /™) (2)]| < oe.
zeT

~

Ademas, si f(z) =D ", fa2", entonces

Ff™M0) =n!f, en (b) y llir(l) f™(2) =nlf, en (c).
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Demostraciéon: (b) = (¢) Como f es indefinidamente diferenciable en el
origen, el lema aplicado a f(™~1) garantizard que la derivada f(™(z) es
continua en el origen.

(c) = (b) Para todo n € N aplicamos el lema a f", y obtenemos que f
y todas sus derivadas sucesivas son diferenciables en el origen.

(a) = (d) Sea f(z) = > ey /12" el desarrollo asintético de f en G. Es obvio
que

) = (56 - 5 )

Fijado un subsector cerrado T de G, podemos considerar un nuevo sector
cerrado S de G de modo que T esté contenido en el interior de S. Podemos
elegir, entonces una cantidad ¢ > 0 de modo que para todo z € T, el disco
B(z,¢lz|) € S, y aplicando la formula integral de Cauchy

nt n - n—1
(F2) = kazk>( - Qn_ﬁ'z ‘ fW) = Simg fi? g,
k=0

w—z|=¢|z| (U} - Z)n+1

Entonces, para cada z € T, se tiene que

! 1 =
7N < G2l i { | £ —kzzgfkwkH : weS(zel)}.

Ahora bien, como suponemos (a), tendremos

n—1

Hf(w) - kaw’fH < Coslwl®, we s

donde (), s serd una constante que dependera de S'y de cada niimero entero
positivo n. Si w € S(z,¢|z|),

jw] < Jw =z + |2] = |z](e + 1),
concluiremos que
n! 1 — k
I < 5omelel s wi { | t) = 32 ot - w € 8Ceel }

nl(1+¢e)”

< Oy
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Esto es, se tiene que
sup || f(2)]| < oo.
zeT

(d) = (c) Se razona para cada n € NU {0} como en la prueba de 1) = 2)
del lema [LT3
(¢) = (a) Sea S un sector cerrado de G. Por hipotesis, para cada n € NU{0}

existe
lm _ f0(2),
z—0,z€8
que denotaremos por n!f,. Sean z € Sy A € (0,1). Entonces, A\z € Sy, por
el lema 2.3 obtenemos

N1 et )y :
10 = S 0 ney = e [ Y ) . (22)

siendo el lado derecho de la igualdad la integral a lo largo del segmento que
une los puntos Az y z.

Sien hacemos A — 0, obtendremos, gracias al teorema de convergencia
dominada y a lo anterior, que

— 1 - N—1 (N
1= X = | =0 w) v

Concluimos el resultado tomando normas y acotando, teniéndose en cuenta
que, como existe el limite cuando w — 0 de f(™(w), las derivadas de f estan
acotadas en S, y con ello, sup, .z || f™ (w)| < C para una constante C'y

| £ - NZ fu"

TN i 1)! H /OZ(Z — )" w) de
C

m!z\\z!”l

;
Claf™,

IN

con lo que se concluye. 0
Se denotara por A(G,E) al conjunto de todas las funciones f € H(G,E) que
admiten un desarrollo asintético f (2). Por la proposicion anterior, apartado
(a), para toda funcion f € A(G,E) hay, precisamente, un desarrollo asinto-
tico, f € E[[z]] tal que f(z) ~ f(z) en la region sectorial G. Por lo tanto,
tendremos una aplicacion:

A

T AG.E) — E[[z]], z— f=Jf, (2.3)
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que sera llamada la aplicaciéon de Borel asintoética, asociando cada funcion f
con su desarrollo asintotico.

2.1. Propiedades algebraicas y analiticas

Los resultados que siguen muestran que A(G,E), bajo las operaciones
usuales de suma de funciones, producto por un escalar y el producto de fun-
ciones y suponiendo que E es un algebra de Banach, es un algebra diferencial,
y J es un homomorfismo suprayectivo entre A(G,E) y E[[z]]. Sin embargo,
hay ejemplos que impiden la inyectividad de .J, incluso si consideramos re-
giones de amplitud grande (esto es, de amplitud que excede 27).

Teorema 2.5. Dada una region sectorial G, se consideran fi, fo € A(G,E).
Entonces f1 + fo € A(G,E) y J(fi1 + f2) = J f1 + J fo. En otras palabras,

fi(z)~ fi(z) 2€G, 1<j<2,
implica que

J1(2) + fo(2) ~ fl(Z) + fz(Z), zeq.

Demostracion: Se sigue directamente de la definicién, puesto que, si,
fi(z) ~ fi(z) en G, siendo fi(z) = Yoo FU2n entonces, por definicion
de desarrollo asintético, para cada nimero natural N € N y cada subsector
cerrado S de G, existe una constante ¢; = ¢;(N, S) > 0 de tal forma que

=z

-1

\z|’N‘ fi(z) — fr(f)z” <e¢c, z€8.

3
Il
=)

fo(2) en @G, siendo S°°° £z entonces

De manera analoga, si fs(2) neo Jn

existe una constante ¢ = cy(N,S) > 0 de tal forma que

=z

Y 2) = D0 122 < o, 2 €S

3
Il
o
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Entonces se tiene, para todo z € S:

7 £u2) + fa(2) = 3D + £2)z

n

=2

I
=)

N-—1 N-—1

< (|| = 3 o =3 re|)
n=0 n=0
N-1 N-1

= 7| ) = 30 0| 127 e = D A2
n=0 n=0

Esto pone de manifiesto que f; + fo € A(G,E), y que f1+ fo ~ fi+ foen G.
O

Esto es, el desarrollo asintotico de una suma de funciones serd, como cabria

esperar, la suma de sus desarrollos.

Si E es un &lgebra de Banach, entonces el producto de dos elementos de

A(G,E) pertenece, de nuevo, a A(G,E). Este hecho serd un corolario del

siguiente resultado mas general.

Teorema 2.6. Sean E, F dos espacios de Banach y GG una region sectorial.
Sea f € A(G,E), a € A(G,C),y T € A(G, L(E,F)). Entonces:

Tfe AGF), JTf)=(IT)(Jf),
af € A(G.E), J(af) = (Ja)(Jf),

donde se considera el producto de Cauchy de series de potencias formales.

Nota: Entenderemos la aplicacion

Tf: G — F
2 (TH() =TE)(1(2)

Demostraciéon: La prueba de los dos resultados es completamente anéloga
la una de la otra. Probaremos, inicamente, el primer resultado.

Sea (JT)(z) = > 0"y Tnz", (Jf)(2) =D 00 fa2", de modo que

(1) (1) = 3 (3 Torh)
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Veamos que

-1

A rEE) - (3 Fuenb)

=0 m=0
7 (2.4)

<T@y NI+ D L fmllllre(z, N = m)ll,

m=0

3

Ya que como

se tiene que

[T - N (i_ T
= |77 (£(2) - szszk) +N_1T< )ik~ NZ (ZTn )"

N-1

< TG M+ Y T - S (S Ti)

= n=0 m=0

< NTr sz, NI+ Z 1 fellrr(z, N = k)|

. HZNJ; ( Z 1) - NNZ ( mz o)

Puesto que se tiene que

|

N— N—k N-1

Z; ( Zsz ZkH) _ (i:Tszz)Zk,

k=0 =0

>—‘

el tltimo sumando de la tltima desigualdad es 0 y se obtiene la desigualdad
Por otra parte, basta tener en cuenta que 1" es acotada en cada subsector
cerrado de G (por admitir desarrollo asintotico) para concluir que 7' f admite
la serie (JT')(Jf) como desarrollo asintotico en G. O
El teorema que acabamos de probar implica de manera inmediata el siguiente
corolario.
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Corolario 2.7 (Consecuencia del Teorema 2.5.). Sea E un élgebra de
Banach y sean f1, f» € A(G,E). Entonces f1f> € A(G,E) y

J(f1f2> = (Jfl)(JfZ)'

En otras palabras,

filz)~ fi(z) z€G, 1<j<2,
implica

f1(2) fa(z) ~ fl(z)fQ(Z) zeq.

Demostracion: Si E es un algebra de Banach, cada f € A(G,E) se puede
identificar con un elemento en el espacio de funciones L(E,E). En efecto,
consideramos la aplicacién T" asociada a f; € A(G,E)

T: G — L(EE)
z — Tz,
donde
Tz: E — E
v o fo(z) v

Si ponemos f = f; € A(G,E), tendremos que

Tf: G — E
2 (Tf)(2) = (T2)(1(2) = f1(2) - fa(2).
Concluimos que dicho producto esté bien definido ya que E es un algebra de
Banach. Bastard, pues, aplicar el teorema a T f para concluir la demos-
tracion de este resultado. 0J
Notemos que f(2) ~ f(2) implica la continuidad de f(z) en el origen; por lo
tanto, fo ) dw esta bien definida (donde la integral se entlende calculada

sobre el segmento que une 0y z). Para f € E[[2]], definimos Iy f(w) dw inte-
grando el desarrollo asintotico de f término a término. De manera analoga,
definimos la derivada del desarrollo asintético de f como la derivada formal
término a término del desarrollo asintético de f, esto es:

/f dw—/an B n+1 anln

— (ifnz"), = i(n + 1) fg12".
n=0 n=0
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Teorema 2.8. Dada una region sectorial G, suponemos que f(z) ~ f(2),
z € (. Entonces:

f1(2) ~ f'(2), /Ozf(w) dww/ozf(w) dw, ze€ G.

Demostracién: Fijado un subsector cerrado T' de G, podemos considerar
un nuevo sector cerrado S de G de modo que T esté contenido en el interior
de S. Podemos elegir entonces una cantidad ¢ > 0 de modo que para todo
z €T, el disco B(z,¢|z|) C S, y aplicando la férmula integral de Cauchy,

N-1

f'(z) = Z(n + 1) frsr2"

n=0

=[[ (e - X her)

_ N n
o [, e

_ Z>2

1 27e|z]
— 21 £2|z|?

méx{Hf(w) - ifnw" D wE S(z,5|z|)},
n=0

Dado que se tiene que f(z) ~ f(z) en G, existe una constante ¢ dependiente
de Sy de cada entero natural N de tal forma que

Hf(z) — Jganz"

y tenemos, por (2.5)), y por la desigualdad triangular que

|

siendo C' = C%, y concluimos el hecho de que

fi(z) ~ f(2).

Por otra parte, observemos que si S es un subsector cerrado de Gy z € S,
entonces el segmento que une los puntos 0 y z est& contenido en .S. Entonces,
para cada N > 1,

< ClzV. (2.5)

N—-1
- (Z(n+1)fn+12”> | < COEP N o

n=0 € ‘Z‘
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Por (2.5 concluimos que

H/Ozf(w) dw—zvzl%z”

como se queria ver. ]
Antes de proceder a probar el teorema de Borel-Ritt, que establece la sobre-
yectividad de la aplicacion .J de Borel definida en , demostraremos un
lema previo.

< Cla|" Mzl = Ce]",

Lema 2.9. Sea Q = {z € C : R(z) > 0}. Entonces, se tiene que

|1 —exp(—2)| < |z|, z € Q.

Demostracion: Si logramos probar que para cada z,w € () se tiene que

)

|ew . e—z‘ < ’Z + w’eméX{R(w),—’R(w)}

reduciéndose al caso w = 0 concluiriamos la demostracion. Sabemos que
ev —eF = f[_z ] e’dv, y se puede establecer la acotacion:

‘/ e’ dv) < méx{le’| : v ey Hong([—z,w])
[_va]

— |w —|— z|€mé‘X{R(w)7_R(Z)}7

como queriamos. O

Teorema 2.10 (Teorema de Borel-Ritt). Para cualquier region sectorial
G y cualquier serie de potencias formal f € E[[z]], existe f € A(G,E) de tal

forma que f(z) ~ f(z).
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Demostracion: Sin pérdida de generalidad, tomemos G un sector S(d, «)
no acotado y sea f(z) = >~ fn2" una serie de potencias dada. Para § =
/o,y ¢, = (||fulln!)~! en el caso f, # 0, resp. ¢, = 0 en caso contrario, sea
wy(2) =1 — exp [—c,/(ze7)P]. Vamos a encontrar una cota para |w,(z)|.
Como se tiene que

R S ) = RepliAa - arg(2)

|z|5 Ccos (Z(d - arg(z))) ,

y z € S(d, ), ocurre que |d — arg(z)| < § y entonces

™ ™ m
5 < a(d— arg(z)) < 3

y con ello

cos <§<d — arg(z))) > 0,

de modo que

" ((zﬂ ex;?—z'dm)) = T eon (G0 = ars(2))) > 0

y el lema es aplicable. Entonces, obtendremos que

gl

[wn(2)] = |1 — exp[—ca/(ze™)

Cn ‘_ Cn 2|77
Zexp(ifd)|  |2°] ~ nlllfull”
y con todo esto, llegamos a
|27
I falll2lfwn(2)] < ==

Esto prueba la convergencia puntual en G, y uniforme en los compactos de
G de f(2) :=> 07 faz"w,(2), esto es, f € H(G,E). Ademas:

N (f(z) - szl fn2n> = Z fn2" eXp cn/(ze_id)ﬁ} ,

donde fy(z) = Y07\ fuz" Nw,(2) esta acotada en G en el sentido de la
definicion [I.8] y los otros términos tienden a cero cuando z — 0 en cada
subsector cerrado S de G, y, por lo tanto, estan acotados en el origen. En
efecto, si (z) = 3207 vy fnz" Nw,, donde por [f] denotamos la parte
entera de [, tendremos entonces
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[e.9]

@< > Iallel N lwal

n=N+[8]+1
SEEARSIPIE
<y ey e
n=N+[8]+1 v n=N+[g]+1
|z|1Bl+1-5
1
y como siempre se tiene que
6] < B <[Bl+1,
el ultimo término
|z|1B1+1-5
1—|z|

tiende a 0 cuando z — 0.
Entonces, como

(1) - Nifnz")
= |217™||£() - sz

N+B]+1 N+[B]+1
= ||| 7) - >t >
N+[6]+1
<l ™M+ Y0 llgaz™ N,

n=N

y lo que tenemos es que el primer sumando tiende a 0 cuando z — 0 y el
segundo sumando esta acotado, puesto que tenemos una suma finita y el
exponente n — N es siempre positivo, lo cual prueba que el resto de orden N
de f en el punto z esta acotado en el origen. ]

A continuacién, supondremos que E es un &lgebra de Banach con elemento
unidad e, y que f es una funciéon que admite inversa algebraica y también
desarrollo asintético con término independiente invertible. Nuestro objetivo
es obtener el desarrollo asintotico de f~1(z).

Comenzamos probando un lema auxiliar.
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Lema 2.11. Sea E un algebra de Banach con elemento unidad e. Dada una
region sectorial G, suponemos que f(z) ~ f en (G. Supondremos, ademas,
que ¢l término constante fy de f(z) y todos los valores f(z), z € G, son
clementos invertibles en E. Si f~1(z) = 5%, fu2" es la inversa formal de la
serie de potencias f, entonces

=

=N (f(2) - e "))

n=0 m=0

MZ

fmrp(z, N —m).

Demostraciéon: Se tendra que

~

f)f () =é=e+0z+022+---

Entonces, si f(z) = 3.°° fa2", se tiene que:

(SRR S (S )

Ahora bien, tendremos que fofo = e, v para todo n > 1,

> fofaem =0, (2.6)
m=0
y con ello
N-1 N-1
V(F) = 3 P £ = 2N () = Y )
N_;Lz(] m=0
=N - 2™ N f(2)
zi? N—-m—1 N—-m—1 (27)
— N _ ( foam=N <f(z) Z £ + Z Ff meNJrk)
m=0 k=0 k=0
N-1 N-1 N-m-—1
=zN_ Z fmrs(z, N —m) — 2N ( Z fmszm+k)
m=0 m=0 k=0



Por (2.6, se tendra entonces que

N—-1 N-m-1

> ( > fmszm+k> =e,
m=0 k=0

y por lo tanto, llegamos a la igualdad pedida. O

Podemos ya probar el resultado que caracteriza la inversibilidad de los ele-
mentos en A(G,E) en el caso en el que E sea un élgebra de Banach con
elemento unidad.

Teorema 2.12. Sea E un algebra de Banach con elemento unidad e. Dada
una region sectorial G, suponemos que f(z) ~ f(z) en G. Ademas, suponemos
que el término constante fy de f(z) y todos los valores f(z), z € G, son
elementos invertibles en [E. Entonces

M)~ (), zea

Demostracion: Como todos los elementos invertibles de E[[z]] son aque-
llos cuyo término constante es invertible en [E, este hecho pone de manifiesto
la existencia de f~1(z) = S, fa2". Dado un subsector cerrado S de G,
existe cxy > 0 de tal forma que |r;(z,N)|| < cy para N > 0y z € Sy,
usando el apartado (a) de la proposicion 2.2] || fx|| < en para cada N > 0.
Por el lema obtenemos

=

Y1)~ X )1 = = 3 Farse ¥ ).

n=0

Por otra parte como se tiene que fy # 0 (para que f sea invertible), y f es
continua en el compacto

SN{z€R : |z| > ¢}, para cada e > 0,

llegamos a que, por el teorema de Weierstrass, existe § > 0 de tal forma que
1f(2)| >8>0, en S.

Notemos que cuando z — 0 se tiene que f(z) — fo y como se tenia que
fo# 0y f(2) ~ f(z) en G cuando z — 0 entonces f(z) # 0 en un entorno
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de 0.
Con todo esto y dado que se verifica el lema deducimos que

RIER

N-1
< IFEI Y I falllrs (2 N = )
n=0

N-1
S 5_1 E CrCN—n
n=0

completando la demostracion.
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Capitulo 3

Desarrollos Gevrey

Este capitulo se centrara en el estudio de los desarrollos asintoticos de tipo
Gevrey, caracterizados por imponer una limitacién en el crecimiento de los
restos de orden N en términos de, basicamente, una potencia de N!. Como
se verda, este concepto conserva las propiedades de estabilidad respecto de
las operaciones algebraicas y analiticas, pero el caracter de la aplicacion de
Borel asintotica dependerd ahora de la amplitud de la regiéon sectorial en la
que se trabaje: sera inyectiva para amplitudes grandes, y sobreyectiva para
amplitudes pequenas, no siendo nunca biyectiva.

Definicién 3.1. Dado s > 0, f una funcién holomorfa en una region sectorial
G y una serie de potencias f(z) =Y fa2", diremos que f(z) es el desarrollo
asintotico Gevrey de orden s si para cada subsector cerrado S de G, existen
constantes ¢, K > 0 de tal forma que para cada entero no negativo IV, y cada
2 € S se tiene que

|ri(z, N)|| < cKNT(1+ sN), (3.1)

donde T' es la funcion Gamma de Euler (ver apéndice D). Si esto ocurre,
escribiremos para abreviar f(z) ~5 f(z) en G.

Esta terminologia no estd undnimemente aceptada, pero estid en conso-
nancia con la terminologia clasica usada en la mayoria de documentos donde
se explican los desarrollos de Gevrey. Mientras que para un desarrollo asinto-
tico general, la cota cy para los restos ||r7(z, V)|| puede ser completamente
arbitraria, notemos que para un desarrollo Gevrey de una funcion f de orden
s, el modo en que esta cota crezca con respecto a N esté restringido. Como
podremos ver, esto traerd consecuencias importantes.

Observemos que f(z) ~, f(z) en G implica f(z) ~ f(z) en G en el sentido
del capitulo anterior; ademas, de la proposicion podemos concluir que
f(2) ~s f(2) en G implica f(z) € E[[z]]s.
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Observacién 3.2. En la definicién de desarrollo Gevrey de orden s > 0 para
una funciéon f, la cota que exigimos en (3.1 es equivalente, por la formula
de Stirling, a establecer cotas de la forma

Irs(z, NI < KV (N, (3.2)

siendo ¢ y K constantes no necesariamente iguales a las de (3.1). En efecto,
por la formula de Stirling, sabemos que

['(14+sN)=sNI(sN)
~ sNV2r(sN)*Ne *N(sN)~2
— Qﬂ_NS(Ss)NNsNefsN

— (SS)N\/E /27_(_]\[]\]sNe—sN7

mientras que

(N =T(14+ N)* = (V2rN)*NVse Vs,

y, dado el comportamiento de las expresiones potenciales frente a las expo-
nenciales, queda visto el hecho de que las acotaciones que pediamos en (/3.1])
son equivalentes a las acotaciones del tipo (3.2))

Para § > s, la formula de Stirling implica
I'(14+sN)/T'(1+3N) =0, N — oo,

puesto que si utilizamos cotas del tipo (3.2)) llegamos a que existen constantes
¢, K > 0 tales que

(14 sN)/T(1+5N) < CKY(N!)** — 0, cuando N — oo;

por lo tanto f(z) ~, f(z) en G implica f(z) ~; f(z) en G. Notemos también
que si se dan las acotaciones 0 para s = 0 es equivalente a la
holomorfia en el origen de la funcion f, y f(z) serd su desarrollo en serie de
Taylor en 2y = 0.

Proposicién 3.3. Sea f una funciéon holomorfa en una region sectorial G, y
sea s > 0. Los siguientes asertos son equivalentes:

(a) f(2) ~s f(z) en G.
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(b) Todas las derivadas f(™(z) son continuas en el origen, y para cada
subsector cerrado S de G, existen constantes ¢, K de tal forma que

1
7 Sup 1F* ()] < eK"T(L + sn),

T zES

para cada n > 0.

Demostracién: (a) = (b) Fijado un subsector cerrado T de G, podemos
considerar un nuevo subsector cerrado S de G de modo que T esté contenido
en el interior de S. Entonces, elegimos € > 0 de modo que para todo z € T,
B(z,¢lz|) € Sy aplicando la formula integral de Cauchy

— M  nl flw) =302 frw®
(n) — o k - k=0 dw.
f (Z) (f(Z) kz:% sz > 21 |w—z|=¢|z| (w - Z)n+l v

Ahora, tomando normas y acotando de la forma clasica, llegamos a

n!  2melz|

| < %W méx{”f(w) — ZZ_:fkwkH L w € S(z,5|z|)}

|
< S CKMT(1L+ sN)més{lul" = w € 8z, el2])},
Y

1F (2)

para constantes adecuadas C';, K > 0, y de nuevo, al tenerse por la desigualdad
triangular

jw] = Jw =2+ 2| < Jw— 2]+ [2] = |2[(1 +¢), siw € S(z,elz]),
llegamos a que

(I+¢)

1 C
|| £(n) K"
)] < KT (4 )

2",

para todo z € T, lo cual resuelve esta implicacion.
Para demostrar la implicacion (b) = (a), hemos de hacer tender zp a 0 en G
en (2.3) para obtener

F&) = h" = ey | =0 Py e, @
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Tomando normas y acotando de la manera clasica, tenemos que utilizando
también las acotaciones del tipo (i3.2))

[#6) = 3 o] < el mixle = ol 5w e fo.2])
= ol Y W w e 0.2
< oA

y llegamos a que

CN!

N s N< - N s N
K VLI < CRN VL,

como queriamos probar. O

3.1. Propiedades algebraicas y analiticas

Denotemos por A4 (G, E) al conjunto de todas las funciones f € H(G,E),
que tienen un desarrollo asint6tico Gevrey de orden s. Los siguientes resulta-
dos vienen de los analogos de la seccion anterior, y prueban que la aplicacion
de Borel asintotica, definida ahora como

J: Ay(G,E) — E[[2]],

fr—f=Jf

es un homomorfismo de &4lgebras diferenciales, es decir, respeta las opera-
ciones algebraicas y analiticas (derivacion e integracion) propias de ambos
espacios.

Teorema 3.4. Dada una region sectorial Gy s > 0, supongamos que
fl, f2 € AS(G,E) Entonces f1 + fg < AS(G, E) y J(fl + fg) = Jfl + Jfg En
otras palabras,

fi(2) ~s fi(z) en G, 1< j <2,

implica que

A A

fi(2) + fa(2) ~s fi(2) + fa(2) en G.
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Demostraciéon: Se sigue directamente de la definicién. En efecto, sea
N € N un niimero entero no negativo y sea S un subsector cerrado de GG. Sean

fi(z) = Z,io:o Jna2"y f2(2) = ZZO:() fn22". El hecho de que fi(2) ~, fl(z)

en G implica que para cada subsector cerrado existen constantes ¢i, K7 > 0

de tal forma que para cada entero no negativo N y cada z € S, se tiene
75, (2, N)|| < et KT (1 + sN).

De manera analoga, el hecho de que f5(2) ~ f2(2) en G implica que existen

constantes cg, Ko > 0 tales que para cada entero no negativo N y cada z € S,
s, (2, N)|| < 25’ T(1 + sN).

Considerando, ahora, ¢ = max{cy,c2} y K = K; + Ks, tendremos

N-1

Hzfzv(fl(z) 1) = S (fur + fa)?”

n=0

= lIrs (2, N) +rp(z, N

< s (2 NI+ (2, N < et KT (L + sN) + 2Ky T(1+ sN)
= (a1 K + o KIT(1 + sN) < méx{cy, o} (K + K2)T'(1 4 sN)
< méx{cy, o} (K1 + Ko)VT(1 4+ sN) = cKNT'(1 + sN),

como queriamos probar O

Teorema 3.5. Supongamos que E, [F son espacios de Banach, G una region
sectorial, y s > 0. Sean f € A,(G,E), a € A,(G,C),y T € A,(G, L(E,F)).
Entonces

Tfe AS(GvF)a J(Tf) = (JT)(Jf),

af € AJ(GE), J(af) = (Ja)(Jf).

Demostracion: En el teorema hemos probado que T'f € A(G,F) y
J(Tf) = (JT)(Jf), por lo que para completar la demostracion basta pro-
bar el caracter Gevrey del desarrollo (para demostrar la segunda parte del
resultado se procedera de manera analoga). Ahora bien, para cada N > 1,
habiamos probado que se verificaba
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N-1

ey (2, NI S NT ) lrs (2 N+ D W fallllrr (2, N = m).

m=0

Como T ~, JT, se tiene que existen constantes ¢, K > 0 de tal forma que

Iz (2, N)|| < K™ (N,

del mismo modo, como f ~, Jf, se tiene que existen constantes ¢, K >0de

tal forma que )
7 (2, N)|| < eK™(N)*.

De acuerdo con los calculos realizados en la demostracion del teorema
resulta que

N
Iy (2, N)[| <Y eK™(MY)*eKN""(N — M)!

m=0

N
<Y @K™ (N1 = N/ K™V (N)*
m=0

< CKN(N'Y,
siendo ¢ = max{c, ¢}, K = méx{K,K} > 0, C = ¢, K = 2K'. Notemos que
la segunda desigualdad se debe a que
kl(n — k)! <n!

En efecto, como el niimero combinatorio

(+)

es un numero natural y por definicion se tiene que

(+) = me=or

tendremos entonces que k!(n — k)! tiene que dividir necesariamente a n! y
esto solo es posible si kl(n — k)! < nl. OJ
Como teniamos en la seccion anterior para un desarrollo asintético general,
tendremos un corolario de este ultimo teorema.
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Corolario 3.6. En el caso de que E sea un algebra de Banach, sean

f1, f2 € AJ(G,E). Entonces fifs € AJG,E)y J(fifa) = (Jfi)(Jf2). En

otras palabras,

f](z) ~s fj en G> 1<5<2,

implica que

f1(2) fa(2) ~s fl(z)fz(z) z € (.

También, como teniamos en la seccidon anterior, si f tiene un desarrollo asinto-
tico Gevrey de orden s en GG, la derivada y la integral de f tendran desarrollos
asintoticos Gevrey de orden s en (G. Su demostracioén se basarda, sobre todo
en renombrar a las constantes ¢y escribiéndolas de la forma

ey = cKNT(1 + sN),

para algunas constantes ¢, K > 0 adecuadas, construidas a partir de la exis-
tencia del desarrollo Gevrey de orden s de la funcion f, dando el siguiente
resultado para desarrollos Gevrey de orden s:

Teorema 3.7. Dado s > 0 y una region sectorial GG, supongamos que
f(2) ~s f(2) en G. Entonces

f(2) ~s f’(z), /OZ f(w) dw ~q /OZ f(w) dw en G.

Demostracién: Fijado un subsector cerrado T de G, podemos considerar
un nuevo subsector cerrado S de G de modo que T esté contenido en el
interior de S. Entonces, elegimos ¢ > 0 de modo que para todo z € T,
B(z,¢|z]) € Sy aplicando la férmula integral de Cauchy, se deduce que

- o te] = (19 55
1 flw) — Zfzvzo frw"
%H /wz|:ez|

(w — 2)?
1 27e|z| al
< ——————maAd — nl .
< 5r oo méx { | f(w) n§zoj fw”|| + w e S(zel2))}
1
< ——cKNTH(N 4 D)) max{|w[N T 0w e S(z,e]2])}

elz|
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Ahora, si f(z) = Yoo fnz™y f(2) tiene a f(2) como desarrollo asint6tico
Gevrey de orden s, existen constantes ¢, K > 0 de tal forma que

N-1
Hf(z) =5 || < erm Ny,
n=0

y con ello, concluimos

|

=

f/(Z) _ (n + 1)fn+1Zn ’
< ﬁéKN(N +1)* (N méx{[w| " w € S(z,e]2])},

donde ¢ = cK y de nuevo, por la desigualdad triangular, se vuelve a tener

Il
o

w1+ 6N w € S(zel2),

y dado que (1 + N) < 2V tendremos

1
MEKN(N 4+ 1)*(ND* max{|w|" 't w € S(z,¢|z|)}

1
< ﬂ6K—N(2S)N(N-!)s’Z‘N+1(1 _'_€)N+1
gz

1 . N
= @EKN(N!)SMNG + o)V = & KN (ND*| 2|,

donde K = 2°K, K| = K(1+4¢) y & = &1 + ¢), lo cual probamos que

J'(z) ~ J'(2).

Ahora, si f(2) = 3.2, f.2", de nuevo existen constantes ¢, K > 0 de tal
forma que

N-1
|7) =3 faz| < erm(any gz,
n=0

Entonces si [0, z] es un segmento integramente contenido en G, tendremos
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que

H/sz(w) dw_gfn—gz" ’ _ H/Ozf(w) dw_/ozgfnw" de

N-2
< Jzf miix { | £(w) > fu

< |z|e KN (N max{|w|" ™' w e S(z,¢|z|)}
< [2leENTH(N = D)V L+ )Y < CRN (N[,

L we S(z,5|z])}

siendo K = K(1+¢)y C = <,y con ello probamos que

/O " f(w) dw ~, / " f(w) dw.
O

Teorema 3.8. Sea E un algebra de Banach con elemento unidad e. Dado
s > 0 y una region sectorial G, supongamos que f(z) ~g f(z) en (G. Mas
aln, supongamos que el término constante f; de f (2) y todos los valores
f(2), z € G son elementos invertibles de E. Entonces

FYz2) ~s fH2) en G,
si f71(z) denota la tnica serie de potencias formal §(z), con f(2)§(z) = ¢, el
tinico elemento unidad de E[[z]].

Demostracién: Como teniamos en el teorema si f(z) = 3 fuz™,
tendremos que f es invertible siempre y cuando el término constante de f,
fo, sea invertible; con ello, tendremos que

FHz2) =) faz" € B[]l (3.4)

donde los coeficientes de f ~1_ . se definen a partir de la division formal (uno
entre f). Por otra parte en el teorema habiamos probado que

N-1

Iy (2 V) <57 S enenon:

n=0

Ahora bien, como f(z) ~, f(z) existen constantes ¢, K > 0 de tal forma que
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< cKN(NY* |2V,

| £ - NZf

Entonces, definiendo las constantes cy = cK™ (N!)?, llegamos a que

|rp-1(z, N)|| <6 i cK"(n!)*cKN""[(N —n)!]®

n=0
]s

]S

(N = 1KY (n)*[(N —n)!
< (N + 1)02KN(n!)5[(N —n)!
< EKN (N1,

siendo ¢ = ¢?, K = 2K. Con ello probamos que

F7HE) ~ fHR):
UJ

3.2. Desarrollos Gevrey en regiones de ampli-
tud menor o igual que sm radianes

El siguiente resultado que presentaremos es una versiéon del teorema de
Ritt, adaptado al caso de desarrollos asintoticos Gevrey; su demostracion uti-
liza la denominada transformada de Laplace finita o truncada, cuya definicion
es la siguiente.

Definiciéon 3.9. Sean d,p > 0 numeros reales fijos y sea g(u) una funciéon
continua para arg(u) =d y 0 < |u| < p. Definimos f(z) mediante

f(z) == / " g(u) exp[—(u/2)*] d(®), (3.5)

para k > 0y a = pe'd, calculando la integral a lo largo del segmento [0, a]. En-
tonces la aplicacion f se denomina transformada de Laplace finita o truncada
de g.
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Nota: La notacion d(u”) se refiere a la siguiente expresion

d(uF) ;== kuP! du,

luego, la transformada de Laplace finita se puede escribir también como
£2) = ket [ gt expl—(a/2)") du
0

Para probar la holomorfia de la funcion f definida en recurriremos al
siguiente resultado clasico.

Teorema 3.10 (Holomorfia bajo el signo integral). Sea U un conjunto
abierto del plano complejo, X un subconjunto medible Lebesgue de la recta
real y f : X x U — C una aplicacion que verifica las condiciones siguientes:

1. Para todo t € X, la funcion z — f(t, z) es holomorfa en U.
2. Para todo z € U, la funcion ¢t — f(¢, z) es integrable en X.

3. Para cada zp en U existen un entorno V' de z; contenido en U y una
funcion integrable
g: X — [07 00)7

de modo que
f(t,2)] < g(t)
para todot € X y todo z € V.

Definimos la funcién
h(z) :/ f(t,z)dt, zeU.
X

Entonces, h es holomorfa en U.

Demostraciéon: La demostracion de este resultado se basa en utilizar el
teorema de derivaciéon de integrales paramétricas para variables reales y de-
ducir que la funcién h es de clase C! en sentido real, y en probar posterior-

mente que h verifica las condiciones de Cauchy-Riemann en cada punto de
U. O
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Observacién 3.11. Mencionemos también que el resultado se puede formu-

lar para funciones
f: X xU—E,

siendo E un espacio de Banach complejo y X y U como en el teorema (3.10
pidiendo en 3. que

(2l < g(t), (t,2) € X XV,

siendo V' como en el teorema Su demostracion se reducird a probar la
holomorfia débil, de acuerdo con el apéndice C, para lo que se utilizara el
lema previo.

Lema 3.12. Sea f(z) la transformada de Laplace finita definida como en
B.Al Entonces:

(a) f(z) es holomorfa en la superficie de Riemann del logaritmo.

(b) Supongamos que existen nimeros complejos g, y ntumeros reales ¢,, > 0
(para n > 0) tal que para cada N > 0 y cada u como en las hipotesis

de este lema,
N-1
o (ot = g | < e
n=0

e Haciendo g(u) = 0 para arg(u) = d, |u| > d, se tiene que

<

1

o (ot = 3 g )

n=0
para cada N > 0, cada u con arg(u) = d, y siendo
N—1
Cn = Max {cN, Z cnp”_N}.
n=0

e Para z con cos(k(d — arg(z))) > e > 0y N > 0, si ponemos
fn=9.I'(1 +n/k), entonces

N = e NRENT (1 4 N/E).

() - NZ f2")
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(c)

Con ¢,, K, como en el apartado (b), supongamos que, para s; > 0,
¢n < cK"T'(1 4 nsp), n > 0, para constantes suficientemente grandes
¢, K > 0, independientes de n. Entonces, K, < 6}~(”F(1 + nsy), con
ss = 1/k + s; y para constantes 6,f( > 0 suficientemente grandes
(independientes de n pero dependientes de € > 0).

Demostracion:

(a)

(b)

Utilizaremos el lema [3.10] para probar la holomorffa de f(z) en la su-
perficie de Riemann del logaritmo. Antes de nada, parametrizando la
integral dada en [3.5] obtendremos que

£y =k [ gl el (u/2)"] du
0
p . . 74
= k:z_k/ g(te)thtetth e~/ g (4 2) € (0,p) x R
0
Pondremos F(t, z) = g(te'®)th—Leidke=(te'"/2)" como g es continua para

arg(z) = d, tenemos que [|g(te'?)|| < M, para cierta constante M > 0,
y como |e'®| = 1, obtendremos que

|F(t,2)| < MtF—te R/,
Ahora bien, también tenemos que

%<<teid)k) = |t|ezl:|’k cos (arg ((ﬁy)) = ﬁ cos(k(d — arg(2))),

zk z ||

dado que el argumento de un cociente de ntimeros complejos es la di-
ferencia de los argumentos. Ahora, si tenemos

™
|k(d - arg(z))| < 577 Y € (07 1)7
entonces
tk tk

oF cos(k(d — arg(z))) > F cos (§7> > 0.

k ,idk s
y como R <t jk ) > 0, obtenemos la acotaciéon

F(t, )| < Mem oG/ it

Ahora bien, como k > 0, la funcion t*~! es integrable en un entorno de 0

y con ello, podemos establecer la acotacion de F, en un entorno de cada
punto z € R, por una funcién integrable, y obtenemos la holomorfia
de la transformada de Laplace finita.

e Tendremos dos casos en funcion de |ul, siendo arg(u) = d:
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Caso I: Si 0 < u < p, entonces las hipotesis del apartado (b)
dice

N-1
lu™ (g(w) = 3 gat )| < e < .
n=0

Caso II:  Si |u| > p, entonces, al ser g(u) = 0, tendremos:
N-1 N-1
™ (g(w) = 3 gu )l = ful = = 3 gau”
n=0 n=0
N-1 N-1
= [ 32 g = 32 Ngnllte
n=0 n=0

N-1
<Y eptN <é,

n=0

donde se ha utilizado que ¢, > ||ga||, como se deduce de las de-
sigualdades ||74(u,n)| < ¢, mediante un paso al limite cuando u
tiende hacia 0.

e Utilizando la representacion integral de la funcién I,

I'(z) = / t*~le ™t dt,
0

y teniéndose en cuenta que

N-1

ZNTf(Z,N) = f(Z) - Z fnznv

n=0

como f, = g,I'(1 4+ n/k), obtendremos:

N-1
Nrp(z,N) = f(2) = > fa?"
n=0

N-1

_ Z—k/ g<u)€—(u/z)k du® — Zgnr<1 +n/k‘)
0

n=0

a N-1 o
= z_k/ g(u) exp(—(u/2)*) du* — Z/ gut™FeTt2m dt
0 o

=

-1

= z_k/ g(u) exp(—(u/2)*) du® —/ e gtk dt.
0 0

n

i
o

49



Haciendo el cambio de variable ¢'/¥z = 4 en la segunda integral,
obtendremos dt = ﬁduk y con ello la expresiéon anterior puede
reescribirse como:

/ " g(w) exp(—(u/2)") dut

oo(d=arg(u)) LNl
_ Z—kz/ e—(u/z) Zgnun duk,
0 n=0

/oo(d:arg<u>>
0

haremos referencia a la integral entre 0 e infinito siguiendo la direc-
cion d = arg(u). Por el teorema de los residuos aplicado a sectores
de la forma

donde por

S={ueR : 0<|ul <p, 0<arg(u) <d},

dotado de la orientacioén positiva tal y como muestra la siguiente
figura

obtenemos que como en S la funciéon

N-1

Flw) = e S g,

n=0

no tiene ninguna singularidad, entonces, si v, denota el arco de
circunferencia de centro 0 y radio p:

0= d du — d 3.6
g [ gede [ @)
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puesto que el segmento [0, peid] se recorre en sentido opuesto. Aco-
tando se obtiene

N-1
| / e*<“/z>’“2gnun du
e
< dpmic{e (/) Z lgnlllel” + w € ;)

:dpe (p*/|2|*) cos(k(d—arg(z ZHgan %O

cuando p — oco. Dado que la integral

/% f(u) du

cuando p — oo tiende hacia 0, deducimos, por (3.6 que

oco(d=arg(u)) 00
/0 f(u) du :/0 f(u) du

Teniendo en cuenta esta igualdad en la ultima expresion obtenida
para 2™r;(z, N), obtenemos que

Nri(z, Ny =z7F /000 uNry(u, N) exp(—(u/2)*) du®.

A continuacion, si tomamos normas, obtendremos

2V (2 N < [ / Vg, N exp(—R(u/2)*) ()

[oe] uk E(d—
§6N|z|_k/ uNefwcos(( are(z )d( )
0

y, por lo tanto, si aplicamos el cambio de variable

po W

= —=¢

2|k
d k

dt = (u >5
|2|*
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llegaremos a

k

o —mCOS —arglz
éN’Z‘k/ ’u‘Ne [z|% (k(d—arg(2))) d(uk)
o v
§5N|z]k/ uNe TP d(u”)
0
= 5N|Z|N|z|k|z|_k5_1_N/k/ Nkt dt
0
= x|z Ve VAP (1 4+ N/ E)

Esto es, tendremos que

(- £ )

‘ < ene NED(1 4 NYE).

(¢) Este apartado se basa en las acotaciones realizadas en (3.2). En efecto,
si se tiene que ¢, K"(n!)*', para n > 0 y para constantes suficiente-
mente grandes ¢, K > 0 independientes de n, entonces, la acotacion del
apartado anterior

(-5 )

n=0

‘ < Ky = 7 NRau T (1 + N/k),

dice que
K, < e b, K (nh) e K™ (nl) % = ¢K (nl)* %,

siendo ¢ = c,e~! y K = e#K? concluyendo la demostracion de este
lema. 0

Proposicion 3.13 (Teorema de Ritt para desarrollos Gevrey). Dado
s> 0, sea f(z) € C[[z]], y una regién sectorial G de amplitud, como mucho,
st dado de manera arbitraria. Entonces, existe una funcion f(z), holomorfa
en @, de tal manera que f(z) ~, f(z) en G.
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Demostracién: Sea f(z) = Yo [nz™ y definimos
g(w) = fau"/T(1 + sn);
n=0

entonces f(z) € C[[z]], implica la holomorfia de g(u) para |u| suficientemente
pequeiio. Sea d la bisectriz de Gy definimos para a = pe', para p > 0
suficientemente pequeno, y k = 1/s:

f(z) = 2" / " g(u) exp[—(u/2)"] du. (3.7)

El lema anterior permitira concluir que la funcion f tiene las propiedades
que deseamos. O
El resultado anterior garantiza que la aplicacion de Borel asintotica Gevrey

J: AJ(G,E) — E[[2]],,

es suprayectiva si la amplitud de G es menor o igual que s7. Sin embargo, en
este caso, la aplicacion J no es inyectiva. Para ver este hecho, consideremos
la funcion de variable compleja f(z) = exp (—%) en un sector de amplitud =«
y sea |arg(z)| < 37, donde v € (0,1). Esta funcién verifica que f # 0, pero

f(z) =0, puesto que
2N f(2)] = |2 exp(—(1/2))] < ﬁ e (~ (1)),

Ahora, como tenemos el siguiente hecho

3‘%<l> 1 cos(arg(z)) > hal

2/ |z K

e
con ¢, = 7}, tendremos que

e (-20)) < e (- )

n ,—CxT

Si consideramos la funcion de variable real f(z) = z"e~**, > 0, ¢ > 0,
bastara estudiar donde alcanza el maximo de esta funciéon para concluir.
Entonces, derivando e igualando a cero la derivada de f tenemos que

f/<33') — nxnflefcx — e

=2""te ™ (n — cx) =0,
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hecho que ocurre siempre y cuando x = 2 o x = 0. La segunda condiciéon no
puede ocurrir, puesto que x > 0. Entonces, ocurre que

f"(x) =n(n—1)2" 2" — nca™ e — f(x),

y por lo tanto

—2 n—1
n n" n
" _ _ n __ -n
f ( ) =n(n—1)—7ye (nc) =i
nte " nn—le—n nte "
- Cn72 o Can o Cn72
-1
n"
= — (& n < 0’
Cn72

dado que % es un punto critico de f, y por lo tanto j”(%) = 0. Con ello

concluimos que x = 2 es donde la funcién alcanza su maximo relativo, que

vale

Por lo tanto

1 Cy NN
_ _ (> <
|z|NeXp< <|z|)>_ A
1

dado que o> 0y ¢y > 0. Ahora bien, como

|z
NVe™ N < V2rNNVe ™M ~ NI,

tendremos que

1
—exp(— (Ci>> < VZWNNNe_Nc;N zc;N(N!),

|2|N 2]
es decir )
‘ exp ( - (—))‘ < KN N2V,
z
con K = c;l y ¢ = 1. Juntando toda esta informacion, concluimos que

IF () < eK¥NY 2|,

y con ello probamos que f ~; 0 en el semiplano de la derecha a pesar de que

f#0.
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El razonamiento anterior se puede adaptar sin grandes complicaciones al
caso de sectores de amplitud s, trabajando con la funcion f(z) = exp(—1/2'/%)
que resulta tener desarrollo asintotico Gevrey nulo de orden s.

Esta informacion sobre la inyectividad de la aplicacion J se completard
en la siguiente seccion con el lema de Watson.

3.3. Desarrollos Gevrey en regiones de ampli-
tud mayor que s7 radianes

Hemos aprendido en la secciéon anterior que la aplicacion de Borel asin-
totica Gevrey

S AdGLE) — E[[2]]s,

es suprayectiva para regiones sectoriales de amplitud como mucho sm. Pro-
baremos ahora que para regiones grandes (regiones sectoriales de amplitud
mayor que sm) la aplicacion J es inyectiva. Antes de ver el teorema que da-
ra esta informacion, el denominado lema de Watson, veremos un lema que
establece un decrecimiento exponencial en el origen para las funciones con
desarrollo asintotico de Gevrey nulo.

Lema 3.14. Sea GG una region sectorial de amplitud arbitraria, y sea f(z)
una funcion holomorfa en G con f(z) ~ 0 en G. Para cada subsector cerrado
S, existen constantes ci, co > 0 de tal forma que

1f(2)]] < cexp[—cal2|*], 2 € S.

Demostraciéon: Por hipotesis, y de acuerdo con la formula de Stirling (véa-
se apéndice D), al ser f ~, 0 en G, sabemos que existen constantes ¢, K > 0
tales que

[F () < eK™n™z]",

Ahora bien, para |z| pequetio, el término (|z|K)"n*" primero decrece para n
siendo |z|Ke®n® < 1y luego crece con respecto de n para |z|Ke®(n+1)° > 1.
En efecto, estudiando los puntos criticos de la funcion f(z) = b*z*, tendre-
mos

f'(x) = b"log(b)x** + b"[szz** " + sz** log(x)],

25



y con ello
log(b) + s + slog(z) = 0,

igualdad que se traduce en

Si reordenamos esta expresion, también obtendremos
befx® =

Por otra parte, notemos que, cuando = — oo, f(x) — oo y cuando z — 0,
f(x) — 1, puesto que, si
L = lim 2°*,
z—0
al tomar logaritmos, ocurre que, utilizando la regla de L’Hopital:
log(L) = ilg% sz log(x)

1
= lim log(x) = lim —&

1
z—0 L z—0 —%
ST ST
= lim —sx =
x—0

Ahora, resolviendo el limite pedido, L = € = 1, y con ello, se tiene que

f(x) — 1, cuando = — 0,
_q_log®» |,
y como f(z) — oo, cuando r — oo, tendremos que z = e 17 s tiene
que ser, necesariamente, un minimo relativo para f(z). Es decir, el término
(|z] K)™n™ decrece para |z|Ken® < 1y luego crece para 1 < |z|Ke*(n+1)%.
Ahora bien, se tiene que, si despejamos en |z|Ke*n® < 1, ocurre que

IF I < (2 K) 0™ < e,

ysien 1 < |z|Ke®(n+ 1)® despejamos, ocurre que

(n+1)° > L
n —7
Ces|z|
es decir, si k = 1/s, entonces
1> —"

n Cke|z|F’

o también )
> _
" Chelz|k

o6



Ya podemos deducir que

y a continuacion llegamos a
—sn s TRoLF —calz| 7R
e < e’eCrell” = cie” ,
3 P S _ S
siendo ¢; = €* y 2 = 7.

Proposicion 3.15 (Lema de Watson). Supongamos que G es una region
sectorial de amplitud mayor que sm, s > 0y sea f € H(G,E) satisfaciendo
f(2) ~s 0 en G. Entonces f(z) =0en G.

Demostracién: Sea S = S(d, a, p) un subsector cerrado de G' de amplitud
a > sm. Como G es una region sectorial de amplitud o > s7y f es holomorfa
en G, teniéndose f(2) ~, 0 en G, del lema@ para z € S existen constantes
suficientemente grandes ¢, K > 0y k = 1/s de tal forma que

1f(2)] < ce 87" 2 €3,

En particular, || f(2)|| estd acotada, digamos, por C, en S. Para k = 7/a(< k)
y z = z(w) = (p™" + w) /" tenemos z € S para cada w en el semiplano
cerrado derecho. En efecto, pues sabemos que, para todo nimero complejo
u, siempre se verifica que

[R(w)] < Jul;

esto se traduce en que
(Ju) ™" < [R(u)| 71",

y entonces, aplicando esta propiedad al nimero complejo p~" + w, siendo
w € H, obtenemos

2] = [e"(p™" + w) V"]
= |p™" + w| "
< (R(p™" +w)) "
= (p" + R(w)) V"
< (p ") VR =0,

al tenerse que w € H.
Por otra parte, como

(R(p™" +w)) V" = (p7" + R(w))""* >0,
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se tiene que si ¢ = arg(p~" + w), entonces

] <

bo|

)

y con ello deducimos que, al ser el argumento de un producto de niimeros
complejos la suma de los argumentos,

7 —K —1/k 1 —K 77/}
arg(z) = arg(e(p™" +w) V") =d — Earg(p +w)=d— —

Ahora bien, como k =T y —7 <1 < 7, entonces, deducimos que, como
Y
d—arg(z) =——
g(2) = ——
al tomar modulos, ocurre que
Q@ amT o«
|d —arg(2)| = —|Y| < —5 = 7,
T T2 2

es decir, tenemos que
«
d—arg(s) < 5

y con ello podemos decir que z € S. Asi, para un z > 0 arbitrario, la funcién
g(w) = explzw|f(z(w)) es acotada por C en la recta R(w) = 0y, ya que
k < k, acotada por alguna constante grande para que se haga R(w) > 0. El
principio de Phragmén-Lindel6f implica entonces

lg(w)]| = explaR(w)][[f(z(w))]| < C, R(w) = 0.

Haciendo x — oo se completa la demostracion. O
Dada una region sectorial GG, podemos decir que un subespacio B de A(G, E)
es un espacio asintotico, si la aplicacion J : B — EJ[z]]s es inyectiva. Uti-
lizando esta terminologia podemos expresar la proposicion anterior diciendo
que A,(G,E) es un espacio asintotico si la amplitud de G excede s radianes.
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Capitulo 4

Una aplicacién de los desarrollos
asintoticos Gevrey

En esta seccion, daremos un ejemplo de una ecuacion diferencial que
tendra como solucion una serie formal de potencias, pero dicha serie no con-
vergera. No obstante, dicha serie sera la representacion asintotica Gevrey de
orden s = 1 de una verdadera solucién para dicha ecuacion.

Sea z € H={z€ C : R(z) > 0}. Estudiemos la ecuacion diferencial de
Euler

2,1 _
2y (2) +y(z) = =
Si resolvemos esta ecuacion diferencial por el método clasico, hemos de re-
solver la ecuacion homogénea

2y (2) +y(2) =0,

Resolviendo entonces esta ecuacion diferencial por el método de separacion de
las variables y denotando por y,(2) a la soluciéon de la ecuacion homogénea,

deducimos que
/
1
/ v dy = — / — dz,
Yy z

1
log(yn(z)) = Pl Co,

es decir,

siendo Cjy una constante de integracion, o también

Yn(z) = C'exp (1)

z
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Para buscar una solucion particular, hemos de aplicar el método de variaciéon
de las constantes, y entonces, si obligamos a y(z) = C(z)exp (%) a ser
solucion de la ecuacion diferencial de Euler, tenemos que

22 (C"(z) exp (é) _ o) exp (%)) + C(z) exp (%) =z,

22

es decir, llegamos a
1
22C"(z) exp (—) = 2.
z
o también
, 1 1
C'(z) = —exp(— —).
z z

Entonces, una solucién es

C(z)z/j%exp(—%) dt,

que tiene sentido integrando en el segmento [0, z] siempre que R(z) > 0, lo
que garantiza el comportamiento adecuado del integrando en 0 y su integra-
bilidad. y llevando dicha expresion para C(z) a y(z), resulta que

71 1 1
- | = ~_Z2) dt, zeH.
y(z) /0 ; OXD (Z t) , 2

Notemos que % — % recorre la semirrecta que parte del origen con argumento
—arg(z).

En este caso es natural realizar un cambio de variable que lleve el camino de
integracion a (0, 00): basta tomar

con lo cual obtendremos u = Z —1 € (0, 00), puesto que # recorre el intervalo
(1,00). La integral resulta entonces

o 1
y(2) :/0 e vz T a du, z € H, (4.1)

que es solucion de la ecuacion en H.
Otra posible aproximaciéon a la hora de buscar soluciones de la ecuaciéon
consiste en considerar una serie de potencias

o0

§(z) = 3 ane" € 2]

n=0
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y obligar a que g(z) sea solucion de la ecuacion diferencial de Euler. Haciendo
esto, llegamos a

o0

o0
22 E na,z""! + E a,z" = z,
n=0 n=0
0 también,

oo oo
g na, 2"t + g a2t = z.

Ahora, si igualamos coeficientes, llegaremos al sistema de recurrencias

CL0:07
6L1:17
Nay, + an1 =0, n>1,

cuya solucion es
n
a, = (—1)"n!,

y con ello tendremos que

9(z) = > (=1)"nlzmt,

n=0

serie que sabemos que diverge para z # 0.

Por este motivo, no es posible encontrar soluciones analiticas en 0, pero es de
esperar que y(z) tenga algin significado analitico con respecto a la ecuacion
que satisface. Como vamos a ver, resulta que y(z) ~1 g(z), siendo y(z) la
solucion de la ecuacion dada en (4.1). Comencemos recordando que

n!=T(n+1) :/ the " dt,
0

y entonces
nlz"tt :/ (2t)"e " (2dt), z € H.
0

Si realizamos el cambio de variable zt = u, obtendremos

0o (arg(2) "
nlz" = / u" exp ( — —) du,
0 z

/OO(arg(z))
0
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hace referencia a una integral calculada en la semirrecta (0, 00), siguiendo
la direccion arg(z). Si aplicamos el teorema de los residuos a esta ultima
integral en sectores de la forma

S,={weC : |w| <p, 0<arg(w) <arg(z)},

y dotando a S de la orientacion positiva como muestra la figura

aplicando el teorema de los residuos a la funcion f(s) = s™exp (—f) y da-
do que esta funciéon no tiene ninguna singularidad en S,, tendremos que si
denotamos por 7, al arco de circunferencia de centro 0 y radio p, tendremos

0= d du — du, 4.2
g [ gede [ w62

dado que el segmento [0, pe'®#(3)] se recorre en sentido opuesto. Ahora, aco-
taremos de la manera clasica la integral

L T du

sin mas que hacer

‘L fu) du‘ < arg(z)pméx{]m"exp(_%( _ E>) e

z

—_ arg(z)pn—kle_pk/mk cos(k(arg(u)—arg(z))) N 0’

cuando p — oo. Como la integral a lo largo del arco de circunferencia v,
tiende a 0 cuando p tiende a infinito, concluimos por (4.2) que

00 oo(arg(2))
/0 f(u) du = /0 f(u) du.

Con ello hemos visto que también se puede escribir

o U
nlz"t = / u" exp ( — —> du.
0 z
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Por lo tanto, si N € NU {0}, z € H:

N-1

y2) = X (-1t Tt (- > (1) du

n=0

y en consecuencia, si tomamos v € (0,1) y z € S,, donde

S, = {z eC : |arg(z)| < gy},

entonces

cos(arg(z)) = > Cos (gy> :

Si llamamos ¢, := cos (gy) > 0, hemos probado que ¢, > 0. Con ello

N-1 00 N
u
z) — —1)"(n —1)12" </ eTURE/ du
)= 0 - < -

o
</ e~eru/l2 N dy
0

N+1
C'Y

y a la definicion de N! a partir de la funcion Gamma.

N+1 [e) NI
_ 2| / e N dt — _|Z|N+1.
0

En el caso clasico (desarrollo de Taylor-Laurent de una funcion analitica en 0)
se tiene que estas cotas tienden hacia 0, para z fijo y con |z| pequeno, cuando
N — oo. Esto no ocurre en este caso, pero puesto que y(z) es fijo si fijamos
z, interesard minimizar la cota haciendo variar N y calcular la precision de
dicha aproximacion para el valor de N que haga 6ptima la misma. En otras

palabras, estudiando la monotonia de la sucesion

N v ™
{C§V+1|z| }N:O7

obtenemos que
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N! ’Z|N+1 < M‘Z|N+2

N+1 — N+2
C"/ C'y
precisamente cuando
C
2|

%} es decir, se alcanzara en la

es decir, la cota 6ptima se alcanza en Ny = [
parte entera de %' Para estimar su valor, observamos que si |z| < % se tiene
que
c c
1- L <1-2=-1<——-,
2| 2|
con lo que

c c
—Ny<1l—2L < -1
2l 27

Por la formula de Stirling, existe C' > 0 suficientemente grande para que

NI < CNNe NNz,

luego tenemos

2| Mo “No—1 e Mo
No! | — < No!- Ny 7 < C—
. Ny (4.4)
< Ce ™M < Cexp B )
2|2

La primera desigualdad de (4.4]) se debe a que, como Ny = [C—”} , se tiene que

|z

Ny < %', y la tercera desigualdad de (4.4)) se debe a que Ny = [C—”} > 2, 1o

l2|
cual cierra este ejemplo.
Otros comentarios que podemos hacer es que las cotas dadas en (4.3)) indican
que y(z) admite a g(z) como desarrollo asintotico Gevrey de orden 1 en

S = {ZGC Jarg(z)| < g}
De hecho, si se rota el camino de integracion en la expresion dada en (4.1),
es posible comprobar que y(z) admite prolongacion analitica a sectores de
amplitud mayor que m, en los que conserva el mismo desarrollo asintotico
y(z). Esto, aplicando el lema de Watson, garantiza que y(z) es la unica fun-
cion que en tales sectores admite a §(z) como desarrollo asintotico Gevrey
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de orden 1, y tiene sentido considerarla como la suma de g(z).

También el hecho de que la suma conocida como "to the least term" pro-
porciona aproximaciones exponencialmente correctas se debe precisamente a
que el desarrollo es de Gevrey. De hecho, esto es una caracterizacion de estos
desarrollos asintoticos. 0
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Apéndice A

Nociones de superficies de
Riemann

Sea X un espacio topologico. Nuestro objetivo es dotar a X de una es-
tructura que permita ver a X, en forma local, como un abierto del plano
complejo e introducir las nociones necesarias para disponer de la maquinaria
relativa a las funciones complejas holomorfas en X.

A.1. Cartas y atlas

Pasaremos a continuacién a definir nociones béasicas tales como qué es una
carta, explicaremos cuando dos cartas son compatibles y procederemos con
la definiciéon de atlas complejo.

Definicién A.1. Una carta compleja, o simplemente carta, sobre un espacio
topologico X es un par (¢, U), siendo U C X un conjunto abierto de X,y ¢
un homeomorfismo ¢ : U — ¢(U), y ¢(U) C C es un subconjunto abierto
del plano complejo. El abierto U se denomina dominio de la carta ¢.

Definicion A.2. Sean (¢, U) y (¢9, Us) dos cartas complejas en X. Decimos
que ¢1 y ¢y son compatibles si Uy N Uy = () o cuando la aplicacion cambio de
carta o funcion de transicion entre las cartas:

Po 0 ¢t 31 (U NUz) — (U N ),

es holomorfa y su inversa también es holomorfa por el teorema de la aplicacion
abierta. Dicho teorema se puede aplicar ya que la aplicaciéon cambio de carta
es una biyeccion.
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Observamos que la definicion de cartas compatibles es simétrica; si ¢y 0 ¢] "
es holomorfa en ¢, (U; N Uy), entonces ¢; o ¢, es holomorfa en ¢o(U; N Uy).
La aplicacion cambio de carta es una biyeccién en cualquier caso.

Pasemos ahora a la definiciéon de atlas complejo:

Definicién A.3. Un atlas complejo, o simplemente atlas, A de X es una
coleccion A = {(¢a, Ua) }aeca de cartas compatibles dos a dos, cuyos dominios
recubren a X, es decir, X = |J, U,, siendo a un elemento que recorrera un
conjunto de indices A dado.

Dos atlas Ay B son equivalentes si cada carta de uno es compatible con cada
carta del otro.

Observacién: Notemos que dos atlas son equivalentes si y solamente si
su union es un atlas complejo. Si aplicasemos el Lema de Zorn, tendriamos
garantizado el resultado de que todo atlas complejo esta contenido en un atlas
maximal y s6lo en uno. Mas ain; dos atlas son equivalentes si y solamente si
estan contenidos en el mismo atlas maximal.

A.2. Superficies de Riemann

Definicién A.4. Una estructura compleja en X es un atlas complejo maxi-
mal en X, o de forma equivalente, una clase de equivalencia de atlas complejos
en X.

Observacién: Cualquier atlas determina una tnica estructura compleja;
de este hecho parte el que se defina una estructura compleja mediante un
atlas.

A continuacién, pasaremos a definir el concepto de superficie de Riemann;
aunque lo haremos de forma general, s6lo estamos interesados en un caso
particular, el de la denominada superficie de Riemann del logaritmo.

Definicién A.5. Una superficie de Riemann es un espacio topologico X,
Hausdorff, conexo y cumpliendo el segundo axioma de numerabilidad, dotado
de un atlas.

Habitualmente se anade la condicién de conexo, puesto que las superficies de
Riemann mas interesantes son las de este tipo.
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Definicion A.6. Sean S, .S, superficies de Riemann y sea U abierto de S;
y f: U — S una aplicacion entre un abierto de S; y S5. Diremos que f
es holomorfa en U si para cada carta (¢1,U;) de Sy, con UNU; # 0 y cada
carta (¢, Us) de Sy con f(UNUL) N Uy # () se tiene que

g2o fogi o (UNU;) — C,
es holomorfa en sentido clasico.

A continuacion, veremos la construccion de la superficie de Riemann asociada
a la funcion multiforme (o multivaluada) log(z).

Dado un ntimero complejo z € Cy 6 un argumento de dicho niimero complejo,
el conjunto de todos los logaritmos de z es

log(z) = {In|z| +i(0 + 27k) : 0 € R, k € Z}.

Una forma de evitar este caracter multivaluado del logaritmo es distinguir en
el dominio los pares (|z|,0) v (|z],0 + 27) que representan el mismo nimero
complejo en C\ {0} de modulo |z| y argumentos 6 o 6 + 2.

Para ello consideramos el espacio topoldgico producto X = (0, 00) xR dotado
de la topologia producto. Es claro que X es conexo y para cada 6 € R,
consideramos el abierto

Ug = (0,00) x (6,0 + 2m)
y la carta (¢g, Uy) dada por
do: Up=(0,00) x (0,0+21) — C\ Ly
(t,) —  texp(iy)) = t(cosy + isin),

donde Ly = {z € C : 6 es un argumento de z} U {0}. Es claro que ¢y es un
homeomorfismo, y que
Uts=Xx

feR

Entonces, nuestro atlas quedaréd definido mediante la familia de pares

{(¢0, Us) }ock-

Observemos que si U N Uy # B, entonces ¢g o ¢p'(2) = z, con lo que la
condicién de compatibilidad de cartas estd garantizada. El resultado final
es una superficie conexa que puede ser vista como una espiral infinita hacia
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Figura A.1: Superficie de Riemann del Logaritmo

arriba y hacia abajo. Esta es la superficie de Riemann del logaritmo, R, o
también llamada superficie de Riemann asociada al logaritmo.

En esta superficie tiene sentido considerar la funcioén logaritmo como funcién
univaluada

log: X — C
(r,0) +—— log(r,0) :=1In|r| + 0,

que es holomorfa por serlo las funciones log oqﬁe_l, que son precisamente las
ramas o determinaciones del logaritmo manejadas habitualmente.
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Apéndice B
Algebras de Banach

Dedicaremos esta seccidon a explicar qué es un algebra, qué es un algebra
de Banach y los resultados que utilizaremos en el desarrollo de esta memoria.

Definicién B.1. Un dlgebra A sobre un cuerpo K es un espacio vectorial A
sobre K tal que para cada par ordenado de elementos z,y € A hay definido
un producto zy € A cumpliendo las siguientes propiedades:

(a) (zy)z = 2(y2),
(b) z(y+ 2) = zy + zz,
(c) (x+y)z =22+ yz,
(d) alzy) = (az)y = z(ay),
para todo x,y,z € Ay escalares a € K.

Si K = R o C, entonces diremos que A es un algebra real o compleja, res-
pectivamente.
A sera llamada algebra conmutativa o abeliana si para cada =,y € A,

TY = YT.

Diremos que A es un algebra con elemento unidad si A contiene un elemento
e tal que para todo z € A,
er = re = . (B.1)

Este elemento e es llamado elemento unidad o elemento identidad de A.

Proposicién B.2. Si un algebra A tiene elemento unidad, éste es tinico.
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Demostracién: Sean e, e’ elementos unidad de A. Aplicando dos veces
(B.1) se tiene,

e=ce =¢€.

La primera igualdad se obtiene dado que €’ es también elemento unidad de

A y la segunda igualdad se obtiene del hecho de que e es elemento unidad
de A. O
Pasemos, a continuacion, a la definicién de algebra normada.

Definicion B.3. Un dlgebra normada A es un espacio normado el cual es
un algebra y tal que para cada x,y € A,

lzyll < {llllly]l- (B.2)

Diremos que un algebra normada A es un algebra de Banach si A es completa
(i.e. toda sucesion de Cauchy de elementos de A es convergente).
Notemos que la condicion (B.2) relaciona multiplicacién con norma y hace
al producto una funcién continua. En efecto, basta observar que

12y = zoyoll = [l2(y — o) + (z = o)yoll < lIz[l[ly = yoll + [l = zolll%oll-

Si A tiene un elemento unidad e, se supondré también que
le]| = 1.

Los siguientes ejemplos ilustran que muchos espacios que ya conocemos son
algebras de Banach.

Ejemplo: La recta real R y el plano complejo C son algebras de Banach
conmutativas, con elemento unidad e = 1.

Ejemplo: El espacio de las funciones continuas Cla, b] con la norma del
supremo y el producto de funciones habitual:

(zy)(t) = x(t)y(t), t € [a,b],

es un algebra de Banach conmutativa con elemento unidad, la funcién idén-
ticamente igual a uno.

También, el subespacio P de Cla, b] de los polinomios en una variable, es un
algebra normada conmutativa con elemento unidad, pero no es de Banach;
de hecho, P es denso en C|a, b] por el Teorema de Weierstrass.
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Ejemplo: El espacio vectorial M,,(C) de todas las matrices n X n con
entradas complejas (n > 1, fijado) es un &lgebra que sabemos que no es
conmutativa y con elemento unidad la matriz identidad I de orden n. En
M,,(C) definimos la siguiente norma, que sera justamente la norma matricial:

A
1) = sup 1220 4 ¢ a0,
U ]

obteniendo un algebra de Banach.

Ejemplo: El espacio B(X) de todos los operadores lineales y acotados de
un espacio de Banach complejo X # {0} en si mismo, dotado de la norma

de los operadores:
[T

£
y del producto de composicion de operadores es un algebra de Banach con

elemento unidad el operador identidad en X, denotado por I. Se tiene que
B(X) es un algebra no conmutativa, a menos que la dimension de X sea 1.

||| = sup
x#0

Definicién B.4. Sea A un édlgebra con elemento unidad. Un elemento x € A
seré llamado elemento invertible si x tiene un elemento inverso en A, esto es,
si A contiene un elemento, denotado por 27!, tal que

Proposicion B.5. Si A tiene un elemento inverso, x, el inverso es tnico.

Demostraciéon: En efecto, si

yr =e = xz,

entonces

Il
&

y=ye=y(rz) = (yr)z = ez
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Apéndice C

Funciones a valores en espacios de
Banach

En este apéndice, probaremos algunos resultados de la teoria de funciones
holomorfas definidas en abiertos del plano complejo y a valores en espacios
de Banach complejos, los cuales seran usados en el trabajo.

A partir de ahora y salvo que se diga lo contrario, consideraremos abiertos
del plano complejo y espacios de Banach complejos, E y F.

Escribiremos L(E,F) para el espacio de operadores lineales y continuos
de E en F, que es de Banach (al ser F un espacio de Banach) e incluso
un algebra de Banach para la composicién de operadores. En el caso de
que F = C, escribiremos E’ para denotar al dual topologico de E, es decir,
L(E,C). Denotaremos por G a un dominio fijo en el plano complejo, esto es,
un conjunto abierto y conexo de C, y por f a una aplicaciéon f: G — E.

Definicién C.1. Diremos que f es holomorfa en G si para cada zy € G el
limite

o F) = F(z0)
Z—20 Z— 20

existe. A dicho limite lo denotaremos por f’(29), que serd un vector de E.
Diremos que f es débilmente holomorfa en G si para cada funcional lineal y
continuo ¢ € E/, la funcion a valores en C, ¢ o f es holomorfa en G.

Definicion C.2. Sea h : [a,b] — E una funcién continua. Definimos la
integral en [a, b] de h como

b " b—a
/a h=,}ggo_z; S hltin),
]:
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donde t;, = a + jb;—n“, j=1,...,2" Observemos que dichas sumas son las
de Riemann asociadas a h, a la particion equidistribuida

b— b— b—
P, = {a,a—i— 2na,a—+—2n—_1a,...,a—|—2"_1 2na,b}

del intervalo [a, ], de diametro %2 y al conjunto
Tn:{tj,n Ci=1,...,2"}
de puntos intermedios para P,,.

Veamos que la definicion de integral para una funciéon continua en un intervalo
compacto [a, b] es consistente, esto es, hay que ver que existe

on

i b—a
s 2 i)

J=0

Como E es un espacio de Banach, bastaré probar que

(S},

Jj=0

es de Cauchy.
Observemos que si n > m, entonces

P C Py, (C.1)

Por otra parte, como f es continua en el compacto [a,b], del teorema de
Heine se deduce la continuidad uniforme de f, esto es, para cada par de
puntos x,y € [a,b], y para cada ¢ > 0, existe § > 0 de tal forma que si
|z —y| < 9§, entonces ||h(z) — h(y)|| < ey Entonces, si tenemos ng € N de
tal forma que

b—a

2m0

se deducirad que si n > m > ng:

2m
sz—a Zb—a tzmH
27L : 277L

- |35 5wt -
b—a
< on Z Hh(tj,n) - h(sj}m)“
j=1
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siendo
Sjm = tl,m7 si ] S {(l — ]_) Lonmm 17 o 7[ . 27L—m}'

De la continuidad uniforme de h logramos deducir que

2 m

Zb—a b—a b—a _, ¢
| 32 5 tin) = D2 bt | < 21— =,

j=1 =1

lo cual prueba la convergencia de la sucesion

on
o0

{2t m}

Jj=0

Hemos probado que la definicion de integral es consistente.

Definiciéon C.3. Si f es una funcion continua en un conjunto abierto Gy
7y : la,b] — C, t — (t) una curva de clase C' con soporte contenido en G,
definimos:

[i=] AW .

siendo la integral del lado derecho de la igualdad una integral del tipo de la
definicién anterior.

Definiciéon C.4. Sea f es una funcion continua en un conjunto abierto G,
v:la,b) — C,t — (). Si P ={a=1 <ty <...<t, =>b}esuna
particion del intervalo [a,b], v; : [tj—1,t;] — C, t — ;(t), 7 € {1,...,n}
curvas de clase C'y v(t) = v (t) + 72(t) + - - - + 7. (¢) entendiéndose la suma
como la concatenacion de curvas, diremos que «y es una curva de clase C! a
trozos y definimos

/7 f= Z / = Z / FOO) () dt.

C.1. El teorema de Cauchy y sus consecuencias

En lo que sigue, veremos como se puede aplicar el Teorema de Cauchy
para funciones definidas a valores en un espacio de Banach complejo, [E.
Antes de dar la demostracion de la férmula integral de Cauchy, veremos antes
un lema que permitird intercambiar el limite con la integral.
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Lema C.5. Sea 7 una curva de clase C! y sea {f,}°°, una sucesiéon de
funciones definidas en el soporte de 7. Sea f una funcién definida en el
soporte de 7. Si se tiene que

fn— f, cuando n — oo,
3 *
de manera uniforme en ~*, entonces

m | f, = / f.
n—oo ~

o

El siguiente teorema serd clave para probar todos los resultados desprendidos
posteriormente:

Teorema C.6 (de Cauchy). Suponemos que G es un conjunto abierto y
f G — E continua en GG. Entonces, los siguientes asertos son equivalentes:

(a) La funcion f es holomorfa en G.
(

b) La funciéon f es débilmente holomorfa en G.

)
(c) La integral de f a lo largo de cualquier camino cerrado en G es nula.
)

(d) Para cada camino de Jordan orientado positivamente, v con soporte
contenido en G y cada z en G \ 7v*, tendremos:

10:2) 1) = 5 § 2 . (©2)

w —

donde por 7(7, z) se denota el indice de la curva v en el punto z.

Demostraciéon: Probaremos la siguiente cadena de resultados:

(a) = (b) = (¢) = (d) = (a).
Suponemos que se da (a) y sea ¢ € E' Entonces, existe

lm f(z) = f(z0)

Z—20 Z— 20

= f'(20)

Ahora bien, tendremos:

i (60 f)(i = <¢ o f)(20) _ lim ¢(%§0@o>)
— o 1w TS
= o(f'(20))-
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Notemos que la primera igualdad se da puesto que ¢ es lineal, y la pentiltima
igualdad se da al ser ¢ continua, con lo que se llega a la veracidad de (b).
Supongamos que se da (b). Esto es, para todo funcional ¢ € E', tendremos
que la aplicacion ¢ o f : G — C, siendo G un abierto del plano complejo,
es holomorfa en sentido clasico. Luego, si v es un camino cerrado:

l¢of=0=¢®)

Notemos que la segunda igualdad se da al ser ¢ lineal. Entonces, sabemos
que, por el Teorema de Hahn-Banach, E’ separa puntos, y como se tiene

l¢of=¢(£f}

llegamos a la conclusion de que:

o( [ 1) = o0

Por el Teorema de Hahn-Banach, se tendra el resultado buscado:

/szo.

Supongamos, que se da (c¢) y veremos la veracidad de (d). Sea v un camino
de Jordan orientado positivamente y z un nimero complejo situado en el
interior del soporte de 7. Como se da (c), tendremos que, para cada ¢ € E/

se tendra que:
o [ )= =0.

Por otra parte, a partir de la definiciéon de la integral a lo largo de una curva
como limite de sumas de Riemann, tanto en el caso complejo como en el caso
vectorial, es sencillo probar, dada la linealidad y continuidad de ¢, que se

tiene la igualdad
[oor=o([1)

esto se traduce en que:



lo cual dice entonces, que la funcion ¢ o f : G — C, siendo G un abierto
del plano complejo, es holomorfa en sentido clasico, y entonces se verificaré,
para esta aplicacion, la formula integral de Cauchy:

601 =025 [ 221

Ahora bien, utilizando los mismos argumentos que antes, el segundo miembro
de esta tltima igualdad es igual a:

cb(n‘l(%Z)%m/vj(iU)z d2>~

Y de nuevo, por el teorema de Hahn-Banach, como se tiene:

1
o) = o (g [ a2),
y E separa puntos, llegamos a (C.2):
1
1020 = 5 [ L

Supongamos, ahora, que se da (d). Veremos que (a) es cierto sin mas que
probar que existe

lim f(z) — f(Zo)_
z=20 2 — 2
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Sea ¢ € E'. Entonces, tenemos:

o 1im TEL L))
- Jin Z_lz (B(F(2)) — 6((0)))

S g [T

il
/cbo—;v cboi‘(zo) )
[

w — 20)(f(w)) — (w — 2)¢(f(w)
,y (w— 2)(w — z) dw)

L [ootre) )

(w—2)(w — z)

Y de nuevo, por el Teorema de Hahn-Banach, tendremos que:

o 1) = 1)

Z—r20 Z — ZO

= ['(20)-

Notemos que f’(zg) existe aplicando el teorema de derivacion bajo el signo
integral en (C.2)), lo cual cierra la demostracion. O
Por H(G,E) denotaremos al conjunto de todas las funciones a valores en un
espacio de Banach complejo E que son holomorfas en G.

Utilizando en el teorema de diferenciabilidad bajo el signo integral, y
dado que el indice de una curva es constante en cada componente conexa de
GG, probamos el siguiente teorema:

Teorema C.7. Cada funcion f € H(G,E) es de clase C*™ y ademas:

211

para vy z como en (C.2]).

C.2. Series de Potencias

De la misma forma que en el caso escalar, podemos representar de manera
holomorfa funciones mediante series de potencias, como mostraremos ahora.
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Para f, € E, n > 0, consideramos la serie de potencias >~ fu(z — 2)"
(notemos, de nuevo que hacemos un abuso de notacion y ponemos el factor
escalar (z—zp)™ a la derecha de los vectores f,,). Si E es un espacio de Banach
complejo, la convergencia de la serie equivale a la verificacion de la condicion
de Cauchy, y esto implica que los términos de la serie han de tender hacia
cero. Ademas, toda serie que converja normalmente en un conjunto lo haré
absoluta y uniformemente.

Definicion C.8. Dado E un espacio de Banach complejo y >~ f,2" una
serie de potencias formal, definimos su radio de convergencia p, mediante

1 ) n
= timsup|| £, [" (C.3)

n—o0

Usaremos el convenio clésico de considerar 1/0 = co y 1/00 = 0. Para cada
K > 1/p tenemos || f,|| < K™ para cada n > ng adecuado. En efecto, como

n—oo

1
im sup | £, =~ < K,

tendremos que, por definiciéon de limite superior, existe ng € N de tal forma
que 1
| fnl|» < K para cada n > ny,

y por lo tanto, obtendremos ||f,|| < K”. Con un argumento analogo, para
cada k < 1/p, sin embargo, obtendremos || f,|| > k™ para infinitos n.

Esto prueba que, como en el caso escalar, la serie de potencias converge
absolutamente en el disco D(zg, p) y uniformemente en cada uno de los com-
pactos del disco, pues es sencillo acotar sus sumandos por los de una serie
numérica geométrica de razén menor que 1, con lo que hay convergencia,
de hecho, normal, mientras que diverge siempre que |z| > p, puesto que el
término general no tiende a 0, no pudiéndose decir nada acerca de la con-
vergencia en la frontera del disco. Este comportamiento justifica el nombre
dado a p.

Proposicion C.9. Para zy € G, sea p > 0 de tal forma que D(z,p) C G.
Entonces, para cada f € H(G,E), tenemos

flz) = an(z —20)", 2 € D(2,p), (C.4)

con sus coeficientes dados por
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= f™(z0) _ Lf{ ) o n >0,
|z—z20|=p—¢

n! 2mi _e (72— 2zo)"H!

para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Demostraciéon: Desarrollando (w—z)"' =" (2 —20)"(w—20) ™", in-
sertando este desarrollo en e intercambiando sumatorio con la integral,
lo cual esta justificado, puesto que tenemos convergencia uniforme (probado
siendo 2 interior al soporte de v y |z — 2| < inf,e, |w — 29]), y a partir de
este punto se procedera de forma anéloga a como se realiz6 en el caso escalar.

O
Las series de potencias convergentes con el mismo centro, z; pueden ser suma-
das término a término, pero en general, el producto de dos series de potencias
no esté definido. Sin embargo, el siguiente aserto siempre es correcto:

Proposicién C.10. Para f € H(G,E),a € H(G,C) y T € H(G L(E,F))

suponemos f(z) = ano falz = 20)", a(z) = Zn:o@n(z —z)" y T(z ) =
Yo o Tn(z— 20)", para |z — 29| < p. Entonces T'f € H(G,F), af € ’H(G, E),

y tenemos

T(2)f(2) = Z (Z Tn—mfm) (z—20)", |z — 20| <p,
alz)f(z) = Z <Z anmfm> (z—20)", |z — 20| <p-

n=0 \m=0

Demostracion: Se sigue de la construccion del producto de Cauchy de
series. En efecto, como T'(z) = 2 (T,.(z — 20)" v f(2) =D oy fulz — 20)"

entonces:
:< Tnz—zg )(mez—zo >

T fm(z — zo)’”m)

1 0

0
(n m—+k

ZTn mfm) (z—20)", |z — 20| <p.
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De manera analoga se prueba la segunda igualdad. 0

Sea f la funciéon dada por y escogemos un punto z; € D(zg, p).
Entonces, la representacion de f mediante su serie de potencias en torno al
punto z; puede ser dada por:

1) = ni (i ( e ) Futm{z1 — >> (= 2)",

y la serie converge al menos para los puntos que verifican |z—z1| < p—|2z1 — 20|
pero puede converger en un disco mas grande.

C.3. Orden y tipo de funciones enteras

Antes de empezar a explicar conceptos relacionados con el orden y tipo
de funciones enteras, daremos la definicion de funcién entera.

Definicién C.11. Diremos que una funcién f a valores en un espacio de
Banach E es entera si f € H(C,E).

Sea f una funcién entera. Definimos
M(p, f) = mdx{| ()| - |z[ =p},

para p > po.
Si no hay ambigiiedad en la notacion, denotaremos por M(p) a M(p, f).
Notemos que, como consecuencia del teorema del médulo maximo que se
verifica en C, la funcion M (p, f) es estrictamente creciente en (0, 00) siempre
que f no sea constante. De hecho, se verifica que

lim M(p, f) = oo,

p—+00
puesto que si no, gracias al teorema de Liouville, deduciriamos que f seria
constante, llegando a una contradiccion.

De forma natural, haciendo uso del conocimiento de las funciones elemen-
tales reales, procede comparar M (p) con funciones del tipo e”, con u > 0.
Esto motiva las siguientes definiciones; el orden y el tipo de una funcién. Pero
antes daremos la definiciéon de funcion entera.

A continuacion, pasaremos a definir el orden y tipo de una funciéon entera.
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Definiciéon C.12. Sea f una funcion entera. Decimos que f es de orden
finito cuando se verifica la siguiente propiedad:

Existen p > 0y R(u) > 0 tales que M(p) < e’ para todo p > R(1).
(C.5)

Llamaremos orden de la funcién f al extremo inferior del conjunto

{p>0 : pverifica (C.5)}

Habitualmente denotaremos el orden de una funcién mediante k. Si el
conjunto anterior es vacio se dird que f es de orden infinito.
El siguiente resultado caracterizara en términos de limites al orden de una
funcion f.

Proposiciéon C.13. Sea f una funcion entera. Entonces su orden k se puede
escribir como

iy log(log(M(p)))

Demostraciéon: Por la definicién de orden como inferior, dado € > 0, ten-
dremos lo siguiente:
Por un lado, existe R(¢) tal que M(p) < /™ para cada p > R(e). Despe-

jando, obtendremos
log(log(M(p)))
log(p)

< p-+e,

siempre que r > R(¢).

Por otro lado, existen m()kdulos P1y P25 - - Pn,- - - arbitrariamente grandes cum-
pliendo que M(p,) > e’ ~ (puesto que M(p) — oo, cuando p — 00), esto
es

log(log(M (pn)))
log(pn)
De las dos desigualdades anteriores, deducimos precisamente que

L log(log(M(p)))
H i e

> p— ¢, para todon € N.
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Definicién C.14. Sea f una funcién entera, de orden finito k. Decimos que
f es de tipo finito cuando se cumple la siguiente propiedad:

Existen K >0y R(K) > 0 tales que M(p) < ¢"*" para p > R(K). (C.6)
Llamaremos tipo de la funcién f al extremo inferior del conjunto

{K >0 : K verifica (C.6)}.

Habitualmente denotaremos el tipo de una funciéon por 7. De nuevo, si el
conjunto anterior es vacio, se dird que f es de tipo infinito, T = oc.

De manera similar al orden, el siguiente resultado caracterizara al tipo de
f en términos de limites superiores.

Proposicién C.15. Sea f una funcién entera, f no constante de orden finito
k. Entonces, su tipo 7 se puede escribir como

log M (p)

7 = lim sup k
p

p—>00

Demostraciéon: Por la definicién de tipo como inferior, dado € > 0, ten-
dremos lo siguiente:

Por un lado, existe R(e) tal que M(p) < e para todo p > R(¢). Despe-
jando esta desigualdad, tendremos

log M .
g—k(p) < T+ ¢, siempre que p > R(e).
p
Por otra parte, de manera analoga a como teniamos para el orden de f,
existen modulos py,ps..., pn,... arbitrariamente grandes cumpliendo que

M(pn) > ™97 es decir

log(M (pn))

Py
Al verificarse las dos desigualdades para mg(pwj deducimos que

> T — €.

log M(p)

7 = lim sup -
p

p—00

A continuacion, veremos un lema que permitira simplificar algunos calcu-
los para probar las formulas de orden y tipo de una funciéon entera f cuando
conocemos su desarrollo de Taylor.
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Lema C.16. Sean K y p ntimeros reales positivos. Sea, para cada n natural,

ekt
gn(p) = o para p > 0.

Entonces se tiene que

n/u
(SEY < )~

Demostraciéon: Veamos que este resultado se cumple porque, de hecho se
tiene

ggg@&p)z

(euK >n/u
n )
pero esto ultimo se reduce a un sencillo problema de optimizaciéon de funcio-
nes. Derivando la funcion g, (p), para cada n € N, obtenemos que
Kﬂp,qunfler“ _ npnfler“ pnfler/,L[Klupu _ n]

p2n - an
Luego, los posibles candidatos a ser extremos relativos son aquellos que anu-
len a la derivada de la funcion g,(p) para cada n € N. Es decir, estos son
aquellos que verifiquen

9n(p)

pKpt—n =0,

[ n p
p(Ku) '

Derivando dos veces la funcion g,(p) y evaluando en el punto critico, se puede
ver claramente que dicha derivada segunda es mayor que cero, y por ello los
candidatos a ser puntos criticos son, efectivamente, minimos relativos para
la funcién g, (p), para cada n € N. Viendo el valor que toma g,, en su minimo

correspondiente permite concluir que dicho minimo es el que dice el resultado.
O

0 también

Ahora, pasaremos a la definicion de funcién trascendente.

Definicién C.17. Diremos que una funcion f es trascendente si es entera y
su desarrollo de Taylor tiene infinitos coeficientes no nulos, es decir, cuando
f no es una funcién polinémica.

Asi pues, vamos a dar otro resultado auxiliar con el que, con su ayuda,
completarad la demostracion de las formulas de orden y tipo de una funciéon
entera conocido su desarrollo de Taylor.
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Lema C.18. Sea f una funcién trascendente con desarrollo de Taylor
F2) =Y fa2™
n=0

Supongamos ademéas que existen constantes K, > 0y N € N tales que

el
fall < (
n

Entonces para todo ¢ > 0, existe R = R(e) tal que para p > R se tiene que
M(p) < elEter”,

n/p
) , para todon > N.

Demostraciéon: Separaremos en tres sumas la serie de Taylor de f y acota-
remos convenientemente cada uno de los tres sumandos usando lo siguiente:
Utilizando el criterio mayorante de Weierstrass, es inmediato que, para p y
K fijos, la serie
i (e,uK )n/u

n=1 n
es convergente. Por esto, existirda un Ny = Ny(u, K), que supondremos mayor
que el N del enunciado, N; > N de modo que

f: (e/;K>n/u -1,

n=N1

esto es, el resto de orden N; del desarrollo de Taylor de f es acotado.
Por otra parte, del lema anterior y por las hipotesis de los coeficientes
fn tendremos que, para n > N, se verifica que

e\ /1 efe”
1all < (F5) < gnlp) = -
n p

Kp“.

es decir, que para n > N tendremos que || f,||p" < e
Acotando, pues, y suponiendo que p > 1 tendremos lo siguiente

0o N1 N
M(p) < > falle™+ D Ifalle™ + D M falle”
n=Ni+1 n=N+1 n=0

N
<1+ (Ny = N+ V> fa
n=0

N
< [N = N+ e (14 0N SN

n=0
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Como vemos, fijado € > 0, existe un R(¢) > 1 tal que la expresion que figura
entre corchetes es menor que e, para p > R(e) (puesto que la expresion
que figura entre corchetes tiende a 0 cuando p tiende a o).

Concluyendo el resultado, queda que, en efecto, existe R(e) tal que

M(p) < eXr"es" = E+9P" " para p > R(e).

O

Dicho todo lo anterior, ya tenemos todas las herramientas disponibles

para demostrar el hecho de que se puede calcular el orden y tipo de una
funcion entera sabiendo los coeficientes de su desarrollo de Taylor, f,.

Proposicion C.19. Sea f € H(C,E) con desarrollo de Taylor

oo
anz", z e C.
n=0

Entonces, el orden k se pueden escribir como

k i nlogn
= —limsup —————.
nsoo 10g([l full)

Demostraciéon: Primero, por comodidad, denotamos como

i nlogn
a=—limsup ————.
n—oo 108(|[ full)

A continuacion, veremos que:
1. Si k es finito, entonces también lo es a y k > «.
2. Si « es finito, entonces k lo es y se tiene que o > k.

De lo anterior se deduce que si uno de los valores es finito, lo es el otro y
coinciden. De esta manera, si uno de los valores es infinito, lo es también el
otro y la formula se puede considerar igualmente valida.

1. Supongamos que f es de orden finito k y veamos pues que « es finito
y también k£ > «a. Por definiciéon de orden, para todo y > p tendremos
que existe R = R(p) tal que M(p) < e, siempre que p > R(u). En
virtud de las desigualdades de Cauchy tendremos que

M(p)

[full < —3
p

pH
< ep—n = gu(p), para p> R.

87



Hacemos uso del lema previo para K = 1 > 0 para encontrar
la mejor cota posible para la desigualdad anterior. Este lema da los
puntos en los que las funciones g,(p) alcanzan sus valores minimos y el
valor que toma la funcion g,(p) en dichos puntos. Es decir, si llamamos
m, a estos puntos, se tiene que

n/p 1/n
gn(my,) = <%> , siendo m,, = (2> )
n fu

Obérvese que la informacion anterior sélo serd de utilidad cuando se
cumpla que m, > R. No obstante, observamos que m, — oo cuando
n — oo lo cual permite encontrar un indice N, que dependera de R(u),
tal que m,, > R paran > N.
En definitiva, tendremos que

n/u
| full < (ﬂ) , para cada n > N.
n

Despejamos ahora p en la desigualdad anterior con la siguiente pun-
tualizacion: puesto que f es entera sabemos que, por el teorema de
Hadamard

lim {/][fu]] = 0, de donde lfm 0.
n—o0

n=eo log [ full
Ademaés, || f.|| < 1 para n suficientemente grande y por consiguiente,
tendremos que log||f.|| < 0. Como tomaremos limite superior cuan-
do n — oo podemos suponer que la desigualdad se invertird cuando
multipliquemos por el factor log || f,|| < 0. Quedaré asi pues

n[log(ep) — log(n)]
log an“

Finalmente tomando limite superior queda precisamente que

o>

|
> —h’msupLg(n)—a

n—oo 10g an” N

Para concluir, como todo lo dicho anteriormente es valido para cual-
quier p > p, obtenemos que k > « y vemos que si k es finito entonces
a también lo es.

. Supongamos ahora que a < oo. Por la definicién de o vemos que dado
cualquier g > «, existe N = N(u) de tal forma que
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_ nlog(n)
log || fu]

De nuevo, por ser f holomorfa en todo el plano complejo podemos
asegurar que existe N = N(f) tal que log|a,| < 0, para todo n > N.
Es decir, para indices suficientemente grandes n > N(u, f) podremos
despejar || f,||, obteniendo la desigualdad

< i, para todon > N.

1\
[ fall < (;) u’ para todo n > N(u, f).

En virtud del lema tomando N = N(u, f) v euK = 1, es decir,
K = 1/(en) podremos garantizar que para todo € > 0, existe R(e) tal
que

M(p) < eE+P" siempre que p > R(e),

lo cual invita a decir que f tiene orden finito £ < p y como esto es
valido para cualquier © > a obtenemos la desigualdad k£ < o y vemos
que si « es finito, entonces k también lo serd, como queriamos.

OJ

Teorema C.20. Sea f € H(C,E) de orden finito £ > 0 y sea su desarrollo
de Taylor

f(z) = Z 2"
n=0

Entonces, es posible calcular su tipo despejando en la férmula:

(ekT)Y*E = limsup n* /]| f.||.

n—oo

Demostraciéon: La demostracion seguird la misma estructura que la de la
proposiciéon anterior. Por comodidad haremos

B = limsup n** /| fall,

n—oo
y veamos que:

= Si T es finito, entonces 3 también lo es y B < (ekt)Y/*,

= Si 3 es finito, entonces 7 también lo es y se tiene que 3 > (ekr)/*.
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De nuevo, de lo anterior se deduce que si uno de los valores es finito, lo es
el otro, coinciden y, en definitiva, la formula se puede considerar igualmente
valida.

1. Supongamos que f es de tipo finito 7. Para todo K > 7, en virtud de
las desigualdades de Cauchy, tendremos que existe R(K) de modo que:

M e
I£all < 2020 < £ e ), para > (),

Volveremos a utilizar los puntos m, del plano en los que las funcio-
nes ¢,(p) presentan un minimo, que vienen dados por el lema
teniéndose que

( )_(ek:K)n/k ond _(n)l/k
gn(my,) = - , siendo m,, = N .

[gualmente, podremos encontrar un indice N, que dependera de R(K),
de modo que m,, > R(K) si n > N (puesto que m, — oo cuando
n — 00) y tenemos la desigualdad

ek K

n

n/k
an” < ( ) , paran > N.

Esta vez mediante una sencilla manipulacion, despejamos K en la an-
terior desigualdad y obtendremos

nME N fall < (ekE)VE

Tomando limite superior cuando n — 0o, quedara
B < (ekK)VE,

Por tltimo, por ser todo lo dicho anteriormente valido para cualquier
K > 7, obtenemos la desigualdad solicitada.
También observamos que el hecho de que la funciéon f de orden finito
k tenga tipo finito 7 implica que [ es finito.

2. Supongamos ahora que 3 es finito. Veamos que entonces f es de tipo
finito 7 y se verifica que 3 > (ek7)'/*. Consideramos el valor 7’ de tal
forma que hace que se verifique la igualdad 3 = (ek7')'/*, es decir,

o
ek’

T
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De nuevo, por la definiciéon de [ como limite superior vemos que dado
cualquier K > 7’ existe N(K) de tal forma que

e fll < (esz)%, para todo n > N.

Otra vez, despejamos el coeficiente || f,,|| obteniendo la desigualdad

ekK
£l < (=

Y una vez mas, en virtud del lema tomando N = N(K) y u =k,
podremos afirmar que, para todo £ > 0, existe R(¢) tal que

)E, para todo n > N.

M(p) < e+ siempre que p > R(e).

En consecuencia f tiene tipo finito 7 < K, y como esta afirmaciéon es
valida para cualquier K > 7/, se verificara que

k
<71 = B—k de donde 3 > (ekr)Y*,
e

que es el resultado solicitado. O

C.3. El Principio de Phragmén-Lindelof

En varios textos podemos encontrar numerosos teoremas, todos llevan-
do el nombre de Phragmén-Lindeldf siendo variantes resp. consecuancias del
bien conocido Principio del mddulo mdzimo, que se puede generalizar facil-
mente a un espacio de Banach cualquiera:

Proposicién C.21 (Principio del mo6dulo maximo). Sea G una region
cualquiera en C, y supongamos que existen zo y p > 0 con D(zg, p) C G para
el cual

IF I < [1f(z0)ll, 2 € D(20,p).

Entonces f(z) es constante.
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Demostraciéon: Sin perder generalidad, hagamos z; = 0 (las traslaciones
y homotecias de discos no alteran las propiedades topologicas de los discos).
Desarrollando f(z) = >~ fu2", |2| < p, queremos probar f, = 0 para
n > 1. Supongamos que lo hemos hecho para 1 < n < m — 1, que es una
suposicion trivial si m = 1. De acuerdo con el Teorema de Hahn-Banach,

existe un funcional ¢ € E' con [[¢]| =1y ¢(fo) = [lfoll, [6(fm)| = || full- Por
continuidad de ¢ concluimos que

O(f(2)) = d(fo) + D o(fa)2", |2l <p.
Las suposiciones que teniamos para f y ¢ implican

[o(f ()] < [[f ) < [[FO)] = ¢(fo)-

Tomando z para que 2"¢(f,) v ¢(fo) tengan el mismo argumento, y |z| tan
pequefio como para que | > 7 &(fr)2"] < [2™@(fim)]/2, obtendremos

[6(f ()] = |o(fo) + 2" (fm)| = [2"D(m)[/2 = [6(fo)| + |z ¢(fm)]/2,

implicando ¢(f,,) = 0, y por lo tanto f,, = 0. O

Otra forma de expresar el resultado anterior es diciendo que para una
funcion f € H(G,E) arbitraria, con f'(z) no idénticamente nula en G, la
funcion F(z) = ||f(2)|| no puede tener un maximo local en G. Usando toda
esta informacién, probaremos el principio de Phragmén-Lindelof:

Teorema C.22 (Principio de Phragmén-Lindel6f). Para k£ > 0, sea
S={z : |z2| > po,a < argz < [}, siendo py > 0, 0 < 8 —a < 7/k.
Para una funcion f € H(S,E), suponemos || f(2)|| < cexp[K|z|¥] en S, para
constantes ¢, K > 0 suficientemente grandes. Ademas, supongamos que f es
continua hasta la frontera de S y estd acotada por una constante C' en la
frontera de S. Entonces

If) <C, z€8.

Demostracién: Sin perder generalidad, tomemos como bisectriz del sector
S la recta real positiva (siempre podemos tener esta situacion tras un giro
adecuado), por lo que podremos escribir

S = {zeC Jarg(z)| < %}

92



Cogeremos ahora 0 < k < k; < kg < 1/a y denotaremos por Sg al sector
acotado

Sp={z¢€85 : |z| <R}

Dado € > 0, aplicaremos el principio del moédulo maximo a la funcion auxiliar
F.(2) = f(2) exp(—ez*) tomando como recinto el sector acotado Sp.

Con vistas a aplicar el principio del médulo maximo, acotaremos F. en la
frontera del recinto Si. Tendremos dos casos:

Caso I: Si z es un punto del plano perteneciente a los lados de Sk expresado
como z = pe’ | entonces se tendra que

IF=(2)]| < Clexp(—e2")] = C exp(—ep™ cos(kaf)).

puesto que la parte real de z = pe® es pcos(h).

Si vemos que el exponente del lado derecho de la desigualdad es negativo,
podremos concluir.

En efecto, puesto que z se encuentra en un lado del sector de amplitud 7«
centrado en el eje real, observamos que

1
0] = =2y que ky < —,
2 o

esto es, tendremos que

1
|ka6| < a y que kg < —,
200 o

¥y, por supuesto, cos(ks6) > 0.
Con todo esto, podremos concluir que || F.(z)|| < C.

Caso II: Si z es un punto de la frontera del sector circular que se encuentra
en el arco circular de radio R, es decir, z = Re?, con |0| < 7a/2, tendremos
que, por definicion de orden, ||f(2)|| < M(R) < exp(R") para cada R > R,
adecuado. Por consiguiente, tendremos

| F.(2)|| < exp(RF — e R™ cos(k20)) < exp <Rk1 — eR™ cos <k22a7r>>.

Esto es, para todo R suficientemente grande tendremos que ||F.(z)|| < C en
la frontera del recinto Sk y el principio del médulo maximo avala que dicha
acotacion es también valida en el sector Sp y por ello en S.

93



Observamos que lo anterior es valido para cada € > 0. Haciendo ¢ — 0,
obtendremos

=) = 11/ (20) exp(ezg?)[| = [/ (z0);

y podremos cerrar la demostracion de este resultado al ser

1f(20)|| < C, para todo z € S.
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Apéndice D

Formula de Stirling en el plano
complejo

En este apéndice estudiaremos el comportamiento de la funcién I' de
Euler y de la formula de Stirling deduciremos el desarrollo asintotico de la
funcion I' definida en el semiplano

H={z€C : R(z) > 0}.

A partir de ahora y salvo que se diga lo contrario H denotara ese conjunto
del plano complejo.

D.1. Foérmula de Stirling para ntimeros reales
mayores que 0

Definicion D.1. Sea z € H. Llamamos funcion Gamma de Euler a la funcién
definida mediante -
['(z) = / =~ te7t dt.
0

Observemos que si z = x + iy con x > 0, entonces
e | ="l € L1(0,0)

lo que garantiza que la funcion I' estd bien definida en H. Ademés por el
teorema de holomorfia bajo el signo integral, I' es holomorfa en H.

Teorema D.2. Para todo x > 0 se tiene que

lim emﬁf(z) = 2n.

z—o00 %
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Demostraciéon: Sea x > 0. Aplicando la definicion [D.I} y realizando el
cambio de variable t = 42, tenemos

T o 5 2z—1
ex\m/gf(x) = 2/ et (%) du.
0 x

Realizando el cambio de variable v = /z + v, tendremos

o

z o0 2-1 )
¢ ﬁf(x) = 2/ 6_2”ﬁ<1 + L) e’ dv= 2/ 0z (v)e™ du,
x® v \/E —00

donde .
Palv) = { e~V (1 fv/\/@%‘l ;15;—_\/5.
Por una parte, usando el desarrollo asint6tico de In <1 + \%) que es
ln<1+i> ZL—U—2+...
Vi) oo 2w

tenemos que para un v fijo

Inp,(v) = —v*+ 0 (—) , para r — o0,

S -

de donde ,
lim ¢, (v) =e"
T—r00

Derivando, obtenemos

o Ve VE (75 + 1)% (20T + 1)
@x(v) - (U+ \/5)2

Podremos observar que ¢, (v) alcanza el maximo para

Teniéndose la mayoracion

1 2x—1
) <e(1-=
90('0)_6( 2:(;)

dicha cota estd acotada para valores de = arbitrariamente grandes, ya que
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1 2x—1 1
lim (1 — —) = —.
T—00 2x e

Resumiendo, hemos demostrado que

lim, o0 o (v)e™ =72 Yo eR

@ (v)e™"" = O(e™"") para z — 00,
siendo la funcion e~ integrable en R. Podemos aplicar entonces el teorema
de la convergencia dominada y concluir que

rz—o00 T

lfm \/EF(x) = 2/ e dv = /2,

que era lo que se pretendia probar. O

D.2. Foérmula de Stirling en el plano complejo
salvo el semieje real negativo

Probaremos en primer lugar un lema que permite extender el dominio de
definicion de la funcion Gamma.

Lema D.3. Sea z € H. Entonces, se verifica la siguiente ecuacion funcional

I'(z+1) ==2I(z).

Demostraciéon: Utilizando la definicion (D.1]), obtenemos

Fz+1) = / t*e " dt.
0
Si integramos por partes esta expresion
u=1t* du=2t""1 dv=et dt,v = —e?,

llegamos a

F(Z—i— 1) :/ et dt = [_tzeft]t—ﬂm +Z/ lemt gt = ZF(Z),
0

t=0
0
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obteniendo el resultado solicitado. O
Esta identidad permite extender I' a la banda vertical

{zeC : -1 <R(z) <0, z+#0},

poniendo

I'(z+1)
ot

Es inmediato que I' asi extendida es holomorfa en

['(z) =

{z€C : R(z) > —1, z#0},

y presenta un polo simple en z = 0. Recurrentemente, podemos extender I'
aC\{0,—1,-2,...} de manera holomorfa, siendo —j un polo simple de T,
para todo 7 € N.

A continuacién, presentamos, sin demostracion, una escritura de la funcion
Gamma como un producto infinito:

e

I'(z) = H(1+§>_1ez/7L, zeC\{0,-1,...},

z

siendo v la constante de Euler (y = 0,5772156649 . .. ).

A partir de esta escritura es posible proporcionar el comportamiento asin-
totico de la funcion Gamma en sectores del plano complejo adecuados. No
entraremos en detalles, pues su demostracion (que se puede consultar en [5])
requeriria un esfuerzo adicional considerable.

Teorema D.4. Para todo z con |arg(z)| < 7 se tiene que

[(z) = V212" 7¢7%e! ),

donde la potencia de z se considera en la rama principal y J es la llamada
funcion de Binet. Para cada 6 con 0 < 6 < 7 existe x(f) > 0 de tal forma

que
()] < ‘(|)

para todo z en el sector Sy : |arg(z)| < 6. Por lo tanto,

ﬁ

=1

e
lim I'(z
Z—00 ( )\/ 2mz?

uniformemente en cada sector Sp.
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