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Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo presentar, desarrollar y relacionar las
nociones de conjunto de Cantor y Laminacién. Para ello, nos centraremos
principalmente en el ejemplo que proporcionan a tal efecto los espacios de
mosaicos.

El espacio triddico de Cantor es modelo universal para los espacios topo-
l6gicos metrizables, compactos, perfectos y totalmente desconectados. Otro
modelo muy interesante de espacio de Cantor es el formado por las sucesio-
nes de ceros y unos, o también el espacio {0,1}. Este tltimo admite una
representacién dindmica gracias al llamado Shift de Bernoulli, o desplaza-
miento una unidad de los coeficientes. Tal representacién se consigue mul-
tiplicando el espacio por el intervalo unidad y haciendo una identificacién
en los extremos dada por el Shift de Bernoulli. De este modo, obtenemos
un espacio laminado con una transversal de tipo Cantor, al que se le apli-
can conceptos dindmicos como la holonomia, y en el que se pueden pedir
propiedades sobre las hojas, como ser cerradas; o sobre los conjuntos: ser
minimales, etc.

En este espiritu, damos un breve repaso a los conceptos de laminacién
y hojas de una laminacién, para pasar a otros ejemplos significativos de
laminaciones, como son los espacios de mosaicos, con una transversal de-
terminada al marcar origenes en las teselas. Las laminaciones que aparecen
son, frecuentemente, transversalmente Cantor. Para dar una muestra de la
teoria, terminamos el trabajo haciendo una prueba del siguiente resultado:

Todo mosaico uniformemente repetitivo y aperiddico tiene
envoltura transversalmente Cantor.
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Capitulo 1

Caracterizacion de los Cantor

Pensemos en el conjunto {0,1} y dotémoslo de la topologia discreta.
Formemos a partir de él {0, 1}* = {aplicaciones o: Z — {0,1}}.
Siaqui consideramos la topologia producto correspondiente, obtenemos una
de las versiones del llamado conjunto de Cantor, que tiene la propiedad
de ser un espacio metrizable, compacto, perfecto y totalmente disconezxo.

El objetivo final de este primer capitulo es mostrar que, de hecho, las
cuatro propiedades anteriores caracterizan por completo a un espacio to-
polégico. Es decir:

Teorema. Dos espacios topologicos metrizables, compactos, perfectos y to-
talmente disconexos son homeomorfos entre si.

Comenzamos presentando algunas nociones en torno a los espacios to-
talmente disconexos.
En lo sucesivo, se utilizaran en los argumentos propiedades bésicas sobre
separacién y compacidad sin hacer mencién explicita a las mismas. Por
ejemplo ([1, p. 119)]):

» todo subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto;
» todo subespacio compacto de un espacio Hausdorff es cerrado;

» en un espacio Hausdorff, subespacios compactos disjuntos se pueden
separar mediante abiertos disjuntos.



Definiciéon 1.1 Se dice que un espacio topologico X es totalmente
disconexo st los unicos subconjuntos no vacios y conexos de X son los
subconjuntos unipuntuales.

Definiciéon 1.2 Un espacio topoldgico X se denomina 0-dimensional sz
cada punto de X posee una base de entornos formada por abiertos-
cerrados de X.

Es sencillo demostrar la siguiente relacién entre los conceptos que hemos
introducido:

Proposiciéon 1.3 Todo espacio 0-dimensional y T, es totalmente dis-
conezo.

Ejemplo 1.4 {0,1}? es totalmente disconezo:

una base de abiertos de la topologia producto es, teniendo en cuenta que
la topologia sobre {0, 1} es discreta,

U = {o € {0,110 (i) = 2,5 = 1,2,.,n}, (L1)

11,22,.yin

para 1,1, ...,% € Z, T1,Z2,...,Z, € {0,1}, n € N. Entonces resulta que
el complementario de un conjunto de la forma (1.1) es

n
{0, 1"\ U = | Ju,
j=1

siy; € {0,1}, y; # z;. Ademas de ser cerrado, este conjunto es, nuevamente,
abierto de {0, 1}7.

Por otra parte, si tomamos o, o' € {0,1}%, o # o/, existira 4 € Z tal que
o (1) # o' (2). El abierto-cerrado Z/{f(i) separa o y o', esto es, o' ¢ U, ® 50,
Si en ultimo lugar observamos que una base de entornos de o € {0, 1}~ es

{UZ(,:;,),U,Sf)”U(ILn) ;ila i27 s 7in € Z’ nc N})
podemos concluir que {0, 1}” es 0-dimensional y T;. Segtn la Proposicién

1.3, serd totalmente disconexo, como habiamos afirmado.

,En qué condiciones es cierto el reciproco de 1.37 Como detallaremos, la
propiedad de Hausdorft y la compacidad local permitirdn obtenerlo.



La nocién de espacio totalmente disconexo surge de la conocida descom-
posicién de un espacio topolégico X en componentes conexas (recordemos
que la componente conexa C, de un elemento z € X consiste en la unién de
todos los subconjuntos conexos de X que contienen z), que naturalmente
son disjuntas dos a dos y determinan una particién de X.

Es posible definir en X una particién alternativa también basada en la
conexién, mediante una relacién algo mas laxa. Concretamente:

Se define en X la relacién ~ dada por

T ~ Yy < no existe un abierto-cerrado Vde X cony ¢V 3z, =z,y€ X.

(1.2)

Observemos algunas propiedades de esta relacién.

» ~ es una relacién de equivalencia.
Las propiedades reflexiva y simétrica son faciles de verificar.
Comentamos solamente la propiedad transitiva:
si elegimos z,y, 2z € X, y suponemos que existe un abierto-cerrado V'
de X tal que z ¢ V > z, entonces o bien y € V (en cuyo caso y ~ z),
o bien y ¢ V (que implica y = z).
Las clases de equivalencia por la relacién ~ se denominan
quasicomponentes conexas de X. Denotaremos por ¢, a la quasi-
componente de un elemento z € X.

» De la definicién se desprende que (), coincide con la interseccion de
todos los abiertos-cerrados que contienen z.

» Para cada z € X, ocurre que C, C Q.
En efecto; si y ¢ @, existe un abierto-cerrado V' de X tal que
y ¢ V 5z, lo cual implica que no puede existir un conexo A de X
de modo que z,y € A. Por lo tanto y ¢ C.

» En general, la otra inclusién no es cierta, con lo que las quasicompo-
nentes pueden contener estrictamente a las componentes. Un ejemplo
que lo demuestra es aquel dado por el subespacio de C

S=U{z€Cilel =r}U{z €C;lz| = 1,2 ¢ R},

n=1

donde {r,}>°; es una sucesién de ntmeros reales positivos y estric-

tamente menores que 1 con li_)m r, = 1. Si elegimos el punto 2 € S,
n—oo

ocurre que

Ci={2€C;lz|=1,82>0} CQi={z2€C;[z] =1,z ¢ R}.



No obstante, bajo ciertas condiciones ambas relaciones coinciden. Por
ejemplo, si el espacio es conexo o si las componentes son abiertas (cerradas
lo son siempre, pues la adherencia de un conexo es conexa).

Una situacién mas interesante se describe en el siguiente lema, que a su vez
permitird obtener una caracterizaciéon de la desconexién total para espacios
compactos y Hausdorff.

Lema 1.5 Sea X un espactio topoldgico compacto y Hausdorff. Enton-
ces las quasicomponentes coinciden con las componentes.

Demostracion: Sea ¢ € X. Por todo lo ya comentado, bastard probar que
Q. C C,. Y, para ello, demostraremos que (), es conexo.

Supongamos que no lo es. Existen cerrados Fi, F, de @), tales que

Q. =F,UF, F|,F; # 2y F,NF, # . En estas condiciones, F; y F5 son
compactos.

Pongamos que z € F;. En caso de que z € F5, se razona de manera analoga.
Dispondremos de abiertos Uy, U, de X de manera que U, NU, = @, F; C U,
y Fy C U,. Naturalmente, es Q, C U; UU, y = € U;. Consideramos

U ={X\ A; A abierto-cerrado de X, z € A}.

Ocurre que si y ¢ U; U Us, entonces y ¢ @, y por tanto existe A abierto-
cerrado de X con z € Aey ¢ A. Por esta razén, il es un recubrimiento
abierto de X \ (U; UU,) = (X \ Uy) N (X \ Uz).

Pero (X \ U;) N (X \ Us) es compacto, asi que existe un subrecubrimiento
finito de Y para (X \ Up) N (X \ U2) tendremos Aj, Ao,..., A, abiertos-

cerrados de X de suerte que = € ﬂ A; = B,
=1

(X\U)N(X\U) C []X\A — X \B. (1.3)

Para llegar al absurdo, sélo resta observar que se tiene la igualdad
UlﬂB:(X\Ug)ﬂB.

La inclusién Uy N B C (X \ U;)N B es inmediata; la otra se deduce de (1.3).

En efecto, como consecuencia de ella, U; N B es abierto y cerrado en X.
Ademés, z € U; N B. Por lo tanto

FFECQCUinB= F, CU,
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imposible.

Con este Lema disponible, la susodicha caracterizaciéon es inmediata:

Proposiciéon 1.6 Sea X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff.
Son equivalentes:

1. X es totalmente disconezxo.

2. Para cualesquiera z,y € X distintos existe un abierto-cerrado A de
X tal quey ¢ A> z.

A mayores, ya estamos en condiciones de probar el reciproco a la Proposi-
cién 1.3 que comentadbamos.

Teorema 1.7 Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. En-
tonces X es 0-dimensional s1 y solo st es totalmente disconezo.

Demostracion: Supongamos que X es totalmente disconexo.

Seaz € X,ysea W C X abierto tal que z € W. Gracias a la compacidad
local de X, podemos elegir un entorno abierto U de z contenido en W
y con adherencia compacta. Entonces F'r (U) es compacto, y es sencillo
comprobar que z ¢ Fr (U).

Seap € Fr(U). Aplicando la Proposicién 1.6 a los puntos z, p dispondremos
de un subconjunto abierto-cerrado V,, de U tal que p ¢ V, > z. Asi,

UV ={X\V,;pe Fr(U)}

es un recubrimiento por abiertos de F'r (U). Existe un subrecubrimiento
finito correspondiente a puntos p;,ps,...,pn € Fr (U).

Entonces tomando V = ﬂ V,, hemos terminado: no s6lo V C U; también
i=0

V C U porque VNFr(U) = @. Por ello V es abierto y cerradoen X,z € V

yVCUCW.

El concepto que presentamos a continuacion serad clave para desarrollar
lo que resta de esta seccioén.

Definiciéon 1.8 Sea {X,}> , una sucesion de espacios topoldgicos no
vacios y {fn} , una sucesion de aplicaciones continuas
fn: X'n,—l—l — Xn,'n Z 0.



La sucesion de pares {(X,, fn)}3>, se denomina sucesion de limite
inverso, la cual denotaremos mds brevemente por (X,, fn.).

En estas condiciones, se define el limite inverso de la sucesion (X,, fn)
como el espacio

Xoo = {(Z0,Z1,...) € [[ Xn; fa (Tns1) = Tp,n > 0} C ] Xo,

n=0 n=0

dotado de la topologia inducida por [], o Xn.

A priori parece una definicién un tanto abstracta. Pero observamos en casos
concretos que, en el fondo, responde a la idea de limite que su propio nombre
sugiere.

Ejemplo 1.9 Un ejemplo de este tipo de construccién lo constituye el caso
particular en que la sucesiéon {X,}2°, estd formada por subespacios enca-
jados

Xo 2 X1 DXp0 ...

y las aplicaciones f,: X,.1 — X, son las correspondientes inclusiones, que
son continuas. -
Resulta que X, # 9 si y sélo si ﬂ X, # @. Ademas, en ese caso ambos

n=0

espacios son homeomorfos via la aplicacién

N X, — X

n=0

z +—(z,z,...).

En la construccién anterior se observa que el limite inverso de una su-
cesion (X, f,) puede ser vacio: pensemos por ejemplo en la sucesion de
espacios {(0,1/n)}> ,, dotados de la topologia inducida por R.

Sin embargo, bajo ciertas condiciones se puede garantizar que no lo es, y
que ademas hereda propiedades de los espacios de partida.

El siguiente Teorema ilustra este comportamiento, que serd util méas ade-
lante. Para probarlo, necesitaremos primero algunos resultados auxiliares.

Lema 1.10 Si{X,}.c; es una familia de espacios topoldgicos Hausdorff,

entonces | [ X; también lo es.
iel



Demostracion: Sean = (z;)icr, ¥ = (Yi)ier € H X, distintos.
Existe 7 € I tal que z; # y;, y por tanto dos ablieelrtos U;,V; del espacio X;
de maneraque z; c U;,y;, €c V; yU; NV, = @.
Por consiguiente, si denotamos por 7, a la proyeccién correspondiente a X,
tenemos que z € 7; ' (U;),y € m; * (V;) y ademés que 7; * (U;), ;' (V;) son
abiertos disjuntos de | [ X;.

i€l

Lema 1.11 Sea X wun espacio Hausdorff, y {K}icr una sucesion de
subconjuntos compactos de X tal que ;e K; = &, 1 # &. Entonces
eriste J C I finito tal que N;c; K; = @.

Demostracion: Probaremos algo que implica el resultado:

Para cada J C [ no vacio existe J* C I finito tal que

N Ki=2. (1.4)
ieJ*uJg
Una vez que tengamos disponible esta afirmacién, sera suficiente tomar un
J C I finito.

Denotemos K (L) = (;cr K; para cada L C I. Para probar (1.4), escri-
bimos
og=K{I)=K((J)nK(I\J),

luego
X\K(I\J)z‘u\ (X\ K:) D K (J).

Reparemos en los siguientes hechos:

» K, C X es cerrado de X para cada ¢ € I. Por lo tanto, X \ K, es
abierto de X para cada 1 € I.

» Visto esto, y en virtud de la tltima igualdad, {K (J) N (X \ K;)}ieng
serd un recubrimiento abierto de K (J).

» Ademas, K (J) es compacto.
En primer lugar, K (J) es cerrado como interseccién de cerrados. Si
tomamos un j € J # &, tendremos que K (J) C K; es cerrado tam-
bién como subespacio de K.
Pero K; era ante todo compacto, asi que K (J) es compacto. Y en-
tonces lo serd no s6lo como subespacio de Kj, sino también como
subespacio de X.



Luego de todo lo dicho, existird Jy C I de suerte que J C Jy, I\ Jp es finito
y

U (X\KJQK(J):K(J)H(H Ki>: N K=o

iel\Jo ieI\Jo seJU(I\Jo)

Escogiendo J* = I'\ Jy, hemos terminado.

Lema 1.12 Sea (X,, f,) una sucesién de limite inverso. Denotemos

Y = {(z0,Z1,...) € [[ Xn; fe (@r+1) =22} C [] Xn, k> 0.

n=0 n=0

Entonces (\Yi#@ Vn>0.
k=0

Demostracion: Se prueba rdpidamente por induccién sobre n > 0.

Para n = 0, simplemente observamos que existird z, € fo(X1), y por lo
tanto un z; € X; tal que f,(z1) = zo. La sucesién buscada se completa
entonces tomando un z,, € X,, # @ para cada m > 2.

En la etapa de induccién se razona como en el caso n = 0.

Ya estamos en condiciones de probar el resultado que anuncidbamos.

Teorema 1.13 Si (X, f.) es una sucesion de limite tnverso tal que ca-
da espacto de la sucesion es no vacio, compacto y Hausdorff, entonces
el limite inverso X, es nmo vacio, compacto y Hausdorff.

Demostracion: Ya sabemos que [],—, X, es Hausdorff, y gracias al Teorema
de Tychonoff (ver [1, p. 120]) podemos afirmar que es también compacto.
Con las notaciones del lema anterior,

Xeo =

Y, = Y, (1.5)

Y:
Y
Dt

k=0

n
donde (Y #9@ Vn>0.
E=0
Segtin hemos visto, para comprobar que X, es no vacio, es suficiente mos-

trar que N;_, Yz es compacto para todo n > 0. A su vez, esto quedara
garantizado si es cerrado (por la compacidad de []° ; X,.), y en Gltima ins-
tancia si cada Y; es cerrado.
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Tomamos por tanto un elemento y = (yn )., ¢ Y%. Ocurrird que

fx (Yea1) # Yx, asi que dispondremos de abiertos Uy, V;, de X tales que
feWet1) EUk, e E Ve y Us NV = 2.

Gracias a la continuidad de fi, encontramos un abierto Wy., de X;., de
suerte que Yi11 € Wii1 ¥ fx (Wii1) C Ux. Entonces

XoX Xy X oo o X X1 X Vg X Wiy X Xgao X o
es un abierto de [],~, X, que contiene y y que no corta a Y, con lo que
deducimos que Y; es cerrado.

En ultimo lugar, (1.5) permite deducir ahora el caracter cerrado de
X C 1720 Xn, y por tanto su compacidad. Asimismo, la propiedad de
Hausdorff se hereda del espacio producto.

Si tenemos dos sucesiones de limite inverso, es también posible hablar de
aplicaciones entre ambas. Eventualmente, querremos obtener a partir de
ellas una aplicacién entre los correspondientes limites inversos, y es por esta
razén que dichas aplicaciones no podran ser completamente arbitrarias.

El sentido preciso de todo esto se da en la siguiente definicién.

Definicion 1.14 Sean (X,, f.), (Yn, gn) dos sucestones de limite inver-
so. Diremos que una sucesion ® = {¢,} , de aplicaciones ¢: X,, — Y,
es una aplicacion de (X, fn) en (Y,, g,) st se satisface que

$n O frn = Gn O Pny1 (1.6)
para cada n > 0.

En este caso, se define la aplicacién inducida ¢ : Xoo — Yoo pOT

Poo (T0, Z1, - -+ ) = (Po (Z0) , b1 (21),--+)
para cada (g, Z1,...) € Xeo.

Se dird que ® es continua (respectivamente sobreyectiva, inyectiva)
cuando cada ¢, sea continua (respectivamente sobreyectiva, inyecti-
va).

Como comentabamos, la condicién (1.6) sirve a un propédsito concreto, y
es garantizar que la aplicacién inducida ¢, estd bien definida como tal.
Efectivamente, gracias a ella ocurre que

(z0,Z1,-..) € Xoo = (0 (20),¢1(21),...) € Yoo

11



Es pertinente estudiar las posibilidades que tiene la aplicacién inducida de
heredar cualidades de las aplicaciones de la sucesién:

Proposicién 1.15 Con las notaciones de la definicion anterior, se ve-
rifican:

1. S1 ¢ es continua, entonces también lo es ¢oo .

2. Si todos los espacios X,,Y, son compactos y Hausdorff,
$ sobreyectiva = ¢, sobreyectiva.

Demostracion: Denotemos por 7, y w, a las proyecciones n-ésimas de
[T Xn vy de [T o Ya, respectivamente. Entonces

(7] 0 Poo) (T0, T1, -+ ) = @ (Tn) = (¢Pn 0 7)) (20, T1, - - - )

para cada (zo, Z1,...) € Xw. De aqui se desprende que, para cada n > 0,
T o ¢ €s continua, ya que ¢, o T, lo es (como composicién de dos conti-
nuas).

Pero esto implica a su vez que la propia aplicaciéon ¢., es continua: si to-
mamos un abierto basico de Y, digamos

Yoo N (;ﬁo T (Vk)>

para ciertos abiertos Vi, C Y, y cierto n > 0, se tiene que

02 (Ve (m 7)) = X () (o 0) (00

k=0
abierto de X . Asi cumplimos con 1.

Asumamos ahora las hipotesis de 2. Para probar la sobreyectividad de ¢,
tomemos un elemento y = (¥,)52 4 € Y. Consideremos para cada n > 0 el
subespacio de X,

A, = ¢’;1 ({yn}) 7z .

Por ser Y,, Hausdorff, {y,} es cerrado y en consecuencia A, también. Y por
ello, A, es compacto para todo n > 0.
Si llamamos h,, = fnr|a,,,, OCurre que

¢77- (h‘n (a’n+1)) = ¢n (fn (a’n+1)) =Gn (¢n+1 (a’n+1)) =0n (yn+1) = Yn

paracadaa, ; € A, debido a la condicién (1.6), por lo que h, (An11) C A,
y disponemos de la sucesién de limite inverso (A,, h,).

12



Su limite A, C X, es no vacio en virtud del Teorema 1.13, y tiene la
propiedad de que si z = (zg, Z1,...) € A, entonces ¢ (z) = v.

Los limites inversos proporcionan potentes aplicaciones. Una de ellas es
la que viene a continuaciéon; extraer informacién sobre un espacio mediante
sucesivas particiones refinadas del mismo.

Definicién 1.16 Dadas dos particiones 3,0 de un espacto topoldgico
X, diremos que ‘U refina U si para cada V € Y existe U € U tal que
V CU.

Observemos que, en estas condiciones, U es tinico y cada U € U es unién
de elementos de *U.

Sea {i1,,}> , una sucesion de particiones de X tal que i,,1 refina iU,
para cada n > 0. Entonces se define la sucesién derivada de {,,}>°,
como la sucesion de limite inverso

(Un, fr)y

donde i, estd dotado de la topologia discreta y f, aplica U, € i, en
el unico U, 1 € U1 tal que U, C Uy,.1.

Llegamos a un resultado fundamental de este primer capitulo. Si el
espacio satisface las condiciones oportunas, es posible recuperarlo a partir
de la construccién anterior.

Teorema 1.17 Sea (X,d) un espacio métrico compacto y totalmente
disconezo.
1. Eziste una sucesion {U,}% , de particiones de X tal que

(a) cada 1, estd formada por abiertos de didmetro menor que 1/2", y
(b) LU, 1 refina i, para todo n > 0.

2. Con las notaciones de la Definicion 1.16, y para cualquier sucesion
que satisfaga 1, X es homeomorfo a .

Este esquema responde a un hecho intuitivo: “en el limite”, los subconjuntos
que forman las particiones se convierten en los puntos del espacio.

Demostracién: Una base de entornos de cada punto de X estard formada
por las bolas cerradas y centradas en ese punto. Estos entornos son com-
pactos, asi que X es localmente compacto. Por el Teorema 1.7, deducimos
que X es 0-dimensional.
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En lo que concierne a 1, podremos considerar un recubrimiento de X por
entornos abiertos y cerrados de didmetro menor que 1, que por compacidad
suponemos finito. Sea _ L _

U={Uy,U,,...,Us}

ese recubrimiento. Entonces definiendo

U]?:U;.;US:@\[’];.77 _Uk <U )1

obtenemos una particiéon Ly = {U;,Us,..., U} por conjuntos abiertos y
cerrados de X de didmetro menor que 1.

Razonando ahora por induccién, consideremos una particién finita

U, ={UP,UF,...,Up } de X formada por abiertos-cerrados de X de dié-
metro menor que 1/2.

Cada U C X es un espacio metrizable, compacto y 0-dimensional. Por con-
siguiente podemos argumentar con cada uno como hicimos con X (con la
salvedad de que ahora requerimos entornos de didmetro menor que 1/2™1),
y asi construir la particiéon deseada i, ;.

Vamos entonces con 2.
En primer lugar, 4., es no vacio, compacto y Hausdorff porque cada il, lo
es y disponemos del Teorema 1.13.
Para dar un homeomorfismo entre X y i, interpretamos X como el limite
inverso de

x ddx x Jix y Jdx

y definimos una aplicaciéon ®: (X, Idx) — (U, fr): ponemos ® = {¢,}2 ,,
donde
¢ X — U,

envia un elemento £ € X en el tnico U = ¢, (z) de 4, que lo contiene.

Répidamente se comprueba que esta correspondencia satisface (1.6), luego
la definiciéon de ® es correcta.

$ es sobreyectiva, y como los subconjuntos de cada particién i, son abier-
tos, ¢ es continua. En consecuencia, basta aplicar la Proposicién 1.15 para
deducir que la aplicacién inducida ¢..: X — i, serd, asimismo, sobre-
yectiva y continua.

Ademas, de su continuidad y del hecho de que X es compacto e i, es
Hausdorff, se sigue que ¢, es cerrada. En definitiva; llegado este punto,
s6lo resta demostrar que ¢, es inyectiva.

También es rapido: sean z,y € X distintos. Entonces existird un n > 0 tal
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que 0 < 1/2™ < ¢ = d(z,y), y necesariamente
¢ (2) # &0 (¥) = o (T) # Do (¥) -

El terreno ya estd preparado para probar la caracterizaciéon de los Cantor.

Definiciéon 1.18 Se dice que un subespacio A de un espacio topoldgico
X es perfecto st todo punto de A es un punto de acumulacion de A.
Ejemplo 1.19 El espacio {0,1}? es perfecto.

Dado un elemento o € {0,1}% y un entorno U7\)°(2)7C=) ge dicho ele-

21,22,.04yln

mento, es claro que siempre podemos encontrar elementos en el entorno
distintos del propio ¢ (por ejemplo, modificando la imagen por o de un
entero distinto de 1, 22,...,%,).

Lema 1.20 Seann € N y un abierto no vacio U de un espacio topoldgi-
co perfecto, compacto, Hausdorff y totalmente disconexo X. Entonces
existen abiertos Uy, Us,...,U, no vacios y disjuntos dos a dos tales que

U:U1UU2U...UUn.

Demostracion: Se argumenta por induccién sobre n € N.

Como X es perfecto, U no puede ser unipuntual. Sean z,y € U distintos.
Aplicando la Proposicién 1.6, deducimos que existe un abierto-cerrado V
de X tal que y ¢ V > z. Por tanto la descomposicién

Uy=UnV, U,=U\V
satisface el caso n = 2.

Pero ahora en la etapa de inducciéon es igualmente valido este argumento
para pasar de una descomposicién

U=UuU,U...uU,

a otra
U:U1UU2U...UUnUUn+1,

aplicdndolo a cualquiera de los abiertos U, U, ..., U).

n

Tengamos en cuenta que cada uno de los abiertos de la descomposicién
anterior es cerrado de U también.
Podemos finalmente formular:
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Teorema 1.21 Dos espacios métricos perfectos, compactos y totalmen-
te disconexos son homeomorfos.

Demostracion: Sean X,Y tales espacios.
La clave de la demostracién es construir sucesiones de particiones {4, }° ,,
{0,}>, para X e Y respectivamente de manera que

(a) se satisfagan las condiciones de 1.17(1),

(b) Y, y U, tengan el mismo niimero de elementos para cada n > 0, esto
es, que sean de la forma

LLMZ{U{L’U;V"’UIZL}’ Q]n:{Vl”,VZ”,...,V,'C’;},

paracadan >0,y

(c) con las notaciones anteriores, U y V* son uni6én del mismo ntimero de
elementos de (.1 y U, 11, respectivamente.

Para ello, alteramos la construccién inductiva que se hacia en 1.17(1).

En primer lugar, conseguimos que o, U, tengan el mismo ntamero de ele-
mentos aplicando el Lema 1.20, que permite descomponer abiertos siempre
que sea necesario. Los abiertos que surgen de esta descomposicién siguen
siendo abiertos-cerrados de X, segiin hemos comentado.

Por otra parte, si tenemos particiones l,,0,, verificando (b), entonces ge-
neramos las nuevas particiones 1,1, 0,1 como en 1.17(1), pero razonando
como en el parrafo anterior para conseguir (c). Esto implicara a su vez que
Uy v1,Up 1 cumplen con (b).

De esta manera, las sucesiones resultantes tienen ciertamente las propieda-

des deseadas. En particular, el Teorema 1.17 asegura que i, es homeomorfo
a X y que U, es homeomorfo a Y.

Dar un homeomorfismo entre ., v U, es lo tinico que falta. Naturalmente,
se tratard de una aplicacién inducida.

La dnica dificultad es ordenar la notaciéon. Para cada n > 1, tomamos en-
teros 1 =gy < g1 <...< @, , =k, + 1y numeramos los elementos de i,
de manera que para cada ¢ € {1,2,...,k, 1}

Idénticamente se adectia la notacién para la sucesion {U,},.
Asi dispuesto, definimos para cada n > 0

$n: iy — T,

Ul — V7, (L.7)
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7=1,2,...,kn.

Esta sucesion de aplicaciones claramente verifica (1.6), y la aplicacién que
induce es continua (Proposicién 1.15) y biyectiva.

Més atn, su inversa es la aplicacién inducida por una sucesiéon de aplica-
ciones de la misma forma que (1.7). Esto concluye la prueba, pues entonces
la continuidad de la inversa se deduce nuevamente con la Proposicién 1.15.

Un poco mas de trabajo permite establecer un espacio modelo:

Corolario 1.22 {0,1}* es, mddulo homeomorfismo, el unico espacio
métrico perfecto, compacto y totalmente disconezxo.

Demostracion: Después de todo lo que hemos visto hasta ahora sobre este
espacio, falta probar solamente su metrizabilidad y su compacidad.

En cuanto a lo primero, si se define

d(p,0)= 3" il (n) o ()

para cada p,o € {0,1}%, entonces se comprueba que d es una métrica en
{0,1}2, y que la topologia que induce coincide con la que ya teniamos.

Una vez confirmada la metrizabilidad, podemos recurrir a la caracterizacién
secuencial de la compacidad para concluir la prueba, mediante un argumen-
to diagonal clasico:

Sea {0} }°, una sucesion de elementos de {0, 1}%. La coordenada 0 de los
elementos de la sucesién sélo admite dos posibilidades:0 6 1. Por lo tan-
to existirdn infinitos términos de la sucesién que tengan uno de estos dos
nimeros como coordenada 0. Denotemos por {o2}° , a la subsucesion for-
mada por estos términos.

Repetimos el argumento ahora con las coordenadas -1,0 y 1 y la subsuce-
sibn que acabamos de obtener; tendremos una subsucesion {o;}, de la
anterior (y, por tanto, de la original) tal que todos sus términos coinciden
en la susodichas coordenadas.

Una vez completado este proceso por induccién, la subsucesién diagonal

{O-II:}ZC’:l

es una subsucesion de la sucesion original que converge en {0, 1}Z.
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Capitulo 2

Laminaciones

Este segundo capitulo estd dedicado presentar brevemente las llamadas
lamanaciones.
Intuitivamente, se trata de espacios dotados de una particiéon en variedades
denominadas hojas, cuya disposicién obedece a un determinado modelo
transversal. Como sugiere la terminologia, dichos espacios se asemejan a
una superposiciéon de ldminas o capas.

Para precisar esta idea, necesitaremos una descripcién de las laminacio-
nes en términos de cartas locales:

Definicién 2.1 Sean M y T dos espacios topoldgicos, y n,k enteros
conn >0,k >0.

1. Se dice que un abierto conezo U de M es un abierto foliado (o
distinguido) de M (de dimensién n y modelado transversalmente por 7))
st existen un abierto T de T, un abierto P de R™ que contiene al origen
y un homeomorfismo

h:U— PxT.

En estas condiciones, el par (U, h) serd una carta foliada.

Por otra parte, las contraimdgenes de la forma h™ (P x {t}),t € T se
denominan placas (del abierto U). Asimismo, diremos que T es una
transversal local, que se identifica habitualmente con h=' ({0} x T).

2. Sean (Ui, h1),(Us, hy) dos cartas foliadas como en 1. Se dice que
(U1, h1) y (Us, hy) son compatibles st Uy NU; =@ o bien Uy NU, # T y
se satisfacen:

(a) El cambio de carta

h]‘thli hz(UzﬂUj)%h](UzﬂUj)
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admite una expresion de la forma

(hjohi) (m,8) = (65 (m,8), 7 (1), (m,8) € i (UiNT}),

de modo que st denotamos por Ty, T a las proyecciones de los productos
tnvolucrados (que son siempre abiertas), se tienen las condiciones de
reqularidad:

(b) v;; es un homeomorfismo entre los abiertos (no vacios)
T (hi(UinU;)) C Ty, me(h; (UinU;)) € T3,

Y
(c) para cada t € T;, ¢;; (-, t) es una C*-equivalencia entre los abiertos
(no vacios)

T (B x {t}) Nh (U;NT;)) C B, m((Pox {7 )} 0k (U:NT;)) C P

3. Sea A = {(U;, hi) }icr una familia de cartas foliadas como en 2. Dire-
mos que 2 es un atlas foliado para M (de dimensién n, clase C* y relativo
aT) si{U}icr es un recubrimiento de M y dos cartas cualesquiera de
2l son compatibles.

Asociado al atlas 2, se define el eje o transversal completa de 2l como
la union disjunta | |T; = | ({¢}x T3).

il icl
La definicién anterior es larga y algo abstracta, asi que es conveniente hacer
una lectura méas geométrica de lo que estamos considerando.

El que hemos definido es un concepto de atlas que responde a la concepcién
habitual. En él, los cambios de carta deben satisfacer una condicién de
compatibilidad (representada aqui por 2) acorde con la estructura que se
pretende concebir.

En este caso, dicha compatibilidad se traduce en que las placas de un abierto
foliado deben tener, en caso de interseccién, continuidad en las placas de
otro abierto foliado. Haciendo una lectura en las cartas, v;; determina qué
placas de un abierto “conectan” con qué placas del otro. Y, por su parte,

%; describe como es cada una de esas “conexiones”.

Definicién 2.2 Dos atlas foliados como en 2.1(3) son equivalentes si
su union es nuevamente un atlas foliado del mismo tipo.

Dicho de otro modo, si eligiendo dos cartas cualesquiera de sendos atlas,
éstas son compatibles segiin 2.1(2).
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Es inmediato que la relacién que define la equivalencia entre atlas foliados
de la forma 2.1(3) es una relacién de equivalencia.

Definiciéon 2.3 Con las notaciones de la Definicion 2.1, una laminacién
de dimension n y clase C* modelada transversalmente por T es una
clase de equivalencia de atlas foliados.

En cada clase de equivalencia de atlas existe un representante privilegiado,
que es el atlas maximal; éste se obtiene como la unién de todos los atlas
de la clase. De este modo, la laminacién puede identificarse con dicho atlas
maximal.

Como comentdbamos, los principales objetos asociados a una laminacién
son las hojas.

Se entendera que, en presencia de una laminacién, las cartas consideradas
corresponden al atlas maximal.

Proposicién 2.4 Mantengamos las notaciones anteriores. La relacion
~ dada en M por

p~ q sty solo st existen placas P, P,,..., P, tales que
Pjﬁ'Pj+17£®) 1<7<n-1,
pEPl,qEPn, (21)

es una relacion de equivalencia. Las clases de equivalencia por esta
relacion son subconjuntos conexos de M, que se denominan hojas.

Demostracion: Es sencillo verificar que se trata de una relacién de equi-
valencia.

Por otra parte, la conexién de cada hoja estd garantizada porque ésta se
puede escribir como una unién de caminos finitos de placas, en el sentido
de (2.1) (véase [2, p. 130]).

En la practica, el atlas maximal no esta disponible, y se dispone inicamente
de representantes intermedios. Pero esto no es inconveniente, porque las
hojas pueden definirse también mediante placas de cualquier atlas que sea
equivalente al maximal, con idéntico resultado. En otras palabras, las hojas
de la laminacién se pueden obtener a partir de cualquier atlas de la clase
de equivalencia.

De la Proposicién 2.4 se obtiene que cada hoja posee una estructura
natural como variedad de dimensién n y clase C*. El ejemplo més sencillo
de laminacién parte de esta idea:
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Ejemplo 2.5 (Laminacién horizontal) Si M es una variedad de cla-
se C* y dimension n y T es un espacio topoldgico, entonces M x T
admite estructura de laminacion de dimensién n y clase C* modelada
transversalmente por T.

La estructura diferenciable proporciona un atlas foliado para M x T si
Ao = {(P;, ¢:) }icr es un atlas de M como variedad, basta construir para
cada ¢ € I una nueva carta (ahora foliada) h;: P, x T — ¢;(F;) x T dada
por

hi(p,t) =(¢:(p),t), (p,t)ERXT.
En este caso, la descomposicién de M en hojas viene dada por $H =
{M o {t}}eer

Ejemplo 2.6 (Shift de Bernoulli) Un tipo de laminaciones que tiene es-
pecial interés lo forman aquellas que estdn modeladas transversalmente por
un conjunto de Cantor.

Consideramos el producto [0, 1] x {0, 1}

{0,1}% es, de acuerdo con el Capitulo 1, un conjunto de Cantor. Ademés,
{0, 1}? admite un automorfismo, que es el denominado Shift de Bernoulli:

S {01 1}Z — {O) 1}Z;
que aplica un elemento o € {0,1}” en

S(o):Z—{0,1}
n—o(n+1).

Definimos a partir de S la siguiente relaciéon de equivalencia:
(1,0) ~ (0,5 (0)), o€{0,1}".

De esta manera, lo que estamos haciendo es “pegar” extremos de los inter-
valos segtin el Shift de Bernoulli, generdndose las hojas de la laminacién.
Estas hojas consisten en las componentes conexas por caminos del cilindro

(10,11 % {0,137) / ~,

gue son unién de conjuntos de la forma

(Uo.a1x 1) / ~ 22)

1=1

21



para 0,11 =S(0y),1=1,2,...,k—1, k> 1.
El atlas dado por las dos cartas siguientes determina esta estructura:

10 (-1/2,1/2) x {0,1}* — ([0,1] x {0,1}*) / ~
(z,0) — (z+1/2,0)],

g2: (~1/2,1/2) x {0,1}* — ([0,1] x {0,1}*) / ~
{ (z+1,0)] st —1/2<z<0,

(@,9) (z,5(0))] si 0<z<1/2.

Efectivamente, las placas asociadas a estas cartas

¢$1((=1/2,1/2) x {0}), ¢2((~1/2,1/2) x {0}), o € {0,1}"
conforman los subconjuntos de la forma (2.2).

Un concepto de gran interés asociado a las laminaciones es la holonomda.
A grandes rasgos, el estudio de la holonomia proporciona informacién so-
bre cé6mo quedan “envueltas” las hojas. Se trata de obtener caracteristicas
globales sobre la laminacién, mas alld del aspecto local que viene dado por
las cartas.

Por ejemplo, en el caso del Shift de Bernoulli se pueden distinguir dos si-
tuaciones.

Por un lado, existen sucesiones en {0, 1}Z con la propiedad de que, aplicin-
dole el Shift un ntmero finito de veces, se vuelve a obtener la sucesién de
partida. Tal es el caso de la sucesién o que alterna ceros y unos,

c=(..0 1. 01 01 0 1 0...),

para la cual S? (o) = 0. En general, si colocamos k ceros entre cada dos
unos, se tiene S**!(g) = o. Lo que estamos diciendo es que la hoja que
contiene o “vuelve sobre si” tras dar k£ + 1 vueltas al cilindro. En este caso,
se habla de que la hoja tiene holonomia no trivial.

Pero hay casos en que esto no es asi. Es decir, casos en que la hoja no vuelve
sobre si; pensemos por ejemplo en una sucesién o formada integramente
por ceros, salvo un uno en cierta posicién. Esta satisface

Sk(o)£0 VE>1.

Cuando esto ocurre, se dice que la hoja que contiene o tiene holonomia
trivial, o también que no tiene holonomia.
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Rigurosamente, la dindmica transversa de una laminacién se aborda me-
diante el llamado pseudogrupo de holonomia de la laminacién. Se trata
de un pseudogrupo topolégico generado por las transformaciones 7;; en-
tre abiertos de la transversal, y que no depende del atlas considerado. Es
decir, pseudogrupos de holonomia de atlas equivalentes son equivalentes
en un cierto sentido, denominado de Haefliger (véase [3, pp. 1-14]). Dicho
pseudogrupo alberga entonces informacién sobre la disposiciéon global de
las hojas.

No obstante, es posible también hacer un estudio individualizado de la ho-
lonomia de cada hoja. Para ello, se recurre al grupo de holonomia de la
hoja, formado por gérmenes de transformaciones del pseudogrupo de holo-
nomia que dejan invariante un determinado punto en la transversal de la
hoja en cuestiéon. En este caso, ocurre por ejemplo que la holonomia trivial
se traduce en que el grupo de holonomia sea trivial.

Ejemplo 2.7 (Foliacién racional del toro) Consideramos el toro 2-dimensional
S! x S' y un entero k > 1. Identificando S! con R/Z, describimos la aplica-
cién f: S x St — St

fla+Z,p+Z)=k a+B+LZ.

Las imégenes inversas de puntos de S* forman hojas de una laminacién del
toro. Estas hojas tienen holonomia, y vuelven sobre si tras dar k& vueltas al
toro.
Concretamente, la imagen inversa de cada punto v + Z de S* en cada cir-
cunferencia S' x {8 + Z} esta formada por k puntos

(7 B ]

-4+ 24+ Z,B+Z|, 0<j<k-1
% k+k+,ﬁ+ >, SJs

Se observa entonces que cada vez que se completa una de las k vueltas que
comentdbamos (esto es, 8 alcanza un valor entero), los k£ puntos giran la
k-ésima parte de una vuelta, asocidndose cada uno con el siguiente en el
sentido de giro. Tras k vueltas, vuelven a su posicién original, cerrdndose
la hoja.
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Capitulo 3

Espacios de mosaicos

En el ultimo capitulo vamos a exponer la construccién de un espacio
meétrico formado por mosaicos en R2. Fste admitirad una estructura de la-
minacién, y proporcionard variados ejemplos al respecto.

El primer paso serd definir adecuadamente lo que entenderemos por
mosaico. En principio, un mosaico no es mas que una teselacién del plano,
aunque provista de algunas restricciones.

En este sentido, comenzaremos estableciendo un “modelo” para las teselas
que formardn nuestros mosaicos:

Definicién 3.1 Llamaremos prototesela a todo subconjunto P de R? que
satisfaga las siguientes condiciones:

1. P es homeomorfo a la bola cerrada unidad B (0, 1).
2.0€P.

La condicién I no restringe demasiado la forma de las prototeselas, pues
éstas podrian tener un aspecto muy distinto al de, por ejemplo, un poli-
gono. Sin embargo, sera suficiente para desarrollar las propiedades que nos
interesan.

Por otra parte, 2 responderd al interés de asociar al mosaico un conjunto
de puntos del plano, como veremos después.

Definicién 3.2 Llamaremos tesela a cualquier subconjunto T de R? tal
que eristen un vector vy € R? y una prototesela P con T — vy = P.

Observemos que, en particular, T' serd también homeomorfo a la bola cerra-
da unidad, ya que toda traslacién es un homeomorfismo. También vy € T,
debido a que 0 € P.
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A la hora de definir las teselas, pueden permitirse también combinacio-
nes de rotaciones y traslaciones de las prototeselas; incluso simetrias mas
generalmente. Aqui nos limitamos a considerar traslaciones, a lo que ailadi-
remos el requisito adicional de que el conjunto de prototeselas de referencia
sea finito.

Si dos subconjuntos A y B de R? son isométricos a través de una traslacién,
diremos que A es una copia por traslacion de B (y viceversa).

Definicién 3.3 Un mosaico en R? es una familia numerable M de te-
selas que satisface:

1. Existe un conjunto finito de prototeselas P de manera que toda te-
sela T € M es una copia por traslacion de alguna prototesela P € P.

2. M es un recubrimiento de R?.
3. Dos teselas distintas de M tienen interiores disjuntos.

En este caso, diremos que M es un mosaico de tipo P.
El conjunto de los mosaticos de tipo P se denotard por M (P).

El que P sea finito proporciona, por ejemplo, una cota comun para el dia-
metro de las teselas. O también (como veremos) la finitud local de los
mosaicos, como recubrimientos de R2.

Para complementar esta Definicién, son oportunos algunos comentarios.

En primer lugar, podemos asumir que el conjunto P de prototeselas no es
redundante, en el sentido de que no existen dos prototeselas de modo que
una sea copia por traslaciéon de la otra.

Con esta suposicién, para cada tesela T' € M el vector —vr que traslada T
en su prototesela modelo P € P es 1inico:

si existieran dos vectores distintos con tal propiedad, rdpidamente dedu-
cimos que seria T' 4+ w = T para algin vector w no nulo. Pero entonces
razonando por induccién T+ n - u = T para todo n € N. Es decir, T se
conservaria por traslaciones de vectores con médulo arbitrariamente gran-
de, lo cual es imposible por compacidad (luego acotacion) de T

Esta unicidad permite a su vez distinguir un punto en cada tesela del mo-
saico; con las notaciones empleadas, dicho punto serd vr para cada tesela
T € M. Una manera de formalizar esta idea es, en lugar de las teselas ori-
ginales, considerar los pares (T, vr), que llamaremos teselas punteadas.
Y con ellos, es posible hablar del mosaico punteado de M,

M:{(T’UT); T e M}7

que serd de utilidad a la hora de construir la laminacién del espacio de
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mosaicos.

Ligados a los mosaicos, también es conveniente describir lo que seran los
motivos. Un motivo es cualquier subconjunto finito (de teselas) de un
mosaico M € M (P), ya sea conexo o no.

Una dltima cuestion es que, dado un conjunto de prototeselas P, es posible
que M (P) sea vacio. Existen numerosos ejemplos en que esto no es asi,
luego podemos pensar en lo sucesivo que M (P) # @.

Ejemplo 3.4 (Mosaicos periddicos) Los mosaicos més sencillos son aque-
llos que se denominan periddicos. En el plano, un mosaico M € M (P) se
denomina periddico si existen dos vectores w;, w, € R? linealmente inde-
pendientes tales que

M+w1:M+w2:M,
Yy, como Consecuencia,
M+n-'w1—|—m~'w2:M Vn,mEZ

Ejemplos de este tipo de mosaicos lo proporcionan el mosaico regular por
cuadrados, tridngulos o hexdgonos (regulares).

Hay una nocién mas débil de periodicidad en R?, y es que el mosaico sea
periédico en una sola direccién: un mosaico M € M (P) es 1-periédico si
existe un vector w no nulo tal que M 4+ w = M. Naturalmente, la periodi-
cidad (6 2-periodicidad, segtin esta terminologia) implica la 1-periodicidad,
aunque no al revés. No es dificil construir un ejemplo que ilustre tal afir-
macién:

26



En relacién con la periodicidad, un concepto que tiene gran interés en el
terreno de los mosaicos es la apertodicidad. Un mosaico M € M (P) se
denomina aperiddico si para todo w # 0 se verifica M + w # M.

Hay que recalcar que ser aperiédico no es lo mismo que ser no periédico; el
mosaico anterior es no periédico pero 1-periédico, luego no aperioédico. Sin
embargo, si es cierto que todo mosaico aperiédico es no periédico, claro.

Ejemplo 3.5 (Mosaicos repetitivos) La periodicidad es una condicién
bastante fuerte sobre una teselacién del plano.

Esta responde a la idea de un mosaico que se repite. Pero hay otras for-
mulaciones més sutiles, que por ello tienen mayor interés.

Se dice que un mosaico M € M (P) es repetitivo si para cada motivom C M
existe un radio R > 0 tal que toda bola de radio R contiene una copia por
traslaciéon del motivo m.

Este concepto tiene su versién “uniforme” : M es uniformemente repetitivo
si para cada r > 0 existe un radio R > 0 de manera que cualquier bola de
radio R contiene una copia por traslacién de cualquier motivo de didmetro
menor que r. Es decir, el radio R se puede tomar comtn para todos los
mosaicos con didmetro menor que una constante positiva dada.

Se desprende de esto que todo mosaico uniformemente repetitivo es repe-
titivo. Y, también, la periodicidad es mas fuerte que la repetitividad. Lo
probamos:

Sea r > 0, y m un motivo de didmetro menor que r (podemos suponerlo
contenido en una bola B (x, ), para cierto x, € R?) de un mosaico perio-
dico M € M (P).

Sean u,v € R? los vectores linealmente independientes tales que M + u =
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M + v = M. En vistas de probar que M es, de hecho, uniformemente re-
petitivo, afirmamos que es valida la eleccién R = r + max{||u/||,||v|}.
Consideremos por ello una bola B (x, R), centrada en un punto cualquiera
x € R?. Gracias a la independencia lineal de u y v, existen ntimeros reales
A,k tales que € — g = A - u + i - v. Asimismo, son de interés los enteros
mi = Al +4,m; = |ul+7, 0<4,5 < 1.

En estas condiciones, existe un par (z,7) tal que

B(xo+m; - u+n, -v,7)C B(z,R);
pero por periodicidad m C B (zy +m; - u+n,-v,7) C B(x, R).

No obstante, es de hecho estrictamente méas fuerte, con lo que la definicién
no es superflua. Pueden considerarse a tal efecto algunos de los célebres
mosaicos de Penrose formados por dardos y cometas.

También son notables otras teselaciones repetitivas y no periddicas (inclu-
so aperiodicas) menos populares. Muchas de ellas surgen de procesos de
inflacion y deflacion, en los que las teselas forman motivos cada vez ma-
yores que a su vez se comportan como las teselas originales. Por ejemplo,
el mosaico conocido como chair substitution tiling.
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es posible después de todo elegir un ntumero finito de prototeselas que
conforman el mosaico mediante traslaciones. Por esta razén, tienen sentido
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Es posible construir inicamente con cuadrados un mosaico bastante
29

En cualquier caso, la simplicidad del conjunto de prototeselas no debe enga-
patolégico, que ni tan siquiera es repetitivo.

configuracién aperiédica mediante la colocacién de “muescas” y “salientes”

nera aperiédica. A saber, con algunas de las anteriores se puede forzar la
en las teselas, a modo de “puzzle” si se quiere.

Existen conjuntos de prototeselas que sélo permiten teselar el plano de ma-

narnos.



Esto es, cada fila de cuadrados se desplaza por una cantidad € € (O, %)
distinta, con respecto al origen por ejemplo.

Una construcciéon similar permite observar que existen mosaicos repetitivos,
pero que no lo son uniformemente. La idea es generar una teselaciéon que
se comporte como la sucesién numeérica

..12 1 3 12141 215121312 1.,

cuya formacién responde al siguiente esquema:

Se comienza colocando unos en las posiciones pares. Las posiciones res-
tantes (las impares) forman un subconjunto de Z equipotente a Z, luego
se puede repetir el argumento: tendremos doses en las posiciones pares de
este subconjunto, y las restantes formaran de nuevo un subconjunto equi-
potente a 7Z, etc. Iterando el proceso, se llega a semejante sucesidén.

Esta es tal que cualquier motivo finito se repite uniformemente, pero aque-
llos que tienen longitud 1 (los propios términos de la sucesidén) se repiten
con menor frecuencia cuanto mas alto es el ntimero, lo que provoca una
falta de uniformidad. Pero lo mismo ocurre, en general, para aquellos que
tienen longitud acotada.

Volvamos a los mosaicos: el plano se tesela mediante filas de cuadrados,
numeradas segin Z.

Las filas que se corresponden con un nimero comin de la sucesién estan
alineadas verticalmente. No obstante, para cada natural n tomamos un cier-
to desplazamiento €, € [0, %), de modo que si n # m entonces €, # €.
Por tener una referencia, podemos pensar que €; = 0. Es decir, las filas
asociadas a un cierto natural quedan desplazadas una cantidad particular
y distinta de las demas.
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Como es de esperar, la falta de uniformidad en el mosaico es mas complica-
da que en la sucesién. Sin embargo, ésta se observa, por ejemplo, al tomar
motivos con didmetro comtinmente acotado que involucran teselas de filas
consecutivas.

Nuestro marco de trabajo serd M (P); pasamos ya a establecer en él una
meétrica, y con ella una topologia.
En este espacio, el origen de R? tendra un papel relevante. Intuitivamente, la
distancia entre dos mosaicos serd menor cuanto mayor sea su coincidencia,
salvo una pequeia traslaciéon, en torno al origen. Lo detallamos:

Por comodidad, para referirnos al subconjunto de teselas de un mosaico
dado M € M (P) que cortan a un cierto subconjunto A de R?, denotaremos

My={T e M;TNA# o} (3.1)

Si A es acotado, entonces M, es de hecho un motivo; equivalentemente,
Mpo,r) es un motivo para todo R > 0. Asi lo veremos mas adelante, al
probar la finitud local de los mosaicos.

Por otra parte, el desplazamiento del mosaico M por un vector v € R?
consiste en desplazar las teselas que lo forman,

M+v={T+v; T e M},

que es de nuevo un mosaico.

Aclarada la notacién, tomemos dos mosaicos M, M’ € M (P). Se define el
conjunto

A = {6 € (0,1); 30,0 € B(0,€); (M +v)g(o1) = (M'+ )02 }
Consecuentemente, la presunta distancia entre M y M’ sera

(M, 10" = {,1 o=
inf Ay Sl Auu # 9.
Notemos que en el caso Ay,m # 9, Inf Ay, nunca se puede alcanzar.
Proposicién 3.6 d es una métrica sobre M (P).
Demostracion: Nos limitamos a comprobar las propiedades.

En primer lugar, es claro que d (M, M') > 0 para todos M, M' € M (P).
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Ademas, se sigue de la simetria de la definicién que d (M, M') = d(M', M).
Si M = M', entonces podemos tomar vectores v, v’ = 0 para cada e € (0, 1),
lo que implica rapidamente que d (M, M') = 0.

Reciprocamente, sean M, M' € M(P) tales que d(M,M’') = 0. Por la
caracterizacién de inferior, existe una sucesiéon {e,}2>; C (0,1) tal que

€n 52 0.
Dispondremos para cada n > 1 de vectores v,, v, € B(0,€,) tales que

(M + vn)B(O,i) = (M'+ ,U;L)B(O,i) )
o lo que es lo mismo,

(M + v, — U%)B(_v;,i) = Mg(,l,;“i), (3.2)
donde u, = v, — v, =20, v, —20.
Fijemos una tesela T' € M. Si vemos que T' € M', habremos terminado: la
inclusion M C M’ implica M = M’, debido a que los mosaicos recubren el
plano.
La idea es simple, pero requiere algo de trabajo.
En primer lugar, T es un compacto de R? y ||lu,|| < 26, <2 Vn > 1, asi
que existe Ry > 0tal que T +u, C B(0,Ry) Vn > 1.Y observemos que
para cadan > 1,

1 1 1 1
B 2)28(0, 2 ) 25(0, ) 28(0 1 1),
€n €n €n €n

de manera que existe ny > 1 tal que

n?
n

1
B (v} =) 2B(0,R) 2T +un V> mo
Por otra parte, fijémonos en el punto distinguido de la tesela T', vr € T.
Dispondremos para él de un radio 7 > 0 tal que B (vr,r) C T, luego
By +tUn,m)C(T+u,)' =T +u, VYn>1.

Entonces de un n; > 1 en adelante, €, < 7, lo que implica que
l|un|| < 26, <7 Vn >n,.
O sea que si n > N = max{no, n:}, entonces teniendo en cuenta (3.2)

lun|| < 2€, <, T+ u, € M.

Sea T" la tesela T" = T' 4+ uy de M’'. Veamos que, forzosamente, T = T".
Afirmamos que 7" = T + u,, Vn > N. Si existiese n > ng con T" A T + u,,
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por (3.2) serfa de todos modos T'+u,, = S’ para cierta tesela S' € M', S’ # T".
Como dos teselas de M’ tienen interiores disjuntos y vy = vy + uy
Vs = U + Uy,

B('UT"‘UN,T)QB(UT—FUH”T):@_
Se sigue que
2r < |lvr +uy — (vr + un) || = ||uy — un|| < 2ex + 26, <7+ 7 =21,

absurdo.

Sea ahora w € T'. Por lo que acabamos de probar, w + u, € T Vn > N,
y mientras tanto w + u,, —z w. Asi pues, el carcter cerrado de 7" permite
deducir que w € T, y con ello que T' C T".

La otra contencibén se prueba igual, poniendo 7' =T' — u, Vn > N.

Solo resta entonces demostrar la desigualdad triangular para d. En esta
linea, pensemos en tres mosaicos M, M', M" € M (P). Queremos demostrar
que

d(M, M"Y <d(M,M"Y+d(M',M").

Segtn la definicién de d, podemos suponer que d (M, M") + d(M', M") < 1.
En caso contrario, la desigualdad estaria probada. En particular, estamos
suponiendo que Ay, Ay, 7 9, asi que podemos considerar €, €’ € (0,1)
tales que existen vectores v, v, € B(0,¢€), v',v] € B(0,¢€') de suerte que

(M + ’U)B(O,%) = (M" + ’UE)I)B(O,%) )
(M'+ /U/)B(O,E%) = (M" + UIILI)B(O )"

1
Es mas; por la caracterizacion del inferior, es posible tomar € y ¢’ de modo
que e+¢ < 1. Sillamamos Ry = % —||vg|| > 0, Ry = ¢+ —||v{|| > 0, podemos
garantizar (como razondbamos maés arriba) las siguientes igualdades:

(M + v+ 0) o pyy = (M" + 95 +0]) g0 p,) »

(M'+v' + v B(0.Ry) = (M" + vy + v B(0,Ro) -
O sea que

(M'+v' + Ug)B(O,R) =(M+v+ UIII)B(O,R) )

siendo R = min{Ry, B1} >0, |[[v'+vf], |lv+vf|| <e+€ <1.
Este radio y estos vectores hardn que Ap v sea no vacio si

e+e’ S R.
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Equivalentemente, si

1 1
<R <R
(e+e’_ o ¥ e+¢€e — !

1 1 y 1 1 "
slag<a-lol y o< -Ill) e

1 1 € 1 1 €
"y < . "< = =
<HUOH = ¢ € € € (E El) y Hvl | — ¢ > )

lo cual es cierto, ya que [lvg|| <e, [[vi]| <€ y I, 5, 4o <1

Lo anterior prueba que d(M', M) < € + € para cada eleccién de €, € con
€ + € < 1. Como con estas condiciones € y ¢ pueden ser arbitrariamente
proximos a, respectivamente, d (M, M") y d(M', M"), deducimos de ello la

desigualdad triangular.

Cabe comentar que en (3.1) podriamos haber definido alternativamente
My={TeM;TCA}

con idéntico resultado, pues bajo la suposiciéon de que P es finito, existe
una cota superior para el didmetro de las teselas de nuestros mosaicos. La
distancia no seria igual, pero si la topologia que genera.

El conjunto M (P) dotado de esta topologia se conoce como espacio de
Gromov-Hausdorff.

Es posible distinguir en M () un subespacio que hereda una topologia
peculiar.

Recordemos que en cada tesela de un mosaico M € M (P) tenfamos un
punto distinguido, lo que permitia considerar el mosaico punteado M de
M. Denotaremos por Dj; C R? al conjunto de todos los puntos distinguidos
de teselas de M. En otras palabras, D), es la proyecciéon por la segunda
componente del mosaico punteado M.

En este sentido, nos fijamos en el subconjunto T (P) C M (P) formado por
aquellos mosaicos M tales que 0 € Dj,. Acorde con el papel de transversal
que jugard en la laminacién, este subespacio se conoce como transversal
canonica.

Estudiemos entonces la topologia que M (P) induce sobre la transversal
canonica.

La imposiciéon 0 € D provoca una “discretizaciéon” de los mosaicos en la
transversal canénica, al restringirnos a aquellos que tienen algin punto
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distinguido coincidente con el origen. Esto tendra un reflejo en la topologia,
materializado en la desconexién total del espacio T (P).

Se puede decir atin méas. Y es que, de hecho, dicha topologia admite una
descripcién en términos de una ultramétrica:

Definiciéon 3.7 Una ultramétrica sobre un conjunto no vacio X es una
métrica u que satisface la desigualdad ultramétrica, a saber,

u(z,y) < méx{u(z,z),u(y,2)}  Vz,y,2 € X.
El par (X,u) se denomina espacio ultramétrico.

La desigualdad ultramétrica implica la desigualdad triangular, lo que sera
1til mas adelante. Pero tiene también otras importantes consecuencias, que
ya anuncidbamos.

Proposicion 3.8 St (X,u) es un espacio ultramétrico, entonces toda
bola abierta es cerrada. Como consecuencia, (X,u) es totalmente dis-
comnezo.

Demostracion: Escojamos un z € X y un radio R > 0. Sea y € B(z, R).
Entonces para cada r > 0 ocurre que B (z, R)N B (y,r) # <. En particular,
si tomamos r de modo que 0 < r < Ry un punto z € B(z,R) N B(y,r),

u(z,y) <mix{u(z,2),u(y,2)} < R

por la desigualdad ultramétrica.

La afirmacién de que el espacio es totalmente disconexo se desprende de
su 0-dimensionalidad (las bolas abiertas forman un sistema fundamental
de entornos en cada punto) y de su caracter Ty (de hecho, Hausdorff). Se
trata, recordemos, de la Proposicion 1.3.

Dados dos mosaicos M, M' € T (P), se define
Cum = {R > 0; Mp(o,r) = Mpo,r)}

y con él

R(M, MI) — {(s)upCM,M/ Si CM,M/ # ®1

si CM,M’ = .

Cabe observar que si Cyy # 9, R (M, M') < oo, entonces R (M, M') se
alcanza. Veamos:
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Sea T' € Mp(o,r(m,u))- Bstoes, TN B(0,R(M,M')) # @.

Sabemos que 7' es homeomorfa a la bola cerrada unidad via un homeomor-
fismo f: T — B(0,1).

El Teorema de invariancia del dominio ([4, p. 3]) , permite deducir que los
puntos de 7'y B (0,1) C B(0,1) se corresponden por f. Asi, dado que la
adherencia de B (0, 1) relativa a B (0, 1) es la propia bola cerrada unidad y
que los homeomorfismos respetan la operaciéon de adherencia, tenemos que
T es regularmente cerrado en si mismo: T' = T

Podremos escribir 7'N B (0, R (M, M")) # @. Debido al caréacter abierto de
B(0,R (M, M")), esto implica que de hecho

TNB(0,R(M,M") # 2.

Por la caracterizacion del superior, existe una sucesion {R,}3>; C Cpy e de
ntimeros reales positivos tal que R, —R (M, M'). Gracias a la continuidad
de la norma, podemos afirmar que existira no > 1 tal que T'N B (0,R,) # @
sin > ng.

En particular, es T N B(0, R,,) # 9, luego

T € Mp(o,r.) = Mp(o r,) € Mp(or(am):-

La otra inclusién se prueba de manera anéloga.

Ademas, se concluye que en este caso Cy e €s un intervalo de R de la
forma

Cotarr = (o, R (M, M) ]

Sin mas predmbulos, definimos la distancia entre los mosaicos M, M' como
dy (M, M') = ¢ *MM),

donde se entiende que dy, (M, M') =0si R (M, M') = oco.

Proposicién 3.9 dj; es una ultramétrica en T (P).

Demostracion: Las propiedades de simetria y no negatividad de d; se si-
guen inmediatamente de la definicién.

También es rapido comprobar que dy, (M, M') si y s6lo si M = M.

Seglin hemos comentado, para terminar es suficiente demostrar la desigual-
dad ultramétrica. Para mosaicos M, M', M", ésta equivale a demostrar que

do (M, M") <dy(M,M") 6 dy(M,M")<d,(M,M"),
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a su vez equivalente a
R(M,M)Y>R(M,M") 6 R(MM)>R(M,M").
Esta dltima condicién es consecuencia de la inclusién
Cu 2 Corrpr N Cagr g

y de que o bien CM,M” ﬂCM/,MH = CM,M”, o bien CM,M” ﬂCMI’MH = CM’,M”-

Para completar esta construccién, atin falta comprobar que esta métrica
d+ induce la topologia de subespacio de T (P) C M (P).

Proposiciéon 3.10 La restriccion de d a T (P) y dy inducen la misma
topologia sobre T (P).

Demostracion: Fijemos un mosaico M € T (P). Como dy esta acotada por
1, podemos escribir cualquier radio de interés en la forma e ®, R > 0.

De esta manera, las bolas segtin esta distancia admiten una descripcién
sencilla:

By (M,e™®) = {M' € T(P); d (M, M") < e "} =
={M' e€T(P); R(M,M') > R}.

Ahora, recordemos la forma que tenia una bola segtn la distancia d del
espacio M (P). Para un § > 0,

B(M,8) =M (P) si6>1,
ysio<d <1,
B(M, 6) = {MI € M(P), AM,M’ # J, ],.I].fAM’M/ < 5} =

| M'e M(P); Je €(0,6), v,v' € B(0,€) con c
B (M + U)B(O,%) = (M'+ "’I)B(o,g) -

c M' e M(P); Je € (0,6), v,v' € B(0,€) con
- MB(O,%fe) = (MI +v' - ’v)B(O,%fe) .

Como el conjunto de prototeselas P es finito, podemos elegir un radio r > 0
tal que B (x,r) contiene a lo sumo un punto distinguido de cada mosaico
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de M (P), para todo € R2. Por ejemplo, podemos escoger para cada

prototesela 7 € P un radio r+ > 0 tal que B(0,r7) C 7T, y después fijar
= = mi 0.

r=r(P) minry >

De esta manera, si tomamos § = min{r

condiciones

, 71}, entonces |[v' —v|| < 27 y las
Mp(o: oy = (M'+0' —v)ps o ¥
M eT(P),

fuerzan que v' — v = 0, puesto que el punto distinguido de alguna tesela
de M'+ v’ — v debe coincidir con el origen. Ademas, como % > R+1, serd

1 1 1
E_€>S_625_12R’
por lo que B(M,6)NT(P) C B, (M,e*R)
Al revés es mas sencillo:
Fijemos un § > 0. Para que B (M,e‘R> CB(M,5)NnT(P
R > % Efectivamente, con esta eleccién de R, sirve € = g,
cada mosaico M’ € By (M, e‘R).

), basta tomar
v,v' = 0 para

Ya tenemos el terreno preparado para definir una laminacién en nuestro
espacio de mosaicos. Las hojas de dicha laminacién admiten una descrip-
cién sencilla; se trata de las érbitas en M (P) por la accién del grupo de
traslaciones,

M (P) x R? — M (P)
(M,v) +— M +w.

Es decir, la hoja que contiene un mosaico M serd Hy = {M + v; v € R?}.
No obstante, es oportuno un atlas foliado que corrobore esta particiéon.

Para ello, vamos a concebir dos tipos de cartas, que estardn basadas en la
transversal de mosaicos. Con el objeto de recubrir todo el espacio M (P),
podemos pensar en la posicién relativa del origen 0 € R? con respecto a las
teselas de un mosaico M € M (P).

Puede ocurrir, por ejemplo, que el origen se encuentre en el interior de
alguna tesela T' € M. En esta situacién, consideramos la prototesela 7 € P
que es copia por traslacién de T'. Ocurre, por definicién, que T — vy = T,
donde —vr € 7. Esto da una idea para el primer tipo de carta.
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Se define la aplicacién

7% TXFT—> M(P)
(¢, M) — M —x,

siendo Fir ={M € T(P); T € M}.
Comprobemos las propiedades pertinentes:

» Seaelradio r (P) > 0 que introdujimos en la prueba de la Proposicién
3.10. Entonces si consideramos un mosaico N € T (P) tal que 7 € N,
Fr se escribe

Fr={M € T(P); R(M,N) >r(P)} = B (N,e "),

de modo que Fir es un abierto de T (). Si tal mosaico N no existiera,
entonces podriamos prescindir de la prototesela 7.

» @7 es inyectiva:

Sean (x, M), («', M') € T x Fr distintos. Si & = @/, M # M', enton-
cesesclaroque M —x A M' — x'.

Supongamos que x # x', pero M — x = M’ — x’. Llamando
y=a'—x#0,esM+y=M>T.

En particular, 7 +y =T’ € M' con T # T, y sin embargo ambas
teselas pertenecen a M’. En consecuencia, 7/ N7 = @.

Ahora bien, dado que &' € T, se tiene ' + y = = € 17" N T; absurdo.

> o1 (7' X FT) es abierto de M (P):

Sea M € ¢ (’f‘ X FT); para un radio 0 < § < 1, era

M' e M(P); Je € (0,6), v,v' € B(0,€) con
B(M;é) g (M—i_,v_,v/)B(O,%*e) — MIB(O,%—E) g

(M + )50 1) = My ) (3.3)

c { M' e M(P); Je € (0,6), u € B(0,2¢) con }
Los mosaicos de @1 (7' X FT) son tales que el origen se encuentra
en el interior de una tesela que es copia por traslaciéon de 7. Para el
mosaico M, sea T esa tesela.
Supongamos que 17 > 0 es tal que B(0,n7) C T. Entonces si elegi-
mos § = 7, estd garantizado que 0 € T + u, y como consecuencia

B(M,5) C o7 (T x Fr).
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» 7 es continua:

Con las notaciones anteriores, fijemos un radio § < . Esta vez note-
mos que

B(M,5) D { M' € M(P); 3e € (0,6), v,v' € B(0,¢€) con }:

(M'+v' - 'U)B(O,§+1) = MB(O,%H)

_{ M' e M(P); Je € (0,6), u' € B(0,2€¢) con }

— (M’ + “/)B(o,gﬂ) _ MB(o,gﬂ) (3.4)

Entonces pongamos r = min{#, 0} > 0, verificAndose B (0,7) C T
(luego B(—vp,7) C T), y un R > 0 lo bastante grande como para
que R > 2 + 1+ |lup||. Bajo estas condiciones,

o7 (B(~vr,) x By (M — vr,e ?)) C B(M, ),

donde, observemos, el par (—vr, M — vr) es la imagen inversa de M
por ¢r. Justifiquemos la inclusion; un elemento del miembro izquierdo
es de la forma M' + vy + v/, con

u'EB(O,T)gB(O,é):B<0,2g> y

MIB(O,R) = (M - UT)B(O,R) )
implicando la 1ltima condicién que
(M' + UT)B(O,%-H) = ((M’ + v + u') _ u/)B(O,%-I-l) — MB(O,%-&-l)'
En definitiva, € = g es una eleccién valida para cada elemento de

oT (B(—vT,r) X By (M — vT,e‘R)>, con lo que se tiene inclusién
anunciada. Luego también la continuidad de ¢7.

» Solo falta comprobar que la inversa
(,0;—12(,07‘<’7LXF7‘)H 7n-><F7‘
M — (—’UT, M — 'UT)

es también continua. Tomemos radios r, R > 0 y recuperemos (3.3),
poniendo andlogamente

B(M,5) C { M' € M(P); 3e € (0,6), u' € B(0,2€) con }

(M'+ uI)B(O,%—l) = MB(O,éfl)
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Para § < 7 lo bastante pequeAso, un mosaico M’ de este ultimo
conjunto tiene imagen por cp7_-1

(p}l (M) = (v —vp, M' +u' — vp).

Poniendo § = min{7, m};
o7 (B (M,8)) C B(~vr,r) x By (M —vr,e®),

ya que, de esta manera, ; —1—||vr|| > ;—1—|lvr|| > R para cualquier
e € (0,9).

O sea que al fin podemos afirmar que ¢+ es un homeomorfismo para cada
prototesela 7 € P. Sin embargo, hay que analizar también el otro tipo de
carta, pues ciertamente éstas no bastan para recubrir M (P); ; Qué ocurre
si el origen 0 € R? se encuentra en la interseccion de varias teselas (y en el
interior de ninguna)?

Hemos denotado a la transversal canénica por T (P), quizd omitiendo un
subindice pertinente: T (P) = Ty (P). En efecto, ya que respecto a la topo-
logia dada sobre T (P), el origen tenia un papel relevante.

Pero no hay inconveniente en colocar como subindice cualquier otro punto
p de R?. Al hacerlo, entendemos que la distancia d; = d? introducida en
To (P) se sustituye por otra dF, que tiene como referencia el punto p en
lugar del origen. El espacio ultramétrico (T, (P),d}) es entonces un subes-
pacio de (M (P),dP), siendo dP? la distancia analoga a d empleando bolas
centradas en p.

El circulo se cierra observando que tanto los espacios (M (P),d) y

(M (P),dP) como los (respectivos) subespacios (T, (P),ds) v (Tp (P),df)
son homeomorfos (de hecho isométricos) a través de la correspondencia
M— M +p.

Volviendo a la cuestién de las cartas, pensemos en aquel planteamiento: el
origen no se encuentra en el interior de ninguna tesela, para un mosaico
dado M. Por tanto, pertenece a la interseccién de varias (fronteras de) te-
selas del mosaico. Lo que haremos en este caso serd construir una carta ad
hoc para dicho mosaico.
Sea m el motivo formado por todas las teselas que contienen el origen, es
decir,

m={TecM;0eT}
Para ser realmente un motivo, m ha de ser finito. Un resultado auxiliar
zanja esta cuestion:
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Lema 3.11 Si M € M(P), entonces M es localmente finito.

Demostracion: Ocurre de hecho algo maés fuerte, que implica la anterior
afirmacion: si po € R?, R > 0 entonces B (pg, R) corta a un namero finito
de teselas de M.

Supongamos que no es asi, y que B (po, R) corta a un niimero infinito de
teselas de M. Como PP es finito, las teselas de M tienen su didmetro uni-
formemente acotado, luego podemos suponer que B (pg, R) O B(po, R)
contiene a un numero infinito de teselas de M.

Entonces contiene a un conjunto infinito de puntos distinguidos (distintos),
concretamente {vr; T C B (po, R)}. Al ser B (po, R) compacto, el anterior
conjunto admite un punto de acumulacién; esto es absurdo, ya que la dis-
tancia entre dos cualesquiera de esos puntos es, al menos, 7 (P).

Escogemos entonces una tesela S € m, y su punto distinguido vs. La
transversal quedard constituida ahora por el subconjunto de T, (P) for-
mado por aquellos mosaicos que contienen el motivo m,

Fp={M € Ty (P); m C M}.

Como abierto de R?, cualquiera que garantice la inyectividad: B (0,7 (P))
valdra. Asi pues, la carta correspondiente es ahora

Ym,s: B(0,7 (P)) x Fy — M(P)
(x, M) — M — x.

Esta vez, F, no va a ser una bola abierta, pero es abierto de todos modos:
se justifica tomando un radio R > 0 tal que m C B (vg, R) (m es compacto
como unién finita de compactos), de modo que entonces B,® (M , e*R> C Fa
para todo M € F,,.

La continuidad de ¥, s y de su inversa se obtiene mediante un argumento
similar al utilizado con el primer tipo de carta.

i Habréd compatibilidad entre las cartas?

Tomemos una carta del primer tipo, ¢+ (para cierta prototesela 7°), y otra
del segundo, %5, asociada a un motivo m que contiene una copia por
traslacién S de 7. Sea (x, M) un par en el dominio adecuado para ¥y s.
Entonces,

(W%l o %,s) (x, M) = 7' (M — ) = (-vs o, M —x —v5 ) =

=(x —vs, M — vg).
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Al revés,

<¢§1,150<PT> (Y, N) =9, 5s(N—y)=(-vs—y,N—y+vs+y) =
:(y+vs,N+Us),

o sea que se satisfacen las condiciones pertinentes en el cambio de carta.
En particular, la segunda componente es una isometria que no depende de
los vectores y la primera tiene toda la regularidad deseable.

El cambio entre dos cartas del segundo tipo tiene una forma similar, mien-
tras que dos cartas distintas del primer tipo tienen imagenes disjuntas.

Como apuntdbamos, este atlas foliado se adectia a la descripcién de las ho-
jas: un camino finito de placas segin este atlas consiste en la traslacion de
un mosaico por vectores de un cierto abierto de R2.

La laminacién de mosaicos alberga variados ejemplos en cuanto a la
dindmica transversa, que se pueden describir en términos de caracteristicas
que ya hemos introducido.

Por ejemplo, es claro que una hoja que contiene un mosaico aperiédico
tiene holonomia trivial. Por otra parte, si contiene un mosaico periédico o
1-periédico, ésta pasa a tener holonomia no trivial.

Sin embargo, para terminar nos centraremos en el concepto de envoltura
de un mosaico:

Definicion 3.12 Sea M € M (P). Se conoce como envoltura del mosaico
M a la adherencia de su hoja, Q2 = Hay-

En general, H ;s no es un cerrado; es decir, {2y, 2 Hs. Esto puede observarse
considerando la envoltura de un mosaico formado por teselas cuadradas,
salvo por una, dividida en dos tridngulos.

N
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Dicha envoltura contiene el mosaico formado integramente por cuadrados,
que por otra parte no se encuentra en la hoja.

De acuerdo con la introduccién, vamos a estudiar condiciones suficien-
tes para que la envoltura de un mosaico sea, transversalmente, un conjunto
de Cantor. Esto es, nos preguntamos en qué condiciones €2,y N T es ho-
meomorfo al conjunto de Cantor, si T es la transversal completa del atlas
foliado que hemos dado para M (P). Es razonable plantearselo, ya que, co-
mo sabemos, Q3 NT C T es un espacio métrico totalmente disconexo para
cualquier mosaico M. Ello se debe a que 7" (como unién disjunta) sigue
siendo un espacio métrico, que hereda el caracter totalmente disconexo de
cada transversal local. Ademas, es un hecho general el que todo subespacio
de un espacio totalmente disconexo sea totalmente disconexo.

Por la caracterizaciéon de los Cantor, basta pensar entonces en que Q) NT
sea, a mayores, compacto y perfecto.

En términos de la topologia de T, la perfecciéon se traduce en que, dado
cualquier mosaico, existan otros que compartan con él motivos arbitraria-
mente extensos en torno al origen y sin embargo sean distintos del mosaico
en cuestién.

Ya introdujimos conceptos que garantizan esta propiedad.

Proposiciéon 3.13 Sea M € M(P) un mosaico aperiodico y repetitivo.
Entonces Q) NT es perfecto.

Demostracion: En el sentido que comentidbamos mas arriba, tomemos un
mosaico N € Hy, N'T y un radio r > 0. Consideremos el motivo

n= NB(O,r+1)-

Como M es repetitivo, N también lo es, con lo que existird un radio R > 0
tal que Np(y &) contiene una copia por traslaciéon n’ de n para todo y € R
En particular, podemos elegir y de manera que B(y, R)NB(0,r + 1) = &,
asegurando que 1’ es distinto de n.

Sea v’ # 0 el vector que verifica n = n’+v'. Entonces el mosaico N' = N+
es distinto de N por aperiodicidad y verifica

Np(o,r+1) = Npo,r11)»

razén por la cual N' € B;(N,e ")\ {N}. O sea que Hy N T es perfecto.
Ahora, reparemos en la forma que tenian las bolas del espacio M (P). Si
N € QuNT,lainterseccién B (N, §) NHy # & contiene también mosaicos
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de Hy N T. De este hecho, se deduce que todo mosaico de Qp N T es
adherente a Hy, NT en T, y por ello que 2,y N T es también perfecto.

Para la compacidad, la condicién que funciona es la llamada condicion
FPC (del inglés, Finite Pattern Condition). Un mosaico satisface la con-
dicién FPC si, fijado un didmetro r > 0, existen en él una cantidad finita
de motivos con didmetro menor que r médulo traslacién.

El desarrollo de la prueba es semejante al que se tenia en el Corolario 1.22,
aunque algo méas complicado.

Proposicién 3.14 St M € M (P) satisface la condicion FPC, entonces
QuNT es compacto.

Demostracion: Puesto que se trata de un espacio métrico, trabajaremos
secuencialmente. Fijemos una sucesién {M;}5° ; de mosaicos de Hy NT y
un radio r > 0 de manera que r exceda una cota superior para el didmetro
de las teselas.

Consideramos la bola B (0,r), y para cada k > 1 el motivo my ; de M, que
ésta contiene (y que serd no vacio por la eleccién de 7). Como M satisface
la condicién FPC y My € Hy Yk > 1, existird un motivo n; C B(0,7)
y una subsucesion {Mj }52, de manera que n; = my; + v para cierto
vector vy ; € B(0,2r), para todo k& > 1.

A continuacién, tomamos la bola B(0,2r), y para cada k > 1 el motivo
mg o de Mg, que ésta contiene. Por la eleccion de r, contendrd estricta-
mente a my ;. Se repite el argumento, con lo que obtenemos un motivo
ns, B(0,2r) O ny 2 ny y una subsucesion {My}52, de {M1}2, (v por
tanto de la original) tal que n, = my 5 + vx» para todo £ > 1. En efecto,
los vectores son los mismos: en particular, deben trasladar el motivo my
en el motivo n; para todo k& > 1.

Iterando esta construccién, obtenemos una subsucesién diagonal { M .},
de la original, de modo que para cada k > 1 existe un motivo n; = my . +vgk
que contiene estrictamente a los anteriores,

npGenyg GGGy,

o0

teniéndose a mayores R? = U ng. Llamemos N al mosaico determinado
k=1

por esta sucesiéon de motivos.

La sucesion {v x }52, estard acotada, pues v, € B (0,2r) Vk > 1. Por ello,
admite una subsucesién {vy, x, }i2; que converge a un vector v € B (0, 2r).
Extraemos finalmente una subsucesién {My, &, }5°;, con la virtud de que

Mk + Uk = Wiy ey = (nkz,kz - ’U) T U= Mg + (vkz,kz - U) =Nk, —V
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para todo [ > 1, y siendo v, x, — v ;52 0. De aqui, se deduce que

M,k 52 N —ven M(P), por lo que N — v € Q.

Pero ademas T es cerrado en M (P), y como consecuencia { My, , }i2; es
una subsucesién de la sucesién original { M}, que converge a un mosai-

coN—-veQyunT.

Lo que acabamos de probar equivale a que Hj, NT sea relativamente com-
pacto en T'. Es decir, Hy NT D Qp NT es compacto. Ahora bien, Q) NT
es entonces cerrado en un compacto, asi que compacto también.

Si un mosaico es repetitivo y FPC, entonces es facil deducir que, de
hecho, es uniformemente repetitivo. Y el reciproco también es cierto:

Proposicion 3.15 Sea M € M (P) un mosaico uniformemente repetiti-
vo. Entonces M es repetitivo y satisface la condicion FPC.

Demostracion: Basta probar que M es FPC, asi que fijemos una cantidad
r > 0y supongamos que existen en M infinitos motivos con didmetro menor
que 7, moédulo traslaciéon.

Existe un radio R > 0 tal que toda bola B (y, R) contiene infinitos motivos
con didmetro menor que r, médulo traslacion. Pero esto es absurdo, ya que
cualquiera de éstas bolas contiene, a lo més, un motivo m de M. Como
subconjunto finito de teselas, los motivos que m contiene representan a lo
sumo una cantidad finita.

Entonces, después de todo es posible enunciar:

Teorema 3.16 Si M € M(P) es un mosatco aperiddico y uniforme-
mente repetitivo, entonces su envoltura tiene una transversal homeo-
morfa al conjunto de Cantor.

G —
q —
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