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Introduccion

La teoria de los cddigos correctores de errores tiene su origen en el articulo [Sha] de C.E. Shannon
publicado en 1948. Los codigos correctores de errores se utilizan en la industria cuando se quiere
enviar una informacion a través de un canal sujeto a ruido. Un cédigo corrector anade informacion
extra al mensaje que se quiere transmitir con el fin de recuperar la informacién enviada.

El siguiente diagrama proporciona una representaciéon visual de un sistema de transmision de in-
formacién general:

Emisor Codificacion Canal Decodificacion Receptor

Ruido

Los denominados codigos en bloque transmiten la informacién en palabras de la misma longitud.
Dentro de los codigos en bloque, los codigos lineales son los mas estudiados debido a que su es-
tructura permite utilizar las herramientas del algebra lineal tanto para obtener resultados tedricos
como para su manejo practico.

El objetivo del presente Trabajo de Fin de Grado es el estudio de los codigos lineales sobre cuerpos
finitos con el propdsito de hallar técnicas elementales que nos permitan construir codigos 6ptimos,
pues no hay un método explicito para construir una familia de estos codigos.

En el primer capitulo, de caracter introductorio, mostramos las nociones basicas de cuerpos finitos
necesarias para cualquier curso de teoria de codigos. En un primer momento, nuestra intencion fue
profundizar més en estas ideas. Sin embargo, hemos acabado centrandonos en cddigos sobre los
cuerpos Fy y 5. No obstante, por su interés, hemos decidido no eliminar gran parte del contenido
de este capitulo.

En el capitulo 2 exponemos los cédigos lineales. Tratamos el concepto de matriz generadora, matriz
de control y diferentes propiedades de los codigos. Ademas, se muestran diversas cotas de codigos
y la decodificacién general propia de codigos lineales.

En los siguientes tres capitulos se presentan los codigos lineales binarios, algunos de ellos 6ptimos,
que hemos conseguido hallar con diferentes técnicas, tras multitud de ensayos fallidos. La mayoria
de estos cddigos me han sido sugeridos por mi tutor [Mar]. Hemos utilizado también otros métodos
como, por ejemplo, el que sugiere [Til].

El interés principal de estos codigos es la cualidad de ser 6ptimos, si bien también hemos valorado los
cédigos con pocos pesos, dos o tres pesos no nulos, y la propiedad de autoortogonalidad. Asimismo,
destaca el hecho de poder calcular a mano la distribucién de pesos del codigo. Nos hemos limitado
a longitudes de los cédigos pequenas, n < 256, para poder cotejarlos con las tablas de [Grassl] y asi
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saber si nos acercabamos a cédigos optimos. No obstante es obvio que técnicas tan elementales no
tienen limite y facilmente pueden proporcionar cédigos analogos de parametros mucho mayores.

Posteriormente, aplicando estas técnicas a cédigos lineales ternarios, hemos obtenido resultados
muy pobres. Para estos codigos ha sido necesario el uso de ordenador, nosotros hemos utilizado el
software MAPLE. A pesar de ello, describimos otros procedimientos que resultan mas interesantes,
como el cédigo simplex ternario y la construccion (u+ v +w | 2u+wv |u). A continuacién se expone
cémo, a partir de este ultimo método, se han construido los codigos Reed-Muller ternarios de la
forma que dicta [KsPa].

Es posible que cédigos similares con mayor longitud valgan para ser utilizados en técnicas crip-
tograficas. Un ejemplo es el uso de codigos en el criptosistema McEliece.

Los codigos también tienen aplicacién en combinatoria y teoria de grafos, asi como en esquemas
de comparticién de secretos, protocolos seguros (multi-party computation) y autenticacién, entre
muchas otras.
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Capitulo 1

Cuerpos finitos

Este capitulo esta dedicado a la presentacién de algunas de las ideas y resultados basicos de la
teoria de cuerpos finitos que se utilizan en la teoria de cédigos correctores de errores.

Las demostraciones de estos enunciados pueden encontrarse en [LiPi], capitulo 3 y en [MuTe|,
capitulos 5y 9.

Sea p un numero primo, ¢ una potencia de un primo, es decir ¢ = p". Se dan por conocidos los
cuerpos finitos primos F, = (Z/(p),+,-) y se sabe que existe un tnico cuerpo finito primo para
cada primo p, salvo isomorfismos. Un cuerpo finito de ¢ elementos se denota por F, = GF(q).

Sea A un anillo o cuerpo de caracteristica p, entonces para todo a,b € A y todo n € N se cumple
(a+b)P =al + P (a+b)P" =a" + 0"

Teorema 1 Sea K un cuerpo finito, entonces su caracteristica es un primo p, el cuerpo tiene p"
elementos y es una extension de grado n del cuerpo primo F,,.

Sea P(X) € [F,[X] un polinomio irreducible de grado n > 2, entonces F,[X]/(P(X)) es un cuerpo
con p" elementos.

Teorema 2 Sea q = p". El cuerpo finito F, es exactamente el conjunto de raices del polinomio
X?— X € F,[X]. En consecuencia, F, es el cuerpo de descomposicion de dicho polinomio sobre F,,.
Luego dos cuerpos con p" elementos son isomorfos. Para cada potencia de un primo p" existe un tinico
cuerpo con p" elementos, salvo isomorfismo.

Teorema 3 El cuerpo GF (p") tiene exactamente un subcuerpo con p? elementos para cada divisor
d|n. No hay otros subcuerpos de GF'(p™).

Teorema 4 Sea ¢ = p" y el cuerpo F,. Su grupo aditivo es isomorfo a

n veces
A

(Fg, +) = (Z/(p) % --- x Z/(p), +)
Su grupo multiplicativo (F, \ {0}, ) es ciclico de orden p™ — 1.

Luego, F, tiene exactamente ¢(p” — 1) elementos cuyo orden multiplicativo es ¢ — 1 = p™* — 1.
Considerando la correspondiente propiedad de los grupos ciclicos finitos, para cada d € N que
divide a ¢ — 1 = p" — 1, el cuerpo F, tiene exactamente ¢(d) elementos de orden multiplicativo d.
Ademas, todo elemento no nulo de F, es una raiz de la unidad.

Un elemento de F, cuyo orden multiplicativo es ¢ — 1 se denomina elemento primitivo del cuerpo,
o raiz primitiva.



Proposicién 5 Sea ¢ = p", la extension F,, C F, es simple.
Lema 6 Sea p primo, para cada n € N existe algin f(X) € F,[X]| polinomio irreducible de grado n.

Lema 7 Sea p primo, sea f(X) € F,[X]| un polinomio irreducible de grado n. Entonces f(X) divide
al polinomio X?" — X.

Proposicién 8 Sea p primo, sea f(X) € F,[X] un polinomio irreducible de grado d. Entonces f(X)
divide al polinomio X?" — X si y solo si d|n.

Proposicién 9 El polinomio X?" — X es el producto de todos los polinomios mdnicos irreducibles de
IF,[X] cuyo grado divide a n.

Sea K un cuerpo de caracteristica p. La aplicacion

c: K- K

a— a?

es un homomorfismo de cuerpos. La imagen de o es un subcuerpo de K.

Im(oc)={a’:ae€ K} =K CK

El homomorfismo ¢ es un automorfismo si y solo si K? = K. Si lo es, se denomina automorfismo
de Frobenius.

Lema 10 Todo polinomio irreducible P(X) € F,[X| tiene derivada P'(X) # 0. Y por lo tanto, tiene
todas sus raices distintas y de multiplicidad uno, donde las tenga.

Lema 11 Sea q¢ = p", la extension de cuerpos F, C IF, es normal y separable, luego es una extension
de Galois.

Teorema 12 Sea q = p", el grupo de Galois de la extension I, C F, es ciclico de grado n, esta
generado por el automorfismo de Frobenius.

Sio:F, = F, es el automorfismo de Frobenius, tenemos que
Gal(F,/F,) = {id,0,0%,..., 0" '}.
Notese que

Ui:IFq—HFq

o o
Es claro que 0™ = id. Debido a que o"(a) = o?" = «, ya que a € F, = Fn.

Lema 13 Sea f(X) € F,[X]| un polinomio irreducible de grado n, entonces f(X) tiene una raiz o en
F,». Ademads, el conjunto de las raices de f(X) es

2 n—1
P P P
{o,a?, 0", ;a7 } CFpn

Luego Fn es el cuerpo de descomposicion de f(X).

2 n—1 . .
Los elementos a, o, a?”,...,a?" = C F,» se denominan los conjugados de « respecto IF,,.
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Lema 14 Sea o € F, \ {0}, sus conjugados respecto IF,, tienen el mismo orden en el grupo F, \ {0}.

Es decir, las raices de un mismo polinomio irreducible f(X) € F,[X] tienen el mismo orden multi-
plicativo.

Sea el polinomio irreducible f(X) = X"+a,_1 X" '+ a1 X +ag € F,[X] y sean o, a?, o aP
F,» sus raices. Nétese que:

Traza(a) =a+aP +a” + -+’ + o’ = —qa, , €F,

Norma(a) = a-aP -aP’ - qP" " . qf" = QPP T — (g € F,

La ultima igualdad podria ser 1til para calcular potencias de o, y una ayuda para determinar el
orden multiplicativo de a.

Lema 15 Dos polinomios irreducibles del mismo grado en F,[X] tienen cuerpos de descomposicion
isomorfos.

Teorema 16 (Teorema de Wedderburn) Todo cuerpo finito es conmutativo.

Proposicién 17 Sea p un primo impar. La mitad de los elementos de F,. \ {0} son cuadrados, y la
otra mitad no son cuadrados.
Todos los elementos de [Fyn son cuadrados.

Veamos algunos resultados relativos a polinomios irreducibles sobre el cuerpo I,

Lema 18 Sea P(X) € F,[X] un polinomio ménico de grado dos o tres, entonces P(X) es irreducible
si y solo si no tiene raices en I,
Ningdn polinomio irreducible de F,[X] de grado mayor o igual que dos tiene raices.

Teorema 19 E/ polinomio X? — X — a € F,[X] es irreducible si y solo si a # 0 en I,

Proposicién 20 Sea p primo y t otro primo tal quet | (p—1) yt*{ (p —1). Sea a € F,, un elemento
cuyo orden multiplicativo es t. Entonces el polinomio X' — a € F,[X] es irreducible.

Seguidamente daremos la definiciéon de orden multiplicativo.

Definicién 21 Sea un polinomio irreducible f(X) € F,[X]| de gradon, f(X) # X. Su orden se define
como el orden de cualquier raiz suya en [ .

Hemos visto en el Lema 14 que todas las raices de un mismo polinomio irreducible tienen el mismo
orden multiplicativo.

Lema 22 Sea un polinomio irreducible f(X) € IF,[X] de grado n, f(X) # X. Su orden es un divisor
de p" — 1. Ese orden es el menor natural d tal que f(X) divide a X% — 1.

Definicién 23 Sea un polinomio irreducible f(X) € F,[X] de grado n, f(X) # X. Se denomina
polinomio primitivo si su orden es p™ — 1. En este caso cualquier raiz suya genera el grupo F,» \ {0}.

Sea aw € GF(p") un elemento de orden p™ — 1, que también se llama elemento primitivo 6 raiz
primitiva de GF(p"). Sea su polinomio minimo irreducible Irre(a,F,) € F,[X]. Obviamente este
polinomio es primitivo.

Un cuerpo finito GF'(p™) tiene ¢(p™ — 1) elementos de orden p™ — 1, es decir, elementos primitivos.

Cada polinomio primitivo de grado n tiene n raices distintas, que son elementos primitivos. En

p(p" —1)
n

consecuencia, en [F,[X] hay exactamente polinomios primitivos moénicos de grado n.



Se denomina polinomio ciclotémico de orden n, y se denota por ®,,, al polinomio ménico cuyas
raices son todas las raices primitivas de orden n de la unidad.

Sea @, (X) € Z[X] el polinomio ciclotémico n-ésimo. Recordemos que, para cada n € N, este es
un polinomio irreducible en Z[X]. Por el contrario, considerando ®,,(X) € F,[X], es irreducible en
solo algunos casos. Recordemos:

Xm—1=]]en(X); deg(®n (X)) = ¢(n)

nlm

Teorema 24 Asumimos que p 1 n. Sea el polinomio ciclotémico ®,,(X). Sea d el menor natural que
cumple p? = 1mod (n). Entonces el polinomio ®,(X) factoriza en el producto de o(n)/d polinomios
monicos irreducibles distintos, cada uno de ellos de grado d.

Corolario 25 Asumimos que p { n. El polinomio ciclotémico ®,,(X) es irreducible en F,[X] si y solo
si el menor natural d que cumple p® = 1 mod (n) es justamente d = p(n).

Recordemos la congruencia de Euler:

Sia,m € N\ {0,1} y med(a, m) = 1, entonces
a?™ = 1mod (m)

Ademss, el menor d € N que satisface a? = 1mod (m) debe ser un divisor de (m), es decir,
d | (m).



Capitulo 2

Cddigos lineales en bloque

Este capitulo proporciona los conceptos fundamentales de codigos lineales en bloque.

Los cédigos usados para deteccion y correccion de errores son tipicamente codigos en bloque. Los
cédigos en bloque transmiten la informacién en palabras de la misma longitud. La idea principal en
que se basan es la introduccion de informacion redundante que, una vez recibido el mensaje, puede
utilizarse para detectar y eventualmente recuperar la parte corrompida durante la transmision.

Definicién 26 Un cddigo C de longitud n sobre F, es un subconjunto de 7.

Sus elementos se denominan palabras y F, alfabeto del cddigo. Estas palabras son los tinicos ele-
mentos de [ que transmite el emisor. Si el receptor recibe una palabra de longitud n que esta en
[Fy pero no en C, sabe que se ha producido algin error en la transmision y, mediante el método de
decodificacion y correccion de errores, determinard cudl era la palabra de C que se le transmitié.

Para la medida del error cometido en la transmisién de una palabra del cédigo C C Fy y de lo proxi-
ma que se encuentra una palabra de otra disponemos de la siguiente idea sencilla de R.W.Hamming.

Definicién 27 (Distancia de Hamming) Dados dos elementosx = (x1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) €
Fg, se define la distancia de Hamming entre x e y como el nimero de coordenadas en que difieren, es
decir,

dlx,y) =#{i: 1 <i<n,x; # vy}

Esta es efectivamente una distancia en Fy, pues cumple las propiedades correspondientes.

Dada esta definicion, llamaremos distancia minima de un cédigo C C Fy' a

d=d(C) =min{d(z,y) : z,y € C,x # y}

El proceso de decodificacion y correccion de errores aplicado por el receptor es el siguiente: recibida
y € [y, el receptor verifica si y € C; en cuyo caso se interpreta que la palabra ha sido transmitida
correctamente. Si y ¢ C, se han producido errores en la transmisién. Entonces y se decodifica
aplicando el principio de distancia minima, se halla la palabra-codigo z € C tal que la distancia
entre y v z sea minima y se considera que z es la palabra que transmitio el emisor. Este algoritmo
falla si hay mas de una palabra-cédigo que satisfaga esa distancia minima. En cualquier otro caso
proporciona una, no necesariamente correcta, decodificacion de .

Como veremos en la proposicién siguiente, el parametro que permite medir exactamente la capaci-
dad de correccion de errores de un cédigo es la distancia minima.



Proposicién 28 Sea C un cddigo en bloque de longitud n y distancia minima d sobre F,, el proceso
anterior, aplicado a una n-upla recibida, permite

(1) detectar cualquier configuracion de t errores si t < d.

(11) corregir cualquier configuracion de t errores si 2t < d.
(111) corregir cualquier configuracion de s borrones si s < d.

(1v) corregir cualquier configuracién de t errores y s borrones si 2t + s < d.

Demostracion: Sea c € C la palabra enviada e y el mensaje recibido.

(1) Siy contiene t < d errores y t > 0, entonces y ¢ C ya que cualquier palabra de C estéd a distancia
al menos d de c. Por tanto, basta evaluar la condicién y € C para detectar si han ocurrido errores.

Para probar las restantes afirmaciones, recordemos que el algoritmo anterior decodifica correcta-
mente y cuando c es la tnica palabra de C mas préxima a y.

(11) Si y contiene t errores y 2t < d, entonces d(y,c) < d(y,x) para todo € C. En efecto, por
definicién de distancia minima, las bolas con centro en las palabras-cédigo y radio (d—1)/2, siempre
para la métrica de Hamming, son disjuntas. Por tanto, si 2t < d, entonces y estara en una y solo una
de tales bolas, que tendra por centro la palabra-codigo més cercana, ya que en otro caso existiria
x€C,x#ctal qued(y,z) < d(y,c) < (d—1)/2, con lo que, al ser d una distancia, d(c,z) < d—1,
lo que contradice la definicién de d.

(111) Si y contiene s borrones, s < d, podemos suponer, salvo reordenacién y para simplificar la
notacién, que estan en las posiciones ¥y, ..., y,. Entonces ¢ es el inico elemento de C que coincide
con y en las ultimas n — s posiciones. En efecto, si € C también coincide con y en las tltimas
n — s posiciones, entonces d(c,z) < s < d, luego ¢ = z.

(1v) Si y contiene t errores y s borrones, 2t + s < d, como en el apartado anterior, podemos suponer
que los borrones estan en las posiciones yi, . .., y,. Sea 7 : [y — Fj™* la proyeccion en las ultimas
n — s coordenadas. Entonces d(7(y), 7(c)) < d(7(y), 7(x)) para todo z € C. En efecto, en otro caso
existiria x € C, x # ¢ tal que d(n(y),n(x)) < d(n(y),n(c)) < (d — s —1)/2, con lo que al ser d
una distancia, d(c,z) < d — 1, en contradiccién con la definicién de d. Como en el caso (111), 7(c)
determina univocamente ¢ ya que s < d. O

d—1
Como consecuencia de la Proposicion 28, un cédigo C con distancia minima d corrige t = {TJ

errores.

Interesa, por tanto, que la distancia minima del cédigo sea la mayor posible, condicionada por otros
parametros.

Definicion 29 Un cddigo lineal C de longitud n sobre IF, es un subespacio vectorial de T .

Todo cédigo lineal C de longitud n es también un cédigo en bloque de longitud n. Ademéds, como
espacio vectorial, C posee dimensién k, luego el ntiimero de palabras-cédigo es ¢*. Llamaremos d a
su distancia minima. Un cédigo lineal con estos pardmetros se denota por [n, k, dJ,.

A continuacién se presentan algunas definiciones que otorgan informacién sobre las propiedades de
un [n, k, d],~cédigo lineal C.

e La redundancia del codigo es r =n — k.

e Su tasa de transmisiéon de informacion es R(C) = k/n.
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e Dado un elemento del cédigo, x € C, se define su peso w(x) como el nimero de coordenadas
no nulas de z y se define el peso minimo del cédigo w(C) como el minimo de los pesos de
sus elementos excluido el vector 0,,.

Teorema 30 En un cddigo lineal, el peso minimo es igual a la distancia minima.

Demostracion: Sea w el peso minimo y sea d la distancia minima del cédigo. Se toma v vector del
cédigo de peso minimo. El peso de v es igual a la distancia de Hamming de v con el vector 0. Luego
w = peso(v) = d(v,0) > d.

Por otro lado, se toman u, z vectores del cddigo tal que cumplan que la distancia de Hamming entre
ellos es la minima. La distancia entre ellos es igual al peso de su resta. Entonces d = d(u, z) =
w(u — z) > w. Como se querfa demostrar, w = d. O

Todo subespacio de Fj de dimension £ puede ser interpretado como imagen de una (no unica) apli-
cacién lineal inyectiva f : ]F’qC — 7. Podemos entender que esta f es la aplicacién de codificacion
y, por tanto, que IF’; es la fuente de informacion que estamos codificando con C. Esta interpretacion
motiva la siguiente definicién.

Definicién 31 Llamaremos matriz generadora GG del cédigo C a la matriz de una aplicacion lineal
inyectiva f : IF;“ — C C Iy, es decir, a una matriz de orden k X n cuyas filas son una base de C.

El rango de G es k y un mismo cédigo tiene varias matrices generadoras asi como no es unica la
base de C como subespacio vectorial de Fy.

Una matriz generadora GG proporciona un cédigo y una codificacion. En efecto,

C={vG:veF}

La forma de codificar un mensaje original v, que identificamos con un elemento de IF’;, es realizar
el producto vG = w. Obtenemos un mensaje codificado w € C C Fy, con la correspondiente
redundancia de informacion, que permitira corregir posibles errores.

Asi, la codificacién para codigos lineales es simple y requiere el almacenamiento en memoria de una
matriz G, es decir, de nk elementos de F, y no de ng®, como serfa el caso de un cédigo en bloque
no lineal con el mismo cardinal.

Un subespacio vectorial de ) puede describirse no solo mediante un sistema de generadores, lo
que da lugar al concepto anterior de matriz generadora, sino también mediante unas ecuaciones
implicitas. Esta forma de caracterizacion origina la siguiente definicién.

Definicién 32 Diremos que una matriz H es una matriz de control del cédigo C si para todo vector
v € I}, se verifica que v € C si y solo si Hx' = 0.

Es decir,
C={zeF,:Hz' =0}

La matriz H estd definida sobre F,, tiene orden (n — k) x n y rango n — k. Al igual que ocurre con
la matriz generadora, no existe una unica matriz de control de un cédigo.
La relacion entre las matrices generadora y de control de un codigo es la dada en la siguiente

proposicion, cuya demostracién es inmediata.

Proposicién 33 Si G y H son las matrices generadora y de control de un cddigo C, entonces se
cumple que GH' = 0.



Precisamos lo que se entiende por cédigos equivalentes y cddigo sistemético.

Dos cédigos lineales Cq, Cs son equivalentes si se puede obtener uno del otro realizando las opera-
ciones siguientes:

e Existe una permutacién o del conjunto {1,2,...,n} tal que
CQ - {(xa(1)7$g(2)7 < 7x0(n)) . (xla T, ... 7xn) € Cl}

e Multiplicando la componente en una posicién fija de todos los elementos de C; por una
constante no nula de [Fy.

Dos cédigos equivalentes tienen los mismos pardmetros, [n, k, d],.

Un [n, k, d],~cédigo C se denomina sistematico si una de sus matrices generadoras es de la forma
G = Iy, A], donde I es la matriz identidad de orden k y A es una matriz de orden k x (n — k). Si
esto ocurre, decimos que la matriz generadora esta en la forma estandar.

En este caso, la operacion de codificacién de un mensaje original proporciona un mensaje donde las
k primeras coordenadas del vector codificado es el propio mensaje original y las (n — k) restantes
coordenadas son los llamados simbolos de control.

Si la matriz generadora G = [Ij, A] estd en la forma estdndar, entonces la matriz H = [— A", I,,_]
es una matriz de control del cédigo. En este caso decimos que la matriz de control esta en la forma
estandar.

Proposicién 34 Todo cédigo lineal es equivalente a uno sistematico.

Demostracion: Sea el cédigo C de pardmetros [n, k, d] sobre F,. La dimensién de C es k, entonces
una matriz generadora GG de C tiene orden k X n y rango k, luego posee k columnas linealmente
independientes. Mediante una permutacién o del conjunto {1, 2, ..., n} podemos conseguir que estas
columnas sean las k primeras. Asi, se obtiene una matriz G’ = [A, B| con A regular, de tamano k X k.
Ahora, mediante una sucesién de operaciones elementales (método de Gauss) puede transformarse
A en la matriz identidad Ij. Si estas operaciones se realizan en la matriz G, obtenemos una matriz
en forma estandar cuyas filas generan el mismo espacio que las de G’ y que es, por tanto, un cédigo
sistematico equivalente al que tiene a G por matriz generadora. U

El siguiente resultado permite calcular la distancia minima a partir de la matriz de control del
c6digo, en lugar de calcular el peso de todas sus palabras.

Teorema 35 Sea un cddigo lineal con matriz de control H. La distancia minima d del cédigo es el
valor que cumple lo siguiente:

Todo subconjunto de d — 1 columnas de H es linealmente independiente;

existe un subconjunto de d columnas linealmente dependientes.

Demostracion: Sea d la distancia minima y a su vez el peso minimo del cédigo. Sea H la matriz
de control con columnas uyq, ..., u,. Si se toma un vector v = (ay,...,a,) no nulo de peso menor
que el peso minimo del cédigo d, v no esté en el cédigo. Entonces, 0 # Hv' = ajuy + - -+ + aply,, €s
decir, cada d — 1 columnas de H son linealmente independientes.

Ahora, si se toma un vector x, que pertenezca al cédigo, de peso exactamente el peso minimo d,
sabemos que 0 = Hzx', luego en H hay d columnas linealmente independientes. O

Sabemos que todo subespacio vectorial es un subgrupo. Es curioso el hecho de que sobre los cuerpos
finitos primos F, se satisface la implicacién reciproca.
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Proposicién 36 Sea p primo. Sea I considerado espacio vectorial sobre F,. Sea V' un subgrupo de
[F), entonces V' es un subespacio vectorial de IF}.

pl
Definimos ahora lo que se entiende por cédigo éptimo.

Definicién 37 Un cddigo lineal de pardametros [n, k, d], se dice dptimo si no existe ningtin otro cddigo
con parametros [n, k, ds], tal que dy > d.

Hay otros dos conceptos de codigo éptimo referidos a los parametros n y k. Para la longitud n
tenemos el siguiente:

Definicién 38 Un cddigo lineal de parametros [n, k,d], se dice éptimo si no existe ningtin otro cédigo
con parametros [ny, k, d], tal que ny < n.

2.1. (Cdbdigos divisibles

Seguidamente senalaremos una serie de propiedades que seran ttiles mas adelante.

Una de las caracteristicas de algunos de los cédigos que hemos construido en capitulos posteriores
es que los pesos de todas las palabras-cédigo son divisibles entre un niimero entero. Examinando
[HuP1], hemos reparado en el interés de esta caracteristica, pues esté relacionada con la propiedad
de autoortogonalidad. A continuacion se dan las nociones de cédigo divisible, cédigo dual, codigo
autodual y cédigo autoortogonal y los teoremas que las relacionan.

Decimos que un cédigo C es divisible si todas las palabras-cédigo tienen peso divisible por un entero
A > 1. Se dice que el codigo es divisible por AA; A es un divisor de C y el divisor de C sera el mayor
de los divisores.

Sea C un cédigo lineal y sea H una matriz de control de C. Podemos considerar H como la matriz
generadora de otro cédigo sobre F,. Este cédigo es el denominado cédigo dual de C, y se denota
por C*.

De hecho, C* es el cédigo que consiste en el subespacio ortogonal de C respecto de la forma bilineal
simétrica B : T} xFp — F, dada por B(x,y) = >, 3%;. Como dicha forma es no degenerada, se
tiene que C* tiene dimensiéon n — k si C tiene dimensién k. Ademés, si G es una matriz generadora
de C, la igualdad GH® = 0 implica que G es una matriz de control de C*.

Un cédigo C es autoortogonal si C C Ct.
Un cédigo C es autodual si C = C*.

En el siguiente teorema, veremos algunos resultados elementales sobre el peso de palabras-cédigo
cuando trabajamos con codigos sobre Fy, que resultaran utiles mas adelante.

Teorema 39 Se cumple lo siguiente:

(1) Siz,y € Fy, entonces w(x +y) = w(z) +w(y) — 2 - w(z Ny), donde x Ny es el vector de FY,
que tiene unos exactamente en aquellas posiciones donde ambos x,vy tengan unos.

() Six,y € Fy, entonces w(z Ny) =x-y (mod 2).

(1) Six € FY, entonces w(x) =z -« (mod 2).

Veamos, pues, la relacién entre los codigos lineales binarios divisibles entre cuatro y los cédigos
autoortogonales.



Teorema 40 Sea C un cédigo lineal binario.

(1) SiC es autoortogonal y cada fila de una matriz generadora suya tiene peso divisible entre cuatro,
entonces todas las palabras del cédigo C tienen peso divisible entre cuatro.

(11) Si todas las palabras del codigo C tienen peso divisible entre cuatro, entonces C es autoortogonal.

Demostracion: Para (1), sean z,y filas de la matriz generadora. Por el Teorema 39, w(z + y) =
w(x)+wy) —2-wxNy) =0+0—2-wxnNy) =0 (mod 4). Ahora procedemos por induccién
sabiendo que cada palabra-codigo es la suma de ciertas filas de la matriz generadora.

Para (11), sean x,y € C. De nuevo por el Teorema 39, 2(x-y) =2 -w(zNy) =2 -w(zNy) —w(z) —
w(y) = —w(z +y) =0 (mod 4). Luego x -y = 0 (mod 2). O

Es natural preguntarse si el Teorema 40 puede generalizarse a cédigos cuyas palabras-codigo tienen
pesos divisibles entre otros niimeros aparte del cuatro. El Teorema 40 afirma que los c6digos binarios
divisibles entre cuatro son autoortogonales. Esto no es cierto si consideramos cédigos binarios
divisibles entre dos.

2.2. Cotas de cédigos lineales

A continuacion se describen las cotas de codigos lineales méas comunes.

Teorema 41 (Cota de Hamming) Sea C un cddigo lineal g-ario de longitud n que corrige t errores,
entonces se cumple

()« (Jamve GJumvres Qumvrsas e

Demostracion: Como C corrige t errores, las bolas de radio t centradas en las palabras del cédigo
C son disjuntas. El cardinal de una bola de radio ¢ es

(o) (oo () (o

Tenemos ¢* bolas disjuntas, cada una del cardinal anterior, todas ellas contenidas en [y, que tiene
cardinal ¢", con lo que la desigualdad (2.1) queda probada. Il

Se dice que un cédigo es perfecto si en la desigualdad (2.1) se da la igualdad.

Teorema 42 (Cota de Singleton) Sea C C Fy un [n, k,d], cddigo lineal, entonces

E+d<n+1 (2.2)
Demostracion: Para toda palabra (1, ..., x,) del c6digo, suprimimos las d—1 ultimas coordenadas.
Obtenemos palabras (1, ..., Z,_4+1) que son todas distintas. Luego ¢* < ¢"~?*! y queda probada

la desigualdad (2.2). O
Se dice que un cdédigo es de Maxima Distancia de Separacién (MDS) si se da la igualdad en (2.2).

Seguidamente, daremos la nocién de codigo residual, que nos permite obtener otra cota para cdédigos
lineales.
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Proposicién 43 Sea C un cédigo lineal con pardametros |n, k, d] sobre IF,, entonces existe un cddigo
de parametros [n — d,k — 1, [d/q]] sobre F,. Se denomina cddigo residual.

Demostracion: Sea ¢ € C una palabra-codigo de peso exactamente d y sea G una matriz generadora
del cédigo en la que la palabra c sea la primera fila.

Permutando las columnas de GG y multiplicandolas por constantes no nulas, de forma que las d
coordenadas no nulas de ¢ sean exactamente las d primeras y sean todas unos, se obtiene un cédigo
equivalente a C que llamaremos C asimismo.

La nueva matriz generadora de C de orden k x n y rango k tiene la forma siguiente. En la primera
fila se encuentra el vector ¢ es decir, hay d unos y (n — d) ceros.

111 --1/00 0 ---0

G

La submatriz G5 es de orden (k— 1) x (n—d). El rango de G5 es (k — 1), puesto que, si no fuese asi
y el rango fuese menor que (k — 1), con transformaciones elementales de las filas de Gy (y de B),
podriamos lograr que la primera fila de G5 fuese toda de ceros. Fijandonos en la matriz grande B y
haciendo una combinacion lineal de esta segunda fila y también de su primera fila, conseguiriamos
una palabra-cédigo de C no nula de peso menor que d, en contra de la hipotesis.

Ahora, sea C; el codigo lineal sobre [F, cuya matriz generadora es G, sabemos que tiene parametros
n—d, k—1,ds),.
Veamos cual es el peso minimo del cédigo.

Sea x € C no nula combinacion lineal de las k—1 1ltimas filas de B, de forma que la correspondiente
combinacion lineal de las & — 1 filas de G5 tenga peso w. Sea 9d; el nimero de coordenadas en la
primera seccién de x que tiene valor ¢ para cada ¢ € F,. La palabra cédigo x — ic € C y tiene peso
w+d — 6; y, como este peso debe ser mayor o igual que d concluimos que w > §; para cada i € F,.
Nétese que > 7, 0; = d. Por lo cual, algin ¢; > d/q luego w > d/q. Como todos los valores son
enteros, tenemos que w > [d/q], es decir, dy > [d/q]. O

Aplicando la Proposicion 43 reiteradamente mientras se pueda, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 44 (Cota de Griesmer) Sea C un [n, k,d]-cédigo lineal sobre IF,, entonces
1
n>>y" [—W (2.3)
io 11
Los c6digos que alcanzan la cota de Griesmer (2.3) con igualdad tienen la propiedad de ser éptimos.

2.3. Decodificacion de codigos lineales

En esta seccion se expone un método general de decodificacién de cédigos lineales.

d—1
Sea C un cddigo lineal de pardmetros [n, k,d] sobre F,. Como sabemos C corrige ¢ = LTJ

errores.
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Si se envia una palabra-cédigo ¢ € C y se recibe y € Fy, el error cometido durante la transmisién
ha sido e = y — ¢. La estrategia que seguiremos para decodificar y es la siguiente: calculamos la
distancia de y a todas las palabras de C y la decodificamos por la més proxima, si existe. Si durante
la transmisién se han cometido a lo més t errores, es decir, w(e) < t, entonces d(c,y) = w(e) <t
y ¢ es la unica palabra del codigo con tal propiedad; la decodificacién es, por tanto, correcta. Si
t < w(e) < d, podemos detectar que se han producido errores, puesto que y ¢ C, pero no corregirlos
en general. Si w(e) > d la decodificacion fallard eventualmente.

La mayor informacién acerca del error cometido la da el llamado sindrome. Supongamos, como
antes, que se ha enviado c y recibido y = ¢ + e. Sea H una matriz de control del cédigo C.

Definicién 45 Se denomina sindrome de y al vector

s(y) = Hy' e Fy "
Se verifica

y € Csiysolosis(y)=0

en cuyo caso la palabra y se supone transmitida correctamente. Como el sindrome es una aplicacion
lineal, se cumple

s(y) = s(c+e) = s(c) + s(e) = s(e)
y, por lo tanto, conocemos el sindrome del error cometido.

Proposicién 46 El sindrome del vector recibido s(y) es una combinacién lineal de las columnas de la
matriz H correspondientes a las posiciones en las que se han producido los errores.

Consideremos en [y la relacion de equivalencia

u~uvsiysolosiu—veC

El espacio vectorial cociente obtenido, médulo dicha relacion, se denota por Fy /C. Los elementos
de 7 /C son clases de equivalencia

u—l—C:{u—i—aﬁ:xEC}

Como cada clase posee #C = ¢* elementos (6 representantes), el cardinal de Fyp/C es ¢ F vy su
dimensién es n — k.

Notemos que u, v estan en la misma clase de equivalencia si y solo si u — v € C, es decir, si y solo
si s(u) = s(v). De esta manera, recibido y, al conocer s(y), conocemos la clase a la que pertenece
el error cometido.

Definicién 47 Sien una clase de equivalencia existe un tnico elemento de peso minimo, este elemento
se denomina el lider de la clase.

En general, no toda clase tendra lider, ya que el elemento de peso minimo no sera, en general,
unico. Sin embargo, si una clase contiene un elemento de peso < t, este es el lider de la clase, como

asegura la siguiente proposicion.
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Proposiciéon 48 Cada clase de IFZ/C posee a lo sumo un elemento de peso < t.

Demostracion: Si existen u, v en la misma clase, ambos de peso < ¢, entonces u—v € Cy w(u—v) <
w(u) +w(v) <2t < d(C), lo cual implica que u —v =0y u =v. O

Recibido un vector y, decodificar y significa encontrar la palabra de C més préxima a y, y la
decodificacion sera posible si y solo si esta palabra existe, es decir, si es tinica. Como todos los
vectores y — z, x € C, estdn en la misma clase de equivalencia de Fy/C, que es la clase de y, el
minimo de d(y,z) = w(y — x) se obtiene cuando y — z es el lider de la clase. Por consiguiente, la
decodificacion es posible si y solo si la clase del vector recibido posee lider y el error es asumido
como el lider de la clase. La Proposicion 48 garantiza que si el nimero de errores no supera la
capacidad correctora del codigo, entonces la decodificacion es correcta.

Para realizar este proceso, se construye una tabla (Standard Decoding Array, SDA) con dos colum-
nas y tantas filas como clases hay en Fy /C, es decir, ¢"~* filas. En la primera columna escribimos
el sindrome de un elemento cualquiera de cada una de las clases; en la segunda el lider de la clase
correspondiente, si existe. Esta tabla se construye una vez y sirve para la decodificacion de cualquier
vector.

Algoritmo 49 Recibido un vector y

1. Calcular s(y) y buscarlo en la columna de sindromes.
2. Si la clase correspondiente no posee lider, la decodificacion falla. Fin.

3. Si la clase posee lider, e, se decide que e es el error cometido.
La palabra decodificada es y — e. Fin.

Este es un algoritmo genérico de decodificacion valido para cualquier cédigo lineal, impracticable si
el tamano de la tabla es muy grande. Casi todo cédigo lineal particular tiene un algoritmo propio
de decodificiacién mucho maés eficiente, siendo la sencillez del algoritmo de decodificacion uno de
los criterios para preferir un cédigo en una aplicacion real.
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Capitulo 3

Cddigos lineales binarios con técnicas
elementales

El objetivo de este capitulo es la obtencion de coédigos lineales binarios éptimos utilizando cons-
trucciones muy simples basadas meramente en sumas.

Entendemos por cddigo optimo aquel cédigo que, fijada su longitud y dimensién, tenga la méxima
distancia minima posible.

Llamaremos c¢6digo casi dptimo a un cédigo con pardametros [n, k,d — 1]z, siendo d la distancia
minima del cédigo 6ptimo para dicha longitud y dimensién, n y k.

En las paginas [Grassl| y [SchSch] podemos ver tablas en las que se muestran cédigos que tienen
la maxima distancia minima en funcién de los parametros de longitud y dimensién, y, en los casos
en los que no se sabe con exactitud dicha distancia minima 6ptima, se expone la cota de esta y el
c6digo con la maxima distancia minima encontrado hasta el momento, pudiendo ser esta distancia
minima efectivamente la méaxima.

Siendo los métodos utilizados tan sencillos, no esperdbamos encontrar nada revelador. A pesar
de ello, hemos obtenido en algunos casos codigos 6ptimos, coédigos casi optimos y otros ejemplos
cautivadores. El principal valor de este hecho es la posibilidad de realizar a mano los calculos de
los pesos, el nimero de palabras que hay para cada peso y otros datos del cédigo, lo cual es posible
gracias a la notable simetria de los codigos. Ademas, hemos hallado cédigos en los que el ntimero
de pesos no nulos es pequeno y, en algun caso, hemos obtenido cédigos de gran longitud.

Algunas caracteristicas que hemos observado en los cdédigos que hemos construido han suscitado
nuestro interés. Hay codigos con solo dos o tres pesos no nulos. Si se desea profundizar en ello,
pueden consultarse los articulos [WaDiXu| y [Ding], que tratan sobre cédigos con dos y tres pesos
no nulos, respectivamente. Otra propiedad de algunos cédigos es que los pesos de todas sus palabras
son divisibles entre cuatro y, por tanto, son cédigos autoortogonales.

Sin embargo, estos codigos son poco susceptibles de ser utilizados en aplicaciones reales debido a
su baja dimension, puesto que esto conlleva una baja tasa de transmision de informacion.

Los codigos lineales binarios que hemos obtenido tienen los siguientes pardametros:

e Cdédigos 6ptimos
[15,5,7]2, [20,5,9]2, [20,6,8]2, [21,5,10]2, [28,7,12]s, [77,7,36]s,

[03,8,44], [120,9,56]5, [121,8,58]5, [136,9,64]
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e Codigos casi optimos
26,6, 11]2, [120,8,57]2, [135,9,63]s

e Otros cédigos interesantes

[130,9,58]5, [171,9,72], [240,10,112]5, [262,10,120]

Los codigos lineales binarios con solo tres pesos no nulos tienen los siguientes parametros:

15,5, 7]s, [21,5,10]5, [28,7,12],, [93,8,44],, [120,9,56]», [136,9,64]s

Hemos obtenido los siguientes parametros correspondientes a cédigos divisibles entre cuatro y, por
consiguiente, a codigos autoortogonales:

28,7,12]5, [93,8,44]5, [120,9,56),, [136,9,64],, [240,10,112];

Como ya hemos comentado, los c6digos que hemos construido poseen dimensién baja. Quien desee
profundizar en este tema, puede examinar los siguientes articulos: [BoJaf] y [Til] tratan sobre c6digos
con dimensién a lo sumo 7 y dimensién 7, respectivamente; [BoJaVe| se ocupa de los cédigos de
dimensién ocho y [DoGuSi] de los c6digos de dimensién nueve. Finalmente, el articulo [GuBh],
ademds de ocuparse de los codigos de dimension nueve, se refiere a los codigos de dimension diez.

Compararemos nuestros cédigos con los cédigos de [Grassl], cuyas construcciones son en muchos
casos automatizadas utilizando el sistema algebraico computacional MAGMA y, en consecuencia,
mas laboriosas.

3.1. Cddigo lineal binario 6ptimo de parametros [15,5, 7|5

A modo de introduccién, para describir las técnicas que usaremos en este capitulo, comenzaremos
dando un ejemplo bastante simple para obtener un cédigo de pardmetros bien conocidos [15, 5, 7]s.

Sea el cddigo lineal binario, subespacio vectorial de Fi®, de parametros [15,5, d], siguiente:

LLamamos cabecera a los elementos a; € Fy que se encuentran en las primeras componentes de las
palabras-codigo; y llamamos cola al resto de elementos que dependen linealmente de los elementos
de la cabecera.

Dicho esto, en la cabecera de las palabras del codigo, cinco coordenadas, se colocan los elementos
ai,...,as € Fy libres; y en la cola, todas las sumas posibles de tres elementos de los anteriores con
subindices distintos.

C = {(611, ag, a3, 04,05, @; +aj+a ) : a; € Foy 4,5,k €{1,...,5}, distintos} CFy’

De esta manera, tal como se indicé previamente, la longitud del cddigo es
5
n=>5+ 3 =5+4+10=15

. 5 , .
es decir, 5 elementos en la cabecera y <3) elementos en la cola, que es el nimero de subconjuntos

de tres elementos elegidos del conjuntos de cinco elementos de la cabecera, los cuales se sumaran
para obtener los elementos correspondientes.
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La dimensién es k = 5 y, por lo tanto, el nimero de palabras que hay en el cédigo es 2° = 32.

Describiremos una matriz generadora G dividiéndola en bloques. En el primer bloque se tiene la
matriz identidad 5 x 5, que nos dard la informacién que hemos codificado, v € F3, al realizar el
producto v - G; = [v|w]. El segundo bloque estard formado por todas las columnas en las que hay
tres unos y el resto ceros, que, en el producto anterior, nos dard w € Fi° y nos permitira corregir
errores en el proceso de decodificacion. El orden de estas columnas es irrelevante pues dara lugar a
codigos equivalentes. Esta matriz tendra orden 5 x 15 y rango 5.

1000017111 - 0
010001110 - 0
G,=|100100|100T1 - 1
0001001 O0T1 - 1
000O01(00T1O0 - 1

De esta forma, el codigo C; es sistematico.

Sabemos que, en un cédigo lineal, el peso minimo es igual a la distancia minima. Por consiguiente,
para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-cédigo; para
ello usaremos métodos combinatorios.

Recordemos que, dado un elemento de un cédigo C, x € C, se define su peso w(z) como el nimero
de coordenadas no nulas de x.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

n; | Y 3 | Peso
1] 6 7
2 6 8
3| 4 7
41 4 8
5 | 10 15

Cuadro 3.1: Pesos del cédigo

En la primera columna aparece el nimero exacto de a; que son distintos de cero, n;, lo que dara el
peso de la cabecera. En la segunda columna, se muestra el peso de la cola, cuantas sumas de tres
elementos son distintas de cero dependiendo del ntimero n,;. En la tdltima columna, los elementos
de la fila correspondiente se suman, dando como resultado el peso total de las palabras-codigo con
dicha propiedad.

Los célculos se detallan a continuacién:

e Si en la cabecera hay exactamente un a; # 0, el peso de la cabecera sera igual a 1. El peso

. (4 . .
de la cola sera ( ), pues las tinicas sumas que resultan distintas de cero son las sumas que

2
contienen al a; distinto de cero; los otros dos elementos de la suma podran ser cualesquiera
entre los cuatro elementos de la cabecera que son distintos de cero.

4
1+(2):1+6:7

e Si en la cabecera hay exactamente dos a; # 0, el peso de la cabecera sera 2. Hallemos el peso
de la cola. Fijémonos en que la iinica manera de que un elemento de la cola sume uno es que

17



en la suma esté uno y solo uno de los dos elementos de la cabecera distintos de cero; si no
hubiese ninguno, obviamente la suma seria cero; y si estuviesen los dos sumaria 2 = 0 en F.
Luego para cada a; distinto de cero elegimos subconjuntos de dos elementos en el conjunto

de elementos de la cabecera que sean cero, esto es, 2 - (2)

2+2-(;>:2+2-3:8

Si en la cabecera hay exactamente tres a; # 0, el peso de la cabecera serd 3. El peso de la
cola sera 1 + 3, el elemento formado por la suma de los tres elementos de la cabecera que
son uno; y tres elementos formados por las sumas en las que hay un elemento de la cabecera
distinto de cero y los dos elementos iguales a cero que quedan.

3+(1+3)=7
Si en la cabecera hay exactamente cuatro a; # 0, el peso de esta sera 4. El peso de la cola
, (4 .
sera (3>, pues, las sumas de tres elementos de la cabecera que son distintas de cero son las

posibles maneras de elegir tres elementos entre los cuatro que son distintos de cero; si en
alguna suma estuviese el inico elemento de la cabecera que es cero, la suma seria 2 = 0 en

IF,.
4
4+ (3) =4+4=28

Si en la cabecera hay exactamente cinco a; # 0, el peso de la cabecera serd 5 y el peso de

la cola @

cinco elementos de la cabecera.

>, todas las posibles maneras de escoger subconjuntos de tres elementos entre los

)
5—|—(3>:5—1—10:15

Veamos ahora cuantas palabras hay para cada uno de los pesos.

En todo cédigo lineal esta la palabra que tiene todas sus componentes nulas.

Hemos visto que, si hay un solo a; # 0, entonces el peso es 7. Luego hay 5 palabras de peso
7, una para cada i € {1,2,3,4,5}.

5) — 10. Hay

Si hay exactamente dos a; # 0, el nimero de palabras con esta propiedad es (2

10 palabras con peso 8.

El nimero de palabras con exactamente tres a; # 0 es (g) = 10. Hay 10 palabras con peso

7.

El nimero de palabras con exactamente cuatro a; # 0 es ( 4> = 5. Hay 5 palabras con peso

8.

Y, por ultimo, hay una palabra con todos los elementos de la cabecera distintos de cero. Hay
una palabra con peso 15.
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El nimero total de palabras es 1 +5+ 10+ 10+ 5+ 1 = 32 = 2%, como cabfa esperar.

Se define A; como el nimero exacto de palabras que tienen peso i. Tenemos lo siguiente:

Ay = 1

A; = 15

Ag - 15

A15 - 1
Observamos que en el cédigo C; esta la palabra cuyas componentes son todas uno, [1,...,1]. Esto
quiere decir que si en el cddigo esta una palabra x, entonces también esta su palabra complementaria
x4+ [1,...,1] y sus pesos suman 15. Teniendo en cuenta este razonamiento, fijémonos en la tabla

anterior. Notemos que se trata de un coédigo con solo tres pesos no nulos; estos pesos tienen un peso
complementario: 0 y 15, 7y 8, y hay la misma cantidad de palabras de un peso y su complementario.
Es un codigo autocomplementario con solo tres pesos no nulos.

En conclusién, la distancia minima del c6digo es d = 7y se tiene un cédigo de pardmetros [15, 5, 7]s.

Examinando la tabla correspondiente a cédigos lineales binarios éptimos en [Grassl], se observa que
se trata de un codigo 6ptimo.

n/k|3[4][5[6]7
13 [7]6|5 |44
14 (87654
15 (88| 7[6]5
16 (88866
17 [9(8[8[7]6

Cuadro 3.2: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

Advertimos que el [15,5, 7]s cédigo lineal binario se trata de un c6digo 6ptimo pues cumple la cota
de Griesmer (2.3) con igualdad.

T7
EZ{EW:7+4+2+1+1=15

=0

Puesto que el codigo consta solamente de 32 palabras, no es necesario idear un algoritmo de de-
codificacion; por tanto se sigue el método general. Recibida una palabra, el receptor comprueba si
dicha palabra estd en el cédigo; en caso afirmativo, interpreta que la palabra ha sido transmitida
correctamente. Si la palabra no esta en el codigo, entonces se compara la distancia de dicha palabra
con el resto de palabras hasta que esta sea menor que 3, que es la capacidad correctora del codigo.

A continuacién daremos otras construcciones comunes de un cédigo de parametros [15,5, 7]s:

e Sea un cédigo simplex lineal binario de pardmetros [2* — 1,4, 247!, = [15,4, 8],. Todas las
palabras no nulas tienen peso ocho. Anadimos al cédigo la palabra cuyas componentes son
todas uno, [1,1,..., 1], la cual no estd en el cédigo. El cédigo aumentado que obtenemos tiene
pardmetros [15,5, 7]s.

e Existe un cédigo binario BCH en sentido estricto primitivo de pardmetros [15,5,7]s. Este
cédigo de longitud 15 = 2% — 1 estd formado por todos los polinomios de Fo[X]/(X!® —1) que
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3

se anulan en o, a®, . El polinomio generador es

g(x) = filx) fs(x)fs(x) = (" + o+ D' +2° + 2 + 2+ 1)(2® + 2+ 1)
=0+ 8+t +1

La matriz de control H tiene orden 3 x 15 sobre GF(2%) u orden 12 x 15 sobre GF(2).

(1 0001001101011 1]

01 001101011T1T1QO0020
00100110101 T1T110
000100110101 1T1T1

1 o o ol 10001100O011O00O001
H=1|1 & of 2 | _ 0001100O011O0O0O0T1T1
1 &F qlo 70 0o0101001O01O0O0T1QO071
06011110111101T1T171
101101101101 1°0°71
06011011011011O0T171
06011011011011O0T171

00 00O0O0O0O0OO0OO0OO0OOO0OT OO0 ]

Las dos ultimas filas son linealmente redundantes. Hay 10 filas linealmente independientes,
luego k = 5.

e La construccién dada en [Grassl| es la siguiente:

Construction of a linear code [15,5,7] over GF(2):
[1]: [8,1,8] Cyclic Linear Code over GF(2)
Repetition Code of length 8
[2]: [4,1,4] Cyclic Linear Code over GF(2)
Repetition Code of length 4
[3]: [4,3,2] Cyclic Linear Code over GF(2)
Dual of the Repetition Code of length 4

[4]: [8,4,4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2)
PlotkinSum of [3] and [2]

[5]: [16,5,8] Linear Code over GF(2)
PlotkinSum of [4] and [1]

[6]: [15,5,7] Linear Code over GF(2)
Puncturing of [5] at {16}

3.2. (Cddigo lineal binario 6ptimo de parametros [20, 5, 9]

Sea el c6digo lineal binario, subespacio vectorial de F2°, de pardmetros [20,5,d], definido de la
siguiente forma.

En la cabecera de las palabras del cédigo se colocan los elementos aq,...,a5 € Fy y, en la cola,
todas las sumas posibles de tres y cuatro elementos de los anteriores con subindices distintos.

CQZ{(alaa27a37a47a5aza’jaza’k) : aieFQa i7j7k€{172a37475}}cﬂ?§0
3 4
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La longitud del codigo es

) )
n:5+(3)+(4):5+10+5:20

i.e. 5 elementos en la cabecera y (g) + (i) elementos en la cola, que son el nimero de subconjun-

tos de tres y cuatro elementos, respectivamente, escogidos del conjunto de cinco elementos de la
cabecera, los cuales se sumaran para obtener los elementos de la cola.

La dimension es k = 5, luego el niimero de palabras que hay en el cédigo es 2° = 32.

Una matriz generadora G, tendré orden 5 x 20 y rango 5. Podemos describirla, como en el caso
previo, dividiéndola en bloques. En primer lugar, tendremos la matriz identidad 5 x 5. El siguiente
bloque, 5 x 10, estara compuesto por todas las posibles columnas en las que hay tres unos y dos
ceros, sin repetirse ninguna; y, por ultimo, un bloque 5 X 5, donde las columnas son todos los
vectores posibles que tienen cuatro unos y un cero, sin repeticion. Por supuesto, el orden de estas
columnas no es de gran importancia puesto que dara coédigos equivalentes.

1 00 0O0|1 1 0|1 1 -0
0100O011 0]1 1 -1
Go=]100100|1 0 1111 -1
0001001 111 0 -1
0000100 110 1 -1

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-cédigo con
métodos combinatorios.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

ni [ Y, [ X, | peso
1 6 4 11
2 6 2 10
3 4 2 9
4 4 4 12
5 10 0 15

Cuadro 3.3: Pesos del cédigo

En la primera columna aparece el numero exacto de a; que son distintos de cero, n;, lo que dara
el peso de la cabecera. Las segunda y tercera columnas muestran el peso de la cola, dependiendo
del niimero de a; distintos de cero, separada en dos bloques: en el primer caso, para las posiciones
correspondientes a las sumas de tres elementos; y en el segundo, para todas las sumas de cuatro
elementos; por ultimo, en la cuarta columna aparece el peso total como suma de los pesos de la
cabecera, primera columna, y de la cola, segunda y tercera columna.

Seguidamente se concretan los calculos realizados:

e Primeramente, si en la cabecera hay exactamente un a; # 0, el peso de la cabecera serda 1. El
peso del primer bloque de la cola, es decir, el peso de las posiciones correspondientes a sumas
de tres elementos, serd 6, puesto que, en este caso, para que la suma de tres elementos elegidos
de la cabecera sea distinto de cero, tiene que contener al a; que era distinto de cero entre
sus tres elementos sumados. De este modo, el nimero de componentes distintas de cero de
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la palabra-codigo sera el nimero de subconjuntos de dos elementos escogidos en el conjunto

4 .
formado por los cuatro elementos de la cabecera que son cero, esto es, ( ) De igual manera,

2
el peso del segundo bloque de la cola, el que corresponde a las sumas de cuatro elementos, sera
igual al nimero de posibles maneras de tomar subconjuntos de tres elementos en el conjunto

anterior (4>
) 3 N
4 4
1 =14+6+4=11
+Q)+Q) L6+

Si en la cabecera hay exactamente dos a; # 0, el peso de la cabecera sera 2. Para calcular el
peso de la cola, la dividimos en dos bloques. Para el primero, veremos cuantas sumas de tres
elementos son distintas de cero en Fs. Las sumas en las que estan ambos elementos son cero,
luego solo las sumas en las que esté uno y solo uno de ellos resultaran 1. Esto es, para cada
a; # 0, elegir todos los posibles subconjuntos de dos elementos entre los tres elementos que

son cero, i.e. <3>, por lo tanto el resultado serd 2 - (3> [gualmente, para el segundo bloque,

2 2
las sumas de cuatro elementos en las que estén los dos a; distintos de cero sumaran cero. De
esta forma, las sumas cuyo resultado es distinto de cero son las sumas en las que estd un
elemento de los dos distintos de cero sumado a los tres elementos iguales a cero que quedan.
Es decir, el peso total en el segundo bloque es 2.

2+2- <2>+2:2—|—6+2:10

Si en la cabecera hay exactamente tres a; # 0. En la cabecera tendremos peso 3. En el primer
bloque de la cola, las tinicas sumas de tres elementos que daran como resultado distinto de
cero seran, en primer lugar, las sumas de los tres elementos distintos de cero y, ademas, las
sumas de cada uno de estos elementos con los otros dos elementos que son cero, esto es 1+ 3.
En el segundo bloque de la cola, el peso es 2 ya que solo hay dos sumas de cuatro elementos
de la cabecera que resultan 1, los tres elementos que son distintos de cero con cada uno de
los elementos que son cero.
3+(1+3)+2=9

Si en la cabecera hay exactamente cuatro a; # 0, en la cabecera el peso serd 4. Las sumas de
tres elementos de la cabecera que son distintas de cero son las posibles maneras de elegir tres
elementos entre los cuatro que son distintos de cero, puesto que si en alguna suma estuviese el
unico elemento de la cabecera que es cero, la suma seria 2 = 0 en [Fy. Luego el peso del primer

4 .
bloque de la cola es ( ) Las sumas de cuatro elementos de la cabecera que son distintas

3
de cero seran las sumas que incluyen al elemento de la cabecera que es cero y los otros tres
sumandos elegidos de todas las maneras posibles entre los cuatro elementos de la cabecera

. . . 4
que son distintos de cero, esto es, igual que en el primer bloque, <3)

4 4
4 =4+4+4=12
v (5)+ (5) —aae

Finalmente, si en la cabecera hay exactamente cinco a; # 0, es decir, todos los elementos de
la cabecera son distintos de cero, entonces el peso de esta serd 5. En la cola el peso sera 10. En
el primer bloque tendremos que, al ser todos los elementos de la cabecera distintos de cero,
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todas las sumas posibles de tres elementos elegidos entre esos cinco siempre seran distintas de

cero, luego el peso es (5) Sin embargo, en el segundo bloque de la cola, las sumas de cuatro

3
elementos, siendo estos cuatro elementos siempre unos, seran 0 en [Fy.

5
5+<3)+0:5+10+O:15

Calculamos cuantas palabras hay para cada uno de los pesos y mostramos los resultados en una
tabla.

En todo cédigo lineal esta la palabra cuyas componentes son todas nulas.

(1) Si hay un solo a; # 0, entonces el peso es 11. Luego hay 5 palabras de peso 11, una para cada
ie€{l1,2,3,4,5}.

5>:H1Hw

(1) Si hay exactamente dos a; # 0, el nimero de palabras con esta propiedad es (2

10 palabras con peso 10.

5) = 10. Hay 10 palabras con peso

(1) El ntmero de palabras con exactamente tres a; # 0 es (3

9.

5) = 5. Hay 5 palabras con peso

(1v) El nimero de palabras con exactamente cuatro a; # 0 es ( 4

12.

(v) Y, por ultimo, hay una palabra con todos los elementos de la cabecera distintos de cero. Hay
una palabra con peso 15.

El ntimero total de palabras es 1 +5+4 10+ 10 +5 + 1 = 32 = 25, como ya sabfamos.

AO = 1
Ay = 10
Ap = 10
AH - 5
Alg = 5
A15 = 1

Como consecuencia, la distancia minima del cédigo es d = 9 y se tiene un cédigo de parametros
20, 5,9]5.

Examinando la tabla correspondiente a cédigos lineales binarios éptimos en [Grassl], se observa que
se trata de un codigo 6ptimo.

n/k| 34567
18 10| 8 | 8 |87
19 (10| 9 | 8 |88
20 [11[10] 9838
21 | 1210108 |38
22 |12 11]10|9 8

Cuadro 3.4: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)
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Observamos que la construccién del cédigo lineal dada en [Grassl] es més compleja que en nuestro
caso.

Construction of a linear code [20,5,9] over GF'(2):
[1]: [8,7,2] Cyclic Linear Code over GF(2)
Dual of the Repetition Code of length 8

[2]: [135,8,65] Linear Code over GF'(2)
Let C1 be the BCH Code over GF'(2) of parameters 127 63. Let C2 the Subcode Between Code
of dimension 8 between C1 and the BCH Code with parameters 127 64. Return Construction X
using C1,C2 and [1]

[3]: [70,7,33] Linear Code over GF(2)
Puncturing of [2] at

{2,10,11,12,13,14, 15,17, 18, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 27, 29, 31, 32, 33, 38, 39, 41, 42,
43,45, 48, 49,53, 55,57, 58, 64, 66, 67, 68, 69, 73, 74, 75, 77, 78, 80, 81, 84, 87, 89, 92,
97,100,101, 102, 105,107, 108, 110, 114, 118, 119, 122, 123, 125, 127, 128, 135}

[4]: [37,6,17] Linear Code over GF(2)
Puncturing of [3] at

{2,8,10,11,14,17,20, 21,22, 24,27, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45, 48, 49, 50, 51,
52,55,57,58,60,61,62,65}

[5]: [20,5,9] Linear Code over GF(2)
Puncturing of [4] at

{2,7,8,10,12,13, 14,17, 21, 22, 23, 25, 28, 29, 30, 31, 33}

El [20,5,9]5 cédigo lineal binario se trata de un cédigo 6ptimo pues cumple la cota de Griesmer
(2.3) con igualdad.

4
9
}:[EW:9+5+3+2+1:20

1=0

Igual que en el caso anterior, se sigue el método general de decodificacién debido a la pequena
cantidad de palabras que tiene el codigo. Recibida una palabra, el receptor comprueba si dicha
palabra estd en el cédigo; en el caso de que la palabra esté en el codigo, interpreta que la palabra
ha sido transmitida de forma correcta. Si la palabra no esta en el cddigo, se compara la distancia
de dicha palabra con el resto de palabras hasta que esta sea menor que 4, que es la capacidad
correctora del cédigo.

El cédigo de pardmetros [20,5,9], extendido da lugar a un cédigo lineal binario de pardmetros
[21,5,10]2, el cual también es éptimo.

Veamos a continuacion la relacion entre sus pesos y el numero de palabras del cédigo con dichos
pesos v observemos que se trata de un cédigo con solo tres pesos no nulos.

AO = 1
Al() = 20
A = 10
A = 1
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3.3. Cddigo lineal binario 6ptimo de parametros [28,7,12]

iguien mismo pr imien ue en jem nteriores, nsider iguien Hdi
S endo el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores, se considera el s ente codigo
lineal incluido en F%.

Cs = {(a17a2>a37a4;a57a6aa7»Zaj> coa; €Wy, i€ {1,'--77}} CFy
5

Se trata de un codigo lineal binario cuyas palabras estan constituidas por una cabecera, en la que
se colocan los elementos que definen la dimension del cédigo, y por una cola, formada por todas
las posibles sumas de cinco elementos que se pueden formar con los elementos de la cabecera y

subindices distintos.
7
=7 =28
n + <5>

) elementos en la cola, resultado de tomar todos los posibles

Asi pues, la longitud del cédigo es

7
esto es, 7 elementos en la cabecera y (

5
subconjuntos de cinco elementos del conjunto de siete elementos de la cabecera para formar todas
las sumas requeridas.

La dimensién del subespacio vectorial C3 es k = 7 y, en consecuencia, el nimero de palabras en Cs
es 27 = 128,

Una matriz generadora G3 tendra orden 7 x 28, rango 7 y la siguiente forma.

Q
|
OO OO OO
O OO O o~ O
OO OO = OO
OO O R O OO
[N o NoNoNo)
O = OO O o O
_ o0 OO o oo
O O =
O = O =
—_ O O ==
O = = O
_ o= == OO

De la misma manera que en los ejemplos anteriores, vamos a describir 3 dividiéndola en bloques.
Primero, tendremos la matriz identidad 7 x 7. El siguiente bloque, 7 x 21, estara compuesto por
todas las posibles columnas en las que hay cinco unos y el resto ceros sin repetirse ninguna. El
orden de estas columnas no es importante ya que dara cédigos equivalentes.

Los resultados de los pesos de las palabras se muestran en la tabla.

n; | > s | peso
1 15 16
2 10 12
3 | 643 12
4 12 16
5 | 1+10 | 16
6 6 12
7 21 28

Cuadro 3.5: Pesos del cédigo

25



A continuacion se desarrollan los calculos realizados.

e Si en la cabecera hay exactamente un a; # 0, el peso de la cabecera es 1. Hallemos el peso
de la cola. Es claro que las tinicas componentes que seran distintas de cero seran las que
contengan al a; que es distinto de cero en la suma. Puesto que en la cola estan (sumados)
todos los subconjuntos de cinco elementos elegidos entre los siete de la cabecera, el nimero de

6) , todos los posibles subconjuntos

elementos de la cola que contiene a un determinado a; es ( 4

de cuatro elementos elegidos entre los seis restantes.

1+(i>:1+15:16

e Si en la cabecera hay exactamente dos a; # 0, el peso de la cabecera es 2. Para hallar el
peso de la cola, nos damos cuenta de que la componente correspondiente a las sumas de cinco
elementos en los que estén ambos a; distinto de cero serd cero, al igual que las componentes
en las que no esté ninguno de ellos. Entonces, para cada uno de los a; distinto de cero, el

nimero de sumas que seran distintas de cero, sera < ), todos los posibles subconjuntos de

4
cuatro elementos tomados entre los cinco que quedan. Como hay dos a;, el nimero total de

e . ; 5
componentes que seran distintas de cero y aportaran al peso seran 2 - < 4>.

)
2+2-(4) =2+10=12

e Sien la cabecera hay exactamente tres a; # 0, el peso de la cabecera es 3. El peso de la cola es
6 + 3. Las componentes que seran distintas de cero pueden ser de dos tipos. En primer lugar,
seran distintas de cero las componentes en las que aparezcan los tres a; que son distintos de

4 . , .
cero. Hay ( ) componentes con esta propiedad, el nimero de subconjuntos de dos elementos

2
que se pueden tomar entre los cuatro elementos de la cabecera que son cero, para que la suma
tenga cinco elementos. El otro tipo de componentes que seran distintas de cero son las que
contienen a uno y solo uno de los a; distintos de cero, puesto que si contuviesen a dos de
ellos, la suma en [Fy seria cero. Como hay cuatro elementos de la cabecera iguales a cero y
tres distintos de cero, solo hay una componente de este tipo para cada a;, es decir, en total 3.

4
T —

e Si en la cabecera hay exactamente cuatro a; # 0, el peso de la cabecera es 4. Las tinicas
sumas de cinco elementos elegidos entre siete, de los cuales cuatro son distintos de cero, seran
las sumas en las que hay tres elementos distintos de cero y dos iguales a cero. El ntimero

. . 4
de subconjuntos que podemos tomar de tres elementos en un conjunto de cuatro es (3> y el
. . . 3
numero de subconjuntos que podemos tomar de dos elementos en un conjunto de tres es <2>

Luego, en total, el peso de la cola es el producto (g) . (g)

4\ (3
4 : =4+12=1
o) (o) merm
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Si en la cabecera hay exactamente cinco a; # 0, el peso de la cabecera es 5. En la cola, las
componentes que son distintas de cero contendran en sus elementos sumados o a los cinco
elementos distintos de cero, o a tres de ellos. En el caso de contener a tres de ellos, hay en
total el nimero de subconjuntos que podemos tomar de tres elementos en el conjunto de los
cinco que son distintos de cero; los otros dos elementos que completan la suma seran los dos
elementos de la cabecera que son distintos de ellos. En conclusion, el peso de la cola sera

1+(g).
5
5+(1+(3>):5+1+10:16

Si en la cabecera hay exactamente seis a; # 0, el peso de la cabecera es 6. En la cabecera solo
hay un elemento distinto de cero; las componentes que tengan a este elemento como parte de
la suma, sumaran 4 = 0 en [F,. El resto de las sumas sumaran 5 = 1 en [Fy, luego el peso de la

), todos los subconjuntos que se pueden tomar de cinco elementos elegidos

6+(6) =6+6=12

. 6
cola es igual a (5

en un conjunto de seis.

5

Si en la cabecera hay exactamente siete a; # 0, el peso de la cabecera es 7. Todas las
componentes de la cabecera son unos y, por consiguiente, todas las sumas de cinco elementos
escogidos de la cabecera seran igual a uno en Fs.

7—1—(;) =T7+21=28

Calculamos cuantas palabras hay para cada uno de los pesos y mostramos los resultados en una

tabla.

En todo cédigo lineal esta la palabra que tiene todas sus componentes nulas.

(111)

(1v)

Si hay exactamente un a; # 0, entonces el peso es 16. Luego hay 7 palabras de peso 16, una
para cada i € {1,2,3,4,5,6,7}.

Si hay exactamente dos a; # 0, el numero de palabras con esta propiedad es (;) =21y,

como hemos visto, el peso de cada una de ellas es 12.

7> = 35. Cada una de ellas tiene

El nimero de palabras con exactamente tres a; # 0 es <3

peso 12.

7) = 35. Cada una de ellas tiene

El nimero de palabras con exactamente cuatro a; # 0 es < 4

peso 16.

El nimero de palabras con exactamente cinco a; # 0 es <g> = 21. Cada una de ellas tiene

peso 16.

El ntimero de palabras con exactamente seis a; # 0 es ( ) = 7. Cada una de ellas tiene peso

12.

6
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(vir) Y, por tltimo, hay una palabra con todos los elementos de la cabecera distintos de cero. Tiene
peso 28.

El nimero total de palabrases 1 +7 4+ 21 4+354+35+21 + 7+ 1 =128 = 27, como ya sabiamos.

El cédigo Cs se trata de un codigo autocomplementario puesto que la palabra cuyas componentes
son todas uno estd en el codigo. Esto quiere decir que si una palabra x € Cs, entonces la palabra
x+[1,...,1] € Cs, la cual se trata de su palabra complementaria.

Observamos esta caracteristica, junto con el hecho de que el cédigo tiene solamente tres pesos no
nulos. Notemos, ademas, que el peso de cada palabra es divisible entre cuatro y, por ese motivo, se
trata de un cédigo autoortogonal.

AQ = 1
A12 = 63
A16 = 63
Agg = 1

En conclusion, la distancia minima del cédigo es d = 12 y se tiene un cédigo de parametros
28,7,12].

Examinando la tabla correspondiente a cédigos lineales binarios éptimos en [Grassl], se observa que
se trata de un codigo 6ptimo.

n/k|5]6] 7809
26 |12 |12 11 | 10| 9
27 |13 12| 12 [ 10| 10
28 [ 14 |12 | 12| 11 10
29 (14 13| 12 |12 11
30 (15|14 | 12 |12 12

Cuadro 3.6: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

Sin embargo, observando dicha tabla, notemos que existe un cédigo con parametros [27,7,12]s.
Esto quiere decir que nuestro cédigo de pardmetros [28,7,12]s no es 6ptimo con respecto a la
Definicién 38 que dimos en la pagina 9 porque existe otro con menor longitud pero con igual
dimensién y distancia minima.

La construccién de dicho cédigo dada en [Grassl] se realiza recortando un cédigo BCH extendido.

Construction of a linear code [28,7,12] over GF'(2):

[1]: [32,11,12] Linear Code over GF'(2)
Extended BCH Code with parameters 31 11

[2]: [28,7,12] Linear Code over GF(2)
Shortening of [1] at {29...32}

3.4. Cddigo lineal binario 6ptimo de parametros [77,7, 36|,

Tomamos un cédigo lineal binario de pardmetros [77,7,d]y definido como sigue: en la cabecera de
las palabras-codigo se colocan siete elementos a; € Fo; y, en la cola, todas las posibles sumas de

28



tres y cuatro elementos escogidos entre los a; que hemos colocado en la cabecera con subindices
distintos.

C4:{(a1,...,a7,2aj,2ak): a; € Iy, i,j,ke{l,...,7}}CF;7
3 4

La longitud del codigo es

nz?—i—(;) +<471> =T7+35+35="77

y la dimensién de C; como subespacio vectorial de F5" es k = 7. El ntimero de palabras que hay en
el cédigo es 27 = 128.

Para hallar la distancia minima del c6digo, calcularemos los pesos de todas las palabras con métodos
combinatorios, como hemos hecho en otros casos. A continuacién se muestran los resultados en una
tabla, asi como los cédlculos detallados. A partir de ahora anadiremos como tultima columna el
numero de palabras que hay en el cédigo dependiendo de la cantidad de a; distintos de cero en la
cabecera y lo denotaremos por n2. El nimero de palabras que hay en el cédigo con exactamente j

coordenadas de la cabecera distintas de cero para cada j € {0,...,k} es <§> = <;>

>3 | 24| Peso | n°
15 20 36 7

20 | 20 42 | 21
19 | 16 38 | 35
16 | 16 36 | 35
15 | 20 40 | 21
20 | 20 46 7
35 0 42 1

~Njo|a kw8

Cuadro 3.7: Pesos del c6digo y niimero de palabras

Exactamente un a; # 0 :

6 6
1+(2)+(3) =1+15+20=36

2+2-(2)+2-(§) =2+2-10+2-10 =42

Exactamente dos a; # 0 :

Exactamente tres a; # 0 :

3+(1+3- (§>)+(4+3- <§>) =3+(1+3:6)+(4+3-4) =38

Exactamente cuatro a; # 0 :

4+ ((g) +4- (2)) + <(§) ~3+4> =4+(4+4-3)+(4-3+4)=36
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e Exactamente cinco a; # 0 :

5+(<§>+5)+<§>-2:5+(10+5)+10«2:4O

e Exactamente seis a; # 0 :

6 6
6+(3)+(3) =6+20+20 =46

e Exactamente siete a; # 0 :

7
7+ (3)+O:7+35+0:42

Veamos de manera concisa cuantas palabras hay con cada uno de los pesos. Reparemos, ademas,
en la curiosa distribucion de estos.

Ao = 1
A36 = 42
Agg = 35
Apw = 21
A42 - 22
A46 — 7

Por ende, la distancia minima del codigo es d = 36. El c6digo que hemos construido tiene parametros
[77,7,36]2, que, como observamos en la tabla correspondiente de [Grassl], es un cédigo éptimo.
Reparemos en dicha tabla.

n/k| 56| 7 8] 9
75 | 33|36 | 36 | 34| 33-34
76 |38 |37 36 | 35| 34
77 39 | 38| 36| 36 | 34-35
78 |40 | 38| 37 | 36 | 35-36
79 [40 [ 39| 38 [ 36| 36

Cuadro 3.8: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

Observemos que, no obstante, existen codigos de parametros [77,8,36]q, [76,7,36]y y [75,7, 36]2,
este ultimo es el cédigo Optimo si tomamos la acepcién de cédigo éptimo dada en la Definicién 38.

3.5. (Cdbdigo lineal binario 6ptimo de parametros [93, 8, 44],

Sea el c6digo lineal binario, subespacio vectorial de Fy?, de pardmetros [93, 8, d], siguiente.

En la cabecera de las palabras del codigo se colocan los elementos aq, ..., a9 € Fo, con el detalle de
que ag = ay + --- + ag; y, en la cola, todas las sumas posibles de seis elementos de los anteriores
con subindices distintos.
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C5:{(al,...,ag,ag:a1+--~—|—a8,2aj): a; € Fo, i,jE{l,...,g}}CFg3
6

La longitud del cédigo es
n=9+ (2) =9+4+84 =93

La dimension es k = 8 y, por lo tanto, el nimero de palabras que hay en el cédigo es 2% = 256.

Nota 50 Si hubiese nueve a; linealmente independientes en la cabecera y tomdsemos la palabra en la
que los nueve a; fuesen iguales a uno, el peso de dicha palabra seria nueve, puesto que todas las sumas
de seis elementos resultarian cero. En dicho caso, la distancia minima seria a lo sumo d = 9.

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-cédigo con
métodos combinatorios.

En este caso solo hay una cantidad par de a; distintos de cero en la cabecera, por la condicién
ag = a, + - -- + ag, lo cual es una ventaja a la hora de calcular los pesos de todas las palabras del
codigo.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla y a continuacién se detallan las cuentas.

n; | Y ¢ | Peso | n®
2 | 42 44 36
4 | 44 48 | 126
6 | 38 44 84
8 | 56 64 9

Cuadro 3.9: Pesos del cédigo y nimero de palabras

Exactamente dos a; # 0 :

2+2-(;> =24+2-21=44

Exactamente cuatro a; # 0 :

4+((§) : (Z) +4) =44 (4-10+4) =48
6+(3- <§>+<§)) =6+ (3-6+20) =44

Exactamente ocho a; # 0 :

[ ]
td
>
&
(@}
=
o
=
[©]
5
@)
0
e,
)
&
N
@]

8
8+(5> =8+ 56 = 64

En este caso, puesto que a9 = a; + --- + ag, el numero de palabras que hay en el cédigo con
exactamente j elementos a; distintos de cero para j € {2,4, 6,8} se obtiene, teniendo en cuenta si
ag es igual o distinto de cero. Si ag es igual a cero, el niimero de palabras con j elementos a; distintos
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de cero es (?) = (j), elegimos subconjuntos de j elementos de la cabecera entre los 8 linealmente

independientes, ag serd cero puesto que es la suma de un nimero par de unos. En el otro caso,

si ag es distinto de cero, entonces el nimero de palabras con j elementos a; distintos de cero es
k 8 . . . . .

<]. 1) = <j 1); elegimos 7 — 1 elementos de la cabecera entre los 8 linealmente independientes,

ag seréd igual a uno puesto que es la suma de un nimero impar de elementos distintos de cero, es

decir, habra j — 1+ 1 elementos distintos de cero en total. En conclusién, el niimero de palabras con

exactamente j elementos a; distintos de cero para j € {2,4,6,8} es ((] f 1) + <;€>> Ademaés, en

todo cddigo lineal esta la palabra con todas sus componentes nulas.

A continuacién se muestra el nimero de palabras en relacion a su peso destacando el hecho de que
Cs se trata de un codigo con solo tres pesos no nulos. Por anadidura, todas los pesos del cédigo
son divisibles entre cuatro, lo cual implica que es un cédigo autoortogonal.

AO = 1
Ay = 120
Ay = 126
A64 — 9

Como consecuencia, la distancia minima del cédigo es d = 44 y se tiene un cédigo de parametros
93, 8, 44]5.

Examinando la tabla correspondiente a c6digos lineales binarios éptimos en [Grassl], se observa que
se trata de un codigo 6ptimo.

n/k| 6] 7] 8 9 10
91 | 45 | 44 | 43 | 41-42 | 40-41
92 | 46 | 45 | 44 | 42-43 | 41-42
93 |46 | 46 | 44 | 42-44 | 42
94 |47 | 46 | 44 | 43-44 | 42-43
95 |48 |47 | 45 | 44 | 43-44

Cuadro 3.10: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

Advertimos que existe un [92, 8, 44], c6digo lineal binario, el cual es 6ptimo segin la Definicién 38
de la pagina 9.

3.6. Cddigo lineal binario éptimo de parametros [120, 9, 56];

Sea el c6digo lineal binario, subespacio vectorial de F32°, de parametros [120, 9, d], siguiente.

En principio, las palabras-cédigo tendrian, como ya hemos visto en los casos anteriores, una cabecera
con elementos ay,...,a9 € Fy y, en la cola, todas las sumas posibles de tres y siete elementos de
los anteriores con subindices distintos.

Sin embargo, en este codigo eliminaremos la cabecera y nos quedaremos solo con la cola.

C6:{(Zai,2aj): a;,a; € IFy, i,je{l,...,Q}}CF?O
3 7
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La longitud del codigo es

9 9
= = 84436 = 120
= (0) - 6) =

Hemos comprobado con MAPLE que la dimensién es £k = 9 y, por lo tanto, el nimero de palabras
que hay en el codigo es 29 = 512.

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-codigo con
métodos combinatorios.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla y, a continuacion, se detallan las cuentas, que se
han realizado de forma similar a los casos anteriores.

>3 | 27| peso | n®
28 28 56 9

42 | 14 o6 36
46 | 18 64 84
44 | 20 64 | 126
40 | 16 26 | 126
38 | 18 26 84
42 | 22 64 36
o6 8 64
84 | 36 | 120 1

||| vk w8

Cuadro 3.11: Pesos del cédigo y nimero de palabras

8 8
= 28 4 28 = 56
(o) () =+
Exactamente dos a; # 0 :

2~<;>+2~(g):2-21+2~7:42+14:56

Exactamente un a; # 0 :

Exactamente tres a; # 0 :

<1+3- (g))+((i) +3) —(14+3-15)+ (15+3) = 46+ 18 = 64

Exactamente cuatro a; # 0 :

(@ o (2)) ’ @ ' (i) — (44 4-10)+4-5=44+20 =64

Exactamente cinco a; # 0 :

((§,>+5- @)*(@ *@) = (104 5-6) + (64 10) = 40 + 16 = 56

Exactamente seis a; # 0 :

((5)+0- () +(3) () —o+63406-3=35 1556
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e Exactamente siete a; # 0 :

<(g)+7>+ (H (D) =(35+7)+(1+21) =42+22 =64

e Exactamente ocho a; # 0 :
8 8
=56+8 =064
(6)+ (z) -+

9 9
=84 + 36 = 120
(o) ()=

El cédigo Cg se trata, igual que en el caso anterior, de un cédigo autocomplementario, puesto que
la palabra cuyas componentes son todas uno esta en el codigo.

e Exactamente nueve a; # 0 :

Observamos esta caracteristica, junto con el curioso hecho de que el cédigo es autoortogonal y
tiene solo tres pesos no nulos.

Ag = 1
Asg = 255
Ags = 255
A = 1

Como consecuencia, la distancia minima del c6digo es d = 56 y se tiene un codigo de parametros
(120, 9, 56]5.

Examinando la tabla correspondiente a cédigos lineales binarios éptimos en [Grassl], se observa que
se trata de un cédigo éptimo.

n/k|7]8] 9 10 | 11
118 [ 58 | 56 | 56 | 55-56 | 53-54
119 [ 59 [57 | 56 | 56 | 54-55
120 [ 60 |58 | 56 | 56 | 54-56
121 | 60 | 58 | 56-57 | 56 | 55-56
122 | 60 | 58 | 57-58 | 56-57 | 56

Cuadro 3.12: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

No obstante, existe un cédigo de pardmetros [119, 10, 56]5, el cual tiene la misma distancia minima

pero menor longitud y més palabras-cédigo pues su dimensién es mayor. También existen codigos
de pardmetros [118,9,56], [119,9,56]5 vy [120, 10, 56],.

3.7. Cbdigos lineales binarios de parametros [26,6,11]y y
[207678]2

Sea el c6digo lineal binario, subespacio vectorial de F2°, de pardmetros [26, 6, d], siguiente.
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En la cabecera de las palabras del cédigo se colocan los elementos aq,...,a6 € Fy y, en la cola,
todas las sumas posibles de tres elementos de los anteriores con subindices distintos.

C7 = {(al,ag,ag,a4,a5,a672aj) Doa; € ]FQ, Z,] € {1,,6}} - ]FgG
3

La longitud del cédigo es
n=06+ (g) =6+420 =26

La dimension es k = 6 y, por lo tanto, el nimero de palabras que hay en el cédigo es 2° = 64.

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-codigo con
métodos combinatorios.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla, y a continuacién se detallan las cuentas.

o

n; | > 5 | peso | n°
1 | 10 11 6
2 | 12 14 15
3 | 10 13 ] 20
4 8 12 15
5 | 10 15 6
6 | 20 26 1

Cuadro 3.13: Pesos del cédigo y niimero de palabras

Exactamente un a; # 0 :

)
1—I—(2>:1+10:11

Exactamente dos a; # 0 :

4
2+2-(2) =24+2-6=14

Exactamente tres a; # 0 :

3
3+(1+3~(2>) =34+(143-3)=3+10=13

Exactamente cuatro a; # 0 :
4
4+ (<3> +4) =4+ (4+4) =12

3
5+(3>=5+10:15

Exactamente cinco a; # 0 :

Exactamente seis a; # 0 :

6—1—(2) =6+4+20=26
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El codigo C7 es un cédigo autocomplementario, puesto que la palabra cuyas componentes son todas
uno esta en el codigo. Observamos una bonita estructura en la relacién existente entre el niimero
y peso de las palabras-codigo.

A = () = 1
An = () = 6
A = () = 15
Ay = () = 20
Ay = (§) = 15
Ay = () = 6
Ag = () = 1

En consecuencia, la distancia minima del cédigo es d = 11 y se tiene un cédigo de parametros
26,6, 11]5.

Examinando la tabla correspondiente a cédigos lineales binarios éptimos en [Grassl], se observa que
se trata de un codigo casi optimo pues el codigo éptimo es un codigo lineal binario de parametros
26,6, 12]5.

Ahora bien, si consideramos el c6digo de parametros [26, 6, 11], sin cabecera, obtenemos un [20, 6, 8],
c6digo lineal binario, el cual si es 6ptimo.

C7*:{(Zai): a; € Fa, ie{1,...,6}}c]F§0
3

Las columnas de una matriz generadora del cédigo estaran formadas por todos los vectores que
constan de tres unos y el resto ceros sin repetirse ninguno. Es decir, tendra orden 6 x 20.

Se ha comprobado con MAPLE que el rango de dicha matriz es 6; por tanto, la dimensién sigue
siendo k£ = 6 y no ha disminuido al eliminar la cabecera.

Gg: =

—_— == O OO

OO O = ==
SO = O ==
O = O O = =
_— o O O
OO R =) O -

Adaptamos la tabla 3.13 para el cddigo de pardmetros [20, 6, 8].

[0}

n; | Y 5 | peso | n®
11 10 10 6
2 | 12 12 15
3 | 10 10 | 20
4 8 8 15
5 | 10 10

6 | 20 20 1

Cuadro 3.14: Pesos del c6digo y nimero de palabras
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Este cédigo es, como hemos visto en otros casos, autocomplementario. Observemos el nimero de
palabras que hay en el c6digo en relacion a sus pesos. Advirtamos los pares de pesos complementarios
y el hecho de que hay la misma cantidad de palabras de un peso y de su complementario.

Ay = 1
Ag = 15
Alg = 32
Alg = 15
Ay = 1

Veamos a continuacién la tabla obtenida en [Grassl].

n/k| 456 7]8
18 [ 8|88 |76
19 |9 8| 8|87
20 (10 9| 8|8 38
21 (1010 8 | 8 |8
22 (1110 9 [ 8 |8
23 (121110 9 | 8
24 (12121010 8
25 |12 121110 9
26 | 13|12 12| 1110
27 [ 1413121210
28 |14 |14 [ 12|12 11

Cuadro 3.15: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

Hemos visto que el cédigo de pardmetros [20,6, 8]y es 6ptimo. No obstante, existen cédigos de
pardametros [18, 6, 8]z y [19, 6, 8]5 con la misma distancia minima y la misma dimension que el cédigo
anterior, pero con menor longitud. El c6digo de parametros [18,6, 8]y es éptimo con respecto a la
Definicién 38. También existen cédigos de pardmetros [20,7, 8], y [20, 8, 8] con mayor dimensién.

3.8. (Cddigos lineales binarios de parametros [120,8,57], y
121, 8, 58],

Se construye un cédigo lineal binario de parametros [120, 8,572 del siguiente modo: tendremos
ocho elementos en la cabecera, de los cuales tomaremos todas las sumas posibles de tres y cinco
elementos con subindices distintos, y estos seran los elementos de la cola.

ng{(al,...,ag,Zaj,Zak): a; € s, i,j,ke{1,...,8}}c1€;20
3 5

El cédigo tiene longitud

8 8
n:8+<3)+<5) =8+ 56+ 56 =120

y dimensién k = 8, por lo que el cédigo tiene 28 = 256 palabras.
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Hallemos la distancia minima calculando los pesos de todas las palabras no nulas y viendo cual es
el menor. Para ello emplearemos métodos combinatorios.

Veamos los resultados obtenidos en la siguiente tabla. Se precisaran los calculos realizados poste-
riormente.

>3 | s | peso | n®
21 35 57 8

30 | 30 62 | 28
31 | 25 29 | 56
28 | 28 60 | 70
25 | 31 61 | 56
26 | 26 o8 | 28
35 | 21 63 8

56 | 56 | 120 | 1

oo| 1| o | | x| wo| po| = S

Cuadro 3.16: Pesos del c6digo y nimero de palabras

e Exactamente un a; # 0 :

7 7
1+<2)+<4) =1+4+21+35=57

e Exactamente dos a; # 0 :

2—1—2'(2)—1—2-(2) =2+2-15+2-15=062

e Exactamente tres a; # 0 :

3+(1+3- (2)) +(<2>+3- (i)) =34 (1+3-10)+ (104 3-5) = 59

e Exactamente cuatro a; # 0 :

e (B () () () #0) mtrar0- s o

e Exactamente cinco a; # 0 :

()5 )+ (+0) () ssmssasion-o

e Exactamente seis a; # 0 :

6+<®+6)+ ((§)+(§>) — 6+ (204 6) + (6+20) = 58

e Exactamente siete a; # 0 :
7+ <;> + (57)) =7+35+21 =63
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e Exactamente ocho a; # 0 :

8+ (2)4—(?) =8+ 56+ 56 = 120

Este cédigo es autocomplementario. En consecuencia, hay pares de pesos que suman 120 y hay el
mismo numero de palabras con un peso que con el otro. Observemos esta propiedad a continuacién,
destacando la bonita estructura de pesos que tiene el cédigo.

A = (o) = 1
Ay = () = 8
Ass = (}) = 28
Ay = (J) = 56
Ay = () = 10
Ag = () = 56
Aepr = (2) = 28
Ay = () = s
Ay = (2) = 1

Hemos visto que el peso minimo es 57, luego el c6digo Cg tiene pardmetros [120, 8, 57],. Examinando
las tablas de [Grassl], hemos comprobado que el cédigo Cg es, sin embargo, un c6digo casi dptimo
puesto que existe un cddigo de pardmetros [120, 8,58],. La construccién dada en [Grassl] de este
ultimo codigo se ha obtenido a partir de una matriz generadora proporcionada por I.BOUKLIEV.

Ahora consideremos el cédigo extendido Cg, que consiste en anadir a cada palabra un simbolo
de control de paridad en tultima posiciéon. De este modo, todas las palabras tienen peso par y
obtendremos un c6digo de parametros [121,8, 58],, el cual es un cédigo éptimo. Veamos, pues, la
relacion entre los pesos y el nimero de palabras del cédigo.

Ag = 1
A58 - 36
Ay = 126
Ay = 84
A64 = 8
Agg = 1

Notemos en la siguiente tabla de [Grassl] que el c6digo que cumple las dos definiciones de 6ptimo
vistas es el cédigo de pardametros [120,8, 58]5. Sin embargo, como hemos mencionado, el cédigo
extendido que hemos construido es 6ptimo.
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n/k| 6] 7] 8 9 10
118 [ 59 |58 | 56 | 56 | 55-56
119 (60 |59 | 57 | 56 | 56
120 (60 |60 | 58 | 56 | 56
121 [ 60 | 60 | 58| 56-57 | 56
122 [ 61 | 60 | 58 | 57-58 | 56-57
123 [ 62|61 59 | 58 | 56-58

Cuadro 3.17: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

3.9. Cdbdigos lineales binarios de parametros [171,9,72]; y

135, 9, 635

Sea el cdigo lineal binario, subespacio vectorial de Fi™ | de pardmetros [171,9, d], siguiente.

En la cabecera de las palabras del cédigo se colocan los elementos aq, ..

.,ag € Fy; v en la cola

todas las sumas posibles de cinco y siete elementos de los anteriores con subindices distintos.

ng{(al,...,ag,Zaj,Zak): a; € Fy, i,j,kG{l,...,g}}CF%n
5 7

La longitud del codigo es

n:9+(

9

9
=9+126+36 =171
N+ (]) =0z

La dimensién es k = 9 y el nidmero de palabras que hay en el cédigo es 22 = 512.

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-cédigo con

métodos combinatorios.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla y, a continuacién, se detallan las cuentas.

Cuadro 3.18: Pesos del cédigo y niimero de palabras

e Exactamente un a; # 0 :

(o]

;| Y5 | D7 | PESO | N2
1] 70 | 28 99 9
2 |70 | 14 36 36
3160 | 18 | 81 | 84
4 |60 | 20 84 | 126
5 | 66 | 16 87 | 126
6 | 66 | 18 90 84
7] 56 | 22 85 36
8 | 56 8 72
9 1126 | 36 | 171 1

1+

8 8
-1 28 —
()4 () =1 m—o
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Exactamente dos a; # 0 :

7 7
2+2-<3)+2-<6) =2+4+2-35+2-7=286

Exactamente tres a; # 0 :

3+((g)+3- (i)>+<(i) +3) — 34+ (15+3-15) + (15+3) = 81

Exactamente cuatro a; # 0 :

() Q) () () ()= v

Exactamente cinco a; # 0 :

5+ (1+ (2) ~ (;1) +5)+(<;l>+(g>) =5+(1+10-645)+ (6+10) =87

Exactamente seis a; # 0 :

() () () -ortermnroscs

Exactamente siete a; # 0 :

7+<(g)+(;)>+<1+<;>):7+(21+35)+(1+21):85
Exactamente ocho a; # 0 :
8+ s + s =8+4+56+8="T72
5 7
Exactamente nueve a; # 0 :
9 9
9+ , + - =94+126+36 =171

El cédigo Cy también se trata de un codigo autocomplementario, puesto que la palabra cuyas
componentes son todas uno estd en el cédigo. Observamos dicho rasgo en el nimero y peso de las
palabras-codigo. El peso de una palabra y su complementaria suman 171, luego debe haber parejas
de pesos que sumen dicha cifra.

A() = 1
A72 - 9
Ay, = 84
Ags = 126
A85 — 36
Agﬁ - 36
Ay = 126
Ay = 84
Agg = 9
Al?l = 1
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Como consecuencia, la distancia minima del cédigo es d = 72 y se tiene un cédigo de pardametros
[171,9,72]5.

Examinando la tabla correspondiente a cddigos lineales binarios éptimos en [Grassl], se observa
que existe un cddigo lineal binario de pardmetros [171,9, 81],. Sin embargo, para dichas longitud y
dimension, la cota para la distancia minima es 82. Esto quiere decir que el cédigo 6ptimo podria
tener distancia minima 81, ya conocido, o distancia minima 82 para la cual ain no se conoce
ningun cddigo. Se trata de un problema abierto. La notacién que se usa en las tablas de [Grassl]
para senalar este hecho es 81-82.

El cddigo de pardmetros [171,9,72]s no tiene gran interés, pero si eliminamos los elementos de
la cola correspondientes a las sumas de siete elementos, obtenemos un [135,9, 63 c6digo lineal
binario, el cual es casi dptimo, siendo el c6digo 6ptimo un [135,9, 64]5 cédigo lineal binario.

Cg*:{(al,...,ag,Zaj): CLZ'GFQ, i,jE{l,...,g}}CFé35
5

Adaptando la tabla de pesos del cédigo y niimero de palabras 3.18 obtenemos lo siguiente:

n; | Y 5 | peso | n®
1] 70 71 9
2 170 72 36
3160 | 63 | 84
4 |60 | 64 |126
5 | 66 71 | 126
6 | 66 72 84
7 | 96 63 36
8 | 56 64
9 | 126 | 135 1

Cuadro 3.19: Pesos del cédigo y niimero de palabras

La palabra cuyas componentes son todas uno esta en el codigo Cy+, luego es autocomplementario.
Observemos dicha peculiaridad en la relacion entre los pesos y el nimero de palabras del cédigo.

Ay = 1
Ags = 120
Ass = 135
An = 135
An = 120
Aps = 1

El c6digo Co+ extendido, resultado de anadir a Co« un bit de paridad, tiene pardmetros [136, 9, 645
y es un cédigo 6ptimo, como hemos comprobado recurriendo a [Grassl].

Notemos que se trata de un three-wetght code y cada uno de estos pesos son divisibles entre
cuatro, el cédigo Cy« extendido es un cédigo autoortogonal.
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Ags = 255

A, = 255
A136 = 1

3.10. Cobdigos lineales binarios de parametros [250, 10, 114],
y [240, 10, 112

Sea el cédigo lineal binario, subespacio vectorial de F2°°, de pardmetros [250, 10, d], dado a conti-
nuacion.

En la cabecera de las palabras del codigo se colocan los elementos ay,...,a;9 € Fs y, en la cola,
todas las sumas posibles de tres y siete elementos de los anteriores con subindices distintos.

CIOZ{(ala'”?alOaZajazak): a; € Iy, i,j,ke{l,...,lo}}CFgm
3 7

La longitud del codigo es

10 10
n:10+<3)+(7) = 10 + 120 + 120 = 250

La dimensién es k = 10 y, por lo tanto, el nimero de palabras que hay en el cédigo es 219 = 1024.

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-cédigo con
métodos combinatorios.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla y, a continuacién, se detallan las cuentas.

o

Y3 | 2.7 | peso | n®
36 84 121 10

56 | 56 | 114 | 45
64 | 56 | 123 | 120
64 | 64 | 132 | 210
60 | 60 | 125 | 252
56 | 56 | 118 | 210
56 | 64 | 127 | 120
64 | 64 | 136 | 45
84 | 36 | 129 | 10
120 | 120 | 250 1

—
S| o] o] | o] o x| wo| po| = S

Cuadro 3.20: Pesos del cédigo y nimero de palabras

e Exactamente un a; # 0 :

9 9
1+ (2)+(6) =1+36+84=121

e Exactamente dos a; # 0 :

2+2~(§)+2'(2):2+2-28+2-28:114
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e Exactamente tres a; # 0 :

3+(1+3- (;))+<@+3 (g)) — 3 (143-21)+(35+3-7) = 123

e Exactamente cuatro a; # 0 :

(o @) () () v

e Exactamente cinco a; # 0 :

()5 O)+ () €) () -srorsmewrmn-rm

e Exactamente seis a; # 0 :

() () () () srmrsariorem

e Exactamente siete a; # 0 :

()7 0) (4§ B) rrmrmma-um

e Exactamente ocho a; # 0 :

8+((§)+8>+(<§>+<§>) =8+ (56 +8)+ (8+56) = 136

e Exactamente nueve a; # 0 :

9+ (9) + (9) =9+84+36 =129
3 7
e Exactamente diez a; # 0 :

10 10
10 + 3 + . =10 + 120 + 120 = 250

El cédigo Cyp también se trata de un codigo autocomplementario. Observamos dicho rasgo en el
nimero y peso de las palabras-cédigo. El peso de una palabra y su complementaria suman 250,
luego debe haber parejas de pesos que sumen dicha cifra.

A[) = 1
Apg = 45
A = 210
A = 10
Az = 120
A125 = 252
Anpr = 120
Ay = 10
Ay = 210
Apg = 45
Ao = 1
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Como consecuencia, la distancia minima del codigo es d = 114 y se tiene un cédigo de pardametros
(250, 10, 114]5.

Examinando la tabla correspondiente a cdigos lineales binarios 6ptimos en [Grassl], observamos
que existe un c6digo lineal binario de pardmetros [250, 10, 120], y que la cota para la distancia
minima es 122.

Si consideramos el cédigo de pardmetros [250, 10, 114], sin cabecera, obtenemos un [240, 10, 112],
cédigo lineal binario, el cual esta cerca de ser un cdédigo optimo, siendo el codigo 6ptimo un cédigo de
parametros [240, 10, 114],. Para esos pardmetros de longitud y dimensién, la cota para la distancia
minima es 116.

Clo* :{(Zai,Zaj) : aia&jEF% i,jE{l,...,lo}} C]Fgm
3 7

Una matriz generadora del cédigo tendra por columnas a todos los vectores con tres unos y el resto
ceros, v todos los vectores con siete unos y las demas componentes nulas. Hemos comprobado con
MAPLE que el rango de dicha matriz es 10 y, por tanto, la dimension del cédigo no ha disminuido
con respecto al cédigo del que partiamos, k = 10. Esta matriz tendra orden 10 x 240.

GlO* =

—_ _m O 0000000 oo
e e e e e e = e )

O O O =
O O = O e
O = OO = = = ==
— OO O, B FH P /=
OO R R ===

OO OO O OO
OO OO OO O
OO O OO OO
OO OO, OO O
O OO OO OO
OO O OO OO
O R OO OO OO
il eslies el alollall e
OO OO OO FH, O

A continuacién exponemos la tabla adaptada a partir de la tabla 3.20.

>3 | 27| peso | n®
36 84 120 10

56 | 56 | 112 | 45
64 | 56 | 120 | 120
64 | 64 | 128 | 210
60 | 60 | 120 | 252
56 | 56 | 112 | 210
56 | 64 | 120 | 120
64 | 64 | 128 | 45
84 | 36 | 120 | 10
120 | 120 | 240 1

—_
Sl oo | o] anf x| o pof = S

Cuadro 3.21: Pesos del cédigo y nimero de palabras

Veamos la relacién entre los pesos de las palabras del codigo y el niimero de estas que tienen dichos
pesos. Adicionalmente, observemos que todos los pesos son divisibles entre cuatro. El cédigo Cyg
es autoortogonal.
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Al = 255

A120 - 512
A128 - 255
Asg = 1

Fijémonos en el pequenio nimero de pesos que tiene el codigo. Ademds, podemos observar que se
trata de un codigo autocomplementario, siendo los pares de pesos complementarios los siguientes:
0y 240, 112 y 128; y, por ultimo 120 es complementario de si mismo. El nimero de palabras de un
peso y de su peso complementario, como ya habiamos comentado anteriormente, es el mismo.

3.11. Cébdigo lineal binario de parametros [130, 9, 58],

Sea el c6digo lineal binario, subespacio vectorial de F33°, de pardmetros [130,9, d], dado seguida-
mente.

En la cabecera de las palabras del codigo, se colocan los elementos aq,...,a19 € Fa, con el detalle
de que a19 = a; + - - -+ ag; y en la cola todas las sumas posibles de siete elementos de los anteriores
con subindices distintos.

C11={(ah...,ag,alo=a1+---—|—a9,2aj): a; € Iy, i,je{l,...,lO}}cF?O
7

La longitud del cédigo es

10
nle—f—(

7) =104 120 = 130

La dimension es k = 9 y, por lo tanto, el nimero de palabras que hay en el cédigo es 27 = 512.

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-cédigo con
métodos combinatorios.

Como ya vimos en un caso anterior, solo hay una cantidad par de elementos a; distintos de cero en
la cabecera, lo que simplifica los cédlculos del peso.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla y, a continuacién, se detallan las cuentas.

n; | Y., | peso | n®
2 | 56 o8 45
4 | 64 68 | 210
6 | 56 62 | 210
8 | 64 72 45
10 | 120 | 130 1

Cuadro 3.22: Pesos del cédigo y niimero de palabras

e Exactamente dos a; # 0 :

2+2-(2> =2+4+2-28 =058
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Exactamente cuatro a; # 0 :

() ()
() () () -o-mov-e

Exactamente ocho a; # 0 :

() ()) v

Exactamente diez a; # 0 :

[ ]
g3
"
&
(@}
=+
o
=
@
]
=+
@D
®
e,
%)
&
N
[a)

10
10 + (7> =10 4 120 = 130

Ya explicamos en un caso similar como hallar el nimero de palabras-codigo. El nimero de palabras
que hay en el cédigo con exactamente j elementos a; distintos de cero para cada j € {2,4,6,8,10}
es ((] E 1) + (f)) No olvidemos que en todo codigo lineal esta la palabra nula.

El codigo Cyp se trata igualmente de un cédigo autocomplementario, puesto que la palabra cuyas
componentes son todas uno esta en el codigo. Observamos dicha caracteristica en el niimero y peso
de las palabras-cédigo. El peso de una palabra y su complementaria suman 130, luego debe haber
parejas de pesos que sumen dicha cifra.

Ay = 1
A58 = 45
Ag = 210
A = 210
A72 = 45
A130 = 1

Como consecuencia, la distancia minima del codigo es d = 58 y se tiene un codigo con parametros
(130, 9, 58].

Examinando la tabla correspondiente a cédigos lineales binarios éptimos en [Grassl], el cédigo
éptimo tiene parametros [130, 9, 62],.

3.12. Cddigo lineal binario de parametros [262, 10, 120],
Sea el cddigo lineal binario, subespacio vectorial de F3%2, de pardmetros [262, 10, d], siguiente.

En la cabecera de las palabras del codigo se colocan los elementos ay,...,a;9 € Fs y, en la cola,
todas las sumas posibles de cinco elementos de los anteriores con subindices distintos.

612:{(a17"'7a107zaj) : CLiEFQ, 27]6{17710}} CF§62
5
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La longitud del codigo es
n =10+ (150) =10+ 252 = 262

La dimensién es k = 10 y, por lo tanto, el nimero de palabras que hay en el cédigo es 219 = 1024.

Para hallar la distancia minima del cédigo, se calculan los pesos de todas las palabras-cédigo con
métodos combinatorios.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla y, a continuacion, se detallan las cuentas.

n; | > 5 | peso | n°®
1 1126 | 127 | 10
2 | 140 | 142 | 45
3 | 126 | 129 | 120
4 1120 | 124 | 210
5 | 126 | 131 | 252
6 | 132 | 138 | 210
7 1126 | 133 | 120
8 | 112 | 120 | 45
9 | 126 | 135 | 10
10 | 252 | 262 1

Cuadro 3.23: Pesos del c6digo y nimero de palabras

Exactamente un a; # 0 :

1+(Z>—1+126—127

Exactamente dos a; # 0 :

2+2~(i> =2+2-70 =142

Exactamente tres a; # 0 :

3+((;) +3- (D) =3+ (21+3-35) =129

Exactamente cuatro a; # 0 :

4+ ((;L) : (g) +4. (2)) — 44+ (4-15+4-15) =124

Exactamente cinco a; # 0 :

5+(1+(§)-<;>+5-(i)) =5+ (1+10-10+5-5) =131

Exactamente seis a; # 0 :

6+((§) +(§) : <§>+6> =6+ (64+20-6+6) =138
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Exactamente siete a; # 0 :

() () () romesaas

Exactamente ocho a; # 0 :

8+ ((i) + (2)) =8+ (56 + 56) = 120

Exactamente nueve a; # 0 :

9+<§) =94 126 =135

Exactamente diez a; # 0 :

10
10+(5> = 10 4 252 = 262

El cédigo Cqs se trata de un codigo autocomplementario. Observamos dicha propiedad en el niimero
y peso de las palabras-cédigo. El peso de una palabra y su complementaria suman 262, luego debe
haber parejas de pesos que sumen dicha cifra.

AO = 1
Ay = 45
Ay = 210
Apr = 10
A9 = 120
A131 = 252
Aps = 120
Aizs = 10
As = 210
Ayg = 45
Agpr = 1

Como consecuencia, la distancia minima del cédigo es d = 120 y se tiene un [262, 10, 120], cédigo
lineal binario.

Examinando la tabla correspondiente a c6digos lineales binarios éptimos en [SchSch], se observa
que existe un cddigo [262, 10, 126],. Sin embargo, dados esos pardmetros de longitud y dimensién,
la cota superior para la distancia minima es 128.

Nuestro c6digo de pardmetros [262, 10, 120]5 no tiene especial interés en cuanto a cédigos 6ptimos;
sin embargo, se trata de un cédigo de gran longitud. En un cédigo de tales caracteristicas, general-
mente no seriamos capaces de hacer los calculos a mano para hallar sus pesos, su distancia minima
y otros pardmetros. De hecho, hemos tenido que acudir a la tabla de [SchSch| puesto que en la
tabla de [Grassl] no se muestran codigos lineales binarios con longitud mayor de 256.

En resumen, la naturaleza elemental de estos cédigos permitird su utilizacion como ejemplos en
la asignatura de Cdédigos Correctores. Ademas, estas técnicas pueden proporcionar cédigos con
longitudes mucho mayores a las que hemos visto, v.g., el codigo

C:{(al,...,agl,Zaj): aiGFg, Z,jE{]_,,Q]_}}

17

es un cédigo lineal binario de pardmetros [5985, 21, d]s.
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Capitulo 4

Construcciones sencillas basadas en el
codigo simplex binario

En este capitulo expondremos otros métodos para obtener codigos 6ptimos. Seguiremos utilizando
las definiciones de codigo éptimo y cédigo casi optimo presentadas en el capitulo anterior.

El uso de estas técnicas tan sencillas no resulta siempre fructifero, aunque en algunos casos si
hemos obtenido los resultados buscados. Compararemos estos resultados con los datos de las tablas
de [Grassl] y [SchSch].

Una vez mas, destacaremos el hecho de que la baja tasa de transmision de informacion, debida a
la pequena dimensién, hace que estos codigos sean poco practicos. A pesar de ello, la facilidad con
la que se realizan los céalculos sigue siendo un rasgo significativo.

Como ya hemos visto, algunas caracteristicas notables de estos cddigos son el pequenio niimero de
pesos, dos o tres pesos no nulos y la divisibilidad de estos pesos entre cuatro, lo cual implica la
condicién de autoortogonalidad.

Se han obtenido cédigos lineales binarios con los siguientes parametros:

e (Cdédigos 6ptimos

[04,7,46], [95,6,48], [119,6,60]5, [190,7,95]5, [191,7,96],, [254,9,126], (4.1)

e (Cdédigos autoortogonales con dos pesos no nulos

(95,6, 48], [119,6,60]5, [191,7,96],

Comenzaremos exponiendo la nocién de cédigo simplex binario que nos serd ttil en lo que sigue.

Un cédigo simplex binario S, es un cédigo lineal binario de longitud 2" — 1 y dimensién r, cuya
matriz generadora de orden r x (2" — 1) tiene por columnas a todos vectores no nulos de F%, es
decir, es la matriz de control del cédigo de Hamming H.,.. El cédigo S, es el codigo dual del codigo
de Hamming H,,..

Las columnas de la matriz generadora corresponden a todos los puntos del espacio proyectivo
(r — 1)-dimensional sobre el cuerpo finito Fs.

La distribucion de pesos del cédigo simplex es

AO == ].
Agrn = 271
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Todas las palabras no nulas de S, tienen peso 2"~!. Es un constant-weight code.
S, tiene pardametros [2" — 1,7,2" 1],

El cddigo simplex binario S, es un cédigo recortado del cédigo Reed-Muller binario RM(1,7),
c6digo con parametros [27,1 + r,2"71],. Se toman todas las palabras de RM(1,r) cuya tltima
coordenada sea cero y se suprime dicha coordenada; se obtiene el cédigo S,.

El cédigo simplex binario alcanza la cota de Griesmer (2.3) con igualdad, y, por lo tanto, es un
c6digo optimo.

El codigo simplex binario aumentado, anadiendo la palabra cuyas componentes son todas uno, tiene
pardmetros [2" — 1,7 + 1,271 — 1],.

A continuaciéon mostraremos una de las técnicas utilizadas para hallar varios codigos de los dados
en (4.1). Partimos de dos c6digos lineales binarios, pudiendo ser ambos el mismo, y llegamos a otro
cédigo lineal binario de la siguiente forma: las palabras del nuevo cddigo consisten en una palabra
del primer cédigo seguida de una palabra del segundo cédigo y, como tltimas coordenadas, todas
las posibles sumas de un elemento de la primera palabra con un elemento de la segunda.

Esta técnica funciona con un codigo simplex binario o un cédigo similar y probablemente no con
otros codigos puesto que estos cddigos tienen gran capacidad correctora y todas sus palabras no
nulas tienen el mismo peso. Aun teniendo una tasa de transmisién pobre, son buenas piezas para
construir otros codigos.

Sea C; C F3' un cédigo de pardmetros [ng, ki, di]o y sea el cddigo Co C Fy? de pardmetros
[ng, ko, da]a. Definimos el cédigo C3 de la siguiente forma.

C3=CHC, = {(ul,...,um,vl,...,vm, i +vj)

(Ut .o oytp,) €C1, (V1,...,Up,) €ECyy, 1<i<my, 1<5< ng} (4.2)
Observamos que la longitud del cédigo Cs es igual a

n3:n1+n2+n1-n2

y la dimensién k3 = ky + ko como subespacio de F5?, ya que hay k; + ko parametros libres y el resto
de coordenadas dependen linealmente de las k; 4+ ko anteriores. La distancia minima no esta, en
principio, determinada.

El c6digo Cs tiene pardmetros [ng + ng + nq - ng, ki + ko, dslo.

Veamos un pequeno teorema para cédigos simplex binarios.

Teorema 51 Sean S, y S,, cddigos simplex binarios, entonces S, B S,, es el cédigo simplex binario
Srim-

Demostracién: Los cédigos S, y Sy, tienen pardmetros [27 — 1,7, 2" 1]y y [2™ — 1, m, 2™ 15, respec-
tivamente. Luego el cédigo S, H S,, tiene longitud

2 142" 1 (2 =)™ 1) =2 — 12— L2 T g ] =]

y dimensién r + m.
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Veamos cual es su distancia minima. Todas las palabras no nulas de S, tienen peso 2"~! y todas las
palabras no nulas de S, tienen peso 2™~ 1. Luego en el cédigo S, B S,, hay tres tipos de palabras
no nulas: las palabras formadas por la palabra nula del primer cédigo y una palabra no nula del
segundo; las palabras formadas por una palabra no nula del primer cédigo y por la palabra nula
del segundo; y, por ultimo, las palabras constituidas por ambas palabras no nulas.

En el primer caso, el peso seria
2020 (2m — 1) = 2rtm)d

en el segundo caso

0+27 7"+ 2771 (27 — 1) = 20t

y en el tercer caso

o=l gl 4 (27"‘1(2m —1—2m Yy 4o hor -1 — 2“1)) = o(r+m)=1

Es decir, todas las palabras no nulas de S, B S,, tienen el mismo peso, 20+™ =1 En conclusién, el
cédigo tiene pardmetros [2"F™ — 1,7 4+ m, 20+, Es el cédigo simplex S, .
O

Daremos ahora una serie de cédigos obtenidos usando el procedimiento dado en (4.2).
4.1. Cébdigo lineal binario 6ptimo de parametros [95, 6, 48],
Sea el c6digo simplex binario Ss, cuyos pardametros son [7,3,4],. Sabemos que todas las palabras

no nulas de S3 tienen peso 4.

Sea el c6digo lineal binario C de pardmetros [11, 3, 6], con matriz generadora

1001 001 1 0]1 1
G=1010/0 101 01|11
00 1{]00 1|01 1|11

El c6digo C es el subespacio vectorial de Fi! siguiente

C= {(al,aQ,ag,al,ag,ag,al—l—ag,a1+a3,a2+a3,a1+a2+a3,a1+a2+a3) Ta; € Fg,i € {1,2,3}} C F%l

Calculando a mano los pesos de las palabras del cédigo, se observa que el codigo C solo tiene
palabras de pesos 0, 6 y 8. La relacion de los pesos con el nimero de palabras del cédigo se muestra
a continuacion.

Ay = 1
AG — 6
Ay = 1
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Construimos ahora el cédigo S3 H C definido como en (4.2) y obtenemos el cédigo B.

828353(3:{(Ul,...,U7,U1,...,U11, ui—i—vj) : (ul,...,m)683,(1)1,...,1111)6(3}

El nuevo cédigo tiene longitud

n=7+11+7-11=095

y dimensién k =3+ 3 = 6.

Para hallar la distancia minima fijaremos nuestra atencion en los pesos de las palabras de los codigos
que hemos empleado para construir el cédigo B; combinando palabras de distintos pesos hallaremos
los pesos de las palabras del cédigo B.

La siguiente tabla muestra las combinaciones de pesos de los dos codigos y el peso de las palabras
del nuevo cédigo en tales casos. En la primera columna se muestran los pesos de las palabras del
cédigo S3; en la segunda columna, los pesos de las palabras del cédigo C; y, finalmente, en la tercera
columna se muestra el peso de las palabras del cédigo B, que son producto de combinar las palabras
con dichos pesos de los codigos anteriores.

v; | peso
48
64
48
48
48

|| ool &
Ol Y| OO 0o D

Cuadro 4.1: Pesos del cédigo

Las cuentas se detallan seguidamente.

Como ya hemos comentado, todas las palabras no nulas del c6digo S3 tienen peso 4 y el cédigo C
tiene palabras de pesos 0, 6 y 8.

e Si tomamos la palabra de peso nulo del primer cédigo y la combinamos con la palabra de
peso nulo del segundo cédigo, obtenemos la palabra de peso nulo; si la combinamos con una
palabra de peso 6 del segundo cédigo, el peso de la palabra obtenida serd

0+6+6-7=48

puesto que tenemos peso 0 de la palabra del primer cédigo, peso 6 de la palabra del segundo
cddigo y, para la parte final de la palabra, la combinacién de todas las posiciones distintas de
cero de la palabra del segundo cédigo con todas las posiciones nulas de la palabra del primer
c6digo; si combinamos la palabra nula del primer cédigo con la palabra de peso 8 del segundo

c6digo obtendriamos peso
0+8+8-7=064

para la palabra resultante.
e Sitomamos una palabra de peso 4 del primer cédigo y la combinamos con palabras de distintos

pesos del segundo cddigo, obtendremos lo siguiente: si la combinamos con la palabra de peso

0, tendremos peso
440+4-11 =148
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si la combinamos con una palabra de peso 6, tendremos peso
44+6+4-(11-6)+6-(7—4) =48
y si la combinamos con la palabra de peso 8, el peso resultante sera

44+8+4-(11-8)+8-(7—4) =48

Veamos la relacién entre los pesos y el nimero de palabras del cédigo.

AO — 1
A = 62
A64 = 1

Advertimos que las palabras no nulas del cédigo B pueden tomar dos pesos y que casi todas las
palabras tienen peso 48, lo cual es una caracteristica agradable. Todos los pesos del cédigo son
divisibles entre cuatro, esto es, B es un codigo autoortogonal.

Contrastando con las tablas de [Grassl], nétese que el cdigo de pardmetros [95, 6, 48], se trata de
un codigo optimo. Ademas, también es éptimo considerando la definicién de codigo éptimo dada
en la Definicién 38.

n/k| 4]5]6 |78
93 [ 43|43 | 46 | 46 | 44
94 |49 | 48 | 47 | 46 | 44
95 |50 | 48 | 48] 47 | 45
96 | 50 | 48 | 48 | 48 | 46
97 | 51| 48| 48 | 48| 46

Cuadro 4.2: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

4.2. Cdbdigo lineal binario éptimo de parametros [119, 6, 60];

Tomemos, de nuevo, el c6digo simplex binario Sz, que tiene pardmetros [7,3, 4], y llamemos G a
una matriz generadora de este codigo. Sea el cddigo lineal binario C cuya matriz generadora es la
matriz [G|G]. El cédigo C tiene pardmetros [14, 3, 8]s.

Construyamos ahora siguiendo el procedimiento dado en (4.2) el cédigo B = S; HC

8283536,: {(Ul,...,U7,’l}1,...,U14, ui—i—vj) : (ul,...,m) 683,(1]1,...,’1)14) EC}
El cédigo B tiene longitud

n=7+14+7-14 =119

y longitud k& = 3 + 3 = 6. El nimero de palabras del cédigo es, por lo tanto, 2° = 64.

Hallaremos la distancia minima del cédigo B como hemos hecho en el caso anterior: combinaremos
palabras de distintos pesos de los cédigos S3 v C para hallar todos los pesos posibles del codigo B;
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una vez hecho esto, veremos cudl es el peso minimo que, como ya sabemos, coincide con la distancia
minima. Notemos que ambos c6digos son constant-weight codes, es decir, todas las palabras no nulas
tienen el mismo peso, peso 4 en el caso de 83 y peso 8 en las palabras del codigo C.

Asi pues, formaremos la tabla con todas las combinaciones y pesos posibles. A continuacion se
describen las cuentas.

u; | v; | peso
0|8 64
410 60
4 18 60

Cuadro 4.3: Pesos del codigo

e Si combinamos las dos palabras de peso nulo, la palabra resultante tendra peso nulo; si
combinamos la palabra de peso nulo del primer cédigo con una palabra de peso 8 del segundo
cddigo, el peso de la palabra obtenida sera

0+8+8-7=064

e Sitomamos una palabra de peso 4 del primer cédigo y la combinamos con palabras de distintos
pesos del segundo codigo, obtendremos lo siguiente: si la combinamos con la palabra de peso
0, tendremos peso

4+0+4-14 =60

y si la combinamos con la palabra de peso 8, el peso resultante sera

44+8+4-(14-8)+8-(7T—4) =60

Seguidamente se muestra la relacion que existe entre los pesos y el niimero de palabras del codigo.

Ay = 1
A(;Q - 56
A64 = 7

De nuevo, se trata de un cédigo autoortogonal con solo dos pesos no nulos.

La distancia minima es 60 y, por esa razon, el codigo que hemos construido tiene pardametros
[119, 6, 60]>. Examinando la tabla de [Grassl] que se muestra a continuacién, advertimos que dicho
cddigo es Optimo; también lo es en el sentido de la Definicion 38.

n/k| 4]5] 6 |78
117 [ 62| 60 | 58 | 58| 56
118 [ 62| 60 | 59 | 58| 56
119 [ 6360 | 60|59 | 57
120 |64 | 61 | 60 | 60 | 58
121 [ 64 | 62| 60 | 60 | 58

Cuadro 4.4: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)
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4.3. Coddigo lineal binario 6ptimo de parametros [191,7, 96|,

Sea C el c6digo lineal binario de pardmetros [11, 3, 6], dado en la seccién 4.1. Recordemos que las
palabras del codigo C tienen peso 0, 6 u 8.

Tomemos el cédigo simplex binario Sy. El c6digo Sy tiene parametros [15,4, 8], y todas sus palabras
no nulas tienen peso 8.

Llevando a cabo la construccién ya vista dada en (4.2), obtenemos el c6digo lineal binario

8268384: {(ul,...,ull,vl,...,vl5, ui—i-vj) : (ul,...,un) EC,(Ul,...,U15) 684}

cuya longitud es

n=11+15+11-15 =191

y cuya dimensién es k =3+4 =7

De la misma forma que en el caso anterior, se halla la distancia minima. Mostramos los resultados
en la siguiente tabla y a continuacién se precisan las cuentas.

u; | v; | peso
0| 8 96
6 | 0 96
6 | 8 96
8 10 128
8 | 8 96

Cuadro 4.5: Pesos del codigo

e En primer lugar, si tomamos la palabra nula del cédigo C y la combinamos con la palabra
nula del cédigo Sy, obtenemos la palabra nula. Si, en cambio, la combinamos con una palabra
de &, de peso 8, el peso de la palabra resultante sera

0+8+11-8=96

e En segundo lugar, si escogemos una palabra de C de peso 6 y la combinamos con la palabra
nula de &4, obtenemos una palabra de peso

64+0+4+6-15=96
si la combinamos con una palabra de &; de peso 8, tendremos peso
6+8+6-(15—-8)+8-(11—6) =196

es decir, si separamos las coordenadas de las palabras de B en tres bloques siendo el primer
bloque las coordenadas de una palabra de C, el segundo bloque las coordenadas de una
palabra de &; y el tercer bloque el resto de coordenadas de la palabra de B, entonces en
este caso tendremos peso 6 del primer bloque, peso 8 del segundo bloque y, por tultimo, las
combinaciones de coordenadas con distintas de cero del primer bloque con coordenadas nulas
del segundo bloque y las combinaciones de coordenadas distintas de cero del segundo bloque
con coordenadas nulas del primer bloque, esto es, 6 - (15— 8) + 8- (11 — 6). En definitiva, la
palabra resultante tendra peso 96.

o7



e Finalmente, si seleccionamos la palabra de peso 8 de C y la combinamos con la palabra nula
de &4, obtenemos una palabra de peso

8+0+8-15=128
y si la combinamos con una palabra de peso 8 de Sy, el peso serd

8+8+8-(15—8)+8-(11—8) =96

Veamos a continuacién el nimero de palabras que hay con cada uno de los pesos del codigo. Notemos
que el codigo, que solo cuenta con dos pesos no nulos, es autoortogonal, puesto que el peso de
cada palabra es divisible entre cuatro.

Ay = 1
Agﬁ - 126
A128 = 1

La distancia minima del codigo es, entonces, 96 y B tendrd pardmetros [191,7,96].

Hemos comprobado que, efectivamente, el cddigo de pardmetros [191,7,96]; es un cédigo 6ptimo
segiin nuestra definiciéon y también segin la Definicion 38. Por anadidura, resaltemos el hecho de
que casi todas las palabras de B tienen peso 96.

Veamos la tabla de [Grassl] donde hemos obtenido la informacién relativa a cédigos éptimos.

n/k|5]6] 7809
189 [ 96 | 96 | 94 | 94| 92
190 |96 | 96 | 95 | 94 | 92
191 (97 |96 | 96| 95 | 92
192 (9396 | 96 | 96 | 93
193 [ 9396 | 96 | 96 | 94

Cuadro 4.6: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

4.4. Otras construcciones con el cédigo simplex binario

Los siguientes cédigos se han construido utilizando una técnica andloga a la dada en [Til] para
cddigos Reed-Muller. En nuestro caso, en lugar de esta familia de cédigos, hemos utilizado cédigos
simplex, que, como ya sabemos, estan estrechamente relacionados con los cédigos Reed-Muller.

Recordemos que el cddigo simplex binario S, tiene pardmetros [2" — 1,7,2" 1], y el cédigo simplex
binario aumentado, afiadiendo el vector todo unos, tiene pardmetros [2" — 1,7+ 1,271 — 1]y y los
siguientes pesos: 2"t — 1, 2771 27 — 1,

Denotemos por S, una matrix generadora del cédigo simplex binario S,.

4.4.1. Cdbdigo lineal binario éptimo de parametros [94, 7, 46],

Sea el cédigo lineal binario C un cédigo cuya matriz generadora es la siguiente:
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11 1 ... 1/00 O ... 0
11 1

S5

La longitud de C es 63 4+ 31 = 94 y la dimension es 7. La distancia minima es 46 puesto que la
distancia minima del cédigo Sg aumentado es 31 y la del codigo S5 aumentado es 15. Cualquier
combinacion de las filas de la matriz dard una palabra con peso mayor o igual que 31 + 15 = 46,
como ocurre si tomamos la primera fila cuyo peso es 63. Los pesos del cédigo, en relacién al nimero
de palabras que hay con cada uno, son los siguientes:

Ao = 1
Ag = 31
Ay = 62
A48 = 31
Agg = 1
A63 = 2

En conclusién, hemos construido un c6digo lineal binario de pardmetros [94,7,46],. Examinando
las tablas de [Grassl], observamos que es un c6digo éptimo.

n/k| 56| 7 8] 9
92 | 47 | 46 | 45 | 44 | 42-43
93 | 48 | 46 | 46 | 44 | 42-44
94 | 48 | 47 | 46 | 44 | 43-44
95 |48 | 48| 47 [45| 44
96 | 48 | 48| 48 46| 44

Cuadro 4.7: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

4.4.2. Cdbdigo lineal binario éptimo de parametros [190, 7,95,

Sea el codigo lineal binario C con matriz generadora (. Las primeras columnas de G seran las
columnas del codigo simplex binario &7 y las siguientes seran las columnas del cédigo simplex
binario S aumentado, anadiendo al cédigo Sg la palabra cuyas componentes son todas uno.

El c6digo simplex binario S; tiene parametros [127,7,64]5 y el cédigo Sg aumentado, [63, 7, 31]s.

Por tanto, el cédigo C, construido a partir de su matriz generadora, tiene longitud 127 4+ 63 = 190,
dimensién 7 y distancia minima 95. Esto ultimo es debido a que todas las palabras de S; tienen
peso 64 y el peso minimo del cédigo Sg aumentado es 31; por consiguiente cualquier combinacion
de las filas de GG tiene, como minimo, distancia 64 + 31 = 95, como vemos a continuacion.
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A95 = 63

A96 = 63
Az = 1

El cédigo lineal binario C tiene pardametros [190, 7,95],. Si ahora afiadimos un bit de paridad a este
c6digo, obtenemos un cédigo de pardametros [191,7,96]2, que es un c6digo autoortogonal con solo
dos pesos no nulos. Este ultimo codigo tiene los mismos parametros y la misma distribucion de
pesos que el cédigo dado en la seccion 4.3, construido de forma muy diferente. Sin embargo, no es
facil ver si son codigos equivalentes.

Ay = 1
Agﬁ - 126
A128 = 1

Ambos cddigos son cddigos éptimos, como podemos observar en la siguiente tabla de [Grassl].

n/k|5]6] 7809
188 [ 96 | 95| 94 | 93| 91
189 (96 | 96 | 94 | 94 | 92
190 |96 | 96 | 95 | 94 | 92
191 (97 |96 | 96| 95 | 92
192 [ 9396 | 96 | 96 | 93

Cuadro 4.8: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

4.4.3. Cddigo lineal binario éptimo de parametros [254,9, 126,

Sea el cédigo lineal binario C cuya matriz generadora es

1 1 1 110 0 0 ... 0

00 0 1 1 1

=
Sy Sy

El cédigo simplex binario S; tiene pardmetros [127,7,64]s, luego el codigo C tiene longitud 127 +
127 = 254 y dimensién 9 puesto que hay 9 filas linealmente independientes.

Si consideramos las dos mitades de la matriz G que hemos diferenciado, observamos que en cada
una de ellas esta la matriz generadora del cédigo simplex binario S7 aumentado. Con esto en mente,
calculamos los pesos del codigo:

A[) = 1
Apg = 127
Aoy = 256
Aps = 127
Ay = 1



La distancia minima, por tanto, es 126. El c6digo C tiene pardmetros [254,9,126]s y es un cédigo
6ptimo, como podemos ver en la siguiente tabla de [Grassl].

n/k] 7] 8 | 9 10 11
252 | 126 | 126 | 124 | 121-123 | 120-122
253 | 127 | 126 | 125 | 122-124 | 120-122
254 | 128 | 127 | 126 | 122-124 | 120-123
255 | 128 | 128 | 127 | 123-124 | 120-124
256 | 128 | 128 | 128 | 124 | 121-124

Cuadro 4.9: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

Veamos, a continuacion, el caso general. Sea el cédigo C cuya matriz generadora es

11 1 1/0 0 o0 0
00 0 0/1 1 1 1
G =
Sy Sy

Sabemos que el c6digo simplex binario S, tiene pardmetros [27 — 1,7,2"7!]5. De este modo, la
longitud de C es 2" — 142" —1 = 2"*! — 2 y la dimensién, r + 2, pues G tiene r + 2 filas linealmente
independientes. Como hemos visto en el caso particular, cada una de las dos mitades de la matriz
G contiene a la matriz generadora del cédigo simplex binario aumentado, cuyos pesos son 271 —1,
2r=1 2" — 1. Por tanto, los pesos del cédigo C, en relacién al niimero de palabras con cada uno de
los pesos, son los siguientes:

AO = 1

Agr_y = 201

Az'r',l = 2<2T - 1) + 2
Agr = 2"-1
Agrrig = 1

En conclusidn, el cddigo C tiene pardmetros [2"F1 — 2 7 42 2" — 2],.
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Capitulo 5

Un cddigo distinto

Llegados a este punto, daremos una nueva construccién para la obtencién de un cédigo lineal binario
6ptimo de pardmetros [110, 8,52]5. El hecho de que, a partir de esta técnica, hallemos un cédigo
optimo es realmente curioso.

Sea C el cédigo lineal binario de pardmetros [5,4, 2], definido de la siguiente manera:

C:{(al,ag,ag,a4,a5:a1+a2—|—a3—|—a4): aiEFQ, 26{1,2,3,4,5}}CFS

Las palabras de C son todas de peso par a causa del bit de paridad. Los pesos en relacién al nimero
de palabras del cddigo de pardmetros [5, 4, 2], se muestran seguidamente.

AO == 1
A2 = 10
A4 - 5

Dado C, definimos el codigo B como sigue: en la cabecera de las palabras-codigo escribimos los
vectores (ajp,...,as5) € Cy (by,...,bs) € C; y en la cola, por un lado, todas las combinaciones de
sumas de tres elementos de los a; mas un elemento b;, y, por otro lado, de forma simétrica, todas
las combinaciones de a; sumadas a adiciones de tres elementos de los b;.

B:{(al,...,a5,b1,...,b5, (Zaz)+b]7 ak+(Zbl)> : (al,...,a5),(b1,...,b5)GC}
3

3

Una matriz generadora del cédigo B tiene la siguiente estructura: las diez primeras columnas, que
forman la cabecera, contienen dos matrices generadoras del codigo C, lo cual era previsible pues
hemos usado dos codigos C para la construcciéon de B; las siguientes 50 columnas de G son todas
las posibles columnas que combinan columnas con dos y tres unos en las primeras cuatro filas y
columnas de la matriz generadora de C en las segundas cuatro filas; y, las iltimas 50 columnas son,
de forma andloga, todas las posibles columnas que combinan columnas de la matriz generadora de
C en las primeras cuatro filas y columnas con dos y tres unos en las segundas cuatro filas.
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1 0001 111111 01 11 0]1 1
01 001 O 111111 11 10 0]0 1
00101 111110 10 0 1 110 1
00011 000O0O0T1 10 00 110 1
10001100011 11 11 111 0

O 01 001/]010O010O0 10 10 111 0
00101001010 10 10 111 1

i 00011/00O01T1O0 10 10 110 1]

El cédigo B tiene longitud

5 )
=5+5 “O+5- =110
n=s+5+(3)-545:(3)

y dimension £ = 4+4 = 8. Hallemos la distancia minima de igual forma que en los casos anteriores.
La simetria debida a que ambos c6digos son el mismo nos ahorrara algunos calculos.

Si tomamos la palabra nula del primer cédigo y la palabra nula del segundo, obtenemos la
palabra nula de B. Si tomamos la palabra nula del primer cédigo y una palabra de peso 2 del
segundo cédigo, el peso de la palabra resultante sera

5 3
0+2 2452 = 52

Si combinamos la palabra nula con una palabra de peso 4 del segundo c6digo, tendremos peso

5 4
0-+4 A+5 = 64
e (a) e

Si ahora tomamos una palabra de peso 2 del primer cédigo y la combinamos con una palabra
de peso también 2 del segundo cédigo, el peso es

2+2+2(2. (2) ~3+(1+3).2) =56

y si la combinamos con una palabra de peso 4, el peso de la palabra sera

v (2 () raraa) o (o (e () -2

Por 1ltimo, si escogemos una palabra de peso 4 del primer cédigo y la combinamos con una
del mismo peso del segundo cédigo, obtenemos peso

ens(() ) 9 -

Los resultados los resumimos en la siguiente tabla.

64



a; | b; | peso
0] 2 52
01| 4 64
2 | 2 56
2 | 4 52
4 14 64

Cuadro 5.1: Pesos del cédigo

Examinemos la relacién entre los pesos y el niimero de palabras del cédigo y notemos que se trata
de un cédigo con solo tres pesos no nulos. Ademas, todos los pesos del cédigos son divisibles entre
cuatro y, por ese motivo, B es un cédigo autoortogonal.

AO = 1

As, = 120
Ass = 100
A64 - 35

La distancia minima de B es, por lo tanto, 52. Hemos hallado un cédigo de parametros [110, 8, 52,
que es un codigo éptimo.

Observemos la tabla obtenida en [Grassl].

n/k|] 6] 7] 8 9] 10
108 | 54 | 53 | 52 | 50 | 49-50
109 |54 |54 | 52 | 51| 50
110 | 55 | 54 | 52 | 52 | 50-51
111 [ 56 | 55 | 53 | 52 | 51-52
112 [ 56 | 56 | 54 | 52| 52

Cuadro 5.2: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(2)

Notemos, no obstante, que el codigo de parametros [110, 8,525 no es éptimo conforme a la Defini-
cién 38 puesto que existen cédigos lineales binarios de pardmetros [108, 8,525 y [109, 8, 52]5.
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Capitulo 6

Cddigos optimos con la construcciéon
(u | u+wv)

A continuacién detallaremos lo que se entiende por construccién (u|u+wv), una técnica bien conocida
que resulta sencilla y 1til para generar familias de cédigos 6ptimos y cédigos Reed-Muller binarios.
Esto resultara interesante pues mas adelante describiremos su generalizacion ternaria a partir de
la cual se pueden construir los cédigos Reed-Muller ternarios.

La idea de la construccién (u | u + v) se intuye en su propio nombre:

Sean dos cédigos lineales U, V, definidos sobre el mismo cuerpo y con la misma longitud n. El
cédigo C que construimos tiene longitud 2n. Sea u una palabra de U y v una palabra de ). Una
palabra de C es de la forma (u, u+ v).

C = {(u, u+v) : u€el, UEV}
Veamos cudl es la dimensién y la distancia minima del cédigo C:

Teorema 52 Sean U y V cddigos de parametros [n, ky,dyl, y [n, kv, dv], respectivamente, donde
dy < dy. Podemos construir un cédigo [2n, ky + ky, d],, donde d = min{2dy,dy }.

Demostracion: Construimos un cédigo C como la imagen de f : U &V — ]FZ” definida por
f(u,v) = (u,u + v). Claramente, f es inyectiva, lo cual implica que dim(C) = ky + ky .

Para acotar el peso minimo, distinguimos dos casos: si u # 0,v = 0, entonces w(u,u) > 2dy; si
v # 0, entonces w(u,u + v) > w(v) > dy. De hecho, cuando v; # 0, tiene que ocurrir lo siguiente:
que o bien u; # 0 o u; + v; # 0. O

La estructura de la matriz generadora del coédigo C es

Gu Gu
0 Gy
donde Gy v Gy son las matrices generadoras de los codigos U y V), respectivamente.
Esta construccién puede generalizarse a codigos no lineales.

Veamos algunos ejemplos similares a los dados en [Bier|: Sea el cédigo lineal binario de parametros
[10, 3,5]2 dado por la matriz generadora
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1 001 101 0 O0]1
01 0|1 01|{01O0]|1
00 1{01 1|00 1|1

Llamaremos cédigo de repeticién al cédigo de parametros [m, 1, m],, m € N.

Aplicando la construccién (u |u 4+ v) a los cédigos de pardametros [10, 3, 5], y [10, 1, 10]2, obtenemos
el cédigo de parametros [20, 4, 10]5. Si seguimos aplicando la construccién (u|u+v) recursivamente
a los codigos que vamos obteniendo con sus respectivos codigos de repeticion binarios, generamos
los cédigos de parametros [40, 5, 20],, [80,6,40],, [160,7,80]2, y en general [2°- 10,3 + 4, 2° - 5] para
todo 7 > 1.

Si ahora empezamos por el cédigo trivial de pardmetros [2, 2, 1]5, usando el mismo método que arri-
ba, obtenemos cédigos de pardmetros [4, 3, 2]s, [8,4, 42, [16,5,8]2 v en general [2¢,4 + 1,271, para
todo i > 1. Estos son los cddigos Reed-Muller binarios de primer orden, RM(1, 1), bien conocidos.
Ademds, encontramos otra construccién del c6digo de Hamming binario extendido [8, 4, 4]s.

Todos estos cédigos alcanzan la cota de Griesmer (2.3) con igualdad. Son cédigos éptimos.

Corolario 53 La existencia de un cddigo lineal de parametros [n,k,n/2], implica la existencia de
cddigos lineales de pardmetros [2'n, k + i,2""'n], para todo i > 1.

Demostracion: Es un caso especial del Teorema 52 cuando dy = n/2 y el segundo c6digo utilizado
en cada caso es el codigo de repeticion conveniente. U

Algunos parametros de cédigos lineales binarios 6ptimos con la forma [n,k,n/2],, distintos de
los mostrados en los ejemplos anteriores, son [6,3, 3]s, [12,4,6]s, [14,4, 7]2, [22,4, 11]2, [26,4,13]s,
130, 5,15]s, [46,5,23]s, [62,6,31]y, etcéctera.
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Capitulo 7

Cddigos lineales ternarios

Se han intentado trasladar algunos métodos de los Capitulos 3 y 5 a cédigos ternarios con sumas
y restas. Tras hacer las cuentas con MAPLE, pues ya resulta complejo realizar los calculos a mano,
se observa que dichas técnicas no proporcionan resultados alentadores para codigos lineales sobre
el cuerpo 3, como hicieron en el caso binario. Se han obtenido cédigos con distancia minima
claramente menor que la del cédigo 6ptimo de misma longitud y dimensién. Una excepcién son
los cédigos presentados en la Seccion 7.4. Por otro lado, el codigo simplex ternario y la técnica
(u+v+w|2u+wv|u) aportan buenas ideas.

7.1. Cdbdigo simplex ternario

En esta seccién expondremos los c6digos simplex ternarios presentados en [Bier]. Para ello comen-
zaremos presentando la nocién de cédigo de Hamming sobre F,, H,(r).

El c6digo de Hamming sobre F,, denotado por H,(r), es un subespacio vectorial de [, cuya matriz
de control tiene una estructura concreta. Sea H la matriz de control del cédigo H,(r). Las columnas
de H son todos los vectores no nulos de Fy tomando un tnico representante de la relaciéon producto
por escalar, es decir, si esta la columna u, entonces no esta la columna Au, A # 1. Por esa razon,
H tiene orden r X n y rango r.

De este modo, el cédigo H,(r) tiene los siguientes pardametros:

"1 ¢ —1
q 4 3
g—1 ¢-1 ‘

El cédigo de Hamming Hj(r) sobre Fy tiene parametros

3—1 3" -1
) _T73
)

En este caso, si en la matriz de control esta la columna u, entonces no esta —u.

Dicho esto, se define el cédigo simplex ternario S, como el dual del cédigo de Hamming ternario
Hs(r). La matriz generadora de S, es la matriz de control del cédigo de Hamming.
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Teorema 54 Los parametros del cédigo S, son

3"—1
L
2 3

Demostracion: La longitud y dimension de S, quedan claras por las propiedades del cédigo dual.
Ahora veamos que, ciertamente, la distancia minima es d = 3" 1.

Sea GG la matriz generadora de S, y sean e;, donde ¢ € {1,...,r}, las filas de G con las siguientes
coordenadas

€1 = (xlla cee rrln)

ey = (Ta1,...,72n)

€r = (Irlv s 7'7;7%)

Tomemos un vector v € S,, v es una combinacion de las filas de G

v=ae1+ -+ ae, a €1F;

El peso de v es

3" —1
w(v) = 5 coordenadas de v que se anulan

Veamos cuantas coordenadas de v se anulan. La coordenada i-ésima de v se anula si y solo si
a1x1; + - - - + a,x; = 0. Ahora bien,

az1+ -+ arz =0

es un hiperplano de F% con dimensién r— 1, es decir, tiene 3"~! vectores y 37! —1 vectores no nulos.
Teniendo en cuenta que si se anula en u = (z1;, . . ., Z,;) entonces se anula en —u = (=214, ..., =),

. . r—1_ .
el hiperplano tiene 2 5 L vectores no nulos escogiendo uno entre u y —u.

En conclusion, el peso de v = aye; + - - - + a,e,, a; € F3 es

3’~—1_37"_1—1:3’“—3’”_1:3,"_1

2 2 2

Esto demuestra que el cédigo simplex ternario S, al igual que el cédigo simplex binario, es un
constant-weight code y su distancia minima es, por tanto, d = 3" L. U

Los codigos simplex ternarios alcanzan la cota de Griesmer (2.3) con igualdad y, por ello, son
cbdigos Optimos.

3 —1
2

r—1 3r—1
’731—‘:37‘14_37”2_‘__'_1:
=0

1=
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7.2. Construccion (u+v+w|2u+v | u)

En esta seccién describiremos la construccion ternaria (v + v 4+ w | 2u + v | u) sobre F3 que expone
[KsPa]. Esta construccién nos permite combinar tres cddigos ternarios de longitud n para formar
un codigo de longitud 3n. Puede usarse para generar todos los cédigos Reed-Muller ternarios, asi
como otros tantos cédigos.

Un caso especial de la anterior es la construcciéon (u + v | 2u + v | u), la cual combina dos cédigos
ternarios de longitud n para formar un cédigo ternario de longitud 3n.

Sean U, V y W cédigos lineales ternarios de pardmetros [n, ky,dyls, [n, kv, dv]s v [n, kw, dw]s,
respectivamente. Definimos el cédigo C como sigue

C:{(u+v+w,2u—|—v,u): uEM,vEV,wGW} (7.1)

Escribiremos, en algun caso, C = (U +V + W |2U + V |U) cuando C esté definido como en (7.1).

Es claro que la longitud del cédigo C es 3n y la dimension ki + ky + ky,. Veamos que la distancia
minima de C es igual a min(3dy, 2dy, dw ).

Examinemos los diferentes casos posibles. En lo que sigue distinguiremos cada una de las tres partes
de las palabras de C, (u+v 4+ w, 2u+ v, u), y las llamaremos primer, segundo y tercer bloque.

e Siu+#0,v=0,w=0, tenemos palabras del tipo (u,2u,u) € C. El c6digo U tiene distancia
minima dy, luego el peso de (u, 2u, u) es mayor o igual que 3dy > min(3dy, 2dy, dy ), pudiendo
ser, en algin caso, exactamente 3dy .

e Siu=0,v#0, w=0, tenemos palabras del tipo (v,v,0) € C. El c6digo V tiene distancia
minima dy, entonces el peso de (v, v,0) es mayor o igual que 2dy > min(3dy, 2dy, dy ), siendo
2dy si la palabra v es una palabra de peso minimo del cédigo V.

e Siu=0,v=0,w# 0, tenemos palabras del tipo (w,0,0) € C, y, puesto que el cdédigo W
tiene distancia minima dyy, el peso de (w, 0,0) es mayor o igual que dy > min(3dy, 2dy, dw ),
siendo dy, en algin caso.

e Siu=#0,v#0,w=0, tenemos palabras del tipo (u+v,2u+v,u) € C. La palabra v tiene, al
menos, dy coordenadas no nulas, luego la palabra (v, v, 0) tiene, al menos, 2dy coordenadas no
nulas. Ahora bien, es facil ver que si u; 4+ v; se anula con v; # 0, 2u; 4+ v; no se anula, y ademas,
se anade una coordenada no nula en la u del tercer bloque. Lo mismo pasaria al revés. De este
modo el peso de cada una de estas palabras es mayor o igual que 2dy > min(3dy, 2dy, dw ).

e Siu#0,v=0,w# 0, tenemos palabras del tipo (u + w,2u,u) € C. La palabra w tiene
como minimo peso dy . Por cada coordenada que se anule al sumar u en los casos que w; # 0,
se anade una coordenada no nula en cada uno de los dos ultimos bloques. En conclusién, las
palabras de este tipo tienen peso mayor o igual que dy > min(3dy, 2dy, dy ).

e Siu=0,v#0, w#0, tenemos palabras del tipo (v + w,v,0) € C. Al igual que en el caso
anterior, la palabra w tiene, al menos, peso dy, y, por cada coordenada w; # 0 que al sumarse
v; sea cero, anadimos una coordenada no nula en el segundo bloque de la palabra. El peso es
entonces mayor o igual que dy > min(3dy, 2dy, dy ).

e Siu#0,v#0, w# 0, tenemos palabras del tipo (v + v + w,2u + v,u) € C. Una vez
mas, sabemos que la palabra w tiene al menos dy, coordenadas no nulas. Ahora, por cada
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coordenada w; # 0 que se anule al sumarle u; + v;, u; + v; serd distinto de cero, lo cual
implica que o —u; + v; es distinto de cero o lo es u;. Por consiguiente, por cada coordenada
u; + v; + w; que se anule siendo w; # 0 se anade una coordenada no nula a uno de los dos
bloques, al menos. En definitiva, el peso de las palabras de este tipo es mayor o igual que
dW > min(3dU, 2dv, dw>

El codigo C tiene, por tanto, parametros

[Sn, k‘U + kv + kw, min(SdU, 2dv, dW)]d

Veamos la estructura de la matriz generadora del codigo C. Si los codigos U, V y W tienen ma-
trices generadoras Gy, Gy y Gy, respectivamente, entonces el codigo C tiene la siguiente matriz
generadora:

Gw 0 0
Gy Gy 0 (7.2)
Gy 2Gy Gy

En el caso especial en que la construccion es (u+v|2u-+wv|u), el cédigo resultante tiene pardmetros

[3n, ky + kv, min(3dy, 2dy )],

y la matriz generadora tiene la siguiente forma:

Gy Gy 0
Gy 2Gy Gy

7.2.1. Cédigo lineal ternario 6ptimo de parametros [18,9, 6|3

Veamos un ejemplo de la construccién (u + v + w | 2u + v | u) combinando los siguientes c6digos
lineales ternarios:

e Sea U el cidigo lineal de pardmetros [6, 5, 2]s.

e Sea V el c6digo lineal de pardmetros [6, 3, 3|3 dado por la matriz generadora

1
0
0

O = O
— o O

11
10
01

— = O

e y, por ultimo, sea W el cédigo lineal de pardmetros [6, 1, 6]s.

Notemos que 3dy = 2dy = dy = 6.
El cédigo dado por

C:{(u—i-v—l—w, 2u+v, u) : uGU,vEV,wGW}
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tiene longitud 3 - 6 = 18, dimensiéon 5 + 3 + 1 = 9 y distancia minima 6. Se trata de un codigo
lineal ternario con pardmetros [18,9,6]s, el cual es éptimo, si bien existen cédigos de pardmetros
[17,9,6]3 v [18,10, 6]3. Veamos la tabla de [Grassl|.

n/k|7[8]9[10]11
16 (665 | 4] 4
17 [7]6[6] 5 | 4
18 87166 |5
19 (987166
20 (99876

Cuadro 7.1: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF(3)

7.3. Cbédigo Reed-Muller ternario

El propdsito principal de esta seccion es presentar los cédigos Reed-Muller ternarios haciendo uso
de la construccién (u+v+w | 2u+ v | u) vista en la seccién anterior, de forma andloga a la manera
en que se generan los cédigos Reed-Muller binarios a partir de la construccién (u | u + v), como
sugiere [KsPa]. Para empezar, describiremos con detalle los cédigos Reed-Muller més simples, con
el fin de hacer mas sencilla la comprension del caso general. Para concluir, citaremos brevemente
c6mo se definieron originalmente los cddigos Reed-Muller ternarios en [Mass].

Se define el codigo Rs(r,0) como

{0}, <0

7.4
F3a r 2 0 ( )

Rg(T,O) = {

es decir, el cddigo R3(r,0) con r < 0 es el cédigo lineal trivial de longitud uno cuya tinica palabra es
la palabra nula. Siguiendo [KsPal, denotaremos a sus parametros por [1,0, o0ols. El c6digo R3(r, 0)
con r > 0 tiene como palabras los elementos del cuerpo finito F3 y pardmetros [1, 1, 1]s.

Se define ahora el codigo Rs3(r,m) de forma inductiva como

Rs(r,m) = {(u+v+w,2u+v,u) cu € Ra(r,m—1),v € Ry(r—1,m—1),w € Rg(r—Q,m—l)} (7.5)

La recurrencia (7.5) define una familia infinita de cdédigos lineales ternarios. Denotaremos por
[n(r,m), k(r,m),d(r,m)|s los pardmetros de R3(r, m) y por G(r,m) la matriz generadora del c6digo.

7.3.1. Cédigo Reed-Muller ternario R3(1,m)

Puesto que los cédigos Reed-Muller ternarios se definen recurrentemente, estudiaremos, en primer
lugar, los c6digos R3(1, m). Para ello, previamente, examinemos los cddigos Reed-Muller ternarios
Rg (0, m) .

De acuerdo con la definicién dada en (7.4), el cédigo R3(0,0) = F3 es el cédigo de pardmetros
[1,1,1]3 con matriz generadora G(0,0) =[1].

El c6digo R3(0, 1), a partir de lo anterior, es
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R3(0,1) = {(u+v+w, 2u+v, u) : u€R30,0),veR3(—1,0),w e Rg(—Q,O)}

De nuevo, por la defincién dada en (7.4), sabemos que los codigos R3(r, 0) con r < 0 son los cédigos
de pardmetros [1,0,00]|3 y no aportan nada a la construccién anterior, al igual que no aportardn
nada los c6digos Rs(r,m) con r < 0 en los casos posteriores. El cédigo R3(0,1) es, por tanto, el
siguiente:

Rs(0,1) = {(0,0, 0),(1,1,1), (2,2,2)}

es decir, tiene pardmetros [3, 1, 3]3 y matriz generadora G(0,1) = [11 1].

De forma recurrente, observamos que el cédigo R3(0,m) construido de la forma

Rs(0,m) ={(u+v+w,2u+v,u) : ueR30,m—1),v€ Rs(—1,m—1),w € R3(=2,m—1)}

es el cédigo
Ra(0,m) = {(o,o,...,o>,(1,1,...,1),(2,2,...,2)}
con parametros [3™,1,3™]3 y matriz generadora G(0,m) =11 --- 1

Conocidas la estructura y los parametros de los cédigos R3(0,m), estamos en condiciones de cons-
truir los codigos R3(1,m).

Estos cédigos se generan de forma especial puesto que se emplea la construccion (u+ v | 2u+v | u),
dado que, como vimos en (7.4), los cédigos R3(—1,m) = [1, 0, 00| no aportan nada a la construccion.
En (7.4) también se advierte que el c6digo R3(1,0) = 3 es el cdigo lineal ternario de pardmetros
[1,1,1]3 y su matriz generadora es G(1,0) = [1].

Sabiendo esto, somos capaces de construir el cédigo Rs(1,1):

Ra(1,1) = {(u+v+w, 2utv, u) : uecRy(l,0),v € Ry(0,0),w ERg(—l,O)}

Hemos visto que los c6digos R3(1,0) y R3(0,0) tienen, ambos, parametros [1, 1, 1]3. Hallaremos los
parametros de R3(1, 1) teniendo en cuenta que estamos utilizando la construccion (u+v|2u+v|u).
Por tanto, como vimos en la seccién anterior, la longitud es n(1,1) = 3 -1 = 3, la dimensién
k(1,1) = 1+ 1 = 2 y la distancia minima d(1,1) = min(3 - 1,2 - 1) = 2. El cddigo R3(1,1) tiene
pardmetros [3, 2, 2]3.

Una matriz generadora de R3(1,1) tiene orden 2 x 3 y la estructura dada en (7.3):

) 2600) G0 } - H%H

A partir de lo anterior, el cédigo R3(1,2)

G(1,1) = [G< |

Rs(1,2) = {(u+ v+w, 2utov,u) : uwe€ Rs(l,1),veR;0,1),w e Rs(—1, 1)}
tiene parametros [9, 3, 63 y la siguiente matriz generadora de orden 3 x 9:
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G(0,1) G(0,1) 0
G(1.2) = [G(l 1) 2G(1,1) G(1,1) ] B

|
— ==
N — | —
— O
[NCINOY [
e
N O| =
— = O
N = O
= OO

Siguiendo la misma linea, el cédigo R3(1,3)

Rs(1,3) = {(u+v+w, 2u+v, u) : ueR3(1,2),veR30,2),w 6R3(—1,2)}

es el cddigo de pardmetros [27, 4, 18]3 y su matriz generadora tiene orden 4 x 27 y la siguiente forma:

G(0,2) G0,2) 0
G2 = a(1.9) 26(1,2) ¢(1,2)

1 11 11111 1‘1 1 1111111{00O0O0O0O0OO0O0OTG O
/11111 100O0(222222000/1111110200O0
111022011022 0110220[110220110

12121212121 2121212|1 21213217271

El cédigo R3(1,m) se construye, como vimos en (7.5), de la siguiente forma:

Rs(l,m) = {(u—l—v—f—w, 2u+v, u) : UERg(l,m—l),vERg(O,m—l),wERg(—l,m—l)}

Su matriz generadora es

GO,m—1) G(O,m—1) 0

G(1,m) = G(l,m—-1) 2G(1,m—-1) G(1,m—1)

y sus parametros cumplen las siguientes propiedades, las cuales son consecuencia directa de las
propiedades de la construccién (u + v + w | 2u 4 v | u) por induccién sobre m:

e n=23"
o k(l,m)=k(1l,m—1)+k(O0,m—1)+k(-1,m—-1)=k(Ilm—-1)+1+0=m+1
o d(1,m) =min{3(2-3m2),2.371} = 2.3n"1

El c6digo R3(1,m) tiene pardmetros [3™,m +1,2- 3™ 1],.

Este cédigo cumple la cota de Griesmer (2.3) con igualdad y, por tanto, es éptimo.

m

+1=3m

“[2-3mt 3
Z[ > W:2-3m—1+2.3m—2+---+2-3+2+1:2-
=0

7.3.2. Cébdigo Reed-Muller ternario R3(2,m)
En la misma linea, examinemos los cédigos Reed-Muller ternarios R3(2,m). Igual que en los casos
anteriores, para m = 0, por la definicién dada en (7.4), el cédigo R3(2,0) = F3 tiene pardmetros

[1,1,1]5.
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El c6digo general R3(2,m) se construye de la siguiente forma:

R3(2,m) = {(u+v+w, 2u+v,u) : u€eR32,m—1),veER(L,m—1),we R30,m— 1)}
Su matriz generadora tiene la siguiente configuracién:

G(0,m —1) 0 0
G2m) = | Gl,m—1) G(Lm—1) 0
G(2,m—1) 2G2,m—1) G2,m—1)

El cédigo R3(2,m) tiene parametros
o n=3"
e L[a dimension es

E2,m)=k2,m—-1)+k(1,m—-1)+k(O0,m—-1)=k(2,m—1)+m+1 (7.6)
e d(2,m)=min{3-3m"22.2.3m2 3m-1}1 = gm-1

obtenidos por induccién a partir de las propiedades de la construccion (v + v + w | 2u + v | u).

Veamos cudl es exactamente la dimensién del cédigo R3(2,m). Calcularemos inicialmente las di-
mensiones de los primeros codigos mas sencillos y veremos cémo se ajustan a una forma cuadratica.

k(2,0) =1
E2,1)=14+1+1=
k(2,2) =3+2+1=6
k(2,3) =6+3+1=10
k(2,4)=10+4+1=15
k(2,5) =15+5+1=21

Como se cumple (7.6), sabemos que k(2,m) = am? + bm + c. Hallemos los pardmetros a, b y c:

Para m = 0, tenemos que ¢ = 1. Para m = 1, tenemos las ecuaciones a +b+1 =3, a+b =2y,
finalmente, para m = 2, tenemos 4a + 2b + 1 = 6.

De las tres ecuaciones anteriores, obtenemos los valores a = 1/2 y b = 3/2, por tanto, la siguiente
igualdad:

k(2,m) =

m*+3m+2  (m+2)(m+1) (m+2)
2 B 2 S\ 2

m+ 2 m—+1 e
= m
2 2

Por induccién sobre m, se sigue que el cédigo R3(2,m) tiene parametros [3’”, (m; 2) , 3’”*1} 5

Notese que
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7.3.3. Cdbdigo Reed-Muller ternario R3(3,m)

Los c6digos Reed-Muller ternarios R3(3,m) se construyen a partir de los c6digos que hemos visto
previamente de la forma

Rs(3,m) = {(u+v+w, 2u+v,u) : ueR33,m—1),veRs(2,m—1),w eRg(l,m—l)}

y una matriz generadora suya es

G(1,m—1) 0 0
G3,m)=| G2,m—-1) G(2,m—1) 0
G(33,m—1) 2G(3,m—1) G(3,m—1)

Aligual que en los casos anteriores, los pardmetros de los cédigos R3(3, m) se obtienen por induccién
sobre m a partir de las caracteristicas de la construccién (u+v+w |2u+v |u) y son los siguientes:

o n=23"

e La dimension es

m+1

k(3,m) :/{:(S,m—1)+k(2,m—1)—|—k3(1,m—1):k(3,m—1)+( 5

) +m  (7.7)
e d(3,m)=min{3-2-3m732.3m"22.3m"2} = 92.3m2

Puesto que la dimensién k(3,m) sigue la férmula inductiva (7.7), sabemos que k(3,m) = am?® +
bm? + em + d. Calculemos los primeros valores de este pardmetro para hallar los coeficientes del
polinomio anterior.

k(3,0) =1
k(3,1)=1+1+1=3
k(3,2) =3+ (3) +2=38
k(3,3) =8+ (;) +3=17
k(3,4) =17+ (}) +4 =31
k(3,5) =31+ (3) +5=>51

Dichos coeficientes son a = 1/6,b=1, ¢ =5/6 y d = 1. En definitiva, dada la recursién (7.7) junto
con los valores anteriores, obtenemos la bonita féormula

k(3,m) — (m;3> —m

Es curiosa la sucesién de dimensiones que hemos ido obteniendo: (73), (mf 1), (m; 2), (m; 3) -—m...

Por ejemplo, el cédigo R3(3,5) tiene parametros [3°, 51,2 - 33]3 = [243,51, 54]3. Sin embargo, esta
lejos de ser un cédigo 6ptimo, puesto que existe un cédigo de parametros [243,51, 85]3 y, para un
c6digo con dicha longitud y dimensién, la distancia minima tiene cota superior 122.

El c6digo R3(3,m) tiene parametros [Sm, (m;r?’) -—m,2- 3m_2]3.
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7.3.4. Cébdigo Reed-Muller ternario Rs3(r,m)

En general, los c6digos R3(r, m) pueden generarse haciendo uso de la construccion (u+v+w|2u+v|u)
y, como vimos al principio de las seccién, teniendo en cuenta (7.4), se definen como

Rs(r,m) = {(u—i—v—i—w, 2u+tv,u) : u€ Ry(r,m—1),v € R3(r—1,m—1),w € 723(7‘—2,m—1)}

De este modo, su matriz generadora G(r,m) es de la forma dada en (7.2), siendo Gy, Gy y Gw
las matrices generadoras de los c6digos convenientes, como se muestra a continuacién:

Gir—2,m-—1) 0 0
G(r,m)=| Gr—1,m—-1) G(r—1,m-—1) 0
G(r,m—1) 2G(r,m—1)  G(r,m—1)

Las propiedades del cédigo Reed-Muller ternario R3(r, m), ya estudiadas en sus formas més senci-
llas, son las siguientes:

(1) n(r,m) =3

(11) k(r,m) =k(rrm—1)+k(r—1,m—1)+k(r—2,m—1)

00, r <0
3m-r/2 0 <r par <2m

1nr) d(r,m) = - -

() d(r,m) 2.3m=(+D/2 1 < impar < 2m — 1
1, r>2m

(1v) Rs(r,m) C Rs(r+1,m)

Demostracion: Las propiedades (1), (11), (111) son consecuencia de las propiedades de la cons-
truccion (v + v + w | 2u + v | w) por induccién sobre m. La propiedad (1v) también se de-
muestra por induccién sobre m teniendo en cuenta que U’ C U, V' € V y W C W implica
U +V+Wi2u'+vViu)ycU+V+W[2U+V | U). O

R3(075)

R3(074) R3(175)

RS(OaB) R3(174) R3(275)

RS(OaZ) R3(173> R3(274) R3(375)

Ra(=1,0) Rs(0,1) Rs(1,2) Rs(2,3) Rs(3,4) Rs(4,5)
R?)(O?O) R3(171) R3(272) R3(373> R3(474) R3(575)
Rs(3,2) Rs(4,3) Rs(5,4) Rs(6,5)

R3(5’3) R3(674) R3(775)

R3(77 4) RS(& 5)

R3(975)

Cuadro 7.2: Secuencia de construccion de los cédigos Reed-Muller sobre el cuerpo finito Fg
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Hemos visto que los cédigos Reed-Muller ternarios se construyen de forma inductiva haciendo uso
de la construccién (u + v + w | 2u 4+ v | u). De esta manera, componen una secuencia de cédigos
formados unos a partir de otros. Este hecho se ilustra en la figura 7.2 y, a continuacion, se muestran
los parametros de algunos de estos codigos en la tabla 7.3. Observamos que los codigos con mejores
parametros, a pesar de no ser éptimos en algin caso, son los cédigos que estan en el interior de la
figura 7.2, pues los codigos que la limitan son poco interesantes.

n k d n k d
Rs(r,0) 1 1 1 R3(5,4) 81 66 6
Rs(—r,0) 1 0 o0 R3(4,4) 81 50 9
Rs(1,1) 3 2 2 R3(3,4) 81 31 18
R3(0,1) 3 1 3 R3(2,4) 81 15 27
R5(3,2) 9 8 2 Rs(1,4) 81 5 K4
R5(2,2) 9 6 3 R3(0,4) 81 1 81
Rs(1,2) 9 3 6 R3(9,5) 243 242 2
R5(0,2) 9 1 9 R5(8,5) 243 237 3
R3(5,3) 27 26 2 R3(7,5) 243 222 6
Rs(4,3) 271 23 3 R5(6,5) 243 192 9
R5(3,3) 27T 17 6 Rs(5,5) 243 147 18
R3(2,3) 27 10 9 R3(4,5) 243 96 27
Rs(1,3) 27 4 18 R5(3,5) 243 51 54
R5(0,3) 2T 1 27 R3(2,5) 243 21 81
R3(7,4) 81 80 2 Rs(1,5) 243 6 162
R5(6,4) 81 76 3 R5(0,5) 243 1 243

Cuadro 7.3: Pardametros de los c6digos Reed-Muller sobre el cuerpo finito Fj

Para terminar, se expone de forma sucinta y sin demostraciones la definicion primitiva de los codigos
Reed-Muller ternarios, que puede verse en [KsPa] y [Mass].

Primeramente, sea

G

I
— = =
N = O
_ o O

y se define (7, recursivamente como
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Gm-1 0 0
G = Gm-1 Gma 0
Gmfl 2(;’mfl Gmfl

La fila j-ésima de G,, corresponde a la fila j-ésima del tridngulo de Pascal reducida médulo 3, es
decir, GG,, es una tabla de los coeficientes binomiales reducidos médulo 3.

En [Mass] se prueba que G, tiene la siguiente propiedad: un c6digo generado por un subconjunto
de las filas de G,, cuyos pesos sean {wq, ws, ..., wy} tiene distancia minima min(wy, wy, ..., wg).
Por tanto, si elegimos todas las filas de G,, cuyos pesos sean w > d, se genera un codigo con
distancia minima d. Se dice que dicho cddigo es un codigo Reed-Muller ternario.

Veamos, usando induccion, que cualquier codigo Reed-Muller ternario, o cualquier codigo generado a
partir de las filas de G,,, puede generarse recursivamente usando la construccién (u+v+w|2u+v|u).

Sean los cédigos de parametros [1, 1, 1]3 y [1,0, 0o]3 anteriores. Es claro que cualquier combinacién
de las filas de G puede obtenerse con la construccién (v + v + w | 2u + v | u) siendo

e W =[1,1,1]; si la primera fila de G; esta incluida;
W =[1,0,0]3 en otro caso.

e V =1[1,1,1]3 si la segunda fila de G; estd incluida;
YV = [1,0,00]3 en otro caso.

e U =1,1,1]5 si la tercera fila de G; estd incluida;
U =11,0,00]3 en otro caso.

De forma similar, si G es una matriz generadora obtenida a partir de filas de G,,, entonces, por
definicién de G,,, G se escribe de la forma siguiente:

Gw O 0
Gy Gy O
Gy 2Gy Gy

donde Gyw, Gy v Gy consisten en una combinacion de filas de G,,_;. Claramente, asignando U,
YV y W a los cédigos generados por Gy, Gy y Gw, respectivamente, y aplicando la construccién
(ut+v+w|2u+v|u), se produce el cddigo generado por G. Por induccién, todos los codigos generados
por las filas de G, pueden obtenerse inductivamente con la construccién (v + v+ w | 2u + v | u)
usando los cédigos [1,1,1]3 y [1,0, 0] como blogues de construccion.

Una familia infinita de cédigos ternarios con propiedades similares a las de los cddigos Reed-Muller
binarios pueden construirse recursivamente a partir de los cédigos [1,1,1]3 y [1, 0, 00]s.

7.4. Cobdigos lineales ternarios obtenidos con Maple

Se muestran, a continuacion, algunos ejemplos en los que, aplicando técnicas similares a las descritas
en los Capitulos 3 y 5 a cddigos lineales ternarios, se obtienen codigos préximos a codigos 6ptimos.
Como apéndice mostraremos los codigos MAPLE utilizados para hallar todos los pesos de los cédigos.
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7.4.1. Cébdigo lineal ternario de parametros [21,6,10]3

Sea C el codigo lineal ternario cuyas palabras-codigo tienen la siguiente forma: se colocan seis
elementos libres a; € F3, seguidos de todas las sumas posibles de cuatro elementos de los anteriores
con subindices distintos.

C = {(al,ag,ag,a4,a5,a6,2aj) Doa; € Fg, Z,j S {1, e ,6}} C Fgl
4
La longitud del codigo C es

6
n:6+(4):6+15:21

y la dimensién es k = 6, por lo que hay 3% = 729 palabras en el cédigo.

Una matriz generadora de C tiene la siguiente estructura:

1 00 00O0O|1 111 0]
01 000O0O[1111--0
G:0010001110~1
00010O0[/10O0T1 -1
000O0T10[/0101 -1
0000010010 1|

Debido a que ahora las operaciones son en el cuerpo [F3, los calculos no son facilmente realizables
a mano y hemos recurrido a MAPLE para hallar todos los pesos del cédigo, en relaciéon al nimero
de palabras con cada peso, y, en consecuencia, la distancia minima.

A() = 1
A = 42
Ay = 42
Ay = 140
Ay = 210
A15 - 70
A = 210
Ay = 14

La distancia minima del cédigo C es d = 10 y, por tanto, hemos construido un cédigo lineal ternario
de pardametros [21, 6, 10]3. Examinando las tablas de [Grassl], observamos que el c6digo 6ptimo es
un cédigo de pardametros [21, 6, 11]3, luego nuestro cédigo C es un cédigo casi dptimo.

Notese que el correspondiente codigo binario
C* = {(al,ag,ag,a4,a5,a6, ZCL]') Doa; € ]FQ, ’l,] & {1, A ,6}} C ]F%l
4

tiene pardametros [21,6,6]> ya que, si todos los elementos de la cabecera son distintos de cero,
a1 =as = ... = ag = 1, el peso de dicha palabra es 6.
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7.4.2. (Cébdigo lineal ternario de parametros [42,7,20]3
Otra muestra del uso de los métodos expuestos en el Capitulo 3 para cddigos lineales ternarios, con
resultados no muy favorables, es el siguiente: sea el cddigo de pardmetros [42, 7, d]3 cuya cabecera

consta de siete elementos libres en el cuerpo F3 y cuya cola esta formada por todas las posibles
sumas de cuatro elementos distintos de los anteriores.

C = {(al,a2,a3,a4,a5,a6,a7,Zaj) :a; €Fg, i, € {1,...,7}} C F3?
4
En efecto, la longitud del cédigo C es

7
n:7+(4)=7—|—35:42

y la dimensién k = 7. Por tanto, el niimero de palabras-cédigo es 37 = 2187. Una matriz generadora
del cédigo tiene la siguiente estructura:

@Q

I
O OO OO o
O OO O OO
OO OO+~ O O
O OO~ O OO
OO = OO oo
O = OO OO O
_ OO OO oo oo
OO O R -
OO R O EF R
O R OO =
—_ O OO = =
OO Rk O K
_ == =0 OO

Hemos hallado todos los pesos del codigo, en relacion al nimero de palabras-codigo con dichos
pesos, con ayuda de MAPLE.

AO = 1
AQO = 42
Agl = 28
A22 = 42
A24 - 70
Ay = 210
Ay = 210
A27 - 350
Ass = 210
Asg = 420
Ay = 140
A31 = 294
A32 = 84
Agg - 70
A42 = 16

La distancia minima del cédigo C es d = 20 y, por consiguiente, hemos encontrado un codigo lineal
ternario de pardmetros [42,7,20]3. Sin embargo, las tablas de [Grassl] nos indican que el cédigo
6ptimo, para los mismos parametros de longitud y dimensién, tiene parametros [42,7, 24]3.
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7.4.3. Cébdigo lineal ternario 6ptimo de parametros [126, 6, 81];
Por tultimo, se presenta la construccién de un cédigo lineal ternario 6ptimo hallado con estas

técnicas. Sea el codigo con seis elementos libres en 5 en la cabecera y todas las sumas posibles
a; £a; £a, a,coni<j<k<hen lacola.

C:{(al,ag,ag,a4,a5,a6,ai:I:ajiakj:ah): a; € Fs, i<j<k<h}CIF§26

El cédigo C tiene dimensién k = 6 y, puesto que en la cola hay ocho posibilidades para las sumas,
su longitud es

6
n:6+8-(4):6—|—8-15:126

Una matriz generadora tiene la siguiente forma:

1000001 11 01 1 1 1 1 1 1 -0
01 000O0O0|1 11 0 2 1 1 2 2 1 2 -0
a— 0010O0O0]1 11 11 2 1 2 1 2 2 -1
0001O0O0|1 0O 11 1 2 1 2 2 2 -2
000O01O0|]010 10 0 0 0 0 0 0 -2
| 00000 1]0 01 10 0 0 0 0 0 0 - 2]

Como en los casos anteriores, recurriendo a MAPLE, hemos calculado todos los pesos del codigo. A
continuacion, se muestra su relacion con el nimero de palabras del codigo.

Ay = 1
Ag1 = 476
Ago — 252

El cédigo C solo tiene dos pesos no nulos y cada uno de ellos es multiplo de 9, quizé este hecho
tenga alguna consecuencia significativa.

De este modo, hemos obtenido un c6digo lineal ternario de parametros [126, 6, 81]3. Observemos en
la siguiente tabla de [Grassl| que, de hecho, es un cdédigo éptimo. Sin embargo, existen cddigos de
pardmetros [124,6, 81]3 y [125, 6, 81].

n/k| 45| 6 7 8
124 |82 [ 81| 81 | 78-80 | 75-78
125 | 83 | 81| 81 | 79-81 | 75-79
126 | 84 | 82| 81 | 80-81 | 76-80
127 |84 | 83| 8182 | 81 | 77-80
128 | 85 | 84 | 82-83 | 81-82 | 78-81

Cuadro 7.4: Bounds on the minimum distance of linear codes over GF'(3)
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LL:=choose (6, 4) :nops (LL) :

C:=generomatriz (LL) :

Rank (3,C) :

pesos:=codepesos (C) ;

[10], 42
[11], 42
[12], 140
[14], 210
[15], 70
[16], 210
[21], 14

> with (combinat) :

> with(LinearAlgebra[Modular]):

> generomatriz:=proc (LL::

> local lista, j,B,k,n;

>  k:=6;

> n:=21;

> B:=Matrix(k,n,0,datatype=integer);
> for j from 1 to k do

> B[J,3]1:=1;

> end doj;

> for j from 1 to n-k do

> lista:=LL[]];

> Bllistall],6+7] 1;

> Bllistal[2],6+3]:=1;

> B[listal[3],6+3j]:=1;

> Bllistal[4],6+]]:=1;

> end do;

> B;

> end proc:

> peso:=proc(L::1list)

> local j,m,weight;

> m:=nops (L) ;

> weight:=0;

> for j from 1 to m do

> if (L[3J] mod 3)<>0 then

> weight:=weight+l;end if;

> end doj;

> weight;

> end proc:

> codepesos:=proc (matriz::

> local codeword, combination,weight, j,m,n,k,A,b;
> k:=06;

> n:=21;

> for j from 0 to n do

> A[J]:=0;

> end doj;

> for j from 1 to k do

> Db[j]:=convert (matriz[j

> end do;

> for m from 1 to 3"k-1 do

> codeword:=[seq(0,i=1..n

> combination:=convert (m, base, 3);
> for j from 1 to nops (combination)
> codeword:=(codeword+combination|j
mod 3;

> end do;

> weight:=peso (codeword) ;

> Alweight]:=A[weight]+1;

> end do;

> for j from 0 to n do;

> if A[j]<>0 then print ([j],A[J]);
if;

> end do;

> A;

> end proc:






\Y

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVQOVVVVYV

with (combinat) : > peso:=proc(L::1list)
with (LinearAlgebra[Modular]) : > local j,m,weight;
> m:=nops (L) ;

generomgtriz;zproc(LL::list) > weight :=0;
i?fz% i%fgg%%’j’B’k’n; > for j from 1 to m do

«— 0Oy P 12 . .
B:=Matrix(k,n, 0,datatype=integer); i lf.(ﬁé?l quhgii?o zh?2~
for j from 1 to k do B[], jl:=1; end welght:=welig iend LLi
. > end do;
for j from 1 to 15 do > weight;
lista:=LL[j];1i:=0; !
Bllista[l],6+i+3j]:=1; > end proc:
B[listal[2],6+i+]]:=1;

i +i+31:=1; - -
E%iiiii%i% g+i+j} —1C > codepesos:=proc (matriz::Matrix)
end dos J ! > local codeword, combinat,weight, j,m,n,k,A,b;

4 T .
for j from 1 to 15 do >y
lista:=LL[j];i:=15; Dot 0t 4
B[lista[l],6+i+3]:=1; Coatmi " °nde
B[lista[2],6+i+3]:=2; g [éla*,'
B[lista[3],6+i+3]:=1; Z ?n .O% 1 to x 4
B[lista[4],6+i+3]:=1; or J_trom - tO ©
end do; > DPpb[j]:=convert (matriz[j],list);
. > end do;
figt;'fisz%'Eézég'do > for m from 1 to 37k-1 do
B[liséa[ 11, 6;i;j]:; ; > codeword:=[seq(0,i=1..n)1;
Bllistal[2],6+i+7] ; > combinat:=convert (m, base, 3);
B[l}sta[3] 6+%+J]::2F > for j from 1 to nops(combinat) do
B[élzta[41 s 6+1+7] Z > codeword:=(codeword+combinat [j]*b[j])
en o7 mod 3;
for j from 1 to 15 do ’
lista:=LL[j];1i:=45; > end doj
Bllista[l],6+i+3]:=1; > weight :=peso (codeword) ;
B[listal[2],6+i+j]:=1; . .
B%lista%3% 6+i+%%-:lc > Alweight]:=A[weight]+1;
. CL xS > end do;
Bllistal[4],6+i+7]:=2; e
end do; > for j from 0O to n do; .
for 3§ from 1 to 15 do > if A[]j]1<>0 then print([j]l,A[]]); ;end
lista:=LL[§];1i:=60; L s
B[lista[l],6+i+j]:=1; end doj
Bllistal[2],6+i+7] ; > A;
B[listal[3],6+i+]]:=2; > end proc:
B[listal[4],6+i+]] ;
end do;
for j from 1 to 15 do > LL := choose(6, 4): nops(LL):
lista:=LL[] 75; .
Bllista[l fjé+l+j].= . > (C:=generomatriz (LL) :
Bllista[2],6+i+j]:=2; > Rank(3,C):
sl sl Q-
- 14
end do; [81], 476
for j from 1 to 15 do [90], 252
lista:=LL[7];1i:=90;
B[listal[l], 6+1+]] =1;
Bllistal[2],6+i+7]:=1;
B[listal[3],6+i+]]:=2;
Bl[listal[4],6+i+]]:=2;
end doj;

for j from 1 to 15 do
lista:=LL[j];1i: —105

Bllistal[l],6+i+7]: ,
Bllistal[2],6+i+7]:
Bl[listal[3], 6+i+j]::2;
Bllistal[4],6+ti+]]:=2;
end do;

B;

end proc:
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