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Resumen

Los ideales monomiales en un anillo de polinomios forman una familia
importante de ideales ya que varios problemas sobre ideales generales pue-
den reducirse al caso de un ideal monomial mediante un célculo de base de
Grobner. Este trabajo se centra en la descomposicién de un ideal monomial
como interseccién de ideales monomiales irreducibles. Tal descomposicién es
Unica si se pide que sea irredundante y permite obtener una descomposi-
cién primaria. Los ideales monomiales libres de cuadrados tienen especial
interés ya que se les puede asociar estructuras combinatorias que permiten
determinar la descomposicion irreducible irredundante. A un ideal de aristas
(edge ideal) se le representa con un grafo simple mientras la estructura com-
binatoria asociada a un ideal de Stanley-Reisner es un complejo simplicial.
También se presenta un método puramente algebraico basado en la dualidad
de Alexander para obtener la descomposicion irreducible irredundante.
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Introduccion

En este Trabajo de Fin de Grado se tratan los ideales monomiales y sus
descomposiciones irreducibles irredundantes. Es conocida la relacién que hay
entre el algebra conmutativa y la combinatoria, por lo que tienen un interés
especial los ideales monomiales libres de cuadrados al poder verse dentro de
la combinatoria como grafos (o, mas generalmente, como complejos simpli-
ciales), que son objetos mas visuales. Esto desvela otras vias para analizar las
descomposiciones irreducibles irredundantes, ya que el estudio de las descom-
posiciones por métodos algebraicos es, en muchas ocasiones, largo y tedioso.
Por esta razén se buscard extraer del andlisis de estos grafos (o complejos
simpliciales) la mayor cantidad posible de informacién que pueda expresarse
en funciéon de los monomios que generan al ideal.

Este trabajo consta de tres partes:

I En la primera, se demuestra que si I es un ideal monomial sobre un
anillo de polinomios en d variables, entonces I admite (salvo ordena-
cién) un unico sistema minimal de generadores monomiales, es decir,
I=(X™ ..., X™) Ademsds, este sistema minimal de generadores no
depende del anillo de coeficientes tomado para construir el anillo de
polinomios (siempre y cuando el ideal sea monomial visto en ese anillo
de polinomios, un hecho que si depende del anillo de coeficientes).

Para probar estas afirmaciones, se considerara durante todo el primer
capitulo que A es un anillo conmutativo unitario y se trabajard sobre
R = A[Xj,...,X4]. Se probard que muchas de las operaciones entre
ideales son cerradas para el conjunto de los ideales monomiales sin de-
pender del anillo de coeficientes, y que cuando si dependan del anillo de
coeficientes para ser operaciones cerradas, se pueden definir unas ope-
raciones alternativas, muy similares, que son cerradas y no dependen
de A. En particular, en el Teorema 1.1.20 se demuestra la existencia y
unicidad del sistema minimal de generadores monomiales independien-
temente de las caracteristicas del anillo de coeficientes.

Cuando una propiedad o un objeto asociados a un ideal monomial
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dependen exclusivamente de los monomios que generan al ideal, no es
relevante el anillo de coeficientes. Entonces, se puede considerar en cada
ocasiéon el anillo de coeficientes mas conveniente. Puede considerarse
el anillo de los enteros Z, o un cuerpo como Q o R ya que entonces
podriamos utilizar algoritmos basados en bases de Grobner que estan
implementados en programas especializados, o incluso el cuerpo de dos
elementos para facilitar los calculos.

En la segunda parte, se probara que la descomposicién irreducible irre-
dundante de un ideal monomial es tinica (salvo ordenacién de las com-
ponentes), y se encontraran métodos combinatorios de calcularla.

Para ello se tratan los ideales monomiales libres de cuadrados, ya que
se pueden relacionar con elementos combinatorios como grafos y com-
plejos simpliciales. Analizando las coberturas de vértices minimales y
las facetas de estas estructuras (conceptos que se definen en el capitulo
2) se obtiene directamente la descomposicién irreducible irredundante
buscada.

Es un resultado muy 1til, ya que aunque en el Lema 1.3.4 se proporciona
un algoritmo muy sencillo de obtener una descomposicion irreducible,
esta estd generalmente muy lejos de ser irredundante, como se observa
en el Ejemplo 1.4.10 y despejar de ahi una descomposicion irredundante
no es una tarea sencilla desde un punto de vista computacional.

Por eso, disponer de métodos que calculan directamente la descompo-
sicién irredundante es una herramienta valiosa.

En la ultima parte, se describird la dualidad de Alexander, que propor-
ciona un método eficiente para obtener directamente la descomposicion
irreducible irredundante de un ideal monomial arbitrario: si I y J son
dos ideales monomiales que son el dual de Alexander el uno del otro,
entonces el sistema minimal de generadores monomiales de uno esta
relacionado con la descomposicién irreducible irredundante del otro.
Este método se definié a priori para complejos simpliciales e ideales
de Stanley-Reisner pero luego se generalizdé para ideales monomiales
arbitrarios, no solo para aquellos que son libres de cuadrados.

El interés de este resultado radica en que se obtiene una descomposi-
cién irreducible irredundante de J si y solo si se parte de un sistema
minimal de generadores monomiales de I. Por tanto es un método muy
eficiente para calcular la descomposicién irreducible irredundante de
cualquier ideal monomial directamente a partir de su sistema minimal
de generadores monomiales.
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Se termina este trabajo con un ejemplo que ilustra los resultados prin-
cipales obtenidos a lo largo de esta memoria.
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Capitulo 1

Ideales monomiales

Para comenzar se definirdn y enunciaran algunos resultados necesarios
sobre ideales monomiales. Se trabajara con anillos de polinomios, sus ideales
y los generadores de estos. Durante todo el capitulo, A es un anillo no nulo
conmutativo y unitario, y R = A[X1, Xs, ..., X4 el anillo de polinomios en d
variables con coeficientes en A. Se exige que A # 0 ya que si A = 0 entonces
R = A[Xy,..., X4 = 0y todo ideal J C R cumple que J =0 = R, lo que
tiene poco interés.

A lo largo del capitulo, habra muchos resultados que no se demostrarén,
todos ellos se pueden encontrar entre los capitulos 1-3 de [11].

1.1. Propiedades fundamentales

1.1.1. Conceptos basicos

Para comenzar se van a introducir una serie de conceptos, que seran
necesarios para el desarrollo del trabajo.

Definicién 1.1.1. Un ideal monomial en R es un ideal de R que puede ser
generado por monomios en Xy, Xs, ..., Xy.

Notacion 1.1.2. Para cada ideal monomial I C R, se denotard [[I]] el conjunto
de todos los monomios contenidos en I. Se tiene que [[I]] = I N [[R]].

Notacion 1.1.3. XX, ... X4 se expresard como X y dado X7 X537 ... X4 un
monomio en R, se denotard como X" siendo n = (ny,ns, ..., ng).

Aunque [[I]] no es un ideal, se tiene que I = ([[]]), es decir, I es el ideal
engendrado por [[]].
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Teorema 1.1.4. Si se tienen X™, X, X2 ... X" monomios en R, enton-
ces

Xte (X X2 . X & X e (X5)
para algun 7,1 < j < m; es decir X™ estd en un ideal monomial finitamente
generado si y solo si es multiplo de alguno de los monomios generadores de
ese ideal.

Mas adelante, en la seccion 1.1.2, se demostrard que no es necesaria la
hipotesis de que el ideal esté finitamente generado, o bien aplicando el Lema
de Dickson (1.1.13) si el anillo no es noetheriano, o bien aplicando el Teorema
de la Base de Hilbert, cuando si se tenga noetherianidad.

Definicién 1.1.5. Para cada polinomio

f=> aX"€R,

neN®
finita

se define el soporte de f como

v(f) = {n € N%a, # 0}.

Nota 1.1.6. En general, v(f) es un conjunto finito tal que f = >
Ademds, v(f) =0 si y solosi f = 0.

nery(f) X

Lema 1.1.7. Sea I un ideal en R. Entonces, son equivalentes:
(1) I es un ideal monomial.
(11) Para cada polinomio f € I, X™ € I, Vn € v(f).
Definicién 1.1.8. El grafo de un ideal monomial I es
P(I) = {n € N[ X" € I}.

Nota 1.1.9. En el segundo capitulo del trabajo, se usard la palabra grafo
para denotar otro objeto. Hay autores que llaman a I'(I) “exponent set”,
pero se considera que no da lugar a confusién la repeticion del término, luego
se mantendra el llamarlo grafo.

Nota 1.1.10. Igual que con los naturales se tiene que dado a € N,
(a) ={b e N|b=k-a para algin k € N},
es posible, dado (ny,no,...ng) = n € N¢, definir

(n) = {m = (my1,my,...my) € N*m; > n; para todo i, 1 <i < d}.
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La Definicién 1.1.8 es muy ttil ya que permite representar los ideales
monomiales, al menos en 2 variables, como un subconjunto de N? como se
puede ver a continuacién.

Lema 1.1.11. Si [ = (X™ X"2 ... X" entonces

P(I) = () U(ny) U... Uny,).
Ejemplo 1.1.12. Sea el ideal monomial I = (X%, X3Y,Y?). Entonces I'(1) =
((4,0)) U{(3,1)) U{(0,2)) y en 1.1 se puede observar como se representa en
N2,

| S US T EN
|

L ] ® [ ]
.‘ L] L ]
.‘ ® [
L] ® L J
L] L] L J

_.
[ ]
®
]

|
0 | o o> -

Figura 1.1: I = (X* X3Y,Y?)

El grafo correspondiente a la suma de ideales es la unién de los grafos de
todos los ideales. Graficamente, se puede observar que el grafo anterior es la
unién de los grafos de I} = X4, L, = X3Y e I3 =Y?, yque [ = I, + I, + I5.

1.1.2. Generadores

Hay apartados en la seccién anterior que solo se pueden establecer para
ideales monomiales que sean finitamente generados, como 1.1.4 o 1.1.11. El
siguiente resultado muestra que la suposicion de generacién finita es innece-
saria ya que es una condicién inherente en los ideales monomiales:

Lema 1.1.13 (Lema de Dickson). Todo ideal monomial de R estd finitamente
generado, es mds, estd generado por un conjunto finito de monomios.
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Demostracion. Sea I C R un ideal monomial, se puede asumir I # 0. La
prueba de que I estd finitamente generado por monomios se hace por induc-
cién sobre el niimero de variables d:

» d = 1: En este caso R = A[X]. Se toma r = min{e > 0|X° € I}.

Por definicién X" € I lo que implica que (X") C I. Solo falta probar
que I C (X7) para tener la igualdad, ya que significaria que I estd
generado por un monomio. Como se tiene que I = ([[I]]), basta con
probar que (X") D [[I]]. Para ello, se toma X* € I, entonces s > r por
definicién de r y X*® € (X").

» Asumiendo d > 2 y que todo ideal monomial en A[Xy,..., X 4] es
finitamente generado por monomios, se toma un ideal monomial I C

AlXy, ..., X4) Sea
G = {monomios f € A[Xy,...,X4_1]|Fa > 0 que cumple fXj € I}

y sea J = (G). J es un ideal monomial en A[Xy,..., X4 1] y, por
la hipotesis de induccion, estd engendrado por un conjunto finito de
monomios en A[X7, ..., X 1], es decir J = (S) con S C G finito. Para
cada f € S existe un entero ey > 0 tal que szf € I. Como el conjunto
S es finito, entonces existe un entero e > 0 tal que fXS€ I, Vf e S.

Para cada m =0,...,e — 1, se define

G = {monomios g € A[X1,..., Xq1]|gX] € I}

YV Jm = (Gm). Jm es un ideal monomial en A[Xy,..., X4 1] y, por
induccién estd engendrado por un numero finito de monomios, es decir
Jm = (Gp,) con Sy, un subconjunto finito de [[G,,]].

Sea I el ideal de A[X7, ..., X ] generado por los monomios fX§y gX
con feSygeS,param=0,...,e—1:

I'= <{fX§|f €S}pU (L_J{gXé”!g S Sm}>> :

m=0

Se tiene que el conjunto generador de I’ es finito. Por definicién, se
tiene que fX5,gX]' € I paracada f € Sy g € Sy, asi que I' C I.

A continuacién se prueba que I’ = I, por lo que se concluye que I esté
generado finitamente por monomios, lo que concluye la prueba:

Basta con probar que I C I'. Como I = ([[1]]), es suficiente probar que
[[1]] € I, asi que se toma X® € [[I]], siendo p = (p1, ..., pa).
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(1) Sipg=e, X - XN eGCJ=(S)en A[Xy,...,X4_1]. Porel
Teorema 1.1.4 X7*--- X" € (f) para algin f € S. Escribiendo
XPro XEN = ff para algin f € A[Xy,..., X4 1] se tiene el
resultado buscado:

X2 = XD XEXE = FPXGXETC = (FXG)(XET) € (fX) S I

(1) Si pg < e entonces X' --- X' e G,, C J,, = (S,,). El Teo-
rema 1.1.4 implica que X7'--- X7*1" € (g) para algin g € S,,.
Escribiendo X7' -+ X' = g¢’ para algin ¢ € A[X,..., X4_1]
se obtiene

XP = XT' - X X = gg X3t = (9X7)(g) € (gXi") € I

como queriamos demostrar.

Algunas consecuencias del Lema de Dickson son:

Corolario 1.1.14. Sea I = (S), con S C [[R]]. Entonces existe un conjunto
finito {s1,...,8,} €S tal que I = (S1,...,5p).

Teorema 1.1.15. Son ciertas las siguientes afirmaciones:

1 (CCA) Dada una cadena I, C Iy C --- de ideales monomiales en R,
existe un entero N > 1 tal que Iy = Inyy1 = ---.

11 Dado un conjunto no-vacio 3. de ideales monomiales en R, existe un
ideal I € X tal que para todo J € X2, si I C J, entonces [ = J. FEs mds,
para todo K € %, existe un ideal I € X tal que K C I y tal que para
todo J € X, st I C J entonces [ = J.

Nota 1.1.16. Se recuerda que un anilo R es noetheriano si satisface alguna
de las tres condiciones siguientes que son equivalentes:

I Todo ideal de R esta finitamente generado.
11 Todo conjunto no vacio de ideales de R contiene un elemento maximal.

I1I Toda cadena ascendente de ideales de R es estacionaria.

Nota 1.1.17. El Teorema 1.1.15 se asemeja a la definicién de anillo noethe-
riano, restringiéndose a los ideales monomiales. Esto afianza la idea principal
del trabajo, que es estudiar estos ideales, ya que cumplen unas propiedades
muy valoradas en el estudio de los mismos, independientemente del anillo de
coeficientes en el que se construyen.
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El Teorema de la Base de Hilbert afirma que si un anillo A es noethe-
riano, entonces A[X] también lo es, lo cual implica directamente que si A es
noetheriano, entonces R = A[X7, ..., Xy] lo es.

Como ya se ha probado este teorema en la asignatura de “Algebra con-
mutativa y computacional”, no se procede a escribir aqui su demostracién.
La prueba mostrada en clase utiliza argumento clasicos del Algebra Conmu-
tativa tal como se hace en [12].

El Lema 1.1.13 se deduce de forma directa del Teorema de la Base de Hil-
bert cuando A es noetheriano pero el Lema de Dickson es cierto sin ninguna
hipétesis sobre el anillo A y por eso se ha incluido aqui su demostracion.
También es cierto al revés, es decir, se puede obtener el Teorema de la Ba-
se de Hilbert a partir del Lema de Dickson tal y como se demuestra en el
Teorema 4 de la seccién 5 del capitulo 2 en [3].

Estos resultados permiten estudiar ideales monomiales a través de listas
finitas de monomios. Ademads, la definicién siguiente da la clave para poder
estudiar listas finitas de la manera mas eficiente.

Definicién 1.1.18. Sea [ un ideal de R, y sean X ... X' ¢ [[I]] tales
que I = (X4 ... X') La lista {X% ..., X} es un sistema minimal de
generadores monomiales (SMGM) de I si cada j € {1,..,m} satisface

(X0, XU X X ¢

La prueba de la siguiente proposicién (que se emplea en la demostracién
del Teorema 1.1.20) se puede leer en [11].

Proposicién 1.1.19. Sea I un ideal monomial de R y sean los monomios
X2 X e [[1]) tales que T = (X, ..., X*™). Entonces son equivalentes:

1 X% no es maltiplo de X% si j # k.
1 Cada j € {1,...,m} satisface X9 ¢ (X% . X4t X+  Xim)
11 El sistema monomial de generadores { X, ..., X"} es minimal.

Teorema 1.1.20. Sea I un ideal monomial de R, entonces I admite un
SMGM, que es unico salvo por el orden.

Demostracion. La demostracion consta de dos partes:
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I Existencia:

Sea I un ideal monomial, por definicion, existe un sistema de generado-
res monomial de I, es decir [ = (S), para algin S C [[R]]. El Corolario
1.1.14 afirma que [ = (sy, ..., S,), siendo s; un monomio de S, Vi. Si el
conjunto {sy,...,s,} =S’ es redundante, eso significa por la Proposi-
ci6én 1.1.19 que existe un indice 7 tal que (sq,...,8;1,Si11,-.-,Sn) = 1,
y como S’ es un conjunto finito, se puede repetir este proceso hasta
obtener un SMGM en un niimero finito de pasos.

II Unicidad:

Supongamos que I = (s1,...,8,) = (t1,...,tm),siendo S = {s1,...,s,}
y T ={t1,...,t,} dos SMGM.

Se fija un indice ¢. Como s; € I = (T'), entonces por 1.1.4 se tiene que
s; € (t;) para algin j. Por el mismo razonamiento, existe un indice k
tal que t; € (si). Por la transitividad de la divisién en los monomios,
entonces s; € (sg), y como S es un SMGM, debe ser i = k por lo
comentado en 1.1.19. Se tiene entonces que s;|t; y t;|s;, por lo que
S; — tj.

Existe entonces una permutacién o de forma que para cadai € {1,...,n}
existe un j = o(¢) tal que s; = t;. Como los s; son todos distintos en-
tre si, y los t; también, se tiene que o : {1,...,n} — {1,...,m},
y haciendo un razonamiento simétrico, existe otra permutacion ¢ :
{1,...,m} — {1,...,n} tal que ss;) = t; y es inyectiva. Entonces
m=nyd=o0c"!yaquem=n implica que o es sobreyectiva. Luego
#S = #T'y s; = ly(;), como querfamos demostrar.

O

Nota 1.1.21. Al ser constructiva esta demostracion se ha obtenido un algorit-
mo para sacar el inico SMGM de [ partiendo de un sistema de generadores
monomiales de [ arbitrario. Este algoritmo solo manipula monomios y es
independiente del anillo de coeficientes A. Existen otros algoritmos para de-
terminar el SMGM, uno de ellos consiste en calcular la base de Grébner
reducida del ideal respecto de un orden monomial arbitrario. Para ello se
deben tomar coeficientes en un cuerpo, lo cual no supone ninguna traba ya
que esto siempre es posible (en esta demostracién se ha visto que el SMGM
es unico si el ideal es monomial, sea cual sea A, luego se puede considerar un
cuerpo). No se entra en detalle sobre este tema ya que se aleja del estudio
principal del trabajo. El método de la base de Grébner también permite de-
terminar si un ideal es monomial o no, lo cual es 1itil cuando no se dispone de
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un sistema de generadores monomial y se desconoce si el ideal es monomial
o no. El algoritmo basado en bases de Grobner permite determinar si el ideal
es 0 no monomial, y si lo es, proporciona su SMGM.

1.2. Operaciones en los ideales monomiales.

En esta seccién se estudiaran las propiedades que cumplen las operaciones
usuales dentro del conjunto de los ideales monomiales cuando son operacio-
nes cerradas para ese conjunto. Cuando no sean cerradas se definird otra
operacién similar a la anterior que si lo sea en el conjunto de los ideales
monomiales.

1.2.1. Interseccion

Teorema 1.2.1. St I,..., 1, son ideales monomiales de R, entonces la
interseccion Iy N ... N I, estd generada por el conjunto de monomios en
ILin...N1,. En particular, el ideal Iy N ... N I, es un ideal monomial de R
yl[Lhn...nL) =[[4L]N...0[[L]]

El resultado anterior implica I'(I; N ...N1,) =T(H)N...NT(1,).
Proposicién 1.2.2. Sean X™, X™ € [[R]], entonces se tiene
(X#) N (X™) = (mem (X, X))

donde mem(X™, X™) es el minimo comun multiplo de X™ y de X™, es decir
mem(X™, X™) = X? donde p; = max{n;, m;}.

Teorema 1.2.3. Si [ = (X%, ... X))y J = (X .. X} entonces IN.J
estd generado por el conjunto de monomios

{mem(X%, X1)|1 < k<m,1 <1< n}.

1.2.2. Radical y radical monomial

Una nocién basica del algebra conmutativa es la siguiente:
Definicién 1.2.4. Sea [ un ideal de R. El radical de I es el conjunto

VI ={z e R|a" el para algin n > 1}.



1.2. OPERACIONES EN LOS IDEALES MONOMIALES. 13

El radical de un ideal monomial no es un ideal monomial si existen ele-
mentos nilpotentes en el anillo de coeficientes. Por esta razon, en el segundo
capitulo del trabajo se considerarda A un dominio de integridad (DI), evitan-
do esta situacion, y a continuacion, se explica en un ejemplo el porqué de
esta desigualdad.

Ejemplo 1.2.5. Para ilustrar esta patologia, se toma el anillo de polinomios
con coeficientes en Z, en una sola variable, donde el ideal I = (X) es un ideal
monomial, pero su radical /I = (2, X) no lo es. Esto se debe a que 2 es un
elemento nilpotente en Z4, y como el cero esta en todo ideal, en particular
aparece en el radical, luego el 2 también se encuentra en el radical ya que
22 = (.

En general todos los elementos nilpotentes se encuentran en el radical
(porque Yz nilpotente In|z"™ = 0), lo que implica que el radical de un ideal
monomial no es un ideal monomial ya que dichos elementos forman parte del
anillo de coeficientes.

La siguiente definicién, no necesaria en Z o R, evita esa patologia en otros
anillos, como el del ejemplo anterior en el cual se ha visto que considerando
la operacion usual de hallar el radical no se dispone de una operacién cerrada
en el conjunto de los ideales monomiales.

Definicién 1.2.6. Sea I un ideal monomial en R. El radical monomial (o
m-radical) de [ es el ideal monomial m-rad(/) = (S) donde

S =VIN[R] = {X™ € [[R] | (X™)" €  para algin n > 1}.

En el ejemplo visto anteriormente, m-rad(I) = (X), por lo que, si A tiene
elementos nilpotentes, m-rad(I) C v/1.

En los DI, casos mas interesantes como R o Z, se ha observado que estas
definiciones coinciden. De hecho coinciden siempre que v/T sea un ideal mono-
mial. Los enunciados que se anaden a continuacion, aunque vienen definidos
para el m-radical, son validos para el radical si A es DI.

Proposicion 1.2.7. Sean I, J ideales monomiales en R:
1. J C m-rad(J).
2. [[mrad(J)]] = V'J N [[R]].
3. 811 C J, entonces m-rad(I) C m-rad(J).

4. m-rad(J) = m-rad(m-rad(J)).
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m-rad(J) = R si y solo si J = R.
m-rad(J) =0 si y solo si J = 0.

m-rad(I + J) = m-rad(/) + m-rad(J).
m-rad(/ - J) = m-rad(/) - m-rad(J).

Las siguientes definiciones estan dirigidas a la bisqueda de sistemas ge-
neradores monomiales para m-rad(.J) en funcién de los generadores de J.

Definicién 1.2.8. Se define el soporte de X™ € [[R]] como
Supp(X*) ={ieN|1<i<dymn;#0}.

d.
0.
7. Si n es un entero positivo, entonces m-rad(J) = m-rad(J").
8.
9.

La definicién que se habia dado de soporte de un polinomio en 1.1.5 era
v(f) = {n € N%a, # 0}, luego no da lugar a equivoco ya aunque no sean
exactamente el mismo concepto ambos proporcionan informaciones similares.
Un ejemplo de ello:

Ejemplo 1.2.9. Tomando el polinomio f = X2+ XY?+Y273 - XY?2Z3 en
A[X,Y, Z], se tiene que
v(f) ={(2,0,0),(1,2,0),(0,2,3),(1,2,3)} C N°.
Si se calculan los soportes de los monomios que contiene f se obtiene
Supp(X?) = {1} Supp(XY?) = {1,2}
Supp(Y?Z?) = {2,3} Supp(XY?Z?) = {1,2,3}

La informacién que proporciona el soporte de un monomio indica las
variables que aparecen en él, mientras que el soporte de un polinomio indica
ademas cudl es el exponente de cada una.

Definicién 1.2.10. Se define la reduccién de X™ como el monomio
red(X"™) = H X;.
i€Supp(X™)

En otras palabras, el soporte de un monomio es el conjunto de indices ¢
tales que X; | X™. La reduccién de un monomio es el producto de todas las
variables que lo dividen:

red(X™) = H X;.

Xl X™
Por ejemplo, si [ = (X} X,X3) entonces
Supp(]) = {1,2,4} y red(!) = X7 XoX,.
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Proposicién 1.2.11. Sea J un ideal monomial en R y X™ € [[R]]. Entonces:
1 Eziste un entero n > 1 tal que red(X™)" € (X™).
11 S X™ € J, entonces red(X™) € m-rad(J).

Demostracion. I Sea n = max{my,...,mg}.

Se tiene que Supp(X™) = {i1,...,ix} con 1 < i; < --- < i < d. Reor-
denando las variables si es necesario, se puede asumir que Supp(X™) =
{1,...,k}. De esta forma red(X™) = X; --- X y X™ = X" --- X"~
Comon>mZ parai=1,...,d:

por lo que red(X™)" € (X™), como querfamos demostrar.

11 Asumiendo que X™ € J, por el primer apartado se tiene que existe un
entero n > 1 tal que red(X™)" € (X™) C J. De esta manera se obtiene
red(X™) € m-rad(J).

]

Teorema 1.2.12. Si S C [[R]] y J = (S), entonces
m-rad(J) = ({red(X") | X" € S}).

Demostracion. Sea T' = {red(X™)|X™ € S} y K = (T).

Cada X™ € S cumple, por el lema anterior red(X™) € m-rad(.J). Enton-
ces T'C m-rad(J), asi que K C m-rad(J).

Para la contencién que falta, se toma X" € [[m-rad(J)]] = rad(J) N [[R]],
luego existe un entero k > 1 tal que X" € [[J]]. El Teorema 1.1.4 propor-
ciona un monomio X™ € S tal que Xm|X”k, asi que red(X™)|red(X2") =
red(X™)| X™. Por lo tanto, X™ € (red(X™)) C (T') = K. Se concluye con que
m-rad(J) C K. O

En consecuencia, si J = (X,..., X;F), m-rad(J) = (Xy,,..., Xy,). En
particular, m-rad(X7, ..., Xy) = (X1, ..., Xg).

Ejemplo 1.2.13. Gracias a este teorema, se dispone de un método muy
sencillo para calcular el m-radical de un ideal monomial (ya que si el ideal
no es monomial, el cédlculo de su radica no es en absoluto trivial en general):
Consiste en calcular las reducciones de los monomios generadores, y una vez
obtenidos, suprimir las redundancias, por ejemplo como se ha visto en el
Teorema 1.1.20.
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Considerando I = (X3, X?Y, XY3 X?Y?2 Y*), se observa que un SMGM
de I es {X3, X2V, XY3 Y%} ya que X?Y|X?Y?y

3 XY, XY3 v?

X3¢ (X?Y, XY? Y* (X )
(X3 XY, XY3 Y%
{ Y7

)

)
XY ¢ (X, XY3 YY)
XY? ¢ (X3 XY, Y*)
Y (X? XY, XY?)

X3 X%y, XYy3 y*
(X3 XY, XY3 y*

LARAR'ARA

por lo que se tiene que {X3, X2V, XY3 Y} es el SMGM de I.
Calculando las reduciones de sus generadores tenemos:

red(X?) = X red(X?Y) = XY red(XY?)=XY red(Y!) =Y

por lo que m-rad(/) = (X, XY, XY,Y). Se ve sin dificultad que { X, XY, XY, Y}
no es un SMGM, pero se tiene que {X, Y} si que lo es, luego se puede repre-
sentar m-rad(l) = (X,Y") en funcién de su SMGM, que sabemos tinico salvo
el orden.

1.2.3. Cociente

Definicién 1.2.14. Sea S un subconjunto de Ry J un ideal de R. El ideal
cociente de J con S es:

(J:rS)={reR|rseJparatodos e S}.
Para cada s € R, (J :g s) = (J :g {s}).

Notacion 1.2.15. En adelante, se usara la notacién (J : I) en lugar de (J :g I)
ya que no se considera que induzca a error el hecho de no aclarar el anillo de
polinomios sobre el cual estamos trabajando.

Teorema 1.2.16. Si I y J son ideales monomiales de R, entonces el ideal
cociente (J : I) es un ideal monomial de R.

Demostracion. En primer lugar, si [ = (X™), se toma

f=) aX"e(J: X"
neNd
finita
Se tiene que probar que cada monomio perteneciente a f estd en (J : X™).
Por definicién de f, se tiene que fX™ =3 e @, X" € J. El Lema 1.1.7
finita
afirma que si a, # 0, entonces X®™™ € J, ya que J es un ideal monomial, y
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de esa forma X™X"™ = X" ¢ J. Eso es lo mismo que decir que si a, # 0,
entonces X™ € (J : I), como queriamos demostrar.

Si I es un ideal monomial arbitrario, por el Lema de Dickson se tiene que
esta generado por un conjunto finito de monomios,es decir

(J:I)=(J: (X", ..., X")).

Probaremos el siguiente hecho:

k
(0 (X X)) = [()(] 2 (X)),
i=1
Para la primera contencién, sea r € (J : (X™, ..., X)), entonces por definicién
de cociente se tiene que rs € J para todo s € (XL ... X™k) en particular
rX% € J para todo i € {1,...,k}, por lo que r € (J : (X)) para todo i, luego
estd en la interseccion de todos los ideales cocientes.
Para la segunda contencién sea

k
re (7 (Xm),

i=1
entonces r € (J : (X™)) para i = 1,...,k, que es lo mismo que decir que
para i = 1,...,k se cumple que rs; € J para todo s; € (X™) por lo que
rs € J paratodo s € (X™, ..., X") es decir r € (J : (X™ ..., X)), como
queriamos demostrar.

Aplicandolo, se llega a que

k
(J:I)=(J:(X™, . X)) =()(J: (X™)).
i=1
Es decir, (J : I) es interseccién finita de ideales monomiales. Por el Teorema
1.2.1, eso implica que (J : I) es un ideal monomial. O]

El objetivo ahora es, dados I, J ideales monomiales, describir el conjunto
[(/ : I)]] en funcién de [[{]] y [[J]]. Como se tiene que J C (J : I), entonces
[[/]] € [[(J : I)]]. Se va a describir como calcular un sistema monomial de
generadores de (J : I) en funcién de sistemas monomiales de generadores de
J y de I. Para ello se usa la siguiente notacién:

Notacion 1.2.17. Dados vectores p,q € N¢, se denota
(p — @); = max{p; — ¢;,0}.

Por definicién, (p —¢)t € N



18 CAPITULO 1. IDEALES MONOMIALES

Teorema 1.2.18. Sean [ = (X™, ... X™) J = (X™ ..., X™) jdeales
monomiales en R, entonces

Jin- (z«m :m) |

i=1 \j=1

Se puede encontrar una prueba de este teorema en [11], no se demuestra
aqui ya que requiere de unas cuantas nociones de cociente entre ideales y
ademas se ha demostrado en un contexto mucho mas general en la asignatura
Algebra Conmutativa y Computacional.

Proposicién 1.2.19. Sean p,q € N*. Se tiene que ((X2) : X9) = (X @-9"y,

Demostracién. Primero se prueba ((X2) : X%) C (X®=97): Sea r € ((X2) :
X%, por definicién se tiene que rX? € XP luego r = X%, siendo r € N¢
(= r; > 0 para todo i) tal que r; + ¢; = p; para todo i, es decir r; = p; — ¢
para todoi=1,...,d. Entonces X" € (X(B_Qﬁ.

Para demostrar ((X2) : X9) D (X®97): Sea r € ((X2) : X9) se toma
r e (X(B*Q)Jr). Por definicién r; > p; — ¢; para i = 1,...,d (siendo r; > 0).
Por ello X" X! > X! para todo i, lo que significa que X"X? € (X?). Con

esto se tiene r € ((X2) : X4) como querfamos demostrar. O

El teorema y la proposiciéon anterior proporcionan un algoritmo para cal-
cular un sistema de generadores explicito del ideal cociente de cualquier par
de ideales monomiales. Se muestra un ejemplo de este calculo:

Ejemplo 1.2.20. Sea J = (X* X?Y,XZ3 75 v I = (Y?Z,Z% en R =
A[X,Y, Z]. Aplicando el resultado del Teorema 1.2.18 se tiene:

(J:I) = ((XH:Y22)+ ((X?Y):Y?2) + ((XZ% : Y?Z) + ((Z°) : Y?Z)) n
N(UXY 2+ (XPY): Z2°) + ((XZ°) : 2%) + ((2°) : 2%)) .

Cada cociente de la forma ((X™) : X™) se calcula gracias a la Proposicion
1.2.19:

(J: 1) = ((X*) +(X?) + (XZ%) + (Z") n ((X*) + (X?Y) + (X Z) + (Z%)).
Sumando los ideales y eliminando las redundancias se obtiene que

(J:1)= (X% XZ% 72" N (X' X?Y, X7, 7°).
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1.2.4. Potencia en corchete

El ideal I™ no es el ideal engendrado por las potencias n-ésimas de los
generadores de [, sino que

I"=({ajay---a, | a; € I para todo i =1,2,...n}).
Por lo que se define lo siguiente:

Definiciéon 1.2.21. Sea [ un ideal monomial de R. Para todo k£ € N la
k-ésima potencia en corchete (“bracket power”) de J es el ideal JI¥ = (T},)

donde T}, = {X’%Xﬂ € [[J]]}-

Lema 1.2.22. Sean S C [[R]], J = (S) y un entero k > 1. Si X* € [[R]],
entonces X € J si y solo si X™ € JW,

Demostracion. Para la primera implicacion, sea X™® € J. Como J es un
ideal monomial, el Lema de Dickson proporciona un subconjunto finito de
monomios S’ C S tal que J = (S’). Entonces X™ € (X™) para algin X™ € S’
por el Teorema 1.1.4, lo que implica que X* € (X*™) C JH,

Para la implicacién inversa, se asume X** € J¥. Se tiene que el conjunto
Sp = {X*™| X™ ¢ S} es un sistema monomial de generadores de J*. Por lo
tanto, existe un subconjunto finito de monomios S; C Sy tal que J* = (S7).
El Teorema 1.1.4 implica de nuevo que X** € (X*™) para algin X" ¢ ;.
Entonces km > kn = m > n, luego X* € (X™) C J, como queriamos
demostrar. O

Proposicién 1.2.23. Sea J = (X2 ..., X™) un ideal monomial de R, en-
tonces JF = (XFo | XMn),

Demostracion. Sea Ty = { X" X™ ¢ [[J]]}. Por definicién JI¥ = (T},) por lo
que hay que demostrar que (S;) = (T}) siendo Sy = {X*1 ... X*=1 Como
se ha definido 7}, de forma que Sy C T} entonces (S;) C (). Para ver la
otra contencién hay que demostrar que T C (S). Un elemento cualquiera
de T}, es de la forma X2 e JWI,

El lema anterior implica que X™ € J = (X%, ..., X"™) luego se tiene
Xkmo e () = (XPa, | XFin), O

Ejemplo 1.2.24. Una potencia en corchete de un ideal se puede ver co-
mo un modelo a otra escala de ese mismo ideal. Por ejemplo, sea el ideal
J = (X3, X?Y,Y?), entonces JI? = (X6 X1Y?2 Y*) y graficamente se repre-
sentan de la siguiente forma:
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3 e o o o o o - 4 o—0e-—0—0—-9o o o
2 3_e-e s o o o 3 L « oo
1 o‘—o e o o ... 2 4 .‘,.,,
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01 2 3 45 6 0 R l
01 2 3 4 5 6

Figura 1.2: J = (X3 X?Y,Y?)  JB = (X X1Y?2 Y*)

Como puede observarse en la imagen anterior, la potencia en corchete
“modifica’la escala de un ideal.

Lema 1.2.25. Sean I y J ideales monomiales en R y un entero k > 1 fijo.
w [ CJ siy solo si I C gkl
» [ =J siysolo si [F = JW¥,

Proposiciéon 1.2.26. Sean I, ..., 1, ideales monomiales de R. Si k es un
entero positivo, entonces

1.3. Ideales m-irreducibles e irreducibles

Asi como los ideales irreducibles son aquellos que no pueden escribirse
como interseccion no trivial de ideales, los ideales m-irreducibles son ideales
monomiales que no pueden escribirse como intersecciéon no trivial de ideales
monomiales. Los ideales m-irreducibles no son siempre irreducibles (si A es
un DI si lo son) pero son los ideales monomiales més sencillos. Se explica de
donde procede esta patologia con un ejemplo:

Ejemplo 1.3.1. Sea A = Zg = {0,...,5}, que no es un DI, ya que hay
elementos que son divisores de cero: 2 -3 = 6 = 0. Para mds comodidad, ya
que no hay confusion posible, se suprime la barra que indica la clase. Sea
I = (X) C A[X], es trivial que I es m-irreducible, pero (X) = (X,0) =
(X,2) N (X,3). Luego existen ideales J; = (X,2) y Jo = (X, 3) tales que
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I'=JNnJyyICJ yaque?2¢I,2¢€ Jp,y porel mismo razonamiento
I C Jy. Por lo que I es reducible en Zg[X].

En general, si el anillo de coeficientes no es un DI, se da la situacion de
que el producto de dos elementos a, b puede ser nulo con a # 0 # b, y como
I = (S) = (5,0) siempre, se tiene que I = (S,a) N (S,b). Por lo tanto si A
tiene divisores de 0, un ideal monomial m-irreducible no es irreducible.

El objetivo es demostrar que todo ideal monomial tiene una descompo-
sicién m-irreducible (es decir, se puede escribir como una interseccién finita
de ideales monomiales m-irreducibles). Una de las razones de ello, es que se
puede ver que la descomposicién m-irreducible irredundante (mDII) de un
ideal de aristas (“edge ideal”) de un grafo finito simple contiene informacién
fundamental de la teoria de grafos sobre ese grafo.

Definicién 1.3.2. Un ideal monomial J C R es m-reducible si existen ideales
monomiales Jy, Jo # J tales que J = J;NJs. Unideal J C R es m-irreducible
si no es m-reducible.

Ejemplo 1.3.3. El ideal monomial J = (X3 X?Y Y3) de R = A[X,Y]
es m-reducible y se puede ver, por ejemplo usando el Teorema 1.2.3, que
J = (X% Y*N(X3Y). Ademss, los ideales en los que se descompone J son
m-irreducibles por el Teorema 1.3.5 que se mostrara a continuacion.

Lema 1.3.4. Sea J un ideal monomial de R con un SMGM (X2 X,
Se asume que X* = X7 X" dondee>1y X, fX*y Xt# 1
Sea I = (X%, ..., X*=L X y I' = (X" ..., X%t X™). Entonces se

tiene que J =101 con J C 1 yJ CI'. En particular, J es m-reducible.

Demostracion. Primero, se muestra que J = I N I’. Para ello, se usa el
Teorema 1.2.3 y se obtiene el siguiente sistema de generadores de I N I

Xa o X% mem(X2, XE), mem (XY, X™), ..., mem(XE, X™).

Dado que mem (X%, X¢), mem(X%, X®) € (X%) para j = 1,...,k — 1,
y como se tiene que mem(X¢, X™) = X se pueden quitar redundancias de
esta lista por el algoritmo descrito en la demostraciéon del Teorema 1.1.20
y obtener que I N I' = (X ... X% X%) — J luego se ha probado la
igualdad J =1N1T.

Para mostrar que J C I, basta observar que J = I NI’ C I. Para ver que
J # I, hay que probar que X{ ¢ J. Por reduccién al absurdo, se supone que
X¢ € J. Entonces X“|X¢ para algtn 7, por el Teorema 1.1.4. Como X¢| X,
se tiene que X4 X% Como (X, ..., X%) es un SMGM, debe tenerse j = k.
Entonces, X™|X¢ y X¢| X% luego X¢ = X% = X¢X™ lo que implica X = 1,
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que contradice la hipétesis del lema, luego se ha llegado a un absurdo y se
tiene que J C I.

Un razonamiento equivalente pero probando que X™ ¢ J muestra que
J C I'. En particular, eso implica que J es m-reducible, como queriamos
demostrar. O

Este lema permite obtener un primer algoritmo para descomponer un
ideal monomial, no es el algoritmo més eficiente que hay, pero proporciona
una descomposicién en ideales m-irreducibles.

El siguiente teorema, resultado principal de la seccién, caracteriza los
ideales monomiales m-irreducibles no nulos como ideales generados por po-
tencias puras de variables, es decir, monomios de la forma X;*.

Teorema 1.3.5. Sea J un ideal monomial no nulo de R. Entonces el ideal
J es m-irreducible si y solo si existen enteros positivos k,ti,... tg,e1,..., €
tales que 1 <ty < --- <ty < d (siendo d el numero de variables que tiene el
anillo) y J = (X{}, ..., XiF).

Demostracion. Para la primera implicacién, se asume que J estd generado
por potencias puras de las variables. Reordenando las variables se puede
considerar que J esta generado por potencias puras de Xi,..., X, con k > 1,
por lo que existen enteros ey, ..., e, > 1 tales que J = (X7',..., X*). Se
tiene que J C (Xy,..., X5) C (Xy,..., X)), por lo que J # R.

Se fijan ideales monomiales J;, Jo C R tales que J = J;NJ5. Se supone que
J C J;parai = 1,2y se fijjan monomios X™ € [[J1]]\[[/]] vy X™ € [[2]]\[[/]]-
Para i =1,...,d, sea p; = max(m;,n;).

Sii e {l,...,k}, entonces m; < e;: Si no fuera asi, entonces m; > e; para
algin ¢, y una comparacién de los exponentes muestra que X™ € (X*) C J,
que es una contradiccién. De la misma manera, si i € {1,...,k}, entonces
n; < e;, y entonces p; = max(m;, n;) < e;. Ese razonamiento se puede aplicar
para todo 1 < 7 < k, se llega a que mem(X™, X™) = X2 ¢ J. Pero por la
Proposicién 1.2.2 se tiene que mem(X™, X*) € J; N Jy = J llegando a un
absurdo, por lo que es necesario que J = J; o J = Jy y se tiene que J es
m-irreducible.

Para la otra implicacion, se razona por contrareciproco. Se parte de que
J no esta generado por potencias puras de algunas variables, y se demostrara
que J es m-reducible. Sea J = (X™, ... X™) Al asumir J # 0 se tiene que
k > 1. Por esta razén X™ no es potencia pura de una de las variables, y
reordenando los monomios se puede considerar que es Xt el monomio que
no es potencia pura de una de las variables. Reordenando las variables si es
necesario, se puede asumir que X™ = Xfgcone > 1, X;{gy g # 1. Por
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el Lema 1.3.4 se tiene que J es m-reducible, por lo que queda terminada la
demostracion. O

Como se quiere estudiar la descomposicién en ideales irreducible de ideales
monomiales es necesario ver la relacion existente entre ideales m-irreducibles
e ideales irreducibles.

El objetivo es demostrar que estos conceptos son equivalentes en el caso
de que A sea un DI, para poder hablar exclusivamente de ideales irreducibles
en el siguiente capitulo, en el que se considera A un DI.

Esto se probara en el Teorema 1.3.7, que precisa del Lema 1.3.6 para
su desarrollo. Obsérvese que el lema es aplicable a cualquier anillo no nulo
conmutativo unitario, aunque no sea DI.

Lema 1.3.6. Fijados enteros k,ey,...,ex = 1 con k < d, consideramos el
ideal J = (X7', ..., X*). Sea I un ideal de R tal que J C 1. Entonces, existe

un polinomio hy, = zh(Xyy1, ..., Xg) € I\ J donde z = X1 ... Xpe—t,

Demostracion. Se fija un polinomio h € I\ J. Entonces

h= Y a,X%= > a, X"+ Y a,X"=f+g

ney(h) ney(h) ney(h)
ngl(J) nel(J)
donde
f=) aXyg= ) aX™
nevy(h) nevy(h)
ngl'(J) nel(J)

Por construccion, cada monomio de g esta en J, luego g € J. Por otro lado,
la condicién de que h ¢ J y que g € J implica que f = h—¢g ¢ J. En
particular, f ## 0. También, como se asume que h € I, entonces el hecho de
que g € J C [ implica que f=h—g € 1.

Ademas, se tiene v(f) = {n € y(h)|n ¢ I'(J)} luego si n € v(f) y
i€ {l,...,k} entonces se tiene que n; < e;: Si no fuera asi, entonces n; > e;,
por lo que X™ € (X[") C J, contradiciendo la condicién de que n ¢ I'(J).

Por ello, la existencia de f es un resultado mas fuerte que la existencia de
h. No solo se tiene que f € I 'y f ¢ J, sino que todo monomio en f cumple
que no esta en J. Entonces, la prueba de la existencia de h se basa en probar
la existencia de f.

Se va a probar por induccién sobre j el hecho de que para j = 1,...,k,
existen polinomios h; € I'\ J tales que para cada m € y(h;) se satisface que
m;=e—lconl<i1<j,ym;<e—1conj+1<<k.
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= j = 1. Se considera la menor potencia de X; que aparece en los mono-

mios de f, que es
ry = min{n; € Njn € v(f)}.

Se tiene que r; < e, ya que si no fuera asi, cada monomio que aparece
en f estarfa contenido en (X %), y eso implicaria que f € J, lo que
contradice la hipétesis de f. Por lo cual se tiene que e; —ry > 1.

Se escribe
f: Z aﬁiﬂ+ Z agiﬂzfl"i_gl
ney(f) ney(f)
ni=ri ny>ry
donde
fi= Z a@iﬁy a1 = Z aﬂiﬁ
ney(f) ney(f)
ni=ri ny>ry
y se ve que

Y(f1) = {nev(f)lm=m}#0
Y(g1) = {ner(f)ln>r +1}.

Se toma h; = Xfl_”_lfl #0.

Para mostrar que h; tiene las propiedades deseadas, primero se mos-
trard que X{' """ 'g, € J C I:sin € y(q1), entonces ny > r; + 1. Por
construccion,

e1—ri—1 o e1—ri—1 n __ e1—ri—1 yvn
X g = X E a, X" = E ay Xy X*.

ney(g1) ney(g1)
Entonces, si m € v(X7 " 'g;), se tiene que
mi=(eg—m—1)4+n =>(eg—r—1)+r +1=e,

por lo que X' g € (X C .

Como f € I, entonces
hy = X161—7“1—1f1 — X161—7”1—1f _ Xle1—r1—1gl el

Cada monomio en h; es de la forma X™ = X&' X2 para algiin
n € vy(f1). La condicién n € ~(f1) implica que ny = 11, por lo que

ml261—7”1—1+n1:€1—7°1+7"1—1261—1.
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Ademas, si i > 2, entonces la condicién n € (f;) implica que m; =
n; < e;, es decir, m; =n; < e; — 1.

Para completar la demostracién del caso j = 1, es preciso comprobar
que hy ¢ J. Como J es un ideal monomial, segiin el Lema 1.1.7 es
suficiente comprobar que no existe ningin monomio X™ en h; que esté
en J. Volviendo a escribir X™ = X@ " ~1 X para algtin n € v(f1) y
suponiendo que X™ € J = (X7',...,z;"), se puede aplicar el Teorema
1.1.4 que implica que X™ € (X[") para algin i < k, luego se tiene que
m; > e;. Eso contradice el hecho de que m; < e; — 1, que ya se habia
probado para todo .

= El paso de induccién es bastante similar al caso j = 1, por lo que, sin
entrar en detalle, se asume por induccién que 1 < j < d—1y que h;
ha sido definido en el paso anterior. Se quiere construir entonces h; .

Para ello se toma
rir1 =min{n;; € Nin € y(hy)}.

Y con ello se muestra que r;; < e;.; — 1. Se puede escribir
J+ Jj+

n n
hj = E agif + E agii - fj+1 + gjt1-
ney(h;) ney(h;)
Nj+1=T5+1 Nj41>Tj41
i —ra—1 .
Se toma hjy = X747 fiu v se comprueba que hjiy tiene las
propiedades buscadas.

Existe entonces un polinomio hy € I\ J tal que si n € y(hy)), entonces
n; = e; — 1 cuando 1 < 7 < k. En otras palabras, cada monomio contenido
en hy tiene la forma zw donde z = Xf1_1~--X,f’“_1 y w es un monomio

en las variables Xj41,..., X4. Por lo que se tiene que existe un polinomio
R X1, .-, xq) tal que hy = zh(Xjyq, ..., Xg), como querfamos demostrar.
O

Teorema 1.3.7. Sea A un DI y R = A[Xy,...,X,4]. Un ideal monomial no
nulo J C R es irreducible si y solo si es m-irreducible.

Demostracion. La implicaciéon hacia adelante es directa: si J no puede ser
escrito como una interseccion no trivial de dos ideales, no puede ser escrito
como una interseccién no trivial de dos ideales monomiales.

Para lo contrario, se asume que J es m-irreducible. Segtin el Teorema 1.3.5
J esta generado por potencias puras de variables en R. Se puede asumir sin
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pérdida de generalidad que J = (X{*, ... X/*). Sea z = X' - -X,?"_l, y se
puede ver facilmente que entonces z ¢ J (ya que no es divisible por ninguno
de los generadores de J).

Por reduccién al absurdo, se supone que existen ideales I, K C R tales
que J=INKyJCIlyJC K. Por el lema anterior, 1.3.6, se tienen que
existen los polinomios:

~

fr = 2f(Xpyr, ., Xa)=2f €I\ J
g = 20(Xgt1,..,Xa) =29 € K\ J.

De la propiedad de que f, € I, se concluye que zfg = frg € I. De
forma similar, la condicién de que g, € K implica que zfg € K, luego
ng € INK = J. Como f - f(Xk“rlJ"’?Xd) Yy g - Q(Xk+17"‘7Xd)7
entonces todo monomio w que esta en zfg tiene la forma

_ _ e1—1 en—1 yMn+1 mq
w=zv=X"""- XX T X

Como J es un ideal monomial, por el Lema 1.1.7 todo monomio en z f g esta
en J. La condicion w € J implica que hay un indice j tal que 1 < j < k
y X ;j |w. Comparando los exponentes, se deduce que e; < e; — 1, lo que es
imposible.

Se concluye que el polinomio z f g no contiene ningiin monomio, es decir,
z f g = 0. Como A es un DI (es aqui cuando se necesita esa hipétesis y no basta
con que sea un anillo conmutativo unitario) y z es un monomio, entonces o
bien f =00g=0.Si f = (, entonces 0 = zf = fr ¢ J, lo que es imposible.
Suponiendo que § = 0, se llega a que 0 = zg = g ¢ J, lo que también es
imposible. Entonces, el ideal J es irreducible, como queriamos probar. O]

1.4. Descomposiciones m-irreducibles e irre-
ducibles

El objetivo ahora es demostrar que todo ideal monomial puede ser escrito
como descomposicion de ideales m-irreducibles, y por el Teorema 1.3.7 obte-
ner entonces que si A es DI todo ideal puede descomponerse como interseccion
de ideales irreducibles.

Definicién 1.4.1. Sea J C R un ideal monomial. Una descomposicion m-
irreducible de J es una expresién J = ﬂ?zl J; con n > 1, donde cada J; es
m-irreducible.

Sobra decir, que todo ideal J C R m-irreducible tiene una descomposicion
m-irreducible trivial J = 03:1 J; con J; = J.
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Ejemplo 1.4.2. En el Ejemplo 1.3.3 se ha visto que J = (X2, Y?) N (X3Y)
y que esos ideales eran m-irreducibles, se trata pues de una descomposicion
m-irreducible de J.

En cambio, en el Ejemplo 1.2.20 se habia obtenido, en R = A[X,Y, 7],
(J: 1) = (X225 N (X4 X?Y,XZ, 73, que no es una descomposicién m-
irreducible, por el 1.3.5 no son irreducibles, pero se puede aplicar el algoritmo
definido en el Lema 1.3.4 y se obtiene:

(J:I) = (X220 (X" X* XZ, 75N (XY, XZ 7%
(X2, 72N (X X2 X, 2% N (X* X2, 2, 72°) N
XYY, X, Z3n (XYY, Z,7°.

Por 1ltimo, se suprimen los generadores redundantes por el algoritmo
descrito en el Teorema 1.1.20 y se obtiene:

(1) = (X2, 2% 0 (X, 2% 0 (X2, 2) 1 (X, Y, 2% N (X1, Y, 2)
que es una descomposicién m-irreducible de (J : ).

Teorema 1.4.3. Todo ideal monomial J C R tiene una descomposicion m-
irreducible.

Demostracion. Si J = 0 entonces J es m-irreducible, por lo que tiene una
descomposiciéon m-irreducible trivial.

Por reduccion al absurdo, se supone que J C R es un ideal monomial
no nulo que no tiene ninguna descomposiciéon m-irreducible. Entonces,el con-
junto X de todos los ideales monomiales no nulos J € R que no tienen
descomposicion m-irreducible es un conjunto no-vacio de ideales monomia-
les en R. El Teorema 1.1.15 implica que X tiene elemento maximal, el cual
podemos suponer sin perdida de generalidad que es J. En particular J no
es m-irreducible, por lo que existen ideales monomiales I, K C R tales que
J=INKyJCI,JCK.Setiene0# 1 # R,0# K # Ry la condi-
cién de que J es maximal en ¥ implica que I, K ¢ 3. Luego ambos tienen
descomposiciones m-irreducibles I = N7, [; y K = N K;. Entonces se tiene

J=INK = (ﬁfj) N (ﬁK)

por lo que J tiene descomposicién m-irreducible, en contradiccion con que J
es el elemento maximal de . Como se ha llegado a un absurdo, se tiene que
todo ideal monomial tiene una descomposicién m-irreducible. ]
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Definicion 1.4.4. Sea J C R un ideal monomial. Se dice que una descom-
posicién m-irreducible J = (i_, J; es redundante si existe un indice j tal
que J = (), 4 Ji- Una descomposicion m-irreducible es irredundante si no
es redundante, es decir, si cada j € {1,...,n} satisface J # Njx;J;. Como
J=N,Ji €N, ; Ji entonces una descomposicion es mDII si y solo si para
todo j € {1,...,n} se satisface J C N4, J;.

Es facil ver que toda descomposicién m-irreducible se puede transformar
en una mDII retirando las redundancias.

La mDII de un ideal monomial es tinica, salvo ordenacién de las variables,
como muestra el siguiente teorema, que se apoya en este lema:

Lema 1.4.5. Sean I, Jq,...,J, ideales monomiales en R tales que I es m-
irreducible. St ﬂ?zl Ji € I, entonces existe un indice j tal que J; C I.

Se puede encontrar una prueba de este resultado en [11]

Teorema 1.4.6. Si J es un ideal monomial en R con mDII J =\, J; =
My In, entonces m = n y existe una permutacion o € S, tal que J; = I
parat=1,... n.

Demostracion. Primero se probard que para t = 1,...,n existe un tnico
indice u tal que I, = J;. Para ello, se calcula:

h=1

Por el lema anterior (1.4.5) se tiene que existe un indice u tal que I, C J;.
De la misma forma,

Ji C Jy.

IDE

@
Il
—

IDE

Ji=J =[]l C L

Y

s
Il
—
>
Il
—

y por el Lema 1.4.5 existe un indice v tal que J, C I, C J;. Como la
descomposicion N}, J; es irredundante, la contencién J, C J; implica que
v =t, luego J; C I, C J;, es decir I, = J;. Falta ver que u es tnico: Si
I, = Jy = Iy, entonces la irredundancia de la intersecciéon N;* I}, implica
que u = u’.

Ahora se define o : {1,...,n} — {1,...,m} tomando o(t) = u, siendo
u el indice tnico que cumple I, = J;.

Como de forma simétrica se puede ver que para u = 1,...,m existe
un unico indice ¢ tal que I, = J;, se define w : {1,...,m} — {1,...,n}

tomando w(u) = ¢, siendo ¢ el indice tnico que cumple que I, = J;. Por
construccién se tiene que w = o~ !, luego m = n y se ha encontrado la
permutacién nombrada en el enunciado. O
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En el Teorema 1.4.3 se ha demostrado que todo ideal tiene una descom-
posicion m-irreducible, y en el Lema 1.3.4 se ha mostrado un método para
calcular una descomposiciéon m-irreducible. Mas atn, en el Teorema 1.4.6
se ha probado que la mDII es tinica salvo ordenacion de las componentes.
A continuacion enunciamos una proposicién que permite establecer un al-
goritmo para calcular la descomposicion mDII a partir de una descomposi-
cion m-irreducible, por lo que, a partir de cualquier ideal monomial expre-
sado en funcién de monomios, aplicando la Proposiciéon 1.1.19, se tiene un
SMGM.,y con el algoritmo descrito en 1.3.4 se dispone de una descomposicion
m-irreducible, y se puede calcular la mDII.

Proposicion 1.4.7. Sea J un ideal monomial en R con descomposicion m-
ireducible J = N}, J; Son equivalentes:

I La descomposicion J = N}, J; es redundante.

11 Eristen indices j # j' tales que J; C J;.

Nota 1.4.8. Sea J un ideal monomial con descomposicién m-irreducible J =
N?_,J;. Usando 1.1.19 y la proposicién anterior se comprueba si la descom-
posicion es irredundante:

» Si para todos los indices j # j' se tiene que J; € J; entonces la
descomposicion es la mDII y se ha terminado.

= Si existen indices j # j tales que J; C Jj/, entonces la descomposicién
es redundante, y se suprime el ideal J; de la descomposicion y se vuelve
a comprobar si la descomposicion es irredundante.

Como la descomposiciéon m-irreducible estd tomada por un ntimero finito de
ideales, entonces este algoritmo termina en un ntmero finito de pasos, y se
tiene un método para calcular la mDII de ideales.

Ejemplo 1.4.9. Sea J = (X* X3Y 7% XY3,Y? XZ3). Como XY3 € (Y?),
{X4, X3Y 7%, XY3,Y?2 XZ3} es un sistema de generadores redundante de J,
pero {X* X3V 72 Y2 X 73} es SMGM. Haciendo uso del algoritmo descrito
en el Lema 1.3.4 y retirando redundancias se tiene que

J = (XY X3 Y2 XZ N (X' YZ2Y? X 7%
= (XL X3 Y2 XZHN (XYY, Y2, XZ) N (X, 22 Y? X Z°)
= (X3 Y2 XZ* (XYY, XZ% N (X 2% Y?).
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Y repitiendo el proceso para que no aparezca el término X Z3:

J o= (XP Y2 X)N(X° Y2 Z%) 0 (XL Y, X) N (XY, Z°) n(XH, 22, Y?)
= (Y2 X)N(X® Y2 Z%n{Y,X)n (XYY, Z% n(X* 22 Y?).

Haciendo uso del algoritmo descrito en 1.4.8 para quitar redundancias,
como (X3 Y2 7Z3) (Y2 X) C (Y, X) obtenemos finalmente

J =Y, X)n (XY, Z% n(X* 22 Y?
que es la tnica mDII de J (salvo reordenacion).

Se puede definir una descomposicién irreducible irredundante (DII) de
un ideal J general como J = (._, J; donde cada J; es irreducible y distinto
de los demas. Como esa definicién no es especial para ideales monomiales, la
existencia de ella y sus propiedades dependen de la noetherianidad del anillo,
pero no es objeto de interés en este trabajo. Y como se ha visto que en un DI
un ideal monomial no nulo J C R es irreducible si y solo si es m-irreducible,
para los ideales que se trataran en adelante siempre se tiene la DII con todas
las propiedades vistas.

Para terminar este capitulo se muestra en un ejemplo sencillo que, aunque
el método definido en 1.3.4 proporciona una descomposicion irreducible de
ideales monomiales, no es trivial obtener una descomposicién irredundante
a partir de la descomposiciéon obtenida, y con ello, motivar el estudio de los
siguientes capitulos ya que proporcionan métodos mas eficientes de obtener
directamente la DII de un ideal monomial, libre de cuadrados en el caso del
capitulo 2, y arbitrarios en el capitulo 3.

Ejemplo 1.4.10. Sean I = (X,Y, Z), J = (V, W, T) ideales irreducibles en
A(X,Y,Z,V,W,T], siendo A DI (aunque se podrian considerar m-irreducibles
y estudiar su mDII si el anillo de coeficientes es cualquier anillo conmutativo
unitario). Es claro entonces, aplicando 1.2.3 que

INJ = (X,Y,2)n{V,W,T)
= (XV,XW,XT,YV,YW,YT, ZV, ZW, ZT)

El SMGM de este ideal esta generado por 9 monomios producto de dos
variables, luego al aplicar el método descrito en 1.3.4 se obtendria una des-
composicién de 22 = 512 ideales, y sabemos que la irredundante est4 formada
por dos ideales, por lo que el proceso de eliminacion de ideales sobrantes re-
quiere eliminar 2° — 2 = 510 ideales, que obviamente no es algo trivial.



Capitulo 2

Métodos combinatorios

Después de haber explicado los conceptos necesarios sobre las descom-
posiciones de los ideales monomiales, se va a ver como se pueden relacionar
los ideales monomiales con la teoria de grafos y la combinatoria. En especial
se tratara el ideal de aristas de un grafo simple, el ideal de Stanley-Reisner
y el ideal de facetas de un complejo simplicial. Para ello hay que conocer
mejor este tipo de ideales. Se considera durante todo el capitulo A un DI,
R = A[X1, X5, ..., X,] eintroduciendo un vértice para cada variable se define

V:{vl,...,vd}.

Por el Teorema 1.3.7, si A es un DI, un ideal monomial es irreducible si y
solo si es m-irreducible y por tanto a lo largo de este capitulo solo se estudian
las descomposiciones irreducibles.

2.1. Ideales monomiales libres de cuadrados

Definicién 2.1.1. Un monomio X™ € [[R]] es libre de cuadrados si cada n;

estd en {0,1}. Un ideal monomial J C R es libre de cuadrados si tiene un

sistema de generadores formado por monomios libres de cuadrados.

Ejemplo 2.1.2. Los monomios libres de cuadrados en A[X,Y, Z] son:
LX)Y,Z XY XZYZ XYZ.

Un monomio es libre de cuadrados si y solo si no tiene ninguin factor de
la forma X?, es decir, si y solo si X™ = red(X™) segiin la definicién 1.2.10.

Proposicion 2.1.3. Un ideal monomial J C R es libre de cuadrados si y
solo si m-rad(J) = J. En particular m-rad(J) es libre de cuadrados.

31
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Como aplicacién directa del Teorema 1.3.5, obtenemos que los ideales
monomiales libres de cuadrados e irreducibles son aquellos generados por
variables.

Proposicion 2.1.4. Un ideal monomial J C R es libre de cuadrados e irre-
ducible si y solo si existen enteros positivos k,ty, .. .1 tales que

1<t <<t <d
Y J = <Xt1,. .. ,th>.
Definicién 2.1.5. Para cada subconjunto V' C V:

= sea Py C R el ideal generado por las variables correspondientes a los
elementos de V', es decir Py = (X;|v; € V7).

= sea X" € R el monomio producto de las variables correspondientes a
los elementos de V', es decir X" = [I,,cv Xi-

Ejemplo 2.1.6. Algunos ejemplos que ilustran estos conceptos:
= Pp=0.
« X0 =1,

v Py s = (X1, X5).

« XTowsh = XX

w Py =(Xy,..., Xg).

XV =X, X
Proposicién 2.1.7. Un ideal monomial J C R es libre de cuadrados si y
solo si existen subconjuntos Vi,...,V, CV tales que J =, Py,.

No se demuestra las dos proposiciones anteriores ya que su prueba se
obtiene aplicando varios de los resultados expuestos a lo largo del trabajo.
Esta seccion se concluye con unas notas de interés:

Nota 2.1.8. Si V', V" C V, entonces Py C Pyn siy solosi V! C V",

Nota 2.1.9. Un ideal monomial J C R es libre de cuadrados e irreducible si
y solo si existe un subconjunto V' C V tal que J = Py.

Nota 2.1.10. Para d arbitrario, d > 1, por definicién, para cada V' C V, el
monomio X V" es libre de cuadrados. Y todo monomio libre de cuadrados en
R es de la forma X" para algin V' C V, siendo V’ = Supp(X""). Ademsés,
dados V', V" C V, se tiene que Py C Pyn siy solo si XV € (le).
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2.2. Grafos e ideales de aristas

Geométricamente, un grafo es un conjunto de vértices y aristas (lineas que
unen vértices), pero se puede ver desde un punto de vista mas combinatorio,
y asi se pueden relacionar grafos con ideales monomiales.

Definicién 2.2.1. Un grafo con conjunto de vertices V' es un par ordenado
G = (V, E), donde E es un conjunto de pares desordenados v;v;, con v; # v,.
Un elemento v; es un vértice de GG. El conjunto F es el conjunto de aristas de
G. Dada una arista e = v;v;, los puntos finales de e son v; y v;. Dos vértices
son adyacentes si existe una arista e que les tiene como puntos finales. En
este caso se dice que la arista v;v; es incidente en v; y v;.

Esta definicién implica que los grafos que se van a considerar son finitos
y que son simples, es decir, sin bucles ni aristas multiples.
A continuacion se muestran algunos ejemplos de los grafos mas conocidos.

Para cada d > 1 se define la n-cadena P, como el grafo cuyo conjunto de
vértices es {vy,...,v411} ¥y cuyo conjunto de aristas es {v1va, ..., VgU441}-

Ejemplo 2.2.2. P, es de la forma:

U1 (% U3 V4 Us

Para cada entero d > 3, un d-ciclo (denotado Cy) es el grafo cuyo conjunto
de vértices es {v1,...,v4} y cuyo conjunto de aristas es v1vg, . . ., Ug_10g, Vgv1.

Ejemplo 2.2.3. (5 es de la forma:

V1 —— V2

/N

(% U3

o

Uy

Para cada entero d > 2, el grafo completo en d vértices (denotado K) es
el grafo cuyo conjunto de vértices es {vy,...,v4}, y cuyo conjunto de aristas
es {v;v;]1l <@ < j<d}.

Ejemplo 2.2.4. K; es de la forma:
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U1 —— V2

PN

Us U3

ANV

V4

Dados m,n > 1, el grafo completo bipartito K, , es el grafo cuyo conjunto
de vértices es {uy, ..., Up,v1,...,va} ¥ {uv;|l < i < m,1 <j < n}su
conjunto de aristas.

Ejemplo 2.2.5. K, 3 es de la forma:

U1 (%)
U3 V4 Us

Definicién 2.2.6. El ideal de aristas del grafo G es el ideal I C R que esta
generado por los monomios correspondientes a las aristas de G:

Ie = ({X;X;|vv; es una arista en G}).
Por definicion, el ideal de aristas I es libre de cuadrados.

Ejemplo 2.2.7. Por ejemplo, algunos ideales de aristas de los grafos cono-
cidos:

. ]Cg = (X1X27X2X37X1X3) g A[X17X27X3]'
o I, = (X0 X, X0 X5, X0 Xy, Xo X5, Xo Xy, X3Xy) C A[Xy, Xo, X3, Xy).
o I, = (X0Y1, X1Y5, X1Ys, XoY), XoYo, XoY3) C A[Xy, X5, Y1, Y5, Y3

2.3. Descomposicion de los ideales de aristas

Ahora que se ha visto como son los grafos mas sencillos, el objetivo es
caracterizar las descomposiciones irreducibles de los ideales de aristas. Se va
a mostrar un método para encontrar las descomposiciones irreducibles de los
ideales monomiales libres de cuadrados cuadraticos. Pero antes es necesario
introducir unos conceptos.
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Definicion 2.3.1. Si G es un grafo sobre el conjunto de vértices V, una
cobertura de vértices de G es un subconjunto V/ C V tal que para cada
arista v;u; en G o bien v; o bien v; estd en V.

Se dice que una cobertura de vértices es una cobertura minimal de vértices
(CMV) si no contiene ninguna otra cobertura de vértices de G.

Como V siempre es una cobertura de vértices, todo grafo admite una co-
bertura de vértices. Ademds, G no tiene aristas si y solo si () es una cobertura
de vértices de GG, y eso solo pasa si todo subconjunto de V' es una cobertura
de vértices de G.

Nota 2.3.2. Sea GG un grafo sobre el conjunto de vértices V, y sean los con-
juntos V", V' C V. Entonces:

= Si V'’ es una cobertura de vértices de Gy V' C V” entonces V" es una
cobertura de vértices de G también.

= Como V es finito, cualquier cobertura de vértices de G contiene una

CMV de G.

Ejemplo 2.3.3. Un grafo puede tener varias CMV distintas, e incluso que
estas pueden ser de distinto tamano, por ejemplo, tomando G el grafo si-
guiente:

U1 — V2

e
U3 Uy

se ve claramente que {ve} y {v1,v3,v4} son dos CMV distintas.

A continuacion se muestra un ejemplo mas completo del calculo de las
CMV de un grafo.

Ejemplo 2.3.4. Sea G el grafo siguiente:

V1 —— V2

" }\
%
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= Primero se busca la minima cobertura de vértices que contiene vy, y
tenemos que v1v9, V1v3 ¥ v1U5 estan cubiertos, luego quedan las aristas
VU3, U2Uy4, U3Vyg Y V4Us.

e Si se anade vy quedan sin cubrir v3vs v v4v5 que se pueden cu-
brir anadiendo v3 y vs 0 vy y se tendrian las dos posibles CMV
{vla V2, U3, U5} y {Uh V2, U4}'

e Si no se anade vy, hay que anadir v3 y quedan sin cubrir vovy y
V405, por lo que se anade vy y se obtiene la cobertura de vértices

{Ula U3, U4}.

= Ahora se buscan CMV que no contengan v, y entonces tiene que con-
tener necesariamente v9,v3 y vs para que estén cubiertas las aristas
que tienen a v; como punto final. Como estan todos los vértices cu-
biertos se ha terminado con {vy,vs3,v5}, que implica que la cobertura
{v1, v, v3,v5} NO es minimal.

Hay por lo tanto tres CMV, que son:{vy, ve, v4}, {v1,v3, 04} y {2, v3,05}.

Se estudia ahora la relacién que existe entre las coberturas de vértices de
un grafo y las descomposiciones irreducibles.

Lema 2.3.5. Sea G un grafo sobre el conjunto de vértices V' y sea V' C V,
entonces I C Py siy solo si V' es una cobertura de vértices de G.

Demostracion. Se puede asumir V' = {vy,...,v,} C {vy,..., vy} sin pérdida
de generalidad.

Para la primera implicacion, se asume que I C Py v se quiere ver que
V'’ es una cobertura de vértices de G. Sea v;v; una arista en G. Entonces
X;X; €l CPy=(Xy,...,X,). Eso significa que X;X; € (X}) para algin
1 <k <nporloqueobieni=~koj =k, es decir o bien v; = vy o bien
vj = vy. Como vy, € V', V' es una cobertura de vértices de G.

Para la otra implicacién, se asume que V' es una cobertura de vértices de
G y se quiere probar que I C Py/. Para ello hay que demostrar que todos
los generadores de I estan en Py/. Se fija un generador X;X; € Ig, que
corresponde a una arista v;v; en G. Como V' es una cobertura de vértices
de G, entonces o bien v; € V' o bien v; € V'. Eso implica que o X; € Pys o
X; € Pyr. Se llega a que X;X; € Py, como queriamos demostrar. O

El objetivo de esta seccion era caracterizar las descomposiciones irredu-
cibles de los ideales de aristas, que es precisamente lo que se demuestra a
continuacion.
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Teorema 2.3.6. Sea G' un grafo sobre el conjunto de vértices V', entonces el
ideal de aristas I C R tiene las siguientes descomposiciones irreducibles:

Io=(Pv= () Pv
-

V'imin.

donde la primera interseccion es tomando todas las coberturas de vértices de
G y la segunda interseccion es tomando las CMV, y entonces es la DII.

Demostracion. Por 2.1.8, Py C Pyn siy solo si V! C V”, luego como toda
cobertura de vértices contiene una minimal, se tiene Py, € Py luego
Nvimin Py € Ny Py vy ademés la interseccion correspondiente a las CMV es
irredundante ya que no hay ninguna otra cobertura de vértices contenida en
una CMV.

La contencién Ny Py C Nyrin Py es trivial, por lo que las dos descom-
posiciones corresponden al mismo ideal.

El hecho de que I C Ny Py viene dado por el lema anterior.

Para la ultima contencion, I 2 Ny Py, se observa que Ig es libre de
cuadrados, y por la Proposiciéon 2.1.7, existen subconjuntos Vi,...,V, tales
que Ig = N}_; Py. Cada indice j satisface que I C Py;, y por el lema anterior
V; es una cobertura de vértices de G. Entonces I = N Py 2 Ny Py O

Ejemplo 2.3.7. Volviendo al Ejemplo 2.3.4, se ha visto que las CMV de G
eran: {vy, vg, Vg }, {v1,v3, 04} ¥ {v2,v3,v5}. Luego aplicando el Teorema 2.3.6,
se tiene que

Ie = (XaXo, Xi X3, XaX5, XoXs, Xo Xy, X3 Xy, XuX5)
= <X17X27X4> N <X17X37X4> N <X27X37X5>'

Como se tiene que la DII es tinica salvo ordenacion por 1.4.6, si la DII de
I es NI, Py, se tiene que las CMV de G son precisamente Vi, ..., V.

Es sencillo identificar los ideales que son de la forma I para algun grafo G
sobre el conjunto de vértices V', ya que son precisamente aquellos cuyo SMGM
solo contiene elementos de la forma X;X; con ¢ # j, es decir, los ideales
monomiales cuadréticos (es decir aquellos cuyos generadores son monomios
de segundo grado) libres de cuadrados. Por lo que se ha visto una forma
sencilla, a través de los grafos, de calcular la DII de este tipo de ideales, para
aclarar esto, se anade un ejemplo.

Ejemplo 2.3.8. Se considera en A[X7, Xo, X3, Xy, X5] el ideal
[ == <X1X27X1X37X2X37X2X47X3X57X4X5>'

Tomando el conjunto de vértices V' = {vy, vq, v3,v4,v5}, se puede identificar
I con el grafo GG sobre V' tal que I = I5 de la siguiente manera:
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U1 —— V2

\

Us U3

N

V4

Igual que anteriormente, se buscan las CMV de G y obtenemos:

{vla V2, 1}5}7 {Ula U3, U4}7 {U27 U3, U4}7 {U27 U3, U5}'
Y aplicando el Teorema 2.3.6 la DII de I es:

I = (X1, X0, X5) N (X7, X3, Xy) N (Xo, X3, X4) N (X, X35, X5).

2.4. Complejos simpliciales e ideales de Stanley-
Reisner

Anteriormente se ha descrito un método para calcular las DII de los idea-
les monomiales cuadraticos libres de cuadrados. Ahora se presentan algunas
herramientas que permiten el mismo calculo para ideales monomiales libres
de cuadrados en general (no necesariamente aquellos que son generados ini-
camente por monomios de segundo grado). Para ello se utiliza la nocién de
complejo simplicial, que se puede representar como si fuera un grafo en ma-
yores dimensiones ya que no sélo tiene vértices y aristas, sino que también
puede tener triangulos sombreados, tetraedros sélidos, etc. Se aborda nueva-
mente desde un punto de vista combinatorio para dar una definicién formal,
aunque son elementos interesantes en otras areas.

Definicién 2.4.1. Un complejo simplicial en V' es un conjunto no vacio A
de subconjuntos de V' tal que dados dos subconjuntos F,G CV,si FC Gy
G € A, entonces F € A.

Un elemento de A se llama una cara de A.

Una cara de la forma {v;} se llama un vértice de A.

Una cara de la forma {v;, v;} se llama una arista de A.

Un elemento maximal de A respecto a la inclusién es una faceta de A.

El (d-1)-simplice esta formado por todos los subconjuntos de V' y se de-
nota por Ag_1.
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Como V es finito, todas las caras de A estan contenidas en alguna faceta
de A, y como A es no vacio y cerrado para la inclusion, se tiene que () € A,
es decir, es una cara de A.

Todo grafo G produce un complejo simplicial, en concreto el que contiene
() junto con los conjuntos unipuntuales {v;} y todo par {v;,v;} tal que vv;
es una arista de G.

Como se ha hecho con los grafos de aristas, es bastante 1til representar
geométricamente los complejos simpliciales, al menos cuando el tamano de
las caras es pequeno. La idea es la siguiente: cada vértice corresponde a un
punto, cada arista al segmento que une dos vértices, cada cara de la forma
{vi,vj, v} con 4, j, k distintos a un triangulo sombreado entre esos vértices,
y cada cara de la forma {v;, v;, v, v} con 1, j, k, | distintos corresponde a un
tetraedro sélido, etc. El ejemplo siguiente ilustrara esta idea.

Ejemplo 2.4.2. Se muestran los siguientes complejos simpliciales:

Vp ——— U2
V3 V4 (Y%

Este complejo simplicial Ay consiste en un tridngulo sombreado, y tres
aristas (ademéds de las aristas que delimitan el tridngulo). Tiene las siguientes
caras:

Trivial — (.
Vértices — {v1},{va}, {vs}, {va}, {v5}.

Aristas — {Uh U2}7 {Ula 03}7 {Ula U4}7 {U27 U4}, {U37 U4}7 {U47 /U5}’

Tridngulos sombreados — {vy, vg, v4}.

Facetas — {vy,v9, 04}, {v1,v3}, {vs, v4}, {vs, v5}.

U3
Ul/' : \\\ Vo
20\
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Este complejo simplicial A, consiste en un tetraedro sélido, un triangulo
sombreado (sin contar los que delimitan el tetraedro) y una arista (sin contar
las que delimitan tanto el tridngulo como el tetraedro). Tiene las siguientes
caras:

Trivial — 0.

Vértices — {v1}, {va}, {vs}, {va}, {vs}, {vs}.

Aristas — {UlaUQ}v{U1¢U3}7{Ulvv4}7{vl7v5}v{v27v3}7{v27v4}7{v37v4}7{U4vv5}7{v4’U6}'

Tridngulos sombreados — {vy, va, v3}, {v1, v2, v4}, {v1,v3,v4}, {v1, V4, v5}, {ve, v3,v4}.

Tetraedros sélidos — {vy, va, v3, V4 }.

Facetas — {vy, va, v3, v4}, {v1, 04,05}, {v4, v6}-

Definicién 2.4.3. Sea A un complejo simplicial en V| y R = A[X7, ..., X4].
El ideal de Stanley-Reisner asociado a A es el ideal generado por las no-caras
de A, es decir:

Ja=(XVIV'CVyV ¢A).

Por definicion, como X V' es libre de cuadrados, el ideal de Stanley-Reisner
Ja también lo es.

Ejemplo 2.4.4. Sean A; y A, los dos complejos simpliciales del Ejemplo
2.4.2. Los ideales Stanley-Reisner asociados a cada complejo simplicial son:

= Usando las caras de A; determinadas en el Ejemplo 2.4.2, se observa
que sus no-caras son:

{vr,vs} {va,v5}  {ve,vs} {vs,vs}

{vi,v2,v3} {v1,v2,v5} {vi,v3,v4} {vi,v3,05} {vi,v4,05} {v2,v3,04}
{va,v3,v5}  {va,v4,v5} {v3,v4,05}
{v1,v2,v3,v4}  {v1,v2,v3,v5} {v1,v2,v4,05} {v1,v3,04,05} {v2,v3, 04,05}

{U17 V2, U3, V4, US}

Entonces los generadores de Ja, son:

X1 X5 XoX5; XoX35 X3X;
X1Xo X3 X1 XoX5; X X5Xy XiXsXs; XiXuXs; XoX3Xy
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Xo X3 Xy XoXuXs X3XuXs
X1 XoX3Xy X1 XoX3Xs X1 XoXuXs X X3XuXs XoX3X, X5
X, X, X5 X, X

Eliminando las redundacias se obtiene que

JAI = <X1X5,X2X5,X2X3,X3X5>X1X3X4>-
= Repitiendo el mismo proceso para A, se obtiene

JIn, = (X1 X6, Xo X5, Xo X, X3X5, X3X6, X5X6)

Nota 2.4.5. Igual que en el caso de los ideales de aristas, es sencillo identificar
los ideales que son de la forma Ja para algin complejo simplicial A sobre
el conjunto de vértices V', ya que son precisamente los ideales monomiales
libres de cuadrados.

Por definicién, se tiene que todo ideal de Stanley-Reisner es libre de cua-
drados, pero ademas, se puede observar que todo ideal libre de cuadrados se
puede identificar como el ideal de Stanley-Reisner de un complejo simplicial:

Si J es un ideal monomial libre de cuadrados en A[X7, ..., X,], se toma
V ={wv1,...,v4} y se puede escribir J en funcién de su SMGM:

J= (X", ..., X") para algunos conjuntos Vi,...,V, C V.

Tomando A = {V'|V, € V' Vk € {1,...,n}}, se tiene por definicién
que Ja = (XV'IV' CVyV ¢ A) = (XV|V' CVyTke{l,. . ,n,VC
V) = (XV'IV' CVyXY e J) = J. Se ha justificado que cualquier ideal
monomial libre de cuadrados se puede identificar con el ideal de Stanley-
Reisner de algin complejo simplicial, ademas, a lo largo de la memoria, se
veran ejemplos donde se muestra de forma constructiva como encontrar el
ideal Stanley-Reisner asociado.

En particular, dado un grafo G sobre el conjunto de vértices V', el ideal
de aristas I; se puede escribir también de la forma Ja, para algin complejo
simplicial Ag. El objetivo ahora es identificar ese complejo simplicial.

Definicién 2.4.6. Sea GG un grafo sobre el conjunto de vértices V. Se dice
que un subconjunto F' C V es independiente en G si ninguno de los vértices
de F' son adyacentes en (G. Se dice que un subconjunto independiente es
maximal si lo es respecto a la contencion. Se denotard Ag el conjunto de los
subconjuntos independientes de GG. Se llama el complejo independiente de G.

Ejemplo 2.4.7. Para el grafo del Ejemplo 2.3.4, que graficamente es:
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U1 —— V2

" }\
%

Sus conjuntos independientes son
= (.
= {oi} {ve} A{vs} {wa} {us}

L] {Ul,’U4} {UQ,’U5} {U3,U5}.

Y los conjuntos maximales independientes son {vy, v4}, {va, v}, {vs, vs}. Grafi-
camente, Ag se puede ver como el “complementario”de G:

U1 (%
Vs U3

V4

Nota 2.4.8. El conjunto vacio, asi como los conjuntos unipuntuales son siem-
pre conjuntos independientes. Y todo subconjunto de un conjunto indepen-
diente es también independiente.

Lema 2.4.9. Eziste la siguiente relacion entre la cobertura de vértices de un
grafo G y las caras de Ag:

(1) Un subconjunto F' C V es independiente en G si y solo si V' \ F' es una
cobertura de vértices de G.

(11) Un subconjunto independiente F* C V en G es mazimal si y solo si la
cobertura de vértices V' \ F es una CMV.
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Demostracion. (1) Por definicién si un conjunto F' es independiente, nin-
guno de sus vértices son adyacentes entre si, por lo que lo que todas
las aristas tiene al menos un punto final en V' \ F| lo que implica que
V'\ F es una cobertura de vértices.

Y si V'\ F' es una cobertura de vértices, entonces todas las aristas de G
tienen un punto final en V'\ F', luego F' es un subconjunto independiente.

(11) Si F es maximal significa que todo vértice v; € V\ F' = K es adyacente
a un vértice de F', por lo que K \ {v;} no seria una cobertura de vértices
para todo v; € K, lo que implica que K =V \ F es una CMV.

Y si K =V \ F es una CMV, entonces para todo v; € K, K \ {v;}
no es una cobertura de vértices, es decir, para todo v; € K existe una
arista v;v; con v;,v; ¢ K\ {v;}, lo que implica v;,v; € FU {v;} y son
adyacentes, luego para todo v; € K, F'U {v;} no es independiente, que
significa que F' es maximal.

]

Teorema 2.4.10. Sea G = (V, E) un grafo. Sea R = A[Xy, ..., X4]. Enton-
ces Ig = Jn,-

Demostracion. Para la primera contencién, se considera un generador cual-
quiera de I, que es de la forma X;X; para v;v; € E. Como se tiene que
{v;,v;} son adyacentes en G, entonces no es un conjunto independiente, lue-
go es una no-cara de Ag, y entonces X;X; se encuentra en el ideal Stanley-
Reisner asociado a Ag.

Para la contencién inversa, se considera un generador de Ja,, dado por
una no-cara de Ag, V' ¢ Aq. Eso significa que V' no es independiente en G,
luego debe contener al menos un par de vértices v;, v; que sean adyacentes en
G. Entoncs X;X; es un generador de I y se tiene que XV e (X:X;) C I,
como queriamos demostrar. [

Ejemplo 2.4.11. Se va a ilustrar esa igualdad con el grafo del Ejemplo 2.3.4.

Se habia visto en un ejemplo anterior que el ideal de aristas asociado a
ese grafo era:

IG = <X1X27 X1X37 X1X57 X2X37 X2X47 X3X47 X4X5>

Sus conjuntos maximales independientes también se han estudiado:
{v1,v4}, {ve, v5}, {vs, v5}. Graficamente se tenia Ag:
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U1 V2
Us U3

Uy

Por lo que las no-caras de Ag son los subconjuntos de V- = {vy, v, v3, 04, U5}
siguientes:
{v, 2} {vi,v3} {vr,vs} {ve,vs} {v2,va} {vs,va} {vs,vs}  {v1, 02,03}
{vi,va, 04} {vr,ve,v5}  {vr,vs,va} {vn,vs,vs) {vn,vg,vs) {vo, v, 04}
{U27U37U5} {U27U4,U5} {03,714,@5} {U1,U27U3,U4} {U17U27U37U5}
{017U27U4705} {01,113,04,05} {02,1)3,1)4,@5} {1)1,?127@371}4,“5}

Entonces, el ideal

Jag = (X1 X, X1 X3, X1 X5, Xo X3, Xo Xy, X3Xy, Xy X;5) = Ig
como ya se habia visto, pero ejemplifica el teorema.
Definicién 2.4.12. Sea A un complejo simplicial.
» La dimensién de una cara F' € A es |F| — 1.

» La dimensién de A, denotada dim(A), es la mayor de las dimensiones
de las caras de A.

= El complejo simplicial A es puro si todas sus facetas tienen la misma
dimensioén.

» Parai = —1,0,...,dim(A), el nimero de caras i-dimensionales de A
se denota por f;(A), y el f-vector de A es el vector

f(A) = (fO(A)v fl(A)’ - 7fdim(A)(A)) .

Ejemplo 2.4.13. Por la definicién anterior, la tinica cara que tiene dimension
-1 es la cara vacia y un grafo (con al menos una arista) es de dimensién 1.
Como el conjunto de las facetas de un grafo es el conjunto de sus caras
maximales, se puede calcular la dimension de un complejo simplicial como la
maxima de las dimensiones de sus facetas.
Para ilustrarlo se consideran los complejos simpliciales del Ejemplo 2.4.2.
Para A se tiene que dim(A;) = 2, ya que sus facetas son {vy, vo, v4}, {v1, v3},
{U3> U4}7 {7}47 U5}7 y f(Al) = (5’ 6, 1)'
Para A, se tiene dim(Az) = 3 ya que sus facetas son {vy, vo, v, v4}, {v1, V4, V5 },
{vy4,v6}, y se tiene f(Aq) =(6,9,5,1).
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2.5. Descomposicion de los ideales de Stanley-
Reisner

El objetivo de esta seccion es obtener un método de céalculo de DII para
los ideales Stanley-Reisner de complejos simpliciales. De esta manera se ob-
tendra un método para calcular la DII de cualquier ideal monomial libre de
cuadrados.

Definicién 2.5.1. Para cada subconjunto F' C V', se define Qr C R como
el ideal generado por los no-elementos de F', es decir:

Qr = ({Xilvi ¢ F}).
Ejemplo 2.5.2. Sobre V = {Vj,...,V;} se tiene:
» Q= (X1,...,Xg).
Qoo = (X1, X3, Xy, Xg).
= Qu =0.

En general, si /' C V, entonces QQr = Py p por definicién.

Se habia visto que una consecuencia del Teorema 1.3.5 era que un ideal
monomial J C R es libre de cuadrados e irreducible si y solo si existian
subconjuntos V' C V tales que J = Py, por lo que ahora se puede decir
que un ideal monomial J C R es libre de cuadrados e irreducible si y solo si
existe un subconjunto F' C V tal que J = Qp.

Nota 2.5.3. (1) Si F;G CV, entonces Qr C Q¢ siy solosi G C F.

(11) Un ideal monomial J C R es libre de cuadrados si y solo si existen
subconjuntos Fi, ..., F, C V tales que J =N}, QF por la Proposicién
2.1.7.

Igual que se hizo en su momento con los ideales de aristas, se va a demos-
trar la relacion que hay entre las descomposiciones irreducibles de los ideales
libres de cuadrados con las caras de los complejos simpliciales.

Lema 2.5.4. Sea A un complejo simplicial sobre el conjunto de vértices V'
y F CV. Entonces Jo C Qr si y solo si F' es una cara de A.

Demostracion. Analizaremos los tres casos siguientes:

s Si F' = (), entonces se deduce facilmente el resultado gracias al hecho
de que Ja C (Xy,...,Xy) = Qp, y 0 € A siempre.
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= El caso F' = V también se razona de forma sencilla ya que Qy =0, y
como Ja = (XV'|V' CV y V' ¢ A), se tiene que Jo = 0si y solo si no
hay ningin V' ¢ A, luego V(= F') en particular es una cara de A, que
es lo que se queria probar.

» Si ) #£ F # V, se puede asumir que F = {vy,...,v,} reordenando
los vértices si es necesario, por lo que V \ F' = {v,41,...,04}, luego
QF = <Xn+17 Ce ,Xd>.

Para probar la primera implicacién (=) se razona por contrareciproco:
Se asume que F' ¢ A. Por definicién, X=X, X, € Ja. Como es
trivial que X* ¢ Qp, se tiene Ja Z Qr, luego se ha terminado.

Para probar F' € A = Jan C Qp, se asume que F' € A, y se prueba
que cada generador de Ja esta contenido en Q). Para ello, se fija un
generador X" € Ja, siendo V’ una no-cara de A, es decir V' ¢ A.
Como F' € A, la propia definiciéon de complejo simplicial muestra que
V' ¢ F (ya que es cerrado para la inclusién). Entonces existe 7 tal que
v; € V'\ F, y entonces X; € Q. Se tiene que XV e (X;) € QF, como
querfamos demostrar.

]

Teorema 2.5.5. Sea A un complejo simplicial sobre el conjunto de vértices
V. Elideal de Stanley-Reisner Jo C R se descompone en ideales irreducibles
de la siguiente forma:

JA:ﬂQF: ﬂ Qr

FeA F faceta

donde la primera interseccion se toma sobre todas las caras de A y la sequnda
sobre todas las facetas de A. La sequnda interseccion es la DII.

Demostracion. Por lo comentado en el primer punto de la Nota 2.5.3, se tiene
que la segunda descomposicién es DII.

Es inmediato que mFGACQF CNg facetaQF-

La contencion Ng faceta@r € Npea@r viene del hecho que toda cara de
A esta contenida en una faceta junto con la aplicacién del primer punto de
2.5.3 de nuevo. Luego las dos descomposiciones son equivalentes.

La contencién Jo C Npea@r se ha demostrado en el Lema 2.5.4.

Para terminar, la contencion Ja O Npea@F se basa en que Ja es un ideal
libre de cuadrados, y aplicando en esta ocasion el segundo punto de la Nota
2.5.3 se tiene que existen subconjuntos I, ..., F), tales que Ja = N} QF;.
Cada indice j satisace por tanto Ja C QF; luego aplicando de nuevo el Lema



2.5. DESCOMPOSICION DE LOS IDEALES DE STANLEY-REISNER 47

2.5.4 se tiene que Fj debe ser una cara de A. Por lo que se ha obtenido que
JA = ﬂ;‘leFj O Npea@r, como queriamos demostrar. O]

Ejemplo 2.5.6. El teorema anterior proporciona la DII de un ideal de
Stanley-Reisner Ja a partir del calculo de los ideales QQr correspondientes
a sus facetas.

Por ejemplo, tomando Ja, del Ejemplo 2.4.2, se tiene que

Q{v1,v2,v4} = <X3a X5>7 Q{vl,vg} = <X2a X4a X5>7

Q{’Ug,’v4} = <X17 X27 X5>7 Q{U4,’U5} = <X17 X27 X3> .
En el Ejemplo 2.4.4 se habia calculado

I, = (X1 X5, Xo X5, Xo X3, X3X5, X1 X3Xy).

Y por el Teorema 2.5.5:

In, = (X3, X5) N (Xo, Xy, X5) N (X1, Xo, X5) N (X1, Xo, X3)
es su DII. Tomando Ja, del mismo ejemplo, se calculan los ideales
Q{v1,v2,v3,v4} = <X5,X6>, Q{vl,v4,v5} = <X27X37X6>7 Q{v4,v6} = <X1,X2,X3,X5>-
Se habia calculado en 2.4.4

Jn, = (X1 X6, Xo X, X3X5, X3X6, X5X6, X1 Xo X5, Xo X4 X5)
y por 2.5.5:

In, = (X5, Xe) N (X, X3, X6) N (X1, Xo, X3, X5).

Ejemplo 2.5.7. Se va a mostrar un ejemplo de como calcular la DII de un
ideal libre de cuadrados cualquiera, sea

J = <X1X37 X2X37 X2X47 X3X4X67 X5> g A[Xlﬂ s 7X6]'

Primero hay que encontrar el complejo simplicial A sobre V' = {vy,..., v}
tal que J = Ja. Como Ja = (XV'|[V' C V y V' ¢ A) se busca A como el
conjunto de caras correspondientes a los monomios libres de cuadrados que
no estan en J. Es decir:

A= { (2)7 {U1}7 {U2}7 {U3}7 {U4}7 {Uﬁ}v {Ulv U2}7 {Ub U4}7 {U17 UG}? {U27 06}7 {7)37 U4}7

{U37 UG}) {U47 U6}7 {Ula Vg, Uﬁ}a {Ula V4, UG}}-

Geométricamente, A es:
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%1 U2
(% U3
Uy

Por lo tanto, las facetas de A son:

{Ub U2, UG}? {Ulu Vg, UG}? {U37 U4}7 {U37 UG}'
Por lo que, aplicando el Teorema 2.5.5 se tiene que
J = Ja = (X3, Xy, X5) N (Xo, X5, X5) N (X7, Xo, X5, Xe) N (X7, Xo, Xy, X5).

Teorema 2.5.8. Sea G un grafo sobre el conjunto de vértices V. FEl ideal
I C R tiene entonces la siguiente descomposicion irreducible:

Io= (] Qr= [) @Qr
F' indep. F maz. indep.

donde la primera interseccion se toma sobre todos los subconjuntos inde-
pendientes en Gy la sequnda sobre todos los subconjuntos independientes
mazimales en G. La sequnda interseccion es la DII.

Demostracion. Por definicion, los subconjuntos independientes en G son las
caras de Ag, v los maximales son las facetas de Ag. Por tanto, el resultado
se obtiene del Teorema 2.5.5. [

Ejemplo 2.5.9. Se considera el ideal de aristas del Ejemplo 2.3.4:
I = (X1X, X1 X3, X1.X5, Xo X3, Xo Xy, X3X4, X4 X5)
del cual se han identificado sus conjuntos independientes maximales en 2.4.7:
{v1,v4}, {ve,vs}, {vs, v5}.
Aplicando entonces el Teorema 2.5.8 se tiene
Ie = Qo0 NQfuovs} NQug,vsy = (Xa, X3, X5) N(X1, X3, Xy) N (X1, Xo, Xy),
que coincide con lo obtenido en el Ejemplo 2.3.7.

En general, dada la DII I = N}_; Py, como se da en el Teorema 2.3.6, se
deduce que los subconjuntos independientes maximales en G son precisamen-
te VAV, ..., V\V,. El Teorema 2.5.8 proporciona la DI I = Ng max. inde. @F,
por lo que la unicidad de esta descomposicion se deduce del Teorema 1.4.6.
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2.6. Ideales de facetas y su descomposicion

La idea de esta seccion es estudiar una version del ideal de aristas adapta-
do a los complejos simpliciales, que se llamara “ideal de facetas”. Proporciona
una construccién algebraica definida en términos de los datos combinatorios
de un complejo simplicial. Se mostraran las propiedades combinatorias que
proporcionan las descomposiciones irreducibles.

Definicién 2.6.1. Sea A un complejo simplicial sobre el conjunto de vértices
V. El ideal de facetas de R asociado a A es el ideal generado por las facetas
de A:

Ka = (XF|F es una faceta en A).

Ejemplo 2.6.2. Se consideran los complejos simpliciales del Ejemplo 2.4.2
Al y AQ.

Se habian calculado las facetas de Ay : {vy, va, v4}, {v1,v3}, {vs, va}, {va, v5}.
Entonces el ideal de facetas de A; es. Ka, = (X1 XXy, X1 X3, X3Xy, X4 X5).

De la misma forma se tienen las facetas de Ay : {v1, v9, v3,v4}, {v1, V4, v5},
{va,v6} asi que Ka, = (X1 X0 X3Xy, X1 X4 X5, X4 Xe).

Por convencion, se define Ky = R y de esa forma K # 0 para todo A.

El ideal de facetas es un ideal libre de cuadrados, de hecho, como las face-
tas de A no tienen relacion de contencion entre ella, generan Ay directamente
de forma irredundante, es decir, el conjunto {X”|F es una faceta en A} es
un SMGM de Ka.

Se trata ahora de identificar los ideales Py que se encuentran en la DII
de un ideal de facetas.

Definiciéon 2.6.3. Sea A un complejo simplicial sobre el conjunto de vértices
V. Una cobertura de vértices de A es un subconjunto V' C V tal que para
cada faceta F' € A el conjunto F'NV’ # (). Una cobertura de vértices se dice
minimal si no contiene propiamente ninguna otra cobertura de vértices.

El conjunto de coberturas de vértices de A cumple que si V/ C V es una
cobertura de vértices de A y V' C V" C V entonces V" es también una
cobertura de vértices de A. Como V es finito, toda cobertura de vértices
contiene una cobertura minimal de vértices.

Ejemplo 2.6.4. Si A # {0} entonces V' es una cobertura de vértices.

Si A = {{v,},...,{vi,},0} entonces las coberturas de vértices son los
subconjuntos de V' que contienen a todos los v, .

Se calculan las coberturas de vértices de A, del Ejemplo 2.4.2: Si v, € V’
entonces estan sin cubrir las facetas {vs, v4} v {v4,v5} que se cubren o bien
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anadiendo vy o bien anadiendo {vs,vs}. Si v; ¢ V' entonces se necesita
que esté {vs,va} 0 {v3,v4} para cubrir las facetas que contienen a v;. En el
primer caso queda sin cubrir {vy, v5} por lo que habria que anadir vs (v4 seria
otra opcion pero se llega a una cobertura no minimal). Se tiene entonces las
coberturas minimales: {vy, vy}, {v1,vs,v5}, {vs, va, U5}, {vs, va}.

Se calculan de igual forma las coberturas de vértices de A, y se obtienen:

{Ula ’UG}v {'U27 Vs, Uﬁ}a {U?n Vs, UG}) {04}-

Se trata ahora de encontrar la conexién entre las coberturas de vértices
y las descomposiciones irreducibles de los ideales de facetas.

Lema 2.6.5. Sea A un complejo simplicial sobre el conjunto de vértices V,
y sea V' C V. Entonces Kn C Py siy solo si V' es una cobertura de vértices

de A.

Demostraciéon. Sin pérdida de generalidad se supone que V' = {vy,...,v,}
de forma que Py = (X1,..., X,).

Para la primera implicacién se parte del hecho Ko C Pys. Sea F una
faceta de A. Entonces X € Kx C Py = (Xy,...,X,). Porello X* € (X,,)
para algin m < n. Eso implica que v,, € F, asi que v,,, € F NV’ por lo que
V' es una cobertura de vértices de A.

Para la implicacién inversa, se asume que V' es una cobertura de vérti-
ces de A. Hay que probar que todos los generadores X € Ka estdn en
Pyr. XF corresponde a una faceta F' en Apor lo que la hipétesis de que V'’
es una cobertura de vértices de A implica que v; € F' NV’ para algin j.
En consecuencia X; € Py por lo que X* € (X;) C Py como querfamos
demostrar. O

Teorema 2.6.6. Sea A un complejo simplicial sobre el conjunto de vértices
V. Entonces Kan C R tiene las descomposiciones irreducibles siguientes:

KA:ﬂPV/ = ﬂ Py

144 V! man.

donde la primera interseccion se toma sobre todas las coberturas de vértices
de A y la sequnda sobre todas las minimales. La sequnda interseccion es DIL

Demostracion. La prueba de este resultado procede de forma similar a la del
Teorema 2.3.6, dado que la iltima igualdad estaba probada en ese teorema,
y aplicando el Lema 2.6.5 y el hecho de que K es libre de cuadrados, se
puede razonar como se ha explicado en la demostracion de 2.3.6. O
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Ejemplo 2.6.7. En el Ejemplo 2.6.4 se han calculado las coberturas mini-
males de A; y As. Aplicando entonces el teorema anterior se tiene que

Ka, = (X1, X4) N (X7, X35, X5) N (Xe, X3, X5) N (X5, Xy)
Ka, = (X1, Xg) N (Xo, X5, Xg) N (X3, X5, Xo) N (Xa).

2
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Capitulo 3

Dualidad de Alexander

Se conocen dos formas de describir un ideal de forma minimal: o bien a
partir de su DII o dado su SMGM.

La dualidad de Alexander describe un método que, a partir del SMGM
de un ideal monomial I arbitrario, construye un ideal J cuya DII se define a
partir de los monomios generadores de I. Ademas, se cumple que la DII de
I se puede definir a su vez en funciéon de los monomios del SMGM de J.

3.1. Dualidad en ideales monomiales libres de
cuadrados

Primero se define la dualidad de Alexander para ideales libres de cuadra-
dos, ya que, aunque es un caso particular de la dualidad de Alexander, se
puede definir de forma mas sencilla:

Definiciéon 3.1.1. Sea I C R un ideal monomial libre de cuadrados con
SMGM {X",..., X"} siendo V4,...,V, subconjuntos de V. Se define el
dual de Alexander o V-dual de I como el ideal

Proposiciéon 3.1.2. Sea I C R un ideal monomial libre de cuadrados, se
tiene que IV =1.

Ejemplo 3.1.3. No se demuestra esta proposicion, ya que luego se va a
generalizar la dualidad a ideales monomiales arbitrarios pero se muestra un
ejemplo del célculo del dual de Alexander en A[X;, X, X3] donde se puede
observar que se cumple que IV = I:

(X1 X3, XoX3))Y = (X3 XY = (X)) X3) N (X, X3) = (X1 X5, X3)

93
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Y se tiene
(X1, X3))Y = (X2 XY = (X, Xo) N (X) = (X1 X5, XoXs)
Luego IV' = 1.

Ejemplo 3.1.4. Se retoma el Ejemplo 1.4.10, que se presenté para introducir

la utilidad de buscar algoritmos eficientes. En esta ocasion, se busca obtener
laDIlde I = (XV, XW, XT,YV,YW, YT, ZV, ZW, ZT) mediante el método

que proporciona la dualidad de Alexander:

IY = (X, V)N (X, W)n (X, T) N, V)N (Y, W) (Y, TN (Z, V) (Z,W)N(Z,T)
= (X, VWT)n(Y,VWT)N(Z,VWT) = (XY Z,VWT)

Por lo que
I=1"" =((XYZ,VWT))Y = (X,Y,Z) N (V,W,T)

que se sabe que es la DII de I y es claramente un método més eficiente (y progra-
mable) que el que se propone en 1.3.4.

3.2. Dualidad en ideales monomiales arbitra-
rios

Para simplificar la lectura del resto del capitulo, en el que se trata el
caso de un ideal monomial I arbitrario se anade una serie de definiciones y
notaciones:

Notacion 3.2.1. Como se sabe que un ideal monomial es irreducible si y
solo si estd generado por potencias puras de variables, se usara la notacion
I = <Xzb’]bz > 1) = m® siendo b = (by,...,by) para referirse a un ideal
irreducible y asi, si J es un ideal monomial arbitrario, la DII de J se expresa
J=mbn---Nmbe,

Se denotard como Irr(/) el conjunto de las componentes de la DII de I y
como S(/) el conjunto de los monomios de SMGM de 1.

Ejemplo 3.2.2. Por ejemplo, considerando I = (X}, X2, X,) N (X, X3, X2)
en A[Xy,..., X;] entonces se escribe

I — m(402.1,0) A, (1,3,002) vy Iie() = {m(4,0,2,1,0)7 m(1,3,0,0,2)}‘

Definicién 3.2.3. Si [ = (X% ... X%) giendo {X% .-, X"} su SMGM,
se definen los siguientes vectores:
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= a! el vector tal que X¢ = mem (X%, ..., X"), es decir
a' = ( max (by),..., max (by)).
BIXbES(1) bIXEES(T)

= Para todo a € N? y b|Xb € S(I):

I_ﬂ:(b‘f,...,bg)talqueb?:{ 0 S b, =0

= En particular, para b| X% € S(1):

I I — b <ib:
o' =b% = (b!,...,b]) tal que b! = {az +é bi : ZZ 7:8
Ejemplo 3.2.4. Sera interesante tener en cuenta estas definiciones para un
desarrollo mas agil del resto del capitulo.
Por ejemplo tomando I = (X{X2X,, X, X5X2) = (X% X®2) en A[X), ..., X;]
entonces se escribe
al =(4,3,2,1,2), b, = (1,0,1,1,0) y by' = (4,1,0,0,1).

Se puede definir el dual de Alexander para cualquier vector a tal que
a; > al para todo 1 < i < d, es decir, es necesario que todos los generadores
de I dividan a X* para poder definir el dual de Alexander de I respecto de
a.

En esta situacién:

Definiciéon 3.2.5. Sea I C R un ideal monomial arbitrario con SMGM
I = (X% ... X"™) Se define el dual de Alexander de I respecto de a como

el ideal
Ild — m{mﬁﬁ

En particular, si @ = a’ se denotard I'® = IV y se llamard simplemente
dual de Alexander de I.

X% es un generador minimal de I}.

Lo més comun es emplear a! para construir el dual de I, pero se explicar,
mas adelante porque se da la definicién en funciéon de un a.

Ejemplo 3.2.6. Sea I = <X12X2,X22X4,X2X3X2> € A[Xl,XQ,X37X4]. Se
tiene a’ = (2,2,1,5), luego:

XP = X2X, = by =(2,1,0,0) = by' = (1,2,0,0) = m2' = (X}, X2)
Xt = X2X, = by =(0,2,0,1) = by = (0,1,0,5) — m¥' = (X, X])
X = XX X] = b= (0,1,1,5) = by’ = (0,2,1,1) 5 m® = (X3, X3, X,)
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De esta forma, IV = (X1, X2) N (Xo, X37) N (X3, X3, Xy4).
Para calcular IV se necesita disponer antes del SMGM de I":
]V == <X1X2X3, X1X2X4, XlXi)’ X22>

Y repitiendo el procedimiento anterior pero teniendo en cuenta que ahora, al
cambiar el mcm de los monomios generadores, se construye el dual sobre el
vector a’” = (1,2,1,5):

v v

X% = X, X5 X5 = by = (1,1,1,0) — b =(1,2,1,0) > m2" = (X;, X2, X;)
v aIV

X2 = XXy Xy — by = (1,1,0,1) — @21 = (1,2,0,5) —» m2" = (X, X2, X})
v aIV

X% = X, X5 = by = (1,0,0,5) — bg® = (1,0,0,1) = m%" = (X;, X,)
v aIV
X% = X2 by =(0,2,0,0) = b =(0,1,0,0) = m"* = (X,)

IV = (X1, X2, X3) N (Xy, X2, X2) N (X, Xy) N (X)
Se puede expresar IV en funcién de su SMGM

IV = (X1, X3, X3X3) N (X1 X9, X4 Xs) = (X1 X, X3X4, XoX3X2) £ 1 (3.1)

\%2
Ademas, se tiene que no todos los generadores de I dividen a X al_
X2Xy t X1 X2X3 X5 = Xl

Se observa en la ecuacién (3.1) que IV = (I[@I])[QIV] # I,y es aqui donde
cobra sentido el haber definido I'? y no solo IV, ya que (I [“I])[al] = [ mientras
que IV’ # I en general (en los ideales libres de cuadrados sf ya que af = af :
debido a que af € {0,1}). Esta es la clave de la dualidad de Alexander, ya
que la igualdad (7 [@I})[Ql} = [ proporciona un método de calcular la DII de

un ideal monomial arbitrario partiendo de su SMGM.

La siguiente proposicién es un resultado previo al Teorema 3.2.9, el re-
sultado principal del capitulo, ya que demuestra que esta bien definida la
operacion ([ [91})[91} y que ademds cumple ([ [@I})[Qq = I, que es el objetivo
principal.

Nota 3.2.7. Sia,b € N a < b < a; < b; Vi € {1,...d}. Del mismo modo
adbe Jiedl,... d}a > b.
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Proposicién 3.2.8. Sea I un ideal monomial y a € N? tal que todos los
generadores minimales de I dividen a X*. Si b =< a m entonces X ¢ 1 siy
solo si X¢t e Jld,

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se supone I = (X™ ... X"} Por
el enunciado, a = n,;, Vi € {1,...,k} y por definicién se tiene que Xtel o
bt n,Vie{l,....,k} & a—-bAa—n;, Vie{l,... .k} Estoes equivalente

a decir que para i € {1,...,k}, 3j € {1,...,d}|a; —b; > a;+1—n,,, es decir,
a;+1—n; .

Xab ¢ (X 7Y, que ocurre si y solo si X272 € metl-n i e {1,... Kk},

siendo 1 el vector con todas las coordenadas iguales a 1. Esto es equivalente
dada por definicién del dual de Alexander apareciendo el segundo sumando
debido que estd definido b = 0 cuando b; = 0. Pero como b < a, se tiene

queriamos demostrar. O

Teorema 3.2.9. Sea I un ideal monomial y a € N tal que todos los genera-
dores minimales de I dividen a X*. Entonces todos los generadores minimales
de 1Y dividen a X y se tiene (I14)la = 1.

Demostracion. Para la primera parte, se tiene I = (X% ..., X%) siendo
{Xb . X%} el SMGM de I. Por definicién, las potencias de las variables
que generan las componentes irreducibles de I'¢ dividen a X% Como cada
generador minimal de I puede ser expresado como el minimo comin multi-
plo de algunas de esas potencias de variables, entonces todos los generadores
minimales de 7'¢ dividen a X

Para probar (I19)lal = I se toma un monomio X2 € I. Por la Proposicién
3.2.8, se tiene X2 € [ & X2° ¢ T4l Se realiza el cambio de variables

c=a-b J=14

y volviendo a aplicar la Proposicién 3.2.8, X¢ ¢ J < X% ¢ € Jlal. Al deshacer
el cambio de variables se obtiene X%t ¢ [ld « Xb ¢ (1la))lal Por lo que
juntando las dos ecuaciones se tiene X2 € I < X¢ 2 ¢ [ld o xb ¢ (ld)ll
como queriamos demostrar.

Se cumple ademas lo siguiente:

H)*=byaque (b*)*=0sib=0y (b)* =a;+1—(a;+1—b;) = b; si b # 0.
Por ello, todos los generadores minimales de (712 dividen a X O

Ejemplo 3.2.10. Tomando el ideal del ejemplo anterior, del cual se conoce
1 [QI], por el Teorema de la Dualidad de Alexander se sabe que (/ [QI])[QI] =1,



o8 CAPITULO 3. DUALIDAD DE ALEXANDER

luego se puede obtener la DII de I directamente, calculando (I2'1)] sobre

=(2,2,1,5).

Xb*l - X1X2X3 — ﬁ = (17 17 170) — ﬁg (2 2’ 1’ O) - mbfli <X12’X22’X3>
X = X0 XoXs = by = (L1,0,1) = bt = (2,2,0,5) »ml2" = (X7, X2,X)
XU = X, X5 - by = (1,0,0,5) = byt = (2,0,0,1) ﬁm”f (X7, Xa)

X = X250, =(0,2,0,0) — b =(0,1,0,0) - = (X2)

(L) = (XF, X3, Xs) 0 {(XE, X3, X5) 0 (XF, X4) 1 ().
Se puede expresar (/ [91})[21} en funcién de su SMGM vy se obtiene
(1N = (X2 X2, X3 X5) N (X2Xy, XaXa) = (X2X, X2X,, Xo X3 X0) =1
Durante el proceso se ha obtenido la DII de I:
I'= (X7 X2, X3 X4, XoX3X3) = (X7, X3, Xa)N(X7, X3, X3)N(XT, X4)N(Xa).

Teorema 3.2.11. Sea I un ideal monomial y a € N? tal que todos los gene-
radores minimales de I dividen a X*. Entonces I tiene una unica DII dada
por

I = ﬂ{mlf’i\ﬁb es un generador minimal de 9}

Y de forma equivalente, el dual de Alexander de I respecto de a estd dado
por el SMGM siguiente:

19 — (X% mb es una componente irreducible de I).

Para terminar el capitulo se enuncia un resultado que proporciona otro
algoritmo para obtener el SMGM del dual de un ideal monomial I arbitrario,
sin la necesidad de calcular el SMGM a partir de la DII de IV. Solo precisa de
un calculo de cociente para obtener el SMGM de IV por lo que permite calcu-
lar de forma mas sencilla la DII de I ya que este cédlculo esta implementado
en muchos programas informaticos:

Teorema 3.2.12. Sea I un ideal monomial arbitrario. St todos los genera-
dores de I dividen a X%, es decir a = a', entonces (m2+t : 112]) = I 4+ mo+L,

Nota 3.2.13. Los dos ultimos teoremas estan demostrados en [10].
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Como el Teorema 3.2.9 afirma que si a es tal que todos los generadores
minimales de I dividen a X2 entonces todos los de 1'% también, se tiene, por el
Teorema 3.2.12 que también se cumple(ma*L : I) = 1@ + ma+l Un ejemplo
de como aplicar este resultado para obtener la DII de un ideal monomial
arbitrario es el siguiente:

Ejemplo 3.2.14. Sea I = <Xil, X12X2X3, X;ng, X%XQQ, X22X§> en A[Xl, XQ, Xg]
Se tiene que a! = (4,4, 2), luego m&' 1 = (X5, X5, X3). Se calcula el cociente
empleando la funciéon correspondiente en Singular:

ring r = @, (X,Y,Z),dp;
1deal I= X4, X 2+%Y+xZ Yhdx7 KA3xYA2 YA2%x702:

I;
ideal J= X*5,¥Y"5,2%3;
J,
ideal K = quotient(J,I);
K,
Figura 3.1: Cédigo usado en Singular
obteniendo

(me L. 1) = (X3, X2X3, X} X0 X3, X5, X1 X4, X7, X1 X5 X3, X} X3) = 119" a1,

Entonces I%'1 = (X2X2 X3X, X3, X1 X2, X, X3X2, X3X3) v se puede apli-
car el Teorema 3.2.9 para obtener la DII de I:

I'= (X7, X5) N (XT, X5, X5) N (XT, X2) N (XT, X3, X3) N (XT, X3).
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Un ejemplo que lo resume todo

Para resumir lo explicado en los capitulos 2 y 3, se considera [ el ideal
I =1 = (X1 Xo, X1 X3, X7 Xy, Xo Xy, X4X5), que se puede representar con
el grafo G siguiente:

V) —— U2
Us

e

V3 (]

Veamos las diversas formas que se han explicado para calcular su DII:

1 Las coberturas minimales del grafo son: {vy, v}, {v1, v, v5}, {ve, v3,v4}.

IG: ﬂ PV’

V'’ cobertura minimal de G

Se tiene

donde

P{'Uly'l)él} = <X17X4>7P{'U1,'U2,U5} = <X17X27X5>7 P{vg,v3,v4} = <X27X37X4>-

Por tanto, Ie = (X1, X4) N (X1, X2, X5) N (X3, X3, Xy).
11 Los conjuntos independientes de GG son:

{oi} {ve}, {vs}, {va}, {vs}t, {1, vs}, {v2, v3}, {va, v}, {vs, va}, {vs, vs}, {v2, v3, 05}

Y son los elementos de Ag. Graficamente, Ag se puede representar
con el complejo simplicial
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U1 V2
Us
V3 /1)4

Del cual se pueden calcular sus caras:

s (.

s Vértices — vy, Vg, U3, U4, Us.

= Aristas — V1Vs, UaV3, U2VUs, U3V4, U3Us.
= Triangulos sombreados — vov305.

= Facetas — v9v305, U1U5, U3Uy.

De esta manera, como I = Ja,,, siendo Ja, el ideal de Stanley-Reisner,
entonces

I = Ja, = ﬂ Qr

F faceta de Ag

donde se tiene:

Q{vg,vg,vg,} = <X17X4>7Q{v1,v5} = <X2aX3aX4>>Q{v3,v4} = <X17X27X5>

luego se obtiene

Ie = (Xq, X4) N (Xo, X3, X4) N (X7, X2, X5).
111 Se puede calcular el dual de Ig:
I = (X1, X5) N (X3, X5) N (X1, Xg) N (X, Xy) N (Xy, X5)
= (X1, XoX3Xy) N (Xo X5, Xy) = (X1 X0 X5, X1Xy, XoX3Xy)

luego se tiene que

Ic = fcv;v = (X1, Xo, X5) N (X1, Xy) N (X, X3, Xy).
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