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Prefacio

En este trabajo Fin de Grado abordamos partiendo de primeros
principios el problema de la interpolacién racional. Una aplicacién de
estas técnicas es su uso en la integracion del problema de valores inicia-
les de ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando los llamados méto-
dos de extrapolacion.

En el Capitulo 1, planteamos el problema general de interpolacion
para una funciéon racional discutiendo resultados preliminares sobre
la existencia del interpolante. Rapidamente abordamos la construccion
efectiva de los interpolantes racionales asi como su evaluacién en un
punto. Esto nos obliga a realizar una breve incursién en la teoria de
fracciones continuas.

Con vistas a la aplicacion de los algoritmos de interpolacion racional
a la integracion de problemas de valores iniciales de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, abordamos en el Capitulo 2 la existencia de desa-
rrollos asintéticos del error global para métodos de un paso explicitos.
Como el marco de aplicacion de estos resultados es la extrapolacion al
limite de métodos numéricos que admitan un desarrollo asintético del
error global en potencias pares de la longitud de paso, se introducen
los métodos simétricos, de los cuales la regla modificada del punto me-
dio es un ejemplo. La existencia del desarrollo asintético en potencias
pares del parametro de la discretizacion para la regla del punto medio
modificada es un resultado clave para la efectividad de los métodos de
extrapolacion que se basan en ella.

En el Capitulo 3, se introducen los métodos de extrapolacién al 1imi-
te y se describe la estrategia general para un cédigo de paso y orden
variable basado en extrapolaciones de aproximaciones obtenidas con la
regla del punto medio modificado (algoritmo GBS, por Gragg-Bulirsch-
Stoer). Se implementan estos métodos en Matlab (que no ofrece en su
biblioteca de funciones un integrador basado en métodos de extrapola-
cién), y se realiza una experimentacion numérica con algunos proble-
mas tests.

Anadimos un Apéndice con los programas utilizados en Matlab (no
ofrecidos en su biblioteca) para los ejemplos mencionados en el Capitulo
3.

En Valladolid, a 12 de julio de 2019.
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Capitulo 1

Interpolacion por funciones
racionales

1.1. El problema general de interpolacion
racional

El problema general de interpolacion racional se plantea en los si-
guientes términos: Dado un conjunto de pares de puntos (z;, f;), i =
0,1,2,...,N, donde f; = f(z;), y dados enteros n > 0, m > 0, determinar
una funcién racional de la forma

_Pr(x)  ag+ax A A apa”
Qrm(x) b+ bz ..+ bypam

o ()

que satisfaga las condiciones de interpolacién
(I)n’m(l’i) :fi, Z:O,]_,,N

La forma de ¢"™(x) esta fijada por el par (n,m), al que nos referiremos
como grados de ®™"™.

La funcién racional ®™™ esta determinada por n+m -+ 2 coeficientes.
Por otro lado ®™™ determina estos coeficientes salvo un factor de pro-
porcionalidad en dichos coeficientes, por lo que ™™ (z) depende esen-
cialmente de n + m + 1 coeficientes. Para fijar estos coeficientes parece
natural fijar n + m + 1 condiciones de interpolacion

O™ ()= fi, 1=0,1,...,n+m. (1.1)

Llamaremos A™™ al problema de interpolacion asi planteado. Si tiene
solucidon, es obvio que los coeficientes a;,7 = 0,...,ny b;,;i = 0,...,m,
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deben satisfacer el sistema lineal homogéneo

Denotamos este sistema como S™". Sin embargo, una solucién del sis-
tema de ecuaciones S™™ puede definir una funcién racional ™" (z)
que no sastisfaga todas las condiciones de interpolacion. Por ejemplo,
si buscamos determinar ®'!(z), que satisfaga las condiciones ®(0) =
1,0(1) = 2y ®(2) = 2, entonces la solucion del sistema S'! correspon-

diente determina 5
Pl _ T
(2) ==,

que obviamente no resuelve A"l

Para poder continuar, tenemos que distinguir entre las diferentes
representaciones de una misma funcién racional ®™™. Se dice que dos
expresiones racionales

_ Pl(ZE)
Qi)

son equivalentes ($; ~ ®,) si

P(2)Qa(7) = Po(x)Q1 ().

Se dice que una expresion racional es irreducible si el numerador y el
denominador son primos entre si. En el caso de que la expresion racio-
nal no sea irreducible se puede reducir a una irreducible cancelando
los factores polinomiales comunes del numerador y denominador.

PQ(ZE)

(I)l QQ(J:) )

@2:

Qi(7) #0, Qa(z) #0

Teorema 1.1. El sistema lineal homogéneo S™™ siempre tiene solucio-
nes no triviales. Para cada una de tales soluciones:

Pm™(z)

pm —

Qmm(x)
donde Q™™ (x) es distinto del polinomio idénticamente nulo.

Demostracion. El sistema lineal homogéneo S™™ tiene n + m + 1 ecua-
ciones para n + m + 2 incégnitas. Como tiene mas incégnitas que ecua-
ciones, S™™ tiene soluciones no triviales

(ao,al, ceey Ay b(], bl, ceey bm) §é (0, ,0)

Si ocurriera que

Qn’m(flf) = bo + b1{13 + ...+ bmxm =0
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entonces implicaria que el polinomio P"(z) = ag + a1z + ... + a,z" tiene
todos los ceros
P*(z;) =0, 1=0,1,...n+m

Como P™™(z) es a lo sumo de grado n, y tiene n + m + 1 raices, debe ser
el polinomio idénticamente nulo. Esto contradice que

(ag, @1y ..., Apy by, b1, .oy b) # (0, ..., 0)
O]

Veamos ahora que si el problema de interpolacion racional tiene so-
lucion, esta soluciéon es tnica.

Teorema 1.2. Si ¢, y &, son ambas soluciones del sistema lineal ho-
mogéneo S™™M, entonces, son equivalentes (O, ~ ®,).

Pi(x) Py(x)
Ql(l‘) Qz(x)

Smm  construimos entonces el polinomio

P(z) = Pi(2)Qq(z) — Pa(x)Q1(z)

Las ecuaciones S™"™ implican que P(x) tiene n + m + 1 ceros en los

i, 2 =0,...,n+m, pues

P(x;) = Py(2;)Qa(r;) — Po(w:) Q1 ()
= fiQ1(2:)Qa(7:) — fiQa(:)Q1(x;) = 0.

Como P(x) es a lo sumo de grado n+m, entonces P(x) = 0y por lo tanto
D) ~ Dy,

Demostracién. Sitanto ®; = como ¢, = son soluciones de

]

Nota: No se cumple el reciproco del teorema. Si tenemos ¢; ~ &, y
®; es solucién de S™™, no implica que ¢, sea solucion de S™™. Veremos
que esta situacion es tipica de problemas de interpolacion racional sin
solucion.

Combinando los dos teoremas anteriores, tenemos que existe una
Unica funcién racional para cada problema de interpolacion racional
A™™ la cual se representa por una expresion racional ™ que resuelve
el correspondiente sistema S™.

Ahora, o bien, dicha expresion racional satisface (1.1), de modo que
resuelve A™™, 0 A™™ no tiene solucion. En este altimo caso, existe algin
par (z;, f;) tal que Q™™ (z;) = 0, y por tanto no satisface la condiciéon
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interpolatoria "™ (z;) = 0. Diremos que tal par es inaccesible. El pro-
blema de interpolacion A™™ tiene solucién si y solo no existen pares

inaccesibles entre los (z;, f;),i =0,...,n+ m.
prm
Sea ™™ = Q—Ex; una solucion de S™™. Para cada i € {0,1,...,n +
n,m(

m} se distinguen dos casos:

(1) Q"™ (x:) #0,

(2) Q" (x)=0.

En el primer caso, claramente ¢ (z;) = f;. Sin embargo, en el se-
gundo caso el par (z;, f;) es inaccesible. Entonces, por (1.2)

Por lo tanto, P™™ y Q™™ contienen el factor (x — z;) y no pueden ser
primos entre si. En consecuencia hemos demostrado:

Proposicion 1.1. Si S™™ tiene una solucion ®™™ irreducible, entonces
no hay pares inaccesibles y por lo tanto A™™ tiene solucion.

Dado ™™, sea ©™™ una expresion racional equivalente que es irre-
ducible. Entonces tenemos el resultado general.

Teorema 1.3. Supongamos que ™™ resuelve el sistema S™™. Entonces
A™™ tiene solucion (y ®™™ representa dicha solucion), si y solo si ©™™
resuelve S™™.

Demostracion. Si ©™™ resuelve S™™, entonces A™™ tiene solucién por
la proposiciéon (1.1). Si ©™™ no resuelve S™™, entonces su correspon-

diente funcién racional no resuelve A™™.
]

Definicion 1.1. Decimos que los pares (z;, f;), i = 1,2,....k estdn en
posicion especial si se pueden interpolar por una expresion racional de
grados (i,j), con i + j < k. En otras palabras, el problema de interpo-
lacién racional tiene soluciéon para una combinacion de grados del nu-
merador y el denominador inferior a la que sugiere el niimero de pares
dados.

Observamos entonces que:

Proposicion 1.2. Los pares accesibles de un problema de interpolacion
racional A™™ que no tiene solucion estdn en una posicion especial.



Demostracion. Sean iy, ...,1i, los subindices de los pares inaccesibles, y
sea ¢ una solucién de S™™. Entonces el numerador y el denominador
de ®"™ tienen los factores comunes (z — z;,), ..., (r — z;,), cuya cance-
lacion nos deja una funcién racional equivalente ®™* con » = n — aq,
s =m —a. ®"° resuelve el problema de interpolaciéon A™*, asociado a los
n+m+ 1 — a pares accesibles. Como

r+s+1l=n+m+1—-2a<n+m+1-—a,

se concluye que los pares accesibles de A™™ estan en una posicion es-
pecial.
O

En lo que sigue, nos vamos a centrar en los problemas donde no hay
subconjuntos de los pares de puntos que estén en posicion especial. En
este caso no solo A™™ tiene solucion, sino que todos los problemas A™*
con r + s + 1 pares extraidos del conjunto original, donde r + s < n +m
también tienen solucién.

1.2. Procedimientos recursivos de interpo-
lacién racional

En lo que queda de capitulo consideraremos distintos procedimien-
tos recursivos, analogos a algoritmos existentes para la interpolacién
polinémica de Lagrange, para la construccion y evaluacion de los in-
terpolantes ™™ (z). Todos estos procedimientos recursivos computan
sucesivos ®"°(z), conr + s = 0,1, 2, ..., interpolando de forma sucesiva
los datos de interpolacién (xo, fo), (1, f1), .., (Tr1s, fris) de forma que
en cada paso se aumenta en una unidad el grado del numerador o el
grado del denominador del interpolante.

La variedad de posibilidades para ir aumentando el grado en una
unidad del numerador o del denominador del interpolante ®™"(x) pro-
duce una diversidad de algoritmos que pueden identificarse con un dia-
grama como el siguiente.



Distinguiremos dos tipos de algoritmos. El primero es analogo a
la forma de Newton del polinomio de interpolacion de Lagrange: Se
construira una tabla de cantidades analoga a las diferencias dividi-
das, a partir de la cual se generaran los coeficientes para la expresion
del interpolante racional. El segundo corresponde a un algoritmo tipo
Aitken-Neville para generar las aproximaciones en una abscisa x fija
de interpolantes de grados cada vez mas altos.

1.2.1. Diferencias inversas y reciprocas.
Fraccion continua de Thiele
El algoritmo que vamos a tratar en esta seccion es el que correspon-

de a ir incrementado de forma alternativa un grado del numerador y
un grado del denominador.

rr 0 1 2 3
S

(1.3)



Empezando por los pares (z;, f;), i = 0, 1, ..., construimos la tabla de
diferencias inversas

X fi
7o | fo
z1 | fi | @(xo, 1)

Ty | fa | w(x0,72) (0,71, 72)

z3 | f3 | o0, 3) (20, 71,73) (20,71, T2, 73)

W N = Of =

Estas diferencias inversas estan definidas recursivamente:

€T; — ﬂfj
o(xi, x5) =
R )
Tj— Tk

o(z5, 25, Tp) =
! 90(371‘;%') - 90(551'73%)

(1.4)
Ty, — T
O(Tiy ooy Tty T) — (T4, ooy Ty, T

En ocasiones, algunas de las diferencias inversas son oo ya que el deno-
minador en (1.4) puede ser cero. También hay que tener en cuenta que
las diferencias inversas no son, en general, funciones simétricas res-
pecto a sus argumentos (como ocurre con las diferencias divididas). De-
bemos notar, que las diferencias inversas o(z;, T;11, ..., s, Tm, Tp) SON
funciones simétricas con respecto a sus dos ultimos argumentos.

Sean P", ()° polinomios cuyo grado viene dado por r y s. Queremos
intentar usar las diferencias inversas para encontrar una expresion
racional

90(1‘2'7 vy XLy Ty mn) =

_ P"(x)
Q" ()

O™ (x;) = fi para i=0,1,...,2n.

Por lo tanto debemos tener

™" (x)

con

Px) . P'x)  P'(x)
Qux) T Q@) Q(x)
B P (z) T — 1z
I TR T )
La expresién racional Q"(x)/P"!(x) satisface
Q" (x) T — X

P (x) - i~ fo = (0, 1)
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para i = 1,2,...,2n. Como consecuencia tenemos que

Q@) _ L@ Q@)
Pr=1(z) Pl o) + Pr=1(z)  Pr1(z)
= ¢(xg,21) + (z — zl)gn_—lgi;
= p(zp, x (r = 21)
A B )
y por lo tanto
P x) T; — T1

= = p(xg, 1,25), 1=2,3,..,2n.
QM Hzx)  ¢(zo,x:) — p(xo, 1) (%0, 21, 2:)

Iterando este proceso, llegamos a la siguiente expresion para ¢""(z):

N L B
PO = G T
RS T
Pi(2)) Qi (2)
:f0—|- T — Ig
o(xg, 1) + i

T — X9

o(xo, 21, T2, T3)+

QO(.TO’ I, :CZ) +

T — Top—1

+—
O(Tgy ey To)

De esta forma, o esta representado por una fraccion continua

Tr — 2y Tr — T
O™ (1) =fo +
( ) ‘ 90(‘1:07'%1)_‘_ ¢<x0ax17$2)+
T — T3 T — Tan—1
(1.5)
@(%0,1‘1,%’2,13)4— 90('7:07'%17"'73:2“)

Se ve claramente que las fracciones parciales de la fraccién continua
no son nada en particular, pero la expresion racional ®""(z)y &7 (z),
r=20,1,...,n—1 que satisfacen (1.1) y son los ejes en el diagrama (1.3),



son en particular las reducidas de grado (0,0),(1,0),(1,1),(2,1),... de
la fraccién continua (1.5)

o™ (z) = fo
P0(z) = +—x—x0
( ) fO @(x(bxl)
oM (z) = fo + L — X r—I

(0, 1)+ ©(x0, 21, 2)

Debido a la ausencia de simetria en las diferencias inversas, se suelen
preferir las llamadas diferencias reciprocas

P(fEi, Litly--- ,fl’i+k)-

Por definicion,

p(l“i, Tit1y--- ,$i+k) = 90(%‘, Titl,--- 7$i+k) + 90(3% Tit1y - - >$i+k72)) + -

donde el dltimo sumando del miembro de la derecha en ¢(z;), si k es
par, y ¢(z;, x;11) si k es impar. Es obvio de esta definicién que

p(‘riu Tit1,--- 7xi+k) - p<xl7 Litly--- 7xi+k72) = QO(Z'“ Tit1y--- 7£Ci+k)' (16)

Para ver que las diferencias reciprocas son funciones simétricas de
sus argumentos utilizaremos las recurrencias que definen numerador
y denominador de las sucesivas reducidas de un desarrollo en fraccion
continua. Antes de formular estas recurrencias introducimos la frac-
cién continua

ay a9 agz aq
b1+b2+b3+b4+

T:bo—i-

y su convergente o reducida de orden n

_ DPn ayp Gz ag anp

Tn — .
an O byt bot bst by

Proposicion 1.3. La n-ésima convergente r, = p,/qn, n > 1, verifica las
siguientes formulas recursivas:

Pn = bnpnfl + apppn—2, pP-1= 1; Po = b07
Gn = bn@n_1 + anGn—2, q-1 =0, q=1.

9



Demostracion. Utilizamos induccion sobre n para probar las formulas.
Para n = 1 obtenemos

p1_ bipo+aip— _ bibo+ b4 U

= — _I_ - =
¢ bigo+aiqg by +0 *

Supongamos que las formulas son validas hasta p,_1, ¢,_1 para toda
fraccién continua. Notemos que p,, /¢, se obtiene de p,_1/¢,—1 mediante
la sustitucién de b, + a, /b, por b,_;. Por tanto

T1.

& _ (bn—l + an/bn)pn—Q + Ap—1Pn—3 bn(bn—lpn—Z + an—lpn—3) + AnPn—2

An B (bn—l + an/bn)Qn—Q + Ap—14n-3 bn(bn—1Qn—2 + an—lQn—S) + AnQn—2
_ bnpn—l + ApPn—2
ann—l + AnQn—2 .

Esto demuestra que las formulas son validas para p, y ¢,.

Cuando a;, = (z — z4-1), Yy b = (o, 21,...,2), &k = 1,2,..., las
recurrencias anteriores se transforman en

My1(z) = o(zo, 1, - -« Tpa1) Mi(x) + (2 — 2p) M1 (2)
M_i(z) =1, Mo(z) = yo

x) =
Niv1(x) = o(xo, 21, -« Tpy1) Ni(x) + (2 — 2) Ni—_1 ()
N_1(z) =0, Ny(z)=1.

Notemos que Moy () y Mo,_1(x) son a lo sumo de grado £y Nop y Nogi1
son a lo sumo de grado k. Ademéas ®**(z) = M%(m), y ®FEl(z) =
Ngk (SE)
M2k—1($)
N. Qk—l(f)

Es facil verificar que el coeficiente director de M (z) es 1 si k es
impar, y es p(xg, z1,...,7x) Si k es par. Analogamente, el coeficiente di-
rector de Ny(x) es 1 si k es pary es p(zo,...,xx) si k es impar. De esta
manera relacionamos las diferencias reciprocas con el interpolante ra-
cional ®. Concretamente, p(xy, ..., x2;) es el cociente entre los coeficien-
tes principales del numerador y denominador del interpolante racional
dk*(z) que coincide con f(x) en las abscisas wy, ..., Zo;. Andlogamen-
te, p(zo,...,x2,_1) es el inverso de dicho cociente para el interpolante
racional ®**~1(x). Como claramente los coeficientes principales de nu-
merador y denominador del interpolante racional no depende del orden
en que se toman las abscisas de interpolacion, se tiene asi una prueba
indirecta de la simetria de las diferencias reciprocas con respecto a to-
dos sus argumentos.

, son reducidas del interpolante racional.
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Teorema 1.4. Las diferencias reciprocas satisfacen la siguiente formu-
la recursiva

p(z;) = f;

( ) xl - xk‘
P\Ti, Tf) =

" fz - fk

Ty — Titk
p(Ti, Tig1, - Tig) =
P(%‘, Titly - ,flfi+k71) - P(%’H, Lit2, .- >$i+k)
+ /)($¢+17 Lit2y--- 7xi+k71) (1.7)

Demostracion. Las casos k = 0y k = 1 son meras comprobaciones. Para
el caso general, de (1.6) tenemos

p(fCi, Lig1y - 7xi+k> = p(%‘ﬂ, ces Tigk—1, T, $i+k)
= P($i+1, S 733i+k—1) + 90(5131'+1> <oy Litk—1y Ly 931'+k)-
(1.8)
Utilizando la formula recursiva para las diferencias inversas,
O(Tig1, o Tigh—1,Ti, Tipk) =
. Ty — Titk
§0($¢+1, s Litk—1, xz) - 90($1'+1, <oy Litk—1, $i+k)
o Ti — Titk
P($i+1, <oy Tidk—1, 951) - P(Ii+17 vy Ligk—1, $i+k)
. Ty — Titk
P(Tis Tig1s ooy Tigk—1) = P(Tit1, Tivas -, Tik)
Basta sustituir esta expresion en (1.8) para concluir la prueba.
O]

Las diferencias reciprocas se pueden organizar en la siguiente tabla

7o | fo

p(l‘o, xl)

1| fi p(xo, T1, x2)

P($1,$2) P(xo,xhﬂ%x?))

To | fo P(x1,$27333) : (1.9)
p(r2, 73) :

T3 f3
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Sustituyendo las diferencias inversas por las diferencias reciprocas en
(1.5) obtenemos la fraccion continua de Thiele del interpolante racio-
nal:

r — 29 r — T
O™ (x) =fo +
(@) =fo p(zo, 1)+ p(x0, 21, 22) — p(20)+
T — X2 T — Ton-1
P(Im Ty, T2, $3) - P(%, 901)+ P($0> e ,90271) - P($0, e 7$2n—2)'

1.2.2. Algoritmos tipo Neville

Ahora vamos a deducir un algoritmo para la interpolaciéon racional
que es analogo al algoritmo de Neville para la interpolacién polinémica.

Usaremos
Prn()

s ()

para denotar la expresion racional con

0 (r) =

OV (xy) = f; para i=s,s+1,...,s+n+m

P (x), Q™ (x) son polinomios cuyos grados no son mayores que n y m
respectivamente. Sean p™ y ¢/ los coeficientes principales de dichos
polinomios:

PIm(a) = g e Q@) = @2
Para abreviar usaremos la siguiente notacion:
o =r—z;, y T."(z,y) =P (x) —yQo™(x).
Fijémonos que
T, fi) =0, i=s,s+1,....,s+n+m.
Teorema 1.5. Empezando con
PM(x) = f,, Q°(x)=1

se verifican las siguientes recurrencias:

(a) Transicion (n — 1,m) — (n,m):
P (z) = asqy - mpsn-i-l1 "(x) - a8+n+mqg+11 mP;%Lm(:U)?
QU () = asqy QU™ (@) = tgpnimdsn QLT (@),

(b) Transicién (n,m — 1) — (n,m):
P;L’m(l’) - asp?m 1P5n+q@ 1(1’) as—&-n—O—mpZJ:rlL IP:7m_1<I>7

Q?m(x) = asp?m 1QZ—:} 1( ) @s+n+mpg+nf lQ?mil(x)?

12



Demostracion. Probaremos solo (a) ya que (b) es analogo. Supongamos
n—1m

que las expresiones racionales ®?~'™ y @ " verifican los requisitos
de interpolacion

TP b2y, fi) =0 para i=ss+1,....8+n+m—1,
TG ™M@ f) =0 para i=s+1..s+n+m. (1.10)

Si definimos P»™(z), Q™" (x) mediante (a), claramente el grado de
P™™(x) no excede n. La expresion polinémica para Q7" (z) contiene un
término con 2™, pero el coeficiente que lo acompafa se anula. Por lo
tanto el polinomio Q" (x) es como mucho de grado m. Finalmente,

T (x,y) = asq” " T0 ™ (2,9) — Gspnim@ee T8 (2, y).

Por esto y por (1.10),
TH™(zi, fi) =0 para i=s,s+1,...,s+n+m.

Bajo la hipétesis general de que ninguna combinacion (n,m,s) es inacce-
sible, lo anterior prueba que (a) define el numerador y el denominador
de 7.

O

Lamentablemente, como la recursién del teorema anterior todavia
contiene los coeficientes p»™~1, "1™, las formulas son poco adecua-

das para el cédlculo de ®”*(x) para un x dado. Sin embargo, podemos
eliminar esos coeficientes con los siguientes teoremas.

Teorema 1.6.

T — ch—i-l) e (I - xs—&-n-‘,—m—l)

@)@ (@)

(@) ® () — @ (@) =

_ nfl,mfl 'n,fl’m
con ky=—p, q. ,

(6) QL) — L (@) = kU Tt i)

QU™ ()Qu ™ (x)

ko — n—1l,m—1 n—1m
con Ry = —Pgyq Q541

Demostracion. El numerador de la expresion racional
@1 (1) = B ) =
Pyt (@) Q™ (@) = PEy ™ (@) QT (x)

S @R (@)




es como mucho de grado n — 1 + m y tiene n + m — 1 raices diferentes
Ty, 1=s8+1,s4+2,....,5+n+m—1

por definicién de &7~ y & """ Por lo tanto debe ser de la forma

k1 (ZB - xs+1) T (CC - xs+n+m—1) con ki = _pglll’m_lq?_l’m

Esto prueba (a), (b) se hace de forma analoga.

O
Teorema 1.7. Paran > 1, m > 1,
i O () — LM
(@ @) = o) ¢ e
o [, orw-erre ]
As+n+m L (I)Z—;llml(x) - q)glf’m_l(x)_
n,m n,m— (I)Z:mfl(w) _ @;z,m—l(x)
(b) @P™(x) = @ (a) + —eil ) LR
o [, ow-erriw) ]
Astntm | (I)gf;_1<$> - q)glll’m_l(x)_
Demostraciéon. Por el teorema (1.5),
grm(z) = BRI () i "B ()

’ asqg_LmQ:;ll’m(J") - as+n+mq;:11’mQ?_l’m(x)
Asumimos que pZ;f’m_l # 0, y multiplicamos el numerador y el deno-
minador de la fraccién anterior por

_p;:ll’mil(x - strl)(x - 1‘5+2) T (1‘ - strnerfl)
Qi (@)Q " (@)Q ™ (=)
Teniendo en cuenta el teorema (1.6), llegamos a que
S(I)n—l,m — Qgin m(I)n—l,m
q);l,m(x) — a s+1 (x)[ ]1 Astnt s (.I')[ ]2’ (111)

as[ ]1 - as+n+m[ ]2
donde
[ =00 (@) — o7 (),

[ o=@ @) — el (o).

Y claramente (a) se obtiene de una sencilla transformaciéon. La prueba
para (b) se haria de forma analoga.
[
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Las formulas de este dltimo teorema se pueden usar para calcular
los valores de la expresion racional para un x dado de manera sucesi-
va, incrementando alternativamente los grados de los numeradores y
denominadores. Esto corresponderia a un camino en zigzag en el dia-
grama de grados:

n o 1 2 3
m
0 :
3 . L

(1.12)

Es claro que necesitamos reglas recursivas especiales para las porcio-
nes rectas iniciales (tanto la horizontal como la vertical) de los caminos.

Mientras m = 0 y solo incrementa n, tenemos un caso de interpola-
cién polinémica. Usamos entonces la formula de Neville

(I)S’O(x) = Js;

-1,0 -1,
(I)Z’O(m) _ CESCDZ.H (l’) — a5+nq)? ! 0(%)’ " — 1’ 2’ o
Qs — Qsiyn

Realmente esto es un caso del teorema anterior (apartado (a)) para
m = 0, donde por convencién ®* "~ (z) = oo, ya que asi el denominador
de la fraccion en (a) desaparece.

Sin = 0y solo incrementa m, se trata, en este caso, de interpolacion

L 1 ]
polinémica respecto de los pares (z;, —), y podemos usar las formulas

fi
0 (z) = fi,
(I)2>m<x) _ - as — as—‘rﬂ’&Ser , m = 1’ 27 RN (113)

o0 () 0 ()
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las cuales surgen del teorema anterior si definimos @' (z) = 0.
La experiencia nos dice que la secuencia de grados

(0,0) = (0,1) — (1,1) = (1,2) — (2,2) — - --

(que esta representada en el diagrama (1.12) por la linea de puntos)
tiene ventajas, sobretodo en los métodos de extrapolacién, donde el in-
terés se centra en el valor de 7" (z) cuando x = 0. Si nos referimos
a esta recurrencia en particular, es suficiente con indicar la suma de
n + m, lo cual permite una notaciéon mas corta

Ty =00 (x) con i=s+n+m, k=n+m.

Las formulas del ultimo teorema combinadas con (1.13) nos dan el si-
guiente algoritmo

Tio = fi, Ti—1 =0,

Tig—1—Ti 1
Ty =T, 1 + k] Sl (1.14)
T — Ti—k 1— Tz’,k—l - Tz’—l,k—l 1
r—x; Tig—1— Ti—1p—2

paral <k <i, +=0,1,....

Si ponemos los valores 7}, en la tabla de abajo, de tal forma que i
contabilice las diagonales ascendentes y k las columnas, entonces en
cada féormula de (1.14) se utilizan las cuatro esquinas de los rombos
formados:

(n,m)= (0,00 (0,1) (1,1) (1,2)

fo=Too
0="To_1 T
fi="Ti T5
0= T1 1 T21 T33
fa =Ty 139
0="T5_, T3 :
: fs="T3

Si se esta interesado en hallar la funcién racional en si misma, los
métodos a partir de diferencias inversas y reciprocas son los mas ade-
cuados. Sin embargo, si lo que buscamos es el valor de la funcién de
interpolacién en un tnico punto, entonces el algoritmo de Neville, ba-
sado en el teorema (1.7) y en (1.14) es el mas indicado. La férmula
(1.14), como ya comentamos anteriormente, es particularmente util en
los métodos de extrapolacion, que veremos mas adelante.
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Capitulo 2

El desarrollo asintotico del
error global

2.1. Introduccion

Antes de poder continuar con los métodos de extrapolacion, es ne-
cesario introducir unos cuantos resultados teodricos, en relacion con los
errores de los métodos numeéricos para el problema de valores iniciales
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, que nos permi-
tiran cimentar las bases de la extrapolacion.

Dado el problema

y/ - f(x,y), IE[a7b]

y(CI,) - Yo,

seleccionamos una division del intervalo [a,b] adecuada, tal que a =
To<x1 <...<zpny=0>0

En los métodos explicitos de un paso para aproximar la solucion del
problema anterior, la solucién numérica se avanza paso a paso median-
te una formula que escribiremos en la forma

Yn+1 :yn+hn(b(xnayn7hn)7 n:O,l,...,N—l, (21)
donde A, := x,.; — x, y cada y, =~ y(z,), n = 0,1,..., N. Supondre-
mos con caracter general que ®(z,y, h) es una funcién continua de sus

argumentos, y que ademas es Lipschitziana con respecto a y

||(I)($7y17h) - (I)(xvy%h)n < EHyl - yQH? Vr € [a7b}7 vyhyQ e R".
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Esta condicién no es dificil de establecer para los métodos mas usuales
si suponemos que la funcion f que define el problema es continua y
Lipschitziana con respecto a su segundo argumento, una hipétesis que
supondremos en todo lo que sigue.

La otra propiedad determinante del método es que el error de trun-
cacion local del método, en z, definido por

d(z) :=y(lx+h) —y(x) — ®(z,y(x),h), z,x+hE€ a,b

converja a cero cuando h = mix,—o__ny-1(h,) — 0, uniformemente en h,,,
para h, € (0, hyin). d(z) representa lo que se aparta la solucion numeéri-
ca de la solucién exacta en un paso de longitud i cuando se parte de un
punto de la solucién exacta y(z).

Diremos que el método es de orden p si para cada z € [a,b] el error
de truncacion local d(z) en = tiene un desarrollo asintético en potencias
de h

y(x + h)—y(z) — h®(z,y(x), h) = (2.2)
Ay ()PP o dy i ()R 4 o(RNTY), (B — 0)

suponiendo que la solucién y = y(z) es suficientemente diferenciable.

2.2. Convergencia de métodos de un paso

Sean z e y puntos fijos arbitrarios, y sea z(t) la solucién exacta del
problema de valor inicial

2(t) = f(t2(1), =) =y,
con valores iniciales z, y. Entonces la funcién
2(x+h)—y
Az, y,h) = h
f(z,y) si h=0

representa el cociente de diferencias de la solucién exacta z(t) para paso
h, mientas que ®(z,y, h) es el cociente de diferencias para paso i de la
solucién aproximada producida por el método. La diferencia

st h#0,

7(z,y,h) == Az, y,h) — ®(z,y, h)
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nos indica como de bien cumple el valor z(z + %), con respecto a la solu-
cién exacta en = + h con dato inicial (z,y), la ecuacién del método de un
paso. Es decir, mide la calidad de la aproximacion del método. Se suele
llamar a 7(z,y,h) el error de discretizacién local en el punto (z,y) de
dicho método.

Antes de pasar al teorema del error global probaremos un lema que
nos sera de utilidad en la demostracién de dicho teorema.

Lema 2.1. Si los numeros &; satisfacen
&1 < (1+9)|&+B, 6d>0 B>0, i=0,1,2,...,

entonces

en — 1

J

Demostracion. Por hipétesis tenemos que

&0 < €™)&] + B.

&1] <(1+6)[&| + B,
|&] <(1+6)%|&| + B(1+6) + B,

&l S(L40)"&| +B[L+(1+8)+ 140+ +(1+86)""]

~(1+oye) + B

em — 1

5 Y

<e™|&| + B

con(0 <1+J < e parad > —1, que es lo que queriamos probar.

Teorema 2.1. Dado el problema de valor inicial

y/ = f(l'ay)a y(%) = Yo,

donde xzy € [a,b], yo € R, ¥ con solucién exacta y(x). Sea la funcion ¢
continua en

G:= {(x,y,h)\agxgb, |y_y(‘r>|§770§‘h‘§h0}a h0>07 7>07
y donde existen constantes M y N tales que

‘(I)(Ji,yl,h) - (I)(Ji,yg,h)‘ < M|y1 - y2’
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para todo (z,y;,h) € G, i =1,2, y
|7(z, y(x), h)| = |A(z,y(x), h) = @(z,y(x),h)| < N|h[", p>0,

para todo x € [a,b], |h| < ho. Entonces existe h/, 0 < h' < hy, tal que para
el error de discretizacion global e(x, h) = y,(x) — y(z),
M|z—zo| _ 1

M

para todo x € [a,b] y todo h,, = (v — x0)/n, n =1,2,..., con |h,| < h'. Si
~v = 0o, entonces h' = h,.

le(@, )| < [ha[PN=

Demostraciéon. La funcion

) O(x,y, h) if (x,y,h) €@,
D(z,y,h) =< Plx,y(x)+v,h) if x€la,b],|h] <hoy>ylx)+7,
CD(:U,y(x) - 77h) Zf VS [a7b]7 ’h’ S h07y Z y(l‘) -7,

claramente es continua en G := {(z,y,h)/z € [a,b],y € R,|h| > ho} ¥y
satisface la condicién

|D(2, 91, h) — ®(x,y2,h)| < My — yo

para todo (z,y,h) € G, i = 1,2, y, como ®(z,y(zx),h) = ®(z,y(z),h),
también cumple la condicién

Az, y(x), h) = @(z,y(x), )] < NP, para € a,b], [h] < ho.

Cojamos ahora el método de un paso generado por ¢ que nos proporcio-
na los valores de aproximacién y; := g(z;, h) paray; := y(x;), x; := xo+ih:

Jiv1 = §i + h® (s, i, h).

Teniendo en cuenta
Yir1 = Yi + hA(z;,yi, ),

obtenemos del error ¢; := ¢; — y;, restando, la recurrencia
Eip1 =& + h | (i, 5i, h) — (24,9, h)} +h [i’(%‘,yi, h) — A(zi, ys, h)] :
Ahora de las dos desigualdades iniciales tenemos que

@(%‘,yi, h) - A(a:iayia h)‘ S N’h"p7
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y por lo tanto gracias a la recurrencia anterior llegamos a
|| < (14 [h|M)&| + NIAPH.

El lema anterior, teniendo en cuenta que ¢, = 9y — yo = 0, nos dice que
KIAM _

M

e

ekl < NhJP

Ahora, sea x € [a,b], * # x¢, fijoy h :== h, = (x — x9)/n, n > 0 entero.
Entonces x,, = zo+nh = x y de la desigualdad anterior con k = n, donde
é(x, h,) = é, llegamos finalmente a que

M|z—zo| _ 1

€
e(x, hy)| < |ha|PN
e, )| < alP N

paratodo z € [a,b] y h,, con |h,| < hg. Como |x—x¢| < [b—aly v > 0, existe
un 7/, 0 < b’ < hy, tal que |é(z, h,)| < v para todo x € [a,b], |h,| < I/, es
decir, para el método de un paso generado por o,

Mo = Yo
Ni+1 =1 + (I)(:Elv i, h)7

de acuerdo con la definicién de ®, para || < I/,
Ji=m, & =¢, and ®O(z;Fi,h)=D(x;,nh).
Finalmente hemos probado el teorema, ya que

M|z—zo| _ 1

€
ho)l < |ha|PN
el )| < al? N

para todo = € [a,b] y todo h,, = (v — z9)/n,n=1,2,..., con |h,| <]

]

2.3. El desarrollo asintotico del error glo-
bal

Teorema 2.2. Sea f(z,y) una funcion con derivadas parciales hasta
orden N + 1 continuas y acotadas en la banda S = {(z,y)/a < x <
b,y € R"} y sea yn(x) la solucion aproximada que se obtiene al usar un
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método numérico de un paso de orden p, p < N, para la solucion y(x)
del problema de valores iniciales

y/ = f(x,y), LS [avb]

yla) = v, a=uxo.
Entonces yy,(z) tiene un desarrollo asintético de la forma

yn(x) — y(x) = ep(@)hP + epa (z)WP 4 - ey (2) AN
+ Eng(z, h)RNT con ep(29) =0 para k> p,

el cual es vdlido para todo x € [a,b] y todo h = h, = (z — x¢)/n, n =
1,2,.... Las funciones e;(z) son diferenciables e independientes de h, y el
término residual En.1(x, h) estd acotado para x fijoy todos los h = h,, =
(x —xg)/myn=1,2,....

Demostracion. Supongamos que el método de un paso viene dado por
®(x,y,h). Siel método es de orden p, y f cumple las hipétesis del enun-
ciado, entonces sabemos que

=dpi1 ()P 4 dy g ()BT O(RN ).

Nosotros usaremos solo que
y(@ +h) —y(z) = h®(w,y, h) = dpsr (x) W7 + O(W"*?)
y veremos entonces que hay una funcién diferenciable e,(z) tal que
yn(z) — y(z) = ep(x)h? + O(hPT),  e,(x0) = 0.
Con este fin consideramos la funcién
n(x) == yn(x) — ep(x)h”, (2.3)

donde la eleccién de e,(z) sigue estando abierta. Es facil ver que g ()
se puede ver como el resultado de otro método de un paso,

gn(x + h) = giun(z) + h(z, §n(x), h),
si ® se define como
B(a,y, h) = B,y + ey 0V, B) — (ey(w + h) — ey () h.
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Nuestro objetivo es encontrar e,(z), con e,(7o) = 0, tal que el método
con la funcién incremento ¢ sea de orden p + 1. Desarrollando el error
local del método de un paso ® en potencias de h llegamos a

y(+h) —y(@) — hd(z,y(x), h) =

. (de(x) -2 e y@en(o) + e;<x>) W O

donde hemos usado que

0D af
8_y<‘r7y70) - a_y(x7y>

Por lo tanto el término en h?*! desaparece si e,(z) lo definimos como
solucion de

() = dyer(x) — f(x,y(@))ey(@),  eplae) = 0. (2.4)

Con esta eleccién de e,(z), aplicando el teorema (2.1) a ® llegamos a
que

gn(z) — y(z) = yn(z) — y(x) — ep(x)h? = O(hP*Y)
osea que
yn(r) — y(z) = ep(x)h? + O(RP).

Repitiendo estos argumentos con ¢ en vez de con ® se completa la prue-
ba.

[]

El teorema puede extenderse a la situacién en la que la longitud
de paso es variable mediante el siguiente artificio. Supondremos que
existe una funcién 7(z) > 0 tal que la longitud de paso depende de ella
y de un parametro h

Tiv1 — x; = 7(25)h.

Entonces el desarrollo asintético (2.2) del error de truncacion local pasa
a ser

y(x + 7(2)h) — y(z) — hr(2)® (2, y(x), 7(2)h) = dpyr ()P ()PP 4 - -

y en la definicién de ¢ en la demostracién anterior ponemos

O(x,y, 7(x)h) == ®(x,y + e,(x)h”, 7(x)h) — (ep(x + T(x)h) — ep(x))%‘
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Desarrollando el error local del método de un paso @ en potencias de h
obtenemos

y(at(@)h) = y(@) = hr(2)(w, y(x), 7(x)h) =

_ () (dp+1(37)7p($) - eyt + e;<x>) W O )

y se puede generalizar con unas ligeras modificaciones del teorema
(2.2).

2.4. El desarrollo asintéotico en métodos si-
métricos
Los métodos de extrapolacion mas importantes usan desarrollos
asintoéticos con potencias pares de h. Para poder dar una base tedrica
para estos métodos, tenemos que explicar antes el sentido de y,(x) para

h negativo.
Si reescribimos (2.1) como

yn(x + h) = yp(x) + h®(z, yn(x), h)
y reemplazamos h por —h obtenemos
y-n(x — h) =y_p(x) — h®(z, y_n(x), —h).
sustituyendo ahora = por x + h
y_n(z) =y_p(z +h) — h®(x + h,y_p(z + h),—h). (2.5)

Obtenemos entonces una ecuacién implicita para y_,(x + h), que po-
seera una unica solucién para h suficientemente pequeno. Si expresa-
mos dicha solucién asi

y-n(x +h) = yn(x) = hd(z,y-n(), h), (2.6)

comparando (2.5) y (2.6) (con A = y_,(x + h), B = y_p(x)), tenemos la
siguiente definicién:

Definicion 2.1. Sea ®(z,y, h) la funcion incremento de un método. En-
tonces, nosotros definimos la funcién incremento ®*(x,y, h) del método
adjunto con el par de formulas siguientes:

B =A—h®(z+h, A, —h),
A =B+ h®*(z, B, h). (2.7)
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Pasemos a ver unas cuantas propiedades de los método adjuntos.
Teorema 2.3. o** = .

Demostracion. Sustituyendo en (2.7) h por —h y luego x por x + h , B
por Ay A por B se ve claramente.
]

Teorema 2.4. El método adjunto tiene el mismo orden que el método
original. El término principal del error es el termino principal del error
del original multiplicado por (—1)P.

Demostracion. Reemplazamos h por —h en (2.2), posteriormente x por
r+h y reorganizamos los términos. Esto nos lleva a (usando que d,; (z+
h) = dpi1(x) + O(h))

y(@)+dpr ()P (=1)P + O(RPF?)
=y(z +h) — h®(z + h,y(z + h), —h).

Denotamos por A a la parte izquierda de la igualdad, con B = y(z + h),
y usamos (2.7). Nos lleva a que

y(x 4+ h) = y(x) + dpsr ()P (=1)7 + h®* (2, y(z), h) + O(RP*?),

que es lo que pedia el teorema.
O

Teorema 2.5. El método adjunto tiene el mismo desarrollo asintético
que el método original, donde reemplazamos h por —h.

Demostracion. Repetimos el procedimiento con el que probamos el teo-
rema del desarrollo asintético, pero con h negativo. De tal forma que
acabamos llegando a que

y-n(z) —y(x) = ep(x)(=h)? + O(K"*1),

con lo que tendriamos el primer término, ya que la solucién de (2.4) con
valor inicial e,(z) = 0 tiene los mismos cambios de signo que d,.;(z).

Para poder finalizar tenemos que ver que la transformacion (2.3)
conmuta con el operador adjunto, es decir, que

* = (9%).
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Para ello, por (2.3) y por la definicién de ® tenemos que
yn(x + h) —ep(x + h)RP
— (@) — ep(@)R? + hb(, Y () — ey ()R, ).

Sustituimos ahora i por —h seguido de la sustitucion de x por = + h.
Finalmente, aplicamos (2.7), donde B = y_j,(z) — e,(z)(—h)P y A =
Yy—n(z + h) —e,(x + h)(—h)P, para obtener

y_n(x + h) —ey(x+ h)(—=h)P
— yonl@) = epl2)(—h)? + b (, yn(@) — () (—h)P, ). (2.8)
Por otro lado, gracias al teorema (2.4), si realizamos la transformacion

g-n(@) = y-n(x) = ep(x)(=h)"

y esto lo introducimos en (2.6), obtenemos de nuevo (2.8), pero con (@[5*)
en vez de ®*, con lo que hemos terminado la demostracion.
0

Tras estas propiedades de los métodos adjuntos que eran necesa-
rias dar a conocer, vamos a acabar el capitulo con la definicién de los
métodos simétrico y su desarrollo asintético.

Definicion 2.2. Un método es simétrico si & = d*.

Teorema 2.6. Si ariadimos al teorema (2.2) la condicién de que el méto-
do numérico es simétrico, entonces el desarrollo asintético solo contiene
potencias pares de h:

yn(z) —y(z) = €2q(x)h2q + €2q+2<x>h2q+2 +--
con ey; = 0.

Demostracion. Si & = ®*, tenemos que y_,(z) = yu(z). Entonces por
(2.6) y por el teorema (2.5) tenemos que el resultado es evidente.
0
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Capitulo 3

Métodos de extrapolacion y
su aplicacion a problemas de
valores iniciales

3.1. Introduccion

Sea

{ y = flz,y), ZEE[a,b]
Y

(a) = Yo
un sistema diferencial dado, si denotamos por ¢, la solucién del proble-
ma en un instante ry, + H, aproximando por un método numérico de
orden p, el error de dicho método admite, para soluciones suficiente-
mente regulares, un desarrollo de Taylor

F(h) = eg + e,h? + ey hPT 4o (3.1)

Los métodos de extrapolacion eliminan distintos términos ¢;#‘ median-
te combinaciones lineales de F'(h) en distintos h, de tal forma que el
método de extrapolacion tiene como desarrollo de Taylor del error

F(h) = eg + éxh* + P+

con k > p.
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3.2. Definicion del método

En primer lugar, se tiene que escoger una secuencia de enteros po-
sitivos
n <ng <ng<...

de tal forma que con ella definimos las correspondiente longitudes de

paso

H
h1>h2>h3>..., donde h; = —.
n;

Posteriormente escogemos un método numérico de orden p y hallamos

los resultados para nuestro problema de valores iniciales realizando n;
pasos de longitud h; para asi obtener

yhi(,fo —+ H) = ﬂ,l = F(hz)

Luego, eliminando términos de (3.1), llegamos al polinomio interpola-
dor
p(h) = eo + eph? + ep+1hp+1 N €p+k72hp+kf2 (3.2)

de tal forma que
p(hi) =Tin, i=j,....k—j+1 (3.3)

Finalmente, extarpolando sucesivamente, lo que estamos logrando es
eliminar los términos de (3.1) con / de grado menor o, lo que es lo mis-
mo, estamos haciendo que » — 0 cuando j — oo y por lo tanto

p(0) =eo =T
usando i = 0 como aproximacién numérica.

Teorema 3.1. El valor T, ; representa un método numérico de orden
p+Jj—L

Demostracion. Usando el desarrollo asintético (donde N =p+ j — 1)
yn(z) = y(z) + ep(z)hP + epir (2)RPT 4+ -+ en(2)hY + En g (2) RV
evaluado en xy + H y teniendo en cuenta (3.2) y (3.3) llegamos a
Tin = y(zo + H) + ep(wo + H)RY + -+ + eprjalmo + H)RI 2 + A,
donde

A; = en(zo+ H)WY + Exii(zo + H)RN T = O(HPY)
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yaque ey(xg) = 0y h; < H. Esto que se nos presenta aqui es un sistema
de ecuaciones lineal para las incognitas

y(xo + H),ep(wo+ HYHP, ... ey i o(vo + H)HPT 2

con matriz
B 1 1 1 7]
1 n_§ F e W
) 1 1 1
PR R T
. 1 1 1
L SR TE A n

Tenemos entonces el sistema

y(wo + H) Tja A
A ep(zo + H)HP | Tivia B Aji
eprj—2(xo + H)HPH =2 Th—jt1.1 Ag—ji1

que claramente es similar a (3.3) pero con el lado derecho perturbado
por los términos A;. Como la matriz A es claramente de Vandermonde,
entonces sabemos que es invertible y por lo tanto, restando con 4 = 0
en (3.2), obtenemos

.....

como error de truncacién y por lo tanto el error global es O(HP™ 1),
O]

Veamos ahora los pasos numéricos mas comunes que se usan para
los n;:

1,2,4,8,16,32,... (3.4)
1,2,3,4,6,8,12,16,24,32, ... (3.5)
1,2,3,4,5,6,7,. .. (3.6)
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La sucesion (3.4) da resultados muy precisos, pero es demasiado cara
computacionalmente, ya que reduciendo la longitud de paso a la mitad
el trabajo para el ordenador se duplica. Por otro lado la sucesion (3.6)
es muy asequible computacionalmente pero lleva a inestabilidades en
ciertos algoritmos de extrapolacién ya que

lim inf (n:;l) — 1, cuando 1 — 0.
Por el contrario, tanto para la sucesion (3.4), como para la sucesion
(3.5), el limite permanece alejado de 1. Ademas la sucesién (3.5) no tie-
ne un coste computacional tan alto a la hora de avanzar con el método
en comparacion con (3.4). Otra particularidad de (3.4) y (3.5) es que
para problemas iy’ = f(x) (cuadratura de Romberg), muchos valores de
funciones se pueden guardar y volver a usar para valores de h; mas
pequenos.

3.3. Extrapolacion de Richardson

T
Ty Ty
T3 T30 T33

Las entradas de la tabla se evaldan de tal forma que para la primera
columna se usa (3.3) y posteriormente el algoritmo
T — Ty
Tijma=Ti;+ an—llj

(3.7)

ni—j

j=1,... k—1yi=j+1,... k—j.

3.4. Extrapolacion racional

Este tipo de extrapolacion se basa en lo visto en el primer capitulo
(donde ya explicamos ampliamente la tabla y el algoritmo). En este
caso se trata de sustituir (3.7) del algoritmo anterior por

Tij —Tia
n |y Ly =Ty
Nij Tijy —Tic141

(3.8)

Tij1 =T +
-1
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donde
Tip = 0.

Por lo general la extapolacién racional no es mas ventajosa que la ex-
trapolacion de Richardson (o polinémica).

3.5. Extrapolacion con métodos simétricos

Si el método numérico que usamos es simétrico, entonces el desa-
rrollo asintético (3.1) es en potencias de h?

F(h) = eg+ ep(h*)P + eppr (PP 4o

y entonces cada paso de la extrapolacion haria que se eliminasen dos
potencia de h.

Ahora, reemplazando en (3.2) h por h?, se genera un cambio en los
algoritmos (3.7) y (3.8) de tal forma que (3.7) quedaria tal que asi

Tij—Tiov

Tz'7j+1 = Ti,j + w—z (3.9)
n;
()
Ni—j
y (3.8) asi
Tii— Ty
Tijur =Tij+ 2 - (3.10)

( n; )2 [1 Tij —Tiq } 1'
Ti—j Tij—Ti1j1

3.6. El método Gragg-Bulirsch-Stoer(GBS)

Para poder aplicar extrapolacion en la situaciéon anterior a proble-
mas de valores iniciales, necesitamos un método numeérico, como base
de la extrapolacion, que verifique que

F(h) = e + e1h® + egh® + e3h® + - - (3.11)

Esto quiere decir que si y(z) es solucion de la ecuacion diferencial sujeta
ay(rg) =yoewy,i=1,...,N, es la solucion aproximada en el punto
x; = xo + 1h, entonces para cualquier punto fijo x = z¢ + Nh, la solucién
aproximada y;(r) se puede expresar como

yn(r) = y(x) + arh® + agh* + ash® + - - - . (3.12)
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Gragg llegé a la conclusién de que y;,(z), producido por el siguiente
algoritmo

(1 = o+ hf(zo,v0)
Yi+1 = Y1t 2hf(xz7 yl>7 1= 17 SR 2n (313)
1
\ yn(r) = Z(anfl + 2yon + Yon+t1)

donde x = xq + 2nh y x; = z¢ + ih, tenia un desarrollo en potencias
de pares de h como en (3.11) y unas excelentes propiedades de estabi-
lidad. Pero la prueba de este resultado se antoja excesivamente larga
y compleja. Para soslayar este problema, Stetter tuvo la gran idea de
reinterpretar (3.13) como un unico algoritmo donde los indices pares e
impares estan separados. Para ello hay que definir primero los siguien-
te elementos:

h* =2h, x; =x9+kh", uy=v9=1yo,
1
Up = Yok, Uk = Yors1 — Nf (Tok, Yor) = 5(?/2k+1 + Yor—1)- (3.14)
Entonces podemos reescribir (3.13)

Uk = Yok = Uk+1 = Y2(k+1) = Y(2k+1)+1 = Y(2k+1)—1 T 2h f (g1, Yor+1),
U1 = Yo + 2R f (Topi1, Yort1)
= U1 = U + 2hf (2o + (2k + 1)h, v + hf(2ok, Yor))

h*
= w, + h* f(xo + 2kh + h, v, + Ef(xo + 2kh, uy))

h h
=up+h" f(xo+ kh" + 5o Ukt 7f<x0 + kh*,ug))

=ug + h*f(x) + %,vk + %f(xz,uk))
Uk = Yory1 — Nf (Tok, Yor) = Ve = Yogkr1)+1 — PS (Tars1), Yo(es1)
= Uk+1 = Y(2k+2)+1 — hf(@art2, Yort2)

= Yerk+2)—1 + 2h f(Tort2, Yorto) — hf (Tort2, Yorio)

= Yort1 + hf (Tori2, Yorio)

= Yorr1 — Pf(@or, yor) + hf (Tok, yor) + Af (Torr2, Yors2)

= v (o + 2k ug) + f(o + (26 -+ 2)h, ups)]

*

= v+ o [f (e ue) + (2 4+ B )
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Y escribiendolo en forma matricial

h* h*
Ugt1 Uk, [y + o Vg + ?f(ﬁ; u))
= +h (3.15)
1
e L 5 @i+ ) + £ w)

Este método que a partir del par (uy, vx) nos lleva en el par (ug 1, vg11)
nos va a facilitar la prueba de las dos propiedades que nos interesan
de (3.13). Primero veamos que (3.15) es un método simétrico, y por lo
tanto, (3.13) seria también un método simétrico.

Demostracion. Tenemos que ver que cambiando uy 1 Por uy, Vg1 POT Vg,
h* por —h* y x; por z; + h* (3.15) no varia.

Ug Upt1 flay +h* — o Ukl — 7f(33'2 + h*, upg1))
— — ¥ ’
2 Lf (g + R =R ug) + fxg + 0" upyg)]
despejando uy 1 Y Vi1
Uk+1 U flay + o V41 — ?f(x}z + b ugy))
= + h*

Vg1 U, Lf (g, ) + f(xg + h* )]

DN | —

ahora solo nos queda ver que

* *

h
Ukg1 — ?f(xz + D" Upgr) = v + ?f(:c}';, u).

Vg1 — ?f(xlt + R, uggr)
h* * *
= Yokt 1)+1 — RS (To(e41)s Y2(es1)) — ?f(xk + " Ugg)

* *

h
= v + 5 Lf (g, up) + fog + A upg)] — ?f(l‘z + ", Ukg)

*

= VUL + ?f(x",;,uk)

Por lo tanto tenemos entonces (3.15) y hemos probado la simetria.
O]
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Una vez vista la simetria del método, nos queda probar que el méto-
do de Gragg de verdad tiene un desarrollo asintético en potencias de
h2.

Teorema 3.2. Sea f(z,y) € C**2 entonces la solucién numérica dada
por (3.13) tiene un desarrollo asintético de la forma

l
y(x) —yn(z) = ej(x)h¥ + B T2C(x, h) (3.16)

j=1
con e;j(xg) =0y C(x, h) acotado por o < x < xo+2nhy por 0 < h < H.

Demostracion. Ya hemos visto que realizando las sustituciones (3.14)
en (3.13) pasamos a tener el sistema (3.15). Este sistema es consistente

con la ecuacion diferencial
!

u = f(z,v), u(xog) = Yo,

v'= f(x,u), v(xg) = yo,

cuando h* — 0 (donde la solucién exacta es u(x) = v(z) = y(z)). Como
ya hemos visto, el método es simétrico, y por lo tanto los desarrollos
asintoéticos de los errores son tal que

y(@) —wn-(2) = Y ay(@) (W) + (W) A, hY),

y(@) = vpe (x) = Y bi(x)(h*) + (h*)* T B(x, h*),

J=1

con a;(zg) = bj(xo) = 0y A(z, h*), B(z, h*) acotados por zy < z < z7+2nh

y por 0 < ) < H. Sumando ambas expresiones y usando que h* = 2h
2y(x) — uzn(x) — van(x)

= (a;(x) = bj(2))29n¥ + 222022 (A(x, 2h) + B(, 2h)),

entonces dividiendo por dos la expresion anterior

(ugn(x) 4 von(x))

= (aj(x) = b;(2))2¥ ' h¥ + 22 P2 (A(x, 2h) + B(w, 2h))
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y denotando a (a;(z) —b;(x))2%~! como e;(z) y a 221 (A(z, 2h) + B(x, 2h))
por C(x,h), como

1 1.1
yn(xo + 2nh) = —(Yan—1 + 2y2n + Yont1) = §(§(y2n+1 + Yon—1) + Yon)

4

1
- §(Un + un)a

llegamos a que
!
y(z) — yn(x Z ej(2)h¥ 4+ W 20(x, h),
7=1

donde e;(zg) = 0y C(z,h) esta acotado por zyp < z < zy + 2nh y por
0<h<H.
[

El método GBS se puede usar para la extrapolacion de la misma ma-
nera que el método simétrico anterior: primero elegimos una secuencia
de longitudes de paso, pero con la condiciéon de que cada n; sea par, es
decir, por ejemplo

2,4,8,16,32,64, ...
2,4,6,8,12,16, . ..
2,4,6,8,10,12, ...,

que son las secuencias vistas con anterioridad, pero donde hemos eli-
minado los n; impares. Posteriormente fijamos que

Ti1 = yn,(vo+ H)

y calculamos las expresiones T; ;, que ahora son en términos de /?, me-
diante la extrapolaciéon del algoritmo (3.9) o (3.10).

Aunque no tiene mayor relevancia para el algoritmo numérico que
hemos visto, para completar un poco la seccién, vamos a probar la exis-
tencia del desarrollo asintético en términos de h? para iy 1.

Teorema 3.3. Para x = x( + (2k + 1)h tenemos que

y(2) —yn(e) = Y b(@)h® + W™+ B(a, h)

J=1

donde b;(zy) # 0.
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Demostracion. 1,1 se puede hallar tanto avanzando un paso a partir
de v, como retrocediendo un paso desde v, ;. Con motivo de la simetria,
usamos la media de ambas expresiones, y obtenemos

1 h
Yok+1 = 5(% + Vpy1) + §(f(9€;§a ug) = f( @kt Ups1))-

Posteriormente restamos la solucién exacta

2(yn(r) — y(x)) = vap(x — h) — y(z — h)
+wvop(z+h) —ylx+h)+ylz—h) —2y(x) +y(x+ h)
+ h[f(x — hyugp(z — h)) — f(x + h,ugp(z + h))].
Debido a la simetria de us,(z) y de wvan(x), la expresién anterior es
simétrica respecto a h. Y por lo tanto la expresion asintdtica de o511

no tiene potencias impares de h.
[

3.7. Control de orden y del tamano del pa-
SO

Sea
it = [|Ths1e — Tt k+1]]

el estimativo del error de la k-ésima columna y la (k-1)-ésima fila de la
tabla de extrapolacién. Entonces, para que el paso sea aceptado, tiene
que ocurrir que

Ept1k < tol (3.17)

donde tol es la tolerancia dada al programa. Como nosotros vamos a
utilizar para nuestro programa la sucesion de nimeros pares,

n=2,4,638,10,12,14,16,18,20,...,
entonces el orden del método es 2k + 1, es decir,
gk—kl,k ~ H2k+1

donde H es el tamafo del paso que vamos a dar ese momento. Por lo
tanto, para estimar un nuevo H;, de tal forma que converja para la
columna k, tendria que ser

1
wl>2k+1

Ek+1,k

Hk:H<
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Ahora que ya tenemos claro cual es la longitud de paso adecuada para
k, tenemos que ver que k es el mas 6ptimo, es decir, el orden del método
en cada paso. Para ello vamos a comparar el trabajo requerido para
cada k. Consideraremos que el trabajo es principalmente el coste de las
evaluaciones de funcion definidas por la parte derecha de la ecuacion
diferencial. Si tenemos n, divisiones de H, entonces podemos calcular
el namero de evaluaciones de funcién con la recurrencia

Al =n; + 1,
Apr1 = A + 1.
Por lo tanto, el trabajo por paso para obtener la columna k es A,/ H,
que nosotros no dimensionalizamos con H
1

Ak+1 €k+1,k\ 9L 1 1
W, — H=A ( : )Qk +1.
k . e

Entonces la columna 6ptima sera el ¢ tal que

W,= min W,

k=1,....kf

donde £ es la columna final tal que (3.17) se cumple.

De todo este proceso surgen dos problemas:

-Si el H actual es “demasiado pequeio”, k; serd “demasiado pe-
quenio” y por lo tanto lo mismo con ¢. Entonces sera necesario aumentar
H para poder tener convergencia con ¢ > k.

-Si el H actual es “demasiado grande”, puede ocurrir que no ten-
gamos convergencia en ningun caso y haya que disminuir H. Lo que
buscaremos sera controlar los ¢, para cada k de tal forma que poda-
mos parar el paso actual cuanto antes.

Deuflhard [2] us6 ideas de teoria de comunicacién para poder sos-
layar estos dos problemas. Para ello generé unos factores «a(k,q) que
solo dependian de la tolerancia y de la serie de nameros utilizada en la
extrapolacion:

Apr1 — Aga
a(k,q) = tol (2k +1)(Ag1 — AL + 1), para k <q.

Entonces, en el caso del primer problema, supongamos que ¢ = ky.
Nosotros queremos incrementar H, de tal forma que tengamos conver-
gencia en en la columna ¢ + 1, pero no podemos calcular H,,,, entonces,
lo que hacemos es estimarlo con estos factores «a(k, q)

H, 1 = Hyo(q, g+ 1).
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Esta estimacion solo tiene sentido si

Agrr - Ao
W — Q+ > Q-i- — W 1
q Hq Hq+1 q+

o lo que es lo mismo
Agria(g, g +1) > Agso.

Como en en estas desigualdades solo intervienen A y «, esto se pue-
de determinar al principio del programa, y asi obtener k,,,, (columna
maxima permitida). En la practica, limitaremos k,,,, a 8 para evitar
problemas con el ordenador.

Para el segundo problema, el de reducir el paso, calculamos los esti-
mativos de longitudes de paso

H, = Hya(k,q), k=1,...,q—1.

Si alguno de ellos es “demasiado pequeno”, abandonaos el paso actual y
empezamos de nuevo con H,. Para ver si un H,, es “demasiado pequeiio”
comprobamos si

Hyo(k,q+1) < H.

Durante el primer paso del problema, esto se comprueba para todo k.
En los pasos sucesivos se comprueba solo en el intervalo

méx(1,q) < k <min(kyee, g+ 1).

3.8. Experimentos numéricos

Se ha implementado el método de Gragg-Bulirsch-Stoer con extra-
polacion de Richardson, y racional, sobre una bateria de problemas test
tomados de [9] y un problema test propio, que pasamos a describir.

Problema test 1: Este es un problema de facil integracion,
?/, =Y, y(o) = 1a VS [07 10]7

cuya solucién exacta es y(z) = exp(—xz).

Problema test 2: Este problema modela el caso general de oscilaciones
forzadas con amortiguamiento, con un grado de libertad. La ecuacion
diferencial que define el movimiento es:

Y+ M\ + W'y =ecos(Qx), y(0)=0, 2(0)=1, =z¢€][0,10].
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Los valores de los parametros considerados son: A =2, w =2,Q =5y
los valores ¢ = 0,01 y e = 3.

Problema test 3: Este problema integra las ecuaciones de Euler del
solido rigido en ausencia de fuerzas externas,

Yy =11, y1(0) =0,
Yo =—y1ys, Y2(0)=1,
yZIS = _0;5191 Y2, y3<0> =1

Problema test 4: El problema de Kepler que describe la é6rbita en el
problema de dos cuerpos reducido

vi=vys, v((0)=1
Yy =vys, ¥y2(0)=0,
ys = —u/(yi +y2)*% y3(0) =0,

— €,

1+4+¢
3/2 0 —
) ) y4() 1—¢

i = v/ (Y + Vs
con ¢ denotando la excentricidad de la érbita. Se ha experimentado con
los valores e = 0,1, e = 0,5y e = 0,9.

Problema test 5: Este problema se toma de [3],

y' =y —ay +xe’ — |z|(6 — 122 + 22° — 32°), x€[-1,1]
y(—1)=e't-2, yY(-1)=et+7.

El interés de este problema es que la segunda derivada de la soluciéon
presenta una discontinuidad en z = 0, que somete el mecanismo de
control de paso y orden del método a condiciones de regularidad de
la soluciéon que unicamente justifican desarrollos asintéticos de orden
bajo.

En todos los problemas test se ha comparado los resultados de los
codigos de extrapolacion estudiados, con los resultados obtenidos con
el codigo odel13 y oded5 de Matlab, usando los mismos parametros
de inicio en la integracion y las mismas tolerancias para el control del
error local.

Hemos considerado sistematicamente tres tolerancias: 1073, 107 y
10~°. Para cada problema test sélo presentamos la gréfica de la solu-
ci6on numérica obtenida con el cédigo de extrapolacion racional, ya que
no hay casi diferencia graficamente con la polinémica, con tolerancia
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tol = 1,0e7Y junto a una grafica de la solucién (tomada como exac-
ta) obtenida con ode113 con una tolerancia mas exigente. A efectos de
comparacion de la eficiencia construiremos graficas de las longitudes
de paso frente a la abscisa de integracion para cada tolerancia, y las
presentaremos conjuntamente, lo mismo para el orden del método.

1g

0.9

0.81

0.7r

0.6

0.5r

0.4r

0.3f

0.2r

0.1p

6 7 8 9 10

Figura 3.1: Solucién numérica mediante extrapolacion racional (x).

0.001 1le-06

151 b

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.2: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—,
ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 1076, 1079).
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.3: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel113— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).

1073 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 10 7 28 15
Rechazos 3 1 1 0
Evaluaciones 32 22 58 91
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 8 8 50 26
Rechazos 4 0 3 0
Fuvaluaciones 59 36 104 157
1079 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 9 9 50 26
Rechazos 3 0 3 0
FEvaluaciones 65 54 104 157

En este primer problema se puede observar que tanto la longitud de
paso como el orden tienden a estabilizarse en todos los métodos cuanto
menor es la tolerancia a excepciéon de ode45 que parece que es capaz
de ir aumentando la longitud de paso lentamente. También se puede
observar que el orden es mucho mayor en los métodos de extrapolacion
que en odel13 y lo mismo pasa con la longitud de paso con respecto
a odell3 y a oded5. Esto es algo que vamos a observar a lo largo de
todos los problemas.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.4: Solucién numérica mediante extrapolacién racional (x).

0.001 1le-06

15

Figura 3.5: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—,
ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 1076, 1079).
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0.001 le-06
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Figura 3.6: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel113— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).

1073 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 14 12 85 34
Rechazos 5 0 4 4
Evaluaciones 79 48 175 229
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 17 13 100 54
Rechazos 4 1 4 7
Fvaluaciones | 113 78 205 367
1079 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 23 19 100 54
Rechazos 7 1 4 7

FEvaluaciones | 183 127 205 367

Con el problema dos en el caso de ¢ = 0,01, a pesar de que la grafica
de la solucion tiende a estabilizarse, la longitud de paso varia ligera-
mente al igual que orden, aunque en intervalos muy reducidos.
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Figura 3.7: Solucién numérica mediante extrapolaciéon racional (x).
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Figura 3.8: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—,
ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 1076, 1079).
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Figura 3.9: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel113— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).

1073 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 19 16 112 47
Rechazos 5 4 5 9
Evaluaciones 87 76 230 337
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 14 15 155 129
Rechazos 3 2 4 8
Fuvaluaciones 97 98 315 823
1079 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 24 20 155 129
Rechazos 8 0 4 7
FEvaluaciones | 196 130 315 817

En este caso, con ¢ = 3, a pesar de que la solucién es periédica y
las soluciones son de mayor amplitud que en el caso ¢ = 0,01, el com-
portamiento del orden y de la longitud de paso es muy similar al caso
anterior, con la salvedad de que la longitud de paso en los métodos de
extrapolacion parece que se estabiliza mas que en el otro caso y ode45
oscila con mas frecuencia.
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Figura 3.10: Solucion numérica mediante extrapolacion racional (x).

0.001 1e-06
3 25
2
2
15
1
1
0.5
m\
0 (e
0 5 10 0 5 10
1le-09
1.5 T
l L .
0.5 b
0 - Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.11: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—,
GBS(rac.)—, ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 107, 107?).
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Figura 3.12: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel13— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).

1073 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 8 9 41 15
Rechazos 1 1 0 2
Evaluaciones 32 31 83 103
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 9 9 95 43
Rechazos 2 0 3 0
Fuvaluaciones 56 44 194 259
1079 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 13 13 95 43
Rechazos 4 2 3 0
FEvaluaciones 98 &9 194 259

En el problema tres, que integra las ecuaciones de Euler, la solucién
también es periddica, pero al contrario de lo que pasaba en el problema
anterior, tanto la longitud de paso como el orden de los métodos osci-
lan bastante. Mientra que ode113 mantiene la longitud de paso casi
constante.
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Figura 3.13: Solucion numérica mediante extrapolacion racional (x).

0.001 1le-06

Figura 3.14: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—,
GBS(rac.)—, ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 107, 107?).
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Figura 3.15: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel13— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).
1073 Rac. Pol. odell3 ode45
Pasos 11 9 47 16
Rechazos 2 1 3 0
Fuvaluaciones 50 36 98 97
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 11 10 86 49
Rechazos 1 0 5 0
Fvaluaciones 64 53 178 295
107? Rac. Pol. odell3 ode45
Pasos 15 14 86 49
Rechazos 3 1 5 0
FEvaluaciones | 112 92 178 295

En el problema 4 con excentricidad 0,1 pasa lo mismo que el caso
anterior, con la excepcion de que parece que en este caso la longitud de
paso de odel13 varia ampliamente en ciertos momentos.
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Figura 3.16: Solucion numérica mediante extrapolacion racional (x).

0.001 1le-06

Figura 3.17: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—,
GBS(rac.)—, ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 107, 107?).
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Figura 3.18: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel13— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).

1073 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 15 12 76 21
Rechazos 3 3 5 4
Evaluaciones 57 51 158 151
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 15 14 140 58
Rechazos 3 3 7 0
Fuvaluaciones 88 83 288 349
1079 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 19 18 138 59
Rechazos 4 4 6 1

FEvaluaciones | 140 131 283 361

Ahora como pasamos a tener excentricidad 0,5 se puede empezar a
ver que hay zonas en la grafica donde la curva es muy suave y zonas
donde la curva es mas cerrada y se acumulan muchos puntos. Esto
causa que la longitud de paso se reduzca bastante para asi poder pasar
la tolerancia fijada. El orden varia, pero de una forma muy similar a
problemas vistos anteriormente.
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Figura 3.19: Solucion numérica mediante extrapolacion racional (x).
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Figura 3.20: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—,
GBS(rac.)—, ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 107, 107?).
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Figura 3.21: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel13— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).

1073 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 22 19 144 37
Rechazos 6 4 12 7
Evaluaciones 89 79 301 253
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 30 26 254 96
Rechazos 8 9 13 8
Fvaluaciones | 165 164 522 625
1079 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 33 30 262 101
Rechazos 9 9 11 6

FEvaluaciones | 242 225 536 643

Como pasamos a tener una excentricidad de 0,9, mucho mayor a
la anterior, se observa, como en el problema con excentricidad 0, 5, una
acumulacion de puntos y la consiguiente reduccion de la longitud de pa-
so en el subintervalo que corresponde a puntos de la trayectoria eliptica
con mayor curvatura, mientras que el orden de los método casi no se ve
afectado por el cambio de excentricidad.
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Figura 3.22: Solucion numérica mediante extrapolacion racional (x).
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Figura 3.23: Longitudes de paso de los métodos GBS(pol.)—,
GBS(rac.)—, ode45—,y odel13— (tolerancias 1073, 107, 107?).
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Figura 3.24: Orden local de los métodos GBS(pol.)—, GBS(rac.)—, y
odel13— (tolerancias 10~3, 1075, 1077).

1073 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 6 5 19 12
Rechazos 1 0 3 0
Evaluaciones 20 14 42 73
1076 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 12 11 45 19
Rechazos 5 4 17 2
Fuvaluaciones 69 68 108 127
1079 Rac. Pol. odel13 ode45
Pasos 20 13 52 23
Rechazos 12 5 12 5
Fvaluaciones | 140 114 117 169

Como hemos mencionado al presentar los problemas, podemos ver
que en el punto donde se presenta la discontinuidad de la deriva segun-
da, se acumulan casi todos los puntos en la grafica. Ademas el orden del
método y la longitud de paso se reducen drasticamente para poder evi-
tar el problema que genera la discontinuidad.

Como ya hemos mencionado antes al definir los algoritmos de ex-
trapolacion, la extrapolacion racional no tiene ninguna ventaja frente
a la polinémica, como hemos podido ver en estos ejemplos (por ejem-
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plo, el nimero de rechazon es mayor en la extrapolacion racional), y
por lo tanto es evidente que en esta situacion es mejor implementar la
extrapolacion polinémica.

También es cierto que en eficiencia respecto al niemro de evaluacio-
nes, la extrapolaciéon gana claramanete tanto a ode113 como a ode45,
a excepcion del problema 5 (ya que al ser la solucién poco regular ya no
nos podemos aprovechar de los 6rdenes altos de la extrapolacion). Los
métodos de extrapolacion aqui mostrados tiene una desventaja clara,
no podemos representar la grafica con los valores extrapolados, ya que
al generar tan pocos puntos, la grafica no se asemejaria a la solucién
real.

3.9. Conclusiones

Partiendo de primeros principios hemos presentado en este trabajo
todos los elementos que justifican teéricamente el buen funcionamiento
de los métodos de extrapolacion en la soluciéon de problemas de valores
iniciales para ecuaciones diferenciales ordinarias. La implementacion
de un cédigo de paso y orden variable con métodos de extrapolacion es
con diferencia mas simple que para los métodos lineales multipaso y
ha sido estudiada en los ochenta por Deuflhard y sus colaboradores.
Hemos implementado un programa Matlab que tiene en cuenta estos
avances en la implementaciéon de un cédigo de paso y orden variable
mediante métodos de extrapolacion. La experimentaciéon numérica que
acabamos de presentar tiene por objeto validar el buen funcionamiento
de este codigo al comparar los resultados con métodos alternativos, y
reproducir cualitativamente experimentos numeéricos encontrados en
otros articulos. Naturalmente los codigos no contemplan opciones como
interpolacion, deteccion de stiffness, deteccion de ceros de la solucién,
ete,...

La justificacion teérica ha necesitado desarrollar partiendo de pri-
meros principios una introduccion a la interpolacién racional, asi como
la existencia de desarrollos asintdticos en el parametro de discretiza-
cion del error global para métodos explicitos de un paso. En particular,
incluimos la prueba de existencia de un desarrollo asintético en po-
tencias pares del parametro de discretizacion para la regla del punto
medio modificada, nuestro método basico de integracion.
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Apéndice A

Programas de Matlab

En este apéndice incluimos los programas que hemos utilizado en

Matlab que no estan disponibles en su biblioteca.

odeint.m

Este codigo es el programa principal que recorre el intervalo del

problema llamando en cada paso al método GBS.

function [xp,yp, nok, nbad, kusado,eval]
, ystart, x1, x2, eps, hl, hmin)

format long
global first epsold nseq

first=true;

epsold=1;

nseq = [2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 181;
eval=0;

kmax=200;

dxsav=0;

nvar = length(ystart);
MAXSTP = 10000;

TINY = 1.0e-30;

x = x1;

h = hlxsign (x2-x1);
nok = 0;

nbad = 0;

kount = 0;
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= odeint (dydx




y:
if

end
for

end

ystart;

(kmax > 0)

Xsav X — 2.0xdxsav;
nstp = 1 : MAXSTP
yscal = abs(y) + abs(hxdydx(x,y)) + TINY;
if (kmax > 0)
if (abs (x—-xsav) > abs(dxsav))
if (kount < (kmax-1))
kount = kount+1;
xp (kount) = x;
yp (:,kount) = y;
Xsav = X;
end
end
end
if ((x+h—-x2) % (x+h-x1) > 0)
h = x2-x;
end
[x, y, hdid, hnext,kusado (nstp),contador] =
BGSstep (dydx, x, y, nvar, h, eps, yscal);
eval=eval+contador;
if (hdid == h)
nok = nok +1;
else
nbad = nbad+1;
end
if ((x—x2) * (x2-x1) >= 0)
if (kmax "= 0)
kount = kount+1;
xp (kount) = x;
yp (:,kount) = y;
end
return
end
if (abs (hnext) < hmin)
error ('Longitud de paso menor que hmin.'")
end
h = hnext;

error ('Demasiados pasos en la integracion para la
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memoria."')
end

BGSstep.m

Se encarga de hacer cada paso del método GBS, en él podemos elegir
si queremos extrapolacion polinémica o extrapolacion racional comen-
tando las tres lineas correspondientes.

function [x, y, hdid, hnext,k,contador] = BGSstep (dydx
, X, y, nv, htry, eps, yscal)

global a alf epsold first kmax kopt xnew nseqg

hnext=htry;

KMAXX = 8;

SAFE1l = 0.25;

SAFE2 = 0.7;

REDMAX 1.0e-5;

REDMIN = 0.7;

TINY = 1.0e-30;

SCALMX 0.1;

if (eps "= epsold)
hnext = -1.e29;
xnew = —-1.e29;
epsl = SAFEl x eps;

a(l) = nseqg(l) + 1;
for k = 1:KMAXX

a(k+l) = a(k) + nseqg(k+l);
end

for ig = 2 : KMAXX
for k =1 : ig-1
alf(k,iq) = epsl” ((a(k+l) - a(ig+l))/((a(
ig+l)-a(l)+1.0)x (2*k+1)));
end
end
epsold = eps;
for kopt = 2 : KMAXX-1
if (a(kopt+l) > a(kopt)xalf (kopt-1,kopt))
break
end
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end
kmax = kopt;

end

h = htry;

ysav = y;

if ((h "= hnext) || (x "= xnew))
first = true;
kopt = kmax;

end

reduct = false;

contador=0;

while true
T=zeros (nv, KMAXX, KMAXX) ;
$T=zeros (nv, KMAXX+1, KMAXX) ;

for k = 1 : kmax
xnew = X + h;
if (xnew == Xx)

error ('Tamano de paso demasiado pequeno.')
end
[T, yseq] = mmid(dydx, x, ysav, h, nseqg(k));
contador=contador+1;
T(:,1,k)=yseq;
T (:,2,k)=yseq;

if (k "= 1)
[y, yerr,T] = pzextr(k, T,nseq);
%[y, yerr,T] = rzextr(k+l, T,nseq);

errmax=TINY;
for ele=1l:nv
errmax = max (errmax, abs (yerr (ele)/
yscal (ele)));
end
errmax =errmax/eps;
km = k - 1;
err (km) = (errmax/SAFEl) " (1.0/ (2xkm+1));
end
if ((k "= 1) && ((k >= (kopt-1)) || first))
if (errmax < 1.0)
accepted = true;
break
end
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end
end
if (acc
bre
end
red = m
red m
h = h =
reduct
end

X = Xnew;
hdid = h;
first = fal
wrkmin = 1.
for kk =1

if ( (k == kmax) || (k==kopt+l) )
red = SAFE2/err (km);
accepted = false;
break
elseif ( k == kopt )
if ( alf (kopt-1,kopt) < err (km))

red = 1.0/err (km) ;
accepted = false;

break
end
elseif ( kopt == kmax )
if (alf (km,kmax-1) < err(km) )
red = alf (km, kmax-1) = SAFE2 /err
(km) ;
accepted = false;
break
end
elseif (alf (km, kopt) < err(km))
red = alf (km, kopt-1)/err (km);
accepted = false;
break
end
epted)
ak
in (red, REDMIN) ;
ax (red, REDMAX) ;
red;
= true;
se;
e35;
: km

fact = max(err(kk), SCALMX);
factxa (kk+1);

if (work < wrkmin)

le = fact;

work =

SCa
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wrkmin = work;
kopt = kk + 1;

end
end
hnext = h/scale;
if ( (kopt >= k) && (kopt "= kmax) && (“reduct))

fact = max(scale/alf (kopt-1,kopt), SCALMX);
if (a(kopt+l)+fact <= wrkmin)
hnext = h/fact;
kopt = kopt+l;
end
end
end

mmid.m

Implementa la regla modificada del punto medio.

function [ x, yout ] = mmid(dydx, x0, y0, htot, nsteps
)

nv = size(y0,1);

ym = zeros(nv,1l); yn = zeros(nv,1); yout = zeros(nv
,1); swap = zeros(nv,1);

o\

h = htot/nsteps;

ym = y0;

x = x0;

yout = feval (dydx, x, ym);
yn = y0 + hxyout;

syn = y0 + hxypO0;

X = X + h;

yout = feval (dydx, x,yn);
h2 = 2.0+h;

for n=2 : nsteps
swap = ym + h2xyout;
ym = yn;
yn = swap;
x = xX+h;
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yout = feval (dydx, x, yn);
end

yout = 0.5+« (ym + yn + hxyout);
return
end

pzextr.m

Genera una fila de la tabla de la extrapolacién polinomica.

function [y, yerr,T] = pzextr(k, T,nseq)

for i=1:k-1

num = T(:,i,k) — T(:,1i,k-1);

den = (nseqg(k)/(nseg(k-1)))"2 - 1;

T(:,1+1,k) = T(:,1i,k) + num/den;
end

y=T(:,k,k);
yverr=T(:,k-1,k)-T(:,k,k);
end

rzextr.m

Genera una fila de la tabla de la extrapolacién racional.

function [y, yerr,T] = rzextr(k, T,nseq)

for 1=1:k-2

num = T(:,i+1,k-1) - T(:,i+1,k-2);
a=1-(T(:,1+1,k-1) — T(:,1i+1,k-2))./(T(:,1+1,k-1) -
T(:,1,k=2));
den = ((nseqg(k-1)/(nseq(k-1-1))) " "2)xa - 1;
T(:,1i+2,k-1) = T(:,i+1,k-1) + num./den;
end

sz(:lklk_l);
yverr=T(:,k-1,k-1)-T(:,k,k-1);
end
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