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Resumen

En el mundo observamos una gran variedad de tamafios y formas: desde el patagotitan, que
pesa 69-10° kg y mide 36 m de largo y 14 m de alto, o la gran ballena azul, que pesa 2-10° kg y
mide 30 m de largo, hasta el micoplasma, cuya masa es del orden de 2-1016 kg.

Para comparar los fenémenos que ocurren a diferentes escalas, utilizamos el analisis
dimensional y las leyes de escala. Las leyes de escala son, matematicamente hablado, leyes
de potencias que interrelacionan dos variables que describen un proceso natural. En Biologia se
las conoce con el nombre leyes alométricas y, obviamente, se caracterizan principalmente por

medio del exponente (alométrico). Dichas leyes nos hablan del diferente crecimiento relativo de
las dos variables de interés, en contraposiciéon con las leyes isométricas, que serian aquellas en

las que el exponente vale 1 y una variable crece proporcionalmente respecto a la otra.

No existen leyes de escala generales y, para llegar a una, primero hay que establecer una
hipétesis biolégica que intente describir el proceso subyacente. En algunos casos se puede utilizar
el Principio de Semejanza, establecido por Arquimedes para figuras geométricamente
semejantes (isometria), apoyandonos en alguna hipotesis biologica. Pero este principio presenta
ciertas limitaciones, y Galileo se dio cuenta de ellas 2000 afios después.

En este trabajo veremos lo importante que es entender por qué los fenémenos fisicos que ocurren
a una cierta escala no pueden ser extrapolados a otras por una simple regla de tres, y que por
eso son importantes las leyes de escala y las, asi llamadas, propiedades emergentes, que aparecen
cuando ni siquiera se cumplen las leyes de escala.

Palabras clave: tamafio, forma, andlisis dimensional, Principio de Semejanza de Arquimedes,
hipotesis biologica, Galileo, alometria, Ley de Kleiber, propiedades emergentes.



Abstract

In the world we observe a great variety of sizes and shapes: from the patagotitan, which weights
69-10% kg and is 36 m long and 14 m tall, or the great blue whale, weighting 2-10° kg with a
length of 30 m, to the mycoplasma, which weights 2-10 16 kg.

To compare phenomena at different scales, we use dimensional analysis and scaling laws.
Scaling laws are, mathematically speaking, power laws that relate two variables describing a
natural process. In Biology, they are called allometric laws, and, obviously, they are mainly

characterized by the (allometric) exponent. Such laws speak about different relative growth of
the two variables of interest, in contrast to isometric laws, meaning those for which the

exponent is 1 and one variable increases proportionally to the other.

No general scale laws exist and, to arrive to one, a biological hypothesis must be stablished in
order to describe the underlying process. In some cases, we can use the Similarity Principle,
set by Archimedes for geometrically similar figures (isometry), supported by a biological
hypothesis. But this principle presents some limitations, and Galileo realized that 2000 years
later.

In this work, we will see the importance of understanding why the physical phenomena that
occur at a certain scale cannot be extrapolated to other scales using a simple rule of three, and
that is why scaling laws and the so-called emergent properties, which appear when not even
scaling laws hold, are important

Keywords: size, shape, dimensional analysis, Archimedes's Similarity Principle, biological
hypothesis, Galileo, allometry, Kleiber's law, emergent properties.
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Capitulo 1

Prefacio

Cuando queremos describir el mundo real, debemos tener especial cuidado con el hecho de que
las leyes naturales NO SON, en general, INVARIANTES bajo transformaciones de escala
(Abellan, 2013; Anderson, 1972; Galilei, 1976; Nufiez et al., 2010; Peterson, 2002; Wilson, 1979),
de forma que hemos de ir de lo macroscopico a lo microscopico, en contra de lo que

habitualmente se ensefia en Fisica (Jaynes, 1979).

Una de las consecuencias de que la realidad NO sea invariante bajo cambios de escala, es la

apariciéon de un conjunto de niveles jerarquicos, claramente diferenciados, cada uno de los cuales
NO puede deducirse trivialmente a partir del NIVEL INFERIOR, dando lugar a la apariciéon de
las asi llamadas propiedades emergentes (Laughlin, 2007; Henriques, 2003).

Asi pues, la descripcion reduccionista de la realidad Fisica,
que se utiliza implicitamente en la mayoria de las teorias en
uso actualmente, en el que cada nivel jerarquico se explica
gracias comportamiento de las entidades elementales de
otro nivel inferior, es intrinsecamente incapaz de dar cuenta
de los fenomenos reales (Anderson, 1972). De forma que,
para describir un sistema, ya sea social, politico, o biolégico
(de hecho, propiedad emergente),
necesariamente hay que utilizar una descripcién jerarquica
del mundo.

la vida es una

Ya Aristoteles, en su Metafisica, indicé que “el todo es mds
que la suma de las partes’, que retomé Hegel en su conocida
sentencia “la cantidad se transforma en cualidad’, de forma
que podemos decir que, en algunos sistemas, aparecen
propiedades colectivas no deducibles de las individualidades
que los componen.

Fue Reiser (1958) el primero que jerarquizé los diferentes
niveles de complejidad del mundo, como aparece en la
Figura 1.1.

DIAGRAM IX
ISOMORPHIC RELATIONS BETWEEN LEVELS

World Sensorirm

Elementary Particles (Level T)

. Spatio-temporal Correlations:
Serial Order; Whole-part relations; ete.)

o

: north-south polarity

lar: macroscopic spin-effects

) Cellular: dominance-subordination patterns

d) World Sensorium: East-West synthesis

3. Gestalt Unity:
(Functional integration of micro-rhythms emerge as
macro-rhythms of + 1 entities in the structural
hierarchy of orthogonal dimensions)

Figura 1.1

Lo que permiti6 a Jorge Wagensberg, unos afios después, hacer su reconocida “Breve historia de
la materia” (Wagensberg, 1998) que presentamos en la Figura 1.2.
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JORGE

Breve historia de la materia

Una particula fundamental, como
un electrén, no tiene partes cons-
tituyentes que puedan deambular libres
por el espacio. Raramente sobrepasan el
yoctogramo, es decir, la cuatrimillonési-
ma parte de un gramo. Sea el suyo
entonces el nivel uno de la materia. El,
el electrén, sf puede ser libre. O no. Por-

cual puede, a su vez, divagar libre por el
cosmos. O no. Porque un 4tomo bien
puede combinarse con otros para crear
otra entidad, la molécula, el nivel tres
de la materia.

Una molécula puede ser muy ligera,
como la del agua, o alcanzar el picogra-
mo, la billonésima parte de un gramo,
como un DNA. Ambas pueden circular
més o menos libres y mansas por el océ-
ano. O no. Porque pueden verse involu-
cradas en un complejo con otras molé-
culas y dar lugar a otra individualidad,
la célula. Suele llegar al microgramo e
ilustra el celebrado nivel cuatro de la
materia. Puede nadar a su aire en busca
de luz o alimento. O no. Porque puede
negociar con otras como ella y constituir

una entidad del nivel cinco, el organis-
mo, que puede vagar por ahi, tirando de
una masa de entre el microgramo y
decenas de toneladas, como un gusano o
un cetdceo. O no. Porque también pue-
de reunirse con otros organismos de su
mismo nivel para dar lugar a otra indivi-
dualidad, la sociedad familiar de una

como una manada de fius. Estas entida-
des son ya propias del nivel sietc de la
materia y raramente se organizan para
crear algo que merezca ser registrado
como del nivel ocho. Es muy raro, pero
ocurre. Es la sociedad de sociedades mul-
tifamiliares con soberanfa sobre sf mis-
ma, como la polis griega, como un esta-
do, una individualidad, que puede llegar
al millén de toneladas... Y ya no hay
més. Ni mas de ocho ni menos de uno.

Desde hace mas de 10.000 millones de
afios hasta hace 3.800 s6lo existieron los
tres primeros niveles. Es la materia iner-
te. Una {nfima parte de ésta se inicié
entonces en el empefio de intercambiar
materia, energfa e informacién con un
resultado notable: mantener un grado

Jorge Wagensberg

minimo de independencia respecto del
entorno. Esta materia viva, limitada,
durante los 3.000 millones de afios
siguientes, al nivel cuatro. Hace quizd
1.000 millones de afios que aparecieron
las primeras individualidades del nivel
cinco, pero el incremento del grado de
independencia necesario para el préxi-

WAGENSBERG | que es bien posible que se asocie con | sola madre, el nivel seis de la materia. | mo gran salto no se consigue hasta hace

es director del otras particulas para formar otra indivi- | Asi es como las hormigas dan sentido a | unos 100 millones de afios, cuando cier-

(":’:::z?ad:e'fa dualidad, un atomo, como el del hidré- | la colonia. Puede que todo quede ahf. O | tos individuos, cinco logran algo sobre-

Fundacién geno, que no supera los mil yoctogramos | no. Porque algunas familias pueden | saliente: tomar decisiones, buscar un

;Ia Calixa” de y representa el nivel dos de la materia, el | agruparse en una sociedad multifamiliar, | plan B cuando el previsto plan A fraca-
arcelona

sa. Es la materia inteligente. Y no es has-
ta bien avanzado el nivel siete y el ama-
necer del ocho cuando, hace menos de
100.000 afios, una mindscula parte de la
materia inteligente accede al conoci-
miento. Es la materia civilizada una
materia capaz de volverse hacia su his-
toria para preguntar por la materia iner-
te, por la materia viva, por la materia
inteligente, por s{ misma y por su senti-
do en el devenir del universo.

Y ahora un Gedanken Experiment. Rebo-
binemos mentalmente la edad, el tiem-
poy dejemos que la historia universal de
la materia se desenrosque de nuevo.
Puede que, como machaca Stephen Jay
Gould, el progreso sea un concepto irre-
levante. O no.

92 VUNDO CIENTITICO 196 DICIEM2RE 1998

Figura 1.2: “Breve historia de la materia’, de Jorge Wagensberg (1998).

Lo cual también permiti6 a Henriques (2003), elaborar el arbol del conocimiento (jerarquico),
que aparece en la Figura 1.3, especialmente ilustrativo para los propodsitos de esta memoria.

>

COMPLEXITY

~
Present

Figura 1.3: El arbol del conocimiento de Gregg Henriques (2001).
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Por poner un ejemplo, en una colonia de hormigas, se podria decir que cada una sigue un
comportamiento arbitrario, pero el comportamiento de cada hormiga converge hacia un
comportamiento colectivo destinado a un cierto fin. Ese comportamiento colectivo no es
deducible a partir del nivel anterior, el de hormiga individual aislada.

También el agua, el liquido elemento, fundamental en los organismos vivos, presenta una serie
de propiedades emergentes. En particular, el efecto colectivo asociado al enlace puente de
hidrogeno intermolecular, la asi llamada “asociacion” del agua (y otros compuestos de interés
biologico como el amoniaco), es una de ellas. Lo que explique que cada afio se publiquen
innumerables articulos que pretenden explicar la estructura y propiedades del agua liquida, y
ninguno llegue a conseguirlo de manera satisfactoria. El hecho de que el hielo flote sobre el agua
liquida es un fenémeno (tan habitual) especialmente informativo al respecto.

Las propiedades emergentes aparecen, siempre, en sistemas complejos y son muy importantes en
el estudio de la biologfa. En este trabajo se hablard de sistemas biolégicos, los cuales son
complejos.

Esas propiedades o fenémenos emergentes no pueden ser justificadas, de manera inmediata, en
términos microscopicos, dando lugar a la aparicién de una de las ideas mas interesantes e
importantes desarrolladas en la Fisica en la segunda mitad del siglo XX: la emergencia, e
implica que siempre tendremos ciertas limitaciones a la hora de intentar describir teéricamente
los sistemas reales haciendo uso de las entidades de niveles inferiores.

Frente a los que creen que, en la Ciencia, las cosas son solo aparentemente complejas y solo hay
que encontrar el “truco”’ para simplificarlas (como hizo Galileo al pasar de un sistema de
referencia  geocéntrico a otro heliocéntrico), hoy conocemos que hay sistemas
intrinsecamente complejos, no reducibles a la descripcion simple habitual [el clima, con su
necesidad de “conocer el aleteo de un mariposa en China hace 10000 afos” para predecir si
dentro de 15 dias llovera, segtin E. N. Lorenz, o las bifurcaciones dindmicas en la teoria de las
catastrofes del francés René Thom , etc.|.
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Capitulo 2

Leyes de escala: tamaio, forma y vida

El mundo se caracteriza por una gran diversidad de fenémenos maravillosos e impresionantes.
Los cientificos tratan de buscar regularidades en este aparente “caos” en el que vivimos.

Siguiendo el método cientifico’ observacional, podemos concluir, por ejemplo, que una pulga
puede aguantar hasta 200 veces su peso y el ser humano, obviamente, mo. Este hecho, que
consideramos evidente, tiene una importante repercusion, pues nos lleva a tener que aceptar, de
manera natural, las leyes de escala (Jou, 2009); que, cuando no se cumplen, dan lugar a

propiedades emergentes (Laughlin, 2007).

En el mundo observamos una gran variedad de tamafios y formas. En los seres vivos abarcan 21
ordenes de magnitud en lo que respecta al peso. Desde la gran ballena azul, que pesa 2-10° kg
siendo el animal més grande vivo actualmente, hasta el micoplasma, del orden de 2-10716 kg.

|
|
B - 10m | . I_Patagotitan mayorum |
|

§]

Figura 2.1: Comparaciéon del tamafio de un hombre adulto promedio y un ejemplar de
Patagotitan mayorum, exhumado por investigadores en la Patagonia argentina, y dado a conocer
en mayo de 2014. Cada cuadrado representa 1 metro de lado (Patagotitan mayorum, 2014).

1 El método cientifico se basa en la observacion de fenomenos naturales para luego postular una serie
de hipoétesis, y después llevar a cabo una comprobaciéon experimental. Por contra, si partimos de unas
conclusiones y buscamos explicitamente unos datos que las corroboren estaremos cayendo en la
pseudociencia.
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En la naturaleza, y en particular en los seres vivos, el tamaio si importa, y ya Galileo se dio
cuenta de ello (Galilei, 1976). El tamafio de las cosas, y el de los seres vivos, no puede aumentar
arbitrariamente.

Las leyes de escala nos permiten comprender céomo dependen las propiedades y
funciones de los seres vivos de su tamano. Y es que, a mayor tamaifio, mayor complejidad.
El tamafio esta relacionado con la funcion de los seres vivos, y también la forma es importante,
pues no podemos ni imaginar a un elefante, del tamafio de una ardilla, escalando por el tronco
de un &arbol. La forma de los animales responde a su funcién. Por ejemplo, los animales
terrestres tienen, por lo general, formas cilindricas para facilitar su locomocién. Por lo tanto, la

forma responde a factores del tipo funcional.

Figura 2.2: Los animales terrestres, como los caballos, tienen formas cilindricas para facilitar su
locomocion (Pittau, 2017).

Para poder comparar fendémenos fisicos de organismos de diferentes tamafios, tenemos que
realizar, primero, una hip6tesis bioldgica que permita establecer una relacién razonable entre
dos elementos o variables. Hay que tener en cuenta ademas que no se pueden comparar dos
cosas completamente dispares.
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También es importante el analisis dimensional (Jou, 2009). Para un sistema existen una serie
de parametros que lo describen completamente.

Para determinar las constantes caracteristicas independientes de un sistema y su relaciéon con los
demas pardmetros, recurrimos al analisis dimensional. Elegimos unas magnitudes basicas, y el
resto pueden expresarse en funciéon de ellas. La eleccion de la base de magnitudes basicas,
(por ejemplo, unas de ellas podrian ser [longitud, masa, tiempo], las utilizadas en mecanica), se
elige en funciéon de los instrumentos de medida a nuestra disposicién. El anélisis dimensional nos
permite comprobar, de forma répida y sencilla, si una ecuaciéon dada es correcta o no.

Sistema [M] [L] [T]][€ ]
Longitud. / L]
Masa, m [Z
Tiempo. (7]
Area. 4 [L7]
. 1
Fr a, —
recuencia, | _T}
Veloeidad, v £}
T
: L
Aceleracion, a —}
L T-
Fuerza, F ﬁ}
LT
‘e M
Presion, p. .
b LT']
Energia, E. trabajo, W, o calor. Q0 ﬂ;{d:|
Densidad. p l{}

Figura 2.3: Estas son algunas de las magnitudes mas importantes utilizadas en Fisica (Jou,
2009).

Las leyes de escala son importantes en diversas ramas de la Ciencia. En Biologia son
frecuentes las llamadas leyes alométricas, que describen relaciones entre caracteristicas
anatomicas, fisiolégicas o de comportamientos y tamafios y formas. El término alometria fue
acufiado por Julian Huxley y Georges Teissier en 1936). Suelen hablar del crecimiento diferente
(con el tamaifio, por ejemplo) de dos variables que estan relacionadas.

Estas interrelaciones se expresan matematicamente por leyes de potencias, de la forma:
X =ay” (2.1)
en donde @ es el coeficiente alométrico y [ el exponente alométrico.

En la literatura nos las encontramos representadas habitualmente de manera lineal, utilizando
para ello la escala logaritmo(log)—-logaritmo(log), en la forma:

InX =lna+BlnY (2.2)

Y es que, aunque los sistemas vivos se encuentran entre los sistemas més complejos de la
naturaleza, muchas de sus leyes son alométricas y muy simples, expresadas en funcién del
tamafo del ser vivo o de su masa.
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Comencemos exponiendo tres ejemplos de leyes de escala, dos de los cuales son muy sencillos y
bien conocidos en la Fisica (pero reescritos y reinterpretados de otra manera), y un tercero
referido a sistemas vivos:

1.

La relacion entre el periodo de un péndulo simple T y su longitud L se suele escribir

T = 2;1\/Z (2.3)
g

donde g es la intensidad del campo gravitatorio terrestre. Pues bien, lo podemos
reescribir como (Gil, 2012):

como:

2
T=221Y2 = g% (2.4)
Jo
y asi quedaria escrita como una ley de escala que muestra el diferente “crecimiento” de la
longitud del péndulo con respecto del periodo. Podemos hablar de un “crecimiento”
alométrico.

La tercera ley de Kepler, o la relacién entre el periodo T de los planetas y su
distancia al Sol, d, se suele escribir como:

T? = kd® (2.5)
en donde k es una constante de proporcionalidad. La podemos reescribir de la siguiente
forma (Gil, 2012), con BV =k

T = kd®? (2.6)
que muestra el diferente “crecimiento” de la distancia de los planetas al Sol con respecto
al periodo. De nuevo, podemos hablar de un “crecimiento” alométrico.

Una de las leyes de escala més representativas y conocidas en la literatura que sera
importante durante el desarrollo del trabajo es la Ley de Kleiber, también conocida
como la Ley de escalamiento 3/4 (por el exponente alométrico que lleva), establecida en
el afio 1932, que relaciona el metabolismo basal B con la masa M.

Para deducirla, podriamos comenzar planteando la hipdtesis bioldgica siguiente: que el
metabolismo B es proporcional a la masa M. De esta manera tendriamos (ley isométrica)
que:

B~M (2.7)

Asi por ejemplo, en un animal con el doble de masa deberiamos observar el doble de
consumo, pero esto no se cumple en los mamiferos.

Hagamos, entonces, otra suposicién. Como el calor se disipa a través del area superficial,
es logico suponer que el ritmo metaboélico podria depender de esta. Asi tenemos que:

B ~ Area (2.8)

) . . ops 2 . 2
Como el area es proporcional a una longitud caracteristica al cuadrado, area ~ longitud
y la masa es proporcional al volumen, que a su vez es proporcional al cubo de una

longitud caracteristica: M ~ (longitud)?’, o bien longitud ~ M 173,

18



Asi que el area se puede escribir en funcién de la masa cémo:
Area ~ M?/3 (2.9)
De donde concluimos que:
B~ M?*3 (2.10)

Esto concuerda mejor con los resultados experimentales. Pero la realidad es otra vy,
deducir la Ley de Kleiber, no es tan sencillo.

Recurrimos ahora al modelo de semejanza elastica, que nos dice que la forma no se
mantiene al variar el tamafio?. Se da la siguiente relacion:

d~ 17 (2.11)
que constituye una relaciéon alométrica per se.

Las variables d y L podrian ser por ejemplo didmetros (d) y longitudes (L) del
humero de antilopes, o el didmetro del tronco de un arbol (d) y su longitud ( L )3.

Esto nos indica que, en los animales, al aumentar su tamafio, la anchura de las

extremidades y del tronco crece més rapido que la longitud de sus extremidades v altura.

La relacion d ~ L*/? optimiza la resistencia a la rotura y a la deformacién, y de ahi
el aspecto funcional.

Por ejemplo, para formas cilindricas (podemos considerar que las partes del cuerpo de
muchos animales terrestres estan formadas por cilindros) tenemos que:

M~ d’L = d**%3 = ¢%/3 (2.12)

en donde d es la anchura del cilindro que forma el cuerpo del animal, y L el largo de
dicho cilindro. Y la masa es proporcional al volumen, claro.

Pues bien, aceptando la hipdtesis biolégica de que la dependencia del ritmo
metabodlico B es proporcional a la seccién trasversal tenemos que:

B~d* ~(M38)? = p3/4 (2.13)
que es justo la que concuerda con los resultados experimentales.
Asi que, la ley de Kleiber correcta es:
B =CM¥* (2.14)

Hemos visto ya que: (i) los fenémenos no son extrapolables de una escala a otra
por una simple regla de tres, y (ii) que la importancia de las leyes de escala
reside en el exponente alométrico.

Estas dos ultimas ideas son las claves de toda la alometria.

La Ley de Kleiber se cumple para una gran variedad de especies cubriendo un rango de
masas de hasta 22 6rdenes de magnitud, desde bacterias hasta ballenas azules.

2 Que la forma no se mantiene al variar el tamafio es una de las claves de la alometria.
3 De hecho, una de las cosas que estudio Galileo (Galilei, 1976) fue el diferente crecimiento del didmetro
del tronco de un arbol con respecto de su longitud.
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No obstante, en muchos organismos, como insectos o aves la Ley falla y se requiere un
exponente entre 2/3 o 1.

Esta ley se puede generalizar (sin entrar en como) de la siguiente forma:
B =aM +bM?/3 (2.15)

en donde el término isométrico (crecimientos proporcionales): B =alM , es el gasto
energético minimo por célula y el término alométrico (crecimientos diferentes):

B =oM% 3, es la disipacion calorica pasiva.
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mass (g; log scale)
1 kcalh = 1.162 watts

Figura 2.4: Representacion lineal, escala logaritmo-logaritmo de la Ley de Kleiber.

Podemos ver como organismos de muy diferentes tamafios y formas se ajustan a una relaciéon
lineal, cubriendo un gran ntmero de magnitudes en masa (Gil y Rodriguez, 2001; Gil, 2012).
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Capitulo 3

Geénesis: (zalileo Galilei y dos Ciencias
Nuevas

Arquimedes estableci6 el Principio de Semejanza, que dice que la superficie es proporcional al
cuadrado de la dimensién lineal, y el volumen es proporcional al cubo de la misma. De esa
manera podriamos comparar objetos de la misma forma pero diferente tamafio y extrapolar
propiedades sin importar su tamano (ley isométrica).

Sin embargo esto ultimo tiene sus limitaciones, y Galileo (Galilei, 1976) habla de ellas dos mil
afios después (Jou, 2009).

Galileo escribi6 “Consideraciones y demostraciones matemdticas sobre dos nuevas ciencias’,
cuyo titulo original era “Discorst e dimostrazioni matematiche, intorno & due nuove scienze’, un
diadlogo en cuatro dias. En el tercer y cuarto dia expone su solucién al problema de lanzamientos
de proyectiles, el cual se puede considerar el nacimiento de la Fisica moderna, tal y como hoy en
dia la conocemos. Pero esta es solo la segunda de sus “dos nuevas ciencias”...

;Cual es la primera? (Peterson, 2002)

“Dos nuevas Ciencias” comienza en el Arsenal de Venecia, la base naval de la Repiublica de
Venecia, con una discusion sobre los efectos de construir a mayor o menor escala diferentes
proyectos, como construcciones navales.

Galileo incluye en esta discusién a dos amigos cercanos, Giovanni Francesco Sagredo y Filippo
Salviati, y a un filosofo Aristotélico, Simplicio.

En el Segundo Dia del didlogo realiza un profundo anélisis sobre la fuerza de los materiales

a diferentes escalas, dando mucha importancia a este asunto.

Ciencias y creencias estaban entremezcladas por aquellos tiempos, asi que Galileo realiz6 ademas
un estudio sobre la forma, localizacion y tamaiio del “Inferno de Dante’.

Las observaciones que hace Galileo sobre las diferentes escalas son elegantes e ingeniosas, incluso
sin disponer de las herramientas matemaéticas que poseemos hoy en dia, como son los métodos
del Grupo de Renormalizacion (Wilson, 1979). Y a pesar de no disponer de estos métodos, sus
anélisis son los mismos. Por ejemplo dice:

“La superficie de un solido pequerio es comparativamente mayor con respecto de la de un sdélido
grande”.
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Esta ultima frase se refiere a que la superficie crece con el cuadrado, y el volumen con el cubo,
con lo que cuanto mas pequefio es el objeto mayor es el la superficie del objeto en comparacion.
También habla de la fuerza de los materiales, fijaindose en que si tenemos un barco pequeilo, y
construimos otro més grande a escala, el grande podria hundirse bajo su propio peso. Esto
iltimo puede ser explicado con la idea de que la resistencia de un material esté relacionada con
la superficie, y la masa con el volumen, creciendo el volumen mas rapido que la superficie.
Usando el mismo argumento, también explica por qué los huesos, cuanto més grandes son, mas
fragiles se hacen.

Figura 3.1: Galileo se dio cuenta de que cuanto mayor es el tamafio de un hueso, méas fragil se
hace (Galilei, 1976).

Por contra, Sagredo pensaba que las propiedades de un cierto cuerpo geométrico no deberian
cambiar a diferentes escalas, pero “Dos nuevas Ciencias” discuten esa idea sobre la invariancia a
diferentes escalas y las observaciones que hace Galileo en diferentes ambitos son irrefutables.
También habla sobre las diferentes fuerzas transversales que puede soportar una viga de madera.

En un marco geométrico adecuado las Leyes de escala se convierten en una nueva ciencia.
Ademas, al segundo dia de la discusién, hace hincapié en que quiere una teoria que pueda ser
aplicada a cualquier material sélido, y no solo a los fibrosos, como la madera.

Galileo puede ser considerado uno de los primeros cientificos segin la imagen que tenemos hoy
en dia de ellos. Su vida fue muy interesante. Se formé en la Universidad de Pisa a los 17 afios y
estudio por su cuenta las mateméaticas Euclidianas y las de Arquimedes. Comenzando su carrera
escribié un libro sobre el equilibrio de los cuerpos, el cual le dio considerable reputaciéon
académica. Ya aceptado en los altos circulos de Florencia, le fue propuesto realizar el calculo de
las dimensiones y situaciéon del Inferno propuesto por Dante en “La Divina Comedia”. Supuso
que la Tierra era el centro del Universo y que bajo la superficie terrestre estaban los nueve
niveles del Inferno de Dante (Alighieri, 2017). En la Academia de Florencia dio dos conferencias
sobre esto y mediante argumentos matematicos, dicté6 que el Inferno debia tener forma de cono
con la punta en el centro de la Tierra, y que estaria cubierto por una capula situada en la
superficie terrestre.

Dicha cuapula abarcaria unos 5000 kilémetros y tendria al menos 600 kilémetros de espesor, y
con esas condiciones, se hundiria bajo su propio peso. Galileo argumentdé que no se hundia
comparando con la ctpula de Brunelleschi de la capital de Florencia, que si que soporta su
propio peso. Pero se equivocaba, pues al haber aumentado de escala en un factor 100.000, el
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Inferno si se hundiria bajo su propio peso. Y efectivamente, pese a haber formulado él mismo la
teoria de escalamiento, cometié ese error.

Galileo guardd para si mismo su teoria de escala alrededor de 50 afios y finalmente la publicé al
final de su vida (Abellan, 2013).

Figura 3.2: Los diferentes niveles del Inferno de Dante. El Inferno tenia forma de cupula, y se
preguntaban si podria sostenerse por si mismo (pintura de Sandro Botticelli, ca. 1480-1495).
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Capitulo 4

El Principio de Semejanza Geométrica

Es un Principio reduccionista establecido por Arquimedes que nos habla de las relaciones
geométricas que guardan diferentes objetos. Es un principio aplicable a figuras semejantes.
Veremos como varian la longitud, el area y el volumen, ya que muchas propiedades estan
relacionadas con estas magnitudes. Trabajaremos con un cubo, por poner el ejemplo més sencillo.

Sea un cubo inicial de lado L, area A = I? y volumen V = L3, y otro cubo final mas grande de

longitud L', area A'=(L')* y volumen V'=(L')?, siendo L'=2L . Vamos a tratar de
relacionarlos. Definamos un factor de escala k como k = L'/ L. Entonces tenemos:

1

L
1. Que la longitud aumenta como 7 =k, igual a 2 en este caso concreto.

1

. — 1.2
2. Que el area aumenta como i k”, igual a 4 en este caso concreto.

V' .
3. Que el volumen aumenta como v =k , igual a 8 en este caso concreto.

Cubo final

Cubo inicial “
L — L'=2L i.‘

L'=2L

Figura 4.1: Siguiendo el Principio de Semejanza van variando la longitud, superficie y volumen
del cubo (Pittau, 2017).

Veamos dos ejemplos.
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4.1. Fuerza relativa

Definimos la fuerza relativa como

. de 1 t
Fuerza relativa = 2o d1¢ PUCCC CVAnEar (4.1)

Su propio peso

Supongamos una hormiga normal de longitud d y una gigante de longitud d’ de la misma forma.

La unica diferencia que existe entre ellas es su tamafio. La relacion entre sus longitudes (dy d’),
areas (ay a') y volimenes (V'y V') aplicando el factor de escala son:

% =k (4.2)
% = ]{;2 (43)
% =3 (4.4)
y entonces la relaciéon entre sus pesos es:
PPV Vs (4.5)
p pgvV vV
p=kp (4.6)

Ahora hay que realizar una hipétesis biolégica. Suponemos que la fuerza que posee un animal
depende del area de la seccion trasversal de sus musculos. Asi que cambiard con el tamaiio
igual que un area.

Siendo F. y F.' las fuerzas relativas entonces:

" k P
E'= e (4.7)
y obtenemos que
v 1
Bo=2h (4.8)

De la ecuacion (4.8) podemos concluir que si el factor de escala es k >1, entonces cuanto mas
grande sea la hormiga menor sera su fuerza relativa.

4.2. Division celular

Podemos preguntarnos por qué se dividen las células cuando alcanzan un cierto tamaifio.

Definimos para ello el factor de viabilidad (de nuevo, hipétesis biolégica) como la razon entre
la cantidad maxima de oxigeno que una célula puede obtener y la que necesita para sobrevivir.
Este factor ha de ser mayor que uno para que la célula sobreviva.
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Figura 4.2: La hormiga normal y la hormiga gigante tienen la misma forma y solo se diferencian
en su tamaiio (Pittau, 2017).

Definamos ahora el factor de escala de la célula mayor, més vieja con respecto a la mas pequeia,
siendo R' el radio de la célula vieja supuesta esférica y R el radio de la célula joven también
supuesta esférica:

k=2 (4.9)

Figura 4.3: Las dos células tienen la misma forma y solo se diferencian en su tamaifio (Pittau,
2017).

La cantidad de oxigeno que una célula necesita para sobrevivir es proporcional a su volumen.

Por lo tanto, la célula vieja necesitara para vivir &> veces més oxigeno que la joven.
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(necesidad) = k’necesidad (4.10)

Todo el oxigeno que consume la célula tiene que pasar a través de la pared celular, asi que la
maxima cantidad de oxigeno que puede consumir la célula es proporcional al adrea de su pared
celular.

Entonces, siendo C'y C'las cantidades méaximas de oxigeno por minuto que puede obtener cada

célula:
C'=k*C (4.11)
Ahora aplicamos el factor de viabilidad a la célula vieja:
pe— ¢ (4.12)
(necesidad)

Y despejando de las ecuaciones anteriores tenemos que:

F=lp (4.13)
k
Cuando la célula es joven su factor de viabilidad es mayor que la unidad. Cuando la célula va

creciendo su factor de viabilidad se va aproximando a la unidad.
Para evitar su asfixia la célula ha de detener su crecimiento o dividirse.

Cuando la célula grande se divide, lo hace en dos células mas pequeilas ambas con factores de
viabilidad mayores.

Hemos visto dos ejemplos en los cuales estableciendo primero una hipétesis biolégica para
después utilizar el Principio de Semejanza de Arquimedes, el cual es reduccionista,
llegamos a resultados plausibles. Los dos resultados son, en definitiva, reglas de tres con un
factor de escala k. Pero como ya se ha dicho anteriormente en general el reduccionismo es
falso, y no podemos extrapolar, de forma general, resultados de una escala a otra mediante
reglas de tres. En definitiva, solo podemos utilizar este Principio en situaciones muy concretas.
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Capitulo 5

El origen estadistico de la alometria

Las leyes alométricas fueron descubiertas por primera vez por Cuvier, en 1812. Descubrié que la
masa del cerebro crece mas despacio que la masa total del cuerpo, estudiando desde las
pequeiias especies hasta las mas grandes segin la taxonomia, que clasifica a los seres vivos de
manera jerarquica y sisteméatica (West y West, 2011).

En el afio 1892 Snell habla de las “allometry relations”, y cuatro décadas después Sir Julian
Huxley propone que dos partes de un mismo organismo tienen diferentes tasas de crecimiento,
pero proporcionales entre si.

En este apartado haremos un estudio en paralelo. Por un lado iremos desarrollando la teoria
estadistica que hay detras de las leyes de escala a la vez que hablaremos de la ya mencionada
Ley de Kleiber, que regula las tasas metabélicas en los seres vivos.

Dadas las variables Y, que mide el tamafio de una red viva con velocidad de crecimiento 8 y X,
una subred con tasa de crecimiento € se conjetura la siguiente ecuacién diferencial:

Lax_1ay o)

eX dt Y dt

que puede ser integrada directamente para obtener la ley de crecimiento alométrica
independiente del tiempo que envuelve a la red principal Y y a la subred X:

X =ay” (5.2)
siendo el coeficiente @ y el exponente [ = % parametros a determinar.

Hay tres métodos diferentes para derivar las relaciones alométricas tedricamente. Son los
siguientes:

1. Primer método: se basa en utilizar argumentos reduccionistas. Se usa un mecanismo
fractal de transporte nutritivo. Es por ejemplo, la ya mencionada Ley de Kleiber. Este
método fue propuesto por West. Los argumentos reduccionistas se los debemos a Sarrus
y Rameaux que en 1839 proponen determinar el parametro B a partir de una hipotesis
biologica.

Otros autores, méas adelante, razonan que el calor generado por un animal de sangre
caliente es proporcional a su volumen, y que el calor perdido es aproximadamente
proporcional a su superficie, calculando asi un coeficiente f=2/3.
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2. Segundo método: es puramente fenomenologico e involucra la estadistica. Se trata de
recoger datos empiricos y buscar ciertas leyes en ellos mediante el analisis estadistico.

Warton apunta a que los métodos para trabajar con los datos en alometria son variados,
vy que efectivamente, encontrar el método mas adecuado es tarea ardua.

Sir Julian propone realizar una regresion lineal (como bien estamos acostumbrados a
hacer en Fisica) del tipo In X =lna + BInY y con ella buscar el coeficiente alométrico
a y el exponente [ . Parece ser que la regresion por ajuste de minimos cuadrados es la
idea méas plausible.

3. Tercer método: este ultimo método rara vez es visto en la literatura sobre alometria.
Consiste en calculos probabilisticos.

5.1. Fluctuaciones en los parametros alométricos

Lecturas bibliograficas nos llevan a que la ecuacion (5.2) no es la que concuerda con los datos,
pues solo a veces la realidad esté sujeta a medidas individuales de X e Y .

Los datos consisten principalmente en promedios sobre colecciones de medidas sobre especimenes
individuales y son denotados por < X > e <Y >,

Los datos para una tdnica especie suelen tener pequeilas variaciones y la relacién alométrica
tedrica describe bien la relacion intraespecifica (entre organismos de la misma especie).

Por otro lado, los datos entre diferentes especies vienen bien definidos por una ley alométrica
empirica.

Para conciliar las dos descripciones, la tebrica y la empirica acerca de las relaciones alométricas,
consideramos un promedio en los datos < X >=a <y”P >, teniendo en cuenta ademés que
<YP>e<y >P si B#£1.

Partiendo de la ecuacion (5.2), y con el fin de derivar la relacion alométrica empirica
introducimos X =< X >+0X e Y =<Y > +JdY en la ecuacion.

Con un poco de algebra el coeficiente alométrico puede ser expresado como a = @ + da en donde
Oa representa la fluctuacion con respecto del valor empirico.

La ecuacién (5.2) queda asi reescrita como < X >=(a +da)<Y > en donde al aproximar
da / a <1 finalmente llegamos a la siguiente relacion alométrica:

<X>=a<Y>P (5.3)

que es exactamente igual que la relacién alométrica teérica, con la discrepancia de que hemos
reemplazado las variables por sus valores medios.

Es evidente que para derivar la relaciéon alométrica a partir de una tedrica la funcién de
densidad de probabilidad de las fluctuaciones de los coeficientes alométricos ha de ser muy
estrecha. Las interespecies pueden no cumplir dicha condicion.

La ecuacion (5.3) solo puede ser relacionada con la ecuacion (5.2) en el caso de que da < 1, es
decir, en el caso de que las fluctuaciones de la distribucién sean muy pequefias.
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5.1.1. Coeficiente alométrico

Heusner estudié la ya citada relacién entre interespecies que relaciona la tasa de metabolismo
basal (BMR) X =B y la tasa total de metabolismo (TMB) Y =M . Lo escribimos de la
siguiente manera:

<B>=a<M> (5.4)

El conjetura que el “misterio” de la alometria, por llamarlo de algin modo, reside en el
coeficiente a .

Meakin, otro autor, afirma también que efectivamente es detras de ese coeficiente donde esta
toda la Fisica de la alometria.

Volviendo a asumir, de nuevo, que da/a <1, y tratando al coeficiente alométrico entre
especies como una variable aleatoria tenemos que:

a < B>
_— 5.5
a a<M>'B ( )

T

a =

manteniendo b = £ fijo.
Por consiguiente, hay un valor del coeficiente alométrico para cada par (< B >, <M >).

Se han considerado los datos relativos a 391 especies para las tasas metabodlicas totales y basales.
Esto fue examinado tanto por Heusner como por Dodds et al.

Sin méas que linealizar la expresion (5.4) tenemos que:
In<B>=Ina+ Bln(< M >) (5.6)

Se trata pues, de una linea recta que trata de minimizar el error cuadratico medio en un papel
cuadriculado de escala doble logaritmica.

Y de nuevo, volviendo al ejemplo con el que venimos trabajando, la Ley de Kleiber, tenemos que
B =0.71, es decir, 2/3 < <3 /4 con el coeficiente a =0,02.

Savage et al. obtuvieron el mismo valor de B que Heusner y Dodds et al. usando 626 especies.

La forma funcional del histograma dado en la Figura 5.2 viene expresado por la siguiente
funcién densidad de probabilidad:

o P(a') = g 1 (5.7)

con las condiciones de que el histograma esté normalizado como N(Ina') en el intervalo (0, )

usando que N(Ina')dIna’ = P(a')da’, y empiricamente tenemos el valor de g =2,79.

El tamaifio de una fluctuacion tipica puede ser estimada usando la desviacion estandar calculada
a través de la ecuacion (5.5) y resulta ser 0.017 con lo que da ~ 0(1).

La ecuacion (5.5) es una ley de potencia de densidad de probabilidad inversa, describiendo un
rasgo entre multiples especies, siendo en este caso el metabolismo basal.
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Figura 5.1: La naturaleza aleatoria del coeficiente a' =a /@ con B =0,71 para 391 especies de

mamiferos tabuladas por Huesner.
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Figura 5.2: Histograma de las desviaciones de las predicciones para la relacién alométrica
a' =a / a usando los datos de la figura anterior y haciendo una particion en 20 celdas iguales en

escala logaritmica. El coeficiente de correlacion resulta ser r? =0.98.

Argumentos reduccionistas deben ser tenidos en cuenta para las fluctuaciones. La relacion
alométrica para interespecies dada por la relacion (5.3) no puede ser derivada de la relacion
alométrica cuando la condicién para dicha derivacién es violada.

Notar ademas que la misma distribucion para el coeficiente alométrico con g =3.89 fue
obtenido usando el metabolismo basal para 533 especies de pajaros listadas por McNab.

5.1.2. Exponente alométrico

Otro enfoque fenomenologico consiste en razonar matematicamente que el coeficiente alométrico
es constante y que la variacién aleatoria se debe a la naturaleza variable del exponente
alométrico. La idea es plausible.
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Las fluctuaciones en el exponente alométrico se obtienen de la ecuacion (5.4) en términos de la
derivacion de un valor fijo. Resulta ser:

_In(B/a) _
 InM

El histograma concuerda con la funcién densidad de probabilidad de Laplace con el valor

empirico y=12.85.

ob B (5.8)

w(v) :gexp[—yw—ﬁu (5.9)
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Figura 5.3: Naturaleza aleatoria del exponente con a =0.02 para 391 especies de mamiferos
tabulado por Huesner. Cada entrada se calcula con un par (< B > < M >) usando la ecuacion

(5.5).
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Figura 5.4: Histograma de las desviaciones de las predicciones para la relaciéon alométrica usando
los datos de la Figura anterior. Se usa escala logaritmica y una particiéon en 20 celdas iguales. Se

obtiene un coeficiente de correlacion de r> = 0.97 .
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5.1.3. Covariacion de los parametros alométricos

Hasta ahora hemos obtenido dos distribuciones diferentes para los mismos datos. En la primera
las fluctuaciones estaban asociadas al coeficiente alométrico y en la segunda al exponente
alométrico.

Segiun apunt6é Glazier las especies dentro de un taxén (grupo de organismos emparentados)
presentan varios ritmos metaboélicos y no solo el estimado por una regresion lineal.

Abandonamos ahora la asuncién de que el coeficiente alométrico y el exponente alométrico son
independientes el uno del otro, y que la probabilidad de una fluctuacion dada es la misma
independientemente de la representaciéon. Tenemos que:

P(a)da = (b)db (5.10)

Para calcular un jacobiano diferente de cero de la transformacion entre los dos pardmetros
alométricos, estos tienen que estar relacionados de manera funcional.

Aqui asumimos que b = S —clna. Insertando el exponente alométrico de la ecuacion (5.9) en la

ecuacion (5.10) y usando el jacobiano |db / da| =c¢ /a (y simplificando) obtenemos:

ol a<a

(4
Pa)=¥1 R} (5.11)
e 424

Comparando (5.11) con (5.7) podemos identificar g = yc obteniendo la funciéon densidad de
probabilidad para el coeficiente alométrico P(a')da' = P(a)da . Usando los valores empiricos
H=279 y y=12,85 obtenemos ¢ =0,217 y en consecuencia la transformaciéon empirica puede
ser escrita como:

b =0.71-0.50 dog,, a (5.12)

5.2. Evolucién de las probabilidades

El resultado estadistico de que las fluctuaciones de las relaciones alométricas de las interespecies
pueden ser largas debilitan los argumentos reduccionistas.

Para resolver esta contradiccién, y trabajando de manera més general se suelen usar calculos
probabilisticos.

Consideremos la dindmica de una red compleja que es heterogénea en la variable aleatoria y
cuyas fluctuaciones contienen informaciéon del sistema a lo largo del tiempo.

Usaremos el derivado fraccional dado por Riemann-Liouville de orden v O, y un potencial de

Reisz en el espacio de fases de la variable zeta de orden 7 OZ. Formalmente representamos le
ecuacion de difusion fraccional (FDE, fractional diffusion equation) como:

G(O!,01)P(z,t) =0 (5.13)
en donde G es una funcion lineal de los operadores.

En vez de examinar el cilculo fraccional y aplicarlo a la FDE, examinaremos otras propiedades.
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La transformada de Fourier de una funcion analitica f(z) es f(k‘) y la transformada de Laplace
de una funcion analitica g(t) es g(u).

La FDE puede ser expresada en el espacio de Fourier-Laplace como
G (u, k)P (k,u) =0 (5.14)
en donde el asterisco denota la transformada de Fourier-Laplace.

La transformada de Fourier-Laplace de la funcién densidad de probabilidad se puede escribir
como

N uv—l

Plhu)y=—" (5.15)
u’ + K [k

siendo K,7 una constante. La funcién densidad de probabilidad que resuelve la FDE viene dada

por la transformada de Laplace-Fourier inversa de la ecuacion (5.2.2) y resulta ser:

Pt) = —F, ( 2 j (5.16)

t:uz th
con 4, =v/n. En este caso F,(g) es una funcién analitica con la variable ¢ =z /t* | ¢ el
tiempo y f, un parametro de escala indexado a la variable alométrica de interés.
La distribucion de escala en (5.15) indica que el fenomeno es del tipo estocastico fractal.

Es razonable asumir que el conjunto de redes principales y la distribucién del conjunto de redes
secundarias fuertemente acopladas a la red principal o anfitriona, por asi llamarla, estdn
fuertemente relacionadas.

Para el fenémeno considerado aqui el conjunto de distribuciones vienen dados para procesos
fractales con diferentes dimensiones fractales.

Asumimos aqui que X e Y vienen descritos por la ecuacion (5.15) con los cambios apropiados
en los indices.

El valor medio para la variable espacial es:

<7>=7" (5.17)
con la constante
7 = [4F.(a)dg (5.18)

y obtenemos valores independientes del tiempo para < X > e <Y >.

Tomando las derivadas en el tiempo de estos valores y eliminando el tiempo de las dos
ecuaciones llegamos a una ecuacioén que nos da el crecimiento diferencial de los valores medios:
1 d<X>_ 1 d<Y >
H, <X > dt Hy <Y > di

(5.19)

Esta ultima ecuacion integra directamente a la relacion alométrica empirica (5.4).

Los parametros alométricos van a resultar ser b = (4, / My y a= X / VP,
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Y aqui, en definitiva, lo que se ha hecho ha sido, en analogia a que los radios de crecimiento son
constantes, determinar que el radio de los indices de las funciones de densidad de probabilidad
nos da un crecimiento relativo de las dos medias.
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Capitulo 6

Invariancia de escala

La invariancia de escala es una propiedad de objetos o leyes en los que no hay cambios si la
escala de tamaiio es multiplicada por un factor comun.

Las propiedades emergentes son la consecuencia de que las Leyes de la Naturaleza no son
invariantes bajo transformaciones de escala, de modo que no pueden ser justificadas en términos
microscopicos. Recordemos que cuando las leyes de escala no se cumplen dan lugar a las
propiedades emergentes. No existen pues leyes de escala generales.

Sea una ley de potencias de la forma:
flz)=Cx™" (6.1)
La podemos expresar en escala logaritmo como:
log f(z) =log C —alog z (6.2)
Entonces la invariancia de escala se escribe como:

fAz)=C(Az)™ =A=aCz™ = A7f(z) ~ f(x) (6.3)
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Capitulo 7

Ejemplos

Los aspectos tratados hasta ahora tienen aplicaciones muy diversas e interesantes en ambitos
muy variados. En este capitulo veremos varios ejemplos. En algunos de ellos se contempla lo
importante que es el analisis dimensional.

Los ejemplos van desde explicar por qué un péajaro de gran masa no puede volar hasta analizar
el comportamiento de las ciudades durante su crecimiento.

Este es un capitulo muy importante del trabajo, pues veremos que las leyes de escala aparecen
de forma natural, y que son de gran utilidad.

7.1. ;Puede un pajaro de gran masa volar?
Es dificil imaginarse a un pajaro de mucho peso volando, pero, jcémo podemos expresar esto en
un lenguaje fisico? Para ello utilizaremos las leyes de escala.

Para comprobar, que efectivamente, un gran péjaro con mucha masa no puede volar
demostraremos las siguientes dos relaciones (las cuales son alométricas):

velocidad de vuelo = velocidad necesaria para volar ~ MY/© (7.1)

velocidad metabélica = velocidad que soporta ~ M /4 (7.2)

y con ellas veremos por qué un pajaro de masa considerablemente mayor que uno més pequeilo
no puede volar.

Comenzamos comparando el levantamiento con el peso:

Para volar, el peso necesita estar compensado con el levantamiento. En la demostracion
volveremos a usar el Principio reduccionista que usamos para intentar demostrar la Ley de
Kleiber de esa manera:

Area ~ M?/3 (7.3)
Y como el levantamiento ha de ser proporcional al area, y por lo tanto a M 2/3 vemos que:

levantamiento ~ M*® [b% = peso ~ M (7.4)
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Sin més que despejar ahora de M 2/3@% ~ M tenemos finalmente que:

o - MU0 (7.5)

lo que muestra que la velocidad necesaria para poder alzar el vuelo es mayor cuanto mayor lo es
la masa.

El cuerpo debe someter ademas la velocidad de arrastre.

Lift

Weight

Figura 7.1: Las fuerzas levantamiento y peso deben compensarse, hipotesis biologica.

Drag

Figura 7.2: La velocidad que lleva el pajaro y la de arrastre deben compensarse, hipotesis
biologica.
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Tenemos pues, usando ademas la “archiconocida” Ley de Kleiber:

Potencia = arrastre relocidad = potencia metabélica (/4 (7.6)
Y cuando el pajaro esta en vuelo:

arrastre ~ levantmiento ~ M (7.7)

Y sin mas que despejar de Mv ~ M 3/4 finalmente tenemos que:

v~ MV (7.8)

que era la otra férmula que queriamos demostrar. De esta ultima extraemos que la velocidad que
puede soportar es menor cuanto mayor es la masa.

7.2. ;Cémo dependen de las dimensiones de un animal terrestre
la energia por unidad de masa y la longitud recorrida en
moverse?

Sea L una longitud caracteristica del animal, sabemos que la masa es proporcional al volumen,
es decir, a L* (Jou, 2009).

En una primera aproximaciéon, podemos suponer que las patas se mueven como un péndulo
simple cuando el animal corre. Tenemos pues que:

T = 277\/Z (7.9)
g

en donde g es la aceleraciéon de la gravedad. De la ecuacion del péndulo simple obtenemos que

el periodo es proporcional a I'? . Entonces la velocidad es:
v=Z - = =1V (7.10)

El movimiento viene limitado por el ritmo al que se adquiere energia. En este caso el
combustible del animal es el oxigeno y su entrada al organismo es a través de los pulmones,

proporcional a su drea L? , suponiendo que el ritmo de respiracién no depende préacticamente del

tamaifio (hipotesis biologica).

La energia por unidad de masa y unidad de longitud recorrida es C =—d, que lo podemos
m

evaluar como:

vm

siendo P la potencia debida al consumo de oxigeno, proporcional a I? , es decir:

P _ I _ 3

C=—"—7—
mu L]./ 2L3

(7.12)

o bien C ~ M _0'5, que concuerda con el exponente alométrico correcto que es de 0,4. En el afio
1972. Schmidt y Nielsen publican ese resultado en la revista Science. El resultado obtenido
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utilizando el anéalisis dimensional no est4 nada mal teniendo en cuenta los sencillos argumentos
utilizados.

7.3. ;Por qué la muneca Barbie no llegé6 a ser Miss Universo?

Una universidad de México llevé a cabo un estudio de analisis dimensional con la muifieca
comercial Barbie para comparar las proporciones a escala 1:6, con los valores promedio de la
mujer mexicana para asi ver las proporciones y el IMC (Indice de Masa Corporal) que tendria la
muileca a escala humana (De la Vega Cobos et al., 2010).

También estudiaron la pérdida de calor que tendria en referencia a la mujer mexicana promedio
basédndose en la relacion area-volumen.

Los principales resultados son que la mujer obtenida a escala perderia calor un 40\% mas rapido
que una mujer promedio mexicana y que su IMC de 11.6 ubicaria a la mujer en el infrapeso.

Tomaron medidas de la mufieca usadas en la antropometria y luego fueron escaladas para
obtener las medidas que tendria una mujer real en proporciéon. Las medidas lineales se

multiplicaron por 6, las de areas por 62 y las de voltmenes por 6°.

Se utilizo el valor promedio de la densidad del cuerpo humano, unos 0,950 kg/L (similar a la
densidad del agua) y se calculé la masa que tendria la mujer escalada. Con ello se calculé el
IMC como IMC = masa/ altura®.

Se compard el area superficial de una mujer promedio mexicana de 1.62 m de altura y 58 kg de
masa. Asi se pudo estimar cuanto méas rapido pierde calor la mujer escalada con respecto a la
mujer promedio mexicana.

Figura 7.3: Llevaron a cabo un estudio antropomorfico del tamafio y proporciones de la muiieca
Barbie.
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Para obtener el centro de masa se dividié6 a la mufieca en tres partes: cabeza, tronco y parte
baja.

Ademas, mientras que la mujer promedio mexicana tendria un IMC del valor de 22.1 la mufieca
tendria el de 11.6, lo cual deja en evidencia lo irreal de sus medidas.

Por otro lado perderia calor un 40 % mas rapido que la mujer real.
La cabeza también seria desproporcionada, pues supondria el 69 % del tamaifio del tronco.
El tamaiio del pie seria de unos 18 cm, también pequeiio.

Este es un ejemplo de la utilidad de las leyes de escala, ademés antropométrico.

PARTE DEL CTUERPO Medidas Medidas Mujer
de mutieca (cm) a escala

Altura (my) (A2) 0.29] 1.75
Ancho hombro-hombro 481 20
Ancho brazo-brazo (D3) 6.11 37
Ancho cadera (A6) 4.03 30
Alfura piernas (A4) 14.6 38
Altura cabeza (B6) 4.46 27
Largo Fémur 1.7 46
Largo Cuello 1.6 10
largo pie 3.02 18
Altura piso mano arriba (Al) 329 197
Perimetro cuello 4 24
Perimetro Busto 145 87
Perimetro cinfura 8.2 49
Perimetro cadera 12.9 77
Perimetro muslo 73 44
Volumen cabeza Promedio (Llitros) 0.023 3.0
Volumen cuerpo (Litros) 0.15 3240
volumen fotal (Litros) 0.173 37.37
MASA de la mmjer a escala 35.50
Indice de masa corporal de muyjer a escala 116
Area superficial nwjer a escala (m"2) 1.3794
Area superficial mujer promedio México (m™2) 1.6006
Volumen promedio de la mujer mexicana 61.05
Relacion Area sup/ volumen nmyjer a escala (m"2/m"3) 003691
Relacicn Area sup/ volumen mujer promedio México (m™2im”"3) 0.0264
Coeficiente {Area sup/vol)nmyjer a escala /{Area sup/vol)nmjer prom. mex. 1.4002
Volumen parte baja del cuerpo fcadera y piernas) en L. 0.07 15.12
volumen parie superior del cugrpo (cadera, tronco ¥ cabeza) en [ 0.08 17.28
volumen de [a cabeza en L 0.023 447
MASA de la parte inferior de la mujer a escala (kg) 14364
MASA de la parte superior de la mujer a escala (kg) 16.416
masa de la cabeza de la mujer a escala en kg 4.7196
Calecunlo del centro de masa 102.30cm

Figura 7.4: Se comparan las medidas que tendria la mufieca con las que tendria la mujer a
escala.
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7.4. Leyes de escala en ratas

Se estudiaron ratas de laboratorio tipo BDIX. Se midieron dos longitudes: la de su cola y la del
cuerpo, medida desde el origen de la cola hasta la punta de la nariz del animal, encontrandose
que el largo de la cola es proporcional a la longitud del cuerpo.

1000
y = 0,03x>%°

- R2=0,97
C)

& 100 -

[+

=

10 .
1 10 100

Figura 7.5: Ley de potencia ya linealizada y representada en escala logaritmo-logaritmo. Se ve
que las longitudes de las ratas en relacién a sus masas siguen una ley de escala.

La relacién entre la masa y el tamaiio sigue una ley alométrica con un exponente préximo a tres,
lo que indica una proporcionalidad tridimensional, lo cual ocurre en muchos animales.

Este tipo de relaciéon también se observa en objetos con simetrias tridimensionales como pueden

ser la relaciéon entre la masa de las tuercas hexagonales de distintos tamafios en funcién de su
diametro externo o el tamafio de los frutos de una misma variedad.

y = 0,0022x*°1%°
R? = 0,9996

10 Longitud (mm) 100

Figura 7.6: Ley de potencia ya linealizada y representada en escala logaritmo-logaritmo. Se ve
que la longitud de las tuercas en relacién a sus masas sigue una ley de escala.
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7.5. Ritmo cardiaco y longevidad

Estudiaremos ahora el ritmo cardiaco y la longevidad en vertebrados para ver cuéntos latidos
tienen diferentes seres vivos a lo largo de su vida.

Ritmo Cardiaco

1000
¢ Latidos /min
;Iamster
Pollito

€
E
@ 100 - Perro Peq. @ Vi
§ e Perrqued_ .. Cerdo . =
® Perro Grande i * @ Girafa
- =y Caballo .Elefante

y = 190.87x%2%

R2 =0.8836 Ballena
10 ] |
1E-02 1E+00 1E+02 1E+04 1E+06

Masa (kg)

Figura 7.7: Tendencia lineal decreciente del ritmo cardiaco en vertebrados de seis 6rdenes de
magnitud respecto a la masa corporal.

Longevidad
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Figura 7.8: Tendencia lineal creciente de la longevidad o esperanza de vida en vertebrados de
seis 6rdenes de magnitud con respecto a la masa corporal.
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Al multiplicar el ritmo cardiaco por la esperanza de vida se obtienen los latidos a lo largo de su
vida para los diferentes vertebrados. Se observa que el nimero de latidos es el mismo para todas

las especies.

Nimero Total de latidos en la vida

__100.0
§ ¢ Latidos totales
o
° 100 1
= Mono Humano
E Pollo ¢ Vaca
@ . Elefante
Gatog, ® Jirafa
é 101 - 5——+&= e =
- Conejo & b -
= Hamster ! Pt-rrcl:‘:'ul::]d_('{.:erﬂo Caballo  Ballena
% Perro Peq.
I 0.1 +
'E y - 0_931 414] 0045
z R? = 0.0017
0.0 : | .
1E-02 1E+00 1E+02 1E+04 1E+06
Masa (kg)

Figura 7.9: Constancia de los latidos cardiacos para la variedad de vertebrados mostrados.

7.6. Leyes de escala en arboles

Se puede estudiar la dependencia del didmetro medio D de las ramas de un arbol en funcién del

orden de bifurcacion N. El didmetro del tronco principal es 51 y corresponde a un orden de

bifurcacion N = 1.

Ascendemos por el arbol hasta la primera bifurcaciéon, donde se miden los didmetros de las

ramas y se obtiene D, que se corresponde con la bifurcacion N =2, y asi sucesivamente.

Se puede observar una relacién lineal entre el didmetro y el nivel de ramificacion del arbol,

1/N.

80 -
70 A
60
50 A
40 +
30 A
20 +
10 A

Diametro promedio (pix)

y = 45,681x%:936
R? = 0,9979

1 2

1/ Nivel de ramificacion

Figura 7.10: Relacion lineal entre 1/ N |, nivel de ramificacion, y el didmetro D
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Leonardo Da Vinci observéd que la suma de las areas siguientes es igual a la del tronco inicial.

Figura 7.11: Diametros trazados sobre el tronco de un arbol. Al cociente entre el didmetro y 77
lo llamamos didmetro medio. Guardan una relacién pitagorica.

Quitando el factor n lo podemos escribir como:
=a?+b? (7.13)

que no es mas que una relacién pitagoérica entre los didmetros de una rama antes y después de
una ramificacion.

Para ver en qué medida se cumple esto podemos usar el Teorema del Coseno:

_ 2 2 2
coSs w = (c+—a+b) (714)
2ab

En donde @ es el angulo entre a y b, opuesto a c. Graficando para cada bifurcacion del arbol
podemos ver en qué medida se cumple para un arbol real.

1,00
0,75 -
0,50 -

5 0251

w 0,00

S 0,25 - 4 A
-0,50 -
-0,75 -
-1,00 : : : ' . | .

0 10 20 30 40 50 60 70
Diametro mayor (cm)

[
[=

Figura 7.12: Desviaciones respecto a la relaciéon pitagérica propuesta.
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7.7. Leyes de escala en ciudades

Se espera que dos tercios de la poblacion humana vivan en ciudades en el afio 2050. La escala y
el ritmo de la urbanizacién suponen un reto a la hora de gestionar recursos dentro de una ciudad,
como son el transporte y la infraestructura (Moro, 2016).

Para entender la dindmica y organizacién de las ciudades necesitamos modelos predictivos y
cuantitativos. Se ha encontrado que a pesar de diferencias culturales, econémicas o politicas las
ciudades crecen por las leyes de escala. Los indicadores de una ciudad crecen con la poblacién de
la forma:

Y =aP’ (7.15)

es decir, una ley de escala en donde Y es el indicador y P es la poblaciéon. Para cada indicador
tenemos un crecimiento diferente. Por ejemplo, para el PIB (Producto Interior Bruto) b >1, ya
que crece mas rapido que la poblacion. A medida que la poblaciéon crece se crea més PIB por
persona.

Otros indicadores crecen con b <1, y son los relacionados con las infraestructuras (tendidos
eléctricos, kilometros de carreteras, numero de hospitales...). Al doblar la poblacion crecen
menos del 100 %, lo que nos permite ahorrar en infraestructura.

En Espaiia el presupuesto de los ayuntamientos crece de manera lineal con la poblacién, es decir,
con b=1.

Asi pues, tenemos tres situaciones:

1. Si b>1 el gasto por habitante crece con la poblacion.
2. Si b =1 el gasto por habitante es el mismo para cualquier poblacion.
3. Si b<1 el gasto por habitante decrece con la poblacién.

Que las leyes de escala se cumplan tan fielmente nos permiten hacer predicciones sobre el
impacto que tendra el crecimiento urbano en los presupuestos de una ciudad.

Y ademés, cabe destacar que un cambio en el comportamiento de los individuos que constituyen
una ciudad tendria un cambio en el exponente alométrico b.
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Figura 7.13: El presupuesto de los ayuntamientos en Espafia crece de manera lineal con la
poblaciéon. En naranja vemos la regresion lineal.
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Leyes de escala en las partidas del presupuesto

Exponente b Efecto del incremento de la poblacién
Partida del Presupuesto (Ajuste) sobre el gasto por habitante en esta partida
Transporte 1.63 Crece
Parques 1.36 Crece
Limpieza 1.23 Crece
Seguridad 1.22 Crece
Deuda 111 Crece
Deporte 1.04 Indiferente
Total 1.03 Indiferente
Ensenanza 1.01 Indiferente
Cultura 0.99 Indiferente
Alumbrado 0.91 Decrece
Infraestructuras 0.67 Decrece
Fiestas 0.67 Decrece

Figura 7.14: Vemos el valor del exponente alométrico para los presupuestos en diferentes
aspectos.
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Capitulo 8

Conclusiones

El estudio que comenz6 Galileo en su libro “Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a
due nuove scienze attenenti alla meccanica & i movimenti locali.”, y que hoy en dia constituye
dos Ciencias: una, la Mecanica Clasica, bien conocida por todos; y otra Ciencia, mucho mas
desconocida, pero toda una ciencia, la Alometria, ha tenido profundas implicaciones a la hora
de entender como se comporta la naturaleza y los fendémenos que ocurren en ella.

En este trabajo hemos aprendido que muchas de las leyes de la naturaleza son leyes de potencias
alométricas, lo cual nos explica que haya un ritmo de crecimiento diferente entre magnitudes
que observamos y que estan relacionadas funcionalmente entre si. Al cambiar el tamaifio de
los seres vivos y, en particular, al cambiar de escala, lo hacen sus funciones y su
forma.

También hemos sido conscientes de que los fen6menos de la naturaleza no son extrapolables de
una_escala a otra por simples reglas de tres; y que, en las leyes de escala alométricas, la
importancia reside en que dos magnitudes estén relacionadas a través de un exponente, el
exponente alométrico (distinto de uno). Por contra, si el exponente es igual a uno, las Leyes son

1sométricas.

Ademas, cuando las Leyes de Escala no se cumplen, dan lugar a propiedades emergentes.
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