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Resumen

En este trabajo se plantea obtener soluciones analiticas exactas de la ecuacion de
Schrodinger dependiente del tiempo con potenciales que incluyen una delta de Dirac
en la posicién. Para ello, se utilizan técnicas matematicas como la transformada de
Laplace o las series de Fourier. En primer lugar se considera un coeficiente temporal
impulsivo y se obtiene la solucién exacta. La solucién no posee una forma habitual, asi
que se analiza la solucién obtenida mediante un potencial independiente de la posicién.
Por 1ultimo, se considera el problema con una dependencia temporal genérica y se hallan
las infinitas ecuaciones diferenciales que conducen a la solucién.

Abstract

In this work, for potentials that include a Dirac delta function in the position, exact
analytical solutions of the time dependent Schrodinger equation are set out to obtain.
To accomplish this goal, mathematical techniques like the Laplace transform or the
Fourier series are used. A temporal impulsive coefficient is taken and the exact solution
is obtained in this case. The solution does not possess an habitual form, so this result
is analysed by means of an independent position potential. Finally, the problem for a
generic temporal dependence is considered, and a system of infinite coupled ordinary
differential equations, leading to the solution, is found.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién

La ecuacién de Schrodinger en una dimension espacial, cuya forma es

h? 0%(x,t L ov(x,t
—%%4—‘/(:1:,15)@%:5,0 :zh%, (1.1)

permite hallar la funcién de onda unidimensional para particulas cuanticas no relati-
vistas. Habitualmente, se suelen estudiar potenciales de la forma

Viz,t) = V(z),

es decir, potenciales que unicamente dependen de la posicion. Sin embargo, los proble-
mas en los que el potencial depende tanto de la posicién como del tiempo (objetos de
esta investigacién) son los mds interesantes, pues su estudio ha sido bastante menos
extenso, en parte porque la inclusion de la dependencia temporal complica bastante los
calculos necesarios. Habitualmente, se calculan las soluciones a este tipo de problemas
de forma numérica. Sin embargo, en este trabajo se pretende conseguir una solucién
analitica a problemas concretos.

Antes de comenzar, se va a explicar brevemente parte de los trabajos que han sido
publicados acerca de este tema, para observar el desarrollo de estos problemas en la
actualidad.

En [1], se estudia una particula en una caja infinita unidimensional, es decir, con
condiciones de contorno, en la que el potencial es de la forma

V(z,t) = 2¢(t)o(x — xo).

Como condicién inicial, se utilizan los estados ligados de la caja sin potencial, que dis-
cutiremos posteriormente. La expresién obtenida a partir del formalismo de la trans-



formada de Laplace se particulariza para el caso
c(t) = tan(k*t/4),

y se calcula la soluciéon numéricamente. El problema tiene una orientacion termodinami-
ca, pues intenta simular un condensado de Bose-Einstein en una trampa optica forman-
do una caja unidimensional, con un rayo laser actuando como la delta de Dirac.

En [2], se estudia una particula en un pozo cuadrado infinito unidimensional con
una pared mévil, que implica una condiciéon de contorno dependiente del tiempo, y
tomando como condicién inicial uno de los estados propios del pozo sin potencial, con
frecuencia propia wg. Posteriormente, se aplica a tres tipos distinto de desplazamiento:
una pared que se contrae de manera lineal, una pared que oscila armdnicamente, y
una pared oscilante con pardmetros ajustables (anchura minima del pozo, amplitud
y frecuencia). En este tltimo caso, se obtienen tres comportamientos dependientes de
la frecuencia: un régimen de baja frecuencia (w < wp) con movimiento periédico y
adiabatico; un régimen de alta frecuencia (w > wy) con movimiento periédico pero no
adiabatico; y un régimen cadtico para frecuencias intermedias.

En [3], se plantea el pozo infinito cuadrado unidimensional sin potencial, y se trans-
forma en un pozo infinito cuadrado con una barrera movil mediante una transformacién
puntual. Posteriormente, se aplica una transformacién supersimétrica (SUSY) depen-
diente del tiempo para generar un sistema de un potencial Péschl-Teller con una barrera
movil, permitiendo resolver el problema en términos de funciones especiales. Por tlti-
mo, se aplica otro tipo de transformacion supersimétrica al pozo infinito cuadrado con
una barrera maévil para obtener una familia biparamétrica de pozos de potencial infini-
tos cuadrados con una barrera movil. Para todos los sistemas se presentan soluciones
a la ecuacion de Schrodinger unidimensional dependiente del tiempo correspondiente a
cada caso.

En [4], se estudia el scattering de particulas de Dirac sin masa en una dimensién
espacial a través de una barrera de potencial dependiente del tiempo, con la depen-
dencia espacial aproximada a una delta de Dirac. Utilizando la teoria de Floquet, se
expresan las amplitudes de transmisién obtenidas en término de las funciones de Bes-
sel. Posteriormente, se calcula para electrones de Dirac sin masa cuya dependencia
temporal del potencial es armonica, de forma arbitraria. Se obtiene que las amplitudes
de transmision son independientes de la energia entrante y, en el caso de que la barrera
sea muy pronunciada, también son independientes de la frecuencia entrante.

En [5], se estudia la amplitud de transmisién de particulas en una dimensién a
través de una barrera delta oscilante en el tiempo. Para ello, se obtiene a través del
teorema de Floquet la forma de la amplitud de transmisién, demostrando que posee
una estructura de fraccién continua. Esta permite estudiar las propiedades de los polos
de la amplitud, como la localizacién y comportamiento casi periédico de las resonancias



de polo cero de la transmision, la existencia de bandas no resonantes, la dependencia
de los residuos de los polos con la energia y la existencia de las “anomalias umbrales”
que se observan al representar las curvas de la transmisién frente a la energia.

En [6], se encuentra una solucién exacta al problema semiclésico de transferencia
unidimensional de dos potenciales funcién § aproximandose con velocidad uniforme. El
potencial de este problema posee la forma

V(z,t) = —% [16(z — v1t) + b (z — vat)] .

Para resolverlo, se utiliza un método similar al de las imagenes de Kelvin en elec-
trostatica, resolviendo solo una de las  y usando esa solucién para encontrar la de
la segunda. Posteriormente, se calcula la probabilidad de transicién de la reaccién en
el sistema centro de masas de la colision eldstica de los agregados nucleares pesados
representados por los pozos de potencial formados con las deltas.

En [7], se calcula mediante la transformada de Laplace el propagador de varios
potenciales unidimensionales que involucran funciones § (o sus derivadas) acompanadas
de coeficientes dependientes del tiempo. Primero, se halla el propagador en el dominio
de Laplace para un conjunto finito de deltas, es decir, con potencial

Vi, t) = Z Xi(0)d(x — ).

Ademas, se particulariza para el caso de una tnica delta, donde el coeficiente A(t) toma
la forma de una constante y de

A(t) = a/t,

permitiendo realizar la transformada inversa del propagador. Después, tomando los
coeficientes \; como constantes en el caso general se hace tender los argumentos de
las deltas a infinito para poder eliminar las correlaciones entre ellas. De esta forma
se obtiene el propagador para el caso de N deltas. Por tltimo, se repite el mismo
procedimiento para el caso de un potencial

V(z,t) = Z Ni(0)d (2 — xy),

es decir, dependiente de la derivada de la delta.

1.2. Pozo infinito

En esta seccién se va analizar la resolucion de la ecuacién de Schrédinger en un
pozo infinito de potencial siguiendo [8]. El objetivo es obtener las autofunciones del
problema, las cuales se utilizardn més adelante.



En el caso de que V' (z,t) = V(x), es decir, el potencial sea independiente del tiempo,
se puede buscar una solucién para la ecuacién (1.1) de modo que

() = o(x)x(t)- (1.2)
Separando variables se obtiene una ecuacion para la posicion de la forma:
h? d?
[—%@ +V(z)| ¢(x) = FE p(x). (1.3)

En el problema a estudiar (el pozo infinito de potencial) la forma del potencial es
V(z)=0, (1.4)

luego manipulando la ecuacién (1.3) adecuadamente, esta adopta la forma:

d? 2mE
Introduciendo una constante positiva k definida como
h2k?
EFE=— 1.6
o (1.6)

y planteando un pozo de anchura a y comprendido en el intervalo [0, a] (es decir, ¢(x)
serd nula para x < 0y z > a) quedan un conjunto de soluciones de la forma

on(1) = \/gsen (?) , (1.7)

n?m2h?
E, = o (1.8)

con energias

Para trabajar posteriormente se va a omitir el término de normalizacién de la
expresién (1.7), de forma que quede

nmwx

onl(w) = sen (—> . (1.9)

a

Este resultado es vélido para el intervalo [0, a]. Sin embargo, en este trabajo por
simplicidad se utilizara el intervalo [—1,1]. Para modificar el resultado obtenido, se
deben utilizar dos cambios de variable:

20 —a =1, a=1. (1.10)

Aplicando estos cambios a (1.9), la expresién de las autofunciones queda:

on(a’) = sen (W) , (1.11)
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y desarrollando el seno:

©n(2') = sen (%) cos (%x') + cos (ng) sen (ngaj’) . (1.12)

Si se escoge un n par, es decir, n = 2m, obviando los coeficientes se tiene una autofun-
cién de la forma:
©am(2") = sen(mma’). (1.13)

Una representacion grafica se muestra en la Figura 1.1.
sin(rtmx)

AT

0.5

-1\ -0\5 r 0.% 1.0

Figura 1.1: Tres primeros autoestados con n par, o, en (1.13).

A su vez, si se escoge n impar (n = 2m + 1), la autofuncién resultante obviando

(2m ; 1)7rx,> '

Una representacion grafica de estas autofunciones aparece en la Figura 1.2.

coeficientes es:

Yomi1(x") = cos ( (1.14)

Por 1ltimo, el estado fundamental del pozo sera aquel con n = 1, es decir:

p1(a’) = cos (gfc’> : (1.15)

Las autofunciones (1.13) y (1.14) se utilizardn en apartados posteriores.

1.3. Planteamiento general del problema

Consideremos un pozo de potencial infinito unidimensional, de anchura 2a, centrado
en x = 0, que justamente en ese punto tiene un término adicional que es una delta de
Dirac con un coeficiente que depende del tiempo: 3(t)d(z), donde () es una funcién



-0.5

-1.0

Figura 1.2: Tres primeros autoestados con n impar, @o, 1 en (1.14).

conocida que solo depende del tiempo. La forma de la ecuacion de Schrodinger para
este problema sera:

R 92y (x,t) CR))
o S B, ) = ih

Fuera del intervalo abierto (—a,a) la funcién de onda v (x,t) es idénticamente nula

r € [—a,a], teR. (1.16)

para todo instante de tiempo. En concreto para los extremos del intervalo x = +a se

tiene:
Y(xa,t) =0, VteR. (1.17)
Para simplificar la ecuacién (1.16), se realizaran los siguientes cambios de variable:
r=af, Ee€]-1,1], (1.18)
t=br, T€eR (1.19)

Con esto la ecuacién toma la formas:

PoET) | 00(E)

o€ 5 =9(Mi€)e(0,7),  fe[-11], TER (1.20)
siendo )
SET) = 0(rt), o) = TR0, b="0C 0, (121)

que debe cumplir las condiciones de contorno de Dirichlet si queremos que la mencio-
nada funcién sea continua en los extremos del intervalo

o(+1,7) =0, VreR. (1.22)

Es més, debe ser tal que ¢(&,7) =0, V€ ¢ (—1,1) y V7 € R. Ademads debera imponerse
una condicién inicial del tipo

¢(§,0) = f(§), &el-1,1], (1.23)
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donde f(§) es conocida y cumple f(£1) = 0.

Por otro lado, la presencia de la §(£) en la ecuacién (1.20) implica que, suponiendo
¢(&, ) continua, su derivada parcial primera respecto de £ no puede ser continua en el
origen, siendo el salto en la mencionada derivada parcial en el origen

Ade(0) := ¢¢(07,7) — d(07,7) = g(7)$(0, 7). (1.24)

1.4. Distribucion de los capitulos

En el estudio se van a diferenciar dos capitulos, que comprenderan dos problemas
distintos.

En el Capitulo 2 se realizard un ejemplo concreto con un potencial impulsivo del
tipo V(&,7) = kd(T — 19) 0(£). Primero, se resolvera la ecuacién del calor con ese po-
tencial para tener un ejemplo sencillo de comparar. Después, se resolvera la ecuacion de
Schrodinger (1.20) con el potencial impulsivo mediante dos procedimientos: la trans-
formada de Laplace y el desarrollo de Fourier. Por ltimo, a la vista de los resultados
obtenidos y de la dificultad para explicarlos, se simplificara el coeficiente impulsivo eli-
minando su dependencia espacial, con el objetivo de obtener alguna pista que sugiera
lo que ocurre en la ecuacion.

En el Capitulo 3, se intentara resolver la ecuacién (1.20) con un coeficiente general
por el método de Fourier. Se llegard a un sistema de infinitas ecuaciones diferenciales
ordinarias acopladas, las cuales no se resolveran explicitamente.

Por tltimo, en el Capitulo 4 se resumiran las conclusiones alcanzadas a lo largo del
desarrollo del presente trabajo.






Capitulo 2

Ejemplo de potencial impulsivo

En este capitulo se va a sustituir el coeficiente g(7) por ké(7 — 7p). Este factor da
cuenta de un potencial impulsivo, es decir, que solo se encuentra activo en un momento
determinado del tiempo (7g), y en el resto es nulo. Primero se resolverd la ecuaciéon del
calor con este coeficiente, pues presenta cierto paralelismo con la ecuacién de Schrodin-
ger. El objetivo es obtener una solucién que permita una mejor interpretacion de la
situacion que se obtendra cuando se resuelva la ecuacion cudntica, que es lo que se
realiza en el siguiente apartado. La resolucién de la ecuacion de Schrodinger se efectia
mediante dos métodos usuales en la resolucién de este tipo de ecuaciones diferenciales:
la transformacién de Laplace y las series de Fourier. Puesto que los resultados que se
obtienen no son facilmente interpretables, se realizara por ltimo una simplificacion

del potencial, de modo que
V() =V(r), (2.1)

es decir, se elimina la dependencia espacial, con el fin de obtener una expresién que
indique qué puede estar ocurriendo en el caso més general.

2.1. Resolucion de la ecuacion del calor con un tér-
mino impulsivo

Para empezar, se va a resolver la ecuacion del calor con fuentes, pues presenta cierta
analogia con la ecuacién de Schrodinger y permitird hacerse una idea del comporta-
miento de la solucién. En este caso particular, se ha decidido que el coeficiente g(t)

posea la forma:
g(t) = ké(t — t0)7 k 75 0, to>0. (22)



De esta forma, se tiene una especie de perturbacion instantanea de tipo impulsivo, y
la ecuacién diferencial en derivadas parciales (EDP) a resolver sera:

Uge (T, 1) = we(x, ) + kO () (t — o) (2.3)

con tg > 0y condiciones de contorno u(+1,¢) = 0. Como ejemplo particular, se utilizara
el estado fundamental de la particula libre en un pozo unidimensional como condicién
inicial, es decir, (1.15):

u(z,0) = cos (gx) . (2.4)

Para resolver este tipo de problemas, primero se debe resolver primero la ecuacion
homogénea asociada, que tiene la forma

ul (1) =ul(z,t), ze[-1,1], teR, u"(£1,t)=0. (2.5)

xrx

Este problema se resuelve por el método de separacion de variables: se supone que
u(x,t) = X(x)T(t) y se sustituye en (2.5), de modo que tras operar se llega a

1 EX(x) 1 dT(t)

X(z) dx?2  T(t) dt =M (26)

donde A debe ser una constante, ya que es la tnica posibilidad aceptable si el primer
término de la ecuacién (2.6) (que solo depende de x) debe ser igual al segundo (que solo
depende de t). Como es habitual, esto lleva a dos ecuaciones diferenciales ordinarias,
que son sencillas de resolver:

dz—it) =-\I'(t), = T(t) xexp(—At). (2.7)
X () +AX(2) =0, = X(a) = Asen(A8) + Beos(viz), A#0. (2.8)
e X(z) = Ao + Boz, A=0.

Ahora se ha de tener en cuenta las condiciones de contorno:
u'(£1,1) = X(£1)T(t), VvVt = X(£1)=0. (2.9)
Llevando (2.9) a (2.8) se deduce que
Ay = By = 0. (2.10)
Asen(vVA) = Beos(VA) = 0. (2.11)

De (2.10) resulta que no hay solucién diferente de cero asociada al valor propio A = 0.
Sin embargo de (2.11) se obtienen resultados interesantes: para que se cumplan estas
dos igualdades pueden suceder dos casos:

(i) A#0, B=0, sen(v/A) =0 = /A1, = nm, (2.12)

(i)  A=0, B#0, cos(vVA) =0 = /Do = w (2.13)

10



donde se han puesto subindices a los posibles valores del parametro A para distinguirlos
unos de otros. En ambos casos en principio n = 0,41,+2,..., pero sin pérdida de
generalidad es suficiente con tomar solon = 0, 1,2, ... (de hecho en (2.12) el valor n = 0
es irrelevante, pues da la solucién trivial). A continuacién se consideran separadamente
estos dos casos que se acaban de detectar:

(1) Lo primero que se ha de hacer es sustituir los valores hallados para A en este
caso, es decir A1, en (2.7), para hallar la dependencia temporal. Se tiene

T(t) o< exp(—A1,7), (2.14)

de modo que teniendo esto en cuenta, y ademds (2.12), las soluciones para este
caso son las siguientes

ut ,(x,t) = A, exp(—Aiut) sen(y/Ar,z) = A, e sen(nmx). (2.15)

Este es el primer tipo de soluciones elementales del problema que se esta consi-
derando.

(77) Para hallar el segundo tipo de soluciones fundamentales se deben sustituir los
valores hallados para A = Ay, en (2.7), para hallar la dependencia temporal, que
es

T(t) o exp(—Agnt), (2.16)
de manera que con esto y con (2.13), las soluciones para este segundo caso son

2n+1 ) t

ugn(f, 7) = By exp(—Agnt) cos(y/Aanz) = Bue (2 cos(rr).  (2.17)

Recopilando todos los resultados obtenidos hasta ahora, se puede decir que la solucién
més general de la ecuacién homogénea (2.5) con condiciones de Dirichlet homogéneas
enx = =+1es

o0 [e.e] ” 2
= Z A, e ™ sen(nrx) + Z Bne_<2 e " cos(Zt ). (2.18)

Para hallar la solucién de la ecuacién con fuentes (2.3) que verifica las condiciones
de contorno establecidas lo que se hace es permitir que en (2.18) lo que eran constantes
sean funciones desconocidas de t, es decir:

oo oo " 2
— Z An(t) e ™ sen(nmz) + Z Bn(t)e’(2 D "cos(H ). (2.19)

n=0

Es obvio que esta expresién cumple las condiciones de contorno u(+1,¢) = 0, como era
de esperar.

11



Para determinar las funciones A,,(t) y B, (), se sustituye (2.19) en (2.3). Tras operar
se llega a lo siguiente:

Z A, (t)e ™ ™ sen(nmx) + Z Bn(t)e’(%zl) ’T "cos(H ) | + ké(x)6(t — to) = 0.
= n=0

(2.20)

A partir de (2.20) se van a obtener los valores de los coeficientes A, (t) y B,(t).
Para ello se deben tener en cuenta los siguientes resultados, que son muy faciles de

comprobar:

1
/ sen(nmz) sen(mnx) dr = Op . (2.21)
-1

1
/ sen(nmz) cos(2%H ) dz = 0. (2.22)
-1

1
/ cos(2: ) cos(2H ) da = by - (2.23)
-1

También se deben utilizar las propiedades de la delta de Dirac, que pueden encontrarse
en [11]. Asi pues, multiplicando (2.20) por sen(mnx) e integrando en el intervalo [—1, 1]
se tiene:

Ay (1) et = /_ [~ko(@)ite = t0)] sen(nre) de = 0 (2.24)

de modo que todos los coeficientes A, (t) = ki, deben ser necesariamente constantes, no

2m+1

dependen del tiempo. A continuacién se multiplica (2.20) por cos(=5=7x) y se integra

en el intervalo [—1, 1]. Teniendo en cuenta que el desarrollo de Fourler de la 0(z) es

= Z cos(H ) (2.25)
n=0
se llega a lo siguiente:
~ @n+1)? o,
Bn(t) = =k 0(t —tg)e 4 0, (2.26)

e integrando se obtiene:

(2n+ )2

Bo(t) = —kH(t — to)e ™t 4 iy (2.27)

Sustituyendo los coeficientes A, (t) y B, (t) en (2.19):

Zk: e ™ sen(nmx)

o0

2n+1)2 2n+1
+Z [er‘< e — kH(t —to)e 2 1y cos(2trz).  (2.28)

12



Para determinar la forma de los coeficientes ki y ko es necesario utilizar la condicién
inicial (2.4). De esta forma:

u(z,0) = Z ki sen(nmx) + Z ks cos(2Hma) = cos(x), (2.29)
n=0 n=0

y utilizando las relaciones (2.21), (2.22) y (2.23) para desarrollar el cos(5x) en serie de
Fourier, se obtiene:

k=0, ko = do.n, (2.30)
quedando la solucion como
7r2 s n 2
ulz,t) = e Thcos(Ex) — KH(t —tg) Y e 1 T U0 o2y, (2.31)
n=0

Se puede observar como, para t < tg, la solucién no se diferencia del caso libre, y
es solo para t > ty cuando el potencial afecta a la solucion.

Esta solucion puede expresarse a partir de un tipo de funciones elipticas, las lla-
madas funciones theta. En [9] y [10], puede encontrarse la definicién de estas cuatro
funciones, mediante ciertos desarrollos en serie de Fourier. Se trata de las funciones

01(Z7q>7 92(Z7q)7 03(Z7Q)7 94(ZJQ)7
que como se observa dependen de dos argumentos ¢, z € C.

En concreto, en la presente situacién interesa la funcién denominada 65(z, q), que
tiene la siguiente expresion:

02(z,q) =2 Z g2 cos((2n + 1)2). (2.32)
n=0

Usando esta definicién, se puede comprobar que la solucién (2.31) puede transfor-
marse tomando

o B Eraia)
de modo que se escribe asi:
_ —ﬁt s kH 0o ( ™z —72(t—to) 2.33
u(w,t) = e 1" cos(gw) — B (t —to) O2(%F, € ). (2.33)

Para poder representar la soluciéon obtenida, se debe dar un valor particular a ¢y y
a k. Entonces pueden observarse dos situaciones de la funcién solucién:
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s Para t < ty, la solucién empieza siendo un coseno en t = 0 que se va atenuando
a medida que avanza el tiempo, como puede observarse en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Solucién de la ecuacién del calor (2.33) para tg =1, k =2y con t < .

» Para t > tj, la solucién es negativa y muy pronunciada en un entorno de x = 0
para t préximos a tg, y se va atenuando muy réapidamente a medida que avanza
el tiempo, como puede observarse en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Solucién de la ecuacién del calor (2.33) para to =1, k =2y con t > t.
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2.2. Resolucién del potencial cuantico impulsivo
por medio de la transformada de Laplace

Al igual que en el apartado anterior, el coeficiente g(7) posee la forma:
g(1) =kdé(r —19), k#0, 70>0. (2.34)
Usando (1.23) y (2.34), la expresién (1.20) queda:

Gee(&,7) + i, (§,7) = ko (0,79)0(£)6 (T — 79), cel-1,1], T€eR, (2.35)

con condiciones de contorno ¢(+1,7) = 0. La principal diferencia entre esta ecuacién y
(2.3) reside en la expresién ¢(0, 7)) que aparece en la de Schrodinger. Esto va a llevar
a alguna modificacién en el resultado final respecto a (2.31).

Para resolver esta EDP en el intervalo [—1,1], con condiciones de contorno de
Dirichlet ¢(£1,7) = 0 y condicién inicial ¢(£,0) = f(§), v dada la aparente sencillez
del potencial que se estd analizando, se va a utilizar el formalismo de la transformada de
Laplace. Para ello, se debe realizar la transformada de Laplace de la expresién anterior
con respecto a la variable 7. Llamando a la transformada de la funcién ¢(&, 7):

Lol D] = u(€s) = [ ol (236)
y utilizando las propiedades de las transformadas de Laplace, se puede llegar a:
Lree(§ 7)) = uge(§, 5), (2.37)
gT[qu(g’T)} = Su(é? 8) - (b(g? 0) = Su(€7 S) - f(€>7 (238)
L[k f(0)6(1 — 70) 6(§)] = ke(0,70) 6(§)Z[6(T — 70)]
= ke *7¢(0,79) 6(£). (2.39)

En la dltima igualdad se ha tenido en cuenta lo siguiente:

Lot —19)] = / e To(r—T1o)dr =€, 19> 0. (2.40)
0

Volviendo a la transformacion de la ecuacion (2.35), sustituyendo ahi los resultados
anteriores y despejando se llega a:

Uee(€,5) + is ulE, 5) = ke~ (0, 7)5(€) + 1 (), (2.41)

que es la ecuacién que debe resolverse, teniendo en cuenta las condiciones de contorno
transformadas

Zlp(£1,7)] =0 = u(£l,s) =0, (2.42)
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y la condicién de la derivada transformada, obtenida a partir de (1.24) y de la condicién
(2.34)

ZT[¢§(0+7 7—) - ¢§(0_7 7—)] = ZT[k¢(07 7-0) 5(7— - 7_0)] =
ue (07, s) —ug(07, 8) = ke *™¢(0, 79), (2.43)

que estd indicando que la derivada parcial respecto de £ de la funcién u(, s) no es
continua en ¢ = 0.

Hay que resolver u(§, 7) para la EDP (2.41), con la condicién inicial (1.23) y las
condiciones de contorno (2.42). Dado que (2.41) es una EDP de segundo orden lineal no
homogénea se resolvera, como es habitual, obteniendo primero la solucién de la EDP
homogénea asociada, es decir:

uge(€,8) +isu"(§,5) =0, £e[-1,1],, ul(£l,7)=0, (2.44)
cuya resoluciéon es inmediata, obteniéndose:
ul(€,5) = A(s)eVE 4 B(s)e VL (2.45)

Para hallar la solucién de la ecuacién no homogénea (2.41) que verifica las condiciones
de contorno establecidas lo que se hace es permitir que en (2.45), los coeficientes A(s)
y B(s) sean funciones desconocidas de &, es decir:

u(€, s) = A(&, 5)e™V ™ + B(E, s)e Vi, (2.46)
La derivada primera de esta funcion es:
ug(§,5) = Ae(€, 9)eV HiVisA(E, 5)e™N ™ 4 Be (&, s)e VI —iv/isB(E, s)e VR (247)

Como es habitual en el método de “variacién de las constantes”, se escogen los dos
coeficientes A(&,s) v B(&, s) tales que:

Ae(€,5)e™V 4+ Be(€, 5)e™ ™V = 0, (2.48)
de modo que la expresién (2.47) toma la forma:
ue (€, s) = ivis(A(E, )™V — B(E, s)e V%), (2.49)
Volviendo a derivar:
uee = iV/is(Ae(€, )€™ — Be(€,5)e™VIE) — is(A(E, 5)e™ ™ + B(E, 5)e V). (2.50)

Sustituyendo las expresiones (2.46) y (2.50) en la ecuacién no homogénea (2.41) y
despejando se consigue:

ke™*7$(0,70)0(€) +if(§)

Ag(€,9)e™™™ = Be(€, s)e Vi = (2.51)
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que junto con la condicién (2.48) forma un sistema lineal de ecuaciones, a partir del
cual se pueden hallar las expresiones de A¢(€,s) v Be(&, s), que quedan:

fee=570 5 ; o
Ag(f, S) — € d)(oa TO) (5) + Zf(f) e*l\/ﬁﬁ’ (252)
22\/5
ke ™ ¢(0,70)0(&) +if (§) ivime
eV,
2iV/is
Integrando en ¢ las ecuaciones (2.52) y (2.53), se obtienen las expresiones generales
para A({,s) y B(¢, s):

Be(&,s) = - (2.53)

 ki(s)  C(&s) ke ™9(0,70)

B(f,S) o k2<3) D(f? 8) . ke_STO(b(O?TO) H(€)7 (255)

C2ivis  2Vis 2i\/is
donde k1(s) y k2(s) no dependen de la variable £ y tendremos que hallarlas, H(§) es la
funciéon de Heaviside y por comodidad se han introducido las funciones

3 £
C@$=/f@W@%h D@szf@w@w (2.56)

donde [ ¢ representa integrales indefinidas.

Sustituyendo (2.54) y (2.55) en (2.46), se obtiene:

oiVist e—iVisE
u(,s) = [k1(s) +iC (€, 5)] + N

2i\/is
H(€) sen(VisE), (2.57)

[ka(s) —iD(€, 5)]

+ke*370¢(0, o)
Vis

que, como se puede comprobar, verifica la condicién del salto en la derivada (2.43):

k‘67$7—0¢(0, To)\/g

Vis COS(\/EQ = ke "™ ¢(0, 79). (2.58)

=0

ug(0F,5) —ue(07,s) =

Para obtener k1(s) y ko(s), se plantea un sistema de ecuaciones mediante el uso de las
condiciones de contorno (2.42):

eV (ky +14C(1,5)) + eV (ky —iD(1, 5))
2i/is
+k€;\/’5_(07°> sen(v/is) = 0, (2.59)
1S
Vs (b +iC(—1 is (ky —iD(—1
u(—1,5) = “+Z(’?}f (ke miDELD) (o0
Vs
17
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ya que H(1) =1y H(—1) = 0. Resolviendo el sistema anterior, se obtienen los valores
de las dos funciones k;(s) y ko(s):

AiVisC(1,5) — C(—1,8) — e2ViED(1, 8) + e2Vis D(—1, )
elivis 1

ke 5703V (0, 1) sen(v/is)

edivis _ ] ’

kl(S) = —1

n (2.61)
VBC(1,5) — VO (—1,5) — D(1,8) + VP D(—1, )
edivis _ 1
2ke=™0eVis (0, 79) sen(V/is)
* etivis _ 1 .

]{72(8) =1

(2.62)

Sustituyendo estas expresiones en (2.57), se halla la expresién final de u(&, s):
e VEE[2VE [ f(y)e By — ¢V € F(y)e iy — [ f(y)eVErdy]
2v/is(edivis — 1)
VB[V T f(y)eEudy — [ fy)e ™y — eV [ f(y)eVivdy]
2v/is(eivis — 1)

ke ¢(0, 7o) sen(Vis(1 + €)) + ke (0, TO)M H{(S). (2.63)

2 Vis cos(v/is) is

Esta es la solucién de la EDP (2.41) para la transformada de Laplace, con sus con-

u(€,s) =

+

diciones iniciales y de contorno, que obviamente depende de la eleccién de f(§). A
continuacion se van a hallar algunas soluciones més concretas al elegir ciertas funcio-

nes /(€).

2.2.1. Resolucién con una condicién inicial particular

Para obtener la forma de u(¢, s) se debe partir de una condicién inicial. A conti-
nuacién se analizaran diversos ejemplos.

2.2.2. El estado fundamental del pozo infinito

En este caso, se va a tomar el estado fundamental de la particula en un pozo
unidimensional (1.15), es decir:

£(€) = cos (gs) , (2.64)
que cumple f(£1) =0, y donde f(0) = 1.
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Sustituyendo f(&) en la expresién (2.63), y operando, se llega a:

S cos (ﬁ) ke (0, 70) sen(Vis(1+€)

(3)i+s N2 2 Viscos(Vis)

n ke=*™¢(0, 75) sen(v/is€)
Vis

Facilmente puede comprobarse que esta expresion verifica las condiciones de contorno

u(€,s) =

H(¢). (2.65)

u(£1,s) = 0. Ademds, si se efectia la derivada segunda en funcién de £ de (2.65) y se
sustituye en (2.41), se verifica la igualdad.

De los tres términos que forman la solucién hallada (2.65), el primero es facilmente

z ! # cos (%) = ¢ U7 (og (%5) : (2.66)
5) i+s

invertible:

El resto de términos son més complicados de invertir, y no se va a entrar en detalle en
este trabajo. Su transformada inversa de Laplace queda:

. _ke’smqﬁ(o, 7o) sen(vis(14€))  ke*™¢(0, 1) sen(v/is€)
< [ 2 V'is cos(V/is) * 15 H(ﬁ)]

- _Zkgb(O) TO)H(T - 7—0) 02 (%67 e_iﬂ—2(7—_7—0)) ) (267)

2 (r— . DR -
donde 6, (%5, e~ (T=70)/ 2) hace referencia a la funcién eliptica 05(z, ¢). Hay que senalar
que este término es comun a todas las soluciones sea cudl sea la condicion inicial. La
solucién queda:

B(E,7) = e I cos (%5) — ik (0,70) H (T — 7o) 02 (%5 e”2<”0>> . (268)

Para hallar la solucién final, hay que obtener el valor de la solucién en el origen para
un tiempo 7 = 7y. Para ello, se va a definir la funcién de Heaviside en el origen como:

H(0) =0. (2.69)
Sustituyendo en (2.68) y operando, la solucién final queda:

O(&,7) = e DT cog (%) — ike "/ [ (1 — 1) (%5,6”2(770)) . (2.70)

2.2.3. Los estados pares del pozo infinito

También se pueden utilizar como condicién inicial los estados excitados de la particu-
la libre en un pozo unidimensional (1.14). Para empezar, se tomaran los estados de la
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forma coseno:

£(€) = cos (ws) | 271)

con n € N. Sustituyendo en la expresion (2.63), y operando, se llega a:

ey = S ET) hemoo.m) sen (1 +9)
() it 2 Vis cos(Vis)
n ke=*¢(0, ) sen(v/is&)
Vis

La funcién es idéntica a la obtenida en (2.65) salvo el primer factor. Es facilmente

H(E). (2.72)

comprobable que, tomando para n el valor 0, se obtiene (2.65).

También aqui el primer término en (2.72) es facilmente invertible:

COS ((2n+1)7r§> (2 . 1) é‘

2 o n T

e A N (T S
T4nm)i+s

2

y usando (2.67) se tiene:

o, 1) = e G (g <—(2n zl)ﬂg)

—2k¢(0, To)H(T - 7'0) 92 (%g, €i7r2(7'7'0)) . (274)

Usando (2.69), se obtiene la solucién final:

s )

o&,T) = e~ UG ™ T og ( 5

ke~ G (g0 0, (%ﬁ 6”2(”0)> - (2.75)

2.2.4. Los estados impares del pozo infinito

Si se toman ahora los estados de la forma seno (1.13)
f(&) =sen(nwf), neN, (2.76)

y se sustituye en la expresién (2.63) y se opera, se llega a:

ke=*™¢(0, 7o) sen(vis(1 + £))
2 Vis cos(Vis)

u(g,s) =

— sen(nné) —
m?n2 + s (n¢)

he (0 ) sen(Visg) o (2.77)

1S
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En este caso la transformacién inversa del primer término da como resultado lo
siguiente:

1 .
L s sen(mrf)] = ¢ T sen(nf), (2.78)

y utilizando (2.67):

o(&(,T) = e~in*m’T sen(nm&) — ikd(0, 70) H (T — 70) 02 <%§, e‘”Q(T_TO)> ) (2.79)

Usando (2.69), se obtiene la solucién final:
o€, 1) = e~ sen(nr¢). (2.80)
Si se calcula la derivada de esta funcién y se sustituye en (2.43), es obvio que:

¢e(0F,1) — ¢¢(07,1) = 0, (2.81)

es decir, la derivada de u(&, s) pasa a ser continua. Esto es debido a que, en este caso,
la condicional inicial en £ = 0 es nula, que es donde aparece la discontinuidad debido
a la presencia de la delta en ese punto. Debido a ello, la funcién no se ve afectada
por la delta en & = 0, y seguird anulandose para cualquier tiempo, lo que indica que,
partiendo de este tipo de condiciones iniciales, la evolucion temporal es la misma que
si no existiera ningtn tipo de perturbacién de tipo 9.

2.3. Resolucién del potencial cuantico impulsivo por
medio de series de Fourier

La ecuacién a resolver es (2.35). Para resolverla por el método de Fourier, se opera
de la misma forma que en (2.3), obteniendo primero la solucién homogénea y aplicando
posteriormente variacion de las constantes. De esta manera, se consiguen las expresiones

gb(f, 7_) — f: An(T) e—in27r2r Sen(nﬂg) + f: Bn(T)e_i (2n11)2 27 COS(@W&) (2.82)
n=0

n=0

para la solucion general y

l Z An(T)e—inzﬂzr sen(nmé) + Z Bn(T)e*i (2n11)2 27 COS(%WQ
n=0 n—=0
= k¢(0,70)0(§)0(T — 70)- (2.83)

para obtener los coeficientes A, (7) y B, (7). Utilizando el mismo procedimiento que se
usé en (2.20), las expresiones quedan:

An(T) = k1, (2.84)
(2n+1)2 o

B, (1) = —ik¢(0, 70) H(T — 10)e" + 7 + k. (2.85)
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Sustituyendo (2.84) y (2.85) en (2.82):

T) = Z ky e sen(nrf)

n=0

> @nt1)? o
‘|‘Zk’2 e 1 7T cos(#He)

—i Yk G0, m0)H(T — o)’ T 0T cos(28re). (2.86)

Para hallar los coeficientes k1 y ks, se necesita una condicién inicial. Se utilizara la
misma que en la ecuacion del calor, es decir, (2.4). Con esto se tiene:

Zkl sen(nmé) + Z ko cos(#LHTE) = cos (gf) : (2.87)

y desarrollando cos (gf ) en serie de Fourier, se tiene:

k=0, (2.88)
k2 = 50,n' (289)

Sustituyendo en (2.86) se consigue la expresion de la solucién:

2

G(&,7) = e cos(3E)

—ik ¢(0,70)H (T — 7o Ze e ) cos(2EL7E). (2.90)
n=0

Puede observarse que la solucién depende del valor de ¢(0, 7p), el cual no es conocido,
pues depende de ¢(&, 7), que es lo que se pretende hallar. Para averiguarlo, se calcula
el valor de la solucién en el origen a tiempo 79, como se hizo en 2.2.1 usando (2.69):

2

G(&,7) = e "7 cos(3€)

oo
. —iﬁro i (2n+1)2 o
—ik e " T H (T — 19) E et

n=0

m?(r=0) cos( 2t 7rg), (2.91)

y teniendo en cuenta (2.32), la solucién final queda:

¢(£,7_) _ efi(ﬂ/Q)QT COS (%) _ ike*i(ﬂ'/Z)?TOH(T _ 7_0) 0, (%E,eiﬂ'z(TTO)) ’ (292)

con z = y q= e~im*(T=m),
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2.4. Un modelo cuantico impulsivo simplificado

Si se analiza la solucién (2.92) se comprueba que la solucién que no es normalizable,
lo cual no deberia ocurrir en circunstancias normales. Para poder estudiarla mejor se
puede optar por simplificar la ecuacién (1.20), de modo que:

PoE, 1) 0P(E,T)
o ' or

=g(7)p(&, 7), cel-1,1], 7€eR, (2.93)

y tomando la condicién (2.2) queda:

P&, 1) 0P, T)
o ' or

= ké(T - To)¢(£,7), 5 € [_17 1]7 TE R7 (294)
que puede resolverse por separacién de variables. Para ello, se define

¢(&,7) = X(E)T(7) (2.95)
y (2.94) se transforma en

1 d2X(£)—z‘ 1 dT(T)_ Yo
X6 @ =T @ ké(t — 1) = c. (2.96)

La parte dependiente de ¢ es idéntica a (2.6), luego existen dos soluciones posibles:

X(6) kon sen(nmé). 207
B kopi1 COS (2"2—+17T§) ) .

2n+1
2

con ¢, =NT 0 C, = m, respectivamente.

La ecuacién para la parte temporal es:
i T (1) — [k6(T — 70) + ] T(7). (2.98)

Puesto que la d(7 — 79) solo afecta para 7 = 7y puede ignorarse al resolver la EDP. La
solucion queda:
T(1) = Toe 7. (2.99)

Sin embargo, la presencia de la 6(7 — 79) impone que la funcién no sea continua en 7y,
pues debe tener un salto en la derivada. Por lo tanto, la solucién para la parte temporal
debe quedar:

T(1) =Tie ™ H(rg — 7) + Toe "“"TH(T — 79). (2.100)

Y su derivada es:

T(1) = —ic,T(T) + e~ (Ty — TY)d(1 — 7). (2.101)
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Despejando T(7) en (2.98) y sustituyendo:
—ic, T(T) 4 e "™ (Ty — T1)6(T — 1) = —ic,T(7) — ikd (T — 70)T(70). (2.102)

Operando aqui se obtiene la condicién:

ik
(T, — T)) (1 + %) ~0. (2.103)
Como 17 # T, debe ocurrir que
ik
(1 + %) —0, (2.104)
y la expresion para k es:
k= 2i. (2.105)

Esto indica que, para obtener una solucién valida de esta ecuacién usando un potencial
impulsivo, este debe tomar la forma concreta

V(r) = 2i6(T — 70). (2.106)

Volviendo a (2.98) y sustituyendo (2.101) y (2.105) en ella, operando queda:
cnT +ie” ™ (Ty — T (T — 10) = euT + 2i6(1 — 70)T(7). (2.107)
Como T'(7) no es continua en 7 = 7y, el valor T'(7) corresponde a la semidiferencia de
los limites laterales. La ecuacién tras operar queda:
-1
2 ?

que indica que no existe ninguna condicién entre 17 y T5. Las soluciones finales quedan:

e=ien™ (Ty — T}) = 2 ien™ (2.108)

Pon(€,7) = sen(nmé)e™ " [Ty, H (1o — 7) + Ton H(T — 7)), (2.109)
Gons1(E,7) = cos (2n2—|— 17r§) et G1,H (19 — 7) + G H(T — 79)]. (2.110)
Se puede normalizar la ecuacién. Para 7 < 7, se debe cumplir que:
/11 |G2n(€,7)|" d = /11 |Gony1 (6, 7)[7 dE =1, (2.111)
obteniéndose
Ty =Gy, =1, (2.112)

Y para 7 < 79, teniendo en cuenta que 11, # Ts, v G, # Gap:

Ty, = Gop = €7, (2.113)

Teniendo en cuenta (2.106), (2.112) y (2.113) se puede llegar a dos conclusiones:
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(¢) En principio la ecuacién no posee solucién tnica. Cualquier solucién que cumpla
(2.113) es vélida.

(i7) El potencial (2.106) es imaginario, luego el hamiltoniano no es hermitico y, por
tanto, no tiene por qué conservarse la norma. Estos potenciales imaginarios estan
asociados con estados resonantes, los cuales pueden estudiarse mediante analisis
funcional, que requiere una serie de conocimientos demasiado avanzados para lo
que se pretende en este estudio.
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Capitulo 3

Coeficiente general dependiente del
tiempo

3.1. Planteamiento del problema

El objetivo en este capitulo es resolver la ecuacién (1.20) con g(7) un coeficiente
general sin determinar. Basandonos en lo que sabemos de la teoria de ecuaciones en
derivadas parciales y de la teoria de distribuciones, podemos darnos cuenta de que
la ecuacién que hay que resolver (1.20) puede verse como una ecuacién en derivadas
parciales de segundo orden con fuentes externas, ya que el término de la derecha co-
rresponderia a las fuentes, aunque bien es verdad que depende de alguna manera de la
solucion que se busca.

Otro detalle que conviene observar es que la ecuacion (1.20) es semejante a la
ecuacion del calor si se considera un cambio de variable en el que el tiempo 7 se supone
que toma valores imaginarios 7 = i7" (este cambio es muy usual en Teoria Cudntica de
Campos y se denomina rotacién de Wick).

Todos estos comentarios son con el fin de justificar que para buscar la solucion
procederemos en la manera usual al resolver un problema de propagacién del calor con
fuentes: primero se resuelve la ecuacién sin fuentes con sus condiciones de contorno
homogéneas y luego se aplica el método de variacion de las constantes para hallar la
contribucion de las fuentes.

Con el fin de poder trabajar con una funcién incégnita que sea continua en el origen,
como suele ser habitual se postula una solucién de la forma:

¢(§,7) = S(& ) + (& 7). (3.1)

El objetivo es que S(&,7) se lleve la condicién de discontinuidad de la derivada en el
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origen, y v(£, 7) sea una funcién continua, con derivada primera continua respecto de
¢ y que cumpla condiciones de contorno homogéneas v(+1,7) = 0.

Se toma como funcién prueba una definida a trozos y que cumpla lo que interesa
de manera lo mas sencilla posible en &:

S - a6, T)(14+E), €e[-1,0]
e -9, elo1],

donde a(§, 7) y b(§, ) se suponen suficientemente regulares en sus dominios de defini-

(3.2)

cién. La funcién (3.2) cumple las condiciones de contorno:
S(+1,7) =0. (3.3)
Como se quiere que ademas sea continua en el origen:
S(0,7) = a(0,7) = b(0,7) = a(r), (3.4)
donde a(7) es una funcién por determinar. La derivada de (3.2) respecto a & es:

{ ag(§,7)(L+&) +a(s,7), &€ (-10),
b§<€’7)(1 - f) - b(§77)7 § € (07 1)

Las derivadas en el origen no son iguales y dependen de cémo nos acerquemos a ese

Se(§,7) = (3.5)

punto:
Se(0F,7) = be(0,7) — (1), (3.6)

Se(07,7) = ag(0,7) + (7). (3.7)

Usando estas dos expresiones, junto con (3.1) y (3.4), la condicién sobre el salto de la
derivada en el origen (1.24) es:

be(0,7) — ag(0,7) — 2a(1) = g(7)[a(T) + v(0, )], (3.8)

donde estamos suponiendo que v(§,7) y ve(§,7) son funciones continuas en todo el
intervalo [—1, 1], y en concreto en £ = 0, llamando:

p(1) = v(0, 7). (3.9)
Despejando en (3.8):

Oz(T) _ b§(0> T) - C;&S(—)’gT(z—)_ 9(7)90@—)' (3.10)

Para precisar la forma funcional de a(&,7) y b(&,7), se proponen desarrollos de
Taylor, quedandose solo con los términos de primer orden en &:

{ a(¢, 1) =afr) + B(T) €.
b(&,7) = a(r) + (1) €.
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Donde, por comodidad, se ha introducido la notacién

CLg(O,T) = 5(7—)7 b5(07 T) = 7(7-)7 (312)

de manera que la ecuacién (3.10) queda escrita como

>t 70 (3.13)

En esta expresion g(7) es uno de los datos iniciales y por ello es conocida, por lo que
estd dando lo que vale a(7) en términos de las otras funciones, por ahora desconocidas
y que se desean hallar: 3(7) y (7).

La funcién de prueba (3.2) queda como:

St T):{ [o(r) + B(r)E] (1 +€), €€ [-1,0], (3.14)
’ [a(r) + ()] (1 =€), €€0,1]. |

Las derivadas respecto a £ quedan entonces como:

[ alr) + B + 2000 £ (~1,0),
&@”“‘{wvwwwv—muﬁ,sewﬂy (315)

Y mediante (3.13):

206(7), —1,0),
5&&@=Mﬂdﬂ+ﬂﬂ&®+{j§% Con 6w

Es importante resaltar que las derivadas de S(£, 7) no son continuas en £ = 0, y de
hecho ella y sus primeras derivadas pueden escribirse asi

S(€7) = [(e7) + B(7)) (1 + O] H (=€) + [(alT) + ()] (1 = ] H(E). (3.17)
Se(€,7) = la(r) + (1) + 28(T)§] H(=¢) + [v(7) — a(r) = 29(7)E] H(§). (3.18)
Sec(&,7) = 26(7) H(=§) = 29(7) H(E) + g(7)[a(T) + ¢(7)] 6(£). (3.19)

Para finalizar esta parte resta hallar la ecuacién en derivadas parciales que debe
satisfacer la nueva funcién incognita v(&,7) que se ha introducido en (3.1) y que se
supone suficientemente regular: continua y con derivada parcial primera continua en
todo el intervalo (—1,1). Para determinarla, se sustituyen (3.1) y (3.17)-(3.19) en
(1.20), y tras operar se llega a

vee(§,7) + v (€, 7) = g(7) [al7) + ()] 0(€) — See(§, 7) — 8- (€, 7), (3.20)
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donde Sge(&, 7) estd dada en (3.19). Para obtener la forma final de la ecuacién diferencial
(3.20) se debe calcular también la siguiente derivada parcial de S(&,7) en (3.14):

(a(r) +A(ng) (1+8), €e[-L0,

S-(&,7) = (3.21)
(e(r) +4(1)€) (1-¢), ¢elo,1],
que obviamente es continua en £ = 0. Sustituyendo en (3.20), queda:
Ve (&, 7) + v, (§,7) = —2B(1)H (=) + 2y(1)H () — ic(7)
—ig |(@(7) + BN H (=€) + (3(7) = a(r) H(€)
—ig? |B(r)H(=§) = 4(1)H(9)] (3:22)

que sustituye a la ecuacién simplificada (1.20). Ademads, la funcién v(§, 7) debe verificar
las condiciones de contorno que provienen de las expresiones (1.22) y (3.3):

v(£l,7) = o(£1,7) — S(£1,7) = 0. (3.23)

También habra que considerar la condicién inicial, que se obtiene de las expresiones
(1.23) y (3.14):

[(0) + A(0)§] (1 +€), €€[-1,0]
v(£,0) = ¢(€,0) — S(E,0) = f(£) — 3.24
(G0 =& =8GO =1 [(0) +~(0)¢] (1 =€), €< 0,1], o2

3.2. Resolviendo la ecuacion

Como la ecuacién (3.22) todavia queda en funcién de tres variables (a(7), 5(7) y
7(7)), es necesario imponer alguna otra condicién para poder resolverla. No es extrano
pensar en hacer que las derivadas respecto a £ de (3.14) se anulen en los extremos del
pozo. Aplicando las condiciones de contorno a (3.15), se obtiene que la nueva condicién
a usar es:

a(t) = B(1) = —(7). (3.25)
Sustituyendo en (3.22):
vee(§, 7) + iv- (8, 7) = —20(7)[H(§) + H(=E)] — icu(7)
+2i€a(7)[H(§) — H(=¢)]
—i&*a(r)[H (&) + H(=¢)]. (3.26)
Usando las propiedades de la funcién de Heaviside, la expresion anterior queda como:

vee(§,7) + v (€, 7) = —2a(7) +1i6(7)[2 € sgn(€) — 1 - &7, (3.27)
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donde sgn (&) es la funcién signo, definida como:

1, £€>0,
sgn(§) = 0, £=0, (3.28)
~1, £<0.

A su vez, sustituyendo en la expresion (3.13), esta queda:

a(r) = —%. (3.29)

Hay que resolver v(&, 7) para la ecuacién diferencial en derivadas parciales (EDP)
(3.27), con la condicién inicial (3.24) y las condiciones de contorno de Dirichlet ho-
mogéneas (3.23). Dado que (3.27) es una EDP de 2° orden lineal no homogénea se
resolvera, como es habitual, obteniendo primero la solucién de la EDP homogénea
asociada, es decir:

vee (6, m) + k(€ 7) =0, £e[-11, TeR, v"(£l,71)=0. (3.30)

Esta ecuacién es idéntica a la ecuaciéon homogénea correspondiente a (2.35), y por lo
tanto la solucion homogénea y la solucion tras aplicar el método de variacion de las
constantes sera la misma que en este caso:

v(E,T) = Z An(7) €7 sen(nm€) + Z Bn(r)e’i<2nzl) T cos(2H7e).  (3.31)
n=0

n=0

Es obvio que esta expresién cumple las condiciones de contorno (3.23), como era de
esperar.

Para determinar las funciones A,(7) y B,(7), sustituimos (3.31) en (3.27). Tras
operar se llega a lo siguiente:

; f: Ay (7)e= "™ sen(nré) + f: Bn(T)e—i(anl)%r?T cos(2L 7€)
n=0 n=0
= —20(7) +ic(T)[2 € sgn(€) — 1 — &7, (3.32)

donde se puede observar que la expresién a la derecha de la igualdad es una funcién
par en &.

Se van a necesitar las expresiones (2.21), (2.22) y (2.23). Multiplicando (3.32) por
sen(mm&) e integrando en el intervalo [—1, 1] se tiene:

1

iAn (1) e T = /_ [—2a(7) +ic(7)[2 € sgn(€) — 1 — €7]] sen(nw€)dE =0, (3.33)

1
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de modo que todos los coeficientes A, (1) = A,, deben ser necesariamente constantes, no
dependen del tiempo. A continuacién se multiplica (3.32) por cos(2£= 7€) y se integra
en el intervalo [—1, 1], llegando a lo siguiente:

j@ntD? o Ba(r)(—=1)"  16i&(7)[m + 2nm — 2(—1)"]

B, (1)e” =— — 34
iBa(r)e T+ 2nm (7 + 2nm)3 ’ (3:34)

obteniendo una ecuacién diferencial para cada n, y que depende de a(7) y &(7).

El valor en el origen de (3.31) es

Z By (r)e i (3.35)

Teniendo en cuenta la expresion (3.9) y sustituyendo (3.35) en (3.13), se obtiene:

[e.9]

2n 12
Z —ipat (3.36)

=0

alt) = — 4+g

Sustituyendo (3.36) en (3.34), se llega a la EDP

o0

. _ent))? o (=)™ g(7) _CE+D? o
Bn (2 1 m™™T — B (2 1 T
iBn(r)e T+ 2nwd+ g(T) Z K(7)e

k=0
161(71' + 2nm — 2(—1)”) (2k+1)2
By (
* (7 + 2nm)3 4 —|— g(T Z K
162(71' + 2n7; — 2( 4 f: Bk 2k+1)2 2,
(m + 2nm)3 —|— g(T p
16(m + 2nm — 2(—1)") = (2k+1 oy il
By(r)e 5T (3.37)
(m + 2nm)3 4 —|— g(T kZ:o

Por la dificultad de resolucion de estas expresiones, se dejardn asi expresadas y se
dejardan para estudios posteriores.

3.3. Alguna solucién particular

Se va a considerar el caso en el que g(7) = 0, que corresponde al caso de particula
libre. Es decir, la ecuacién a resolver quedaria, sustituyendo la expresion para g(7) en
(1.20):

Po(.7) | 09(E7)

D¢ 5 =0  ¢€[-11, TeR (3.38)
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A su vez, la expresién (3.36) queda:
a(t) =0, (3.39)
y entonces la derivada del factor a0 es nula:
a=0. (3.40)

Esta condicién permite simplificar la ecuacién diferencial (3.34), que se convierte en:

2
—3 (2"1'1) 2

B,(7)e T=0. (3.41)

Llevando el término con la exponencial a la derecha e integrando, se consigue la expre-
sién para los coeficientes By, (7):
B,.(1) = B,. (3.42)

Asi, se obtienen los coeficientes de (3.31), que queda:

+1)2 2

v(&,T) = Z A, e T sen(nwé) + Z Bne_i(2n4 7 cos(2EE). (3.43)
n=0 n=0

A su vez, mediante (3.39), la forma de S(§, 7), que aparece en (3.14) queda:
S, ) =0. (3.44)
De esta forma, la solucién al problema queda:

o(& 1) = S(E 1)+ (& T)

ZAH 6—in271-27- sen(mrf) + ZBne_i(Qnil) 2T COS(%T+17T£). (345)

=0 n=0

3

La forma especifica de los coeficientes A,, y B,, dependera de la condicién inicial par-
ticular que se tome. Efectivamente, esta es la expresién de la evolucién de la particula
libre.

Si se escoge, por ejemplo, el estado fundamental del pozo (1.15), la solucién queda:

(2n+1)2

P& T) = e "7 cos(59). (3.46)
n=0
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se han analizado las soluciones de la ecuacion de Schrodinger ob-
tenidas al plantear un potencial dependiente del tiempo, con una delta de Dirac en el
origen para un potencial de base que es el tipico pozo infinito de potencial.

Para familiarizarnos con el problema, y dado las semejanzas existentes con la ecua-
cién de Schrédinger, en primer lugar se ha resuelto la ecuacién clésica de calor asociada
al mismo problema, pero para una dependencia tempoal concreta: un impulso en el
tiempo representado por una delta de Dirac 6(¢ — (). El resultado que se encuentra es

k 2
cos(5a) — o H(t — to) 03(75, e ™),

en términos de una funcién de Heaviside y de una funcion eliptica 6. Como era de
esperar, dado que se trata de una ecuacion del calor, la solucién para t < t; es una
funcion evanescente. Para t > ¢, se obtiene una solucién con una singularidad alrededor
de x = 0, que también se ateniia muy rapidamente.

A continuacién se ha resuelto la ecuacién de Schrodinger para el potencial impulsivo
antes descrito. La forma de la solucion es
¢(&,7) = e TP cog (W—f) — ike DO H (7 — 1) 6, <7T—£ e_mg(T_TO))

2 2 ) )
siendo bdsicamente & o x, T o t, y el estado inicial cos(w£/2). El resultado sugiere
que el estado final es un estado cadtico y no normalizable, donde contribuyen todos
los modos del pozo libre por igual. Esto da cuenta de la dificultad de trabajar con
distribuciones, que en ocasiones dan lugar a resultados inesperados debido a su propia
naturaleza. Lo que si puede observarse es que si la condicién inicial en & = 0 es nula,
la derivada de la solucién pasa a ser continua.

A la vista de lo anterior se ha analizado un caso simplificado en el que se suprime
la delta en la posicién, y se ha comprobado que el potencial necesario para que la
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ecuacion tenga sentido debe ser no real. Debido a esto se puede concluir que el potencial
usado para el caso de tener también una delta de Dirac en la posiciéon puede tener que
ser imaginario; entonces el hamiltoniano no seria hermitico y la solucién no tendria
por qué ser normalizable. Un potencial imaginario conlleva tener que utilizar técnicas
mas sofisticadas de andlisis funcional para averiguar su significado fisico, pero esto ya
es mas complicado de lo que se pretende en este trabajo, que es obtener soluciones
mediante métodos relativamente sencillos, por lo que este tema sigue abierto a futuras
investigaciones.

Por 1ltimo, se ha intentado hallar la solucién exacta en caso de que el coeficiente
temporal sea una funcién arbitraria, pero suficientemente regular, en el tiempo. Se
ha obtenido un sistema infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas, para
cuya resolucion son necesarias otras técnicas de tipo numérico, que se deja planteado
para ser abordado en un trabajo posterior. Simplemente mencionar que los resultados
hallados dan la solucién correcta cuando el potencial es nulo.
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