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1) Introduccién

El objetivo de este trabajo es un intento de reorientacion en el disefio curricular de
Educacion Secundaria para afrontar el estudio y resolucion de ecuaciones polinémicas
de grado n. Se sabe que la Unica herramienta que se les explica a los alumnos para
afrontar estas ecuaciones (cuando el grado es superior a dos) es la Regla de Ruffini; sin
embargo, también es conocido (o deberia serlo para los profesores de secundaria) que
tener ese algoritmo como Unica estrategia para enfrentarse a dichas ecuaciones es muy
pobre y nada realista. De hecho, los ejercicios y problemas que pueden encontrarse en
cualquier libro de texto, estan preparados para que funcionen bien las cosas y asi, el
alumno localice la raiz o raices que el autor preparo6 previamente.

La realidad es mas dura que la idea transmitida por esos ejercicios. Es muy probable que
la mayor parte de los alumnos, al concluir la Educacién Secundaria, tengan
interiorizados los conceptos de forma errénea y crean, por ejemplo, que las ecuaciones
de grado superior a dos estén obligadas a tener soluciones enteras Y, si tras probar con
los divisores del término independiente del polinomio, no localizan solucién alguna,
concluyan errébneamente que la ecuacion en cuestion no tiene soluciones (porgue no las
han encontrado por el Unico método que conocen).

En este contexto, la idea de este trabajo es proponer un desarrollo curricular alternativo
con el objetivo de mostrar a los alumnos una visién mas realista de lo que consiste
hallar raices de polinomios. Proponemos que se profundice un poco mas en algunas
ideas, sin que esto suponga acudir a resultados demasiado complejos. Resulta repetitivo
y tedioso contar una y otra vez la misma materia en cada uno de los cursos de
Secundaria provocando cansancio en alumnos y profesores para que, encima, los
chavales acaben con nociones equivocadas o, cuando menos, sesgadas de lo que es la
realidad. Este trabajo ilustra la teoria y actividades que creemos que deberian trabajarse
en las aulas de tercero y cuarto de la E.S.O. para lograr el objetivo anterior. En su
elaboracion no se ha acudido a ningun libro de texto, los ejercicios y ejemplos son de
creacion propia o inspirados en alguno de los documentos que se detallan en las
Referencias. Se integran a modo de ejemplo aunque, evidentemente no sirven para
completar todos los periodos lectivos que atafien a la materia.

Tal vez algun lector considere este trabajo optimista y ambicioso en lo que a la
capacidad de comprension de los alumnos se refiere, pero personalmente creo que es
mas la incapacidad de los profesores, que las potencialidades de los alumnos, la que
hace que nos resignemos a disefios curriculares de poco nivel y anticuados. Si los
profesores no nos proponemos metas de cierta altura, quién lo va a hacer por nosotros.

El cuerpo fundamental del trabajo consta de tres partes. La primera esta orientada a 3°
E.S.O., independientemente de que se trate de las Ensefianzas Académicas o Aplicadas.
En ella proponemos nuevos contenidos que complementen la teoria que habitualmente
se explican en las aulas. Concretamente, tras mostrar las enormes limitaciones que
posee la Regla de Ruffini, asi como su poca rentabilidad cuando los coeficientes de los
polinomios tienen coeficientes de cierta magnitud, sugerimos dos resultados para
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estudiar, a priori, el nimero posible de raices positivas y negativas de un polinomio
(Regla de Descartes) y un pequefio resultado para acotar las soluciones de una ecuacion
cubica. Creemos que también es apropiado mostrar cémo encontrar soluciones
racionales usando la propia Regla de Ruffini, para ello sélo hay que ensefiar en el aula
quiénes son los candidatos racionales a raices de polinomios. Por altimo, nos preocupa
la representacion grafica de polinomios, para que los alumnos adquieran el punto de
vista geométrico de lo que han hecho analiticamente. Para ello se hara uso del programa
Geogebra, porque lo que nos importa es que visualicen qué aspecto tienen los
polinomios y no que hagan insufribles tablas de valores.

La segunda parte concierne al curso de 4° E.S.O. En este caso, el disefio de actividades
propuesto si que se adapta mejor a las Ensefianzas Académicas, pero si se explicaran en
los cursos de Ensefianzas Aplicadas, no estarian alejadas de los objetivos planteados por
las leyes u oOrdenes educativas. En este bloque, ademéas de repasar lo explicado en el
curso anterior, se abordan las Formulas de Cardano-Viéte y la historia de la Férmula de
Tartaglia-Cardano mediante la que se puede obtener directamente la solucion real que
posee toda ecuacién cubica. Una vez practicada dicha férmula, se pasa al estudio de la
separacién y localizacion de raices mediante la construccion de la Sucesion de Sturm (o
Sturm-Liouville, dependiendo de los autores), que da titulo al trabajo y se completa con
el Método de Newton-Raphson para aproximar el valor de las raices localizadas.

Finalmente, en la tercera parte recogemos los primeros pasos de la Geometria
Semialgebraica. Apuntamos algunos resultados que permitirian profundizar en la
materia desarrollada durante el trabajo, afinando un poco mas en lo que a acotacion y
separacion de raices se refiere. Definimos resultante de dos polinomios y discriminante
de un polinomio para reencontrarnos con expresiones calculadas previamente, aunque
por otros caminos. Para acabar mostramos y comentamos dos resultados fundamentales
de la Geometria Semialgebraica: el Lema de Thom y el Principio de Tarski-Seidenberg.
Incluimos esta ultima parte, no con la intencidn de que sea desarrollada en las aulas de
secundaria, sino para ilustrar qué caminos recorren actualmente los conceptos ligados a
las raices de polinomios y los insospechados campos de aplicacion que tienen.

Esperamos que disfruten con la lectura de las siguientes paginas o, por lo menos, que
descubran algun punto de vista nuevo sobre cuestiones de sobra conocidas por cualquier
profesor de secundaria relativas a los polinomios.



I1) Antecedentes

Recordando una frase que escuché en algin momento a algun comparfiero de la
Universidad de Oviedo, «si piensas en algo y crees que eres el primero, desengafate y
busca en Internet, seguro que otra persona lo hizo antes». Asi, desde el momento en que
me decidi por este Trabajo de Fin de Master, traté de averiguar si se habia publicado
algun trabajo cuyo objetivo fuera el de buscar formas alternativas a los ordinarias, en la
ensefianza de la resolucién de ecuaciones polindmicas y busqueda de raices de
polinomios. Como pronosticaba aquel compafiero, siempre hay alguien que ha hecho
algo antes. Si en principio, la busqueda no fue muy acertada, al cursar la asignatura de
Iniciacion a la Investigacion Educativa en Matematicas, impartida por los profesores
Dfia. Cristina Pecharromén y D. Tomés Ortega, descubri paginas y lugares de busqueda
mucho més fecundos que los que tenia en mente. En particular, al usar el Google
Académico localicé articulos mas recientes que los que habia hallado y méas cercanos al
espiritu del presente trabajo.

El primer articulo que lei, fue el titulado «El estudio de las funciones y ecuaciones
polindmicas en 1° B.U.P: Un enfoque diferente al usual» de Céastor Molina Iglesias,
profesor de Ensefianza Secundaria en el 1. B. “Poeta Viana” de Santa Cruz de Tenerife,
calculo que de los primeros afios ochenta [11]; desgraciadamente, el enfoque diferente
al usual, es probable que fuera diferente en su momento, pero es anticuado y no se
aproxima a la filosofia de este trabajo, aunque si que toca aspectos que contemplamos
aqui como las ecuaciones cubicas y algun método iterativo para la aproximacion de las
soluciones.

Seguidamente, encontré otro pequefio articulo EI Teorema de Sturm del Licenciado en
Matematicas por la Universidad de Pamplona, C. Gabriel Yafez [7], también de finales
del siglo pasado, pero no aportaba nada nuevo respecto a la construccion de la sucesion
de Sturm que no estuviera ya incluido en el que sera nuestro libro de referencia
Benedetti, R. & Risler, J.J. [2].

A partir de aqui, y aprovechando las actividades que Dfia. Cristina Pecharroméan nos
sugirio realizar en la asignatura de Iniciaciébn a la Investigacion Educativa en
Matematicas, encontré articulos que si que fueron de ayuda para la elaboracién de este
trabajo. En primer lugar, quiero destacar el articulo EI momento del trabajo de la
técnica en la completacion de organizaciones matemadticas: el caso de la “regla de
Ruffini” de Fonseca Bon, C., Bosch, M. & Gascon, J. del afio 2005 (nos acercamos a
nuestros dias) [6], cuyo espiritu si que es similar al que motiva la propuesta efectuada
por el doctor D. Fernando Sanz Sanchez, tutor e idedlogo de este trabajo. De hecho, la
lectura del articulo inspird el desarrollo de la primera parte de este trabajo orientada a
los alumnos de 3° E.S.O.

Buscando informacion para construir el marco tedrico en el que encuadrar la didactica
que se expondrd, aproveché la que aparecia en el articulo Taxonomia de Bloom para la
era digital de A. Chuches (2013) [3] y que complementé los conocimientos adquiridos



en la asignatura Did4ctica de la Matematica impartida por el profesor D. José Maria
Marbén durante el Méster.

Localicé un Trabajo de Fin de Master de la Universidad de Valladolid del curso
2012/2013 tutorizado por el profesor D. Jorge Mozo Fernandez y autoria de Diia. Elisa
Niévares Garcia cuyo titulo, Polinomios y resolucién de ecuaciones en Educacion
Secundaria Obligatoria y Bachillerato [12], prometia convertirse en buena ayuda para
la ejecucion del presente trabajo. No fue asi. El trabajo aborda el temario del Algebra
Lineal de manera méas general, sin cefiirse exclusivamente a lo que a raices de
polinomios se refiere. Aln hablando de cuestiones que se tocaran en este trabajo como
son las Férmulas de Cardano-Viéte y la Formula de Tartaglia-Cardano, tras la lectura
del mismo, preferi remitirme a otros libros que estan recogidos en las referencias por la
familiaridad que tengo con ellos.

Finalmente, y para la Gltima parte correspondiente a la Geometria Semialgebraica, fue
de capital ayuda la tesis de Maria Laura Baragallo dirigida por la Dra. Gabriela
Jer6nimo de la Universidad de Buenos Aires titulada Roadmaps en conjuntos semi-
algebraicos del afio 2010 [1]. Aparte del libro Benedetti, R. & Risler, J.J. [2], en el que
me basé para construir los epigrafes 3.1, 3.2 y 3.3, esta tesis me mostré cual es la
argumentacion lineal de la Geometria Semialgebraica, las aplicaciones que tiene y me
orientd en la exposicion del Teorema de Tarski-Seidenberg.



I11) Marco Tebrico

La elaboracién de las actividades que acompafan a la teoria que se desarrolla en este
trabajo, estan disefiadas en funcion de la taxonomia creada por Benjamin Bloom. En el
afio 1956, este psicologo educativo que trabajé en la Universidad de Chicago, desarrollo
su taxonomia de objetivos educativos, convirtiéndose en una herramienta clave para
estructurar y comprender el proceso de aprendizaje. Posteriormente, en los afios noventa
del siglo pasado, un discipulo suyo, el profesor de la Universidad de Carolina del Sur
Lorin Anderson, junto con el director de la Oficina de Investigacion Educativa de la
Universidad de Michigan, David R. Krathwohl, revisaron la Taxonomia de Bloom para
construir nuevas categorias que constituyen la que hoy conocemos como Taxonomia
Revisada de Bloom. Me interesa personalmente esta taxonomia por dos razones:
primera, la prefiero a la taxonomia original de Bloom porque utiliza verbos para
caracterizar cada una de las capacidades cognitivas a la que se apela para la ejecucién
de cada una de las actividades que se planteen. He escogido una serie de verbos para
caracterizar cada uno de los estadios cognitivos requeridos, justificando adecuadamente
su eleccion. Segunda, fue una teoria desarrollada en la asignatura de Didéactica de la
Matematica impartida en el presente Master por el profesor D. José Maria Marban, que
me llamo positivamente la atencién; los fundamentos tedricos en los que me inspiro y
remito son el material aportado en esa asignatura y el articulo referido en [3].

No es mi intencion exponer una descripcion muy detallada de esta teoria, sélo quiero
ilustrar las seis categorias que recorren las actividades de baja demanda cognitiva
conocidas como LOTS (del inglés Low Order Thinking Skills) hasta las que requieren
alta demanda cognitiva o HOTS (High Order Thinking Skills). Aunque la Taxonomia
Revisada de Bloom recoge multiples acciones en cada una de las categorias,
identificadas por distintos verbos, permitaseme escoger exclusivamente un verbo para
nombrar cada estrato cognitivo. Existen seis etapas en la taxonomia referida y respetaré
ese nimero inicialmente, pero las agruparé de dos en dos para obtener tres niveles de
exigencia cognitiva. A cada nivel asociaré un color. A lo largo de este trabajo utilizaré
los colores que defino a continuacion para identificar y clasificar cada una de las
actividades que se sugeriran y, si alguien utilizara este material, tendra una guia de las
capacidades requeridas para llevar a cabo cada ejercicio o problema, dependiendo del
color que acompafie el enunciado y resolucion de cada tarea.

Para el primer nivel escojo la palabra recordar en lugar de memorizar; bajo mi punto de
vista la accion de recordar posee un caracter mucho méas amplio que la de memorizar,
pues evoca a distintas estrategias que pueden ser utilizadas por los alumnos para
adquirir e interiorizar conceptos nuevos o recientes. Respecto al segundo estadio dude
entre las palabras comprender y relacionar, finalmente me decidi por relacionar porque
creo que para poder relacionar es condicidn necesaria haber comprendido.

La mayoria de los articulos y textos que lei acerca de la Taxonomia Revisada de Bloom,
usaban para la tercera tarea cognitiva el verbo aplicar pero, bajo mi punto de vista, €s
demasiado ambiguo vy, consecuentemente, indefinido; por esto escogi la palabra
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proceder, que nos remite a cuestiones dindmicas en el tiempo tal como la ejecucion de
algoritmos, mecanicas y procedimientos. Seguidamente uso el vocablo recogido en los
textos de Anderson & Krathwohl: analizar que creo que es la més apropiada para
describir lo que un aprendiz debe hacer para poder enfrentarse al planteamiento,
resolucion y comprobacion de problemas que pueden presentarse en situaciones reales
(fuera del aula).

Finalizando ya con las capacidades de alta demanda cognitiva, todos los textos utilizan
el vocablo evaluar para el penultimo nivel, pero no me parece nada afortunado en el
contexto educativo en que se engloba esta teoria; a la mayoria de las personas les
evocara la labor de evaluacion propiamente dicha de la labor docente. Por esto me
inclino por reflexionar que me parece mas ilustrativa y clara para describir lo que se
espera que debe hacer un alumno para reposar los conocimientos adquiridos y mostrar
una actitud critica para poder evaluar los resultados obtenidos de forma autonoma. Por
ultimo: crear y ésta es la palabra apropiada. El objetivo final de las Matematicas es
crear, crear modelos, crear hipotesis, conjeturas y demostraciones, crear ideas que
construyan las teorias que conforman la propia ciencia. Personalmente, sélo puedo
intuir una muy delgada linea que separa el arte, de lo que es una genialidad que se
traduce en la demostracion formal de un resultado matematico.

De esta forma, los seis estadios los identificaré con las siguientes palabras y los tres
niveles con los siguientes colores:

LOTS Recordar

Relacionar

Proceder

Analizar

Reflexionar

HOTS Crear




IVV) Marco Legal de la Educacion Secundaria Obligatoria

Para lograr las metas que nos imponemos desde el inicio del planteamiento, no vamos a
extralimitarnos del marco definido por la Ley Orgénica de Mejora de la Calidad de la
Ensefianza y, en concreto, de lo establecido en las o6rdenes EDU/362/2015 y
EDU/363/2015 de los Boletines Oficiales de Castilla y Leon; no obstante, todos los
conocimientos a los que nos remitiremos podrian englobarse en la ensefianza de las
Matematicas de cualquier otra Comunidad Auténoma del territorio nacional e incluso
para otras leyes educativas recientes.

Este trabajo se remitira al marco legal vigente en la Comunidad Auténoma de Castilla y
Ledn. Se especificaran los contenidos y los estdndares de aprendizaje evaluables para
cada uno de los cursos de secundaria y de bachiller en lo que a la materia de polinomios
se refiere.

Los contenidos relacionados con polinomios para 1° E.S.O. se recogen en el Anexo |. B
de la orden EDU/362/2015 publicada en el BOCyL n° 86 con fecha 8 de Mayo de 2015
y se especifican a continuacion (pp. 32194-32195):

1°E.S.O.

Contenidos

“Operaciones con expresiones algebraicas sencillas. Transformacion y equivalencias.
Identidades. Operaciones con polinomios sumas, restas y multiplicaciones por nimeros
enteros”.

Estandares de Aprendizaje Evaluables

7.1. Comprueba, dada una ecuacidn, si un namero (o nimeros) es (son) solucion de la
misma.

7.2. Formula algebraicamente una situacion de la vida real mediante ecuaciones de
primer grado, las resuelve e interpreta el resultado obtenido.

Esto es, a partir de este curso puede darse por supuesto que los alumnos conocen y
reconocen qué es una expresion polindmica y saben realizar las operaciones elementales
con este tipo de objetos.

Acudiendo al mismo Anexo |.B, pero ahora en la pagina 32201, pueden ser leidos los
contenidos y estandares de aprendizaje correspondientes a polinomios y ecuaciones del
segundo curso de la E.S.O.:




2°E.S.O.

Contenidos

“El lenguaje algebraico. Traduccion de expresiones del lenguaje cotidiano, que
representen situaciones reales, al algebraico y viceversa. El lenguaje algebraico para
generalizar propiedades y simbolizar relaciones. Obtencion de férmulas y términos
generales basada en la observacion de pautas y regularidades. Valor numeérico de una
expresion  algebraica.  Operaciones con expresiones algebraicas sencillas.
Transformacién y equivalencias. Identidades notables. Operaciones con polinomios en
casos sencillos. Ecuaciones de primer grado con una incégnita (métodos algebraico y
gréafico) y de segundo grado con una incognita (método algebraico). Transformaciones
elementales. Resolucion. Interpretacion de las soluciones. Ecuaciones sin solucion.
Resolucion de problemas, andlisis e interpretacion critica de las soluciones”.

Estandares de Aprendizaje Evaluables

6.1. Describe situaciones o enunciados que dependen de cantidades variables o
desconocidas y secuencias ldgicas o regularidades, mediante expresiones algebraicas,
y opera con ellas.

6.2. Identifica propiedades y leyes generales a partir del estudio de procesos numéricos
recurrentes o cambiantes, las expresa mediante el lenguaje algebraico y las utiliza para
hacer predicciones.

6.3. Utiliza las identidades algebraicas notables y las propiedades de las operaciones
para transformar expresiones algebraicas.

7.1. Comprueba, dada una ecuacion (o un sistema), si un nimero (o nimeros) es (son)
solucion de la misma.

7.2. Formula algebraicamente una situacién de la vida real mediante ecuaciones de
primer y segundo grado, y sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas, las
resuelve e interpreta el resultado obtenido.

Segun lo cual, se puede suponer que un estudiante de 2° E.S.O. ya reconoce lo que es la
solucion de una ecuacion de primer y segundo grado y, en consecuencia, qué es una raiz
de un polinomio.

No obstante, por si pudiera haber alguna duda, a partir de 3° E.S.O. y tanto en la
especialidad de Ensefianzas Académicas como en la de Ensefianzas Aplicadas, tiene
cabida la materia que se va a desarrollar en este trabajo, tal y como puede leerse en el
Anexo (pp. 32208-32209 para las Ensefianzas Académicas y pp. 32215-32216 para las
Aplicadas) que detalla los contenidos y los estandares de aprendizaje siguientes:
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3° E.S.O. Ensefianzas Académicas

Contenidos

“Expresion usando lenguaje algebraico. Ecuaciones de segundo grado con una
incognita. Resolucion (método algebraico y gréfico). Transformacion de expresiones
algebraicas. Igualdades notables. Operaciones elementales con polinomios.
Factorizacion de polinomios de coeficientes enteros mediante la extraccion de factor
comun, el reconocimiento de igualdades notables y la deteccion de ceros enteros, y
aplicacion a la resolucion de ecuaciones sencillas de grado superior a dos. Uso de la
hoja de célculo para obtener soluciones aproximadas de ecuaciones de grado superior a
dos. Uso de programas de representacion gréafica para resolver ecuaciones y sistemas
lineales. Resolucion de problemas mediante la utilizacion de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones. Aplicacion a la vida cotidiana y de otros campos del conocimiento”.

Estandares de Aprendizaje Evaluables

3.1. Realiza operaciones con polinomios y los utiliza en ejemplos de la vida cotidiana.

3.2. Conoce y utiliza las identidades notables correspondientes al cuadrado de un
binomio y una suma por diferencia, y las aplica en un contexto adecuado.

3.3. Factoriza polinomios de grado 4 con raices enteras mediante el uso combinado de
la regla de Ruffini, identidades notables y extraccion del factor comun.

4.1. Formula algebraicamente una situacion de la vida cotidiana mediante ecuaciones y
sistemas de ecuaciones, las resuelve e interpreta criticamente el resultado obtenido.

3° E.S.O. Ensefianzas Aplicadas

Contenidos

“Transformacion de expresiones algebraicas con una indeterminada. Polinomios con
una indeterminada: suma, resta y multiplicacion. Igualdades notables. Ecuaciones de
primer grado con una incdgnita. Ecuaciones de segundo grado con una incégnita.
Resolucién (método algebraico y gréfico). Sistemas lineales de dos ecuaciones con dos
incdgnitas. Resolucidn de problemas mediante la utilizacion de ecuaciones y sistemas”.

Estandares de Aprendizaje Evaluables

3.1. Suma, resta y multiplica polinomios, expresando el resultado en forma de
polinomio ordenado y aplicandolos a ejemplos de la vida cotidiana.

3.2. Conoce y utiliza las identidades notables correspondientes al cuadrado de un
binomio y una suma por diferencia y las aplica en un contexto adecuado.
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4.1. Resuelve ecuaciones de segundo grado completas e incompletas mediante
procedimientos algebraicos y graficos.

4.2. Resuelve sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas mediante
procedimientos algebraicos o gréficos.

4.3. Formula algebraicamente una situacion de la vida cotidiana mediante ecuaciones
de primer y segundo grado y sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas,
las resuelve e interpreta criticamente el resultado obtenido.

Ademas, se sabe que en el Blogue de Analisis los alumnos han aprendido a representar
funciones lineales, funciones afines y funciones cuadraticas; es decir, deben reconocer
que un polinomio de grado cero se corresponde graficamente con una recta horizontal,
un polinomio de grado uno con una recta cualquiera y un polinomio de grado dos con
una parabola.

4° E.S.O. Enseflanzas Académicas

Contenidos

“Introduccién al estudio de polinomios. Raices y factorizacion. Posibles raices enteras
de un polinomio de coeficientes enteros. Resolucion de ecuaciones de grado superior a
dos. Fracciones algebraicas. Simplificacion y operaciones. Resolucion de problemas
cotidianos y de otras areas de conocimiento mediante ecuaciones y sistemas.
Inecuaciones de primer y segundo grado, y sistemas de inecuaciones de primer grado
con dos incégnitas. Interpretacion grafica. Resolucion de problemas”.

Estandares de Aprendizaje Evaluables

3.1. Se expresa de manera eficaz haciendo uso del lenguaje algebraico.

3.2. Obtiene las raices de un polinomio y lo factoriza utilizando la regla de Ruffini u
otro método mas adecuado.

3.3. Realiza operaciones con polinomios, igualdades notables y fracciones algebraicas
sencillas.

3.4. Hace uso de la descomposicidn factorial para la resolucion de ecuaciones de grado
superior a dos.

4.1. Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacion de la vida
real, lo estudia y resuelve, mediante inecuaciones, ecuaciones o sistemas, e interpreta
los resultados obtenidos.
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4° E.S.O. Ensefianzas Aplicadas

Contenidos

“Polinomios: raices y factorizacion. Utilizacion de identidades notables. Resolucion de
ecuaciones y sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Resolucion de
problemas cotidianos mediante ecuaciones y sistemas”.

Estandares de Aprendizaje Evaluables

2.1. Se expresa de manera eficaz haciendo uso del lenguaje algebraico.

2.2. Realiza operaciones de suma, resta, producto y division de polinomios y utiliza
identidades notables.

2.3. Obtiene las raices de un polinomio y lo factoriza, mediante la aplicacion de la
regla de Ruffini.

3.1. Formula algebraicamente una situacion de la vida real mediante ecuaciones de
primer y segundo grado y sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, las
resuelve e interpreta el resultado obtenido.

La parte anterior correspondiente a 4° E.S.O. puede leerse, respectivamente, en las
paginas 32222 y 32229 de la orden indicada en el comienzo de este epigrafe. Parece que
guedan legalmente justificados los contenidos que se especifican a continuacion,
pudiendo ser incluidos tanto en el cuarto curso de la Educacion Secundaria Obligatoria
como en el curso de tercero.
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1) Tercero de Educacién Secundaria Obligatoria

Se nos antoja imprescindible que los alumnos conozcan los siguientes resultados
elementales junto con alguna demostracion que también incluimos. Creemos que esta
materia debe explicarse en el curso de tercero de la E.S.O., pero si los estudiantes
Ilegaran al curso de cuarto sin conocer alguno de estos resultados, hay periodos lectivos
suficientes para completarla en cuarto curso. Damos por supuesto que los alumnos no
tienen problema con el manejo del lenguaje algebraico; ya conocen que es un polinomio
asi como sus conceptos asociados: grado, indeterminada o variable, coeficientes,
término independiente y coeficiente principal o director. Ademas saben realizar las
operaciones elementales con polinomios, reconocen qué es una ecuacioén de primer
grado y las manipulaciones elementales que con ellas se pueden hacer. Asimismo, no
deben tener problema con el manejo de fracciones. Todos estos contenidos estan
recogidos en los objetivos y estandares de aprendizaje del primer y segundo curso de la
Educacion Secundaria Obligatoria.

A pesar de lo redactado en el parrafo anterior, somos conscientes de que la diversidad
de conocimientos con los que llegan las alumnas y alumnos al curso de tercero es muy
alta. Es probable que las suposiciones anteriores no se den en todos los casos.
Aprovecharemos esta materia para repasar los conceptos previos y sedimentarlos con
mayor fundamento, apelando al disefio curricular en espiral y enriqueciendo lo conocido
con puntos de vista alternativos que les permitira visualizar el Algebra de una manera
que les parezca mas atractiva.

A partir de aqui, nos centramos en la parte del Algebra que concierne exclusivamente, a
la factorizacion de polinomios, localizacion de raices y resolucion de ecuaciones.

1.1 Resultados Previos

Aunque los resultados basicos que van a ser introducidos a continuacion tienen validez
en estructuras de caracter mas general, como Dominios Euclideos o Anillos de
Polinomios mas generales, seradn enunciados en el contexto en el que se trabaja en la
Educacion Secundaria Obligatoria y Bachiller: R[X].

Algoritmo de Euclides.- «Sean p(x) y q(x) € R[x]<{0} cualesquiera, existen unicos
polinomios c(x) € R[x] (cociente) y r(x) € R[x] (resto) con gr [r(x)] < gr [c(X)] O
r(x) =0, tales que p(x) = q(x).c(x)+r(x)».

Este resultado no se va a demostrar (creemos que su dificultad excede el nivel exigido
en este curso). Se ilustraran un par de ejemplos y, posteriormente, expondremos algunas
aplicaciones. Me parece también importante que los chavales entiendan que el algoritmo
que se utiliza para realizar las divisiones de polinomios, no es distinto que el usado para
dividir nameros enteros (la division entera), lo que ocurre es que con polinomios
escribimos explicitamente todas las operaciones, mientras que con los nimeros, algunas
se hacen mentalmente.
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‘ 1) Efectuar la division de polinomios p(x) = q(x) para p(x) = 2x*+ 5x* —4x + 9 y q(x) = x* + 2x — 4.

Solucién:

2x* +5x° —4x+9 | x> +2x-4
—2x® —4x® +8x° 2x* +Xx+6

x® +8x% —4x+9

—x® —2x° +4x

6x’ +9

—6x° —12x+24

—12x+33

‘ 2) Efectuar la divisién de polinomios p(x) + q(x) para p(x) = 3x*+ x3 = 5x* + 8x— 15 y q(x) = x — 4. ‘

Solucion:

3x* +1x® —5x? +8x-15 |x—4
—3x* +12x° 3x% +13x° +47x+196
13x® —5x° +8x-15
—13x> +52x°
47x* +8x-15
—47x* +188x
196x-15
—196x +784
769

Es el momento de explicar el Algoritmo de Ruffini con una exposicion similar a la que
se describe a continuacion.

Paolo Ruffini observd que en las divisiones por polinomios del tipo ¢(x) = x + a (como
la del segundo ejemplo anterior), los célculos realmente significativos son los que estan
destacados en negrita, de manera que construy6 un algoritmo mas comodo y sencillo
para obtener el cociente y el resto. Obsérvese:

3 1 -5 8 -15
44 12 52 188 784
‘3 13 47 196 |769

El coeficiente director del dividendo se baja directamente y se multiplica por el 4
colocando el resultado en la columna siguiente, se efectla la suma y su resultado se
escribe en la tercera fila. Se multiplica este resultado otra vez por 4, se coloca en la
siguiente columna y asi sucesivamente. Tras ese proceso, pueden leerse los coeficientes
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del cociente en la tercera fila comenzando con grado una unidad inferior al del
dividendo: 3x* + 13x? + 47x + 196 y el resto de la division en la Gltima posicién: 769.

Deben ser conocedores de la siguiente definicion:

Definicidn.- Dados un polinomio p(x) € R[x] y un numero real a € R cualesquiera, se
Ilama valor numérico del polinomio p(x) para el nimero real a, al valor que toma el
polinomio p(x) cuando se sustituye la indeterminada x por a. Se denota p(a).

Por ejemplo.- Si p(x) = 3x*+ x> — 5x* + 8x — 15 (el del Gltimo ejemplo) y a = 4, tenemos:
p(4) =3.4*+4°_54°+84-15=768 + 64 — 80 + 32 — 15 = 769

Es muy probable que los alumnos méas avispados hayan reparado ya en la coincidencia
del resto de la division con el valor numérico correspondiente, que anticipa el siguiente
resultado cuya demostracion se aconseja incluir.

Teorema del Resto.- «Dado un polinomio p(x) € R[x], el resto de la division entre un
divisor del tipo d(x) = x — a para cualquier a € R, coincide con el valor numérico del
polinomio para a, esto es, p(a)».

Demostracidn.- Por el Algoritmo de Euclides, tenemos que Jlc(x),r(x) € R[x] tales que

p(x) = (x —a)c(x) + r(x) siendo el grado de r(x) inferioral grado de x —a. Por tanto,
el grado de r(x) debe ser cero,esdecir,se trata de una constante: r(x) = k.

Asi, p(x) = (x—a)c(x) + k. En particular, evaluando en x =a:

p(a) =(a—a)c(a)+k < p(a) =0c(a) +k < p(a) =k.

Dos utilidades de los teoremas vistos y que no suelen exponerse en las aulas porque no
se recogen en los libros de texto son las que se explican a continuacion.

1.- Célculo del maximo comun divisor (m.c.d.) de un par de niimeros naturales mediante
el Algoritmo de Euclides.

Se debe ilustrar a los alumnos cémo, mediante divisiones sucesivas, puede conseguirse
el maximo comun divisor de un par de nimeros naturales de una forma mucho mas
rapida que la que se obtiene con la descomposicién en factores primos, sobre todo
cuando alguno o ambos naturales son relativamente grandes. Se divide el numero
natural mayor (D) entre el menor (d) y si el resto no es cero, se divide el cociente (c;)
entre el resto (ry) de esa division; se obtienen asi un nuevo cociente (c;) y otro resto (r2)
que puede ser nulo o no; continuamos con este algoritmo. Como el grado del resto es
inferior al del divisor, queda garantizado que este proceso es finito, a saber:

D=dci+n; Si ry no es cero, continuamos

CI=nC+r1, Si r, no es cero, continuamos
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Co=rC3+r3
Cn2 = MmoCng + Moot Si no es cero, se llega al Gltimo paso
Cn1=InaCh+ Iy = MpaCy  PUESEO que I, €S Cero.

El m.c.d.(D,d) sera el ultimo resto de la sucesion anterior distinto de cero (rn.1).
Ademas, explicar esta aplicacion, servira para que los alumnos se familiaricen con un
proceso que se explicard en el curso siguiente para polinomios. Véanse los siguientes
ejemplos:

‘ 3) Calcular el maximo comun divisor de 315 y 2400. ‘

Solucién:
2400 |315 75 |45
195 7 0 1
315 [195 45 |30
120 1 15 1
195 |120 30 |15
51 0
120 |75
4:5 1

De aqui se deduce que m.c.d.(315,2400) = 15, dltimo resto distinto de cero. Puede hacerse la
descomposicién de los nimeros para que comprueben el resultado por el camino con el que estan
mas familiarizados.

2400=2°3.5°

, = mc.d.(3152400) =3.5=15
315=325.7

Lo habitual es que no aparezcan tantas divisiones como puede verse en el ejemplo
siguiente:

‘ 4) Calcular el madximo comun divisor de 6000 y 72. ‘

Solucién:
6000 |72
240 83
24 =2*35°
— 607020 2 ;5 }: m.c.d.(6000,72) = 2%.3=24
72 |24

0 3
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2.- Paso de expresiones numéricas en otra base a base decimal.

El Algoritmo de Ruffini permite obtener de forma rapida nimeros expresados en otra
base distinta de la base decimal como muestran los ejemplos siguientes:

‘ 5) Pasar 4052 a base 10.

Solucién:

4 0 5 2
6|y 24 144 894
‘4 24 149 |896

4052, =896,

Evidentemente, el calculo anterior es equivalente a:

4.6°+0.6° +5.6' +2.6° =896

‘ 6) Pasar 101100010101, a base 10.

10110 0 0 1 0 1 0 1
2|V 2 410 22 44 88 176 354 708 1418 2836
1 2 5 11 22 44 88 177 354 709 1418 | 2837

101100010D1, = 2837,

Continuamos con la teoria que, por ahora, se incluye en la mayoria de los libros de
texto.

Definicién.- Una raiz de un polinomio p(x) es un nimero real a € R para el que el valor
numérico es nulo. Esto es,

aeRraizdep(x) < p(a)=0
Por ejemplo.- a = -2 es una raiz para el polinomio p(x) = 3x> + x* — 8x + 4 porque:

p(-2) =3.(-2)° + (-2)° - 8.(-2) +4=-24 +4+16 + 4= 0

Polinomios de grado uno

Un polinomio de grado uno, p(x) =ax + b (a=0), posee una Unica raiz que se calcula

sin ningn problema: ax=0 < x = —
a

Los polinomios de grado uno, en principio no encierran ningin misterio.
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Polinomios de grado dos

Se aconseja deducir la expresion para las soluciones de una ecuacion de segundo grado.
Dado un polinomio p(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0), bsquense sus soluciones completando
cuadrados (recuérdese que desde 2° E.S.O. los alumnos deben saber las conocidas como
igualdades notables que expresan el célculo del cuadrado de una suma y de una
diferencia) como se ilustra a continuacion:

2 2
ax2+bx+c:0<:>x2+Ex+£:0<:>x2+Ex:—£<:>x2+—x+b—2:b—2—£@
a a a a a 4a® 4a’? a

b)Y b* ¢ b )’ b?2-4ac b b2 - 4ac
SIX+— | =5~ |X+— | =——DX+—=t[——— &

2a 4a° a 2a 4a 2a 4a

b |b®-4ac -b  +b?-4ac —b++b%—4ac
SX=—F [——— S X=—Ft———— & X=

2a 4a 2a 2a 2a

O
De esta forma queda zanjado también el problema de la busqueda de las raices para

polinomios cuadraticos junto con las soluciones de la ecuacion de segundo grado:

—b++/b?—4ac

ax’ +bx+c=0=>x= (*1)
2a

Reciprocamente, sera necesario transmitir como, a partir de las raices, se puede
construir el polinomio ménico que tiene tales valores por raices y, en consecuencia, la
ecuacion correspondiente. De esta forma se anticipa lo que seran, en general, las
Formulas de Cardano-Viéte y, por otra parte, se pretende provocar en el alumno el
conocimiento de los procesos inversos que, en multitud de ocasiones, se desdefian en la
ensefianza de las Matematicas y son de fundamental importancia para la comprension de
los procesos directos. Veamos:

Supongamos que las raices de un polinomio son ry y r,, necesariamente:

—b—-+b? -4ac —b++/b?-4ac
f=——————— Yy =
2a 2a
Car _—b—\/b2—4ac+—b+\/b2—4ac_—2b__9 N
N e 2a 2a 2a a
r _—b—+b*-4ac -b++b®-4ac _(-b)’ - (b’ -4ac) 4ac _c
e 2a ' 2a 4a? 4a* a

:>{p(x)=x2 +Bx+£}:> P(X) = X* —(r, + )X+,
a a
O

En este momento y, realizando algunos ejercicios como los que se proponen a
continuacion, debe quedar claro que resolver ecuaciones y factorizar polinomios
constituyen el mismo problema. También deben conocer que existe la posibilidad de
que las soluciones puedan pertenecer a los nimeros complejos, conjunto del cual no
tienen conocimiento, aunque solo indicandoles que es una nueva estructura donde tienen
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cabida las raices con indice par de numeros negativos, es suficiente. Tal vez sea
necesario recordar la resolucién de ecuaciones de segundo grado incompletas y
aprovechar la ocasion para repasar la extraccion de factor comun en expresiones
algebraicas.

Ejercicios Propuestos y Resueltos

‘ 1) Resolver las siguientes ecuaciones:

a)x>+4x-5=0

-4+6
L TAEA 41(5)  -4+/16420 4436 _ [*T T, T
2.1 2 2 _-4-6_ . _ .
2
b) 2x* —-5x+2=0
_5+3 _>
5\ -422 542516 _5+48_ |*T 4 TS
2.2 g N P .
4 4 2
C)Xx? +6x+2=0
—6+247
L _—6xE"-412 -6+36-8 _-6+28 |\ 5 = x=-8+47

2.1 2 2 X:76722ﬁ2X:_3_ﬁ

d)9x* +6x+1=0

-6 1

(o —0%V6 491 -6+V36-36 _—6+0_ 18T "3
2.9 16 18 x:jsxz_l

18 3

e)3x> +2x+2=0

24327432 -2+4-24 -2+-20
2.2 4 4

Con el ejercicio anterior se pretende ilustrar los distintos conjuntos en los que se pueden
encontrar las soluciones de una ecuacion polinémica cualquiera. Es fundamental que los
alumnos entiendan que el hecho de que las soluciones sean enteras es un caso muy
particular y especial. Asimismo, se pretende que valoren la posibilidad de que puedan
repetirse las soluciones y de que, como se indicaba previamente, las raices no sean
reales, como ocurre en el Ultimo apartado:

—-2++/-20 -2+2/-5 -1++-5 R
X= 1 o X = 2 @XZTﬁ

Este ejemplo sirve ademas para introducir el concepto de polinomio irreducible, en el
sentido de que no tiene raices en el conjunto de los numeros reales y debemos buscarlas
en otra estructura, un tanto misteriosa para ellos, como son los nimeros complejos.
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Valorando los resultados anteriores lo natural es que se pregunten cuél es el nimero de
soluciones que puede tener una ecuacion polindmica. Se enunciard el Teorema
Fundamental del Algebra aunque, evidentemente, no se abordara ninguna demostracion
del mismo. He escogido el enunciado que creo conecta con los alumnos de manera mas
simple y directa.

Teorema Fundamental del Algebra.- «Dado un polinomio cualquiera p(x) de grado n
posee exactamente n raices (pudiendo o no repetirse) en el conjunto de los nimeros
complejos».

Consecuentemente, el nimero de raices reales es inferior o igual a n. Ademas los
alumnos deben saber que el numero de raices complejas de los polinomios con
coeficientes reales (que es el caso que ocupa en estos niveles) es un ndmero par, porque
si una raiz lo es de un polinomio, su conjugado también es raiz. Siempre se entiende
mejor ilustrando ejemplos para algunos grados.

Ejemplo 1.- “n = 2”: un polinomio de grado dos no puede tener una raiz real y otra
compleja. Es imposible.

Ejemplo 2.- “n = 3”: las posibilidades para un polinomio de grado tres en cuanto al
nimero de raices reales y complejas son dos: o tiene las tres raices reales o tiene una
real y dos complejas (y conjugadas). NO puede tener, por ejemplo, dos reales y una
compleja.

A partir de ahora, se instara a los alumnos a que intenten efectuar las operaciones que se
derivan de la expresion (*1) de manera directa, sin explicar todos y cada uno de los
calculos que realicen. Una vez dominado el uso de la expresion (*1), seria conveniente
que los estudiantes aprendieran a escribir la ecuacion de segundo grado en la forma
apropiada (no se procede como en las ecuaciones de primer grado en las que se agrupan
todos las incognitas en uno de los miembros y las expresiones numéricas en el otro
miembro). Si que los pasos iniciales coinciden: quitar paréntesis, eliminar
denominadores, etc., pero seguidamente deberan saber que, como se trata de una
ecuacion de segundo grado, todos los términos tienen que agruparse en un mismo
miembro. Se aconsejara que el coeficiente que acompafia a la maxima potencia sea
positivo para evitar confusiones muy comunes que aparecen cuando los denominadores
son negativos. Por todo ello, se propone el siguiente ejercicio:

‘ 2) Resolver las siguientes ecuaciones:

Q) (X+D)(2x+7)+4=-9+x(x+4)
(X+D2X+7)+4=-9+X(X+4) & 2X° =X+ 2X+7+4=-9+x* +4x &

~9++81-80 _9i1:> X=5
2 2 X=4

< x2-9x+20=0= x
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4x-1 3x-1 x? -1
- =X+
3 6 3
4x-1 3x-1 x?-1 8x-2-3x+1 6x+2x*>-2
- =X+ o =

b)

& E5X-1=6X+2x’-2 <

3 6 8 6 6
& —2x* —x+1=0 < {Multiplicanos ambos miembrospor -1} <> 2x* +x-1=0=>
‘ -1+3 x—l
X_—li\/1+8_—li\@: 4 < 2
4 4 -1-3

X=— x=-1
4

Otros ejercicios que deben conocer son los siguientes:

3) Escribir una ecuacién cuyas soluciones sean -4 y 3. ;Podrias escribir alguna otra ecuacién
diferente de la que has dado? ; Cuéntas ecuaciones de segundo grado distintas existen que tengan
esas dos soluciones?;Como se llaman a todas esas ecuaciones que tienen las mismas soluciones?

Solucion:

Primeraforma: (X +4)(x —3) = x* —=3x+4x-12=x* +x—-12, . x> +x-12=0
Segunda forma:x* — (-4 +3)x+(—4).3=0< x* +x-12=0

—x?—x+12=0; 5x*+5x-60=0; %x2+%x—6:0

Existen infinitas ecuacionesque tienen por soluciones— 4y 3.Se llaman ecuaciones
equivalenes.

‘ 4) Determinar k para que la ecuacion x* + kx — 12 tenga a 6 como solucién y comprobar.

Solucién:

Queremosque 6 seasolucion,por tanto debe verificar la igualdad :

62+k.6—12:0<:>36+6k—12:0<:>6k:—24<:>k:_724<:>k:—4

4+8
X=——=6
++ +
Comprobacic’)n:xz—4.x—12:0:>x:4_ 16+48:4_\/674:> 2
2 2 4-8
X=——=-2
2
‘ 5) Factorizar los siguientes polinomios:
Solucién:
a) p(x) = x* +3x—-10
_=3+7 5
2 —3+49+40 -3x449 |XTT, <X=£
X +3x-10=0=x= = = 3.7
2 2 X:TQX:_S

S p(X) =% +3x=10=(x—2)(x+5)
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b) q(x) =15x* +27x—6
—27+~/729+360 —27++/1089

15x* +27x—-6=0= x = = =
30 30
—27+33 1
X=— & X == 1
= 30 _ 5 q(x) =152 + 27X —6 =15 Xx— = |(x+2)
-27-33 5
X=——— & x=-2
30
o)r(x)=x*-4
X=2
x2—4:0:>x2:4:>x:i\/2:>{2 LX) =x2—4=(x-2)(x+2)
X=—

En el dltimo apartado seria deseable que los alumnos hicieran uso de las igualdades
notables y, detectando que se trata de una diferencia de cuadrados, factorizaran el
polinomio directamente.

Por altimo, se plantean y resuelven algunos problemas de tipo aritmético y geométrico
para que los alumnos valoren la utilidad de conocer la resolucion de la ecuacion de
segundo grado.

6) Dos cafios A y B llenan juntos una piscina en dos horas, A lo hace por si solo en tres horas
menos que B ¢ Cudantas horas tarda cada uno separadamente?

Solucién:
x =tiempoquenecesitael cafio A parallenarla piscina(horas).

X+ 3 =tiempoquenecesitael cafio B parallenarla piscina(horas).
k =capacidaddela piscina

k . ~

— =litrosqueaportael cafio Aenunahora.

Asi, >k<
ot = litrosque aportael cafio B enunahora.
X+

Sélo queda utilizar el dato proprcionado por el enunciado :

K K )ooke 2 2K o fdividimos pork # 0} 2+ —2— =1

X Xx+3 X  X+3 X Xx+3
w:1©2x+6+2x:x(x+3)c>4x+6:xz+3x<:>x27x76:03
X(X+3)

6 - L .
_1x N+ 24 :1153 x:Ecx:S Esta es lasolucionapropiada
2 2 X= _74 & x=-2 (Porelcontextocarecede sentido)

.. El cafio A tardara 3 horas por sisoloen llenar la piscina y el cafio B lo hara en 6 horas.
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7) Determinar las medidas de los lados de un triangulo rectangulo sabiendo que su perimetro es 36
cm y la suma de sus catetos 21 cm.

Solucién:

x = longitudde un cateto(cm)

21— x = longituddel otrocateto(cm) X

La hipotenusamedird:36—21=15cm. Por Pitdgoras:

15° = x> +(21-X)* © 225= x>+ 441-42x + X* < 21-x
4 _

& 2x* —42x+216=0 < x* —21x+108=0= x:we

2

21+3 .
B 21+ 9 X =T<:> x =12 = El otrocatetomide21-12=9cm

< 21-3
2 X=T<:> X =9 = El otrocatetomide21-9=12cm

< X

Los catetos miden 9 y 12 cm, respectivamente y la hipotenusa 15 cm, medida que se conocia
desde el principio.
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1.2 Polinomios de grado superior a dos. Resolucidn de ecuaciones

Se introduciran los cambios de variable que permiten resolver las ecuaciones
bicuadradas y otras que podrian denominarse ecuaciones bicubicas. De esta forma, los
alumnos podran pensar en los caminos que les abren los cambios de variable de manera
general. Serd suficiente presentarles un par de ejemplos.

‘ 1) Resolver las siguientes ecuaciones efectuando el cambio de variable apropiado:

a) x* —5x*> -36=0

+
X 5x? ~36=0e f=x’ > t? =x* o t? ~5t-36=0m 1= VT144 V2§+144©
t—18<:>t—9
+4/ + =% =
@tzﬂatz 5_13:> 2 Se deshace el cambio de variable :
2 2 _T8
t= St=—4
2
=3

.
t=9<:>x2=9<:>x=i\/§<:>{x_ 3

t=-Ado X’ =4 X=1t/-4 & x==12i
La ecuacidn tiene dos solucionesy dos complejas.

b) 4x* —9x* +2=0

+./81-
4X4—9X2+2=O<:>{t=x2:t2=x“}<:>4t2—9t+2=0:t=w©

16

9:++/49 917 [t=got=?

= St=—= 5 1

8 8 t=—ct==

8 4
t=2e X2 =20 x=t2 4 2= 2
X=—/2
1
t=1<:>x2:1<:>x=i\Fc> _ 2
4 4 4,1
2

Esta ecuacion posee las cuatro solucionesreales, pero ninguna es entera.

c)x® +7x3-8=0

744
x6+7x3—8=0@{t=x3:>t2 =x6}©t2+7t—8=0:t=#©
r t—2<:>t—l
7+ 7+ ey =
@tzﬂatz Y = 2 Se deshace el cambio de variable
2 2 -16
t27®t2—2

t=leoxX’=lox=ox=1
t=—8=x’=-8cx=Y-8<x==-2

La ecuacidonposeedos solucionesreales(y enteras)y cuatro complejas.
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‘ 2) Factorizar los polinomios que definen las ecuaciones anteriores.

Solucion:
p(x) = (Xx=3)(Xx +3)(x* + 4)

p(x) = 4(x—«/§Xx + ﬁ{x—%)(x+%)
p(x) =7

La factorizacion del altimo polinomio del ejercicio anterior abre la puerta al siguiente
punto.

1.3 La Regla de Ruffini

Pasamos a abordar la resolucién de las ecuaciones de grado superior a dos. Sera bueno
que tengan presente la expresion general de un polinomio para que la notacion no se
convierta en un problema. Es muy importante que entiendan que la notacion de los
objetos en Matematicas debe facilitar los conceptos y los procedimientos y nunca debe
convertirse en una cuestion que suponga una dificultad afiadida para el aprendizaje; todo
lo contrario, debe ser una aliada para hacer las cosas mas faciles e inteligibles. El
aspecto que tiene un polinomio de grado n es:

p(x)=a x"+a  X"'+---+a,x* +a,x+a,
Si en las ecuaciones de segundo grado denotamos al polinomio en la forma:
p(Xx)=ax’+bx+c y no p(x)=ax®+ax+ag,

qgue comprendan que es para hacer mas simples las expresiones que de ahi se deducen
como (*1) y no tener que andar con subindices. Sin embargo, cuando se va a atacar el
problema de la resolucion general de una ecuacion, no tenemos méas remedio que usar
subindices porque, a priori, se desconoce su grado y no sabriamos cuantas letras del
abecedario se requeririan o, ni siquiera, si habria suficientes.

Recordemos que la busqueda de una solucidn de una ecuacion es equivalente a hallar
una raiz del polinomio que genera la ecuacion. Ademas,

aecRraizdep(x) < p(a)=0

También, por el Teorema del Resto, sabemos que 0 sera el resto de la division por x — a.
Asi, una forma de localizar raices de polinomios con grado superior a dos, sera buscar
numeros reales que provoquen resto nulo al ejecutar el Algoritmo de Ruffini. Creo que
no es conveniente explicar las Formulas de Viéte en el caso general de grado n porque
son expresiones demasiado complejas para este nivel. Sin embargo, se les debe explicar
la siguiente propiedad:
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Propiedad.- Si a € Z, es una raiz de p(x), a necesariamente debe dividir a su término
independiente ao.

De esta forma deben entender que a la hora de buscar las soluciones de una ecuacion de
grado superior a tres, tendrdn que pensar exclusivamente en los divisores del término
independiente, sean positivos o negativos. Y se realizardn algunos ejercicios como los
siguientes (incluyen parte de la explicacion que se debe ofrecer a los alumnos).

‘ 3) Encontrar las raices de los siguientes polinomios y escribir su descomposicion. ‘

Solucién:
a) p(x) = x* +3x? —4x-12

Antes de afrontar la blsqueda se proponen los candidatos a raices y se recordara que raices seran
aquellos valores que tras el Algoritmo de Ruffini provoquen un cero en la posicién del resto.

1 3 -4 -12

iy 1 4 0 + = x=1 noesraizdel polinomio.Descartamos1de entre los
1 4 0 [-12
-1 1
-2 2
. -3 3 . . .
candidatos que son: P (losdivisores negativos y positivosde —12).
-6 6
-12 12

1 3 -4 -12
-2 -2 -2 12+ = x=-2 siesraizdel polinomio.Se hara hincapié enel
11 -6 |0

significado deesadivision : x> + 3x* —4x —12 = (x + 2)(x* + X - 6).

En lugar de continuar realizando Ruffini, al llegar al polinomiode grado dos, se instard a los
alumnos a que pasen a resolverla ecuacionde segundo grado, para precisamerte localizar
las raicessean o no enteras.

_—1+5_2
—1+1+424 -1+5 |*= 5 %
2 2

X2 +X-6=0=>x=

De estaformala descomposiciondel polinomioqueda en laforma:
Sp() =X +3x% —4x—12=(x+2)(x—2)(x + 3)
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-1 1
b) q(x)=2x® +3x* —8x+3 Candidatosaraices:{ 3 3
2 3-8 3
1y 2 5 —3l=q(x)=(x-1)(2x* +5x-3);
2 5-310

2x% +5x-3=0= x =

-5++425+24 547 j{x:;
4 4

~q(x) =2(x —1)(x —;)(x +3)

c)r(x) = x* —2x®-13x* +10x+40 Loscandidatosson:-1,1,-2,2,-4,4,-5,5,-8,8,-10,

10,-20,20,-40 y 40.

1 -2 -13 10 40

2|y -2 8 10 -40
1 -4 -5 20 | O0t=q(x)=(x+2)(x-4)(x*-5); x*-5=0=x"=5<

4y 4 0 -20

1 0 -51]0

x=—-/5
-0 = (x+ 2)(x—4)(x /5 x + V5

<:>x=i\/§:>{xz >

d) s(x) = x* +2x* —18x* —-19x—20 Posiblesraices:1,-1,2,-2,4,-4,5,-5,10,-10, 20y — 20.

1 2 -18 -19 -20
4y 4 24 24 20
1 6 6 5 | 0t=s(x)=(x=4)(X+5)(x*+x+1); x* +x+1=0=
5[4 -5 -5 -5
1 1 10
x:_linz/l_i‘l:_liz\5 5 8(X) = (x—4)(x+5)(x* + x+1)

El apartado “d)” se construye para que observen la idoneidad de la ecuacion (*1) que de
forma directa aclara que no hay mas soluciones reales y la descomposicion finaliza ahi.

Es el momento de recalcar que Ruffini es un método limitadisimo porque sélo permite
calcular soluciones enteras (en principio) y que, por esto, sélo sirve para resolver
ejercicios que estén expresamente preparados para poder ser resueltos. Teniendo esto en
cuenta, deben entender que lo natural es realizar la ecuacion de segundo grado cuando
acceden al polinomio de grado dos para poder encontrar todo tipo de raices (si las hay),
y no encadenar cajas de Ruffini, como acostumbran a hacer muchos profesores de
secundaria, creo que por desconocimiento, convirtiéndose en los primeros que se
adhieren a mecanicas que carecen de sentido. Los alumnos deben valorar que lo
deseable es que dispusiésemos de expresiones que nos proporcionaran las raices de
polinomios para cualquier grado de éstos. Precisamente este trabajo trata de mostrar que
como no disponemos de esa herramienta (y sabemos, desde que Evariste Galois
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demostro lo que demostrd, que la deseada herramienta para grado mayor o igual que
cinco ni siquiera existe) cuédl debe ser la manera mas apropiada de acercarnos a la
resolucion de ecuaciones de una manera realista.

Es conveniente que vayan familiarizandose con el concepto de multiplicidad de una
raiz; sin necesidad de exponer ninguna definicion, se aportara un ejemplo en el que
aparezcan raices con distintas multiplicidades, como el apartado “e)” con el que se
completa el ejercicio anterior.

e)t(x) = x> +x* =5x® —x* +8x -4

11 -5 -1 8 -4
IN 1 2 -3 -4 4
1 2 -3 -4 4 |0
L1 3 0 -4 Yst(0) = (x=DX=D(X=1)(X? +4x+4) =
13 0 -4 |0
IN 1 4 4
1 4 4

& {Igualdades notables} < t(x) = (X —)(x —D)(x —1)(x + 2)* < t(x) = (x —1)° (x + 2)*

Con este ejemplo se explica qué es una raiz maltiple como -2 que es una raiz doble o
raiz con multiplicidad dos 6 1 que es una raiz triple o raiz de multiplicidad tres. Se
contraponen a las raices simples o raices de multiplicidad uno.

Ahora estaran en condiciones de finalizar el apartado ultimo del ejercicio de alta
demanda cognitiva que quedo planteado y cuya resolucion recojo a continuacion:

Se trataba del polinomiox® + 7x® —8, para el que habiamos localizado las raicesly — 2
1 0 07 0 0 -8
1y 11 1 8 8 8
1 11 8 8 8 [0;=x2+7x"-8=(x-D(x+2)(x" —x°+3x*+2x+4)
2|4 -2 2 -6 -4 -8
1 -13 2 4]0

¢Pero qué ocurre con el polinomio de grado cuatro? Como nos referiremos a él méas
adelante, vamos a referenciarlo:

i(x)=x*—x*+3x*+2x+4 i(x)*

Pueden comprobar que ninguno de los divisores de su término independiente es raiz del
polinomio. ¢Tendrd alguna raiz o sera irreducible? Esta pregunta, por ahora, queda
abierta.

Los siguientes puntos que desarrollamos en esta primera parte, no se recogen en los
libros de texto, creemos que es un error; bajo nuestro punto de vista, deberian ser
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incluidos, en lugar de realizar infinidad de ejercicios ni realistas ni Gtiles, cortados todos
ellos por el mismo patron. También creemos que la materia que se imparte debe ser
justificada suficientemente, por ello mostramos los escollos que presentan las técnicas
vistas hasta este punto e ilustramos las motivaciones que originan las nuevas técnicas o
las mejoras que de ellas se explicaran. Asi, continuamos con la teoria y las actividades
propuestas.

1.4 Regla de Descartes y Acotacion de Raices

¢QUué ocurriria si plantearamos a un alumno en estos momentos el siguiente problema?

Resuelve la siguiente ecuacién x* — 70x* + 1400x — 8000 = 0.

Claro, en un libro de texto no osan incluir un término independiente de esa magnitud,
pero la realidad no te plantea problemas que sean sencillos de resolver. Ese término
independiente tiene veintiocho divisores, que se convierten en cincuenta y seis Si
afiadimos los negativos, los siguientes:

8000= 2°5° = nodiv. = (6+1)(3+1) = 28

1 2 4 5 8 10 16 -1 -2 -4 -5 -8 -10 -16
20 25 32 40 50 64 80 -20 -25 -32 -40 -50 -64 -80
100 125 160 200 250 320 400 -100 -125 -160 -200 -250 -320 -—400
500 800 1000 1600 2000 4000 8000 —-500 —-800 -1000 -1600 —2000 —-4000 -8000

Por poder, se puede proceder con la Regla de Ruffini, pero parece que no es muy
rentable en cuanto a complejidad y a tiempo se refiere. Si se explicara otra regla o
resultado que limitara las opciones, convertiriamos a Ruffini en un algoritmo mas
eficiente.

Regla de Descartes.- «Si s es el nimero de cambios de signo de los coeficientes de un
polinomio p(x) y m es el nmero de sus raices positivas (contada cada una de ellas
tantas veces como indica su multiplicidad), entonces m <sy s —m es par».

El nimero de raices negativas s~ se obtiene repitiendo el proceso anterior para p(— x).

Habrd que poner ejemplos de como se utiliza el resultado y, en un principio, una
posibilidad es centrarse en los polinomios de grado tres. De acuerdo con este resultado,
toda ecuacion polindmica cubica cuyos coeficientes tengan signos alternados como, por
ejemplo: x*~ ax® + bx — ¢ = 0 (donde a, b y ¢ > 0), en el supuesto de que tenga raices
reales, entonces todas seran positivas:

p(=X) = (%)* — a(-x)* + b(-x) — ¢ = —x* — ax’* —bx — c. Luego s” = 0.

Mientras que toda ecuacién polinémica de grado tres de la forma x® + ax’* + bx + ¢ = 0
(donde a, b y ¢c > 0), caso de tener raices reales, todas seran negativas: s = 0.
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En el ejemplo que nos ocupa, limitariamos a la mitad los candidatos a solucién de la
ecuacion.

1 2 4 5 8 10 16
20 25 32 40 50 64 80
100 125 160 200 250 320 400
500 800 1000 1600 2000 4000 8000

Considero oportuno afadir un resultado que aporte una cota para el valor absoluto de las
raices. Aunque no tenga carécter general, porque podria significar aumentar demasiado
la dificultad, sugiero afiadir un resultado adaptado a polinomios de grado tres, como el
siguiente, que se obtiene en el contexto de las Formulas de Cardano-Viéte.

Proposicién.-«Sea un polinomio de grado tres p(x)=asx® + a,x* + a;x + ap que posee
todas las raices reales, las raices del polinomio se encuentran en el intervalo [-M, M], en
donde M responde a la expresion:

Asi, para el ejercicio anterior y, suponiendo que tuviera todas sus raices reales, podrian
encontrar un intervalo mas reducido para las soluciones de la ecuacién. Veamos:

p(x) = x* — 70x* +1400x — 8000

2
M = (‘170) —2#):J4900—2800:J2100z45'8

- Las raicesse encuentran en el intervalo [ 46,46] Las candidatas a soluciénde la ecuacionson:
12 45 8 10 16 20 25 32 40

En estas condiciones es mas razonable aplicar el Algoritmo de Ruffini y puede
comprobarse que las soluciones son, efectivamente, 10, 20 y 40.

Afadiendo estos dos resultados, que no son extremadamente complejos, hemos
conseguido que los alumnos se acerquen a la busqueda de raices enteras de polinomios
de una manera mucho mas efectiva y realista. Ademas se habrén enriquecido con
conocimientos de tipo cualitativo en torno a los polinomios. En este contexto,
planteamos el siguiente ejercicio:

‘ 4) Resolver las siguientes ecuaciones cubicas:

Solucién:

a) x® —=53x* +532x-480=0

El nimero de raicesnegativas es s' (el nimero de variaciones de signo para p(—x)):
p(—x) = (—x)® —=53(=x)? +532(—x) - 480 = —x° —53x? —-532x—480=5'=0

.. Laraiz o tresraicesrealesque posea,si las tiene,son todas positivas.
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Busquemos una cota para las posiblesraices:

2
M = [153’) - 25T32 — \/2809-1064 = 1745 ~ 418
- Las raicesestan contenidasen el intervalo : [~ 42,42]

Asi, de los candidatos iniciales:

1 2 3 4 5 6 -1 -2 -3 -4 -5 -6
8 10 12 15 16 20 -8 -10 -12 -15 -16 -20
24 30 32 40 48 60 -24 -30 -32 -40 -48 -60
80 96 120 160 240 480 -80 -96 -120 -160 -240 -480
pasamos a :

1 2 3 4

1 -53 532 —480
y, resultaque 1jesraiz! 44 1 -52 480 =

5 6 8
12 15 16 20

‘1 -52 480 | O
24 30 32 40 =

x-1=0<x=1

= x> -53x* +532x—480=0 < (x—-1)(x* -52x+480)=0=1 ,
X°—-52x+480=0=

52428 40
52+/2704-1920 52++/784 |XT edainn
X = = =
2 2 52-28
X= < x=12

b) x* —88x* +1620x +3600=0
Este apartado queda propuesto.

No obstante, todo lo presentado hasta aqui sigue englobandose dentro de la basqueda de
raices enteras de ecuaciones y queremos destacar a los alumnos que no es realista
plantearse que las soluciones deben ser nUmeros enteros. Por esto me parece
imprescindible incluir un resultado facilmente aplicable que dé respuesta al hecho de si
un polinomio posee 0 no raices enteras. Gracias a la lectura del articulo referido en [6],
he encontrado un resultado muy sencillo que puede explicarse tranquilamente en un aula
de secundaria y proporciona una condicién suficiente para descartar la existencia de
raices enteras para un polinomio con coeficientes enteros.

Teorema.- « Si p(x) es un polinomio con coeficientes enteros y p(0) y p(1) son ndmeros
impares; entonces, la ecuacién polinémica p(x) = 0 no tiene soluciones enteras».

Al menos para mi, se trata de un resultado llamativo y novedoso, por esto voy a
acompariarlo de la demostracion, aunque no es muy viable mostrarla en el aula dado que
precisa del Teorema de Taylor. Acompafio la demostracion por el interés de este

trabajo.

Demostracion. - Consideremos el desarrollode Taylor de ordenn asociadoal polinomio p(x)
alrededordel punto x, =0:

. . n-1) n)
PO, PO PO s, PO

X+
1 2! (n-1)! n!

p(0) +
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Supongamos que p(x) seanula en un enteropar 2n:
,, n 1)

5O 5, B0 gy, P w)ﬂmlp(my
2! (n-=1)! n!

, .. n-1) n)

P p (0) 2n+ p (0) 4n2+“_+ p (0) 2nflnnfl+ (0) 2n n =_p(0) #

u 21 (n=1! n!
Es contradictorio porque la paridad del enterode laizquierda (recuérdes que el polinomioes
de coeficienks enteros)es par, peroen la izquierda hay un ndmero impar.

p(2n) =0 < p(0) + 2n+ "=0o

Ahora hagamos su polinomiode Taylor alrededorde x, =1de grado n:

o iy P
p@ -+ (x-1)+ o

Supongamos que p(x) se anula enun enteroimpar 2n+1:

(X=1)2+-+

(x—1)"+ p” (1) (x-1)"
n!

- s, n 1)
p2n+)=0< p(1)+L @ o PO ey P oo L0} 2'n"=0<
u 2! (n=1! n!

PO, P, )] i, P (1) oy
u 2! (n 1)I
Se produce una contradiccion por el mismo motivo que antes.
.. El polinomiono se anula ni en un enteropar ni en uno impar, luego la ecuaciénno tiene
solucionesenteras.

=-p@) #

Notese la independencia en la demostracion:

p(0) impar provoca gque no pueda tener soluciones enteras pares.
p(1) impar provoca gque no pueda tener soluciones enteras impares.

De hecho, la mitad del resultado ya era conocido porque si p(0) es impar, como coincide
con el término independiente del polinomio, ya se sabia que no podian existir
soluciones enteras pares porque nunca una raiz asi podria dividir al término
independiente. Con un resultado asi, podemos proponer en el aula ejercicios del tipo
siguiente:

‘ 5) Averiguar si la ecuacion x* — 61x* — 50x +135 = 0 posee soluciones enteras. ‘

Solucioén:

Consideremos el polinomio p(x) = x® — 61x? — 50x +135,
p(0) = 135, luego no tiene soluciones enteras pares.
p(1) =1 -61-50 + 135 = 25, tampoco tiene soluciones enteras impares.

Llegados a este punto, si una ecuacion no tiene soluciones enteras, ¢qué se puede hacer?
Abandonamos a los alumnos con este vacio o intentamos mejorar las técnicas para
buscar otro tipo de soluciones. Yo creo que si se pueden conseguir mejoras en este nivel
y propongo afadir el siguiente epigrafe. Ademas, me gustaria sefialar que durante las
practicas correspondientes al presente Master, disfruté de un curso de 3° E.S.O. y llegué
a comentar por encima los resultados que incluyo en el siguiente punto y los alumnos
entendian perfectamente la idea que encierra: cobmo se podrian localizar las candidatas a
raices racionales de polinomios.
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1.5 Regla de Ruffini adaptada a Nameros Racionales

Antes de ampliar el uso del Algoritmo de Ruffini para hallar las raices racionales, es
necesario que conozcan la condicion necesaria para que un namero racional, escrito en
forma de su fraccion irreducible, pueda convertirse en la solucion de una ecuacion
polinémica. Esta condicidn nos la proporciona el siguiente resultado.

Lema (Gauss).- Dado un polinomio p(x) =a,x" +a, ;X" +---+a,X* +a,Xx+a,, Si
o . . . . . o - .
— esuna una raiz racional del polinomio,siendo — la fraccionirreducible, entonces«

esun divisor del términoindependiente a, y £ seraun divisor del coeficient principal a,

Me parece imprescindible aclarar el enunciado con un ejemplo:

Sea el polinomio p(x) = 4x* + 3x — 6, las posiblesraicesenterasson

1 -1 % N
2 —
2 -2 que coincidencon: 4 4
s -3 A
6 6 1 1
- 6/ —
A YU
Ademas, observando losdivisoresde 4, serasuficientecon observar exclusivamente los posi -
tivos, gracias a la reglade lossignos que son:1, 2 y 4, podemos establecerque las posiblesrai

cesracionalesdel polinomioson:

K
% _A % _% aunque Iasrealmentenuevasson:{% _% %' _%f
% U 2
%2 0 %

Y, sinembargo, este polinomio no tiene ninguna de ellas,como podemosdeducir graciasa la

expresion(*1):

_ —3+4/105
i +3X_6_O:X_—3i\/9+96 _—33/105@ R
8 8 X_—3—\/105

8

Precisamente ilustro la propiedad con este ejemplo para que valoren el hecho de que
aunque la propiedad sea cierta, no garantiza que alguna de las raices racionales
propuestas se convierta en raiz efectivamente. Es decir, sabemos un poco mas, pero
seguimos sin acercamos de manera concluyente al problema. Lo realmente definitivo
seria tener una expresién como (*1) que nos resolviera en cualquier caso la ecuacion.

Ahora adjunto la demostracion del Lema, que podria incluirse como parte de la
explicacion, puesto que no es muy dificil.
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D H4 S _ n n-1 2 (21
emostracion.-Sea p(x) =a, X" +a, X" +---+a,X" +a,Xx+a, ysupongamos que E esuna
raizsiendo « y S primosentresi (coprimos) estoquiere decir que :
n n-1 2

o o o o o
p(—)=0<:>a{—j +an_1(—J +---+a2[—j +a1[—)+ao =0<

B B B B B

a,a"™+a, ,a" B+ +a,a’ T +aaB +a, "

ﬂn

saa™a o+ +ra,a’ f raep T e, =0

=0

saa™a, "+ +ra,a’ M raep T =-a, 8" o
=N a(ana”‘1+an_1a"‘2ﬁ et a4 al/i'”‘l)= -a," = a esdivisorde —a, ", pero

comoe no esdivisor de #" porque « y A son primosentresi, & necesariamente ha de dividir a a,.

Porotrolado,a, ,a"* B+ +a,a’B" * +aaf " +a,8" =-a,a"
& ,B(an_loc"‘1 +oera,a’ B raaf + aoﬁ"‘1)= -a,a"= fB esdivisorde -a,a",

como 3 no esdivisor de «", necesariamente S esdivisor de a, .

Solucidn:




IS |

— — X =
&3 +10x+3=0= x= 0 V100736 _ —10+764 6 3
6 6 _-10-8

6

a0 =6 x— LY x+ L
..q(x)_6[x 2)(x+3)(x+3)

Recuérdese a los alumnos que en la descomposicion debe aparecer el coeficiente
principal de polinomio, es un error muy comun olvidarlo. Se aconseja efectuar un
producto para que los alumnos visualicen que, efectivamente, coincide con el polinomio
original y que, si no estuviera dicho coeficiente principal, la igualdad seria imposible.
Debe remarcarse que otra vez se tratan de ejercicios preparados para que puedan ser
resueltos con la Regla de Ruffini, pero seguimos sin saber si el polinomio i(xX)* es 0 no
irreducible. ¢ Existird una expresion como (*1) para las ecuaciones cubicas?

1.6 Graficas de Polinomios

Me parece esencial que los alumnos aprendan a reconocer en estos niveles la forma que
tienen las gréficas de los polinomios vistos como funciones reales de variable real. Se
Ilenan los libros de texto con infinidad de ejercicios (jtodos iguales!) en los que deben
representar funciones afines (polinomios de grado uno) y funciones cuadraticas
(polinomios de grado dos), diciéndoles que se tratan de rectas y paréabolas,
respectivamente, pero no saben detectar que son polinomios. De esta forma, llegan a
Bachiller sin saber como es el aspecto que tienen las graficas de los polinomios, siendo
algo muy sencillo y elemental. Concretamente no vinculan las funciones con
polinomios, para ellos son conceptos que no tienen nada que ver; y, aunque si
reconocen que la grafica de una funcion del tipo f(x) = ax + b es una recta, ante la
pregunta ¢cual es la grafica de un polinomio de grado uno? Se quedan boquiabiertos.
No reconocen que los polinomios son un subconjunto muy especial dentro del conjunto
de las funciones.

En este escenario, ni qué decir tiene que, ligar el concepto de raiz de un polinomio o
solucion de una ecuacion con el de punto de corte con el eje OX, es magia pura. Pocas
chicas y chicos saben que se esta hablando del mismo concepto. jCémo los polinomios
se ven en la primera o segunda evaluacion en el bloque de Algebra y cortes con los ejes
es algo de la ultima evaluacion dentro del tema de funciones!j;,Qué va a tener que ver
una cosa con otra?!

Asi las cosas, creo fundamental que hagan representaciones de polinomios, pero no en
sus cuadernos dando valores a las x’s y buscando los de las y’s, sino utilizando un
programa de representacién apropiado. Para elaborar las actividades que planteo
utilizaré Geogebra, pero cualquier otro programa como Matematica, Derive 0 pagina
web seria valida. Me remito al Geogebra porque me parece muy sencillo y potente. Un
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software que no conocia y, a partir de las actividades que realizamos en la asignatura de
Innovacion Docente en Matematicas en el presente Master, impartida por los profesores
D. Tomas Ortega y Dfa. Cristina Pecharromén, he tenido la oportunidad de
familiarizarme con él y la considero una herramienta facil de utilizar (es muy intuitiva,
no es necesario dar clases para comenzar a hacer uso de él), muy potente (resuelve
cuestiones aritméticas, algebraicas, analiticas, probabilisticas y, obviamente,
geomeétricas) y accesible (es gratuito e implementable en cualquier ordenador o tablet)
que se me antoja casi imprescindible en un aula de secundaria. Creo que cuanto primero
se habitlen los chavales a su entorno, sera terreno ganado para el futuro: por ejemplo,
explicar coénicas y trigonometria en Primero de Bachiller de Ciencias o las
distribuciones estadisticas (visualizar las funciones de densidad y las &reas que
encierran) en Primero de Bachiller de Ciencias Sociales con el apoyo de Geogebra,
facilitaria bastante las cosas al profesor y, sobre todo y lo méas importante, a ellos.

En principio representaremos gréficamente varios polinomios de grado cero (rectas
horizontales) y de grado uno (rectas cualesquiera salvo verticales). No creo que sea el
momento de analizar cuestiones como la pendiente o la ordenada en el origen, las dejo
para el tema de funciones. Se les dara la expresion analitica del polinomio y los
alumnos la introducirdn en el programa considerado para visualizar su grafica.
Obtendremaos algo del tipo:

1] PO = 2¢- 1

1 Pl =2 3 N il 1 2 3

Pasemos a representar alguna de las parabolas con las que han trabajado en clase,
concretamente haremos las graficas de las parabolas correspondientes a las ecuaciones
del primer ejercicio de ecuaciones de segundo grado que resolvieron.
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1.5

p(x) = 0x" + 6x + 1

-0.5 4

Deben observar cuidadosamente que las escalas de los ejes no coinciden en las distintas
representaciones graficas. Asimismo, tienen que visualizar ahora graficamente, las
raices que previamente han calculado analiticamente. Tenemos un ejemplo de una
parabola con dos raices reales y distintas, otro de una con una Unica raiz real doble,
vamos a completar con una parabola sin raices reales y otra que no ha sido trabajada
previamente pero que tenga maximo; es importante que reconozcan que las parabolas
pueden mirar para arriba y para abajo.

Pasemos ahora a las cubicas, lo primero sera que reconozcan el nombre de estas nuevas
curvas: cubica. Haremos la representacion de una que tenga las tres raices reales y
distintas y otra que s6lo posea una raiz real. La primera ha sido trabajada previamente
de forma analitica pero no la segunda, sera aconsejable que posteriormente realicen su
estudio analitico.
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104

plx) =" +3x* —4x — 12

A

Han de observar que la segunda cubica esta suficientemente estirada como para que no
forme ni un maximo ni un minimo, aunque ésta no es condicion necesaria para que sélo
tenga una raiz como puede observarse en el siguiente ejemplo (tampoco se trabajo
analiticamente).

20 1

15

10

p(x) =x" — 6x* + Ox + 6

-5 0 4] 10 15 20

Vamos ahora con los polinomios de grado cuatro, primero uno que tiene solo dos raices
reales y otro con cuatro raices y que estudiaron con las ecuaciones bicuadradas.
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10 4

p(x) = x* — 5x* + 36

10

20 4

p(x) = 4t —oF 42

-4 -2 0

W

El nimero de oscilaciones es, a lo sumo, una unidad menor que el grado.

40



2) Cuarto de Educacion Secundaria Obligatoria

Una de las caracteristicas que pienso que es contraproducente y que poseen los
curriculos actuales de Educacion Secundaria y Bachiller, es el caréacter repetitivo de
algunos temas a lo largo de los cursos. Un ejemplo es el céalculo de dominios de
funciones. Se calcula el dominio de una funcion en cuarto de la E.S.O. (en Ensefianzas
Académicas y Aplicadas), en primero de Bachiller y en segundo de Bachiller
(independientemente de la modalidad que se curse), abordando los tres casos clasicos de
funciones en cuyas expresiones analiticas aparezcan denominadores, raices de indice
par y logaritmos. La repeticion de la materia no garantiza que los alumnos la aprendan
mejor, ni siquiera que se aprenda. Es mas, soy testigo de que al llegar a segundo de
Bachiller, los chicos no entienden porque si aparece un denominador tienen que hacer
una ecuacion y si aparece una raiz, una inecuacion. Conocen las mecénicas pero no sus
motivaciones. Otro ejemplo es la resolucion de ecuaciones y la factorizacion de
polinomios que nos ocupa.

En vistas de que repetir hasta la saciedad las ideas no garantiza su mejor aprendizaje (ni
siquiera su aprendizaje), proponemos avanzar y profundizar en la materia. Tampoco
garantizaremos la comprension de la materia, pero reivindicamos la filosofia del
curriculo en espiral para que, mostrando otros puntos de vista acerca de ideas ya
tratadas, facilitemos el entendimiento de la materia ya explicada y las nuevas ideas que
se incorporen. Los estandares de aprendizaje oficiales respaldan y habilitan la materia
gue vamos a proponer puesto que sugieren otros métodos para la resolucion de
ecuaciones [8]:

3.2. Obtiene las raices de un polinomio y lo factoriza utilizando la regla de Ruffini u
otro método mas adecuado.

Si bien es cierto que lo anterior s6lo esta recogido en los estdndares de aprendizaje
correspondientes a las Ensefianzas Académicas, y en ellas nos vamos a centrar, las ideas
gue vamos a exponer tendrian cabida perfectamente en las Ensefianzas Aplicadas.

Me parece que ha quedado perfectamente justificado que s6lo reservemos dos o tres
periodos lectivos para recordar y repasar los contenidos que se estudiaron en el curso
anterior y que se recogieron en la Primera Parte de este trabajo. A partir de ahora
desarrollaremos nuevas ideas acerca de la resolucion de ecuaciones y la busqueda de
raices de polinomios.

2.1 Férmulas de Cardano-Viéte

En el curso pasado entendieron que existe una relacion entre las raices de un polinomio
y los coeficientes del mismo (gracias a la descomposicion en factores que provocan
dichas raices) cuando tenemos un polinomio ménico de grado dos:

p(x) = x* —(r, +1r,)x+1r, siendor, yr, lasraicesdel polinomio
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Vamos a generalizar estas formulas para polinomios de grado n. Comencemos con un
polinomio ménico de grado tres.

Sea un polinomiomdnicode grado tres: p(x) = x* +a,x* +a,x+a, Yysupngamos que sus
raicesson:r,r, yr;.
X* +a,x? +ax+a, = (X—r)(X-r)(X-r)=(x*-(r,+6)X+nn)(x-r,) =
=X° = 1X% = (1, + 1) X2 + (1, + L)XE + LLX =T, =
=2 —(r + 10, +0)X2 + (0, + Ll + L)X =L, <
a,=—(rnL+r,+r,)
& {lgualando coeficienes} < <a, = r,r, + I, +1,I,
a, =Nl

En general, pueden intuirse ya las dos relaciones siguientes para polinomios monicos de
grado n:

Sea un polinomiomonicodegradon: p(x)=x"+a_,x"*+a_ . x"?+---+a,x’* +a,x+a
n-1 n-2 2 1 0
se verifican:

n
a,, =+ ++0)==>r,
i-1

a, :(_1)nr1r2 ey = (_1)nHri
i=1

Las expresiones con el sumatorio y el productorio tal vez sean excesivas para el nivel de
secundaria pero pueden incluirse y dependiendo de la reaccion de los alumnos, decidir
si eliminarlas o dejarlas. Serd necesario explicar o recordar los valores que toma el
factor (-1)" que aparece en la segunda igualdad, aunque se supone que es perfectamente
comprensible porque las sucesiones se conocen desde el curso de tercero [8].

El profesor valorara si es conveniente o contraproducente incluir el resto de formulas
para el caso general de grado n que expongo a continuacién (las intermedias):

n
an_, _(rl+r2 +"'+rn):_zri
i=1

a,,= DI,

I<i<j<n

k
e GO A
1<y <ip<---<ip <n

aQ, = (_1)n n---r, = (_1)nHﬁ
i=1

Los alumnos deben reconocer que existe una relacion intima entre las raices de un
polinomio y sus coeficientes.
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2.2 La Ecuacion Cubica. Férmula de Tartaglia-Cardano

Me gustaria comenzar con un poco de historia. No es éste el tipo de historia con la que
aconsejo acompafiar a la materia en el aula, ésa creo que debe ser una historia salpicada
de anécdotas y vivencias de los matematicos involucrados en los descubrimientos que
se exponen. Por ejemplo, en este contexto a los chicos les contaria que Tartaglia es un
mote que significa tartaja o tartamudo, que su verdadero nombre era Niccolo Fontana,
que se pelearon Cardano y Tartaglia por la publicacion de la formula que se les va a
explicar, etc. Cuestiones menores que humanicen las Matematicas y acerquen a los
protagonistas de su evolucion a lo largo de la Historia.

Vamos a encontrar las soluciones de la ecuacién cubica tal como procedieron Scipione
del Ferro y Niccolo Fontana (Tartaglia). Dicho método fue publicado por el médico,
filosofo y matematico Gerolamo Cardano en su obra Ars Magna en 1545 cuyo titulo
completo es Artis Magnae sive de regulis algebraicis. Incluyo su titulo completo porque
me interesa su traduccion: Del Gran Arte, o de las reglas algebraicas. Este tratado que
recoge la resolucion de las ecuaciones de tercer y cuarto grado (la resolucion de éstas
ultimas se debe a Ludovico de Ferrari, discipulo y protegido de Cardano) constituye un
hito en la Historia de las Matematicas y, en particular, de la Historia del Algebra porque
por primera vez se aborda el estudio de ecuaciones de grado superior a dos (que ya
habian preocupado desde la época clasica) y se convierte en un intento de aglutinar el
conocimiento completo de las técnicas algebraicas descubiertas hasta el momento.
Cardano creia que el problema de las ecuaciones concluia ahi, puesto que las ecuaciones
de grado uno tratan de la longitud, las de grado dos de la superficie y las cubicas de los
cuerpos (o volimenes) y la Naturaleza no te puede plantear problemas en mayor
namero de dimensiones. En sus propias palabras:

... que en cuanto el hombre haya llegado a conocer todos los capitulos
hasta el relativo al cubo (...) tendrd cuanto basta para cualquier caso
algebraico, porque hasta el cubo se encuentra la gradacion de la
Naturaleza: de hecho hay lineas, superficies y cuerpos. Y las lineas
corresponden a la incognita lineal, las superficies a los cuadrados y los
cuerpos a los cubos. Por tanto, si sobre éstos hemos dado noticias
suficientes, se conocera todo lo que es necesario. En realidad todo lo que
afadiremos mas alla [aqui se refiere a las ecuaciones de grado cuatro], sera por
entretenimiento y no por el fruto que pueda obtenerse de tal estudio. Tales
capitulos sucesivos no existen verdaderamente de por si, sino por
accidente, si bien existen [formulas] generales.

(Martin Casalderrey, F., 2000, p. 135) [10]

Bajo el punto de vista del Algebra y la resolucion de ecuaciones polinémicas, la obra de
Cardano supone un punto de inflexion, puesto que recoge todo el progreso desde la
época clésica hasta el Renacimiento y sefiala el camino que habra que tomar hasta llegar
a los descubrimientos de Evariste Galois en el siglo XIX. Sin embargo, los cuatro
matematicos italianos nombrados anteriormente todavia no usan el célculo simbdlico

43



que voy a utilizar yo més adelante. Todavia estan sumergidos en el Algebra Retdrica
donde se explican los razonamientos y operaciones con palabras. No en vano, Tartaglia
recoge como regla mnemotécnica los pasos para resolver las ecuaciones cubicas del
tipo:

x>+ px =
X =px+q
X +q = px

en verso, con siete tercetos y un cuarteto. Como puede observarse, las tres situaciones
anteriores eran consideradas distintas modalidades de lo que para nosotros hoy es el
mismo tipo de ecuacion, porque no concebian la posibilidad de que las cantidades que
acomparian a la cosa (la incognita x) o el niamero (g) fueran negativas. Evidentemente
yo expondré el método mas general y quiero ilustrar su deduccion.

El proceso para obtener las soluciones de la ecuacién de tercer grado lo dividiré en dos
fases. La primera fue la que ide6 Cardano para convertir cualquier ecuacién cubica en
otra equivalente que carezca del término en x°; a este tipo de ecuaciones las denominaré
ecuaciones tipo Bombelli (*). La segunda fase consiste en la obtencién de las soluciones
de la ecuacion tipo Bombelli: x* + px + g = 0, que consiguieron de forma independiente
Scipione del Ferro (primeramente, pero no sac6 a la luz sus resultados) v,
posteriormente, Tartaglia.

Fase .- Cémo pasar de una ecuacion clbica general ax® + bx? + cx + d = 0 a una del tipo
Bombelli: x* + px + q = 0.

Cardano, inspirado en un cambio de variable que permite deducir la expresion (*1) de
forma distinta a como lo hice en la Parte Primera de este trabajo, efectlia otro cambio de
variable para eliminar el término en x°. El cambio es:

x—y—£
3a

Veamos que ocurre:

3 2
ax® +bx® +cx +d :Oo{x: y—b}oa[y—bj +b(y—bj +c(y—bj+d =0&
3a 3a 3a 3a

2 3 2
c>a(y3—by2 ery—b}rb(y2 —g—by+ b 2j+cy—zc+d =0
a a a

3a? 27a® 9a
b? b* 2b? b® bc
< ay’ —by* + —y- +by? ——y+ +ey——+d=0<
y y 3ay 27a* y 3a y 9a? y 3a
ay Dy D B e gy [o ), 20 2Tatd —gabe
3a 27a® 9a’ 3a 3 27a?

(*) Rafael Bombelli, ingeniero italiano coetaneo de Cardano y Tartaglia aport6é una demostracion en su
obra Algebra de 1572 independiente de la de Tartaglia-Cardano construible con Geogebra y que no
precisa acudir a interpretaciones de volimenes para x°.
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Como vemos, hemos eliminado el término en el cuadrado. Si dividimos por a en la
ultima expresion (cosa que siempre se puede hacer porque a necesariamente debe ser
distinto de cero; si no fuera asi, no habria ecuacion cubica) llegamos a una ecuacion tipo
Bombelli que vamos a denotar: x> + px + g = 0 (volvemos a llamar a las incognitas x en
lugar de y). Esta claro que si procediéramos desde un principio y realizaramos todo el
proceso no podriamos utilizar la misma letra para la ecuacion original y la que vamos a
resolver ahora.

Fase I1.- Como resolver una ecuacién tipo Bombelli: x® + px + q = 0.

Supongamos que tenemos una ecuacion del tipo x® + px + g = 0, haremos otro cambio
de variable: x = u + v, que nos permitira obtener una expresion para las soluciones de la
ecuacion.

X+ px+g=0={x=u+vie U+v)’ +plU+v)+q=0<
SuP+3ulv+3uvi +Vi+pu+ pv+g=0<=u®+v: +u@Buv+ p)+v@Buv+ p)+q=0<=

SuP+vi+U+v)Buv+ p)+q=0

Impongamos: 3uv + p = 0. Tenemos:

3

L
27
Y ademés, teniamos:u® +v: + (U+V).0+q=0<=u’ +Vv® = —q

3
3uv + p:0<:>uv:—£<:>(uv)‘°’:—p—<:>u3v3 =—
3 27

ul+v:=—q
uv® __Pr
27

Es decir,

Observar que tenemos dos nimeros u® y v® cuya suma y producto son conocidos.
Gracias a las Férmulas de Cardano-Viéte, podemos construir la ecuacion de segundo
grado (usaré la indeterminada X) para obtener u® y v:

4p® 279 +4p°
_q+ 2 _q+ (221 T7F
p’ A=\ * 7 VT

= = =S

27 2 2

u3_—q+1 [279° + 4p°
2 3 - - =
—q,1 /279" +4p” | 2 2 27
2 27 V3_—_q_l [27q9° + 4p°
2 2 27

Los papeles de u y v son intercambiables, puesto que x es la suma de ellas. Ahora so6lo
falta realizar las raices cubicas para tener u y v, y sumarlas para conseguir x. Veamos:
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“23\/__OI+£ A —q 1 [279°+4p° |-q 1 [27q° +4p®
2 2\ 21 szs\/_cu_ /M+s\/_(1__ 2797 + 4p° _
v—sJ_q 1 [2797 +4p° 2 2 27 2 2 27
2
= {Introducimos el factor% dentrode las raices cuadradas} &

m_ij /27q_4pJ_q 279" +4p*
2 4.27 2 4.27

2 3 2 3
<:>x=3\/ﬂ+ a.p +3\/—_q_ a.p

2 V4 21 V2 Va 27

Finalmente, vamos a escribirlo en la forma méas conocida que identificaremos por (*2):
_ 2 3 _ 2 3
X = 3 _q + ﬂ + E + 3 _q — ﬂ + E
2 2 3 2 2 3

Tartaglia y Cardano fueron capaces de razonar cbmo conseguir convertir una ecuacion
cUbica en una ecuacion cuadrética, aunque para ello tuvieran que introducir una nueva
variable. Uno podria suponer que esta forma de proceder puede extrapolarse a cualquier
grado de la ecuacion polindmica que se presente. Si fuera asi, dada una ecuacion de
grado n, tras un namero finito de cambios de variable e introduciendo el nimero de
variables que fuera necesario, podriamos convertirla en una ecuacion de grado dos.
Nada mas alejado de la realidad.

O

Joseph Louis Lagrange, originalmente se llamaba Giuseppe Ludovico Lagrangia pero
por lo que fuera afrancesé su nombre, asi que, en realidad, no nos desmarcamos del
Norte de Italia porque Lagrange era de Turin, Tartaglia vivio en Venecia, Scipione del
Ferro, Cardano y Ludovico de Ferrari eran de Bolonia y Bombelli de Borgo Panigale (a
cinco kilometros al noroeste de Bolonia); decia que en una memoria titulada Reflexions
sur la Resolution Algebraique des Equations o Reflexiones sobre la resolucion
algebraica de las ecuaciones publicada en 1771, Lagrange demostr6 que para una
ecuacion polinomica de grado n puede encontrarse una resolvente de grado (n — 1)! Lo
que consiguieron Tartaglia y Cardano fue, para la ecuacion de grado 3, encontrar una
resolvente de grado (3 — 1)! = 2! = 2.1 = 2. Bien, para la ecuacion de grado 4, la
resolvente que predice Lagrange seria de grado (4 — 1)! = 3! = 3.2.1 = 6 (peor que el
problema original); ocurre que Ferrari consiguié convertir, de forma excepcional, la
ecuacion de grado 4 en una cUbica y asi se puede encontrar una expresion de sus
soluciones por radicales. No obstante, insisto en que ésta es una situacion excepcional,
porque, como establecio Etienne Bézout (ahora si que nos desplazamos a Francia), la
excepcion se produce porque 4 = 2% y por ser esta su descomposicion en factores
primos, se produce una circunstancia afortunada y feliz. Sin embargo, para la ecuacion
de grado cinco, la resolvente seria de grado (5 — 1)! = 4! = 24 (Y ahora me gustaria
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incluir un realmente exclamativo). O sea, los caminos abiertos por Tartaglia,
Cardano y Ferrari, tenian el recorrido que tenian y tienen.

Paolo Ruffini (de Valentano, un poco mas surefio que sus otros compatriotas
protagonistas de esta historia) tratd de probar que las ecuaciones de grado superior a
cuatro no son resolubles por radicales de forma general. Pero no puede darse por buena
su demostracion. Niels Henrik Abel (de Findd, Noruega) si consiguié demostrarlo
correctamente en 1824. Y finalmente, sabemos que tuvimos que esperar hasta que
Evariste Galois (de Bourg-la Reine, Francia), creo en el primer cuarto del siglo XIX la
teoria que lleva su nombre y encuentra una condicidén necesaria y suficiente para que
una ecuacién polinémica de grado mayor o igual que cinco sea resoluble por radicales.
Para ello asocia un grupo a cada polinomio, el grupo de Galois, y si es un grupo
resoluble lo serd también la ecuacion asociada al polinomio. Cabe sefialar que aunque
hablemos de grupos, la estructura basica que sustenta la Teoria de Galois son los
CUerpos y sus extensiones.

La resolucion de cuarto grado por radicales no voy a incluirla en este trabajo y los
razonamientos matematicos desarrollados anteriormente no creo que sea nhecesario
incluirlos en las explicaciones de un aula de 4° E.S.O., aunque no entrafian demasiada
dificultad. Son perfectamente desarrollables en Bachiller y no estaria mal completar la
historia de las ecuaciones en Bachiller en cualquiera de sus modalidades. Ahora me
parece muy razonable que conozcan la formula (*2), que la anoten y que se realicen
algunos ejercicios como los que propongo a continuacion. También me parece que,
aungue no se entre en demasiados detalles, es imprescindible que sepan que la ecuacién
de cuarto grado también se puede resolver con una formula y que no existen formulas
para las de grado mayor o igual que cinco. Es cuestion de cultura general.

1) Resolver las siguientes ecuaciones cubicas, encontrando la primera solucién utilizando la
Férmula de Tartaglia-Cardano:

Solucién:

a)x®*-3x+2=0 Observarque:p=-3y q=2

2 3 2 3
Recordemosque : x = 3|+ [qj J{pj Y ( j J{ j
2 2 3 2
=G G
Ennuestrocaso:x=3—+.|| = | +| — | +3——.||=| +| =—| <
2 2 3 2 2 3

o x=3Y-1+1-1+Y-1-V1-1 & x=¥-1+0+¥-1-0 = x=-2

De estaformatenemosuna de las soluciones hacemos Ruffini, para efectuarla
divisién y pasar a la ecuacionde segundo grado.

1 0 -3 2
—2| 4 -2 4 —2'=x*-3x+2=(x+2)(x* —2x+1) = (x+2)(x-1)?
1 -2 110

N |
w|o

Las solucionesson — 2 (simple)y1(doble).
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Como los alumnos ya conocen Geogebra, me parece esencial que representen los
polinomios que definen las ecuaciones que van resolviendo para que visualicen
geométricamente las soluciones que encuentran con las formulas. Vedmoslo:

=
A
w

plr)=r'—3r+2

b) 2x*—x+2=0 Noestaescritaen laformadeseada, debemosdividir por 2:

1 1
xX*~=x+1=0 Luego p=-= =1
> go p 5 yq
_ 2 g _ 2 3
x=3—9, [ﬂj J{BJ +329_ (9) +[Bj : en nuestrocaso
2 2 3 2 2 3

3 -

\/—1 1 1 \/—1 1 1 \/—1 B \/—1 53
SX=—+ S Y+ [ o X=F—+ [+ - [ &
2 Va 216 |2 Va 216 2 V216 2 V216

< X = -01669-0'9984=-11653

2

Podria tener otras dos raices reales pero vamos a representar el polinomio que determina
la ecuacidn para ver que no es asi y que solo tiene una raiz real.
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También se les podria mostrar un Ruffini aproximado para que observaran que el
polinomio cociente es irreducible:

2 0 -1 2
-11653 ¢ —2'3306 2'7158 19995
2 —2'3306 1'7158 | 0'0005

23306+ +54317-137264 .
4

2x% —2'3306x +17158=0 = X R

Por Gltimo, me gustaria afiadir un apartado que contenga una ecuacién de tercer grado
completa para realizar las dos fases de Cardano y Tartaglia. Primero el cambio de
variable que encontr6 Cardano y, posteriormente utilizar la expresion de Tartaglia.

) x® +6x* +20x—100=0
Fase |.- Hagamos el cambio de variable apropiado para convertirla en una del tipo
de Bombelli.

x3+6x2+20x—100:0<:>{y:x—b: y:x—£<:> y:x—2}<:>
3a 3.1
< (y-2P°+6(y-2)2+20(y-2)-100=0 <

& Y2 —6y? +12y —8+ 6y — 24y + 24+ 20y —40-100=0 < y* +8y —124=0
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Fase Il.- Usamos ahora la expresionde Tartaglia para la ecuacion:
y* +8y-124=0; p=8y q=-124
jS

_ 2 3 _ 2
SR OROREROR
2 2 3 2 2

124 (-124)2 124 —124
y=3—+.|| — + = =
2 2 2
<:>y—3\/62+ /3844+g +3\/62— /3844+g & y~4'9887-05345<

&y~ 44542

w|o

Observar que aparecen dos raices cuadradas en la expresion de la Formula de Tartaglia-
Cardano en el radicando de las raices cubicas. Si la cantidad en el interior de esas raices
cuadradas fuese negativa, aparecerian numeros complejos cuya raiz cubica tendria que
ser calculada y, en ese caso, podrian reaparecer valores reales. Esas ecuaciones no se
pueden resolver en 4° E.S.O y habra que esperar hasta los cursos de Bachiller para
poder resolverlas.

2 3
Notar también que el discriminante de dichos radicales es: (—j +(—j . Seria

interesante averiguar qué zona del plano (p,q) dicho valor es positivo. Véase:

-l;J:s—r’"r; = )
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2.3 Método de Sturm

Vamos a estudiar el Método de Sturm para contar y separar las raices de un polinomio.
De esta forma proporcionaremos a los alumnos de secundaria una mecénica que les
permita averiguar cual es el nimero de raices reales que posee un polinomio y ademas
que sean capaces de separarlas, esto es, determinar intervalos de nimeros reales en los
que se localice una, y sélo una, raiz del polinomio.

Como se propone en el enunciado del presente trabajo, el libro de referencia para esta
parte serd el Benedetti, R. & Risler, J.J. [2]. En €l encontramos la siguiente definicion:

Definicién.- Dado un polinomio p(x) € R[x] y un intervalo [a,b] de R, diremos que un
conjunto finito de polinomios po(x), p1(X), ..., ps(X) € R[x]es una sucesion de Sturm para
p(x) si y sélo si se cumple:

i) Po(X) =p(x)
i) ps(X) no posee raices reales en [a,b]
iii) si0<i<sysiace/[ab]estal que pi(a) = 0, entonces pj.1(a).pi+1(a) <0
iv) si a € [a,b] es tal que po(a) = 0, existe un radio € > 0 tal que:
(Pop1)(a—€) <0 y (popr)(a+ &) >0 (i.e. la funcidn pop; es creciente en o)

Esta definicion, quiz& no sea necesario darla en el aula tal cual; la escribo para seguir
los pasos del Benedetti, R. & Risler, J.J., pero es muy probable que sea méas eficaz
mostrarles la mecanica para la generacion de una sucesion de Sturm, que detenerse en
estas definiciones tan rigurosas.

Observaciones (a la definicion):

)} La condicion iii) garantiza que polinomios consecutivos de la sucesion, no
tienen raices comunes en [a,b].

1) Si un polinomio de la sucesion se anula en a, el anterior y posterior cambian
de signo en o por iii).

1)  La condicion iv) garantiza que popi cambia de sino de menos () a mas (+)
cuando las X’s crecen y superan a o (raiz de p(x)).

IV)  La condicion iv) se cumple si p1(X) = po’(X) = p"(X) 0 si pi(a). p'(a) > 0, para
cualquier raiz o € [a,b].

Por otro lado, denotaremos por w al nimero de cambios de signo o variaciéon en una
sucesion de nameros reales cualquiera; en particular, si tenemos una sucesion de Sturm
Po, P1, -.-, Ps € R[X], para p(x) en [a,b] y x € R, denotaremos w(x) a la variacion de po(x),
p1(%), ..., ps(X).

Proposicion.- «En las condiciones anteriores, w(a) — w(b) coincide con el nimero de
raices reales a de p(x) en (a,b]».

Demostracion.- Sea « €[a, b], pueden ocurrirdos cosas:
*Si p, (@) #0,Vie{0],...,s}, entoncesw(x) es constante en un entornode a.

51



epy(a)=0,3ie {1, s}tal que p, () =0, entoncesw(x) esotra vez constante en un entorno
de a paratodoi < s porii) y poriii), p, ; (X) p;., (X) < 0; por tanto, gracias a iv) para ciertog >0,
tendremosuna tabla de signos:
Pia(¥) Pi(X) Pii(X)

a-e<x<a - + +

a<X<a+e - - +
Y la variacion de lasucesion otal : p, (x), p; (X),..., p, (X) eslamismacuando x atraviesaa a.
* p, () =0, tendremospor iv), una de las dos posibilidades siguientes para ciertos > 0:

Po(X)  P.(X) Po(X)  Ppy(X)
a—-e<x<a - + 0 + -
a<x<a+e + + - -

En cualquier caso, w(x) disminuye en una unidad cuando x atraviesa « siempreque « < (a,b]y
es localmenteconstanteen « si o = a. De hecho, para cada « en[a, b], se tiene que, para un ¢ >0
w(a) = wW(a +&).

O

Consecuentemente, se explicard a los alumnos la siguiente forma de construir una
sucesion de Sturm asociada a un polinomio p(x). En este curso de 4° E.S.O. los chavales
no tienen porqué saber derivar... jno importa! Para eso estamos aqui. Les definiremos el
derivado de un polinomio anticipandoles algunas reglas basicas de derivacion pero sin
necesidad de entrar en cuestiones tedricas sobre derivadas.

Definicién.- Dado un polinomio p(x) € R[x], llamaremos polinomio derivado de p(x) y
lo denotaremos p“(X) a:

p(x)=a x"+a X" +a, X"+ +ax +a,x" +ax+a, =

= p(X)=anx"+a, _(n-Dx"?+a, ,(n—2)Xx"° +---+a,3x* +a,2X+a,

Y ahora se hacen unos ejercicios para practicar este concepto de polinomios derivados.

‘ 2) Obtener el polinomio derivado de los siguientes que se indican:

Solucién:

a) p(x) =3x* +5x° + x> + 7x+14= p’(x) =3.4x% +53x> + 2x + 7 &
S p(x)=12x° +15x% +2x + 7
b) q(x) = x* +2x® —8x* —17x+2019= p'(x) =4x® +2.3x* -8.2x 17 <
< p(x)=4x° +6x° —16x—17
) r(x) =-5x° +4x -10= r'(x) =—15x” + 4

d)s(x)=—x*+x* —x+1=(x) =-3x" +2x -1

e)t(x):lx4 _8x® + 1y —5x+9:>t'(x)=ﬂx3 —24x° +gx—5<:>
5 4 5 4

<::>t'(x):ﬂx3 _2ax?+1x_5
5 2

52



Una vez practicado el célculo de los polinomios derivados definimos la sucesion de
Sturm asociada a un polinomio p(x), cuando p1(x) = p"(X) y los siguientes términos de la
sucesion de Sturm son los opuestos de los restos de las sucesivas divisiones euclideas:

Nota.- Debemos suponer que el polinomio original no tiene raices multiples porque si
no, la sucesion construida como se va a explicar a continuacién, no tendria por qué
cumplir las condiciones impuestas en la definicion, concretamente no se podria
garantizar que se verificaran ni iii) ni iv). En consecuencia, la sucesion no serviria para
contar raices.

Sucesion de Sturm

Py (X) = p(X)
P (x) = p'(x)
Po (X) = pl(X)Q1(X) + rl(x) = P, (X) = _rl(x)

P, (X) = p,(X)d, (X) +1,(X) = Ps(X) =—1,(X)

Ps3(X) = Py, (X)s, (X) + 1, (X) = pgy(X)=-T,(X)
ps—z (X) = ps—l(x)qs—l(x) + rs—l (X) = ps (X) = _rs—l(x)

La sucesion anterior es finita porque, por el Algoritmo de Euclides, sabemos que el
grado del resto en cada una de las divisiones euclideas es inferior al grado del divisor.
Esto significa que el grado de los polinomios de la sucesion construida decrece en, al
menos, una unidad en cada paso. Como partimos de un polinomio de grado n (finito),
habra un momento en que el resto de la division es un polinomio de grado cero (una
constante), que ademas sera no nulo porque coincidira con el los polinomios de los que
partimos po(x) = p(X) y p1(X) = p"(X) no tienen ningun factor comin puesto que el
polinomio original estamos dando por supuesto que no tiene raices multiples.

Es imprescindible mostrar la construccion de la sucesion anterior con un ejemplo.
Ejemplo.- Construir la sucesion de Sturm para el polinomio p(x) = x* + 3x* — 1.

po(X) = p(x) = x> +3x* — 1
p1(X) = p"(X) = 3% + 6X

x*+3x* -1 3x° + 6x
-x*-2x° E
3 3
x2 -1 =r1,(X)=-2x-1= p,(X) =—r,(X) =2x +1
- x> —2x
-2x-1
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pa(x) =2x +1

3x% 4+ 6x \ 2x +1

—3x2—§x 3x+2
2 4

9 9 9
EX :>r2(x):_Z:>p3(X):_r2(X):Z

9. 9
- X——
_2 4

| ©

N

9
p3(X) = Z

Y aqui finaliza la construccion de nuestra sucesion de Sturm, luego, en este caso s =3y,
obsérvese que, efectivamente ps(x) = ps(x) no se anula nunca. Podriamos evitar operar
con numeros racionales porque cualquier término de la sucesion es susceptible de ser
multiplicado por cualquier nimero real positivo: las raices de p(x) y de k.p(x) son las
mismas sea quién sea el numero real k, pero jojo! Como posteriormente contaremos
variaciones de signo, es trascendental que este factor sea positivo. De esta forma la
ultima division podia transformarse en esta otra mucho méas cémoda:

6x% +12x \2x+1

—6x°> —3x 3x+9
ox
(x2) 18x
-18x-9
-9

=) =-9=p;(x) =-r,(x) =9

Personalmente, aconsejo no hacerlo a no ser que aparezcan calculos realmente tediosos.
En el resto de actividades que proponga y realice en este trabajo no voy a hacerlo.

Una vez que los alumnos conozcan como se construye la sucesion de Sturm,
ensefiémosles como se utiliza para contar y separar raices de polinomios. Recordamos
que en el curso anterior (Primera Parte de este trabajo) proporcionamos una cota para
las raices de polinomios de grado tres:

2
M= | 22| 2%
a3 a3
Para nuestro polinomio, obtenemos la siguiente cota:

2
M = (gj L 3*-0=[3=3
1 1



Luego las raices reales del polinomio anterior se encuentran en el intervalo [-3,3]. S6lo
importa lo que ocurre en este intervalo, considerando los valores enteros que tenemos en
ese intervalo, hacemos la siguiente tabla:

P () =x°+3x* -1 p,(x)=3x"+6x p,(X)=2x+1 py(x)=9 | w(x)
-3 Po (_3) =-1 P, (_3) =+9 P, (_3) =-5 + 3
-2 Po(—2) =+3 p(=2)=0 p,(-2)=-3 + 2
-1 P (1) =+1 p,(-1) =-3 p,(-1)=-1 + 2
0 Po(0)=-1 p,(0)=0 p,(0) =+1 + 1
1 P, (1) =+3 p, (1) =+9 p,(1) =+3 + 0
2 P, (2) =+19 p,(2) =+24 p,(2) =+5 + 0
3 P, (3) =+53 p, (3) = +45 p,[B) =+7 + 0

La tabla anterior recoge explicitamente todas las expresiones que se estan evaluando
pero no es necesario ser tan minucioso, realmente solo interesan los signos de las
evaluaciones de los polinomios de la sucesion de Sturm. Asi que, a partir de ahora
veremos algo de la forma:

Po(X) Pi(X) P (X)) Ps(X) | W(X)
-3 - + - + 3
-2 + 0 - + 2
-1 + - - + 2
0 - 0 + + 1
1 + + + + 0
2 + + + + 0
3 + + + + 0

También las dos Gltimas filas de la tabla anterior son redundantes: cuando el nimero de
variaciones de signo es nulo, ya se han localizado todas las raices reales y carece de
sentido seguir evaluando los signos de la sucesion en otras X’s.

w(-3) —w(-2) = 1, el polinomio posee una raiz real en el intervalo [-3,-2].
w(-1) —w(0) = 1, el polinomio tiene otra raiz en el intervalo [-1,0].
w(0) —w(1) = 1, el polinomio tiene la tltima raiz en el intervalo [0,1].

Los alumnos deben observar que gracias al Método de Sturm, somos capaces de
averiguar el namero de raices reales que tiene un polinomio y donde se encuentran estas
raices. Proponemos la siguiente definicion:

Definicidn.- Se llama separacion de las raices de un polinomio al procedimiento por el
que se proporcionan distintos intervalos de nimeros reales que contienen una, y s6lo
una, raiz de dicho polinomio.

Por ejemplo, lo que hemos conseguido anteriormente.
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Representemos el polinomio anterior con Geogebra para confirmar las conclusiones
obtenidas analiticamente.

Sugerimos realizar unos ejercicios como los siguientes cuya resolucién adjuntamos.

Solucién:




La Unica raiz pertenece al intervalo [-2,—1]. Comprobémoslo con Geogebra.

:!_
l‘I_
plz)=2+2 4742
-I:! -IE -I'1 o] 'I1 é :I!
14
-2 4
-3 4
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Ahora comprobémoslo con el programa Geogebra:




plr) = —6x* + 2r* + 8r + 1

-2

También nos parece conveniente que los alumnos aprendan a contar raices en intervalos
no acotados para responder, por ejemplo y sin lugar a dudas, cuantas raices positivas o
raices negativas tiene un polinomio. Para ello es necesario que los alumnos comprendan
el comportamiento de los polinomios cuando los valores de x tienden a +o 0 —0. No es
cuestion de que comiencen a calcular limites de forma rigurosa, sera suficiente que
conozcan que ese comportamiento lo determina el coeficiente principal del polinomio.
Junto con la regla de los signos y las igualdades:

(o)™ = (o) =0

(+00)" =+o0,¥VneN

Y planteamos un ejercicio como el siguiente:

4) Calcular el nimero de raices positivas y el nimero de raices negativas del polinomio
p(x) =3x* =5x°> +2x* +x-5

Solucioén:

P, (X) = p(x) =3x* —5x* +2x* + x5
p,(X) = p'(x) =12x° —15x* + 4x +1
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_ - 2 -
pl) =3 -5 + 27 + 2 -5

- -4 -2 o 2 4

Parece que llegados a este punto seria conveniente completar la materia que
proponemos con algin método iterativo que permita aproximar el valor de las raices. Ya
que han tenido que aprender a calcular el polinomio derivado para construir la sucesion
de Sturm, propongo incluir el Método de Newton-Raphson. Inicialmente habia pensado
en el Método de Biseccion por su simplicidad, pero aprovechando la materia vista creo
que es mucho mejor ensefiarles el Método de Newton-Raphson que, ademas tiene
convergencia cuadratica bajo ciertas condiciones. Asimismo, los ejercicios que deben
plantearse no deben involucrar a polinomios que posean raices multiples, esto garantiza
que p(x) y su derivada no tienen raices comunes, es decir, el denominador de la funcion
de iteracion del método no se podra anularse, que es otro posible inconveniente del
método.

61



2.4 Método de Newton-Raphson

Antes de nada, tendremos que explicar cual es la filosofia de un método iterativo en la
resolucion de ecuaciones no lineales porque es una materia totalmente novedosa para
ellos. Ademas, personalmente me gusta definir las partes de las Matematicas que se
abordan en clase, asi que, aunque sea solo de manera oral, aconsejo incluir la siguiente
definicién que es muy personal y por ello, tal vez poco rigurosa y ortodoxa:

Definicidn.- Se conoce por Calculo Numérico a la parte de las Matematicas que se
ocupa de la busqueda y el estudio de caminos alternativos para resolver problemas que
no pueden ser resueltos por los métodos tradicionales.

Por ejemplo.- En la ecuacion x — sen(2x) = 0, no puede despejarse la incdgnita x por el
camino tradicional (lo que estd sumando, restando, multiplicando, dividiendo en un
miembro, pasa para el otro miembro, restando, sumando, dividiendo, multiplicando,
respectivamente; elevar al cuadrado los dos miembros, etc.), es en ese momento en el
que aparece el Calculo Numérico para proponer y estudiar otros métodos que permitan
resolver la ecuacion.

En este contexto, propongo que se les defina lo que es un método iterativo para resolver
una ecuacion. Creo que en estos momentos no debemos ser muy rigurosos, el objetivo
es que comprendan la idea general y el espiritu de lo que queremos conseguir.

Definicién.- Llamamos método iterativo a un algoritmo que permite construir una
sucesion convergente cuyo limite es la solucién de la ecuacion que se esta buscando.

Asi gque los alumnos tendran que comprender que seremos capaces de construir un
método que a su vez proporcionara una sucesion (concepto incluido en el curriculum ya
en 3° E.S.O.) y cuyo limite sera la raiz de un polinomio, que por no ser ni entera ni
racional y, por tener el polinomio grado mayor que tres, no tenemos otro camino para
localizarla.

El aspecto de los métodos iterativos es el siguiente:

XO
Xn+l = f(xn)

A Xo lo llamaremos semilla y a la funcion f(x), funcion de iteracion. Les pondremos un
ejemplo para que entiendan como se realizan las evaluaciones y se calculan los términos
de la sucesion.

Xo =1

Por ejemplo.- 1
Xn+l_
X +1

n

Y a partir de esta definicion, construimos los primeros términos, cuatro o cinco, por
ejemplo:
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Xlzizlzo’s
1+1 2
Xz=11:;=§=0,6
1+- —
2 2
X3 = 122%:§=0,6
1+ = >
3 3
1 1 5
=——=—=-—=0625
“=73787 8
1+- —
5 5
1 1 5 ,
=——=_"=—=03846153846--
=513 13
1+- —
8 5

Se les explicara que cuantas méas evaluaciones hagamos mas cerca estaremos de la
solucion buscada. He escogido el Método de Newton-Raphson por dos razones. La
primera es una cuestion funcional, dado que los chicos ya saben hacer la sucesion de
Sturm, la funcién de iteracion estd practicamente construida (s6lo hay que hacer el
cociente de los dos primeros elementos de la sucesion de Sturm y restarlo al término
anterior). La segunda es el orden de convergencia del método, este concepto no sera
necesario contarlo en el aula, pero nos aprovecharemos de la convergencia cuadréatica
del método para que observen buenos resultados del método con pocas iteraciones.

Ahora se les definird el Método de Newton- Raphson. Dado un polinomio p(x) = po(X),
consideremos su polinomio derivado p“(x) = pa(X).

Método de Newton-Raphson:

~ p(x,)
p(x,)

n+tl = “n

La Unica cuestion que queda por aclarar es quién es Xo, propongo que si al valor no es
muy complicado tomen como semilla el punto medio del intervalo que han encontrado
gracias a la sucesion de Sturm. También pueden valorar arrancar de alguno de los
extremos del intervalo, pero en principio tomaremos su punto medio.

Como ejemplo me parece apropiado comenzar por el del apartado a) del ejercicio 3) del
epigrafe anterior que ya han visto en que intervalo esta la raiz [-2,-1] y ademas se trata
de una raiz Unica.
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pP(x) = x>+ x> +x+2 X, =15
P (X) = p(X)=x}+ x> +x+2F = B
p,(X) = pP'(X) =3x* +2x+1 "
X, =-15
= CBXS 42X+ X, — Xy —Xp =X, — 2
e 3x2 +2x, +1
X, =—15
x, = ~13684211
X, = ~13533942
X, = —135321
x, = ~135321

El método se ha estabilizado tan sélo en cuatro iteraciones. Téngase en cuenta que los
calculos los he realizado con una calculadora CASIO fx-82B, jmuy antigua! tan sélo con
ocho cifras significativas; es muy probable que con calculadoras mas actuales sea
necesaria una iteracion mas hasta que se estabilice. En cualquier caso, se podra explicar
a los alumnos que hemos sido capaces de obtener una aproximacion muy buena de la

solucién buscada.

Recuperemos la representacion gréafica que hicimos con Geogebra y efectuemos unas
ampliaciones alrededor de la raiz para que se observe graficamente lo que hemos

obtenido analiticamente:

3 2
X X X +t2 e

3x2 +2x, +1

3 2
_2X X, =2

n+l

¥ k| 2
plrl=a"+x"+x+2

S 3xZ4+2x, +1

/
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plr)=2"+ 22+ 42

-1.5 -1.45 -1.4 35 -1.3 -1.25 -1.2 -1.15 -1.1 -1.05 -1

Propongo un ejercicio para que practiquen la construccion de la sucesion de iteracion de
Newton-Raphson teniendo en cuenta que, la expresion de la funcién de iteracion que
provoque el polinomio, no sea muy complicada.

Solucién:
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Como el enunciado dice que la raiz real es Unica y positiva comencemos evaluando la sucesion de
Sturm en los valores enteros:

Por tanto, la raiz del polinomio se encuentra en el intervalo [2,3]. Construyamos el Método de
Newton-Raphson:

Graficamente:

2_

plry =o' — 4’ + 40 — 2
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2.5 Inecuaciones

Otro apartado que se recoge en los contenidos de 4° E.S.O. es el planteamiento y
resolucion de inecuaciones de primer grado y grado superior a dos. La resolucion de una
inecuacion pasa por encontrar las soluciones de la ecuacion correspondiente; de hecho,
la manera en que se explica como resolver las inecuaciones, consiste en buscar las
soluciones de la ecuacion y a partir de ellas construir una tabla en la que se indican los
signos de cada uno de los factores del polinomio en cada una de las regiones en que
queda dividida la recta real por las soluciones para, finalmente, deducir el signo del
polinomio usando la regla de los signos. Algo del tipo siguiente:

Resolver: x> +3x—-10>0

—-3+7
) ~3£49+40 -3+7 | XTT5  ©X=2
X°+3x-10=0=x= = = _324
2 2 X=——&x=-5
2
X2 4+3x=10=(x—2)(x+5)
- L 2 L 4 +00
-5 2
X-2 - - ¥
X+5 - + +
(-2 + : :

Otra vez, si no se construyen las inecuaciones intencionadamente preparadas para que
las soluciones sean enteras, cuando los alumnos se enfrenten a inecuaciones de grado
superior o igual a dos, seran incapaces de resolverlas y esto no es una vision realista de
los problemas que aparecen en la Naturaleza. Cabe destacar que la resolucion de
inecuaciones esta intimamente relacionada con la obtencion de dominios de funciones,
por esto es necesario que los chavales aprendan a resolver inecuaciones cualesquiera ya
que, el propio desarrollo posterior de las Matematicas requerira de ellos estos
procedimientos.

No me parece oportuno desarrollar ni la teoria ni los ejercicios correspondientes a las
inecuaciones, solo pretendo destacar que este tema atafie directamente a la resolucion de
ecuaciones polindmicas. Al fin y al cabo, tanto ecuaciones como inecuaciones definen a
un tipo de conjuntos conocidos como conjuntos semialgebraicos.
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3) Maés alla de la E.S.O. Introduccién a la Geometria Semialgebraica

Para finalizar este trabajo, vamos a introducir los conceptos elementales de la
Geometria Semialgebraica, algin resultado que se obtiene en esta disciplina y distintas
aplicaciones que permiten resolver problemas planteados en mudltiples campos.
Obviamente, esta parte no es susceptible de ser explicada en las aulas de secundaria,
constituye una guia de por donde podria profundizarse en el estudio de los conceptos
que se han desarrollado en las partes anteriores.

Como se indico anteriormente, nuestro libro de referencia es el Benedetti, R. & Risler,
J.J. [2], por esto, antes de otra cosa, me gustaria incluir algunos resultados que se
recogen en él, concernientes a posibles cotas de las raices reales de un polinomio y a la
separacion de las mismas.

3.1 Cotas y separacion de raices

En principio, consideraremos un polinomio ménico p(x) € R[x] y o € R, una raiz del
mismo:

p(X) =x"+a, X" +a, X" -+ a,x® +ax+a,
(3.1) Lema.- «Se cumple que |a| <1+ Sup{[a|/i e {0,1,...,n-1}}».

Nota.- No inclui esta cota en los contenidos ofrecidos a los alumnos de secundaria
porgue en muchas ocasiones no es muy Util, es decir, no es muy efectiva.

(3.2) Lema de Lagrange-McLaurin.- «Sea m =Sup{i/a, <0}y B = Sup{-a,/a, <0},
(si no existiera ningln coeficiente negativo, sea B = 0; entonces,

a<l+ B%*m ».

(3.3) Lema de Cauchy.- «Sean iy,..., ir los subindices correspondientes a los coeficientes
negativos; entonces, se tiene que

a< Sup{ (r‘aik ‘)/]/”“k Ike{l,... r}} ».

g

-1
(3.4) Lema.- «Si a0¢0:>|a|2(1+8up{ . /ie{O,l,...,n—l}H ».

Por ejemplo.- Sea el polinomio p(x) = x® — 12x* — 2x*+ 37x* + 10x — 10, obtengamos
cotas para las raices reales segun los resultados anteriores.

0

(3.1).- Sup{-12||-2}[37|,[19
conscientemente no inclui en los contenidos que pueden ser desarrollados en la E.S.O.

~10/}=37=|0| <1+37 < a «(~3838), ésta es la cota que
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porgue no ayuda mucho a separar las raices y preferi aportar otro, aunque tiene la
limitacion que es s6lo utilizable para polinomios cubicos.

(3.2).- m=5up{4,3,0=3yB ={12,2,10 =12 = o <1+12764 =1+1272 =1+ /12 ~ 4464

Esta segunda cota es mas interesante que la anterior, ahora bien, no sé si seria excesivo
incluirla en un curso de Secundaria.

(33)- i, =4,i, =3,i, =0 = r =3y Sup3}-12)/6+, (3} 2]+, (3)-10)%-0 |-
— Sup(\/36,3/6,%/30 = Sup{6,1'817,1'763 = 6

al)i e{0,1,...,n—1}}:Sup{|_12H e |,|—10|}:3-7

3.4).-
(3.4) Sup{ -10['|-10['|-10|-10['|- 10|

0

Luego: || > (1+37)" ~0213.

Asi, haciendo uso de todas las cotas obtenidas sabemos que:
o e(-38-0213)U(02134'464)

También me gustaria hacer referencia a otro resultado que aparece en el libro y que fue
explicado por D. Francisco de Asis Vicente Ruiz en la asignatura de Complementos de
Matematicas.

(3.5) Teorema.- «Sea L € R tal que la derivada i-ésima p” (L) >0,0<i<n, entendiendo
la derivada 0-ésima como el propio polinomio, entonces ¢ < L ».

Podria ser explicado en 4° E.S.O. puesto que los alumnos han aprendido a derivar
polinomios para construir la sucesion de Sturm, no obstante, no consideré oportuno
incluirlo porque seria extender demasiado la materia, preferi hacer hincapié en otros
contenidos.

Ademas me parecieron muy interesantes los siguientes resultados que permiten realizar
separaciones de las raices de un polinomio con coeficientes enteros de forma mucho
mas eficiente. Sea pues p(x) € Z[X],

p(x)=a x"+a, X" +a X" +---+a,x* +ax+a,

Consideremos las raices de p(x), aunque tengamos que buscarlas en C, a,,...,«, ,
definimos: sep(p) = Inf

o —a]:0<i<n0<j<nizj.

(3.6) Proposicién.- «Sea C :\an\+8upﬂai\/os i< n}; entonces, si p(x) posee solo raices

simples, sep(p) > 2(2c) ™" 72 ».
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Ahora la cota inferior del diametro de las raices puede mejorarse, para ello se requieren
las siguientes definiciones.

n

L(p) =[] +[as| + -+ [ag | = 3 [a]

i=1

M(p)=a,|]] Max{1, e |} donde «,,..., a, son las partes realesde las raices.

I<i<n

Puede probarse que M (p) < L(p). A partir de estas definiciones pueden probarse las
siguientes cotas inferiores para la menor diferencia entre dos raices cualesquiera del

polinomio:

(3.7) sep(p) > 7 V3 )
n 2(M(p)"
(3.8) sep(p) > (M)L

n 2(L(p)"

Nota.- Entre las dos cotas anteriores, la mejor es la primera, por ser mayor, puesto que
L(p) es mayor que M(p); no obstante, es mas costosa porque requiere el conocimiento
de las raices del polinomio y, generalmente, nos interesa construir la cota a priori, sin
saber las raices.

En las condiciones anteriores, dado p(x) € Z[x] sin raices multiples, si M es una cota
superior del valor absoluto de las raices y m es una cota inferior para sep(p), podemos
construir los siguientes algoritmos:

Método de Kronecker

i) Dividase el intervalo [-M,M] en 2M/m (l;,li+1) de longitud m.

i) Evaluese p(l;).

i) Si p(l) =0, p(l,) =0, evaltese p(l;) p(l..,)

) Si p(l,)p(l;,;) <0= 3Traizrealen(l,1.,,)

iv
Si p(l,)p(l.,;) > 0= noexisteraizrealen (l,,1,,,) porque m < sep(p)

Método de Sturm

) Constrayase la sucesion de Sturm po(x), p1(X),..., pr(X). Si x € R, denotamos
por w(x) al namero de variaciones de la sucesion po(x), p1(X)...., pr(X).

i) Seaxo=-M, x; =Myw=w; =w(Xg) —W(X1). Si w = 0 entonces p no tiene
raices reales. Si w = 1, entonces p posee una Unica raiz real en (Xo,x1] y el
algoritmo concluye.

i) Siw > 1, seax; = (Xo+ x1)/2 (en el primer paso en que acudamos a este punto

X2 = 0). Considérese w, = W(Xg) — W(X2) Y W3 = W(Xz) — W(X;1) y vayase al paso
anterior primeramente con W = W, Xo = Xo Y X1 = X2 Yy seguidamente con w =
W3, Xo = X2 Y X1 = X1.
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El algoritmo finaliza cuando todos los valores de w; son 0 6 1.

3.2 Resultantes y discriminantes

Veamos como se puede definir, de forma general, lo que conocemos como
discriminante de una ecuacion, el clasico b® — 4ac de las ecuaciones de segundo grado.

(3.9) Definicién.- Sean polinomios p(x)=a, +a,x+---+a,x" y q(x) =b, +b,x +---b, x"

que tienen coeficientes en un anillo conmutativo cualquiera A, llamaremos resultante de
p y g al determinante de la siguiente matriz (matriz de Sylvester) M(p,q) de orden p + q
que denotaremos R(p,q):

a, a a, 0 O
o - 0 — qfilas
0 0 a, a a

M(p.q) = '
b, b b, 0 0
0 0 — pfilas
0 0 b, b b,

Por ejemplo.- Sean los polinomios p(x) = 2x> + 4x% + 6x + 8 y q(X) = X% + X +1,

86 420
086 4 2
M(p,g)=|1 1 1 0 0
01110
00111

Su determinante seria el resultante de p y g que no voy a calcular.

(3.10) Definicion.- Dado un polinomio p(x)=a, +ax+---+a,x" , llamaremos

discriminante de p y lo denotaremos por D(p) a:

0 Si ap:O

D(p) = iR(p,p’) si a, #0
a

p

Por ejemplo.- Dado el polinomio p(x) = x® + 4x* + x + 9, el discriminante de p ser4 el
determinante de la siguiente matriz:
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M(p,p)= teniendo en cuenta que p’(x) = 3x* + 8x + 1.

o O, O ©
o © ©
R 0 W, A
0w o A~ PR
Ww o o kr o

Veamos otros ejemplos que tienen un cardcter mas general e ilustran la utilidad de las

definiciones anteriores.

[1] Sea el polinomio p(x) = ax® + bx + ¢, calculemos su discriminante:

c b a c b a

M(p,p)=|b 2a 0 |=R(p,p)=b 2a 0|=4a’c+ab?-2ab®=4a’c—ab’=
0 b 2a 0 b 2a
0 si a=0 0 si a=0

= D(p)= §(4azc—ab2) Si a¢0©D(p)={4 b2 si a=0

que es el radicando (aunque cambiado de signo, pero no importa porque lo que
trasciende es cudndo se anula) que aparece en la expresion de las soluciones de una

ecuacion de segundo grado.

[2] Sea el polinomio p(x) = x® + px + q (que provoca una ecuacion del tipo de Bombelli,

que hemos llamado en su momento), veamos cual es su discriminante:

qg p 010 g p 0 1 0
0 g p 01 0 g p 0 1
M(p,p)=/p 0 3 0 O0|=R(p,p)=p 0 3 0 0=
0 p 030 0 p 0 30
0 0 poO03 0 0 p 03
= {desarrollemos por loselementosde la primeracolumna} =
qg p 01 p 0 1 0
:q-(_l)hl?) 3 (3) 8+p(_1)3+1c; g (3) é:{FA_H:A_m:l y F,—>F,-3F}=
0 p 03 0 p 03
q p 01 p 0 1 0
0 3 00 q p 01
e 0 30 p 0o 30°
-3q -2p 0 O -3q -2p 0 O
0 3 0
= {ahora, desarrollanos por loscoeficienesde la tltima columna}: q.1.(-D** p 0 3+
-3q -2p O
p 0 1
=+p(-D**| p 0 3 ={RegladeSarrus}=—q(-27q)+ p(72p2 +6p2):4p3 +279* =
-39 -2p O

= D(p)=%(4p3+27q2)© D(p) =4p® +27q°

Cuya region, en funcion de los coeficientes p y q, fue representada en el final

epigrafe 2.2.
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3.3 Lema de Thom

Ahora me gustaria introducir este resultado que establece un puente entre las raices de
polinomios y ciertas propiedades topoldgicas que verifican esas raices. Previamente,
definiré el concepto béasico de la Geometria Semialgebraica.

(3.11) Definicién.- Un subconjunto semialgebraico de R" es un subconjunto de la
forma:

X =Uﬁ{)‘<=(xl,...,xn)e R/ p,;(X,....x, )%, Ofendonde, ; e {=,<,>}y p,, (X,..., X, )
son polinomios en n variables.
Observaciones:

1) Se trata de uniones de soluciones de sistemas de ecuaciones e inecuaciones de
n variables.

2) Por definicion la clase de los conjuntos semialgebraicos es cerrada para
uniones finitas, intersecciones finitas y complementarios.

3) Seria posible quedarse en la definicion con s6lo uno de los signos de la
relacion de orden < 0 >.

Ahora centrémonos en el caso de polinomios en una sola variable y para una familia
concreta de polinomios, un caso muy particular de conjuntos semialgebraicos.

(3.12) Lema de Thom.- «Sea una familia finita de polinomios F = {pa,..., px} de R[X] ¥

supongamos que cualquier derivada pj) e F, sea X cualquier conjunto de R de la
forma:

X =ﬂ{XG R/p; *, O}donde * € {=,<,>)

Entonces, X es conexo, luego se da una de las posibilidades siguientes:

i) X=

i) X = {un unico punto} (necesariamente debe haber una igualdad en alguno de
los conjuntos de la interseccion anterior

i) X es un intervalo no trivial

Es mas, la adherencia de X se obtiene reemplazando los menores y mayores estrictos
por menores o iguales y mayores o iguales (relajando las desigualdades)».

Este Lema garantiza que las soluciones de cualquier sistema de ecuaciones e
inecuaciones polindmicas en una variable son un intervalo en R (y, por tanto, un
conjunto semialgebraico). Pero vamos a ahondar un poco mas pensando en polinomios
de varias variables.
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(3.13) Teorema.- «Sea A un subconjunto semialgebraico de R™y n: R™ — R" la
proyeccion al espacio de las primeras n coordenadas; entonces, 7(A) es un subconjunto
semialgebraico de R"».

Por poner un ejemplo de secundaria del teorema anterior, en primero y segundo de
Bachiller de Ciencias Sociales se estudian problemas de Programacion Lineal, en ellos
se construyen regiones factibles en cuya frontera se encuentran los 6ptimos de funciones
lineales; este teorema garantiza que la proyeccion sobre los ejes de esas regiones
factibles (politopos) necesariamente tienen que volver a ser conjuntos semialgebraicos.
Si proyectamos una region factible del plano sobre uno de los ejes necesariamente sera
un intervalo o un punto. Ademéds, como consecuencia de este teorema puede
demostrarse que el interior y la adherencia de cualquier conjunto semialgebraico vuelve
a ser semialgebraico.

Pero ahora vamos a abordar un resultado, en principio, insospechado, por lo menos para
mi, que conecta la Geometria Semialgebraica con la Ldgica.

3.4 Teorema de Tarski-Seidenberg

(3.14) Definicion.- Llamaremos cuerpo real cerrado a un cuerpo F que no admite
extensiones reales algebraicas no triviales o, equivalentemente, existe un orden en F
para el que los elementos positivos de F son cuadrados en F y todo polinomio de grado
impar de F[x] tiene una raiz en F.

Por ejemplo.- R es un cuerpo real cerrado o Ryyg, €l conjunto de los nimeros reales
algebraicos sobre Q es también un cuerpo real cerrado.

El Teorema de Bolzano es extensible a los cuerpos reales cerrados para polinomios
cuyos coeficientes pertenecen a ese cuerpo.

(3.15) Teorema.- «Sea F un cuerpo real cerrado y sea p(x) € F[x], sean a < b ¢ F tales
que p(a)p(b) < 0, entonces, existe un ¢ € F tal que p(c) = 0».

Teorema de Tarski-Seidenberg.- «Sea F un cuerpo real, sean pi(x,Y) polinomios en n+1
variables con coeficientes en F, para cada i = 1,..., s donde Y = (yi,..., ¥n) Y Sea, para
cadai=1,..., s, e {=<,>}; entonces, existe una combinacion booleana B(Y) (es decir,
una composicién finita de disyunciones, conjunciones y negaciones) de ecuaciones e
inecuaciones polinomiales en las variables y;,..., y, con coeficientes en F tal que para
todo cuerpo real cerrado R que contiene a F y para todo y € R", el sistema

P, (X, y)* O

P (%, y)*, 0

tiene una solucion x € R si y sdlo si B(y) es verdadera en R».
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No me preocupa tanto el enunciado en si, sino lo que de él se desprende y que podré
traducir mas adelante. No obstante, queria mostrar una version del Principio de Tarski-
Seidenberg para ver que estd intimamente ligado (como puede intuirse) con los
conjuntos semialgebraicos.

Ahora bien, para describir conjuntos semialgebraicos sera necesario utilizar formulas
que involucran igualdades y desigualdades polinomiales, junto con cuantificadores
V (universales) y 3 (existenciles) . Concretamente una formula de primer orden del

lenguaje de cuerpos ordenados con parametros en R, es una cantidad finita de
conjunciones (intersecciones), disyunciones (uniones), negaciones y cuantificadores
universales y existenciales sobre variables, empezando con férmulas atémicas del tipo
p(X1,..., Xn)*0 donde *e {=,<,>}y p es un polinomio con coeficientes en R. Las variables
libres de la férmula son aquéllas no afectadas por cuantificadores. Denotaremos por
L(R) al lenguaje de primer orden con parametros en R.

Nos hemos metido en cuestiones de Logica que fueron abordadas en la asignatura de
Complementos de Matemaéticas, en la parte impartida por el doctor D. Fernando Sanz
Sanchez, y es en esta disciplina en la que aparece una de las aplicaciones mas
sorprendentes de la Geometria Semialgebraica y que trataré de explicar a continuacion.
Del Principio de Tarski-Seidenberg se deduce el teorema siguiente:

(3.16) Teorema.- «Sea una formula de primer orden de L(R), ®(X,..., X,) con variables
libres Xy,....xn; entonces, el conjunto {(Xi,....Xn)eR" @(Xy,....X,)} €s un conjunto
semialgebraico».

Y, a partir de éste, se puede probar:

(3.17) Teorema de eliminacion de cuantificadores.- «Sea ® una férmula de L(R);
entonces existe una formula libre de cuantificadores ¥ de L(R) con las mismas variables
libres xi,...,x, que ®, tal que para toda extension real cerrada K de R y para todo
(X1,....%n) € K" se cumple que: (X, ...,Xn) < P(X1,... . Xn)».

En definitiva, la construccion de los conjuntos semialgebraicos ha permitido elaborar
férmulas en las lo6gicas de primer orden que carecen de cuantificadores equivalentes a
otras originales que si los tenian. De esta forma, bajo ciertas condiciones puede
suponerse que una formula de primer orden no tiene cuantificadores. Esta es una
aplicacion puramente matematica 0 metamatematica (me atreveria a decir).

Para finalizar me gustaria indicar que la Geometria Semialgebraica tiene multiples
aplicaciones en campos tan variados como la biologia molecular, el procesamiento de
sefiales, disefio asistido por ordenador, la estadistica, la teoria de juegos o la robotica
entre otros. Centrandonos en esta ultima, por ejemplo, ciertos problemas han motivado
el estudio de ciertas propiedades topologicas de los conjuntos semialgebraicos como la
conexion. El problema general consiste en guiar a un robot entre dos puntos en un
ambiente con obstaculos. La cuestion es determinar si existe un camino que evita los
obstaculos y, si existe, construirlo algoritmicamente. En el mayor nimero de casos, las
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restricciones para los movimientos del robot se plantean en términos de igualdades y
desigualdades polinomiales y el conjunto en que se pueden elegir los pardmetros para
moverlo es semialgebraico.
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