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Resumen: en el presente trabajo se ofrece un recorrido explicativo por las
diferentes versiones del Teorema de Incompletitud presentado por el I6gico Kurt Godel.
La primera seré la més sencilla, la cual se demuestra a través del teorema propuesto por
Tarski. En segundo lugar veremos una demostracion de incompletitud para un sistema
aritmético basico con suma, multiplicacion y exponenciacion, para posteriormente
demostrar que es posible llevar a cabo la demostracion en un sistema equivalente que
prescinde de la exponenciacion. Mostraremos también la demostracién de Godel para los
sistemas que ¢l denominara w-consistentes y finalizaremos con la demostracion de
incompletitud que ofrece Rosser a través de una nueva formula diferente a la empleada

por Godel.
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Introduccién

El Teorema de Incompletitud, publicado en 1931, propuesto por el légico,
matematico y filésofo austriaco Kurt Godel (1906 — 1978) ha tenido una relevancia
fundamental en la l6gica del s. XX. Dada la popularidad del resultado y la existencia de
diferentes versiones del teorema es frecuente encontrar referencias imprecisas, inexactas
o directamente erréneas. Durante el desarrollo de este trabajo vamos a ir recorriendo las
diferentes versiones de este teorema, desde la mas sencilla de demostrar, a través del
teorema propuesto por el légico polaco Alfred Tarski (1901 — 1983), hasta la version
ofrecida en 1936 por el lIdgico estadounidense John Barkley Rosser (1907 — 1989).
Ademas, iremos explicando cada una de las demostraciones paso a paso con la intencién
de esclarecer los procesos que nos llevan a afirmar la incompletitud de los sistemas

aritméticos.

Las diferentes versiones de las que iremos hablando se iran sucediendo desde las
maés débiles y sencillas de entender, en las que asumimos condiciones mas fuertes, hasta
versiones mas fuertes en las que asumimos condiciones cada vez mas débiles, pero que a

su vez son mas complejas de entender.

En el primer apartado vamos a ofrecer una primera idea de los elementos basicos
que necesitamos para posteriormente aplicarlos a los casos concretos que nos lleven hasta
las diferentes versiones de la demostracion de incompletitud de los sistemas. Ademas,
veremos dos versiones abstractas de los dos primeros teoremas, el propuesto por Tarski
y uno que combina las ideas de Tarski con las propuestas por Godel. En el segundo
apartado comenzamos a aplicar estos elementos basicos a un caso concreto, el del

lenguaje Z&, un lenguaje de primer orden estandar pensado para la aritmética, lenguaje

para el que estableceremos una formulacion precisa del Teorema de Tarski.

Los dos siguientes apartados consistiran en la demostracién de incompletitud del
sistema P.E, es decir, un sistema conformado por la Aritmética de Peano con el afiadido
de unos esquemas de exponenciacion. Para este sistema veremos una formulacion
concreta del Teorema de Godel-Tarski. Posteriormente demostramos que la
exponenciacion es superflua y que la Aritmética de Peano solo con la suma y la

multiplicacion (sistema al que nos referiremos como P.A.) es equivalente e igualmente
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vélida para esta demostracion. Veremos entonces la demostracion de la incompletitud de
este sistema a través del teorema genuinamente propuesto por Godel, el Teorema G. En
este se empleara la consistencia simple de los sistemas y ¢l concepto de la w-consistencia
de estos introducida por Godel. Demostraremos la incompletitud de este sistema a partir

de la demostracion de incompletitud de su subsistema mas basico.

Por dltimo, en el sexto apartado, veremos la version que ofrece Rosser de la
demostracion de incompletitud empleando una sentencia diferente a la utilizada por
Godel que, pese a ser menos intuitiva, nos ofrece la demostracion del Teorema R, de
mayor fuerza que el Teorema G. En este caso Unicamente se asumira la consistencia
simple de los sistemas, dejando también de lado la w-consistencia necesaria en la
demostracion de Godel. Ademas, realizaremos una breve comparativa de ambas
sentencias. Finaliza el trabajo un apartado con ciertas consideraciones finales que ayudan

a la comprension general de todo lo explicado.
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1. Primeras versiones abstractas del teorema

Para empezar vamos a ofrecer una version abstracta de lo que vamos a ir
elaborando posteriormente en el trabajo. Vamos a describir unos elementos basicos con

los que luego estructurar los razonamientos de Godel. Cada uno de los lenguajes ~’a los

que podemos aplicar el argumento de Godel contiene al menos los siguientes elementos:

e Expresiones: en primer lugar, un conjunto enumerable &; cuyos elementos
se denominan expresiones de %’

e Sentencias: de este conjunto de expresiones obtenemos un subconjunto &
formado por las sentencias de 2 Dentro de las sentencias vamos a resaltar:

0 Un subconjunto @ de & formado por las sentencias demostrables
de #2
0 Un subconjunto ® de & formado por las sentencias refutables de
z

e Predicados: un conjunto .# de expresiones integrado por los llamados
predicados de 2 Informalmente, cada uno de ellos representa o seria el
nombre de un conjunto de numeros naturales.

¢ Una funcidn que se encarga de asignar a cada expresion E y a cada nimero
natural n una expresion E(n). Lo que nos interesa de esta funcion es que
tiene que cumplir la condicién de que para todo predicado H y todo
numero natural n, la expresién H(n) sea una sentencia.
¢Por qué nos interesa? De esta forma vamos a poder tener una sentencia
que predica cualquier predicado de cualquier nimero. Lo explicamos de
forma tan general porque cuando lo aritmetizamos tenemos una funcién
binaria con un ndmero que representa una expresion y un numero que
representa a un numero, y para que esto valga siempre, el argumento de
expresion tiene que poder ser cualquier nimero.

e Sentencias verdaderas: en la primera version, via Teorema de Tarski, se
afiade este elemento, el conjunto .7~ de sentencias compuesto por las

sentencias verdaderas de %
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¢Como con estos ingredientes podemos construir un argumento? Lo primero que
vamos a hacer es introducir una nocion de expresabilidad. A partir de este dltimo
elemento podemos explicar la nocién de expresabilidad en 2 Diremos que un predicado
H es verdadero para un namero n (equivale a decir que n satisface H) si H(n) es una
sentencia verdadera, es decir, H(n) € .7~ Decimos que el conjunto de todos los n que
satisfacen H es el conjunto expresado por H. Por tanto, para cualquier conjunto A de
nameros, H expresa A syss para cada numero n: H(n) € .« n € A. Podemos pues
establecer la siguiente definicion: un conjunto A se denomina expresable en #’si A es
expresado por algun predicado de #? Dado que hay una cantidad infinita enumerable de
expresiones de #; hay una cantidad finita o infinita enumerable de predicados de #; pero
gracias al Teorema de Cantor sabemos que la cantidad de conjuntos de nimeros naturales

es no numerable, es decir, infinita, por lo que no todo conjunto de nUmeros es expresable
en &

La segunda nocién que necesitamos es la de correccién. Esta nocion es muy

importante para las posteriores demostraciones. Por definicion diremos que un sistema %
se denomina correcto si toda sentencia demostrable es verdadera en él, es decir, si @es
un subconjunto de .7~ La importancia de este concepto radica en que, siendo #’un sistema

correcto, nuestro objetivo en la primera demostracién de incompletitud consistird en

encontrar en €l una sentencia que siendo verdadera no sea demostrable en 2

Para poder llevar a cabo las distintas demostraciones también es necesario
introducirnos en la numeracién y la diagonalizacion. Para entender la numeracion,
tomamos g como una funcion 1 — 1 que asigna a cada expresion E un nimero natural g(E)
que, a partir de ahora, pasara a denominarse “ntmero Godel” de la expresién E. En el
sistema propuesto por Smullyan (1992), que seguiremos aqui, todo numero natural es el
numero Godel de alguna expresion. Para cada n, E,, seré la expresion cuyo numero Godel
es n. ¢Por qué necesitamos la numeracion? Queremos que el lenguaje hable del lenguaje,

y para ello los nimeros de las expresiones son una especie de nombres.

Sin embargo, una formula no puede hablar directamente de si misma, cuando
aplicas un predicado a un namero, puedes hablar de ese niumero, pero una férmula no
puede contener su propio ndmero, por lo que no puede hablar de él. Necesitamos un

mecanismo que le permita hacerlo de forma indirecta, por lo que introducimos ahora la

10
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diagonalizacion, un método que permitiria la construccion de férmulas autorreferentes.
El método de diagonalizacidon que vamos a ver no es el que utiliza Gédel, sino que es una
sistematizacion que se realiza posteriormente con el fin de simplificar. Dada una
expresion En, su diagonalizacion sera la expresion En(n). Los casos que nos interesan son
aquellos en los que En es un predicado, en cuyo caso su diagonalizacion serd un sentencia.
En este caso la sentencia sera verdadera syss el predicado En se satisface por su propio
nimero Godel n. Basandose en esta idea se consigue llegar a una expresion que predique
su propia indemostrabilidad.

Para hacer una oracién que hable de si misma, necesitamos diagonalizar y ademas
poder hablar de la diagonalizacion en el lenguaje. Para cualquier n, sea d(n) es el nimero
Godel de En(n). De esta manera, para poder calcular el nimero Godel de una expresion a
partir de otra necesitaremos la conocida como funcion diagonal del sistema: d(x), la
funcién que aplicada a una expresion nos da el nimero de su diagonalizacion. La
diagonalizacion transforma una expresion en otra, €s una operacion con expresiones, y
eso tiene su paralelo en una operacion con numeros, transforma el nimero de una

expresion en el nimero de otra.

¢Como se articula esto para llevarnos a la demostracion? Si tenemos un conjunto
cualquiera de nimeros naturales A, podremos obtener el conjunto A* formado por todos
los nimeros cuya diagonalizacion esta en A, es decir, el conjunto de todos los numeros n
tal que d(n) € A. De esta forma, por definicion de A*, para cualquier n, se da la
equivalencia n € A* « d(n) € A. Ademas, podemaos definir también a partir del conjunto
de nimeros naturales A, el conjunto A, llamado complementario de A, formado por todos

los nimeros naturales que no estan en A.

Con todo esto vamos a demostrar nuestra version abstracta del Teorema (GT),

Teorema de Godel-Tarski:

Teorema de Godel-Tarski (version abstracta): si el conjunto P* es expresable
en £’y #’es un sistema correcto, entonces hay una sentencia verdadera de #’que no es

demostrable en =

Demostracion: Tomamos H como un predicado que expresa P* en #°(tiene que

existir, puesto que P* es expresable por hipotesis), y h como el nimero Godel de H.

Tomamos G como la diagonalizacion de H, es decir, G es la sentencia H(h). Con estos

11
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elementos mostraremos que G es verdadera, pero no demostrable en %2 Ya que H expresa
P* en #; entonces para cualquier nimero natural n, H(n) es verdadera <> n € P*. Esta
equivalencia vale para todo n, por lo que se mantiene para h. Por tanto, si sustituimos n
por h llegamos a la siguiente equivalencia: H(h) es verdadera «» h € P*. Partiendo de
esto, establecemos que h € P* « d(h) € P « d(h) & P. Habiamos dicho que d(h) era el
numero Gddel de H(h), por tanto, d(h) € P <> H(h) es demostrable en &, y d(h) & P <«

H(h) no es demostrable en % De esta forma tenemos que H(h) es verdadera <» H(h) no
es demostrable en %2 De una forma esquematica este argumento quedaria de la siguiente

manera:

e H(h) es verdadera <> h € P* (H expresa P*)

e heP*«d(h) € P (por definicion de P*)

e d(h) € P <> d(h) & P (por definicion de P)

e d(h) € P < H(h) no es demostrable (por definicion de P)

El bicondicional que acabamos de demostrar, H(h) es verdadera <> H(h) no es
demostrable, nos deja dos opciones, que H sea verdadera y no demostrable en el sistema,
0 que H sea falsa y demostrable en el sistema. Puesto que el sistema es correcto, no es
posible que H sea falsa y demostrable, por lo que sera verdadera y no demostrable en el

sistema. Asi concluye la demostracion del teorema abstracto.

Una sentencia X se considera decidible en #’cuando es o demostrable o refutable
en ese sistema; y se considera indecidible en %’ en otro caso. En funcion de la
decidibilidad de las sentencias que lo conforman, un sistema % puede ser completo,
cuando cada una de las sentencias es decidible en #; o incompleto, cuando alguna de ellas
es indecidible en 2 Teniendo en cuenta estos nuevos conceptos, si suponemos que el
sistema #’satisface la hipotesis del Teorema (GT), una sentencia G es verdadera pero no
demostrable en #; pero ya que G es verdad, tampoco es refutable en #; por lo que decimos

que G es una sentencia indecidible en el sistema %2

Ahora vamos a aplicar este teorema abstracto a casos concretos, y para ello
necesitamos ver que se cumple la condicion basica “P* es expresable”. La hipotesis de
que P* es un conjunto expresable en #; para los lenguajes en concreto que vamos a

estudiar, puede verificarse a través de tres condiciones:

12
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e Gi: para cualquier conjunto A expresable en #; el conjunto A* es
expresable en 2

e Gy: paracualquier conjunto A expresable en ; el conjunto A es expresable
en #

e Ga: el conjunto P es expresable en 2

A partir de G1 y G2 podemos implicar que si A es expresable, entonces el conjunto

A* es expresable en #’también. Por tanto, si P es expresable en #; P* también lo es.

Diremos que En es una sentencia Godel para un conjunto de nimeros A si, o bien
En es verdad y su nimero Godel pertenece a A; o bien En es falsa y su nimero Gédel n
cae fuera del dominio de A. En otras palabras, En es una sentencia Godel para A syss se

cumple la siguiente condicion: En, € .« n € A, es decir, es una sentencia que afirma que

su propio numero Godel pertenece a A.

Vamos a abordar ahora un teorema importante, el Teorema de Tarski, para cuya
demostracién necesitamos un lema auxiliar a partir del cual también podemos demostrar
el Teorema (GT):

Lema (D): para cualquier conjunto A, si A* es expresable en #; entonces hay una

sentencia Godel para A, una sentencia que dice de si misma que pertenece a A; ademas,

si_#’satisface la condicion G1, entonces para cualquier conjunto A expresable en #; existe

una sentencia Godel para A.

Demostracion: tomamos H como un predicado que expresa A* en %, y h como su
numero Gaodel, siendo asi d(h) el nimero Gddel de H(h). Para cualquier nimero natural
n, H(n) es verdadera <> n € A*, por tanto, H(h) es verdadera «» h € A*. Por definicion de
los conjuntos, h € A* < d(h) € A. Entonces, H(h) es verdadera < d(h) € A, y ya que d(h)
es el nimero Godel de H(h), H(h) es una sentencia que dice de si misma que pertenece a

A, es decir, es una sentencia Godel para A. Aqui concluye la demostracién del Lema (D).

A partir del Lema (D) es muy facil obtener otra demostracion muy simple del
Teorema (GT), ya que P* es expresable en %, segun el Lema (D), hay una sentencia

Godel G para P, una sentencia que es verdadera syss no es demostrable en 2

Otra consecuencia extraible del Lema (D) y que es de vital importancia para

nuestro estudio es nuestra version abstracta del Teorema de Tarski, Teorema (T), un

13



Maria Pérez Calvo Universidad de Valladolid

teorema no analogo al Teorema (GT), puesto que solo habla de lo que es verdadero, no
habla de la demostrabilidad o indemostrabilidad.

Teorema de Tarski (version abstracta): sea T el conjunto de nimeros Godel de

las sentencias verdaderas de >

e El conjunto T*, el conjunto de nimeros de las expresiones no verdaderas

cuyas diagonalizaciones estan en T, no es expresable en %
e Si lacondicion G se cumple, entonces T no es expresable en 2

e Sitanto Gi, como G2 se cumplen, entonces el conjunto T no es expresable
en #; es decir, no podemos expresar en _#’todas las sentencias verdaderas.

Demostracion: en primer lugar, observamos que no es posible que exista una
sentencia Godel para el conjunto formado por las sentencias falsas y las cosas que no son
sentencias, el conjunto T. La razon es que esa sentencia seria verdadera syss su niimero
Godel no fuera el numero Godel de una sentencia verdadera, algo que es absurdo porque
seria una sentencia que expresaria la paradoja del mentiroso. Respecto al primer punto, si
T* fuera expresable en ; segtn el Lema (D), existiria una sentencia Godel para el
conjunto T, algo que, como acabamos de ver, es imposible. Por tanto, 7* no es expresable
en %> Con el segundo punto, suponiendo que se cumple Gy, si T fuera expresable en %
el conjunto T* seria expresable en %, violando lo que acabamos de ver. Finalmente,
suponiendo que también se cumple Gy, si T fuera expresable en % T también lo seria,

violando lo anterior. Aqui concluye la demostracién del teorema.

Para que resulte mas sencillo encontrar el significado intuitivo de lo que hemos
dicho en este apartado vamos a realizar una esquematizacion de las ideas principales.

Suponemos que tenemos dado un lenguaje para hablar de la aritmética:

e Tenemos un conjunto P que es el conjunto de las expresiones demostrables
de S.

e Que P seaexpresable significa que tenemos una formula H(x) que significa
“x es el numero de una expresion demostrable” (a partir de ahora
resumiremos esta expresion en “x es demostrable”). De esta forma, H(n)

significara “n es demostrable”.

14
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e P*esexpresable significa que tenemos una formula H(x) que significa que
la diagonalizacion de x es demostrable, es decir, que H(x) es demostrable.

e P esexpresable significa que tenemos una formula H(x) que significa que
X no es demostrable.

e P*esexpresable significa que tenemos una formula H(x) que significa que
la diagonalizacion de x no es demostrable. Si diagonalizamos esta Gltima
formula H(x) tendremos H(k) (donde k es el nimero de H(x)), que dira que
la diagonalizacion de k, es decir, ella misma, no es demostrable, por tanto,

H(k) no es demostrable.

El Teorema de Tarski va a emplear el mismo procedimiento, pero en vez de hablar
en términos de demostrabilidad, lo hard en términos de verdad aritmética. El resultado

final en este caso nos hace capaces de construir la sentencia de la paradoja del mentiroso.

15
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2. Una aplicacién mas concreta: el lenguaje #¢

Vamos a empezar a dar contenido a lo visto de forma abstracta a través de
lenguajes y sistemas aritméticos concretos. Hasta ahora hemos hablado de caracteristicas
generales de los distintos lenguajes a los cuales se aplican estos diferentes argumentos lo
haciamos desde una perspectiva muy general. Ahora vamos a ver el primer ejemplo
particular de un lenguaje que encaja con esa descripcion abstracta. Vamos a definir
lenguaje de primer orden estandar pensado para la aritmética, basado en la suma, la

multiplicacién y la exponenciacion (). Este lenguaje lo formulamos usando Gnicamente
un alfabeto finito formado por los siguientes 12 simbolos: 0 () f'v~ >V =<;yun

altimo elemento que utilizamos como separador: #.

e Con estos simbolos construimos los numerales, representados por las
expresiones 0, 0’, 0’7, 0””’... y que utilizaremos como nombres de los
nameros naturales 0, 1, 2, 3... respectivamente.

e Lavirgulilla tiene la funcion de representar a la funcion de sucesor.

e De igual forma que necesitamos los numerales para dar nombre a los
naumeros naturales, necesitamos nombres para las operaciones de suma,
multiplicacion y exponenciacion, y para eso utilizaremos las expresiones
f, f y fr respectivamente. Estas tres expresiones se abrevian con
expresiones mas familiares: +, - y E.

e Tanto ~ como > desempefian la misma funcion que en la logica
proposicional, la negacion el primero y la implicacion material el segundo,
de igual forma que V también aparece realizando la labor de cuantificador
universal, pero Unicamente cuantificard nameros naturales, no conjuntos
ni relaciones.

e EIl simbolo = también desempefia su labor usual como designador de la
relacion de identidad, igual que < con la relacion “menor o igual que”.

e Por ultimo, vi, vz, va...las expresiones denominadas variables, se

designaran por las expresiones respectivas (v'), (v), (v)...

En este lenguaje, una expresion se denomina término si se sigue como

consecuencia de las dos siguientes reglas: toda variable y todo numeral es un término; si

16
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tenemos dos términos t1 y t2, entonces también se consideran términos (t1 + t2), (t1 - t2),
(tr E t2) y t”. Si el término no contiene variables se dice que es un término cerrado o
constante. Dados dos términos cualesquiera también obtenemos las dos expresiones t1 = t2
y t1 < to, denominadas formulas atomicas. El conjunto de todas las formulas se obtiene
entonces de forma inductiva siguiendo las siguientes reglas: toda formula atbmica es una
férmula; si F y G son férmulas, entonces ~F y (F © G) son formulas, y para toda variable

vi, también es una férmula la expresion vviF.

Las variables pueden aparecer en las formulas de ¢ o bien ligadas, o bien libres.
Para cualquier término t, todas las apariciones de vi en t se denominan apariciones libres.
También son apariciones libres todas las apariciones de vi es cualquier formula atémica
A. Para cualesquiera férmulas F y G, las apariciones libres de vi en (F © G) son la union
de las apariciones libres en F y en G, mientras que las de ~F son las mismas que las de
F. Lo contrario de las apariciones libres son las apariciones ligadas, y esto es lo que ocurre
con todas las apariciones de vi en VviF. Para cualquier j # i, las apariciones libres de vi en
vviF son aquellas que aparecen en F. Cuando hablamos de las sentencias que conforman
&, nos referimos a cualquier formula en la que no hay ninguna variable libre, también

llamada férmula cerrada.

Como se ha dicho més arriba, Ilamamos numerales a los nombres que utilizamos
para designar a los nimeros naturales. Para cualquier nimero natural n, el numeral que
designa n sera 1, simbolo que abrevia el 0 seguido de n apariciones del simbolo * segun

los 13 simbolos que conforman ¢ Escribimos F(v; , ..., v; ) para designar cualquier
formulaenlaque v;,, ..., v; sean las Unicas variables libres, y para cualesquiera niumeros

K1, ..., kn, escribimos F(ky, ..., kn) para representar el resultado de sustituir cada aparicion
libre de v;,, ..., v; por ku, ..., kn respectivamente. F(k, ..., kn) se denominard instancia
de F(v;,, ..., v;,). Esta Gltima puede denominarse regular siempre que i1 =1, ..., in =n,
es decir, si para cada i, si vj es una variable libre de F, entonces para cualquier j <1, vj
también es una variable libre de F. Si fuese regular, se escribiria de la siguiente forma:

F(vi, ..., Vn).

Una vez definidas inductivamente las formulas, podemos definir el grado de una
férmula. Con él nos referimos al nimero de veces que aparecen los conectores 16gicos ~
y Dy el cuantificador V en la formula. De esta forma podemos decir que las formulas

atébmicas son de grado O, y que para dos formulas cualesquiera F y G de grados

17
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respectivos d1 y do, la formula ~F sera de grado d; + 1; la férmula (F1 © F2) es de grado
dy + d2 + 1; y para cualquier variable vi, la formula VviF1 sera de grado di + 1. Su papel
es muy relevante en tanto que el principio de induccion matematica consiste en mostrar
que si una propiedad la cumplen todas las formulas atémicas y ademas, si la cumplen las
férmulas de grado n, también la cumplen las de grado n + 1, entonces la cumplen todas

las formulas.

¢Como definimos la verdad de las expresiones de este lenguaje? El concepto de
verdad desempefia una funcién principal en la version del teorema Godel-Tarski, no asi
en otras versiones del teorema que veremos. Definimos inductivamente el conjunto de las

sentencias verdaderas mediante las siguientes 4 condiciones:

To: en primer lugar, una sentencia atbmica c1 = c2 (donde ambos son términos
constantes, es decir, no tienen variables) es verdadera syss ambos términos designan al
mismo numero natural. Segundo, la sentencia atdbmica c1 < ¢, es verdadera syss el nUmero

que designa c1 es menor o igual que el designado por c».
T1: una sentencia de forma ~X es verdadera syss X no es verdadera.

T2: una sentencia condicional X O Y es verdadera syss, 0 bien X no es verdadera,

0 bien tanto X como Y son verdaderas.

Tz: una sentencia universal VviF es verdadera syss para todo ndmero n, la

sentencia F(n) es verdadera.

La nocién de verdad es aplicable a las formulas cerradas, en el caso de las formulas
abiertas como F(v;,, ..., v;, ) hablamos de correccion. La formula se considera correcta
si para todos los nimeros ng, ..., nk la sentencia F(y, ..., 1k) es verdadera. Diremos de
dos sentencias que son equivalentes cuando ambas son verdaderas 0 ambas son falsas. En
el caso de dos formulas abiertas F(v;,, ..., v;,) Y G(vy,, ..., v;,) con las mismas variables,
diremos que son equivalentes cuando syss para todos los nimeros n, ..., Nk, las sentencias

F(ny, ..., n) y G(ny, ..., k) son equivalentes.

Para cualquier férmula F(v1), donde v1 es la Gnica variable libre, F(v1) expresa el
conjunto A syss para todos los nimeros n, F(i) es verdad <> n € A. En el caso de una
férmula regular F(v1, ..., Vn), esta expresa la relacion R(xi, ..., Xn) Syss para todos los

nameros ki, ..., k, se cumple la siguiente condicion: F(kz, ..., kn) es verdad < R(Ki, ...,
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kn). Como vemos, conjuntos y relaciones se expresan a través de formulas. Esto nos lleva
a diferenciar entre los conjuntos y relaciones Aritméticas, expresadas por alguna formula
de &, podemos caracterizarlos informalmente como aquellos definibles en logica de
primer orden por +, - y E; y l0s conjuntos y relaciones aritméticas (conviene subrayar que
la diferencia se encuentra en el uso de la mayuscula o la minudscula), expresadas por una
férmula de =, pero en la que no aparece el simbolo exponencial E. Una funcion f(x, ...,
Xn), con n-tuplas de nimeros naturales a nimeros naturales, sera Aritmética si la relacion
f(x1, ..., Xn) =y es Aritmética, es decir, syss hay una formula F(vi, ..., Vn, Vn+1) tal que
para todos los nimeros X, ..., Xn € y, la sentencia F(x1, ..., Xn, y) es verdad syss f(xi, ...,
xn) =Y. En el caso de una propiedad P, de los nUmeros naturales, es Aritmética cuando el

conjunto de nimeros que tienen esa propiedad P es Aritmética.

Como ya habiamos dicho, queremos que el lenguaje hable sobre las expresiones
del lenguaje. Para ello lo que hacemos es asignar numeros a las expresiones y conseguir
reflejar las operaciones que hacemos con expresiones en operaciones aritméticas con
numeros. Lo que hacemos es manipular simbolos, para lo que necesitamos tratar la idea
de la yuxtaposicion, la operacion méas béasica que hacemos con expresiones, algo que
aritméticamente es facil de llevar a cabo yuxtaponiendo numeros mediante

concatenacion.

La concatenacion a la Base b emplea un sistema de numeracién que sustituye al
que emplea Godel puesto que en él, el paralelo entre lo que hacemos con nimeros y lo
que hacemos con simbolos es mas sencillo. Para cualquier nimero b > 2 vamos a definir
una cierta funcion x *, y llamada concatenacion a la base b. Como introduccion intuitiva
a este concepto vamos a dar un ejemplo con dos nimeros en base 10, el 19 y el 45. La
yuxtaposicion de ambos niimeros seria 1945, resultado de 19 - 102 + 45. Para explicarlo
de forma general es necesario que empecemos definiendo la base 10: para cualesquiera
nimeros my n, m *;pon=m- 10'™ + n,donde I(n) es la longitud de n. En el caso de que

la base no fuera 10, sino base b, seria analogo. De esta forma, para cualquier nimero b >

2, m*yn=m - b's®™+n, donde In(n) es la longitud de n escrita en notacion de base b.

Atendiendo a lo que acabamos de explicitar, para cada b > 2, la relacion X *p y =
z es Aritmética. La demostracion consta de los siguientes pasos, partiendo de la premisa
dequeb>2:
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1. Tomamos Pows(x) como la condicion de que x es una potencia de b. Esta
condicion es Aritmética, porque Pown(x) se cumple syss Jy(x = bY).

2. Larelacion b'»® = y, entre x e y, es equivalente a la condicién de que

x=0Ay=Db)Vv (x#0As(x,Y)),
donde s(x, y) es larelacion *“y es la potencia menor de b mayor que x”. Esta
condicion también es Aritmética porque s(x, y) se cumple syss
Pown(y) A x <y A Vz((Pown(z) AX<Z) Dy<1z).
3. Larelacion x - b's® +y =2z queesx*,y =z es la condicion
3232, =L AX -1 =22 A2 +Y =7)

Por tanto, la relacion x *, y = z es Aritmética.

De esta demostracion podemos concluir que, para cada n > 2 (y cualquier b > 2),
la relacion x1 *b X2 *p ... *» Xn =y €s Aritmética. De forma inductiva demostramos este
corolario: acabamos de demostrar esto mismo para n = 2, si suponemos que n es ahora un
namero igual o mayor que 2 tal que la relacion x1 *b ... *» Xn =y es Aritmética, entonces
X1, *b ... *b Xn *b Xn+1 = Y SYSS IZ(X1 *b ... *b Xn = Z A Z *p Xn+1 = Y). Por tanto, la relacion

también es Aritmética.

Las sentencias Aritméticas hablan acerca de nimeros, no acerca de expresiones
de #¢. Mediante la asignacion de nimeros Godel a las expresiones, permitimos a las
sentencias hablar de manera indirecta acerca de expresiones hablando directamente de los
numeros Godel de estas. La numeracion Godel que nosotros vamos a emplear en esta
explicacion es la que emplea Smullyan (1992), que se basa en la idea de la propuesta por
Quine (1940), que formul6 su lenguaje en un alfabeto de 9 simbolos S1, Sy, ..., Se. De esta
forma, para cada expresion compuesta S; , asigna el nimero Godel que, escrito en
notacion base 10, corresponde a in. En el caso de nuestro #& contamos con 13 simbolos,
por lo que utilizaremos una notacion base 13. La eleccion de Smullyan de la base 13, una

base prima, tiene unas ventajas que veremos mas adelante.

e 1paraO.
e Opara’.
o 2para(.
e 3para).
o 4paraf.
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e Spara'.

e OGparav.

e 7 para~.
e §para>.
e OparaVv.
e 1 para=.
e ¢gpara<.
e Jpara#.

Como vemos, utilizamos 1, € y 6 como los digitos 10, 11 y 12 en base 13. Cuando
tenemos una cadena de estos simbolos, reemplazamos cada uno por su digito
correspondiente en base 13. Basandonos en esta idea, llamaremos expresion a cualquier
cadena formada por estos 13 simbolos, o algunos de ellos, que no empiece por * (porque
tendriamos el mismo numero para ’, para ’’, para *’’...), excepto que sea Unicamente ’.
Para cualesquiera expresiones Ex y Ey, la expresion ExEy consiste en Ex seguido de Ey. El

numero Godel de esta expresion sera x *13y.

Llegamos a lo que se conoce como el Teorema de Tarski. Tomamos T como el
conjunto de numeros Godel de las sentencias verdaderas de “g, un conjunto
perfectamente bien definido de nimeros naturales, pero que, como vamos a demostrar,
no es Aritmético. Como dijimos antes, llamamos sentencia Godel para un conjunto de
nameros A, a una sentencia X si, o bien X es verdadera y su niumero Godel se encuentra
en A; o en cambio, A es falsa y su nimero Godel no se encuentra en A. Demostraremos

que para cada conjunto Aritmético A encontramos una sentencia Godel.

Dada una férmula F(v1) con v como la Unica variable libre, esto es, un predicado,
la sentencia F(1), la sentencia que predica el predicado de n, es equivalente a la sentencia
vvi(vi = 1 D F(v1)), que es la que aqui vamos a considerar como la diagonalizacion de
F(v1), a la que de aqui en adelante vamos a referirnos como F[#1]. A partir de esto va a ser
facil mostrar que el nimero Godel de esta sentencia es una funcién Aritmética del nimero
Godel de F(v1) y el nimero n. Para cualquier expresion E, férmula o no formula, la
expresion Vvi(vi = D E), es decir, E[#], es una expresion perfectamente bien definida.
En el caso de que E si que fuese una formula, entonces su equivalente E[#] también lo es,
aunque no necesariamente una sentencia. Si E fuese una férmula con vi como la Gnica

variable, entonces por supuesto que E[n] seria una sentencia. Para cualesquiera numeros
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X ey, por r(x, y) nos referimos al nimero Godel de la expresion Ex[y], donde Ex es la
expresion cuyo nimero Godel es x. La funcion r(x, y) es Aritmética, y recibird el nombre
de funcion de representacion de “&. Ex[y] es la expresion Yvi(vi = y D Ex). Si k es el
numero Godel de la expresion Vvi(vi =, y aplicamos el resto de los numeros Godel de los
distintos elementos que conforman la expresion, tendriamos lo siguiente:

vvli(vl = y
K 13

O FE
2 &)
8 x 3

Observamos que el namero Godel de Ex[y] es k * 13¥ * 8 * x * 3, y por tanto, r(x,

y) =k *13¥* 8 * x* 3. Larelacion r(x, y) = z es obviamente Aritmética.

Tomamos ahora d(x) = r(x, x), siendo d(x) la llamada funcion diagonal, que sera
obviamente Aritmética, puesto que r(x, y) lo es. Para cualquier nimero n, d(n) es el
numero Godel de En[#]. Para cualquier conjunto de nimeros A, A* sera el conjunto de
todos los n tal que d(n) € A. Por tanto, A* es el conjunto de todos los nimeros x tal que
Jy(d(x) =y Ay € A). Ya que la funcion diagonal es Aritmética, existe una formula D(vy,
V2) que expresa la relacion d(x) = y. Ahora supongamos que F(vi) es una formula que
expresa el conjunto A, entonces, A* se expresa por la formula Yv2(D(v1, v2) D F(v2)). De
esta manera hemos demostrado que, si A es Aritmético, entonces A* también lo es. Asi

vemos gue en este sistema se cumple la condicion Gi.

La clase de conjuntos Aritmeticos esta cerrada sobre complementacion porque si
F(v1) expresa A, entonces su negacion expresa el complementario de A, el conjunto A.

Vemos como también para este sistema se cumple Go.

En este lenguaje se cumplen G1 y Go, por tanto, esto sumado a la versién mas

abstracta del teorema nos lleva al Teorema de Tarski:

Teorema de Tarski (para el lenguaje &): el conjunto T de numeros Godel de

las sentencias verdaderas de Z& no es expresable en #¢, es decir, no es Aritmético.

¢ Cémo demostramos en concreto el Teorema de Tarski? Se trata de ver cual es el
papel de la formula que expresa la diagonalizacion. Si T es expresable, existe una formula
H(y) que expresa T, de forma que H(n) es verdadera syss n es verdadero. ~H(y) expresa
el conjunto T, entonces ~H(n) equivale a que n no es verdadero. La formula vy(D(x, y)

D ~H(y)) significa que la diagonalizacion de x no es verdadera. Si diagonalizamos esta
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férmula obtenemos la formula que sera verdadera y no demostrable en el sistema: Vx(x =
k) 2 (vy(D(x, y) 2 ~H(¥))).
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3. Demostracion de incompletitud del sistema P.E.

Yatenemos demostrado tanto G1 como Gz, el siguiente paso es definir un concepto

de demostrabilidad y demostrar que se cumple Gs. Para ello necesitamos un sistema, que

sera el Sistema axiomatico P.E. Se compone de ciertas férmulas a las que denominamos

axiomas, y dos reglas de inferencia que nos van a permitir demostrar nuevas formulas a

partir de las formulas que ya hemos demostrado. EI nimero de axiomas serd infinito, pero

cada uno de ellos sera de una de las 19 formas reconocidas establecidas, los esquemas

axiomaticos. Estos 19 se clasifican en cuatro grupos. En los axiomas, F, G y H se toman

como cualesquiera formulas, vi y vj como cualesquiera variables y t como cualquier

término:

e Grupo I: los esquemas axiomaticos para la l6gica proposicional.

(0]

(0]

(0]

Li: (Fo (G2 F))
L2: (F2 (G>H) > ((F>G) > (FoH))
Ls: (FRF> ~G)> (G F))

e Grupo IlI: los esquemas axiomaticos adicionales para la logica de primer

orden con identidad.

(0]

0]
0]
0]

Ls: (VVi(F 2 G) o (VYVviF 2 YViG))

Ls: (F o VviF), con tal de que vi no aparezca en F.

Le: 3vi(vi = t), con tal de que vi no aparezca en t.

L7: (vi =t D (X1viXe D X1tX2)), donde X1 y X2 son expresiones tales

que X1viX2 es una formula atémica.

Estos dos primeros grupos reciben el sobrenombre de axiomas l6gicos y junto con

las dos reglas de inferencia constituyen una formalizacion llevada a cabo por Kalish y

Montague (1964) de la l6gica de primer orden con identidad. Los dos siguientes grupos

de axiomas son los llamados axiomas aritméticos.

e Grupo llI.

(0]

0]
0]
0]

Ni: (vi’ =v2' D vi=Vp)
No: ~ 0=Vt
Nz (vi+0) =1

Na: (V1 +Vv2") = (V1 + Vo)’
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Ns: (v1-0)=0

Ne: (V1 - v2") = ((v1 - v2) + V1)

N7 (vi<0=v1=0)

Ng: (vi<v2’ = (Vi<VvaVvi=Vvy')
No: ((vi <Vv2) V (V2 <Vv1))

Nio: (v E0) =0’

0 Nu:(ViEv2)=((viEV2)-v1)

O O o o o o

e Grupo 1V: se forma Unicamente por el esquema axiomatico
correspondiente a la induccién matematica. Por F[vi’] entenderemos
cualquiera de las formulas vvi(vi = vi” D Vvi(vi = vi D F)), donde v es
cualquier variable que no aparezca en F.

0 Ni2: (F[0] © (Vvi(F(v1) D F[v1’]) D VVviF(v1)))

Las dos reglas de inferencia que constituyen junto a estos 19 esguemas

axiomaticos el sistema P.E. son las siguientes:

e Modus Ponens: de F y (F © G) inferimos G.

e Generalizacion: de F inferimos VviF.

Dentro del sistema P.E. se considera una demostracién como una secuencia finita
de formulas tal que cada uno de los miembros de la secuencia es, o bien un axioma, o
bien es directamente derivable por dos miembros de la secuencia anteriores a través de la
regla de modus ponens o directamente derivable de un miembro anterior de la secuencia
mediante la regla de generalizacion. Una formula F sera demostrable si existe una

demaostracion cuyo ultimo elemento sea F, si esto no sucede la formula es refutable.

El objetivo ahora es demostrar que el conjunto de nimeros Gddel de las férmulas
demostrables del sistema P.E. es un conjunto Aritmético. Recordamos que para cualquier
base b > 2, la relacion X *p y = z es Aritmética, y para cada n > 2, larelacion xi *p X2 *p ...
*, Xxn = Yy también lo es. Llevamos a cabo una aritmetizacion de la sintaxis, es decir,
mostramos que las propiedades y relaciones sintacticas de las expresiones se
corresponden a través de la numeracion de Godel en propiedades y relaciones aritméticas
entre los nimeros correspondientes. A partir de aqui vamos a mostrar varios ejemplos de

aritmetizacion.
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Vamos a empezar mostrando cémo podemos expresar en el lenguaje algunas
relaciones basicas entre nimeros. Diremos que un numero x aparece al inicio de un
numero y en notacién base b si la representacion en base b de x es un segmento inicial de
la representacion en base b de y, y esto lo representaremos mediante la expresion xBypy;
en cambio, con xEpy nos referimos al caso en el que x aparece al final de y en notacion
base b, es decir, cuando x es un segmento final de y; por ultimo, decimos que x aparece
entre el inicio y el final de y en notacién base b si x termina algiin nimero que empieza

Y, XPby.

o XBoy o x=yVvV{X#0AFzLy) Awy)(Pows(W) A (X - W) *pz=Y))
o XBEpyox=yv@zsy)z*hx=y)
o XPpy < (32 <y)(z3vy A X Bpz)

Diremos entonces que, para cualquier b > 2 y cualquier n > 2, las relaciones XBpy,
XEpy, XPpy Yy X1 *b ... *pb XnPpy Son Aritméticas. A partir de ahora, simplificaremos las

expresiones eliminando el subindice b sabiendo que es igual a 13.

El simbolo # lo empleamos para formar secuencias formales de expresiones a
partir de los otros 12 simbolos. Para cualquier expresion del tipo Xy, ..., Xn, la expresion
#X1, #X2, ..., Xn# sirve como la contrapartida formal de la n-tupla (X4, ..., Xn), y sundmero
Godel se denominara nimero secuencia. Tomamos K11 como el conjunto de numeros n
tal que 6 no aparezca en la representacion en base 13 de n. De esta forma, todas las
expresiones en las que el simbolo # no aparezca, tienen su nimero Godel en Kz, y se
denominaran expresiones significativas. Para cualquier secuencia finita (a, ..., an) de
numeros en Kii, asignamos el nimero 6aidazd... d6and, el nimero secuencia de la
secuencia (a, ..., an). Decimos que x es un numero secuencia si x es el nimero secuencia
de alguna secuencia finita de elementos de Kii. Seq(x) sera la propiedad de ser x un
numero secuencia. X € y sera la relacion y es un nimero secuencia de alguna secuencia
de la que x es miembro; y x <, y sera la relacion z es el nimero secuencia de una secuencia
en la cual x e y son miembros tales que la primera aparicion de x en la secuencia es anterior

a la primera aparicion de y.
Estas tres condiciones (Seq(y), X € y y X <;y) son Aritméticas:
e Seq X <> 3BX ASEX A S #X A 88Px A (VY < X)(50yPx > 5By)

e XEY < Seqy A dXSPy A 5Px
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¢ X<;YXEZAYEZA(AWS<Z)(WBZAXEWA ~yE W)

Por tanto, abreviaremos de la siguiente manera: escribiremos (Vx € y)(- - - -) en

lugar de Vx(x €y D (- - - -)); y para sustituir 3x, 3y(X <wZ Ay <w zZ A (- - - -)) escribiremos

@,y <w2)(----).

Ya hemos hablado de términos y formulas anteriormente, pero no hemos llegado
a dar una definicion explicita de qué son cada uno de ellos. En el caso de los términos,
para cualesquiera expresiones X, Y y Z, definimos ®(X, Y, Z) como la relacion de
formacion de términos syss Z es una de las expresiones (X +Y), (X - Y), (XE Y) o X’. Por
secuencia de formacion de términos entendemos una secuencia finita Xi, ..., Xn de
expresiones tal que para cada miembro X; de la secuencia, 0 Xi es una variable o un
numeral, o hay miembros anteriores Xj y Xk (j < i, k < i) tales que _®&(X;, Xk, Xi). En
conclusion, podemos definir explicitamente una expresion X como un término syss existe

una secuencia de formacion de términos de la cual forme parte.

De forma similar ocurre con las formulas, la relacion de formacion de formulas
@(X, Y, Z) se cumple si Z es una de las expresiones ~X, (X 2 Y) o VviX (para alguna
variable vi). Diremos que una secuencia Xi, ..., Xn €S una secuencia de formacion de
férmulas si para cada i <n, o X; es una férmula atémica, o existen nimeros j < iy k <'i
tales que _@(Xj, Xk, Xi). Por tanto, una expresion X es una formula syss existe una

secuencia de formacion de formulas de la que es miembro.

Para cualquier secuencia Ey._, Ey,, ..., E,_de expresiones donde Xu, ..., X forman
parte de Kii, el numero Godel de la secuencia (Ey,, ..., Ey ) sera el nmero secuencia de
la secuencia (X1, ..., Xn), es decir, el nimero Godel de la expresion #E, # E, # ... # E, #.
Tenemos una lista de conjuntos y relaciones que conducen a la principal, Pe(x), que
expresa que Ex es una férmula demostrable de P.E., y que, como iremos mostrando, es
Aritmética. Los unicos cuantificadores universales que vamos a introducir son acotados,
es decir, cuantificadores de la forma (Vx <y), donde y es una variable o un numeral. Los
nimeros Gddel de las siguientes funciones Aritméticas, representados por cualesquiera
nameros x e y, van a nombrarse de la siguiente forma: el de (Ex 2 Ey) sera x imp y; el de
~Ex serd neg(x); el de (Ex + Ey) serax pl y; el de (Ex - Ey) sera x timy; el de (Ex E Ey) sera

xexpy; el de Ex’ seras(x); el de Ex=Eyseraxidy; yel de Ex<Eyseraxley. La lista de
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condiciones que antes hemos mencionado es la siguiente, en la que ademas de

enumerarlas, demostramos que son Aritméticas:

e Sh(x): Ex es una cadena de subindices.
0 (VYy<x)(yPx > 5Py)
e Var(x): Ex es una variable.
0 3y <x)(Sb(y) A x 26y3)
e Num(x): Ex es un numeral.
o Powis(x)
e Ri(x,Y, 2): se cumple la relacion #(Ex Ey, E;).
0 z=xplyvz=xtimyvz=xexpyVz=s(x)
e Seqt(x): Ex es una secuencia de formacion de términos.
0 Seq(x) A (Yy € x)(Var(y) v Num(y) Vv (3z, w ¢X Y)Ri(z, w, y))
e tm(X): Ex es un término.
0 3y(Seqt(y) Ax€Y)
e fo(x): Ex es una formula atomica.
0 Fy<x)@y=<zmiy) Atm@)A(x=yidzvx=ylez)
e Gen(x,Y): Ey = YWEy para alguna variable w.
o (Fz=<y)(Var(z) Ay =9zx)
e Ra(X,Y,2): se cumple la relacion @(Ex Ey, E;).
0 z=xIimpyVz=neg(x)V Gen(x, z)
e Seqf(x): Ex es una secuencia de formacion de formulas.
0 Seq(x) A (Yy € X)(fo(y) V (3z, w ¢X Y) Ra(z, W, Y))
o fm(X): Ex es una férmula.
o 3y(Seqf(y) Ax€Yy)
e A(x): Exesunaxioma de P.E.
o Para demostrar que es Aritmética tenemos que separarlo en 19
partes, una por cada esquema axiomatico:
» Para cada n <7 tomamos Ln(X) como la condicion de que
Ex es un axioma de esquema L.
» Paracada n < 12 tomamos Nn(X) como la condicion de que

Ex es un axioma de esquema Nh.
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Considerando primero el Grupo I, en el caso de Li(x), Ex es un
axioma de L1 syss hay formulas Ey y E; tales que Ex = (Ey 2 (E; D Ey)) Y,
entonces, L1(x) es la siguiente condicion: (3y < x)(3z <x)(fm(y) A fm(z) A

X=yimp (zimpy). Con L2y Lz ocurre lo mismo.

Respecto al Grupo I, La(x) sera el caso que tomaremos como
ejemplo. o(y, z, w) serd el nimero Godel de VEy((E; © Ew) D (VEyEW)).
L4(x) se cumple syss hay numeros y, z y w, todos menores o iguales que X,

tales que var(y), fm(z), fm(w) y x = o(y, z, w).

La demostracion para el Grupo 11 es trivial dado que cada uno de
los esquemas contiene un Gnico axioma, y entonces, por cada i < 12. Ni(x)
es simplemente la condicion x = g;, donde gi es el nimero Godel del

axioma Ni.

Por ultimo, el Grupo IV. Para demostrar que N12 es una condicion
Aritmética, primero verificamos que la relacion que se da cuando Ex es
una férmula y Ey es una de las formulas de tipo Ex[v1’] definidas en el tipo
IV, es una relacion Aritmética entre x e y. De esto se sigue la obviedad de

que N12 es Aritmética.

e M.P.(X, ¥, 2): E; es derivable de Ex y Ey a través de la regla 1 (modus
ponens).
0O y=ximpz
e Der(x,Y, 2): E; es derivable de Ex y Ey a través de la regla 1 o simplemente
derivable de Ex a través de la regla 2 (generalizacion).
o M.P.(x,Y,z) Vv Gen(x, z)
e Pf(x): Ex es una demostracion en P.E.
0 Seq(x) A (Yy € X)(A(Y) V (3z, w <x y)Der(z, w, y))
e Pg(X): Ex es demostrable en P.E.
o 3y(Pf(y) Axe€y)

Acabamos teniendo una férmula que expresa que algo es demostrable.
Formalmente significa que existe una demostracion del sistema en la cual aparece la
formula. En este tipo de sistema, en una demostracion todas las férmulas estan

demostradas. Una demostracion es una lista de formulas que cumple ciertas condiciones
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(eso es lo que tenemos en la formula Pf(x)). ¢Por qué se puede esto aritmetizar? Porque
todos los conceptos que necesitamos para definir una demostracién son aritmetizables, lo
que acabamos de demostrar paso a paso. Para definir el concepto de formula, necesitamos
el concepto de término, etc. Podemos ir aritmetizando conceptos uno detras de otro, y
finalmente todos los que necesitamos para definir lo que es una demostracién los tenemos,

y obtenemos una formula.

Lo que acabamos de hacer es establecer que se cumple Gs, es decir, que existe una
férmula que expresa el conjunto de formulas demostrables. Sabiendo que G1 y G2 también

se cumplen formulamos el siguiente teorema:

Teorema de Godel-Tarski (para el Sistema P.E.): si el sistema P.E. es correcto,

entonces hay una sentencia de & que es verdadera, pero no demostrable.

Demostracion: en primer lugar, por el Teorema de Godel-Tarski (version
abstracta) sabemos que si P.E. es correcto y P* expresable, entonces hay una sentencia
verdadera no demostrable. En segundo lugar, puesto que sabemos que se cumplen G1, G2

y Gs, sabemos que P* es demostrable. Asi concluye la demostracion del teorema.

El mismo teorema lo podemos establecer de otra manera, utilizando el Teorema
de Tarski (para el lenguaje &) que hemos establecido en el apartado anterior. Este
establecia que el conjunto T (el conjunto de todas las sentencias verdaderas de #¢) no es
expresable. Acabamos de ver que el conjunto P si lo es, lo que significa que T no es lo
mismo que P. Si asumimos que el sistema es correcto, tiene entonces que haber una

sentencia que siendo verdadera no es demostrable.

Resumiendo, Pe(y) significa que Ey es demostrable en P.E., expresa el conjunto
P. De esta forma, ~Pe(y) expresa P. K(x) es la formula vy(y = d(x) © ~Pe(y)), que expresa
el conjunto P*. Esta formula dice que si y es la diagonalizacion de x, y no es demostrable,
es decir, la diagonalizacion de x no es demostrable. Diagonalizamos aplicando K(x) a su
nimero k y obtenemos la férmula vx(x = k o Vy(y = d(x) o ~Pe(y))), que es la
diagonalizacion de k y que dice que la diagonalizacion de k no es demostrable, que

equivale a decir que yo no soy demostrable.
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4. Demostracion de incompletitud del sistema P.A.

Lo que vamos a hacer ahora es demostrar que la exponenciacion es definible vy,
por tanto, superflua. Cuando diferencidbamos entre una férmula o término Aritmético y
uno aritmético, deciamos que estos Ultimos eran aquellos en los que el simbolo
exponencial E no aparecia, por lo que una relacién o conjunto aritmético sera aquel que
se exprese mediante una férmula aritmética. Si al sistema P.E. le eliminamos los
esquemas axiomaticos Nio y Ni1, y en el resto de los que quedan entendemos que los
términos y férmulas son aritméticos, obtenemos el sistema axiomatico P.A., mas
conocido como la Aritmética de Peano. La incompletitud de este sistema se sigue
facilmente de la demostracion de incompletitud del sistema P.E., una vez que
demostramos que la relacion x¥ = z es aritmética. Vamos a definir una clase de relaciones
mucho mas restrictiva que la de las relaciones aritméticas e ir comprobando que las
relaciones que nos interesan pertenecen a estas clases. Estas son las relaciones
recursivamente enumerables, conocidas como Xi-relaciones. Definimos también una

clase aiin mas restrictiva, la de las Zo-relaciones, las relaciones constructivas aritméticas.

Cualquiera de las formulas c1 + c2 = c3, €1 - C2= C3, C1 = C2 0 C1 < C2, donde cada
C1, C2y C3 sean o variables, o numerales, sera una Xo-formula. La clase de estas formulas
se define de forma inductiva: toda Zo-formula atomica es Xo; Si F y G son Xo, también lo
son ~F y F D G; para cualquier Xo-férmula F, cualquier variable vi y cualquier ¢ (numeral
0 variable distinta de vi), la expresion Wvi(vi < ¢ D F) es una Xo-formula. Todos los
cuantificadores de esta clase de formulas seran cuantificadores acotados, es decir, (Vvi <
c) y (3vi < c). Por Xi-formula entendemos cualquier formula de la forma 3va+1F(vy, ...,

Vn, Vn+1), donde F(vy, ..., Vn, Vh+1) es una Zo-formula.

Diremos que un conjunto o una relacion es X1 syss es expresable por una Xi-
formula. Por tanto, R(Xy, ..., Xn) es una Xi-relacion syss hay una Xo-relacion S(xa, ..., Xn,
y) tal que para todo Xy, ..., Xn, la equivalencia R(X1, ..., Xn) <> 3yS(Xq, ..., Xn, Y) Se cumple.

Las X;-formulas comienzan con un cuantificador no acotado.

Definimos inductivamente también otra clase de X-formulas siguiendo cuatro

reglas:

e Toda Xo-formula es una Z-formula.
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e SiFesun X-formula, entonces para cualquier variable vi, la expresion 3viF
es una X-formula.

e Si F es una X-formula, entonces para cualesquiera variables distintas vi y
vj, las formulas (3vi < Vv))F y (Vvi < vj)F son X-formulas, y para cualquier
numeral n, las formulas (3vi < n)F y (Yvi < n)F son X-férmulas.

e Para cualesquiera X-formulas F y G, las férmulas F v Gy F A G son X-
formulas. Si F es una Xo-formula y G es una X-formula, la formulaF o G

es una 2-formula.

Una X-formula puede contener cuantos cuantificadores existenciales libres sean
necesarios, pero todos los cuantificadores universales tienen que estar necesariamente

acotados.

Ya hemos visto anteriormente que para cualquier b <2, la concatenacion a la base
b es Aritmética. Pero en el sistema P.A. lo que estamos buscando son relaciones
aritméticas, que no requieran el uso de la exponenciacion. Para ello utilizamos la idea
propuesta por John Myhill (1955), que establece que para cualquier nimero primo p,
podemos definir Powp(x) sin recurrir a la exponenciacion: x es una potencia de p syss
cada divisor propio de x es divisible por p. Aqui podemos observar las ventajas de emplear
un sistema en base 13. Segun esta idea, podemos facilmente mostrar que para un nUmero
primo p, la relacion x *,y = z es aritmética, en concreto, del tipo Xo. La demostracion

parte de comprobar que las siguientes tres relaciones son del tipo Xo:
o xdivy
0 xdivye (Fz<y)(x-z=Yy)
e  Powp(X)
0 Powp(X) « (VZ<X)((zdivxAz#1)Dpdivz)

« y=p»®
o y= plv(") > (Powp(y) Ay >XAY>1)A(VZ<Y) ~ (Powp(z) Az
>xXAz>1)
Como conclusion, X *py =7 <> X - plP(Y) +y=Z; X%y =2 Awi <2)(Awz <

l y
2)(W1 =p P® Awz =X w1 Awz+Yy =z) también lo es.

También las siguientes relaciones son Zo:
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e XxBpy, XEpy y XPpy.
0 Recordamos que:
" XBpy o x=yV (X#0A@Fz<y) (3w <y)(Powp(w) A (X -
W) * 2 =Y))
" XBEpyox=yv(@z<y)Z*x=Y)
" XPpy < (32 <y)(z3vy A X Bbz)
Condiciones las tres que son claramente Xo.
e Paracadan>2,larelacion X1 *p, ..., *p Xn =Y.
0 Sabemos que la relacion x1 *p X2 =y es Xo. Supongamos ahora que
n > 2 es tal que la relacion X1 *p, ..., *p Xn = Y es Xo. Entonces la
relacion xu *p, ..., *p Xn, *p Xn+1 =y también es o y puede escribirse
como (Fz <Y)(X1 *p, «oy *p Xn = Z A Z *p Xne1 = Y).
e Paracadan>2,larelacion X1 *p, ..., *p XaPpy.
0 La relacion x1 *p, ..., *p xnPpy puede escribirse claramente como

Fz<yY)(X1 *p, ..., *p Xn = zPpy).

Puesto que 13, que es la base que estamos utilizando, es un ndmero primo, si
utilizamos para sustituir a p en lo que acabamos de ver, llegamos a la conclusion de que
el conjunto Pe es aritmético, y mas en concreto, dado que en él no aparece ningln
cuantificador universal no acotado, es de tipo £. Como consecuencia, el conjunto Pg
también es aritmético. Sin embargo, no resulta tan sencillo afirmar que P;* lo sea. Para
inferir la aritmeticidad de un conjunto A* a partir de la de un conjunto A es necesario
mostrar que la relacion 13* =y es aritmética, porque aparece en la formula que expresa la

funcion diagonal, que es la clave para demostrar que A* es expresable.
Para demostrar esto usaremos el siguiente teorema:
Teorema E: larelacion x¥ =z es X1.
Para demostrarlo necesitamos introducir el siguiente lema auxiliar:

Lema K: existe una relacion aritmética K(x, y, z) que posee las dos siguientes
propiedades: para cualquier secuencia finita (a1, bi), (a2, b2), ..., (an, bn) de pares
ordenados de nimeros naturales, existe un numero z tal que para cualesquiera nUmeros x
ey, larelacion K(x, y, z) se cumpla syss (x, y) es una de los pares (ai, b1), ..., (@n, bn); y

para cualesquiera nimeros X, y y z, si K(x, y, z) se cumple, entonces x<zey<z.
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Intuitivamente, este lema establece que cuando tengo una secuencia de pares,

puedo encontrar un namero que codifica esa secuencia de pares.

Demostracion: recurrimos a las condiciones y afirmaciones que anteriormente
hemos visto y demostrado que son de tipo Xo. Estas proposiciones se cumplian para
cualquier numero primo p, por lo que identificaremos los numeros naturales con sus
representaciones en base 13. Recurriremos también a la idea de los marcos, presentada
por Quine (1946), que establece que un marco es un nimero de forma 2t2 en el que la t
es una cadena de unos (111...1). 1(x) sera la condicion de que x es una cadena de unos en

notacion base 13, condicion que es de tipo Zo (1(X) <> X #0 A (VY < X)(yPx D 1Py)).

Vamos a tomar 6 como la secuencia finita ((az, b1), ..., (an, bn)) de pares ordenados
de nimeros, y f como el marco que es mas largo que cualquier marco que sea parte de
cualquiera de los nameros ai, by, ..., an, bn. Para tal f, el nimero secuencia de 0 sera
ffaifbaff, ..., ffanfbnff. Estamos representando otro tipo de secuencias con otro mecanismo.
X sera un marco maximal de y si x es un marco, x es parte de y y x es tan largo como
cualquier marco que forme parte de y. La relacion x mf y es o, ya que x mfy <> xPy A

Fz<y)L(@) Ax=222 A ~ (3w <y)(L(w) A 2zZW2PY)).

Con toda la informacion que tenemos en este momento podemos definir la Zo-
relacion que posteriormente jugara un papel crucial: K(x, y, 2)z,(3w < z)(w mf z A
WWXWYWWPZ A WPX A WPY). Para cualquier secuencia 0 de pares ordenados de ntimeros,
Si z es cualquier nimero secuencia de 0, entonces K(X, y, z) se cumplird syss el par
ordenado (X, y) pertenece a la secuencia 0. Ademas, por definicion de K(X, y, z), para
cualesquiera nimeros X, Y Yy z, si se cumple la relacion, entonces x <z y y <z. Asi queda

demostrado el Lema K.

De la demostracion del Lema K se sigue facilmente la demostracion del Teorema

E. Se cumple x¥ = z syss existe un conjunto S de pares ordenados tal que:

e (y,2)€S.
e Paratodo par (a, b) en S, o bien (a, b) = (0, 1), o existe algin par (c, d) en
Stalque (a,b)=(c+1,d-Xx).

Podemos ver esto de la siguiente manera: si x¥ = z, entonces tomamos S como el
conjunto {(0, 1), (1, X), (2, X3, ..., (y, X)}. De forma inversa, suponemos que S es

cualquier conjunto de pares ordenados tal que las dos condiciones anteriores se cumplen.
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Entonces de la segunda condicion se sigue que para cualquier par (a, b) en S, se tiene que
cumplir x* = b; y de la primera condicidon se sigue que x¥ = z. De esta forma, x¥ = z syss
existe un numero w tal que K(y, w, z) y para cualquier nimero a <w y cualquier b <w, si
K(a, b, w), entonces o0 biena=0y b =1, o hay un nimero ¢ <ay un nimero d < b tales

que K(c,d,w)ya=c+1yb=d-x. Portanto, X =z syss se cumple la siguiente condicién:

Aw(K(y, z, w) A (Va<w) (Vb <w)(K(a, b,w) > ((@a=0Ab=1)Vv(3c<a) (Fd<
b)(K(c,d,w)Aa=c+1Ab=d-Xx)))).

Con esto concluye la demostracion del Teorema E.

Del Teorema E se siguen tres corolarios importantes. En primer lugar, que para
cualquier conjunto aritmético A, el conjunto A* es aritmético, y ademas, si A es X, A*
también lo sera. Ya que la relacion x¥ = z es X, la relacion 13* =y también lo es, y en
consecuencia, la funcion diagonal d(x) también. Por tanto, hay una X-férmula D(v1, Vv2)
que expresa la relacion d(x) = y. Entonces, para cualquier formula A(v1) que exprese un
conjunto A, la férmula 3v2(D(vs, v2) A A(v2)) expresa el conjunto A*, y si A es aritmético,

A* lo es también.

El segundo corolario extraido del Teorema E afirma que el conjunto de nimeros
Godel de las sentencias aritméticas verdaderas no es aritmético. Denominamos a este
conjunto Ta. Si fuera aritmético, entonces el conjunto T, también tendria que serlo, y en
consecuencia, T, * también, algo que nos conduciria a contradiccion. Por Gltimo, el tercer
corolario dice que el conjunto P*e es X y el conjunto Py* es aritmético. Ya hemos
demostrado que Pe es X, por tanto, segun el primer corolario que acabamos de ver, P*e
es X también. El hecho de ser X, hace que Pe sea aritmético, por tanto, su complementario

es aritmético, y segun este primer corolario, P;* también lo es.

Si el conjunto Pz* es aritmético, existe una formula aritmética H(v1) que lo
expresa. La diagonalizacion de esta formula, H[] es una sentencia Godel aritmética para
Pz, y por tanto no es demostrable en P.E. ni en P.A., aunque sea verdadera. ~H[h] es
falsa y tampoco es demostrable en P.A., si es correcto, entonces H[h] es una sentencia en
el lenguaje #a de P.A. que no es ni demostrable ni refutable en el sistema P.A, que como

vemos, es incompleto.

Pero podemos demostrar también la incompletitud del sistema P.A. sin recurrir

necesariamente a P.E., tomando Pa como el conjunto de nimeros Godel de las formulas
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demostrables en P.A. y demostrar que este es un conjunto de tipo X y, por tanto, un
conjunto aritmético. La demostracion de la aritmeticidad de este conjunto es igual a la
que realizamos para demostrar que Pe era un conjunto aritmético, pero con algunos
cambios: tenemos que hacer desaparecer la exponenciacion del lenguaje y, por tanto, de
los axiomas. Podemos reducir la exponenciacion a operaciones que Unicamente emplean
la suma y la multiplicacién y, por tanto, prescindir de ella y de los axiomas en los que
interviene. Transformamos las formulas que teniamos para que no hagan referencia a esa

posibilidad que ya no esta.

R1(x, Y, ) se sustituye por E; es una de las expresiones (Ex + Ey), (Ex- Ey) 0E’y, y
en su demostracion, z=xplyvz=xtimyvz=xexpy V z =s(x), eliminamos la parte
de z = x exp y. Con este cambio, tm(x) y fm(x) seran entonces las condiciones de que Ex
es un término o una formula de P.A.; En el caso de A(x), eliminamos las clausulas
disyuntivas N1o(x) y N11(x), con lo que pasa a ser la condicion de que Ex es un axioma de
P.A.; por ultimo, las Gltima condicion se reformula para que afirme que Ex es demostrable
en P.A.

Entonces, el conjunto Pa es X, y en consecuencia, 10s conjuntos P, y P,* son
aritméticos. Si tomamos ahora una formula aritmética H(v1) que exprese al conjunto P,*,
su diagonalizacion H[h] expresaria su propia no demostrabilidad en el sistema P.A., y asi

quedaria demostrada la incompletitud de este sistema.

Tras concluir el apartado demostraremos la siguiente proposicién C, y para ello

demostramos primero lo siguiente:
Proposicion C:

e Toda Xo-relacion también es Xi.

e SiR(Xq, ..., Xn, ¥) es X1 también lo es la relacion IyR(xy, ..., Xn, ¥).

e SiRi(Xy, ..., Xn, ¥) Y R2(X1, ..., Xn, ¥) son X1, también lo son las relaciones
R1(X1, .ey Xny ¥) V R2(X1, .0y Xn, V) Y R1(Xq, ...\ Xn, Y) A R2(Xq, ..., Xn, ¥).

e SiR(X1, ..., Xn, Y, 2) es X1 también lo son las relaciones (3y < zZ)R(xy, ...,
Xn, Y, 2) Y (VY < Z2)R(Xg, ..., Xn, Y, 2).

e SiResXoySesX,entonces larelacion R o Ses X1

Demostracion:
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Toda Xo-relacion también es 2.

0 Supongamos que la relacion R(xy, ..., Xn) es Zo. Tomemos F(vy, ...,

vn) como una Xo-férmula que la exprese. Entonces, la férmula
AVn+1F(vy, ..., Vn) es una Z1-formula que expresa la misma relacion

R(X1, ..., Xn), por lo que R es X1.

SiR(Xg, ..., Xn, ¥) es X1 también lo es la relacion IyR(Xq, ..., Xn, ¥).

o Para cualquier relacion S(xi, ..., Xn, Y, z) las dos siguientes

condiciones son equivalentes: 3y3zS(xy, ..., X, ¥, Z) = IW(Fy <w)
(3z < wW)S(Xq, ..., Xn, ¥, Z). Supongamos ahora que Xi, ..., Xn SON
nameros tal que la primera de ellas se cumple. Entonces tiene que
haber nimeros y y z tales que S(xi, ..., Xn, ¥, Z) se cumpla. Si
tomamos w como el maximo de y y z, entonces (3y < w) (3z <
W)S(X1, ..., Xn, Y, Z) se cumple para tal niumero w vy, en
consecuencia, la segunda condicion se cumple.

Supongamos ahora que R(xy, ..., Xn, Y) es Z1. Entonces R(x, ..., Xn,
y) es de forma 3zS(xy, ..., Xn, ¥, Z), donde S es una Zo-relacion.
Entonces la relacion 3yR(xy, ..., X, ¥) €s la misma que la relacion
3y3zS(X1, ..., Xn, ¥, Z). Como hemos visto, esta relacion es
equivalente a la relacion Iw(3y <w) (3z < w)S(X1, ..., Xn, ¥, 2), Y
esto es X1, porque la relacion (y <w) (3z <w)S(Xq, ..., Xn, Y, Z) €S

una Xo-relacion entre w y xi, ..., Xn.

Si Ri(X1, ..., Xn, ¥) Y R2(X1, ..., Xn, ¥) son X1, también lo son las relaciones
e Xn, Y) V R2(X, ..ty Xn, Y)Y R1(Xg, ..oy Xn, Y) A R2(X1, ...y Xn, Y).
o Esta afirmacion equivale a aquella que establece que para

cualesquiera Xo-relaciones Si(X1, ..., Xn, ¥) Y S2(X1, ..., Xn, y), las dos
relaciones 3ySi(Xa, ..., Xn, ¥) V 3ySa(X1, ..., Xn, ¥) Y YS1(X, ..., Xn,
Y) A 3ySo(X, ..., Xn, Y) son 1. IyS1(X1, ..., Xn, ¥) V AYS2(X1, ..., Xn,
y) porque equivale a 3y(Si(X1, ..., Xn, ¥) V Sa2(X1, ..., Xn, ¥)); la
segunda porque equivale a 3y3z(Sa(Xq, ..., Xn, ¥) A S2(X1, ..., Xn, Z)),

que es X1 segun el punto anterior que acabamos de ver.

Si R(X1, ..., Xn, ¥, ) es X1 también lo son las relaciones (3y < z)R(xy, ...,

Xn, ¥, 2) Y (VY <2)R(X1, ..., Xn, Y, 2).
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0 Supongamos que R(X1, ..., Xn, Y, Z) es X1. Sabemos que la relacién
y <z es Xo. Por tanto, el conjunto K de todas las n+2-tuplas (x1, ...,
Xn, Y, Z) tales que y <z es Xo. En consecuencia, la relacion K(x, ...,
Xn, Y, Z) es X1 Segun el primer punto de esta Proposicion C. De esto
se sigue, gracias al tercer punto, que la relacion K(x1, ..., Xn, ¥, Z) A
R(Xq, ..., Xn, ¥, 2) es Z1. El punto dos demuestra que la relacion 3y(y
<ZAR(Xy ..., Xn, Y, Z) es X1, ya que es la relacion (y <z)R(xy, ...,
Xn, Y, Z).
La demostracion para (Vy < z)R(xy, ..., Xn, ¥, Z) €s algo diferente.
Dado que R es X1, existe una Xo-relacion S(xi, ..., xn, Y, Z, w) tal
que para todo Xi, ..., Xn, Y Y Z, R(X1, ..., Xn, Y, Z) Se cumple syss
IwS(Xa, ..., Xn, ¥, Z, W). Entonces (Vy < z)R(X, ..., Xn, ¥, Z) €S la
condicion (Vy < z)awS(xi, ..., Xn, Y, Z, W). Ahora supongamos que
X1, ..., Xn Y Z SON nUmeros tales que (Vy < z)awS(Xa, ..., Xn, ¥, Z, W)
se cumple. Entonces para todo y <z, existe un numero wy tal que
S(X1, ..., Xn, ¥, Z, Wy) Se cumple. Si v es el mayor de esos nimeros
Wo, W1, ..., Wz, NntONCes Wp, ..., W; seran todos <V, y para todo y <
z, existe algun wy, para el que w <\, tal que S(x1, ..., Xn, Y, Z, W).
Por tanto, para esta v, la condicién (Vy < z)(3w <V)S(xy, ..., Xn, Y,
z, w) se cumple, y en consecuencia la condicién 3v(vy < z)(Iw <
V)S(X, ..., Xn, ¥, Z, W) también. A la inversa, esta condicion implica
(Vy < 2)awS(x, ..., Xn, ¥, Z, W), que es la condicion (Vy < z)R(xu,
ey Xn, Y, 2).

e SiResXoySesXi,entonces larelacion R o S es X1.

0 Suponemos que Res X0y S es X1. R seria también X, y por el punto
uno, 1. Segun el punto tres, R v S es X1, y esta es la relacion R o
S.

Queda asi demostrada la proposicion.
Proposicion Ci: toda X-relacion es X1.

Para cualquier formula F(v;,, ..., v )(i1 < i2 < ... < i) y cualquier n > ix, F®
sera el conjunto de todas las n-tuplas (as, ..., an) tal que F(@;,, ..., d;,) es una sentencia

verdadera. Si F es una formula regular F(vy, ..., vn), entonces, F™ es la relacion expresada
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por F(vi, ..., va). A partir de todo lo visto en la Proposicion C, llegamos a la Ilamada
Proposicion C1, que establece que toda X-relacion es X1. De esta extraemos dos corolarios:
el primero que dice que si A es X1, A* también lo es; y el segundo que establece que los

conjuntos P*a y R*a son X1.

Diremos de un conjunto o una relacion que es recursiva si ella misma y su
complementaria son ambas X1. Una funcion f(xs, ..., Xn) =y es recursiva si la relacion

correspondiente es recursiva.

Si repasamos todo lo que hemos visto hasta el momento en lo que se hace uso de
secuencias contamos cuatro puntos donde recurrimos a ellas: la exponenciacion (X’ = z),
en el que acudimos a una secuencia de y operaciones con el niUmero x que tienen como
resultado a z; la formacion de términos, en el que recurrimos a una secuencia de
operaciones que tienen como resultado un término; la formacién de férmulas, en el que
acudimos a una secuencia de operaciones que tienen como resultado una formula; y el ser

demostrable, en el que recurrimos a una secuencia de formulas que es una demostracion.

En los tres primeros tipos de secuencias, a partir del tamafio del resultado final de
la secuencia, podemos acotar el tamafio de la propia secuencia. Cuando decimos que algo
es una formula es porque hay una secuencia de formacion de una formula, y en funcién
de lo larga que sea esa formula, podemos acotar el tamafio de su secuencia de formacion.
De igual forma con las secuencias de formacion de términos o con la secuencia de la
exponenciacion. Esto es lo que no ocurre en una demostracién. Viendo la formula
demostrable no puedo hacer ningun célculo del tamafio posible de la demostracion, no
podemos acotar nada.

Intuitivamente esto significa que todos los conceptos que estas manejando hasta
llegar al de ser demostrable son conceptos decidibles, el concepto de ser demostrable ya
no lo es. Es decir, cuando me dan una expresion, puedo hacer una comprobacion para ver
si es una formula o no. Pero cuando me dan una formula y me preguntan si es demostrable
en P.A., no tengo ningun procedimiento que me permita contestar en un numero finito de
pasos a esa pregunta. Eso hace que en la formula Pe(x) en P.E. (0 en su equivalente Pa(X)
en P.A.), que es 3y(Pf(y) A x € y), es decir, “existe una secuencia de demostraciény en la
que parece X”, no sea posible acotar el cuantificador 3y y que intuitivamente sea una

formula 1.
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5. Teorema de Godel v ®-consistencia

La demostracion que hemos visto en el apartado anterior descansa sobre la
hipédtesis de que la Aritmética de Peano es correcta, es decir, que en ella cada una de las
sentencias demostrables en P.A. es una sentencia verdadera. La demostracion original de
la incompletitud de este sistema que propone Godel implica una asunciéon mas débil que
denomina m-consistencia. Tomamos un sistema axiomatico arbitrario S cuyas formulas
son las de &, cuyos axiomas incluyen todos los de los grupos | y 1l y cuyas reglas de
inferencia son la generalizacion y el Modus Ponens. Este sistema es lo que podemos

denominar una teoria de primer orden.

e Diremos que S es simplemente consistente Si no contiene ninguna
sentencia que sea a la vez demostrable y refutable en S.

e Diremos que S es w-inconsistente si existe una formula F(w) con una
variable libre w tal que la sentencia 3wF(w) es demostrable, a pesar de que
todas las sentencias F(0), F(1), ..., F(n), ... son refutables. Segln eso, un

sistema m-consistente es un sistema que no es w-inconsistente.

Un sistema m-inconsistente nunca puede ser correcto, porque si IwF(w) es
verdadera, entonces al menos para alguna n la sentencia F(i2) tiene que ser verdadera. Lo
que si puede suceder es que un sistema w-inconsistente sea simplemente consistente. Si
S es simplemente inconsistente, esto significa que toda sentencia es demostrable en él,
por tanto, trivialmente tiene que ser w-inconsistente; Asi pues, si S es w-consistente,

entonces es también simplemente consistente.

Se dice que S es recursivamente axiomatizable o, lo que es lo mismo,
axiomatizable, si el conjunto P de numeros Gddel de las sentencias demostrables de S es
21. Estos sistemas también se denominan sistemas formales, sistemas r.e. o X1-Sistemas.
Dados dos sistemas S y S1, diremos que S es un subsistema de S 0 S una extension de S;

si todas las férmulas demostrables de S1 también son demostrables en S.

Todo sistema correcto es automaticamente m-consistente, por tanto, es mas fuerte
asumir que el sistema P.A. es correcto que asumir que es w-consistente. Ya hemos
demostrado la incompletitud de P.A. tomando como premisa que P.A. es un sistema
correcto. El objetivo principal de este apartado es la demostracion del Teorema G, para
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lo cual vamos a recurrir a otros teoremas que a su vez necesitan de mas teoremas y lemas
para su demostracion. Como es un proceso complejo, vamos a ofrecer primero un

esquema de como se organiza:
Teorema G: si la Aritmética de Peano es w-consistente, entonces es incompleta.

1. Teorema A: si S es cualquier sistema axiomatizable w-consistente en el
que todas las Xo-sentencias verdaderas son demostrables, entonces S debe
ser incompleto.

0 Lema 2: si todas las Xo-sentencias verdaderas son demostrables en
S, entonces todos los X1-conjuntos y relaciones son enumerables
ens.

0 TeoremaA’:siS es cualquier sistema w-consistente axiomatizable
en el cual todos los X1-conjuntos son enumerables, entonces S es
incompleto.

= Teorema 1: supongamos que S es simplemente consistente
y H(vy) es una férmula cuya negacion representa el
conjunto P* en S. De esta forma la sentencia H(k) no es ni
probable ni refutable en S donde h es el nimero Godel de
la formula H(v1).
e Lema 1: para cualquier férmula H(v1) con numero
Godel h: H(h) es demostrable en S <> h € P*.
* Lema o: si S es w-consistente, entonces todo conjunto
enumerable en S es representable en S.
= Teorema 2: si P* es enumerable en Sy S es w-consistente,
entonces S es incompleto.
= Teorema 3: suponemos que A(vi, V2) enumera P* en S.
Tomamos a como el numero Godel de la formula Vv, ~
A(v, v2) y G como la sentencia Vvo~A(v1, Vo). De esta
forma:
e Si S es simplemente consistente, entonces G no es
demostrable en S.
e Si S es w-consistente, entonces S no es ni
demostrable ni refutable.

2. Teorema B: todas las Xo-sentencias verdaderas son demostrables en P.A.
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o Proposicion 1: las siguientes dos condiciones son conjuntamente
suficientes para que S sea Xo-completo:
= Ci: toda Xo-sentencia atOmica es correctamente decidible
ens.
= Cu: para cualquier Xo-formula F(w), con w como la unica
variable libre, y para todo nimero n, si las sentencias F(0),
..., F(n) son todas demostrables en S, entonces lo es la
sentencia (Yw < n)F(w).
o Proposicién 2: las siguientes tres condiciones son conjuntamente
suficientes para que S sea Xo-completo:
» Di: todas las Xo-sentencias atomicas verdaderas son
demostrables en S.
» Dy para cualesquiera nimeros distintos m y n, la sentencia
m # n es demostrable en S.
» Da: para cualquier variable w y cualquier nimero n, la
formula

w<ao>W=0V..Vw=1)
es demostrable en S.

o Para demostrar la proposicion del Teorema B consideramos
subsistemas de P.A. en los cuales ya son demostrables todas las Xo-

sentencias verdaderas.

Una formula F(va, ..., vi) representara el conjunto de todas las k-tuplas (ni, ..., ng)
tales que F(n1, ..., k) es demostrable en S. Si consideramos ahora S como el sistema
P.A., una formula F(v1) expresa el conjunto de todas las n tal que F(1) es una sentencia
verdadera, mientras que F(v1) representa en P.A. el conjunto de todos los n tal que F(7)
es demostrable en P.A. Asumiendo que P.A. es un sistema correcto, el conjunto

representado por F(v1) es un subconjunto del conjunto expresado por F(v1).

Consideramos un sistema arbitrario S no necesariamente axiomatizable. P seréa el
conjunto de los numeros Godel de las formulas demostrables de S. P* serd el conjunto de
todos los n tales que En[71] es demostrable en S. Con esto presente, planteamos el Teorema
1:
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Teorema 1: supongamos que S es simplemente consistente y H(v1) es una formula
cuya negacion representa el conjunto P* en S. Entonces la sentencia H(h) no es ni

probable ni refutable en S donde h es el nimero Godel de la formula H(v1).

Para cualquier formula H(v1) y cualquier nimero n, la sentencia H(iz) = H[n] es
aritméticamente verdadera y ademas es un teorema de ldgica de primer orden con
identidad. Por tanto, es realmente demostrable en S. De esta forma, H(7) es demostrable
o refutable en S syss H[n] es demostrable o refutable, respectivamente, en S. Para la

demostracion del Teorema 1 es necesario un lema auxiliar:

Lema 1: para cualquier formula H(v1) con nimero Godel h, H(h) es demostrable

enS < h e P*.
La demostracién del Lema 1 es inmediata.

Demostracion del Teorema 1: asumimos la hipétesis que nos plantea. Ya que la
negacion de H(vi) representa P*, entonces para cualquier nimero n, la sentencia H(#) es
refutable en S syss n € P*. En particular, H(h) es refutable en S syss h € P*. Pero también
tenemos el caso, segun el Lema 1, de que H(h) es demostrable en S syss h € P*. De esta
forma, H(h) es demostrable en S syss H(h) es refutable en S. Segin la asuncion de
consistencia simple, H(h) no puede ser a la vez demostrable y refutable en S, por lo que

concluimos que no es ninguna de las dos cosas. Asi concluye la demostracion.

De esto se sigue un corolario que establece que si P* es representableen Sy S es
consistente, entonces S es incompleto. La demostracion de esta afirmacion parte de
suponer que S es consistente y F(v1) es una formula que representa P*, de forma tal que
~~ F(v1) también representa P*, por lo que la formula ~F(v1), de ahora en adelante H(v1),

es una férmula cuya negacion representa P*.

Una férmula F(vi, v2) enumera un conjunto A en S si para todo nimero n se

cumplen las dos siguientes condiciones:

e Sin €A entonces existe al menos un nimero m tal que la sentencia
F(in, m) es demostrable en S.

e Sin ¢ A, entonces para todo nimero m, la sentencia F(1, m) es refutable

enS.
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Decimos que A es enumerable en S syss existe alguna férmula F(vi, v2) que

enumere A en S. Partiendo de estas consideraciones establecemos un nuevo lema:

Lema o (Lema de la m-consistencia): si S es w-consistente, entonces todo

conjunto enumerable en S es representable en S.

Demostracion: asumiendo esta hipdtesis, suponemos que n € A, entonces para
algiin m, la sentencia F(71, m) es demostrable en S, por tanto, la sentencia 3vaF(7, v2) es
demostrable en S. De forma inversa, supongamos que 3v2F (i, v2) es demostrable en S. Si
n no forma parte de A, entonces todas las sentencias F(n1,0), F(n1, 1), ..., F([, m), ...,
serian refutables en S, y S seria un sistema w-inconsistente, de forma que n tiene que estar
en A. Apoyandonos en esto, afirmamos que la formula 3v.F(n, v2) representa A en S.

Concluimos asi la demostracion del Lema o.
Introducimos un nuevo teorema:

Teorema 2: si P* es enumerable en S y S es w-consistente, entonces S es

incompleto.

Suponiendo que S sea un sistema m-consistente y que P* sea enumerable en este
sistema, tomamos A(v1, v2) como la férmula que enumera P* en S. La formula 3voA(v1,
Vo) equivale a ~Vva~A(vi1, V2), por lo que Yva~A(vi, Vv2) es la formula cuya negacion
representa P* en S. Basandonos en lo establecido por el Teorema 1, la sentencia Vva~A(a,
Vv2) es indecidible en S donde a es el numero Godel de la formula Yva~A(vi, v2). Esta
sentencia, Yvo~A(a, v2), va a ser G, la sentencia Godel. Tenemos que demostrar que, si S

es m-consistente, G no es ni demostrable ni refutable en S.

La consistencia simple de S es suficiente para demostrar que G no es demostrable
en S. Suponemos que la sentencia Yv.~A(a, v2) es demostrable en S. Entonces a forma
parte de P* segun el Lema 1. Ya que A(vi, v2) enumera el conjunto P* en S, tiene que
haber un nimero m tal que la sentencia A(a,m) es demostrable en S. Por tanto, la
sentencia Iv.A(a, v2) es demostrable en S, pero esta sentencia es ~Vvo~A(a, v2), que €s
la negacion de Yvo~A(a, V), es decir, es ~G. Entonces, si G es demostrable en S, lo es
su negacion, lo que implica que S es simplemente inconsistente. Concluimos de esta
forma que G no es demostrable en S. Por tanto, la m-consistencia solo es necesaria para

demostrar que G no es tampoco refutable.

De esta forma queda demostrado el siguiente teorema:
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Teorema 3: suponiendo que A(vi, V2) enumera P* en S, tomamos a como el
namero Godel de la formula Yva~A(v, v2)y G como la sentencia Vva~A(a, v2). De esta

forma:

e Si S essimplemente consistente, entonces G no es demostrable en S.

e Sj S es m-consistente, entonces S no es ni demostrable ni refutable.

Con todos los teoremas y lemas presentados hasta ahora llegamos a la
demostracion del Teorema A’, del cual se seguira, junto al Lema 2 que veremos a

continuacion, el Teorema A.

Teorema A’: si S es un sistema axiomatizable w-consistente en el cual todos los

¥1-conjuntos son enumerables, entonces S debe ser incompleto.

Demostracion: asumimos la hipotesis que plantea este teorema para su
demostracion. Dado que S es axiomatizable, por definicion el conjunto P es X1, de igual
manera que lo es el conjunto P*. Segln la hipdtesis, el conjunto P* es enumerable en S,

la conclusion se sigue del Teorema 3. Finaliza asi la demostracion.

El Teorema A es consecuencia del Teorema A’, y para demostrarlo lo Gnico que
tenemos que hacer es demostrar que si todas las Xo-sentencias verdaderas son
demostrables en S, entonces todos los X1-conjuntos son enumerables en S. Diremos que
la formula F(vi, ..., Va, Vn+1) €enumera la relacion R(xs, ..., X2) en S si para todos los

nameros K, ..., ky se cumplen dos condiciones:

e SiR(ky, ..., kn) se cumple, entonces existe un nimero k tal que la sentencia
F(k1, ..., kn, k) es demostrable en S.

e SiR(Ky, ..., kn) no se cumple, entonces para todo k, la sentencia F(k, ...,
kn, k) es refutable en S.

La otra pieza que necesitamos para demostrar el Teorema A es el Lema 2:

Lema 2: si todas las Xo-sentencias verdaderas son demostrables en S, entonces

todos los X1-conjuntos y relaciones son enumerables en S.

Demostracion: asumimos la hipotesis. Hecho esto tomamos R(x, ..., Xa) como la
¥1-relacion (o conjunto en el caso de que n = 1). Entonces hay una Xo-relacion S(xu, ...,

Xn, Y) tal que para todo X, ..., Xn,
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R(X1, ..., Xn) <> AYS(X1, ..., Xn, Y).

Tomamos F(vs, ..., Vn, Vn+1) como una Xo-formula que expresa la relacion S(x, ...,
Xn, Y). Demostramos que F(vi, ..., Vn, Vn+1) €numera la relacion R(xi, ..., Xn) en S.
Suponiendo que R(xy, ..., Xn) e cumple, entonces para algun numero k, S(ky, ..., kn, k) se
cumple. Por tanto, F(k1, ..., kn, k) es una Zo-sentencia verdadera, y por hipotesis,
demostrable en S. Supongamos ahora que R(xy, ..., Xn) N0 se cumple, entonces para todo
namero k, S(ki, ..., kn, K) es falso. Por tanto, para todo k, la sentencia F(ku, ..., kn, k) es
falsa, y ~F(ku, ..., kn, k) es una Xo-sentencia verdadera demostrable en S, lo que implica
que F(ki, ..., kn, k) es refutable para todo k. De estos dos casos se sigue que la formula
F(v, ..., Vn, Vn+1) €numera la relacion R(xs, ..., Xn) en S. Hasta aqui la demostracion del

Lema 2.
Con esto y la demostracion del Teorema A’ damos por demostrado el Teorema A.

Para la demostracion del Teorema B necesitamos dominar algunos conceptos
como el de sistema Xo-completo. Diremos que un sistema S es Xo-completo si todas las
Yo-sentencias son demostrables en S. Ahora vamos a demostrar la Xo-completitud de P.A.

y de varios subsistemas de este.

Una Xo-sentencia es correctamente decidible en S si es o verdadera y demostrable

en S, o falsa y refutable en S.

Proposicion 1: las siguientes dos condiciones son conjuntamente suficientes para

decir que S es Zo-completo:

e C1: toda Xo-sentencia atbmica es correctamente decidible en S.
e Cy: para cualquier Xo-formula F(w), con w como la Unica variable libre, y
para todo nimero n, si las sentencias F(0), ..., F(i7) son todas demostrables

en S, entonces lo es la sentencia (Vw < i) F(w).

Demostracion: suponiendo que tanto C; como C, se cumplen, demostramos

inductivamente que todas las Xo-sentencias son correctamente decidibles en S.

e Por Cy, todas las Xo-sentencias de grado 0 son correctamente decidibles

enS.
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e Esobvio por logica proposicional que para cualesquiera sentencias X e Y,
si ambas son correctamente decidibles en S, entonces ~X y X 2 Y son
correctamente decidibles en S.

e Cualquier Xo-sentencia S, que no es ni atomica ni tiene la forma ~X o X
DY, debe tener la forma (vw < n)F(w), donde F(w) es una Xo-formula de
menor grado que S y contiene w como unica variable libre. Consideramos
entonces una Xo-sentencia (Vw < n)F(w) tal que todas las Xo-sentencias
de menor grado sean correctamente decidibles en S. Tenemos que
demostrar que (Yw < n7)F(w) es tambien correctamente decidible en S.

0 Supongamos que la sentencia es verdadera. Entonces cada una de
las sentencias F(0), ..., F(i) es verdadera. Cada una de ellas es
demostrable en S, ya que son de menor grado que (Vw < n)F(w).
Entonces, segln la condicién C», la sentencia (Vw < n)F(w) es
demostrable en S.

0 Supongamos que la sentencia es falsa. Entonces para al menos
algin m < n, la sentencia F(m) es falsa y, por tanto, refutable en
S. Dado que m <7 es una Xo-sentencia verdadera, es demostrable
en Ssegin C1. Ya que m < n y ~F(m) son ambas probables, m <
n D F(m) es refutable en S. Pero (Vw <n)F(w) o (im <n > F(m))

es demostrable, por lo que (VYw < )F(w) es refutable en S.
Asi se completa la demostracion.

Proposicion 2: las tres siguientes condiciones son suficientes para afirmar la Xo-

completitud de S:

e Das: todas las o-sentencias atdmicas verdaderas son demostrables en S.

e Dy para cualesquiera nimeros distintos m y n, la sentencia m # n es
demostrable en S.

e Das: para cualquier variable w y cualquier nimero n, la formula

wW<ao>W=0V..Vw=n)
es demostrable en S.

Estas tres condiciones juntas implican la condicion C; que acabamos de ver, y la
altima de ellas implica la condicién Ca.
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Demostracion:

e Suponiendo que las 3 se cumplen, vamos a demostrar que Ci debe
entonces cumplirse también. Segun D; todas las Xo-sentencias atomicas
verdaderas son demostrables en S. Tenemos que demostrar que todas las
Yo-sentencias atomicas falsas son refutables en S.

o Si la sentencia falsa tiene la forma m = i serd refutable en S por
Do.

o Si la sentencia falsa tiene la forma m < n, entonces todas las
sentencias m = 0 v ... v m = 7 son refutables. De esto se sigue
segln D3 que m < 1 es refutable.

o Si la sentencia falsa tiene la forma m + i = k. Ya que la sentencia
es falsa, m + n = p para algin nimero p # k. Entonces m + n = p
es demostrable en S por D1y p # k es demostrable en S por D.. Por
tanto, la formula m + 71 # k es demostrable en S. Por tanto, la
sentencia falsa m + 71 = k es refutable en S.

e Demostramos también que la condicion C; es derivable de Ds. Aceptamos
D3. Suponemos que F(w) es una Xo-férmula con w como Unica variable
libre, y n es un niimero tal que cada una de las n sentencias F(0), ..., F(n)
son todas demostrables en S. Por tanto, las formulas abiertas

w=0>FW),...,w=7 > F(W)
son todas demostrables en S. Por tanto, por logica proposicional, la
formula
w=0V..vw=n>FW)
es demostrable en S, de lo que se sigue que la formula w =7 © F(w) lo es.
Por tanto, segun la regla de generalizacion, la sentencia Yw(w <7 2 F(w))

es demostrable en S, y esta sentencia es la sentencia (Vw < i) F(w).
Aqui finaliza la demostracion de la Proposicion 2.

Vamos ahora a ofrecer algunos ejemplos de subsistemas Xo-completos de la
Aritmética de Peano. Son cuatro subsistemas de P.A. que van de mas fuerte a mas débil,
siendo este ultimo el sistema (Ro), el sistema minimo que necesitamos para demostrar el

teorema. Tenemos que demostrar que (Ro) es Zo-completo y también que (Ro) es un
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subsistema de todos los demas que, consecuentemente, son Xo-completos, al igual que

P.A., que los incluye a todos.

El primero de ellos es el sistema (Q), resultado de eliminar el esquema axiomatico

N1z, el esquema

compuesto de los

o Ni:
o Na:
e Na:
o N
e Ns:
e Ng:

e N7
e Ng:
e No:

de induccion, al sistema P.A. Trivialmente (Q) € P.A. Quedaria

siguientes elementos:

Vi'=V2)  DVi=V
~v1’=0

V1+6:V1

vi+ Vo' = (ve+ Vo)
vi-0=0
vi-v2' = (v ve) +vr
vi<0=vi=0

Vi<V =(Vi<va Vv =Vvo)

ViSVoVV2<Vg

En segundo lugar consideramos el sistema (Qo), formado por los esquemas

axiomaticos desde el Nz al Ns, por tanto, trivialmente (Qo) < (Q).

Los otros

dos sistemas a considerar son (R) y (Ro). El sistema (R), debido a

Raphael Robinson (1950). Este sistema tiene infinitos axiomas no 16gicos que se recogen

bajo los cinco siguientes esquemas axiomaticos:

: todas las sentencias m + i1 = k, donde m + n = k.

: todas las sentencias m - 71 = k, donde m x n = k.

: todas las sentencias m # i, donde m y n son nameros distintos.
- todas las formulasvi<n = (vi=0V ... V v1 = ).

:todas las férmulasvi <n v n <vi.

Si eliminamos el esquema axiomatico Qs obtenemos el sistema (Ro), obviamente

(Ro) € (R), del c

ual vamos a demostrar su Xo-completitud y que es un subsistema del

sistema (Qo). Demostramos su Zo-completitud demostrando que cumple las condiciones

D1, D2 y Dz de la Proposicion 2. Para empezar, observamos que para cualquier numero n,

la sentencia 7 = i es un teorema de I6gica de primer orden con identidad. Por tanto, es

demostrable en (Ro). Suponemos m < n. Dado que m = im es demostrable, también lo es
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m=0V..vm=mV..Vim=1

De lo anterior mas Q4 se seguiria que la sentencia im < 71 es demostrable. Por tanto,
todas las Xo-sentencias verdaderas con forma m < 7 son demostrables en (Ro). Segin Q1
y Q» todas las Zo-sentencias atomicas verdaderas son demostrables en (Ro). De esta forma,
el sistema (Ro) satisface la condicion D:. También satisface la condicién D2 seglin Q3.

Para demostrar que satisface D3, para cada n, la formula
vi<ao>(i=0V..Vvi=n0)
es demostrable en (Ro), por lo que también lo es la férmula
YWivi<ino> (vi=0V ... VVvi=7)).

Por tanto, para cualquier variable w, la formulaw<a> (wW=0V ... Vw =7)es

demostrable en (Ro). Asi pues, de acuerdo con la Proposicion 2, (Ro) es ocompleto.

Demostramos a continuacion que el sistema (Ro) es un subsistema de (Qo).
Aunque los axiomas de induccion de N12 no son axiomas de (Qo), podemos utilizar la
induccién matematica en nuestro metalenguaje para demostrar varias cosas acerca de este

subsistema.

e Segln N4 sabemos que si n + m = g es demostrable en (Qo), entonces
también loes 1 + m + 1 = g + 1. Seglin N3 también es demostrable 2 + 0
=1, por lo que podemos demostrar

n+l=n+1,A+2=n+2,...,Ai+m=n+m
De esta forma, todas las sentencias Q1 son demostrables en (Qo).

e Segln Ne, sabemos que si 77 - m = q es demostrable, entonces también lo

son

T-m+1=g+n

n-m+1l=q+n

Por tanto, sinn - m =n X m es demostrable, n-m+1=n X (m+1)
también lo es. Segun Ns queda demostrado en este sistema 7 - 0 = 0. Con
todo esto también se demuestra

n-l=nX 1,7-2=nX 2,...,A-M=n X m

De esta forma, todas las sentencias Qo son demostrables en (Qo).
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Para el esquema axiomatico Q3 tenemos que demostrar que para cualquier
nimero m y cualquier nimero positivo n, la sentencia m # n + m es
demostrable en (Qo). En primer lugar, para cualesquiera nimeros my n, la
sentencia
m+l=n+1om=n
es demostrable en el sistema segin N1. Por tanto,
m#nom+1#n+1

es demostrable. De esta forma, si m # nn es demostrable, también lo es

m+1+#n+1.
Para cualquier nimero positivo n, la sentencia 0 # 71 es demostrable segln

N.. Por tanto, podemos demostrar

1#n+1,2#n+2,...m#n+m.
Para el esquema axiomatico Q4, demostramos por induccion de n que
Vi<n=MWV1i=0V..Vvi=n)
es demostrable en (Qo).
Segun N7, v < 0 = v1 = 0 es demostrable. Supongamos que n es tal que
Visn=MWV1i=0V...Vvi=n)
es demostrable. Entonces, ya que
visn+l=(Vi<savvi=n+1)
es demostrable seglin Ng, se sigue por logica proposicional que
visn+1=Wi<0v..vavvi=n+1)

es demostrable. Asi se completa la induccion.

Como hemos visto, la w-consistencia juega un papel fundamental en la

demostracion de incompletitud llevada a cabo por Godel. Una version mas intuitiva e

informal de la demostracion mostrara mas claramente el papel de la w-consistencia en la

demostracién. La formula G, que dice que “no existe una demostracion de G”, seria la

negacion de una sentencia X1: ~ 3x(X es una demostracion de G).

Si SFG (léase, G es demostrable en S), entonces Sk~ 3Ix(X €S una
demostracién de G). Pero SHG significa que existe una demostracién de
G, con numero j, y una Xo-sentencia “j es una demostracion de G”, que
sera Xo verdadera y por tanto, demostrable. De ella se deducira facilmente

la afirmacién existencial 3Ix(x es una demostracion de G), que contradice
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a la férmula G, por hipotesis también demostrable. Por tanto, si el sistema
es simplemente consistente, G no es demostrable.

e Por tanto, SKG, y asi, son demostrables las Xo-sentencias “0 no es una
demostraciéon de G”, “1 no es una demostracion de G”, etc., puesto que
son Xo Yy verdaderas. Pero si Sk ~G, es decir, Sk~~ 3Ix(Xx es una
demostracion de G), entonces, eliminando la doble negacidn, tenemos que
Sk 3x(x es una demostracion de G). Si esto sucede, el sistema es w-
inconsistente, puesto que demostrariamos una afirmacion existencial junto
con la negacion de todos sus casos particulares. Por tanto, si S es -

consistente, G tampoco es refutable.

No es dificil demostrar que (R) es un subsistema de (Q). Para ello basta demostrar

que las formulas de Qs se obtienen a partir de Ng instanciando la variable va.
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6. El Teorema de Incompletitud sequn Rosser

La demostracion de incompletitud del sistema P.A. de Gddel se basa en la
asuncion de que el sistema P.A. es w-consistente. Rosser (1936), en la ultima version del
teorema que vamos a tratar, demuestra la incompletitud de este sistema partiendo de la
asuncion de su consistencia simple. Para ello no utiliza la sentencia G, sino que construye
otra sentencia que la sustituye en la demostracién. Otra diferencia entre ambas sentencias,
ademés de que una requiera que el sistema P.A. sea w-consistente y la otra que sea
simplemente consistente, es que la formula de Godel se basa en una formula que expresa
el conjunto P*, mientras que la de Rosser se basaba en una formula que expresa el
conjunto P*. Ademas, la demostracion de Godel se puede llevar a cabo para el subsistema
maés debil de P.A., el sistema (Ro), mientras que la demostracion de Rosser requiere como
minimo el sistema (R). Pese a esto, este subsistema sigue siendo menos que P.A., puesto

que seguimos prescindiendo de la induccién.

Para presentar el primer teorema conviene definir el siguiente concepto: un
sistema S es una extension de Q4 y Qs si todas las formulas de Q4 y Qs son demostrables
en S. Como recordatorio, estos dos esquemas axiomaticos se conformaban de las

siguientes férmulas:

e Qq todas las formulasvi<a=(vi=0V ... vVvi=n).

e Qs:todas las formulasvi <nn v n <vi.
El objetivo de este apartado va a ser demostrar el siguiente teorema:

Teorema R: toda extension axiomatizable simplemente consistente de Q4 y Qs en

la cual todos los X1-conjuntos son enumerables debe ser incompleta.

De este teorema se siguen tres corolarios: en primer lugar, que toda extension
axiomatizable simplemente consistente de Q4 y Qs en la cual todas las Xo-Sentencias
verdaderas son demostrables debe ser incompleta; segundo, toda extension axiomatizable
simplemente consistente del sistema (R) es incompleta; por Gltimo, si el sistema P.A. es

simplemente consistente, es incompleto.

Para llegar al Teorema R necesitaremos unos resultados previos:
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Teorema 1: si H(v1) es una formula que representa en S un superconjunto de R*
disjunto de P*, entonces la sentencia H(h) es indecidible en S, donde h es el nimero
Godel de H(v1).

Demostracion: A es el conjunto representado por H(vi). Suponemos que R* € A
y que P* es disjunto de A. Ya que H(v1) representa A, entonces H(h) es demostrable en S
syss h € A. H(h) es demostrable en S syss h € P*. De esta manera, h € P* syss h € A.
Pero P*, por hipotesis, es disjunto de A, por lo que h & A. Ya que h & P*, entonces H(h)
no es demostrable en S. Como h & A, entonces h & R*, de forma que H(h) no es refutable

en S, asi que es indecidible en S. Asi concluye la demostracion.

El Teorema 1 sugiere la siguiente nocion de separabilidad. Diremos que una
formula F(vy) separa un conjunto A de un conjunto B en S si para todo n € A, F(in) es

demostrable en S y para todo n € B, F(n) es refutable en S.

Lema 1: si F(v1) separa A de B en Sy S es consistente, entonces F(v1) representa

algun superconjunto de A que es disjunto de B.

Demostracion: asumimos la hipdtesis. A’ sera el conjunto representado por F(v1)
en S. Ya que para todo n € A la sentencia F(77) es demostrable, entonces A < A’. Si algun
nmero n estuviera tanto en A’ como en B, entonces F(7) seria a la vez demostrable y
refutable en S. Por tanto, si S es simplemente consistente, entonces A’ es disjunto de B.
De esta forma queda demostrado el Lema 1.

Del Teorema 1y el Lema 1 surge un segundo teorema:

Teorema 2: si H(v1) separa R* de P* en S y S es simplemente consistente,

entonces H(h) es indecidible en S, donde h es el nimero Godel de H(v1).

Decimos que A es separable de B en S si existe una formula F(v1) que separe A de
B en S. Siguiendo el Teorema 2, para demostrar que P.A. es incompleto asumiendo
Gnicamente su simple consistencia, es suficiente con demostrar que R* es separable de
P*en P.A. Llamamos a S sistema Rosser para conjuntos si para cualesquiera X1-conjuntos
Ay B, el conjunto A — B es separable de B— A en S; y para cadan > 1, [lamamos a S un

sistema Rosser para relaciones n-arias si para dos Xi-relaciones cualesquiera
Ri(X1, ..., Xn) Y Ra(X1, ..., Xn)

que son enumerables en S, sus diferencias R1 — R2 y R2 — R1 son separables en S.
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Lema S (Lema de Separacion): si todas las formulas de Q4 y Qs son

demostrables en S, entonces para cada dos relaciones cualesquiera Ri(Xg, ..., Xn) Y Ra(X1,

..., Xn) enumerables en S, sus diferencias R1 — R2 y R2 — Ry son separables en S.

Demostracion: supongamos que todas las formulas de Q4 y Qs son demostrables

en S. Vamos a demostrar que para dos conjuntos cualesquiera A 'y B enumerables en S, el

conjunto B — A es separable de A—B en S. A(x, y) y B(x, y) son formulas que enumeran

respectivamente A y B en S. Demostramos que la formula

VY(A(X, y) D (32 <y)B(X, 2))

separaB-AdeA-BenS.

Suponemos n € B — A. De esta forma, n € B, y para algin namero k, la
sentencia B(#1, k) es demostrable en S. También, n & A, y por eso para todo
m <k, la sentencia A(in, m) es refutable. Ademas, segun 4, la sentencia
(vy < k) ~ A(r, y) es demostrable. Por tanto, la formula abiertay < k > ~
A(1, y) es demostrable y, en consecuencia, A(i1, y) D ~ (y < k) es
demostrable. De Qs se sigue que A(7, y) D k <y es demostrable, y ya que
B(7, k) es demostrable, A(71, y) o (k <y A B(#, k)) es demostrable. Asi,
por légica de primer orden, la formula
A(n,y) D (3z<y)B(n, 2)
es demostrable, de forma que también lo es la sentencia
VY(A(@, y) © (32 <y)B(7, 2)).
Suponemos n € A — B. Entonces para algun k, A(#, k) es demostrable y
para todo m < k, B(i1, m) es refutable y, de esta forma, segin Qs, la
sentencia (Vz <k) ~ B(#, z) es demostrable. Se sigue que la sentencia
A@, k) A (VZ< k) ~ B(7, 2)
es demostrable, de forma que también lo es la sentencia
~ (A, k) o ~ (Vz< k) ~ B(7, 2))
y esta es la sentencia ~ (A(71, k) © (3z < k) ~ B(7, z)). Ya que la sentencia
A(@, k) o (3z < k) ~ B(#, z) es refutable, equivale a la sentencia Vy(A(#,
k) > (3z<k) ~ B(n, 2)).

Asi finaliza la demostracion.
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Teorema 3: cualquier extension de Q4 y Qs en la que todas las Xo-Sentencias

verdaderas sean demostrables es un sistema Rosser.

De este teorema extraemos el siguiente corolario: los sistemas (R), (Q) y P.A. son

sistemas Rosser.
A partir del Lema Sy el Teorema 2 se sigue un nuevo teorema:

Teorema 4: S serd cualquier sistema simplemente consistente en el que los
conjuntos P* y R* sean ambos enumerables y en el que todas las formulas de Q4 y Qs son

demostrables. Por tanto, S es incompleto.

Demostracion: suponemos que A(X, y) es una formula que enumera P* en S, y

B(X, y) es una férmula que enumera R* en S. Segln el Lema S, la férmula

vy(A(X, ¥) D (32 <y)B(X, 2))

separa R* de P* en S. Entonces, segun el Teorema 2, si h es el nimero Gddel de esta

férmula, la sentencia
Vy(A(h, y) > (32 <y)B(h, 2))
es indecidible en S. Asi queda demostrado el Teorema 4.

Podemos ahora facilmente demostrar el Teorema R. Suponemos que S obedece a
la hip6tesis del Teorema R. Suponemos que S es una extension de Qa4 y Qs, A(X, y) €s una
férmula que enumera P* en S, y B(X, y) es una formula que enumera R* en S. Segun el

Lema S, la formula

VY(A(X, y) D (32 <y)B(X, 2))

separa R* — P* de P* — R*. Asumiendo que S es consistente, los conjuntos R* y P* son
disjuntos, por lo que R* — P* = R* y P* — R* = P*, y por tanto, la formula que acabamos
de ver los separa. Tomamos h como el nimero Godel de esta formula. Segun el Teorema

2, la sentencia
VY(A(h, y) = (3z<y)B(h, 2))
es indecidible en S. Finaliza aqui la demostracion del Teorema R.

Esta ultima sentencia es la sentencia indecidible de Rosser que sustituye en la

demostracion de incompletitud a la sentencia G propuesta por Godel. Podemos comparar
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ambas sentencias y establecer algunas diferencias dentro del sistema P.A. Dado que este
sistema es axiomatizable, el conjunto P* es X1 y, en consecuencia, existe una Xo-formula
A(X, ¥) que expresa una Xo-relacion cuyo dominio es P*. De esta forma, para cualquier
numero n, n € P* syss existe algun niamero m tal que A(z, m) es una sentencia verdadera.
Ademas, n € P* syss En(i7) es demostrable. m sera testigo de que En(77) es demostrable

syss la sentencia A(ir, m) es demostrable.

La sentencia Godel, Yy~A(a, y), expresa la proposicién de que para todo y, y no
es un testigo de que Ea(a) es demostrable, pero Ea(a) es la sentencia Vy~A(a, Y).
Podriamos traducirla de forma intuitiva como “Yo no soy demostrable”. Asumiendo la

w-consistencia del sistema, esta sentencia es indecidible.

La sentencia Rosser, Vy(A(h, y) > (3z < y)B(h, z)), podria traducirse de forma
intuitiva como “Si hay una demostracion de mi con un cierto nimero, entonces hay un
nimero mas pequefio correspondiente a una refutacion de mi”. Esta es la version mas
fuerte del teorema, puesto que, entre todas las versiones, es la que se basa en la asuncion
mas débil, la consistencia simple del sistema. Prescinde de la w-consistencia necesaria
para la demostracion de Godel. Pero a su vez es la mas olvidada, puesto que cuenta con

la desventaja de que esta férmula, en comparacion con la sentencia G, es poco intuitiva.
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Comentarios finales

Si consideramos las demostraciones cuidadosamente, observamos que la
incompletitud esta a un nivel muy bésico. Cualquier Xo-sentencia podemos comprobar si
es verdadera o falsa en un namero finito de pasos (puesto que todos los cuantificadores
estan acotados). Por tanto, que el sistema demuestre todas las verdades Xo no es pedir
mucho: significa simplemente que demuestra afirmaciones cuya verdad se puede
comprobar haciendo un nimero finito de operaciones aritméticas. En este sentido, son las

afirmaciones aritméticas mas simples.

Siguiendo a Tarski diremos que P.A. (0 cualquier otro sistema) es m-incompleto
si existe una formula F(w) con una Gnica variable libre w tal que todas las sentencias F(0),
F(1), ..., F(n), ... son demostrables en P.A., pese a que la sentencia universal YwF(w) no

es demostrable en P.A.

Hemos demostrado que la sentencia Godel vvo~A(a, v2) no es demostrable en
P.A. Sin embargo, todas las sentencias ~A(a, 0), ~A(a, 1), ..., ~A(@, @), ... son
demostrables, puesto que son Xo Yy verdaderas. Este argumento es valido para cualquier
sistema axiomatizable consistente en el cual todas las Xo-sentencias verdaderas sean

demostrables. Asi establecemos un Gltimo teorema:

Teorema C (El Teorema de la ®-incompletitud): si S es cualquier sistema
axiomatizable simplemente consistente en el que todas las Zo-sentencias verdaderas son

demostrables, entonces S es o-incompleto.

El sistema demuestra todas las Xo-sentencias verdaderas, de forma que, como
hemos visto, también demuestra todas las Xi-sentencias verdaderas. La incompletitud
consiste siempre en la indemostrabilidad de una formula universal que dice que todos los
numeros cumplen una Xo-propiedad tal que podemos demostrar uno por uno que todos
los nameros lo hacen, pero no podemos demostrarlo a la vez, es decir, mediante una
sentencia con un cuantificador universal. En esto es realmente en lo que consiste la

incompletitud de la aritmética.

Otra idea que vale la pena comentar es ¢qué significa que un sistema sea
axiomatizable? Las demostraciones de incompletitud que hemos visto funcionan para

cualquier sistema que sea axiomatizable. Si repasamos el trabajo que nos ha llevado a

58



Maria Pérez Calvo Universidad de Valladolid

afirmar que podemos expresar el concepto de demostrabilidad, observamos que hasta
Ilegar al concepto de ser una demostracion todo es decidible, lo Gnico que no lo es, es “ser
demostrable”, donde aparece el unico cuantificador existencial no acotado. Necesitamos
una férmula sigma cero que exprese ser una demostracion, y esto significa que tiene que
haber un método para que cuando me den una lista de formulas pueda comprobar en un
numero finito de pasos si es 0 no una demostracion, es decir, ser una demostracion tiene

que ser decidible. Esto quiere decir:

1. Los axiomas tienen que ser identificables: tenemos que poder saber si una
formula dada es un axioma o no lo es.

2. Tiene que ser posible determinar de forma finita si una formula es o no
resultado de aplicar una regla. De hecho, lo interesante es que la -
incompletitud estd ligada con esto. Si le afiadimos al sistema una “regla”
infinitaria del tipo: “a partir de las infinitas afirmaciones ‘0 cumple P’, ‘1
cumple P’, etc., inferir “‘Para todo x, x cumple P’”. Tendriamos un sistema
completo, pero seria un sistema infinitario, habria deducciones infinitamente
largas, que ya no tendrian numero, no podria reconocerse si son correctas 0 no
porque tienen infinitos pasos, y, en ultima instancia, el concepto de

demostracién ya no seria aritmetizable.

Que sea axiomatizable significa que cualquier férmula demostrable lo es en un
numero finito de pasos, y que el que algo sea una demostracion puede también

determinarse en un nimero finito de pasos.

Por ultimo, hablaremos de la relevancia en funcion de su fuerza de las diferente
versiones del teorema que hemos considerado en el trabajo. Hemos dicho que la fuerza
de los teoremas se va incrementando desde el primero que hemos visto, el Teorema de
Tarski, hasta el mas fuerte, el Teorema de Rosser. Sin embargo, la version que nos ofrece
el Teorema de Godel-Tarski realmente es suficiente en tanto que lo que pide es que el
sistema sea correcto. ; Realmente tenemos algun tipo de interés en los sistemas incorrectos
si nuestro objetivo es buscar una axiomatizacion de la aritmética? En las versiones mas
fuertes del teorema encontramos la imposibilidad de lograr una teoria completa aunque
cometa errores, con tal de que pueda demostrar las verdades Xo (manteniendo un minimo
de exigencia de correccion, puesto que si fuese completamente incorrecta ya no tendria

nada de aritmética).
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Si nos cefiimos a pensar en la Aritmética de Peano si que encontramos mas interés
en las versiones mas fuertes del teorema. Las asunciones que se hacen en cada uno de los
teoremas son cada vez mas débiles, lo que hace que cada uno de los teoremas sea mas
fuerte que el anterior: si P.A. es un sistema correcto, entonces es incompleto (Teorema de
Godel-Tarski); si P.A. es un sistema w-consistente, entonces es incompleto (Teorema de
Godel); si P.A. es un sistema simplemente consistente, entonces es incompleto (Teorema
de Rosser). Son dos cosas muy diferentes que todo el mundo crea (sin duda,
justificadamente) que la Aritmética de Peano es correcta (y por tanto w-consistente y
simplemente consistente) y que podamos demostrarlo, algo no trivial, como también
mostré Godel en su segundo teorema. Si no damos por garantizada la correccion de P.A.
entonces la distinta fuerza de los teoremas cobra todo su sentido en la medida en que cada

uno de ellos presupone menos sobre el sistema.
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