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Introduccion

En 1972, la Sociedad Americana de Matematicas (AMS) publica el articulo
“NONUNIQUENESS OF COEFFICIENT RINGS IN A POLYNOMIAL RING”,
del matemético neoyorkino Melvin Hochster. En esta publicacién se presenta un
curioso ejemplo de dos anillos conmutativos y unitarios B y C tales que, sien-
do By C no isomorfos, al considerar una indeterminada ¢, resulta que B[t] = C[t].

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es desarrollar la teoria que ser-
vird de base para el resultado citado en el articulo. Por un lado, al probar un
isomorfismo entre dos anillos de polinomios sobre distintos anillos de coeficien-
tes, se realiza un estudio de algunas construcciones sobre médulos, habituales del
4lgebra conmutativa: Producto Tensorial, Algebra Tensorial, Algebra Simétrica,
y sucesiones exactas escindidas. De la misma forma, para probar que los anillos
de coeficientes de partida no son isomorfos debemos introducir nuevos conceptos
matematicos: automorfismos del cuerpo de los ntimeros reales, construcciones
de pre-6rdenes, e incluso se introduce un teorema geométrico conocido como
Teorema de Poincaré.

El trabajo estd estructurado en cuatro capitulos. En el primer capitulo, de-
bemos empezar por unas nociones basicas de dlgebra. Se dardn por conocidos
los conceptos y resultados sobre Anillos y Médulos conmutativos del primer ca-
pitulo y las cuatro primeras secciones del segundo capitulo del libro [1]. Como
podemos observar, este libro se centra en el dlgebra Conmutativa. Sin embargo,
habré ocasiones en las que no consideremos necesariamente un anillo conmuta-
tivo. El primer paso serd, por tanto, construir la teoria sobre anillos no conmu-
tativos y sus respectivos ideales bilaterales. Continuaremos con la definicién y
resultados sobre anillos graduados y moédulos graduados. Después, la definicién
del Producto Tensorial de médulos y de dlgebras.

En el segundo se quiere llegar a la construccién del Algebra Simétrica. Con
los resultados del primer capitulo, podemos asi construir el Algebra Tensorial.
Después, definiremos el Algebra Simétrica y veremos sus propiedades de fun-
torialidad, que nos serdan de utilidad en el capitulo 4. Ademds, como nuestro
objetivo es el ejemplo que aparece en el articulo, se prestara especial atencién
al Algebra Simétrica de una suma directa de médulos.
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El tercer capitulo estd destinado a la presentacién del teorema geométrico
conocido como Teorema de Poincaré. Continuando con la asginatura de “Geome-
tria de Curvas y Superficies” se enuncia el Teorema de Gauss-Bonnet, primero
en su versiéon local y depués en su versiéon més general para regiones regulares.
Como una aplicacién de este ltimo a los campos de vectores sobre superficies
obtenemos el Teorema de Poincaré que enuncia que: Todos los campos de vec-
tores con singularidades aisladas de una superficie homeomorfa a la esfera S?
deben cumplir que la suma de sus indices sea igual a la caracteristica de FEuler
de la esfera. Para este capitulo seguiremos la notaciéon y terminologia del libro
[5].

Finalmente, en el Capitulo 4 desarrollaremos el ejemplo del articulo ba-
séndonos en los resultados previamente estudiados. Los resultados sobre Alge-
bra Simétrica vistos en el capitulo 2 nos permitirdn establecer el isomorfismo
entre los A-médulos Bjt] = A[P,Q,t] v C[t] = S(E)[t], donde A serd el ani-
llo A = R[X,Y,Z]/(X?>+Y?+ Z2 — 1), y E es el nticleo del homomorfismo
& : A3 — A definido por @(a, b, c) = ax +by+ zc para (a,b,c) € A3. El Teorema
de Poincaré nos permitird demostrar que [E debe tener, al menos, 3 generadores.
Este resultado nos llevara a una contradiccién por la que finalmente concluire-
mos que B y C no son isomorfos. En el camino para obtener esta contradicciéon
necesitaremos trabajar con sucesiones escindidas, asi como con los automorfis-
mos de R y la construccién de pre-6rdenes.
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Capitulo 1

Primeras nociones

En este capitulo se daran por conocidos los conceptos y resultados sobre Ani-
llos y Médulos conmutativos del primer capitulo y las cuatro primeras secciones
del segundo capitulo del libro [1].

1.1. Anillos no conmutativos

Definicién 1.1.1. Un anillo (A, +, ) es un conjunto A dotado de dos operacio-
nes internas, suma (z,y) —  + y, y multiplicacién (z,y) — z -y, que cumplen
las siguientes propiedades:

1. Para la suma, A es un grupo conmutativo.

2. La multiplicacién cumple la propiedad de asociatividad.
3. La multiplicacién es distributiva con respecto de la suma.
4

. Si la multiplicacién tiene la propiedad conmutativa, el anillo A es un anillo
conmutativo.

5. Si la multiplicacién posée elemento neutro, es decir, existe un unico ele-
mento 1 € A tal que x1 = 1o = z para todo = € A, el anillo A es un anillo
unitario. Denotaremos el elemento neutro como 14 o 1 si no hay lugar a
confusién.

Nota
De aqui en adelante consideraremos todos los anillos unitarios. Recordemos
también que el elemento neutro es unico.

Definicién 1.1.2. El conjunto A dotado solamente de la adicién es un grupo
conmutativo que se denomina grupo aditivo de A.

Definiciéon 1.1.3. Sea A un anillo unitario. Llamaremos elemento unidad de

Aaun a € A tal que ay = ya = 1 para algin y € A. A este elemento y le

llamaremos inverso de a y lo denotaremos por a~'.



Proposiciéon 1.1.1. Dado un anillo A y un elemento unidad a € A. El inverso
de a es dnico.

Demostracion. Supongamos b € A otro inverso de A. Entonces,
b=10l = b(aa_l) = (ba)a_1 =lal=qg!
O

Definicién 1.1.4. Dados dos anillos A y B, se define un homomorfismo de
anillos f como una aplicacién f: A — B tal que

L f(z+y)=f(z)+ f(y) para z,y € A.
1. f(zy) = f(2)f(y) para z,y € A.
ur. f(la) =1p.

Definicién 1.1.5. Sea A un anillo. Se define un ideal por la izquierda (resp.
por la derecha) como un subgrupo del grupo aditivo de A tal quesia € Ay
x € I se tiene que ax € I (resp. za € I). Si un ideal es a la vez un ideal por la
derecha y por la izquierda de A, se denominara ideal bilatero o bilateral de A.

Aunque tenemos una nueva definicon de ideal bilateral para el caso de anillos
no conmutativos, las propiedades de ideales se conservan:

Proposicion 1.1.2. Sea A un anillo. La interseccion de ideales bildteros de A
es un ideal bilateral de A

Demostracion. Sea (I;) una coleccién de ideales bildteros de A. Es claro que la
intersecién es un subgrupo aditivo. Por otro lado, si x € Ay a € NI; se tiene que
xa € I; y ax € I; para cada j por ser ideales bildteros. Y por tanto, xa € NI;
y ax € NI;. Entonces, la intersecciéon es un ideal bilateral.

O

Definicién 1.1.6. Dado un anillo A y un subconjunto S C A. Se define el ideal
bilateral generado por el conjunto S como la interseccién de todos los ideales
bilaterales de A que contienen a S.

Proposicién 1.1.3. Dado un anillo A y un subconjunto S C A. El conjunto de
todas las combinaciones lineales de elementos de S con coeficientes en A, este
es (S) = {>2j_ ajx;bjla;,bj € A,x; € S}, es el ideal bildtero generado por S.

Demostracion. Sea (S) = {377_, ajx;bjla;,b; € A,z; € S}
Veamos, en primer lugar, que (S) es un ideal bilateral. Tenemos 0 = 020 para
cualquier z € S, luego 0 € (S). Tomando dos elementos s1 = > a;z;b; ¥y

s = > alxlb; € (S), veamos que su resta estd en (S).

S$1— 83 = Zail’ibi — Zajfl?jbj = Zaixibi + Z(*aj)ijj



que es una suma finita de las que pertenecen a (S), luego es un subgrupo adi-
tivo de A. Ademas, si multiplicamos por un elemento calquiera a € A un ele-
mento s = Y a;z;b; de (S) se tiene as = a(d>_a;x;b;) = > (aa;)x;b; que
estd en (S) porque el elemento aa; estd en A. Y si tomamos un elemento
s = > a;x;b; de (S) multiplicado por un elemento cualquiera a € A enton-
ces se tiene (3 ajx;b;)a =Y ajz;(bja) que estd en (S) por ser A un anillo. Por
tanto, (S) es un ideal.
Ademas, todo ideal bilatero que contenga a S debe contener a las combinaciones
lineales de elementos de S. Veamos que (S) es el menor de todos los ideales de A
que contienen a S. Todo elemento x € S es de la forma z = 121 con 1 € A, luego
S C (S). Sea ahora I un ideal bilatero de A tal que S C I, ay,...,an,b1,...,b,
€Ayx,...,z, €8S.Porser I un ideal, ajz;b; estd en I, luego ) ajz;b; esta
en I y se tiene (S) C I.

O

Definicién 1.1.7. Sea A un anillo. Si I es un ideal bilateral de A, se dice que
dos elementos z e y de A son congruentes médulo I y se denota =y (mod I),
six—yel.

Proposicién 1.1.4. Sea A un anillo e I un ideal bildtero de este, con la con-
gruencia modulo I definida anteriormente se obtiene una relacion de equivalen-
cia en A.

Demostracion. Veamos que se cumplen las tres propiedades de una relacién de
equivalencia:

= Reflexiva. Vo € A, x —x = 0 € I por ser [ ideal bilateral, luego = = x
(mod I).

= Simétrica.Vx,y € Atalquex =y (mod I),x—y e ly —(x—y)=y—x €Tl
por ser [ ideal bilateral. Luego y = « (mod I).

= Transitiva. V x,y,z € A tal que z =y (mod I) e y = z (mod I) entonces
x—y € lyy—zel Porser I ideal bilateral (z—y)+(y—2) =z—2z € I.
Luego = z (mod I).

O

Proposicién 1.1.5. Sea A un anillo e I un ideal bilateral de A, el conjunto
cociente de A por la relacion de equivalencia x =y (mod I) dotado de la suma
y de la multiplicacion, denotado por A/I, es un anillo.

Demostracion. Denotamos por (x + I) la clase de equivalencia del elemento
x€Aen A/l
Para la suma, definida por

(x+D)+ @' +)=(x+2")+1



A/I es el grupo conmutativo cociente del grupo aditivo de A sobre el subgrupo I.
Es una operacién que no depende de los representantes ya que de las relaciones
x=y (mod I) y 2’ =% (mod I) se tiene que
v—yela' —yel=@-y+@-y)=@+a)-(y+y)el
y se deduce que z + 2’ =y + 3y’ (mod I).
En A/T la multiplicacién definida por
(x4 12 +1)=(za")+ T
es una operacién binaria interna que no depende de los representantes. Se tiene
=y mod I) yaz' =9y (mod I) luegox —y €l =>ax=y+bbely
¥ —y el=12" =y +ccel Deesto se deduce que za’ = xy’(mod I) dado
que I es un ideal por la izquierda, y zy’ = yy’ (mod I) dado que I es también
ideal por la derecha. Luego,
zz' = (y+b)(y +¢) =yy +yc+by+be

y como yc € I, by € I y bc € I se deduce que zz’ = yy’ (mod I). Esta
multiplicacién cumple la propiedad asociativa y tiene elemento neutro (1 + I)
donde 1 es el elemento neutro del anillo A.

(D) (y+D) (A1) = (+1)(yz+1) = (2(y2)+1) = (wyz)+1) = (y+1)+(z+1) =
— (@ + Dy +D)(=+1)

De igual forma, se cumple la propiedad distributiva de la multiplicaciéon con
respecto de la suma.

(e+D)((y+D+(z+1D) = (x+I)((y+2)+1) = (z(y+2)+1) = (zy+z2)+1) =

=@y+ D+ (zz4+ D)=+ DHy+DH+(x+1)(z+1)
O

Definicién 1.1.8. Sea A un anillo e I un ideal bilateral de A. Llamaremos anillo
cociente de A por I y lo denotamos por A/I al conjunto cociente de A por la
relacién de equivalencia = y (mod I) dotado de la suma y de la multiplicacién
cociente de aquellas en A.

Nota
Como se ha visto en la demostracion anterior, si el anillo A es un anillo unitario,
también lo serd el anillo cociente A/I.

1.2. Anillos graduados y mdédulos graduados.

Definicién 1.2.1. Sea A un anillo. Llamaremos graduacién en A a una des-

composicién del grupo aditivo de la forma A = @ A,, como suma directa de
n>0
subgrupos de A tales que A,,A,, C A1+, para todo m,n > 0.

Llamaremos anillo graduado a un anillo A con una graduacion.



Ejemplos

1. El caso en el que Ag = Ay A,, = 0 para n > 0, se llama graduacién trivial
de A.

2. El anillo de polinomios A = k[X7,..., X,] sobre un anillo k es graduado
si consideramos A,, como el k-submddulo de los polinomios homogéneos
de grado n. En particular, Ay = k. A esta graduacion la llamaremos
graduacién usual en A.

3. También se puede considerar una graduacién ponderada en el anillo de
polinomios A atribuyendo los grados wi,...,w, € N a las variables. En
este caso, A, es el k-submodulo generado por los monomios de grado n,
es decir, X' - -+ X2 tales que aqwy + -+ + aw, = n. La graduacién
usual es un caso particular de la graduaciéon ponderada tomando los grados
1,...,1.
Definicién 1.2.2. Sea A = @ A, un anillo graduado. El grupo 4,, se llamard
n>0
componente homogénea de grado n de A y los elementos de A,, son los elementos
homogéneos de grado n.

Nota.
Sea A = @ A, un anillo graduado. El elemento 0 es un elemento homogéneo
n>0
de cualquier grado. Es trivial dado que los A,, son subgrupos.

Definicién 1.2.3. Sea A = € A, un anillo graduado. Para cada a € A llama-
n>0
remos descomposicién homogénea de a a la expresiéon a = Y a,, donde a,, € A,
n>0
para cada n y a, = 0 para casi todas las n salvo un ntimero finito. El elemento

an es la componente homogénea de grado n de a.

Lema 1.2.1. Sea A = @ A, un anillo graduado. Para cada a € A, la descom-

n>0
posicidn homogénea a = Y, a, es dnica.
n>0

Demostracion. Supongamos a = Y b, otra descomposicién homogénea de a

n>0
con b, € A,. Entonces,

a= E a, = E by,
n>0 n>0

Restando las componentes de grado j,

bj—a; =Y (by — ap)

n#j

Como la resta de dos componenetes de grado j estd en la componente A;, la
suma Y (b, — a,) también deberia estar en la componente A;. Pero esto no se
n#j
puede dar salvo que b; — a; = 0. Luego b; = a; para todo j =1, --- ,n.
O



Proposicién 1.2.1. Sea A = @ A,, un anillo graduado. La componente Ay es
n>0
un subanillo de A, y cada A, es un Ag-submddulo de A.

Demostracion. Para probar que Ag es subanillo de A tenemos que ver que es
cerrado para la suma y la multiplicacién y que contiene el elemento neutro
1 € A. La componente homogénea Ay es cerrada para la multiplicacién ya que
se tiene AgAg C Ap. Escribiendo 1 = > a,, con a, € A, se tiene entonces que

n>0
a; = la;, = > apa;. Comparando las componentes homogéneas de grado i se
n>0
tiene a; = aga; y ap = apl = > apa; = Y. a; = 1, probando que 1 € Ay y por
i>0 i>0

tanto Ag es subanillo de A. El hecho de que A,, sea un Ap-submodulo de A se
deduce de que AgA, C A,.
O

Definicién 1.2.4. Sean A y B dos anillos graduados, diremos que un homo-
morfismo de anillos f : A — B es graduado si f(A,,) C B,, para cada n > 0.

Lema 1.2.2. Sea A = @ A, un anillo graduado e I un ideal bilatero de A.
n>0
Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Para cada a € I todas las componentes homogéneas de a estdin en 1.

22.I=6INA,).

n>0
3. El ideal I estd generado por elementos homogéneos.

Demostracion. s 1= 2.

La descomposicién homogénea del elemento a se escribe como a = Y a,
n>0

y por 1. se tiene que a, € I N A, para todo n y esta descomposicién es

tinica. Por ello se tiene I C > (INA,)ycomo (INA,)N(> (INA;)) =0

n>0 i#En
entonces [ = @ (I NA,).
n>0
= 2= 3.
Por la expresion en 2. I estd generado por |J (INA,) que es un conjunto
n>0

de elementos homogéneos.

= 3= 1.
Supongamos que I esta generado por un conjunto S de elementos homo-
géneos. Sea a € I, para n > 0 se considera la componente homogénea de
a de grado n y queremos ver que a, € I. Se tiene

a = b151t1 —+ 4 b,«Srtr
para Si,...,8 € Sy bi,...,bp,t1,...,t. € A. Sib; beljytkfztkl

son las respectivas descomposiciones homogeneas de b; y de tg, donde los



bi; € A; (A; la componente homogénea de A de grado j), tw € A;.
Entonces, teniendo en cuenta las componentes homogéneas de grado n, si
suponemos b;; = 0 cuando j < 0 y andlogamente lo suponemos para ty; y
si llamamos d; al grado de s;, se tiene que

an = Z Z bijsitil el
i j+ltd;=n

O

Definicién 1.2.5. Entenderemos por ideal homogéneo de un anillo graduado
A a un ideal de A que satisface una de las condiciones equivalentes del lema
anterior.

Nota
SiA= @ A, es un anillo graduado e I es un ideal homogéneo de A denotamos
n>0

I, = I N A,. Entonces, el anillo cociente A/I hereda la graduacién cociente
dada por (A/I), = A, /I,. Es decir A/I = @ A,,/I,. Con esta graduacion, el

n>0
homomorfismo de anillos f : A — A/I es un homomorfismo de anillos graduado.

Definicién 1.2.6. De forma aniloga, si A es un anillo graduado, llamaremos
A-modulo graduado a un A-médulo M con la descomposién como grupo con-

mutativo M = @ M,, de subgrupos de M tales que A,, M,, C M,,, para todo
n>0
m,n > 0.

Definicién 1.2.7. Llamaremos componente homogénea de grado n de M al
subgrupo M, para algiin n > 0 y entonces, cada elemento de M, es un elemento
homogéneo de grado n de M. Cada = € M puede escribirse de forma tinica como

suma Y x, donde x,, € M,, y todas las x,, salvo un nitimero finito de ellas son
n>0
0. Esta expresion es la descomposicién homogénea de x y las z, se llamaran

componenetes homogéneas de grado n de z.

Definicién 1.2.8. Sean M y N dos A-mé6dulos graduados, y sea d un niimero
entero. Diremos que un homomorfismo de A-modulos f : M — N es graduado
de grado d si f(M,) C N4 para todo n > 0.

Lema 1.2.3. Sea M = @ M,, un mddulo graduado y N un submddulo de M.
n>0
Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Para cada v € N todas las componentes homogéneas de x estin en N.

2. N =@ (NnM,).
n>0

3. El A-médulo N estd generado por elementos homogéneos.



Demostracion. La demostracion es andloga a la del Lema 1.2.2 pero para el caso
de A-modulos.
O

Definicién 1.2.9. Llamaremos submédulo graduado de un A-mdédulo graduado
M a un submédulo N que cumpla una de las condiciones equivalentes del lema
anterior.

Nota

Si M = @@ M,, es un médulo graduado y N es un submédulo graduado de M,
n>0
el médulo cociente M /N hereda la graduacién cociente dada por

(M/N)n = Mn/Nn

donde N,, = N N M,,. Con esta graduacién, el homomorfismo f : M — M/N es
un homomorfismo graduado de grado cero.

1.3. Algebras.

Definicién 1.3.1. Sea B un anillo. Denominaremos centro de B al subanillo
centroB = {b € Blbx =xb Vz € B}

Definicién 1.3.2. Sea A un anillo conmutativo. Definiremos una A-dlgebra
B como un anillo B junto con un homomorfismo de anillos f : A — B tal
que f(A) C centroB. Diremos que el dlgebra es conmutativa si el anillo B es
conmutativo.

Definicién 1.3.3. El homomorfismo f se denomina homomorfismo estructural
del A-dlgebra B. Por ello, también diremos que el par (B, f) con f: A — B es
una A-élgebra.

Ejemplos.

1. Todo anillo conmutativo A es una Z-algebra de forma tnica ya que existe
un unico homomorfismo de anillos Z — A determinado por 1+ 14.

2. Si A es un subanillo de un anillo conmutativo B, entonces B es una A-
algebra con la inclusion A — B.

3. Si A es un anillo conmutativo y J es un ideal del anillo de polinomios en
n variables A[X1,... X,], entonces A[X7,...X,]/J es una A-dlgebra cuyo
homomorfismo estructural es la composicién de la inclusion

v la aplicacién de paso al cociente



Proposiciéon 1.3.1. Dada una A-dlgebra B con su homomorfismo de anillos
correspondiente f : A — B. Entonces, f convierte al anillo B en un A-maddulo.

Demostracion. Sea f : A — B el homomorfismo de anillos. Sia € Ay b € B,
se define un producto externo

ab = f(a)b
Entonces, si a,a1,a3 € Ay b,by,by € B se cumple las propiedades de médulo:
a(by +b2) = f(a)(b1 + b2) = f(a)by + f(a)by = aby + abs
(a1 + a2)b = f(a1 + az)b = f(a1)b+ f(az)b = a1b+ agb
(a1a2)b = f(araz)b = f(a1)f(az)b = f(a1)(azb) = ai(azb)
14b=f(la)b=1b=0b
O

Nota.
Ademds, se tiene f(a) = f(ala) = f(a)f(1a) = f(a)lp = alp, y este médulo
cumple que, como f(A) C centroB, entonces para todo aj,as € Ay by,bs € B,

flaraz)biby = f(a1)f(a2)bibe = f(a1)b1 f(az)bs

de donde se obtiene
(araz)(biba) = (a1b1)(azb2)

Anélogamente, si suponemos que un anillo B es un A-mdédulo con una multipli-
cacion escalar satisfaciendo que para todo aj,as € Ay by,bs € B entonces

(a1a2)(b1b2) = (a1b1)(azb2)

se define f : A — B como f(a) = alp para a € A. De esta forma, f es un
homomorfismo de anillos y f(A) C centroB:

xf(a) =1pzf(a) = f(la)xf(a) = 1alpralp = (1az)(alp) = (1aa)(zlp) =
=ax =alpz = f(a)z

Asi, dotamos a B con la estructura de A-algebra cuyo homomorfismo estructural
es f.

Definicién 1.3.4. Sea A un anillo conmutativo y sean B y B’ dos A-algebras.
Un homomorfismo de algebras h : B — B’ se define como un homomorfismo de
anillos que también es homomorfismo de A-médulos.

Definicién 1.3.5. Sea A un anillo graduado. Una A-dlgebra B es una algebra
graduada si se tiene una descomposicién como grupo conmutativo en suma

directa de A-médulos de la forma B = @ B,, ( AB,, C B,,) tales que cumplen
n>0

B, By, € By Los elementos de B,, se llaman elementos homogéneos de grado

n.



1.4. Sucesiones exactas y Lema de escision.

Definicién 1.4.1. Dada una sucesion finita o infinita de A-homomorfismos.

fivy fi
—>Mz+1 l—)MZ—1>MZ_1 — ...
Diremos que la sucesion es exacta en M; si Im(fiy1) = Ker(f;). Se denomird
sucesion exacta st la sucesion es exacta en cada M;.

Lema 1.4.1. Una sucesion 0 — M’ s M % M" = 0 es ezacta si y sdlo si f es

inyectiva, g es sobreyectiva e Im(f) = Ker(g). Ademds, en este caso, f induce
un isomorfismo M' = f(M'), y g induce otro isomorfismo M" = M/ f(M').

Demostracion. La demostracién es inmediata por la definicién. Los dos iso-
morfismos se obtienen del Teorema de Isomorfia. El inducido por f porque
Ker(f)=(0)y M'/(0) = M’ = M'/Ker(f) = f(M’'). El inducido por g por-
que Im(g) = M" y f(M’) = Im(f) = Ker(g) = M/f(M') = M".

O

Proposicién 1.4.1. Dada una sucesion de A-mddulos y homomorfismos
V(RS VNS VN
esta es exacta si y sélo si, para cualquier A-mddulo N, la sucesion

0 — Hom(M",N) % Hom(M,N) L Hom(M', N)
es exacta.

Demostracion. " = i X
Supongamos la sucesion 0 — Hom(M", N) %> Hom(M, N) N Hom(M',N)
exacta para todo N. Como g¢g* es inyectiva, entonces g es sobreyectiva.
Ademéds, la composiciéon f* o ¢* = 0 y para cualquier homomorfismo
v: M’ — N se tiene go fov = 0. Tomando N = M"” y v la apli-
cacién identidad, se tiene g o f = 0 de donde Im(f) C Ker(g). Ahora,
tomando N = M/Im(f) y sea ¢ : M — N la proyeccién, ¢ € Ker(f*),
existe un homomorfismo ¢ : M — N tal que ¢ = pog = g*(¥). De aqui,
Im(f) = Ker(p) 2 Ker(g).

. =,
Supongamos la sucesiéon M’ B M S M = 0 exacta. Siu: M” — N es
un A-homomorfismo, su imagen en Hom 4 (M, N) se obtiene componiendo
u con la aplicacién g, que es sobreyectiva. Si u o g = 0, entonces u = 0
porque g es sobreyectiva, lo que muestra que g* es inyectiva, es decir,
Ker(gx) = {0}. Como go f = 0, se sigue que 0 = (go f)* = f*og*
y entonces Im(g*) C Ker(f*). De igual forma, al considerar un ho-
momorfismo v : M — N tal que la composicién v o f = 0, entonces
v se anula en Im(f). Ahora, como ¢ es sobre, se tiene un isomorfismo

10



¢ M" — M/Im(f) y se puede factorizar u a través de M". De este
modo se ve que Ker(f*) C Im(g*).
U

Proposicién 1.4.2 (Lema de escisién). Sea una sucesion exacta de A-homomor-
fismos de la forma

0>M 5 MS M —0

las condiciones siguientes son equivalentes:
1. Existe s € Homa(M,M') tal que so f = 1.
2. Eziste t € Homa(M" , M) tal que got = 1.

3. Ezisten s € Homa(M,M') yt € Homa(M", M) tales que so f = 1,
got=1pmr, y fos+tog=1n.

St una de estas condiciones se cumplen, entonces
M = f(M/) @t(M”) ~ M @ M

Demostracion. = 1.= 2.

Sea h: M" — M/Ker(g) = M/Im(f) la inversa del isomorfismo inducido
por g tal que M/Ker(g) — M". Esto quiere decir que la aplicacién de
paso al cociente M — M /Im(f) se puede escribir como h o g. Suponiendo
s € Homu(M,M') tal que so f = 1, se considera el homomorfismo
o=1y —fose€ Homa(M,M).

Entonces, po f = (1py — fos)o f = f—f =0. Por lo tanto, ¢ se factoriza
via M/Im(f) proporcionando un homomorfismo ¢’ : M/Im(f) — M tal
que p = ¢’ o hog. Denotamos t = ¢’ o h € Homa(M"”, M), y se tiene
tog=p =1 — fos. Entonces, gotog=g—gofos=¢g—0=1pnro0g.
Como g es sobreyectiva, entonces g ot = 1y

s 2. = 3.
Supongamos ¢ € Homa(M", M) tal que g ot = 1p+ y se considera el
homomorfismo 1y, —tog € Homa(M, M). Entonces se tiene que

go(ly —tog)=g—g=0

lo que implica que Im(1p—tog) C Ker(g) = f(M'). Seas € Hom (M, M')
la composién de 1) —tog con la inversa del isomorfismo f : M’ — f(M').
Entonces fos= 1) —togy por tanto, fos+tog= 1. Esto implica
que fosof=f—togof=f—0= foly. Como f es inyectiva, se
tiene so f = 1.

= 3. = 1. Inmediato.

Falta comprobar que M = f(M') @ ¢(M") = M’ & M". Si consideramos
las aplicaciones t € Homa(M", M) tal que g ot = 1y y s construida como
anteriormente en la demostracion 2. = 3., recordemos que fos+tog = 1y
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de donde M = f(s(M)) + t(g(M)) y como g es sobreyectiva y s: f(M') — M’
es sobreyectiva, M = f(M') +t(M"). Ahora, para ver que se trata de la suma
directa supongamos dos elementos &’ € M’ y " € M" de forma que se cumple
f(z") +t(z") = 0 y apliquemos g a esta igualdad:

g(f(@") + g(t(z")) = 9(0)

Como Im(f) = Ker(g) = g(f(2’)) =0y como got =1py» = g(t(z")) =2"y
entonces, 0 + z” = 0 = z” = 0. De aqui, f(z’) + ¢t(2”) = f(2') + 0 = 0 luego
f(2’) =0y como f es inyectiva, 2’ = 0, luego M = f(M') @ t(M"). Por otro
lado, por el Teorema de isomorfia, como f es inyectiva Ker(f) = 0 y entonces
M'/Ker(f) = M' = f(M'). Por ultimo, la igualdad g o t = 15y~ implica que ¢
es inyectiva y también ¢t(M") = M". Por tanto,

M — f(M/) @t(M//) g M/@M”
O

Definicién 1.4.2. Una sucesion exacta se llama escindida si cumple alguna de
las condiciones equivalentes anteriores.

Lema 1.4.2. La sucesién exacta 0 — M’ 25 M % M" = 0 es escindida st, Y
sélo si, existe un submddulo N de M tal que M = Im(f) ® N, y en este caso,
N es isomorfo a M".

Demostracion. . =
Si suponemos la sucesion exacta y escindida, entonces es claro que se tiene
M= f(M'") @ t(M"), donde t € Homu(M", M) y entonces t(M") es un
submédulo de M isomorfo a M”.

=,

Ahora, suponemos que existe un submédulo N de M tal que podemos
escribir M como la suma directa M = Im(f) & N. Vamos a ver que la
restriccion g|y : N — M” es un isomorfismo. Si tomamos z € N tal que
g(x) = 0 entonces x € Ker(g) = Im(f), pero Im(f)NN =0, luego z =0
y g|n es inyectiva. Para ver que es sobreyectiva, supongamos y € M"”
y sabemos que existe z € M tal que g(z) = y (por ser g sobreyectiva).
Ahora, M = Im(f) @ N. Supongamos = € Im(f) = Ker(g) y entonces
g(z) = 0, luego debe ser z € N. Tomando ¢t = (g|n) " se tiene got = 1),
y la sucesién es, por tanto, escindida.

O

1.5. Producto Tensorial de Mddulos.

Definicién 1.5.1. Dado un anillo conmutativo A, consideremos M, N y T tres
A-médulos. Una aplicacion f : M x N — T se dice que es A-bilineal si para
cada x € M la aplicacién y — f(x,y) de N en T es A-lineal, y para cada y € N
la aplicaciéon x — f(z,y) de M en T es A-lineal.
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Teorema 1.5.1 (Propiedad Universal del Producto Tensorial). Sean M
y N A-mddulos. Entonces, existe un par (T, g) formado por un A-mddulo T y
una aplicacion A-bilineal g : M x N — T con la siguiente propiedad:

Para cada A-médulo P y cualquier aplicacion A-bilineal f : M x N — P, existe
una aplicacidn A-lineal inica f' : T — P tal que f = [ og (es decir, cada
aplicacion bilineal sobre M x N se factoriza a través de T).

Ademds, si (T, g) y (T, g’) son dos pares con esta propiedad, entonces existe
un isomorfismo tnico j: T — T tal que jog=g'.

Demostracion. = Unicidad.
Suponemos (77, g’) otro par cumpliendo la propiedad Universal. Reempla-
zando (P, f) por (T”,g’) se tiene una aplicacién tnica j : T — T’ tal que
g’ = j o g. Ahora, intercambiando T y T’ en j se tiene otra aplicacién
Unica j' : 7' — T tal que g = j' o ¢/, y tenemos los siguiente diagramas
que deben ser conmutativos.

MxN % T M x N 9_/> T
g’ g

g I \1 Tj’ g’ { \‘ Tj

T T T’ 2T

En particular, para cada par (T,g) y (17, ¢') también se cumple la pro-
piedad universal: existen aplicaciones tnicas k : T — T y k' : T/ — T’
tales que g = kogy ¢ = k' og’. La aplicacién identidad cumple estas dos
condiciones, y como las aplicaciones k y k’ son tnicas, entonces k = 1p
y k' = 17.. Por tanto, por los diagramas, cada una de las composiciones
joj’, 3 oj debe ser la aplicacién identidad, y j y j’ son inversas una de la
otra. Las condiciones ¢ = jogy g = j' o ¢’ nos dicen que el isomorfismo
es unico.

= Existencia.
Dados M y N dos A-médulos. Se construye el A-submddulo libre

C={ai(z1,51) + ... + ar(zs,y1)|a; € A,x; € M,y; € N}

Los elementos de C' son combinaciones lineales de elementos de M x N con
coeficientes en A (Si z € M, y € N se entiende (z,y) € C identificando
(x,y) con 1(x,y)). Sea D el submédulo generado por todos los elementos
de C de los siguientes tipos:

(1 +22,y1) — (21,91) — (72, 91)
(1,91 +y2) — (T1,91) — (71, 2)
((ll‘,y) —a(x,y)

(x,ay) —a(m,y)

r,r1,x0 € M

Y, Y1,Y2 EN
a€A
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Sea T = C/D. Para cada elemento (x,y) de la base de C, se indica por
r ® y su clase en T. Entonces, T estd generado por los elementos de la
forma x ® y que por definicién cumplen:

1. (14 22)Qy— (1 @y +22®y) =0, Vo, 20 € My € N
2.2 (1 +y2)— (@Y1 +2Ry2) =0, Ve € M,y;,y2 € N
JarQy=z®ay=a(z®y),Vr € M,y € Nya € A

La aplicacién g : M x N — T definida por g(z,y) = 2 ® y es A-bilineal.
Para toda aplicacién f de M x N en un A-médulo P se tiene la extension
mediante linealidad en un homomorfismo de A-médulos F' : C — P. Su-
pongamos en particular que f es A-bilineal. Entonces, por las definiciones
de los generadores de D, F : C' — P se anula en los generadores de D,
y por tanto se anula en todo D, lo que induce un homomorfismo f’ de
T =C/D en P tal que f'(zx ®y) = f(x,y)(es decir, f = f' o g). Como
C estd generado por M x N y se tiene la aplicacion sobreyectiva C' — T,
entonces T estd generado por g(M x N). Por lo tanto, un homomorfimo
T — P esté determinado por su restriccién a g(M x N). De aqui se tiene la
unicidad de f’. Este homomorfismo f’ est4 bien definido y es el tinico con
esta condicién, lo que implica que el par (7, g) satisface las condiciones de
la proposicién.

O

Definicién 1.5.2. Se define el Producto Tensorial de M y N y se denota por
M® 4 N (si no existe confusién sobre el anillo lo denotaremos M® N) el médulo T’
anterioremente construido, que esta generado como A-moédulo por los productos
z®Yy. Si (x;)ier, (y;)jes son generadores de M y N respectivamente, M @4 N
estd generado por los elementos {z; @ y; }ier,jes-

Nota.
La notacién x ® y es ambigua a menos que se especifique el producto tensorial
al que pertenece. Sean M’, N’ dos submdédulos de M y N respectivamente y
tomamos x € M’ e y € N'. Puede suceder que = ® y sea cero como elemento
de M ® N, aunque como elemento de M’ ® N’ no sea nulo. Por ejemplo, en
el casoen el que A =%, M =Z y N = Z/2Z consideramos el subméddulo M’

de M igual a 2Z y N’ = N. Sea ¥’ el elemento no nulo de N, es decir 3y’ =1
y se considera el producto 2 ® 3’. Como elemento de M ® N es cero ya que
2y =1®2y =1®0 = 0. Sin embargo, si lo consideramos como elemento
de M’ ® N’, no puede ser un elemento nulo ya que por el apartado 3 de la
Proposicién 1.5.1 que veremos mds adelante, M' @ N' = ZQ Z/2Z = Z/2Z. Y
si2®y’ =0, entonces Z/27Z = {0} y es una contradiccion.

Definicién 1.5.3. Sea A un anillo conmutativo y {M,,},>0 una familia finita
de A-médulos y P otro A-mddulo. Se define una aplicacién A-multilineal
f: My x---M, — P como una aplicacién que es A-lineal para cada variable.
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Teorema 1.5.2 (Prop. Universal del Producto Tensorial de n A-médulos).
Sean My, -+, M, , n <0 A-mddulos. Entonces, existe un par (T,g) formado
por un A-mddulo T y una aplicacion A-multilineal g : My x --- X M, — T con
la siguiente propiedad:

Para cada A-mddulo P y una aplicacion A-multilineal f: My X -+ x M,, = T,
eziste un homomorfismo de A-mddulos tnico f' : T — P tal que f = f'og.
Ademds, si (T, g) y (T, g’) son dos pares con esta propiedad, entonces existe
un isomorfismo tunico j: T— T tal que jog=g'.

Demostracion. La prueba es analoga a la del Teorema anterior pero aplicada a
n A-médulos.
O

Definicién 1.5.4. Se define el producto tensorial de n A-mddulos como el
producto T' = M1 ®- - -® M,, generado por los elementos de la forma 1 ®- - -Qx,,
cuando z; € M;, 1 < i < n. De forma general, para todo entero n > 0, el
A-modulo Producto Tensorial de n modulos iguales que M se denota T" (M),
considerando TH(M) = My T°(M) = A.

Proposicién 1.5.1. Dados un anillo conmutativo A y tres A-médulos M, N,
y P, existen:

1. Isomorfismos de asociatividad unicos
MN)QP—-M®@(N®P)>MN®P

tales que
(RyYRz—2YR2)LIRYR 2

2. Un isomorfismo de distributividad respecto a la suma directa
(MeN)P— (M®P)®d (N®P)

tal que
(z,y) @z~ (2@2,y®2)

parax € M,ye N yzec P.

8. Un isomorfismo

AM — M
tal que
a®rr— ax
paraa € A yx € M.
Demostracion. 1. Veamos si las aplicaciones del enunciado estan bien defini-

das. Se construyen los homomorfismos

MeN)oPLMeaNeP% (MaN)eP
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tales que f((zQY)®2) =2RyYyR 2y g(rRYR2) = (r ®y) ® z para
reM,ye NyzeP.

Para construir f, se fija el elemento z € P. La aplicaciéon (z,y) — 2 Qy®2
es bilineal en = y en y por lo que para cada z, induce un homomorfismo
f:: M®N - MRQNQ®P tal que f,(z®y) = 2®@y®z. Ahora se considera
la aplicacién (t,z) — f,(t) que va de (M @ N) x Pen M ® N ® P. Esta
aplicacién es bilineal en ¢ y z por lo que induce un homomorfismo

f:(M@N)®P >M®N®P

tal que f(z®Y)®2) =2y 2.

Para construir g, se considera la aplicacion (z,y,2) — (r ®@ y) ® z de
M x N xPen (M®N)® P. Esta aplicacién es lineal en cada variable lo
que induce un homomorfismo

g M&N®P - (M®N)®P

tal que g(z @y ® 2) = (r ®y) ® z. Necesariamente las composiciones g o f
y f o g son la identidad, puesto que son la identidad en un sistema de
generadores, por lo que g y f son isomorfismos.

La prueba de la segunda parte se realiza de forma andloga construyendo
los homomorfismos

Me(NeP)LMeNeP% M (N®P)

tales que fz @ (y®2) =z2QyYRzy gz ®yY®z2) =2 Q (y ® 2) para
reM,ye NyzeP.

2. De forma similar provamos que, para z € M, y € N y z € P, el morfismo
(M&N)®P - (M®P)® (N ®P) dado por (z,y) @z (2@2,y®2)y
su morfismo inverso (M ® P) ® (N ® P) — (M & N) ® P que viene dado
por (2 ® 2,y ® z) — (2,0) ® 2+ (0,y) ® z estdn bien definidos.

3. De forma similar.
O

Proposiciéon 1.5.2. El isomorfismo de asociatividad se puede extender para
familias finitas de A-mddulos.

(M1®"'®Md)®(Md+1®~-~®Mn)§M1®...®Mn

Demostracion. Solamente hace falta razonar por recurrencia sobre d y n apli-
cando el punto 1. de la Proposicién anterior.
O

16



1.6. Exactitud del Producto Tensorial

Dado un anillo conmutativo A y dados dos A-homomorfismos f : M — M’
y g: N — N’  podemos definir la aplicacién bilineal (f,g) : M X N — M'® N’,
con (f,q9)(z,y) = f(x) ® f(y). Esta aplicacién induce un A-homomorfismo

h:M®N—> M @N’

dado por h(z ® y) = f(x) ® g(y) parax € M,y € N.

Definicién 1.6.1. Dado un anillo conmutativo A y dados dos A-homomorfismos
f:M— M yg: N — N'. Sedefine el producto tensorial de f y g, y se denota
por f®g, como el A-homomorfismo h anterior: f®g: MQN — M’'® N’, dado

por (f®g)z®y) = f(z)®g(y) paraxz € M,y € N.
Nota.

En las condiciones de la defincién anterior, si f' : M’ — M" y ¢’ : N' — N”
son otros dos A-homomorfismos, se cumple la igualdad

(ffof)®(dog)=(f®@g)o(fayg)

ya que ambos homomorfismos coinciden en los generadores de M ® N que son
los elementos de la forma z ® y.

Teorema 1.6.1. Dado un anillo conmutativo A y dados tres A-mdédulos M, N
y P, existe un isomorfismo candnico

Hom(M ® N, P) = Hom(M, Hom(N, P))

Demostracion. Sea f: M x N — P una aplicacién A-bilineal. Para cada z € M
la aplicacion y — f(z,y) que va de N en P es A-lineal, luego induce una
aplicacion M — Hom(N, P) que es A-lineal por ser f lineal en la variable
x. Ahora, dado un A-homomorfismo g : M — Hom(N, P) podemos definir
una aplicacién bilineal dada por (z,y) — ¢(z)(y). Es decir, el conjunto de
todas las aplicaciones A-bilineares de M x N en P estd en correspondencia
con Hom(M, Hom(N, P)). Ademés, por la Propiedad Universal del Producto
Tensorial, también estd en correspondencia con Hom(M ® N, P). En definitiva,
se tiene

Hom(M ® N, P) = Hom(M, Hom(N, P))
O

Proposiciéon 1.6.1. Dada una sucesion exacta de A-modulos y homomorfismos

VNSV SNy V(N 0, y sea N otro A-mdédulo, entonces la sucesion
MeoNZ¥ MoN2Y Mo N -0

es exacta.
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Demostracion. Por la Proposicién 1.4.1, como M’ LM S M0 es exacta,
para cualquier A-médulo P también lo es

0 — Hom(M", Hom(N, P)) % Hom(M, Hom(N, P)) 1> Hom(M', Hom(N, P))
Por el isomorfismo del Teorema 1.6.1, se tiene que
0— Hom(M" @ N,P) — Hom(M @ N, P) — Hom(M' @ N, P)
es una sucesion exacta y volviendo a aplicar la otra implicacién de la Proposiciéon
1.4.1, tendremos que también es exacta la sucesién
MeNZ¥ MeN Y Mo N -0
O

Corolario 1.6.1. Dada una sucesion exacta de A-mddulos y homomorfismos

VRS VRN VN 0, y sea N otro A-mdédulo, entonces la sucesion

NeM ™ NeM ¥ Ne M’ -0

es exacta.

Demostracion. Podemos establecer un isomorfismo A : M @ N — N ® M dado

por h(z ® y) = y ® x. Aplicando la Proposicién 1.6.1 se tiene la demostracién.
O

Proposicién 1.6.2. Sea A un anillo conmutativo. Dadas las sucesiones exactas
de A-mddulos:

V(RS VNS VN

N 3NLS N 50
el A-homomorfismo producto tensorial de g yt, gRt: M QN — M" @ N es
sobreyectivo y su nicleo es

Im(fR1y)®Im(ly ®s)

Demostracion. Por la formula de la Nota de la Definicién 1.6.1, podemos escribir
g ® t como la descomposicion

g@t=(goly)®(Iyrot)= (9@ 1nv)o(ln @)

Por la Proposicién 1.6.1 y su Corolario, cada unos de los homomorfismos cuya
composicion es g ® t es sobreyevtivo, luego g ® t es sobreyectivo por ser compo-
sicion de dos homomorfismos sobreyectivos.

Por otra parte, tomamos z € M ® N y para ver que z estd en Ker(g ® t)
es necesario y suficiente que (1 ® t)(z) pertenezca al nicleo de g ® 1y~
debido a la descomposicién de g ® t. Pero por la Proposicién 1.6.1 se tiene
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Ker(g@1nv) = Im(f @ 1nv) y fR1ny : M @ N” - M ® N”, luego
z € Ker(g® 1yv) & z € Im(f ® 1y~). Ademés, como el homomorfismo
t : N — N es sobreyectivo, también es cierto para 1, ®t : M'QN — M'®QN".
Entonces, la condicién para z se reduce a la existencia de un a € M’ ® N tal
que (1p ®t)(z) = (f ®t)(a). Tomando b =z — (f ® 1x)(a), se tendrd

(Ia @) (b) = (1 @ 1)(2) — (I @ 1) o (f @ 1n)(a) =
=1u@t)(z)— (fot)(a) =1y @t)(2) — (I @t)(2) =0

y como la sucesién M'®@ N T MaNEY MYON - 0es exacta, b pertenece
alm(ly ®s).
O

Proposicién 1.6.3. Dadas dos familias de A-mddulos {M;}icr y {N;}cs de
A-médulos. Existe un isomorfismo de distributividad

(& M;)@(® N;) = a(M; @ N;)
el jeJ 1,7

Demostracion. Denotando M = ® M; y N = @ N;, veamos que la aplicacién
icl jed
i,

tal que para m = ) m; y n = > n; estd dada por g(m ®n) = > (m; ® n;) es
iel jeJ 4,9
biyectiva. Para ello, sean ¢; : M; — M y p; : N;j — N las respectivas inclusiones

canonicas, se define un aplicacién lineal
hi’jZMiXNj—)M(@N
dada por h; ; = ¢; ® pj, y de esta se obtiene el homomorfimo

h:®(M; ®Nj) > M® N
(2%

D (mi@ng) — > gi(mi) @ > p;i(ny)
i,j i j
Entonces, la composicién h o g es la aplicaciéon identidad en los elementos que
engendran el A-médulo M ® N que son los de la forma (> m;) ® (> n;). Y,
= jedJ
también se tiene que la composicion g o h es la identidad para los elementos de
la forma ) (m; ® n;), que engendran el A-médulo & (M; ® Nj), ya que para
ij i.J
cada (4, 7), los productos m; ® n; engendran los A-médulos M; ® N;.
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1.7.

Prop

Producto Tensorial de Algebras.

osicién 1.7.1. Sea A un anillo conmutativo y B un A-mddulo. Entonces,

proporcionar a B una estructura de A-dlgebra es equivalente a proporcionar un
A-homomorfismo u : B® B — B satisfaciendo las siguientes condiciones:

1.

2.

El diagrama
BeB®B 2% BeB

u®lp + lu

B®B LN B

es conmutativo.

Eziste un elemento 1 € B tal que u(1®b) =b=u(b® 1) para todo b € B.

Demostracion. . =,

Supongamos que B es un A-algebra cuyo homomorfismo estructural es
¢ : A — B.Laaplicacién B x B — B que define la multiplicacién en B es
A-bilineal. De aqui obtenemos un A-homomorfismo u : B ® B — B dado
por u(b®b') = bb', para b, b’ € B. Esta aplicacién cumple las condiciones
requeridas ya que de la asociatividad de la multiplicacién en B, se obtiene
de la condicién de conmutatividad del diagrama

(e(@)b)b’ = u(p(a)b @ V') = u(b® p(a)b’) = b(p(a)t)

y, de la existencia de un elemento neutro para la multiplicacién en B, se
obtiene la segunda condicién.

<.

Ahora, veamos la vuelta de la equivalencia, y dado v : B ® B — B como
en el enunciado, se define la multiplicacién en B como b0’ = u(b® V).
Esta multipllicacién es asociativa por la conmutatividad del diagrama, y
el elemento 1 € B dado seré el elemento neutro de B. La distributividad
con respecto a la suma es una consecuencia de las propiedades del producto
tensorial. Por tanto, B tiene estructura de anillo. Ademas se cumple que

(aa’)(bb') = (aa" ) u(b @ ¥b') = u(aa’'b @ b') = u(ab ® a’'t') = (ab)(a'b)

para a,a’ € Ay b, b’ € B. Por lo que B también estd dotado de estructura
de A-algebra.
O

Proposicién 1.7.2. Dado un anillo conmutativo A, se consideran B y C dos
A-dlgebras con sus respectivos homomorfismos f: A — B, g: A — C. Como
B y C son A-mdédulos podemos construir su producto tensorial D = B ® C.
Entonces, se puede definir una operacion de multiplicacion en D.
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Demostracion. Consideremos la aplicacién B x C x B x C' — D definida por
(b,c, v, ) — bV @ cc
Esta aplicacion es A-multilineal, por ello induce un homomorfismo de A-mdédulos
BC®B&®C —D
y por el isomorfismo de asociatividad, un homomorfismo de A-mdédulos
D®D—D

que se corresponde con una aplicaciéon A-bilineal u : D x D — D que esta bien
definida por
ub@c,b ®c)=bb @ cc

La aplicacion u satisface las condiciones de la Proposicién 1.7.1 con 1 =1 ® 1.

De esta forma se obtiene una estructura de A-algebra en D.
O

Nota.
Por tanto, se ha definido una multiplicacién en el producto tensorial D = B® C'
de la siguiente forma:

b)) @) =0bb @ cd

y de forma general,

O @) (@) = (bl @ cic))

i J ]

Definicién 1.7.1. Se define como producto tensorial de las A-dlgebras B y C
al A-algebra D = B® A.

Corolario 1.7.1. Sea A un anillo conmutativo y B una A-dlgebra. Entonces,
B ® Alt] = BJt]
Demostracion. Como Aft] es un A-médulo libre de la forma
A=A At A’ @ ...

y, por la Proposicién 1.6.3 el producto tensorial conmuta con las sumas directas,
B @ (®At') = ®(B ® At'). Ademds, aplicando el punto 3. de la Proposicién
1 K3

1.5.1, se tiene el isomorfismo B @ At* = Bt'. Es decir, por el morfismo dado por

b® Y a;it' — Y a;bt’ para b € B, a; € A, se muestra que
i i

B® Alt] = Bt]
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Capitulo 2

Algebra Tensorial y
Simétrica

2.1. Algebra Tensorial.

Dado un anillo conmutativo A y un A-moédulo M. Para un entero n > 0,
denotaremos T"(M) = M@M ®- - -®@ M con n factores entendiendo T°(M) = A
y TH(M) = M. Se denota por T(M) el A-médulo suma directa @@ T (M).

n>0
A T(M) se le puede dotar de una estructura de A-dlgebra graduada. Para con-
seguir esta estructura, se considera el isomorfismo de asociatividad dado en la
Proposicién 1.5.2

Mpq : TP(M) @ TI(M) — TPTI(M)
definido como sigue para t € TP(M) y x € TY(M):
Mpg(t,2) =t @z
Estos isomorfismos, seguidos de la inclusién TPY4(M) — T(M) = GBT”(M)
n>0

nos proporcionan, para todo par de enteros p > 0,¢ > 0, un A-homomorfismo
Mpg : TP(M) @ TY (M) — T(M). Como por el isomorfismo de 1.6.3 se cumple

T(M)®T(M)= P (IT7(M) © T*(M))

p,q=>0
se tiene un A-homomorfismo
m:T(M)@T(M)— T(M)

tal que V p, ¢ se cumple m|pr(arygra(ar) = Mpq ¥ este es el homomorfismo que
dota a T'(M) con la estructura de dlgebra por la Proposicién 1.7.1 y serd el
Algebra Tensorial del A-médulo M.

22



Cada elemento de T (M) es una suma finita de elementos 1 ®- - - @2, y la multi-
plicacion interna y la multiplicacion por un escalar se definen en los generadores
por:

(X1 ®...0xp)  (Tpt1 ® .. @ Tpyy) =T1 Q... Q@ Tp @ Tpr1 @ ... @ Tpig
a- (21® .0z = (a1 @ ... @ zp)
;€ Mia€ge A

y se extiende por linealidad. Es claro que la multiplicacién definida sobre T'(M)

es asociativa y tiene como elemento unidad el elemento unidad 1 de A=T°(M),

pero este producto no es conmutativo. Por otra parte, hemos visto que esta

algebra descompone como T(M) = @ T"(M) y por el producto se cumple
n>0

TP @ T9 C TPT4. Por tanto, T(M) es un &lgebra graduada y la componente
homogénea de grado n es T™(M). Sea ¢ : M — T(M) la aplicacién que deriva
de la aplicacién de inclusién TH(M) = M < T(M). Por la definicién de la
multiplicacién en T'(M) se tiene

o) ...o(@p) =210 - Quy

Por tanto, como cada elemento de T (M) es una suma finita de los elementos
anteriores, T'(M) est4 generado como A-dlgebra por ¢(M) = T(M).

Definicién 2.1.1. Dado un anillo conmutativo A y un A-médulo M. Se define el
Algebra Tensorial de M al par (T'(M), ¢') donde T'(M) es el dlgebra suma directa

@ T"(M) dotado de la operacién de multiplicacién definida anterioremente, y
n>0

¢’ es la aplicacién inclusién A = TO(M) < T(M).

Teorema 2.1.1. (Propiedad Universal del Algebra Tensorial) Dados A
un anillo conmutativo y M un A-mddulo, el par (T(M),p) cumple la siguiente
propiedad universal:

Sea B una A-dlgebra y f : M — B una aplicacion A-lineal, existe un inico
homomorfismo de A-dlgebras g : T(M) — B tal que f = goy, donde la aplicacién
©: M — T(M) es la inyeccion candnica (M) = T*(M).

Demostracion. Para toda familia finita (x;)1<i<n de n elementos de M, por
definicién del producto en T(M) se tiene £1 @12 ®...Qx, = @(z1)0(x2)...0(xy).
Por tanto, se debe cumplir

g1 ® 22 ® ... @x,) = fx1)f(x2)...f(20)

paran > 1y para a € A, g(a) = alp (cuando 1 es el elemento unidad en B)
de donde se obtiene la unicidad de g.

Para probar la existencia, se tiene que para n > 0, la aplicacién f, : M"™ — B
dada por (21, ...,xn) — f(x1)...f(x,) es A-multilineal. Entonces, le corresponde
un A-homomorfismo g, : T"(M) — B tal que

In(T1 @22 ® ... @ ) = f(21) f(22).. f(T0)
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Se define la aplicacién estructural de B como A-dlgebra gy : TY(M) — B
de forma que go(a) = alp para todo a € A. Sea g el homormorfismo de A-
algebras de T(M) en B cuya restriccién a T™(M) es g, con n > 0, se tiene
que go ¢ = g1 = f. Para probar que g es homomorfismo de A-dlgebras se
tiene que, por construccién g(1) = 1p y por linealidad, es suficiente probar
que g(zy) = g(z)g(y) si x € TP(M), y € TI(M) (p > 0, ¢ > 0). Escribiendo
T=T1R0T2R...0Tp ey ==Tpy1 @ Tpra® ... ® Tpigq, por la definicién de g, y
la multiplicacién definida en el Algebra Tensorial,

9(xy) =g((21 @ 22 ® ... ® Tp) - (Tp41 @ Tp12 @ ... @ Tppg) =
=911 ®T2® ... QLY @ Tps1 @ Tpt2 @ ... @ Tpiq) =
= fla1) - flap) f(xps1) - fapeq) =

= (flz) .- f@p)(f(2pi1) - - f(2prg) =
=9(T1 @ T2 @ ... ® Tp)g(Tp41 @ Tpt2 @ ... © Tpyq) =

=g(z)g(y)

2.1.1. Propiedades funtoriales del Algebra Tensorial.

Proposicién 2.1.1. Sea A un anillo conmutativo, M y N dos A-mddulos, y
u: M — N una aplicacion A-lineal. Ezxiste un homomorfismo tunico de
A-dlgebras v’ : T(M) — T(N), tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

M LN N
M *If *LWN

(M) % T(N)

Demostracion. La existencia y unicidad de v’ se deducen del Teorema 2.1.1
aplicado al dlgebra T'(N) y a la aplicacién lineal oy ou: M — T(N).
O

Nota.
El homomorfismo «’ de la proposicién anterior se denotard T'(u).

Proposicién 2.1.2. En las condiciones de la proposicion anterior. Si P es un
A-médulo yv: N — P es una aplicacion A-lineal, se tiene

T(vou)=T(w)oT(u)
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Demostracion. Se tienen los diagramas

M LN N N — P
YMm i’ \LAPN PN J, iftpp
o) T Ty T(N) ™™ 7P

y ademds, si w = v o u, sabemos que existe un tnico w’ : T(N) — T(P)
homomorfismo de dlgebras que hace conmutativo el diagrama

Como la composicién T'(v) o T'(u) lo cumple, entonces
T(w) =T(vou)=T(v)oT(u)
O

Nota.
Llamaremos a T(u) la prolongacién canénica de u en T(M). La restriccién
T"(u) : T"(M) — T™(N) es aquella tal que

T"(u)(r1 @22 @ @ Tp) = u(z1) @ u(T2) ® -+ @ u(Tn)

para x; € M ya que T(u) es un homomorfismo de 4lgebras y T*(u) = u. La
restriccion T°(u) en A es la aplicacién identidad.

Proposiciéon 2.1.3. Siu : M — N es una aplicacion lineal sobreyectiva, el
homomorfismo T(u) : T(M) — T(N) es sobreyectivo y su nicleo es el ideal
bilateral de T (M) engendrado por el nicleo P C M C T(M) de u.

Demostracion. La aplicacion T°(u) : TO(M) — T°(N) es biyectiva. Para cual-
quier entero n > 0, la aplicacién T"(u) : T"(M) — T™(N) se ha definido como
T'(u) = u®u® - ---Qu , n veces. Al ser u biyectiva, u induce la siguiente
sucesién exacta: ‘

Ker(u) < M5 N =0

donde i es la inclusién, y entonces I'm(i) = Ker(u). De aqui, la sobreyectividad
de T™(u) se obtiene por recurrencia sobre n aplicando la Proposicién 1.6.2.
Ademas, por esta misma Proposiciéon vemos que el nicleo K> de la aplicacion
T?’(u)=u®u: MM — N® N es

Im(i®1y)®Im(ly ®1) = (Ker(u) @ M) & (M ® Ker(u))
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De nuevo por recurrencia sobre n, tendremos que el niicleo K, de cada T"(u)
es el submédulo de T (M) engendrado por los productos x; ® 23 ® -+ ® x,
con al menos uno de los z; perteneciente a P = Ker(u). Por tanto, el nicleo
K = ®,>1K, de T(u) es el ideal bilatero de T'(M) engendrado por P.

O

2.2. Algebra Simétrica.

Sea A un anillo conmutativo y sea M un A-moédulo. Se considera el ideal
bilateral J generado por el conjunto S ={z®y—y @ z|x,y € M} de T(M).

Definicién 2.2.1. Sea A un anillo conmutativo y M un A-médulo. Se define el
Algebra Simétrica de M como el par (S(M), @) donde se denota por S(M) el
algebra sobre A que es el cociente del dlgebra tensorial T(M) por el ideal bilateral
J. Denotaremos por ¢y : M — S(M) a la composicién M % T(M) — S(M).
S(M) estd generado como A-dlgebra por ¢pr(M).

Nota.
Como estd generado por elementos homogéneos de grado 2, el ideal bilateral J
es homogéneo. Denotamos J,, = JNT™(M). Por lo tanto, el dlgebra S(M) es un
algebra graduada si consideramos la siguiente graduacion, a la que llamaremos
graduacion candnica.

S(M) = s (M) = T (M)/ 7,

n>0 n>0

Asi, Jo = J1 = 0y, canénicamente se tiene SO(M) = Ay S* (M) = TY (M) = M.

De igual manera, se tiene una propiedad universal para el dlgebra simétrica.

Teorema 2.2.1. (Propiedad Universal del Algebra Simétrica) El dlgebra
simétrica S(M) es una A-dlgebra conmutativa y el par (S(M), onr) cumple la
siguiente propiedad universal:

Para todo par (B,f) donde B es una A-dlgebra conmutativa y f : M — B
un homomorfismo de A-mdédulos, existe un unico homomorfismo de A-dlgebras

h:S(M) — B tal que f =hoppy.

Demostracion. Como z ® y —y @ x € J, por definicién se tiene

em(@)em(y) = em(y)om ()

para todo x, y € M. Por lo tanto, la propiedad de conmutatividad de la multipli-
cacién en S(M) se deduce del hecho de que S(M) estd generada como A-dlgebra
por ¢ (M). La unicidad de h es de nuevo derivada de este mismo hecho.
Para probar la existencia de h tomaremos el homomorfismo de A-dlgebras
g1 : T(M) — B que existe por el Teorema 2.1.1 tal que f = g1 o . Por lo
que faltaria ver que g; se anula en el ideal J. Si

p:T(M)— S(M)=T(M)/J
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es el homomorfismo canénico, entonces g = hop dénde h : S(M) — B es un
homomorfismo de dlgebras. Entonces,

gy —yz)=gry —yr) = g1()g:(y) — 91(y)g1(x) =0

porque B es conmutativa. Finalmente, g1 (J)=0.

Nota.

1. En el caso en el que B sea una A-algera graduada cuya graduacién sea

B = @ B, y suponemos ademds que la aplicacién lineal f que cumple
n>0

f(@)f(y) = f(y)f(z) es tal que
f(M) C B

Por la relacién h(zizs...xp) = f(z1)f(x2) ... f(xp) para x; € M se tiene
que h(SP(M)) C B,.

2. Los elementos de S(M) son sumas de productos de la forma x12s5 ... 2y,
con x; € M donde identificamos la clase de 21 @ 2 ® - - - @ x,, en S™(M)
por T1xs ... Ty, y por - la multiplicacién en S(M).

2.2.1. Propiedades funtoriales del Algebra Simétrica.

Proposicién 2.2.1. Sea A un anillo conmutativo, M y N dos A-mddulos, y
u: M — N una aplicacion A-lineal. Ezxiste un homomorfismo tunico de
A-dlgebras u' : S(M) — S(N), tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

M LN N
YM \lf ‘I’CPN

S(M) 5 S(N)
Ademds, u es homomorfismo de dlgebras graduadas.

Demostracién. La existencia y unicidad de u’ se deducen de Teorema 2.2.1 apli-
cado al dlgebra conmutativa S(N)ya f =pyou: M — S(N).

Como f(M) C SY(N), de la relaccién v/ (z129...2¢) = f(x1)f(x2)...f(z¢) para
x; € M se deduce el hecho de que v’ sea un homormorfismo de dlgebras gra-

duadas.
O

Nota.
El homomorfismo v’ de la proposicién anterior se denotard S(u).
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Proposiciéon 2.2.2. En las condiciones de la proposicion anterior. Si P es un
A-médulo yv: N — P es una aplicacion A-lineal, se tiene

S(vou)=5(v)oS(u)

Demostracion. Razonando de igual forma que en la demostracion de la Proposi-
cién 2.1.2 se llega a que el inico homomorfismo de dlgebras que hace conmutativo
el diagrama

M o p
Y M \J/ \LL,OP
S(M) S(vou) S(P)

es la composicién S(v) o S(u).
O

Nota.
Como S(M) contiene a M = S*(M), llamaremos a S(u) la prolongacién ca-
noénica de u en S(M). La restriccion S™(u) : S*(M) — S™(N) es aquella tal
que
S™(u)(x122 .. ) = u(z1)u(x2) ... ulzy)

para ¥; € M ya que S(u) es un homomorfismo de 4lgebras y S*(u) = u. La
restricciéon SY(u) en A es la aplicacién identidad.

Proposiciéon 2.2.3. Siu : M — N es una aplicacion lineal sobreyectiva, el
homomorfismo S(u) : S(M) — S(N) es sobreyectivo y su nicleo es el ideal de
S(M) engendrado por el nicleo P C M C S(M) de u, es decir, {P).

Demostracion. Se tiene la aplicacién T'(u) : T(M) — T(N) y que es sobre-
yectiva por la Proposicién 2.1.3. Entonces, si Jys y Jny son los ideales bi-
laterales de T (M) y T(N) respectivamente tales que S(M) = T(M)/Jy v
S(N)=T(N)/Jn, se tiene que T'(u)(Jpr) = Jn. Si R = Ker(T(u)), al calcular
la imagen inversa de Jy por T'(u), T'(u)~*(Jx) = Jar + R. Ahora bien, la apli-
cacion S(u) : T(M)/Jy — T(N)/Jn se obtiene del paso al cociente de T'(u),
luego es un homomorfismo sobreyectivo cuyo niicleo es R' = (Jy + R)/Jr-
Como R = (P), R’ también estd generado por P.

O

Proposicién 2.2.4. Dado un A-médulo M y un A-submdédulo N de este, se
cumple
S(M/N) = S(M)/(N)

donde (N) es el S(M)-submddulo generado por N C S(M), es decir, donde
(N)=NS(M).
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Demostracion. Como la sucesién
0—+NS5M%M/N—0

es exacta, la aplicacién v : M — M /N es sobreyectiva y se tiene que su nicleo
serd Ker(u) = N. Aplicando directamente la Proposicién 2.2.3, se tiene que el
homomorfismo S(u) : S(M) — S(M/N) es sobreyectivo, y su niicleo es el ideal
engendrado por Ker(u), es decir, el ideal (N). Entonces, se da el isomorfismo

S(M/N) = 5(M)/Ker(S(u)) = S(M)/(N)

2.2.2. Algebra Simétrica de una suma directa.
Es interesante comentar el caso del Algebra Simétrica de una suma directa.

Proposicién 2.2.5. Dado un anillo conmutativo A y dos A-mddulos My y M,
existe un isomorfismo

Demostracion. Sea @; = pnr, - M; — S(M;), i = 1,2 y denotamos por ¢ a la
aplicacion ¢ = pan e, @ (M1 @ M) — S(My @ Ms). Definimos la aplicacion

f : (M1 @Mg) — S(Ml) ®S(M2)

flz+y)=pi1(z) @1+ 1@ pa(y)

para x € My, y € M. Sean z,2’ € My, y,y' € M, veamos que f es un
A-homomorfismo:

flz+y)+ (@' +9) = f((+2)+ (y+Y)) = ez +2") 91+ 1@wa(y+y') =
=p1(2)@1+v1(@) @1 +1@¢2(y) + 1@ pa(y') =
=p1(@)@1+1®@pa(y) +1(2) @1 +1@ a(y') = fx +y) + f2" + )
y para a € A,
fla(z +y)) = flax + ay) = p1(az) @1+ 1@ @a(ay) =

=ap1(2) © 1+ 1®apa(y) = alp1(z) © 1) + a(l ® ¢2(y)) =
=af(r+y)

Por tanto, por la Propiedad Universal del dlgebra simétrica S(M; & M,), existe
un homomorfismo de A-algebras g : S(My; & M) — S(M1) ® S(Ma) tal que
f=go¢.

Por otra parte, se tiene la inclusiéon canénica M; — M; & My que induce un
homomorfismo de A-dlgebras h; : S(M;) — S(My @ M) , i = 1,2. Se puede
definir una aplicacién bilineal h : S(M;) x S(My) — S(M; ® Ms) dado por
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h(a,b) = hi(a)h2(b) y por la Propiedad Universal del producto tensorial de
algebras, se tiene un homomorfismo de A-algebras

h(a ®b) = hy(a)ha(b)

para a € S(M;) y b € S(Ms). Las composiciones go h 'y ho g son la identidad,
por lo que g es un isomorfismo.
O

Corolario 2.2.1. Sea A un anillo conmutativo. Si M es un A-médulo libre
de rango 1 entonces S(M) es el dlgebra de polinomios en r variables sobre A.
Concretamente, si M es un mddulo libre con base (eq,...,e,) entonces el A-
morfismo f: A[X1,...,Xy] = S(M) dado por f(X;) =e; para 1 <i <7 esun
isomorfismo de dlgebras graduadas.

Demostracion. Como M es libre con base (eq, . .., e,), se tiene un A-homomorfismo
g: M — A[Xy,...,X,] tal que g(e;) = X; para 1 < i < r. Por la propiedad uni-
versal de S(M), el A-homomorfismo g induce un homomorfismo de A-dlgebras
h:S(M)— A[Xy,...,X,]. Ambos homomorfismos h y f son graduados. Ade-
mas, su composicién es la identidad en los generadores, luego f es un isomorfis-
mo.

O
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Capitulo 3

Teorema de Poincaré

En este capitulo se presentard el Teorema de Gauss-Bonnet, uno de los re-
sultados principales de la Geometria Diferencial de superficies, y una de sus
aplicaciones més importantes, el Teorema de Poincaré. Veremos como se rela-
cionan el concepto geométrico de la Curvatura de Gauss y la caracteristica de
Euler, un invariante topolégico de superficies. Como consecuencia de este tltimo
teorema, obtendremos un interesante resultado: Ninguna superficie homeomorfa
a S? puede tener un campo de vectores diferenciable sin puntos singulares. Este
resultado es conocido como “Teorema de la Bola Peluda”.

3.1. Nociones Previas.

Comenzaremos con algunas definiciones y resultados, que presentaremos sin
demostraciones, vistos en la materia del “Grado en Matemaéticas”, que nece-
sitaremos recordar para poder desarrollar la teoria de las secciones 3.2 y 3.3.
Se utilizaran conceptos de la asignatura “Geometria de Curvas y Superficies” y
“Anélisis Matemdtico”. Ademds, se seguird la notacién y definiciones de [5].

Definicién 3.1.1. Un subconjunto S € R? es una superficie regular si para cada
p € S existe un abierto V en R3 con p € V y una aplicacién, que llamaremos

parametrizacion de S,
z:U—-VnNS

donde U es un abierto de R? tales que:
1. z es diferenciable.
2. x es homeomorfismo.

3. Vg € U, la diferencial d,|, : R> — R? es inyectiva. Esta condicién de regu-
laridad equivale a decir que x,(q) y ,(q) son linealmente independientes.
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Definicién 3.1.2. Seap € S C R?, con S superficie regular. Un vector tangente
a S en p es un vector v € R3 tal que existe una curva parametrizada de S de
la forma ¢ : (—e,e) = S con ¢(0) = p y ¢(0) = v. Al conjunto de todos los
vectores tangentes a .S en el punto p se le denomina plano tangente a S en p y
se le representa por 1,5 C R3.

Definicién 3.1.3. Dado un punto p de una superficie regular S C R3. Llamare-
mos recta normal a S en p a la recta que pasa por p y es perpendicular al plano
tangente 7,,S. Llamaremos vector normal a S en p a cualquier vector unitario
que genere la recta vectorial (7,,S). Denotaremos por N, al vector unitario
normal a S en p de la forma:

SCu(U(), ’U()) A IU(UO, UO)
|2 (uo, vo) A (o, vo)]|

N, =

donde x es una parametrizacién con p € z(U) tal que p = z(uo, vo).

Definicién 3.1.4. Sea S C R? una superficie regular y p € S. Llamamos
primera forma fundamental de S en p y la representamos por I, a la forma
bilineal que la métrica usual de R? induce en el espacio vectorial T},S:

I,:T,S xT,S =R
(u,v) = Ip(u,v) =< u,v >

Nota.
Dada una paremetrizaciéon « : U — S tal que p € z(U) con p = z(u,,v), una
base de T),S viene dada por {z,(u,v),z,(u,v)}. En esta base, la matriz de la

forma bilineal es
E F
F G

E(uvv) =< Ty Ty >= H‘THHQ

con

F(u,v) =< zy, x, >
G(u,v) =< Ty, Ty >= ||z, ]|?

Definicién 3.1.5. Diremos que una parametrizaciéon x : U — S de una super-
ficie regular S C R? es ortogonal si el dangulo que forman las rectas coordenadas
en todo punto es recto.

Nota.

Como para p = x(ug,vg) €l dngulo viene dado por cos(p) = Luowg)

E(uo,’uo)

con

© € [0, 7], x es ortogonal si y solo si F' = 0.
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Ejemplo.
Consideramos la esfera de radio 1 y centrada en el origen en R?,

82 = {(2,9,7) € R/ + 47 + 2 = 1}
Podemos dar una parametrizacién de la esfera de la siguiente forma:
z:(0,7) x (0,27) — S?

z(u,v) = (sin(u)cos(v), sin(u)sin(v), cos(u))
Entonces,
Ty (u,v) = (cos(u)cos(v), cos(u)sin(v), —sin(u))
2y (u,v) = (—sin(u)sin(v), sin(v)cos(v),0)

El plano tangente en el punto p = (0,0,1) € S? a la esfera es
T,S* = {(z,y,2) € R®*/z =0}

visto como plano vectorial. En la parametrizacién z, las entradas de la matriz
de la primera forma fundamental son E = 1, F = 0, G = sin(u)?, luego la
parametrizacion x es ortogonal.

Definicién 3.1.6. Llamaremos superficie orientada a una superficie regular
orientable S C R? junto con un campo de vectores diferenciable N : § — R3?
que es normal y unitario al que llamaremos orientacién de S.

Definicién 3.1.7. Sea S C R? una superficie regular orientada (con un campo
de vectores diferenciable N : S — R? normal y unitario) y sea la aplicacién
A, : T, — T,S el endomorfismo de Weingarten (recordemos,A, = —dN]|,
donde N es la aplicacién de Gauss de la superficie S). Llamamos segunda forma
fundamental de S en p a la forma bilineal dada por

1T, (u,v) = I(Ay(uw), v)

Nota.
La matriz de la segunda forma fundamental en la base {x,(ug, vo), Z,(uo, vo) }

de T,,S viene dada por
( )
f g
|«ru7 Loy xuu|

= II U ) ) u 7
e(uo,vo) = Iy(wu(uo, v0), zu(uo, v0)) JEG — 2
|xu,1’v7xuv‘
, =11 u s s Ly 5 = T =A
£ (uo, o) p(Tu(uo,v0), 2y (10, v0)) JVEG - 2

_ Ty T, 2|

g(UOaUO) :IIp(xv(UO;UO)axv(UOa'UO)) m

con
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Definicién 3.1.8. Se define por curvatura normal de S C R? en p en la direccién
de v al valor

kn(v,p) = I1,(v,v) =< —dN|,(v),v >
La curvatura normal maxima k; y la curvatura normal minima ks se denominan

curvaturas principales.

Definicién 3.1.9. Sea S C R? una superficie regular orientada con un campo
de vectores normal N. Se denomina curvatura de Gauss de S en el punto p al
valor

K(p) = det(Ap) = k1(p)ka(p)

Nota.
Podemos dar la curvatura de Gauss de la superficie S en el punto p en funcién
de la parametrizacién relaccionandola con los coeficientes de las matrices de las
formas fundamentales: s
eg —
K(p) =

T EG - F?

Definicién 3.1.10. Sea S C R? una superficie regular y orientada con aplica-
cién normal N y sea x : U — S una parametrizacién positivamente orientada.
Definimos como simbolos de Christofell de la parametrizacién a las funciones
diferenciables Fi—“j U — R, i,5,k = 1,2, T, = T4, tales que se cumplen las
siguientes igualdades.

Ty = F%lxu + F%lxv +eN
Tyo = F%qu + F?va + fN
Tou = I’%lxu + F%lxv + fN
Ty = F%qu + F%va +gN

Nota.
Los simbolos de Christofell de la parametrizacién se pueden obtener a partir de
los coeficientes de la primera forma fundamental y sus derivadas parciales:

ry, If, I, \_ 1 (G —F iE, %Ev F, - ia,
rs, 3, rs3 ) EG-F2\ -F E F,—3E, 3G, 1G,

De estas igualdades se obtiene la conocida como Formula de Gauss:
I3TT 4+ (T1)e + T1HT5 — TiolTy — (Tiy)u — Tl = EK

Definicién 3.1.11. Una curva en una superficie S C R3 con parametrizacién
a:I CR — S C R? se denomina curva geodésica si el vector a” es normal a
S. Si es asi, ||/|| = constante.
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Definicién 3.1.12. Llamaremos curvatura geodésica de una curva regular pa-
rametrizada por a(s) en p € S al valor

Dd/(s)
d

hy(s) = 1=

que representa la variacion en el cambio del angulo que la tangente a la curva
forma con una direccién paralela a través de la curva.

Nota.
Las curvas geodésicas estan caracterizadas por tener curvatura geodésica igual
a cero.
En el caso en el que la parametrizacién elegida sea ortogonal (F' = 0), podemos
expresar la curvatura geodésica en funcién de los coeficientes de la primera forma
fundamental y sus derivadas:

1 dv du dy
= Gui - Ly 5
2\/EG{ ds cls}Jr ds

donde ¢(t) es el d4ngulo orientado de x, en «'.

kg (s)

3.2. Teorema de Gauss-Bonnet.

Definicién 3.2.1. Sea [0,/] C R y una superficie regular S C R™. Se define
como curva paramétrica, cerrada, simple y regular a trozos a una aplicacién
continua « : [0,!] — S cumpliendo

1. a(0) = a(l).
2. t1 7’5 to, t1,t2 € [O,Z) = Oz(tl) 75 Oz(tz).

3. Existe una particién 0 = tg < t; < ... <ty < tp41 = [ de [0,] tal que «
es diferenciable y regular en cada intervalo [t;,t;+1], 1 =0,..., k.

Definicién 3.2.2. Con la notacién de la definicién anterior, los puntos «(t;),
i =0,...,ksedenominaran los vértices de c. Las trazas a([t;, t;+1]) se llaman los
arcos regulares de «.. Al hablar de curva cerrada regular a trozos nos referiremos
a la traza «([0,1]) de a.

Nota.
Supongamos una superficie orientada S € R™ y una curva parametrizada, ce-
rrada, simple y regular a trozos « : [0,1] — S. Entonces, en cada vértice a(t;)
podemos calcular los siguientes limites:

parat <t;: lima'(t;)=a'(t7) #0

t—t;

parat>t;: limd'(t;) =/ (t])#0

t—t;
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Por ser S una superficie orientada existe una normal unitaria diferenciable N
definida sobre S que nos sirve para determinar la orientacién positiva. De esta
forma, diremos que una base {u,v} de vectores tangentes a S estd orientada
positivamente si al calcular el determinante |u, v, N| este nos sale positivo.

Sea |6;|, 0 < |6;] < m, la menor determinacién del d4ngulo de /() a o/ (t}).
Si |0;| # 7, asociamos a 6; el signo del determinante |o/(t; ),/ (), N|. Esto
significa que si el vértice a(t;) no es una ”ctspide” (es decir, |6;] # =), el signo
de 0; viene dado por la orientacién de S.

Definicién 3.2.3. En las condiciones anteriores, se conoce como angulo exterior
en el vértice a(t;) al dngulo con signo 6;, —w < 0; < 7.

Presentaremos el siguiente teorema topoldgico cuya demostracién se debe a
H.Hopf.

Teorema 3.2.1 (Teorema de rotacién de tangentes). Sea x: U C R? — S
una parametrizacion compatible con la orientacion de S, y supongamos que U
es homeomorfo a un disco abierto del plano. Sea o : [0,]] — z(U) C S una
curva parametrizada, regular a trozos, cerrada y simple, con vértices a(t;) y
dngulos externos 0;, i = 0,...,k. Se consideran las funciones diferenciables
i : [ti, tiv1] = R que miden el dngulo positivo de x, a o (t) en cada [t;,t;11].

Entonces,
k

k
Z(%‘(tiﬂ) —@i(ts)) + Zei =427
=0 i=0

donde el signo mds o el signo menos dependen de la orientacion de .

Nota
El teorema establece que la variacion total del angulo a una direcciéon dada del
vector tangente a «, mas los saltos en los vértices, es igual a 27.

Definicién 3.2.4. Sea S una superficie orientada. Se dice que una regién R C S
(unién de un conjunto abierto y conexo D con su frontera) es una regién simple
de S si es homeomorfa a un disco y la frontera OR es la traza de una curva
parametrizada, regular a trozos, cerrada y simple o : I — S. En este caso,
diremos que « esté orientada positivamente si en cada uno de los arcos regulares
abiertos a((s;, si+1)) de a se tiene que el campo de vectores N X «, producto
vectorial de N y el vector o, apunta hacia el interior de D.

Definicién 3.2.5. Sea f una funcién diferenciable sobre una superficie .S, se
denomina integral de f sobre la region R C S a la integral (que no depende de
la parametrizacién x elegida)

J[sea=[] ., S0 VEG Fauao

donde dA es el elemento de area.
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Definicién 3.2.6. Se denomina curvatura integral de la regién R a la integral

/ KdA
R

donde K es la curvatura de Gauss.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Gauss-Green). Si P(u,v) y Q(u,v) son fun-
ciones diferenciables en una region simple B C R?, cuyo borde estd dado por
u=u(s), v=uo(s), entonces,

Z/SHI du / @ _ 8j Ud,v
U

Teorema 3.2.3 (Teorema de Gauss-Bonnet (Local)). Sea 2 : U — S una
parametrizacion ortogonal (es decir, F = 0) de una superficie orientada S donde
U C R? es homeomorfo a un disco abierto y x es compatible con la orientacion
en S. Sea R C x(U) una region simple de S y sea o : I — S una curva tal
que OR = «(I). Supongamos que « tiene orientacidn positiva parametrizada
con longitud de arco s y sean o, ..., s, Y o, ..., 0k los vértices y los dngulos
exteriores de o respectivamente. Entonces,

Z/+ ds+//KdA+Z(9727r

donde ky(s) es la curvatura geodésica de los arcos regulares de o, y K es la
curvatura Gaussiana de S.

Demostracion. Supongamos u = u(s), v = v(s) la expresién de « en la para-
metrizaciéon z. Al ser x una parametrizacién ortogonal, la curvatura geodésica

viene dada por
1 dv du dp;

k ] ui*Ev
4(5) 5 ﬁEG{G Is FA R

donde ¢; = ;(s) es la funcién diferenciable que mide el dngulo positivo de
X, a &'(s) en [s;, 8;41]. Integrando ambos lados de la igualdad en el intervalo

[$i, Si+1], y sumando en ¢ = 0,.. .,k obtenemos:
H—l H—l u dv EU i+t d%
s)ds = ds + /
Z/ Z/ 2VEG ds 2VEG d } Z

E,
2v EG

Aplicando el Teorema de Gauss-Green para P = —

vy Q = G se
2VEG

tiene que:

k Sit1 E G k i1 dp;
kq(s)ds = )y + 2 ), Ydudv + / ‘d
;/ os)ds //z—l(R){(Q\/EG) ONre b ; . ds
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Como la parametrizacién es ortogonal, de la férmula de Gauss para F = 0

deducimos que
1 E,

K - TEe U

VEG

Jo +( Ju}

" WEG

Entonces, al sustituir,

//ml(R){(2f;—G)v+(25;—)u}dudv = —//xlm KVEGdudv = —//RKdA

Por otra parte, en virtud del Teorema de rotacion de tangentes,

k

ko psin k

i+1 d i
Z/ di ds = Z(%‘(&H) —i(si)) = £2m — Zei
i=0 7 si =0

=0

Al estar la curva « orientada positivamente, debe tomarse el signo mas.
Reuniendo todos los resultados anteriores se tiene que

k i1 k
Z/ kg(s)der// KdA+) 0; =2
i=0 v Si R i=0

O

Definicién 3.2.7. Sea S una superficie regular. Se dice que una regién R C S
es regular en R? si R es compacta y su frontera OR es la unién de un ntimero
finito de curvas regulares a trozos, cerradas y simples que no se cortan.

Definicién 3.2.8. Llamaremos tridngulo a una regién simple con sélo tres
vértices, y angulos exteriores «;, i = 1,2, 3.

Definicién 3.2.9. Una triangulacion T de una regién regular R C S es una
familia finita de tridngulos T;, i = 1,2,...,n tal que

L. U"T; = R.

1=

2. SiT;NTy # &, entonces o bien T; N7} es un lado comtn a T; y a T}, o
bien consta de un vértice comin a T; y a Tj.

Dada una regién regular R C S de una superficie S, supondremos una trian-
gulacién T de R y denotaremos por F' al nimero de tridngulos, por E al nimero
de lados y por V al nimero de vértices de la triangulacion.

Definicién 3.2.10. Se denominaré caracteristica de Euler-Poincaré de la trian-
gulacion T al ntimero x dado por

x=F-E+V
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Proposiciéon 3.2.1. Toda region regular de una superficie regular admite una
triangulacion.

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en L.Ahlfors y L. Sario,
Riemann Surfaces, Princeton University Press, Princeton.
O

Proposicién 3.2.2. Dadas una superficie orientada S y un conjunto de para-
metrizaciones {xx}rer compatibles con la orientacién de S y se considera una
region reqular R C S. Entonces, existe una triangulacion T de R tal que ca-
da triangulo t € T estd contenido en algin entorno coordenado de la familia
{Zx}rer-

St ademds consideramos la frontera de cada tridngulo t € T orientada positiva-
mente como en la figura, en el lado comiun de tridngulos que sean adyacentes
las orientaciones serdn opuestas.

T

Figura 3.1: Orientaciones en triangulos adyacentes

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en L.Ahlfors y L. Sario,
Riemann Surfaces, Princeton University Press, Princeton.
O

Proposicién 3.2.3. Sea R C S una region regular de una superficie S, la
caracteristica de Euler-Poincaré no depende de la triangulacion.

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en L.Ahlfors y L. Sario,
Riemann Surfaces, Princeton University Press, Princeton.
O

Nota.
La proposiciéon anterior muestra que x es un invariante topoldgico de la region
regular R. Por ello, la denotaremos x(R).

Ejemplos.

1. Veamos que la caracteristica de Euler de la esfera es 2. Con la tridngula-
cién considerada en la figura 3.2:
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Figura 3.2: Triangulacién de la esfera.

el nimero de tridngulos es F' = 8, el ntimero de lados es £ = 12 y el
nimero de vértices es V = 6. Por tanto,

X(S*) =8—-12+6="2
2. La caracteristica de Euler del toro es 0. Considerando la tridngulacién 3.3

en la que vemos el toro como una superficie homeomorfa a un rectdngulo
con sus lados correspondientes tenemos que:

b p —b . P
Q| R
S
S U \% d
a a
T,
T w /IX
QL R
] P P P

(a) (by (c)

Figura 3.3: Triangulacién del toro.

el namero de tridngulos es F' = 18, el ntimero de lados es F = 21 y el
nimero de vértices es V = 7. Por tanto,

X(T?) =18 =21 +7=0

3. En general, la caracteristica del n-toro (esfera de n asas) es —2(n — 1).

Proposicién 3.2.4 (Clasificacién de superficies compactas de R?). Dada
una superficie S C R® compacta y coneza, entonces la caracteristica de Euler-
Poincaré toma uno de los siguientes valores:

2,0,-2, ..., —2n, ...
Ademds, si 8" C R3 es otra superficie compacta tal que x(S) = x(S’), entoces

S es homeormorfa a S’.

40



Demostracion. La demostraciéon se puede encontrar en L.Ahlfors y L. Sario,
Riemann Surfaces, Princeton University Press, Princeton. O

Nota.
En otras palabras, cada superficie compacta y conexa S en R? es homeomorfa
a la esfera con un numero g de agujeros. La Caracteristica de Euler de S se
relacciona con el nimero g de asas” que tiene la superficie de la siguiente
forma:

X(S)=-2(¢g-1)=2-2g

Definicién 3.2.11. Denominaremos género de una superficie compacta S C R?
homeomorfa a una esfera con un numero g de asas al nimero

_2-x(9)
9= "o

Teorema 3.2.4 (Teorema de Gauss-Bonnet(para regiones regulares).

Sea R C S una region regular de una superficie orientada S y sean Ci,...,Cy
las curvas cerradas, simples y requlares a trozos que forman el borde OR de R.
Supongamos que cada C; tiene orientacion positiva y sean 01,...,0, el conjunto
de todos los dngulos exteriores de las curvas Cq,...,C,. Entonces,

n P

Z/ kg(s)ds + // KdA+ 0, =2rx(R)

i=17/Ci R j=1

donde s denota la longitud de arco de C;, kg la curvatura geodésica de OR y la
integral sobre C; se refiere a la suma de las integrales en cada arco reqular de
Ci.

Demostracion. Se considera una triangulaciéon T de la regiéon R de forma que
cada tridngulo T3, 1 < 7 < F, esté contenido en un entorno coordenado de
una familia de parametrizaciones ortogonales, compatibles con la orientacion de
S que sabemos que existe por la proposicién 3.2.2. Ahora, podemos aplicar la
versiéon local del Teorema de Gauss-Bonnet a cada tridngulo de T; € T cuyos
angulos exteriores serdn 0;1, 0,2, 6;3.

3
/ kig(s)ds + // KdA+> 0 =2
C,; T; k=1

donde k;q4 es la curvatura geodésica de C;. Como los tridngulos adyacentes de-
terminan orientaciones opuestas en el lado comiin, al sumar, las integrales que
corresponden a lados que estan contenides en R se cancelaran dos a dos y sélo
quedarén las integrales sobre los lados que cubran 0R. Por tanto, al sumar todos
los resultados se obtiene

n F 3
Z/ kig(s)ds—k// KdA+Y 30 =2nF
i C; R

j=1k=1
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Denominaremos angulos interiores del tridngulo T} a los dados por @i, = m—0,.
Entonces,

3 F3 F3 F3 F3
E Ok = E (T — i) = E = E ik = 3FT — E Dk
ik Gk ik 7k ik

Utilizaremos, a partir de ahora, la siguiente notacién: el indice ¢ en E;,V; se
refiere a las componentes interiores de T' (contenidas en R salvo a lo sumo, en
el caso de los lados, por sus extremos) y el indice e en E., V. a las exteriores
(contenidas en JR). El nimero de lados de la triangulacién T serd F = E; + E,.
Al estar OR parametrizado por un niimero finito de curvas simples, se tiene la
igualdad E. = p. Ademais, cada lado interior estd en dos tridngulos y cada lada
exterior solo en uno. Entonces, cuando multiplicamos el ntimero de tridngulos
por 3 lados que tiene cada tridngulo para calcular el nimero total de lados,
estamos contando dos veces cada lado interior. Por lo tanto se cumple 3F =
2F; + E.. Sustituyendo,

F3 F3
ZGNC = 271'E1 +’/TEG - Z(pjk
J.k g,k

Si distinguimos los vértices externos que son vértices de alguna curva C; (V) de
los vértices externos que introducimos al hacer la triangulacién (Ve ), entonces el
numero total de vértices externos serda V, = V. + V¢. Como la suma de dngulos
alrededor de cada vértice interno es 27, se tiene

F,3 P
> Ojx =2mE; + B — 27V; — wVey — (1 — )
7,k :

Sumando y restando wFE,., y teniendo en cuenta que por ser cada C; una curva
cerrada se tiene E, =V,

F,3 p P
Zcpjk = 27rEi+27rEe—27rVi—7TV;—7rVet—W‘/;C—I—Zﬁl = 27rE—27rV—|—Z€l
Jik l l

Reuniendo todos los resultados obtenidos,

zn:/ kg(s)ds+// KdA+zp:01:2w(F—E+V):2wX(R)
i=17/Ci R

=1
O

Presentaremos el siguiente corolario que es resultado directo del Teorema de
Gauss-Bonnet si se tiene en cuenta que una superficie compacta puede conside-
rarse como una regién con borde vacio.
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Corolario 3.2.1 (Teoremas de Gauss-Bonnet para superficies compac-
tas). Sea S una superficie compacta, conexa y orientable. Entonces, su curva-

tura integral viene dada por
// KdA =2mx(5)
s

3.3. Singularidades de campos de vectores sobre
superficies.

Veamos una de las aplicaciones mas interesantes de este Teorema que rela-
ciona el concepto geométrico de campos de vectores, y la nocién topoldgica de
caracteristica de Euler.

Definicién 3.3.1. Un campo de vectores v en un abierto U de una superficie
regular S es una aplicaciéon v : S — R3 que a cada punto p € U le asigna un
vector v(p) € T,(S5).

Definicién 3.3.2. Diremos que el campo de vectores v es diferenciable en p si,
dada una parametrizaciéon z(u,v) en p, las funciones a(u,v) y b(u,v) dadas por
v(p) = a(u,v)xy(u,v) + b(u, v)x,(u,v) son funciones diferenciables en p. Esta
definicién no depende de la parametrizacion.

Definicién 3.3.3. Sea v un campo de vectores diferenciable de una superficie
orientada S. Diremos que un punto p € S es un punto singular de v si v(p) = 0.
El punto singular p es aislado si existe un entorno V de p en S tal que v no
tiene mas puntos singulares que p en V.

Nota.
A cada punto aislado p de un campo vectorial v en S se le puede asociar un
entero. Sea x : U — S una parametrizaciéon ortogonal en el punto p = z(0,0)
compatible con la orientacién de S, y sea « : [0,{] — S una curva parametrizada
simple, cerrada y diferenciable a trozos tal que «([0,1]) C z(U) es el borde de
una regién simple que tiene a p como su tnico punto singular.

Definicién 3.3.4. Se denomina indice de v en p al nimero Ind(v,p) que re-
presenta el nimero de giros orientados que realiza el campo de vectores v al
restringirse a la curva « si se considera esta con orientacion positiva.

Nota.
Sea v = v(t), t € [0,1] la restriccién de v sobre «, y sea ¢ = ¢(t) una determi-
nacién diferenciable del dngulo orientado de x,, a v(t). Entonces,

1
2rInd(v,p) = p(l) — p(0) = /0 C;—fdt
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Proposicién 3.3.1. El Ind(v,p) no depende ni de la parametrizacion x, ni de
la curva « elegidas.

Demostracion. Por la interpretacion de K en términos del transporte paralelo
que se puede encontrar en el cap. 4.5 del M. do Carmo, Differential Geometry of
Curves and Surfaces, el &ngulo de rotacion resultante ¢ depende de la curvatura
integral de la siguiente forma

86 = o(1) - 9(0) = [ Kaa
R
Restando la ecuacion anterior con la ecuacién de la definicion de indice tenemos
[ Kaa=2ntni.n) = 6= £)0) = 6= 9)0) = Ao — )

Como ¢ — ¢ no depende de z,, el indice es independiente de la parametrizaciéon
asi como de la curva a.

O

Tomaremos ahora S C R?, una superficie orientada y compacta, y v un
campo de vectores diferenciable con solo puntos singulares aislados. Se supondra
ademds que hay un ntmero finito de ellos al que denotaremos n. Sea {z)} una
familia de parametrizaciones ortogonales compatibles con la orientaciéon de S.
Se considera una triangulacién T' de S tal que:

1. Todo tridngulo t € T est4 contenido en algiin entorno coordenado de la
familia {zy}.

2. Todo t € T contiene a lo sumo un punto singular.

3. El borde de cada t € T no contiene puntos singulares y esta orientado de
forma positiva.

Si aplicamos la version local del Teorema de Gauss-Bonnet a cada triangulo
t € T, sumamos los resultados y se tiene en cuenta que el borde de cada t € T
aparece dos veces con orientaciones opuestas, entonces se obtiene

// KdA — QWZInd(v,pi) =0
s i=1

Y, junto con el Teorema de Gauss Bonnet para superficies compactas, se tiene

ilnd(v,pi) = % //S KdA = x(S)

De esta igualdad se obtiene el llamado “Teorema de Poincaré”:
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Teorema 3.3.1 (Teorema de Poincaré). La suma de los indices de un cam-
po de vectores diferenciable v con puntos singulares aislados en una superficie
compacta S es igual a la caracteristica de Fuler-Poincaré de S.

Nota.
El Teorema de Poincaré implica que la suma de los indices no depende de v,
si no que solamente depende de la topologia de la superficie S. En el caso de
una superficie homeomorfa a la esfera S?, la suma de los indices de todo campo
de vectores que tenga singularidades aisladas debe ser igual a x(S?) = 2. En
particular, S? no puede tener un campo de vectores diferenciables sin puntos
singulares.
Si se considera la parametrizaciéon de la esfera de radio r y centro en el origen

x(0, @) = (rsin(0)cos(p), rsin(0)sin(p), rcos(d))
para 0 < 6 <7y 0 < ¢ < 2m, se obtiene el campo de vectores
2o (0, ) = rsin(0)(—sin(p) + cos(p))

que puede ser extendido a un campo de vectores sobre la esfera de radio r > 0
con dos singularidades de indice 1 que se obtienen para § =0y 6 = 7 es decir,
en los polos de coordenadas (0,0,r) y (0,0, —r).

El Teorema de Poincaré es conocido popularmente como “Teorema de la
Bola Peluda” y nos dice que siempre que queramos peinar una bola de forma
que alisamos los pelos sobre la superficie de esta sin que el peinado tenga raya
o ninguno de los pelos cambie bruscamente de direccién, siempre habra algin
remolino o algin pelo “tieso”.
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Capitulo 4

Un curioso ejemplo.

Sean B y C dos anillos conmutativos, y sea t una indeterminada. En este
capitulo se plantea la siguiente cuestion:

Si B[t] = CJt], jesto implica que B = C?.

El objetivo de este capitulo serd encontrar un contraejemplo que muestre que
la implicacién no se tiene porqué dar.

4.1. El isomorfismo en polinomios.

Sea R el cuerpo de los ntimeros reales y supongamos P, @, t, U, V, W,
X, Y, Z variables indeterminadas. Se construye el anillo de polinomios en tres
variables con coeficientes reales R[X,Y, Z] que es también un R-médulo.

Definicién 4.1.1. A partir de ahora, se define el anillo A como el anillo cociente
A=R[X,Y,Z]/(X?*+Y?+ Z? — 1) = Rz, y, 2]
donde se entiende
r=X+(X?+Y2+2%2-1)
y=Y +(X?+Y?*+2%-1)
=7+ (X?+Y*+2%-1)
al tomar las clases de equivalencia y por tanto, 22 4+ y? + 22 = 1.

Definicién 4.1.2. Construimos el médulo libre A% = A®A® A que es de rango
3 y se define la aplicacién @ : A3 — A definida por ®(a,b,c) = ax + by + zc
para (a,b, c) € A3. Esta aplicacién es un homomorfismo de A-médulos.
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Lema 4.1.1. La sucesién 0 — Ker(®) — A3 B A= 0 es escindida.

Demostracion. El homomorfismo @ es sobreyectivo ya que, como se tiene la
relacion x? + y? + 22 = 1, todo elemento a € A es imagen del elemento
(ax,ay,az) € A (®(ax,ay,az) = ax? + ay® + az?> = a). Por tanto, @ indu-
ce la siguiente sucesién exacta:

0— Ker(®) — A>3 A0

Necesitamos definir un .A-homomorfismo ¢ : A — A3 tal que P ot = 14. Sea
a € A, mandaremos a — (ax, ay,az) = a(x,y, z). Ahora,

dot(a) = ®(ar,ay,az) = ax® + ay® + az* = a(2® +y* + 2*) = a

y se tiene @ ot = 14. Por tanto, la sucesién 0 — Ker(®) — A3 2 A= 0 es
exacta y escindida.
O

Definicién 4.1.3. Denotamos por E al niicleo del homomorfismo @, es decir,
E = Ker(®).

Nota.
Con esta notacién, por el Lema de Escisiéon 1.4.2 se puede escibir A3 como la
suma directa

A 2Ea A

Definicién 4.1.4. Para nuestro contraejemplo definiremos los A-médulos
B=A[P,Q]y C=AUV,W|/(zU + yV + zW).

Teorema 4.1.1. Los A-mddulos B[t] y C[t] son isomorfos.

Demostracién. Consideramos el paso al dlgebra simétrica S(A3), y obtendremos
los siguientes isomorfismos:

1. Por el Corolario 2.2.1, el 4lgebra simétrica del .A-médulo libre A3 de rango
3 es el dlgebra de polinomios sobre A en tres variables, luego

S(A%) = AP, Q, 1]

2. Por el isomorfismo de la Proposicién 2.2.5 se tiene

S(AH = SE® A = SE)®S(A)

3. De nuevo, por el resultado del Corolario 2.2.1 se cumple que S(A) = Alt]
y entonces

S(E)® S(A) =2 SE)® Alt]
4. Por ultimo, por el Corolario 1.7.1, se muestra que

S(E) @ At] = S(E)[]
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Es decir, tenemos la siguiente cadena de isomorfismos:
A[P,Q,t] = S(A%) =2 S(E) ® S(A) = S(E) ® A[t] = S(E)[t]
Ademas, por la escisién de @ se cumple también que
AP = Ker(@) @ t(A) = Ker(®) @ (z,y, 2)A
y por ser Ker(®) un submédulo de A2, al considerar la sucesién
0—AS AT A3 t(A) =0

donde 7 es la aplicacién de paso al cociente, la sucesion es exacta y, ademas,
es escindida porque si tomamos ¢ € Hom 4(A3, A) se tiene @ ot = 1 4. Por el
segundo teorema de isomorfia, que recordemos dice L/(L N N) = (L + N)/N,
aplicadoa L=E y N =t(A) (ENt(A) = 0) se tiene que E = A3/(z,y, 2)A.
Ahora, tomando la base {(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)} de A3, por el Corolario 2.2.1,
se tiene el siguiente isomorfismo

S(A*) 5 AU, V, W]

(1,0,0) » U
(0,1,0) —» V
(0,0,1) —» W

con (z,9,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1), y el S(A>)-submédulo generado
por A(z,y,z) C S(A3) serd

(Alz,y,2)) = {(2,y,2)) = (x,y,2) - S(A®) = (2U +yV + 2 W)
Por la proposicién 2.2.4, se tiene el isomorfismo
S(E) = AU, V,W]/(zU +yV +zW) =C
La anterior cadena de isomorfismos muestra que
Bt] = A[P,Q,t] = S(E)[t] = C[t]
O

Definicién 4.1.5. Denotaremos por p al isomorfismo de A-dlgebras B[t] — C[t].
Este isomorfismo respeta A, es decir, deja los elementos del anillo A fijos.
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4.2. Generadores de E.

Estudiaremos algunas propiedades de [E.

Definicién 4.2.1. Dado a € Atal que a = P(X,Y, Z)+ (X2 +Y?+2Z%2—-1), su
funcién polinémica asociada es F, : S> — R con F, (a1,az2,a3) = P(ay,az,as).

Nota.
Sea a = P(X,Y,Z)+ (X2 4+ Y? + Z? — 1), la funcién polinémica F,, estd bien
definida ya que no depende de la eleccién del polinomio P. Si tomamos otro
polinomio @ tal que a = Q(X,Y, Z) + (X2 +Y? + Z2 — 1), entonces

PX,)Y,2)+(X*+Y*+ 22 -1)=Q(X,Y, Z) + (X?+Y?*+ 722 - 1) =
= P(X,Y,Z)-Q(X,Y,Z)=H(X,Y,Z)(X>+Y?+ z2 - 1)
y para todo (a1, as,az) € S?,
F,(ay,a2,a3) = P(ay,as,a3) Fylar,as,a3) = Q(ay,as,as)
pero, como por ser un punto de S? cumple que a + a3 + a3 = 1,
P(ay,as,a3) — Q(ay,az,a3) = H(ay,az,a3)(a? + a3 +a2—1) =0

Definicién 4.2.2. Se define un campo de vectores polinomial tangente a la
esfera como una aplicacién X : S2 — R3 tal que

1. Existen tres polinomios P;, Py, P3 € A tales que, para todo p € S?,
X(p) = (Fp,(p), Fp,(p), Fr,(p))

2. X(p) € T,,S?, para todo p € S2.

Nota.
Recordemos que dado un punto p = (x,v, 2) € S?, la condicién de que un vector
(A, B,C) en R? pertenezca a T,S? significa que se cumple

(x,y,2) - (A,B,C)=2A+yB+:2C=0

Proposicién 4.2.1. Cada elemento de E define un campo de vectores polino-
mial tangente a la esfera.

Demostracién. Sea h € E = Ker(®) = A3/(z,y, 2).A. Entonces h es de la forma
h = (a,b,c) con ax + by + cz = 0. Ahora, h induce una aplicacién de la esfera
en R3:
X, :S? - R?
(a1,a2,a3) — (Fo(ay,az,as), Fy(a1,az,a3), Fe(ar, az,az))
denotando por F,, F} y F, las funciones polindémicas asociadas a los elementos
a, b y c respectivamente. Si la funcién polinémica asociada a ax + by + cz es
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Fovtvytez: = xFy + yFy + 2F., como ax + by + cz = 0, esta funcién es la
idénticamente nula: Fiyyypy+c. = 0. Entonces,

a1 Fo(ar, a2, a3) + aaFy(ai,az,a3) + asFe(ar, a2, a3) = Fogibytez(a1,a2,a3) =0

Lo que significa que h define un campo de vectores polinomial tangente a la
esfera porque para cada punto p = (a1, as,az) € S?, se tiene

(a1,a2,a3) - (Fa(p), Fo(p), Fe(p)) = Faztbytez(a1,a2,a3) =0

y por tanto, Xh(p) = (Fa(P)7 Fb(P)7 Fc(p)) € TpSQ'
O

Vamos a ver que se puede construir un campo de vectores en S? dado un
vector tangente cualquiera:

Lema 4.2.1. Fijado un punto p = (a1,az,a3) € S?, para todo vector v en el
plano tangente v = (vy,v2,v3) € T,S?, ewiste un campo de vectores polinomial
tangente a la esfera X : S? — R? tal que X(p) = v.

Demostracion. Podemos suponer as distinto de 0 ya que una de las tres com-
ponentes del punto p debe ser no nula porque el punto (0,0,0) no estd en S2.

U1 V2
Entonces, solo debemos tomar P| = z— y P, = z—. Ahora, como el vector
as a

3 3
es tangente , despejamos v3 de la igualdad aivi + asve + asvs = 0 y se tiene
v1a1 V2a2 ; . . U1 V2

— . De aqui, el polinomio P5 debe ser P = —2— —y— ¥y
as as as as

V3 = —

v v v v
TPy +yPy+ 2Ps = 2(2—) + y(z=) + 2(—z— —y—=2) =0
as as as as

O
Proposicién 4.2.2. E es un A-méddulo que no puede tener dos generadores.

Demostracion. Supongamos que E tiene dos generadores y llegaremos a una
contradiccién. Si E tuviera dos generadores {b1,bs}, para todo h € E se podria
escribir h = aby + Bby con a, § € A. Sea py = (a1, as,a3) el punto en el que el
campo de vectores tangete asociado a by se anula, Xy, (a1, a2,a3) = (0,0,0), que
sabemos que existe por el Teorema 3.3.1. Ahora, elegiremos un vector al que
denotaremos vy = (vi,va,v3) € T}, S? tal que vy & (Xp,(po)). Por el Lema 4.2.1
existe un elemento hy € E cumpliendo Xp,(po) = vg. De esta forma, tomando
los elementos aq, By € A tales que hg = agbi + Bobs se tendra

v = Xpno (o) = Fa(po)Xsp, (Po) + F5(p0)Xb, (po) = F(po)Xs, (po)

pero el vector vy no estd generado por by, luego tenemos una contradicciéon. Por

tanto, E requiere al menos 3 generadores.
O
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4.3. Isomorfismo de A-algebras.

Probaremos ahora que B y C no son isomorfos. Para ello supondremos que
existe un isomorfismo 1 : B = C. El objetivo de este apartado es ver que si
existe 7, entonces tiene que ser un morfismo de A-algebras.

Lema 4.3.1. Tanto B como C son A-subdlgebras del anillo de polinomios sobre

A B[t] = A[P, Q1.

Demostracion. El hecho de que B es A-subdlgebra de B[t] es claro. Junto con
el isomorfismo p : C[t] — B[t] (que es inyectivo), su restriccién a C sigue siendo
inyectiva y entonces C es una A-subélgebra de Blt].

O

Veremos un resultado que utilizaremos mas adelante.

Proposicién 4.3.1. Sea D un dominio y P(t) € DJt], P(t) # 0 con grado de
P(t) igual a n. Entonces no pueden existir oy, g, ..., 0, € D con m > n tales
que P(a;) = 0.

Demostracion. Si a € D es una raiz del polinomio P(t) con multiplicidad I,
entonces (t — a) divide a P(t) y se escribird P(t) = (t — a)'P,_;(t) donde el
grado de P,_; es n—1[. Ahora, si existieran raices a1, g, ..., € Dconm >n
entonces se escribiria

Pty=0t—a1)...(t —am)

pero grado(P) = n y el grado de la parte derecha de la igualdad es m y se tenia
m > n. Luego el polinomio P(t) no puede tener un nimero de raices (contando
su multiplicidad) mayor que su grado n a menos que sea el polinomio nulo,
Pt)=0€eR.

O

Proposicién 4.3.2. Los tinicos elementos invertibles de A son los nimeros
reales no nulos.

Demostracion. Supongamos « una unidad en A. Entonces, « es de la forma
a=PX,Y,Z)+ (X?*+Y?+ 7% = P(z,y, 2)

con P(X,Y,Z) € R[X,Y, Z]. Recordemos que z, y y z son las clases en A de los
elementos X, Y y Z respectivamente cumpliendo z? + 3% + 22 = 1. De aqui se
tiene 72 = —y? — 2% + 1 y puedo elegir un polinomio Q(X,Y, Z) € R[X,Y, Z] de
la forma:

QIX,Y,Z) =Qu(Y,Z) + XQ1(Y, Z)

con QO(YvZ)le(K Z) € R[K Z] tal que Q(x7y7’z) =, es decir7 Q(X7KZ)
estd en la misma clase que P(X,Y,Z). Consideramos ahora otro polinomio
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T(X,Y,Z) € R[X,Y, Z] tal que T'(z,y, z) es el inverso de Q(z,v, z), y elegimos
el representante de la forma:

T(X,Y,2) =To(Y, Z) + XT1(Y, Z)
con Ty(Y, Z), Ty (Y, Z) € R[Y, Z]. De esta manera,
QXY 2)T(X,Y,Z) = (Qo(Y, Z) + X1 (Y, 2))(To(Y, Z) + XT1(Y, Z)) =
= Qu(Y, 2)To(Y, Z2)+Qo(Y, Z)XTi(Y, Z)+ X Q:(Y, Z2)To(Y, Z)+Q:1(Y, Z)X*T1(Y, Z) =
=14+ HX, Y, 2 (X*+Y*+ 2% - 1)

Podemos ver que el polinomio H(X,Y, Z) es un polinomio en las variables Y,
Z ya que si tuviera variable X, al multiplicarlo por (X2 + Y2 4 Z2 — 1), es-
ta apareceria al menos elevada al cubo, mientras que al multiplicar Q(X,Y, Z)
por T(X,Y,Z) el término de mayor grado en X es de grado dos. Entonces,
H(X,Y,Z) = H(Y,Z) € R]Y, Z]. Ahora, igualando en ambos lados los coefi-
cientes de X%, X1, y X2 se tiene que

QY, 2)To(Y,Z) =1+ H(Y,Z)(Y*+ Z* - 1)
Qu(Y, Z)T\(Y, Z) + Q1(Y, 2)To(Y, Z) = 0
Q1(Y, 2)T\(Y, Z) = H(Y, Z)
Sea D(Y, Z) = m.c.d(Ty(Y, Z), T (Y, Z)). Escribimos
To(Y,Z) = D(Y, Z)By(Y, Z)
T\(Y,Z) = D(Y, Z)B,(Y, Z)

de forma que By(Y,Z) y B1(Y,Z) no tienen factores comunes (lo que quiere
decir que m.c.d(By(Y, Z), B1(Y,Z)) = 1). De la ecuacién correspondiente a los
coeficientes de X' se obtiene que

Q1(Y, Z2)D(Y, Z)Bo(Y, Z) = =Qu(Y, Z)D(Y, Z) B1(Y, Z)

y de aqui
Q1(Y,Z)Bo(Y,Z) = =Qo(Y, Z)B\(Y, Z)

Como By (Y, Z) no divide a B;(Y, Z) entonces tiene que dividir a Qo(Y, Z) y se
tiene
Qo(Y,Z) =T(Y,Z)Bo(Y, Z)

y, de igual forma, By (Y, Z) debe dividir a Q1(Y, Z), y se tiene
Qu(Y.Z) = ~T(Y, Z)B\(Y, Z)
Por tanto, sustituyendo en la ecuacién correspondiente a los coeficientes de X ?:

H(Y,Z) = (Y. 2)IW(Y, Z) = -D(Y, Z)T (Y, Z) B} (Y, Z)
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Ahora, por la ecuacion correspondiente a los coeficientes de grado 0,
Qo(Y, 2)Ty(Y, Z) = D(Y, Z)T (Y, Z)B§(Y, Z) =

=1+ HY,Z2)(Y?*+2>-1)=1-D(Y,Z2)T(Y,Z)B3(Y, Z)(Y? + Z*> — 1)

de donde se deduce que D(Y, Z) y T(Y, Z) dividen a 1, luego D(Y, Z), T(Y, Z)
estdn en R. De ahora en adelante los denotaremos D(Y,Z) =dy T(Y,Z) =t

y, entonces tendremos
To(Y, Z) = dBy(Y, 2)

T1(Y, Z) = dBy (Y, Z)

y ademas
dtB2(Y,Z) =1—dtB}(Y,Z)(Y* + Z* — 1)
Si se prueba que B1(Y,Z) = 0 entonces T1(Y, Z) también serd igual a 0 y,

ademds, dtB3(Y,Z) = 1 de donde se deduce que By(Y,Z) € R. De aqui se
tendrd Tp(Y, Z) € R. Escribimos la dltima igualdad como

1= di(B3(Y, Z) + BAY. 2)(Y? + Z* — 1))

Veamos que hay infinitas « € R[Y] tales que para B1[Y, Z] € R[Y][Z] se tiene
B1[Y,a] = 0 € R[Y]. Retomando la tdltima ecuacién y sustituyendo la variable
Z por a € R se tiene:

1 =dt(B3(Y,a) + Bi(Y,a)(Y? +a® — 1))

Lo que nos quedan son polinomios en una variable Y en el lado derecho y la
constante 1 en el lado izquierdo. Como los polinomios By y B aparecen elevados
al cuadrado y ademaés el polinomio B; estd multiplicando a Y2, la tinica forma
de que se cumpla la igualdad es que los términos de mayor grado de los dos
sumandos del lado derecho de la ecuacion se anulen entre si, ya que en el lado
izquierdo la variable Y no aparece. Para que se puedan anular, ambos sumandos
deben tener el mismo grado, es decir, si el grado de By es n, al multiplicarlo por
Y? el grado del sumando B3 (Y, a)(Y? +a? — 1) sera 2n + 2. De esto deducimos
que el grado de By debe ser n + 1 para que al elevarlo al cuadrado nos quede
grado 2n + 2. Si denotamos

n+1
Bo(Y,a) =Y Y’
=0

By(Y,a) =Y &Y/
j=0

al igualar el coeficiente de Y2"*2, tendremos

0 :'772:,+1 +572L
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pero hemos supuesto que, al menos &,, # 0, por lo que §2 > 0 y la igualdad no
se puede dar. Luego By (Y,«) = 0 y esto ocurre para todas las a € R y por la
Proposicién 4.3.1, B1(Y, Z) = 0.

Por lo visto anteriormente,

Bi(Y,Z)=0=T\(Y,2)=0=T(X,Y,Z) = Ty(Y, Z) =

=a '=TyY,2)+ (X?+Y*+ 22 - 1)
BI(Y,Z)=0=Q\(Y,Z2)=0= Q(X,Y,Z) = Qo(Y, Z) =
=a=QY,2)+(X?+Y?+2%-1)

y, por otra parte

Bo(Y,Z) e R = To(Y, Z),Qu(Y, Z) € R

1

En conclusion, a y su inverso a™+ son reales no nulos.

O

Lema 4.3.2. Si existe el isomorfismo n : B — C, entonces es un R-isomorfismo
(n(R) =R).

Demostracion. Los tnicos elementos invertibles de A son los reales no nulos.
Entonces, se tendra que el conjunto de los elementos invertibles de B[t] es R*
por ser B[t] = A[P, Q][t], y también los de B. Ademds, por ser p un isomorfismo,
las unidades de C[t] serdn las imédgenes por p de los niimeros reales no nulos. En
consecuencia, los nicos elementos invertibles de C es el conjunto R*. Entonces,
como el isomorfismo 7 lleva unidades en unidades, se tiene que n(R) C Ry
n~Y(R) C R. Por tanto, n|g : R — R. Pero se sabe que R no tiene automorfismos
no triviales (AutR = {1g}), luego n debe ser un R-isomorfismo .

O

Queremos ahora definir un pre-orden en A. Para ello debemos recordar al-
gunos resultados.

Definicién 4.3.1. Se define una relacién de pre-orden en un conjunto S como
una relacion binaria > que cumple las propiedades reflexiva y transitiva.

Definicién 4.3.2. Dado un anillo A y una relaciéon de pre-orden > en A, dire-
mos que A es un anillo preordenado si para x, y, z € A se cumplen las siguientes
propiedades:

1. Para x,y tales que x > y = x + 2z > y + z para todo z.
2. Parax>0ey>0= a2y >0.

Definiciéon 4.3.3. Si ademds se cumple la propiedad antisimétrica (x > y e
y>x=x=yparaz,y € A), el anillo A serd un anillo parcialmente ordenado.
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Proposicién 4.3.3. El anillo A es un anillo preordenado.

Demostracion. Definiremos un pre-orden en base a las funciones polinémicas
asociadas a los elementos de A. Se tiene R C A, y si denotamor por P(S?) al
conjunto de las funciones polinémicas en S?, también R C P(S?): las funciones
constantes. Podemos establecer una aplicacién A — P(S?) enviando a cada
elemento o € A en su funcién polinémica asociada F,. Siendo asi, podemos
definir en A una relacién binaria como sigue: dados «, 8 € A, diremos que o > 3
& F,(a1,a2,a3) > Fs(ay,as,a3), para todo (ay,az,as) € S?. Es claro que esta
relacion cumple las propiedades reflexiva y transitiva, luego hemos definido un
pre-orden.

Veamos ahora que este pre-orden convierte al anillo A en un anillo preordenado:

1. Para o, 8 € A tales que a > 3 se tiene Fy(a1,a2,a3) > Fg(ai,az,as),
entonces:

Foiq(ar,az,a3) = Fo(ar,as,a3) + Fy (a1, az,a3) >
> Fg(ar,a2,a3) + Fy (a1, a2,a3) = Fgy (a1, a2, as)
Luego oo+~ > 8 + v para todo v € A.
2.8ia>0y f>0= Fy(a1,az,a3) > 0y Fg(a1,az,as) > 0, entonces
Fup(a1,a2,a3) = Fy(a1,a2,a3)Fp(ar, az,a3) >0
Luego af > 0.
O

Lema 4.3.3. Si D es un anillo preordenado y tomamos dos polinomios P, Q) en
DIt] tales que P =3 a;t' con n = grado(P) y Q =Y B;t! con s = grado(Q).
Entonces la relacion dada por P > Q < 6n > s 6 bienn = s y a, > [
convierte a D[t] en un anillo preordenado.

Demostracion. En primer lugar, la relacién del enunciado es un pre-orden: sean
P,Q € D[t] como en el enunciado, y R = Y yxt* con r = grado(R):

1. Para P se cumple P > P yaque n =ny a, > «, por ser D preordenado.

2. Para P,Q, R cumpliendo P > @ y Q > R se tienen las siguientes posibili-
dades:
= Sin>sys>r=mn>ryentonces P > R.
= Sin>sys=r=n>ryentonces P> R.
m Sin=sys>r=n>ryentonces P> R.
= Sin=scona, >0Bsys=rcon s>y = n=rcona, > vy por

ser D preordenado y entonces P > R.

Entonces, falta ver que D[t] cumple las propiedades de anillo preordenado:
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1. Para P, (Q tales que P > @

ENn>s=n+r>s+r.
= n=5ya,>fPs = a,+ 7 > Bs+ Y por ser D preordenado.

Luego P+ R > @ + R para todo Q.

2.81P>0yQ@>0=«, >0y s >0= «a,08s > 0 por ser D preordenado
y entonces PQ > 0.

O

Lema 4.3.4. Supongamos D un anillo preordenado y sean P, Q, R tres polino-
mios en D[t] cumpliendo P? + Q?+ R? = 1. Entonces P,Q, R son elementos de
D.

Demostracién. Supongamos P,Q, R € D[t] \ D de la forma: P = Y a;t* con
n = grado(P), Q@ =Y Bt/ con s = grado(Q) y R =3 yt* con r = grado(R).
Sea m = méx{n, s,r} el mdximo de los grados. Los polinomios P, @ y R cumplen
la ecuacion:

PP+Q*+R*=1
Entonces, igualando los coeficientes de t™ en cada lado tendremos:
A+ B+ 7m =0

La suma de cuadrados siempre debe ser positiva o cero, pero al menos uno de
los coeficientes a,,Bm ¥ Vm es distinto de 0, luego tenemos una contradiccion.
Entonces, P, @, R son elementos de D.

O

Lema 4.3.5. Tanto B como C cumplen: Dados a,b, c en el A-mddulo cumplien-
do a® + b% + 2 =1, entonces a, b, ¢ estdn en el anillo A.

Demostracion. Hemos definido un pre-orden en A, y por el Lema 4.3.3 el anillo
A[P] vuelve a ser un anillo preordenado. Por este mismo Lema, como B se define
por B = A[P,Q] = A[P][Q] se tiene que B es también un anillo preordenado.
Por ser B preordenado, de la misma manera BJt] es un anillo preordenado. El
hecho de que C sea preordenado se obtiene de que C[t] y Bl[t] son isomorfos
mediante el isomorfismo p que respeta el anillo A y por tanto, podemos llevarlo
a C[t], y finalmente restringirlo a C, luego C es un anillo preordenado.

Ahora, aplicando el Lema 4.3.4 se concluye la demostracién.
O

Proposiciéon 4.3.4. Si existe el isomorfismo de anillos 1, entonces existe un
isomorfismo ' tal que ' es un A-isomorfismo.
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Demostracion. Queremos ver que n(A) C A. Para ello, basta con comprobar
que n(x), n(y) y n(z) € A ya que n es un R-isomorfismo y A = Rz, y, z]. Por
ser n : B — C un R-isomorfismo, 1(1) = 1 y entonces:

n(a? +y?+2%) =n(1) =1
y, por otra parte,
n(z® +y? + 2%) = n(@®) + hy?) + n(z%) = n(2)? +9(y)* +0(2)* = n(1) = 1

Pero hemos visto que las tnicas soluciones de esta ecuacién en B = A[P][Q)]
estdn en A[P] y, a su vez, las tnicas soluciones de esta ecuacién en A[P] estdn
en A de donde se deduce que n(z), n(y) y n(z) € A. Por lo tanto, n(A) C A.
De forma similar, n7!(A) C A, ya que n7(1) = 1 y dados a,b,c € C tales que
a?® + b% + ¢® =1, entonces

N a6 ) =0 @) T ) T (0 =0 =TT (1) =1

y n7a),n71(b),n " (c) € B = n~(a),n 1 (b),n" (c) € A. Con esto hemos
probado que n(A) C A.

Si ahora consideramos el B-automorfismo ¢ que coincide con la restricciéon en
A de la inversa de 7, y deja fijos los elementos P y Q de B = A[P,Q], es decir:

p:B — B
P — P
Q —
a — n Yala), ac A

y tomamos su composicién con 7,a la que denotaremos por 7', no ¢ : B — C se
tiene:

n:B — C
P — n(P)
Q — n(Q)

a — nn7ale)=a, acA

En consecuencia, 7’| 4 = 14 y se puede asumir que 7’ es un A-isomorfismo de B
y C. De ahora en adelante, denotaremos a 7’ por 7.
O

4.4. Conclusion.

Proposicién 4.4.1. Si existe el isomorfismo 1, la componente de C de grado
uno tiene dos generadores.

Demostracion. El hecho de que C sea una A-algebra graduada se obtiene de que
el ideal (zU + yV + zW) es homogéneo. Entonces tenemos un A-isomorfismo
entre dos dlgebras graduadas B = ®B,, y C = ®Cj tales que By = Ay Cy = A.
Por ser n un isomorfismo de A-algebras, sabemos que C estard generado por
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los elementos n(P) y n(Q). Si se denotan por ¢ = n(P) y ¢ = n(Q), entonces
C = Ale, ] y teniendo en cuenta la descomposicién homogénea de cada uno de
ellos,

c=cyp+c1+...cp

d=cy+dc+...c

Ahora, se consideran los elementos © = c—c¢p y ' = ¢/ — ¢}, y dado un elemento
v € C, se tiene

y= aige'd? =) ai(e+ o) (@ + o) =
i i

! / ! / ! /
= 10T + a10Co + 01T + ap1Cy + A11XT + A11CHT + a11CT" + a11CoCy+
2,/ / 2 ./ 7,2 / 2 7
+anx x4+ 2az1coxx” + azicHx’ + azicoxr® + 2a21cocyx + azicyeyt
12 / ! 12 12 AW /2
+a1222" + 2a12¢0xx" + a12¢g T + ajacor’” + 2a12¢cocyT’ + ajacocy + ...

y si denotamos por b;; a la suma de los coeficientes de los monomios de grado %
en z y grado j en 7/, se puede escribir

1,17
v = E b ja'z"
%,

Entonces, podemos suponer el dlgebra C generado por los elementos © = ¢ — ¢g
y ¢’ = ¢ — ¢, que no tienen componente homogénea de grado cero, es decir,
C = Alz,2']. De modo que, para un elemento v € C tenemos, por un lado su

descomposiciéon homogénea v = >+, y por otro,
1>0

Y= Zbi,j;vix’j = me(cl teat ) (bt e)
4,J 4,
y comparando en ambas igualdades obtenemos que la componente homogénea
de grado uno de 7 se escribe como
Y1 = biocy + boic]

de donde se deduce que la componente de C de grado uno Cj estd generada
como A-médulo por los elementos ¢; y .
O

Por ultimo, tenemos el resultado que dara respuesta a la pregunta planteada
al principio del capitulo.
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Teorema 4.4.1. B y C no son isomorfos.

Demostracion. Recordemos que C = A[U,V,W]/(zU + yV + zW). Entonces
la componente de grado 1 serd C; = (A[U,V,W])1/(xU + yV + zW); por cé-
mo se construye la graduacién en un cociente. No obstante, los elementos de
(A[U,V,W])1 son los polinomios de grado 1, dicho de otra manera, el conjunto
{aU + bV + cW/a,b,c € A} y este conjunto es isomorfo a A3. Por otro lado,
(U +yV + 2W)1 = {a(zU +yV +2W)/a € A} = (z,y, 2).A. En consecuencia,

Cy = (A[U, V,W))1/(zU +yV + 2W); = A%/ (z,y,2) A= E

de donde se obtiene una contradiccién ya que E = Ker(®) hemos visto no
podia estar generado por dos generadores. De aqui se concluye que no existe el
isomorfismo 7 : B = C que se habia supuesto en un principio, y por tanto, B y
C no son isomorfos.

O
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