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Introduccion

El objetivo de este trabajo es, tras introducir los conceptos y resultados ba-
sicos relacionados con las ecuaciones diferenciales algebraicas, el estudio de la
integracion numérica de las ecuaciones de indice 1 mediante métodos de tipo
Rosenbrock. Ni el tipo de ecuaciones diferenciales consideradas, ni la familia
de métodos que se utilizan en este trabajo para su integracién numérica se han
estudiado en las asignaturas del Grado en Matematicas de la Universidad de
Valladolid.

En el Capitulo 1 han introducido los conceptos bdsicos sobre las ecuaciones
diferenciales algebraicas, junto con un ejemplo sencillo para ilustrar el concep-
to de indice.

El Capitulo 2, el més extenso de todo el trabajo, se ha dedicado a estudiar
detalladamente los métodos de Rosenbrock para integrar EDAs de indice 1. Se
han estudiado con detalle las condiciones de orden de dichos métodos, paralo
cual nos hemos ayudado de una teoria de drboles adecuada.

En el Capitulo 3 se presentan dos problemas que conducen a sistemas de
EDAs de indice 1: el péndulo y un amplificador con un transistor. Se han im-
plementado un método de orden 3 y otro de orden 4 de la familia estudiada en
el Capitulo 2 y se ilustra su comportamiento sobre ambos problemas, aunque
para el circuito tiinicamente se ha utilizado el método de orden 4.

En el Apéndice se incluyen los programas en MATLAB que implementan los
métodos elegidos y que se han utilizado para obtener los resultados numéricos
recogidos en el Capitulo 3.

Agradecer a mi tutora, Maria Paz Calvo Cabrero por su trabajo de direccion
realizado que me ha permitido finalizar el trabajo a tiempo a pesar de haber
estado fuera todo el curso 2018/2019.






Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales
Algebraicas (EDASs)

Consideramos en este trabajo ecuaciones diferenciales algebraicas, es decir,
problemas cuya forma general es un sistema de ecuaciones diferenciales en
forma implicita,

F(y',y)=0, (1.1)

donde F: RP xRP — RP, y : R — RP e y' = dy/dx denota la derivada de y
respecto de la variable independiente x.

Si tenemos un sistema no auténomo F( y' ,¥,x) =0, podemos convertirlo en
uno de la forma (1.1) afiadiendo x como una componente adicional a y, y afia-
diendo la ecuacién x' — 1 = 0. Suponemos que el valor inicial y(0) es conocido,
y que buscamos la solucién y(x) en el intervalo acotado [0, x]. En el caso de que
0F /0y’ sea invertible, podemos resolver formalmente para y’ en (1.1) y obtener
asi una ecuacion diferencial ordinaria. Pero lo que nos interesa en este trabajo
es estudiar el caso en el que dF/0y’ es singular. A continuacion clasificaremos
este tipo de problemas introduciendo el concepto de indice.

1.1. Indice de una EDA

1.1.1. Indice de perturbacién

Introducimos el concepto de indice de perturbacién como medida de la
sensibilidad de las soluciones al perturbar la ecuacion.

Definicion 1.1 Decimos que la ecuacion (1.1) tiene un indice de perturbacion
m en la solucién y en [0, x] si m es el entero mds pequeiio tal que, para todas las
funciones j con

F(7,9) =6, (1.2)
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existe en [0, X] una estimacion,

1700 = y() 1 < CCLO) = y(O) | + méx [5@) +--- + mdx |5V, (1.3)

cuando la expresion del lado derecho es suficientemente pequeria. C es una cons-
tante que unicamente depende de F y del tamaiio del intervalo [0, X].

Diremos que una ecuacion tiene indice de perturbacién m cuando lo tiene
a lo largo de todas las soluciones. Por lo tanto, el indice de perturbacién no
puede ser menor que 1.

El caso de indice 0 se puede incluir si interpretamos & =1 (&) como una in-
tegral sobre 6. Entonces, decimos que (1.1) tiene indice de perturbacion 0 si
existe una estimacion de la forma

¢
17(x) =yl < CUI70) — yO) || + max || A s()dtl).

0<é<x

1.1.2. Indice de diferenciacién

El indice de diferenciacion del sistema (1.1) es el minimo entero m tal que
el sistema de ecuaciones (1.1) y

dF(y,y) o d™F(y,y) o
dx o dxm '

puede ser resuelto para obtener y' como funcién de y, y'(y).

El indice de diferenciacion nos indica por tanto el nimero de veces que
debemos diferenciar una EDA para transformarla en una ecuacion diferencial
ordinaria (EDO).

A continuacién conoceremos mds especificamente el formato de los siste-
mas de indices de diferenciacién 1, 2 y 3.

Sistemas de indice 1 El mas sencillo, tiene la forma

V' =f2, (1.4a)
0=g(y 2), (1.4b)

donde f, g son suficientemente diferenciables (siempre lo daremos por supues-
to) y g, tiene inversa acotada (g, = 0g/0z).

Derivando (1.4b) respecto de nuestra variable independiente x y sustitu-
yendo y’ por su expresion en (1.4a) obtenemos

0=g,2af(1,2)+8:(3,27.
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Como hemos supuesto que g, es invertible en un entorno de la solucion,
tenemos

Z=-g'0,28,02f (2.

Por lo tanto, el sistema (1.4a)-(1.4b) tiene indice de diferenciaciéon 1 pues al
derivar una vez, obtenemos el sistema de EDOs

d
E(y, 2=(1,2,-8 W f28. ¥, 2).

Diremos que el valor inicial (yy, zo) es consistente si g(yo, z9) = 0.
Los problemas de la forma

BY'=a(Y), (1.5)

donde B es una matriz singular constante, pueden ser también transformados
en uno de la forma (1.4a)-(1.4b) al descomponer B como

I 0
B—S(O O)T’

con S, T invertibles.
Al premultiplicar por S~! en (1.5) y usar

an

(é g)TW:s*aﬂm
que es un sistema de la forma (1.4a)-(1.4b).

La condicion de que g, tiene inversa en un entorno de la solucién se tradu-
ce en que [(aiy (S~ 'a))T711,, tiene inversa en un entorno de la solucién, donde
[---]22 indica el bloque derecho mds bajo de la matriz, acorde con la descom-
posicion de B. En este caso, la condicion inicial Yy es consistente si a(Yy) esta
en el rango de B.

obtenemos

Sistemas de indice2 Consideramos ahora el problema

¥y =f(y2), (1.6a)
0=g(), (1.6b)

asumiendo que gy f, tiene inversa en un entorno de la solucion. Tenemos que,
derivando (1.6b) respecto de y y sustituyendo )’ segtin (1.6a),

0=g,(Nf(y2).
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Ahora derivando otra vez respecto de y tenemos

0=gyy N2, f12)+ g2 fya+ f.(y,22],

y de aqui obtenemos que

72 =-(gyW 0,7 gy W12, fF(1,2) + 8y [, (1, 2) f (1, 2)).

Luego (1.6a)-(1.6b) tiene indice de diferenciacion 2, pues al derivar dos ve-
ces obtenemos la EDO

d
;i;(y,z)::(f(y,z),—(gy(y)f;(y,zD‘*(gyy(y)(f(y,z)hf(y,zD-ng(y)f}(y,z)f(y,zn).

Diremos que los valores iniciales (yy, zg) son consistentes si satisfacen la
restriccion algebraica g(yp) = 0.

Sistemas de indice 3 Los problemas de la forma

V' =f2), (1.7a)
z' = k(y,z,u), (1.7b)
0=g(, (1.7¢)

tienen indice 3 si gy f k;, tiene inversa en un entorno de la solucion.
Diferenciando (1.7c) respecto de nuestra variable independiente x, obtene-
mos

0=g,(Nfy2), (1.8a)
0=gyyW(f(y2), f(r,2)+ g W2 f(y2)+ g/ W) f(y,2)k(y,z,u). (1.8b)

Ahora, si consideramos las ecuaciones (1.7a), (1.7b) y (1.8b) obtenemos un
sistema de indice 1, por lo que podemos asegurar que (1.7a)-(1.7c) es un siste-
ma de indice 3.

Para que los valores iniciales (o, 29, o) sean consistentes han de satisfacer
(1.7¢), (1.8a) y (1.8b). El indice de diferenciacion y el de perturbacién son igua-
les si la derivada de la solucién aparece multiplicada por una matriz constante,
como en el caso de (1.4a)-(1.4b), (1.6a)-(1.6b y (1.7a)-(1.7c) donde esta multi-
plicada por una matriz con entradas llenas de unos y ceros.

Podemos encontrar una investigacion detallada acerca de la relacion entre
ambos indices en [1], aunque en este trabajo no hemos profundizado en este
aspecto. El principal resultado que relaciona ambos indices es que

indice diferenciacion < indice perturbacién < indice diferenciacion +1.



1.2. EL PENDULO 9

1.2. ElPéndulo

En esta seccion ilustraremos con el ejemplo del péndulo los tres tipos de
ecuaciones diferenciales algebraicas que hemos visto en la seccién anterior,
atendiendo al indice de diferenciacion.

Un péndulo matematico o simple consta de una varilla de longitud /, con
uno de los extremos fijo y en el otro extremo un cuerpo puntual de masa m.
Observamos que al desplazar la varilla de su posicién de equilibrio, el péndulo
comienza a oscilar. En ausencia de rozamiento las fuerzas que intervienen en
el movimiento son las siguientes:

» ]a tension del hilo T,

= el peso del cuerpo P.

Figura 1.1: Esquema del péndulo simple

Separando las componentes de la tensién obtenemos:

T, =—-Tsinb, (1.9a)
Ty =-Tcos0, (1.9b)

donde T es el mo6dulo de la tensién. Ademas, sinf = ?, cosf = % y, por lo tanto,

x
Ty=-T-, (1.10a)

T, =-T=. (1.10b)
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Aplicando las leyes de Newton, tenemos

"n_ X
mx __TT (1.11a)

my":—T%+mg. (1.11b)

donde g es la acelerecion de la gravedad. Transforméndolo ahora en un sistema
de primer orden, tenemos

/ /

X =u, y =10, (1123)
Tx Ty
!/ !/
u=--—, V=—7"-+8. 1.12b
Im Im 8 ( )
Ademads, sabemos que la varilla siempre tiene la misma longitud, por lo tan-
to, tenemos que x* + y? = [2. Consecuentemente, el sistema final que obtene-

mos es

X' =u, y =, (1.13a)
/ Tx , Ty
==, ——Z+ig 1.13b
“ Im v Im 8 ( )
0=x*+y*-I° (1.13c)

1.2.1. Elpéndulo como un sistema de EDOs

Ahora nos disponemos a considerar el péndulo como una EDO.

. X . .

Como ya dijimos antes, sinf = 7y cosf = Y por lo que, si consideramos
el cambio de variable x = [sin6, y = [cosf vemos que la tltima ecuacion del
sistema anterior se garantiza siempre

2+ -2 =1%sin®0+ Pcos’0- 1> =1>-[>=0.

Las derivadas de primer y segundo orden de las variables x e y respecto de 0
son las siguientes

x =1sind, y=1cos0, (1.14a)
x' =160' cos®, y' = -10'sin0, (1.14b)
x" =10"cos6 —1(0")?sinb, y" =-10"sin@ — 1(0")? cos#. (1.14c)

Sustituyendo ahora en las ecuaciones anteriores, tenemos
T
160" cosO — 1(0")? sin@ = —l—lsinH, (1.15a)
m

T
—10"sin0 — 1(0")% cosh = — —lcosf+g, (1.15b)
m
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que, tras simplificar, se reduce a

T
(7—m(9’)2)lsin9+m16”c039:0, (1.16a)

T
(7—m(O’)Z)ZCOSG—mIH"sinB—mg:0. (1.16b)

Ahora, multiplicando (1.16a) por cosf y (1.16b) por —sinf y sumando am-
bas igualdades, obtenemos

ml0” + mgsinf =0,

o, equivalentemente,
0" = —% sin0, (1.17)

conocida EDO de segundo orden para el péndulo.

1.2.2. El péndulo como un sistema de EDAs

Por tltimo consideramos el péndulo reescrito como una EDA de indice 3, 2
y 1.

Indice3 Conlaformulacién correspondiente al sistema (1.13a)-(1.13c), el pén-
dulo es un sistema de EDAs de indice 3 donde tenemos que agrupando las va-
riables segtin

y=[x 17, (1.18a)
z=[uv’, (1.18b)
u=T, (1.18¢)

las ecuaciones del sistema son las siguientes

Y=z (1.19a)
T T
! T
=[-—x,—— ) 1.19b
z [l X ] y+gl ( )
0=x*+y*- 1% (1.19¢)

Vemos que tienen la forma de (1.7a)-(1.7c) con

fly,z) =z, (1.20a)
T

Im

gy)=x*+y* -2 (1.20c)

T
k(y,z,u) = [ % y+gll, (1.20b)
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Tenemos

10 X
gy:[ZX,ZJ/]» fZ: [0 1]) ku:[_ﬁy_ml]T)

2
luego g, fzky = ——l(x2 + %), que vemos que es invertible en un entorno de la
m

solucién.

Indice2 Ahora pasamos a formularlo como una EDA de indice 2.
Para ello comenzamos derivando x?+y?—1? = 0 respecto de nuestra variable
independiente (¢, el tiempo)

2xx' +2yy' =0,

que, tras sustituir x’ = u e y' = v nos queda:

xu+yv=0. (1.21)
Las ecuaciones

X' =u, y' =v, (1.22a)

Tx Ty

!/ !

u=-—, V=—"-+g, 1.22b
ml ml 8 ( )
0=xu+yv, (1.22c)

forman un sistema de EDAs de indice 2 cony =[x, y,u,v]yz= T, que se pueden
reagrupar como

T T T
=[u,v,——x,—— , 1.23
y =[u,v m—e mly+g] (1.23a)
0=xu+yv, (1.23b)
con
fy2=1[uv L L yeg? (1.24a)
Z) = (U, V), ——X, ——— ’ .
Y ml mly &
g(y) = xu+yv. (1.24b)
En esta ocasion, tenemos que

i_y]T
ml" ml

gy:[U,V»x,J/], fZ:[O,O,—

1
Luego g, f. = 7 (x* + %), que es invertible en un entorno de la solucién.
m
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indice 1 Por dltimo, lo formulamos como una EDA de indice 1. Derivando
0 = xu+ yv respecto de la variable independiente, obtenemos

u’+xu' + v+ yv' =0.

Sustituyendo en la igualdad anterior ' y v’ por las expresiones (1.13b) obtene-
mos T T
2.2 X y
+v°+x(——)+y(——=+g) =0,
Wt ml )+ ml g
que implica

T
2 2 2 2
+ - — + + —O.
u“+v l(x y°)+8y

Tl
Sabemos que x? + y* = 12, luego u* + v* — — +gy = 0 por lo que
m

m(u? +v*) - Tl+gmy=0. (1.25)
El sistema
x'=u, y =u, (1.26a)
Tx Ty
== '=-—L g 1.26b
“ ml v ml & ( )
0=m(u?+v?) - TIl+gmy, (1.26¢)

es un sistema de EDAs de indice 1 donde y = [x, y,u, v]” yz = T, y las ecuacio-
nes son

'=u B 17 (1.27a)
y=o= b Te '
0=mu?+v?) - TIl+gmy, (1.27b)
con
fy,2=uv Lt +gl” (1.28a)
yZ) = yUy ™7 A, T T ) .
y ml mly 8
g(y,z) = m(u? + v¥) - Tl +gmy, (1.28b)

donde g, = -1, que es invertible.






Capitulo 2

Métodos de Rosenbrock para EDAs
de indice 1

2.1. Definicion del Método

2.1.1. Métodos de Rosenbrock para EDOs

Comenzamos, en primer lugar, con el problema de valores iniciales,

¥ (x)=fyx),  ylxo) = yo, 2.1)

definido sobre un espacioreal con f : R? — R”, y: [xg, x7] — R” e yp € RP. Dada
una longitud de paso h, queremos encontrar una aproximacion y; de y(xp +
h), la solucién de (2.1) tras h unidades. Para ello, aplicamos inicialmente un
método Runge-Kutta diagonalmente implicito
i-1
kith y0+Zaijkj+aiik,- i=1,...,s (2.2a)
j=1

N
y1=Yo+ ) biki. (2.2b)
i=1

La idea es pasar del sistema no lineal (2.2a) a un sistema lineal. Linealizan-
i-1
do el lado derecho de (2.2a) para cada i en torno a y + Z aijk;j nos lleva a
j=1
reemplazar (2.2a) por

ki=hf(g)+hf (g)aiiki, (2.3a)
i—1

gi=Yyo+ Y aijkj, (2.3b)
j=1

15
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que podemos interpretar como una iteracion de Newton para la etapa i-ésima
definida en (2.2a), tomando como iterante inicial kl@ = (0. Las relaciones (2.3a)-
(2.3b) resultantes, junto con (2.2b), proporcionan una nueva clase de métodos
que se pueden generalizar.

Definicion 2.1 Un método de Rosenbrock de s etapas viene dado por

i—-1 i
ki:hf(yO"‘Zaijkj)“'h]ZYijkj» i=1,...,s; (2.4a)
j= j=1
s
y1=Yo+ ) biki, (2.4b)

i=1
dondea;j,yij ybj, con1<1i,j<s, son los coeficientes del método, y ] = f'(yo).

Sien (2.4a) se pasarestando al lado izquierdo el término hJy;;k;, se observa

que en cada etapa del método hay que resolver un sistema lineal con matriz
i-1 i-1

I-hy;;J y término independiente hf (yo+ Y_ a;jkj)+hJ )_ yijk;j cuyasolucién
j=1 j=1

es precisamente k;. Nos interesa estudiar los métodos en los que y;; = --- =

Yss =7, pues asi solo serd necesario realizar una factorizaciéon LU por cada paso
que serd utilizada en las s etapas.
Al igual que antes, consideramos problemas de valores iniciales

y'(x)=fly(x),  y(xo) = yo. (2.5)

En este caso, el correspondiente método de Rosenbrock esta definido de la
siguiente forma, [6], [5]:

Eki = hf(yo), (2.6a)
i-1 i-1
Eki:hf(J/O+Zaijkj)+h]Z)’ijkj, (i=2,...,8), (2.6b)
j=1 j=1
S
Y1=Yo+ ) bik;, (2.6c)

i=1

donde E = I —yh]J (I denota la matriz identidad de tamafio D x Dy J la matriz
jacobiana de f evaluada en la condicién inicial yyp).

Para los problemas en los cuales f depende explicitamente de la variable
independiente x, conocidos como problemas no auténomos,

¥ (x)=fx,y(x),  y(xo) = yo, (2.7)
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podemos convertirlos en problemas autébnomos anadiendo una nueva varia-
ble dependiente y tomando x’ = 1. El método (2.4a)-(2.4b) aplicado a nuestro
nuevo sistema [y, x']7 = [f(x, ¥),1]T nos da las férmulas
i-1
ki = hf Xo + a,—h,yo +h Z a,-jkj

Jj=1
9 9 i ,
+Yih2£(xo,J/0)+h£(x0»J/0)jZ:1Yijkj, (i=1,...,9, (2.8a)
N
n=yo+ ) biki, (2.8b)

i=1

i-1 i
donde a; =) aij,yyi=)_Yij
Para un sistema diferencial de la forma

My (x)=f(x,y(x),  y(x0) = Yo, (2.9)

con M una matriz constante y no singular, si premultiplicamos (2.9) por M},
aplicamos el método de Rosenbrock (2.8a)-(2.8b), y después premultiplicamos
el método resultante por M, obtenemos

i—1
Mk;=hf|xo+a;h,yo+ ]’lz aijkj

j=1

0 0 d .
+Yih2£(xo,J’0)+h£(xo,YO)j:1Yijkj, (i=1,...,5, (2.10a)

S
y1=Yyo+ ) biki. (2.10b)
i=1

La ventaja de esta formulacion es que evitamos invertir la matriz M.

2.1.2. Métodos de Rosenbrock para un sistema de EDAs de in-
dice 1

Ahora, extenderemos los métodos de Rosenbrock a los sistemas de ecuacio-
nes diferenciales algebraicas de forma semiexplicita

V' =f(y,2,  ylxo)= o, (2.11a)
0=g(y,2),  z(xo) = zo, (2.11b)
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con y: [xo, x¢] — RP, z: [xg, xf] — RP, f:RP xR - RPy g :RP x RP' — RY,
con f'y g suficientemente regulares. Para ello seguiremos [5], [8].

Suponemos que g, es invertible, asi que el problema es de indice 1, y que
las condiciones iniciales son consistentes, es decir, que g(yp, z9) = 0.

La principal ventaja de los métodos de Rosenbrock sobre los métodos Runge-
Kutta implicitos es que podemos evitar totalmente la resolucion de sistemas no
lineales.

Aunque aplicando el teorema de la funcién implicita, el sistema (2.11a)-
(2.11b) se puede transformar en y' = f(y, G()) (pues sabemos que (2.11b) po-
see una solucion dnica local z = G(y), la cual podemos introducir en (2.11a)
para obtener asi la férmula anterior), la aplicacion del método de Rosenbrock
en el formato de EDO podria destruir la ventaja anteriormente mencionada.

Para describir la aplicacién de un método de Rosenbrock a (2.11a)-(2.11b),
consideramos el sistema de perturbacion singular asociado,

V' =fy2), (2.12a)
ez =g(y,2), (2.12b)

donde € es un parametro real pequefio. Al hacer tender € hacia 0 se obtiene
el correspondiente sistema reducido, que no es otro que el sistema de EDAs
(2.11a)-(2.11b).

Aplicando el método de Rosenbrock en su formulacién (2.4a)-(2.4b) al pro-
blema que se obtiene de (2.12a)-(2.12b) dividiendo la segunda ecuacién por ¢,
sellega a

ki) fwhw) [ S (ki

( l; _h( e lgvi, wi) )+h( ¢'g, elg; (yO’ZO)j;Y” I (2.133)
vi \_{ o +i§ ki l<is< (2.13b)
w; = 2 jzlal‘] l] y SIS, .
yi\_[| Yo > ) ki

[5)-(% )zl i) 2130

Ahora, si multiplicamos la segunda linea de (2.13a) por € y hacemos € = 0, ob-
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tenemos, parai=1,...,s

( I(C)i ):h( fi, wi) )+h( Iy 12 )(YO;ZO)ZYU( IZCJ )’ (2.14a)
. 1 ]

g;, wy) 8 & iz
vi \_ (0,5 o [ ki
( w; )_( i )+];a,]( ;) (2.14b)

y, finalmente,
(212 5el)

Las relaciones (2.14a)-(2.14c) definen la aplicacion de los métodos de Rosen-
brock al problema (2.11a)-(2.11b).

Estos métodos fueron considerados por primera vez por Michelsen en 1976
(ver [5] y las referencias alli citadas) y estudiados posteriormente por Roche en
1988 [8].

Cabe destacar que el calculo de (k;,[;), con 1 < i < s, en (2.14a) requiere
calcular la solucién del sistema lineal con matriz

I-yhfy -yhf:
: (2.15)
-yYhgy -Yhg;

donde y = y;;, 1 <i < s, y todas las derivadas parciales las evaluamos en el
punto (yo, 29). Para g, no singular, y # 0, y h > 0 suficientemente pequeiio, esta
matriz es invertible. Esto se puede observar dividiendo los dos bloques de abajo
por yhyhaciendo h = 0.

Si las funciones fy g en (2.11a)-(2.11b) dependen también de x, podemos
reemplazar (2.14a) por

() Lo | fr e () ),

gxo+aih,v;, w;) 8y 8z j=1 J

donde todas las derivadas son evaluadas en el valor inicial (xy, y9, o).

Una vez introducida la nueva clase de métodos, debemos estudiar sus con-
diciones de orden. Como de costumbre, esto se hace calculando los desarrollos
de Taylor de la solucién exacta y de la solucién numérica. Para ello, obtendre-
mos una relacion entre las derivadas de dichas soluciones y una serie de arboles
con raiz con dos tipos distintos de vértices [8].
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2.1.3. Derivadas de la solucion exacta

Para esta parte, simplificaremos la notacion y escribiremos las derivadas
como aplicaciones multilineales. Por ejemplo, la expresion

la escribiremos como
gyz(u; U) )
lo que nos facilitard bastante las siguientes férmulas.

Derivamos (2.11b) respecto de x para obtener 0 = g,y' + g.2z’ que, puesto
que y' = [y g. es invertible, permite despejar z' como

Z=(-g; gy f. (2.16)

Derivando respecto de x (2.11a) obtenemos

J/”=ny/'+sz'=fyf+fz(—gz_1)gyf. 2.17)

Antes de derivar (2.16) respecto de la variable independiente x, tenemos
en cuenta que, utilizando (A~!(x))’ = —A~ 1 (x) A/ (x) A~ (x) (pues 0 = (AA™) =
A'A71 + A(A™YY) y la regla de la cadena, obtenemos la siguiente férmula que
usaremos mds adelante

(-g- ") u=(-g;"(8y((—g- Y, /) + 822((—g- N, (-2 Ngyf).  (2.18)
De esta manera, obtenemos

2 =(-g:"gy (g gy f /) + (-8 gz (-8 gy [ (-82 D gy )
+(-ggyy (L N+ (-8 gy (f, (8.1 gy ) (2.19)
+(-g; gy fyf + (-8 (-8 1) gy f-

Claramente, estas expresiones pasan a ser muy complicadas en cuanto se
deriva un par de veces, por lo que sera deseable una representacion gréfica de
los términos (2.17) y (2.19) que permita obtener expresiones graficas de las de-
rivadas de orden més alto. Esta representacion grafica estard basada en la cons-
truccién de un conjunto de drboles adecuado para este tipo de problema y mé-
todo (ver [2], [5], [3] y [4] para otros problemas y diferentes tipos de métodos).
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2.2. Condiciones de Orden

2.2.1. Arboles y Diferenciales Elementales

Ahora debemos identificar cada f con vértice negro, y una derivada k-ésima
de f con k ramas ascendentes que parten del vértice negro (al usar arboles en
este trabajo los representaremos de tal forma que en el nivel abajo del todo hay
un tnico vértice). La expresion (—g; ) g se identificard con un vértice blanco, y
una derivada k-ésima g serd identificada, de nuevo, por k ramas ascendentes
que parten del vértice blanco.

Las formulas anteriores de y/, z/, y” y z” pasan a ser representadas por

/

V= o (2.20a)

! / (2.20b)

y' = / > (2.20c)
7' = OQ/ OQO \o/ Qj } § (2.20d)

La primera y cuarta expresion en (2.19) son idénticas, puesto que g,y (u,v) =
8yz(v, u), lo cual concuerda perfectamente con que los arboles correspondien-
tes a estas expresiones son topolégicamente equivalentes. El vértice que se en-
cuentre en el nivel mds bajo de un arbol lo llamaremos la raiz.

Vemos que las derivadas de y estdn caracterizadas por drboles con una raiz
que es un vértice negro. Estos drboles los denotaremos por t o ¢;, y el arbol
que solo esta formado por la raiz (el correspondiente a y’) serd denotado por
7. Las derivadas de z estdn caracterizadas por drboles cuya raiz es un vértice
blanco. Estos arboles los denotaremos por u o u;, y el &rbol correspondiente a
z' lo denotamos por 7.

A continuacién damos una definicién precisa del conjunto de drboles con
los que vamos a trabajar.

Definicion 2.2 Sea DAT = DAT), U DAT, el conjunto de drboles (con raiz dife-
rencial algebraica) definidos de forma recursiva por

a) Ty €DATy, 1, €DATy;
b) [t1,..., tmyU1,..., Uuply €DAT), si 1y, ..., ty, €DAT) y Uy, ..., uy €DAT;

c) [ty,...,tmyUy,..., upl, EDAT, si 1y, ..., ty €EDATY, uy, ..., uy €DATY,
y el par (m, n) es distinto de (0,1).
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Aqui [t1,eeos by Uty oo Unly Y [T, .00 By U, - ., Uz Tepresentan (m + n)—uplas
desordenadas de drboles de DAT.

La representacion grafica de estos arboles es la siguiente: si conectamos las rai-
cesde fy,...,tm, Ui,..., Uy POr M+ n ramas a un nuevo vértice negro (la nueva
raiz), obtenemos [f,..., ty, U1, ..., Unly; mientras que silo conectamos a un vér-
tice blanco, obtenemos [f1,..., t;;, Uy, ..., Uyl ;. Por ejemplo, los dos drboles de la
Figura 2.1 se pueden escribir como [7,], y [T;, T.]..

La condicién c¢) implica que si un nodo blanco no tiene ramificaciones, el
nodo que estd encima de €l tiene que ser necesariamente negro. Por otro lado,
la estructura de 7, y 7, y las definiones recursivas b) y ¢) garantizan que los
arboles DAT no tienen nodos blancos finales.

freof

/ f (-g-1gy -g; gy
fy (—gz_l)gzz

Figura 2.1: Ejemplos de representacion grafica de diferenciales elementales.

Definicion 2.3 Elorden de un drbol t € DAT), o u € DAT,, denotado por p(t) o
p(u), es el niimero de vértices negros que tiene el drbol.

Vemos en (2.20a)-(2.20d) que con esta definicién de orden, el orden de un arbol
coincide con el orden de la derivada de y o z en cuya representacion aparece.

A continuacién daremos una definicién recursiva de la relacién uno a uno
de los arboles en (2.20a)-(2.20d) y las expresiones en (2.17) y (2.19).

Definicion 2.4 Las diferenciales elementales F(t) (o F(u)) correspondientes a
los drboles de DAT estdn definidas de la siguiente forma:

a) F(ty)=f;

b) F(r;)=(-g;")gyf;
6m+nf

¢) F(t)= ———(F(t1),..., F(tm), F(w),..., F(u,)),
0y™moz"

sit= [t1,..., tmy UL, ..., Uply €DAT y ;

m+ng
0y™moz"
siu=I[8,...,tm, U1,...,Uyl, € DAT ,.

d) Fu)=(-g,)™" (F(t1),...,F(tm), F(u1),..., F(un)),
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A causa de la simetria de las derivadas parciales, esta definicién no se ve afecta-
da por la permutaciéon de ty,..., t;;, u1,..., U, Y, por lo tanto, las funciones F()
y F(u) estan bien definidas.

Por ejemplo, el primer drbol de la Figura 2.1 se corresponde con F([7,],),
que se corresponde a su vez con el primer sumando de (2.17). El segundo arbol
de la Figura 2.1 se corresponde con F([7.,T;];), que se corresponde a su vez
con el segundo sumando de (2.19).

2.2.2. Desarrollo de Taylor de la solucion exacta

Para entender mejor el proceso de obtencion de (2.17) y (2.19) estudiare-
mos la derivacién de una diferencial elemental respecto de nuestra variable
independiente x. Por la regla de Leibniz, la diferenciacion de F(#) (o F(u)) nos
da una suma de nuevas diferenciales elementales asociadas a drboles de DAT
que son obtenidos a partir de ¢ (o de u) por las siguientes cuatro reglas:

1) anadir a un vértice del arbol una rama con 7, (derivada de F(f) o F(u)
respecto de y, y la incorporacion del factor y' = f);

11) afiadir a un vértice del arbol una rama con 7, (derivada de F(t) o F(u)
respecto de z, y la incorporacion del factor z’' = (- g7 1)gy )

11) dividir un vértice blanco en dos nuevos vértices blancos (unidos por una
nueva rama) y pegar al vértice que se sitiie més abajo una nueva rama con

Ty;

IV) como en el anterior, dividir un vértice blanco en dos nuevos vértices blan-
cos (unidos por una nueva rama), pero esta vez pegamos al vértice que se
sitiie mds abajo una rama con 7.

La tercera y cuarta regla corresponden a derivar (—g;!) como en (2.18), el
primer sumando de (2.18) se corresponde con la regla III mientras que el se-
gundo sumando de (2.18) se corresponde con la regla IV.

Observamos que la diferenciacién de un arbol de orden g (o, de manera méas
precisa, de su correspondiente diferencial elemental) genera varios drboles de

orden q +1.

Por ejemplo, partiendo del 4rbol

tenemos lo siguiente:
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aplicar la regla I equivale a obtener los arboles

VoY

aplicar la regla II equivale a obtener los drboles

5oy

aplicar la regla III genera el arbol

l

y, finalmente, la regla IV equivale a generar el drbol
!

Algunos de estos arboles aparecen varias veces en la derivada (como el pri-
mer y cuarto arbol para z” en (2.20d)). Para distinguir todos estos arboles, in-
dicamos el orden de creacion de los vértices negros mediante etiquetas. Ya que
en el proceso de diferenciacion, el nuevo vértice negro es siempre un vértice
final del arbol, el etiquetado deber4, obligatoriamente, ser creciente desde la
raiz hacia arriba en cada rama. Dicho etiquetado es lo que llamamos etiqueta-
do mondtono.

En la Figura 2.2 se muestran dos etiquetados mond4tonos distintos de un

mismo arbol.
Y
2 3
.\O
‘1

‘1

Figura 2.2: Ejemplo de dos etiquetados mondétonos distintos de un mismo 4r-
bol.
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Definicion 2.5 Un drbol t e DAT), (0 u € DAT,) junto con un etiquetado mono-
tono de sus vértices negros se conoce como drbol monétonamente etiquetado. El
conjunto de todos los drboles mondtonamente etiquetados se denota por LDAT,
(si la raiz es negra), LDAT, (si la raiz es blanca) y LDAT=LDAT,ULDAT,.

La Definicién 2.3 (orden de un arbol) y la Definicion 2.4 (diferenciales elemen-
tales) pueden ser extendidas de manera natural para drboles mon6tonamente
etiquetados.

Tras estos preliminares, podemos escribir las derivadas de la solucién exac-
ta como sigue:

Teorema 2.1 (Roche, 1988). Para la solucion exacta de (2.11a)-(2.11b), tenemos
que:

= Y FOOnz= Y a®FO0 ),  (22la)
t € LDAT, t € DAT,
e(H)=q e(t)=¢q

D)= Y FwWoz)= Y  aWFW(oz). (2.21b)
u e LDAT, ue DAT,
ew=gq o) =q

Los coeficientes enteros a(t) y a(u) indican el niimero de formas distintas de eti-
quetar mondétonamente un drbol.

Demostracion. Para g =1y g =2 tan solo es (2.11a), (2.16), (2.17) y (2.19).

Para un g general, el proceso anterior de derivacion de diferenciales ele-
mentales asociadas a drboles genera todos los elementos de LDAT, cada uno
una sola vez. Si tomamos la suma sobre DAT, y DAT,, hay que afiadir los facto-
res a(t) y a(u).

2.2.3. Desarrollo de Taylor de la solucién numérica

Lo que buscamos ahora es probar un teorema analogo al Teorema 2.1 pe-
ro para la solucién numérica generada con el método de Rosenbrock (2.14a)-
(2.14c¢). De la expresion (2.14c), tenemos que

a J b dl K d J b a ]
—1(0) = ——k;i(0), —2z1(0) = i ——1;(0). 2.22
AR ; iz ki@, =220 ; i i) (2.22)
Usando la regla de Leibniz, que nos dice que
al di!
——— (ho(M) =0 = g—7—-= (@ (")) |n=0,

dhd dhd-1
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y derivando la primera linea de (2.14a) respecto de h, tenemos que
dl ki = di1
dna" = Tapa

(f (i, wy)
dq—l da- 1 (223)
+q(fy)OZYl]dhq lk +q(fZ)OZY”dh‘7 ll]'

donde, cuando escribimos (fy)o y (fz)o nos referimos a que las derivadas estan
evaluadas en el punto ()9, z9) y todas las derivadas respecto de & estan evalua-
dasen h=0.

Para la segunda linea de (2.14a), dividiremos por h antes de derivar, pues el
lado izquierdo de la expresion es 0, por lo que simplificamos el factor & del lado
derecho. Esto nos da, para h =0,

da’ dd
dhq(g(vl,w))+q(gy)ozmdhqk +q(gz)oZy,,dhqu. (2.24)

En el caso en el que no dividiéramos por h y lo hiciéramos como para la primera
linea de (2.14a), obtendriamos

dr-1 p-1 p-1
0=p—oy l(g(vl,wl))+p(gy)oZ%]dhp llc]+p(gz)oZYl,dhp -1},

que es lo mismo tomando p = g + 1 y dividiendo por p.
Para calcular las derivadas de f y g necesitaremos usar la Férmula de Faa di
Bruno.

Lema2.1 (Férmula de Faa di Bruno). Para q = 1, tenemos que
@ l=Y ¥ fl (@ (ghmOm,

donde LS, denota el conjunto de drboles especiales etiquetados de orden q que
no tienen ramificaciones salvo en la raiz.

Para u € LSy, m es el niimero de ramas que salen de la raizyoi,...,0, es el
niimero de nodos en cada uno de las m ramas, talque g =1+61+ -+ 6.

Aplicando el Lema 2.1 para calcular las derivadas de la funcion f, tenemos

da-1 gm+n (v, w;)
dhi- l(f(vl’ WI))_ZW( g:ul), . ;,um),wgvl) wgvn)),

i yeosy

(2.25)

donde, como en el Lema 2.1, la suma es sobre todos los drboles especiales
LDAT, de orden q. Estos arboles son drboles monétonamente etiquetados,
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[t1,...) tmy U1, ..., Uy] donde £} y u; no tienen ramificacionesy todos los vértices
son negros con la excepcion de las raices de uy, ..., uy. Los enteros yj y v son el
ordende f; y uj respectivamente. Satisfacen que py+-- -+ +vi+---+v, = g—1,
al igual que en el Lema 2.1.

De manera similar, aplicando el Lema 2.1 a g obtenemos

da-1 0" g (i, wi) | () (m) , (V1) Vn)
vi,w)) =y ———— Lt MY
AL M wrr Pt P © 7 (226
(q)

+8& i, whw;”,

donde el sumatorio es sobre todos los arboles especiales LDAT, de orden g.
Estan definidos al igual que antes pero tenemos vértices blancos. Los enteros
ujy vj satisfacen py + -+, + v1 +-+- + v, = . El término que contiene a g,
lo escribimos aparte, pues, por como definimos los arboles LDAT _, [u1]; no es
un arbol admisible (apartado c) de la Definicion 2.2).

Ahora ya podemos comenzar a calcular las derivadas de k; y [;. Para ello,
nos conviene introducir la notacion

Bii=v, 1<i<s; Bij=aij+vij, lsj<iss. (2.27)

Introducimos esta notacion pues los coeficientes que acompafan a [k}, ] T
en (2.14a) y (2.14b) sonlos a;; y vij.
Ademads, necesitaremos la inversa de la matriz (§; ), cuyos coeficientes de-
notaremos por w; j:
-1
((Uij)lsi,sz = (ﬁij)lsi,jss' (2.28)

Definicion 2.6 Los pesos elementales ®;(t) y ®;(u) asociados al método vie-
nen dados por ®;(t,) =1, ®;(1,) =1y

Z Qipy " Qg Kivy = Ay,
M1 Mm>V1eVn

Dy, (1) Dy, (E) Py (Uy) -+ By, (Up)

si t=1[t,..., tpy Un,y ..oy Uply y m+nz=2,
@; (1) =1
Z]ﬁl]q)](tl) si r= [tl]y;
2 Bij®j(w) si t=[wly,
D W Ty, Gy A,
Jol1eeos s VeV
®; () = 4 @y (1) - D, (E) Dy (1) -+ - Doy, (Uyy)

Si u=I[t,....n, U1,..., Uylz y m+nz2,

D;(1r1) si u=I[tlz.
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Por ejemplo el peso elemental del primer drbol de la Figura 2.1 es }_ i Bij, mien-
tras que el peso elemental del segundo arbol representado de la misma forma

€s Zi,jyk,lym’n,p,qwijajkwklﬁlqajmwmnﬁnp-

Definicion 2.7 Lafuncién de densidad y(t) yy(u)correspondiente a los drboles
de DAT estd definida pory(ty) =1,y(1;) =1y

y() =@ y(f) -yt y(u) -y (un) st t=I[f,...,tm, U,..., Unly, (2.293)
y@)=y(@) - yUndy)---y(un) si u=I[tn,...,tn,u,..., Unlz. (2.29b)

Por ejemplo, para la Figura 2.1, la funcién de densidad del primer arbol es 2,
mientras que la funcién de densidad del segundo arbol es 1.

Teorema 2.2 Las derivadas de k; y l; satisfacen:

aq
ﬁki 0) = Z Y(O)D; () F(1)(yo, Z0), (2.30a)
t € LDAT,
o) =
q
%li(O) = Y Y(W)@; (u) F(u)(yo, z0), (2.30b)
t € LDAT,
o(u) =
(2.30c)
Demostracion. Por (2.14a)-(2.14c), tenemos que
d* i—1 dt d i—1 d
Wu,:;a,]ﬁkj, WWZ:;a”Wl] (2.31)
Ahora, sustituimos (2.31) en (2.25),
da- 1 am+nf(vi, wi)
dhd-1 (f(l)zr wi)) = m§>2W
Jh av (2.32)
Zal]dh,u i Zal]dhvll',..., y

y, de nuevo, sustituimos esta expresion en (2.23), lo cual nos lleva a obtener
(recordamos que todas las expresiones estan evaluadas en h = 0)

dal " f (0, z0) [} d‘” a
T D vy Z i g K Z ij g i+
- o (2.33)

d d
+q(fy)()zﬁl]dhq lk]+Q(fz)OZﬂl]dhq ll
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Realizando el mismo anélisis para la segunda componente, obtenemos

6m+n dVl
le,...,

m+n=2

~ 8o, z0) (& am i
0= Z W jzﬂaijmkj,...,j;al‘j

. . (2.34)
El:ﬁ AP El:ﬁ a
+(8y)o 2 Bij—okj+ (8o 2 Bij— ;-
VO ana ™ TSR P gpa

Al igual que en (2.25) y (2.26), los sumatorios de (2.33) y (2.34) son sobre ele-

mentos de LDAT. Ademds, si usamos la inversa de (§;;), podemos obtener los
dad

——1;jln=0 a partir de (2.34) como

dhd
A i
—li=(-g5' Y wi
dha l zJ0 ]; it
" g (yo, 20) [ M Zoan (2.35)
T A mAn j —k Yooy i —l yeee :
m;‘?z dymoz" kg’la]kdh#l k ,;afkdhw k

_ da
+((~g; l)gy)Oﬁki-

La prueba de (2.30a)-(2.30b) se hace por induccién sobre g. En el caso g =1 se
ve claramente gracias a (2.23) y (2.24), y para q general, insertamos la hip6tesis
de induccién en (2.33) y (2.35). Finalmente, sustituyendo las expresiones de
(2.30a)-(2.30b) en (2.22) obtenemos las derivadas de la solucién numérica.

Teorema 2.3 (Roche, 1988). La solucién numérica de (2.11a)-(2.11b) calculada
mediante un paso de longitud h con (2.14a)-(2.14c) satisface:

q S
%J’I @= > y®Y bi®i(OFD) (¥, 20), (2.36a)
t € LDAT,, =1
o =q
da s
10 = > Y ) bi®i(WF(w)(yo, 20), (2.36b)
u e LDAT, i=1
e(w)=q

donde los coeficientes ®; son como en la Definicién 2.6 y los coeficientes y son
como en la Definicion 2.7.

Comparando el Teorema 2.1 para las derivadas sucesivas de la solucion exac-
ta con el Teorema 2.3 para las derivadas de la solucién numérica, obtenemos el
siguiente teorema que proporciona las condiciones de orden para los métodos
de Rosenbrock.
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Teorema 2.4 Para el método de Rosenbrock (2.14a)-(2.14c), tenemos:

S 1
1. y(xo+h)—y1 = O(hP*Y) siy solo si ) b;®;(t) = 0 para cada t € DAT,,
i=1
conp(t)<p l

S 1
2. z(xo+h)—z; = O(h9"Y) siy solo si Z b;®;(u) = o para cada u € DAT,,
j=1 yiu
conp(t) < q; l

donde los coeficientes ®; y y vienen dados por la Definicion 2.6 y la Definicién
2.7, respectivamente.

Si repetimos de forma recursiva la definicion de ®; en el Teorema 2.2, obte-
nemos el algoritmo que se describe a continuacion.

Para construir el lado izquierdo de las condiciones de orden hay que asignar
a cada vértice negro un indice, y a cada vértice blanco dos indices (uno encima
del otro). Entonces, el lado izquierdo de las condiciones de orden es una suma
sobre todos los indices de un producto con factores

b; si i es el indice de la raiz (el menor indice si la raiz es blanca);

@;j si j es hijo de i pero no es el inico;

Bij si j es el tnico hijo de i;

w;j sii, j sonlos dos indices de un vértice blanco (i anterior a j).

"\
Z/Ok k'\@/l
idj i8]

Figura 2.3: Arboles con su etiquetado

Como ejemplo, presentamos las condiciones de orden para los dos prime-
ros arboles de la Figura 2.3.

> biw;jajkwriBig®jm®mnPnp =1, (2.37)
i,j,k,l,m,n,p,q

Y. biwijfjwriPim=1. (2.38)
i,j,k,l,m
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Las condiciones de (2.37) se pueden simplificar aun mads si utilizamos el hecho
de que (w;;) es la inversa de la matriz (B; ;).

1= Y. biwijajwiBig® jm®mnPnp
i,j,k,l,m,n,p,q

Y. biwijajr|) wubig ajm(zwmnﬁnp)
i,j,k,m,p,q l n

Y. biwij®jkbkq®jmOmp
i,j,k,m,p,q

(2.39)

Z biwijajkajm.
i,j,k,m

En efecto, (2.37) equivale a

Z biwijajraj; =1,
i,j,k,l

que es la condicion de orden para el tercer drbol de la Figura 2.3.
Aprovechando de forma sistematica esta reduccion, obtenemos el siguiente
resultado.

Lema 2.2 Para el método de Rosenbrock (2.14a)-(2.14c¢), las condiciones de or-
den asociadas a drboles con algunas de las siguientes caracteristicas son redun-
dantes, en el sentido de que se reducen a condiciones de orden asociadas a drboles
de orden menor, o del mismo orden pero con menos vértices:

a) un vértice blanco tiene una tinica ramificacion;
b) un vértice con una tinica ramificacion viene seguido de un vértice blanco.

Esto se debe a que el vértice blanco va a tener dos indices i, j, por lo que
nos generard un elemento w;; y al tener una tnica ramificaciéon nos generara
también un elemento i, y al ser una matriz inversa de la otra se cancelan.
Para el caso b) primero tenemos un vértice (da igual de qué tipo), con una ra-
mificacion a un vértice blanco, lo que nos genera el coeficiente ;; y como el
vértice es blanco nos genera el coeficiente w j, que junto con el coeficiente f;;
produce un elemento 6 ;.

En la Figura 2.3 se puede ver un ejemplo. Las condiciones de orden del pri-
mer grafo se corresponden con el caso a) del Lema 2.2, por lo que se pueden
simplificar, resultando las condiciones de orden del tercer arbol de la Figura
2.3. Por otro lado, la condicién de orden del segundo arbol es redundante por
b). De hecho se reduce a }_ b; = 1 que es la condicion de orden asociada a 7.



32 CAPITULO 2. METODOS DE ROSENBROCK PARA EDAS DE INDICE 1

El subconjunto de DAT), formado por los drboles que tnicamente poseen

vértices negros es denotado por T.

Por lo tanto, un método de Rosenbrock de orden p tiene que satisfacer to-
das las condiciones de orden clédsicas para métodos Runge-Kutta y, ademas,
unas cuantas condiciones algebraicas. En la Tabla 2.1 se pueden ver las condi-
ciones de orden no redundantes hasta orden 3 tanto para la variable diferencial

como para la variable algebraica.

Tabla 2.1: Arboles y condiciones de orden hasta orden 3.

o) | t érbol Y (%) @, (1)
1 | T, . 1 1
/i
2 I21 ] 2 Zﬁjk
k
) m
Vi
U1 J 1 Z Wik@klXkm
k,l,m
k v l
3 I31 Y 3 Zajkajl
k1
l
)z
t32 J 6 Y BjkBri
k.1
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Tabla 2.2: Arboles y condiciones de orden hasta orden 4.

o) | ¢t arbol Y (1) (1)
l m
n
\%C
3 | us ] 1 Y Wik X Cen
k,l,m,n
n
RN
'k
Y J 2 Y Wik QkmBmn
k,l,m,n
p q
. N,
k B
Uss ] 1 Z Wikl CemWmnAnpAng
k,l,m,n,p,q
. l
o s m
V2
4 |t W 4 Y ajane;
41 AjkAjl&im
k,l,m
l
-
f42 ] 8 Y @jkBrijm
k,l,m
) m
)z
143 J 12 Y BikQki®km
k,l,m
m
l
k
ta4 J 24 Y BjkBriBim
k,l,m
n p
ko )
i1
l45 ] 4 Z AjkAjlOImEmnEmp

k,l,m,n,p
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2.2.4. Convergencia

Ahora procederemos a estudiar las propiedades de convergencia del méto-
do de Rosenbrock. Para ello necesitaremos conocer la funcién de estabilidad
R(z), que se define por la relacién y; = R(z)yy, siendo y; la solucién numérica
de la ecuacion test escalar y' = 1y, Re(A) < 0, tras un paso de longitud h par-
tiendo de yp, y denotando z = Ah.

Aplicando el método de Rosenbrock con f(y) = Ayy condicién inicial y(0) =
Yo tenemos que

ki =hf(yo) +hyJk,

que, tras pasar al lado izquierdo el término que contiene k;, y teniendo en
cuenta que el jacobiano es constante igual a A, que f(yo) = Ayp y que z = Ah,
obtenemos la expresion
(1 -zy)k1 = zyo.

Ahora para k;, 2 <i < s, tenemos

i-1 i

kl’ = hﬂ(y() + Z ai]'kj) +hA Z Yijkjy

j:l j=l
que, operando como antes, y teniendo ademads en cuenta que a;; +7y;; = Bij,
nos lleva a la siguiente expresion

i—1
Q-zyki=zyo+ Z ,Bijzkj.
=1

Si consideramos como incégnitas los k;, obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones lineales

1-zy 0 0 ky ZY0
—Z,B21 1- zy .- 0 kg _ ZYo
_Z,le ]__ZY ké‘ zZYo

cuya solucion es
(k1,..., k)" = (I-2zB) ' zy01,

S
donde B = (ﬁij)?,jzl yi= [1,...,117 e R. Como Y1=Yo+ Z b;k;, tenemos que
i=1

N
Y1=Yo+ ) bik
i=1
=yo+bT(I-2zB) Lzyyl
=[1+2zb"(I-2zB) y.
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Luego la funcién de estabilidad de los métodos de Rosenbrock esta definida
por
R(z)=1+zb"(I-zB)™ "1,

donde usamos la notacién b’ = [by, ..., bsl.
Haciendo tender z a —oo obtenemos la expresién
Ro)=1-b"BM=1-) bjw;j, (2.40)
ij
que utilizaremos en el siguiente teorema.
Denotamos el error local del método de Rosenbrock (2.14a)-(2.14c) por

Oyn(x)=y1—yx+h), O0zp(x) =z1—z(x+h), (2.41)

donde y;, z; es la solucién numérica obtenida tras un paso de longitud & con
los valores iniciales exactos yo = y(xp), 2o = 2(Xp).

Teorema 2.5 Suponemos que g, es regular en un entorno de la solucion (y(x), z(x))
de(2.11a)-(2.11b) y que los valores iniciales (yy, z9) son consistentes. Si la funcién
de estabilidad es tal que |R(0c0)| < 1, y el error local satisface que

Syn(x) = OhP™Y),  8z,(x) = O(hP), (2.42)
entonces el método de Rosenbrock (2.14a)-(2.14c) es convergente de orden p; i.e.,
Yn— ¥(xn) = O(hP), zZn — 2(x,) = O(hP), para X, —Xo=nh<Cte.
Demostraciéon. Como g es regular, tenemos

lg. (v, 2,2 I<d (2.43)

para (y, z) en un entorno compacto U de la solucién. El h—valor independiente
de 6 podemos hacerlo tan pequefio como queramos restringiendo U. También
supondremos, de momento, que la solucién y todos los pasos intermedios para
obtenerla permanecen en este entorno. Ahora lo dividiremos en dos, en la parte
a) estudiaremos la propagacion del error local y en la parte b) su acumulacion
sobre todo el intervalo.

a) Consideramos dos pares de valores iniciales (yy, zo) ¥ (Jo, 20), Y aplicaremos
el método a cada par (estos valores pueden ser inconsistentes, pero asumi-
remos que estdan en U). Debemos probar que

1= ll<s@+hD |l yo—Yoll +hM || zo— 2o |l, (2.44a)
lzi—=ZiI<SNyo—Yoll +K || 20— 2o II, (2.44Db)



36

b)

CAPITULO 2. METODOS DE ROSENBROCK PARA EDAS DE INDICE 1

donde K < 1. Para ello consideramos un paso de tamano h lo suficiente-
mente pequeiio, y consideramos y1, 21, k; y /; como funciones de (yy, zo).

Debemos probar que

0 B

N _1iom), N _ om, (2.45a)
0o 0z

0 )

22 _ o), 4 _ R(oo) I+ O(h +6). (2.45b)
0o 0z

El teorema del valor intermedio implica entonces (2.44a)-(2.44b).

Primero estimaremos k; y /;, definidos en (2.14a). Usando (2.43) calculamos
l; de la segunda linea y lo insertamos en la primera. Esto nos da, de manera
sucesiva, que k; = O(h) y I; = O(h + 6) para todas las etapas internas. Des-
pués, diferenciamos (2.14b) una vez respecto de y, y otra respecto de zy. Un
andlisis similar a este para k; y /; nos da

ok; ok;

L=0(h), — =0(h), (2.46a)
0Yo 0zo
al; al;

=0(1), L= I+ 0(h+6), 2.46b
o 6y, o7 ;w” +O0(h+6) (2.46b)

y las estimaciones (2.45a)-(2.45b) se siguen de (2.14b)-(2.14c) y (2.40).

Para este apartado necesitaremos usar el siguiente lema:

Lema2.3 Sea u,, v, dos sucesiones de ntimeros no negativos satisfaciendo
(componente a componente)

Un+1 1+ 0(h) O(e) Uy, h
( Un+1 )S( o) a+ O(e) )( Un )+M( 1 ), (2.47)

con0<a<1yM =0. Entonces, las siguientes estimaciones son solidas para
e<ch,h< hyynhs<Const

u, < Clug+evy+ M), (2.48a)
v, < Clug + (e+a™ vy + M). (2.48b)

Demostracién. Transformamos la matriz de (2.47) en una matriz diagonal y
obtenemos asi
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donde A; =1+ 0(h), A2 = a+O(¢) son los autovalores y la matriz de transfor-
macion T (formada por los autovectores correspondientes a los autovalores
anteriores) satisface

T ( 1 O ) .

o) 1

Las estimaciones buscadas se siguen del hecho de que (@ + O(¢))" = O(a™) +
O(¢) parae<chynh< Const.

Como consecuencia de este lema, la propagacion de los errores locales de la
solucién en x,, 6 yp(xj-1), 5Zh(xj_1) se pueden acotar por

CUl S ynxj—) Il +(h+ K" ) | 625 (xj-1) . (2.49)

Sumando estos términos desde j = 1 hasta j = n y usando (2.42) nos da las
acotaciones para el error global, porque Z;?:l (h+ K" 7)< Const.

Nuestra suposicion de que la solucién numéricay las fases intermedias caen
en U se puede justificar facilmente ahora por induccién sobre el numero de
etapas. La solucién numérica permanece a una distancia de orden O(hP)
de la solucién exacta y, por tanto, para un h suficientemente pequefo la
solucién numérica seguird en U. Esto implica que g(y;,z;) = O(hP) para
todo j y por lo tanto también /; = O(h). Como consecuencia, (v;, w;) estan
tan cerca de la solucién exacta como queramos.

2.3. Implementacion

En esta seccion explicaremos como programar el método de Rosenbrock
definido en (2.14a)-(2.14c) con paso fijo para resolver EDAs de la forma (2.11a)-

(2.11b) en MATLAB.

Como ya vimos antes, las ecuaciones del método de Rosenbrock correspon-

den al sistema

ki _,( flvi,wi) ) ( £ ) i ( k; )
( 0 _h( g(vi, wi) +h gy gZ (yOyZO)j;Yl] l] , (250a)
i—1
o )7 i) ) 2.50b
(wi (Zo +j;al](lj ’ (2.50b)
Yo y_|[ Yo > . ki
( z1 _( 2 +l.zzlbl( I; ) (2.50¢)

Sabiendo esto, los pardmetros de entrada requeridos en nuestro programa se-

ran los siguientes:
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el valor inicial (yp, zg) sobre el que comenzaremos a aplicar nuestro mé-
todo;

el nimero de pasos N que debemos avanzar con el método;

el tiempo inicial y final, que llamaremos ¢ y T respectivamente (en gene-
ral tenemos que ¢ = 0, pero no tiene porqué, por eso lo pedimos). Ade-
mas, como pedimos Ny T, podemos calcular la longitud de paso h, pues
sabemos que Nh=T,;

un programa, creado por el usuario, en el que el pardmetro de entrada
sea el par (v;, w;) coni =1,...,s y los parametros de salida sean las co-
rrespondientes funciones f y g, definidas en (2.11a)-(2.11b), evaluadas
en el punto;

otro programa, creado por el usuario, cuyo parametro de entrada sea el
par (yj,z;) con j =1,..., N ylos parametros de salida sean los jacobianos
Iy Iz 8yY 8- evaluados en ese punto.

Pedimos al usuario dos programas distintos, pues en cada paso llamare-
mos al primer programa mencionado un total de s veces, pues i va desde
1 hasta s mientras que solo es necesario llamar una tnica vez al segundo
programa porque solo necesitamos aplicarlo al (yy, z,) correspondiente
al paso en el que nos encontremos. Como hay que avanzar N pasos, al pe-
dir dos programas distintos, reducimos el costo operativo en un total de
N(s—1) evaluaciones del jacobiano, asi que nuestro programa serd mas
eficiente.

Por tltimo, pediremos los coeficientes «; j, b; y vij.

Como pardmetro de salida, daremos (y,, z,), n =0,1,2,..., N obtenidos al avan-
zar los N pasos con nuestro método a partir del valor inicial (yy, zo)-

En cada paso de nuestro método necesitaremos calcular los vectores (k;, [;)

coni =1,...,s. Para ello, los despejamos de (2.14a), teniendo en cuenta que
queremos expresar los (k;, [;) en funcién de todos los anteriores. Tenemos

ki =nhf i, w)+h(fyo Y vijkj+h(f2o ) vijlj (2.51a)
j=1 j=1

i i
0=hg;,w;) +h(gyo Y vijkj+h(g)o Y Yijlj- (2.51b)
j=1 Jj=1
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Ahora ponemos todos los términos que contengan a k; o a /; al lado izquierdo,
ylos que no, al derecho

i-1 i—1

ki — h(fyoyiiki— h(f)oyiili = hf (i, wi) + h(fy)o Y_ vijkj+h(fDo D ¥ijlj

j=1 j=1
(2.52a)
i-1 i-1
—h(gyoyiiki — h(goYiili = hg Wi, wi) + h(gyo Y vijkj + h(go Y. vijlj-
j=1 j=1
(2.52b)

Si observamos bien, el sistema de ecuaciones (2.52a)-(2.52b) se puede escribir
como un sistema de ecuaciones lineales de dimensién (D + D') x (D + D’) de la

forma
I-h(fy)oy —h(foey )( ki ) ( m )
_ , 2.53
—h(gyoy —h(gloy J\ L yp (2:53)
cony =vYii
i-1 i-1
m = h(f i, wi) +(fido D vijki+ (fdo X vijlj), (2.54a)
j=1 =1
i-1 i-1
N2 = h(g(wi, wi) +(gy)o Y vijkj+ (8o D vijlj). (2.54b)
j=1 =1

Ahora necesitaremos realizar la factorizaciéon LU, estudiada en [9], de la ma-
triz de (2.53) para resolver el sistema. Notemos que dicha matriz es la misma
para todas las etapas por lo que es precisa una Unica factorizacién LU por pa-
so, seguida de s sustituciones progresivas y regresivas (una para cada etapa del
método).

Observamos que para ello necesitamos conocer los (v;, w;); los cuales po-
demos obtener gracias a (2.50b). Ademads, tenemos que (v, w1) = (o, 2o). Por
lo tanto, nuestro programa procederd como sigue

1. Para n = 0, comienza con nuestro valor inicial (yy, zo).
Paran=1,..., N repetir:

2. Calcula la factorizacién LU.

Parai=1,..., s repetir:

3. Calcula (v;, w;).
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4. Calcula (k;, [;) (sustitucion progresiva y regresiva).

5. Calcular (yy, z,)-



Capitulo 3

Resultados numéricos

En este capitulo procederemos a resolver dos ejemplos concretos de siste-
mas de EDAs de indice 1 mediante métodos de Rosenbrock estudiados en el
Capitulo 2. Los problemas que trataremos seran el péndulo, del que ya habla-
mos en el Capitulo 1, y un circuito eléctrico correspondiente a un amplificador.

3.1. Problemas

A continuacién describimos los dos problemas con los que se va a trabajar.

3.1.1. Péndulo matematico

El movimiento del péndulo matemaético, descrito en la Figura 1.1, cuando
se utilizan coordenadas cartesianas (x, y) junto a la restriccién considerada en
el Capitulo 1, x*> + y? — I = 0, estd descrito por las ecuaciones siguientes

X' =u, y =v, (3.1a)
Tx Ty
=2, '=——L g, 3.1b
“ Im v Im & ( )
0=x*+y*- 1% (3.1c)

donde, recordamos, m es la masa puntual suspendida al final de una varilla sin
masa, [/ es la longitud de dicha varilla, g es la constante de gravedad, y T es el
modulo de la tensién de la varilla que mantiene la masa puntual a una distancia
constante del origen. Agrupando las variables dependientes como

y=x1",  z=[wu!, A=T,

el sistema (3.1a)-(3.1c) corresponde a un sistema de EDAs de indice 3.

41
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En el Capitulo 1 vimos que derivando dos veces la restriccion (3.1c) respecto
de nuestra variable independiente, obtenemos el sistema de ecuaciones

X =u, y =v, (3.2a)
Tx Ty

! =——, / = —— , 32b

“ ml v ml T8 ( )

0=m(u?+v*) - TIl+gmy, (3.2¢)

que tras reagrupar las variables dependientes como
— T —
y=xyuvl, z=T,

constituye un sistema de EDAs de indice 1 al que podemos aplicar los métodos
de Rosenbrock estudiados en el Capitulo 2.
Las ecuaciones de nuestro sistema son, por tanto,

"= u v—lx T + ! (3.3)
Y=Y Ty T8 '
0=m@?+v>)-TIl+ gmy, (3.3b)
con

f(y,z) T T + ' (3.4a)
yZ) = U, Vy——X,——— y 4da
y Im lmy &

gy, z) = mu? +v?) - Tl +gmy. (3.4b)

En las simulaciones que realizaremos utilizaremos los pardmetros
m = 1kg, [=1m, g= 9,81m/s?,
y los valores iniciales
y(0)=10,1,6,01",  z(0)=86,19.

La eleccion de z(0) ha sido realizada para partir de condiciones iniciales con-
sistentes con la restriccion (3.4b), es decir, z(0) se ha calculado como

m(u(0)? + v(0)%) + gmy(0)

z(0) = ]

3.1.2. Amplificador

A continuacién consideramos el circuito representado en la Figura 3.1, ob-
tenida en [5], correspondiente a un amplificador, donde U,(t) es el voltaje de
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entrada, Uy, = 6 es el voltaje operativo, U;(f), coni =1,...,5, son los voltajes en
losnodos 1,...,5, y Us(1) es el voltaje de salida.

La corriente a través de una resistencia satisface, segin la Ley de Ohm, I =
U/R, mientras que la corriente a través de un condensador satisface que I =
C-dU/dt,donde Ry C son constantes y U es el voltaje, que depende del tiempo
t. El transistor actiia como amplificador, de forma que la corriente del nodo 4 al
nodo 3 es 99 veces mayor que la del nodo 2 al nodo 3, y depende de la diferencia
de voltajes Us — U, de forma no lineal.

Figura 3.1: Amplificador con un transistor.

La Ley de Kirchhoff nos dice que la suma de las corrientes que hay en un
nodo es nula, por lo que aplicando dicha ley a cada uno de los nodos conside-
rados obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales:

Ue U]_

Nodol: —-—+C(U,-U))=0, 3.5
&Ro Ry 1(U, - U)) (3.5a)
Uy 1 1 , ,
Nodo2: —2—Up|—+—|+C (U, - U)—-0,01f(U,—Us)=0,  (3.5b)
R R R
U
Nodo3: f(Us—Us)— R—3 ~CUL =0, (3.50)
3
U, U
Nodo4: —2— =2+ C3(UL-Uj) —0,99f(Up — Us) =0, (3.5d)
Ry Ry
. Us / 1\ _
Nodo 5: - R +C3(U,—Us) =0. (3.5€e)
5

Los valores de las constantes que hemos utilizado son los que aparecen en [7]
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para un problema similar, que son los siguientes,

U
U)=10"%|ex -1/,
1 (meJ )
Ryp=1000, R;=---=Rs=9000,
Cr=k-1075, k=1,2,3.

El voltaje de entrada depende del tiempo y viene dado por
U,.(1) =0,4sin(2007 1). 3.7)

Podemos escribir las ecuaciones (3.5a)-(3.5e) como un sistema de ecuaciones
diferenciales de la forma Mu' = ¢(u), con

-G G
G -G
M= -G )
-G Gs
C -G
U _Ue
Ry Ro
0,01 (Up—Us) - 3t + Up 5+ %)
pu) = 2= fWU—Us) ) (3.8)
0,99f (Up - Us) - 2 + 3
Us

Rs

donde la matriz M es una matriz singular de rango 3 (los elementos que no se
han representado en ella son todos nulos).

Para transformar las ecuaciones (3.5a)-(3.5e) en un sistema de la forma

V' =f2), (3.9a)
0=g(,2), (3.9b)

realizamos el cambio de variable

y1=U—-Uy, Y2 =Us, y3=Us—Us, z1=U, zp = Uy.
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Sustituyendo ahora estas expresiones en (3.5a)-(3.5e), obtenemos el sistema

Ue _21_yog (3.10a)
RO RO 1_V1 ] .
Uy 1 1 ,
R, +(1—21) i3 + & +C1y,-0,01f(z1—y1—y2) =0, (3.10b)
f(z —J/1—J/2)—%—ngé =0, (3.10¢)
3
U, z
R—" - o= Csy =099 (21— y1 - y2) =0, (3.10d)
4 4
Y 3};522 +Csyh =0. (3.10€)

Ahora, si despejamos y;, y;, y5 de la primera, tercera y quinta ecuacién res-
pectivamente, y tomamosy = [y1, 2, ¥317, Z = [2z1, 2], obtenemos un sistema
diferencial de la forma (3.9a), con

B o N\T
U—z1 flzi=y1=y2) 2 2 y3) ) (3.11)

t’ ) = ) )
Jityz) (Rocl Co CoRs C3Rs

Por dltimo, sumando en (3.10a)-(3.10e) la primera con la segunda ecuacion,
y la cuarta con la quinta, obtenemos un par de restricciones algebraicas de la
forma (3.9b), con

U,—z1 U 1 1 f(Zl—yl—J/2))
t! ) = — - —— —_— |~ —— |» 3].2
g1(1y,2) (—RO s Zl)(R1+R2) 100 12
Uy,—-2z -z
gz(t,y,z)z( b2 0.99f(z1 - y1— o) + 22 2). (3.12b)
R4 R5

Elsistema (3.11),(3.12a)-(3.12b) es un sistema de la forma (3.9a)-(3.9b), pero
tal y como estd escrito es un sistema de EDAs de indice 1 no auténomo, pues U,
depende de la variable independiente ¢. Para poder utilizar de manera directa
el método de Rosnebrock programado, necesitamos convertirlo en un sistema
de ecuaciones diferenciales algebraicas auténomo. Para ello introducimos la
nueva variable y,; = ¢, yllamando ¥ = [y1, yo, ¥3, 4l |,

U _ _ _ _ T
F§,2) = | 29 a f@znzy) v 2oy (3.13a)
RyCy C C2R3 C3Rs
- Ue(y)—z1 Uy ( I 1 ) flzi=y1—-y2)
2)= T Lk (-2 |t |- =%, (3.13b
81(y,2) Ry R, (1 —21) R ™ ( )
Up-=z -z
8§20 = 2 _099f(z1 - y1 - yo) + L2, (3.13¢)

Rs
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tenemos ya un sistema de EDAs de indice 1 auténomo, con y = f(y,z), 0 =
81,2 y0=g2(y,2).

Los valores iniciales consistentes deben satisfacer las ecuaciones ¢, (u) +
@2(u) =0y @4(u) + @s5(u) =0, donde ¢, ..., @5 son las componentes de ¢(u) en
(3.8).

Si tomamos U, (0) = Us(0), tenemos que f(U2(0) — U3(0)) = 0, y deberian
satisfacer

U;(0 U, (0 U, 1 1
0= 1()—£——b+U2(0)(—+—),
Ry Ry R, R R
U, Us(0 Us(0
o _Up U0 Us©

+
Ry Ry Rs
Como U,(0) = 0, tomando ademds U;(0) = Us5(0) = 0, basta despejar U, (0) y
U,4(0) de las relaciones anteriores, lo que nos lleva a tomar los valores iniciales
consitentes

UpRy

U1(0) =0, U2(0) = U3(0) = R+ R,

U4(0) = Up, Us(0) =0.

3.2. Métodos

Para obtener soluciones numéricas de los problemas planteados en la sec-
cién anterior se han implementado en MATLAB dos métodos de Rosenbrock de
la forma (2.4a)-(2.4b), que permiten la integracién numérica de los sistemas de
EDAs de indice 1. En el Apéndice podemos ver el cddigo de los programas reali-
zados con los que se han obtenido los resultados numéricos que se presentaran
en la Secci6n 3.3.

Se ha implementado el método de orden 3, conocido como ROWDA3 [8],
cuyos coeficientes, de acuerdo con la Definicién 2.1, se encuentran recogidos
en la Tabla 3.1.

También se ha implementado un método de Rosenbrock de orden 4 utiliza-
do en [8], y cuyos coeficientes aparecen en la Tabla 3.2.
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Tabla 3.1: Coeficientes del método conocido como ROWDAS3.

v =0,435866521508459

b, =0,3197278911564624
b, =0,7714777906171382
bs =-0,09120568177360061

az =0,7 a3 =0,7

32 = 0

Y21 =0,1685887625570998 Y31 =4,943922277836421
Y32 =1

Tabla 3.2: Coeficientes de un método de Rosenbrock de orden 4.

v =0,70751226521

by =0,2523628037277470
b, = —-0,2209698738798533
bs = —0,2256411840923124
by =0,3179133966013711
bs =0,8763348576430476

a1 = 1,233311380872013 as1 = 0,6535453813273382
a3z = 0,2295950748229277 41 = 2,681059792907162
a4p = —1,554590259558157 @43 = —0,9682496302574051
a5 = —0,6021422614217772 a5 = 0,2994399056322287
as3 = 0,4792338650945191 @54 = 0,8010415023569842
yo1 = —1,818714325256271 y31 = —0,4589460040608732
y32 = 0,3613323897595465 Y41 = —3,424045164556574
Y42 = 1,553491448551290 Y43 = 1,249712740807497

Y51 = —0,2261466054228607 vs2 = —0,3882326103473952
vs3 = —0,3589041115714489 Y54 = —0,01860845389367294
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3.3. Resultados

En esta seccién procederemos a mostrar los resultados numéricos obteni-
dos cuando los problemas planteados en la Seccién 3.1 se integran numérica-
mente mediante los métodos de Rosenbrock programados en MATLAB.

3.3.1. Péndulo matematico

Tanto las ecuaciones del movimiento del péndulo como los valores de los
parametros y de las condiciones iniciales utilizadas se han fijado en la Subsec-
cién 3.1.1. El tiempo de integracién que se ha considerado es [0,5] y con longi-
tud de paso &k = 0,05 los resultados producen errores inferiores a una décima.

En la Figura 3.2 puede observarse la evolucion de la variable z (que, como
ya se ha indicado, se corresponde con la tension) con respecto al tiempo.

a0

Tensidn

Figura 3.2: Evolucién de la tensién con el tiempo.

En la Figura 3.3 vemos dos graficas. La grafica superior se corresponde con
las dos primeras componentes de y, relativas a la posicion del péndulo. La li-
nea de color azul representa la abscisa del péndulo, mientras que la de color
rojo representa la ordenada. La gréfica inferior se corresponde con la tercera'y
la cuarta componente dey, relativas a la velocidad. La linea de color azul repre-
senta la componente de la velocidad en el eje x, mientras que la de color rojo
representa la componente de la velocidad en el eje y.

Ambas figuras han sido obtenidas mediante el método de Rosenbrock de
orden 4 con longitud de paso h = 0,05.

Otro aspecto que nos interesa comprobar es si se mantiene con el tiempo
la condicion algebraica g(y,z) = 0. En la grafica superior de la Figura 3.4, que se
muestra en escala logaritmica para el eje y, podemos observar el valor absoluto
de la diferencia entre el valor que toma la condicién algebraica a lo largo de la
solucién numérica y el que deberia tomar (constante igual a g(yo,zo) = 0).
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Posicidn

Velocidad

Figura 3.3: Evolucion de la posicién y velocidad con el tiempo.
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Este valor estd por debajo de 10~* para el método de Rosenbrock de orden 3 (en
negro en la grafica) y por debajo de 10~* también, aunque algo menor, para el
método de Rosenbrock de orden 4 (en rojo en la grafica).

Figura 3.4: Evolucion de la condicion algebraica con el tiempo.

T TRNA]

i} as 1 15 2 25 3 38 4 45 5
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Hay que tener en cuenta que la condicién del péndulo original es x? + y? —
I =0, es decir, que la longitud de la varilla sea siempre la misma. En la grafica
inferior de la Figura 3.4 podemos observar la evolucién con el tiempo del valor
de x?+ y? -l alo largo de la solucién numérica calculada con el método de Ro-
senbrock de orden 4. Vemos que el error crece al crecer el tiempo, comenzando

en valores inferiores a 1078 y llegando hasta 1072 al final de la integracién.

Como ya vimos en la Seccién 1.2, el problema del péndulo se puede resol-
ver considerando el péndulo como una EDO de segundo orden (1.18a)-(1.18c).
Utilizando la funcién de MATLAB ode45, hemos creado la Figura 3.5 en la que
puede observarse la evolucion con respecto al tiempo de las dos componentes
de la posicion, en la parte superior la de x y en la parte inferior la de y. Pa-
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ra ambas gréficas, la linea roja se corresponde con el método ode45, mientras
que la linea azul se corresponde con el método de Rosenbrock de orden 4, con
h = 0,05. No se observa apenas diferencia entre las dos soluciones numéricas
obtenidas por ambos procedimientos.

2
L \ //\'/\'
= 0 \ /
p S
0 s 1 15 2 25 3 35 4 45
1
2
1
N\ /\\ ///\\ /
=0
TN N N
5 \ .

Figura 3.5: Problema del péndulo como EDO y como sistema de EDAs.

Pasamos por ultimo a analizar, valiéndonos de la Figura 3.6, el orden de los
métodos de Rosenbrock al integrar numéricamente el péndulo para las varia-
bles diferenciales y y la variable algebraica z.

Figura 3.6: Error en las variables diferenciales frente a la longitud de paso h.

Como solucidn de referencia se ha tomado la obtenida por la funcién ode45
de MATLAB, con tolerancia para el error relativo de 10712 y de 1071 para el error
absoluto, considerando las ecuaciones de segundo del péndulo (1.17) reescritas
como un sistema de EDOs de primer orden. Las cinco longitudes de paso utili-
zadas van desde h = 5/1000 (la més grande), hasta h = 5/16000, reduciéndose
ala mitad en cada ejecucion.

La grafica de la izquierda muestra en escala doblemente logaritmica el error
de las dos primeras componentes de la solucién numérica al final de la integra-
cién, medido en la norma infinito de R?. En la grafica de la derecha se muestra,
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en escala doblemente logaritmica, el valor absoluto del error en la variable al-
gebraica (la tension 7)) al final de la integracion.

En las dos gréficas de la Figura 3.6, la linea azul, correspondiente al método
de Rosenbrock de orden 3, tiene pendiente aproximadamente 3, mientras que
la linea roja, correspondiente al método de Rosenbrock de orden 4, tiene pen-
diente aproximadamente 4. En ambos casos observamos que la pendiente de
las lineas coincide con el orden del método con el que se han generado.

Si el orden del método es p, el error global se comportard aproximadamen-
te como E(h) = KhP. Por tanto la pendiente aproximada de la recta entre dos
puntos correspondientes a pasos h < hy es

log(E(hy)) — log(E(l1)) _ plog(hy) — plog(hy) _
log(hy)—log(hy) log(hy) —log(hy)

el orden del método. Es decir, al dividir & por 2,

)

E(h/2) =~ K(h/2)P = E(h)zip,

y, en consecuencia, el error global se divide por 27.

3.3.2. Amplificador

Tanto las ecuaciones del amplificador como los valores de los pardmetros
y las condiciones iniciales utilizadas en la simulacién se han fijado en la Sub-
seccion 3.1.2. Siguiendo [5], el tiempo de integracidon que se ha considerado es
[0,0.2] y se han utilizado varias longitudes de paso, aunque las graficas que se
muestran corresponden a i = 0,0002.

Voltaje
& =
o

5} o N

25

-3

L . |
XTI AG nwa 02
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Figura 3.7: Evolucion de los voltajes Us y U, con el tiempo.

Utilizando el método de Rosenbrock de orden 4 descrito en la Seccién 3.2,
con el tiempo de integracién y la longitud de paso anteriormente descritas, he-
mos obtenido las graficas que se muestran en la Figura 3.7 yla Figura 3.8, donde



52 CAPITULO 3. RESULTADOS NUMERICOS

Figura 3.8: Evolucion de los voltajes Uy, Uz, U3 y Uy con el tiempo.

se observa la evolucion de los distintos voltajes con el tiempo. La gréfica de la
Figura 3.7 coincide con la que aparece en [5, p. 379].

Observamos que se trata de un problema cuya solucion es altamente os-
cilatoria, debido a la naturaleza del voltaje U, fijado en (3.7), lo que hace que
la longitud del paso de integracion tenga que ser muy pequefia (si se compara
con las utilizadas para el péndulo) para poder reproducir con precision dichas
oscilaciones.

Igual que hicimos en el problema del péndulo, nos interesa ver el grado de
cumplimiento de la condicién algebraica (g1, g2) = 0. En la gréfica de la Figura
3.9, que se muestra en escala logaritmica para el eje vertical, podemos observar
el valor que toman las dos componentes de la condicién algebraica a lo largo
de la solucién numeérica. Este valor estd por debajo de 107° para la primera
componente de g y por debajo de 1078 para la segunda.

9

L L L L L L L L
0 002 004 0.06 008 a1 012 014 016 018 0z

Figura 3.9: Valor de las condiciones algebraicas.
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Si cambiamos el voltaje de entrada a U, () = 0,4sin(20x¢) la solucién sigue
presentando oscilaciones, pero de menor frecuencia, como se puede ver en la

Figura 3.10 y en la Figura 3.11.

Valtaje

2 L L I I ! ! L L
1) 002 004 0.08 008 a1 012 014 018
Tiempa

Figura 3.10: Evolucion de los voltajes Us y U, con el tiempo.

Voltaje
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Figura 3.11: Evolucion de los voltajes Uy, U, Uz y Uy con el tiempo.
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Apéndice A

Cédigo MATLAB

En este apéndice mostramos el codigo de los programas de MATLAB que
hemos realizado para la implementaciéon de los métodos de Rosenbrock de or-
den 3 y 4 cuyos coeficientes se muestran en la Subseccién 3.2, y su aplicacion a
los dos problemas considerados en la Seccién 3.1 y cuyos resultandos numéri-
cos mostramos en la Seccion 3.3: el péndulo matematico y el amplificador.

A.1. Funcién principal: Rosenbrock.m

El programa principal implementa, con paso fijo, los métodos de Rosen-
brock de orden 3 y 4 para la resolucion de sistemas de EDAs de indice 1. Nece-
sita dos programas auxiliares, que contienen, dependiendo del problema, las
funciones necesarias.

function [y,z]=Rosenbrock(y0,z0,N,t0,T,fg, jac, ...
alpha,betta,gamma);

% Programa principal para la integracion numerica de
% sistemas de EDAs de indice 1, utilizando metodos

% de Rosenbrock.

% Uso:

%|y,z]=Rosenbrock(y0,z0,N,t0,T,fg, jac,

% alpha,betta,gamma)

%

y0, z0 son las condiciones iniciales

R o R

t0 es el tiempo inicial, T es el tiempo final

OO

oO

N es el numero de pasos que se dan con el metodo

57
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fg es la funcion auxiliar en la
que se evaluan las funciones
f y g asociadas a nuestro problema

jac es la funcion auxiliar en la que se evaluan
las derivadas parciales de f y g

alpha, betta, gamma son los coeficientes del metodo
de Rosenbrock que se elija

y, z contienen por filas las
componentes correspondientes a la solucion
numerica del problema

= (T-t0)/N; % longitud de paso
inicializacion
zeros(N,length(y0));
zeros(N,length(z0));
zeros(length(betta),length(y0));
zeros(length(betta),length(z0));

for p=1:N

y(p,:)=y0;

z(p,:)=20;
[fy;fZlgylgz]:jaC(yOlZO);
[f,9]=fg(y0,2z0);

M=[eye(length(y0))-gamma(1,1)*hxfy
-gamma (1,1)+*hxfz;-gamma(1,1)*hxgy -gamma(1,1)x*
hxgz];
[L,U]=1u(M);
ab=U\(L\[h+f;h=g]);

k(1,:)=ab(1:1ength(y0))";
1(1,:)=ab(length(y0)+1:1ength(y0)+length(z0))";
for i=2:1length(betta)
[f,g]l=fg(yO+alpha(i,1:(i-1))*k(1:(i-1),:),...
zO+alpha(i,1:(i-1))*1(1:(i-1),:));

ni=hxf+h*fyx(gamma(i,1:(i-1))*k(1:(i-1),:))" ...
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(i-1))*1(1:(i-1),:))";
i-1))xk(1:(i-1),:))"...
1))*1(1:(i-1),:)) "

+hxfz*(gamma (i, 1:(
n2=hxg+h*gy*(gamma (i, 1

+hxgz+(gamma (i, 1:(
ab=U\(L\[n1;n2]);

I 1

1

k(i,:)=ab(1:1length(y0))"';
1(i,:)=ab(length(y0)+1:1ength(y0)+length(z0))"';
end
yO=yO+bettaxk;
z0=z0+bettax1l;
end
y(Nl:):yO;
z(N,:)=2z0;
end
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A.2. Funciones para el péndulo

Las funciones fgPendulo.m y jacPendulo.m contienen los pardmetros y fun-
ciones del péndulo matematico.

function [f,g] = fgPendulo(y,z);
global m 1 gra %constantes del problema

f=[y(3) y(4) (-z/(m«1))*y(1) (-z/(m+1))*y(2)+gra]’;
g=mx((y(3))~2+(y(4))~2)-zxl+graxmx(y(2));

end

function [fy,fz,gy,gz] = jacPendulo(y,z);
global m 1 gra %constantes del problema

fy=[0 0 1 0;0 0 O 1;(-z/(m=x1)) O O O;...
0 (-z/(mx1)) 0 0];

£fz=[0,0,-y(1)/(m*x1),-y(2)/(m*x1)]";

gy=[0,gra*m,2+mxy(3) ,2+mxy(4)];

gz=-1;

end
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A.3. Funciones para el amplificador

Las funciones fgCircuito.m y jacCircuito.m contienen los pardmetros y fun-
ciones del amplificador.

function [f,g] = fgCircuito(y,z);

global RO R1 R2 R3 R4 R5 C1 C2 C3 Ub %constantes
ue=(0.4xsin(200xpixy(4))-z(1));
fzy=10~(-6)*(exp((z(1)-y(1)-y(2))/0.026)-1);

f=[ue/(RO=+C1),fzy/C2-(y(2))/(C2+R3), ...
(z(2)-y(3))/(C3%R5) ,1]";

g=[ue/RO+Ub/R2+(y(1)-z(1))*(1/R1+1/R2)-0.01xfzy, ...
(Ub-z(2))/R4-0.99%fzy+(y(3)-z(2))/R5]";

end

function [fy,fz,gy,gz] = jacCircuito(y,z);

global RO R1 R2 R3 R4 R5 C1 C2 C3 Ub %constantes

fu=(10~(-6)*(exp((z(1)-y(1)-y(2))/0.026))...
*(1/0.026));

uep=80+pix*cos(200xpixy(4));

fy=[0 0 O uep/(R0OxC1);

-fu/C2 -fu/C2-1/(C2%xR3) 0 0;

0 0 -1/(C3%R5) 0;

0 0O0O0];
fz=[-1/(R0*C1) 0;fu/C2 0;0 1/(C3%*R5); 0 0];
gy=[1/R1+1/R2+0.01xfu 0.01+xfu O uep/RO;...

0.99xfu 0.99xfu 1/R5 0];
gz=[-1/R0O-1/R1-1/R2-0.01+fu 0;-0.99%fu -1/R4-1/R5];

end
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A.4. ErrorCondicionAlgebraica.m

En este programa se muestra co6mo, utilizando las funciones Rosenbrock,
fgPendulo y jacPendulo que hemos creado, obtenemos la solucién numérica
con los dos métodos de orden 3 y 4 y representamos graficamente los valores
de la condicion algebraica a lo largo de las dos soluciones numéricas obtenidas.
Se ha utilizado para generar la grafica superior de la Figura 3.4.

clear variables
global m 1 gra

% definimos los coeficientes de los
% metodos de Rosenbrock de orden 3 y 4
betta=[0.3197278911564624,0.7714777906171382, ...
-0.09120568177360061];
alpha=[0,0,0;0.7,0,0;0.7,0,0];
gamma=[0.435866521508459,0,0; ...
0.1685887625570998,0.435866521508459,0; ...
4.943922277836421,1,0.435866521508459];
betta2=[0.2523628037277470 ,-0.2209698738798533, ...
-0.2256411840923124,0.3179133966013711, ...
0.8763348576430476] ;
alpha2=[0,0,0,0,0;1.233311380872013,0,0,0,0;...
0.6535453813273382,0.2295950748229277,0,0,0; ...
2.681059792907162,-1.554590259558157, ...
-0.9682496302574051,0,0; ...
-0.6021422614217772,0.2994399056322287, ...
0.4792338650945191,0.8010415023569842,0] ;
gamma2=[0.70751226521,0,0,0,0; ...
-1.818714325256271,0.70751226521,0,0,0; ...
-0.4589460040608732,0.3613323897595465, ...
0.70751226521,0,0; ...
-3.424045164556574,1.553491448551290,, ...
1.249712740807497,0.70751226521,0; ...
-0.2261466054228607 ,-0.3882326103473952, ...
-0.3589041115714489,-0.01860845389367294, ...
0.70751226521];

% Ahora se definen las variables globales
% del problema
m=1;
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1=1;
gra=9.81;

t0=0;

T=5;

N=1000; %h=(T-t0) /N

y0=[0 1 6 0];

z0=(m=*(y0(3).~2+y0(4) .~2)+gra*m=xy0(2))/1;

[y,z] = Rosenbrock(y0,z0,N,t0,T,...
@fgPendulo ,@jacPendulo,alpha,betta,bgamma) ;

[y2,z2] = Rosenbrock(y0,z0,N,t0,T, ...
@fgPendulo ,@jacPendulo ,alpha2,betta2,gamma?2);
t=1linspace(t0,T,N);

figure (3)
semilogy(t,abs(mx(y(:,3).22+y(:,4).~2)-zx1l+gra*mx*y
(:,2)), 'k=-",...
t,abs(m*(y2(:,3).~2+y2(:,4).72)-z2+x1+gra*mx*y?2
(:)2))1'I_I)
xlabel( ' Tiempo ')
ylabel ('Valor Condicion algebraica')
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A.5. U5Ue.m

En este programa se muestra co6mo, utilizando las funciones Rosenbrock,
fgCircuito y jacCircuito que hemos creado, obtenemos la soluciéon numérica
con el método de Rosenbrock de orden 4 y representamos graficamente las
componentes que aproximan a U,(f) y Us(f) alo largo del intervalo [0,0.2]. Se
ha utilizado para generar la Figura 3.7.

clear variables
global RO R1 R2 R3 R4 R5 C1 C2 C3 Ub
format long
%Coeficientes del metodo de Rosenbrock de orden 4
betta2=[0.2523628037277470 ,-0.2209698738798533, ...
-0.2256411840923124,0.3179133966013711, ...
0.8763348576430476] ;
alpha2=[0,0,0,0,0;1.233311380872013,0,0,0,0;...
0.6535453813273382,0.2295950748229277,0,0,0; ...
2.681059792907162,-1.554590259558157, ...
-0.9682496302574051,0,0; ...
-0.6021422614217772,0.2994399056322287, . ..
0.4792338650945191,0.8010415023569842,0] ;
gamma2=[0.70751226521,0,0,0,0; ...
-1.818714325256271,0.70751226521,0,0,0; ...
-0.4589460040608732,0.3613323897595465, ...
0.70751226521,0,0; ...
-3.424045164556574,1.553491448551290,, ...
1.249712740807497,0.70751226521,0; ...
-0.2261466054228607,-0.3882326103473952, ...
-0.3589041115714489,-0.01860845389367294, ...
0.70751226521];

% A continuacion se definen las variables globales
% del problema

R0=1000;

R1=9000;

R2=9000;

R3=9000;

R4=9000;

R5=9000;

C1=10~(-6);

C2=2%10~(-6) ;
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C3=3%x10~(-6);
Ub=6;

yO=[-(Ub*R1)/(R1+R2) (UbxR1)/(R1+R2) Ub 0];
z0=[0 Ub];

t0=0;

1=0.2;

N=1000;

[y,z] = Rosenbrock(y0,z0,N,t0,T,
@fgCircuito,@jacCircuito,alpha2,betta2,gamma2)

)

(:,1);
( ;1)—Y(5;1)}
(:,2);
: (:,2);
'15)22(:12)_Y(::3);
t=1linspace(t0,T,N);
% Generamos la figura que muestra Ue y U5

(:,1
(:,2
(:,3
( .
(

1
N < N N

)
)
)
4)

ccCcCccCccc

figure(1)
U(:,6):0.4*sin(200*pi*y(:,4));
plot(t,U(:,5), -b.",t,U(:,6), r-");

legend('U 5" U_e );
xlabel('Tiempo )
ylabel('Voltaje')
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