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Introduccion

En el mundo en que vivimos, repleto de imagenes y senales, es muy im-
portante tratar bien esa informacion para sacarle el maximo partido. Una
forma de hacerlo es a través del uso de las ondiculas (o wavelets en inglés),
introducidas en su version mas simple por Haar en el ano 1909. El hecho de
que las wavelets sean una herramienta 1til viene reafirmado por el hecho de
que, por ejemplo, en 1992 el FBI eligi6 un método de wavelets para com-
primir su enorme base de datos de 30 millones de huellas dactilares. Mas
adelante, en 1995, Pixar Studios presenta la pelicula Toy Story, la primera
pelicula de dibujos animados realizada completamente por computadora. En
la secuela Toy Story 2, algunas formas se realizan mediante superficies de sub-
division, una técnica relacionada matematicamente con las wavelets. Como
ejemplo mas destacable, en 1999, La Organizacién Internacional de Estdnda-
res (International Standards Organization) aprueba un nuevo estandar de
compresion de imagenes digital denominado JPEG-2000. El nuevo estandar
utiliza wavelets para comprimir archivos de imagenes en una proporcién de
1:200, sin pérdidas apreciables en la calidad de la imagen.

El objetivo de este trabajo es explicar cémo se puede eliminar ruido en
senales y comprimir imagenes utilizando wavelets. Para ello se han descri-
to los principales conceptos que permiten hacerlo describiendo los tipos de
wavelets mas sencillas.

El analisis wavelet es una extension del anélisis de Fourier y su objetivo
es convertir en nimeros, llamados coeficientes, la informacién contenida en
una senal de forma que se puedan manipular, analizar, almacenar, transmitir
o utilizar para reconstruir la senal original de manera eficiente. Dentro de las
ventajas del andlisis wavelet frente al anélisis de Fourier, se pueden mencio-
nar los siguientes: ofrece informacién en tiempo frecuencia instantanea para
cada punto de la senal, satisface condiciones de multiresolucion, es ajustable
y adaptable, entre otras.




Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En el primero de ellos des-
cribimos los principales teoremas y formulas que posteriormente utilizaremos
en el desarrollo de la teoria wavelet. A continuacion, se explica el andlisis
multiresolucién, que sienta las bases para la construccién de las funciones
de escala y wavelets. Posteriormente, se describe un algoritmo que calcula
los coeficientes wavelets ortogonales de una senal medida en una resolucion
finita. Por ultimo, se desarrollan dos ejemplos de aplicaciones, uno destinado
a quitar ruido de una senal eléctrica y otro destinado a la compresién de
imagenes utilizando el paquete de Wavelets de Matlab [6].

La principal fuente de informacién en la que se basa este trabajo es el
libro [5], que es uno de los libros de referencia para este campo de aplicacion,
junto con [7]. A lo largo de este trabajo hemos aplicado diferentes resulta-
dos presentes en algunas de las asignaturas que se imparten en el grado de
Matematicas, destacando: Analisis Numerico (donde se introdujo la Trans-
formada Disreta de Fourier [4]), Calculo Infinitesimal y Anélisis Matemadtico
(de donde se aplican algunos resultados recogidos en [1] y [2]), Ampliacién
de Ecuaciones Diferenciales (en la que se expone la Transformada de Fou-
rier [3, 8]) e Introduccion a los Espacios de Funciones (donde se explican los
espacios LP).
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Capitulo 1

Transformada de Fourier y
teoremas de muestreo

En este cépitulo definimos la transformada de Fourier sobre L*(R) y con-
sideramos algunas propiedades y teoremas de muestreo que nos seran de uti-
lidad a la hora de desarrollar la teoria wavelet y de dibujar numéricamente
ciertas wavelets y funciones de escala.

1.1. Delta de Dirac

La funcion delta de Dirac es util al hacer la transicion desde funciones de
una variable real a secuencias discretas. Los cédlculos simbdlicos con funciones
de Dirac simplifican las cuentas sin preocuparse excesivamente de temas de
convergencia. Esto esta justificado por la teoria de distribuciones.

Una funcién delta de Dirac tiene su soporte reducido a ¢ = 0 y asocia a
cualquier funciéon continua ¢ su valor en t = 0,

/_ " s)e(t)dt = 9(0).

[e.e]

1.1.1. Convergencia débil

Una funcién delta de Dirac puede obtenerse estrechando una funcién in-
tegrable g tal que [*° g(¢)dt = 1. Sea g,(t) = Lg(%). Entonces para toda
funcién continua ¢,




1.1. DELTA DE DIRAC

iy [ g 000 = 00) = [ oot (1.1)

s—0 oo 0

Una funcién delta de Dirac puede definirse formalmente como el limite
d = lim,_,0 gs, el cual debe ser entendido en el sentido de (1.1). Este limite
es denominado convergencia débil.

Una delta de Dirac no es una funcién en el sentido habitual ya que es
cero cuando t # 0 a pesar de que su integral es igual a 1, y por tanto hay
que tener en cuenta que, cada vez que se habla de la funcién delta de Dirac
hablamos de una funcién generalizada.

La notacién simbdlica de la ultima integral de (1.1) significa que una
delta de Dirac aplicada a una funcién continua ¢ asocia esta funcién con su
valor en ¢t = 0. A la funcién generalizada delta de Dirac se le suele llamar
distribucion delta. Una distribucién general se define sobre el espacio Ci° de
funciones test que son infinitamente continuamente derivables con soporte
compacto. Una distribucion d es una forma lineal que asocia a toda funcién
¢ € C§° un valor escrito como [~ d(t)¢(t)dt. Dos distribuciones d; y dp son
iguales si para toda ¢ € C§°,

| awotar= [~ axwoce

—00 —00

1.1.2. Calculos simbolicos

La integral simbdlica sobre la funcién delta de Dirac es una notacion util
ya que conserva las mismas propiedades que la integral usual, incluyendo
cambios de variables e integracién por partes.

Veamos algunas propiedades de esta integral simbdlica:

1. Unadelta de Dirac trasladada ¢, () = 6(t—7) tiene la masa concentrada
en Ty

/_ " o()6(t — u)dt — /_ (00w — 1)t = b(u).

Esto significa que (¢ % §)(u) = ¢(u) y de la misma forma se tiene que

(¢ 07)(u) = p(u — 7).




2. Multiplicando una delta de Dirac por una funcién continua y teniendo
en cuenta que 6(t — 7) = 0 si t # 7 obtenemos que

P(t)o(t —7) = ¢(1)o(t — 7).

3. La derivada de la funcién delta de Dirac se define con una integracién
por partes,

/ o)t — )t = / g0t = —#(0),

siempre que ¢ sea una funcion derivable.

4. La derivada k-ésima de esta funcién se define de forma similar inte-
grando por partes k veces, siempre que ¢ sea una funcién de clase C¥,

/_ () — u)dt = (—1)¢M(0).

5. La transformada de Fourier de § asocia a cada funcién de la forma e~%*

su valor en t = 0,

§w) = / S(t)e=tdt = 1,

—iwT

y su traslacién cumple 6, (w) = e

La transformada de Fourier de el peine de Dirac ¢(t) = > 6(t —nT)

n=—oo

es, por tanto,

¢(w) = Z e~ it (1.2)

1.2. Transformada de Fourier y propiedades

Para evitar problemas de convergencia, definimos en primer lugar la inte-
gral de Fourier sobre el espacio L' (R) de funciones integrables. Esta definicién
se extendera posteriormente al espacio L*(R).
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1.2. TRANSFORMADA DE FOURIER Y PROPIEDADES

1.2.1. Transformada de Fourier en L!'(R)

La integral de Fourier

_ /_ ety (1.3)

mide cudntas oscilaciones a frecuencia w hay en f. Si f € L'(R) esta integral
converge y

) < / " 1F(0)de < o (1.4)

[e.9]

Si f también es integrable, el siguiente teorema proporciona la transfor-
mada inversa de Fourier.

Teorema 1.1. (Transformada de Fourier Inversa) Si f € L*R) y f €
L'(R), entonces

= % /Z flw)e™ dw. (1.5)

Demostracion. Si sustituimos la expresion de f en la segunda parte de la
igualdad anterior se tiene que

iﬂ/::f( “"tdw—— / f(w)e™ = du)dw

A esta funcién no podemos aplicarle directamente el Teorema de Fubini [2]

pues f(u)e™ % no es una funcién integrable en R? por lo que, para evitar
2 2

esto, multiplicamos por e~ %~ que converge a 1 cuando € tiende hacia 0.
Definimos por tanto,

= [ o

Aplicando el Teorema de Fubini [2] integrando respecto de u, y utilizando

(1.3) se obtiene que
zwt
I( d
T or / f -

10

et dyy ) oy, (1.6)




Ya que

~

|f(w)e™

2ot iot—u)| < | f
e < f(w)]

y ya que f es integrable, podemos aplicar el teorema de convergencia domi-
nada [2], lo que implica que

, _ 1 i iwt
llirélg(t) = %/OO fw)e™ dw. (1.7)

Ahora, aplicando de nuevo el teorema de Fubini [2], calculamos la integral
(1.6) integrando primero respecto de w:

1.(t) = / " gelt — ) f(w)d, (1.8)

oo

con

1 > : €2W2
ge(x) / e 4 dw.

:% N

-1

Haciendo el cambio de variable w’ = ew demostramos que g.(x) = € gy (e 'z).

. . .y _42 .
Ahora, veamos que si definimos la funcién f(¢) = e se tiene que

flw) = ﬁe’%dw. (1.9)

En primer lugar, aplicando (1.3) e integrando por partes se tiene que

f(w) :/ e Fem L.

o _u2? o o
La solucién de esta ecuacién es f(w) = Ke~ "% y como f(0) = [ e~"dt =

\/7, se obtiene (1.9).

11



1.2. TRANSFORMADA DE FOURIER Y PROPIEDADES

Aplicando (1.9) a g; se obtiene que gy (z) = \/%76_272. La integral de g; es

igual a 1. La integral de las funciones g. son iguales a 1 y ésta converge a la
delta de Dirac § cuando ¢ tiende a 0. Teniendo en cuenta también (1.8), se
tiene que

lin1.(0) ~ £(0) =l [ gt —w){f(0) — SO)dudt =0, (110
Insertando esto en (1.7) se obtiene (1.5). O

La propiedad més importante de la transformada de Fourier para aplica-
ciones de procesamiento de senales es el teorema de la convolucion:

Teorema 1.2. (Convolucién) Dado f € L'(R) y h € L'(R). La funcidn
g= f*h estd en L*(R) y

§(w) = h(w) f(). (L.11)

Demostracion.
g(w) = /_ e "( /_ f(t — u)h(u)du)dt.

Puesto que |f(t — u)||h(u)| es integrable en R? podemos aplicar el Teo-
rema de Fubini y haciendo el cambio de variable v =t — u se tiene que

o) = [ [ e pontdudo = ([~ e oo [ e ehtuan

por lo que se verifica (1.11).

]

La siguiente tabla resume las propiedades importantes de la transformada
de Fourier, que utilizaremos a menudo a lo largo del trabajo:

12



Propiedad \ Funcién \ Transformada de Fourier

=

f(t) f(w)
Inversa f(t) 2r f(~w)
Convolucién f1x fa(t) i (w)fz(w)
Multiplicacion f1(t) f2(t) = f1% fo(w)
Traslacién ft—u) e~ f(w)
Modulacién et f(t) flw—¢
Escalado () |s|f (sw)
Derivada tiempo f@(t) (iw)? f(w)
Derivada Frecuencia | (—it)? f(¢) fP(w)
Complejo conjugado 1) fr(—w)
Simetria f(t)eR f(-w) = f*(w)

Tabla 1.1: Propiedades de la transformada de Fourier.

1.2.2. Transformada de Fourier en L?*(R)

La transformada de Fourier de la funcién f = 1j_;j es

flw) = /1 it gy 2sin(w).

1 w

La funcién anterior no es integrable, pero su cuadrado si lo es. La trans-
formada de Fourier inversa (1.1) no puede aplicarse en este caso. Esto motiva
la extensién de la transformada de Fourier al espacio de funciones L*(R). Al
trabajar en el espacio de Hilbert L?*(R) podemos aplicar propiedades que
vienen de un producto interno:

<fg>:/ff@fww

donde * denota el complejo conjugado. De esta manera, la norma en L*(R)
es:

o0

wwz<ﬁf>:/ F(0)[d.

—0o0

13



1.2. TRANSFORMADA DE FOURIER Y PROPIEDADES

El siguiente teorema demuestra que los productos internos y las normas en
L*(R) se conservan mediante la transformacién de Fourier. Las ecuaciones
(1.12) y (1.13) se denominan respectivamente las férmulas de Parseval y
Plancherel.

Teorema 1.3. Si f y h € L'(R) N entonces

(R),
/ FYh*(t ZQL/ h : (1.12)

Para h = f se tiene que

/\ t)[*dt = —/ w)[*dw. (1.13)

Demostracion. Sea g = f*h con h(t) = h*(—t). El teorema de la convolucién
1.2 y la propiedad del complejo conjugado demuestran que §(w) = fw)h*(w).
Aplicando la férmula (1.5) a ¢g(0) se tiene que

| o= g0 =5 [ gto= o [ i@

Densidad en L?(R).

Si f € L*R) pero f ¢ L'(R), su transformada de Fourier no puede ser
calculada con la integral de Fourier (1.13) pues f(t)e™? no es integrable. Esto
es definido como un limite usando la transformada de Fourier de funciones
en h € L'(R)NL*(R). Como h € L'(R)N L*(R) es denso en L?(R), podemos
encontrar una familia de funciones {f, }nez en L'(R) N L?*(R) que convergen
hacia f:

T |~ ful] = 0.

Como { f, }nez converge, es una sucesion de Cauchy, lo cual significa que
|| fn. — fp|| es arbitrariamente pequena si n y p se hacen grandes. Sin embargo,
fn € LY(R) y su transformada de Fourier . estd bien definida. Aplicando la
férmula de Plancherel (1.13) se tiene que {f, }nez s también una sucesién
de Cauchy pues

14



||fn - fp” = \/%an - fp”

es arbitrariamente pequeno para n y p se hacen grandes. Un espacio de
Hilbert es completo cuando todaa sucesion de Cauchy del espacio converge
hacia una sucesién del espacio. Como L?*(R) es completo, existe f € L*(R)
tal que

n—oo

Por definicién, f es la transformada de Fourier de f. Esta extensién de
la transformada de Fourier a L?*(R) satisface, por densidad, el teorema de
convolucién 1.2, las fomulas de Parseval (1.12) y Pancherel(1.13) y todas las
propiedades de la tabla 1.1.

1.3. Formula de Poisson

Teorema 1.4. (Férmula de Poisson) En el sentido de las distribuciones se
tiene que

o0

CinTw 2T - 2mk

k=—o00 n=-—00

Demostracion. Como ambas funciones son periédicas de periodo 2?“, basta
probar la identidad en el intervalo [—m /T, 7 /T). La segunda funcién en (1.14)
en dicho intervalo vale 276(0)/T. Por lo tanto, para que la igualdad sea cierta
en el sentido de las distribuciones debe ocurrir por (1.2), que se cumpla que
para toda funcién ¢ € C°([—x/T,7/T)),

15



1.3. FORMULA DE POISSON

Veamos esto. Para ello notemos que

N
<é,¢>= lim < e v 4>
N—o00
n=—N
s N
. —inTw\ 7
= aim [T e
T n=—N
) T eiNTw _ o—iNTw,—iTw _
a ]\}l—r>noo -z 1 — e Tw ¢(W)dw
7 sin((N + HwT) -
= lim (( TQ) >gz5(w)dw
N—oo | = sin(5%)
T
o (7 sin((N +1HwT) L& |
— 1fm 2 duw.
Nl—r>noo T /;77 Tw S]n(%)qs(w) w
T
~ % . <
. Ww)—2— ¢l |lw| < Z
Se considera ahora la funcién ¢ (w) = o )SIH(TT) wis 7
0 si |w| > 7
y ¥(t) la transformada de Fourier inversa de ¢)(w). Puesto que ]Al[_a,a] (t) =

2sin(aw) Sirzu(“‘”), la férmula de Parseval (1.12) implica que

)  sin((N + D)
<eé>=tin T [ BT o
= 2% /_: %ﬂ[—(N%)TAN%)T] (@) 9)d
SV b(t)dt
T N—oo —(N+3)T
_ 2% /_ Z o(t)dt

27 - 27 -
= Z50(0) = 60)

16



1.4. Teorema de muestreo de Whittaker

Una senal discreta puede ser representada como una combinacion lineal
de funciones de Dirac. Asociamos a cualquier muestra f(n1') una Dirac
f(nT)o(t —nT) situada en t = nT.

Un muestreo uniforme de f corresponde a la suma de Dirac ponderada,

fat)y="Y_ f(nT)s(t — nT). (1.15)

n=—oo

inTw

La transformada de Fourier de §(t — nT') es e”"*. Asi la transformada de

Fourier de f; es la serie de Fourier
falw)= > f(nT)e="". (1.16)

Para comprender cémo calcular f(t) a partir de los valores de la muestra
f(nT), y por lo tanto, a partir de fq relacionemos las transformadas de
Fourier f vy f4.

Proposicién 1.5. La transformada de Fourier de la senal discreta obtenida
muestreando f en intervalos de tamano T es

fulw) = 3 flw =20, (117)

Demostracion. Como §(t —nT') es cero fuera de t = nT, f(nT)o(t —nT) =
f(t)o(t —nT') y podemos reescribir (1.15) como

fa(t) = f(£) Y 8(t =nT) = f(t)e(t), (1.18)

siendo ¢(t) = > d(t—nT). Calculando la transformada de Fourier, tenemos
que T
R 1 .
fulw) = 5-(F #2)
con
= : 2 2km
A _ —inTw __
¢(w) —n;we = ?n;mé(w—T)

17



1.4. TEOREMA DE MUESTREO DE WHITTAKER

donde las ultimas igualdades se han obtenido aplicando la propiedad 5 de la
seccién 1.1.2 y la féormula de Poisson. Por la propiedad 1 de la seccién 1.1.2,
concluimos que

como queriamos demostrar.

]

Veamos ahora cémo reconstruir la funcién f a partir de sus muestras
f(nT) bajo ciertas condiciones sobre el soporte de f.

Teorema 1.6. (Shannon, Whittaker) Si el soporte de f estd incluido en
[_—” ”} , entonces

T T
= > f(nT)hy(t — nT), (1.19)
. sin(’%)
con hp(t) = —=&.
T
Demostracion. Sin # 0, el soporte de f(w — Z%) no interseca con el soporte

de f(w) ya que f(w) = 0 para |w| > 7. Por (1.17) tenemos que

fulw) = 7 fw) s o] < (1.20)

el

Veamos que ﬁT(w) =T ]1[_

z 2] Para ello, si tomamos la antitransformada
de T - ]l[f£ x obtenemos
T°T
1 > iwt o T % iwt . T 1 itT —it T
g/_ooT]l[_;’;]e dw = 7 _%e dw = o7 [e T —e T]
T mt
= — —) = hp(t
—sin(7) = ha(t)

Por tanto, de (1. 20) utilizando de nuevo que el soporte de f esta conte-

nido en el intervalo [ z :T] tenemos que f (w) = fLT(w) fd(w). Haciendo la

18



transformada de Fourier inversa de esta igualdad, nos queda

F(&) = hp(t) % fa(t) = he(t) = Y f(nT)s(t — nT)

n=—oo

= > f(nT)hy(t —nT).

n=—oo

]
Corolario 1.7. Si sop(f) € [=L,L] con f y f € L'(R), entonces
B = " sin(wL — mm)
Y
L. Lo . sin(wL + mm)
flo) =2 30 0T
donde los a,,(f) son los coeficientes de Fourier de f, definidos por
I m
am(f) = ﬁ/ f(t)e e+l gy, (1.21)
L

Demostracidén. Si en el teorema anterior, f es f y & = L tenemos que, para
la antitransformada

f) =5 [ e

floy= 3 fimIEe =)

n=—oo

19



1.4. TEOREMA DE MUESTREO DE WHITTAKER

Ahora, como f(w) = 2rf(—w) y sin(—z) = — sin(z), entonces

B io: f(_n_w)sin(Lw+n7r)
B Rt L Lw +nm

= ;mm sin(Lw — mm)
B Z f(T) Lw—mm

haciendo en la iltima igualdad el cambio de variable m = —n.
Por ultimo, como

A T m

F) = (=1)"an(f)2L,

con los coeficientes a,,(f) definidos en (1.21), entonces

oo

J@)=2L 3 (~1)"an(f)

sin(wL — mm)

wL —mm

]

Utilizaremos estas formulas para aproximar numéricamente la transfor-
mada y antitransformada, queddndonos con un nimero finito de términos en
la serie y aproximando a,,(f) mediante la transformada discreta de Fourier.
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Capitulo 2

Aproximaciones
multiresolucién y filtros

En este cap itulo presentaremos un método de construccién de wavelets
ortonormales basado en la existencia de una familia de subespacios de L*(R))
que satisfacén ciertas propiedades.

2.1. Aproximaciones multiresolucion.

Esta seccién formaliza las aproximaciones multiresolucién, que sientan las
bases para la construccion de wavelets ortogonales. La aproximacién de una
funcién f a una resolucién 277 se define como una proyeccién ortogonal a un
espacio V; € L*(R). El espacio V; agrupa todas las posibles aproximaciones
a la resolucién 277. La proyeccién ortogonal de f es la funcién f; € V;
que minimiza ||f — f;||. La siguiente definicién especifica las propiedades
matematicas de los espacios multiresolucién.

Definicién 2.1. Una secuencia {V;}jez de subespacios cerrados de L*(R)
es una aproxrimacion multiresolucion si se satisfacen las seis propiedades si-
guientes:

1.V, k) eZ?, f(t) eV, < f(t —2k) € V.
2.Yj €L, Vigr C V.

3. Vj €L, f(t) € V; & f(L) € V.
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2.1. APROXIMACIONES MULTIRESOLUCION.

4ol V= 0V = {0}

j=—00

5 Mmoo Vi= U V;=L4R).

j=—o00

6. Existe 6 tal que {0(t —n)}nez es una base de Riesz de Vj, es decir,
existen constantes A > 0, B > 0 tales que toda f € Vi se puede
descomponer de forma unica como

F) =3 anlow—n) (2.1
AfIP < ) laln]® < BIfI? (2.2)
k=—00

Daremos una explicacién intuitiva de estas propiedades matematicas. La
propiedad 1 significa que V; es invariante por cualquier traslacién proporcio-
nal a la escala 27. La inclusién de la propiedad 2 es consecuencia del hecho
de que una aproximacién a resolucién 277 contiene toda la informacién ne-
cesaria para calcular una aproximacién a resolucién menor 277~1. Dilatando
funciones de V; el en el eje de abcisas por 2 aumentamos los detalles por 2
y la propiedad 3 garantiza que esto define una aproximaciéon con resolucion
menor 27771, Cuando la resolucién 277 tiende a 0, la propiedad 4 implica que
se pierden detalles de f y

i 1Py, ] = 0.

Por otra parte, cuando la resolucién 277 tiende a +oo la propiedad 5 impone
que la senal aproximada converge a la senal original y

Tim || — Py, ]| = 0.
J——00

Antes de ver algunos ejemplos, veamos la siguiente proposicién que pro-
porciona una condicién necesaria y suficiente para que {6(t — n)},ez sea una
base de Riesz.
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Proposicién 2.2. Una familia {0(t — n) }nez es una base de Riesz del espacio
Vo que genera si y solo si existen constantes A >0 y B > 0 tales que

o0

1
Vw e [-m, 7 Z (w — 2km)? Z (2.3)

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que se cumple (2.3). Entonces,
como f € V se puede escribir como

o0

F)= ) aln]ot—n)=(ax6)1),

k=—00

la transformada de Fourier de esta sucesién es

fw) ft)e " dt

I
—
g 8

I
|\
g
[
2
=
=
|
=
|
£
QU
~

= nioo aln] /_ Z O(t —n)e ™“dt

= i a[n)e~m /_ Z O(t —n)e =gt
- 5 e [ e

= i a[nle” " "9(w) = a(w)f(w)

donde en el penultimo paso hemos aplicado el cambio de variable u =t —n.
Por lo tanto, f(w) = a(w)f(w) donde a(w) es la serie de Fourier

k=—o00

La norma de f, utilizando la férmula de Parseval (1.12), puede escribirse
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2.1. APROXIMACIONES MULTIRESOLUCION.

cOomo

~ (k+1)m
1 = 5o = o [ 1P = 5 Z/ )6

k.f

1 oo 21 .
> / la(u + 2km) 2|0 (u + 2k7) [2du,
T 0
k=—o00

donde la ultima igualdad es consecuencia de un cambio de variable, y por ser
a 2m-periddica, se tiene que

1
117 = 55 [ a0 S 0 2k (2.4

k=—o00
Aplicando (2.3) se deduce que A|/f||* < f u]|*du < B||f||* y como
27 e
[l =2x 3 jatmP, (25)
0 n—=——oo

se tiene inmediatamente (2.2), con lo que {#(t — n) },ez es una base de Riesz.
Reciprocamente, si {6(t —n)},ez es una base de Riesz, veamos que se

cumple (2.3). Razonando por reduccién al absurdo, tenemos que o bien para

todo € > 0 suficientemente pequeno existe un intervalo I, C [—m, 7| donde

o bien para todo M > 0 suficientemente grande existe un intervalo I, C
[—7, 7] donde

Z 10(u + 2km)[> > M.
k=—o0
Supongamos que lo que ocurre es lo primero (la demostracién es analoga
en el segundo caso). Para cada € > 0 se puede construir una funcién a.(w)
2m-periddica tal que su soporte esta contenido en I.. Sea I, el intervalo resul-
tante de trasladar el intervalo I, a [0, 27| sumando 27 donde sea necesario.
oo
Sea f.(t) = > ac[n]é(t —n) donde a. [n] son los coeficientes de a.(w) en

k=—o00
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la base e, Entonces, aplicando (2.4) y (2.5), tenemos que

1 A oo . oo
507 = 57 [ 1@ 3 e+ 2bm)Pdo < € 3 fac

k=—o00 n=-—00
o lo que es lo mismo

S lac o))

n=—oo

1fell?

Como esto lo podemos hacer para € tan pequeno como queramos, se
entra en contradiccién con la segunda desigualdad de (2.2) y, por tanto,
{0(t — n) }nez no serfa una base de Riesz.

>

a |

]

2.1.1. Ejemplos.
Aproximaciones constantes a trozos.

Una aproximacién multiresolucién sencilla puede formarse con funciones
constantes a trozos. Se define el espacio V; como el conjunto de todas las
funciones g € L*(R) tales que g(t) es constante para t € [n27, (n + 1)27) con
n € Z. La aproximacién a una resolucién 277 de f es la funcién constante a
trozos en dichos subintervalos de tamafio 2 més cercana en la norma L2

Veamos que este conjunto cumple las propiedades de la definicién 2.1 de
aproximacién multiresolucién:

1. Para ver la primera propiedad, notemos que f € V; si y solo si f() es
constante para todo t € [n2’, (n + 1)27) sea quien sea n € Z vy, como
cuando t estd en dicho intervalo t — 27k € [(n — k)27, (n — k + 1)279),
f(t — 27k) es constante en los mismos subintervalos y por lo tanto
F(t —27k) € V.

2. Claramente V;;; C V; ya que las funciones constantes en intervalos de
tamano 271! son también constantes en intervalos de tamafo 27.

3. f(§) € Vjj1 si y solo si f(£) es constante en intervalos [n2/*!, (n +
1)27+1) y como

) ) t , ,
t € m2t (n+1)2") < 5 € [n27, (n+1)27),
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2.1. APROXIMACIONES MULTIRESOLUCION.

esto ocurre si y solo si f(t) € Vj.

. Es claro que se cumple la propiedad 4 pues cualquier funcién en dicha
interseccidn tiene que ser constante en intervalos infinitamente grandes
luego ha de ser constante en R. Como dicha funciéon también debe
pertenecer a L? dicha funcién debe ser idénticamente nula.

. De la misma forma podemos ver que se cumple la propiedad 5 pues
toda funcién g € L*(R) se puede aproximar tanto como se quiera por
funciones constantes a trozos.

. Para ver que existe 6 tal que {6(t —n)},cz es una base de Riesz de
Vb, consideremos 0(t) = Ljo1). Entonces 0(t — n) = L, ,11) v tenemos
que {0(t — n)},ez es una base pues los elementos de {6(t — n) },ez son,
claramente, linealmente independientes y es un sistema generador de
Vb, pues todo elemento de Vj se puede escribir como una combinacion
lineal de los elementos de {#(t — n)},cz. Nos queda ver que se cumple
(2.2) para toda funcién de la forma (2.1), lo que es claro porque la
interseccién del soporte de 6(t — n) y 0(t — m) es vacia si n # m y por
tanto,

£ @0 = [ atwote =y

— Z /" a(n)29(t - n)2dt = Z a(n>27

luego la condicién (2.2) se cumple para A = B = 1.

Splines de grado 1.

Siguiendo el camino marcado en el ejemplo anterior, se puede dar una

nueva aproximacién multiresoluciéon definiendo V; como el conjunto de fun-
ciones f € L?(R) tales que f es lineal a trozos y continua en los intervalos
de la forma [m27, (m + 1)27) para todo m € Z. Del mismo modo que en el
ejemplo anterior se puede ver facilmente que V; cumple las propiedades 1 —5
de la definiciéon de aproximacion multiresolucion.
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La base de Riesz de 1} en este caso viene dada por 6(t — n) donde

t+1 si —1<t<0
o) ={1-t sio<t<1l . (2.6)

0 en el resto

Mediante la regla de Simpson se comprueba facilmente que la familia
{6(t — n)}nez 10 es una base ortonormal,

< 0(1),0(t — 1) /e Ot — 1)dt — /(1—t)tdt:é7£0.

Para ver que es una base de Riesz tenemos que comprobar (2.2) para f de
la forma (2.1). Para ello, puesto que, por la definicién de 6(t — n), a[n] son

los valores de f en n, podemos escribir f(t) como f(t) = Y. f[n]0(t—n)y

por tanto T
1917 = [~ (3 slulote =)
0o "~ ;j_ol oo

-5 [ sty
k—oooo . n=-—o0o

-y / (F(R)O(t — k) + f(k+ 1)t — k — 1))2dt
k=—o00 k

_ Z /0 )+ flk+ 1)0(u — 1))2du

—Z/ R = u)+ f(k + 1)u)’du

- Z Lof (k) + 27 (k12 £ 20 (R) f(k + 1))

k::—oo

=y §[f(k;)Q + f(k+ 1)+ f(k) f(k+1)],

k=—o00
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2.2. FUNCIONES DE ESCALA.

donde en la cuarta igualdad hemos aplicado el cambio de variable u =t — k
y en la sexta la regla de Simpson.
Aplicando la desigualdad a - b < “Z—J;’Q ,

o0

S = 3 L0 405 1)+ S0 )
< 3 kP (k1 LS EE DT
= 3 St S 1)
Aplicando, ahora, la desigualdad a - b > —2£%,
S = 3 65+ 64177+ 100+ 1)
> 30 10 + 17 - LT
2.

IR S FICED (E3V3

Luego se tiene que

e < 30 PEEHSER DT S™ pay <,

k=—o00 k=—o00

y queda probado (2.2) con A=1y B = 3.

2.2. Funciones de escala.

La aproximacién de f a la resolucién 277 se define como la proyeccién
ortogonal Py, f en V;. Para calcular esta proyeccion, debemos encontrar una
base ortonormal de V.

El siguiente teorema ortogonaliza las bases de Riesz {6(t — n) }nez v cons-
truye una base ortogonal para cada espacio V; dilatando y trasladando una
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funcién llamada funcién de escala. Para que no haya confusién entre la reso-
lucién 277 y la escala 27, en el resto del capitulo denotaremos por Py, f a la
aproximacion a escala 27.

Teorema 2.3. Sea {V;},cz una aprozimacion multiresolucion y ¢ una fun-
cion, que llamaremos funcion de escala, cuya transformada de Fourier viene
dada por

) o () |
) ( > \é(w+2/m)|2)1/2

k=—o00

(2.7)

Consideremos la notacion ¢;,(t) = \ﬁqb<t n2! ) Entonces la familia {¢; n }nez
es una base ortonormal de V; para todo j € Z.

Antes de la demostracién de este teorema veamos las siguientes proposi-
ciones:

Proposicién 2.4. Una base {0(t — n)}nez es ortonormal si y solo si cuando

Ft)="3" a6t —n) (2.8)
se tiene que
IFI1P =D [aln)*. (2.9)

Demostracion. Supongamos que la base es ortonormal. Entonces,

LA =< £(0), f(t) >=< Z 0t —n). Y a[m]6(t —m)>

n=—oo m=—0Q

= Z Z al ]-<0(t—n),0(t—m)>
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2.2. FUNCIONES DE ESCALA.

Reciprocamente, si para toda f de la forma (2.8), se tiene (2.9), en par-
ticular para f(t) = 0(t —n), ||f||* = [|0(- — n)||* = 1. Por otro lado, para
f(t) = 0(t —n) + 0(t — m) con m # n se tiene que || f||* = 2. Pero por
definicién de norma en L?,

[fIIP =< 6(t —n)+0(t —m),0(t —n) +6(t —m) >
=<0(t—n),0(t—n)>+<0(t—n),0(t—m)>
+<0(t—m),0(t—n) >+ <0t —m),0(t—m)>
=1+142<6(t—n),0(t—m) >,

y concluimos que < #(t—n),0(t—m) >= 0, y por tanto la base {0(t — 1)} ez
es ortonormal.

]

Proposicién 2.5. Una base de Riesz {0(t —n)}nez es ortonormal si y solo
S0

> 0 (w+2km)P = 1. (2.10)
k=—00

Demostracion. Por la proposicién anterior y por (2.4), la base de Riesz es
ortonormal si y solo si

> la])® = %/O w)? Z 10 (w + 2km)*dw, (2.11)

n=—00 k=—o00

para toda sucesién a[n] de L2 Y aplicando (2.5), esto equivale a demostrar

que
/ 12{1—Z| w+2k:7r|2]dw_o

k=—00

para toda funcién a (w) de L? [0, 27]. Por tanto, el corchete debe anularse, de
donde se extrae el resultado.
[

Veamos ahora la demostracion del teorema 2.3.
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Demostracion. Buscamos una base ortonormal para V4. Sabemos que V| tiene
una base de Riesz
{0(t = n)}tnez,
oo

luego si ¢ € Vp, ¢(t) = > a[n]O(t —n) y su transformada de Fourier es

n=—oo

d(w) = a(w)f(w) con

n=—0oo

Por la proposicién anterior, para que {p(t — n)}nez sea una base ortonormal,

es necesario y suficiente que Z |d(w + 2k7)|2 = 1. Veamos cémo hay que

elegir a(w) para que esto se cumpla. Como, por la periocidad de a(w),

Z |p(w + 2k)|? Z |a(w 4 2km)|?|0(w + 2k)|?

k=—0o0 k=—oc0

a(w)|* > [0(w + 2k

k=—o0

sl tomamos

i(w) = ! ,

S 1w + 2k7)|?

k=—00

tenemos que {¢(t — n)},ez es una base ortonormal. Lo tinico que tenemos
que comprobar es que a(w) € L*([—m, 7). Pero la proposicién 2.2 nos dice
que

o0

Z (w + 2km)[?

:mlH

luego |a(w)|* < By [7 Ja(w)]* < 2rB < oo con lo que se obtiene el resultado.
Una vez demostrado el teorema para V|, tenemos que verlo para Vj, es
decir, veamos que ¢, ,(t) = @gb(t ”W) es una base ortonormal de V; para

todo j € Z. Sea f(t) € V; sabemos que f(t) € V; si y solo si f(27t) € Vv,
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2.2. FUNCIONES DE ESCALA.

por lo tanto, f(27t) = . a(n)é(t —n). Si hacemos el cambio de variable
u = 27t nos queda que B
O - e u—n2
fu) = Z a(n)p(u2™’ —n) = Z a(n)¢(—5—),

y tenemos que ¢;,, es un sistema generador. Por otra parte, para ver que los
®jn son linealmente independientes, suponiendo que

Z a(n)i¢(t _2?2j) =0,

y haciendo el cambio de variable u = 277¢,

Z a(n)%qﬁ(u —n) =0.

n=—oo

Por ser ¢(u — n) linealmente independientes, se tiene que a(n) = 0 y por
tanto, también lo son los ¢;,,.

Por ultimo, veamos que ¢, ,, es ortonormal,

t —m2l

1 [~ t—n2
< Gimin > =5 | oGt

1 sin=m

—/_Oo¢(u—n)¢(u—m)du— {0 Snm

2.2.1. Aproximacion.
La proyeccién ortogonal de f sobre V; se obtiene con una expansion en
la base ortonormal de funciones de escala de esta manera:

o

Pyf= Y <[ ¢in>bjn (2.12)

n=—0oo
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El producto intgrno a;j[n] =< f, ¢, > proporciona una aproximacién dis-
creta a escala 27. Podemos reescribir esto como un producto de convolucién:

t—2n

9] 1 B ;
a;ln] = / SO0 = (), (2.13)
con ¢;(t) = V2-ip(277t).

2.2.2. Ejemplos.

Siguiendo con los mismos ejemplos que en la seccién anterior veamos las
funciones de escala para cada uno de ellos:

Aproximaciones constantes a trozos.

Para este caso consideramos 0(t—n) = 1 (nnt1) que es una base ortonomal
por lo que

[e’) 1
d(w) = blw) = / O(t)e"dt — / ot g

(2.14)

1 , 1 —e™
= —— W ]_ = ——:
w (6 ) W

Por el teorema de ortonormalidad 2.3 esta base debe cumplir la condicién

> 10w + 2km)* = 1.

k=—o00
Operando
= A = (2 —2cos(w))
0 2km)|? = (—
k:zjoj (w+ 2km)| k:zzoo |w + 2k|?

w
— 4sin?(— -
Sm(z)k_z w + 2k

por lo que obtenemos que

- 1 1
kz_:oo w—2kx|>  4sin®(2) (2.15)

siempre que w # 2kw. Dicha suma nos sera util a la hora de calcular una
base ortonormal en el espacio multiresolucién de splines de grado 1.
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2.2. FUNCIONES DE ESCALA.

Splines de grado 1.

En este caso tenemos la base de Riesz {6(t —n)} con 0(t) en (2.6), cuyo
dibujo se muestra en la figura 2.1

0ot
o8t
07t
06f

b ||
05 |
04l
0af
02f

0.1r

Figura 2.1: ¢.

Si hacemos su transformada obtenemos
i) = / O(t)e="dt
ST
= > / O(t)e "™ dt
2

k=—00

0 1
:/ (t + 1)e_itwdt—|—/ (1 —t)e "™dt
0

-1

1 0 —itw 1 1 —itw
= — = / ‘ —dt + — + / ‘ —dt
—ww 1 —WWw w 0 W

1 Lo e 1 e
 —w —w?  w? w —w? w2

2 eY4+e™ 2 2cos(w)

w? w? w? w?
2 4 sin% (&

= —QSIDZ(g) = )
w? 2 w?




Por tanto,

Z 10(w — 2km)|?

k=—o00

Calculemos ahora el valor de

Z_ w+2k:7r

Para ello aplicaremos el siguiente teorema contenido en [1] que justificard los
calculos:

Teorema 2.6. (Derivabilidad del limite puntual). Sean I un intervalo abierto
de R y { fxtren una sucesion de funciones derivables en I. Se supone que

1. La sucesién de derivadas { fi' }ren converge uniformemente en los subin-
tervalos compactos de I hacia una funcion g.

2. Eziste xy € I tal que la sucesion numérica { fr(xo)}ren €s convergente

Entonces la sucesion { fi }ren converge uniformemente en los compactos de I
hacia una funcion f que es derivable en I. Ademds,

f'(x) = g(x)

para cada x € 1.

Si en el teorema, consideramos I = (0,27) y fi las sumas parciales

k

Z w+2l7r

:716
con

k

, 1
firlw) = =2 Z{m,

35



2.2. FUNCIONES DE ESCALA.

que converge uniformemente en los compactos de (0, 27) pues, para cualquie-
ra de estos compactos, existe una constante C' tal que

o0

1 1
! <2|—
[fel@)l =2 |— o=t Z z+ (EE ; (21m)3

Ademas, es claro que

k

1 1
fk(ﬂ):pZm

I=—k

es convergente.
Por tanto, aplicando el teorema y teniendo en cuenta el segundo miembro
de (2.15) se obtiene

cos( —
 4sin®(2) % :z: (w+ 2k7r

para cada w € (0, 27). Por periocidad, el resultado también es cierto siempre
que w # 2lw, | € Z. Aplicando un razonamiento analogo

[e.o]

1+2cos’(§) Z 6
(

8sin'(¥) — w + 2km)*’

para w # 2w, | € Z. Por tanto,

y tenemos que
- 1
> 10w = 2km)P? = S(1+ 20052(3)).

donde queda resuelta la indeterminacién para w = 2w, [ € Z. De aqui,
aplicando el teorema 2.3,

. V3 - 4sin®(%)

o) = w?y/1+2cos?(%)

(2.16)
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define una base ortonormal {f(t —n)} del espacio Vi de splines de grado
1. Aplicando la antitransformada de (2.16) numéricamente tal y como se
describi6 en el corolario 1.7, la funcién ¢ resultante se muestra en la figura

2.2

14

12t i

0.8
0.6
0.4r |

0.2r |

-0.2
-8

Figura 2.2: ¢.

2.3. Filtros espejo-conjugados.

Una aproximacion multiresolucion esté totalmente caracterizada por la
funcién de escala ¢ que genera una base ortonormal de cada espacio V.

Veamos las propiedades de ¢ que garantizan que los espacios V; cumplan
todas las condiciones de una aproximaciéon multiresolucién. Cualquier fun-
cion de escala se determina mediante un filtro discreto llamado filtro espejo

conjugado.

2.3.1. Ecuacion de escalado.

La propiedad 2 de la definicién de aproximacién multiresoluciéon impone
que V; C V;_;. En particular, %gzﬁ(%) € V1 C V. Como {¢(t —n)}nez es una
base ortonormal de V;, podemos descomponer

%gb(%): S hlnlo(t —n) (2.17)

k=—o00

con
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2.3. FILTROS ESPEJO-CONJUGADOS.

1 t
< Z50l5) ot =) > (2.18)

La ecuacién de escalado (2.17) relaciona una dilatacién de ¢ por 2 con
sus traslaciones enteras. La secuencia h[n] puede ser interpretada como un
filtro discreto.

La transformada de Fourier en ambos lados de (2.17) nos proporciona la
siguiente igualdad

hin] =

6(2) = <=h(w)3e) (2.19)
h(w)= > hlnje™™. (2.20)
k=—o00

De esta manera veamos que podemos expresar ¢(w) directamente como
un producto de dilataciones de h(w). Para todo p > 0, la ecuacién (2.19)
implica que

(2P w) = % (27Pw)H(27Pw). (2.21)

Aplicandolo sucesivamente desde p = 1,2, ..., P — 1, obtenemos

P ~
N h(27Pw), ~, _
b) = (22 9-70) 2:2)
Veamos ahora que si ¢ es integrable se tiene que gg es continua en (. Para

ello notemos que
/ d) —ztw . ) t,

%\)




y por tanto,

13(w) — $(0)] < / () [ — 1)]dt.

—00
Como para todo € suficientemente pequeno, existe 6. > 0 tal que
|(e7™ —1)| < € si [tw] < b, se tiene que

[ totolie — 1y

o0

O¢ 00

= /_;\ob(t)\\(e‘““ — 1]t + /__w\¢(t)|\(e_”w 1)t +/ DOl — 1)t

fe
w

6c b o

<e [Ciowiars [ Tlowlle - Dider [ lolle ™ - 1)

Ze

Notemos que cuando w tiende a cero, la cota superior para todo ¢ > 0
converge a

e/oo\¢(t)]dt§e-0

o0

por ser ¢ integrable. Por tanto, para w suficientemente pequeno,

[d(w) = $(0)] <€ C,

y, por tanto, ngS es continua en w = 0. De aqui,
lim (2~ w) = §(0),
P—oo

y, usando (2.22),

o(w) = [T ™22 4 0). (2.23)

p=1

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes sobre h(w)
que nos garantizan que este producto infinito es la transformada de Fourier
de una funcién de escala.

Teorema 2.7. (Mallat,Meyer) Sea ¢ € L*(R) una funcién de escala integra-
ble. La serie de Fourier h(w) = S h[n]e™™ con hln] =< %gb(%),gb(t -

n=—oo

n) > satisface
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2.3. FILTROS ESPEJO-CONJUGADOS.

|A(@)]* + |h(w + )[* = 2,Vw € R, (2.24)

h(0) = V2. (2.25)

Reciprocamente, si iz(w) es 2m-periodica y continuamente derivable en un
entorno de w = 0, satisface (2.24) y (2.25) y ademds

inf _|h(w)] >0, (2.26)

entonces

ow) =] M2 ) (2.27)

es la transformada de Fourier de una funcion de escala ¢ € L*(R).

Demostracion. Vamos a demostrar solamente que se cumplen las condiciones
necesarias (2.24) y (2.25).

Empecemos viendo la propiedad (2.24). Como {¢(t — n)},ez es ortonor-

mal, por la proposicién 2.5 se cumple que 3. | (w + 2k7)|2 = 1 para todo

k=—o00
w € R. Ademas, como
- 1~ w o~ w
P(w) = —2h(§)¢(§)
se tiene que
= . 001 . w2k~ w+ 2k
S 1o w2k = 3 | (e
k=—o00 k=—00
I &=+ w AW
QkZOOI (5 +km)[7|o(5 + k)




Luego

Zm +k7r||gz§( + kn)|? = 2.

k=—o00

Separando los términos pares e impares y teniendo en cuenta que h(w) es
2m-periddica tenemos

> Ih(2 + k)l |¢( + k)
k=—o00
3 2 PR 2+ Y [ + o+ DI + Cp+ 1))
p=—00 p=—00
|2p_§_:w|¢ + 2pm)|? + (5 +7r)|2p:§_:oo|¢(2 +2pm + )P =2

Como Z |<;5( + 2pm)|* = 1, si denotamos w’ a ¥ nos queda que

p=—00

AW + (' + )P =2,

como queriamos demostrar.
Para ver la propiedad (2.25) demostraremos que ¢(0) # 0, pues por (2.19)
sabemos que ¢(0) = \%h(O)qﬁ(O) y de ahi ya se deduce el resultado. Mas

precisamente, verificaremos que |¢(0)| = 1, que es una consecuencia de la

propiedad 5 de la definicién de aproximacién multiresolucién. La proyeccion
ortogonal de f € L*(R) en Vj es

o0

Pyf= > <[ bjn>bin (2.28)

n=—oo

Por la propiedad 5 de la definicion de aproximacion multiresolucién combi-
nada con la formula de Parseval (1.12) se tiene que

Iim ||f = Py fI* = lim 27| f = Py, f|* = 0. (2.29)
J——00 J—>—00
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2.3. FILTROS ESPEJO-CONJUGADOS.

Para calcular la transformada de Fourier fvj\f(w), denotamos ¢;(t) = V2-7¢(277t).
Insertando (2.13) en (2.28) obtenemos que

Py f(t)= ) [*¢j(2n)g;(t —2n) =¢;x > [#d;(2n)d(t —2n).

n=—oo n=—oo

La transformada de Fourier de f * ¢; es V2 f(w)d*(29w). Por (1.17) se tiene
que

— ~ . & ~ Qkﬂ' ~x . 2]{;77-
i =den Y i (o= 206 (2= 20])). )
Elegimos f = Lj_rx. Para j <0y w e [—7, 7], (2.30) nos da

Py, () = [$(27w) 2,

y la convergencia (2.29) implica que
Tm [ 1= |p(2w)[*[?dw = 0.
Jj—=—oo J_ .

Como ¢ es integrable, <5 es continua y se tiene que

lim [3(27)] = [9(0)] = 1

como queriamos demostrar.

2.3.2. Ejemplos.

Veamos que se satisfacen las condiciones necesarias (2.24) y (2.25) para
los ejemplos anteriormente descritos.
Aproximaciones constantes a trozos.

Para este caso tenemos 6(t —n) = L nq1) ¥

1t =
Edé): > hlple(t —p),

p=—00
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siendo, para todo p € Z,

1 t 1
hlp] =< E¢(§),¢(t —p) >=< Eﬂ[o,z)a Lpps1) > -

Luego

0 en el resto

MM:{% wp=01 (2.31)

Haciendo ahora la transformada de Fourier de h tenemos que

. > . 1 1 .
hw) = hinle™™ = — 4+ —=e™"“. 2.32
(w) n:zoo [n] N (2.32)
Por tanto,
- 2
h(0) = — = /2,
(0) 7
y se cumple (2.25).
Veamos que también se cumple (2.24),
1 1 1 1

(W) + [h(w +m) = (

Splines de grado 1.

Para este caso tenemos la funcién de escala dada por la expresién (2.16)
y despejando h(w) de la igualdad (2.19) se obtiene que

() = V2sin?(w)/1 + 2 cos?(%) _ V2cos?(%£)/1+ 2cos?(%) (2.33)

4sin*(¥)/1 + 2 cos?(w) 1+ 2cos?(w) ’
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2.3. FILTROS ESPEJO-CONJUGADOS.

donde para la ultima igualdad hemos tenido en cuenta que

w
sin(w) = 2sin(—) cos(—=).

() = 25in(5) cos(%)
Una vez obtenida la expresién anterior vemos claramente que se satisface

(2.25) pues h(0) = v/2. Veamos ahora (2.24),

2cos!(£)(1+ 2cos?(2))  2eos!(£57)(1 + 2cos?(445))

(W) + [h(w +m) =

1 + 2 cos?(w) 1+ 2cos?(w+ )
2 w w
— HTOSQ()[COS (2)(1+2COS (2))+sen (2)(1+286n (2))]

donde para la ultima igualdad hemos tenido en cuenta que

w
W 7T) = sin?(=).
2
Luego para ver que se cumple (2.24) tenemos que comprobar que la expresién

entre corchetes es igual que 1+ 2 cos?(w). Vedmoslo,

cos?(

w

cos" (51 +2cos2(g)) + sen (2)(1 + 2sen (‘5))]
= cos4(%)(1 + 20082(3)) +(1— COS2(%}))2(3 — 2cos2(g))
= 0034(%)(1 + 2(3082(%)) +(1+ cos4(2) — 2 cos® (2))(3 2 cos® (2))
= co 4(%) + 2 cos (g) +3— 2(:052(%) + 30084(3) — 2(:056(%) — GCOSQ(%J) + 4(:034(%)
= 8(3084(%) — 80082(%) +3
Por otro lado,
1+ 2cos?(w) = 1 + 2(cos? (g) — SenQ(;}))2
= 1+ 2(cos? (g) (1- cos2(§)))2 1+ 2(2c082(§) 1)
=1+ 2(4cos’ (%) +1— 4COS2(§)) = 8(:084(%) — 80082(3) + 3,

CcOo1mo querl’amos ver.
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2.4. Wavelets

Las wavelets ortonormales surgen de los detalles necesarios para incre-
mentar la resolucién de una aproximacion de senal. Las aproximaciones de
f alas escalas 2/ y 277! son respectivamente iguales a sus proyecciones or-
togonales sobre V; y V;_;. Sabemos que V; C V;_;. Sea W; el complemento
ortogonal de V; en V;_;, entonces se tiene que

Via=V,e W,

El siguiente lema nos proporciona una relacion entre las proyecciones de estos
dos espacios.

Lema 2.8.
Py f=Pyf+ Py, [ (2.34)
Demostracion. Demostrar (2.34) es equivalente a demostrar que
<f—(Py,f+Pwfv)>=0

para todo v € V;_;. Para ello, veamos por un lado que

< f—=(Py,f+ Pw,f),v' >=0, V' €V
y, por otro lado,

<f—Pyf+Pwf)w>=0,VweWW,
Veamos que se cumple la primera expresion,

< f—=(Pyf+ Pw,[)v >=<f =Py f,v'>— < Py, f,v' >=0.

Esto es debido a que < f — Py, f,v" > es cero por la definicion de Py, f y
< Py, f,v" > es cero pues V; y W; son ortogonales. Veamos ahora que se
cumple la segunda,

<f—(Pyf+Pwf)w>=<f— Py fiw>— <Py fw>=0,

pues < f — Py, f,w > es cero por la definicién de Py, f v < Py, f,w) > es
cero ya que V; y W; son ortogonales. O
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2.4. WAVELETS

Buscamos una base {¢(t —n)}5° ___ para cierta funcién ¢ tal que sea una
base ortonormal de W. A esa funcién v la llamaremos wavelet.

El siguiente teorema prueba que podemos construir una base ortonormal
de W; por escalado y traslacién de una wavelet 9.

Teorema 2.9. Sea ¢ una funcion de escala y h el correspondiente filtro espejo
congugado. Sea 1 la funcion cuya transformada de Fourier es

9(w) = Z=3(5)5(3) (23)
donde
G(w) = e “h*(w + 7). (2.36)
Vamos a denotar .
Unlt) = =20

VoY
Entonces, para cada escala 27, {1;,}°° . es una base ortonormal de W;.
Para todas las escalas, {1;n}(jn)ezz €s una base ortonormal de L*(R).

Demostracion. En primer lugar veamos que 1& se puede escribir como el pro-
ducto (2.35). Necesariamente 9(5) € Wy C V;. Esto se puede descomponer
en {4(t — n)}nez, la cual es una base ortogonal de Vj, como

%wg) = 3 slalote—n) (2.37)
1 t y
gln] = 75 < b(g) ot —n) >. (2.38)
Y la transformada de Fourier de (2.37) conduce a
9(20) = —=3()3(w). (2.39)

V2

Veamos ahora que la familia {¢)(t — n)} es una base ortonormal si y solo
sl

9@ +[g(w +m)]* = 2. (2.40)
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Por la proposicién 2.5 sabemos que {1(t — n)},ez es ortonormal si y solo si,
para todo w € R,

Iw)= > ¥ (w+2km)|* = 1. (2.41)

Por (2.35) y por ser §(w) 2m—periddica, separando los términos pares e im-
pares, se tiene que

@) =5 Y 1905 +km)PIo(5 + km)l?

1 =
=9GP 310G +2m)P

Sabemos que > |é (w + 2km)|? = 1, luego se obtiene (2.40). Obviamente
p=—00

(2.40) se cumple si se toma § en (2.36) ya que se satisface (2.24) . Veamos

que {(t —n)} y {¢(t — n)} son ortogonales si y solo si

~ ~

g(w)h*(w) + g(w + m)h*(w + 7) = 0. (2.42)
Para ello tenemos en cuenta que el espacio Wy es ortogonal a V) si y solo si

{o(t —n)}ee_ oy {(t —n)}>2 __ son dos familias de funciones ortogonales.
Esto significa que para todo n € Z,

<¥(t),6(t —n) >= (Y *¢)(n) =0.

La transformada de Fourier de (1 % ¢)(t) es ¢(w)¢*(w). Esto es debido a que
o0 = [ ae i

/_Z P(—t)e “idt = /_Z B(u)e™" du
b (w).
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2.4. WAVELETS

Tomando f(t) = (1 * ¢)(t) de la proposicién 1.5 se deduce que para todo
w € R se tiene que

[e.o]

> th(w + 2km)¢* (w + 2km) = 0.

k=—o00

Insertando ahora (2.35) y (2.19) se tiene que

Zi(w+kw)a3( + k) ( +k:7r)<2>( +kr)=0

2722 7

k=—00

y por tanto,

= Z +k7r h*( +k7r)]¢( + km)> = 0.
k——oo
Separando ahora términos pares e impares,

o

> as +2p7r h*(2 +2p7r)\¢( + 2pm)|?

p=—00
00

+ > GG+ @M (S + 2o+ DI + (2p+ )P

p=—00

= 0.

Teniendo en cuenta que ¢ y h son 2m-periddicas y que se cumple (2.10)
obtenemos

Z (= +2p7r

- g(2+7T h* Z!cb +(2p+ D)
- mgﬁn§»+m§+wm%§+ww=o

que es lo que queriamos probar. Vemos entonces que, cuando tomamos §(w)
en (2.36) se cumple (2.42).
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Veamos ahora que V_; = Vj & Wj. Por el teorema 2.3 sabemos que
{V2¢(2t — n)}nez es una base ortogonal de V_; y por ello demostrar que
V.1 = Vo @& Wy equivale a demostrar que para toda sucesiéon a[n] € 1*(Z)

existen b[n] € I*(Z) y c[n] € I*(Z) tales que

o0 o0

S allVae—n) = 37 alnvas(2(t —27n))

n=—oo n=—oo
o

Z bn]o(t —n) Z cln|(t —n).

n=—oo n=—oo

Esto es equivalente en términos de la transformada a que

1
7

~

a(5)9(5) = b@)d(w) + ew)h(w).

Como ocurre que

O |

RS Y
| &

|
>
| E
>
| &
=
&
S~—
N
[\
N
| E

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)




2.4. WAVELETS

Veamos que con by ¢ en (2.46) y (2.47), se cumple (2.45),

h(5)b(w) +5(5)elw) =

AR () +a(% +mht (2 + o] + ()5 )5 (5) +als + g
SRR +a(Z + MDD + (DI — a(% + (e’
SACOIRE? + (S +mP) = a(5),

donde hemos utilizado (2.36) y la proposicién 1.5.

Para completar la prueba tenemos que comprobar que {1}, }(jn)ez2 €s una
base ortogonal de L*(R). Para ello veamos primero que los espacios {W,};cz
son ortogonales: W, es ortogonal a V; y W, C V,_; C V; para j <[ por lo
que W, y W; son ortogonales.

Ahora veamos que

L*(R) = @2 W (2.48)

Debido a que V;_; = W, @V}, por sustitucién podemos comprobar que para
todo L < J

Vi=a_  ,W;eV;. (2.49)

Ya que {V}}(j)ez es una aproximacién multiresolucién Vy y V; tienden res-
pectivamente a L*(R) y {0} cuando L y J tienden respectivamente a —oo
y 00, lo cual implica (2.48). Una unién de bases ortonormales de W; es por
tanto, una base ortonormal de L*(R). O

La demostracion del teorema muestra que g es la serie de Fourier de

gln] =< (). 0lt =) >

que son los coeficientes de la descomposicion

7VG) = D glnlot —n). (2.50)




Utilizando la definicién de g(w) y lAz(w) se tiene que

> gl = S hlale )y
_ o Z B ]+
_ i _Z_ h*[n]e (—1)"
Z h* et m-‘rl)w( 1)m
= i R*[1 —rle " (—1)',
donde hemos hecho los cambios de variables m = —n y r = m 4+ 1. Como

esto es cierto para todo w, de aqui se obtiene

g[n] = (=D)"h*[1 —n]. (2.51)

Como trabajamos con funciones de escala tomando valores reales, por de-
finicién el filtro h[n] también es real para todo n € N con lo que en ese
caso

gln] = (=1)'"h[1 —n.

El filtro espejo conjugado juega un papel importante en el algoritmo de la
transformada wavelet rapida.

2.4.1. Ejemplos.

En los ejemplos de las secciones 2.2 y 2.3 calculamos las funciones de
escala y el correspondiente filtro espejo conjugado. Veamos ahora el valor de
(w) y g(w) para cada uno de estos dos casos:
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2.4. WAVELETS

Aproximaciones constantes a trozos.

En este caso por (2.14) y (2.32) tenemos que

. 1— e—iw
)=
y que
- 1 1
hw)=—+—=e
(w) N
por lo tanto,
N 1 1 .
W (w47m) = —= + —=c'@tm)

y teniendo en cuenta (2.36) se tiene que

1 1 .
PR el(w-f—ﬂ') )

VoG
1

glw) = e
1

=e ()1 —e¥) = —=(e - 1).

V2 V2

Veamos que se cumple (2.51), por (2.31) sabemos que

L sip=0,1
h[p]:{ﬂ e

0 en el resto

y teniendo en cuenta (2.20) sabemos que

G = Y glnle
luego
> alnle = e )

luego se tiene que

n 1 . _
gln] = (—1) 7 sin=0,1
0 en el resto

(2.52)

(2.53)
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cumpliendose asi (2.51). De esta forma, utilizando (2.37), podemos calcular

Y,
1 si0<2t <1
Yt)=¢—-1 si0<2t—-1<1
0 en el resto
es decir,

1 si0<t<j
Pt)=q-1 sis<t<1

0 en el resto

(2.54)

(2.55)

cuya grafica se muestra en la figura 2.3, y es bien conocida como wavelet de

Haar.

151

051

-0.5

-151

Figura 2.3: ¢(t).

La férmula (2.35) nos dice que

Z&(OJ) _ l(e_iw — 1)(1 — e—iw)

2 W

Splines de grado 1.

Para este caso, por las féormulas (2.16) y (2.33) tenemos que

P(w) = V3 4sin’(5)
B w?y/1+2cos?(5)
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2.4. WAVELETS

y
. 2c0s?(%) /1 + 2 cos?(¥
h(w> _ \/_ (2) (2)’
1 + 2 cos?(w)
y por tanto
R V2sin?(£),/1 + 2sin*(%)
h*<(JJ+7T> = )

1+ 2 cos?(w)

de lo que se deduce que

\/_Sln( )y/1+ 2sin’*(%)

gw =€ )
() 1+ 2cos?(w)

y, por (2.35), sabemos que

n e '54/3 - 16 sin*

o) = “)/1+sen?(9)

(5
w?y/(1+2cos?(2)/(1+2cos?(2)

Haciendo la antitransformada de Fourier de ésta, mediante el algoritmo jus-
tificado en en la Seccién 1, se obtiene la siguiente grafica que mostramos en
la figura 2.4.

Figura 2.4: 9(t).

o4



Capitulo 3

Transformada wavelet
ortogonal rapida

En este capitulo describiremos un algoritmo que calcula los coeficientes
wavelets ortogonales de una senial medida en una resolucion finita. Una trans-
formada wavelet réapida descompone sucesivamente cada aproximacion Py, f
en una aproximacion mas grosera Py, , f mas los detalles dados por Py, , f.
En la otra direccion, la reconstruccion a partir de coeficientes wavelet recu-
pera cada Py, f desde Py, fy Pw,,. [

Ya que {@;n}tnez ¥ {¥jnnez son bases ortogonales de V; yW;, la proyec-
cién en estos espacios viene caracterizada por

aj[n] =< f, (bj,n > (31)

d][n] =< f7 770]‘,71 > (32)

El siguiente teorema muestra que estos coeficientes son calculados con una
cascada de convoluciones discretas y submuestreo. Denotaremos z[n| = x[—n)]

Yy
o1 f ozlpl sin=2p
“"[”]_{ 0 sin=2p+1.
Teorema 3.1. En la descomposicion

ajilpl = Y hin—2plas[n] = a; % h[2p], (3.3)

n=—oo

95



o)

diilp) = Y gln — 2pla;[n] = a; * g[2p). (3.4)

n=—0oo

En la reconstruccion,

o0

a;lpl = Y hlp—2njagnn] + Y glp —2nld;n]

n=—oo n=—oo

= i1 * h[p] + djs1 * g[p).

(3.5)

Demostracion. Demostraremos en primer lugar (3.3). Cualquier ¢;i1, €
Viy1 C Vj se puede descomponer en la base ortonormal {¢,,} de Vj, es
decir,

¢j+1,p = Z < ¢j+1,p> ¢j,n > ¢j,n~ (36)

n=—oo

Ahora,
t—20tp 1 t—2in

00 1 .
< ¢j+l,p>¢j,n > = /_OO \/W¢( 2j+1 )\/2_]¢ ( 9j

)dt

> 1 279t —2 .
- / T t2 P2t - e
R (3.7
= | G505 —n-+ 2

e Lo o —n v 2p) = hin — 2]

V2

donde hemos hecho el cambio de variable ¢’ = 277t — 2p y hemos tenido en
cuenta la ecuacién (2.18). Luego volviendo a (3.6) se tiene que

Pjt1p = Z h[n — 2p]¢; ...

n=—0oo

Calculando el producto interno de f con cada ¢, , se obtiene

< [ bjmp >=<f. Y hln—2p|¢jn >

n=—0oo
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y por tanto, de (3.1),

ajlpl = Y hln —2plag[n] = a; * 2],

n=—oo

como queriamos probar.
Para demostrar (3.4), tomamos 9;11, € W41 C V}, que se puede des-
componer en la base ortonormal {¢;,} de V}, es decir,

w]‘f‘l D Z < 1/}]-1-1 n» ¢] n > ¢] n- (38)

n=—oo

Aplicando también el cambio de variable t' = 277t — 2p y teniendo en cuenta
la ecuacién (2.18) se obtiene

t—2p 1 t—2In

< ¢j+l,n7¢j,n > = /OO W¢< 2j+1 )@Qb ( 97

)dt

B 270t —2p. “if_

-/ e o e SRR o
- \} ()" —n -+ 2p)at

=< L@D(t) P(t" —n 4+ 2p) >= g[n — 2p|

NoARP

Y volviendo a (3.8) se tiene que

o0

Yir1p = Z gln — 2p]gjn.

n=—oo

Calculando, ahora, el producto interno de f con cada ;1 ,,

<fw]+1p> <f Z n_2p¢jn
y por tanto, de (3.2)

o)

dialp) = Y gln —2plajn] = a; * g[2p]

n=—0oo
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obteniendo (3.4).

Por dltimo, probaremos (3.5). Como W;; es el complemento ortogonal
de Vjy1 en V; la unién de las bases {¥j11n}tnez ¥ {@j+1.n}nez €s una ba-
se ortonormal de Vj. Asi se puede descomponer cualquier ¢;, en esta base
obteniendo,

Gip= > < Gipbisrn > bjin+ Y < Gipy Uit > Vjsrn  (3.10)

n=—0oo n=—oo

Insertando (3.7) y (3.9) en (3.10) se tiene que

Z hp 2n¢j+1n+ Z _2nw]+lna

y haciendo el producto interno con f en ambos lados,
< fidip >= <th ¢J+M>+<f2 glp — 2n]tbja1p >
Por lo tanto,

= > hlp—2njaj[n] + Z njd;a[n].

n=—oo n=—oo
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Capitulo 4
Ejemplos y aplicaciones

Utilizando el paquete de Wavelets de Matlab se muestran a continuacion
dos aplicaciones:

4.1. Eliminacion de ruido.

La eliminacién de ruido por Wavelets trata de eliminar el ruido presente
en la senal conservando sus caracteristicas.

Como se ha explicado en el capitulo anterior, en primer lugar, la senal se
divide en una aproximacién al y un detalle d1. A su vez, la aproximacién al
se divide en una segunda aproximacion a2 y un detalle d2 y asi sucesivamente
hasta conseguir el nivel deseado. El procedimiento descrito podemos verlo en
el siguiente esquema

rh

cAq cD4




4.1. ELIMINACION DE RUIDO.

Veamos un caso concreto. La figura 4.1 muestra la senal correspondiente al
consumo eléctrico medido cada medio minuto durante tres dias consecutivos
en cierta ciudad.

Oighd Sigtl D (S2¢) | lecum (4320]
‘ ' ' ! ! ’ Wt | b
Leve] [ §
i} E
\ Soltestuldg nehot
[Fixed form tireshold
4 ] sof hard
I { Selectnoise stucture
’ﬂ Unscaled White noise
40 A lev It Seled  Tesh
B Se==UETS
T — T
MW /' ' 7 T K td [T
| I Tty
\ (I I —
e -
‘ ‘ Int. dependent threshold satings ‘
PEl - Dei0ise Resitials
iew Denoisad Signal
Mr b
Gl g b
| | | | | | | | Colormap pmk "
500 1000 1300 200 200 3000 3500 4000 NeCoos A 13 |
BV | gy XV Chei| S ' ;
kY n] U] o [ yema ||| sy e Vs , Uose

Figura 4.1: Senal Original.

Se observa un cierto comportamiento periédico durante los dos primeros
dias (laborables) y un comportamiento distinto, con menos consumo eléctri-
co, durante el tercer dia (sdbado). Se aprecia ruido, es decir, discontinuida-
des en todo el intervalo temporal, pero de forma distinguida en el intervalo

2000

,3500]. Probablemente el ruido en todo el intervalo de tiempo se debe
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a pequenos encendidos y apagados de luz mientras que el ruido correspon-
diente al intervalo [2000, 3500] se debe a que un cierto aparato de medida de
consumo eléctrico esté averiado durante ese periodo.

Utilizando los parametros wavelet Haar y nivel de andlisis 5 obtenemos

la descomposicién de la senal que mostramos a continuacién

Decomposition ol level 5:s=a5+ 05 +dd +d3+ 2+ df .

inaia i) s ()|
| Wavelet T?[ ) ‘
5 v

400\\” |
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s | : B
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Display mode
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Figura 4.2: Descomposicion de la senal.
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4.1. ELIMINACION DE RUIDO.
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Figura 4.3: Coeficientes de los detalles.

En la figura 4.2 se puede apreciar la sefial original junto a su aproximacion
de nivel cinco, ab, y los detalles d1,d2,d3,d4 y d5 desde el nivel 1 al nivel 5. En
dl se aprecia claramente el momento temporal en el que se produce el ruido
distinguido en la senal ya que los valores que toma d1 en ese intervalo son
sensiblemente mayores. En la figura 4.3 se pueden apreciar los coeficientes
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de los detalles.

Mostramos ahora la descomposicion de la senal en forma méas detallada en
la figura 4.4 en la que se aprecian las distintas aproximaciones en los distintos
niveles y los correspondientes detalles.
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Figura 4.4: Descomposicion de la senal. Forma detallada.

Utilizando la funcion “de-noise”del paquete de wavelets de Matlab, éste
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4.1. ELIMINACION DE RUIDO.

elige unos umbrales para cada nivel de detalle de manera que los coeficientes
de los detalles por debajo de ese umbral se anulan o se hacen méas pequenos.
Si los umbrales son los mismos para todos los coeficientes de detalle, la senal
“sin ruido” que muestra Matlab con la opcién “hard”( que consiste en hacer
nulos los coeficientes por debajo del umbral) se muestra en la figura 4.5.

De-noised signal

500+

40

400

3H0F

00r M De-noised signal

0 [ Original Signal

2007

500 1000 1800 2000 200 3000 3500 4000

R O (T Cemer | X | Y o A= sty fe e Closs
[ i I=

Figura 4.5: Senal sin ruido con umbral 4.084.

Sin embargo, podemos ser mas selectivos a la hora de quitar ruido centrando-
nos en el ruido que se produce en el intervalo [2000, 3500]. Este es el que se
muestra mas claramente en los niveles de detalle d1 y d2, correspondientes a
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las escalas mas pequenas y que se muestran en las figuras 4.6 y 4.7.

Coefioents of el o level |
| | I

Figura 4.6: Detalle nivel 1.

65



4.1. ELIMINACION DE RUIDO.
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Figura 4.7: Detalle nivel 2.

Hemos reducido el ruido de la senal original dividiendo entre 10 los coefi-
cientes de los detalles d1 y d2 en el intervalo [2000, 3500}, cuyo resultado se
muestra en las figuras 4.8 y 4.9.
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Figura 4.8: Detalle de nivel 1 reducido.
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4.1. ELIMINACION DE RUIDO.

Caeficentsof efad affvel 2
i | | | i

Figura 4.9: Detalle de nivel 2 reducido.

De esta manera, el ruido debido al aparato de medida ha desaparecido
como se muestra en la figura 4.10.
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Figura 4.10: Senal sin ruido dividiendo entre 10 los coeficientes de detalle d1
y d2 correspondientes al intervalo [2000, 3500].

4.2. Compresion de imagenes.

Una imagen en color viene definida por tres matrices, de manera que ca-
da pixel corresponde a una posicién especifica en las mismas, que indica la
tonalidad correspondiente a cada uno de los colores rojo, verde y azul. La
primera matriz nos da la componente roja, la segunda la componente verde
y la tercera la componente azul.
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4.2. COMPRESION DE IMAGENES.

El principal objetivo en la compresion de imégenes es minimizar la memoria
necesaria para representarla, a la vez que se almacena informacion de una ca-
lidad aceptable. Las wavelets aportan una solucion eficiente a este problema.
Las imégenes estan representadas por un nimero pequeno de coeficientes
de una aproximaciéon no muy buena pero apoyados por un numero de co-
eficientes de detalle bastante grande. La compresién consiste, por tanto, en
mantener solo los coeficientes de los detalles més relevantes. Mas concreta-
mente, el tanto por ciento que se han obtenido de mayor tamano. A continua-
cién se muestra la compresion de una imagen utilizando el paquete wavelet
de Matlab: A la imagen original recogida en la figura 4.11, le aplicamos la
wavelet de Haar con un nivel 4:
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Figura 4.11: Imagen original.

La forma de comprimir es intentar hacer nulos el mayor nimero de co-
eficientes de detalle sin perder informacién importante de la senal. Al igual
que para la eliminaciéon de ruido, se puede pensar en establecer un umbral
y anular los coeficientes de los detalles por debajo de ese umbral. Puesto
que la base de funciones de escala y wavelets utilizada es ortonormal, una
manera de medir la informacién que hemos perdido es a través de la llamada
energia (suma de los coeficientes de aproximacion y detalle al cuadrado). Las
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4.2. COMPRESION DE IMAGENES.

representaciones en wavelets concentran la energia en un pequeno ntimero de
coeficientes. Aun asi, cuantos més ceros son elegidos mas energia es perdida
y, por lo tanto, es importante tener en cuenta un balance entre ambos. Ideal-
mente se busca el mayor nimero de anulacion de ceros con la mayor energia
retenida. El umbral que utiliza Matlab para hacer nulos los coeficientes de
los detalles resulta de un balance entre el tanto por ciento de energia reteni-
da por la senal y el tanto por ciento de coeficientes anulados (ver dénde se
cortan las lineas azul y rosa en la figura 4.12). En cualquier caso, el paquete
de Matlab también permite fijar un tanto por ciento de ceros (es decir, el
nivel de compresién de memoria) y a partir de eso ver cudl es la energia
retenida. Para una primera compresion de la imagen fijamos el nimero de
ceros en el 90 % obteniéndose asi el umbral representado en la figura 4.12
(correspondiente a la linea punteada del eje de abcisas), y obteniendo asi la
imagen comprimida que mostramos en la figura 4.13.
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Figura 4.12: Umbral con 90 % de anulacién de coeficientes.
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Figura 4.13: Imagen comprimida al 90 %.

Ahora, fijamos el nimero de ceros en el 70 % y se obtiene el umbral re-
presentado en la figura 4.14, y la imagen comprimida recogida en la figura
4.15. Notemos que esta imagen es muy parecida a la original. Obviamente,
a menor numero de ceros, mayor es la calidad de la imagen, pero la imagen
proporcionada en la figura 4.15 ya puede ser mas que suficiente para muchos
efectos practicos.
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4.2. COMPRESION DE IMAGENES.
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Figura 4.14: Umbral con 70 % de anulacién de coeficientes.
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Figura 4.15: Imagen comprimida al 70 %.

Solo senalar, para concluir, que se han disenado muchas
de que la compresién de imagenes sea lo mas eficiente posi
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wavelets con el fin
ble. El andlisis de

esos otros muchos tipos de wavelets queda fuera del objetivo de este trabajo,

pero si nos gustaria recalcar su interés.
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