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Introduccion

En este trabajo, vamos a estudiar los matroides y mas concretamente, la
interseccién de matroides. Antes de continuar, destacamos que los matroides
son estructuras combinatorias que intentan capturar de forma abstracta la
esencia de la dependencia. La idea de un matroide, es decir, de una depen-
dencia abstracta, parece que ha sido desarrollada historicamente a lo largo
de una serie de lineas independientes durante el periodo 1900 —1935. De ma-
nera independiente, diferentes sistemas de axiomas fueron dados, cada uno
de los cuales es equivalente al de un matroide. Esto indica la naturalidad
del concepto. Solo a finales de 1930, se obtuvo una sintesis de las diferentes
corrientes, cuando Whitney introdujo la nociéon de matroide.

En mi caso particular, empecé a conocer los matroides gracias a un articu-
lo de Ardila ([1]) que trata sobre la geometria de los matroides. Como se ve
a continuacion, el proyecto se divide en cuatro partes.

La primera se dedica a introducir la definicion de matroide como un par
(E,F), donde E es un conjunto finito y F es una coleccién de subconjuntos
de E que cumplen una serie de propiedades. También estudiamos algunos
ejemplos destacados de matroides como los matroides graficos, los vectoriales
o los transversales. Luego aparecen otras herramientas con las cuales también
podemos caracterizar los matroides, como por ejemplo los circuitos, que se
centran mas en el concepto de dependencia, mientras que los matroides se
refieren mas al tema de la independencia. Esta primera parte termina con
una serie de operaciones que se pueden dar en los matroides.

La siguiente parte es el tema central del trabajo. El objetivo que buscamos
es demostrar que existe un conjunto independiente de méaxima cardinalidad
comun a dos matroides sobre el mismo conjunto base y estudiar el modo de
encontrar tal conjunto. Incluso, estudiamos si existe un conjunto con estas
caracteristicas pero que sea de peso maximo respecto a una funcién de coste
definida previamente.

Empezamos hablando de algunos conceptos que relacionan los matroides
con la optimizacion. Mas aun, los matroides surgen de manera natural en la
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optimizacién combinatoria dado que son precisamente las estructuras para
las cuales el algoritmo voraz funciona. Pero también se pueden estudiar los
matroides a partir de politopos debido a que se pueden formar politopos ma-
troides y con estos podemos utilizar técnicas de optimizacion para encontrar
el maximo de una funcion coste, donde la solucién del problema corresponde
con un conjunto independiente de maximo peso comun a los dos matroides.
Después viene uno de los teoremas mas importantes del trabajo, que consis-
te en que la interseccion de dos politopos matroides crea un politopo cuyos
vértices son vértices de ambos politopos originales. Este teorema fue demos-
trado por Jack Edmonds en 1970, el cual ha aportado resultados destacados
referidos a los matroides, como se muestra en el libro [5] que consiste en una
serie de papeles dedicados a Edmonds.

Desde el punto de vista de los matroides, podemos demostrar que existe
un conjunto independiente de méaxima cardinalidad comtn a dos matroides
debido a un algoritmo que es capaz de encontrar tal conjunto en tiempo po-
linomial y que también aparece en este apartado. Incluso se puede encontrar
un conjunto independiente de maximo peso comun a dos matroides, respecto
a una funcion de coste dada, mediante un algoritmo similar al anterior.

La tercera parte es mas ilustrativa dado que trata de algunas aplicacio-
nes de interseccién de dos matroides como por ejemplo los emparejamientos
bipartitos, las arborescencias y ramificaciones o la coloraciéon de un grafo.
Ademas de estudiar estas aplicaciones de forma general, también se inclu-
yen ejemplos concretos para amenizar y ayudar al lector a comprender el
concepto de interseccion de matroides.

Por 1ultimo, cerramos el proyecto con un pequeno estudio de la interseccion
de mas matroides. En este caso, tenemos que la interseccién de tres o mas
matroides es un problema NP-completo debido a que existe un ejemplo de
interseccién de tres matroides que es NP-completo (el problema del vendedor
ambulante o problema del viajero).



Capitulo 1

Conceptos basicos sobre
matroides

En primer lugar, vamos a estudiar algunos conceptos béasicos necesarios
sobre matroides. Esta parte viene en todos los apuntes que tratan sobre
matroides pero en el articulo [6] se encuentra explicado con mas detalle.

1.1. Definiciones y primeros ejemplos

Definicién 1.1. Un matroide es un par M = (E,F) donde E es un conjunto
finito y F es una familia de subconjuntos de F que satisface:

(1) e F,
(2) siT € FySCT, entonces S € F,

(3) si S, T € Fy |T| > |S|, entonces existe un elemento t € T'\ S tal que
SU{t} e F.

Los elementos de F se llaman conjuntos independientes de M. Un subcon-
junto de E que no estd en F se llama dependiente. Por la propiedad (3),
si I' C FE, entonces todos los subconjuntos maximales independientes de F
tienen la misma cardinalidad y se llaman bases de F'.

Veamos ahora una lista de ejemplos clasicos de matroides.

Matroide grafico

Un ejemplo bastante comin de matroide es el matroide grdfico donde E
es el conjunto de aristas de un grafo G y F es la coleccién de bosques de

3
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G. Recordemos que en un grafo, un bosque es un conjunto de aristas que no
contiene ningun ciclo.

Ejemplo 1.2. A continuacién, observamos un ejemplo de matroide grafico:

En

b

este ejemplo, el conjunto finito es £ = {a,b,c,d} y los conjuntos inde-

pendientes son

(1)
(2)

F =A{0.{a}, {b},{c}.{d}, {a,b},{a,c} {a,d} {b,c},{b,d}, {c,d},
{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}}.

F cumple las 3 propiedades de los matroides:

0eF.

En F se encuentran todos los conjuntos unipuntuales, todos los conjun-
tos de dos elementos posibles y de tres elementos tenemos todos menos
{b, ¢, d}(es un ciclo).Por tanto, para comprobar esta propiedad, es sufi-
ciente con ver si todos los subconjuntos de los conjuntos {a, b, c}, {a, b, d}
y {a, c,d} pertenecen a F. Pero esto es evidente.

Como antes, es suficiente con probarlo para cada T' € F con |T| =3y
cualquier S € F con |S| < 3. Si tomamos S = {z} con = € {a,b,c,d},
como F contiene todos los subconjuntos de £ con dos elementos, siempre
podemos encontrar un elemento que pertenezca a T y sea distinto de
x de tal manera que al anadir el nuevo elemento a x, es también un
conjunto independiente. Si S = {x,y} con z,y € E,x # y, como entre
los tres subconjuntos {a, b, c},{a,b,d} y {a,c,d} se encuentran todos los
elementos de FE, siempre podemos encontrar un elemento z de tal manera
que {z,y, 2z} sea uno de los tres subconjuntos.

Matroide vectorial

En este caso E es un conjunto finito de vectores en un espacio vectorial

y F es la familia de todos los subconjuntos de E formados por vectores
linealmente independientes.

Proposicién 1.3. Se definde de esta manera un matroide.
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Demostracion. Para comprobar que (E, F) es realmente un matroide, es sufi-
ciente con probar la propiedad (3) dado que todo subconjunto de un conjunto
linealmente independiente sigue siendo linealmente independiente.

Para probar (3), consideramos dos subconjuntos linealmente independien-
tes de £

V=Av,..., 0}, U=A{uy,...,un},

con k < m. Ahora tomamos W = (U U V), el espacio vectorial generado por
UUV. Supongamos, por reduccién al absurdo, que no existe ningin v € U\ V
tal que V U {u} = {v1,...vg, u} es linealmente independiente. Entonces W
es igual al espacio vectorial generado por V', por tanto la dimensién de W es
k = |V|. Pero por otra parte, m = |U| < dim(W), lo cual es absurdo porque
k < m. En consecuencia, existe u € U \ V tal que V U {u} es linealmente
independiente. O

Matroide uniforme

Aqui, E es un conjunto finito, k es un entero positivo y F = {F C E :
|F| < k}. Se trata de un ejemplo de matroide muy sencillo de comprender.

La propiedad (1) es evidente, por lo que pasamos directamente a com-
probar la segunda. Sea T'€ F y S C T. Se cumple |S| < |T| < k, por tanto
S € F. Para probar (3), tomamos S,T € F con |T| > |S|. Como T tiene
mas elementos que S, existe e € T\ S tal que |S U {e}| < |T| < k. Luego
Su{e} e F.

Matroide transversal (transversal matroid)

En primer lugar, recordemos que dado un grafo G, un emparejamiento
(o matching) es un conjunto de aristas sin vértices en comin. Si en este
emparejamiento se utilizan todos los vértices del grafo G, se dice que un
emparejamiento perfecto. Ahora, un grafo bipartito es un grafo G = (N, F)
(siendo N los vértices y F' las aristas de GG) cuyo conjunto de vértices se
puede separar en dos conjuntos disjuntos U y V', es decir, se cumple que:

1. UUV =N,
2.UNV =40

de manera que las aristas solo pueden conectar vértices de un conjunto con
vértices del otro, es decir,

Vuy,ug € U Vo, va € Vie = (ug,uz) ¢ F'ye=(vy,v) ¢ F.
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Con todo esto, podemos definir un matroide transversal como el par
(U, F), siendo U uno de los conjuntos finitos de vértices de un grafo bipartito
Gy F={I:1CU, existe un emparejamiento M en G que cubre [}.

Proposicién 1.4. Se define de esta manera un matroide.
Demostracion. (1) Es evidente.

(2) Sean T' € Fy S C T. Si existe un emparejamiento M en G que cubre
T, entonces ese mismo emparejamiento también cubre S. Luego S € F.

(3) Sean T',S € F con |T| > |S|. Existen emparejamientos M y M’ en G de
tal manera que el conjunto de vértices de U involucrados en M es Sy el
que estd involucrado en M’ es T'. Por lo que |M| = |S| < |T| = |M’|.

Consideramos M U M’. Cada componente del grafo (N, M U M') es un
camino, un circuito o un vértice. Como |M’'| > |M]|, al menos una de las
componentes tiene que ser un camino P con més cimas en M’ que en M.

El camino consiste en cimas alternativamente en M’ y en M, con cimas
finales en M’.

Supongamos que N y N’ denotan las cimas en P que ocurren en M y
M', respectivamente. Entonces |[N'| = |N| + 1. Como P tiene longitud
impar (2|N| + 1), exactamente uno de los vértices finales pertenece a
U (lo lamamos vértices final u). Entonces u pertenece al conjunto de
vértices de U involucrados en M’, que coincide con T'; y no pertenece al
involucrado en M, que es S (u € T'\ S). Definimos M" := (M \ N)UN".
Claramente, M” es un emparejamiento con conjunto de vértices de U
involucrado S U {u}. Por lo tanto, S U {u} € F. Este ultimo apartado
estd demostrado en los apuntes [12].

]

Tenemos otra forma equivalente de definir un matroide transversal to-
mando subconjuntos de un conjunto finito U.

Proposicién 1.5. Sean S, ...,.S,, una serie de subconjuntos de un conjunto
finito U. Un conjunto Y = {y1,...,yn} es un transversal parcial (partial
transversal) si existen indices iy, ..., 1, distintos de tal manera que y; €
Si;,j=1,...,n. Entonces el par (U, F) es un matroide transversal, siendo F
la coleccion de subconjuntos de U que son transversales parciales. El reciproco
también es cierto, es decir, todo matroide transversal es de esta forma.
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Demostracion. Tenemos que demostrar que existe un grafo bipartito G donde
uno de los conjuntos de vértices es U y todos los subconjuntos de U trans-
versales parciales son conjuntos independientes para el matroide transversal
definido a partir del grafo bipartito G.

Consideramos el grafo bipartito G con conjunto de vértices
N=A{1,...,m}uU

y con aristas los pares {i,z} coni € {1,... . m}yxz € S;.SeaY = {y1,...,yn} C
U transversal parcial. Entonces existen iy,...,4, tales que y; € S;, y por
tanto {i;,y;} es una arista del grafo bipartito G para todo j, y el conjunto
M = {{i;,y;} : j =1,...,n} es un emparejamiento de G que cubre Y. Lue-
go Y es un conjunto independiente para el matroide transversal asociado al
grafo bipartito G.

Ahora vamos a probar el reciproco. Sea (U, F) el matroide transversal
definido a partir de un grafo bipartito G con biparticion U U V' sobre su
conjunto de vértices. Vamos a comprobar que existen unos subconjuntos de

U, Si,...,5,, de tal manera que todo conjunto independiente es transversal
parcial.
Para ello, consideramos Y = {y1, ..., y,} C U un conjunto independiente.

Es decir, existe un emparejamiento M en G que cubre Y. Supongamos que
V = {v1,...,vy}. Denotamos S; = {x € U : {v;,2} € M}, para todo i =
1,...m. Entonces, que M sea un emparejamiento que cubre Y, es equivalente
a que para todo y; € Y existe v; € V tal que {v;,y;} € M. Por tanto, existen
indices 41, ...,i, tal que y; € S;;,7 = 1,...,n. Es decir, Y es transversal
parcial. ]

Ejemplo 1.6. Tenemos a continuacién un pequeno ejemplo de matroide
transversal a partir del siguiente grafo bipartito:

Sy S Ss

Figura 1.1: Grafo bipartito con biparticion U = {a, b, c,d} y V = {51, S, S3}.

En primer lugar, los conjuntos unipuntuales son independientes porque
siempre podemos tomar una arista que contenga el vértice deseado y una
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arista siempre es un emparejamiento. Los conjuntos de la forma {a,z}, con
x = b, c,d, son independientes porque no existen aristas que contengan a y
otro elemento de U. En cambio, {b, ¢} no es independiente porque las tinicas
aristas que contienen b y c tienen a S; como vértice comun, luego no pueden
formar un emparejamiento. Lo mismo ocurre con {b,d} y {¢,d}. Por esta
razén no podemos tener un conjunto independiente con tres elementos.

Consideramos ahora S;,7 = 1,2, 3, un subconjunto de U, tomando cada
elemento de S; un vértice de U para el cual existe una arista que une este
vértice con S;. De esta manera, tenemos que S; = {b,¢,d}, Sy = S5 = {a}.
Vamos a estudiar los conjuntos transversales parciales. Si tomamos Y = {a},
a € Sy = S3, luego Y es transversal parcial. Si Y = {b}, b € S; y obtenemos
que Y es transversal parcial. Lo mismo ocurre con {c},{d}. Por tanto, los
conjuntos unipuntuales son transversales parciales. Si Y = {a,z},2 = b, ¢, d,
tenemos que a € So = S3 vy x € S; y entonces Y es transversal parcial.
Pero si tomamos {b,c}, no existen indices distintos iy,i5 € {1,2,3} tales
que b € 5;, y ¢ € S;,. Por tanto, no son transversales parciales. Lo mismo
sucede con los conjuntos de tres elementos. Entonces, si consideramos el
matroide transversal (U, F) con F la coleccién de subconjuntos de U que son
transversales parciales, observamos la equivalencia de la proposicion 1.5.

Matroide de particién (partition matroid)

Es un caso especial dentro de las matroides transversales. Usando la se-
gunda definicién, pedimos ademas que Si, Sy, ..., S, sea una particion de U
y podemos describir entonces la coleccion de conjuntos independientes como:

F={I:I1CU|INS|<1,Vl<i<n)

Matroide de emparejamiento (matching matroid)

Un matroide de emparejamiento es un matroide (E,F) donde FE es el
conjunto de vértices del grafo G y F es el conjunto de todos los subconjuntos
de vértices de GG que se pueden cubrir con un emparejamiento.

Proposicién 1.7. Se definde de esta manera un matroide.

Demostracion. Las propiedades (1) y (2) son evidentes. Por tanto, nos queda
probar (3):

Supongamos que tenemos I, J € F con |J| > |I|. Sean M;, M; empareja-
mientos de G cubriendo los vértices de I e J, respectivamente. Consideramos
el emparejamiento M;AM; = M\ M+ M;\ M;. Cada vértice en J\ I tiene
un camino alternativo que empieza desde ese vértice. Alguno de esos caminos
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puede terminar en [ \ J, pero no todos porque |J \ I| > |I'\ J|. Entonces, al
menos uno de los vértices en J \ I tiene un camino que termina en algin otro
sitio. Este punto final no puede estar en J NI dado que estos vértices tienen
grado 0 0 2 en M;AM ;. Luego tenemos un camino alternativo P desde J\ [
a un vértice que no esta en I. Ahora M;AP es un emparejamiento que cubre
Iy un vértice mas en J\ I. Esta demostracién aparece en los apuntes [7]. [

Ejemplo 1.8. Vamos a estudiar un ejemplo de matroide de emparejamiento.
En este caso, E ={a,b,c,d, e}y

F =A{0,{a}, {b}, {c}, {d}, {e},{a, b}, {a, c}, {a,d},
{b,c},{b,e},{c,d},{c, e}, {d,e}}.

()

o
@

Figura 1.2: Grafo G.

Como en el ejemplo 1.6, los conjuntos unipuntuales son independientes
porque una arista es un emparejamiento.

» {a,b} es independiente porque podemos tomar M = {{a,e}, {b,d}},
que es un emparejamiento que cubre los vértices a y b.

a b

o

» {a,c} es independiente porque M = {{a,e},{b,c}} es un empareja-
miento que cubre a y c.
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g

o,
¢}

» {a,d} es independiente porque M = {{a,c},{b,d}} es un empareja-
miento que cubre a y d.

g

o,
¢}

En cambio, {a, e} no es independiente porque cualquier arista que con-
tiene e, también contiene a.

a b

g

o,
¢}

» {b,c} es independiente porque M = {{b,d},{a,c}} es un empareja-
miento que cubre by c.

g

(oW
@)
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» {b,e} es independiente porque M = {{b,d},{a,e}} es un empareja-
miento que cubre b y e.

(e}

o
@

{b, d} no es independiente porque cualquier arista que contenga d tam-
bién contiene b.

(e}

(o
¢}

» {¢,d} es independiente porque M = {{a,c},{b,d}} es un empareja-
miento que cubre ¢ y d.

(e}

o,
@

» {c,e} es independiente porque M = {{b,c},{a,e}} es un empareja-
miento que cubre ¢y e.
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(@]

o,
¢}

» {d,e} es independiente porque M = {{b,d},{a,e}} es un empareja-
miento que cubre d y e.

o

o,
)

No existen conjuntos independientes de tres elementos o més porque no
tenemos un emparejamiento que cubra mas de tres elementos a la vez.

1.2. Circuitos, rango y dualidad

A continuacién, estudiamos mas objetos relacionados con matroides y por
ultimo tratamos un poco la dualidad de los matroides.

Definicién 1.9. Un subconjunto X C E es dependiente minimal (por in-
clusién) si todo subconjunto de X distinto de X es independiente. Un sub-
conjunto dependiente minimal de un matroide M se llama circuito de M.
Denotamos por C el conjunto de circuitos de un matroide. Observamos que
F se puede determinar a partir de C porque los elementos de F son los sub-
conjuntos de E que no contienen elementos de C. Un circuito de cardinal uno
es un bucle.

Por ejemplo, en los matroides gréficos, los circuitos son los ciclos del gra-
fo y los conjuntos independientes son los subgrafos que no contienen ningtin

ciclo. Sabiendo todo esto, podemos caracterizar C por una serie de propieda-
des:
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Proposicion 1.10. Un conjunto C de subconjuntos de E es el conjunto de
circuitos de un matroide sobre E si y solo si verifica las siquientes propieda-

des:
(C1) D &C,
(C2) C1,Cy € C y Cy C Cy, entonces Cy = Cy,

(C3) Si Cy,Cy € C,Cy # Cy ye € CrNCy, entonces existe C3 € C tal que
C3 C{C, Uy} \ {e}. (Propiedad de eliminacion,).

Demostracion. Empezamos con la implicacion =. Tenemos que comprobar
que dado un matroide (E,F) y C el conjunto de circuitos del matroide, los
elementos de C cumplen las tres propiedades (C1), (C2) y (C3):

(C1) 0 e F, luego 0 & C.

(C2) Tenemos Cy y Cy dos circuitos tales que C; C Cy. Suponemos que
C1 # Cs. Entonces C] es un conjunto independiente pero eso es absurdo
porque los circuitos son conjuntos dependientes. Luego C = Cj.

(C3) Tenemos dos circuitos C y Cs distintos y e € C; N Cy. Sabemos que
C1\C3 # 0 porque sino C; C Cy. Lo mismo pasa con Cy\Cy. Suponemos
ahora que {C UCs}\ {e} no contiene ningtin circuito. Entonces {C} U
C2} \ {e} = B es independiente, y por tanto, es una base para C; U Cy
(porque es maximal). También |B| = |C; U Cy| — 1. Como C; N Cy
es un conjunto independiente, podemos encontrar una base B’ para
C1 U Cy que contiene C7 N Cy. Entonces |B'| = |B| = |Cy U Cy| — 1.
Como Cy \ Cy y Cy \ C} son no vacios, esto es posible si y solo si o
bien C; C B’ 0 Cy C B, contradiciendo que B’ es una base. Por tanto,
existe un circuito C3 € C tal que C5 C {C} U Cy} \ {e}. Este apartado
de la demostracién viene en el lema 21 de los apuntes [3].

Para la otra implicacién <, consideramos el conjunto
C={X CFE:X cumple (C1),(C2),(C3)}.

Tenemos que comprobar que C es el conjunto de circuitos de un matroide,
donde los conjuntos independientes son los subconjuntos de E que no contie-
nen ningin elemento de C. Para ello, tomamos C' € C. Sea X C C, X # C.
Suponemos que X contiene un elemento C’ € C. Como X C C, C' C C.
Entonces por la propiedad (C2), C" = C' y por tanto, X = C, lo cual es
absurdo porque X # C. En consecuencia, X no contiene ningtin elemento
de C por lo que X es independiente y C es el conjunto de circuitos de un
matroide. O]
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Definicién 1.11. Sea M = (E,F) un matroide y X C E. El rango de X,
denotado por r,(X), es el cardinal de un conjunto maximal independiente
de X, es decir,

ry =max{|Y|: Y C XY € F}.
Proposicién 1.12. Una funcion r del conjunto de partes de E en N es la

funcion rango de un matroide (E,F), donde F ={I C E:r(I)=|I|}, si y
solo si verifica las siguientes condiciones:

R1) r(0) =

(R1)
(R2) si S C T, entonces r(S) < r(T) (“monotonia”),
(R3) r(S) <|S| VS C E ( “subcardinalidad”),

(R4)

R4) r(SUT)+r(SNT) <r(S)+r(T)VS,T C E (“submodularidad”).

Demostracion. Vamos a probar primero la implicacion =-. Para ello, sea
(E, F) un matroide. Tenemos que comprobar que la funcién rango ), cumple
las cuatro propiedades (R1), (R2), (R3) y (R4):

(R1) 0 € F = ry(0) =0 =0.
(R2) Sea S CT.
ry(S) =méx{|Y]: Y C S Y e F} <méx{|Y|: Y CT,Y € F} = ry (7).

(R3) Y] < |S] para todo Y C S. Por tanto,
ry(S) =méx{|Y]|: Y C S Y € F} <|S].

(R4) SeanY,Z C E. Sea F' € F un conjunto maximal respecto a la inclusiéon
con F CYNZysea F' € F un conjunto maximal respecto a la
inclusién con F C F' C Y U Z. Por la propiedad (3) de los matroides,
ry(YUZ)=|F'|yry(YNZ)=|F| porque F'y F’ son maximales.
Entonces:

ru(Y) 4+ 1 (2) IF'NY|+|FnZl=|FnYNZ)|+|FnYuZz)

>
> |F'OF|+|F|=|F|+|F|=ru(YNZ)+ru(YUZ).

Este punto estd demostrado en los apuntes [12], en el teorema 10.2.

Para la otra implicacién <, consideramos r : P(E) — N una funcién que
cumple las propiedades (R1),(R2),(R3) y (R4) ysea F ={I C E:r(I) =
|I|}. Tenemos que probar que (E,F) es un matroide y que la funcién rango
de este matroide es r.
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(1) r(0) = 0=10|, luego ® € F.

(2) SeaT € FyseaSCT. S € F? Lo probamos por induccién. Si |[S| = 0,
entonces S = ) y por (1), r(S) = |S| = 0. Suponemos que para cada
subconjunto S C T con |S| = |T'| — 1, se cumple que (S) = |S|. Sea S C
T con |S| = |T|. Suponemos que S # T'. Entonces existe e € T'\ S. Como
SCT,S=5\{e} CT\{e}yportanto, |T| =S| < |T\{e}| =|T|—1
lo cual es absurdo. Esto implica que S =T y r(S) =r(T) = |T| = |S|.

(3) Sean F, F' € F con |F| < |F'|. Sea U el subconjunto més grande de F"\ F
con r(FUU) = |F|. Entonces U # F'\ F porque r(FUF'") > |F'| > |F)|.
Luego existe z € (F'\ F)UU. Si FU{x} € F, ya tendriamos lo que
queremos probar. Por tanto, asumimos F'U{z} ¢ F. Como consecuencia,
obtenemos r(F U {z}) = |F|. Ahora tomamos U’ := U U {z}. Entonces,
por (R4),

|F|=r(FU{z}) <r(FUU") <r(FUU)+r(FU{z}) —r(F)=|F|,
por lo que r(F UU’) = |F| contradiciendo la maximalidad de U.

Por 1ltimo, vamos a demostrar que la funcién rango de este matroide es
r. En primer lugar, si Y € F,

ru(Y) =mix{|Z|: Z CY,Z € F} = |Y| = r(Y).

Por tanto, nos falta probar que también se cumple la igualdad para cualquier
subconjunto X C E. Sea X C F ysea Y € F tal que ry(X) = |Y|. Por una
parte,

ry(X) =ry(Y) =r) (];2) r(X).

Para la otra desigualdad, utilizamos induccién sobre | X|. Si X = (), es trivial.
Suponemos que X # () y elegimos y € X . Por hipétesis de induccién, sabemos
que existe Y € F, Y C X —y, tal que ry(X —y) = Y| = r(X —y). Si
r(X) = r(X —y), ya estarfa. Luego asumimos que r(X) > r(X —y). Entonces
Y +y € F porque

MY 4) 2 r(Y) (X)) — (X —g) > Y]+ 1.

Por tanto,
r(X) <r(X—y)+r({y}) S Y[+l =ru(Y+y) < ru((X—y)+y) = ru(X).

Esta demostracién aparece en el libro [13] en el capitulo 39. ]
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Por ejemplo, en los matroides vectoriales el rango de un conjunto X es
el tamano del subconjunto linealmente independiente mas grande contenido
en X, que coincide con el rango en sentido del algebra lineal. En los gréficos
es igual al niimero de vértices menos el nimero de componentes conexas. Lo
probamos a continuacion:

Proposiciéon 1.13. En los matroides grdficos, el rango es igual al nimero
de vértices menos el niumero de componentes conexas.

Demostracion. Sea (E,F) un matroide grafico y sea X C E. Vamos a utilizar
induccién para esta prueba. Supongamos que X tiene una sola componente
conexa, es decir, es conexo. El rango de X es el tamano del bosque mas
grande contenido en X, por lo que este bosque tiene que pasar por todos los
vértices de X pero no puede haber ningin ciclo. Luego

r(X) = [V(X)| -1,
siendo V(X)) el conjunto de vértices que unen las aristas de X.
Suponemos que es cierto que
H(X) = V(X) = (k= 1),

siendo £ — 1 el numero de componentes conexas de X con k > 2. Ahora
consideramos X C FE con k componentes conexas. Sea B el bosque mas
grande contenido en X. Vamos a agrupar las componentes conexas de B
en dos conjuntos By y Bj_; disjuntos, donde Bj solo tiene una componente
conexa y Bjy_1 tiene k — 1 componentes conexas. Por hipétesis de induccién,

r(Be-1) = |V(Bra)| = (k=1),

Luego
r(X) = r(B) = r(Be-1)+r(B1) = [V (B1) [+ |V (Bg-1)| = (k=1+1) = [V(B)| -k,
utilizando que B,_; UB; = By B,_1 N B; = 0. O
Sea M un matroide F y B el conjunto de bases de M. Entonces
B*={FE\ B|B € B}
es el conjunto de bases de un matroide sobre F.
Proposicién 1.14. El par (E, F*) es un matroide, donde
F*={Y CE:3B€eBconYNB=0}
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Demostracion. (1) ) € F* de manera trivial.

(2)

(3)

SeaT € F*y SCT.ComoT e F* existe B € BconTNB = (. Como
SCT,SNB =0y por tanto, S € F*.

Sean S,T € F* con |T| > |S|. Como T € F*, existe una base By de M
tal que By C E \ T. De manera similar, también existe una base de M
que esta contenida en £\ S. Ahora, By \ S C E'\ S, lo cual implica que
existe una base B’ de M tal que By \ S C B’ C E'\ S. Vamos a probar
que T\ S Z B"

En primer lugar, como Br NS C S\ T y BrNT = (), obtenemos
que (Br\ S)N(T\ S) = 0. Supongamos por reduccién al absurdo que
T\ S C B'. Entonces

|Br| = [BrNS|+[Br\S| < [S\T|+[Br\S| < [T\S|+|Br\S| < |B,

usando en la ultima desigualdad el hecho que (Br \ S)N (T\ S) = 0.
Pero esto es una contradiccion porque las bases tienen el mismo niimero
de elementos. Por tanto, T\ S € B’. Como consecuencia, tenemos que
existe z € T\ S con z ¢ B'. Entonces B’ N (SU{z}) = () y obtenemos
que S U{z} € F*. Esta ultima parte de la demostracién aparece en el
libro [13] en el capitulo 39.

]

Definicién 1.15. El matroide sobre E con B* el conjunto de bases, que
denotamos por M*, se llama el dual de M. Una base de M* se llama cobase
de M.

Como consecuencia,

r(M*) = |E| —rar y M™ = M.

Proposicion 1.16. La funcion rango s~ del matroide dual M* satisface,
para todo U C E:

ru(U) = U] + 1y (E\U) = ry(E).

Demostracion. Denotamos B y B* las colecciones de bases de M y M*, res-
pectivamente. Entonces

ra=(U) = méx{|UNA|: Ae B}
= max{|U \ B|: B € B}
= U] —ry(E)+méx{|B\U|: B € B}
= U] =ru(E)+ryu(E\U).
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Ejemplo 1.17. Vamos a considerar el matroide transversal M del ejemplo
1.6.

Sy Sy Ss

a b C d

Figura 1.3: Grafo bipartito con biparticion U = {a, b, c,d} y V = {51, S, S3}.

Segun la proposiciéon 1.14, su matroide dual tendria como conjuntos in-
dependientes los siguientes:

F* = {0, (b}, {c}. {d}, {e. d}, {b,d}, {b,c}}.

Vamos a comprobar que realmente es un matroide:
(1) 0 e F~

(2) Si tomamos un conjunto X € F* de dos elementos, sus posibles subcon-
juntos pueden ser (), {b},{c} o {d} que también son elementos de F*.
Luego se cumple (2).

(3) Sean S,T € F* con |T| > |S|. Si S = 0, entonces es evidente que existe
ee T\ S tal que SU{e} € F* (basta con tomar cualquier elementos de
T). Si S # (), tiene que ser un conjunto unipuntual y 7" un conjunto con
dos elementos. Los conjuntos de dos elementos incluyen los elementos b, ¢

o d, por lo que para cualquier S € F* unipuntual, existird e € T'\ S tal
que SU{e} € F*.

El conjunto C* de circuitos de M* es el conjunto de subconjuntos D C F
tales que DN B # () VB € B y D es minimal para la inclusién con esta
propiedad, que coincide con la definiciéon que hemos estudiado previamente.

Proposicién 1.18. El conjunto C* definido sobre el matroide dual M* es el
conjunto de circuitos del matroide M*.

Demostracion. Veamos que cada elementos de C* es un circuito del matroide
M*. Sea D € C*. Tomamos X C D con X # D. ;X es independiente en M*?
Suponemos que no es independiente. Entonces X N B # () para todo B € B.
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Pero esto es posible si y solosi X = D o D C X porque D es minimal para la
inclusién con esta propiedad, lo cual es absurdo debido a que son conjuntos
distintos. Por tanto, X es independiente.

Si ahora consideramos un circuito C* del matroide M*, sabemos que C*
no es independiente. Recordemos que en los matroides duales, un conjunto
X es independiente si existe B € B de tal manera que X N B = (). Luego
C* cumple que C* N B # () para todo B € B. Ademé&s, C* es minimal por
inclusién, lo cual implica que C* € C*. ]

Definicién 1.19. Un circuito de M* se llama cocircuito de M y un cocircuito
de cardinal uno se llama cobucle de M.

Observamos que los cocircuitos de un matroide son los complementarios
de hiperplanos en el conjunto de elementos,

C*={F\ H|H € H},

donde H es el conjunto de hiperplanos de M. Ciertamente los cocircuitos
de un matroide satisfacen las mismas propiedades (C1), (C2), (C3) que los
circuitos.

1.3. Operaciones

En este apartado, vamos a comentar algunas operaciones naturales que
se dan en los matroides. En primer lugar, consideramos M = (E,F) un
matroide para las sucesivas definiciones.

Definicién 1.20. Sea S C E. La restriccion M|S es un matroide sobre S
que tiene como coleccién de conjuntos independientes

FIS={ICS:1eF}
Claramente se ve que M|S es un matroide.
Proposicién 1.21. Sea S C E. (E'\ S, F/S) es un matroide, donde
F/S={ICE\S:1Ulge F},
con Ig cualquier subconjunto mazximal independiente de S.

Demostracion. Las propiedades (1) y (2) son evidentes y falta por probar la
propiedad (3). Para ello, tomamos U,V € F/S con |U| > |V|. Esto implica
que UU Ig € FyVUlg € F, para cualquier subconjunto [s maximal
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independiente de S. Fijamos Is un subconjunto maximal independiente de
S. Entonces, si aplicamos la propiedad (3) del matroide M = (£, F), tenemos
que existe t € (UUIg)\ (VUIg) tal que (VUIg)U{t} € F.Comot ¢ (VUIg),
t ¢ Isy portanto, t € U\ V. Esto es cierto para todo s subconjunto maximal
independiente de S, luego V' U {t} € F/S. O

Definicién 1.22. El matroide (E \ S, F/S) de la proposicién anterior se
denomina la contraccion M/S.

Cuando tenemos que S = E'\ {e}, ponemos directamente M |e la restric-
cion o supresion de e € E, que se trata del matroide (E \ {e}, F N 2E8\e}),
donde 2£\¢} indica el conjunto de partes de E'\ {e}. Cuando S = {e}, ocurre
que la contraccion de e € E es:

[ (BE\{e}.{S\{e}le€ S.S € F}) si {e}eF,
M/e—{ (E\ {c}. F) si {e} & F.

La supresién de e deja la funcién rango sobre los subconjuntos de E \ {e}
invariante, mientras que la contracciéon de e produce la siguiente funcion
rango:

r'(F) = r(FU{e}) —r({e}), F C E\ {e}.

Estas operaciones son tutiles para demostraciones inductivas.
Por 1ltimo, vamos a hablar de operaciones con mas de un matroide.

Proposicién 1.23. Sean M, = (Ey, F1) y My = (Ey, F3) dos matroides con
Ey N Ey =10. Entonces (Ey U Ey, Fi @ F3) es un matroide, donde

fl@FQZ{]IUIQ:]16?1,[26?2}.

Demostracion. La primera propiedad es trivial. Para la segunda, tomamos
TeFi®&FySCT. Tenemos que T'=T, UT,, donde T7 € F1 y Tr € Fo.
Como SCTiUTyy ExNEy=0,S CT; oS C Ty Suponemos que S C T}
(sino se razona de manera similar). Entonces S = S U0 € F; @ Fo.

Para la tercera propiedad, sean T, S € Fy @ F» con |T'| > |S|. Sabemos
que T'=T\UTy, y S =5 US S, con Ty, S, € Fi vy 15,55 € Fp. Suponemos
que para todo t € T'\ S, SU{t} & F, & F,. Entonces para todo t € T3 \ S,
S1U{t} & Fi, lo cual no es posible si [T}| > |S1| ya que T}, S, € F;. Luego
71| < |S1]. Aplicamos el mismo razonamiento a Ty y S, y obtenemos que
|T5| < |Ss|. Pero entonces

7| = |Ta| + |To| < [Si] + [S2] = |5,

lo cual es absurdo. Por tanto, existe t € T\ S tal que SU{t} € Fi & Fp. O
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Definicién 1.24. El matroide (E; U Ey, F; @ JF3) definido en la proposicién
anterior se llama la suma directa M; @& M,y de dos matroides M; = (Fy, F)

y My = (B, F3).

Definicién 1.25. Se dice que un matroide M = (E,F) es conezo si para
dos subconjuntos cualesquiera de F, existe un circuito de M que contiene a
ambos subconjuntos.

Proposicién 1.26. Todo matroide descompone de forma unica como suma
directa de sus componentes conexas.

Demostracion. Supongamos que M = (E,F) es un matroide no conexo.
Sino descompone en un solo matroide que es el mismo. Vamos a considerar
E4, ..., E, una particion de E donde k sea el entero positivo mas pequeno
de tal manera que para cada circuito C' de M, existe i = 1,...,k tal que
C C E;. Ahora tomamos la suma directa M; & ... ® M;, donde M; es el
matroide de restriccién M|FE; para todo i = 1,..., k. Demostramos

M=M®...® M.

Para demostrar la igualdad de estos dos matroides, es suficiente con ver
que tienen los mismos conjuntos independientes, dado que tienen el mismo
conjunto base (£ = E; U...U Ey). Empezamos con la contencién C. Sea
T € F. Como T es un subconjunto de £y E se descompone en la particion
E,U...UE), existen Ty C Ey,..., T, C Ey tal que T' =T, U ... UT}. Por
la propiedad (2) del matroide M, los subconjuntos de 7" son independientes
también, es decir, T; € F, para todo 7 = 1,...,k. Luego T; € F; para todo
i1=1,....kyTEF ®...D Fp.

Para la otra contencién DO, consideramos T' = T U ... UT, € F| &
... ® Fj. Sabemos que cada T; € F;, ¢ = 1,...,k, por lo que T; € F,i =
1,..., k. Suponemos que T ¢ F. Como cada subconjunto de T es un conjunto
independiente de M, T es un circuito de M. Utilizando que M no es conexo,
obtenemos que existe i = 1,...,k tal que T C FE;. Pero esto es absurdo
porque T; € E; para todo j =1,...,k,j # 4. Por tanto, T' € F.

Falta por probar la unicidad. Supongamos que M se descompone en otra
suma directa:

M=M®&...& M,

donde [ > k porque k lo habiamos escogido para ser el mas pequeno de
tal manera que M se descompusiera en sus componentes conexas. Entonces
tenemos que :

Mi®..&M,=M &...&M,.
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Sea F' € F. Entonces existen Fy € Fy,..., F, € Fyy Fl € Fi,....,F/ € F|
tal que
F=F+. . +F.=F+...+F.

De esta igualdad, deducimos que existe ¢ = 1,...[, tal que F; C FJ.
Por comodidad, vamos a reordenar la suma de los Fj,j = 1,...[, para que
F] = F|. De manera similar, existe j = 1,...,k tal que F] C F}. Pero como
F, C F|, F{ C F, porque Fy N F; = (0,Vj = 2,..., k. Luego obtenemos que
Fy = FJ|. Si ahora seguimos razonando de la misma forma sobre

Fo+.. ..+ F,=F+...+F,

obtenemos que Fy = Fj. Repitiendo el mismo proceso, llegamos a que F; =
F! paratodoi =1,...k. Por tanto, para que se dé la igualdad Fi+. ..+ F) =
Fi+...+F, F = (), para todo 7 = k+1,...,l. Esto se cumple para todo
conjunto independiente F' de M, luego M; = Mj,... ,M; = My, M, =
0,...,M] =0y tenemos que M se descompone de forma unica como suma
de sus componentes conexas. O



Capitulo 2

Interseccion de matroides

En este capitulo, vamos a empezar a hablar de la interseccién de ma-
troides. Nuestro objetivo es encontrar un conjunto independiente de maxima
cardinalidad comtn a dos matroides sobre el mismo conjunto base. Primero
comenzamos con un matroide y una funcion de coste ¢ : £ — Q. , que asigna
a cada elemento e € E, un coste c¢(e). De esta manera, definimos el peso de
un subconjunto X = {z1,...,2,} C F como ¢(X) := c(x1) + ... + c(x,).
Lo que vamos a hacer en la primera seccion es estudiar si existe un conjunto
independiente de peso maximo en un matroide. En la segunda secciéon, vamos
a estudiar lo mismo pero desde otra perspectiva relacionada con los polito-
pos. En la tercera, ya hablamos del estudio de un conjunto independiente
de méaxima cardinalidad comun a dos matroides, desde la perspectiva de po-
litopos y a través de un algoritmo, que produce directamente el conjunto
buscado. La ultima seccion, trata brevemente de un algoritmo que encuentra
un conjunto independiente de maximo peso comin a dos matroides, respecto
a una funcion de coste.

2.1. DMatroides y optimizacion

Los matroides y la optimizaciéon combinatoria estan bastante relacionados
debido a que se puede encontrar un conjunto independiente de maximo peso
a través de un algoritmo muy elemental, llamado algoritmo voraz. Lo primero
de todo es considerar un matroide M = (F, F) y una funcién de coste (weight
function) ¢ : E — Q. , de tal manera que a cada elemento e € E, corresponde
un coste ¢(e) y a cada subconjunto X = {xy,...,z,,} de E, le asignamos un
peso ¢(X) = ¢(x1) + ... + c(z;). Nuestro objetivo consiste en encontrar un
conjunto independiente de maximo peso respecto a la funcién de coste c. La
mayor parte de los resultados se encuentran en los libros [8] y [13].

23
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Definicién 2.1. El algoritmo voraz (greedy en inglés) es un algoritmo basado
en los siguientes pasos:

(1) Elegimos un elemento e; € E tal que {e;} € F y ¢(e;) maximal.

(11) Asumiendo que ey, . .., €; estan escogidos, elegimos e;.1 en F\{ey,...,¢;}
de tal manera que {ey,...,e;, e;41} € Fy c(e;41) es maximal.

(111) Se repite (II) hasta que no exista e;1.

Teorema 2.2 ([8, Thm. 7.5.12]). El algoritmo voraz termina con un conjunto
X ={ey,...,e.} € F de peso mdzimo.

Demostracion. Segun la construccién del conjunto X, en cada iteracion anadi-
mos un elemento de tal manera que X sea independiente y el nuevo elemento
sea de coste maximo. Entonces, cuando el algoritmo termina, X es un sub-
conjunto maximal independiente de F, es decir, es una base por la propiedad
(3) de la definicién de matroides. Por tanto, r = |X| = ry (E).

Razonamos por reduccion al absurdo: suponemos que el algoritmo falla,
lo cual quiere decir que existe otro conjunto Y = {fi,..., f;} con peso mayor
que X. Suponemos también que

c(fi) = c(fa) = ... = c(fr)

En primer lugar, como r = ry(FE), t < r . Lo siguiente que tenemos en
cuenta es que dado que ¢(Y) > ¢(X), existe 1 < j <t con ¢(f;) > c(e;).
Si ahora aplicamos la propiedad (3) de los matroides a Y' = {f1,..., fj} ¥
X' ={ey,...,ejo1}, existe 1 <i<jtalque fi € X' y{e1,...,e_1, fi} € F.
Pero

c(fi) = e(f;) > cle;)

lo cual contradice la eleccion de e; en el algoritmo voraz. O

Tenemos un resultado que caracteriza a los matroides en el que el algo-
ritmo voraz participa de manera fundamental:

Teorema 2.3 (Teorema de Rado, 1957). Los matroides son exactamente esas
estructuras (E,F) satisfaciendo las propiedades (1) y (2) de la definicion
de matroides y para las cuales el algoritmo voraz da un conjunto mdrimo
independiente en F para cada funcion de coste ¢ : F — Q..

Demostracion. Sea M = (E,F) un par con E un conjunto finito y F una co-
leccién de subconjuntos de E que satisface (1) y (2). Tenemos que demostrar
el punto (3). Para ello, sean I, J € F con k = |I| y k+ 1 = |J|. Supongamos
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que no existe z € J \ I tal que I U {z} € F. Construimos una funcién de

coste c:
cle)=k+2 si ecl,
cle)=k+1 si ecJ\I,
cle) =0 si eg JUI

Segun el algoritmo voraz, se eligen los elementos de coste k+2 y no podemos
anadir ninguno mas porque el conjunto no serfa independiente. Luego el peso
serfa c(Y) = k(k 4 2). Pero en realidad, lo mas éptimo seria elegir los k + 1
elementos de J de coste k + 1 porque

c(J) > (k+1)* > k(k +2) = (1),

lo cual es absurdo porque el algoritmo voraz siempre devuelve el resultado
éptimo. Por tanto, existe z € J \ I tal que [ U {z} € F.
El reciproco ya lo hemos demostrado en el teorema 2.2. [

Si tenemos un matroide descrito por sus conjuntos independientes, enton-
ces es trivial encontrar un conjunto independiente 6ptimo examinando esa
lista. Este algoritmo seria polinomial (incluso lineal) respecto al nimero de
elementos de E. Pero podemos tener los matroides en forma mas compacta
como por ejemplo en forma de matriz en los matroides vectoriales, fijando
una base del espacio vectorial y representando los vectores de E en la matriz
de coordenadas. En estos casos, enumerar todos los conjuntos independien-
tes puede resultar demasiado costoso (del orden de un tiempo exponencial).
Sin embargo, el algoritmo voraz trabaja en tiempo polinomial dado que se
puede comprobar la independencia de cualquier conjunto en tiempo polino-
mial. Por ejemplo, en este caso de los matroides vectoriales, se examina si un
conjunto de vectores es linealmente independiente a través de la eliminacion
Gaussiana.

2.2. Politopos matroides

Para comenzar, vamos a introducir algunos conceptos basicos sobre poli-
topos y sobre optimizacion.

Definicién 2.4. Un politopo es la envolvente convexa de un conjunto finito
de puntos P en algin R%. También puede representarse como la interseccién
finita de semiespacios en algin RY que estd acotada. A la interseccién finita
de semiespacios en algtin R? se le conoce como poliedro. La dimension de
un politopo es la dimensién de su envolvente convexa, es decir, el minimo k,
k < d tal que P C R*.
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Los politopos estan formados por caras, que son las intersecciones con
hiperplanos para las cuales el politopo esta enteramente contenido en uno de
los dos semiespacios determinados por el hiperplano. Todas las caras distintas
del politopo se llaman caras propias. Las caras de dimensién 0, 1, dim(P) — 2
y dim(P) — 1 se llaman vértices, cimas, crestas y facetas, respectivamente.
De hecho, un politopo es la envolvente convexa de sus vértices. En el libro
[15] se encuentra mas informacién sobre politopos.

Ahora tenemos una pequena introduccién sobre la optimizacion, donde
los resultados aparecen sin demostracién debido a que no es el tema central
del trabajo.

Dada una funcién f : R® — R y X C R", un problema de optimizacién
se puede formular como:

min f(x)
sujeta a las restricciones

reX,

donde f es la funcién objetivo, x son los vectores de las variables de
decision y X es el conjunto de soluciones admisibles. Por tanto, un problema
de optimizaciéon consiste en determinar, si existe, un punto minimo de la
funcién f entre todos los puntos del conjunto X.

Si la funcién objetivo f es lineal, f(x) = c¢Tx, y el conjunto X se pue-
de expresar en términos de relaciones (igualdades o desigualdades) lineales,
entonces se dice que es un problema de programacion lineal:

min ¢’z

sujeta a las restricciones

Ax > b,

siendo A una matriz real de tamano m x n. Podemos pasar de un problema
de maximo a un problema de minimo de la siguiente manera:

mixcler = —min—c'z
Az >b = —Az < —b
. Ax > b

Ahora vamos a presentar la forma estandar de minimo para un problema
de programacién lineal:
min 2z =clx
Ar=b, b>0
x>0
x e R™
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Todo problema de programacion lineal se puede transformar a la forma
estandar mediante el cambio, si es necesario, a un problema de minimo y/o
la incorporacién, en su caso, de variables excedentes y artificiales, ademas de
las de holgura.

Tenemos varios tipos de problemas de programacion lineal, en funcién de
sus soluciones:

1. Inadmisible: el problema no tiene soluciones que cumplen todas las
restricciones.

2. Admisible con valor éptimo ilimitado: existe solucién que cumple las
restricciones pero el valor del maximo o del minimo es ilimitado.

3. Admisible con valor 6ptimo finito:

3.1 Unico punto de éptimo: existe una unica solucion que cumple las
restricciones y el valor del éptimo es finito.

3.2 Infinitos puntos de éptimos: existen infinitas soluciones que cum-
plen las restricciones y el valor del éptimo es finito.

Definicién 2.5. Una funcion f : R® — R se dice que es convexa sobre un
conjunto X si, dados dos puntos cualesquiera x1,zs € X, resulta que:

f(/\l‘l + (1 — )\)Ig) S )\f(l’l) + (1 — /\)f([EQ), con A\ € [O, 1]
Teorema 2.6. Una funcion lineal del tipo cTx es una funcién conveza.
Demostracion. Es trivial a partir de la definiciéon de funcién convexa. ]

Definicién 2.7. Un punto z* € X es un optimo global para la funcién f(x)
si y solo si

f(z*) < f(x),Vx € X.

Definicién 2.8. Un punto 2’ € X es un dptimo local para la funcién f(x) si
y solo si

f(@') < f(z), Vo € N(2', ¢),

siendo N(2’,€) un entorno de z’.

Teorema 2.9. Si f es un funcion convera y X es un conjunto convezxo,
entonces todo dptimo local ' de f sobre X (si existen) es un dptimo global.
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Como la funcién f(z) = ¢’z es convexa y el conjunto X = {z : Az =

b,z > 0} es convexo, se puede aplicar este teorema y, por tanto, en problemas
de programacién lineal los éptimos locales y globales coinciden.
Consideramos un problema de programacién lineal en forma estandar:

min z=c'x
Az =b, (1)
x>0 (2

r e R"™

Suponemos que m = rango(A) y m < n. A se puede dividir en A =
[Ap|An] donde:

» Ap es una matriz no singular m x m (det(Ag) # 0).

» Ay es una matriz m x (n —m).

La matriz Ap estd compuesta de m columnas linealmente independientes
de A. Tales columnas (vistas como vectores) son, por tanto, una base del
espacio vectorial generado por las m columnas de A. La matriz Ag se dice
que es matriz de base. En correspondencia con Ag y Ay, se puede dividir el

vector x como:
B m
T = ,
TN n—m

donde zp es el vector de las variables de base (vector de base) y xx es el
vector de las variables fuera de base.

Ar = b AprptAnyzy = b Apxg = b—Anry & 25 = Aglb—AélANxN.

Una solucién del sistema de ecuaciones (1) corresponde a determinar el
valor para m variables (zg), habiendo fijado arbitrariamente el valor para las
restantes n — m variables (zy).

1
T = ($B) = [A b] es solucién de base.

N 0
Si zp = A~'b > 0, se obtiene una solucién de base admisible.

Teorema 2.10 (Teorema fundamental de la programacién lineal). Dado un
problema de programacion lineal en forma estandar:
min z=clx
Az =10, (1)
x>0 (2
r € R",
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donde A es una matriz m X n con rango(A) =m y m < n, entonces:
1. Eziste una solucion admisible = existe una solucion admisible de base.

2. Ezxiste una solucion dptima finita = existe una solucion optima finita
que es también de base.

Teorema 2.11. Sea A una matriz m X n de rango m y b un vector m
dimensional. Sea X el poliedro convexo formado por todos los vectores x € R"
que satisfacen Ax = b y x > 0. Un vector x es un vértice del poliedro X si y
solo si x es una solucion admisible de base del sistema.

Corolario 2.12. Si el poliedro X = {x : Ax = b,x > 0} no es vacio,
entonces tiene al menos un vértice.

Corolario 2.13. Si existe solucion optima finita en un problema de progra-
macion lineal, entonces existe solucion optima finita que corresponde a un
vértice de X .

Ahora vamos a explicar un concepto que utilizamos después.

Definicién 2.14. El vector indicador de un subconjunto 7" de un conjunto
S es el vector zp := (x5)ses tal que zy, =1sis €T yxs,=0sis ¢ T.

En nuestro caso, tomamos R¥ el conjunto de las aplicaciones de E en R,
con F finito. Dados z € R¥, v = (z.)eep, vy F C E, 2 € RF tal que

zf =1lsiec Fyz. =0siec B\ F,

es el vector indicador de F'.
Dado un matroide M = (E,F), se puede definir un politopo asociado a
este matroide M de la siguiente manera:

Definicién 2.15. Un politopo matroide es la envolvente convexa de vectores
indicadores (incidence vectors) de conjuntos independientes de M, es decir,

IND(M) := conv{x’ € R¥|I € F}

De esta forma, la optimizacion en matroides es equivalente a encontrar
méax{cT x|z € IND(M)}, para un cierto ¢ € R¥, porque por el corolario 2.13,
en los problemas de programacién lineal si existe solucién éptima finita, es de-
cir, en este caso si existe el maximo, coincide con un vértice, en este caso, del
politopo IND(M). Ademas, los vértices del politopo IND(M) son vectores
indicadores de conjuntos independientes de M. Por lo que, resolviendo es-
te problema de programacion lineal, si existe solucion 6ptima, obtendriamos
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que se alcanza el maximo en un vector indicador de un conjunto indepen-
diente. Si tomamos ¢ = (1,..., 1), obtendriamos el vector indicador x!" de
un conjunto independiente F' con mayor suma de sus componentes, es decir,
F seria el conjunto independiente mas grande de F. Por tanto, tenemos otro
método para encontrar un conjunto independiente de maxima cardinalidad
en un matroide.

Ahora vamos a estudiar una caracterizacién del politopo matroide de un
matroide M.

Teorema 2.16. Para todo matroide M = (E,F), IND(M) es el conjunto
de todos los vectores x € RY que satisfacen :

(P1) x. > 0 para todos e € E,
(P2) z(F) < r(F) para todos F' C E.

Demostracion. Por una parte, los vectores indicadores cumplen las desigual-
dades de forma trivial.

Para demostrar la otra contencién, IND(M) 2 {z € R¥|z cumple (P1) y
(P2)}, asumimos, sin pérdida de generalidad, que los conjuntos unipuntuales
{e} son independientes en M. Entonces I N D(M) contiene todos los vectores
unitarios y el vector cero, por tanto, IND(M) tiene dimensién |E|.

Ahora tomamos una desigualdad a’z < b que define una faceta de
IND(M). Queremos ver que a’r < b es un multiplo positivo de una de
las dos desigualdades (P1), (P2). Para ello, suponemos que existe e € E de
tal manera que a, < 0. Si existe I € F con e € I y a’'x! = b, entonces
J:=T1\{e} € Fya"x’ > b, lo cual contradice la desigualdad a’z < b. Lo
probamos:

Si a. < 0, entonces, al retirar la componente e, se aumenta el producto
a’y” > a"x! = b. Por lo tanto, . = 0 para todos los puntos de la faceta
que cumplan la igualdad e’z = b. Entonces la faceta IND(M) N {a”x = b}
es la misma que la faceta IND(M) N {z|z. = 0}. Por tanto, a’z < b es un
multiplo positivo de —z, < 0.

Suponemos ahora que a, > 0 para todo e € E. Sea F := {e € E|a. > 0}.
Queremos probar que a’z < b es un miltiplo positivo de z(F) < r(F). Para
ello, si I € Fy alx! = b, entonces x'(F) = r(F), es decir, I N F es una
base de F(porque cada base de F' tiene el mismo rango que coincide con
r(F)). Razonamos por reduccién al absurdo: suponemos que existe f € F'\ [
tal que I' = T U {f} € F. Entonces a”x!" = a"x! + a; > a’x! = b, lo cual
contradice la desigualdad a”z < b. Luego I es base de F' y por tanto, a’z < b
es multiplo positivo de z(F) < r(F). O
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Por lo tanto, se puede estudiar el problema de encontrar un conjunto
maximo independiente de maximo peso a través del algoritmo voraz o po-
demos obtener el politopo matroide y utilizar algoritmos de programacion
lineal para conseguir el maximo, como por ejemplo el método simplex.

2.3. Teorema de interseccion de dos matroi-
des

Ahora consideramos la interseccién de matroides para aplicarlo a muchas
estructuras combinatorias que se pueden ver como conjuntos independientes
comunes de dos matroides (ver capitulo 3).

En primer lugar, consideramos dos matroides M; = (E,Fy) y My, =
(E, F») sobre el mismo conjunto finito £. La interseccién de dos matroides
se define como M; N M, := (E, F1 N Fs).

Definicién 2.17. Definimos el politopo asociado a la interseccién de dos
matroides como sigue:

IND(M;, N My) := conv{x'|I € Fi N Fp}.

No necesariamente esta intersecciéon es otro matroide (ver 3.1) pero el
politopo asociado cumple una propiedad que se demuestra en el siguiente
teorema:

Teorema 2.18. (Edmonds, 1970) Sean M, y My dos matroides sobre el
mismo conjunto base E. Se cumple que:

IND(M,; N M) =IND(M,) N IND(M,),
es decir, IND(M; N My) se determina por el sistema de inecuaciones
(1) xz. > 0 para todo e € E,
(1) z(F) < min{r (F),r(F)} para todo F C E,
donde r; es la funcion rango de M;, 1 =1,2.

Demostracion. La primera contencion [N D(M;NMsy) C IND(M;)NIND(Ms)
es obvia. Para la otra contencién, aplicamos induccién sobre |E|. Si E = (),
el teorema es trivial. Sea F # () y tomamos y un vértice del politopo
IND(M;)NIND(Ms,). Si probamos que y es integral(todas sus componentes
son enteras), entonces y € IND(M; N Ms). Lo probamos brevemente:
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Como y € IND(M;) N IND(M), y es combinacion lineal de

(e R} (y=>Y anxh),

IeF;

y también de
{17 € B}, (y= D _bix)).
JeF2
Sea {e} C E. Dado que las componentes de y son enteras, son mayores o
iguales que 0 e y(F) < ry(F),i=1,2,VF C E,

y({e}) =0 o y({e}) = 1.

Si{e} & FiNFy, puede ser porque {e} ¢ F; para algin i o porque no esté
en ninguna de las dos familias. Supongamos que {e} & F». Por la propiedad
(2) de los matroides, no existe ningin J € F, tal que e € J, por lo que

y({e}) = > byx’({e}) = 0. Luego y({e}) = 1 si {e} € Fi N Fa.
e€J,JEF,

Como los conjuntos unipuntuales son independientes, podemos escribir

y= > xt yportanto, y € IND(M, N M,).
{6}6.7:1ﬂ.7:2
Primero vamos a demostrar que y tiene al menos una componente entera

y luego utilizaremos como hipétesis de induccién
(HI)xze€INDM)NIND(M)) y xentero = x € IND(M;N M,),

donde M = (E',F') es un matroide con dim(E') = dim(F) — 1,i = 1,2.
Asumimos que y > 0. Sea T; := {S C E|y(S) = r;(S)},7 = 1,2. Se aprecia
que 71 v T5 son cerrados bajo la unién y la interseccion, debido a que si
S,T € T;, entonces por la propiedad de la submodularidad (R4):

(R4)
7i(S) 4 ri(T) > r(SUT)+r,(SNT)
yeIND(M;)
> y(SuT)+y(SNT)
= y(S) +y(T)
S,TZG'Ti ’I“Z(S) + ’I“l(T)

= r,(SUT)+r(SNT)=y(SUT)+y(SNT).

A continuacién, definimos dos relaciones de equivalencia ~; (i = 1,2)
sobre I como sigue:
e~; fsie=f onoexiste SCEconSeT;y|SN{e f} =1
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Sean Aj, ..., A las clases de equivalencia de ~1 y By ..., B; las clases de
equivalencia de ~5. Si S € 77, entonces S es unién de clases A;. De manera
similar, si S € 7Ts, entonces S es unién de clases B;.

Como y es un vértice del politopo definido por las desigualdades (P1) y
(P2) con componentes diversas de 0, es la tnica solucién de las ecuaciones
de la forma z(F) = min{r,(F), ro(F)}. Es decir, y es solucién de

(S),si SeT
2(5), si Se 75

,
r
De estas ecuaciones, se sigue que los vectores indicadores x°,S € T; U Ts
generan todo R, Ahora, como x*, S € 71 U T3, es suma de vectores x% o
xPi, entonces {x%i|i = 1,..., k}Uu{xP|j = 1,...,1} también genera todo RE.
Esto implica que k+1 > |E| y de hecho, es estricto porque x4t +. ..+ x4 =
xBt 4+ ...+ xP. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que k > %|E|

Entonces una de las clases A; debe tener un solo elemento, A; = {f}. Sean

U:=U{SeTI|f &S}

V=n{SeTl|f € 5}

U y V pertenecen a T; porque es cerrado bajo la unién y la interseccién.
Ademéas V\ U = {f}. Si tomamos e € V \ U, para cada S € Ti,e € Ssiy
solosi f € S, lo cual quiere decir que e ~; f. Pero como A; = {f}, no existe
ningin elemento e # f con e ~; f. Por tanto, U U {f} = UUV y, como
UV eT,UU{f} € Ti. En consecuencia,

yr =y(UUV) —y(U) "=
lo cual implica que y; es entero. Por lo tanto, ya tenemos que una componente
de y es entera, que va a ser 0 o 1.

Si yr = 0, entonces suprimimos f de M; y My y obtenemos M| = (E\
{fy, Fn2B\Uh vy ML = (E\ {f}, Fo 0 2EMIN) ) ElL vector 3/, que es la
proyeccién de y sobre RPMS} es un vértice de IND(M])NIND(Mj). Por la
hipétesis de induccion, y' es entero y eso implica que y también es entero.

Si yr = 1, hacemos la contraccién de f en M; y M. Como antes, y' es
un vértice de IND(M,/{f}) N IND(My/{f}) y por hipétesis de induccion,
Yy’ es entero, luego y también lo es.

Esta teorema corresponde con el teorema 7.5.16 del libro [8]. O

7“1(UU V) — 7’1(U),

Ahora vamos a describir un algoritmo para encontrar un conjunto inde-
pendiente de maxima cardinalidad comin a dos matroides dados. Toda esta
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parte de algoritmos viene en los apuntes [12] y en el libro [9]. Para poder
continuar, necesitamos dos lemas técnicos a modo de preparacion.

Sea M = (E,F) un matroide. Para cualquier Y € F, definimos un grafo
bipartito H(M,Y) como sigue. El grafo H(M,Y') tiene como conjunto de
vértices E, con clases coloreadas Yy E\Y. Los elementosy € Yy x € E\Y
son adyacentes si y solo si (Y \ {y}) U{z} € F. Entonces tenemos:

Lema 2.19. Sea M = (E,F) un matroide y sean Y, Z € F con |Y| = |Z|.
Entonces H(M,Y') contiene un emparejamiento perfecto sobre Y AZ.

Demostracion. Recordemos que un emparejamiento perfecto es un empare-
jamiento que utiliza todos los vértices del grafo (ver 1.1, matroides transver-
sales). Suponemos que no tenemos un emparejamiento perfecto sobre YAZ.
El teorema de emparejamiento de Konig dice que en cualquier grafo bipar-
tito, el nimero de cimas en un emparejamiento maximo es igual al nimero
de vértices en una cobertura de vértices minima. Utilizando este teorema,
tenemos que existe un subconjunto S de Y\ Z y un subconjunto S’ de Z\'Y
tal que para cada arista {y, z} de YAZ que satisface z € ', tenemos y € S
y IS] <[5

Como (Y NZ)US| < |(YNZ)UJS’| existe un elemento z € S’ tal que
T:=(YNZ)UuSu{z} e F. Esto implica que existe un U € F de manera
que T CUCTUY y |U|l =|Y| Asi que U = (Y \ ) U {z} para algin
x ¢ S. Como {z,z} es una arista de H(M,Y"), esto contradice la eleccién de
SydS. ]

El siguiente resultado seria el equivalente:

Lema 2.20. Sea M = (E,F) un matroide yY € F. Sea Z C E tal que
|Z] = |Y| y H(M,Y) contiene un unico emparejamiento perfecto N sobre
YAZ. Entonces Z pertenece a F.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre k := |Z \ Y|, siendo el caso
k = 0 trivial. Sea k > 1. Por la unicidad de N, existe una arista {y, z} € N,
cony € Y\Zyze Z\Y, con lapropiedad de que no existe ningtin 2’ € Z\Y
tal que 2’ # z y {y, 2’} es una arista de H(M,Y).

Sea Z' == (Z \ {z}) U{y} y N' := N\ {{y,z}}. Entonces N’ es el
tnico emparejamiento en H(M,Y) sobre YAZ’'. Por tanto, por induccidn,
7" € F.Luego podemos afirmar que existe S € F de manera que Z’\ {y} C
S<S Y \{yH)uZy S| =[Y]porque (Y \{y})UZ = \{y})u{z}uZ
v Y\ {y}) U{z} € F. Asumiendo que Z ¢ F, sabemos que z ¢ Sy
por tanto, r((Y U Z’) \ {y}) = |Y|. Entonces existe 2/ € Z'\ 'Y tal que
(Y \{y}) u{s} € F. Esto contradice la eleccién de y debido a que {y, '}
seria una arista de H(M,Y). O
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A continuacién, empezamos a estudiar el algoritmo previamente citado
pero antes definimos lo que es un grafo dirigido: es un tipo de grafo en el cual
las aristas tienen un sentido definido.

Para dos matroides cualesquiera M, = (E, Fy)y My = (E, F,) y cualquier
Y € Fi N F,, definimos un grafo dirigido H(M;, M5,Y) como sigue. Su
conjunto de vértices es F, mientras que para cualquier y € Y, x € E'\ Y,

(y,x) es un arco de H(My, M,,Y") siy solo si (Y \ {y}) U{z} € Fi,

(x,y) es un arco de H(My, Ms,Y) siy solosi (Y \ {y})U{z} € Fo.

De hecho, este grafo puede considerarse como la unién de las versiones
dirigidas de los grafos H(M;,Y) y H(M,,Y) definidos anteriormente.

Lo siguiente es la base para encontrar un conjunto independiente de maxi-
ma cardinalidad comin a dos matroides.

Algoritmo 2.21. Entrada: los datos entrantes son dos matroides M; =
(E,F1)y My=(E,F,) y un conjunto Y € F; N Fo.

Salida: el algoritmo devuelve un conjunto Y € F; N F; con |[Y'| > |V, si
existe.

Descripcién del algoritmo: asumimos que M; y Ms estdn dados de tal
manera que para cualquier subconjunto Z de E, podemos comprobar en
tiempo polinomial si Z € F; y si Z € F,. Consideramos los conjuntos

Er={ye E\Y[Y U{y} € A},

Ey ={ye E\Y|Y U{y} € F}.

Ademds consideramos el grafo dirigido H (M7, M5,Y") definido previamente.
Existen dos casos:

Caso 1. Existe un camino dirigido P en H (M, M,,Y") desde algtin vérti-
ce en F; a algin vértice en E, (posiblemente de longitud 0 si By N Ey # 0).
Tomamos el camino més corto P (con un nimero minimo de arcos). Sea P
el camino que pasa por los vértices Yo, 21, Y1, - - - Zm, Ym de H(M;i, M5, Y'), en
este orden. Por construccién del grafo H (M, Ms,Y') y los conjuntos E; y
E5, esto implica que yo, . .., Y, pertenecen a F\Y y z1,..., 2, pertenecen a
Y. Ahora devolvemos

Y=Y \{z1, -, 2m}) U{¥o,- -, Ym}-

Caso 2. No existe un camino dirigido en H(Mj, M5,Y’) desde un vértice
en F; a un vértices en Fs. Entonces Y es un conjunto independiente de
maxima cardinalidad comun.
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El algoritmo se apoya en los siguientes teoremas:
Teorema 2.22. Si el caso 1 se cumple, entonces Y' € Fi N Fs.

Demostracion. Asumimos que se da el caso 1. Por simetria, es suficiente
con probar que Y’ pertenece a Fj. Para ver que Y’ \ {yo} pertenece a Fi,
consideramos el grafo H(M;,Y’) definido antes. Observamos que las aristas
{zj,y;} forman el Gnico emparejamiento en H(M;, Ms,Y) con unién igual
a{z1, ., Zm, Y1, -, Ym} (sino P tendria un atajo). Luego por el lema 2.20,
Y'\{yo} = Y\ {21, z2m}) U{y1, ..., Um} € F1.

Para probar que Y’ € Fj, observamos que 7y, (YUY”) > ry (Y U{wo}) =
Y]+ 1,y que, como (Y'\ {yo}) N By =0, rar, (Y UY")\ {go}) = [Y].

Dado que Y\ {yo} € Fi, sabemos que Y’ € F. O

Teorema 2.23. 5i el caso 2 se cumple, entonces Y es un conjunto de maxima
cardinalidad coman.

Demostracion. Si se da el caso 2, entonces no existe F; — Fy camino dirigido
en H(M,, M,,Y). Por tanto, existe un subconjunto U de E que contiene Fy
tal que U N E; = 0 y tal que ningin arco de H(My, M5,Y) entra en U.
(Podemos tomar para U el conjunto de vértices que no se alcanzan por un
camino dirigido desde E;). Probamos

ran (U) + g (E\U) = Y.
Pero antes, veamos que
v (U) =Y NUJ.

Claramente, como Y NU € Fi, tenemos 7y, (U) > |Y NU|. Supongamos que
ran (U) > |YNU|. Esto implica que existe x € U\Y tal que (YNU)U{x} € F;.
Dado que Y € Fj, entonces existe un conjunto Z € F; con |Z] > |Y|y
(YNU)U{z} C Z CYU{x}. Por tanto, Z =Y U{z} o Z = (Y \{y})U{z}
para algin y € Y \ U.

En el primer caso, x € F,, contradiciendo el hecho de que z € U. En el
segundo, (y, z) es un arco de H (M, M,Y") entrando en U, lo cual contradice
la definicién de U (porque y ¢ U y « € U). Esto demuestra que 7y, (U) =
Y N U|. De manera similar, tenemos que ry,(E \ U) = |Y|. Ahora, esta
ultima igualdad implica que para cualquier conjunto Z en F; N F5 se tiene

1Z] =1ZNU|+|Z\U| < ra,(U) + (BN U) = Y.

Por tanto, Y es un conjunto independiente comun de maxima cardinalidad.
]
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El algoritmo trabaja en tiempo polinomial, dado que se sabe que cons-
truir los grafos dirigidos auxiliares H (M7, M,,Y) y encontrar el camino P (si
existe) se produce en tiempo polinomial. Esto nos lleva al siguiente resultado:

Teorema 2.24. FEs posible encontrar un conjunto independiente de mdxrima
cardinalidad comin a dos matroides en tiempo polinomial.

Demostracion. Se prueba directamente de lo anterior, ya que podemos en-
contrar un conjunto independiente de maxima cardinalidad comun después
de aplicar como mucho |F| veces el algoritmo anteriormente descrito. ]

El algoritmo también sostiene una relacién min —méx para la maxima
cardinalidad de un conjunto independiente comun:

Teorema 2.25. (Edmonds, 1970) Sean M, = (E,F\) y My = (E,F2) dos
matroides, con funciones de rango vy, Y T, respectivamente. Entonces

max{|Y|:Y € FiNF} =min{ry, (U) +ry,(E\U)|U C E}.

Demostracion. La desigualdad < se sigue de manera similar a la demostra-
cion del teorema 2.23. Si tomamos Y € F; N Fy y cualquier conjunto U C E|
entonces

Y=Y nU[+[Y\U[ <7 (U) + 70, (E\U)

porque Y NU € F; y Y \U € F. Luego |Y] < (r]nCiIEl(er(U) + ru (E\U)).
Como es cierto para todo Y € F; N Fo, -

méx [Y] < min(r, (U) + ran (B D))

La otra desigualdad proviene del hecho que si el algoritmo se para con el
conjunto Y, obtenemos un conjunto U con el que se cumple

ran (U) + 7 (E\U) = [Y].

Por tanto, el méximo Yrr}éxf |Y| es al menos tan grande como el minimo
cF1NF2

min(ras (U) + s, (') U). =

En el capitulo 3, estudiaremos este algoritmo sobre un ejemplo concreto.
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2.4. Interseccion ponderada de matroides

A continuacion, consideramos el problema de encontrar un conjunto inde-
pendiente comin de maximo peso, en dos matroides dados, con una funciéon
de coste dada. El algoritmo es una extension del algoritmo anterior, pero
ahora, en cada iteracion, en vez de encontrar un camino P con un nimero
minimo de arcos en H, pediremos que P tenga una minima longitud respecto
a alguna funcién de longitud definida en H.

Para describir el algoritmo, si My = (E, F;)y My = (E, F3) son matroides
y w : E — R es una funciéon de coste, llamaremos Y € F; N F, un conjunto
extremo si w(Z) < w(Y') para cada Z € Fy N F; satisfaciendo |Z| = |Y|.

Algoritmo 2.26. Entrada: como datos de entrada tenemos dos matroides
M, = (E,F) y My = (E,F;), una funcién de coste w : E — Q, y un
conjunto independiente comun extremo Y.

Salida: el algoritmo devuelve un conjunto independiente comiin extremo
Y’ con |Y'| = |Y| + 1, si existe.

Descripcién del algoritmo: consideramos otra vez los conjuntos F; y
Es y el grafo dirigido H(M;, Ms,Y") sobre E como antes. Para todo = € E,
definimos la “longitud” I(z) de = como:

l(z):=w(x) si ze€Y
l(x):=—w(x) si zgY.

La longitud de un camino P, denotado por [(P), es igual a la suma de las
longitudes de los vértices que atraviesan P, contando multiplicidades.

Consideramos dos casos:

Caso 1. H(M;,M,,Y) tiene un E; — Ey camino P. Elegimos P de tal
manera que [(P) es minimal y que tenga un nimero minimo de arcos entre
todos los Fy — E; caminos de longitud minima. Devolvemos Y’ := YAV (P) =
Y\V(P)+V(P)\Y, donde V(P) denota los vértices que se utilizan en el
camino P.

Caso 2. H(M;, M,,Y) no tiene ningiin F; — Ey camino. Entonces Y es
un conjunto independiente comun de tamano maximo.

Los resultados tedricos sobre los que se apoya este algoritmo se encuentran
en los apuntes [12] y en el libro [13] y no los demostramos porque se excede
del contenido del trabajo.



Capitulo 3

Aplicaciones

Después de hablar de la teoria de interseccién de dos matroides, es con-
veniente estudiar algunas aplicaciones para observar que realmente este con-
cepto se utiliza. Todas estas aplicaciones se encuentran en mayor o menor
extension en las referencias [4], [12] y [13].

3.1. Emparejamientos bipartitos

Los emparejamientos en un grafo bipartito G = (V, E) con particién
(A, B) no forman los conjuntos independientes de un matroide. Lo vemos
con un contraejemplo:

Consideramos el grafo bipartito G = (V, E') que se observa a continuacién:

a a2 as

bl bQ b3 b4

Ahora suponemos que (F,F), donde F es la familia de emparejamientos en
el grafo G, es un matroide. Consideramos X = {a;,b1} U {ag, b2} vy Y =
{a1, b2}, ambos conjuntos independientes del matroide considerado ya que
son emparejamientos sin vértices comun respectivamente.

39
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aq a9 as
\ X
(]
bl bQ bg b4
;Existe alguna arista e € X \ 'Y tal que Y U {e} € F 7
Y U {al, bl} = {CLI, bg} U {al, bl},
que tiene un vértice comun a;.
aq a9 as
A X
b1 62 bB b4

Y U {ag, bg} = {(11, b2} U {CLQ, bg},
con un vértices en comun b,.

a1 Q2 a3

Y U{e}
¢
bl bg bg b4

Por tanto, no es un matroide.

Sin embargo, estos emparejamientos pueden verse como los conjuntos
independientes comunes a dos matroides. Este es el ejemplo candnico de
interseccién de matroides.

Sea M7 un matroide de particion con conjunto de base F, donde la par-
ticién de F estd dada por E = U{d(v) : v € A}, con §(v) una funcién que
denota las aristas que inciden sobre v. Observamos que es una particion de-
bido a que todas las demaés aristas tienen precisamente un punto final en A.
Entonces, la familia de conjuntos independientes de M; estd dada por:

Fi={F:|Fnéw)| <1,vve A}
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En otras palabras, un conjunto de aristas es independiente para M; si tiene
como mucho una arista incidente sobre cada vértice de A (y cualquier nimero

de aristas incidentes sobre cada vértice de B). Podemos, de manera similar,
definir M, = (E, F3), donde:

Fo={F:|Fndw)| <1,Vv e B}.

Ahora observamos que cualquier F' € F; N F, corresponde con un empa-
rejamiento en GG y viceversa.

Proposicion 3.1. Sea G un grafo bipartito y My y My dos matroides defi-
nidos mas arriba. Un conjunto F' es independiente en ambos matroides si y
solo si corresponde con un emparejamiento en G.

Demostracion. Sea F' € F; N Fy. F es un conjunto de aristas donde cada
arista solo incide una vez sobre cada vértice de A y de B, luego cada arista
pasa una vez por cada vértice involucrado y forma un emparejamiento debido
a que las aristas no coinciden en ningin vértice (sino existirfa un vértice por
el que incide méas de una arista).

Para el inverso, si tenemos un emparejamiento en (G, tenemos un conjunto
de aristas que van de vértices de A a vértices de B sin vértices en comun.
Luego cada arista solo puede incidir una vez en cada vértice de A y de B,
porque sino tendriamos un vértice comin y no seria un emparejamiento.
Entonces ese conjunto de aristas pertenece a F; N Fa. O

Por tanto, el conjunto independiente mas grande comun a F; y JF3 co-
rresponde a un emparejamiento maximo en G. Vamos a estudiar ahora un
ejemplo de emparejamiento bipartito donde aplicamos el algoritmo 2.21.

Ejemplo 3.2. Consideramos el grafo bipartito G = (V| E) que se muestra
en la figura 3.1, con particion A = {ay,as.a3,a4} y B = {b1,ba, b3, by, bs}.
Ahora tomamos los matroides de particiéon M; = (E, Fy) y My = (E,F2)
como hemos descrito antes.

as
a2
ay ay

by by b3 by bs

Figura 3.1: grafo bipartito G.



42

CAPITULO 3. APLICACIONES

En la figura 3.2, se muestran todos los conjuntos independientes comunes
a ambos matroides de maxima cardinalidad.

as
a2
aq a4y
[ J
b1 by b3 by bs
as
a2
aq Q4
[ ]
b1 by by by b

as
a9
a1 a4
°
by by b3 by bs
as
a2
ai Q4
°
by by D3 by b

Figura 3.2: Conjuntos independientes comunes a M; y M, de maxima cardi-

nalidad.

Partimos de un conjunto independiente Y € FiNFy, Y = {y; = {a1,b1}}.

ay

by by

bs by

bs

Figura 3.3: Conjunto independiente comun Y.

Consideramos los conjuntos By = {y € E\Y|YU{y} € Fi} y Es ={y €
E\Y|Y U{y} € F} vy el grafo dirigido H(M;, M>,Y") definido previamente
al algoritmo 2.21, donde el conjunto de vértices es E.
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Y

{a, b2} {b2, as} {as, bs} {bs, az} {az, ba} {bs3, a4} curva{ay, bs}
Figura 3.4: Grafo dirigido H (M, Ms,Y")).
Como E1NEy # (), existe un camino en H (M, Ms,Y') de longitud cero que
une el vértice yo = {by, az} consigo mismo. Entonces obtenemos Y’ = Y U{y2}

un conjunto independiente comun a los dos matroides pero no es de maxima
cardinalidad, por lo que repetimos el proceso.

Tomamos Y = {y;, y2} y construimos de nuevo el grafo dirigido H(M;, M5, Y).

as

aq Qy

® O
by by b3 by bs

Figura 3.5: Conjunto independiente comtun Y.

Y Y2

{a, b2} {as, bs} {bs, az} {az, ba} {bs, a4} curva{ay, bs}
Figura 3.6: Grafo dirigido H (M, Ms,Y")).
Igual que antes, £y N Ey # () y existe un camino dirigido en H (M, M5, Y")

de longitud cero que conecta el vértice y3 = {bs, as} consigo mismo. Obtene-
mos Y/ =Y U{ys} y volvemos a repetir lo mismo con Y = {y1, y2,ys}.
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a3
a2
aq ay

Dby  bybi by

Figura 3.7: Conjunto independiente comun Y.

U1 Yo Y3

{a1,b2}  {as,bs}  {a2,bs}  {b3, a4} curva{aq,bs}

Figura 3.8: Grafo dirigido H(M;, M>,Y")).

En este caso, tenemos que existe yy = {b3,as} € E; N Fy y construimos
Y’ =Y U{y,s}. Volvemos a formar Y = {y1, y2,¥s,y4} v aplicamos el algorit-
mo. En este momento, EyNEy = () porque E; = (). Luego no existe un camino
dirigido que una un vértice de E; y uno de Es. Por tanto, Y deberia ser un
conjunto independiente comun a los dos matroides de maxima cardinalidad
como habiamos probado en 2.23 y comparando con el estudio que habiamos
realizado a mano, comprobamos que efectivamente se trata de un conjunto
comun independiente de maxima cardinalidad.

as

a2
ay Qg

[ J
by by b3 by bs

Figura 3.9: Conjunto independiente comun de méxima cardinalidad Y.
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3.2. Arborescencias y ramificaciones

Recordemos que en teoria de grafos, un arbol es un grafo en el que dos
vértices cualesquiera estan conectados por exactamente un camino, un bos-
que es una union disjunta de arboles y un arbol de expansién es un arbol
compuesto por todos los vértices y algunas (quiza todas) de las aristas de un
grafo conexo, no dirigido.

Sea D = (V, A) un grafo dirigido. Una ramificacion en D es un conjunto
de aristas A" C A tal que el grado de cada vértice es como méximo uno y
las aristas en A’ forman un bosque. Tomamos un vértice raiz especial r € V.
Una r-arborescencia (o simplemente arborescencia) es un arbol de expansién
(cuando lo vemos como un grafo no dirigido) dirigido lejos de r. Entonces,
cada vértice se puede alcanzar desde la raiz r. Como una r-arborescencia
no tiene arcos entrando en la raiz, asumimos que D no tiene tampoco tales
arcos. También podemos ver una arborescencia como una ramificacién en la
cual 7 es el tinico vértice con grado 0.

2

Figura 3.10: un grafo dirigido D

}

Figura 3.11: una ramificacion del grafo D.

§

Figura 3.12: una r-arborescencia del grafo D.
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Las r-arborescencias se pueden ver como conjuntos independientes si-
multaneamente en dos matroides. Denotamos por G el grafo no dirigido que
se obtiene a partir de D quitando las direcciones de los arcos. Notamos que
si tenemos ambos arcos a; = (u,v) y ag = (v,u) entre u y v en D, entonces
obtenemos dos aristas no dirigidas también llamadas a; y ay entre u y v en
G. Definimos M; = (A, F;) = M(G) el matroide grafico correspondiente a
G,y My = (A, F;) el matroide de particién en el cual los conjuntos inde-
pendientes son aquellos con como mucho un arco entrando en cada vértice
v # r. En otras palabras,

Fo=A{F:|FNno (v)|<1,YoeV\{r}},

donde §~(v) denota el conjunto {(u,v) € A} de arcos entrando en v. Por tan-
to, cualquier r-arborescencia es independiente en ambos matroides M; y Ms.
(En M, los bosques son los conjuntos independientes y una r-arborescencia
es un arbol, luego es independiente en M;. Por otra parte, como en un arbol
dos vértices estan conectados por exactamente un camino, también es inde-
pendiente en My).

A la inversa, cualquier conjunto independiente 7" en ambos M; y My y
de cardinalidad |V| —1 (de tal manera que es una base en ambos matroides)
es una r-arborescencia. De hecho, tal T', siendo un arbol de expansién en G,
tiene un uUnico camino entre r y cualquier vértice v; este camino debe estar
dirigido desde la raiz r porque sino tendriamos un arco entrando en r o dos
arcos entrando al mismo vértice.

3.3. Orientaciones

Dado un grafo no dirigido G = (V, E), consideramos orientaciones de
todas sus aristas en arcos dirigidos; es decir, cada arista (no dirigida) {u, v}
se reemplaza por un arco (u,v) de u a v o por un arco (v, u) de v a u. Nuestro
objetivo es, dado k : V — N, decidir si existe una orientacion de tal manera
que, para cada vértice v € V', el grado del vértice v (el nimero de arcos que
entran en v) es como mucho k(v). Claramente, esto no es siempre posible
como se aprecia a continuacién:

(%)

U1

U3
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Supongamos que tenemos el grafo que se muestra en la parte superior y una
funcion

k:V — N k(v) =1,k(v2) =1, k(vg) = 1.

No podemos dar una orientacién de tal manera que para cada vértice, el

grado de este sea menor o igual que uno.
(%) (%) (%)

U1 (% V1

V3 U3 Vs

Este problema puede resolverse usando intersecciéon de matroides. Para
verlo desde este punto de vista, consideramos el grafo dirigido D = (V, A) en
el cual cada arista e = {u,v} de E se reemplaza por los arcos (u,v) y (v, u).
Con el conjunto de arcos A como conjunto base, definimos dos matroides de
particién, M; y M,. Un conjunto es independiente en M; si podemos tomar
como mucho uno de los dos arcos {(u,v),(v,u)} para cada (u,v) € E, es
decir,

Fir={F CA:|Fn{(u,v),(v,u)} <1,V(u,v) € E}.

Evidentemente es un matroide de pariticiéon porque los subconjuntos

{(u,v), (v,u) : (u,v) € E}

forman una particion de A. Un conjunto es independiente en My si podemos
tomar como mucho k(v) arcos entre 6~ (v) para todo v:

Fo={FCA:|FN5 (v)| <k),YveV}

Observamos que, de hecho, esto define un matroide transversal dado que los
conjuntos 6~ (v) sobre todos los v, forman una serie de subconjuntos en A.

Por tanto, existe una orientacién que satisface las restricciones del grado
requeridas si existe un conjunto comun independiente a M; y M, de cardina-
lidad precisamente |E| (en tal caso, elegimos o (u, v) o (v, u) pero no ambos).
Lo probamos brevemente:

Si tenemos un conjunto comun independiente a M7 y M, de cardinalidad
|E|, entonces por una parte cumple las restricciones del grado de cada vértice
al ser independiente en My, y por otra, como es independiente en My, de cada
arista {u,v} de G, solo tenemos un arco ((u,v) o (v,u)). Si anadimos que
este conjunto es de cardinalidad |E|, entonces tenemos una orientacién valida
para el grafo G.
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3.4. Coloracién de un grafo

Los grafos coloreados fueron motivados originalmente por la conjetura de
los cuatro colores formulada en la década de 1850, estableciendo que cada
mapa plano se puede colorear con como mucho cuatro colores de tal manera
que las regiones que comparten un borde comin no reciben el mismo co-
lor. Esta conjetura pasd a ser un teorema en 1977 ya que fue probado por
Kennelth Appel y Wolfgang Haken.

Definicién 3.3. Una arista coloracion de un grafo G es una asignacion de
colores a las aristas de G de tal manera que aristas adyacentes son coloreadas
diferentes. Un grafo G es k-arista coloreable si existe una l-arista coloracion
de G para algin [ < k. El minimo k£ para el que un grafo GG es k-arista
coloreable se llama el indice cromdtico o numero cromdatico de aristas de G
y se denota por x'(G).

Suponemos que tenemos un grafo conexo no dirigido G = (V, E) y elegi-
mos una arista coloracién para el grafo G.

Esto se representa mediante una particién de E en F; U ... U Ej; donde
cada FE; representa un conjunto de aristas del mismo color ¢. El problema
de decididr si este grafo tiene un arbol de expansion en el cual todas las
aristas tienen un color diferente, puede ser abordado a través de interseccién
de matroides. Recordemos que un arbol de expansién es un arbol donde se
utilizan todos los vértices del grafo. Este arbol de expansién se llama drbol
de expansion colorido.

Consideramos los matroides M; = M (G) el matroide grafico del grafo G
y My = (E, F;) el matroide de particiéon donde Fo = {F : |[F' N E;| < 1,Vi}.
Los conjuntos independientes de Ms son todos los subconjuntos de aristas
del grafo G donde cada arista es de un solo color. Por otro lado, los conjuntos
independientes de M; son las aristas que forman bosques en G y méas concre-
tamente, las bases de GG son los arboles de expansién. Entonces si tenemos
una base de M; que también sea independiente en M,, obtenemos un arbol
de expansion colorido. Es decir, con la interseccién de estos dos matroides
resolvemos el problema de encontrar un arbol de expansion colorido en el
grafo G, si existe. Si no existe tal arbol, como resultado de la interseccion
de los dos matroides, obtendremos un bosque en el que cada arista es de un
color.
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Figura 3.13: grafo coloreado G.

—

Figura 3.14: arbol de expansién de G.

Para obtener mas informacién de la coloracién de un grafo, los libros [13]
y [14] profundizan mds sobre este aspecto.

3.5. Biconectores mas pequenos y bibosques
mas largos de un grafo

Sea G = (V,E) un grafo y tomamos una particiéon de V en R y S.
Un subconjunto F' C E se llama biconector asociado a la particién R-S, si
cada componente del grafo (V, F') interseca ambos subconjuntos Ry S, en el
sentido de que si tomamos el grafo (V, E\ F), Ry S estan desconectados, es
decir, no existe ningtin camino que una un vértice de R con otro de S. Si F
tiene tamano minimo, es un biconector mas pequeno.
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R

S

Figura 3.15: Grafo G con particién Ry S.

S

Figura 3.16: Grafo (V, F') donde F' es un biconector.

Definicién 3.4. Un conjunto de expansion en un matroide (F,F) es un
subconjunto de F que contiene una base.

Proposicién 3.5. Un conjunto de expansion en un matroide grdfico es cual-
quier subconjunto de aristas que forman un grafo conexo con todos los vértices
del grafo inicial.

Demostracion. En un matroide grafico de un grafo GG, las bases son las aris-
tas de los arboles de expansion de G, que son grafos conexos ya que dos
vértices cualesquiera estan conectados por un solo camino. Por otra parte,
de todo grafo conexo se puede extraer un arbol de expansién eliminando
aristas. Entonces, como un conjunto de expansion es aquel que contiene una
base del matroide, en los matroides graficos los conjuntos de expansién son
subconjuntos de aristas que forman un grafo conexo. O]

El problema de encontrar un biconector de menor tamano, se reduce a
encontrar un conjunto de expansion mas pequeno comun a dos matroides,
como sigue a continuaciéon:

Definimos un grafo G a partir de GG contrayendo el conjunto R en un
vértice. Las aristas dentro de R se mantienen como bucles (un bucle es una
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arista que conecta un vértice consigo mismo). Definimos un grafo Gg de
manera similar para S. Sean My y Mg los matroides graficos de Gr y Gg,
respectivamente. Ahora observamos la relacién entre biconectores y conjuntos
de expansién en Mp vy M.

Figura 3.17: Grafo Gp.

Figura 3.18: Grafo Gf.

Proposicion 3.6. Un conjunto es un biconector asociado a la particion R-S
sty solo si es un conjunto de expansion en Mg y Msg.

Demostracion. Empezamos con la implicacién =-. Consideramos un grafo G
y una particion R y S como hemos descrito previamente. Ahora tomamos
F un biconector. Consideramos F el mismo subconjunto de aristas F' pero
contrayendo los vértices de R en uno para que Fg sea un subconjunto de
aristas del grafo Gg. ;(Vg, Fr) forma un grafo conexo?

Si tomamos un vértice de S y el vértice de R, como F' era biconector,
existe una arista que conecta estos dos vértices. Si tomamos u y v dos vértices
de S, sabemos que existian e; y e, aristas en el grafo G tal que e; unia u
con un vértice de R y e; unia v con otro de R. Como en Gy los vértices de
R se contraen en uno, estas dos aristas son adyacentes, por lo que existe un
camino que une u y v. Si tomamos dos vértices de R, como en G se contraen
todos los vértices en uno, siempre existe un camino que une los vértices de
R. Luego F' es un conjunto de expansion en Mg.

Ahora consideramos de manera similar Fg en el grafo Gs. Razonando de

la misma manera que antes, obtenemos que F' es un COIljllIltO de expansién
en M S.
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Para la otra implicacién <, tomamos un conjunto F' de expansién en Mg
y Mg. F es un subconjunto de F, luego F' no contiene ningiin bucle en G
ni en Gg. Sea e € F una arista que no une ningin vértice de R con otro de
S. Entonces e une dos vértices de R o dos vértices de S. Supongamos que se
da lo primero. Esta arista en el grafo Gg se convierte en un bucle, pero eso
es absurdo porque F' no contiene bucles. Por tanto, cada arista de F' une un
vértice de R con otro de S, es decir, F' es un biconector. O

Para reducir el problema de encontrar un conjunto de expansion mas pe-
queno comun a dos matroides en el conjunto maximo comin independiente
a dos matroides, utilizamos que el complementario de un conjunto de expan-
sién es un conjunto independiente del matroide dual. (Asi habiamos definido
los matroides duales, B* = {E \ B|B € B}, donde B es el conjunto de ba-
ses del matroide). Entonces, el problema se reduce a encontrar un conjunto
maximo independiente comun a los dos matroides duales.

Un bibosque asociado a la particiéon R-S es un bosque F' tal que cada
componente de (V, F') tiene como mucho una arista en 6(R), denotando §(R)
el conjunto de aristas que unen vértices de R con otros vértices distintos de
los de R. La reduccién a una intersecciéon de matroides es similar a como
hemos descrito para el caso del biconector. Sean u un vértice en R y v un
vértice en S. Definimos el grafo GG, a partir de G como sigue: para cualquier
arista e que tiene un punto final en R y el otro en S, cambiamos el punto
final en R por u. Definimos el grafo GG, de forma similar con respecto a S
y v. Entonces un conjunto comin independiente a dos matroides gréficos
correspondientes a los grafos G, y G, es precisamente un bibosque.

& u

Figura 3.19: Grafo G,,.
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u

Figura 3.20: Grafo G,.

Figura 3.21: Aristas comunes a G, y a G,,.

u u

Figura 3.22: Bibosques del grafo G que son conjuntos independientes comunes

aG,y G, .

En todas estas aplicaciones, tratamos de encontrar un conjunto indepen-
diente comin a dos matroides, luego podemos resolver estos problemas dado
que tenemos varios algoritmos que se centran en encontrar precisamente estos
conjuntos, como vimos en el apartado 2.

u
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Capitulo 4

Interseccion de tres o mas
matroides

Con todo el estudio que hemos realizado anteriormente, podemos afirmar
que se puede encontrar un conjunto méaximo independiente de manera facil
en los matroides, a través del algoritmo voraz, y para la interseccion de
dos matroides no se puede resolver tan facilmente pero tenemos algoritmos
polinomiales que también son eficaces. En cambio, para la interseccién de
tres o més matroides, no existe un algoritmo polinomial general.

Sin embargo, para algunas intersecciones de tres o mas matroides puede
existir un algoritmo polinomial. Por ejemplo, podemos intersecar una de las
intersecciones de dos matroides que hemos estudiado previamente con otro
matroide de una manera trivial, como con el matroide de todos los subcon-
juntos. Otra forma seria intersecar con un matroide uniforme de conjuntos
de tamano < k, que es un problema igual de facil de resolver (simplemente
habria que tomar los conjuntos independientes que son comunes a dos ma-
troides, y después elegir todos aquellos que tengan un tamano menor o igual
que k, lo cual se realiza todo en un tiempo polinomial).

Antes de continuar, debemos introducir el concepto de problemas NP-
completos. En primer lugar, NP es el acronimo de nondeterministic poly-
nomial time, es decir, tiempo polinomial no determinista. La clase NP es el
conjunto de problemas que pueden ser resueltos en tiempo polinémico por
una maquina de Turing no determinista.

Definicién 4.1. Un problema de decisién C' es NP-completo si:
1. C esta contenido en la clase NP, y

2. todo problema de NP se puede reducir a C' en tiempo polinomial.

95
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Como consecuencia, si tuviéramos un algoritmo para C' que lo resuelve
en un tiempo polinomial, se tendria una solucién para todos los problemas
de NP en tiempo polinomial.

El siguiente resultado se encuentran en varios libros y apuntes, entre ellos

2] y [11].

Teorema 4.2. La interseccion de k matroides es un problema NP-completo
para k > 3.

Demostracion. Es suficiente con probar el teorema para k = 3 dado que la
prueba se puede extender a valores més grandes de k usando varias copias del
mismo matroide. Para ello, veremos que el problema del vendedor ambulante
(Traveling Salesman Problem), el cual es bastante conocido por ser uno de
los principales ejemplos de problema NP-completo, se puede ver como una
intersecciéon de tres matroides.

Para empezar, dado un grafo G = (V, E), un ciclo de Hamilton en G es
un ciclo C' donde se recorren todos los vértices del grafo una vez. El problema
del vendedor ambulante (TSP) consiste en dado un grafo G = (V, E) y una
funcion de longitud [ : E — R, el objetivo es encontrar un ciclo de Hamilton
C de minima longitud.

Tenemos también la version dirigida. Dado un grafo D = (V) A), un ciclo
de Hamilton dirigido, o simplemente ciclo de Hamilton, en D es un ciclo
dirigido C' donde se recorren todos los vértices del grafo una vez. El problema
asimétrico del vendedor ambulante (TSP o ATSP) consiste en que dado un
grafo dirigido D = (V, A) y una funcién de longitud [ : A — R, el objetivo
es encontrar un ciclo de Hamilton de minima longitud.

En vez de considerar un ciclo de Hamilton, tomamos un camino Hamul-
toniano dirigido que se define como, dado un grafo dirigido D = (V, A) y
u,t € V, un camino desde u a t que pasa por cada vértice una vez. De esta
manera, el problema asimétrico del vendedor ambulante se reduce a encontrar
un camino Hamiltoniano entre u y t.

O

(@]

Ciclo hamiltoniana Camino hamiltoniano

Ahora consideramos los siguientes matroides:
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1. My = (E, F1) es el matroide gréfico del grafo D sin direcciones, es decir,
E es el mismo conjunto de aristas que A pero ignorando las direcciones.

2. My = (A, F), donde
Fo={XeENMveV\{uh|XNi ()| <1ly|XNd (u)=0}

con 6~ (v) la funcién que denota las aristas que entran en el vértice
v. M5 es un matroide de particién debido a que divide A en los sub-
conjuntos de aristas que entran en cada vértice de D. Los conjuntos
independientes son precisamente aquellos subconjuntos de aristas que
entran como mucho una vez en cada vértice de D, excepto u, en el que
no entran nunca.

3. M3 = (A, F;), donde
Fs={Y e EWMveV\{th|Yné ()| <1ly|Ynst(t)]=0}

con 67 (v) la funcién que denota las aristas que salen del vértice v.
Ms; también es un matroide de particién porque divide A en los sub-
conjuntos de aristas que salen de cada vértice de D. Los conjuntos
independientes de M3 son los subconjuntos de aristas que salen como
mucho una vez de cada vértice de D, excepto t, del que no salen nunca.

Entonces, si tomamos un conjunto independiente de My, M, y Mjs, se
trata de un bosque donde cada arista entra y sale de cada vértice como
mucho una vez, excepto u y t, para los cuales ninguna arista entra nunca en
u y ninguna arista sale nunca de t. Si lo tomamos de maxima cardinalidad,
obtenemos un arbol de expansion de tamano |V| — 1 donde u serfa la raiz, t
serfa un vértice final y para el resto de vértices, tenemos una arista que entra
en el vértice y otra que sale. Esto implica que t es el unico vértice final, por
lo que tenemos un camino que empieza en u y termina en v que pasa una
vez por cada vértice de D, es decir, un camino Hamiltoniano.

Si lo queremos ver como un ciclo, podemos considerar primero un grafo
D’ que tenga un vértice mas, v’, que el grafo D. De esta manera, buscamos
un camino Hamiltoniano que una un vértice u de D con v’ en el grafo D', de
la misma forma que antes cambiando D por D’. Una vez que encontremos el
camino, llamamos v = u y obtenemos un ciclo Hamiltoniano de D.

Acabamos de demostrar que el problema del vendedor ambulante se pue-
de ver como interseccion de los matroides M;, My y M;s y por tanto, la
interseccién de tres matroides es un problema NP-completo. O
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Como ya hemos mencionado, el problema del vendedor ambulante es NP-
completo y no se conoce un algoritmo que lo pueda resolver en tiempo po-
linomial. Una posibilidad es estudiar todos los posibles caminos y escoger el
que tenga menor longitud pero el tiempo computacional es del orden de n!,
siendo n el namero de vértices, por lo que para un nimero ligeramente alto
de vértices es inviable. De todas formas, existen otras técnicas que dan solu-
ciones cercanas a la éptima, como por ejemplo la técnica de Ramificacion y
poda (Branch and Bound). Esta técnica aparece en el libro [13] en el capitulo
58 y se estudia con mas detenimiento en los libros [5] y [9].

Planter's Farm

Figura 4.1: Ejemplo del problema del vendedor ambulante.
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