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Resumen

En el curriculo de Bachillerato se encuentra el tema de matrices. Usualmente la nociéon de matriz se trata
de forma puramente algebraica y se incide poco en su aspecto como representaciéon de una transformacion
geométrica del plano. En este trabajo se desarrollara una propuesta didactica en la que mediante las
tecnologias cercanas al alumno, como pueden ser las aplicaciones de filtros de fotografia, se motive a éste
tanto en las transformaciones geométricas del plano como en su representacion en forma de matriz.

Palabras clave: Bachillerato, matriz, transformacién geométrica, unidad didactica, filtros de fotografia.

Abstract

Matrices appear in the curriculum of grade 12th. The concept of matrix is usually treated in a purely algebraic
manner while its representation of a geometric transformation is hardly even considered. This dissertation
will develop a didactic proposal which aims to motivate the learner to study the geometric transformations
and its matricial representation by using known technology, such as for instance, photography filters.

Keywords: Grade 12th, matrix, geometric transformation, didactic unit, photography filters.



Indice de contenidos
Introduccion

1 Analisis normativo y documental

1.1 La LOE y la LOMCE respecto a las matrices y las transformaciones geométricas . . . . . . .

1.2 Librosdetexto . . ... ... ....

1.3 Experiencia como docente en practicas . . . . . . . . ... ...
1.4 Conclusion del andlisis normativo y documental . . . . . . .. . ... ... 0L

2 Marco conceptual
2.1 Marco didactico. . . . . . . ... ..
2.2 Marco tedrico-matemaético . . . . . .

2.2.1 El grupo de las transformaciones . . . . . . . . . ... ... e

2.2.2 Las transformaciones afines .
2.2.3 Las transformaciones euclideas
2.2.4  Los grupos ornamentales . . .
2.3 Marco tecnolégico . . .. ... ...
2.3.1 Ima&genes digitales . . . . ..
2.3.2 Filtros de fotografia . . . ..
2.3.3 Procesamiento de imagenes en
2.3.4 Creacién del filtro de mosaico

3 Analisis didactico
3.1 Organizacién del contenido . . . . .

Python . . . . . . . . ... .

3.2 Contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluable . . . . . . ... ..

3.3 Seleccién de actividades . . . . . ..
3.4 Contribucion a las competencias clave
3.5 Evaluaciéon del aprendizaje. . . . . .
3.6  Otros elementos del diseno curricular

4 Conclusiones finales

60
60
72
73
85
86
88

89



Indice de figuras

Competencia matemdatica en PISA[20] . . . . . . . ... . L L oo 16
Taxonomia revisada de Bloom. Habilidades cognitivas[3] . . . . . . ... ... ... ... ... 20
Una transformacién afin conserva proporciones de longitudes: AB/CD = A'B'/C'D’.

Elaboracion propia . . . . . . . o e e e e e e e e e 24
Transformacién afin entre dos tridngulos. Elaboracion propia . . . . . . . . . . ... ... .. 24
Cuadrilateros afines. Elaboracion propia . . . . . . . . . . . . e 26
Transformacion euclidea entre tridngulos de igual forma y tamano. FElaboracion propia . . . . 29
Traslacion de P a Q. Elaboracion propia . . . . . . . . .. o oo e 30
Giro de dngulo 45°. FElaboracion propia . . . . . . . . . oo e 31
Simetria axial. Elaboracion propia . . . . . . . . . . e 33
Simetria con deslizamiento. Elaboracion propia . . . . . . . . . . .. 34
Simetria con deslizamiento como producto de simetrias. Elaboracion propia . . . . . . . . .. 35
Bolas de piedra talladas - Escocia 2500 a.C [8] . . . . .. ... ... oL 39
Grupos ornamentales . . . . . .. oL oL 39
Grupo dihedral Ds. Elaboracion propia . . . . . . . . o o oo 40
Grupo ciclico Cg. Elaboracion propia . . . . . . . . o v v i i e e e e e e e e 41
Grupo de friso Fy. Elaboracion propia . . . . . . . o i i e e e e e e e e e 43
Grupo de friso Fu. Elaboracion propia . . . . . . . ... e 44
Grupo de friso Fi. Elaboracion propia . . . . . . . oo 44
Grupo de friso F3. Elaboracion propia . . . . . . . .o i 44
Grupo de friso FZ. Elaboracion propia . . . . . . o oo 45
Grupo de friso F3. Elaboracion propia . . . . . . . oo 45
Grupo de friso Fj. Elaboracion propia . . . . . . . . oo i 45
Esquema de clasificacién de los grupos de friso. Elaboracion propia . . . . . . . . . .. . ... 46
Grupos cristalégraficos (1). Elaboracion propia . . . . . . . . . oo 50
Grupos cristalégraficos (2). Elaboracidn propia . . . . . . ..o oo 51
Clasificacién de los grupos cristalograficos [29] . . . . . . . .. ... L oL 52
Colores RGB. Elaboracion propia . . . . . . . . v v v v v v i i e e e e e e e e e 54
Sistema de referencia en imagenes de OpenCV-Python. Elaboracion propia . . . . . . . . .. 55
Transformacién afin sobre una imagen. FElaboracion propia . . . . . . . . . . ... ... ... 56
Traslacion y rotacién de imégenes. Elaboracion propia . . . . . . . . .. .. ... ... 57
Celda primitiva grupo cristalogréfico p4 [18]. . . . . ... .. L L L o 58
Imégenes resultantes. Elaboracion propia . . . . . . . . . ..o 59
Representacion de una funcion como relacion entre conjuntos . . . . . .. ... 60
Homotecia de centro C' 'y razén k. . . . . . . . ..o e 64
simetria respecto a y = x. Elaboracion propia . . . . . . . .. ..o oo 64
Giro de centro O y angulo «. FElaboracion propia . . . . . . . . . . . .o 65
Representacién matricial de las transformaciones. SM (Ed. previa. ISBN: 978-84-675-3472-6). 66
Resultados de transformaciones sobre la referencia usual. FElaboracion propia . . . . . . . .. 67
Efecto de las transformaciones sobre la forma y tamano de las figuras. Elaboracion propia . . 68
Concepto de grupo de simetria. Elaboracion propia . . . . . . . . . . .. oL 69
..................................................... 70
Motivo y celda primitiva del grupo p6m. Elaboracion propia . . . . . . . . . . . . .. ... .. 71
Grupo cristalografico p6m obtenido con Geogebra. FElaboracion propia . . . . . . . . . . . .. 71
Experiencias con papel I[18] . . . . . . . ... 78
Experiencias con papel II. Elaboracion propia . . . . . . . . . . . oo 79



Introducciéon

En el curso de segundo de bachillerato se introduce por primera vez en el curriculo el concepto de matriz en
la asignatura de matematicas. Su estudio se centra generalmente en la estructura subyacente bajo este nuevo
objeto. Se definen la suma de matrices, el producto (cuando es posible), el rango, la inversa de una matriz y
el determinante; se dan una serie de propiedades y resultados sobre estas definiciones; y finalmente se enlaza
con la representacién matricial de sistemas de ecuaciones. Esta limitacién del curriculo al algebra de matrices
provoca que algunos estudiantes conciban la idea de matriz como un invento artificioso y carente de una
justificacién clara. Si bien es cierto que histéricamente las matrices, y primero que ellas los determinantes,
nacen del afan de simplificar la notacion de los sistemas de ecuaciones lineales, las aplicaciones que surgen a
posteriori superan las barreras del dlgebra y sirven de utilidad en muchos campos de las matematicas. Se usan
matrices en tablas de datos, teoria de grafos, cadenas de Markov, variables aleatorias multivaridas, gradientes
n-dimensionales, wronskianos... y sin ir tan lejos las matrices tienen una interpretacién geométrica que enlaza
con un contenido curricular previo (de 3° de ESO) como es el de transformaciones geométricas en el plano.
Por un lado, como ocurre con otras nociones matematicas en las que intervienen las matrices, aunque las
transformaciones geométricas se pueden estudiar sin recurrir a ellas, las matrices facilitan enormemente la
descripcion de las ecuaciones de las transformaciones geométricas, el resultado de las composiciones de las
mismas y su clasificacién, entre otras cuestiones. Por otro lado, las transformaciones geométricas dan un
sentido, y sobre todo, una motivacién a los estudiantes de 2° de bachillerato al hecho de dedicar una parte
importante del curso a analizar las matrices como un objeto matematico propio.

Ademas, en el mundo tecnoldgico actual, las aportaciones de las matrices son innumerables y decisivas en
algunos campos. Esta conexion de las matematicas con la realidad por la que tanto se aboga ultimamente
en las aulas tampoco es habitualmente plasmada en la ensenanza de las matrices en bachillerato. Una
aportacién de las matrices especialmente cercana a los alumnos de estas edades proviene de las iméagenes
digitales y los filtros de fotografia, presentes en las redes sociales, en el cine y en los videojuegos, por ejemplo.
La representacién de las imédgenes es una gran matriz de pixeles, uno o varios nimeros que determinan el
color de una dimuta porcién de la imagen, y los filtros consisten en cambios en esta matriz para provocar
los efectos deseados en la imagen que se visualiza.

Teniendo en cuenta estas consideraciones en este trabajo se busca llegar a una propuesta didéctica que
complemente el contenido habitual del tema de matrices en segundo de bachillerato. La propuesta pretende
alcanzar una serie de objetivos generales sobre la asignatura de matematicas y especificos sobre el contenido
en cuestion.

Objetivos generales

e OGI1: Evitar una matematica procedimental, consistente en la mera aplicacién rutinaria de resultados
y algoritmos, y dar mayor importancia a los procesos de razonamiento y de modelizacién de la realidad.

e OG2: Relacionar diferentes ramas de las matematicas para llegar a un aprendizaje mas profundo y
versatil.

e OG3: Potenciar la visualizacion a través de la geometria y otras representaciones de los objetos
matematicos.

e OG4: Conectar las matematicas académicas con la realidad, especialmente con la tecnologia, donde
tienen innumerables aplicaciones.

e OGH5: Introducir en la medida de lo posible entornos de programacion, indispensables para las ciencias
y en particular para las matematicas hoy en dia.

e OG6: Favorecer el aprendizaje basado en competencias alejando la concepcién de las matematicas
como una labor individual y buscando relacionar las matematicas con otras ciencias asi como con la
historia y la cultura.

Objetivos especificos

e OE1l: Justificar la necesidad del uso de las matrices como objeto matematico més alld de la
representacion de sistemas de ecuaciones.



e OE2: Soslayar la interdependecia del algebra y la geometria recuperando las transformaciones
geométricas en el plano para el estudio de matrices.

e OE3: Aportar a los estudiantes una motivacién y una comprension profunda de las transformaciones
geométricas en el plano a partir de los grupos ornamentales (rosetones, frisos y mosaicos).

e OFE4: Aplicar las matematicas a temas de interés y actualidad mediante los filtros de fotografia.

Asi, el trabajo se estructura en cuatro secciones sin contar la introducciéon. En la primera, andlisis
normativo y de contenido, en base a los curriculos de las dos ultimas leyes de educacion, los libros de texto
de las editoriales SM y Vicens Vives para Matemadticas II de 2° de bachillerato y la experiencia durante
las Practicas externas del presente Master, se trata de dar una idea de cudles son los contenidos marcados
en la actual legislatura y cémo los enfocan generalmente las editoriales y profesores sobre los que se ha
podido realizar una observacién. La segunda seccién corresponde al marco conceptual en el que se apoyara
la propuesta. Esta subdividido en tres partes: un marco tedrico-matematico en el que se desarrollan las
ideas matematicas de las que se extraen los contenidos; un marco tecnoldgico, que sienta las bases de las
herramientas tecnolégicas que se utilizan para la creacion de filtros de imagen; y un marco didéactico en el
que se recogen las teorias de aprendizaje que ayudan a entender la manera en que se abordan los contenidos
matematicos de la propuesta. Estos, asi como los tipos de tareas, la evaluaciéon y otros elementos del diseno
curricular para la propuesta se establecen en la tercera seccion, andlisis diddctico. En la cuarta seccién se
extraen unas conclusiones finales sobre el trabajo.

1 Analisis normativo y documental

Dado que lo que se pretende es proponer una variacién o una ampliacién de un contenido ya establecido
es conveniente tener presente como se viene abordando el mismo hasta el momento. Para ello se analiza
en primer lugar el contenido minimo que establecen las dos tultimas leyes de eduacacion, LOE y LOMCE,
respecto al tema de matrices de la asignatura Matematicas II de 2° de bachillerato y respecto a las
transformaciones en el plano de 3° de ESO. En segundo lugar se lleva a cabo una pequena investigacion
documental basada en los libros de texto de las editoriales SM y Vicens Vives de 2° de bachillerato. Se
complementa esto ultimo con la propia experienca del docente en précticas a través de la observacién de la
puesta en practica de la unidad didactica de matrices en un curso de 2° de bachillerato. La razén de esta
seccion es la de hacerse una idea de cémo esta enfocada la ensenanza de matrices en base a las pautas de los
dos tltimos curriculos (muy similares en la LOE y en la LOMCE). Estd claro que las conclusiones que se
obtengan de este proceso sirven como mera referencia para la propuesta didactica. No se pretende hacer un
estudio concienzudo y de resultados extrapolables pues para ello seria necesario realizar una investigacion
documental més extensa y llevar a cabo una labor de observacién metddica en una muestra suficientemente
amplia.

1.1 La LOE y la LOMCE respecto a las matrices y las transformaciones
geométricas

Tanto en la LOE como en la LOMCE el contenido de matrices y determinantes se ubica en el bloque I de
Numeros y dlgebra y junto a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales abarca el bloque al completo. El
Real decreto 1467/2007, de 2 de noviembre[26], y el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre[27], por los
que se establece el curriculo bésico del Bachillerato de la LOE y de la LOMCE respectivamente, contemplan
los contenidos y criterios de evaluacién para el bloque mencionado que se observan en la tabla 1.

Aunque hay ligeras variaciones entre la LOE y la LOMCE respecto al bloque de algebra de Mateméticas
IT de 2° de bachillerato el guién es comin en ambas: explicar las matrices como un objeto matematico
propio con unas operaciones y propiedades que lo caracterizan y aplicarlo a la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales. No obstante en ambas se incluye en los contenidos una aplicaciéon a la resolucion de



LOE. RD 1467/2007

Contenido

Criterios de evaluacion

Estudio de las matrices como
herramienta para manejar y operar
con datos estructurados en tablas y
grafos.

- Operaciones con matrices.
Aplicacién de las operaciones y
de sus propiedades en la resolucién
de problemas extraidos de contextos
reales.

—  Determinantes. Propiedades
elementales de los determinantes.
Rango de una matriz.

— Discusién y resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales.

1. Utilizar el lenguaje matricial
y las operaciones con matrices y
determinantes como instrumento
para representar e interpretar datos
y relaciones y, en general, para
resolver situaciones diversas. [...]

2. Transcribir situaciones de la
geometria a un lenguaje vectorial
en tres dimensiones y utilizar las
operaciones con  vectores para
resolver los problemas extraidos de
ellas, dando una interpretacién de las
soluciones. [...]

3. Transcribir problemas reales a
un lenguaje grafico o algebraico,
utilizar conceptos, propiedades y
técnicas matematicas especificas en
cada caso para resolverlos y dar
una interpretacién de las soluciones
obtenidas ajustada al contexto. [...]

LOMCE. RD 1105/2014

Contenido

Criterios de evaluacion

Estudio de las matrices como
herramienta para manejar y operar
con datos estructurados en tablas
y grafos. Clasificaciéon de matrices.
Operaciones.

Aplicacién de las operaciones de las
matrices y de sus propiedades en la
resoluciéon de problemas extraidos de
contextos reales.

Determinantes. Propiedades
elementales. Rango de una matriz.
Matriz inversa. Representacion
matricial de un sistema: discusién y
resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales. Método de Gauss. Regla de
Cramer. Aplicacién a la resolucién
de problemas.

1. Utilizar el lenguaje matricial
y las operaciones con matrices
para describir e interpretar datos
y relaciones en la resoluciéon de
problemas diversos.

2. Transcribir problemas expresados
en lenguaje usual al lenguaje
algebraico y resolverlos utilizando
técnicas algebraicas determinadas
(matrices, determinantes y sistemas
de  ecuaciones), interpretando
criticamente el significado de las
soluciones.

Tabla 1: 2°Bachillerato. Bloque II. Algebra lineal




problemas en contextos reales que es particularmente interesante para los propdsitos de esta propuesta.

En los contenidos las diferencias son dos pequenas aportaciones que anade la LOMCE. La primera es la
clasificacién de matrices. Los diferentes tipos de matrices (diagonales, triangulares superiores, triangulares
inferiores, cuadradas, por bloques, ortogonales, etc) adquieren importancia cuando se relacionan con otros
conceptos matematicos. En este caso estan asociados al célculo del rango y la discusién de un sistema de
ecuaciones lineales, para la cual es preciso hablar de matrices cuadradas en vistas a realizar el calculo del
determinante e incluso de matrices triangulares si se calcula el rango por el método de Gauss-Jordan, y a la
resolucién de estos sistemas tanto por la regla de Cramer (vuelven a ser precisos los determinantes) como
por el método de Gauss (se habla de matrices triangulares y diagonales). Por supuesto, la utilidad de estos
primeros tipos de matrices no se limita a los sistemas de ecuaciones lineales (por ejemplo, aparecen en la
diagonalizacién de matrices). Aunque esta clasificacién no se menciona en la LOE se entiende que también
es necesaria, pues como se acaba de explicar, va a ser preciso hablar de tipos de matrices especificos para el
calculo del rango, la discusién de un sistema de ecuaciones lineales y su resoluciéon. La otra anadidura de
la LOMCE es que el método de Cramer y el de Gauss para la resolucién de sistemas se consideran como
contenidos exigidos.

En cuanto a los criterios de evaluacién se observa que la LOMCE mantiene dos de los criterios de evaluacién
(el primero y el tercero) de los establecidos por la LOE y suprime el segundo. Precisamente este segundo
habla de una interpretaciéon geométrica en tres dimensiones y de la relacién entre matrices y vectores para
resolver problemas de tipo geométrico. Uno de los objetivos de la propuesta didactica de este trabajo
es precisamente recuperar esta conexién algebraico-geométrica, aunque considerando el plano de dos
dimensiones, pues el objetivo es que la visualizacién sea més sencilla. Ademads, en la LOE se detallan cada
uno de los tres criterios con unas aclaraciones para cada uno de los mismos que no se han incluido en la
tabla. En el caso del segundo criterio se anade lo siguiente:

La finalidad de este criterio es evaluar la capacidad para utilizar el lenguaje vectorial y las técnicas
apropiadas en cada caso, como instrumento para la interpretacion de fendmenos diversos. Se pretende
valorar especialmente la capacidad para realizar transformaciones sucesivas con objetos geométricos en el
espacio de tres dimensiones.

Es decir, que se insiste en la idea de visualizar geométricamente las matrices. La ultima frase es especialmente
visible a través de las transformaciones geométricas aplicadas sobre objetos geométricos, como se verd en el
marco tedrico.

Sera también ttil echar un vistazo al apartado de transformaciones geométricas en el plano del curriculo
de matemsdticas de 3° de ESO. Tanto en la LOE como en la LOMCE el contenido de transformaciones
geométricas en el plano se ubica en el bloque III de Geometria, tras los lugares geométricos en el plano y
el teorema de Tales. El Real decreto 1631/2006, de 29 de diciembre[25], y el Real Decreto 1105/2014, de
26 de diciembre[27], por los que se establece el curriculo bésico de la educacién secundaria obligatoria de
la LOE y de la LOMCE respectivamente, contemplan los contenidos y criterios de evaluacion para el tema
mencionado que se observan en la tabla 2.

Respecto al criterio de evaluacion que aparece en la LOE se realiza la siguiente aclaracién:

Con este criterio se pretende valorar la comprension de los movimientos en el plano, para que puedan
ser utilizados como un recurso mds de andlisis en una formacion natural o en una creacion artistica. FEl
reconocimiento de los movimientos lleva consigo la identificacion de sus elementos caracteristicos: ejes
de simetria, centro y amplitud de giro, etc. Igualmente los lugares geométricos se reconocerdan por sus
propiedades, no por su erpresion algebraica. Se trata de evaluar, ademds, la creatividad y capacidad para
manipular objetos y componer movimientos para generar creaciones propias.

Esta viene a decir que no se pretende abordar en 3° de ESO el contenido de transformaciones geométricas
en el plano de forma algebraica, es decir, no se va a pedir al alumno que sea capaz de dar las ecuaciones
de un movimiento ni de la composicién de movimientos. Lo que se exige en este curso es la comprensién
geométrica de este concepto y el reconocimiento del mismo en figuras y especialmente en la naturaleza y
el arte. Aunque estd aclaracién no se incluye de forma explicita en la LOMCE se puede interpretar de
esta misma forma dado que un tratamiento analitico de este tema seria atn complejo y ocultaria el sentido



LOE. RD 1631/2006

Contenido

Criterios de evaluacion

Traslaciones, simetrias y giros en el
plano. Elementos invariantes de cada
movimiento. Uso de los movimientos
para el andlisis y representaciéon de
figuras y configuraciones geométricas.
Planos de simetria en los poliedros.
Reconocimiento de los movimientos
en la naturaleza, en el arte y en otras
construcciones humanas.

4. Reconocer las transformaciones
que llevan de una figura geométrica
a otra mediante los movimientos en
el plano y utilizar dichos movimientos
para crear sus propias composiciones
y analizar, desde un punto de vista
geométrico, disenos cotidianos, obras
de arte y configuraciones presentes en
la naturaleza. [...]

LOMCE. RD 1105/2014

Contenido

Criterios de evaluacion

Traslaciones, giros y simetrias en el
plano. Geometria del espacio. Planos
de simetria en los poliedros.

4. Reconocer las transformaciones
que llevan de una figura a otra
mediante movimiento en el plano,
aplicar dichos movimientos y analizar
disenos cotidianos, obras de arte
y configuraciones presentes en la

naturaleza.
5. Identificar centros, ejes y planos de
simetria de figuras planas y poliedros.

Tabla 2: 3° ESO. Bloque III. Geometria-Transformaciones geométricas.

visual tan intuitivo de los movimientos en el plano.

Por otra parte, se observa en la tabla 2 que en la LOE se habla también del reconocimiento de las
traslaciones, giros y simetrias en la naturaleza, el arte y otras construcciones humanas, lo cual da pie a
introducir los grupos ornamentales.

Una sucinta conclusiéon que se puede sacar de esta mirada a las dos tltimas legislaciones educativas es la
posibilidad y la idoneidad de conectar en el curso de 2° de bachillerato el contenido algebraico de matrices
con el contenido de transformaciones geométricas, aislado en el curso de 3° de ESO, con el fin principal de
que estas ultimas sirvan de estimulo y de justificacion al estudio de las matrices como un objeto matematico
propio.

1.2 Libros de texto

Aunque los libros de texto siguen las pautas que marca la ley son publicaciones especializadas con identidad
propia [12] y, por lo tanto, su interpretacién de la misma puede ofrecer distintas variaciones en el contenido,
en su organizacion o en las actividades. Con este pretexto se realiza un analisis documental que se va a
limitar al tema de matrices de la ultima edicién de los libros de SM y Vicens Vives de Matematicas II.
Se considerardn también los temas de determinantes y de sistemas de ecuaciones lineales, que completan
el bloque de dlgebra de 2° de bachillerato, pero sobre ellos no se entrard en detalle. Los items en los que
se centra este pequeno estudio son los contenidos que aparecen, cémo se organizan y qué tipo de tareas
se incluyen a lo largo del tema. Respecto a este ultimo se distinguirdan cuatro tipos de tareas en funciéon
de los cuatro niveles de demanda cognitiva que se plantean en [22]. Estos se subdividen en dos: baja
demanda cognitiva, al que pertenecen el nivel I (memorizacion) y el nivel II (procedimiento sin conexidn)
y alta demanda cognitiva, al que pertenecen el nivel III (procedimiento con conexion) y el nivel IV (hacer
matemdticas). Sobre la clasificacién de Smith y Stein (tabla 3) se hablard con mds detalle en el marco
didactico. Se adelantan aqui los cuatro niveles de la misma para facilitar la lectura de los presentes
parrafos. No se trata de un andlisis documental exhaustivo pero serd suficiente para los objetivos que se
plantea este trabajo. La eleccion de precisamente estos dos libros y no otros para la realizacién del analisis



deriva, primero, de que el libro de SM es el utilizado en el grupo de 2° de bachillerato en el que se ha
participado como observador durante la asignatura de Préacticas Externas y, por lo tanto, permite enlazar
con el apartado 1.3 en el que se explica cémo se ha tratado el tema de matrices en este grupo; y, segundo,
de que lamentablemente no se ha tenido acceso a otros libros de texto que de alguna manera pudieran ser
mas representativos de cara a analizar algin aspecto de interés para la propuesta didactica.

1. Matematicas II. 2° de bachillerato. FEditorial SM. Autores: Fernando Alcaide Guindo, Joaquin
Herndandez Gémez, Maria Moreno Warleta, Esteban Serrano Marugan, Vicente Riviere, Luis Sanz,

Jesis Fernando Barbero Gonzalez, Manuel de Leén, Antonio Pérez, José Luis Pérez Alvarez, José
Manuel Arranz, Rafael Losada, José Antonio Mora y Manuel Sada. ISBN: 9788467587135.

Ubicacion de la unidad de matrices

Tema 7. Tras los 6 temas del bloque de anélisis.

Contenido y organizacién

El contenido del tema se divide en seis secciones que abarcan dos paginas cada una: Matrices; El
espacio vectorial de las matrices; Producto de matrices; Rango de una matriz. Cdlculo por el método
de Gauss-Jordan; Matriz inversa. Cdlculo por el método de Gauss-Jordan; y Aplicaciones de las
matrices.

En la seccion 1 se definen, en primer lugar, matriz, elemento de una matriz y dimensién de una matriz;
se introduce la notacién matricial; y se define matriz nula. La definicién de matriz es la siguiente:

Una matriz es un conjunto de elementos organizados por filas y por columnas.

En segundo lugar se explica cudndo dos matrices son iguales y qué es la matriz traspuesta. Por tltimo,
se establece una clasificacién de algunos tipos de matrices en rectangulares o cuadradas, matrices fila
y matrices columna. Dentro de las matrices cuadradas se definen orden, diagonal principal y diagonal
secundaria y se da una nueva clasificaciéon en matriz triangular superior, matriz triangular inferior,
matriz diagonal, matriz escalar, matriz identidad, matriz simétrica y matriz antisimétrica.

En la secciéon 2 se introducen las dos operaciones que dan a las matrices su estructura de espacio
vectorial. Primero, la suma junto con sus propiedades (conmutativa; asociativa; elemento neutro;
matriz opuesta, es decir, elemento opuesto; y traspuesta de la suma) y luego, el producto por un niimero
real junto con sus propiedades (distributiva respecto a la suma de matrices; distributiva respecto a la
suma de reales; asociativa; y producto por la unidad, es decir, 1 - A = A). A continuacién se justifica
por qué las matrices tienen una estructura de espacio vectorial.

Por tener definidas las operaciones de suma y producto por numeros, con las propiedades que se han
visto, para cada dimension m X n, el conjunto My, x, de matrices de esa dimension se dice que tiene
estructura de espacio vectorial.

A partir de ahi se comenta que las matrices comparten con los vectores los conceptos de combinacién
lineal, dependencia e independencia lineal y base y se pone un ejemplo de una matriz expresada como
combinacién lineal de otras dos.

En la seccion 3 aparece la operacién de producto de matrices. Se introduce mediante el producto de
una matriz fila por una matriz columna y luego se define el producto general. Se dan las propiedades
del producto (asociativa; distributivas, A(B+ C) = AB+ BC'y (B + C)A = BA + CA; y traspuesta
del producto) y se hace hincapié en la no existencia de conmutatividad y en sus consecuencias (no se
puede sacar factor en situaciones AB + C'A y no se dan las identidades notables).

En la seccién 4 se define el rango de la matriz y se explica el procedimiento de Gauss-Jordan para
su céalculo. Primero se da una interpretacién de las filas y columnas de la matriz como matrices fila



y matrices columna para enlazar con su dependencia lineal y con la definicién de rango como nimero
de filas (o columnas linealmente independientes). Se describen las transformaciones elementales que
conservan el rango de la matriz introduciendo la nocién de matriz equivalente. Por ultimo, se aplican
estas transformaciones en el algoritmo de Gauss-Jordan para lo cual se define matriz escalonada
reducida. Se da este algoritmo por filas, mencionando la posibilidad de trabajar en funciéon de las
columnas.

En la seccidn 5 se define matriz inversa y se explica el procedimiento de Gauss-Jordan para su célculo.
Se da primero una justificacién de la necesidad de la inversa para ecuaciones del tipo AX = B, donde
A es cuadrada. Después se define matriz invertible, se concluye que A es invertible, si y sélo si,
rg(A) = n y se ofrece un ejemplo para su cdlculo en una matriz 2 x 2 de forma directa, es decir, usando
incégnitas para los elementos de la matriz inversa y llegando a un sistema lineal de ecuaciones. Se
dan las propiedades de la matriz inversa (producto de inversas, inversa de la traspuesta e inversa de la
inversa) y se incide en la imposibilidad de afirmar AB = AC' = B = C si la matriz A no es invertible.
Por ultimo se ofrece el algoritmo de Gauss-Jordan para el calculo de la inversa de una matriz.

En la seccién 6 se describen dos aplicaciones de las matrices, en teoria de grafos y en los movimientos
en el plano. Para la primera aplicacion se definen grafo, vértice, arista y camino y se distingue el
caso particular de grafo dirigido. Se asocian los grafos con la matriz de adyacencia, cuyas entradas
a;; representan el nimero de aristas que van del i-ésimo vértice del grafo al j-ésimo. Se da una
interpretacién de A™ como la matriz cuyas entradas son el nimero de caminos posibles de n aristas del
vértice i-ésimo al vértice j-ésimo. Para la segunda aplicacion se deducen las ecuaciénes de un giro de
angulo a asociando estas con su representacién matricial. Luego se dan directamente las matrices que
representan las ecuaciones de las principales simetrias (respecto al origen, respecto a la recta y =z y
respecto a los ejes de coordenadas) y la matriz que representa una traslacion.

Las pédginas de exposicién de contenido vienen acompanadas de ejemplos tras la mayoria de definiciones
y resultados, notas y apuntes histéricos en los margenes de las paginas y una serie de actividades (de
4 a 8) para practicar. Ademds de las secciones de contenido existe una introduccién al tema (primeras
dos pdginas), un resumen (una pdgina), ejercicios tipo de cada apartado tedrico resueltos (3 pdginas),
una serie de actividades (ejercicios, cuestiones, problemas) finales (5 paginas) y una serie de ejercicios
de autoevaluacién (1 pégina).

En las restantes unidades de algebra, ademaés de los contenidos relativos a determinantes y sistemas de
ecuaciones lineales, se incluyen el cdlculo del rango y de la inversa de una matriz usando determinantes,
las matrices con pardmetros y las ecuaciones matriciales (unidad de determinantes) y la representacién
matricial de sistemas (unidad de sistemas de ecuaciones lineales).

Tareas

Sin contar los ejemplos y los ejercicios de autoevaluacion se tienen un total 134 actividades.

Los ejemplos que aparecen a lo largo de la exposicién del contenido son tareas cuyo objetivo es que
el alumno tenga una primera toma de contacto con los nuevos conceptos, asegurarse de que esta
entendiendo. Como tal, son tareas de baja demanda cognitiva, en su mayoria tareas de memorizacion
(nivel T) segin Smith y Stein.

2 3 4 1 -1 0
Uno de los ejemplos: Determina el rango de las matrices A=|3 2 0 |y B=1| 3 2 -1
1 2 =2 -3 -7 2

Las actividades para practicar en cada seccién de contenido suelen estar ordenadas en orden creciente
de dificultad. Su objetivo es el de aplicar los conceptos y los algoritmos recientemente expuestos y,
en algunos casos, profundizar en alguno de los conceptos. Aquellas en las que se pretende esto ltimo
requieren una comprensién mayor y se podrian catalogar como tareas de procedimientos con conexion
(nivel IIT). En el resto de los casos se tienen procedimientos sin conexién (nivel II), es decir, una
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aplicacion directa de los contenidos que requiere de un mejor manejo de los mismos pero que no deja
de consistir en la puesta en préctica de algoritmos sin profundizar en la argumentacién matematica de
los mismos.

Ejemplo de actividad nivel II: 22. Calcula los valores de x e y para que se verifique la igualdad:

265

Ejemplo de actividad nivel III: 48. Traza un grafo dirigido para el que la matriz de adyacencia sea
una matriz triangular superior de dimension 5 x 5 cuyos elementos distintos de 0 son a;; = 1.

Las actividades finales se dividen en cinco partes: ejercicios, actividades de sintesis, cuestiones,
problemas y actividades de profundizacién. Los primeros se dividen a su vez en funciéon de las
secciones tedricas, en cada una de las cuales los ejercicios aparecen ordenados en orden creciente de
dificultad. Ocurre lo mismo en las otras cuatro partes, las tareas se ordenan en orden creciente de
dificultad. En los ejercicios y las actividades de sintesis las tareas corresponden a los niveles mas bajos
de demanda cognitiva. En las otras partes se alternan procedimientos sin conexién y con conexion.
De entre estos tltimos algunos estan basados en interpretar una informacion dada en forma de tabla
y trabajar con ella (aplicacién de las matrices a la vida real) y otros en cuestiones que ahondan en
la estructura de las matrices como espacio vectorial o en el método de induccién para el cédlculo de
potencias de matrices.

Ejemplo de actividad nivel III: 131. Considera el espacio vectorial de las matrices de orden 2.

1 ) como combinacion lineal de las matrices B, = (1 1> y By =

(a) Escribe la matriz A = 1 o 1 0

0 1
1 2)
(b) Halla una matriz que no se pueda escribir como combinacion lineal de By y Bs.
(¢) Encuentra cuatro matrices del espacio vectorial tales que cualquier matriz se pueda expresar como

combinacion lineal de ellas.

. Matemadticas II. 2° de bachillerato. Editorial Vicens Vives. Acceso online gratuito (dadas las
circunstacias provocadas por la pandemia de COVID-19). Autores: L. Pancorbo y G. Ruiz. ISBN:
9788468235844.

Ubicacion de la unidad de matrices

Tema 6. Tras los 5 temas del bloque de anélisis.

Contenido y organizacién

El contenido del tema se distribuye en 8 secciones: Matrices de niumeros reales; Operaciones con
matrices; Potencias de una matriz cuadrada; Matriz inversa; Dependencia lineal e independencia
lineal; Rango de una matriz; Ecuaciones matriciales; y Aplicaciones de las matrices.

En la seccién 1 se define el concepto de matriz.

En matemdticas, se denomina matriz a un conjunto de elementos dispuestos en filas y columnas en
forma de tabla rectangular.

A partir de ahi se establece que se entiende por dimensién, se introduce la notacién matricial y se
da el criterio para afirmar que dos matrices son iguales. Después se define la matriz traspuesta y se
clasifican los tipos caracteristicos de matrices: matriz fila, matriz columna, matriz cuadrada, matriz
simétrica, matriz antisimétrica, matriz diagonal, matriz triangular superior, matriz triangular inferior
y matriz nula.
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En la seccién 2 se define la suma de matrices y se dan sus propiedades (asociativa, conmutativa,
elemento neutro y elemento opuesto); se define la diferencia de dos matrices como la suma de la
primera y la matriz opuesta de la otra; se define el producto de una matriz por un nimero real y se
dan sus propiedades (asociativa, distributivas y producto por la unidad, aunque se dan sin nombre,
expresando directamente la propiedad); se introduce el producto de matrices a partir de una matriz
fila por una matriz columna y se generaliza al producto de matrices “multiplicables”.

Vicens Vives explicita brevemente en la seccion 3 qué se entiende por potenciacién de matrices y
explica cémo se calculan ciertas potencias n-ésimas aplicando el método de induccién.

En la seccion 4 se da la definicién de matriz inversa y las definiciones de matriz invertible o regular
y de matriz singular que derivan de esta; se describen las propiedades de la matriz inversa (inversa
de la inversa, inversa del producto e inversa de la traspuesta); y se mencionan los tres métodos para
calcular la inversa de una matriz (cuando es posible): aplicar directamente la definicién, el método de
Gauss-Jordan y el uso de determinantes. Se explican los dos primeros.

La seccién 5 consiste en una breve explicacion de la dependencia lineal e independencia lineal de las
filas de una matriz, previa a la introducciéon del rango, y motivada quizad por el hecho de no haber
hablado previamente de la estructura vectorial de las matrices.

En la seccién 6 se define el rango de una matriz y se expone ahora si la equivalencia matriz
invertible-rango méaximo. Se describen las transformaciones que no alteran el rango de una matriz
y el método de Gauss-Jordan para el cdlculo del rango a partir de las anteriores.

La seccién 7 introduce las ecuaciones matriciales. Simplemente se explica lo que se entiende por
ecuacién matricial y se dan unas pautas para su resolucién (el papel de la divisién lo desempetia ahora
la inversa, el orden de multiplicacién es importante, si A es singular AX = B tiene la solucién trivial
0 no tiene solucién).

En la secciéon 8 se dan dos aplicaciones de las matrices: los grafos y los movimientos en el plano.
En el caso de los grafos se introducen los conceptos de vértice o nodo y de arco o arista y se habla
de la matriz del grafo como la matriz cuyo elemento a;; adquiere el valor O si los nodos ,j no estdn
conectados o 1, si si lo estan.

La unidad de matrices incluye una introduccion, una serie de ejemplos y actividades en cada seccion
tedrica, un apartado de ejercicios resueltos, las actividades finales, y una evaluacién de estandares.

Ademds, en las unidades siguientes aparece el cdlculo del rango y de la inversa por menores
(determinantes) y la representacién matricial de un sistema de ecuaciones.

Tareas

Las tareas consisten en una serie de ejemplos y actividades a lo largo de la exposicién de los contenidos,
ejercicios resueltos al término de la teoria, las actividades finales y las actividades de la evaluacién de
estdndares (concepto andlogo al de autoevaluacién).

Las secciones tedricas incluyen varios ejercicios (de 1 a 8). En este caso todos ellos se corresponden
con un nivel bajo de demanda cognitiva, fundamentalmente son procedimientos sin conexién, con los
que se busca poner en préactica de forma inmediata los conceptos y los algoritmos expuestos en teoria.
Los ejemplos, asimismo de baja demanda cognitiva, sirven como puesta en préctica inmediata de la
teorfa para garantizar su comprension.

4

3 4> es igual a su inversa.

Ejemplo de actividad: Comprueba que la matriz A = (

Los ejercicios resueltos representan ejercicios tipos de cada apartado y se pueden considerar como
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procedimientos sin conexion.

Las actividades finales estdn compuestas de una primera serie de ejercicios de repaso de la teoria de la
unidad para comprobar que el alumno es consciente de todos los conceptos que se manejan en la unidad.
Son tareas asociadas al nivel de memorizaciéon. A partir de ahi las actividades estan clasificadas en
funcién de la seccién tedrica que se trabaja y en base a tres niveles de dificultad. Se incluyen muchos
ejercicios de aplicacién correspondientes a procedimientos sin conexién pero también aparecen algunos
de mayor demanda cognitiva. Entre estos, de nuevo son tipicos aquellos que asocian la matriz con la
representacién en forma de tabla de datos de algun fenémeno de la realidad y aquellos que ahondan
en la estructura de la matriz como objeto matematico relacionando distintas caracteristicas asociadas
a esta.

Ejemplo 1: 103. Una empresa dispone de tres restaurantes X,Y y Z, en cada uno de los cuales se
consume a diario carne (C), pescado (P) y fruta (F). En el restaurante X cada dia se consumen 45 kg
de carne, 60 kg de pescado y 80 kg de fruta. En el restaurante Y se consumen a diario 55 kg de carne,
40 kg de pescado y 60 kg de fruta. En el restaurane Z se consumen a diario 32 kg de carne, 38 kg de
pescado y 46 kg de fruta. Resume esta informacion en una matriz y calcula el consumo mensual de
cada producto en cada restaurante.

Ejemplo 2: 104. Sea A € Ms(matriz columna), B € Msxs y definimos la matriz Pio como:
0 10
Po=11 0 0
0 0 1

(a) Multiplica la matriz P1o - A ;Qué ha ocurrido con A?
(b) Multiplica la matriz Pia - B §Qué ha ocurrido con B?

(¢) Define una matriz Py, tal que, al hacer el producto Py - A, la matriz resultante sea la matriz que
resulta al multiplicar la fila 2 de la matriz A por k.

(d) {Qué ocurre si multiplicamos A - Pyo?

(e) Si deseeamos reemplazar la fila 3 de la matriz A por la obtenida al sumar a la fila 3 el resultado
de multiplicar la primera fila por 2 y la segunda por —1, ;qué matriz debemos definir?

La conclusién es que las diferencias entre uno y otro libro de texto no son notables, aunque en algunos casos
merecen algin comentario. En la seccién 2, SM aisla primero la suma y el producto por un nimero real
para hacer mencién a la estructura de espacio vectorial e introducir los conceptos ligados con esta estructura
en las matrices. Vicens Vives, en cambio, engloba las tres operaciones sin dar ninguna nocién referente a
espacios vectoriales. La seccién 3 de Vicens Vives es bastante novedosa. Hace un tratamiento especial a la
potenciacion e incluye en las secciones tedricas una aplicacion del método de induccién. SM, por su parte,
no incluye nada referente a la potenciacion y el método de induccién en la teoria, pero en las actividades
finales se encuentran diversos ejercicios en las que se pide el calculo de potencias de exponente elevado que
requieren de un razonamiento inductivo. Otra diferencia apreciable es el orden de introduccién del rango
y de la inversa. SM introduce primero el rango y Vicens Vives lo hace al revés. Por otra parte en la
aplicacién de las matrices a los grafos Vicens Vives ofrece una interpretacion similar a la que hacia SM con
las diferencias de que no se consideran los grafos dirigidos ni la posibilidad de multiples aristas uniendo dos
vértices. También se da la interpretacion de la potencia de la matriz del grafo. En cuanto a los movimientos,
se dan las ecuaciones de los principales movimientos y de la homotecia en su forma matricial. Por tdltimo,
respecto a las tareas, la disposicién de las mismas y el grado de demanda cognitiva segin su ubicacién (las
tareas de mayor dificultad se localizan en las actividades finales) es muy similar. Quiza las actividades que
propone SM en la seccién tedrica llegan a alcanzar una demanda cognitiva més alta (nivel ITT) mientras que
Vicens Vives se limita atn a ejercicios de aplicacién sin conexién con otros conceptos.

En cualquier caso en ambos libros el contenido se cine a la estructura de la matriz como objeto, tal y como
establece el curriculo, con un guién bastante marcado y que continta con los determinantes y la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales, ahondando en su representacién matricial. Se observa, no obstante, un
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intento de contextualizaciéon con la tltima seccién tedrica de aplicaciones de las matrices y con algunas
actividades finales que da pie al profesor de la asignatura a profundizar en la utilidad de las matrices en
diversos ambitos. Por si solo es una apartado demasiado breve como para apreciar este potencial de las
matrices.

1.3 Experiencia como docente en practicas

Durante la fase de observacién de la asignatura de Practicas Externas se tuvo la posibilidad de apreciar
una puesta en practica de la unidad de matrices de la que también se pueden extraer algunas conclusiones
sobre como se suele afrontar la ensenanza de este tema en 2° de bachillerato. El libro de texto utilizado es
precisamente el de la editorial SM recientemente analizado.

Ademéas del libro el profesor utiliza como otros recursos una hoja de actividades, unos apuntes
complementarios sobre teoria de espacios vectoriales y la pizarra como medio de exposicién. La organizacion
de la teorfa sigue el guién planteado por el libro de SM y salvo alguna diferencia minima por preferencias del
profesor se toman las definiciones y los resultados segin estan presentados en el mismo. Las explicaciones
tedricas se acompanan siempre de pequenos ejemplos y de ejercicios de aplicacion directa. La tnica seccion
que no se aborda es la de aplicacién de matrices, debido a las limitaciones temporales y a que no se contempla
como un contenido principal. La secuenciacién es la siguiente:

e Sesion 1: Definicién de matriz. Tipos de matrices. Suma y producto de una matriz por un nimero
real.

e Sesion 2: Propiedades de la suma y el producto de matrices por un ntimero real. Espacio vectorial de
las matrices. Producto de matrices (se introduce primero como producto de una fila por una columna
y después se generaliza).

e Sesién 3: Propiedades del producto. Matriz traspuesta. Propiedades de la trasposicién. Matriz inversa:
célculo por Gauss-Jordan.

e Sesién 4: Propiedades de la matriz inversa. Dependencia e independencia lineal de las filas y columnas
de una matriz.

e Sesién 5: Rango de una matriz: calculo por Gauss-Jordan.
e Sesion 6: Ecuaciones matriciales. Realizacion de ejercicios.

e Sesién 7: (solo 4 alumnos van a clase debido a las circunstancias provocadas por la huelga de estudiantes
del 6 de marzo) Realizacién de ejercicios.

e Sesién 8: Potencia de una matriz. Método de induccién. (se comienza la unidad de determinantes).

Los apuntes complementarios sobre espacios vectoriales y la hoja de actividades se encuentran en el moodle
personal del profesor para la asignatura. Los primeros sirven de profundizacién para aquellos alumnos
que tengan interés pero no se tratan en las sesiones lectivas. La hoja de actividades por su parte, sirve
como trabajo individual en casa y para incidir en algunos conceptos o procedimientos durante las sesiones.
Incorpora también ejercicios del mismo caracter que los de las pruebas de acceso a la universidad con vistas
a que los alumnos se vayan haciendo una idea de lo que se les va a exigir. Un ejemplo de los ejercicios de la
hoja de actividades requerido como tarea para casa y corregido en una de las sesiones incide en el método
de induccién para calcular la potencia n-ésima.

Ejercicio 11 de la hoja de actividades:

1 0 O

(a) Calcula A™ siendo A= [0 1 0
11
119
3 3

(b) Calcula A3* — 2A17,

A parte de la preparacién de la EBAU y de la insistencia en algin tipo de ejercicios estas actividades
complementarias no ofrecen ningtin nuevo enfoque o persiguen algin otro objetivo que permita contextualizar
las matrices.
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1.4 Conclusion del analisis normativo y documental

El enfoque de la ensenanza de las matrices que se deduce del andlisis normativo y documental es el de un
estudio bastante amplio de la estructura algebraica de las matrices que, sin embargo, no queda justificado a
partir de las aplicaciones que, dentro de las propias matemaéticas y fuera de ellas, las matrices tienen. Esto
ocurre de manera similar con los determinantes, que tienen una clara interpretacién para el calculo de areas
y voliumenes. Ambos objetos tan solo se emplean en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales en el
tercer tema del bloque de dlgebra. Asi, en el andlisis normativo se observa como ambas, LOE y LOMCE,
hablan de aplicacion de las matrices a contextos reales, aunque la segunda, y actualmente en vigor, da un
paso atréds en cuanto a la conexién de las matrices con la geometria y se cine solo a la representacion de datos
en forma matricial. Por su parte, los libros de texto analizados ofrecen una ultima seccién tedrica y algunas
actividades a la aplicaciéon de las matrices. Si bien se trata de una seccién breve y mas bien anecdética
y ponen todo su empeno en el andlisis de la matriz como objeto propio. En esta misma linea se sitia la
ensenanza de las matrices experimentada en las practicas externas, donde se ha seguido la estructura que
da el libro de texto de la editorial de SM y no se ha aportado ninguna contextualizacién.

2 Marco conceptual

El marco conceptual construird las bases de la propuesta didactica que se pretende realizar a partir de
las teorias e investigaciones previas a este trabajo y de las ideas propias. Se ha decidido dividirlo en tres
partes: marco didactico, marco tedrico-matemaético y marco tecnolégico; que conjugan los fundamentos de
las respectivas tres vertientes: diddctica (de la matematica en particular), mateméticas y tecnologia.

2.1 Marco didactico

Los objetivos generales que se han marcado en la introducciéon para la propuesta didactica alternativa que se
va a extraer son aspectos ya valorados previamente por muchas investigaciones en didactica de la matematica
0 que estan muy relacionados con ciertas teorias del aprendizaje. A raiz de las ideas obtenidas de ellas y de
las propias creencias y aspiraciones personales en la ensenanza de las mateméticas en general, y del dlgebra
de matrices en particular, se van a sentar aqui las bases didacticas en las que se sustentara la propuesta que
se pretende.

En OG1 (ver los objetivos generales planteados en la introduccién) se planteaba la ruptura con las
matematicas procedimentales, entendiendo estas como unas matemaéticas basadas en la memorizacion de
definiciones y la aplicaciéon de algoritmos a situaciones creadas para tal fin, donde la mayor dificultad
estd quizd en una implementacion ordenada del procedimiento para evitar la aparicion de errores.
Lamentablemente esta forma de entender las matematicas es paradigmatica en las etapas de ESO y
bachillerato en Espafia y como sefiala Goiii en [16] es la causa del distanciamiento con la alfabetizacién
matemdtica o competencia matemética que define PISA (Program for International Student Assessment) [20].
PISA se refiere con esta terminologia a las capacidades de los estudiantes para analizar, razonar y comunicar
eficazmente cuando resuelven o enuncian problemas matemdticos en una variedad de dominios y situaciones
y partiendo de esta definicién divide la actividad matematica en tres fases. La primera, matematizacion
horizontal, consiste en la traduccién en términos matematicos de un problema del mundo real, la cual conlleva
una interpretacién, una modelizacién, una relacién entre el lenguaje natural y formal, una identificacién
de regularidades, etc. La segunda fase, matematizacion vertical, consiste en el uso de las estructuras
matematicas para resolver el problema ya matematizado. Esto implica un uso del lenguaje simbdlico, una
representacién, una argumentacion, etc. Por 1ltimo, la fase de reflexion sobre el proceso, que bien podria
concluir el mismo o bien podria replantearlo desde el principio y repetir el ciclo. Aqui es fundamental
una critica del proceso, una comprensién de los resultados, etc. Asi las matemdticas que se desarrollan
en el curriculo del sistema educativo espafniol se centran casi exclusivamente en la matematizacion vertical,
siendo la matematizacién horizontal y la reflexién practicamente inexistentes. Goni hace la comparativa
directamente con los ejes del marco evaluador de PISA: contenidos, procesos y, contextos y situaciones.
Argumenta que “lo habitual en nuestro medio educativo es que los curriculos de mateméticas tengan un
unico eje explicito, que son los contenidos, o para ser mas precisos, el conocimiento, por defecto, asociado
a los mismos: recuerdo de datos, memorizacién de definiciones, aplicacién de procedimientos algoritmicos
y resolucién de problemas ad hoc; esto supone un uso implicito de un segundo eje, los procesos. Por otra
parte la aplicacion del conocimiento a contextos de uso no suele utilizarse ni explicita ni implicitamente de
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manera sistemaética. Por lo tanto, tenemos en la practica curricular habitual un eje explicito y fundamental,
los contenidos, otro implicito, los procesos, y otro inexistente, los contextos y situaciones, para la practica
sistemédtica”. En [11] se hace un andlisis basado en los resultados a nivel nacional y regional en PISA y
las conclusiones son similares. “Los alumnos espanoles en PISA muestran la necesidad de incidir sobre la
aplicacién de las competencias a resolver problemas de la vida real”.

PISA no deja de establecer unos criterios propios a la hora de evaluar la alfabetizacién matematica con
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Figura 1: Competencia matemética en PISA[20]

los que se puede estar mds o menos de acuerdo. Lo que si es indiscutible es que su paso por las aulas
destapa ciertas carencias en el sistema educativo espanol. Una de ellas es la que se senalaba al término del
parrafo anterior, la falta de aplicacién de las matematicas al mundo exterior. La intencién de romper las
barreras académicas y reconectar con el exterior serd por lo tanto una de las bases de la propuesta didactica,
como ya se expresaba en OG4. En este sentido conviene adaptar algunas de las ideas de la Educaciéon
Matematica Realista (EMR) de Freudenthal [10]. La concepcién realista que defiende Freudenthal interpreta
las matematicas como una actividad humana que trata de describir los fenémenos que se producen en la
realidad. Con este fin se construyen objetos abstractos que ayudan a explicar y relacionar fenémenos dando
lugar a toda una estructura formal bien organizada. El error en didactica de la matemadtica estd, segin
Freudenthal, en ensenar a los estudiantes directamente el sistema formal, aislado de la interpretacion de la
realidad de la que ha surgido. Esta concepcién que nace de la escuela matematica holandesa en los anos 80
ha recibido numerosas aportaciones desde entonces y hoy se considera una teoria de la educacién matematica
bien definida y sustentada en seis principios fundamentales [1]:

e Principio de actividad. Las matematicas son una actividad humana. Su finalidad es matematizar
el mundo que nos rodea. Se entiende por matematizacién la actividad de bisqueda y resolucién de
problemas pero también la actividad de organizacién de un tema.

e Principio de realidad. Las matemadticas se aprenden haciendo matematicas en contextos reales,
entendiendo por estos problemas de la vida cotidiana y también problemas en la mente de los alumnos.

e Principio de niveles. Los alumnos pasan por cuatro niveles de comprensién: situacional, referencial,
general y formal.

e Principio de reinvenciéon guiada. Se basa en el redescubrimiento del conocimiento matematico.

e Principio de interaccion. La ensenanza de las matemadticas es una actividad social. La reflexién
conjunta lleva a niveles mas altos de comprension.

e Principio de interconexién. Los bloques de contenido matematico no pueden ser tratados como
compartimentos aislados.
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La EMR no solo se plantea por lo tanto la mera aplicacién de las matematicas a la vida real sino que busca
dar toda una contextualizacion a las matematicas. La teoria iniciada por Freudenthal estéd relacionada con
muchas otras. Los niveles de comprensién de la EMR son muy similares a los tres mundos del desarrollo
del pensamiento matematico que establece David Tall: mundo encarnado, mundo simbdlico y mundo formal
[23]. Tall sostiene que los alumnos se sienten mds cémodos en alguno de los mundos que en otro y por lo
tanto conviene trabajar en todos ellos. En particular afirma que las matematicas formales no surgen de
manera aislada y que cada mundo tiene sus ventajas [15]:

e El mundo encarnado es donde el alumno interactia con el mundo fisico, no solo con las percepciones
que hace de los objetos sino con las estructuras internas que incluyen la visién espacial. Da las bases
para traducir la realidad humana en un simbolismo flexible.

e El mundo simbdlico es donde las acciones, los procesos y sus correspondientes objetos se representan de
manera simbélica. Es una herramienta potente para un procesamiento preciso y para hallar soluciones
simbdlicas.

e El mundo formal comprende los objetos definidos y presentados por sus propiedades, de las que se
deducen otras nuevos a través de la prueba formal. Ofrece una deduccién logica valida para cualquier
contexto en el que se satisfagan los axiomas y las definiciones necesarias.

Tall defiende la ensenanza de unas matematicas que no abusen del mundo formal y que potencien la
visualizacién a través de representaciones de la realidad. Ademads la visualizaciéon matemdtica se suele
considerar una habilidad que se puede adquirir y que mejora la intuicién y el entendimiento [24]. Por
eso se considera como un objetivo (OG3) para la propuesta diddctica, teniendo en cuenta ademds que
muchos de los alumnos del grupo de 2° de bachillerato al que va dirigida van a precisar en su futuro
académico-profesional de destrezas correspondientes fundamentalmente a los dos primeros mundos que se
plantea Tall. Pero la visualizacién no solo se considera fundamental en la ensenanza de las matematicas.
Zimmermann y Cunningham citan en [24] este prélogo del matemético aleman David Hilbert (1862-1943).

“En matematicas... encontramos dos tendencias. Por un lado, la tendencia hacia la abstraccién busca
cristalizar las relaciones logicas inherentes en el basto material que ha sido estudiado, y correlacionar el
material de forma sistematica y ordenada. Por otro lado, la tendencia hacia el entendimiento intuitivo
persigue un entendimiento més inmediato de los objetos que uno estudia, una viva conexién con ellos, es
decir, que destaque el significado concreto de sus relaciones... Con la ayuda de la visualizacién podemos
iluminar la variedad de problemas de geometria, y més alld de esto, es posible en muchos casos trazar el
contorno de los métodos de investigacion y prueba... De esta manera, siendo la geometria tan polifacética
como es y estando relacionada con las mas diversas ramas de las matematicas, podemos incluso obtener un
estudio resumido de las matematicas como un todo, y una idea vélida de la variedad de sus problemas y la
riqueza de las ideas que contienen ”.

En este prologo de Hilbert estd muy presente ademaés el principio de interconexién entre bloques de la EMR.
La propuesta didéctica se centrard en particular en la relacién entre el dlgebra y la geometria (OG2), dos
ramas de las matematicas con una relaciéon muy estrecha. Cuando las ideas del algebra lineal nacen de la
geometria familiar de dos o tres dimensiones los estudiantes las asimilan mejor. Muchas nociones de algebra
lineal ya ocurren en estas dimensiones de una manera no trivial y el estudiante con un buen entendimiento
de las mismas encontrard poca dificultad en extenderlas a dimensiones superiores y sistemas algebraicos
més abstractos [4].

Otro principio de la EMR que integra otras teorias del aprendizaje de las matemdticas y de manera maés
general de las ciencias es el principio de reinvencién guiada, que defiende las mismas ideas que el llamado
aprendizaje por descubrimiento. Se trata de una teoria de indole constructivista, es decir que parte de que
el motor del conocimiento estd en la interaccién del sujeto con el entorno impulsada por la curiosidad vy,
por lo tanto, el aprendizaje no es solo una actividad interna sino que estd muy relacionada con el contexto
[6]. Piaget y sobre todo Bruner fueron los impulsores del aprendizaje por descubrimiento. La teoria del
aprendizaje por descubrimiento de Bruner de los anos 60 sostiene que el aprendizaje ha de producirse a
través de un descubrimiento guiado en el que el papel del profesor no es exponer unos contenidos acabados
sino proporcionar los materiales y estimulos adecuados para guiar al alumno en su descubrimiento. Desde
entonces se ha escrito mucho acerca de esta teoria y ha derivado en un método de ensenanza que se asocia
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con un aprendizaje profundo. En matemaéticas se considera un método muy vélido ya que la actividad
matematica nace del descubrimiento de los patrones que se dan en los fenémenos reales impulsado por el
afan de entender el mundo que nos rodea y, sin embargo, las matematicas académicas dan la impresién
de que la actividad matematica consiste en el uso de unas estructuras ya inventadas e inamovibles. Como
expresa Dominguez Muro en [7] este método entiende la formalizacién del conocimiento matematico como
una meta y no como el punto de partida. Dominguez Muro concreta algunas indicaciones para llevar a la
préactica este método. Se basa en cuatro pilares fundamentales: el alumno, que pasa a ser sujeto activo;
el material, adquieren mayor relevancia los trabajos précticos y los materiales manipulativos; el profesor,
que ha de actuar como guia; y, la evaluacién, que ha de tener mas en cuenta otros criterios e instrumentos.
Se habla también de un papel relevante de la motivacién inicial de las lecciones, de la utilidad de hacer
simulaciones y de la importancia del cuaderno u otros instrumentos de registro.

Gorfii apunta a la evaluacién como la fuerza mas poderosa de las varias disponibles a la hora de modelar
el sistema educativo [16] y dice que la ensefianza de las matemé&ticas en las etapas preuniversitarias en
Espana gira entorno a las pruebas de ingreso a la universidad (actualmente EBAU). La finalidad de los
curriculos es la adquisiciéon del conocimiento matemaético necesario para la superacién de esta prueba, lo
cual provoca danos colaterales en todo el sistema educativo. Por eso una de las medidas que propone para
mejorar los resultados en las pruebas PISA de matemadticas va encaminada hacia una reforma del examen
de la EBAU y del curriculo. Otra de las fuerzas que senala Gofi con posibilidad de cambiar el sistema
educativo son los materiales. Los materiales, en particular las tareas que se asignan a los estudiantes, tienen
gran poder para incidir en un aprendizaje matematico mas profundo que enfatice los razonamientos y la
argumentacion. En este sentido sera vital para el logro de OGI la seleccién de tareas apropiadas. Para
tal fin conviene destacar las investigaciones de Smith y Stein y la clasificacién que hacen de las tareas en
funcién de cuatro niveles de demanda cognitiva [22]. Los resultados de sus investigaciones en el proyecto
QUASAR (Quantitive Understanding: Amplifying Student Achievement and Reasoning) indican que la
adquisiciéon de un aprendizaje mas elevado estd estrechamente relacionado con la habilidad con la que las
tareas estdn implementadas para enganchar a los alumnos en actividades de alta demanda cognitiva y de
razonamiento. A la hora de catalogar una tarea como vélida en este sentido es necesario tener en cuenta en
primer lugar una serie de factores: edad, curso académico, conocimiento previo, experiencias y expectativas
de trabajo de la clase; y en segundo lugar, qué clase de pensamiento les exige esta tarea a los estudiantes.
Este segundo criterio da lugar a la clasificacion de las tareas en funcién del nivel de demanda cognitiva de
Smith y Stein (Tabla 3). La creacién de una buena tarea de alta demanda cognitiva no es suficiente para
lograr el aprendizaje profundo que se pretende. Es preciso llevar a cabo un proceso progresivo a través de
los diferentes niveles de demanda cognitiva para que los alumnos estén preparados para enfrentarse a una
tarea de “hacer matematicas”. Por lo tanto, la clave no solo estd en un buen diseno sino en una buena
secuenciaciéon de las tareas.

Otra clasificacion de los dominios cognitivos es la taxonomia de Bloom. Se trata también de una
clasificacién jerdrquica en la que el paso a niveles cognitivos superiores precisa del dominio de los
niveles inferiores. La versién original fue publicada por Bloom en 1956 aunque actualmente se utiliza la
versién revisada para la nueva era de su pupilo Anserson [3]. Los niveles cognitivos consisten en seis verbos
clasificados a su vez en dos categorias. En orden creciente de demanda cognitiva son: Recordar, Comprender,
Aplicar (habilidades de pensamiento de orden inferior, LOTS), Analizar, Evaluar, Crear (habilidades de
pensamiento de orden superior, HOTS). Cada uno de estos elementos taxonémicos verbales estd compuesto
por una serie de verbos con los que se expresan las acciones propias de cada nivel. La taxonomia de Bloom
es frecuentemente empleada como marco referencial para la creacién de actividades en didactica de la lengua
y la literatura y es, en cambio, poco usual en matematicas, donde las HOTS pueden resultar muy complejas
dado el nivel de abstraccién y dominio de las matemédticas que requieren. Sin embargo, dada la intencién
de la propuesta didactica de aplicar el conocimiento de matrices y transformaciones geométricas a los filtros
de fotografia es posible la utilizacién de las HOTS en un ambito que se sale de lo puramente formal, incluso
acceder a tareas de creacién. Precisamente, como arrojan los resultados de [9] sobre la taxonomia de Bloom
aplicada a la resolucién de problemas matematicos, “el peor resultado se obtuvo en los objetivos de creacion
matematica...la actuacion de los estudiantes fue mejor en las preguntas de aplicaciéon de las matemaéticas
que en las preguntas de comprension ya que los estudiantes pueden resolver los problemas sin entender los
conceptos”.
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Baja demanda cognitiva

o Reproduccién de hechos ya aprendidos, reglas, férmulas y definiciones o la aplicacién de los
mismos de memoria.

e No conllevan un procedimiento.
Memorizacion ) o
e No admiten ambigiiedad.

e No tienen conexiones mas profundas con el significado de estos hechos, reglas, férmulas y
definiciones.

e Uso de procedimientos algoritmicos requeridos de manera mas o menos evidente por las
instrucciones previas, por la propia experiencia o por el contexto de la tarea.

e No tienen conexiones mds profundas con el significado del procedimiento.
Procedimientos sin
conexién e Estidn centradas en la resolucién de una tarea y no en el desarrollo de la comprension
X matematica.
e No requieren explicaciones o solo requieren explicaciones que simplemente describen el
proceso.

] Alta demanda cognitiva

e Uso de procedimientos con el objetivo de desarrollar niveles mas profundos de comprensién
de las ideas y conceptos matematicos.

Procedimientos con e Sugieren conexiones entre distintos conceptos matemaéticos.

conexion
e Suelen usar diferentes representaciones para enfatizar las conexiones en el significado de los
conceptos.
e Pensamiento complejo y no algoritmico.
e No hay un camino explicitamente sugerido para completar la tarea.
Hacer matemadticas e Requieren la exploracién de la naturaleza y relacién de los distintos objetos matematicos.

o Requieren una regulacién de las propias capacidades y la activacién de conocimientos
previos.

Tabla 3: Clasificacion de las tareas matematicas de Smith y Stein.

Por otra parte es importante considerar el aprendizaje basado en competencias que se plantea en OG6. No
solo porque el marco legislativo del sistema educativo espanol contempla desde hace anos las competencias
clave en el curriculo oficial sino porque se consideran un pilar fundamental en el desarrollo del individuo
en lo personal y lo social y en un aprendizaje dindmico que no contempla las asignaturas como habitaculos
del conocimiento aislados e independientes sino como habilidades o saberes interrelacionados. Se entienden
como una reaccién que emerge de la complejidad de la sociedad actual, la cual requiere de la adquisicién
de destrezas mas que de la adquisicion de conocimientos. El nuevo enfoque competencial afecta a todos
los ambitos de la accién educativa. La forma de disponer los contenidos, los objetivos que se plantean,
las metodologias utilizadas y la evaluacién del aprendizaje seran distintas. En el caso particular de las
matematicas toda redefinicién de la competencia matematica adquiere una perspectiva funcional y habla
de contextos sociales, naturales, culturales, etc. De la traduccién de los contextos reales a los objetos
matematicos surge la modelizacién, que también suele estar considerada en las diversas concepciones de la
competencia matemdtica. Ademads, dado el cardcter multidisciplinar de las competencias ninguna de ellas
suele trabajarse de manera aislada, asi, la competencia matematica vendrd acompanada en ocasiones de la
necesidad de comunicar, de trabajo en equipo, de componentes tecnolégicos, de connotaciones culturales e
histéricas, del empredimiento de acciones o de la convivencia con valores sociales y civicos. Por ultimo, es
importante entender que la competencia se desarrolla en acciones que tienen un caracter funcional -sirven
para algo- y finalista —finaliza con éxito la tarea o resuelve el problema— [14]. Estas consideraciones seran
tenidas en cuenta para que cada elemento del disenio curricular de la propuesta favorezca el desarrollo de las
siete competencias clave.
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Taxonomia de Bloom Era Digital
Taxonomia de Bloom — Revisada 2001

Habilidades de pensamiento Orden superior (HOTS)
Crear Disefiar, construir, planear, producir, idear, trazar,
elaborar.
Evaluar Revisar, formular hipotesis, criticar, experimentar,

juzgar, probar, detectar, monitorear.

Analizar Comparar, organizar, deconstruir, atribuir,
delinear, encontrar, estructurar, integrar.
Aplicar Implementar, desempefiar, usar, ejecutar.
Comprender Interpretar, resumir, inferir, parafrasear, clasificar,

comparar, explicar, ejemplificar.

Recordar Reconocer listar, describir, identificar, recuperar,
denominar, localizar, encontrar.

Habilidades de pensamiento Orden inferior (LOTS)

Figura 2: Taxonomfia revisada de Bloom. Habilidades cognitivas|3]

Un ultimo aspecto que se ha senalado como objetivo general, OG5, es el de la inclusién de entornos de
programacion. Se considera una carencia en el curriculo actual la ausencia de al menos una introduccion
a los lenguajes de programacion en la rama cientifico-tecnolégica cuando a los futuros trabajadores o
investigadores se les va a requerir, en un alto porcentaje de los casos, el buen manejo de algin entorno
de programcién. En otros paises ya se han introducido en el curriculo, incluso Google ha desarrollado
el proyecto CS4HS (Computer Science for High School), un programa de formacién en ciencias de la
computacién a profesores de centros educativos de educaciéon secundaria de més de 50 paises impartido por
profesionales. Como dice [13] “el aprendizaje de lenguajes de programacién se puede plantear como un
objetivo curricular en si mismo o como un medio para alcanzar otro objetivo curricular”. Aqui se optard
por la segunda opcién. En cualquier caso se insiste una vez méas en la importancia de empezar a manejar
los entornos de programacién en niveles preuniversitarios, que por otra parte, pueden potenciar actitudes
cuyo desarrollo perseguimos como es el razonamiento 1égico.

2.2 Marco tedrico-matematico

El objetivo de este marco tedrico es exponer la teoria matematica de la que se van a extraer los contenidos
de la propuesta didactica. Se parte de un conocimiento sobre algebra de matrices correspondiente al que se
alcanza en segundo de bachillerato y, en algunos puntos, de un conocimiento minimo de algebra y geometria
lineales de primer curso de un grado de matematicas, fisica o algunas ingenierias. Dado que el fin ultimo
del trabajo es de caracter didactico se trata de que esta teorfa no sea excesivamente rigurosa (no se van a
definir todos los conceptos y exponer todos los resultados y demostraciones de manera sistemdtica), pero sf
lo suficiente como para obtener de ella unos contenidos adecuadamente sustentados.

En la nocién de transformacién geométrica del plano confluyen tres ramas de las matematicas como son el
algebra, la geometria analitica (también la geometria plana, sin uso de coordenadas) y la teoria de grupos.
Dado que la propuesta didéactica estd centrada en ofrecer una aplicacion a la nocién de matriz se concedera
gran importancia a la primera de las tres, pero sin descuidar las otras. La segunda, porque es la més cercana
a la observacion del mundo real y como tal la més intuitiva y el primer paso hacia la matematizacion de la
realidad. La tercera, porque las transformaciones geométricas forman un grupo con una serie de subgrupos
interesantes no solo desde el punto de vista matematico, pues, por ejemplo, los musulmanes de la Edad
Media ya eran conscientes de la existencia de diecisiete grupos cristalograficos y los usaban para decorar
todo tipo de construcciones.

Por otra parte cuando se habla de geometria conviene senalar a qué geometria se estd haciendo referencia.
En el caso de la educacién secundaria y bachillerato esto parece supérfluo, ya que los estudiantes de esta
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etapa solo conocen la geometria euclidea y ni siquiera son conscientes de la existencia de otros tipos de
geometria. Sin embargo, adoptando la descripcién de geometria de Felix Klein en su Erlangen Program se
pretende definir la geometria euclidea y mostrar otro ejemplo de geometria, como es la afin, analizando
el espacio que manejan, las propiedades que poseen las figuras y las transformaciones que conservan estas
propiedades, de acuerdo con la idea de Klein.

El estudio se va a limitar al plano R? y, teniendo en cuenta estas consideraciones, se va a definir
en primer lugar el concepto de transformacién afin y se van a probar las propiedades bésicas de las
transformaciones afines y el teorema fundamental de la geometria afin que dan lugar a la geometria
homoénima. A continuacién se va a hacer lo propio con las transformaciones euclideas o movimientos
(se conocen por cualquiera de estos dos nombres), llegando a la geometria euclidea. En este caso se
va a realizar una clasificacién de los movimientos y se va a analizar tanto su estructura de grupo como
la de los subgrupos que se pueden obtener, en especial los grupos ornamentales (rosetones, frisos y mosaicos).

2.2.1 El grupo de las transformaciones

Se va a entender el concepto de transformacién como una biyeccién f de R? en R?, es decir, como una
correspondencia del plano en si mismo que cumple las dos siguientes propiedades:

e Es inyectiva: Si dos puntos P y @ son tales que f(P) = f(Q), entonces necesariamente P = Q.

e Es sobreyectiva: Para todo punto P existe un punto @ tal que f(Q) = P.

La transformacién més sencilla es la propia identidad, que denotaremos por la letra griega ¢. El hecho de
haber definido las transformaciones como biyecciones permite, para cualquier transformacion f considerar su
inversa f~! que también serd una transformacién. Podria resultar interesante aplicar dos transformaciones
f v g de forma consecutiva al plano R2. Esta operacién se conoce como composicién de funciones y se denota
por go f. Ocurre que go f es también una transformacion, pues si g(f(P)) = g(f(Q)), entonces f(P) = f(Q),
por la inyectividad de g, y P = @ por la inyectividad de f. En consecuencia, g o f es inyectiva. Dado P
existe @ tal que g(Q) = P, por ser g sobreyectiva, y existe R tal que f(R) = @, por ser f sobreyectiva. Por
lo tanto, go f(R) = g(Q) = Py go f es una transformacién. Esta tltima propiedad se expresa diciendo que
el conjunto de las transformaciones es cerrado para la composicién. Ademds, for =10 f = f, es decir,
componer una transformacién con ¢ no produce ningin efecto. A ¢ se le conoce como elemento neutro para
la composicién de transformaciones. Por otro lado, dada cualquier transformacién f, fof~! = f~lof =, es
decir, si se realiza una transformacién y a continuacién su inversa se ‘deshace’ la transformacién inicial. Para
cada transformacién f existe un elemento inverso f~!. Por tltimo, la composicién de funciones, y por
tanto de transformaciones, cumple la propiedad asociativa, fo(goh) = (fog)oh. Estas cuatro propiedades
dotan al conjunto de las transformaciones en el plano, 7(2), de una estructura de grupo con la composicién.

2.2.2 Las transformaciones afines

Para entender completamente un sistema matematico debes entender las transformaciones de ese sistema
y, especialmente, aquellas que conservan algin aspecto particular del sistema [5]. El conjunto de las
transformaciones es demasiado amplio como para resultar interesante, ademas, en este trabajo se busca
conectar con la nocién de matriz. Asi pues, es necesario limitar el conjunto de transformaciones a ciertos
grupos de las mismas.

La primera limitacién pasa por considerar solo las transformaciones afines.
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Definicién 1. Una transformacién afin de R? es una funcién f : R? — R? de la forma
f(z) = Az + b, (2.1)

donde A es una matriz invertible 2 x 2 y b € R2. El conjunto de transformaciones afines en el plano
se denota por A(2).

Las transformaciones afines son aplicaciones afines que, por lo tanto, llevan una aplicacion lineal asociada.
Sea una transformacién afin f y sea fo la aplicacién lineal dada por fo (@) = f(O+@)—f(O). Si O = (01, O3)

y @ = (u1, uz) entonces
o O1+w 01\ U1
o= (G 4 (9) <A (1), o

Es decir, que fo es precisamente la aplicacion lineal asociada a la transformaciéon lineal f. Ademads, de
(2.2), se deduce que si fo(i@) = 0 necesariamente @ = 0, luego fo es un endomorfismo inyectivo de R? como
espacio vectorial y por ende un isomorfismo. Se puede probar facilmente también que fo no depende del
punto O elegido. De hecho, si f estd definida por (2.1) y O = (0,0) se tiene fo(#) = f(&) — b.

Proposicién 1. Sea una transformacién afin f y O € R?. Sea fo : R? — R? la aplicacién definida
por fo(@) = f(O + ) — f(O). Entonces

1. fo es un isomorfismo de R? como espacio vectorial.
2. fo es independiente del punto O elegido.

Reciprocamente una aplicacién affn de R? con una aplicacién lineal asociada cumpliendo estas dos
condiciones es una transformacion afin.

A(2) forma asimismo un grupo con la composicién de funciones y, en consecuencia, es un subgrupo
de 7(2). Para comprobarlo solo hace falta probar que es cerrado para la composicién y que dada una
transformacién afin su inversa es también una transformacién afin pues, en ese caso, si f € A(2) entonces
L = fofl € A(2) y la asociatividad de la composicién de funciones siempre se da. Pero dada una
transformacién affn por (2.1) la transformacién definida por g = A='x — A=1b es afin y tal que go f =i, es
decir, la inversa de una transformacién afin es también una transformacion afin. Dadas dos transformaciones
afines f1 = A1z + b1y fo = Asx + by foo fi = AsAjx + (Aaby + by) es también una transformacion afin,
pues el producto de dos matrices invertibles es invertible, luego .A(2) es cerrado para la composicion.

Proposicién 2. A(2) es un grupo con la composicién de funciones.

La razén de considerar las transformaciones afines es que, ademds de formar un grupo, existen una
serie de propiedades que permanecen invariantes al aplicar una transformaciéon. Como no puede ser de otra
forma estas propiedades reciben el nombre de propiedades afines. Son las siguientes:
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Propiedades basicas de las transformaciones afines.
Las transformaciones afines:

1. Transforman rectas en rectas.
2. Transforman rectas paralelas en rectas paralelas.

3. Conservan proporciones de longitudes en una recta dada.

Es sencillo justificar las tres propiedades basicas de la geometria afin. Basta utilizar la expresién dada
en (2.1) y la ecuacién de la recta en forma vectorial para las dos primeras. Para la tercera se usa también la
norma de un vector. Por ejemplo, para probar la propiedad 1, se considera la recta r que pasa por un punto
P y tiene vector director d. Esta recta se puede ver como el conjunto de puntos

r={P+Xd:XeR}.

Sea f una transformacién dada por (2.1) imagen de un punto arbitrario de la recta es:

— —

F(P+Xd) = AP+ ) +b
= (AP +0b)+)Ad
= f(P)+ \Ad.

Por lo tanto, la imagen de la recta r es la recta que pasa por f(P) y tiene como vector director Ad.

F(r) = {f(P)+ M\Ad: X € R}.

La propiedad 3 es particularmente caracteristica de la geometria afin. La geometria euclidea, como se vera
mas adelante, comparte con la anterior las propiedades 1 y 2 pero difiere de esta precisamente en la propiedad
3. Al igual que en la prueba de la propiedad 1, una recta cualquiera y su imagen por la aplicacién afin dada
por (2.1), que como se ha visto es una recta, vienen dadas por r = {P+Ad: A € R} y f(r) = {f(P) + A\Ad :
A € R} respectivamente.

Sean dos puntos de r, P + Alciy P+ Agci: la distancia entre ellos es
(P + Xad) — (P + Md)|| = [A2 — A - [|d]].
Las respectivas imagenes de los puntos son f(P) + MAd y f(P) + \2Ad, v la distancia entre ambas
IF(P) + Ao Ad) — (F(P) + MAD)| = Ao — M| - || Ad].
Dado que el vector director d tiene una longitud fija el cociente de distancias entre dos puntos y sus imagenes

l1Ad]]
]

es constantemente igual a
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D’

B’
oD =0.72

A’B’ =1.55
A’

Figura 3: Una transformacién afin conserva proporciones de longitudes: AB/CD = A’B’/C'D’

Se tiene por lo tanto un espacio, R?, con un grupo de transformaciones, las transformaciones afines, que
conservan una serie de propiedades, las propiedades afines. Se dice por lo tanto que las transformaciones
afines de R? generan la geometria afin de R?. Se podria definir la geometria afin como el estudio de
las propiedades de las figuras que permanecen invariantes por el grupo de transformaciones afines. De
acuerdo con esto, si existe una transformacién afin que transforma una figura en otra, estas dos figuras son
congruentes en la geometria afin.

Definicién 2. Una figura F; es afin-congruente a una figura F5 si existe una transformacién afin
que lleve una a la otra.

Pero ;Qué figuras son congruentes en la geometria afin? Para responder a ello supéngase que se tiene
un tridngulo cuyos vértices son los puntos del plano P = (0,0), @ = (—=1,3) y R = (2,1) jexistird una
transformacién afin que lo lleve al tridngulo con vértices en P’ = (3,1), Q' = (2,-1) y R’ = (5,0)?

En primer lugar, si se definen las imdgenes de los puntos (0,0), (0,1) y (1,0) la transformacién afin (que es

R’

P

Figura 4: Transformacion afin entre dos tridngulos

un caso particular de aplicacién afin) queda univocamente determinada como se ve a continuacién.

Si, en este caso, P, y R son tres puntos no alineados cualesquiera, vedse que existe una transformacién
afin que lleva (0,0) a P, (1,0) a @ y (0,1) a R.

Dicha transformacion f viene dada por
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s 0 6)+6)

donde a, b, c,d, ey f son inicialmente desconocidos pero quedan determinados por las condiciones impuestas
ya que

P:f(0,0):(e,f) luego(af)ZP
Q=/f(1,0)=(a,c)+ (e, f) luego (a,c) =Q—P
R=f(0,1) = (b,d) + (e, f) Tuego (b,d) = R— P

Como los puntos no estdn alineados, (a,c) y (b,d) son linealmente independientes, la matriz que forman es
invertible y por lo tanto f es una transformacién afin.

Ahora si lo que se pretende es enviar cualquier terna de puntos no alineados P,Q y R a otra terna de puntos
no alineados P’, Q" y R’ bastaria con obtener las transformaciones f; que lleva (0,0),(1,0) y (0,1) a P,Q
y Ry f2 la que hace lo propio de (0,0),(1,0) y (0,1) a P',Q’ y R', puesto que la composicién fo o f; * es
una transformacién afin que envia P,Q y Ra P',Q' y R'. f = fyo f; ' es ademés la tinica transformacién
afin con esta propiedad. Si hubiera otra, pongamos g, tanto f o fi como g o f; envian la terna (0,0), (1,0)
y (0,1) en P',Q’ y R', entonces son idénticas y componiendo ambas con f; ! se obtiene que f = g. Se ha
llegado asi a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1. Teorema fundamental de la geometria afin Sean P,Q,R y P’/,Q’, R’ dos
conjuntos de puntos no alineados en R?. Entonces hay una tnica transformacién que lleva P,Q
v R respectivamente en P, Q" y R'.

En el ejemplo del que se partia se puede comprobar ahora que f; dada por

fi(z) = <_31 ?) x

lleva el conjunto de puntos (0,0),(1,0) y (0,1) a P = (0,0), @ = (—=1,3) y R = (2,1), vy que fo definida

como sigue
R = (2 4) e+ ()

lleva el conjunto de puntos (0,0),(1,0) y (0,1) a P = (3,1), Q' = (2,—-1) y R’ = (5,0). Por lo tanto, la
transformacién afin que lleva el tridngulo formado por la primera terna de puntos al tridngulo formado por

la segunda es
-1/-7 0 3
o= (37 5) =+ ()

Y en cuanto a la pregunta jqué figuras son congruentes en la geometria afin? Ha quedado claro que
cualquier par de tridngulos son congruentes, sea cual sea el tamano de sus lados y dngulos.

[ Corolario 1. Todos los tridngulos son afin-congruentes.

Es maés, en base al teorema fundamental de la geometria afin y a las propiedades bésicas de las
transformaciones afines, no todos los cuadrilateros son afin-congruentes pero si los paralelogramos. Asi,
por ejemplo, en la figura 5, el rectdngulo JABCD no es afin-congruente al trapecio OPQRS. Cualquier
aplicaciéon afin que enviara uno en el otro estaria determinada por la imagen de tres puntos, sin embargo
cualquier terna de parejas vértice-imagen que se tome define una aplicacién afin de JABCD a otro
cuadrildtero distinto. Por ejemplo, tomando P = f(A4),Q = f(B) y R = f(C), por la segunda propiedad

25



S
bésica de las transformaciones afines deberfa de ser f(D)P || @ y Rf(D) | @ y la imagen de JABCD
no es el trapecio JPQR.S sino el romboide OPQRT.

A P

Figura 5: Cuadrilateros afines

Se podria estudiar también la congruencia afin de las cénicas y se llegaria a que todas las elipses
(incluyendo a la circunferencia como caso particular de la elipse) son afin-congruentes entre si y lo mismo
ocurre con todas las hipérbolas y todas las pardabolas. No se pretende demostrar todo esto, sino hacerse a
la idea de las figuras que se conservan bajo transformaciones afines y, por lo tanto, de las propiedades que
estudia la geometria afin. En un lenguaje informal se diria que la geometria afin se centra en el estudio de
la ‘forma’ de las figuras.

Un dltimo apunte que se hard en este subapartado, aunque no es especialmente relevante para el caso que se
estd tratando, es que la afin-congruencia es una relacién de equivalencia. Los tridgulos, los paralelogramos,
las elipses, las hipérbolas y las parabolas son distintas clases de equivalencia.

2.2.3 Las transformaciones euclideas

La idea ahora es la de limitar ain més el grupo de transformaciones que se van a estudiar para conseguir
una geometria que no solo tenga en cuenta propiedades de las figuras tales como la ‘forma’ sino también el
‘tamano’. De esta forma se va a llegar a la que se conoce como geometria euclidea, que no es otra que la
geometria clasica, y inica desde su sitematizacién por parte de Euclides hasta el siglo XIX. Es ademaés la que
toda persona con un nivel no muy avanzado en matematicas asume como geometria de manera inconsciente.
Las transformaciones de las que se sirve esta geometria, es decir, las transformaciones euclideas se conocen
también como movimientos. Esta denominacion hace referencia al hecho de que dos figuras en la geometria
euclidea son congruentes si puedo mover una para que ocupe el espacio de la otra. Se usard indistintamente
una u otra denominacién para referirse al mismo concepto.

Definicién 3. Un movimiento a es una aplicaciéon de R? en R? que conserva distancias, es decir,
tal que para cada par de puntos P,Q € R?, d(P,Q) = d(a(P),a(Q)). El conjunto de movimientos o
transformaciones euclideas en el plano se denota por £(2).

Sea ap = (O + @) — a(O) como en la proposicién 1 y sean i, 7 € R2. Sean P =0+, Q =0+7, R=
a(0), S = a(P) y T = a(Q). Entonces @ = OP, y utilizando que para cada par de vectores @,b € R? se
tiene que

a-b= [lla® + 182 - 1@ - 5, (2.3)

1
2
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se cumplen las siguientes igualdades:

{

ao(@) = (O + @) — a(0) = a(P) — a(0) = S — R = RS
ao(?) = a(0 +7) — a(0) = a(Q) — a(0) =T — R = RT.

<
Il

Y, en consecuencia, también

00 (@) - ao(®) = RS - BT = B3| + | BT\ ~ &S ~ REIP] = 3 [|RSI? + B2~ 1571

Como RS = d(R,S)? = d(a(0),a(P))? = d(0,A)? = [|OP|| = ||@||> y andlogamente ||[RT||> = |7 y

1S H2 = ||& — ¥]| entonces
o 4 1. . . L o
ao () - ao (V) = *Q[HUH2 + ||’UH2 — |7 - UHQ] =U-v.

Esto quiere decir que la aplicaciéon oo conserva el producto escalar de vectores. Haciendo uso de nuevo
de (2.3) se prueba que ||ao(\@ + p?) — Aao(u) — pao(v)||*> = 0. Ademés si ap(@) = 0 entonces
0=oap(d) ap(@) =4 4= 4 =0. Es decir, ap cumple las condiciones de la proposicén 1 y « es por lo
tanto una transformacién afin cuya aplicacién lineal asociada se caracteriza por conservar el producto escalar.

Proposicion 3. Un movimiento a es una transformacién afin cuya aplicacién lineal asociada aq
cumple lo siguiente:

—

Vi, 7 € R?, ap(i) - ap(¥) = i - .

Es decir, ap conserva el producto escalar de vectores.

De hecho, si un movimiento se representa matricialmente por a(x) = Mz + b como en (2.1), M es la
matriz de la aplicacién lineal asociada a aq respecto a la base candnica, por lo que f(1,0) = (mi1,m21),
f(0,1) = (mq2,ma2) y, por lo tanto,

MM = <<f(

La matriz M tiene por inversa precisamente a su traspuesta, luego también MMT = T,. Este tipo de
matrices se llaman matrices ortogonales.

Proposicién 4. Un movimiento de R? es una funcién « : R? — R? de la forma
az) =Mz +b (2.4)

donde M es una matriz ortogonal 2 x 2 y b € R2.

El producto de dos matrices ortogonales M; y My es ortogonal puesto que MlMQ(MlMQ)T =
My MoMIMT = MyM{ = T y, como la traspuesta de la traspuesta de una matriz es la propio matriz, si
M es ortogonal también M ! es ortogonal.
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[ Proposicién 5. £(2) es un grupo con la composicién de funciones.

Se ha llegado de nuevo a un espacio, R?, con un grupo de transformaciones, las transformaciones
euclideas (o movimientos) y con una serie de propiedades, las propiedades euclideas que quedan invariantes
al aplicar esas transformaciones. Pero ;Cuéles son las propiedades euclideas?

La primera estd clara dada la definicion de movimiento. Las transformaciones euclideas preservan la
distancia entre puntos. De esta se deducen muchas otras. Sea a un movimiento y sean A, B, C tres puntos
no alineados y A’ = a(A), B’ = a(B), C' = a(C). Si AB + BC = AC entonces A'B’' + B'C’ = A'C’ pues
AB = A'B’, BC = B'C' y AC = A’C’. Por los tanto A — B — C implica A’ — B’ — (', es decir, si un
punto estd entre otros dos la imagen de este por « esta entre las imagenes de los otros. Particularmente,
si AB = BC también A'B’ = B'C' y a conserva los puntos medios. AB es la unién de A, B y de todos
los puntos que estédn entre A y B, por lo que a(AB) es la unién de a(A),a(B) y todos los puntos entre
a(A) y a(B). « conserva segmentos. De manera similar, a(AB) es la unién de A’B’ y de los puntos
C" tales que A’ — B’ — (', luego a conserva semirrectas. Como f@ es la unién de 1@ y B.Zl también

A’B’ es la unién de A’B’ y B’A’ y a conserva lineas rectas. Como ANABC es la unién de los segmentos
AB, BC y CA se deduce que a( AABC) es simplemente AA'B'C’, y a conserva tridngulos. Ademés,
NABC = NA'B'C’ por la propiedad LLL. « conserva dngulos por definicién de estos y la medida de
dngulos, ya que m(ZB\C) = m(A@’) debido a que AABC = AA’B'C’. De la medida de dngulos
se deduce que « conserva la perpendicularidad y dado que las rectas paralelas tienen una perpendicular
comun, también conserva el paralelismo. Resumidamente, y de manera informal, las propiedades euclideas
son aquellas que conserva una figura rigida que se mueve por el plano. Como se ha dicho anteriormente las
dos primeras propiedades bésicas de la transformaciones afines son compartidas con la transformaciones
euclideas pero, respecto a la tercera propiedad, estas son mds restrictivas pues no solo conservan la
proporcién de longitudes en una recta, conservan de hecho esas longitudes.

Propiedades basicas de las transformaciones euclideas.
Las transformaciones euclideas:

1. Transforman rectas en rectas.
2. Transforman rectas paralelas en rectas paralelas.

3. * Conservan longitudes en una recta dada. *

De manera andloga al caso afin, la geometria euclidea se podria definir como el estudio de las figuras
que permanecen invariantes por transformaciones euclideas. Estas figuras, de nuevo hablando de manera
informal, son las que tienen igual forma y tamarfio.

Definicién 4. Una figura Fj es congruentes a una figura Fh en la geometria euclidea si existe una
transformacion euclidea que lleva F; a Fs.

Un ejemplo de figuras congruentes en la geometria euclidea es el de dos tridngulos AABC y APQR
cuyos lados, y por lo tanto también sus angulos, tienen la misma medida.

e Si ninguno de los vértices del primer tridngulo coincide con el correspondiente del segundo se aplica

la traslacién de vector AP sobre el primer tridngulo, obteniendo un tridngulo semejante de vértices
P,B’,C" (en azul en la figura 6).

28



e Si B’ no coincide con @ entonces se aplica al nuevo tridngulo un giro de centro P que lleva B’ a @ (esto
es posible porque AB = PB’ = P(Q). Se obtiene un tridngulo semejante a los anteriores (en amarillo
en la figura 6) de vértices P (no se ha movido por ser el centro de giro), Q y C”.

e Por tltimo, si C” no coincide con R, se aplica la simetria de eje % Como C"P = C'P = CP =
CA=RPy m(Q/PE’ )= m(@'TR)7 aplicando una cadena andloga de igualdades, m es perpendicular
a C"R y el corte de ambas es el punto medio de C” R. Por lo tanto, esta tltima transformacién lleva
C"” en Ry deja Py @ invariantes.

Se ha conseguido llegar del tridngulo AABC a APQR aplicando traslaciones, giros y simetrias, que como
se detallara pronto son transformaciones euclideas, por lo que son congruentes en la geometria euclidea.

Se han analizado hasta ahora las propiedades euclideas y las figuras congruentes en la geometria euclidea, se

Figura 6: Transformacion euclidea entre tridngulos de igual forma y tamano

pondra el foco de atencién a continuacion en las transformaciones euclideas. Se podrian estudiar directamente
a partir de su matriz y llegar a la conclusién de que sorprendentemente solo hay cuatro movimientos en el
plano. Esto se hard, pero antes seria conveniente que quede clara su interpretaciéon geométrica, pues aunque
por un lado las matrices facilitan el estudio y la clasificacién de los movimientos, por el otro hacen que su
visualizacién sea menos nitida. En [18] se lleva a cabo la construccién del grupo de los movimientos a partir
exclusivamente de argumentos de geometria analitica y teoria de grupos. Este proceso es particularmente
enriquecedor para esa visualizacion geométrica de las transformaciones euclideas y, a pesar de que no se
reproducird el proceso al completo porque se extenderia en exceso el trabajo, es apropiado comentar algunas
propiedades de cada una de las transformaciones euclideas y los resultados de las composiciones entre los
distintos tipos de las mismas a los que se llega en [18].

Hay tres transformaciones euclideas que se han utilizado desde hace miles de anos para la decoracién de todo
tipo de objetos y edificios, teniendo su esplendor en el arte musulmén de la Edad Media y en los artistas del
Renacimiento. Para completar el grupo de las mismas se precisa ademés de un cuarto movimiento.

Traslaciones

Las traslaciones consisten en mover cada punto del plano en la direcciéon y con el médulo dados por un
vector fijo. Quedan univocamente determinadas por la imagen de un punto, por eso la traslacién que lleva
P en () se denota por Tpg y PZ) se llama vector de traslacion. Si PZ) = (a, b) entonces las ecuaciones que
definen la traslacién T p g, donde (2',y') = Tpo(z,y) son

r=x+a
Yy =y+b
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Las traslaciones no dejan fijo ningiin punto y solo dejan fijas aquellas rectas paralelas al vector

N\ s N\ =

Q@
Q

o

Figura 7: Traslaciéon de P a Q

de traslacion. Una recta y su imagen por la traslacién son paralelas y la composicién de traslaciones es
una nueva traslacion que verifica ademés

TP,QTR,S = 7-1:>7Q/7 donde Q/ =Q+ R_:g

A partir de ahora, con el dnimo de simplificar la notacién, se escribird la composicién de funciones f o g
como fg.

Dado que la composicion de traslaciones es una traslacion y que la inversa de la traslacién de vector PQ es
la traslacién de vector opuesto QP (se puede comprobar con las ecuaciones), las traslaciones en el plano
con la composicién forman un grupo.

Antes de pasar al siguiente movimiento cldsico serd conveniente tener claros algunos términos relacionados
con la teoria de grupos. Un grupo que tiene exactamente n elementos se dice que es un grupo finito de
orden n. Si un grupo no es finito se dice que es infinito. Sea « un elemento cualquiera del grupo, ¢ el
elemento neutro y la potencia a™ el producto (operacién del grupo) de n veces . Andlogamente, se dice
que « tiene orden n si n es el primer natural tal que a™ = . Si este natural no existe se dice que « tiene
orden infinito. Si todo elemento de un grupo es una potencia de «, se dice que el grupo es ciclico con
generador « y se denota el grupo por < « >. Esta notacion se puede generalizar. Si G =< aq, as, ag, ... >
cada elemento del grupo G estd generado por {ai,as,as,...} y se puede expresar como un producto de
potencias de a1, as, as, ... Los elementos de orden 2 son particularmente interesantes y reciben el nombre de
involuciones. Si a es una involucién entonces o> = ¢ y dicho elemento coincide con su inverso, o = o~ 1.

Giro

Los giros rotan cada punto del plano alrededor de un punto fijo, el centro del giro, con un dngulo también
fijo. El giro de centro C' y dngulo © se denota por pc.e.
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Figura 8: Giro de dngulo 45°

Hay un tipo especial de giro, el giro de 180° o medio giro. Este tiene unas propiedades particulares
que se asemejan a las de una simetria, por eso se denota por 0¢ al medio giro de centro C' en lugar de usar

Pc,1800-

Un medio giro es una involucién que deja fijo un tnico punto, el centro de giro, y deja fijas aquellas
rectas que pasan por dicho punto. La propiedad que caracteriza al medio giro 0¢ es que para todo
punto P, C es el punto medio del segmento PQ, donde Q es la imagen de P por el medio giro. Teniendo en
cuenta esta se obtienen las ecuaciones de un medio giro de centro C = (a, b).

{ ¥ =—-z+2a (2.5)

Yy =-y+2b

Antes se ha analizado la composicién de traslaciones, se hara lo propio con la composicién de medios giros
y de medios giros y traslaciones. Para ello basta tener en cuenta dos resultados.

e Si @ es el punto medio de los puntos P y R entonces

0qQO0p=TpRr=0R0OQ

e Un producto de tres medios giros es un medio giro. En particular si los puntos P, @, R no estan
alineados, entonces 0 RO Q0 p = 05 donde JPQRS es un paralelogramo.

Del primero se sigue que el producto de dos medios giros es una traslaciéon y que toda traslacion se
escribe como producto de dos medios giros. De esto tltimo y del segundo se concluye que el producto de
una traslaciéon y un medio giro es un medio giro. Se puede generalizar que el producto de cualquier
numero de traslaciones y medios giros es, o bien una traslacién, o bien un medio giro. Como ademads el
inverso de un medio giro es él mismo y la inversa de una traslaciéon es una traslacién, las traslaciones y
los medios giros en el plano con la composicién forman un grupo.

Por otra parte, es sencillo obtener las ecuaciones de un giro centrado en el origen y de dngulo 6, es decir
Po.e-

2’ = cos Ox — sin Oy
y' = sin Ox + cos Oy

Un concepto interesante es el de conjugado. En general, afa~! se denomina conjugado de 3 por a. La
anterior definicién es valida para cualquier grupo. En el caso de los movimientos en funcién del tipo de
movimiento (se analizardn todos aunque adin no se hayan presentado) al que corresponda S se dan los
siguientes resultados:

° osz’Qa_l = Ta(p)7a(Q).
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e apcea ! = Pa(c),+0- Elsigno & serd + si a es un movimiento par, y serd — si o es un movimiento
impar.

° 040'740171 = Ua(T)

1

e Si 7y es una simetria con deslizamiento de eje r, entonces aya™ " es una simetria con desplazamiento

de eje a(r).

En particular, gracias al conjugado es posible obtener ficilmente las ecuaciones de un giro pc,¢ de centro
C = (a,b), ya que po.e =To,cpc,0T oo

' =cosO(x—a) —sin®(y —b) +a (2.6)
y =sinO(x —a)+cosO(y—b)+b ’
Si ademds se consideran r = a(1 —cos©) +bsin© y s = —asin © +b(1 — cos ©) se consiguen unas ecuaciones

mas practicas ya que permiten su escritura en forma matricial, como se vera mas adelante.

' = cosOr —sinOy +r
y' =sinOx + cos Oy + s

Un giro pc,e con O # 180° deja fijo un tinico punto, el centro, y no deja ninguna recta fija. Ademas

. O 7 ’ ’ . .
si @ = 367? para algun natural n, tendra orden n; de otra manera, tendré orden infinito.

Un giro de dngulo ©° compuesto con un giro de ®° es un giro de (6 + ®)° a no ser que (0 + &) = 0°, en
cuyo caso es una traslacion. Una traslacién compuesta con un giro de ©° es un giro de ©°. Un giro de ©°
compuesto con una traslacién es un giro de ©°. Un giro de 0° es la identidad, que no se estd considerando
ahora.

Estos resultados se pueden recoger bajo el nombre de Teorema de la suma de dngulos, y la manera mas
sencilla de obtenerlos es escribiendo giros y traslaciones como productos de simetrias. La conclusion a la que
se llega es que se ha generado un nuevo grupo. Las traslaciones y los giros en el plano forman un
grupo con la composicién.

Simetrias

La simetria axial (o simetria, se usa aqui al apellido axial para dejar claro que se estd considerando la
simetria respecto de una recta y no de un punto, pues entonces se podria usar esta tltima notacién para el
medio giro dadas sus propiedades) mueve un punto P del plano al punto @ tal que PQ es perpendicular a
una recta dada y tal que P y @ equidistan de dicha recta. Una simetria se denota por ¢, donde r es la recta
o eje de simetria. Queda definida de la siguiente manera:

o — P,si Pestdenr
"7 1 Q,siP esta fuera der y r es la mediatriz de PQ

Una simetria es una involucion que intercambia los semiplanos en los que r divide al plano. La simetria o,
fija la recta r punto por punto (en particular fija la recta r) y fija la recta s tal que r L s.

Sea P = (z,y) un punto cualquiera y sea @ = (z’,y’) su imagen por la simetria 0., donde r es la recta de
ecuacion aX + bY + ¢ = 0. La recta que pasa por P y @) es perpendicular a r, luego

bz —2') = a(y —y)

Ademis el punto medio de PQ pertenece a la recta r

x+z Y+ B
a( 5 >+b<2 +c=0




Figura 9: Simetria axial

A partir de ambas expresiones se obtiene un sistema lineal de dos ecuaciones con incégnitas x’, 3y’ del que se
obtienen las ecuaciones de 0,

ZL'/ — 2a(a12+b.g+c)
o (2.7)
;o 2b(az+by+c)
y =Y— aZ1b?

Tanto las traslaciones como los giros como las simetrias son movimientos en el plano, pero estas tultimas
tienen una caracteristica fundamental. Las simetrias generan todas los posibles movimientos. Este resultado
se conoce por el nombre de Teorema de Cartan-Dieudonné.

e Un movimiento que fija dos puntos es una simetria o la identidad.
e Un movimiento que fija un tdnico punto es el producto de dos simetrias.

e Un movimiento que no fija ningtin punto es el producto de dos o tres simetrias.

Es decir, el producto de simetrias es obviamente un movimiento, pero ademds, cada movimiento es el
producto de como mucho tres simetrias. De aqui se puede deducir que los movimientos forman un grupo
con la composicion, como ya se habia probado. De hecho ese grupo es el grupo generado por las simetrias.
Pero, ;qué clase de movimiento son el producto de dos o de tres simetrias?

e Si las rectas r y s son paralelas 0,04 es una traslaciéon. El vector de traslacion es el que tiene
médulo 2 - d(r, s) en la direccién de r hacia s.

e Si las rectas r y s se cortan en un punto C' formando un dngulo de r a s igual a €, 0,0, es un giro
de centro C' y angulo 29).

Reciprocamente, una traslacién 7p g se puede escribir como producto de dos simetrias tomando dos rectas
paralelas que disten el doble de la distancia de P a @ y escribiendo el producto de simetrias en el orden
apropiado para respetar la direccién de P_Q. Dado un giro pc,e el producto de simetrias se puede conseguir
tomando dos rectas que se corten en C' y de tal forma que el angulo de la recta de simetria que se aplica en
primer lugar a la que se aplica en segundo lugar sea exactamente O.

Los productos de dos simetrias en el plano con la composicién son un grupo, precisamente el mismo que el
de las traslaciones y los giros. Notese que el producto de cuatro simetrias es en realidad el producto de dos
simetrias. Sean las rectas r,s,l,m. Si las cuatro son paralelas la composiciéon de las cuatro simetrias cuyos
ejes son dichas rectas es una traslacion que se puede escribir como producto de solo dos simetrias. Si dos
de ellas se cortan en un punto, supongase que son [ y m sin pérdida de generalidad, entonces 0;0,, = 00
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siendo t la recta que pasa por el punto de corte de [ y m y corta a s formando el mismo angulo de las rectas
Iy m. Por lo tanto, 0,0,0,0,, = 0,.0;. De la misma forma el producto de un nimero par de simetrias se
puede reducir al producto de dos isometrias

Un movimiento que se puede escribir como producto de dos simetrias se le llama movimiento par. Los
movimientos pares forman un grupo con la composicién como se deduce de lo anterior.

.Y qué ocurre con el producto de tres simetrias?
e Sir, sy tson rectas paralelas, 0,0,0; es una traslacién.

e Sir, sy tson rectas concurrentes, 0,.0,0; €s un giro.

Sin embargo, faltan dos casos por considerar, bien que dos de las rectas sean paralelas y la tercera sea
concurrente con estas dos, o bien que las rectas se corten dos a dos pero no sean concurrentes. Estos casos
daréan lugar a un movimiento que no se corresponde a ninguno de los tres considerados por el momento.

Simetria con deslizamiento

La simetria con deslizamiento es la composiciéon de una traslacién con una simetria siendo el vector de
traslacion paralelo a la recta de simetria. Se denota por 7.

Figura 10: Simetria con deslizamiento

Supdngase que la recta de simetria es ¢. La traslacién se puede escribir como producto de dos simetrias,
que ademas son perpendiculares al vector de traslacién y, por lo tanto, perpendiculares a c¢. Sean a y b las
rectas de simetria correspondientes a tales simetrias. Entonces, la simetria con deslizamiento 7y de eje
c es el producto o.0,0,.

Ahora bien, sea un punto P cualquiera y sea [ la recta que pasa por P y es perpendicular al eje de simetria
c. Se puede elegir otra recta m perpendicular a ¢ de tal manera que 0,0, = 0,,0; como se observa en la
figura 11. Si M es la interseccién de m y ¢, entonces

0.0p04(P)=0.0,0,(P)=0.0,(P)=0n(P)

La ultima igualdad viene del hecho de que ¢ y m son rectas perpendiculares que se cortan en M, por lo que
el producto 0.0, es un medio giro.
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Figura 11: Simetria con deslizamiento como producto de simetrias

Este resultado muestra que las simetrias con deslizamiento y las simetrias comparten la propiedad de que
el punto medio de todo punto P y su imagen esta en el eje de simetria. Ademas de esta propiedad,
las simetrias con deslizamiento no dejan fijo ningiin punto y solo fijan una recta, el eje de simetria

De este tltimo resultado también se intuye otra propiedad, y es que la composicién de un medio giro con una
simetria, tal que el centro del medio giro no pertenece a la recta de simetria, es una simetria con deslizamiento.
Esta propiedad es importante porque permite concluir que cualquier producto de tres simetrias cuyos ejes
no sean ni concurrentes ni paralelos es una simetria con desplazamiento. Ya se ha visto para el caso en que
dos ejes son paralelos entre si y perpendiculares a un tercero. Supdngase que las rectas a y b se cortan en un
punto @ y que la recta c corta a a y b en otros puntos. Sea P el pie de la perpendicular trazada desde @ a
¢y r la propia recta perpendicular. Existe una recta s tal que 0,0, = 0,05. Como a # b, entonces r # sy
P & s. En consecuencia, 0.0,0, = 0.0, 05 = Op0, es una simetria con deslizamiento. Solo quedaria por
analizar el caso en el que a y b son paralelas y entre si y secantes, pero no perpendiculares, a ¢. Procediendo
de una manera muy similar se prueba que este ultimo caso de producto de tres simetrias es también una
simetria con deslizamiento y se conluye que el producto de tres simetrias con ejes no concurrentes
ni paralelos es una simetria con deslizamiento.

Las simetrias y las simetrias con deslizamiento no pueden expresarse como un producto par de simetrias. Se
dice que son movimientos impares. Los movimientos impares no forman un grupo como si ocurria con los
pares, pues ya se ha visto que el producto de simetrias puede dar lugar a traslaciones y giros.

MOVIMIENTOS EN EL PLANO

Pares Impares
Traslacién Giro Simetria Simetria con
deslizamiento

Es producto de dos | Es producto de dos | Es producto de una | Es producto de tres
simetrias de ejes | simetrias cuyos ejes | simetria. simetrias cuyos ejes
paralelos. se cortan en un no son concurrentes

punto. ni paralelos.
No fija  ningun Fija el centro. Fija cada punto del | No fija  ningin
punto. eje r. punto.
Fija todas las rectas | Un medio giro fija | Fija el eje de | Fija el eje de
paralelas al vector | todas las rectas que | simetria y rectas | simetria.
de traslacion. pasan por centro. | perpendiculares a

El resto de giros no | él.

fijan ninguna.

Tabla 4: Clasificacién de los movimientos. Puntos y rectas fijos.
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Es posible construir las transformaciones euclideas y analizar sus propiedades, como se ha visto, a partir
de argumentos de geometria analitica y teoria de grupos, sin acudir en ningtin momento a la nocién de
matriz. Este acercamiento aporta de hecho una mayor visualizaciéon de los conceptos que se manejan. Sin
embargo, el tratamiento algebraico de las transformaciones geométricas, en particular, de las transformacines
euclideas, a través de las matrices permite clasificarlas, estudiar sus propiedades y operar con ellas con suma
facilidad.

En primer lugar, sea M la matriz ortogonal de una isometria
1 =det(Z) = det(MMT) = det(M)det(MT) = det(M)? = det(M) = +1

Las matrices ortogonales solo admiten dos valores para su determinante. Se denota por Os al conjunto de
las matrices ortogonales 2 x 2. Se dice que las matrices de Qs cuyo determinante es 1 son directas y se
denota OF el conjunto de las mismas. Andlogamente se dice que las matrices de Oy cuyo determinante es
—1 son inversas y se denota por O el conjunto de las mismas.

En segundo lugar, Dada una matriz M = (ZL Z) ortogonal se tiene que

_ r _f(a b\ [{a ¢\ [(a*+b* ac+bd
T2 =MM _(c d) (b d>_<ac+bd @+ )

Por lo tanto,

a?+v2 =1
c+d?=1
ac+bd =0

De la primera ecuacién 30 € [0,27) tal que a = cos© y b = sin ©; de la segunda, 3 & € [0,27) tal que
a=cos®yb=sin®;y, de la tercera, cos O cos ® + sin O cos = cos(® — O) = 0.

Si M es directa se anade a las anteriores una nueva ecuacién, ad+bc = 1, es decir, cos © sin ® +sin © cos & =
sin(® —©) = 1. En este caso ® —© = 7. Entonces ® =0 + 7 y

c=cos® =cos(© + F) = —sin®
d=sin® =sin(© + §) = cos ©

Si M es inversa se anade a las tres primeras una nueva ecuacion, ad + bc = —1, es decir, cosfsin ¢ +
3 —_ H — — s — s
sin @ cos ¢ = sin(¢ — 0) = —1. En este caso ¢ —a = —7. Entonces ¢ =60 — 5 y

) =sin®

c=cos® =cos(© - F
—5)=—cosO

d=sin® = sin(O

Teorema 2. Teorema de clasificacién de las matrices ortogonales. Sea M € 0. Entonces

cos® sin @)

. + . _
1. Si M € O3 existe © € [0, 27) tal que M = ( <06 cosO

2. Si M € O5 existe © € [0,27) tal que M = (COS@ sin © )

sin® —cos®

Reciprocamente, las matrices del teorema son ortogonales y su determinante es respectivamente 1 y —1.
Este resultado nos da mucha informacién sobre la matriz asociada a las ecuaciones de un movimiento.
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Corolario 2. Las ecuaciones de un movimiento a son

=) ()

c0s© sen@) _ (cos@ sen@)

—sen® cosO© sen® —cos®

conAz(

Es més estudiando los puntos fijos de los movimientos que representan estas matrices es posible determinar
a que movimiento corresponde cada una.

cos® sin®

Si o : R? — R? es una isometria de matriz A = .
—sin® cos©

> entonces:

e Sicos® =1y (a,b)#(0,0), VP € R? a(P):P—i—(Z) #0
e Sicos® =1y (a,b) =(0,0), VP € R? o(P) = P
e Sicos® # 1,3 P eR? con o(P) =P

cos® sin®

Si o : R? = R? es una isometria de matriz A = | .
sin® —cos©

) entonces:

e Sib= —atan %, los puntos fijos de o forman una recta de dngulo § con el eje de abcisas.
e Sib# —atan %, « no tiene puntos fijos.

De acuerdo con esto y con el andlisis previo sobre traslaciones, giros y simetrias, se pueden clasificar las
transformaciones euclideas en funcién de la matriz asociada al movimiento. Recuérdese que en todo momento
se est4 suponiendo que el sistema de referencia es el dado por el origen (0,0) y por la base canénica de R2.

Toda transformacion euclidea estd asociada a una matriz ortogonal de Oy. Los movimientos pares estan
asociados a una matriz de OF (por eso se les llama también movimientos directos), es decir, a una matriz
del primer tipo del teorema 2.

Traslacion

La traslacién que lleva O = (0,0) al punto P = (a,b) queda determinada por
10 a
TO,P(:E7y) = (O 1> + (b)

El giro de centro O = (0,0) y dngulo © queda determinada por

Giro

(2, y) = cos©® sin©
Pool ¥ ={_4ne cosO

Los movimientos impares estdn asociados a una matriz de @5 (por eso también reciben el nombre de
movimientos inversos), es decir, a una matriz del segundo tipo teorema 2.

Simetria

La simetria que tiene por eje la recta r que forma un angulo de % con el eje de abcisas queda determinada

por
or(z,y) = cos®  sin® +(¢ con b= —atan =
ATY) = sin®  —cos® b)’ B 2
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Simetria con deslizamiento

La simetria con deslizamiento que tiene por eje la recta r que forma un angulo de % con el eje de abcisas

queda determinada por
cos® sin© a «
Y(x,y) = <sin®  cos ®> + <b> , con b #£ —atan§

Como se decia anteriormente es sumamente sencillo ahora comprobar las propiedades que describen cada
uno de los cuatro tipos de transformaciones euclideas, obtener el movimiento resultante de componer
cualquiera dos de ellos y probar que todo movimiento es producto de una, dos o tres simetrias. Todas
estas comprobaciones se resumen en productos entre matrices ortogonales (las descritas en el teorema 2) y
productos de estas matrices 2 X 1 correspondientes a puntos del plano. Es en la posibilidad de traducir la
geometria y trabajar con ella con tanta facilidad donde radica la importancia del dlgebra, y en particular,
de las matrices. La definicién y estudio de este objeto matematico, de sus operaciones, y de otros conceptos
asociados al mismo (inversa, rango, determinante, etc) adquieren ahora total sentido.

2.2.4 Los grupos ornamentales

Sea F una figura plana. Se dice que una recta r es un eje de simetria de F' si 0,.(F) = F, es decir si
F' queda invariante por la simetria de eje r. Andlogamente se dice que P es un punto de simetria si
op(F) = F, es decir, si F queda invariante por un medio giro de centro P. Por tltimo, un movimiento «
es una simetria para la figura F' si a(F) = F, y de nuevo esto equivale a que F' queda invariante por el
movimiento «. Estos tres conceptos, que se van a utilizar con frecuencia en esta subseccién, se han definido
con la rigurosidad propia de las matemaéticas pero no son para nada artificiosos. Las simetrias aparecen en
la naturaleza y en las construcciones realizadas por los seres humanos desde la Prehistoria.

Dos orejas y dos ojos situados a la misma distancia de una linea longitudinal que divide una nariz y una boca
en dos partes iguales. La simetria se encuentra en los propios seres humanos. Los pétalos de las flores, una
mariposa que abre sus alas, una estrella de mar... los ejemplos de simetria en la naturaleza son interminables,
pero ademas los seres humanos han trasladado a sus obras esta nocién porque de alguna manera, y sin entrar
en disquisiciones filos6ficas sobre qué es la belleza, les resulta agradable. Algunos ejemplos los muestra Du
Sautoy en [8]. El autor y matemdtico britdnico narra en uno de los capitulos la visita que realiza junto a su
hijo al Museo Britdnico con el afin de encontrar los objetos simétricos mas antiguos posibles. El resultado
son los dados tetraédricos del denominado Juego real de Ur, que data del 2600 a.C y unas bolas de piedra
talladas de tal manera que dan lugar a formas simétricas. Del 2500 a.C y halladas en Escocia, se ubican
actualmente en el museo Ashmolean de Oxford.

Parece que los griegos fueron los primeros en tomar conciencia de este gusto innato en el hombre por la
simetria. De hecho, etimolégicamente la palabra simetria procede del latin y a su vez del griego y significa
con medida. Y es que para los griegos la belleza estaba en la regularidad y el orden, en el cuidado de la
medida. Por otra parte, los artistas musulmanes tenian prohibido representar figuras humanas o animales
para decorar sus templos. Este hecho, lejos de suponer un obstaculo, dio rienda suelta a su creatividad y
su estudio de las simetrias hasta el punto de utilizar los 17 grupos cristalograficos. Hay muestras para cada
uno de los 17 en la Alhambra de Granada.

Retornando a la descripcién matematica de las simetrias ocurre que si se componen dos simetrias a y 5 de
la figura F' el resultado a8 es una nueva simetria de F', pues aB(F) = a(B(F)) = a(F) = F por la condicién
de ser ambas simetrias. El inverso a~! de a es también una simetria dado que a=*(F) = a~}(a(F)) = F.
Las simetrias para una figura forman por lo tanto un grupo con la composicién de funciones. El
grupo de simetrfas para una determinada figura F' se denota por Gr. Toda figura simétrica (cualquiera que
tenga una simetria a parte de la identidad) se puede obtener a partir de una figura primitiva K llamada
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Figura 12: Bolas de piedra talladas - Escocia 2500 a.C [3]

motivo aplicando sobre esta las traslaciones, rotaciones y simetrias del grupo Gr. Estos grupos se llaman
grupos ornamentales y se dividen en tres categorias en funcién de las traslaciones que contengan. Si
solo contienen la identidad como traslacién se llaman grupos de Leonardo o rosetones; si ademas de la
identidad contienen traslaciones en una direccién se llaman grupos de friso; y si contienen traslaciones
en dos direcciones distintas se llaman grupos cristalograficos o mosaicos. Nétese que el grupo de friso
representado en la figura 13b se extenderia en la direccion marcada por el vector infinitamente en los dos
sentidos. En la figura 13c¢ el mosaico se extenderia por todo el plano a través de dos direcciones. A
continuacion se describirdn con més detalle cada uno de los tres grupos ornamentales.

- . . A

O
%
®

S e

(a) Grupo de Leonardo (b) Grupo de friso (c¢) Grupo cristalografico

b

Figura 13: Grupos ornamentales

Grupos de Leonardo

Reciben este nobre en honor a Leonardo Da Vinci (1452-1519), quien determiné todas las posibles simetrias
de un edificio y estudié como anadir capillas y nichos sin romper la simetria del conjunto. Si bien, los
propositos de Leonardo eran préacticos o estéticos, por lo que no empleaba el lenguaje matematico que se
usara aqui para hablar de estos grupos. Existen infinitos grupos de Leonardo pero todos ellos son o bien
un grupo dihedral D,, o bien un grupo ciclico C,, para algin n € N. Este resultado que se probara en este
apartado recibe precisamente el nombre de teorema de Leonardo.

En primer lugar sea un n-agono regular y supéngase que se desean estudiar todas las simetrias del mismo.
En la figura 14 se ha tomado el pentdgono para visualizar este proceso. Si se sitia centrado en el origen de
coordenadas y con uno de sus vértices sobre el eje de abcisas dos simetrias que se ven a primera vista son el
giro p=po,e, con © = %, y la simetria respecto al propio eje de abcisas, que se denotard por 0= 0. La
identidad ¢ =p* =02 forma parte trivialmente del grupo de simetrfas de cualquier figura. Por composicién

de las simetrfas previas p2, p3, ..., p"~1, po, p*o, p3o, ..., p"~lo son también simetrias del n-dgono, y
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ademds son distintas entre si (basta pensar en cémo mueve cada una de ellas los vértices). Por lo tanto, hay
al menos 2n simetrias. Pero como mucho también hay 2n. Para que un movimiento sea una simetria del
n-agono ha de conservar el conjunto de vértices. Asi, si se fija la atencién en los vértices adyacentes V7 y Vs,
para la imagen de V; por la simetria hay n posibilidades y, dado que se ha de mantener la distancia entre
ellos, para cada uno de estas n elecciones de la imagen de V; hay dos posibilidades para la eleccién de la
imagen de V5. En total hay 2n posibilidades, no mas, y por lo anterior se cumplen todas ellas. El grupo de
simetrias correspondiente al n-agono regular D,, se llama grupo dihedral de orden n y tiene exactamente
2n elementos.

Definicién 5. Se denomina grupo dihedral de orden n y se denota por D,, al grupo de simetrias del
poligono regular de n lados.

Seria preciso anadir ademds dos grupos dihedrales que se estan excluyendo en esta definicién. Ds es el
grupo de simetrias del rectdangulo, y estd generado por un giro de 180° y una simetria. D; es el grupo de
simetrias de un tridngulo isdsceles, y estd generado por una simetria. Dy y D; tienen rescpectivamente 4 y
2 elementos.

Vi

Figura 14: Grupo dihedral Ds

En teorfa de grupos, cuando se trabaja con grupos finitos (como son los dihedrales) se utilizan las tablas de
Cayley para representar todas las posibles composiciones de dos elementos cualesquiera del grupo. Permiten
ver de un vistazo, por ejemplo, si el grupo es abeliano, pero lo mas importante es que permiten reconocer
el grupo. Si dos grupos finitos con idéntico nimero de elementos comparten la misma tabla de Cayley se
puede establecer entre ellos un isomorfismo de grupos, es decir, una aplicaciéon biyectiva de un grupo a otro
que respeta la operacién del grupo. Si el producto (entendido aqui como cualquier operacién) del primer
grupo de dos g1 v g2 da como resultado un tercer elemento g3, entonces el producto del segundo grupo de la
imagen de g; y la imagen de go da como resultado la imagen de g3. Esto quiere decir que tienen la misma
estructura como grupos. Aunque tanto sus elementos como la operacion entre ellos se denoten de manera
distinta actian de la misma forma. Por ejemplo, ya se ha visto que el grupo de matrices invertibles con el
producto de matrices y el grupo de transformaciones afines con la composicién son isomorfos como grupos,
si bien, en este caso, se estd hablando de dos grupos de orden infinito. La tabla de Cayley para el grupo
dihedral del pentdgono seria la representada en la tabla 5.
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Tabla 5: Tabla de Cayley del grupo D5

En el caso del pentdgono 0 g no es la tnica simetria axial del grupo Ds. En la figura 14 se ha anadido
otro eje de simetria (cualquier recta que vaya desde un vértice al punto medio del lado opuesto es un eje de
simetria del pentdgono), que por lo tanto ha de corresponder a uno de los 10 elementos de Ds. Si se observa
como actia esta simetria sobre Vi y Vs se llega a la conclusién de que es el mismo movimiento que o p, que
a su vez es igual a p*o, uno de los diez elementos con los que se ha construido la tabla de Cayley.

Se podria haber considerado solo el caso de las simetrias del n-dgono que se corresponden con un giro. Estas
formarian a su vez un grupo, subgrupo de D,, puesto que la composiciéon de giros centrados en un mismo
punto, asi como el inverso, son un nuevo giro centrado en dicho punto. Este grupo, llamado grupo ciclico,
estaria compuesto por n elementos, la mitad que los de D,,.

Definicién 6. El subgrupo de las simetrias de un poligono regular de n lados formado solo por los
giros se denomina grupo ciclico de orden n y se denota por C,,.

Los grupos ciclicos C y C; se corresponden respectivamente a los subgrupos de giros de Dy v D;.

El grupo ciclico C,, no solo representa el subgrupo de giros de D,,, también representa el grupo de simetrias
de un poligono (de infinitos poligonos en realidad). Basta realizar para cada n una construccién anéloga a

la hecha en la figura 15 en el caso del hexdgono.

Esto prueba que cada grupo D,, y C, es el grupo de simetrias de un poligono. Pero es que ademsis,

Figura 15: Grupo ciclico Cg

reciprocamente, cada poligono tiene como grupo de simetrias un grupo D,, o C,. Sea G un grupo finito de
movimientos, G no puede contener una traslacién distinta de la identidad o una simetria con deslizamiento,
pues sino no seria finito. Asi pues, G solo contiene giros y simetrias. Se considera primero el caso en el que
G solo estd compuesto por giros. Si el tnico giro es la propia identidad entonces G = C;. En otro caso,
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sean dos rotaciones de G distintas de la identidad y de distinto centro p4.e ¥y pr,e. G contiene entonces al
movimiento p];lq) pg’l@pgﬁp PA.e, pero por el teorema de la suma de dngulos, mencionado en la subseccién
anterior, se puede probar que este movimiento es una traslacién, lo cual quiere decir que G solo contiene
giros centrados en el mismo punto. Si A es el inico centro de giro y pa,e € G también p;}e € (. Supb6ngase
que O es el dngulo de giro minimo en G (alguno tiene que ser minimo sino el grupo serfa infinito) y sea
¥ > 0. ¥ — kO no puede ser positivo y menor que © para ningin natural k, entonces ha de ser ¥ = kO
para alguno de ellos y pav = pg@. En conclusién G es un grupo ciclico, pues estd generado unicamente
por un giro.

Considérese que G contiene al menos una simetria 0. El subgrupo formado por los movimientos pares
es finito de acuerdo con lo anterior (podria ser que el tnico movimiento par fuera ¢, en cuyo caso
este subgrupo serfa C;). Asi, si este subgrupo es C, se tienen exactamente n giros en el grupo G:
P, P, ..., p". Si G tiene m simetrias, como po, p?c, ..., p"o estén en G, entonces n < m. Sin
embargo si se multiplica por 0 a cada una de las m simetrias se obtienen m movimientos pares distintos,
por lo que m < n, es decir, n = m y G esta generado iinicamente por p y ¢ por lo que es el grupo dihedral D,,.

Teorema 3. Teorema de Leonardo. Un grupo finito de movimientos es o bien un grupo ciclico
Cy, 0 bien un grupo dihedral D,,.

Para llegar a la definicién de grupo dihedral se advirtié que un poligono con n vértices tiene como mucho
2n simetrias, es decir, el grupo de simetrias de cualquier poligono es finito y, por lo tanto, es C,, o D,, para
algun n.

Corolario 3. El grupo de simetrias de un poligono es o bien un grupo ciclico C,,, o bien un grupo
dihedral D,,.

Grupos de friso

En definitiva, un grupo de friso es un grupo de movimientos que dejan fija una recta y cuyas traslaciones
forman un grupo ciclico finito.

Definicién 7. Sea r una recta del plano y sea F un subgrupo de movimientos del plano. Se dice
que F es un grupo de friso para r si:

1. Va e F,a(r)=r

2. 3Te F—{.} talque Tr ={a € F/ a es una traslacién} = {T"/ n € Z}

El hecho de admitir traslaciones en una tnica direccién limita el tipo de movimientos incluidos en el
grupo. De los giros solo los medios giros con centro en la la recta centro del friso dejan fija la misma; de las
simetrias solo se podran considerar aquellas cuyo eje es la propia recta centro del friso o perpendicular a la
misma; y, de las simetrias con deslizamiento, aquellas cuyo eje es también la recta centro. Por otro lado,
recuperando el concepto de conjugado de un movimiento, de la subseccién anterior, si los movimientos «
y Oc¢ pertenecen a un grupo G de movimientos, entonces Oa(0) también pertenece a G porque aoco?
estd en G. Andlogamente, si los movimientos o y 0, pertenecen a GG entonces 0 () pertenece a G porque
ao,.a~! estd en G. Como las simetrias de una figura forman un grupo se deduce lo siguiente:
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Teorema 4. Si C es un punto de simetria de la figura F' y « es una simetria de F, entonces «(C') es
un punto de simetria para F. Sir es un eje de simetria para la figura ' y « es una simetria de F,
entonces «(r) es un eje de simetria para F.

También de la nocién de conjugado y de lo expresado en el parrafo anterior se deduce que si F es un
grupo de friso para una recta 7 y a es un movimiento tal que a(r) = r’ entonces aFa~! es un grupo de friso
para la recta r’. Es decir, que un grupo de friso para una recta se puede trasladar ficilmente a otra recta.

Al contener traslaciones el nimero de elementos de los grupos de friso es infinito, a diferencia de los grupo
de Leonardo; y, a diferencia de estos también, el nimero de grupos de friso distintos que se pueden formar
fijada la recta centro no es infinito, de hecho, es exactamente siete. Para probar esto basta empezar por
el grupo finito més sencillo, Fj, generado por la traslacién minima (la que genera el grupo ciclico de
traslaciones) que por lo tanto coincide con el grupo ciclico de las traslaciones. A partir de ahi se amplia
el conjunto generador con aquellos medios giros, simetrias de ejes la recta centro o perpendiculares a
ella y simetrias con deslizamiento de eje la recta centro que sea posible anadir sin alterar el conjunto de
traslaciones del friso incluyendo alguna no generada por la traslacion minima. Se llevara a cabo este proceso
para describir cada uno de los siete grupos de friso y se construird cada uno de ellos con un motivo idéntico
para visualizar como son estos grupos.

Para ello se elegird un punto A en la recta centro del friso de la siguiente manera: si F contiene medios
giros A serd uno de sus centros; si no es asi pero contiene simetrias de eje perpendicular a la recta centro
se elegird A en la interseccion de alguno de esos ejes con la recta centro; si tampoco contiene simetrias de
este tipo A serd un punto cualquiera. Ademés se tomard A; =7%(A), donde T es la traslacién minima. Asi,
T"(A;) =TT (A) y cualquier traslacién de F lleva cada uno de los A; en otro A; con j # i. M denotard el
punto medio de A = Ag y A1, y M; =7(M), el de A; y A;y1. T denotaréd a partir de ahora a la traslacién
minima del grupo de friso.

e F; =< T > es el grupo de friso mas sencillo. Solo contiene las traslaciones generadas por 7. No hay
puntos ni ejes de simetria.

OF- .F- OF- .F- OF- ]

Ao MD A | Ivl1 ;__ lvl2 A 3 Ivl:_q A 4 I M A 5

Figura 16: Grupo de friso F;

Si se incluye el medio giro 0 4 en el grupo de friso, como 0 )y = T0 4, también 0 ) estd en el grupo y por el
teorema 4 todos los medios giros de centro cualquier A; y cualquier M; pertenecen al grupo de friso. Ademéds
no puede haber medios giros centrados en otros puntos pues 0 p0 4 es una traslaciéon que lleva A al otro
extremo del segmento AQ del que P es el punto medio, por lo tanto, P ha de ser uno de los 4; o uno de los M;.

e Fo =< T,0, > es el grupo de friso formado por las traslaciones y por medios giros con centro en cada
A; y cada M;. Los puntos de simetria de F» son todos los A; y M;, pero no contiene ejes de simetria.
Dado que 0T = 04 también Fo =< 04,0 >.

F1 y F2 son los dos grupos de friso que contienen solo movimientos pares. El resto de grupos contendran
también movimientos impares. Se denotara por ¢ a la recta centro del grupo de friso.
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Figura 17: Grupo de friso F»

o Fi =< T,0.> es el grupo formado por el grupo ciclico de las traslaciones y la simetrfa con eje la recta
centro. Contiene por lo tanto un eje de simetria en ¢ y no contiene puntos de simetria.

L] L] [] ] (o} L] [] ] (o} ®
Figura 18: Grupo de friso F}

o F} =< T,04,0. > es el grupo formado por el grupo ciclico de las traslaciones, la simetria con eje
la recta centro y los medios giros. Sus puntos de simetria son todos los A; y M; y su unica recta de
simetria es c.

.F.i.y'i.y.i.y.i.y.i.
AR N AN O X

Figura 19: Grupo de friso Fy

Si a F1 no se le anaden medios giros ni la simetria de eje la recta centro pero se le aniade una simetria
de eje la perpendicular a ¢ ocurre algo similar a lo que sucedia con los medios giros. Si llamamos a
a la recta perpendicular a ¢ en A (recuérdese que cuando no hay medios giros en el grupo de friso, si
hay simetrias como las anteriores, se toma A en la interseccién de una de estas perpendiculares con c)
entonces 0, es una simetria del grupo de friso 7o, es la simetria de eje perpendicular a ¢ en M por lo
que 0, esta en el grupo y, por el teorema 4, todas las simetrias de eje perpendicular a ¢ en cualquier
A; y M; pertenecen al grupo de friso. Sin embargo, no hay mas simetrias de eje perpendicular a ¢ pues
04,0y es la traslacién de vector 21@ (siendo B el corte de b con ¢) por lo que ha de ser B igual a algin A; o M;.

o F2 =< 7,0, > es el grupo formado por el grupo ciclico de las traslaciones y las simetrfas de ejes

perpendiculares a ¢. Sus ejes de simetria son todas las perpendiculares a ¢ en los A; y M; y no tiene
puntos de simetria.
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Figura 20: Grupo de friso F?

El siguiente grupo surge de incluir en el grupo de friso medios giros y simetrias de ejes perpendiculares
a c. Si estos ejes cortaran a ¢ en los centros de los medios giros se obtendrfa de nuevo el grupo Fi. Es
posible, sin embargo, considerar ¢; donde [ es perpendicular a ¢ en el punto medio de A y M. No se
podrian considerar otras simetrias de ejes perpendiculares pues por el teorema 4 con o =0, se obtiene que
0.(A) es punto de simetria y ya se ha visto que no pueden estar en el grupo medios giros centrados en
otros puntos. Ademads, se puede comprobar que no se pueden incluir 0, y 0; a la vez, pues se tendrian
traslaciones mas pequenas a la minima, y, como 0,0, = 0,0.0,, tampoco se pueden incluir a la vez 0,
y 0. De todas estas consideraciones surge el grupo F2 =< T,04,0; >, y dado que 0,0 4 es una simetria
con deslizamiento de eje ¢, que se denotard por Y, y que T =72 y 0; =70 4, entonces también Fz =< 7,04 >.

o F2=<T,04,0; >=<",04 > es el grupo formado por el grupo ciclico de las traslaciones, los medios
giros, las simetrias con ejes perpendiculares a ¢ en los puntos medios de los segmentos A;M; y la
simetria con deslizamiento de eje c. Tiene como puntos de simetria todos los A; y M; y como ejes de
simetria las rectas perpendiculares a c en los puntos medios de cada segemento A; M.

s{ 30 37 3 3T
20 20 20 28 ¢

Figura 21: Grupo de friso F2

Se han agotado las posibilidades de grupos en los que no hay simetrias con deslizamiento. Aquellos en
los que si hay, a parte del ya analizado, se reducen a un ultimo grupo que, de hecho, solo contiene el grupo
ciclico de traslaciones y la simetrias con deslizamiento de eje ¢ y vector de traslacién AM.

o F} =< v > es el grupo de friso formado por el grupo ciclico de traslaciones y la simetria con
deslizamiento de eje ¢ y vector de traslacion AM . No tiene ni puntos ni ejes de simetria.

R AP NS
S AR N A A

Figura 22: Grupo de friso F;

En las figuras con las que se ha ilustrado cada grupo de friso se ha partido de un motivo al que se le han
aplicado los movimientos del grupo para generar el friso completo (o al menos la parte de él visible en una

45



hoja de papel). Reciprocamente si se trata de descifrar que grupo de friso corresponde a una figura concreta
basta responder a tres o cuatro preguntas segun el siguiente esquema:

\
<
//- ¢Simetria de eje la recta centro? N Pl :simetria de eje la recta centro? Y
\ 7 \,

/ \

1
i
/ \
, \ /
Sy PRRE 1d

1
/
/
/
/
/
/
v
/’— T ‘.
e ¢Simetria?
/

Figura 23: Esquema de clasificacién de los grupos de friso

Grupos cristalograficos

Los grupos cristalograficos, conocidos comunmente como grupos de mosaico, incluyen dos traslaciones de
direcciones distintas que generan el subgrupo de traslaciones. Esto hace que el mosaico tesele el plano y
enriquece el tipo de movimientos que se pueden considerar. Al igual que los frisos, al incorporar traslaciones,
son grupos de orden infinito, sin embargo también hay un numero limitado de grupos cristalogréaficos, en
concreto 17. Este resultado fue demostrado en 1891 por Fedorov, quien estudiaba las formas de cristalizar
los cristales naturales (de ahi el nombre de estos grupos). Es curioso entonces que los aritstas musulmanes
que decoraban templos y otras construcciones fueran capaz de representar los 17 grupos sin conocer este
resultado. La Alhambra de Granada es el tnico edificio en el que se pueden observar los 17 grupos
cristalograficos. El proceso para llegar al teorema de Fedorov es similar al seguido para obtener los 7 grupos
de friso. Apdyandose en unos resultados previos uno puede partir del grupo més sencillo (W; o pl, segin
la notacién) e ir ampliando el grupo de movimientos hasta agotar las posibilidades. Este marco tedrico se
va a limitar a enumerar las definiciones y resultados previos, describir cada grupo de mosaico acompanado
de su representacién correspondiente (generada con Geogebra a partir de motivos iniciales muy similares)
y ofrecer un esquema para distinguir el grupo cristalografico que se esconde en una representacién de un
mosaico.
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Definicién 8. Un grupo cristalografico W es un subgrupo de movimientos del plano tal que
3T1,T2 tales que Tyy ={a €W /a es una traslacién} =< T1,To >,

donde si T1 =Ta gy T2 =T a,c entonces A, B, C no estan alineados.

Sea A un punto cualquiera y sea A; ; =T*T7, el conjunto de los 4; ;, siendo A = Ay o, forma la malla de
traslacién de WV determinada por el punto A. Una cuaterna dada por A; j, A; j+1, Ait1,5, Ait1,j+1 €5 una
celda primitiva de W con respecto al punto A. Aplicando las traslaciones del grupo W al paralelogramo
determinado por los puntos de una celda se obtiene el moisaico completo. Los primeros resultados que se
dan antes de describir los grupos de mosaico relacionan estos conceptos con los movimientos impares que
pueden aparecer en W.

e Cuando el grupo cristalografico W incluye algun movimiento impar la celda primitiva es rémbica o
rectangular (o cuadrada). Ademds si una simetria con deslizamiento deja fija la malla de traslacién de
W, entonces WV contiene una simetria.

Un punto P es un n-centro de un grupo G si las rotaciones con centro P forman un subgrupo ciclico finito
C,. En particular un punto P es un n-centro de una figura F’ si es un n-centro del grupo de simetrias de
F. El estudio de los n-centros es fundamental para la clasificacién de los grupos cristalograficos. En primer
lugar se puede extrapolar y ampliar el teorema 4 utilizado para la clasificacién de frisos (un 2-centro es en
particular un centro de simetria).

Teorema 4* Si C es un n -centro de la figura F' y « es una simetria de F', entonces «(C) es un
n-centro para F. Sir es un eje de simetria para la figura F' y « es una simetria de F, entonces «a(r)
es un eje de simetria para F'.

Ademas, a raiz de este se enuncian otros resultados relativos a los n-centros de un grupo cristalografico.

e Sipp 360 Y P, 360 CON P # Q y n > 1 estan en el grupo de mosaico W, entonces 2P(Q es mayor o
igual que la longltud de la traslacién més corta de W distinta de ¢. Es decir, dos n-centros distintos
no pueden estar ‘demasiado préximos’ entre si.

e Restriccién cristalografica: Si P es un n-centro del grupo cristalografico W, entonces n es 2, 3,4, o
6.

e Si en un grupo cristalografico hay un 4-centro, entonces el grupo no contiene 3-centros ni 6-centros.

Con estos resultados se puede probar la existencia de los 17 grupos cristalogréaficos de nuevo mediante un
proceso constructivo agotando las posibilidades. Existen diversas nomenclaturas para designar cada grupo
cristalografico. La que usa la letra W fue introducida por el matematico hiingaro Fejes Téth, al igual que
la que se ha usado en los grupos de friso con la letra F. Se continuard usando su notacién en este marco
tedrico aunque también se acompanard de la nomenclatura internacional abreviada, pues su uso estd més
extendido.

L A s T .

e Grupo cristalografico pl (W1). Wy =<T3Tg >, con i = AA1 o, ¥ = AAp1, es el grupo més

sencillo. No tiene ningin n-centro, simetria o simetria con deslizamiento. Su celda primitiva es un

paralelogramo cualquiera. Se distinguird en las figuras la celda de cada grupo cristalografico, como en
24a.

e Grupo cristalografico pm (W?). W? =<T;,Ty, 0> contiene, ademas de las traslaciones, simetrias
de ejes en una misma direccién, paralelos a uno de los vectores de traslaciéon y perpendiculares al otro.
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No tiene ningin n-centro. Su celda primitiva es un rectiangulo. En la figura 24b se han sefialado los
ejes de simetria que cortan a la celda en amarillo, se hara lo propio para el resto de grupos.

Grupo cristalografico pg (W{). W{ =<TzTy > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias con deslizamiento de ejes en una direccién, paralelos a uno de los vectores de traslacién
y perpendiculares al otro. No tiene ningiin n-centro. Su celda primitiva es un rectangulo. Se distingue
en la figura 24c que los ejes de las simetrias con deslizamiento en azul, se hard lo propio para el resto
de grupos.

Grupo cristalografico cm (W}). Wi =<T 3,T5, 0> contiene, ademds de las traslaciones, simetrias
y simetrias con deslizamiento de ejes paralelos a la diagonal de la celda rémbica. No presenta ningin
n-centro.

Grupo cristalogrifico p2 (Ws2). Wse =<T#T4s, Pisoo > contiene, ademds de las traslaciones,
2-centros o medios giros. La celda primitiva es un paralelogramo. En la figura 24e se han marcado los
centro de giro (2-centros en este caso) de la celda primitiva. Se seguird esta pauta en los siguientes
grupos cuando existan giros de algin orden. No hay ejes de simetria ni simetrias con deslizamiento.

Grupo cristalografico pgg (W3). Wi =<T4,T#, 7, Pisoe > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias con deslizamiento y 2-centros o medios giros. La celda primitiva es un rectangulo. Los ejes
de las simetrias con deslizamiento tienen dos direcciones, unos son paralelas a un lado del rectangulo
y los otros al otro, por lo tanto son perpendiculares entre si.

Grupo cristalografico pmg (Wj). W3 =<T,T4, 0, Pisoo > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias, simetrias con delizamiento y 2-centros o medios giros. La celda primitiva es un rectangulo.
Los ejes de simetria van en la misma direcciéon y son paralelos a un lado del rectangulo. Los ejes de
las simetrias con desplazamiento van también en una direccién y son paralelos a las anteriores.

Grupo cristalografico pmm (W2). W2 =<T 4T, 0, pigoo > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias y 2-centros o medios giros. La celda primitiva es un rectangulo. Los ejes de simetria van ahora
en dos direcciones, paralelas a cada uno de los lados no congruentes del rectangulo respectivamente y,
por lo tanto perpendiculares entre si.

Grupo cristalografico cmm (W3). Wi =<T 3Ty, 0, p1sgo > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias, simetrias con desplazamiento y 2-centros o medios giros. La celda primitiva es un rectangulo.
Hay ejes de simetria en dos direcciones perpendiculares entre si y paralelas a cada uno de los lados
no congruente del rectangulo respectivamente. Los ejes de las simetrias con desplazamiento son
también perpendiculares entre si y paralelos a cada uno de los lados no congruente del rectangulo
respectivamente.

Grupo cristalografico p3 (Ws). Ws =<Tz,Ts, Pi2oo > contiene, ademés de las traslaciones,
3-centros. La celda primitiva es un paralelogramo. En la figura 25b se han marcado los centro de giro
de la celda primitiva de forma triangular para distinguirlos del resto de n-centros cuando los haya.
Se seguira esta pauta en los siguientes grupos cuando existan giros de algin orden. No hay ejes de
simetria ni simetrias con deslizamiento.

Grupo cristalografico pdm1 (W3). Wi =<T; T, 0, prace > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias, simetrias con deslizamiento y 3-centros. La celda primitiva es un rombo. Los ejes de simetria
forman angulos de 60° entre si al igual que los ejes de las simetrias con deslizamiento, como se ve en
la figura 25c.

Grupo cristalografico p31m (W3). W3 =<T 3T, 0, P1200 > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias, simetrias con deslizamiento y 3-centros. La celda primitiva es un rombo. Los ejes de simetria
forman dngulos de 60° entre si al igual que los ejes de las simetrias con deslizamiento. La diferencia
con el grupo anterior es la disposicién de los ejes.

Grupo cristalogriafico p4 (Wy). Wi =<T#,T#, Pooe > contiene, ademds de las traslaciones,
4-centros. La celda primitiva es un paralelogramo. En la figura 25e se han marcado los centro de
giro (4-centros en este caso) de la celda primitiva. Se marcardn con un cuadrado en el resto de grupos
para no confundirlos con otros n-centros.
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Grupo cristalografico pAm (Wj}). W} =<T,T3, 0, Pogo > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias y 4-centros. La celda primitiva es un cuadrado. Los ejes de simetria forman dngulos de 45°
entre si.

Grupo cristalografico pdg (W?). W? =<T:,Ts, 0, Pggo > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias, simetrias con deslizamiento, 2-centros o medios giros y 4-centros. La celda primitiva es un
cuadrado. Los ejes de simetrias se dan en dos direcciones perpendiculares entre si, lo mismo ocurre
con los ejes de las simetrias con deslizamiento.

Grupo cristalografico p6 (Ws). Ws =<T#,Ts, Peoo > contiene, ademds de las traslaciones,
6-centros. La celda primitiva es un paralelogramo. En la figura 25h se han marcado los centro de
giro de la celda primitiva con un circulo hueco. Se seguird esta pauta en los siguientes grupos cuando
existan giros de algiin orden. No hay ejes de simetrias ni simetrias con deslizamiento.

Grupo cristalografico p6m (W}). W} =<Tu,Ts, 0, peoo > contiene, ademds de las traslaciones,
simetrias, simetrias con deslizamiento, 2-centros o medios giros, 3-centros y 6-centros. La celda
primitiva es un rombo. Los ejes de simetria forman angulos de 30° entre si, lo mismo ocurre con
los ejes de las simetrias con deslizamiento.
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Simetria en la Alhambra

Algoritmo de Reconocimiento de Grupos Cristalograficos Planos
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Figura 26: Clasificacién de los grupos cristalograficos [29]

2.3 Marco tecnolégico

El avance de la tecnologia y la globalizacion han supuesto un crecimiento de la utilizaciéon y de la
manipulacién de imagenes hasta el punto de que cualquier persona no seria capaz de contar el nimero de
imégenes a las que se expone a lo largo del dia. Ademds précticamente cualquiera lleva a cabo esta actividad
con diferentes motivos de uso y con distintos grados de complejidad. A pesar de todo ello pocos se paran y
se preguntan qué son las imagenes que manejan o cémo es posible que se capten esos instantes de realidad
en un dispositivo electrénico. La representacion de imégenes digitales estd estrechamente relacionada con
las matemadticas, al igual que el tratamiento de las mismas. Puesto que la propuesta didactica que se esta
planteando va a dar una aplicacién de las matrices a los filtros de fotografia es conveniente exponer qué
se entiende por una imagen digital y qué relacién tiene esta y los filtros que se le pueden aplicar con las
matrices y las transformaciones en el plano. Dado que también se va a emplear un lenguaje de programacion
para este fin es necesario incluir algunas explicaciones sobre las caracteristicas y funciones del mismo que se
van a tener en cuenta. En concreto el lenguaje de programacién que se utilizard es Python a través de su
paquete openCV, disenado para el procesamiento de imagenes.

2.3.1 Imagenes digitales

“Desde el punto de vista fisico-matematico una imagen se define como una funcién bidimensional de
intensidad de luz; cada punto del plano de la imagen tiene un valor de intensidad luminosa. La luz que
emite o refleja un punto es una onda con un espectro, en funcién del cual se percibe el color”[19]. Para
que el ojo humano perciba los los colores de la imagen digital como colores “casi reales” en el cine, la
fotografia, la televisién, las pantallas, etc se utiliza una combinacién de tres colores basicos. Estos colores
son rojo, verde y azul (RGB) para los dispositivos emisores y azul cian, magenta y amarillo (CMY) para la
impresién. Las imégenes digitales se representan fundamentalmente de dos formas: imagénes en mapa de
bits e imagenes vectoriales. Aunque se explicardn las dos la que se interesa en este caso pues es la que se
empleard en la propuesta es la primera.
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Las imégenes digitales en mapa de bits también conocidas como imagen raster o imagen de pixeles surgen
de la discretizacién en coordenadas espaciales y en intensidad luminosa de la imagen analégica (real)
correspondiente. El resultado es una gran matriz que representa una cuadricula de pizeles. Cada pixel es
un elemento con un valor discreto de luminosidad (color o tonalidad de gris). Estdn caracterizadas por
su altura y anchura en pixeles y por su profundidad de color (bits por pixel). Si estos pardmetros son los
adecuados se consigue una representacion que el ojo humano percibe como una fotografia “real”, donde el
color se extiende de manera continua. En [21] se sitda el origen de las imdgenes en mapa de bits en Lester
Hill, que propuso en 1929 un método matricial para cifrar un mensaje de texto y luego lo generaliz6 a otros
objetos como las imagenes digitales.

Las imagenes digitales en mapa de bits pueden representarse en escala de grises. En este caso cada pixel
contiene un solo canal de color, es decir, un niimero en binario de 0 a 255, donde el 0 se corresponde con la
ausencia de color, el negro, y el 255 con la saturaciéon de color, el blanco. Entre medias hay toda una serie
de grises de mds oscuro a més claro. Si se desea anadir color a la imagen usualmente se utilizan los tres
canales correspondientes a RGB, por lo que la imagen se corresponde con la superposicién de tres matrices
en las que los pixeles tienen de nuevo valores de 0 a 255 que indican la intensidad de rojo, verde o azul.

Las imagenes digitales vectoriales estdn compuestas por elementos graficos primarios como rectas, curvas,
poligonos o circulos y no por puntos. Estos elementos se denominan wvectores y estan definidos por sus
propiedades matematicas en vez de por la alineacién de pixeles. Para su presentaciéon, es necesario utilizar
programas que sinteticen una imagen en mapa de bits.

Las imagenes digitales en mapa de bits y vectoriales tienen distintos formatos y distintos usos. Las segundas
son iméagenes mas simples pero permiten ampliar la imagen sin sufir los problemas de escala que si padecen
las imdgenes rasterizadas. Las primeras por su parte ofrecen una mejor representacién de la realidad. Asi,
se usan en ilustraciones y fotografias digitales, mientras que los graficos vectoriales son mas idéneos para la
creacion de logos, los graficos o los videojuegos.

2.3.2 Filtros de fotografia

Otra consecuencia de los avances tecnoldgicos, esta dentro del propio mundo de la fotografia, es la de la
aparicién de toda una serie de aplicaciones y programas para la creacién de imédgenes y la manipulacion de
las fotografias que se toman de la realidad. En cuanto a estas dltimas, quizd anteriormente se invertian mas
tiempo y esfuerzos en tratar de capturar la fotografia perfecta y, sin embargo ahora, es muy habitual la
aplicacién de filtros que le otorgan a la imagen una mayor calidad o que de alguna manera le proporcionan
un efecto deseado. Esta concepcion amplia del término filtro de fotografia es la que se adoptard en este
trabajo. En particular para la propuesta se buscard la aplicacion de las transformaciones en el plano para la
creacion de un filtro de mosaico, es decir, un pequeno programa que a partir de una imagen original cree el
mosaico correspondiente a uno de los grupos de mosaico estudiados en el marco teérico tomando como motivo.

2.3.3 Procesamiento de imagenes en Python

Python es un lenguaje de programacién interpretado (no necesita compilar el cddigo fuente para
interpretarlo) que cuenta con una licencia de c6digo abierta y que se caracteriza por su legibilidad y por su
versatilidad, es decir, es un lenguaje de gran simpleza en su escritura y que puede emplearase en numerosas
aplicaciones. Por ello se ha convertido en un lenguaje popular y ampliamente utilizado como lenguaje de
iniciacion.

Una de las numerosas librerias con las que cuenta Python es OpenCV-Python. OpenCV es una libreria de
licencia gratuita que ofrece una gran variedad de algoritmos sobre vision artificial y que admite distintos
lenguajes, entre los que se encuentran C++, Python y Java.
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La facilidad de uso de Python, su compatibilidad con OpenCV, y la posibilidad de usar ambos abiertamente
son las tres razones que llevan a considerar este lenguaje de programacién en la propuesta para dar una
aplicacién de las matrices a la creacion de filtros de imagenes digitales. Se hard en este punto un breve
analisis de los algoritmos y funciones proporcionados por la libreria OpenCV que seran utilizados en la
prouesta. Esta junto a Numpy, béasica para operaciones vectoriales y matriciales, serdn las dos unicas
librerias necesarias.

La lectura de una imagen genera una matriz. Si la imagen estd en escala de grises las entradas de la
matriz son valores entre 0 y 255. El caso habitual es el de una imagen a color en el modo RGB. En este
caso se genera una matriz cuyas entradas son vectores tridimensionales. Las tres coordenadas del vector
toman valores entre 0 y 255 y simbolizan en este orden la intensidad de azul, la intensidad de verde y la
intensidad de rojo. Existen otros muchos modos de color, los cuales también tienen una representacién
matricial similar. Para leer una imagen de nombre “image”, en formato png en este caso, y guardar la
matriz generada en la variable “img” se escribe

In [1]: img = cv.imread(’image.png’)

Se pueden comprobar las dimensiones de la imagen.

In [2]: img.shape
Out[2]: (225, 225, 3)

En este caso “image” es una imagen de 225 x 225 pixeles. El modo de color se compone de tres colores
primarios pues se trata de una imagen RGB. Es posible acceder al valor de cada pixel, por ejemplo, al
que ocupa la posicién (123,45). Este pixel tiene una composicién (238,212,242) que se traduce en el
color de 27a. También se puede acceder al valor de cada uno de los colores por separado y modficar el
valor de un pixel manualmente. En la linea 7 de cédigo se ha cambiado el color del pixel (123, 45) de 27a a 27b.

In [3]: img[123,45]

Out [3]: array ([238, 212, 242], dtype=uint8)
In [4]: azul = img[123,45,0]

In [5]: verde = img[123,45,1]

In [6]: rojo = img[123,45,2]

In [7]: img[123,45] = [34,60,200]

|
(a) Color (b) Color

(238,212,242) (34, 60,200)
en BGR en BGR

Figura 27: Colores RGB

Para acceder a la posiciéon de un pixel y modificarla OpenCV incluye una funcién que optimiza el tiempo
empleado. Por ejemplo, se accede al valor de rojo del pixel anterior y luego se modifica su valor al original.

In [9]: img.item(123,45,2)
Out [9]: 200
In [8]: img.itemset ((123,45,2), 242)

Dos aspectos muy a tener en cuenta son primero que Python numera las posiciones de un vector o matriz
empezando por la posicién 0; y, en segundo lugar, la referencia que toma Python para ubicar un pixel en
una imagen es la dada en la figura 28. El origen se sitia en el pixel superior izquierda; el eje de abcisas
crece positivamente hacia la derecha tomando los valores discretos desde 0 hasta img.shape[l] —1, que es el
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ancho de la imagen disminuido en una unidad (se empieza a contar desde 0); y, el eje de ordenadas, crece
positivamente hacia abajo desde 0 hasta img.shape[0] —1, que es el alto de la imagen disminuido en una
unidad. Para ver la imagen sobre la que se esta trabajando por pantalla se usan las siguientes lineas.

(00)

5 (i S, i e L1 )

Figura 28: Sistema de referencia en imagenes de OpenCV-Python

In [10]: cv.imshow(’image’ ,img)
In[11]: cv.waitKey(0)
In [12]: cv.destroyAllWindows ()

cv.waitKey tiene por parametro el niimero de milisegundos que espera el programa para para ejecutar la
siguiente linea de codigo. El valor 0 significa que espera “para siempre”, es decir, hasta que el usuario cierre
manualmente la ventana de la imagen. cv.destroyAllWindows () reinicia las ventanas de imagenes.

La operacién de suma de iméagenes consiste en la suma de las matrices que representan estas imagenes, es
decir, la matriz de la imagen resultante tiene como elemento azul de la entrada de la fila i-ésima, j-ésima la
suma de los elementos azules de las entradas i-ésima, j-ésima de las matrices de las imagenes que se suman.
Sin embargo, hay que recordar que estos valores estan comprendidos entre 0 y 255. Asi hay dos formas de
sumar. Si se utiliza la funcién cv.add de OpenCV a cualquier resultado que sea mayor 255 se le asocia el
valor 255. Los que estan comprendidos entre 0 y 255 mantienen, obviamente, su valor. La suma habitual
de Python, en cambio, realiza la suma y toma el resultado en médulo 256. Para visualizarlo se suman en
este caso pixeles de la misma imagen.

In[13]: img[32,67]
Out[13]: array([235, 202, 236], dtype=uint8)
In[14]: img[145,59]
Out[14]: array ([217, 203, 251], dtype=uint8)
In[15]: img[32,67]+img[145,59]
Out[15]: array ([196, 149, 231], dtype=uint8)
In[16]: cv.add(img[32,67],img[145,59])
Out[16]:
array ([[255],

[255],

[255]], dtype=uint8)

OpenCV ofrece una serie de funciones para realizar transformaciones afines sobre una imagen. Estas seran
ttiles para la creacién del filtro de mosaico. Una de ellas es cv.resize que sirve para cambiar de escala las
imégenes, es decir, realiza la transformacién dada por

= ki
{y’: k;y 28)

La primera entrada de cv.resize es la imagen a escalar y la tercera y la cuarta son ki y ko de (2.8). La
quinta es el tipo de interpolacién que se utiliza para el proceso de escalado (no es preciso analizar este tltimo
aspecto).

95




In[17]: imgres = cv.resize (img,[500,500],fx=2, fy=2, interpolation = cv.INTER_.CUBIC)
In[17]: # o

In[18]: alto, ancho = img.shape [:2]

In[18]: #que toma los dos primeros wvalores de img.shape: el alto y el ancho de la imagen
In[19]: imgres = cv.resize (img,(2+width, 2xheight), interpolation = cv.INTER.CUBIC)

La funcién cv.getAffineTransform toma como argumentos de entrada dos ternas de puntos (entendiendo
puntos como pixeles en este caso) y produce la matriz M = [A|b] donde A y b son las matriz 2x2 y la matriz 1 x
2 respectivamente de la transformacion afin  A+b (x es la matriz 1 x2 del punto del dominio al que se aplica la
transformacién) que envia los puntos de la primera terna en los puntos correspondientes de la segunda terna.
Tanto en el marco tedrico como se hard en la propuesta se escribe la ecuacién de una transformacién como
Ax+bcon x y b matrices 2 X 1 y A una matriz 2 x 2. Ambas formas de escribir la ecuacién son equivalentes.
La matriz A de la transformacién en la primera forma es la traspuesta de la matriz en la segunda forma.
Hay que tener esto muy presente en todo momento. Asi para la imagen tomada se realiza la transformacién
que lleva los puntos (0,0),(0,img.shape[0]),(img.shape[1],0]) en (50,50),(20,150),(img.shape[1],0). La matriz

que genera Python es
0.78 —0.13 50
—-0.23 0.44 50

De acuerdo con la forma en la que se ha decidido escribir su ecuacién la transformacion afin que se esta

aplicando es
0.78 —0.23\ [z n 50
—-0.13 0.44 Y 50

La funcién cv.warpAffine crea la matriz que resulta de aplicar sobre una imagen dada la transfomacién
representada por una matriz M. Su primer argumento es la matriz original, el segundo la matriz de
transformacién y el tercero el nimero de filas y columnas de la matriz que da como resultado. La figura 29
muestra el resultado de aplicar la transformacion anterior a la la imagen “image.png” introducida.

In[20]: rows,cols,channels = img.shape

In[21]:ptsl = np.float32 ([[0,0],[0,img.shape[0]],[img.shape[1l],0]])
In[22]:pts2 = np.float32([[50,50],[20,150],[img.shape[1],0]])
In[23]: M = cv.getAffineTransform (ptsl, pts2)

In[24]: transformada = cv.warpAffine (img,M, (cols ,rows))

In[25]: cv.imshow(’image’ ,transformada)

In[26]: cv.waitKey(0)

In[27]: cv.destroyAllWindows ()

(a) Imagen original (b) Imagen transformada

Figura 29: Transformacion afin sobre una imagen

En el caso de una traslacién es facil definir directamente la matriz M de la transformacién. Por ejemplo, la
que traslada la imagen 50 posiciones hacia la derecha y 50 posiciones hacia abajo.

[28]: M = np. float32([[1,0,50],[0,1,50]])
[29]: trasladada = cv.warpAffine (img,M, ( cols ,rows))
In[30]: cv.imshow(’image’,trasladada)
[31]: cv.waitKey (0)
[32]: cv.destroyAllWindows ()
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En el caso de los giros OpenCV tiene la funcién cv.getRotationMatrix2D definida. Esta crea la matriz de
un giro de angulo 6 y aproxima el centro de giro al centro de la imagen. Ademds incluye un tercer argumento
que permite aplicar una homotecia a la vez que el giro sobre la imagen, de factor k. Si k£ = 1 se renuncia a
escalar la imagen.

[33]: M = cv.getRotationMatrix2D (((cols —1)/2.0,(rows—1)/2.0) ,90,1)
[34]: rotacion = cv.warpAffine (img,M,(cols ,rows))

[35]: cv.imshow(’image’ ,rotacion)
[36]:
[37]

=R =]

cv.waitKey (0)
cv.destroyAllWindows ()

=}

I
I
I
I
I

n

(a) Imagen trasladada. (b) Imagen rotada.

Figura 30: Traslacién y rotaciéon de imagenes

Como se aprecia en las figuras 29b y 30a al tomar el nimero de filas y de columnas de la matriz original en
la matriz resultante se pierde informacién. Hay que tener en cuenta por lo tanto este argumento. También
se observa que los pixeles de la nueva imagen a los que no se envia ningin punto de la imagen original
toman el valor (255, 255,255), es decir, se les atribuye el color negro.

Las funciones y algoritmos de OpenCV-Python son una muestra minima de las aplicaciones de esta libreria
pero no se precisa de mas para la creacién del filtro de mosaico que se pretende en la propuesta. El resto se
pueden encontrar en [28].

2.3.4 Creacion del filtro de mosaico

Para la creacién de un mosaico a partir de una imagen digital se considerardn solo aquellos grupos cuya celda
primitiva (tesela) y cuyo motivo para engendrarlo sean rectangulares o cuadrados. De otra manera el proceso
se complicaria bastante ya que se estd trabajando en un subespacio de R? discreto en el que la distancia
entre dos puntos (pixeles) solo es una linea recta si se encuentran en la misma paralela o perpendicular al eje
X. Por lo tanto, los grupos de mosaico que se puden crear de manera sencilla son pl, pm, pg, pmm, pmg, pgg
y p4. Elegido el grupo de mosaico de entre los anteriores la idea es la siguiente:

Se elige una imagen que servird de motivo del mosaico. Si el mosaico precisa de un motivo cuadrado, o
bien se elige una imagen cuadrada (mismas dimensiones de altura y anchura), o bien en el propio cédigo se
selecciona una region cuadrada de interés de la misma. Se crea un fondo negro sobre el que se va a trazar
el mosaico. El hecho de considerar el fondo negro (otra buena eleccién es considerarlo blanco) es que para
superponer una imagen en la regiéon deseada basta sumarle al fondo esa imagen por cualquiera de los dos
procedimientos vistos (un pixel negro sumado a otro de color da como resultado este segundo). Se afiade
al fondo la imagen original y a la imagen resultante se le aplican las transformaciones necesarias para crear
el paralelogramo fundamental. Cada imagen resultante de aplicar las transformaciones, que se denominara
auxiliar, se le va sumando al fondo negro con la imagen original para ir rellenando el paralelo fundamental.
Después se aplican las traslaciones horizontales y verticales para continuar rellenando el fondo negro hasta
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completarlo.

Por ejemplo, si se toma el grupo p4. La celda primitiva y el motivo con el que se genera estan dados en la
figura 31, al igual que los 2-centros y 4-centros. Para crear la celda primitiva a partir del motivo basta, por
ejemplo, girarlo 90° respecto al 4-centro que es a su vez centro del cuadrado tres veces consecutivas.

C D
0---0---[]
e

Figura 31: Celda primitiva grupo cristalogréfico p4 [18].

import cv2 as cv
import numpy as np

#Tomamos la imagen original y la mostramos por pantalla
img = cv.imread (’JordanLS.jpg’)

cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

height , width = img.shape [:2]

#Reescalamos la imagen

img = cv.resize (img,(width//4, height//4), interpolation = cv.INTER_.CUBIC)
cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

#PRIMERA TRANSFORMACION: ROTACION 90

rows, cols ,channels = img.shape

#Los puntos y sus respectivas imagenes que definen la transformacion

ptsl = np.float32 ([[img.shape[l] —1,img.shape[0] —1],[0,0],[img.shape[1] —1,0]])
pts2 = np.float32 ([[img.shape[l] —1,img.shape[0] —1],[2(img.shape[l]—1) ,0],
[2%(img.shape[1l] —1) ,img.shape[0] —1]])

I = cv.getAffineTransform (ptsl,ptsl)

M = cv.getAffineTransform (ptsl,pts2)

#Creamos un fondo para el mosaico y colocamos la imagen en la esquina superior izquierda
img=cv.warpAffine (img,I,(5*cols ,5xrows))

aux = cv.warpAffine (img ,M, (5% cols ,5xrows))

img=img+aux

cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

#SEGUNDA TRANSFORMACION: ROTACION 90

#La matriz de la transformacion es la misma que la anterior
aux = cv.warpAffine (aux ,M, (5% cols ,5%xrows))

img=img+aux

cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

#TERCERA TRANSFORMACION: ROTACION 90

#La matriz de la transformacion es la misma que la anterior
aux = cv.warpAffine (aux ,M, (5% cols ,5xrows))

img=img+aux

cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

#CUARTA TRANSFORMACION: TRASLACION HORIZONTAL
aux=img
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M = np.float32 ([[1,0,2x(cols—1)],[0,1,0]])

for i in range(5):
aux = cv.warpAffine (aux,M, (5% cols ,5xrows))
img=img+aux

cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

#TRASLACION VERTICAL

aux=img

M = np.float32([[1,0,0],[0,1,2«(rows—1)]])

for i in range(5):
aux = cv.warpAffine (aux,M, (5% cols ,5xrows))
img=img+aux

cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

#GUARDAMOS EL MOSAICO CREADO

cv.imwrite (" mosaico.png” ,img)

(¢) Mosaico

Figura 32: Imégenes resultantes
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3 Analisis didactico

La teoria matematica que se ha expuesto en el marco tedrico pone de manifiesto la relacién que tienen las
matrices y su estructura de grupo con el producto con las transformaciones geométricas y su estructura de
grupo con la composicién. Por su parte el marco tecnélogico ha servido para comprender el papel de las
matrices en las imagenes digitales asi como la utilidad de las transformaciones geométricas en la aplicacion
de filtros. No obstante, se debe dar ahora un paso fundamental y bien medido de cara a extraer de la teoria
unos contenidos y una forma de organizarlos y de impartirlos en un grupo de 2° de bachillerato respetando
las metas que se han establecido desde el principio. Como un sucinto recordatorio de estas metas, se busca
justificar el estudio de la matriz como objeto especifico (OE1) a partir de un contenido geométrico visual
como es el de las transformaciones geométricas en el plano (OE2) y a su vez motivarlo con aplicaciones de la
matriz y de las transformaciones geométricas en contextos reales (OE4), especificamente a través de filtros
de fotografia que utilizaran nociones de grupos ornamentales (OE3). De todo este proceso, y dado que
se incluyen una serie de contenidos recuperados de cursos anteriores (3° de ESO) y de contenidos nuevos,
se extraerdn finalmente unos contenidos, criterios de evaluaciéon y estdndares de aprendizaje evaluable
para la propuesta diddctica. Ademads se analizard en detalle en apartados sucesivos la contribucién a las
competencias clave, la seleccion de las actividades de aprendizaje apropiadas para complementar estos
contenidos y las herramientas de evaluacién, y se haran algunas consideraciones para el resto de elementos
del diseno curricular.

3.1 Organizacién del contenido

A continuacién se explica cémo se va a enfocar la teoria matematica y tecnoldgica de cara a su presentacion
en el grupo de 2° de bachillerato.

1. Generalizacion del concepto de funcion.

Hasta el momento los estudiantes de 2° de bachillerato conciben el concepto de funcién como una
relacién entre dos variables numéricas de la forma y = f(z) que a cada valor de z, la variable
independiente, le asocia un tnico valor de y, la variable dependiente (de z). Asi les fue introducido
en 4° de ESO y se ha mantenido desde entonces. Sin embargo, dado que las transformaciones afines
en el plano que se van a estudiar en la propuesta son un caso especial de funciones de R? en R?,
serd conveniente ampliar la definicién de funcién como una relacién entre dos conjuntos cualesquiera
de forma que a cada elemento del primer conjunto le corresponde un tnico elemento del segundo
conjunto. Hasta este curso ambos conjuntos de los que se habla en la definicién han sido siempre R
pero jpor qué no considerar otros como los vectores de R? que ya han estudiado? Como concepto

X

X1

Figura 33: Representacién de una funcién como relacién entre conjuntos

general tan solo se insistird en que la relacién dada por una funcién no puede, por definicién, asociar
un elemento del conjunto de partida con dos elementos del conjunto de llegada, pero si que es posible
que dos elementos del conjunto de llegada estan asociados con un mismo elemento del conjunto de
llegada. Para aclarar estas ideas se utilizaran diagramas como los de la figura 33 asi como graficas
de funciones reales de variable real a las que estdn acostumbrados. Se puede hablar también de
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inyectividad y sobreyectividad en este punto, aunque no es absolutamente necesario para los propdsitos
de la propuesta. Si no se da el caso de que dos elementos distintos del conjunto de llegada tengan la
misma imagen, entonces la funcién es inyectiva. Si todos los elementos del conjunto de llegada estéan
asociados con alguno de los del conjunto de partida entonces la funcién es sobreyectiva. Si se dan
las dos condiciones la funcién es biyectiva. En este caso ademds es posible definir la funcién inversa.
De nuevo, estos conceptos se visualizan nitidamente empleando los diagramas. Es particularmente
interesante esta concepcion de la funcién inversa y de cuando se puede definir la misma.

Tras este tratamiento general de la nocién de funcién el foco se pone en las funciones de R? en R2.
Estas asocian un punto de coordenadas (x,y) en otro punto de coordenas (z/,y’), donde 2’ e ¢/
estaran dados por una expresion en términos de x e y. Conviene estandarizar esta notacién para no
dar pie a confusiones. Hay que tener en cuenta que hasta el momento para ellos y era la imagen de la
funcién aplicada a un punto y ahora y denota la segunda coordenada del punto de partida, por lo que
deben habituarse a ello. A partir de las funciones reales de variable real que ya conocen se pueden
dar innumerables funciones de R? en R?, basta aplicar a cada coordenada del punto de partida esas
funciones. Por ejemplo, (z,y) — (22,%?%) o (z,y) — (In(x),2Y). No tiene por qué ocurrir que z’ sea
funcién solo de = e ¢/, de y en absoluto: (x,y) — (y3,2), (z,y) — (z +¢€¥,3x) ...

Con lo anterior simplemente se busca que se hagan una idea de las nuevas funciones que pueden
aparecer pero las que se van a estudiar son las transformaciones afines (afinidades), que tienen
la forma lineal (z,y) — (ax + cy + e,bx + dy + f) y que se caraceterizan por que envian rectas
en rectas. Esto no ocurre con cualquiera otra funcién que se considere. Se enfatizard esta idea.
Una buena manera de hacerlo es observar cémo transforman el plano las transformaciones afines
y cémo lo hacen otras funciones. Por ejemplo a través de estos videos de la Khan Academy:
https://youtu.be/2xKaXDHDGsA y https://youtu.be/x1dGfxBdD1M.

. Estudio geométrico de las principales transformaciones en el plano.

El primer paso consiste en recordar las transformaciones en el plano maés intuitivas: los movimientos
(traslacién, rotacién o giro y simetria respecto de una recta) y las homotecias. Se trata de que esta
primera aproximacion sea totalmente visual por lo que se introducirdn las transformaciones geométricas
a partir de una descripcién y por medio de su aplicacién a objetos de la vida cotidiana y a objetos
matematicos como los poligonos. Se deducirdn algunas de las propiedades de las transformaciones como
los puntos y rectas invariantes. Es un paso inmediatamente previo a la obtencién de las ecuaciones que
describen las transformaciones. Sera muy ttil el empleo de herramientas tecnolégicas como Geogebra
para aplicar las transformaciones.

Traslacién

e 28

Descripcién: Transformacion que consiste en mover cada punto del plano en la direccién y sentido
dados por un vector fijo. A este vector se le llama vector de traslacion.

Puntos fijos: Ninguno.
Rectas fijas: Ninguna.

Propiedades: La distancia entre un punto y su imagen es constante e igual al médulo del vector. La
distancia entre dos puntos cualesquiera y sus respectivas imagenes permanece constante.
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https://youtu.be/2xKaXDHDGsA
https://youtu.be/x1dGfxBdDlM

Giro o rotacién

Descripcién: Transformaciéon que consiste en girar cada punto del plano alrededor de un punto fijo
llamado centro y con un dngulo también fijo (el 4ngulo de giro se da en sentido antihorario).

Puntos fijos: El centro de giro.

Rectas fijas: En giros de angulo distinto de 180° no hay rectas fijas. En giros de 180°, todas aquellas
que pasan por el centro de giro.

Propiedades: Las distancias entre un punto y el centro y entre la imagen del punto y el centro son
iguales. La distancia entre dos puntos cualesquiera y sus respectivas imagenes permanece constante.
Los medios giros (giros de 180°) tienen una propiedad caracteristica que les hace similares a las simetrias
respecto de una recta por eso también se les conoce como simetrias respecto de un punto: El centro
de un medio giro es el punto medio del segmento que une un punto con su imagen.

Simetria respecto de una recta

.
g

%

Descripcién: Transformacién que envia cada punto del plano en el punto situado a la misma distancia
de una recta fija llamada eje de simetria que el dado pero en sentido contrario.

Puntos fijos: Todos los del eje de simetria.
Rectas fijas: El eje de simetria y las rectas perpendiculares al mismo.

Propiedades: El eje de simetria es el lugar geométrico del plano de los puntos medios de los segmentos
de extremos un punto y su imagen. La distancia entre dos puntos cualesquiera y sus respectivas
imagenes permanece constante.

Homotecia

Descripcién: Transformacién que multiplica todas las distancias a partir de un punto fijo llamado
centro proporcionalmente por una cantidad k llamada razén. La razén puede ser negativa (figura de
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la izquierda, k = —1.5) o positiva (figura de la derecha, k = 2).
Puntos fijos: El centro de homotecia.
Rectas fijas: Todas las rectas que pasan por el centro de homotecia.

Propiedades: La proporcién de la distancia de un punto al centro de homotecia y la distancia de su
imagen respectiva al centro de homotecia es constantemente igual a la razén k.

Las propiedades que se han dado en cada transformacion se deducirdn a partir de la visualizacién
grafica primero. Cémo afecta la transformacién a la distancia entre puntos serd la clave para distinguir
entre transformaciones euclideas o movimientos y transformaciones afines. Como ejemplo de estas
dltimas solo se ha considerado la homotecia pero se puede incluir alguna otro como la dilatacion
horizontal, que multiplica las diferencias absolutas de las primeras coordenadas de los puntos respecto
a un punto fijo (centro) por una cantidad constante (razén) k, y la dilatacién vertical, andloga pero
actuando sobre la segunda coordenada.

. Deducciéon de las ecuaciones de las transformaciones.

Se da un paso ahora hacia la geometria analitica. Representando los puntos por sus coordenadas en el
sistema de referencia cartesiano por P = (z,y) vy a sus imédgenes de la misma forma por P = (a/,y’) se
trata de hallar unas ecuaciones para cada transformacién que den =’ e ¥’ en funcién de z e y. No se
hablard en ningin momento de espacios vectoriales o afines sino que se tomaré la referencia dada por
los vectores (1,0) y (0,1) y el origen de coordenadas sin entrar en este tipo de cuestiones.

Se espera una pronta deduccién por parte de los alumnos de las ecuaciones de la traslacién de vector
(a,0)
r=z+a
{ y=y+b

y de la homotecia de centro el origen de coordenadas y de razén k.

' =kx

Y =ky
Es més complicado que algiin alumno sea capaz de deducir en primera instancia las ecuaciones de la
homotecia de centro un punto cualquiera (a, b)

{ ¥ =k(x—a)+a
Yy =k(y—0b)+0b

Serfa trivial esta deduccién aplicando un cambio de referencia pero hemos descartado el uso de
argumentos del algebra lineal de espacios vectoriales y afines ya que o bien no se introducen en este
curso, o bien no se ven con suficiente profundidad como para que los alumnos los manejen sin problemas.
Adn asi se puede justificar la idea que subyace bajo el cambio de referencia: se traslada el punto por
el vector que lleva el centro de la homotecia al origen, se aplica la homotecia de razén k pero de
centro el origen y se aplica sobre el punto obtenido la traslacién inversa (la de O al centro). Se puede
comprobar que las ecuaciones anteriores satisfacen la definicién de homotecia. La razén es que se esta
aplicando aumentando la distancia en rectas paralelas: la que pasa por C, P y P’ y la que pasa por
sus trasladados por el vector (—a, —b), es decir, por O, P; y P/. En consecuencia la imagen de P por
la homotecia original es el trasladado de P} = (k(z — a), k(y — b)) por el vector (a,b) (figura 34).

Otras transformaciones que se pretenden deducir facilmente son las simetrias mas sencillas. La accién de
las simetrias respecto de una recta (o también simetrias axiales) se puede introducir como el intercambio
de los semiplanos en que la recta divide al plano. Mdas ain, una experiencia muy visual es la de doblar
un folio transparente (de papel de calcar, por ejemplo), que representa el plano y sobre el que se han
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Figura 34: Homotecia de centro C' y razén k.

dibujado los ejes coordenados, por el eje de simetria. Al hacer esto la imagen de los objetos de uno de
los semiplanos queda representada en el otro (figura 35, en azul el vector (1,0) y en rojo el resultado
que se transparenta al doblar el papel). Asf las simetrias respecto de las rectas x = 0,y = 0y = y que
pasan por el origen y los medios giros (simetrias puntuales) son facilmente deducibles. Sus ecuaciones
son respectivamente:

{x’:x
Yy =-y
' =—x
y =
=y
y =z
{x':—x
Yy =~y

(40)

L

Figura 35: simetria respecto a y = x

Los casos generales de una simetria de eje una recta cualquiera (que ni siquiera pasa por el origen) y
de un medio giro que no estéd centrado en el origen corresponden respectivamente a las ecuaciones 2.7 y
2.5 que se dieron en el marco tedrico respectivamente. Ambas se dedujeron ademads a partir de sencillos
argumentos geométricos que se pueden aplicar en este curso. Ademds se pueden concebir como una
tarea de investigacién dirigida (ver actividades A3 en el apartado 3.4).

Una tdltima transformacion de la que se obtendran sus ecuaciones es el giro centrado en el origen y de
angulo «.. Basandose en la figura 36 basta emplear las formulas del seno y del coseno del angulo doble:

' = rcos(a+ B) =r(cosacos B —sinasinB) = (rcos ) cosa — (rsin f)sina = zrcosa — ysina
y = rsin(a+ ) =r(sinacos B+ cosasin3) = (rcos ) sina + (rsin 3) cosa = xsina + ycos «

Es importante destacar que el objetivo de este punto es analizar cémo se pueden deducir para el nivel
de 2° de bachillerato las ecuaciones de las principales transformaciones en el plano. Esto no implica
que al poner en practica la propuesta se pretendar deducir todas. En funcién de los conocimientos
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Figura 36: Giro de centro O y angulo o

previos del grupo y de su nivel se decidird si deducir solo aquellas mas inmediatas o si ademéas se
tratard de obtener alguna otra mediante tareas de investigacién dirigida o durante la exposicion del
propio profesor.

. Representacién matricial de las transformaciones.

El siguiente paso es légicamente dar las ecuaciones de las transformaciones en forma matricial. Una
primera idea, que puede parecer trivial, para que los alumnos visualicen esta representacién es escribir

los puntos del plano como matrices columna 2 x 1. Asi, el punto al que se aplica la transformacion
/

sera (2) v el punto imagen, (;,) y se buscard una matriz A de dimensién 2 X 2 y una matriz b de

dimension 2 x 1 de tal forma que la transformacién esté dada por

(Z;) = A (2) +b (3.1)

Se empezard trabajando por las transformaciones que tienen una representaciéon més sencilla. Por
ejemplo, para la simetria respecto de y = = se puede obtener la imagen del punto (2,3) de la siguiente

forma <0 1) <2) = <g) , 0 incluso la imagen de un tridngulo dado por sus vértices (2, 3), (0, 5), (1, 1):

1 0/\3
0 1\ (2 0 1y (3 5 1
1 0/\3 5 1) \2 0 1
que se visualizaria mediante un dibujo, bien a mano o bien con ordenador.

Estudiadas las representaciones matriciales de las transformaciones que se han ido viendo hay que
transmitir una idea fundamental. La posibilidad de utilizar la escritura AZ + b viene de la linealidad
de las ecuaciones

{ ' =ar+cy+e

y =bx+dy+f (3.2)

en las que solo encontramos expresiones polindmicas lineales (todos los coeficientes de grado 1).
Por otro lado, cabe preguntarse por el rango y por la posibilidad de invertir las matrices de las
transformaciones que se estan considerando. Si el rango de la matriz A fuese 0 obsérvese que se estaria
transformando el plano en un dnico punto, b= (e, f). Si el rango de la matriz A fuese 1 cuando el
sistema (3.2) admitiera solucién no solo admitiria una sino infinitas soluciones, es decir, para cada
punto imagen (z’,y’) habrfa infinitos puntos (z,y) que la transformacién estarfa enviando a (z',y’)
(de hecho lo que ocurriria es que la transformacién estarfa enviando todos los puntos de una misma
recta a un mismo punto). Las transformaciones en el plano llevan cada punto del plano en otro punto
del plano de tal manera que dos imédgenes de puntos distintos nunca coinciden, por lo tanto el rango
de las matrices en las transformaciones en el plano siempre es méximo y son invertibles. Se pueden
introducir los conceptos de inyectividad y sobreyectividad que subyacen en estos argumentos si el nivel
del grupo es muy bueno y los avances hasta el momento han sido satisfactorios, pero no es necesario
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Figura 37: Representacién matricial de las transformaciones. SM (Ed. previa. ISBN: 978-84-675-3472-6).

(se estarfa pidiendo que asimilaran demasiados conceptos nuevos para ellos; lo cual puede resultar
abrumador).

Ahora se puede formalizar la idea de transformacion afin o transformacién en el plano como una
funcién de R? en R? de la forma (3.1), donde A es invertible. Es en este punto donde se ve la necesidad
de la ampliacién del concepto de funcién que estaban manejando.

5. Obtencion de la ecuacién de una transformacion dados tres puntos no alineados.

Una observacién fundamental es que si la transformacion considerada deja fijo el origen de coordenadas

entonces b en (3.1) es directamente (O> y las columnas de la matriz A son las imagenes de (1,0) y

0
(0,1). Por lo tanto, basta conocer las imdgenes de estos dos puntos para obtener la ecuacién de la
transformacién. De no ser asf la imagen de (0,0) es b= (e, f), conocida esta y conocidas las imdgenes
de (1,0) y (0,1) también se conoce la ecuacién del movimiento aunque de forma no tan directa. Si
(A1, A2) es la imagen de (1,0) y (u1,u2) la de (0, 1) entonces las columnas (a,c) y (b,d) de la matriz
A son respectivamente (A — e, Ay — f) v (11 — e, u2 — f). Esto se puede comprobar facilmente por
(3.1) y se puede transmitir muy facilmente a los alumnos. La funcién de esta observacion es doble;
entender cémo actia una transformacion a partir de las imdgenes de (0,0),(1,0) y (0,1), y dar el
teorema fundamental de la geometria afin (no se le llamard asf) que estd incluido en el marco tedrico
como teorema 1; es decir, la transformaciéon que actiia sobre el plano se comprende a partir de cémo
actia sobre la referencia usual (figura 38) y queda definida por la imagen de un tridngulo (dados dos
tridngulos la transformacién que lleva uno en otro es tnica, figura 4). La justificacién de este resultado
requiere, como se vio en el marco tedrico, de la inversa de una transformacién. Por lo tanto, no se dara
tal justificaciéon aqui pero se puede explicar o tratar como tarea una vez introducida la composicién y
la inversa de las transformaciones (punto 5).

6. Composicion de transformaciones y transformacion inversa.

La posibilidad de componer transformaciones, es decir, de aplicar una transformacién tras otra, y
la de la transformacién inversa, la que “deshace” una transformacién previa, surgen de manera muy
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(a) Simetria (b) Homotecia

Figura 38: Resultados de transformaciones sobre la referencia usual

natural. Su introduccién se hard como hasta ahora de forma grafica y después se formalizara la
idea analiticamente con las ecuaciones matriciales que ya se manejan. La composiciéon vista como la
aplicacién sucesiva de transformaciones les es familiar pues ya conocen la composicién de funciones
en una variable real. Se estd haciendo ahora lo mismo, solo que la variable es bidimensional. La
transformacién se puede denotar como t(x) donde = es un punto de R?. Graficamente se intuye que
la composicién de transformaciones es una transformacién y analiticamente es sencillo de probar
(un ejercicio que se les puede requerir). No solo eso sino que es sencillo de obtener la ecuacién
de la composiciéon de transformaciones. Siendo t1(z) = A1z + by y to(x) = Asx + by entonces
taoti(x) = Ay Ay + Asby + be. Lo mismo se puede decir para la transformacién inversa de una dada.
Esta es de nuevo una transformacion, t;*(z) = Ay 'z — A7'b;. La existencia de A~' estd garantizada
por el comentario hecho en el punto anterior. Las ecuaciones de la composicion y de la inversa ya se
dedujeron con detalle en el marco tedrico.

El concepto de grupo.

No se pretende explicar teoria de grupos ni siquiera ahondar en este concepto, pero es conveniente
recordar (es probable que se les haya dado la definicién de grupo anteriormente) o introducir la
definicién de grupo. Un grupo es un conjunto (de nimeros u otros objetos matemdticos) con una
operacion interna que cumple la propiedad asociativa, la existencia de elemento neutro y la existencia
de elementos inverso o simétrico. Es importante en este caso destacar lo de “la operacién interna”
puesto que se va a considerar el grupo de los movimientos dentro del grupo de las transformaciones
afines (aunque en este no se va a hablar de su estructura de grupo). La conmutatividad puede darse,
y hablar de un grupo conmutativo o abeliano (como los nimeros reales con la suma o el producto), o
no (como en las matrices con el producto). Se usarén los ejemplos de grupos de los ndmeros con la
suma y el producto y de las matrices con la suma y el producto precisamente.

. El grupo de los movimientos.

Salvo las homotecias y las dilataciones verticales y horizontales todas las transformaciones afines que
se introdujeron de inicio son en particular movimientos. Seria interesante llegados a este momento
dar unos primeros pasos hacia la concepcién de la existencia de geometrias distintas de la euclidea.
En principio la propuesta que se propone se limita a incidir en la idea de que los movimientos son
un caso especial de transformaciones en el plano que mantienen la forma y el tamano de los objetos,
en cambio, otras transformaciones que no son movimientos alteran el tamano de los objetos aun
manteniendo su forma. Si se estd ante un grupo de 2° de bachillerato especialmente avanzado quiza
se pueda ir un poco mas alld y hablar de geometria afin y transformaciones afines y de geometria
euclidea y transformaciones euclideas o movimientos, bajo las ideas de Klein que se expusieron en el
marco tedrico. Para que comprendan qué es lo que hace especiales a los movimientos dentro de las
transformaciones en el plano hay que hablar de distancia y del determinante de la matriz asociada
al movimiento. En el paso 1 se vio que todos los movimientos (traslaciones, giros y simetrias)
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(a) Transformacién euclidea. (b) Transformacién afin.

Figura 39: Efecto de las transformaciones sobre la forma y tamano de las figuras

compartian la propiedad de que la distancia entre dos puntos coincidia con la distancia entre sus
iméagenes. Esta propiedad es la que caracteriza a los movimientos y en particular a la matriz asociada
a los movimientos. ;Como es el determinante de la matriz asociada a los movimientos? Siempre es
1 o -1 porque son matrices ortogonales. Se explicard qué es una matriz ortogonal si no se ha hecho
anteriormente. Las matrices de los movimientos son siempre ortogonales, es decir, su inversa coincide
con su traspuesta. A raiz de esto se introduce el Teorema 2 del marco tedrico y su corolario sobre la
clasificacién de las matrices ortogonales y, por ende, de los movimientos. Este resultado no se asume
de manera tan intuitiva y puede ser buena idea justificarlo, en clase o como tarea, pues los argumentos
que emplea son conocidos. Esto se hard o no en funcién del tiempo disponible y de las necesidades
especificas del grupo. No es indispensable probarlo, ya que en este curso no aporta tanto en el sentido
didéctico. En el teorema de clasificacién de los movimientos se dividen estos en movimientos directos
(su determinante es 1) e inversos (su determinante es —1). Informalmente los primeros son aquellos
que mueven el plano sin levantarlo a diferencia de los segundos, lo cual es muy visible utilizando una
hoja de papel (estd relacionado también con la nocién de orientacién).

Por otra parte los movimientos forman un grupo con la composicién. De las propiedades de la inversa
y de la trasposiciéon de una matriz ortogonal son facilmente deducibles las condiciones que se han de
cumplir para tal afirmacién. La aplicacién de movimientos consecutivos sobre una determinada figura
no altera ni la forma ni el tamafo de la misma. Idem para el movimiento inverso a uno dado y, por
descontado, para la propia identidad. Esta es la idea que se tratard de transmitir para concebir los
movimientos como un grupo, mas alld de la justificacién analitica.

. La composicién de movimientos.

Aunque se ha hablado de forma general sobre la composicién de transformaciones en el plano y se ha
obtenido la representacion matricial de estas y, en particular de los movimientos, es relevante hacer
un tratamiento especifico de las composiciones de movimientos y del movimiento inverso a uno dado.
La razén vuelve a radicar en la comprensién geométrica del resultado de la composiciéon. Dados dos
movimientos en forma matricial se podria obtener la matriz de la composicién resultante y clasificar
el mismo, pero esto provoca la pérdida de visibilidad de cémo estan actuando los movimientos en
el plano. De ahi, que sin pretender obtener geométricamente el resultado de la composicién de dos
movimientos cualesquiera o el teorema de Cartan-Dieudonné, si que se marque como meta diddctica
la deduccién de algunos de ellos, que pueden ser, por ejemplo:

e La composicién de traslaciones es una traslacion de vector la suma de los vectores de las
traslaciones.

e La composcién de giros centrados en el mismo punto es un giro que comparte el centro de los
anteriores y de angulo la suma de los dngulos de estos. Si el centro de los giros no es el mismo
el resultado también es un giro y el dngulo, la suma de los dngulos (a no ser que la suma de los
angulos sea 360°, en cuyo caso es una traslacion)

e La composicion de un giro y una traslacién es un giro que conserva el dngulo de giro.
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e La composiciéon de medios giros es una traslacion de vector el vector que va del centro del primer
medio giro al segundo y cuyo moédulo es el doble de la distancia entre ambos.

e La composicién de simetrias con el mismo eje es la identidad. Si los ejes son distintos y paralelos
el resultado es una traslacién y si son concurrentes, un giro.

e Las simetrias con deslizamiento son la composicién de una simetria con una traslacién cuyo vector
es paralelo al eje de simetria.

La respuesta del grupo ante la propuesta marcara la insistencia que se hara en esta parte del contenido,
pues se puede limitar este a las composiciones mas elementales o ir mas alld con la generacién de
movimientos a partir de simetrias o con la existencia de subgrupos dentro del grupo de los movimientos.

Los grupos de simetria y los grupos ornamentales.

Se definird el grupo de simetria de una figura como el grupo de los movimientos que aplicados sobre la
misma no altera su forma, su tamano o su posicién. Estos movimientos se llaman simetrias de la figura
F. Informalmente: Si uno estd observando una figura, cierra los ojos y se aplica un movimiento a esa
figura, y cuando los abre estd observando la misma figura exactamente en la misma posicién, entonces
el movimiento aplicado es una simetria. En la figura 40 si aplicamos sobre el mandala un giro de
30°,60°,90°, 120°, 150°, 180°, 210°, 240°, 270°, 300° o 330° con centro en el propio centro del mandala;
una simetria de eje cualquiera de las rectas que se muestran en la imagen; o la propia identidad, el
mandala permanece invariante. El hecho de que este conjunto de movimientos forme un grupo deriva
de que la composicién de simetrias de una figura, es decir la aplicacion de dos movimientos que la
dejan invariante, es claramente una nueva simetria de la figura. Del mismo modo la inversas de una
simetria de la figura es una simetria de la figura.

Si en lugar de una figura entendida como un conjunto cerrado por rectas o curvas se considera una
franja del plano limitada por dos rectas paralelas se extiende la idea de grupo de simetria al de grupo
de friso. Lo que se entiende por friso es el propio drea limitado entre las dos rectas paralelas. Los
movimientos que dejan invariante ese area forman parte del grupo de friso. Analogamente si se extiende
esta idea a todo el plano se habla de grupo de mosaico. Los grupos de simetria no pueden admitir
traslaciones o simetrias con deslizamiento porque se estaria alterando su posicién; los frisos solo admiten
traslaciones en una direccion, la de las rectas que lo delimitan; y, los mosaicos, admiten traslaciones
en dos direcciones. Los frisos se generan trasladando en la direccién dada un motivo y los mosaicos,
por la traslacién en las dos direcciones de una tesela.

Esto es lo que se pretende transmitir en cuanto a grupos de simetria y grupos ornamentales. A raiz de
ahi se observara que existen siete grupos de friso y 17 grupos de mosaico y se trabajard la identificacién
de los movimientos que forman parte de los grupos de simetria, de los grupos de friso y de los grupos
mosaicos de figuras, frisos y mosaicos dados e incluso se dira cudl es el grupo de friso o de mosaico
aplicando los esquemas de clasificacién (figura 23). Todo ello sin entrar en definiciones formales de
roseton, friso y mosaico ni en cémo se generan los 7 grupos de friso y los 17 grupos de mosaico o en
conceptos de grupos dihedrales y grupos ciclicos.

Figura 40: Concepto de grupo de simetria
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12.

Concepto de imagen digital.

Aunque se ha ubicado tras el contenido matemaético, la relacién de las matrices con las imagenes
digitales y el mundo de la fotografia puede introducirse en cualquier momento y quizé en la propuesta
didactica sea idéneo hacerlo al inicio del tema como motivacién hacia los contenidos. Los estudiantes
probablemente tengan vagas nociones sobre un pixel como elemento que origina las imagenes digitales
y se busca formalizar esta idea en cierta medida ;Qué es una imagen digital?; Qué es un pixel? si
los ordenadores solo entienden de ndmeros (binarios ademds) de alguna manera la respuesta tendra
que tener una relacién con las mateméticas. Una imagen digital es una gran matriz en la que cada
elemento es un pixel y un pixel contiene informacién sobre el color de la imagen en la diminuta region
que ocupa dentro de la imagen. La informacién sobre el color es un ndmero que va de 0 (negro) a
255 (blanco) si la imagen estd en escala de grises. Si la imagen esta a color el formato habitual es
RGB. En este formato la informacién sobre el color estd dada por una terna de nimeros ordenada.
Estos ntimeros van de nuevo de 0 a 255 y miden la intensidad de rojo, verde y azul respectivamente.
La combinacién de estos tres colores a distintas intensidades da una variedad de colores muy variada.
Conviene visualizar estas ideas con ejemplos de combinaciones de colores RGB como los de 27a y 27b
y los de la figura 41b; y alguna representacién matricial de una imagen ingenua creada para que sirva
como ejemplo (figura 41a).

(100, 100, 100) (30, 150, 200)
(200, 30,150) (150, 0, 150)

(a) Representacién matricial de una imagen digital

(b) RGB

Figura 41

Creacion de frisos y mosaicos.

Aunque cuando se trabaja con un lenguaje de programacién (en este caso Python) es posible mostrar
la imagen por pantalla, esto conlleva un gasto de memoria computacional y de tiempo, con lo cual
no se hace a menudo y es inevitable que se pierda la visualizacién de las operaciones que se estan
realizando sobre la imagen. Por tal motivo conviene llevar a cabo una creacién de un grupo de friso
o de mosaico de manera mas visual antes de pasar al abstracto lenguaje computacional y asimilar los
conceptos de motivo y de tesela de un mosaico sin entrar en definiciones formales. Simplemente basta
entender que una vez obtenida la tesela basta trasladarla en las dos direcciones para completar todo
el plano y que para definir la tesela basta con definir una porcién de la misma, el motivo, y aplicar las
transformaciones presentes en el grupo de mosaico correspondiente. Cada grupo de mosaico tiene una
tipo de celda primitiva caracteristica con los centros de los giros presentes en el grupo y las rectas de
simetria distibuidos de una manera caracteristica. Una buena forma de generar un mosaico partiendo
de su motivo y definiendo su tesela es, por ejemplo, a través de Geogebra ya que entre sus multiples
opciones estdn las de aplicar traslaciones, giros y simetrias sobre los propios objetos matematicos
de Geogebra o sobre imdgenes insertadas. Adema&s es una herramienta que se ha utilizado ya en la
propuesta y que se supone que ha sido utilizada en el presente curso y en cursos anteriores.

Por ejemplo, para la creacién de un mosaico p6m se ha de generar la celda primitiva 42. En ella se han
sefialado con distintos sfimbolos los centros de giros de dngulo 60° (6-centros, en las cuatro esquinas),
de dngulo 120° (3-centros, hay dos en el interior del paralelogramo) y de dngulo 180° (2-centros, en los
puntos medios de cada lado y en el centro del paralelogramo). Toda la informacién del mosaico estd
en uno de los tridngulos como el senalado. Los objetos definidos en su interior se van a repetir por
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todo el plano segtn las simetrias admitidas en el grupo.

Asi a los objetos del motivo se les aplican las simetrias y giros necesarios para engendrar la tesela y

Figura 42: Motivo y celda primitiva del grupo p6m

esta se expande mediante traslaciones por todo el plano (figura 43).

El lenguaje de programacién de OpenCV-Python.

No son muchos los conocimientos de Python que se han de introducir partiendo de que ya se tiene un
conocimiento muy béasico sobre algtin lenguaje de programacién en el que se han trabajado operaciones
basicas con vectores. Basta introducir las nuevas funciones de la misma manera y en el mismo orden
que en el marco tecnologico. No obstante, se espera tener que resolver dificultades en diferentes puntos:

e Lectura de imagenes. Las imagenes que se leen han de estar almacenadas en el directorio en el
que se trabaja.

e Acceso a la informacién de la matriz que se precisa. Hasta ahora han trabajado con un argumento,
la posicion en el vector. Con las matrices de imagenes se tienen los dos argumentos de acceso a
la posicién del pixel y un tercer argumento que solo toma tres valores para seleccionar el color.

e Orientacion en el sistema de referencia de imagenes de OpenCV-Python. El origen esta en la parte
superior izquierda, ademds la dimensién primera de la matriz (la altura/img.shape[0]) acota el
valor méximo de la segunda variable (Y') de la posicién del pixel; y la dimensién segunda de la
matriz (la anchura/img.shape[1]) acota el valor méximo de la primera variable (X) de la posicién
del pixel. De inicio esto genera complicaciones.

Figura 43: Grupo cristalografico p6m obtenido con Geogebra



3.2

e Generar las matrices de dimensiones adecuadas para crear el fondo de la imagen-mosaico y para
sumar las matrices de las imagenes que se superponen. En este punto se les ofrecerd especial
ayuda y se les facilitarda algun comando.

e Mostrar imédgenes por pantalla. Simplemente hay que ejecutar al mismo tiempo los comandos
cv.imshow y cv.waitKey.

De cara a atenuar estas dificultades se realizaran pequenos ejercicios de lectura de imdagenes, de
acceso a pixeles en una matriz dada, de aplicacién de una determinada transformacion a una imgen
mostrando el resultado por pantalla, de generacion de fondos en negro del tamano deseado y de suma
de matrices. Se detallardan algunas de ellas en las actividades del apartado 3.3.

El objetivo final de la propuesta consistird en la generacién de un cddigo similar al expuesto en el
marco tecnolégico para la aplicacién de un filtro de un grupo de mosaico a una imagen. La idea es que
los alumnos lo lleven a cabo en pequenos grupos y en horario lectivo para que el profesor esté presente
para solventar todas las posibles dudas y que partan de un ejemplo previo que se haya analizado con
ellos en clase de la generacién para uno de los grupos.

Con estas premisas se cree posible producir la tarea con éxito, no obstante si el grupo de 2°
de bachillerato con el que se estd trabajando no tiene ninguna nocién previa de un lenguaje de
programacion se podria limitar la generacién de un mosaico a la reproducida con Geogebra.

Contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluable

Teniendo en cuenta el apartado anterior se extrean los contenidos, criterios de evaluacién y estandares de
aprendizaje evaluable para la propuesta didéctica.

Contenidos conceptuales

Funcién de R? en R2.

Transformacién afin en el plano.

Traslaciones, giros, simetrias, homotecias y dilataciones.
Puntos y rectas invariantes.

Movimiento o transformacién euclidea.

Grupo.

Simetria de una figura plana y grupo de simetrias.
Grupos ornamentales. Rosetones, frisos y mosaicos.

Imagen digital y pixel.

Contenidos procedimentales

Distincién de los puntos y rectas invariantes y de las propiedades de las principales transformaciones
en el plano.

Deduccién de las ecuaciones de las principales transformaciones en el plano.
Operaciones con las transformaciones en el plano a partir de su representacién matricial.
Obtencion de una transformacion a partir de las imagenes de tres puntos no alineados.

Obtencién del movimiento resultante de la composicién de otros dos.
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Distincién de las simetrias y los movimientos de los grupos ornamentales.
e Generacién de un grupo de mosaico o de friso a partir de sus elementos principales.

e Creacién y manejo de matrices en Python y uso de algunas funciones de procesamiento de imédgenes
de OpenCV-Python.

e Generacion de un filtro de mosaico en Python.

Contenidos

1- Transformaciones geométricas
en el plano.

1.1.Concepto general de funcién.
1.2.Principales transformaciones afines
enel plano.

1.3.Descripcién. Aplicacién.
Propiedades y objetos invariantes.

Criterios de evaluacién

1. Comprender el concepto de funcién
de manera general.

2. Conocer las principales
transformaciones geométricas (afines y
euclideas) y sus propiedades.

3. Aplicar a objetos las principales
transformaciones geométricas.

Estindares de aprendizaje

evaluable

1.Diferencia qué asociaciones entre
conjuntos representan una funcion.
2.Conoce las diferencias en expresién y
propiedades entre una transformacién
afin y otra funcién del plano.
3.Reconoce la transformacién
(movimiento, homotecia o dilatacién)
realizada de una figura a otra y aplicar la
transformacién correspondiente a una
figura.

4.Distingue los puntos y rectas
invariantes por una transformacién asf
como sus propiedades.

2- Ecuaciones de las
transformaciones afines

2.1.Deduccién y estudio de algunas de
las ecuaciones.

2.2 Representacién matricial.
2.3.0btencidn a partir de las imégenes
de puntos.

2.4.Composicion de transformaciones
y transformacién inversa.

4.0btener las ecuaciones de las
transformaciones y trabajar con ellas.

5.Deduce las ecuaciones de
transformaciones sencillas.
6.Representa una transformacion en
forma matricial.

7.0pera con las transformaciones a
nivel geométrico y matricial.

3.Estudio de la estructura de
grupo.

3.1.Concepro de grupo.

3.2.El grupo de los movimientos.
Composicién de movimientos.
3.3.Grupos de simetria y grupos
ornamentales. Reconocimiento en
figuras e imdgenes.

5.Comprender la estructura del grupo
de los movimientos y de los grupos
ornamentales.

6.Reconocer movimientos en los
grupos ornamentales y clasificarlos.

7.Generar alguno de los grupos de friso
o de mosaico a partir de los elementos
principales (motivo, tesela, centro de
giro).

8.Distingue entre transformaciones
afines y euclideas (movimientos).
9.Determina el tipo de movimiento
obtenido de la composicion de dos
movimientos.

10.Reconoce las simetrias de una figura
dada.

11.Reconoce los elementos principales
de un friso o0 mosaico (motivo, tesela,
centro de giro), los movimientos que lo
dejan invariante y el grupo de friso o de
mosaico a partir de dichos
movimientos.

12.Genera un friso o mosaico dados sus
elementos principales.

4-Aplicacién tecnoldgica de las
matrices a las imdgenes digitales.

4.1.Representacion matricial de una
imagen digital.

4.2.Uso de OpenCV-Python para la
aplicacién de transformaciones
geométricas en imdgenes. Creacién de
filtros.

8.Emplear un lenguaje de
programacion (Python) para trabajar
con imdgenes digitales y aplicar los
conocimientos matriciales y las
transformaciones geométricas.

13.Utiliza un lenguaje de programacién
(Python) para leer una imagen, acceder
alos valores de sus pixeles, modificarlos
y crear imdgenes y fondos de imagen.
14.Realiza transformaciones
geométricas sobre imdgenes y generar
frisos y mosaicos.

3.3 Seleccion de actividades

La eleccién de las actividades oportunas y su secuenciacién a lo largo de la propuesta en funcién de las
capacidades y de la respuesta del grupo es clave para la consolidacién de los conocimientos y destrezas que
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se pretenden transmitir. Se establecen aqui el tipo de actividades que conviene emplear para cada una de
las secciones de contenido consideradas en 3.1 y se analiza cudl es su nivel de demanda cognitiva segin
Smith y Stein [22] y en qué momento se piensa emplearlas.

A1 Acividades sobre la generalizacién del concepto de funcién

e Ejemplos y preguntas para asegurar la asimilacién del nuevo concepto (nivel I). Para garantizar que
los alumnos han comprendido la generalizacién de una funcién se utilizan diversos diagramas como
en la figura 33 que asocian los elementos de dos conjuntos, graficas que relacionan puntos de la recta
entre si e incluso expresiones analiticas que pueden ser o no funciones y, que de serlo, pueden ser
biyectivas, inyectivas pero no sobreyectivas, sobreyectivas pero no inyectivas o ninguna de las dos. Se
les pregunta por estas cuestiones o incluso se les pide que ellos mismos pongan los ejemplos.

A1.1 Determinar si son funciones o no las asociaciones entre conjuntos aqui representadas. En
caso de serlo determinar si son inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

X - f(")——Y:Im(f)

Yy — arctanx

(a)

e Ejercicios para distinguir entre transformaciones afines y otro tipo de funciones de R? en R? (nivel
IT). Pueden realizarse durante la sesién lectiva o como tarea para casa.

A1.2 Sean la funcién f(z,y) = (y,2?) y la recta r : 2z —y = 1 jes la imagen de r también una
recta?

Solucién: Las imégenes de los puntos de la recta (0, —1), (3,0) y (1,1) son respectivamente los puntos

(=1,0),(0, %) ¥ (1,1) que no estén alineados. La imagen de r no puede ser una recta.

A2 Actividades sobre la visualizacién de las transformaciones afines en el plano

Para esta primera toma de contacto con las transformaciones afines desde 3° de ESO se realizara una rapida
revision sobre como actiian sobre objetos y qué propiedades caracterizan a cada cual a través de una serie
de preguntas que se completaran durante la clase alternando con la exposicion del profesor y haciendo uso
de Geogebra y se entregaran como tarea al término de la misma (nivel II).

A2.1 ;Cuél es la imagen del tridngulo de vértices A = (1,1),B = (4,3) y C = (5,1) por la simetria
de recta —2x + 9y = —77 Halla la recta de que pasa por los puntos medios de los segmentos AA’ y
BB’ (A’ y B’ son respectivamente las imdgenes de A y B).

Solucién:
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La idea es completar un esquema como el expuesto en el segundo punto de la organizacién de contenido
(3.2) con una despcripcién de cada transformacién afin, los puntos y rectas que deja invariantes y otras
propiedades.

A3 Actividades sobre la deduccién de las ecuaciones de las principales transformaciones afines

Algunas de las ecuaciones de las principales transformaciones afines (movimientos, homotecias y dilataciones)
se deducen de manera inmediata a partir de la representacién (3.2), como puede ser el caso de la traslaciéon
o de la homotecia centrada en el origen. Otras en cambio se pueden obtener a partir de propiedades
geométricas y dar lugar a tareas de investigacion dirigida (nivel III). Por ejemplo, para el caso de la simetria
axial:

A3.1 Dados la recta r de ecuacién general aX + bY + ¢ = 0, el punto P = (z,y). Su reflejado por la
recta se denota P’ = (2/,y’).

e Dar los vectores directores de la recta r y de la recta s, que pasa por Py P’ (solucién esperada:
(aub> y ((E - 1'/, Yy — yl))

e ; Cuanto vale el producto escalar de los vectores directores? Deducir una igualdad de incégnitas
a2’ ey (solucién: b(x — ') = a(y’ — v))).

e Obtener el punto medio M del segmento PP’ y dar la igualdad que se deduce del hecho de que
r pasa por M. (solucién: a(%z') + (L) +¢=0).

e Las dos igualdades que se han obtenido forman un sistema de dos ecuaciones y de incognitas

z',y’. Resolver el sistema.

e Dar las ecuaciones de la simetria de eje la recta r. (solucién: se esperan obtener unas ecuaciones
equivalentes a 2.7, probablemente sin llegar a tal simplificacién).

A4 Actividades sobre transformaciones afines y su representacién matricial

e Ejercicios de aplicacion directa para practicar en el tiempo de clase la con la representacién matricial
de las matrices (nivel II).

A4.1 Dar la imagen de la recta y — 2z + 1 = 0 por el giro de 30° centrado en el punto (—1,1).

La ecuacién de un giro de centro C' = (a,b) viene dada por 2.6. Su deduccién se hizo en el marco
tedrico-matematico a partir del conjugado de un giro centrado en el origen por la traslacién de vector
OC'. En el curso de 2° de bachillerato su deduccion se realiza de la misma manera que la de la homotecia
en la figura 34: Se traslada el punto (x,y) por el vector que lleva C' al origen, se realiza el giro de 30°
y el resultado se traslada por el vector anterior en sentido inverso.
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Solucién: El giro de 30° centrado en C' = (—1,1) viene dado por la ecuacién en forma matricial:

N _ LB LY e\ 1 (-(1-V3)+1

Pese\y) =\l v3)\w) T2 \c1+e(1-v3)
Las transformaciones afines llevan rectas en rectas asi que la imagen de la recta y — 2z +1 = 0 es una
recta que queda determinada por la imagen de dos de sus puntos. Dos puntos de la recta son (0, —1)

y (1,1).
o ()10 ()1 (B)-5 (%)
e ()38 0151 (A)

La recta imagen tiene como vector director (2 ++/3,1) y pasa por el punto %(\/ﬁ —1,0). Su ecuacién

13- _ _
en forma continua es y = %\/\%1) Equivalentemente y = 7\/5)5“ +& 134\/5)'

Ejercicios para aplicar la composicién y la inversién de transformaciones afines (nivel II).

A4.2 Realizar sobre el cuadrado OABCD (A= (-1,1),B=(-1,-1),C = (1,-1),D = (1,1))
una dilatacién horizontal de centro (1,0) y razén k = 2 seguido de una simetria de eje x =0y
representar la transformacién obtenida ;Hubiera dado el mismo resultado la composicién en el
orden inverso?

Solucién: Una dilatacién horizontal de razén k centrada en (a,b) tiene la siguiente ecuacién:

{ ¥ =k(z—a)+a
v =y

Denotamos por dj, a la dilatacién y por o a la simetria. dp(z) = A1z + b1 y 0(x) = Asx + by, donde

e () (3 D))

-2 0 1
odp(z,y) = As A1z + Agby = ( 0 1> <z) + <0>
y la imagen del cuadrado JABCD es

GG D A )6)=04 37

La composiciéon no es conmutativa pues aunque la matriz de la transformacién es la misma en los dos

Por lo tanto,

(a) DABCD (b) 0dy(OABCD)
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casos no lo es asi la imagen del origen. Una de las composiciones es una traslacién de la otra.

dpo(z,y) = (02 (1)>

e Ejercicios para consolidar el procedimiento para obtener la matriz de una transformacién afin a partir
de las imégenes de tres puntos no alineados (nivel II).

A4.3 Determina la ecuacién matricial de la transformacién afin que envia los puntos
(0,2), (1,3), (2,1) respectivamente en (0,1),(3,5), (4,2).

Solucién: El procedimiento es el expuesto en el marco teérico-matematico. Se determinan primero
la transformacion ¢, que lleva (0,0), (1,0),(0,1) en (0,2),(1,3),(2,1) y la transformacién t5 que lleva
(0,0), (1,0),(0,1) en (0,1),(3,5), (4,2). La transformacién requerida es tt; *. Asf pues,

1 2\ (=« 0
3 4\ [z 0
tg(fﬁ,y) - 5 92 y + 1

Para determinar la ecuacién de ¢; " se calculan

) DE 020

y se obtiene la transformacién requerida
1/9 2\ (x 4 /1
—1 _ =
witen =5 (1 8) () 5 )

A5 Actividades sobre el concepto de grupo

Aunque no se pretende incidir en teoria de grupos se pueden incluir cuestiones sobre si determinado conjunto
con una operacién definida es o no un grupo con el fin de afianzar este concepto (nivel IIT).

A5.1 Probar que estas cuatro matrices junto con la multiplicacién forman un grupo conmutativo
1 0 1 0 -1 0 -1 0
=0 0)i4=( 2)o- (0 D)= (0 2)

Solucién: El conjunto formado por estas cuatro matrices cumple la asociatividad con el producto, por ser
un subconjuno de las matrices 2 x 2; y tiene elemento neutro, el elemento Z. El producto es una operacion
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interna del grupo y todos los elementos tienen inversa como se puede comprobar en la tabla. Dado que la
tabla es simétrica se deduce que el grupo es ademds conmutativo.

A6 Actividades sobre el grupo de los movimientos Estas actividades buscan, de manera tanto
geométrica como matricial, explorar cémo son los productos de diversos movimientos.

e AG.1 Experiencias con papel (nivel II-11T). Este tipo de actividad puede ayudar a entender mejor las
simetrias a la vez que a hacer conjeturas sobre el resultado de la composicién de las mismas. Una
hoja de papel (preferiblemente papel de calcar), un ldpiz y una regla son todos los objetos de los
que se precisa. Se dobla la hoja de papel y se traza la recta m sobre la doblez. Ahora en uno de
los semiplanos definidos por m se dibujan diversos objetos (puntos, rectas, nimeros...). Para obtener
la imagen de estos por la simetria de eje m basta doblar la hoja de papel marcando los objetos por
ambas caras y desdoblar después la hoja. El resultado se observa en la figura 44. Msis alld de la

Figura 44: Experiencias con papel I[18]

comprensién de las simetrias, estas experiencias con papel pueden ser muy utiles para hacer conjeturas
sobre el producto de simetrias. Se pueden conjeturar, en concreto, los resultados que ofrece el Teorema
de Cartan-Dieudonné (ver marco tedrico matemadtico). Aplicando de nuevo dobleces y marcando las
figuras de las que se desea obtener la imagen se puede intuir que la composiciéon 0 ,,0; es una traslacion
de vector 24, que la composicién 0,0, es un giro de 2-90° y que la composicién 0,,0,0, es una simetria
con deslizamiento de eje u y vector de traslacién 2, tal y como se muestra en la figura 45. A partir de
ahf se pueden generalizar estos resultados dando lugar al teorema. Ademds se pueden conjeturar otros
resultados. Por ejemplo, 0,,0,,0; es una simetria de recta ¢, paralela a n por el vecor —i (basta ver
que la recta t queda fija por tal composicion:o,,0; la desplaza por 2u, por lo deducido anteriormente;
y ahora, la devuelve a su posicién inicial).

e Ejercicios para estudiar geométricamente la composicion de movimientos. Sobre todo a partir de las
consecuencias de la experiencia anterior, es decir, de la escritura de los movimientos como producto
de simetrias, se pueden obtener los productos de otros movimientos y propiedades de estos productos.
Esto, antes de volver al estudio matricial de los movimientos, aporta un sentido geométrico y una
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Figura 45: Experiencias con papel 11

visualizacién del contenido. (nivel III)

A6.2 En la siguiente figura encuentra el punto fijo de 0,0, donde 03 = 0,0,,0;y Oy = O.0,0,.
Fuente: [15]

/

N

Y
Solucién: 0,0, es la traslacion de vector 2N M por lo que 0,0,,0; deja fija la recta s paralela a ella
a través de NM (la aplicacién de la simetria con eje en [ lleva a s a la paralela a [ a través de —NM

—
y la aplicacién conjunta de las simetrias de ejes n y m respectivamente la traslada a través de 2N M,
devolviéndola a su posicién inicial) y no deja fijos otros puntos, por lo tanto es la simetria ;.

Por otra parte, 0.0 es un giro con centro en el punto de corte de b y ¢ y de dngulo el doble del
dngulo de b a ¢ (2-33.97°). 0.0,0, deja fija la recta t que consiste en girar a en 33.97° alrededor del
punto de corte donde coinciden las tres rectas (al aplicar la simetria de eje a se desplaza t a la recta
consistente en girar a alrededor del punto de corte en un dngulo de —33.97° y la aplicaciéon conjunta de
las simetrias de ejes b y ¢ respectivamente gira la nueva recta alrededor del mismo punto en un angulo
de 2-33.97° devolviéndola a su posicién inicial) y no deja fijos otros puntos, por lo tanto es la simetria
O¢.

El punto de corte P de s y t queda fijo por 0,0 ya que la primera simetria fija todos los puntos de
la recta s y la segunda, todos los puntos de la recta t. La composicién de ambas es un giro, asi que no
hay maés puntos fijos.
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A6.3 Dados los puntos del plano P y @ halla el punto del plano que queda fijo por la composicién
de movimientos T pgpPpaso. Fuente: [15]

Solucién: Se traza el segmento PQ y el punto medio M del mismo. A continuacién se trazan las

perpendicares p y m a desde P y M respectivamente y la recta r que forma un angulo de 45° con
p desde P. Asi, escribiendo los movimientos como producto de simetrias se tiene que Tpg = 0.:,0p y
pPpase = 0,0,. Por lo tanto,

TP,QPP,450 = O-mo-po-po-r = 0m0y,

que es un giro de centro el punto de corte X de m y r. Este es entonces el punto fijo requerido.

Ejercicios para estudiar matricialmente el grupo de los movimientos. En estos ejercicios se utiliza
los productos de matrices representando la composicién de movimientos y las matrices inversas
representando los movimientos inversos. Entra en juego también el Teorema de clasificacién de las
matrices ortogonales.

A6.4 (nivel IT) Determinar la ecuacién matricial del giro de 60° y de centro C = (2,0).

Solucién: Si la ecuacién del giro pe goo €s Pogoo(x,y) = A (Z) -+ b entonces

37
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Para determinar b se calcula la imagen O" = (01, O2) de (0,0) por pceoo. Basta tener en cuenta que
la distancia de O" a C es la misma que la de O a C y que el dngulo de giro del vector % al vector
CO' es 60°.

Es decir,

O +0; =
(01’ _2) i (_270)
4

De (3.4) se tiene que O; = 1y de (3.3) se tiene que Oy = 4+v/3. Como el dngulo del giro es directo (en
sentido antihorario) el valor de O es —/3. Por lo tanto, la ecuacién del movimiento es

) () ()

(3.3)

(3.4)

M| = W

pc,600($, y) = (

[N
[N L\J‘%
w

A6.5 (nivel IIT) Sean

_( cosf sinf __(cos¢ sing
Ap = (sin0 cos@) y By = (singb cosgb)

Comprobar que AgAy = Agty, AgBy = Bory, BoAy = Bog_y y ByBy = Ag_y. Fuente: [2]

Solucién: (solo para el dltimos caso ByBg = Ag—_g).
Teniendo en cuenta las formulas del seno y el coseno de la diferencia de angulos

cos(f — ¢) = cosf cos ¢ + sin O sin ¢
sin(f — ¢) = sin 6 cos ¢ — cos @ sin ¢

BB, — cosfcos g+ sinfsing sinfcos ¢ — cosfsin ¢ _ cos(d — ¢)  sin(f — @)
052¢ cosfsing —sinfcos¢g cos B cos ¢ + sin O sin ¢ —sin(f — ¢) cos(f — @)
Se deduce que la composiciéon de dos movimientos inversos, bien sean simetrias o simetrias con
deslizamiento, da como resultado un movimiento directo. Si los ejes de las simetrias (con o sin
deslizamiento) forman dngulos de 6° y ¢° respectivamente con el eje horizontal y 8 — ¢ # 0 entonces
la composicién de los movimientos inversos es un giro de angulo 8 — ¢. En caso contrario, es una
traslacién.

A7 Actividades sobre grupos de simetria

Se busca sobre todo una visualizacion geométrica mediante ejercicios de bisqueda de simetria en figuras,
aunque también se relacionaran los grupos de simetria con la representacién matricial.

A7.1 (nivel IT) Los puntos (1, —+/3), (1,v/3) y (—2,0) determinan un tridngulo equildtero. Encuentra
las matrices que representan las simetrias del tridngulo. Haz lo mismo para el hexagono regular cuyos

vértices son (2,0), (1,v/3), (=1,v/3),(=2,0), (=1, —v3) y (1, —/3). Fuente: [7]
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Solucién: (solo para el tridngulo equildtero).

Los ejes de simetria del tridngulo equildtero son las las tres medianas, mediatrices, bisectrices o alturas (en
este caso coinciden).

Recta 1: De C' a M; = (1,0) (punto medio de AB): y = 0. Forma un angulo de 0° con el eje horizontal.

Recta 2: De B a My = (3,
horizontal.

S

23) (punto medio de AC): y = —/3x. Forma un éngulo de 240° con el eje

Recta 3: De A a M3 = (3, ,T\/g) (punto medio de BC): y = v/3z. Forma un 4ngulo de 60° con el eje
horizontal.

-2 -1 2

Las matrices que representan cada una de las simetrias son, en el mismo orden,
1 =3 V3
0 1\ [ 3 2 . 2
1 0/ \&8 1 | 1
2 2 2

A7.2 (nivel III) Encuentra las simetrias presentes en cada una de las letras del alfabeto y clasifica
las letras en diez grupos en funcién de las simetrias que contengan (nota: las simetrias que estan
presentes en las letras del alfabeto son la identidad id, la simetria de recta horizontal 0, la simetria
de recta vertical 0,, la simetria de recta la diagonal principal 04, , la simetria de recta la diagonal
secundaria 04,, €l medio giro o simetria respecto al centro O, el giro de centro O y Angulo 120° y el
giro de centro O y dngulo 90; ademds de las infinitas simetrias y giros presentes en la letra O).

|
N‘SM\»—A
w

{id] {odi 0w {domy fcd.oi.o‘,ﬁ {v-'d,(s;,$
£ -B -
G A e .= RN
J -
i €
14 K
(‘:"&-0_4-:.'] { i 075“0—&“0'6‘( { <dy Oy, Pomo"l '{':‘J‘l 0v.Oy, O,

/l{ w* Goa % 3 oute |

{ @6, ewolgut gito de antte O
welgquty Simektia g s por 0}

A8 Actividades sobre grupos ornamentales
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Béasicamente se distinguen dos tipos de actividades en este punto: de reconocimiento de grupos ornamentales
en figuras y de creacién de grupos ornamentales a partir de los elementos principales.

e Reconocimiento de grupos ornamentales. No se pretende que los alumnos memoricen los grupos de
friso o de mosaico pero si que a partir de la descripciéon de los mismos y de la ayuda de los esquemas
23 y 26 sean capaces de diferenciar los movimientos presentes en unos y otros y de identificar en base
a ello el grupo correspondiente. Serd particularmente interesante utilizar los mosaicos de la Alhambra
y los mosaicos de Escher (nivel II-I1T).

A8.1 Identifica el grupo de friso que se muestra en las siguientes figuras indicando los ejes o
centros de simetria que te han permitido hacerlo. Fuente: [18]

Figuras y solucion:

Z5 cenbro
Qe %‘jc_(u— recf KO - - ot
|
T (o) e
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de ot &LEND @ e
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A8.2 Determinar el grupo cristalografico correspondiente al siguiente mosaico de Escher.
Dibujar la celda primitiva y los ejes y centros de simetrias que aparecen en ella.

Figura y solucién: (grupo p3ml tomado de la figura 25. Los ejes amarillos corresponden a simetrias,
los ejes azules a simetrias con deslizamiento y los puntos a 3-centros).

e Generacion de mosaicos. Como se ha mostrado ya en la organizacién de contenido, una actividad
consistird en la creacién de un mosaico en Geogebra a partir de su celda primitiva. Lo que se pide
es que el alumno genere el motivo del mosaico y lo distribuya alrededor del plano utilizando los
movimientos correctos, los que pertenecen al grupo de mosaico que le correponde (nivel IIT).

A9 Actividades con el lenguaje de programacién (Python-OpenCV)

El objetivo del empleo del lenguaje de programacién es llegar a la creacién de un filtro de mosaico con la
guia del profesor y con un ejemplo de partida. Este serd el proyecto final de la propuesta. Para que tal fin se
logre de manera eficaz es adecuada ademas la introduccién de algunos ejercicios que ayuden a los alumnos
a adquiriR un cierto dominio de Python y, en especial, de las funciones y algoritmos que se van a emplear.

e Ejercicios de practica de Python-OpenCV (nivel II).

A9.1 Leer la imagen guardada en el fichero image.jpg’, crear un fondo de dos veces el alto y dos
veces el ancho de la imagen y colocar en la esquina superior izquierda la propia imagen y en la
esquina inferior derecha la imagen rotada 180°. Mostrar la imagen por pantalla y guardarla en
un fichero de nombre ‘imagenrotada.png’.

Solucién:

import cv2 as cv
import numpy as np

#Tomamos la imagen original
img = cv.imread(’image.jpg’)
cv.imshow ( ’image’ ,img)
cv.waitKey (0)
cv.destroyAllWindows ()

rows, cols ,channels = img.shape

ptsl = np.float32 ([[0,0],[img.shape[l] —1,img.shape[0] —1],[img.shape[1l] —1,0]])
pts2 = np.float32 ([[2*(img.shape[l] —1) ,2x(img.shape[0]—1)],

[img.shape[l] —1,img.shape[0] —1], [img.shape[l]—1,2%(img.shape[0]—1)]])

M = cv.getAffineTransform (ptsl ,pts2)

imgrot = cv.warpAffine (img ,M, (2% cols ,2*rows))
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cv.imshow ( ’image’ ,imgrot)
cv.waitKey (0)
cv.destroyAllWindows ()

I= np. float32 ([[1,0,0],[0,1,0]])

img = cv.warpAffine (img,I,(2*cols ,2*xrows))
img=img+imgrot

cv.imshow ( ’image’ ,img)

cv.waitKey (0)

cv.destroyAllWindows ()

cv.imwrite (”imagenrotada.png” ,img)

e A9.2 Proyecto final. La idea del proyecto final es que sea una tarea por parejas o grupal (grupos de
tres o a lo sumo cuatro personas), que se desarrolle en una doble sesién (dos sesiones preferiblemente
consecutivas de 50 minutos) y en la que el profesor puede resolver las dudas y dificultades que les surjan
a los alumnos. Ya se ha descrito en varias ocasiones el contenido del proyecto. Se trata de crear a partir
de una imagen inicial un filtro de mosaico a partir de uno de los grupos pm, pg, pmm, pmg, pgg y p4
como se ha realizado en el marco tecnolédgico. El profesor puede utilizar el grupo mas sencillo p1 como
ejemplo y asignar a las parejas o grupos el grupo cristalografico que van a utilizar para desarrollar su
filtro de imagen. Al final se realizard una breve presentacién ante el resto de los companeros explicando
cémo se ha desarrollado el cédigo y qué movimientos aparecen en el mosaico (nivel IV).

3.4 Contribucion a las competencias clave

Una de las maximas que se extrae del marco didactico es el aprendizaje basado en las competencias clave.
En esta propuesta se logra en menor o mayor medida desarrollar cada una de las siete competencias clave
del curriculo.

Competencia matemadtica y competencias en ciencia y tecnologia (CMCT)

Es por razones obvias la méas desarrollada en la propuesta. Se incide fundamentalmente en algunos
aspectos: la estructura y elementos simbdlicos que subyacen bajo ciertos fenémenos de la realidad, como las
imégenes digitales; la argumentacion 1égico-matematica, mediante deducciones de algunos resultados; y la
visualizacién geométrica, clave para reinterpretar el lenguaje simbdlico empleado e intuir nuevas propiedades
o regularidades.

Competencia en comuncacidn lingiiistica (CCL)

En el &mbito de las matematicas como en el de la ciencia en general es clave la comunicacién y divulgacion
de los resultados para la consecucién de logros comunes, sobre todo si estos depende de diferentes
disciplinas. Por ello es importante trabajar cuanto antes, y m&as en estos alumnos cuyas perspectivas
académico-profesionales estdn estrechamente relacionadas con la ciencia, aspectos comunicativos. Asi, en la
puesta en practica de la propuesta se hard hincapié en el buen uso del lenguaje matemético para expresar
ideas, opiniones o dudas al profesor o al resto de los companeros de manera oral y escrita. La introduccién
de presentaciones como la que se pretende en el proyecto final constituye un buen instrumento de cara a
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cumplir estas expectativas.

Competencia digital (CD)

El empleo de las herramientas tecnolédgicas facilita la realizacion eficaz de muchas tareas: buscar y compartir
informacidén, procesar datos, realizar célculos, presentar resultados... Su inclusién en el estudio académico
repercutirda en el manejo responsable y eficaz de los presentes alumnos. En esta propuesta, en particular,
se ha apostado con fuerza por el manejo de entornos de programaciéon, pues actualmente son uno de los
motores del desarrollo cientifico-tecnologico; se ha dado una introduccién formal al mundo de las imagenes
digitales y a su procesamiento, un objeto que estd presente en el dia a dia de toda persona; y, se ha
incentivado el uso de otras herramientas para la representacién geométrica del contenido matematico a
través de Geogebra.

Aprender a aprender (AA)

A través de los diferentes elementos de la propuesta didédctica se pretende potenciar ciertas actitudes y
habilidades de los alumnos de cara a que asuman responsabilidades en su aprendizaje y adquieran autonomia
en el estudio, especialmente en lo que se refiere a las matematicas: autocritica con el propio aprendizaje,
toma de conciencia de los ritmos de aprendizaje de cada cual, planificacién de tiempos, cultura del error
(aprender de los errores) y aplicacién de estrategias para una mejor comprension.

Sentido de la inciativa y espiritu emprendedor (SIE)

La creatividad, la capacidad de asumir proyectos, la capacidad de planificacién y organizacion y la gestién
de emociones entre otras son cualidades muy valoradas y de gran enriquecimiento personal que se pretenden
asumir a partir de algunos de los requerimentos de la propuesta como puede ser el proyecto final de
progrmacién o tareas de investigacion.

Competencia social y civica (CSC)

La cooperacion y el trabajo conjunto son primordiales de cara al progreso cientifico y va perdiendo fuerza la
concepcion de las matematicas como una disciplina de cardcter solitario. Asi, tienen un papel protagonista
una serie de valores como el trabajo en equipo y el respeto hacia los demds y sus opiniones. Estos valores
se trabajaran en todo momento durante las sesiones lectivas y especialmente en aquellas en las que se
desempene un trabajo colaborativo bien por grupos o bien por parejas.

Conciencia y expresiones culturales (CEC)

El conocimiento de cémo se han gestado y cémo se han puesto en comin las diversas teorias matematicas
a lo largo de la historia es mas valioso de lo que uno se puede imaginar a priori, especialmente en en la
ensenanza de las matematicas, pues aporta una visién de cémo el ser humano ha ido aprendiendo a hacer
matematicas desde la nada, qué es lo primero que ha aprendido y como ha ido construyendo a partir de ahi.
Ademas, las matematicas han contribuido en la sociedad, en la cultura y en el arte a lo largo de la historia.
En esta propuesta se tiene un buen ejemplo, pues la bisqueda del ser humano de la simetria es casi una
obsesién y la importancia de los grupos ornamentales como decoracién de las construcciones queda patente
en muchos edificios que atin se conservan. Se trataran de transmitir en la medida de lo posible estas ideas
para desarrollar una apreciacién histérico-cultural a través de las matematicas.

3.5 [Evaluacién del aprendizaje

La evaluacion es muy influyente en el aprendizaje del alumno, pues el ideal de aprender por aprender no
es para nada frecuente y, por lo general, el alumno se mueve por los requerimientos que vienen impuestos
por la evaluacion. El foco de esta en unos aspectos particulares determinard que el alumno también los
conciba como més importantes y que ponga en su consecucién su mayor empeno en detrimento de otros.
Por este motivo es mas delicado de lo que puede parecer la eleccién de los criterios y las herramientas de
evaluacién. Los primeros ya se han determinado en el apartado 3.2 y en cuanto a los segundos se tendra
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muy en cuenta lo que se desea enfatizar en esta propuesta en vistas a que el alumno también lo priorice.
Asi, el empenio por incidir en la contextualizacién tecnolégica de las matrices convertird al proyecto final
en la herramienta de evaluacién de mayor peso. La insistencia en la relacién algebraico-geométrica y en la
argumentacion logico-matemdtica que se trabajan con diversas actividades a lo largo de las sesiones lectivas
asimismo implica que estos dos aspectos sean valorados en la evaluacién otorgando un porcentaje notable
al trabajo diario, que puede medirse a partir de la entrega de determinadas actividades como tarea. La
participacién del alumno durante las clases serd indicio de que se estd logrando motivar el aprendizaje de las
matrices a partir de los nuevos elementos introducidos y por lo tanto tendra su papel. La creciente valoracion
de estas tres primeras herramientas resta protagonismo a la cldsica prueba escrita que, no obstante también
serd considerado, ya que es clave para determinar de manera individualizada el aprendizaje obtenido por el
alumno. Teniendo en cuenta estas consideraciones la distribucién de la nota final en base a estas herramientas
de evaluacién puede variar a la que aqui se va a proponer, pero cabe reflexionar y tener en cuenta estas
ideas.

En resumen las cuatro herramientas de evaluacién que se proponen para evaluar eficazmente esta propuesta
son las siguientes:
Proyecto final

El proyecto final no solo estd estrachemente relacionado con el objetivo de aplicacién tecnoldgica que se
pretende sino que conjuga los diversos conocimientos que se han desarrollado durante toda la unidad en una
tarea mas compleja y de aplicacion a la realidad social y tecnolégica. En el proyecto final se valorara:

e La aplicacién correcta de los movimientos que forman parte del grupo de mosaico.

El uso adecuado de las funciones y algoritmos de OpenCV estudiados.

La originalidad y el empleo de ideas propias.

La limpieza y el orden en el codigo.

El manejo de los conceptos tedricos en la exposicién oral.

La claridad de la exposicion.

Entrega de actividades

La entrega de actividades serd fundamental para valorar el interés que ha mostrado el alumno y la
comprensién que demuestra sobre los contenidos. Las actividades que se requerirdn para la evaluacion
se caracterizan por un complejidad un poco mayor que permitird determinar el esfuerzo y la capacidad de
razonamiento de los alumnos. Entre ellas se incluyen:

e La deduccién guiada de alguna de las ecuaciones de las transformaciones afines (A3.1).

El andlisis sobre un conjunto para determinar si es un grupo (A5).

El estudio geométrico de la composicién de movimientos (A6.2, A6.3).

e La identificacién de movimientos en figuras de frisos y mosaicos asi como del grupo que a estos les
corresponde (A8.1, A8.2).

e La generacién de un mosaico o friso con Geogebra (A8.3).

Esta herramienta de evaluacién se valorara de acuerdo con los siguientes items:
e El manejo de los conceptos tedricos.

e La argumentacién y el razonamiento matematico.

El uso de un lenguaje y notacién matematico adecuado.

El orden y la claridad de las ideas.
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e La originalidad y el empleo de ideas propias.

e La limpieza y claridad en la presentacion.

Prueba escrita

La prueba escrita medira el grado en el que los alumnos desarrollan los estandares de aprendizaje planteados
para la propuesta en cuanto al contenido puramente matemético (con el proyecto final ya se ha dado el peso
suficiene a la aplicacién tecnoldgica y a la programacién). Serd una prueba realizada durante una sesién
lectiva (50 minutos) en la que el alumno tendrd que resolver sin ningin material de apoyo una serie de
actividades sobre contenidos que se consideran clave para el aprendizaje del alumno en esta propuesta.

e Aplicar geométrica y analiticamente una transformacién afin sobre una figura (A4.1, A4.2).

e Determinar la ecuaciéon matricial de una transformacion afin por la imagen de tres puntos no alineados
(A4.3).

e Determinar el movimiento resultante de la composicién o la inversién de otros. (A6.4, A6.5)
e La identificacién de simetrias en una figura plana (AT).
Cada una de las actividades o ejercicios planteados en el examen se valorard de acuerdo a unos determinados

criterios de evaluacién propios.

Participaciéon en clase La participacién activa del alumno durante las sesiones lectivas enriquecerd su
aprendizaje asi como el de sus companeros y, por ello, es otro aspecto que constard en la evaluacién. Se
tendran en cuenta:

e La respuesta a las preguntas y actividades requeridas.
e Las preguntas y la manifestacién de dudas cuando las haya.
e La actitud de respeto y el buen comportamiento.

e El interés mostrado en las clases.

Asi, la distribucién de la calificacion final en funcién de las cuatro herramientas que se propone es la
siguiente:

Proyecto final: 40%
Entrega de actividades: 25%
Prueba escrita: 25%

Participacién en clase: 10%

La propuesta diddctica planteada en este trabajo estd desligada de un contexto de aplicacién (caracteristicas
socio-econdémicas de una comunidad o centro y de funcionamiento de este) por lo que no se hablard
de la calificacién minima exigida y ni sobre los criterios de recuperacion, que probablemente estén en
correspondencia con los de otras unidades didacticas o se consideren a nivel trimestral. En el caso de
plantearse una recuperacién especifica para esta propuesta quizé seria conveniente realizarla en base a una
entrega de actividades (en las que puede incluirse algiin ejercicio de programacién) y de una prueba escrita.

3.6 Otros elementos del diseno curricular

De manera mas o menos explicita se han abordado los elementos fundamentales de un diseno curricular:
los objetivos, que se han planteado desde el principio en la introducciéon; las metodologias, que se deducen
del marco didactico; y, las competencias clave, los contenidos, la secuenciaciéon temporal, las actividades
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de aprendizaje y la evaluacién, que se han analizado en el presente capitulo. En cuanto a los elementos
restantes (andlisis del entorno, recursos, atencién a la diversidad, planes complementarios y autoevaluacién
de la unidad) se dardn algunos breves apuntes pero no se entrard en detalles al carecer esta propuesta, como
se exponia al término del apartado de evaluacién, de un contexto de aplicacién.

Obviamente no es posible dar una introduccién contextual en lo que se refiere al entorno social y cultural
pero si sobre el contenido dentro de la asignatura de matemdticas. No se estd hablando de una unidad
contemplada en el curriculo de bachillerato por lo que no se puede situar en el mismo con exactitud, pero es
claro que la propuesta esté concebida para suceder a las unidades de matrices y determinantes del bloque de
algebra. Este es el segundo bloque del curso después del bloque de andlisis y precede al bloque de geometria,
en el que se introduce la geometria analitica en tres dimensiones. El uso de la geometria analitica en dos
dimensiones de esta propuesta serd, por lo tanto, apropiado para recordar las nociones del curso anterior
y de 4° de ESO y manejarlas con un dominio suficiente en el bloque de geometria de 2° de bachillerato.
La propuesta tiene ademads otros dos fuertes nexos de unién con las matemadticas de la etapa de educacién
secundaria y bachillerato. El primero es claramente la recuperacién de las transformaciones geométricas que
se introducen de manera desconectada en 3° de ESO y el segundo es la generalizacién de un concepto como
es el de funcion, que se amplia méas alla del considerado sobre una tnica variable real de salida y de llegada.
Sobre el grupo de alumnos solo se ha planteado una caracteristica a tener en cuenta: el conocimiento minimo
de algun lenguaje de programacion; pues de otra manera el proyecto final requeriria de una introduccién a
entornos de programaciéon mas extensa que no se pretende.

Los recursos empleados dependerdn en gran medida de los disponibles en el centro en el que desarrolle la
propuesta. Para el proyecto final serd imprescindible contar con un aula de informatica.

La atencidon a la diversidad esta muy ligada al grupo de alumnos y a las necesidades especificas que estos
puedan tener. Se tendran en cuenta las necesidades de refuerzo de algunos alumnos ideando para ellos una
serie de actividades que se centren en potenciar las destrezas en las que muestran menor desarrollo. En
el caso opuesto, se ampliard el elenco de actividades con otras de mayor demanda cognitiva para quines
muestren altas capacidades. Otra caracteristica a considerar, dado que se estd hablando del curso de 2°
de bachillerato en su ambito cientifico-tecnoldgico son las perspectivas académico-profesionales que se estén
planteando los alumnos de cara en insistir en contenidos mas aplicados o mas formales dentro de los limites
que se marca la propuesta.

Entre los planes complementarios se podria considerar la visita a La Alhambra de Granada, que es
habitual incluir como plan complementario en unidades didacticas sobre geometria y que, en este caso
particular, es un complemento ideal al estudio de los grupos cristalograficos, pues es el unico edificio en el
que se pueden encontrar representados los 17 grupos. En esta misma linea un ‘paseo’ por el la localidad en la
que se sitie el centro en busca de elementos decorativos en los que se observen frisos y mosaicos es también
apropiada. Por otro lado, una charla de algin experto sobre imagenes digitales o sobre la aplicacion de las
matrices a la tecnologia aportaria una mayor perspectiva a la contextualizacion de las matrices. Se podrian
contemplar innumerables planes complementarios, estas son solo las sugerencias que se creen més adecuadas
a los objetivos que se pretenden.

Por ltimo, en cuanto a la autoevaluacion de la unidad, ademas de los items que habitualmente se valoran:
adecuacién de los contenidos, adecuacién de las metodologias, etc; cabe reflexionar fundamentalmente sobre
dos cuestiones: si el aprendizaje mostrado por los alumnos sobre las matrices en particular y sobre las
matematicas en general ha sido més profundo y si los elementos introducidos en la propuesta han conseguido
el efecto motivador que pretendian. La respuesta a estas dos cuestiones constituye el indicador sobre la
idoneidad de la propuesta didédctica aqui planteada.

4 Conclusiones finales

Dado que las necesidades de la sociedad cambian y que las ciencias progresan con nuevos descubrimientos la
didéctica, en general, aunque manteniendo una base y unos fines constantes, no puede permanecer inmutable
con el paso del tiempo. Cada una de las especialidades de la didactica ha de reflexionar continuamente sobre
su propia ensefianza y eventualmente reformularse qué conocimientos y destrezas ensenar y cémo ensenarlos.
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Con esta visién paradigmatica profundamente transformativa nace el presente trabajo. En el caso particular
de la didéactica de las matematicas posiblemente cabe replantearse la ensenanza de diversos contenidos: qué
interpretacién tienen, como surgen, como se aplican a la realidad, etc. Uno de ellos, y el que ha dado pie a
la propuesta didéactica que constituye este trabajo, es el tema de matrices de bachillerato. Se ha considerado
que el estudio de las matrices como un objeto con una estructura algebraica propia ha de acompanarse de una
contextualizacion apropiada que aproveche todo su potencial como instrumento de las propias matematicas
y de representacion de fendémenos reales. Quiza otros objetos estudiados a lo largo de las etapas de la
ESO y bachillerato, como el del propio nimero (natural, racional o real), tienen una interpretacién y una
aplicacién tan clara y evidente que justifica por si sola la necesidad de su estudio formal. Sin embargo,
no es este el caso de las matrices. Muchos alumnos superan el bachillerato cientifico-tecnolégico, incluso
de forma brillante, sin ni siquiera intuir la utilidad de este objeto matematico que se les ha introducido
por primera vez en el Ultimo curso de su etapa preuniversitaria y al que han dedicado numerosas sesiones
lectivas (al menos dos unidades didacticas incluyendo la de determinantes que estd estrechamente vinculada
e igualmente descontextualizada). De ahf la motivacién de esta propuesta, que, en concreto, ha dado una
interpretacién a las matrices como transformaciones geométricas en el plano y una aplicaciéon de las mismas
a la tecnologia a partir de la creacién de filtros de imégenes digitales. A raiz de esto se han perseguido una
serie de objetivos que, desde un punto de vista personal y bajo la fundamentacion tedrica dada en el marco
didactico, pueden repercutir en un aprendizaje mas sustancial de las matematicas en general, y asi se han
tratado de enfatizar en la propuesta. De esta manera se ha incidido en la argumentacién y el razonamiento
matematico, en declive de la mera aplicacién de algoritmos prefijados; se han conectado el dlgebra y la
geometria, que en estos niveles no pueden concebirse la una sin la otra; y, se ha tratado, bajo el enfoque
de la Educaciéon Matematica Realista, de recuperar la concepcion de las matematicas como instrumento de
estudio del mundo que nos rodea, en detrimento de las matematicas como un saber alejado de la realidad y
accesible solo para unos pocos privilegiados.

Con estos propositos se ha tratado de disenar la propuesta didactica, seleccionando los contenidos, las
actividades y la forma de evaluar el aprendizaje de los alumnos que se ha considerado méas adecuada. Y
aunque se tiene constancia, en primer lugar, de que esta eleccién puede haber sido més o menos exitosa, y,
en segundo lugar, de que las dificultades que entrafa la inclusién de unos contenidos completamente nuevos
en el curriculo, y mas atin, de una forma novedosa de enfocarlos, no son pocas; se considera, por encima
de estas cuestiones, el intento por mejorar la ensenanza de las matematicas en el terreno concreto de las
matrices. Probablemente, la eleccion de los elementos curriculares mas adecuados para esta propuesta solo
sea posible tras la experimentacién con diversos grupos y tras varias reformulaciones, pero en este trabajo
se ha tratado de aportar una primera aproximacién como parte un proyecto mayor.
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